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2'est dans le cadre de la réforme globale du systéme éducatif et selon les développements enregis-
frés par le curriculum, que ce manuel a été élaboré. 11 s'adresse aux éléves de la 2¢me année du bac-
calauréat ( Sciences Mathématiques A & B); il accompagne ainsi une étape cruciale importante
lu cursus scolaire des éléves.

_ette étape se caractérise par:

< L'acquisition d’un bagage cognitif mathématique permettant I'amélioration de I'apprentissage ;

< L'émergence d'aptitudes et de capacités facilitant l'orientation vers des études appropriées
meilleures.

‘élaboration de ce livre a donc tenu compte des considérations et caractéristiques suivantes :

* Maintien, organisation et perfectionnement des acquis.

» Introduction de chaque chapitre par des activités préparatoires qui incitent I'éléve a I'adhésion
et 2 l'engagement dans son apprentissage. Ces activités représentent un trait d'union entre les
prérequis et les « nouveaux » savoirs et savoirs-faire.

e Consolidation des savoirs et savoirs-faire fondamentaux par le biais d’exemples et d’applica-
tions qui jalonnent la totalité de I'ouvrage et qui favorisent la fixation des concepts et leurs
appréhension,

e Proposition d’exercices résolus et commentés qui conduisent a la confirmation des notions et
leur assimilation a travers I'application fonctionnelle, au contréle du degré d'acquisition et de la
qualité de maitrise aussi bien que I'entrainement a la formulation rigoureuse du raisonnement.

s Proposition d'exercices et problémes nombreux, diversifiés et catégorisés comme suit :

= Exercices d'application.
= Exercices de perfectionnement.
= Probléme de synthese.
= Extraits des examens du baccalauréat.
s exercices et les problemes proposés sont calibrés en fonction des capacités exigibles et sont cla-
ssés selon le ous les cices permettent de montrer la pertinence
ées.

'éclairement pour les enseignants et

ique efficient que le professeur investit
tte optique qu'il a été congu.
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teurs premiers pour déterminer |
le plus petit multiple commun et |

es théorémes de Gauss, |
et de Fermat dans des
hmétique ;
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z NOMBRES COMPLEXES

« L'ensemble C; I'écriture algébri- | e Maitriser le calcul sur les nomb- | » On sensibilisera de la nécessité
que d'un nombre complexe ; éga- | res complexes; d'introduire les nombres complexes
lité de deux nombres complexes; | o [nterpréter géométriquement d’une maniére succincte et précise ;
partie réelle et partie imaginaire | ges expressions et des formules | » Vue son importance dans la consoli-

d:un nombre complexe ; conjugué |  complexes ; dation de la notion de nombre com-
- i_m nombre complexe et Ses pro- | | ;jicer les nombres complexes plexe, on traitera la représentation
et dans le calcul trigopnométrique géométrique au début de ce chapitre

« Les opérations sur les nombres (formules de transformation, li- | €ten paralléle avecla présentation
complexes ; néarisation et développement) ; | dela majorité des notions au prog-

* Le plan complexe ; affixe d'un e Interpréter les notions géomét- ramme afin d'interpréter géométri-
point; affixe d'un vecteur ; image | riques suivantes en utilisant quement I'opposé, le conjugué, le
d'un nombre complexe ; I'outil complexe : la distance module, 'argument, la somme de

« Module d’'un nombre complexe; | entre deux points, alignement et deux nombres complexes etle pro-
le module et la distance ; I'inéga- | orthogonalité de deux vecteurs, duit dun.nombre complexepdr un
nombre réel ;

lité triangulaire ; I'ensemble des cocyclicité de quatre points...;
« On utilisera les formules de transfo-

nombres complexes de module 1; | ¢ Résoudre une équation du
le cercle trigonométrique ; second degré a une inconnue ; rmations géométriques et les nomb-
« Argument d'un nombre complexe | ¢ Résoudre des équations se ra- LG pour déterminer qt-le—
nonnul; menant a la résolution d’équa- lques fopules CegpeRetin ey
« Forme trigonométrique d'un tion du second degré a une i T mmr
mhmmplexe les coordon- inconnue ; l’“”ﬁsa'_‘li:::l ‘;es-z:::;mmmm
ées polair ‘comme es outils pour résoudre

res d'un point dans un | e Interpréter géométriquement o
les problémes géométriques ;-
mmﬂﬂmﬁ ‘angle de I'ensemble des solutions de ce :;m .
= i . itra estune occasion pﬂur le
B etl'argument du I'équation z” = 1 et résoudre . e r Rk
deleumafﬁxﬁs Tinterp- [ .otte équation ;
étrique des deux

e Déterminer les formules comp-
lexes des transformations

usuelles ;
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Les nombres complexes tels que nous les connai-
ssons et utilisons aujourd'hui datent du Xixéme
siecle. lIs étaient cependant connus et utilisés
depuis plusieurs siecles sous le nom de nombres
imaginaires [me qui est rasté &uns l'axpression

JEROME
CARDAN
(1501 - 1576)

JEAN-ROBERT
ARGAND
(1768 - 1822)

4 Maitriser le calcul sur les nombres complexes ;

+ Interpréter géométriquement des expressions et des
formules complexes ;

4 Utiliser les nombres complexes dans le calcul trigono-
métrigue (formules de transformation, linéarisation et
développement) ;

4 Interpréter les notions géométriques suivantes en uti-

hsant l'outll complexe : la distance entre deux points,
: ent etorthogonalué de deux vecteurs, cocycli-

= Activités Préparatoires.................. 12
e Connaissances Fondamentales

& | 'ensemble des nombres complexes ......... 22
8 Opérations sur les nombres complexes ... 23

& Représentation géométrique d’un

nombre complexe ... ..o, 28
® Conjugué d’un nombre complexe ......... a3
& Module d’'un nombre complexe .............. 36

® Forme trigonométrique d’un complexe..... 40
® Racines n*™ d'un nombre complexe

T T e e e e 7y

® Equations du second degré dans C......._.. 62

® Transformations usuelles du plan.......... 68

s Techniques et Astuces ................ 74
= Exercices et Probléemes

® Exercices d'application............. reasaers (21

® Exerclces de perfectionnement.............. 99
® Problémes de synthése........................ 102

Scanné avec CamScanner




1 ACTIVITES PREPARATOIRES

H RAPPELS T —— .

A) Autour de la trigonométrie :

7 estune mesure d'un angle orienté ; Déterminer sa mesure principale.

1. a) On sait que —

; 3
b) Calculer cos[%] et sm(— : 14 HJ.

2.a) Montrer que pour toutx € R :

X

7 5
cos(3x) + v/3sin(3x) = 2005(31 —-}31] et cos(3x)-sin(2x)= ZCGS[EI - %)COS[E —%}

b) Résoudre dans R I'équation : cos(3x)+ J3sin (3x)=-1
3.a) Résoudre dans |-, 7| I'équation :  sin(3x)+sin(2x)+sinx=0

b) Résoudre dans ]-2.?r, 37?.'] I'équation: tan’ x — (1 + J—j) tanx++/3 =0
B) Autour des angles et des coordonnées :

Le plan & est rapporté a un repére orthonormé direct (O;T;j) :

1. Soit A4 le point du plan $ déterminé par: O4=2 et (T,m) = ZTE [2::] ;

a) A l'aide de la régle et du compas, construire le point A en indiguant les étapes suivies.
b) Déterminer les coordonnées du point 4 .
2. Dans la figure ci-contre, RST est un triangle isocéle en R tel que :

RS=RT=2 et (R—S,ﬁ)s%[zz] et (TRS)=0 [27]
oll @est un réel donné.

Montrer que les coordonnées du point T dans le repére(R;i ,j)sa:mt :

{xr =3 cos@—sin @

Yr =3sin@+cos

3. On considére le point £ (\E ;l).

a) Calculer la distance OF et déterminer une mesure de l'angle orienté (Tﬁ)

b) Soit F le point du plan Ptel que : OF = 20E et (E)E,ﬁ‘") E% [27]

e En utilisant les formules de transformation, calculer: cos (:—;] et sin (T_H} L'

“En déduire les coordonnées du point F .
te (/) le cercle trigonométrique associé au repére (0;1. A ]') :

ter sur le cercle (U )les points M, dont les abscisses curvilignes sont : S?:r + i ou kelZ.
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ACTIVITES PREPARATOIRES 1

C) Autour des cercles :
Le plan " est rapporté & un repére orthonormé dlrect(O: 15 T) .

1. Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature et les éléments caractéristiques de I'ensemble des

points M (x; y)vérifiant la condition donnée :

lercas : x* + )" +4x—-8y-5=0 ; 2mecas: (x—2)(x—1)+(p+1)(¥-3)=0

x=2+3cost

3tme ca5 ; { c ]R}

y=-14+13sin¢
2. On considére les points : A(—d;S) ;  B(-2;7) : C(0;3)
a) Montrer que les points 4, B et C ne sont pas alignés.

b) Ecrire I'équation du cercle circonscrit au triangle ABC.

LE NOMBRE i ET LES NOMBRES COMPLEXES P ——

A) On considére dans R I'équation suivante : (EJ ) :x’ —13x+12=0

. Déterminer une solution triviale de cette équation puis la résoudre.

B) On considére dans R I'équation suivante: (E,):x’ -9x-11=0
1.a) Etudier les variations de la fonction numérique f définie par : Flx)=x"-9x-11

b) En déduire que I'ét:l'i.lzﬂ:ion(JE.'2 ) admet une solution unique & et que & € [3 ;4] .

2. Soitu et v deux nombres réels. _I Dl atat s )
a) Montrer que le nombreu + v est une solution de (Ez)

En 1545, Jérome Cardan publie I'Ars Magna

si, et seulementssi: #’ +v' +3(uv—3)(u+v)-11=0 | dans lequel il fournit des formules de résolu-
tion d'une équation de la forme ¥’ =px+g

3 3
u +v =11 : i 2
b) Montrer que si { ,alorsu + v est une avec petg entiers positifs. 11 développe des
uv=3 méthodes empruntées 4 Nicolo Tartaglia et
solutionde(Ez). découvre que si27¢° —4p’ 20, alors le réel
c) On supposeque: &” +v’ =1l et uv=3. positif :

Vérifier que :
(VX eR), (X -’ )(X -v')=X* -11X +27
puis déterminer’etv’ ; puis en déduireu etv.

d) Déterminer I'unique solution de I'équation (Ez ) , et vérifier que la solution trouvée correspond bien 4 la
formule donnée par Cardan dans « la position historique ».
C) On considére dans IR I'équation suivante: (E): x" =15x +4
1.a) Etudier les variations de la fonction numérique g définie par: g(x)=x"—15x-4

Scanné avec CamScanner



ACTIVITES PREPARATOIRES

i ] 1

+v =4 : .
2.a) Montrer que si |” : . alorsu + v est une solution du{!‘, ]
]m' — 3
§ 3 i i |
b) Etablir que s'il existe deux réelsu’ etv’ vérifiant (1’ +v' =4 et v’y = 125) alors ils Seront q
. A 5 5 50)

de I'équation : (!-']: X -4X +125=0 Utiop

¢) Justifier que I'‘équation (/') n'admet pas de solution réelle.
3.a) Montrer que I'équation ( ) est équivalente  I'équation :  (F): (X - 2)2 = —12]
b) On admet I'existence d'un nombre « imaginaire », qu'on note/, vérifiant;* = —|_
En utilisant les mémes régles de calcul vues dans R , vérifier que I'équation (7, ) admet es NoMmbres
2+1liet2-11i pour solutions.

c) Calculer(2 + j)-‘ et(2- ;‘)3 , et déduire de ce qui précéde que le nombre 4 est une solution de (E)

4. Vérifier que pourtoutxe R : x* —15x -4 = (x- 4)(;2 +4x+ 1), puis résoudre l'équaﬁon(g)‘

RATIONS SUR LES NOMBRES COMPLEXES ———

Les éléments de la forme x + iy, ol x et y sont des réels, sont appelés nombres complexes.

L'écriture z = x + iy oli(x; y) € R* s'appelle la forme algebrique du nombre z : x est la partie réelle de ; et
on écrit X = Re(z); y estla partie imaginaire de z et on écrit y=Im(z).

Siz=iyavecy e R, on dit que z est imaginaire pur. L'ensemble des imaginaires purs est noté iR,

A) On considére les nombres complexes: z =1+2j et z, =1- —;—f

1. Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

2z +i) ; 5, ; z+z, 402 G ozz oz 2n42 (22, — 2, +4i)™
2. Vérifier que : —l—=l-—2-:' et —1—=—4—+-—6-1'
Zi5 5 % 13 13
3. Montrer que si z est un nombre complexe non nul de forme algébrique z = x + jy avec(x;y)eR* —{(Ufﬂ)]
1 -
alors : == zxz+2y2r
Z xX+y' x4y

B) Soitz = x + iy un nombre complexe oil (x; y) € R?.
Déterminer, en fonction de xet y, la partie réelle et |a partie imaginaire de chacun des nombres

complexes suivants: U =3z -2z4] V=2z(iz+3) W22 (iciz #—i)
1

C) Déterminer les réels a et f sachant que ; 3—-'-—: =5+ i

D) On considére les nombres complexes: z, =7+ 9; et z,=(1+4i)a+ i(b- 7) ou (asb)e R,

ner les réels aetbpourque: z =z .
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ACTIVITES PREPARATOIRES 1

Le plan & est rapporté a un repére orthonormé direct ((); j 68 l)

A tout nombre complexe z = x + iy ou(x;y)e R’ on associe le point M (x;y)duplan%.

Inversement, a chaque point M (x; y)du plan 9 on associe le nombre complexez = x+iy.

Le point M s'appelle I'image du nombre complexe z

Le nombre z s'appelle I'affixe du point M : on écrit M (z)

[ On écrit z,, pour désigner I'affixe du point M ou Aff (M )‘]

A chaque vecteur du plan on associe l'unique point M du plan P tel queO—M =1u.

Le complexe z,, = z est appelé aussi I'affixe du vecteurii et on écritii (z)

On a ainsi réalisé une bijection de 'ensemble des points du plan & sur I'ensemble des nombres complexes C.
Le plan P est appelé alors le plan complexe.

A)

1. Représenter dans le plan P les images des nombres complexes suivants :

Z!=0 y 22=1 : }:3:-—] ; Zy=i
= i it - : 4
zo=—4H ; zo=1-i ; ;:i,zl—2 ; 25=£+ii 15 B E ] i |
- 2 2 25 3 5
2. Déterminer les affixes des points 4, B, C, D, E, Fet H -.F 2 3 :
indiqués sur la figure ci-contre, BB o8 q 5 L ¢H i i
3.0n considere les points K (1;1), L(2;2)et N[%;l]. - j‘ﬁ i
SO aq b g e -+ 4 v =y
Déterminer les affixes des vecteurs suivants : 9T o 2\E
OK ; OL ;ON ; KN ; LN ; 2KL-NK DAt
v £ i
B) Soit M et M deux points du plan complexe. ' . : : -

1. Montrer que I'affixe du vecteur v = MM'est: z, =z,, -z,

2. Montrer que pour tout(ﬁ;;i) € R’ et pour tous vecteurs vV et V' du plan, on a :

Aff (AV + ") = ZAfF (V) + pAff (V')
3.S0it G le barycentre du systéme pondéré {(4,),(B, B)} avec (a; ) e R*eta + B + 0.

_az, +fz,
a+f

.)» B(z,) et C(z. )trois points deux a deux distincts du plan &. Montrer que :

Montrer que 'affixe du point G est : Zo
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ACTIVITES PREPARATOIRES

a—-t NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE

‘\

d'affixes respectives : z,=-2+2i

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct((); 1,] ) » 0n considére les points 4 B, Ce
B, Cer p

1. Déterminer I'affixe du point D pour lequel ABCD est un parallélogramme.

2. Déterminer les affixes des vecteurs AC et AF ; En déduire que les points 4, £ et C sont alignés.

3. Déterminer deux réels @ et  telsque: @ + 8 =1 et E le barycentre du systéme {(A;a),([.‘;ﬁ]}.

4.50it b I'ensemble des points M (z)tels que :

Montrer que & est la droite ( AC).

(34eR) z=61-2+i(54+2)

H CONJUGUE D'UN NOMBRE COMPLEXE P e —

A) Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct(O;T,j), on considere les points suivants :

A(l+i) ; B(-2i) ;

1. Représenter les points ci-dessus.

2.50it A", B', C'et D'les symétriques respectifs des points 4, B, C et D par rapport a l'axe des abscisses.
a) Déterminer les affixes des points A', B', C'et D',

b) Comparer Re(z, ) etRe(z, )puisRe(z, ) etRe(z, ) puis Re(z. )etRe(z.. ).

c) ComparerIm(z, ) etIm(z, ) puisIm(z, ) etIm(z, ) puis Im(z, ) etIm(z.).

Soit x et y deux nombres réels etz le nombre complexe défini parz = x + iy .

3. Quelle est la nature de la transformation :
g: P2 -5 P 2
M(z) > M'(Z)

4. Déterminer le conjugué de chacun des complexes suivants :

Z=5-i ; z=-3 ; z

B) Soit z et z" deux nombres complexes.

& =%+f(l+£)

1.a) Montrerque: 2=z et z+E=2Re(z)

b) Montrerque: zeR<Zz =2

z—7 =2ilm(z)

zeiRe&zZ=-—2

2. Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct(O;i s j) , déterminer les ensembles suivants:

1 2)/(z-2i)e R}

B, ={M(z)/(z-2i) iR}
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ACTIVITES PREPARATOIRES

e

=
L

[}

3,a) Montrerque: 4z i et zxz' =3x

b) En déduire que pourtoutne N* : 2" = (f]"

g gl
¢) On suppose que z # 0. Déterminer — en fonction de Z et 2.7 .

=

—_—

d) Montrer que si z # Oalors: [l]:——l— et z_' =E:
z z z Z

e) Déterminer de deux fagons différentes les conjugués des nombres complexes suivants :
(2+5i)i

(4-i)

Z,=(2+5i)(4-3) ; zﬁ% e e
n | :

4. Résoudre dans C I'équation: 37 +4+2z=5-i

5. Déterminer I'ensemble des points M (z)du plan pour lesquels z* + 2z + Z est réel.

: ; EErzi s
6. Déterminer I'ensemble des points M (z)du plan pour lesquels 37 +i # 0 et = R.

¢ MODULE D’'UN NOMBRE COMPLEXE

-

A) Le plan complexe S rapporté a un repére orthonormé direct (O; ik j)-
1.Soit z = x + iy un nombre complexe avec(x; y) € R? et M I'image du nombre z dans le plan .

a) Calculer la distance OM en fonction de x et y puis vérifier que : OM =+z.Z

Le nombre positifz.Z est appelé le module du nombre complexe z, et est r:oté}z|.

Onadonc: IZ|='JZ._E=:1[‘I2 4+

b) Représenter les points M (z)et N (Z) dans le plan ® puis en déduire que: |z|=Z]
c) Calculer: |J3_'+1'| ; |-JE -~ f~.5| ; |—5| ; l—i| ; irr —21
2. 0n considére les deux points A(z, ) et B(z, ) etle vecteurs d'affixe z .
a) Montrer que: ||fi|| = |z| et AB =|zH ~z‘].
b) On suppose dans cette question : A(~1+ i) et B(1+3i).
Montrer que le triangle OAB est rectangle en 4.

B) Le plan complexe & est rapporté A un repére orthonormé direct(O; 1 ,j) ;

1. Soit z et z' deux nombres complexes et M et M' leurs images respectives dans le plan .
a) Montrer que: ([z|=0¢ z= 0) et |Re(z)| <lz| et 1]1;.(;)} <]
b) Construire le point §(z + z') dans le plan ? puis en déduire que : |z+ 2 <|2|+|21 .
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ACTIVITES PREPARATOIRES

cette inégalité est appelée : « Inégalité triangulaire »

¢) Montrer que‘z;" = lzi xlz'i puis en déduire par récurrence que pour toutn e N : iz" =|o"
i . 1 Z |2'|
d) En déduire que siz # Qalors: |—|=— et |—|=—
2l | lz| |

e) Calculer le module de chacun des nombres complexes suivants :

5 ; . L+i\3 (1-2i) o, 28 L1
) s s [__]
2 3

/4 T - T
e P —2i)| sin——icos— i z;,=l+itand t0e |-—,—
55 1+; 6 (\E 2:)(5;11? rcos?] - i (ici } 5 2|:)

2. Dans le plan complexe, déterminer les ensembles suivants :

C={M(2)/|z-3+4]=2} ; D={M(z)/|z-5+2i]=|z+1]} ; ‘#,':{M(z)f

Zs=

z—1|

z+1+2i

.

1. Soit €, le cercle de centre O et de rayon 1.

SOitM(J:;y) un point du cercle €, et @une mesure de I'angle orienté (T ,O—M)

Montrer que I'affixe z, du point M est déterminée par la relation :

z,, =cosf+isinf

2. Soitr un reel strictement positif, et soit “€ le cercle de centre O et de rayon r .
On considére le point M (z)de € et on pose : (ﬁ) =0 [2r]
Montrer que: z= r(cos€+ isin 6‘)

3.S0itr e R7,0€R et z=r(cosf+isind).

Montrer que le point M (z) appartient au cercle de centre O et de rayon r .

e —

£ | est appelée un argument
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ACTIVITES PREPARATOIRES 1

A) Préliminaire.

4 x 4x
] in

1. Déterminer: e . @ R S5 N
2. Déterminer la forme trigonométrique du nombre 2 +il6.

3. Soit7le nombre complexe de module J2 et d'argument z—ii Quelle est la forme algébrique der ?

4.Soit@ e R et k € R, Vérifier que : |e""| =] ‘et arg(ke"' ) =0 [2r]

5. Dans le plan complexe, on considére le cercle € de centre (@) et de rayon r > 0 ; et soit M (z)un point
quelconque du plan complexe. Montrer que: M €€ & L (30eR), z=w+ re”

B) Dans le plan complexe & rapporté a un repére orthonormé direct[O; T : j) ,on considere les points 4, B

et C d'affixes respectivesz,, z etz,..

1. a) En utilisant les deux points E et F tels que: OE = 4B et OF = AC.

v

Montrer que : (E,A_'C) = arg(zc < ] [27].

Zg — 2,

b) Déterminer une mesure de I'angle (ﬁ) dans le cas ot A(1) et B(2+1) et C(Z + N’g)

7 . ;
2.a) On suppose, et seulement dans cette question, que : A[g +%:') et B(-1+ :) et C(1- 1)

Montrer que le rectangle ABC est rectangle en 4.
Z

zZ. — A
b) Dans le cas général, montrer l'équivalence suivante : ( ABC est rectangleen 4) < <~ A eiR.
Zy—2,

z.—2z iz X
3. Montrer |'équivalence suivante : ( ABC est équilatéral ) < — {e Yoe 3 }
Ip— 2,4

4.Soit A, B, C et D quatre points deux a deux distincts et non alignes. On rappelle que les points 4 , B .\

Montrer I'équivalence suivante : C et D sont cocycliques (c'est-a-
P dire qu'ils appartiennent au
liques) & <4 .C DR . .
(4,B,CetDsont cocycliques) = méme cercle) si, et seulement si :
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ACTIVITES PREPARATOIRES

La formule (cos @ + isin8)" = cos(n@)+isin(nd) est appelée « Formule de Moivre ».

_i0 it —it

+e : e . tes « Formules d'E
3. Montrer que : cos® = ———— etsin @ = _Ces deux formules sont appelées Euler,

B) Soit §un nombre réel. y
1. En utilisant la formule de Moivre, montrer que :
3 .
cos(30) = 4cos’ @ —3cos@ et  cos(50) = 16cos® @ —20cos’ 8+5cosé

2. Calculersin (38) et sin (50) en fonction desin 8.
T 5m 117 - e s .8 < 0 6x—1=
3. Montrer que les nombres cos ; et cos ? et cos T sont solutions de I'équation : 5x x=1=0

4. En utilisant les formules d'Euler, montrer que : ‘
y s .
cos' 8= é(cos(rw) + 4003(26') + 3} et sin’@= 1(3 sin @ —sin (39))
On dit qu’on a linéarisé les expressions cos’ @ et sin’ 4.
5. Ecrire cos@.sin® @ et cos’ (29)501.:5 la forme d’une somme de termes de la forme A cos (px) et usin (qx)

avec A et u des réels et(p,q) eN°,

o

1. Vérifier que pour toutz € C : z° +1=(z+i)(z—i) puis résoudre dans C I'équation: z* = -1

Les nombres i et—i sont appelés les racines carrées du nombre complexe —1. En général :

carrée d’'un nombre complexe #, tout complexe z tel que 2b =y ]

2. Déterminer les racines carrées des nombres suivants: —49 ; 2i ; -2i (remarquer que (1 +i )2 =20)
3.0n poseu = —24 — 70i , et soitz = x + iy avec(x, y) e R*.
P4y =74
a) Montrerque: z° =u <> {x’ -y’ =-24
xy=-35

b)M@m _M-‘lg. nombre —24 — 70i admet deux racines carrées que I'on déterminera.

complexe: u=2-2i
us forme trigonométrique.
'équation suivante : (B): 2 =2-2i

reR’ etfeR.
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ACTIVITES PREPARATOIRES

|

Montrer que : 2 =2-2ie [r" E 2-ff et ﬂrg,(zJ ) = —%+ 2kr, ke E)
b) En déduire, sous forme trigonométrique, les solutions de I'équation E).
3. Dans le plan rapporté & un repére orthonormé direct(O;T ,j), on considére les points M,, M, et M,
images respectives des solutions z,, z, et z, de I'équation (£ )avec: Re(z, ) < Re(z ) <Re(z, ).

a) Représenter les points M, M et M, dans le repére(O;T,j ;

o S

b) Montrer que : (m;m)s ZTH [2::] et (W,OTJ;) EZTH' [2;‘:‘] et (OVE. O_M;)E_?:E [2;1]

Le plan complexe & est rapporté a un repére orthonormé direct(O‘T j) :

Si F est une mlnsformauun de 9 vers S transformant le point M d’affixe z en le pomt M' d'affixe

1. Soit fun nombre réel tel que: 0< < 7

On considere trois points 4, B et C d'affixes respectives z,, z, etz tels que:
(4B.4C)=0[21] o aB=4c
Montrerque: 2z, -2z, =¢€"(z,-z,)
2. Déterminer I'écriture complexe de la rotation R, de centre Q(l = 2!') et d‘angleg—-.
3.Soit R I'application de P vers % qui, a chaque point M (z) , associe le point M’ {z'] tel que :
z'= e%z +(1+ Zi)e_%
a) Montrer qu'il existe un unique point Q(@)tel que R(Q) =Q.

b) Vérifier que: 2/~ w=e” (z-w)

ie ses éléments caractéristiques.

Scanné avec CamScanner



1 CONNAISSANCES FONDAMENTALES

&P L’ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES
1.1. NOTION DE NOMBRE COMPLEXE

Il existe un ensemble noté C contenant & ,
* muni d'une addition notée + et d’une multiplication notée x, ou le plus souvent implicitement
(c'est-a-dire sans symbole, comme dans R ) possédant les mémes propriétés comme dans R .
¢ possédant un élément noté i dont le carré vaut —1 : i = —1.
. nﬁm élément z. appelé nombre complexe ou complexe, s"écrit de maniére unique sous la

i

e: z=>5+2i(1-3i)
11+2i.Onaalors: Re(z)=11 et Im(z)=2.
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

1.3. EGALITE DE DEUX NOMBRES COMPLEXES

Proposition 1

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont mémes parties réelles et mémes .
parties imaginaires. En d'autres termes :

(V(z,z'}e C") z=z'& (Re(z)=Re(z') et Im(z)=Im ()

* Le résultat de la proposition 1 est une conséquence immédiate de I'unicité de la forme algébrique
- d'un nombre complexe.

)=0) et z#0e (Re(z)#0 oulm(z)0)

On considére deux nombres complexes: z =x—1+(y+2)i et z, ==2xi+y ol (x;3)€ R’

Déterminons les réels x et y pour que z, = z, :

Ona: z =z, (x-1 et y+2=-2x)& R = [x : ety= 4}
H = -] = =—2x =-—— = ——
U g ey 3 3

@) OPERATIONS SUR LES NOMBRES COMPLEXES
2.1. ADDITION ET MULTIPLICATION DANS C

roposition 2
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2.2. OPPOSE D'UN COMPLEXE - DIFFERENCE DE DEUX co

Proposition 3 5 PLEXE&

~ Tout mhm complexe Z =X+iy,ou xetysontdes réels, posséde un OPPOsé dans Con
" s j&omp]eke —-x = ty et on écrit—z = —x —iy. Donc:

mbres t_-:gmpl.exes-- zetz'estlenombre: z-z'=,. (-z’)

2zi -32 +zz , (2'1 +..."{2 )(z' _,_5.2.;)
"bles:_ebﬁﬂr tout (a;6) e R
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

a)Ona: z=5-i"=5-(-1)=6 et =z, =i+i(i+1)=i+i(-1+1)=i
b)Ona: 2 =5-i(2+3i)=5-2i-3i* =5-2i4+3=8-2i
Bty 2, -~-2+3:‘+:‘((2+3~F}2 +]}=2+3f+i[-4+l2r'] ==10-i.
QOna: z=5—i(1-3i) =5-i(-8-6i)=5+8i—6=—1+8i
Bt 2, = (1=30)" +i((1-3i)' +1) = -8~ 6 +i((-8-6i)’ +1) = =86 +i(29+96i) = 104 +23i
2) On consideére le nombre complexe: =143+ i(! = J?_:)
Calculons puis mettons sous forme algébrique les nombres/*, 1*, 1 et 1" pour toutn € N* :
Ona:rz=(I+~f§)z-(1—\5)2+2:‘(1+J§)(1—\5)=4(~ﬁ—i)=4~E—45-
Ona: =[4(~f§-i):|z =16(v3-1) =16(2-2iV3) =32-32V3.
Ona: ¢ =1 xr' =4(J§-f)x32(1-;J§]:128(J§—f)(|-fJ§)=128(—4:):—512:
Ona: 1 =(r) =(-512i)’ =(-2') = 2"
On a enfin, pourtout ne N* : " :(r‘3 )" :(—2”)" (Attention : Ne pas écrire 1" = (—2)13" )

2.3. INVERSE D'UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

QUOTIENT DE DEUX NOMBRES COMPLEXES
Proposition 4

Soit z = x + iy un nombre complexe non nul tels que (x; y) € R* — {(0,0]}.
Tinverse du nombre z est le nombre complexe noté i ouz'tel que :
z

X

s

Scanné avec CamScanner

1



CONNAISSANCES FONDAMENTALES

Déterminons I'inverse du nombre complexe z = (1-2i)(3+2i) :
et 7 4,
7-4 T +(-4) 65 65

Il

Ona z=7-4i, donc: l
z

1. Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe suivant : Z = (2 + EJ?:)(S —4i)+ [1 + _1_1.)2
2

2. Déterminer la forme algébrique du nombre complexe u = z? —4z.2" + 3 sachant que :
S
z=1-3i et z’=5+51

&-Sﬂt: j = -—.a;_.‘_izi_i

a) Calculer j’ et j°.
h)m € N. Calculer j* selon les valeurs de k.

22

f(z)=2"-z+2

les nombres complexes z tels que f(z) € R. (Poser z = x + iy avec (x ;.V) eR?)

omplexe différent de —i . Montrer que : eRe Imz=-1

Z+1
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

1

L'équation (£ )est équivalente 4 z + (44i)z=2+i,cest-a-dire(5+i)z =2 +i. 1l s’ensuit donc :

247 _(2+0)(5-i) 1+3i _11 3

-
-

o e = i
S5+ 5 +1° 26 26 26
Par suite, I'ensemble solution de cette équation est: § = {—Il + if}
26 26
3) Soitz = x 4 {y un nombre complexe avec(,\-;)s) e R, On posef(ZJ = z_—l-]r
z —

Déterminons les complexes = (z # 1) pour que f(z) soit un réel,

G ) (z)= x+i(y+1) ("”(—"H))((""')‘U”)zf+y2—.r+y_H_ Py
(=Dt (ot y? (x=1f+y*  (x=1)+y*

Il sensuit donc que ; Re(f(z)):iz_ll__‘rﬁ ot [m(f(z)):x_—-y_l-

(x=1)" +)? (x—1) +y?
Q{x-y—ﬁo {y=x—1 {z:x+i(x—l)

2 < =
(x=1)+y* 20 [(x2)%(150)  [x=1
Par suite, I'ensemble des nombres complexes z tels quef(z) € Rest: {x+(x - l)f’r’x eR- {l}} .

Pl

1. Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe suivant :

Z=(1+f)ﬁ“) — (i 3;)(f+:]+6

2. Résoudre dans C les équations suivantes :

On a alors : f(z)e]R@lm(f(ﬂ}:

; S 1+3iz _ z+2
~1+4i)z+(1-2i)=iz+3 ; B
(EI) ( ) ( ) & ( ) 143z z—5
3. Résoudre dans C’ les systémes suivants :
2iz+3z' =i 3z-2z"'=-11
S ) : :
(‘) {iz+z'=2 ( ) {fz+(1+:‘)z'=3(4—;‘)

4. Montrer que I'ensemble des nombres complexes z pour lesquels i

est réel est :

JE.'={x+r‘,|.u’(.rc—1)Z +y' =let (x;y):(z;o)}

5.Soitz = x 4 iy un nombre complexe tel que (x;y) e R*.
i z dans chacun des cas suivants :
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1 CONNAISSANCES FUNDAMEN‘I‘ALES

@) REPRESENTATION GEOMETRIQUE D'UN COMPLEXE |
3.1. AFFIXE D'UN POINT - AFFIXE D'UN VECTEUR

Définition 3 —

Le plan % est muni d'un repére orthonormé di“’-"t(o; I ’j) :
*Soitz = x+ iy ou(x;y) € R* un nombre complexe.
L'unique point M , de coordonnées (x; y) dans (O;i ; j) :
 appelé l'image du complexe z et on écrit M (z). j
un point, de coordonnées(x; ) dans( O;T,T) - ~a
nbre 2Xe z = X + iy est appelé 'affixe du point M . On le note Aff (M )ou

I

uni d'un repére orthonormé direct (0; T, j) . A partir de la définition 3

nble C au plan ®de la fagon suivante :
exez = x +iy on associe le point M (x; y).
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- CONNAISSANCES FONDAMENTALES 1

* Soit z un nombre complexe. Ona: z = Aff (M) z= Aﬂ(m)

: C—> 9
*Soit ‘I I'ensemble des vecteurs du plan. L'application = - (2 ) est une bijection de C vers
zZ wlz

9, etona: (V(ﬁ;i"]eclf’] ( —vddﬁ() Aﬁ.( ))

N —

e e o m—

3.2. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE LA SOMME, DE LA
DIFFERENCE ET DE LA MULTIPLICATION PAR UN REEL

;“"_Propositionﬁ r——- — S L T R——

|

* Siv, et v, sont deux vecteurs du plan d'affixes respectives z, et z,, alors I'affixe du vecteur v, + v,
estz, +z,. En d’autres termes : Aff (v, +7,) = Aff (% )+ A (7,).
*Si M, et M, sont les images respectives des affixes z etz,,

alors I'image du nombre Z, +z, estle point S tel que :

OS = OM, + OM: (Cest-a-dire OM,SM, est un parallélogramme)

® Soit z un nombre complexe et i ( z) et ¥ (—z) deux vecteurs du plan.

On sait que Aff (ﬁ] =0et z+(—z} =0, donc d’aprés la proposition 6, on en déduit queu +v=0.
Ainsi V =~ etalors: Aff (=)= —-Aff (i) .

*Soit M (z)et M'(~z). Comme O(0) et z +(~z) = Oalors OM + OM’ = 00 = 0 et par suite :
OM’ = —OM . Ainsi, le point M" (—z) est le symétrique de point M (z) par rapport 2 0.

*0n }mﬂ: aussi interpréter géométriquement I'addition de la maniére

-d’amxea--- la translaﬁon du vecteur i
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On considére les points A et B d'affixes respectives: Z, = 3+42i et z, =1+5i
Déterminons l'affixe du point C pour lequel OABC estun parallélogramme :
Le quadrilatére OABC est un parallélogramme si, et seulement si : OC = 4B

D'aprés la proposition 7, I'affixe du vecteur AB estz, —z, =—2+3i.

Et puisque I'affixe du vecteur OC est celle du point C alors I'affixe du pointCest: z = Zy~7 o8
A S=24

L.Soit 4, B, C et Ddes points du plan d'affixes respectives a, b, cetd .
Montrer que: ( ABCDest un parallélogramme) <> a+c=h+d

2.Soit 4, B et E des points du plan d’affixes respectives: a=3-4i ,b=T—iete=1+;
Etsoit M le point du plan défini par: —AM + BM + EM =0
Déterminer I'affixe du point M . Quelle est la nature du quadrilatére ABME ?

Propositio

|

| el MPLEXE DE LA LINEARITE,
" DU BARYCENTRE

e e
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

_Preuve |

Les points A, B et C sont alignés si, et seulement sj : (34eR); AC = 148

Puisque I'affixe du vecteur 4B estz, —z, etcelle de If'estzf ~z,,alors I'égalité AC = AAB est

équivalenteaz. -z = A(Za -z, ).C'est-é-dire: 2c =2y

Zp— 2,

eR

1) Soit 4, B et Cles points du plan complexe d'affixes respectives: z, =6—i et z, =1 —11i et z. =7 +i

e . [ -
Ona:zy—z, =-5-10i et zcﬁzj=|+2i_dunczc-zj=A§(35—-zJ).Parconsequent:
2o 2, 1

e e R, ce qui entraine que les points 4, B et C soient alignés.
B A

2) Soit M (z), A(1)etN(z*)avecz e C.

Déterminons I'ensemble des points M tels que M , A et N sont alignés :
-Siz = Dalors les points M et N sont confondus.

- Siz=1alors les points A, M et N sont confondus.

9
. oL cz—1
On suppose maintenant que z # Oetz = 1. Les points A, M et N sont alignés si, et seulement si eR,

z —
c'est-a-dire si(z + l) €R.Orsionposez = x+ iy avec(x;y} € R? on obtient :
(z+1)eReIm(z+1)=0< =0
Par suite, 'ensemble des points recherché est I'axe réel ou I'axe des abscisses.
3) Soit M (z), A(1)et N(iz+1) avecz e C.
Déterminons I'ensemble des points M tels que M , A et N soient alignés :
- Siz =l alors les points A et M sont confondus.
- Siz = 0alors les points A et N sont confondus.
-Siz= % +-%f alors les points M et N sont confondus.
Ily.
On suppose maintenant que z # Oetz # letz # = +51 -Les points 4, M et N sont alignés si, et seulement

o _.].._"'_E R. En posantz = x+ iyavec(x;y) € R*, on obtient :
1-(iz+1)

. -y
e 2 2 2+' 2 2
B +x X &y Xk

-':

z -1 L I D y

~ IR

| ;‘ger_u-:le de centre Q[%J et de rayon —;-
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Montrer que I'ensemble des points M (z) pour lesquels les points B(i), M( z)et M'(iz) sont alignés est

un cercle que I'on déterminera.

Proposition 10

Soit 4, B, C et D quatre points du plan d'affixes respectives z,, z,,Z.etZ,telsque A # BetC = D,

kg
(8] CE]R

LESdroites{AB ) et( CD) sont paralléles si, et seulement si : B
B =4

Prewe |

)

Les droites ( AB) et(CD) sont paralléles si, et seulement si : (ke R); CD =k AB, ce qui signifie que

Ll T zZ,— 2. )
Zp — I = k(zs = }, c'est-a-dire que—2—5 = k e R, d’oll le résultat.
Z,—2

i A

Soit A, B et C les points du plan d’affixes respectivesz, =—2+6i, z; =4-3i et z. =(2-3i)x ouxeR’.

Ona: z, -z, =6-9i,donc Zo =§.PufsquexER'alors %c ER.Ainsi:(AB]H(OC].

2y =24 Zp —Z4
_

Pour tout z € C, on considére les points A(-1), B(i), M(z)et N (zz )

Déterminer I'ensemble des points M tels que les droites (BM ) et( AN ) soient paralléles.
osition 11

——

estle complexe: z, = 274t Bz,

a+p

ZZ,
zi e '.---

2

I B e e S
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Soit A, B et C les points du plan d’affixes respectives : 2,=343i, z;,=5-2ietz, =7+10i

- Le milieu du segment[AB] estle point/ d'affixe : z, = 24 ; -/ 4+ I—:’.

2
- Le barycentre H du systéme pondéré [(B;—I);(C;S)}a pour affixe : z,, = :iizsi 2 1§+ 13i.

Z, 42,42 =5+l_1:.
3

- Le centre de gravité du triangle ABC est le point G d'affixe: z, =

1.Soit 4, B et Cles points du plan d'affixes respectives: a=3+7i et b=4+5i et c=2+1.
a) Déterminer l'affixe du point G barycentre du systéme pondéré {(A;?.):(B; 1 );(C: 1 )} et I'affixe du

point H barycentre du systéme pondéré {(A s1i(8;2):(C:] )} g
b) Déterminer I'ensemble des points M ( z)du plan tels que : ||2T»H + MB + FC" = Hm +2MB + IJE” ;

2. Soitx et y deux nombres réels. Soit les points 4, B, C et G du plan complexe d'affixes respectives :

z,=1+iy,z, =21 ,z . =x—-ietz,=1-i.

Déterminer les valeurs des réels x et y pour que le point G soit le barycentre des points pondérés (A' 2 2) ;
(B:-1)et(C;3).

CONJUGUE D'UN NOMBRE COMPLEXE
4.1. DEFINITION ET INTERPRETATION GEOMETRIQUE

bre complexe avec(x;y) € R”.

B+3V2 3 v=5-4i ; w=3+i(5+i)

_

r
B T=17+3V2=17+32 ; vV=5-adi=5+4i
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Interprétation géométrique de la conjugaison J
Soit z = x + iy un nombre complexe avec(x; ) € R’. Q(‘f)-‘f ___________
La symétrie par rapport a 'axe des abscisses transforme le E ,
point M (x;y)en N(x;-y), daffixe Aﬂ(N)=W- ; 9L
La symétrie par rapport a 'axe des ordonnées transforme le ; ) i \
point M (x; y)en Q(~x;y), daffixe Aff (Q) = —Aff (M). P(—z]“'L
4.2. PROPRIETES DU CONJUGUE
 Proposition 12
Etantdonnéz e C,ona:
R&(z)=é-(z+ zZ) et Im(z)= _—;}(z—f) et z.'.E=(1ile(;:))2 +(1m

. zeRoz=z e zeiRoz=-z

Soitz = x + iy un nombre complexe avec(x;y)e]ﬂz. Ona: x=Rc(z) et y= Im(z) d'ol ;.
1
21(

___M-(xw)(x )=x (i) =x* +* =(Re(z))’ +(Im(z))’

""-'-.‘r.'.:,_:.gva.’f)=%(x+{v-+x—.{y.)=x=Re(z) et z—Z)= —(r+:y x+iy)=y=I ,,
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

HE 2+l
1) Pourtoutn € Z,onpose: u=(5+6i)" +(5-6i)" et v=(~ﬁ+.-‘)z l+(r‘—v€)

Montrons que le nombre  est réel et que le nombre vest imaginaire pur.
Onapourtoutne Z :

i =(5+6i) +(5-6i) =(5+6i)" +(5-6i) =(5-6i)" +(5+6i)" =u.Parsuite : u est réel.

Onapourtoutn e Z :

P=(VB ) " (1= B (VB i) (=B = ) (=) () (B )

F"uisn:[ue(—l)!'1+| =—lalors v = -(:‘— Jj)lm —-(\ﬁ - 5)2“’ = —v. Par suite : vest imaginaire pur.

2) Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé direct, on veut déterminer I'ensemble des points

M (z) pour lesquels 2iz — 7 est réel.

On pose: 2’ =2iz—Z, et soit £ I'ensemble des points M (z)tels quez’ € B . On a alors :

MeEozZeRe =202 -2=2i2-7¢ 25 -2=2iz-7 <> z-% =2i(z+7)
Par conséquent: M € E < 2ilm(z)=—4iRe(z) < Im(z)=-2Re(z)
Si on considére z = x + iy ave:(x;y]e]l?i.nn en déduitque: M e E < y=-2x
Par suite, 'ensemble E = [M(z} [2iz—Z e ]R} est la droite d'équation y = —2x.

‘[ Applications |

1. Soitz € C’. Simplifier I'expression suivante : [:z it ) syt

V3

2.0n considére le nombre complexe: j= —% +i =

a) Montrer que pour toutn e Z : (_,;'2" - j”) eilk.

Zz z

b) Montrer que pour tout (a;h;c)e C’ :
@ +b’+c’ —3abc=(a+b+c)(a+bj+cj)(a+bj+c])

3. Résoudre dans Cles équations suivantes: Z =(1-i)z+3+42i et 247 L 0

4
4.Pourtoutz € C,onpose: f(z)=(z-2)(Z +i).Soit M (2)un point du plan complexe,

: E={M(z)/ f(z)eR] et F={M(z)/ f(z) e iR}

'ensemble des points M (z) pour lesquels 7 = : ¥ trénl

.

' le des points M (z) pour lesquels le nombre 7' = 2.1

= est
IZ+3
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I Remaraues '

® Soit 7 un entier supérieur ou égal a 2, etz ,z,,... 2, des nombres complexes. Alors .

n n

Ya=3% « [la=II=
=1 k=]

k=1 k=]

* Soit P(z)un polyndme dans Ca coefficients réels: P(z)=a,z" +a, 2"+, 4 a2+ q, 3

‘ (les nombres a,, a,, ..., a, sont alors réels). On a alors pour toutz € C :

- _I T T
; P(z)=a:"+a, z"" +..+az+a,=a2"+a,,2" +..+az+aq,

Puisque pour tout entier k compris entreletn (ausenslarge): a, =a, et z*' = (3':")l '

Alors : FT?_)-—-a.. (2)' +a,., ()" +....+ @2+, = P(Z). En particulier, si est raq

polyndme P (c'est-a-dire P(a) = 0), alors @ est aussi racine du P car: P(&) = P(a)
- {fﬂn’m alm le résultat important suivant :
; @ est racine d’un polyndme a coefficients réels, alors & est aussi racine de ce pq

@MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE
5.1. DEFINITION ET INTERPRETATION GEOMETRIQUE

Soitz = x + iy un nombre complexe avec(x;y) R

Le module de z est le réel positif nnté[zf défini par: |z[ = Jz_f = q.,fxz +y?

= \(Re ()" +(im(z))

12-5i= 12> +(-5) =\169=13 ; [3+5i|=v3*+5 =34 ; I_z\{ﬁ|=2J1_5-
=7 : |N6-v2i=v6+2=vB=22 ; [s|=V3'=5 |—3f|=‘](73?={f
mmﬂa]——- —l: |cost?+:sm€|-v'cus f+sin’ 0 =1 et |l+1tan9| J1+tan |
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

Interprétation géométrique du module
Etantdonné = e C, d'image M , le module de = est
la distance OM : H = "m“ =0OM

Siu est un vecteur d'affixe z alors : |zl = nﬁu

A partir de cette interprétation geométrique du module, on peut déduire les résultats suivants :

A—| Proposition 14] —— e . —

La distance entre deux points 4 et B, d'affixes respectivesaeth,est: AB= IA_E." = |b —a |

——1 Proposition IE}

Soita@ un nombre complexe etr un réel strictement positif. On note 4 l'image dea. !

|
L'ensemble des images M (z) des nombres complexes z tels que :

. lz—a' = restle cercle® de centre A et de rayon r .

. |_z — a| < restle disque fermé & de centre A et de rayonr .

1
. |§--ai < restle disque ouvert A de centre 4 et de rayonr . ;

1) Soit E I'ensemble des points M (z)du plan tels qua|z| = 3. Puisque OM = 3 alors E est I'ensemble des

points M tels que OM = 3. Par conséquent, I'ensemble E est le cercle de centre O et de rayon 3.
2) Soit F 'ensemble des points M (z)du plan tels que|z—1+i[<4,

En notant A4 le point d'affixel —i, on obtient: M e F -c:r'z—{l-:‘]l 4o AM <4

Par suite, 'ensemble /* est le disque fermé de centre A et de rayon 4 .

5.2. PROPRIETES DU MODULE

Soit z et z' deux nombres complexes, On a les propriétés suivantes :
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1 CONNAISSANCES FONDAMENTALES

|

1) Calculons les modules des nombres complexes suivants : s
g V3 +i e =[i_;£} 2 g ii(i_fli
z, =(3-4i)(4+8i § O s S '
(3-4i)(4+8i) o= e 3 2 13( 3+2£)

propriétés énoncées dans la proposition 16, oy ob

En utilisant la définition du module et les ﬁt‘-nt-

3+.'| b

|2,| =3 - 4i] x |4+8:|- J25 x~f80 = 2045 : | I._lJ_ N(_I_,___l

L]
AT | e I MVl
i e 4733 +2i)| 13+2i ]3,((\;,-5)*‘ -
- 1 I
2) Déterminons dans le plan complexe, I'ensemble £ des points M (z)tels que: liz +3|= P ‘4I+"_:
OnapourtoutzeC : ]
I ) : 4 |
M(z)eE & |iz+3|= l+z—4f+] <:>‘f{z—3£]|—.- ;(z+4+£) < |il|z -3 = ;|z+4+|1
i

Commeli| = l =1,alors: M(z)ekE & |z - 3il =|z+4+;‘|
i

Considérons les points 4(3i) et B(—4 - i).0nadonc: M(z)eE & IZ - 3!'| - |2 +a fl < AM = B

Par suite, I'ensemble E est la médiatrice du segment[ 4B].
3) Soit F I'ensemble des points M (z)du plan tels queliz - 2| =[Z +1-1|.
Onapourtoutz e C : |iz 2| = i(z+2i)| =i |+ 2| =|z + 21| et [F+1-4= |m1 =§z+1_+
On considére les points A(~2i) et B(~1~i).Onaalors: M € F & |2+ 2i| =z +1+i| < AM =BM
Par suite, ensemble G est la médiatrice du segment[ 4B]. |
4) Soitu un nombre complexe tel quex € R Montrons que: (Vz € C) |l +uz|=|1+#z|=>zeR .
Soit z € C vérifiant|l + uz| = |1 +iz|. On a alors :

[1+uz| = |1+ 72| = |+ ez =|1+i = (14 uz)(1+72) = (1+7z) (1 + uZ) i

'ﬂ enrésultedonc: | +u.z+.zZ +ull.zZ =1+uz +i.z+uun.zz ,cest-a-dire: u.z +UZ =uz+l
;pm'cmﬁéquent, (u—it)z+(T—u)z=0,dou: (u-u)(z-2)=0.
squel — il # 0-‘(;:9::1 ¢ IR )alors nécessairement z — 7 = 0, donc z = Z et par suite: z€ R
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES 1

It
1. Déterminer le module du nombre complexe: z= ('JE e rJz +2 )

z+2i
2z 410

2.Pourtoutz € C— {--;_f} ,onpose:Z =

Montrer I'équivalence suivante : |z| =]¢> IZ1 =]
3. Déterminer tous les nombres complexes z tels que :
a) ||-|e=ie=lz i  b) |-8i?|=32 ;o) |e-1+2]=3[F +4+3i
4. Soit F* I'application du plan complexe % vers & et qui associe a tout point M d'affixez € C - {i} le point
1=iz
M’ d'affixe f(z) =—I_.
z—i
Montrer que si le point M varie sur le cercle @ de centre A(i) et de rayon 4, alors le point M "varie sur

un cercle ‘¢ dont on déterminera le centre et le rayon.

Proposition 17

Etant donné deux nombres complexesz etz',ona: |z + z’l < 13' + lz"l

On calcule . » s

(2| + |1"'|)2 —|z+2 = (z.f +2|2.2]|+ z'.z')-—{z - z'][?+ z')= 2(|z.2'| - Re(z2))
Puisque Re (E.z'} < |E.z'| (d’aprés proposition 16)

alors|z + z'l < lzl +lz'| car les réels|z + 2| et|z| +|z'| sont positifs.
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o — e
——

- Siz = 0, I'inégalité triangulaire est une égalité.
=Siz'=4z,avecAd e R’,il vient |z+2'| =l "'"1“2| =(1 +2)|

o=+,

-Siz +.2] = |2| +|z]etz % 0, 0na%.c’ € R (car, d'aprésIa preuve précédente, Re(z 7'y

doncz' = Azavecd = 2=
t_lcomilaire |l ————————————

Etant donné deux nombres complexesz etz’,ona: |i2| = |z'|| £ |z = zil < Izl + |z'|

1. Soit z, et z, deux nombres complexes quelconques.
|Z| +2:' < |z!‘+|zl[
I+Jz] +zZ| 7 +|z,|+|zz|

Montrer I'inégalité suivante :

i . Rt s 2
2. Soit = un nombre complexe. En utilisant I'inégalité triangulaire, montrer que : |z¥ < |z| + |z - 1|

(Indication : on pourra distinguer les deux cas : !zl 21 et H <1)

{$» FORME TRIGONOMETRIQUE D’'UN COMPLEXE
On rappelle que le plan complexe P est rappﬁrté a un repére orthonormé direct(O;T ; _.f) :

6.1. ARGUMENT D'UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL
‘Définition 7

‘e complexe non nul, d'image M dans le plan complexe & .

ﬁ'lenté('l',@] s'appelle un argument de z .
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES 1

On considére la figure ci-contre.
En utilisant la définition 7, on obtient les résultats suivants :

ag(z)=-7 [27] ; arg(s, == [2n]
arg(zc)ez—;[br] i arg(z;)=0 [27]

ag(z)=7[21]  ; arg(z, 5_5?” [27]

arg(zﬁ)e—% [27] arg(zy ) = 7 [27]

-

6.2. FORME TRIGONOMETRIQUE D’'UN NOMBRE COMPLEXE
Proposition 18

‘ ® Soitz = x +iy un nombre complexe non nul avec(x;y)e R’ et Aunargumentdez.
Alors:  x=|zlcosf et y=|z[sing

* Tout nombre complexe non nul z s'écrit de maniére unique sous la forme :

|
J
5

z=|z(cos @+ isin@), oti fest un argument de z .

Soit z un nombre complexe non nul et #un argument de = .

1

L'écriture z = Izl (cosﬁ+ isin 9) est appelée une écriture trigonométrique ou forme trigonométrique
dunombre complexe z . Notation simplifiée : z = _ =[; _9]
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| ProE_osition 19 l e e

Soitz € C".Siz =r(cos@+isind) tel quer € R etd € R alors: |z| =7 et 9581‘8(2)[2%

“Preuve |
Soitz = r(cnsﬂ+isin9) telquer e RletfeR.Ona: ‘zl: ’r”cos@ﬂ'sinﬂ .Et puisquer}ﬂ,a}l_
r|=r, etona:|cos6 +isin @] = veos’ 6 +sin” & =1.Donc: |z| =~

Soit @ un argument de . Onadonc: z = r(cos 8+ ising) = r(cosg+ising) ; il en résulte alors ;
cos@ = cos ¢ et sin@ = sin ¢ . Par conséquent: 6 = ¢ [2?{] , ce qui signifie que fest un argument de ; )

—-i Proposition 20

Soit z un nombre complexe non nul. On a les équivalences suivantes :

i 1) zeR’" < arg(z)=0[x] : 1) zejR‘c;-arg(z)E%[?f]
.- 2) zeR] < arg(z)=0[27] ; 5) zefﬂiﬁﬂfg(z)gg[z"l
3) zeR! < arg(z)=r [27] ; 6) zeiR. & arg(z)= “%[2"’]

® Les propositions 18 et 19 nous indiquent que toute écriture du genrer(cos& +isin 6‘) avecr e R’
eté € R est une forme géométrique d’un nombre complexe de module r et d'argument§.

*» La proposition 20 nous facilite la détermination d’une forme trigonométrique d’un nombre réel
ou imaginaire pur. En effet, si x est un nombre réel strictement positif, alors :
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1

1) Déterminons une forme trigonométrique de chacun des nombres complexes suivants

=V2+iV6 i 21—-3[cns—+:sm£J _z]:_‘@_, iz = =5 PSI M

' — 5" =
—f
*Ona: |‘||‘Q ‘-"2 + =8 = 2V2 ;donc: z —2\('_[—-4-:—] Par suite :

z = 2\/—[cos—+isin ”)
3 3

est une forme trigonométrique du nombre z . Ainsi : [2f :[

2 = IR
eOna: z, —3(—cos€—:sm—]=3[cos[£+zr +isin £+:r =73 -:«::-sgj'—rﬂ'sinEE . Par suite ;
5 5 5 5 5

61 6x
, =3| cos— +:sm~—] est une furmemgonometnque dunombre z, . Ainsi: z, —[3;2}.

5
4 243
*Ona: lz3|—1‘ J:‘ \F. donc: z, = 2\:;F[E-f-\—ﬁ].Parsuitﬁ*:

2

Zy= —3—{‘205( 3 ] +i sm( 3 D est une forme trigonométrique du z,.Ainsi: z, = [zﬁ =E

S
eOna: |z4|=‘—5|.|1—!'|=5\ﬁ ; donc: z, :5\."_2-[~—\§+fif—].i’arsuite:

o T
z, = 5@((:05—4— +1isin —4—) est une forme trigonométrique du nombre Z, . Ainsi: z, = ]:Sﬁ,g’—x} :

2 2
+Ona: z = -3v2 —/6i, donc: ‘zsl = J(—N’E) +(~J€) =24 =2.¢. Par conséquent :
ool 5 S (R
! zZ,= 2,]6 [_32__ - E;} =26 [cos [— ?ﬁ) +1isin [—-—g)] est une forme trigonométrique du nombre

complexe z, . Ainsi: z, = [ZJEV%I].

~.j’1‘i$ina).Ainsi:z=|: ! ;a].
cos a

+a)+r’sin(:r+a')),Ainsi:
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1. Donner une forme trigonométrique de chacun des nombres complexes suivants :

E=. i e sz =y =N — i 23 == SIN—+jege ¥
4 = 2[005 = isin > ] 2% J_(COS T T 3 9 im""z

2. Déterminer une forme trigonométrique de chacun des nombres complexes suivants :
- 1
z,=\15+35i ; z,=-23i-2 ; z,=1-B+(\B-1)i ; z4=f__2_+

3.Soita € K. Donner une forme trigonométrique de chacun des nombres complexes suivants :

d ug=sina@—icosa ; wu,=-sina@+icosa ; u,=-sina—icosa
: e T
4. Soit @un nombre réel de | 1ntervalle:|—? ; 0[.

Déterminer une forme trigonométrique du nombre complexe Z défini par : Z = sin (26) - 2icos
5. Soit&un nombre réel tel quesin (26) # 0.
Déterminer, selon les valeurs de @, une écriture trigonométrique de chacun des nombres complexes,
A=1+cos(20)+isin(20) ; B=1-sin(20)+icos(28) ; C=1-cos(26)+isin(26)
6.Soitz = @+ ibun nombre complexe tel quea € R" etb e R.

arg(z)EArctan(EJ [27] sia>0
Montrer que : 5

a

arg(z);:r+Arctan(bJ [27] si a<0

Proposition 21

Pour des nombres complexes non nulszetz’,ona:
1 #'=z (|2]=[o et arg(z')=arg(z) [27])
2| =] et arg(z')=-arg(z) [2r])

et arg(z') = 7 +arg(z) [27])

.]z'l( cos @' +isin 6") , ou @est un argumen

-0)).
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|

*Pour3),ona: -z =|z|(~cos @ - isin 0) =|~z|(cos(7 + 6) + isin(7 +6)).

-——{__-Corollaire l- —
|

Soit z un nombre complexe non nul, §j z [r, @] alors :

T= [r;—é‘] et -z= [r:fr+3].
Frpericilienona:  arg(7)=-arg(z)[21] et arg(-z)=r+arg(s)[24]

| Proposition 22 |——- —

| Soit z et =" deux nombres complexes non nuls tels que: z = [r;g] b= [r’;ﬁ'],

On a les relations suivantes :

D zz'=[rr;60+8] et arg(zz') = arg(z) +arg (') [27].

2) —I~=|};—6‘] et arg[i)z-—arg(z] (27].

3) 3*——[&;8—3'] et arg(—;-] = arg(z) - arg(z') .[231}'

4) PourtoutneZ : " =[r";m9:| et arg(z")=narg(z) [27].

_Preuve |

Soit z et 2’ deux nombres complexes non nuls tels que: z= [r;ﬂ] etzi= [r'; E?'I. Autrement dit :

(¥

z=r(cos@+ising) et z'=r'(cos6 +isin’)

1)Ona: zz'=rr'(cosd+isin)(cos 0 +isind)
= rr'((cosBcos @’ ~sin@sin6') + i(sin@cos @' + cos Osin ')
Par conséquent : z.z' = rr'(cos(6+ ') +isin (6 +6")). Ainsi
zz'=[rr';0+8] et arg(zz)= arg(z) +arg(z') [27]

2) Puisque z.'.l =]lalors z.l - [l; 0]. D’apreés les résultats de 1) :
z z

]z|.-i—‘=l et arg(z)+arg(-l—]iﬂ [27]
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Par suite : -:——[ 6=~ 9} et arg{z}-ﬂrg(z arg }[Zﬂ']
z r

4) Montrons par récurrence que pour toutne N : 2" = [r"; :19]
Initialisation : On a pourn =0, 2" =1=[1;0]= [ro;l].
Hérédité : Soitn € N. Supposons quez” =| r";n6 | et montrons quez"" = r"";(n + 1)6].
Ona: z™' =:z"xz= [r”;né’]x[r:&] - [r".r;nﬁ-i- 9] = [r"";(nﬂ)ﬂ]

Conclusion ; Pour toutn e N, z" = [r";m?]

SinEZ'alors—nEN.etdonc:z"=(1] =[[l) ;_nx(_g)J=[r”;n€J.Parsuite:
z

I

z":[r";nﬂ] et arg(z) narg(z) [2r]

‘Remarque

*Soit7 un entier supérieur ou égal a 2, et Z,, 2, .4 Z, des nombres complexes non nuls. Alors ;| '

arg[ 1;[ z,,,]_ = ;arg( % ) [27]

ic _éfa..;lés nombres complexes: a = (l - l')” et b= (\E+ ;‘)S et z =.§

inons une forme trigonométrique et la forme algébrique de chacun des nombres a, b et z puis

i
les valeurs de cos—L et sin— :
12 12
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Par conséquent, une forme trigonométrique du nombre aest: a = [ZSL‘WF;-%]

Ona: a=256\2 [cos(-:)+;s,1n[~_}] 2562 [£-£] 256 —256i

¢ Pourle nombre b ;:Ona |J§+il=2 et v’i+:‘=2 %+%E)=2[cos%+isin%).
%

5
donc\ﬁ+i=[2;£]et b =(J§+.i)s = 2;£ =|32; S—ﬂ
6 6 6
Par conséquent, une forme trigonométrique du nombre b est : b = [32 S—{:I
5
Ona: b= 32[cos—§+isin§—gj = 32[—%—54-%1'] = —163/3 +16i

256(1-i) ~16(1-i)(v3+i)
—]6(\5—:‘)“ 4

Donc la forme algébrique du nombre z est: z = —4(4'3: + I) + 4f(v’§ = 1)

¢ Pour le nombre z : Ona z =

c:-jn

On peut obtenir une forme trigonométrique du nombre z de la fagon suivante :

2565;-5]
_a_[ 4] 12562 x 5n 131! 1x]
Z=—= = ;——-— Ew'r- CAinsi: z = Su"_
b [ 5;:] 30 12
328
6
Déterminons maintenant les valeurs des nombres cos£ et sin % :
Ona: z= BJ_( s——-+lsin%r-)=—4(\ﬁ+l)+4:(v§ ]Ilsensmtdonc
cmlln_*‘4(‘{§+])=_-\a’a+~5 o siulln_“(ﬁ-‘)_\{a-ﬁ
12 82 4 12 82 4
s r lr J6+V2 ST e T lr Je-2
0 : —=—COo8| T—— |=—CcOs—= et sin—=sin| 1 —— |=si - e
“*12 [ 12.] g 4 it (” lz] i o
=242i et z,=1+iV3
1 z
in des nombres : 2(%%, 3= ; =z, 5 2L
2 - Z
riques de z, etz ;
2
++\£—*f] ZJ_[msE+Istn ):[2\1'_ :[

Scanné avec CamScanner



—— - —————————— = ———— — - = e =y

CONNAISSANCES FONDAMENTALES

Et:_~=2£l+£i}= Lm%n&min;} [2 ?]

5 9
Déterminons ensuite une écriture trigonométrique de chacun des nombres suivants ;

{;Jﬂ } [MXZ_+ J [J:EJ
A b I R e B

£ B ]y

S5 B LT

Signalons enfin que tout nombre complexe non nul admet une infinité de formes trigonométriques

[ %)

en pratique on prend souvent 'argument appartenant a l'intervalle ]—;r; zr] et parfois[O; 2;2'[.

1. Soit @un nombre complexe. Ecrire sous forme trigonométrique chacun des nombres suivants :

z,z(l—fﬁ)(lﬂ')(cos&-fsinﬁ) et zz=(]+f\/§](!—i)(cosﬁ'+.r'sin6’)

2. On considére le nombre complexe: z = \(2 - VG - I\/Z + \/5
a) Calculer z° puis|z"” et arg (zz).
b) En déduire une écriture trigonométrique du nombre complexe z .

©) Construire dans le plan complexe les points 4(z), B(-z ) et C‘(z2 )

d) Déduire de ce qui précéde, les valeurs de cos?—:et sin ?—2 puis celles de ccrsi etsin £
1

e) Vérifier quez™”'* e R*.

3. Soit z un nombre complexe tel quez ¢ R~ .
Montrer que : Zarg(z +Jz|) =arg(z) [27].

4. Soit z, et z, sont deux nombres complexes non nuls tels que : ]z, ' = lzlf etz +z, #0.
Déterminerarg(z + z, )en fonction dearg(z, )et arg(z, ).

5. Soit1 € N. Déterminer la forme algébrique du nombre complexe:: u, = (1+i)" - (1 + :'\/5)".

6. Soit @ un réel de I'I_ntervalle]-f;i[ . Ecrire sous forme trigonométrique le nombre z = tig—
202 1+itané

l+cose +isine

Jron(2a) + i —sn(2a)
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6.3. ANGLE DE DEUX VECTEURS ET ARGUMENT D'UN COMPLEXE

On rappelle que le plan complexe & est rapporté 4 un repére orthonormé direct(O; I .j) :
— <| Proposition 23 ]'

Soit# etV deux vecteurs non nuls d'affixes respectives z et z', et soit A, B, C et D des points du plan
complexe d'affixes respectives z,, z,, z etz tels que A # BetC # D,

1

z =%
Alors le nombre mmplexe-;a pour argument toute mesure de l'angle(ﬁ 4] ) Ainsi :
1) (I;E) =arg(z) [27] et (-I.,jﬁ) =arg(z, —z,) [27] (argument de I'affixe du vecteur AB ).

'i 2) (ﬁ)sm‘g(%’) [27] et (ﬁ)=arg(z” _z‘-'] [27].

Zg—Z,

m—
reuve |

On a par définition de I'argument : (T,_E) = arg(z) [2:1'] et (?) = arg(Z'} [er]
D'apreés la relation de Chasles :

S RAPPEL
(ﬁ-j) = (ﬁ;T)+ (T;ﬁ) [2;;] Relation de Chasles pour les mesures
R | des angles orientés
E(i;ﬁ)-(i;ﬁ) [27] :

(7)=(7) + (7%) 2]

i, v et wdes vecteurs non nuls.

-as(2) (<) [2r]
Par conséquent : (u‘:ﬁ}) = arg(%} [27].

Les résultats cités en 1) et 2) en découlent immédiatement en tenant compte du fait que I'affixe du
vecteur AB est Zy—2Z v BEcelul del estl.

Soit A4 et B et C les points du plan d'affixes respectives: a=2+i et b=3+2i et c=5-i.

Soita une mesure de I'angle orienté (E,R) Calculonstan a :

a=3-2i et b—a=1+i;donc:

(28 JZ_ﬁcos.:x:l et V26sina = -5 ;

= . Par suite: tana =35,
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—-<| Proposition 24 l-—-~——-— S |
" ' 2, etsoitA,B, CethESpofn“ ,

Soit i et v deux vecteurs non nuls d'affixes respectivesz etz ,
Zy, Zcetz,.0na:

1 CONNAISSANCES FONDAMENTALES

deux distincts du plan complexe d'affixes respectives z ,,

[}
; z
1) Les vecteursu et ¥ sont colinéaires si, et seulement si, arg[;) =0 [;r] (c’est-a dire-;.e R)

(4B)//(CD) = arg(i: :::‘ J =0[7]

¥

BY:
[7] (.;*est-é-direi— R

r |y

[
2) Les vecteurs i etV sont orthogonaux s, et seulement si, arg( 5 J =

i

Et: (AB)J_(CD)@arg[

3) Les points A, B, C et D sont alignés ou cocycliques (appartenant au méme cercle) si,

T Zn &
( [ -*I+ (¢4 DJER
Zg =2y Zy—Zp

et seulement si :

Soit A, B etC les points du plan complexe d'affixes respectives: a =2i et b J_(l + :) et c=a+b

Montrons que OBCA est un losange et que arg(c) = i [27] :

» De I'égalitéc = a + b on tire OC = OA+ OB, ce qui signifie que OBCA est un parallélogramme
Onade plus OA=0OBcar: |a|=[2]|=2 et |o|= ]JZ_(I - r)l = 2. Ainsi, OBCA est un losange car

c’est un parallélogramme ayant deux cotés consécutifs de méme longueur.
arg(c)= (i; b—'C') [27]
= (T;G_B) +(08: oc ) [27]

= ( Iz O.BJ - ( OB; OA) [21:] (car OBCA estunlosange)

«0Ona:

A

=arg(h)+— arg( )[Z:r]
! arg(a) () 7]

Un calcul immédiat nous donne arg(a)= g [27] et arg(b) = 7 [27]
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|

1. Dans le plan complexe, on considére trois points A, B, C deux a deux distincts, daffixes respectives

V3

a, b,c.Onsuppose quea + bj + ¢j* = 0 avec j =—l+i—.
25 2

Montrer quel+ j + j* = 0 eten déduire la nature du triangle ABC .

. 2
2. On considére le nombre complexea = 1 + i3 eton pose: b=—-a et ¢c= a et d=—.
a

Montrer que les points A(a), B(b),C(c) et D(d)sont cocycliques.

3. Déterminer I'ensemble des points 4(z)tels que les points A(z), B(zz ] et C‘(:z’3 ]furment un triangle
rectangle.

6.4. NOTATION EXPONENTIELLE D’'UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL |

’| Définition10 ' . 1

Pour tout réel @, on note ¢” le nombre complexe de modulel et d’argument . Autrement dit :

e? =cos@+isind

« D'aprés la définition 10, les nombres complexes de la forme e | |
(avec € IR ) sont les affixes des points du plan complexe situés sur F | st
le cercle trigonométrique, et inversement, tout point du cercle trigo- 2 ‘{‘ )
‘nométrique a une affixe de la formee'{;vecﬂ E R). K

putaeelze-e
S e e

= 1
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

: —{ Définition11 }

Soit = un nombre complexe non nul de module r et d’argument &.

L'écriture = = re" estappelée la notation exponentielle ou I'écriture exponentielle du n

e Se— "
I|’..
* La notation exponentielle du nombrea =1+ i3 est: a = 2¢ 7 .

* La notation exponentielle du nombre b = -3 est: b = 3",

b
; A b e TE i
* La notation exponentielle du nombre ¢ = —4 cos—+4isin—est: ¢ =4e 7,

——{ ngosition 26 Il

® Pour tout réel § et pour tout entier relatifn, on a (em )" =e

"’ ou encore, par définition de ¢ :
(cos@ +isin 6) = cos () + isin (n0)
* Pour tout réel 4 :

« Formule de Moivre »

e -0

cosf = et sind=

2% « Formules d’Euler »
i

1) Soit @un nombre réel. On pose: z=1+cosf+isind et z'=1+sing

o_ 5 & (Y prpe .
*Ona: z=1+¢“=¢?¢ 2 4|p2 | -2 e?+e 2 |

. z
—icosf et u=—,
Z

g2 e 8
D'aprés les formules d’Euler, on a ¢ 2 teil = 2{:03[%] ;donc: z = ZCOS[E]E?.Ainsi :
> :

= Sj cos[-gj >0,alors : 2] = Zcos(gj et arg(z) E-g- [27].
. Sums(%) <0,alors: || = —2005[1;] etarg(z) =z +g [27].

g
-_Slcos(EJ =0,alors; z=( (I'argument de z n'est pas défini),

*Ona: z'=] +cos(6'——’2zJ+ Isin(ﬁ——g—] =] +e{eh’J = 2sin(f+fJe{HJ
4 2
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o 2c0.'{-)
* En supposantsin [» + —) #0,alors: u = -
4 2 r B
ZSin(— 4 —)e
4 2
ﬁcos[%)

Par suite : -
.[:r a

2sin| —+—

4 2

(1+1)

ﬁ}!ﬂlﬂ

] . @ ' ]
2) Determinons une forme algébrique du nombre complexe : [E e

2

2018 2018
018 . 20187
On a d'aprés la formule de Moivre : {% + :-\TEJ = (ms% + r'sin%] = C0S 2 3 z +isin 3

= c0s— + isin— = —— + —1i , d'oll le résultat.

ﬁ}zm P e | V'E

1
Par conséquent: | —+i—
2 2

1. Soit & et f deux nombres réels quelconques.
af
a- e h
a) Montrer que: € +e” =2cos[—2£]e{ i ) et e —¢’ = 2sm( >

b) On considére les nombres complexes suivants :
u=1+i3 v=J§(l+r’) ; f=(ﬁ+l)+f(ﬁ+v"§) ; z=1_(2_,j§);

Ecrire sous forme exponentielle les nombres u et v puis en déduire une écriture exponentielle de

5 —1k : Z
chacun des nombres complexes: —v ; WV ; L ouwy S B ?

: a+pf
¢) On suppose dans cette question que COS 5 =)

eia .Ei‘ﬂ

Ay

e exponentielle du nombre complexe : @ = [
. __I. % b R A + e

montrer I'équivalence suivante: A, =2 <> n=0 [12]

ssion simplifiée de Re(z" ).
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CONNAISSANCES FONDAMENT. ALES

6.5. APPLICATIONS TRIGONOMETRIQUES DES NOMBRES COMpy,

La formule du binéme de Newton, la formule de Moivre et les formules d’Euler permettent gy, an,

rmer certaines expressions trigonomeétriques.
B> Développement de cos(nf)) et sin(nf) : b |
oy n 13 n—-k & o
Soitne N et e R.Ona: cos(nf)+isin(nd)=(cosd +isin g) = ;Zn: C, cos"™" (8)* Sin' 4

En séparant les parties réelles et imaginaires, on en déduit les expressions de cos ( nﬂ) etsin,

en fonction de cos @ etsin 4.

Voici quelques exemples pratiques :

*Ona: cos(26)+isin(20) = (cos@ +isin@)’ = cos* @—sin’ @+ 2isinf.cos &, dont on dé
c0s(26) = cos® @—sin’ @ =2cos” @—1=1-2sin’ @ et sin(28)=2sinf.cosh.

*Ona: cos(38)+isin(30) = (cos@ +isin4)’, donc :
cos(36) +isin(36) = cos’ 6+ 3i cos’ f.sin # — 3cos B.sin> @ — i.sin’ &

On en déduit :

cos(36) = cos’ @ —3cos f.sin> = cos’ 6-3cosf.(1-cos® 6') =4cos’ #—3cosf

{sin (36) = 3cos’ 0.5in 6 sin’ 6 = 3(1-sin” @).5in 0 — sin’ 6 = ~4sin’ @+ 3sin &

On peut démontrer la formule plus générale suivante : (a titre d'exercice)
Pour toutne N* :

A7
cos(nf) = ZJ(—I}" C?* cos"?* (6).sin*" (8)
p=0
o CE -g étant la partie entiére deg)

sin(nf) = Pi: (=1)" C;"* cos™*7" (8).sin*"" (8)

B Linéarisation de cos” @, sin” 0 et cos”™ f.sin" pour(m;n)e N° ;
Linéariser une expression du genre cos” @, sin” @ et cos™ @.sin” @, c'est la transformer en so

algébrique de termes du genre acos (P8) + bsin q8) avec(a;b)

eR’ et(p;q)e N,
Pour linéariser ces expressions, on utilise les formules d'Euler pour en déduire :

Y o
) WS o i
¥ A

ot sin"f= *—l———{e" =)

s on fait réapparaitre les
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* Linéarisation de cos' x :

ix <t 4
s [e T ] “ (o) (e e (e () + 4 () +()')
Doxe o =T]5(ew et +4(e"’ +e'”")+6)= %(2cos(4x)+8cos(2x)+ 6)

Parsuite: cos' y= %(cos (4x)+4cos (2x)+ 3)

* Linéarisation de sin® x :

i 5
T e" —e™"
sin° x =
2i

=5arl(E) =5(e) e wr0(er) e -r0(en (o) (e ) e -())
= %.(e’“ =5€™ +10€" ~10e7 +5¢7 -7 )
Parsuite: sin’ x = ——(sin(Sx)~Ssin (3x) + 10sin )

» Linéarisation de cos’ (x).sin’ (x) :

0 . 2 it E“‘l"e-j’ : _1 i 2 ~2ix _l 2 l
na: cos’ x= ; _Z(E +2+e )—Z( cas(z.r)+2)=5(cos(2x}+l)
. i
. e 1 ix ix - .
Et: sm’:r:(e 2:" J =—§(em-3e +3¢ —em)=—%(sm(3x)—3sinx)
I Il s’ensuit donc:

cos” xsin’ x = (% (cos(2x)+ 1)][&(5&1 (3x)-3sin .'c)]

B -%(cos(Zx)sin (3x) = 3cos(2x)sin(x) + sin (3x) - 3sin (x))

LT A N
—+sin" —+ == Sl
8 5 sin - +sin :

in’ (2x) - cos’ (2x)sin’ (4x).
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3.50it(pig) e R*.

g

! a - + i
a) En utilisantcos p +cosq = Re(e*" +e ) montrer que : €os p+¢c0sq =2 COS[EE'E]C&

{ + oo fF 2
b) Montrer de méme que: cos p —cosq = —2sin (ﬂi—q]sm (-z—q)
¢) Factoriser de méme les expressions : sin p+sing et sinp —sing
4.Soit(a;b) e R’.
En utilisant les formules d’Euler, retrouver les formules suivantes (vues en 1¢ année du Bac) ;

cosa.cosb=13(cos(a—b)+cos(a+b)) : sina.sinb=;—(cos(a-b)—c‘°5("+b))
sina.cosb=%(sin(a—b)+sin(a+b))

5.Pourtoutn e Netd € [0;7], onpose: S, = icos(k&)
k=0

a) Rappeler I'expression simplifiée de lasomme 1+ g + g* +..+q" pourg #1.

1)¢
cos—"—g . sin (n-; )

b) Simplifier 7, = " ¢"’ et en déduire que pour toutn e N:  §, = -
k=0 .
sin —

@) RACINES 72°™ D’'UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL
7.1. RACINES »n" DE L'UNITE

L

| supérieur ou égala 2.
unité t bre complexeu tel que u" = 1.
Onadonc: U, ={zeC/z" =1}

olutions dans C de I'équation z* = 1. Ces solutions.

s solutions dans C de I'équation z° = |, Remarq

- quelz’ = 1. Cela montre que les solutions de
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I'équation z* = | s’écrivent sous la formee"” avece™ =1, c’est-a-dire36 =0 [251’] . Par

2r i .
conséquent, @ = k-—g— aveck € Z. En posanta, =¢ * =(o, )* ,on obtient :
", =1.
L 3 Al L i
oy =e? =——+i-{.0n note souvent ce nombreparj : j=e ' =——+i—.
29 2 2
e 3 —
a, =e =—E-I—~2—. Remarquons que : @, =j2 =f

"o, =1 et o, = et =w, etainside suite.
Par suite, les racines cubiques de I'unité sontl, jet* : U, = {l:j:j:}
3) Cas n =4 : Les racines d'ordre 4 de I'unité sont les solutions dans C de I'équationz* = 1.Comme::
' -1= (z2 - I)(z2 + 1) =(z-1)(z+1)(z~i)(z +1i), alors les solutions de I'équation z* = 1

sont: 1;—1; i ; —i.Parsuite: U, ={1;-1;i;-i}.

eOna:l+j+ /" =0et 2’ -1=(z —'l)(z—j)(z-jz) pourtoutz € C.

e Pourn € {2,3,4}, ]_e__-produii: dg‘_deux;éllém'ents__«_de:ﬂn est aussi élément de U . En fait, ce résultat

est valable pour tout entiern > 2.

«Po {2:3;4}, Vinv le conjugué de tout élément de U, sont aussi des éléments de U, .
ait, ce résult our tout entier2 > 2. 0n a donc pour tout z € C ;
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- .!l?mpusition 27 F

Soit 7 un entier naturel supérieur ou égala 2.

2kx
— ]
nombres qui s'écrivent sous la forme e “ ou ke [0;1;2;_‘_,,

o
y

Les racines n*™ de l'unité sont les
Onadonc:

iz :
U, ={.t:‘T / ke [0;1;...;::—1}} et cardU, =n

Soit = une racine 7*™ del. On a doncz” = 1. En passant au module, on obﬁentlz”, =1, d’m}]z] =1.

Puisque lz\ est positif, on déduit que|z| =1. Ainsi, z estdelaforme z = ¢?.Onaalors:

=l o’ =1 (=0 21]) & (650 [H]]

n
) 2km e
Le réel A est donc de la forme —— aveck € Z. On obtient finalementz =¢ " . Or, on constate que:
n
lﬂ rj.‘,{_m-l}w jz_,r [2(54-2]: l‘—'
en —1 SN = W pN =g e

2x

Autrement dit, si k etk' sont deux entiers relatifs tels que X — k' est un multiple den, alors, e " =e " .

On peut donc se contenter de faire varier k dans I'ensemble des entiers compris entre Oetn—1.
priis LAY
Réciproquement,siz=¢ " aveck € {0;1;2;...;n—1},alorsz” = (e = ] =™ =1, d'o z est bien une
racine n“™ de I'unité.
Proposition 28
Soit 71 un entier naturel supérieur ou égala 2.

eV, : uxvelU, e —eU, o 7el, [F:lJ
= e : u =
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES 1

= = 2kx kx

6

(e

=¢ 'avec ke {ﬂ;l;...;S},ll s'ensuit

- ¥ » ‘l
1) Les racines 6'™ de I'unité sont les nombres complexes w =e

= 1 4B 25 W

» = & | e .
donc: @, =1 @y =et =—4—j - W =e) =——+—i=]
2 2 : 22
in dx 5«
= ——
s — 13, 4 =
W, = e =g =_] : &J,=t';=ru|=—— i : m*geljz , = J
2 2 :

i } .1l s’ensuit

LS A - z_ 2 V2

donc: o, =l @ aet — g =el=] ; = =
» | I:-—Gq—e o ] &y, =€
QRS EE e . 2
5x ir Ix
| AR e = 72
(04——.53”’:-] : ms:e"__i___ii . == wrzeri:—————;
9D 2 2
Remarquer bien qu'on a : ms:E3 : mﬁza : @:E;

—| Proposition 29

Soitn un entier naturel supérieur ou égala 2.

Posons, pour tout k € [{); L..;n— 1}: W, = e‘¥ .Alors:
1) Pourtoutk € {l;..;n—1} : @, =@, ,.

2) Pourtoutk & {D; li.on— l} P W= r.uf '

3) La somme des n racines #°™ de I'unité est nulle.

4) Les racines n°™ de I'unité sont représentées dans le plan complexe par les sommets d'un polygone

régulier 4  cotés inscrit dans le cercle trigonométrique, et dont I'un des sommets est le point
d‘affixe 1. Ce polygone est symétrique par rapport  'axe des abscisses.

_Preuve |

,’Hu' _,:u_” l—zl-”_* L 1{ r )
" Tl

1)Onaw, =e " =¢ " e w, ,6,=e " =e =e

B s
DO0na:w, =e " =le” | =a.

), on peutéerire: @, + o, +..+ o, =1+o + 0]+ +..+ 0"

aissons la somme des termes de la suite géométrique de premier terme 1 et de raison @, # |

_kx kx 2r

—f— - f—

e " =e "  dollégalité annoncée,

b e S0
-0, -0 l-o

es 7™ de I'unité est nulle.

Scanné avec CamScanner



1 CONNAISSANCES FONDAMENTALES

4) Les racines #"™ de I'unité sont au nombre de 1, toutes de module 1, donc, situées sur le cerclg yr:
rique. Elles sont représentées par les sommets d'un polygone a 11 ctés inscrit dans ce cercle, D'y
Pour tout k € {0;1;..;n-2} :

2k+1)7 2kr

n

[27]

arg(mm)—a:g[m,)

et
2n

=— |2
- [2]

On passe donc d’un sommet du polygone au suivant en effectuant une rotation de centre O et d’angle

On peut donc dire que les racines #*™ de I'unité sont représentées par les sommets d'un polygone
régulier a n cotés inscrit dans le cercle trigonométrique. Enfin, la propriété 1) montre la symétrie par

P
i

rapport a I'axe (O x).

7.2. RACINES n D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

——i Définition 13 r

Soit Z un nombre complexe non nul et 7 un entier naturel supérieur ou égal a 2

Une racine #” de Z est un nombre complexez tel quez” = Z.

Proposition 30

Soitne N* — {l} et Z un nombre complexe non nul d’argument ¢ : Z =]Z|.e"

Le nombre Z admet exactement » racines n° données par :

(@ .2
. = s< . zg={ﬂ?|e‘(%b"_] avec -k-E{O;I;...;n-—'-l} = i

=y

Soit ne N” — {]} . On cherche les racines 7" de Z sous la forme z = re” avecr > 0.

L‘éga!méz"'=Zsen-aduitparr"=le et nBEqD[ZJr],donc par: r={/|?| cihg="r [3‘3]
noLn

(Ea2) ; p+2k"  p+2k
En posant z, =,d]_?|e[“ “],Iéga!ltézk.=z*setradu1tpar: = = = [Z:r]

| Cest-a-dire k' =k [n].

i Les racines 7™ de Z sont donc les n nombres complexes deux a deux distincts :

b2

7 ﬂ/ﬁlﬁ” avec _keibloizalh
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* Les racines n™ de Z s'obtiennent 3 partir de I

! une d'entre elles en multipliant celle-ci par chacune
des racines n*™ de |'unité, En effet, siz,

est I'une des racines '™ de Z ,on a:
2"=Z S"=7 ...z_ "— =
, z c::(zn] nlﬁ[(HmEU,) z—mz,,]

Par suite, 'ensemble des racines p" de 7 est: {z,,m loel ] .

Ainsi, pour trouver les racines n" de Z , il suffit donc d'en exhiber une et de la multiplier par
toutes les racines n*™ de I'unité.

* Une bonne connaissance des racines 1™ de Punité est donc capitale pour résoudre ce type de :
probléme. |

Exemples |
1) Déterminons les racines cubiques du nombre complexe : Z = 42 (=1+1i)

Ona |Z|=4v2|-1+i|=8,donc: Z= s[ 2, ";] (Lﬁ]l

"

. : . f= - .
Par suite, les racines cubiques de Z sont les nombres : z, =2¢ * et z, = jz, et z, = Jz,

£n oL {*_* A (ms) e
Etcomme j=e Yet j*=e? alors: zy=2e'\? ¥ =2e12 et z;,=2e"* ¥/ =2e 2,
On peut aussi déterminer les écritures algébriques de ces racines cubiques a partir de cellesdez,, j et 2%

2) Déterminons les racines quatriémes (ou d'ordre 4) de nombre -1, c’est-a-dire les solutions de z* = —1.

4
fla
Ona:z'=-lez2' =" oz = [e 4 ] . Par suite, les racines quatriemes 4 de nombre —1 sont :

() () Go)_m
=e =gk vpaniniglizeg =gt 5l LZesgt s

1 Détenmner les racines cubiques du nombre complexe | 1.

2. Déterminer les racines cinquiémes du nombre complexe 1 +i.
3.Soitn € N* —{1} . Déterminer les racines n*™ du nombre -1

4. Déterminer les racines d'ordre 6 de I'unité et les écrire sous forme trigonométrique puis résoudre

i (221 (4
dans C I'équation suivante : = e

z+1
z-1

5. Résoudre dans C 'équation suivante : (z+1)' —(z~1)" =0. (On pourraposer: Z=—)
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1 CONNAISSANCES FONDAMENTALES

a ) s g=———(1+i
6.a) Déterminer les racines cubiques du nombre complexe : a ! ( )

137 . 13«
b) En déduire les valeurs de CDSFEtSIn—]j— :

7. On considére dans C |'équation suivante : (E) D=
a) Vérifier que z, = 2~ estune solution de(£).
b) En déduire I'ensemble solution de I'équation (£).

8. Pour toutn € N*, résoudre I'équation ="' +1=0,

9-Résoudre dans C I'équation:  (E) 2’ =7

€ EQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS C
8.1. RACINES CARREES D’'UN NOMBRE COMPLEXE

On sait que tout nombre complexe non nul Z admet exactement deux racines carrées opposées. Ce sg !

les solutions dans C de I'équation z° = Z .
L'utilisation des formes trigonométrique ou exponentielle donne facilement les expressions des racing

carrées d'un nombre complexe non nul quelconque mais on a parfois besoin d’exprimer une racine so

forme algébrique. Dans la pratique, on rencontre deux cas :

1ercas: SiZ = 'Z J e” alors, d'aprés la proposition précédente, les racines carrées du nombre Z sont:

2 :'[Lx)
ﬁe 2 et \/|'Z—fe 2
2 cas:SiZ = X +iY avec(X;Y) e R’ —{{0;0)} -Onposez = x +iyavec(x;y) e R*.Ona:
i _yz =1
2xy=Y
On peut ajouter a ce dernier systéme d'équations celle obtenue en considérant les modules ;
X +yt =|ef =|z|=VX? + ¥
-y =X x:=%(}(+m)

Ainsi,onobtient:z* =Z & (X’ + 1y’ = VX 4+ = { | |
s y‘=5(—X+JX3+Y3)

' =Z & X+i¥ =(x+iy) c:-{

2xpi=Y:
Puisque (X;Y ) #* (D; 0), les deux premiéres équations du dernier systéme fournissent chacun

deux solutions. La troisiéme équation 2xy = Y permet de sélectionner les deux uniques ¢4 |

solutions X" + /¥ en raisonnant sur Je signe.
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

Tout nombre complexe non nul Z admet exactement deux racines carrées opposées :
: : e | Eex |
1)SiZ =]Zle"'.alors les racines carrées sont - .J| e? et \!iZ|t’[: . En particulier :
*SiZ € R, ses racines carrées sont - wff et —Z.

*SiZ € R’ , ses racines carrées sont - N-Z et -7,

-SiZeiR:,sesracinescarréessont:J‘]ﬂ ((H:)
sSiZeiR’ » SEs racines carrées sont : ((1 et Jg(l'f]-

2)SiZ =X +iY avec(X;¥) e (R') .etsia:%(m (a7 +Y:)et ﬂ=%(_x+dxf +77)

alors les racines carrées de Z sont -

sJa+iff et ~Ja-iJBsiv>o.
«Ja-i ,Bet—\{r:;+i psiY<0.

Il n'est pas lndlspensable d’apprendre par coeur les résultats énoncés ci-dessus. Il faut plutét savoir la

!
|
|
|
!

1) Les racines carrées du nombre Z = —5sont: +/5i et —/51 .

2) Les racines carrées du nombre Z = 6i sont : -ﬁ(l +i) et —ﬁ(l +i)..

3) Les racines carrées du nombre Z = —11i sont : \/l—j(l —i) et E(l —i).
V31

Déterminons les racines carrées du nombre Z = — + Ef :

Ona |Z| letargZ=— [2.1:] donc les racines carrées de Z sont: e 2 et —e ‘1 i ¢ e-

.4|=|
o

" Déterminons les racines carrées du nombre Z = -24 + 70; :

Soitz = x + iy une des racines carrées du nombre Z . On a alors :

X' -y =-24 X =25
z? =z!g=.(x+ jy)’ =-24+70i &{x* +)’ = |—24+ 70:1 =741y =49
. 2xy =70 x>0
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

Il s’ensuitdonc: z° =Z < [(11) =(5;7) ou (-"1}’) s (FS;_'?):I

Ainsi, les racines carrées du nombre Z sont: 5+ 7i et -5-T7i.

1. Déterminer les racines carrées de chacun des nombres complexes suivants :

. i+
e gaay ;o 1422 5 1-W5 0 146 SR

|

S

oy

2. a) Déterminer de deux fagons différentes, les racines carrées du nombre complexel +i.
V4 , T
b) En déduire la valeur exacte de chacun de : cos-g i sin _8_ . lang-

2. Déterminer de deux facons différentes, les racines carrées du nombre complexe ~V3+i,puisen dédy

S TN
la valeur exacte des rapports trigonométriques : cosﬁ et sin -15 :

8.2. RESOLUTION ALGEBRIQUE D’'UNE EQUATION
DU SECOND DEGRE DANS C

Soit(a;b;c) e C" x Cx C.On considere 'équation az® + bz + ¢ = 0, d’inconnuez € C.

Pour résoudre cette équation, on utilise la forme canonique du trinéme :

: ( b)’ c b ( b )3 b* —4ac
az thzic=al|lz+— | +|———||=a||z2+—| —————
2a a 4a 2a 4a

En désignant par A = b* — 4ac le discriminant du trindme, on a :

¢ Si A # 0, I'équation admet deux solutions distinctes z, et z, données par :
= o )

= et z, =

2a - 2a
ol & est une racine carrée de A (obtenue, par exemple, par une des méthodes exposées dans 8.1

De plus : (VzeC) azz+bz+c=a(z-zl)(z_zz)

—b—5x—b+5_b2—A_4ac_c:~

et z, Xz, = >
2a 2a 4q’ 4a” a

: _C=a(:=!2 —.s‘z+p)

n, dite double, donnée par: z = — .

' " 2a
24bz+c= a(z +—b—)
. 2a
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

{_Pmposition 31 }-—

Soit (a;b;c) € C” x Cx Cainsi que I'équation d’inconnue z € C :

azl +bz+ec=0

Onnote A = b° — 4ac son discriminant.

»SiA # 0, I'équation admet deux solutions distinctes z, et z, données par :

~b-§ =
z, = - ¢t z, = b+

ol & esttel que 6° = A.
a

De plus, on ala factorisation: (VzeC) az’ +bz+c= a(z-z)(z-z,)

«SiA =0, I'équation a une seule solution, dite double, donnée par ; z = =

2 f
:

De plus, on a la factorisation : (Vz e C) az’+bz+c= a(z + i)
a

Exemples II

Résolvons dans C I'équation suivante : (1+i)z* —(1+ 7i)z+14+21i=0

ona: A=(=(1+7:)) —4(1+i)(14+21i) = -56 — 90:

Déterminons les racines carrées du nombre A = —56 — 90 .

Soitd = x + iy une des racines carrées du nombre A . On a alors :

x' -y =-56 x* =25
62=A<:>(x+iy)2=—56—90i<:» X +y* =|-56-90i| =106 < 1 y* =81

xy = —45 xy <0

lls'ensuit donc: (x;3)=(5;-9) ou (x;»)=(-5;9).Donc, & =5-9iest une racine carrée de A.

L 0

To—— ; 1+7i+5-9i
Les solutions de cette équation sont: z, = =345 et z, = =

Sl R T e
2(1+i) S
Par suite, I'ensemble solution est: § = {3+5i ;l—2f} :

) Résolvons dans C'équation suivante : (E): (4 cos)z’ - 2(005(26'))2 +isind=0 ou A e [0;%[ :

o

Le discriminant de cette équation est : A =4cos” (26)—16icos8.sin 0 = 4(-:052 (20) - 4icos O.sin 6‘)
puisque 2 sin #.cos @ = sin (26) et cos’ (2(9) =1-sin’ (29) alors :

A =4(1--dicos@.sin0—sin’ (20)) =[ 2(1-isin(20)) |
Par suite, l'équati_on_(E )adm_et deux solutions données par ;

_cos(26)-1+isin(20) _ c0s(26) +1-isin(26)
2 4cost . 4coséd
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1 CONNAISSANCES FONDAMENTALES

(26‘)—l=—251n:9 et cos(20)+1 —2cos’ 6, donc:

D'autre part,ona: €08

U e =151 —sin’ @ +isind.cos
__-sin’ g +isin@.cosd Tt cos @ 151116’.““5“ S={
L= 5050 2 2 2cost/

. membres de I'équation par le conjug

Afin de simplifier les calculs, on peut multiplier les
cientdez* . Par exemple, I'équation (1 + i)z* —(1+7i)

z+14+21i=0est équivalentea:
i a pour discriminant —45 + 28 = @+7):

-—“ Corollaire F

Soita, b etc trois réels, aétantnon nul, ainsi que I'équation dansC : (

E) az’ +bz+c=.-"

On note A = b* — 4ac son discriminant.

«SiA >0, alors I'équation (£ )a deux racines réelles distinctes z, et z, données par

—b—A —b+A

ekl Wi iz, =

Z, =
2a 2a
tion a une racine double réelle donnée par: z = :25 :

-acines complexes distinctes conjt

S

Etant donné un réel 8, résolvons I'équation : (E) z* —2zcos0+1=0
A=4dcos’ 04 =—4sin> 0 =(2isin0)
( dmet une racine double :
% z=-1 si 6=x [27]
dmet deux racines distinctes conjuguées :

'- =c059—."fsin ﬁf

(644i)z+9+7i=0 ; (3+i)z" —(8+6i)z+25
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2. Résoudre dans C les équations suivantes :

CONNAISSANCES FONDAMENTALES

z'-(i-1)z"-i=0 et zz—Zzsin%cos%+sinz(g)=0 avec 0 € |0; 7]

{ Proposition 32} o ———————————————————

Soit @, b etc trois nombres complexes, aveca # 0.

b c
Les nombres complexes z, et z, (éventuellement égaux) vérifient: z +2z, =—— et z xz, =—
a

a

si, et seulement si, z, et z, sont les deux racines (éventuellement confondues) de I'équation : !

azt +bz+c=0

{ E_.em,arﬁue l — —_— ———

On utilise la proposition précédente sous plusieurs formes :

« Sil'on sait que z, et z, sont les racines de I'équation az® + bz + ¢ = 0, alors on peut simplifier toute
expression symétrique en z, et z,, et I'évaluer en fonction de z, + z, et z, x z,, etdonc dea,betc,
sans avoir a expliciter z, et z, . Dans la pratique, on rencontre souvent les expressions symétriques : |

z 2l s —ln-+L" ; [z—'] +(Z—"} (avec ne{1;2;3;4})
2 % s 2

« Si z, et z, sont les racines de I'équation az® + bz +c =0, et si 'on connait une de ces racines, alors

on peut facilement en déduire l'autre. ',

« Si 'on connait deux complexes s et p , et si I'on cherchez etz telsquez, +2, =set 2z, = p,

alors une facon élégante et efficace de faire est de dire que z, et z, sont les racines de l'équation :

S ——

2 -sz+p=0

Soit z, et z, les deux solutions (ou racines) de I'équation z° — z + 4=0.
Exprimer Zf % zg ~z2,en fonction dez, +2,etzz,, eten déduire sa valeur.
Réponse :

2
- 2 = = z,) =3z .z,
Ona:z} +z; -2z, = z +2z; +22,2, - 32,2, (z, +2,) 322,

Onaz +z,=let 2z, =4, dou: z|1+z§ - 2,2, =(zi +zz)' -3z.z, =1" =3x4=-11

1. Résoudre dans Cr&mzz __.(5— iﬁ)z +6— 3:'\)6 = ( sachant qu’elle a1dmet une racine réelle.
z+z'=3+4i : <[z,+z5:3+m‘
]

zxz'=—13-i

émes suivants : { z, x 25 =—8+6i
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

&) TRANSFORMATIONS USUELLES DU PLAN
Si F est une application du plan & dans lui-méme, on peut lui associer une unique applicationfdec
dans C telle que pour tous points M (z) et M’(z')un aitM' = F(M) si, et seulement si, z' = f(z],

Réciproguement, la donnée de £ caractérise I'application /7.

On dit alors que f est représentée par I dans le plan complexe .

9.1. LA TRANSLATION

{“Déﬁnition 14 '%____h S ———— B—

Soita un vecteur du plan.

La translation de vecteur i est I'application du plan dans lui-méme qui,

a tout point M , associe I'unique point M tel que : MM' = ii

—‘ Proposition 33 }

Soit % un vecteur du plan et ason affixe. La translation de vecteur # est représentée dans le plan

complexe & par 'application :

Co>C

z zZ'=z+a

:[ Larelation z' = z + a s'appelle I'écriture (ou la formule) complexe de la translation T de vecteur# c )

9.2. ’HOMOTHETIE

Définition 15

Soit Q2 un pointdu planetA e R".

L'homothétie de centre ) et de rapport A est I'application du plan dans lui-méme qui, a tout point M
. @ & >
1 . -_.;' o AQM Q M Mr

, et de rapport A est représentée dans le plan complexe P par

C->C
i Hz'=m+£(z—m)

pelle I'écriture (ou la formule) complexe de I'homothétie H de.
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES 1

Soit f Vapplication de plan  dans lui-méme qui, a tout point M (z), associe le point M'(z")telle que :
2'=-2z43-3i

Déterminons les points invariants par I'application f : f(M) =M&z=-2z+43-3ic>z=1-i

Par conséquent, f admet un point invariant qui est (1 - i).Onadonc: z'—(1-i)= -2(z—(1- i))

Par suite, / est 'homothétie de centre (1 - i) et de rapport —2.

9.3. LA ROTATION

._'_{ Définition 16 I»

Soit 2 un pointdu planet@ € R

La rotation de centre Q et d'angle est 'application du plan dans lui-méme M’
qui transforme Q en Q et tout point M # Q en I'unique point M "tel que: () 4
| —_—
- QM' = QM et (QM;QM')EQ [27] M
| g E—_— Gl L s gy T T Ty Ty S —

Proposition 35

La rotation de centre Q, d'affixe @, et d’angle @ est représentée dans le plan complexe < par
'application :

CoC
zb =0+’ (z-0)
Larelationz' = @ + ¢" (z - m) s'appelle I'écriture (ou la formule) complexe de la rotation R de
centre.Q(a)) etd’angle .

3
Ona:e ! = ~2—-(—1 + t‘) . L'écriture complexe de la rotation R est: z' = (] + i)+ et (z —(1 +1')),

c'est-a-dire : z'=—‘£—5—(—1+i)z+ 2+1+1.

2) Soit R, la rotation de centre £, (l) et qui transforme O (I'origine du repére) en le point O, [_‘E el ] _

On sait que |'écriture complexe de la rotation R, s'écrit sous la forme : z, = ¢" ( z— ;‘) 4l
N3 +i .
—i

T , . 1 .4/3
Et puisque R (0) = 0, alors e’ = % el On en déduit alors que: 6 = *—g [27]

6HY
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1. Soit f T'application de plan % dans lui-méme qui, 4 tout point M(z), associe le point M'(z')te__

g ‘;3
s L
z'=-e’z+1+e?

Montrer que / est une rotation dont on déterminera le centre et I'angle.

2.Soit A (r) un point du plus complexe. Pour tout M(z), on note M’ le point d'affixe iz . |
Déterminer les nombre complexes z pour lesquels le triangle AMM ' est isocéle et rectangle enM,

9.4. COMPOSITION DE QUELQUES TRANSFORMATIONS DU PLAN

Dans ce paragraphe, nous allons examiner plusieurs compositions a partir des exemples :

I) Composée de deux rotations : .

T
On considére le point 4 (f ) -S0it R la rotation de centre O (origine du repeére) et d’angleE, et suit'RE
la rotation de centre 4 et d'angle%. Déterminons R oR, :

Pour tout point M d'affixe z, on pose M’ = R, (M) et M"=R, (M").
Soitz' I'affixe de M ' et =" I'affixe de M" .

x T

ek Hall
Onaz'=e®zetz'—z,=¢? (z’-zd)oﬁzdestl‘afﬁxeded(autrementdit, Z,=1).
i

"
ks =
Il s’ensuitdonc: z"—j =¢ 3 (z'—-i),etalors: Z"=j+e3 (z'—:').

O - S
On en déduitalors: z"=¢e?.e 6 z4j| 1 —¢3 .Commee*.e® =¢? =i, alors: - =:z+T+;)—r.

On sait que la composée de deux rotations est une rotation,

On va maintenant déterminer le centre de la rotation R 0R, et qui n'est rien d’autre que le point invari

ik

3ol =
ﬂ(w)par—l_a transformationR 0R,.Onaw = :'w+—-‘£:+5f, ce qui donne @ = I%-l 341

e centre (@) et d'angle% :
td'une translation :
tangle en A tel que(ﬁ ;?{:,‘.) = % [2-'(] .

ansforme BenC,
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

On munit le plan du repére onhnnm-mé(ﬂ:ﬁ;ﬁ?).

: —_—— /3
L'angle de la rotation R est ( AB; AC] ; ainsi R est la rotation de centre A et d'angle —.

X
- . e
L'écriture complexe de la rotation R estz' = ¢ 2z, c'est-3-dire, 2’ = Iz
L'écriture complexe de la translation T estz" = z + 1.

Pour tout M d’affixe z , on pose :

M, = F, (M), et on note z, I'affixe de M, ;

M, = F; (M), et on note z, I'affixe de M,

: , A ond
Ona: z; =i(z+1) et 2, =iz+1.Etpuisque: z=i(z+1)e (1-i)z=ie>z= ;I

1+ _
alors€), ( 5 )est I'unique point invariant par l'application £, .

i 5 fied i —1+i
L'écriture complexe de I'application F; s'écrit: z, = e 2z+m,[l —e? |ou @ = 2

F est donc la rotation de centre Q, ( 2+ ! ] et d'angle%.

1+i e e e SEr
De plus, €2, = est I'unique point invariant par I'application F, .

- 1+1i 3 = i 1+i
F, est donc la rotation de centre Q, [T et d'ang]ei ;cecicarz, =e’z+w,|1-e? |ouw, =

De I'égalité z, — z, =1 —ion tire M, M, = CB, ce qui montre que CBM, M, est un parallélogramme.
II1) Composée d'une homothétie et d'une translation :

Soitk e R" - {1} ,et HI'homothétie de centre un pointQ(@) donné et de rapportk .

Soit b un nombre complexe donné et E(b] le vecteur image deb , et T la translation de vecteurii .
Onpose: F=HoT et G=ToH.

L'écriture complexe de I'homothétie H est: z, = kz + w(1- k).

L'écriture complexe de la translation Test: z, =z + b,

Déterminons I'écriture complexe des transformations F et G :

Pour tout M (,39;‘ e, ;{:M.)F .- G(M) = M".0n notez'l'affixe de M", et z" I'affixe de M "

*Ona M'=H(M,)oi M M(M)J donc: 2'=kz, +o(l-k)=k(z+b)+ o(1-k)

Par suite, . . %Q*k)w ‘est I'écriture complexe de la transformation F .
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: k .
Il est facile de montrer que I'application " admet A[—-—b + @ | comme unique point iﬂvariam'

etque F est 'homothétie de centre A et de rapport k.

*Ona M"=T(M,)ou M, =H(M),donc: 2" =z, +b .

Par suite, z" = kz + b + (1 ~ il’)(u est I'écriture complexe de la transformation G .

Il est facile de montrer que l"application G admet B [ﬁ + a)] comme unique point invariant,
et que G est 'homothétie de centre A et de rapportk.
V) Composée d'une rotation et d'une homothétie :

Soit 4 le point d’affixe 2 , et soit I'application de plan & dans lui-méme est qui, 2 chaque pointM(; d

3yl =13
= Z+

= 4 2

associe le point M, (z, ) tel que : z

Soit & 'homothétie de centre A et de rapportiet onpose f =poh.

V3

*Onposez, =2.

Ona: 3+:J§

+1—£J§

Z, >

=2z,, donccp(A) = A . Cela signifie donc que A est invariant parg.
* L'écriture complexe de I'homothétie h est : 2z, = %(z - 2) +2
3

* Pour tout point M (z), on pose M' = £ (M )et on note z' I'affixe de M" .

W33 1=3
- Z +

4 2

ODna: z

,qu’on peut écrire encore; z' —2 =

3+:/§ (5=2).

3543 2 B+i

7 xﬁ(z-Z),etdonc:z'—2= > (z-2).

Comme z, —2=%(2—2)alorsz'—2=

T

+i_ £ ' g
=e¢falors: z'-2=¢ (2—2).

Et puisque

ce qui montre bien que f est la rotation de centre A4 et d’angle%.

oh' =(poh)oh = (ao(hoh") =@ (carhoh =1d,).D'ou:

n
cation @ est la composée de la rotation de centre A et d’angleE.

3
A et de rappurt—z-.
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES 1

—1 En résumé ,

aeth sont deux nombres complexes tels que g = ()

Soit T la transformation du Plan d'écriture complexe 2’ = gz + b.

*Sia=1lalorsTestla translation de vecteurj; d'affixe b

SiaeR -{1}

alors T est I'homothétie de Eentreﬂ( 4 ] et de rapporta.
=171

eSiag Retlal

=1, alors T est |a rotation de centre ﬂ(—b—] d'anglearg(a)-
l—a

oSiagR

EtM #1,alors Testla composée de la rotation R de centreﬂ( ]et d'angle arg{a),

-d

et 'homothétie /{ de centreﬂ(]—E—Jet de rapportia[.
-a

Danscecas,ona: T=RoH =HoR.

Applications |

1. Soit F une transformation du plan définie par son écriture complexe.

Pour chacun des cas suivants, déterminer I nature et les éléments caractéristiques de F :
3
: b) z'=-2—z+l—i g c]z'=(\ir§—l]z+l+iv‘r§
s ClNsa)
d) z =[-E+?f]z~2£ i) z'=(2+zﬁf}z—?—f

2. Soit H I'hnomothétie de centre A(I) etde rapport—4, etR la rotation de centre B(2)et d'angle -% -

a)z'=z-1+4+2i

On désigne par T la translation de vecteur AB .
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de chacune des transformations suivantes :
HoT g HoR i HoToR

3. Le plan complexe & est muni d’un repére orthonormé direct(0;ii;7v).

Soit F' I'application définie de % dans lui-méme qui, a tout point M (), associe le point M'{z') telle que :
Z=u'z4u-1 ot wueC

a) Déterminer E, I'ensemble des valeursu pour lesquelles F est une translation.
e T
b) Déterminer E, I'ensemble des valeurs u pour lesquelles F est une rotation d angleEA
c) Déterminer E, I'ensemble des valeurs pour lesquelles F' est une homothétie de rapport -2

itrer que l'application F est une composée d'une rotation d’ang]e%et d'une

tre commun Q2 que |'on déterminera.
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FORME ALGEBRIQUE - FORME TRIGONOMETRIQUE
1) Calculer les parties réelle et imaginaire des nombres complexes suivants :
2, =(3+2i)' (2-i) z, =(3+i)(2-3i)(4+51) ; z=(1+i)" ; 7, = (2=}
. . 5_. Limy }
2= (4-i) +(1+5i)(2+31) z6=_(3+2f)(1+1) ; z;=£-—l)—(—2—3-‘l
1-; (1+i)(1-2)

2) Soit les nombres complexes suivants: z=1+i : z'=1+ fJ?T T

Déterminer le module et un argument de chacun des nombres complexesz, z'et z".

: I T
En déduire les valeurs exactes de: cos— et sin—.

3) Calculer le module et un argument de chacun des nombres complexes suivants :

1+i 1+4cos@+isin@
a) i b)l+itan@ ; RS o i
\E—i 9 ( ') ) 1-cosf—isin@

ou € Net 6 € R est tel que la quantité étudiée soit définie,

4) Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique: (neN et #cR)

) 1+i3) '
A=(1+i3) ; B= J i C=(1+cos@+isin)" d

1+i

SOLUTION
1) Calcul de la partie réelle et imaginaire :
eOna (3+2i)° =9+12i—4=5+12i.Ensuite, (5+12i)(2-i)=10-5i+24i +12 =22 +19i, par
suite: z, =22 +19i.On conclutque: Re(z)=22 et Im(z)=19
* On a tout d'abord :(3+£)(2 - 3i) =9—7i Ensuite : (9— ?i)(4+5:’) =T1+17i, par suite :
z, =71+17i.0n conclutque: Re(z,)=71 et Im(z,)=17 i

e Ona(l +i)2 = 2/, par conséquent : (1 +1')m = ((1+f)2)5 =(2£)s =32i° =32i. Ainsi: z, =32i.
On conclut que: Re(z,)=0 et Im(z,)=32

tOna(z—:) =3—4i,donc(2-i) =(3- 4:) =-7-24i .Ainsi: z, =7 -24i.
' =—7 et Im(z,)=-24

x4xi2—f'3=64—48:'*12+:'=52-—4'?£.Ensuite:
)+3%2x(3i) +(3i) =8+36i—54—27i = 46+ 9i

(1+5:)(—46+9:) 52—47i-46+9i —230i —45=-39-268i
ut que : Re(z, =-39 et lm(zj)-u—~268

Scanné avec CamScanner



TECHNIQUES ET ASTUCES
1+t (|+l) 2:‘_“J ) . _ :
i T IE_f o !.Parconséquent: z, =i(3+2i)=~2+3i.
Ainsi: z, ==2+3i.0n conclut que : Rc(zﬁ)z—z et ]m(zb)=3.
(5-)(2-31) _10-15i-2i-3 717 denlus: 1=17i _(T-170)(3+i) _38-44i
(s DT = S T T 10

eOna:

19 22
Ainsi: z. =—5-——-1" On

19
5 - Onconclut que : Re(z,):-s— et Im(z,)=-

2) Soit les nombres complexes suivants; z =]+ j e N

« Par définition : [z|=\f1+] =.J2 cd'ou: z =J§[_‘g_i+f_‘£_5_]=ﬁ cos%.ffsin%]:[ﬁ; £j|

4
Ainsi: |z[=v2 et argz—— [27]

¢ Par définition : \z’i =N1+3=2;don: 2'= 2[l+fﬁ] 3 2(COS£+J'Si“%) T [2; %:l ‘
2 2 3
Ainsi : 12'1 =2 et argz'a% [2;;-]

o Comme z" = z.z"alors ; |z"l = |z|.|z’1 et argz"=argz +argz’ [27]

Ainsi: [2"|=2V2 et argz'a—:—;[ [27]

; e = i T
¢ Détermination des valeurs exactes de : cos—— et sin—

D'aprés ce qui précéde: z" = [Z\E;%].On a également:z" = (I +¢')(1+E-ﬁ) =(1 - ‘E) + ;'(1 + \,’S)

Par identification, respectivement, des parties réelles et imaginaires, on obtient

7z 1-3 \E—Jt:: T 1+J_ \E+-J€
COsS— = = sin

— et —_—
12 © 2.2 4 12 22 4

* Pour effectuer des calculs dans I'ensemble des nombres complexes, on applique . —‘

les mémes régles de calcul que dans R , en utilisant le fait que i* = —1.
ePourtoutp e N: i =(-1) et " =(-1)1.

 Pour slmpliﬁer,, 1n quotient, on essaye parfois de multiplier le numérateur et le dénominateur par
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* Pour obtenir des résultats en trigonométrie lorsqu’on dispose de I'écriture algébrique et de J'éc
trigonométrique d'un nombre complexe non nul, il faut penser a identifier respectivement Jes
réelles et les parties imaginaires dans ces deux écritures. o

3) Calcul de module et un argument des nombres complexes suivants :

a) Pour le nombre complexe

1+ )
Bt

-

Le module de izl
3-i

Sr
est donc— et— en est un argument.
2012
b) Pour le nombre complexe 1+itan 8 :

Pour que tan & soit défini, on doit avoir § = % []. On calcule alors :

|I+ftar16'|_—.\fl+tan29=‘ 12 1 o
cos” @ |(:0561

1
cos

=Sicosf >0,onaalors: 1+itan@ =

(m35+fsine)=[ L 9].
cos @
=Sicos® <0, on aalors:

l+itand =—

" 1
—cosf—isin@)=—
( COSs 151N ) =

= g(ms(’rJ'g}HSi"(ﬁ"'9)):[__15;;H'g]'
cos

c¢) Pour le nombre cnmplexe(] + f)" ;

Onapourtoutne N : (1+i) =l:~ﬁ,%] =Ii(ﬁ)";nff].ll en résulte que :

Le module de (1+i)’ est(ﬁ )" et un argument en est%.

. 1+cosf+isind
Ay -le 1 1
3 *1"' fl__g__ il xe 1 -cos@—isin®

tsicos@+isind =e"” 21, cest-a-dire @ = 0 [2”] Onad

) £)ofs) ool w(2oml]
|- 2isin @)'ms‘[g] -Zisin(gj(mg( g)min(g |
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i |
Donc: z = g -Ainsi: |z| = .Un argument en est i tan(EJ >0, -Z sinon.
m(_] [9) 2 2 2
2 tan| —
2

) Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique: (neN et feR)
« Pour le nombre complexe A4 :

9
0 a:l+f\/§=[2;£:|.l’ LA BT i ey 9'% =[2%.|=-2?
n 3 ar conséquent : A (]+:\/§) - 2,3 P 3 [2 ,r:] 2

Parsuite: 4 =-512,

« Pour le nombre complexe B :

: n
Ona:l +w’§=[2;§-} etl+i= [ﬁ;%].Par conséquent ;

125
s 5] [ 2] 5] ]

3
ce qui donne :(1+iv/3 )m =138 [cos(—%) + sm{—%}) =2 (1-13).

sentne (1= [VE:2]" [ ] [o e 2] ]
Nsensuit: (1+i)" =22 [cos (-%)+ isin (—37”]] =2%(=1-1)

(1+3)" 2% (1-i3) L
T e 1+i
Ainsi : B=262((\[3_—1)+f(\/§+1)).Enﬁn: B =2" (ﬁul)+2"'(\.’r§+l)f

* Pour le nombre complexe C :

donc: B=

=2 (-1+i3)(1-1)

Ona:l+cos@+isind= 2ms[§J[cos(§J+ isin(gn. D'apres la formule de Moivre :

Ainsi: C =2" cos" (E]cos(iﬁ] +2"icos" (E)sin("_g\
2 2 2 2

otient, d'un produit, d’'une puissance
le module et un argument de
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* L'écriture trigonométrique (et aussi exponentielle) [r 9] (r f)e R, xR, est mMemé‘ ~

BJ MANUPILATION DE LA FORME EXPONENTIELLE

1) Mettre les nombres complexes suivants sous la forme exponentielle :

] %6 ol 3
LS (3J ; zﬁ(ﬁ:z)(f_tg

= A i 2=
1+i L 1-i
‘ i 4
2) Soit (6;a) € R*avec 7 [27]. Déterminer la partie réelle de : A = % et B= e:”
e +e +e
3) Soit (p1q) € R*. Factoriser : sin p+sing ; COSp+COSg ; cosp+sing. |

4) Soitx € R. Linéariser cos® x et cos? x.sin’ x.

. ]
5) Solt{x, a)eR?et n e N. Calculer les sommes suivantes : (Indication : on pourra calculer C, + i§ )

C, =Z-t’:os(x+ka) S =2sin (x+ka)
k=0 k=0

"'=t'e!$aﬁi’._:t_é-3:':-'];,_| - [}:z:_] =1. Montrer que:: Lﬂz—)—'e R*
: _ S

SOLUTION
1) Mettre les nombres complexes sous forme exponentielle :
L
*Ona:l+i=+2¢* ;il sensuit donc: zZ = : —1{-84_
s 2
Va2e!
x bix

- - L =
* On a immédiatement : z, = —4¢ * = 4e”‘e'5 =4e *

i{ T
eOna: —Ji+f=2[—§+2lf)=2e'° et I-fzz[—“;g-fz-f]=ﬁe"?,n'uﬁ:

=2 ot -1 5T

2

- 2\5 e'ﬁ_ﬂ = zﬁe'g
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2) Soit (fs@) € R*aveca = 7 [27].
« Déterminons la partie réelle de 4 -
On utilise la factorisation par 'are moitié pour le numérateur et le dénominateur :

9 4 Vs | iy 7 LA e a
e +l=e (e te =2e’cos—2- et € +e =¢?|e ? te? =2£1C05"2‘

On remarque que cette derniére expression est ion nulle étant donné quonaa Z1 [211.']. On peut
2 7]

2e? cﬂmE cos — {0_-33]

donc considérer le quotient des deux expressions : A = e

Par suite : Re(A) =

2 =
2e? msE cnsg 0-3a cﬂ:{E }.cm( g -3EJ
e d e el 2
T = ——a—Re =
2e ? cusE cos—

2 2

» Déterminons la partie réelle de B :
fa Jix

Comme dans I'exemple précédent, on écrit: ¢ — = 2je 2 sing et 9 +e’" =2 cos%

o 0 . (8 6-3a
I 2ie?sin— sin— l[ﬂ—ja] sin 5 |-sin| - :
1l s'ensuit donc: B = ™ = 2 ie* * /. 0on trouve : Re{ﬂ) = — A =
[ (7 a a
2e * cos— ©O5— COS —
2 2 2

9
+ Il est important de savoir retrouver I'égalité : 1 +¢" =2 cus(%).elz :

L'angle % se retrouve géométriquement en construisant les points d'affixes|, ¢“etl + ¢ :

| 5 i o
On écritalors: 1 +¢” -=-.e{?. [-;;_E +.:é§5} =7 cas[g] g" ;

s
.

0+6
2

De méme, en construisant les points daffixese”, ¢ et ¢ + ¢, on voit apparaitre l'angle

e )
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Il est souhaitable de connaitre les formes trigonométriques et exponentielles de quelque
particuliers a savoir : (on supposeiciae R ethe R')

a=[a0]=ae” ; -a=[ain]=ae” ; ib= [b,ﬂ =be?

3) Soit( p;q) € R* . Factorisons les expressions sujvantes 3

5 . Il s’ensuit donc :

. A ik it
Sin p +sing = Im(e” +e)= lm(ze 2 c{)s(‘pz qn= 2cos[p qJSin[P_;ﬁJ

2
'°°5P+003q=Re(€"’+E) Re(Ze 2 cos(p QJ] 2cos[p q]cos(p—tiJ
2

Cos p +sing =cnsp+cos[q-—£)= 2cos[p+q —£Jcos EediN T
2 2 4 2 B
4) Linéarisons les expressions cos’ x et cos’ x.sin’ x :

* Pour I'expression cos® y -

pra
- 3 ¥ S in — f
La factorisation par I'arc moitié donne : ¢ +e¥ = 2cos(p qJe <

i

—fr f Lty
e te i g
= 5 ;donc: cos® x :(E——E——] :

D’aprés la formule d’Euler : cos X

2
En utilisant la formule du binéme de Newton, on obtient

] ; :
cos® x = Es—( €™ +SeM e 4 10pM g2 10e* e 4 5pivgix | e"“)
1
= Z—S(e"* +5¢™ +10€” +10e™ + 5e= 4 e‘f"‘)

=+21T_('2_cos (5x)+10cos(3x) + 20cos x)

=5ic ] P -
=~ +2e% — 6ot 4 G _ 20
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| i
= '_2_‘,:(95“ o $in _eﬂni:r +e~1h " 2&'“ + Ze_i,-)
B

| . .
= —E(Zi51n{5x] ~2isin(3x) - 4isin x)

T e by .
Parsuite:  €OS” x.sin’ x = E(—sm{ﬁ.r) +sin(3x)+2sin x)

R—

« Linéarisercos” x.sin” x, c'est écrire cette expression sous la forme d'une somme

d'expressions du genre cos{ px) etsin(qx).

our linéarisercos™ x.sin” x :
P

(e" +e™ )M (e" -e" )" ;

" ; 1
» On écrit: cos” x.sin” x = Seno
i

= On développe (e“ +e™ )ﬂ (e" -e " )" en utilisant les identités remarquables ou la formule du

bindme de Newton ;
= On développe ensuite le produit obtenu ;

« Enfin on simplifie en utilisant les relations : €“* + & ™ = 2cos(ax) et ettt =0 sin(ax)

s b L] |
La linéarisation de cos” x.sin” x est fondamentale pour le calcul de I'intégrale L cos” x.sin” xdx

lorsque les entiers m et nsont deux entiers pairs. (Voir chapitre IV, Analyse).

5) Soit(x;a) e R* et neN.
C i x+ha i - ke Ex u i i
« Pour calculer C, et S, ,on peut formerC, +iS,.0na: C, +iS, =Ze{ o) "V M =g (e )
k=l k=0 k=D

Deux cas peuvent étre présenteés :
«Sie” =lalors C, +iS, = (n+1)e",donc: C, =(n+1)cosx et S, =(n+1)sinx.

r i () | o ' (,r + l)a
e S R
*Sie" # lalors: Z(e") = = —m=¢ ? =
k=0 e’ —1 2| = = sing
e - f Fra 2
e?-e 3
(n+l)a _(n+1)a
I NG
Donc: C =cos[1+—}~——2-— et § =sin[_r+—],__f~_
” o 2 a
Sin— sin—
2 2
(2 +z J: :
6) Soitz,, z, des nombres complexes tels que : |z|=|z,| = 1. Montrons que: ~—— e R
2 Zl.Z:

1@ 3 u'on connait le module d'un nombre complexe, la principale fagon de tirer profit de cette information
st de passer en écriture exponentielle.

tz, étant de module 1, il existe deux réels & et g, tels que z, = "

etz, = e Par conséquent :
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Ll @, \? 2if, B if 2i0, it}

A e e e

..( ) = £ +2e e e = +2+—_-=2'1-(I’3'Mrm]JI +g‘[i'£,._'

= Ty A gt & e
RE, gile e'e

iy

y (z,+2, )2
lls'ensuitdonc: ~L 27

=2+2cos(6, ~6)). Commecos (8, -6, ) > ~lalors 2 +2cos((
zlzz

A
, -6
-

: (zl +2‘)
En définitive: — 2/ . p*

th
&2;

C| RESOLUTION DES TIONS

1) Résoudre dans C les équations suivantes :(9eR)

(E): 2z452=1-; (B.):22+8i=|f -2 (£):2° -2 (cos6)z +2% =
(B): z+|z|=54; . (£):2" +2-(1+3i)=0

iation suivante sachant qu'elle admet une racine imaginaire pure
i v el 1000 s

—

i SOLUTION I
1) Résolution des €quations ;

* Pour I'équation (£, ) : Ecrivons z = *+iyavec(x;y) e R?. On obtient :
2l
; . \ e dlTx=1 =7
22+SE=1—:c::-2{x+:y)+5(x—g:)=1—r<::~ =3
—3Jy=—1 3
3

‘aprés avoir identifié les parties réelles et les parties ima

L,
lution unique: § = —+—j!
solution unique {7 3}

. Pll:mr'l'équaill"lo'n_(Ez ) : Ecrivons z = x + iy avec(

ginaires. L'équation posséde donc une

s y) =R, L'équation de départ devient -

S 20
ixy +8i = x° +y -2 X—y =xtyr- 3
o e
imaginaires. Ains;j :

=(4;-l)] .Finalement: § = {_4+f : 4_5}

=-2""2gin% g = (2"*' isin 19)2

m i:-';:;_j, e solution unique donnée par: z =2
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«Si8 =0 [Jr], alors A # 0, dong, I'équation admet deux solutions données par :

2% cos B+ i2° sin g 2" cos@—i2"" sinf 0
z, = 5 =229 &t z, = : =29

Finalement: S = {’Z” CoS G} sif@=0 [}f] . S lz"’,e"’" Ypagh Spiad } sinon

e Pour I'équation(E, ) : Ecrivons z = x + jy avec(x;y) € R*. On a les équivalences :
N2+ = 3 fi=5
Z+lzl|=5+i<:=>x+fy+ Y4y =5+ie XX 4y Sm{-‘ﬁ“ x
y= 1 = 1
= Six > 5, alors I'équation x + v/x* +1 = 5n’a pas de solution. Si x < 5, alors, elle est équivalente a

x> 4+1=25-10x+x’, soitencore ax = E Finalement, |'équation de départ posséde une unique

solution: § = {}-52+ i} :
« Pour I'équation(E; ) : Ona A =1+4(1+3i)=5+12i.1l faut déterminer une racine carrée de A
(notée & ). Cherchons cette racine carrée sous sa forme algébrique, c'est-a-dire cherchons deux réels

aet ftelsque: (a +j!',.£?)1 =5+12i.

Donca et B vérifient: &’ — f° + 2iaf =5+12i ;donc: @’ — f° =5 et 2aff =12.

De plus, comme (a +4t',8)1 =5+12i alursl(a +iﬂ}21 =15+ 121'] ,cequidonne: @’ +f° = J169 =13
Donc, & et [ vérifient le systéme :

a’-p =5 20 =18 [(a=43

+p =132 =8 <=2
aff =6 aff =6 acet f deméme signe

donc les racines carrées de A sont: 3+ 2i et—3 — 2i . Choisissons & = 3 + 2i . Alors les solutions de[Es )

—1+(3+2i —1-(3+2i
sont: z,=;(——l)=l+:‘ et zz=%

=-2—i.Ainsi: S={1+i;-2-i}

os deux stratégies pour calculer les racines carrées d’'un nombre complexe A :
gn-'cqnnajt-_la-fﬂl'm“lﬂ trigonométrique de A ( par exemple si A est réel
ur), on part de cette forme, on prend la racine carrée du module et on
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2) Résolution de I'équation ( £) :
On cherche @ = ix (aveca € R ) solution de I'équation, donc tel que:
=i’ + (14 20)x" +3(14i)x=10(14i) = 0 |
x*=3x-10=0
' +2x? +3x-10=0

autrement dit : { en identifiant parties réelle et imaginaire. La Premiére go

est du second degré, a pour discriminant A = 9 + 40 = 49 et donc pour solutions x, = 5 et X, =<3
On vérifie que x, est solution de la seconde équation, mais x, ne I'est pas. Ainsi & = —2; ,
On cherche maintenant (a sbic) € Ctel que pourz e C :

2 -1 +2i) 2 +3(1+i)z - 10(1+7) = (z+2f)(azz + bz +c) =az’ +bz* +cz + 2iaz® + 2ibs +2)

En identifiant les coefficients, on obtient le systéme :

a=1 a=1

b+2ia = —(1+2i) ~10(1+4) _
dc:+2fab=3(]+i)(:':Hc= R
LZI*C='-1'O(I+!') b=-1-2i-2ig=—-1-4i

On a omis la troisiéme équation pour résoudre le systéme, mais on vérifie queb = —1—4jetc = —5+5ik
vérifient bien. La solution trouvée est donc correcte.

D’aprés ce qui précéde, les solutions de(E)sonta = 2 et les solutions de z° — (1+4i)z+5(-1+ i)=0
Cette derniére équation a pour discriminant : A = (1+ 4i)’ — 20(~1+ i)=1+8i-16+20-20i = 5-12i
Pour la recherche des racines carrées de A, alors, soit on suit la méme démarche vue pour I'équatiun(Es'
soit exploiter le résultat 5+ 12; = (3+ 2:'}2 (déja montré) en passant au conjugué et déduire I'égalité

5-12i=(3- 21')2 - Les solutions de (E )sont donc :

=-2 et z,=]—+ih;—3_ﬁ=2+:’ et zz=l+4';3+2'=-1+3f

Parsuite: §={-2/;2+i;-1+3i)

ients complexes, on calcule Je
cine carrée de ce discriminant
les formules du cours,

s, on peut :
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D | LES RACINES N¥=e D'JN NOMBRE COMPLEXE
(l+hﬁ‘)‘

1) Déterminer les racines d'ordre 5du nombre complexe Z = ———.
' (1-i)

2) a) Déterminer sous forme trigonométrique, puis sous forme algébrique, les racines sixiemes de

b) Calculer(1—i)". Déduire les racines sixitmes du nombre & .

c) Déduire les valeurs de cuslfz- et de sin-:lz-.

| 3) Résoudre dans Cl'équation suivante (E): 2" —(1+2i)z° —1+i=0

SOLUTION

1) Déterminons les racines d'ordre 5du nombres complexe Z :

4
4 T 4
1+i3 [2:—] [16;—}
Onad'abord: Z =( ) = 3 x 3 =\:4-JE;215:}

7 (] ]

Par conséquent, les racines d’ordre 5 du nombres complexe Z sont :

3 2
0 z, =[~‘5 42 ;1—;+£]=[ﬁ:s—ﬂ+%] ol k €{0:1;2;3;4}
r

5

2) a) Les racines sixiémes de 1 sont les solutions dans C de I'équation z° = 1. Elles sont de la forme :
2kx

oi=¢i® =c05(%{]+isin(%r) avec  k e{0;1;2;3;4;5}

12

En ce qui concerne la forme algébrique de chacune des racines :

1 3 J
B =l : ‘“T% e
b ] Leea
Z=gl ' S S

513
b) Calculons (1 v-t‘)& s (1= !')6 E ({1 ‘f}-) = {"2"}3 =8i
Puisque [1 2 ,i)ﬁ = 8ialors] —i estune racine sixieme de 8i . Les autres racines sixiemes de 8/
s'obtiennent en multipliant le nombre complexe | —i par les racines sixiemes del. En définitive,

les racines sixiemes de 8i sont ;
BB+l 31

N 1), =1-i i z=(1-)a="S—+——i: z,=(-i)o,

J3a1 aB=1

2

-1 \5+1,
C 2 -+ ]

i{;.ﬂg-i)m] =-l+i ; z=(1-Day =——————iiz =(1-i)a, =

Scanné avec CamScanner

\E—l \EH.
2 2

e



TECHNIQUES ET ASTUCES

.. I8 o Dho i 1
©) Les valeurs de 005% etde T :On a pour toutk € {0'1‘2'3’4‘5} ¢

-

J ke =)

LAl [ i n '
z, =(1-i)e, =V2e ‘e ¢ =J2e' ¢ /. Ona: % =V2e™ -_-ﬁ(cos(ﬁ}+ism[f_
V3i-1 J6-
Par conséquent : cns[f—] £ ﬁ 2 JE+J5 et sin[ ”J =I——-—J_.5..

12
12/ a2 4 12) a2 4
* Pour obtenir les racines n-iémes d'un nombre com plexe (non nul) avecn > 3, il faut
la forme trigonométrique ou exponentielle de ce nombre complexe,
* Il faut savoir retrouver le résultat suivant en procédant comme ci-dessus :
Les racines n-idmes d'un nombre complexe a pour lequel

on connait un nombre complexe y
g P o
Vérifiantu” = asont: z, =ye aveck €{0;1;..;n -1},

3) Résolution de I'équation (E):

Posons Z = z*. L'équation donnée est équivalentea: Z* —(1+2i)Z ~1+i=0.

> g
[ 3
: . oA . 3 .
=iouZ=1+i;Dou:z’=i=e? ouz =l+i=
l': [ Jsi !
=e‘sont:z=e%, z=¢ 6 ot —; ;

La résolution de cette derniare équation donne ; Z
g T

* Les solutions de I'équation z*

17x

+ " [E ;i ,'1{ f et
* Les solutions de I'équation z* = \Ee Y sont: z=242¢12 nZ= {'/Ee 1 etz= f/.;.e e

En définitive,

3

e i e L
I'ensemble solutions del'équation(E)est: S = {e 6se 5 :—i:$[2e 2 ¢/2¢" 421 }

* Pour résoudre une équation polynomiale du type : (

On pose Z = z" et on résout I'a

E): a2 +bz" +¢=0 (a#0)
quation du second degré ¢Z?
—4ac estnon nul, alors (£, ) admet 27 solutions et

tionaZ® +bZ +¢ =0,

+bZ +¢ =0 d'inconnue Z .
qui sont les racines n-iéme

;hglajn'oemplexe est rapporté a un repére orthonormé direct(O;fi ,1'»") :
1) Déterminer I'ensemble des points M (z)du plan dans les cas suivants :

- rJ ..24:2 ; b) lz—lf=]z+i] i I(i), M (z)et M'(iz) sont alignés

z+1
HZ=21
' -z;-:ﬁ2i_

i ©) Z vérifie mgza%[h}
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TECHNIQUES ET ASTUCES 1

| soLuTION

1)a) onapour 2 C : ](1+:“_|zh2f]=2c3.‘l+il

2i
z-l=2es|z=(1+i) =2
po i SO
sionnote A(1+7), alors AM =2 . par conséquent, 'ensemble des points M correspondants est le
cercle de centre A{i + f] et de rayon JE -
b) En notant / (1)etJ (i), on aura l'équivalence : \z e l'l = \z ~il <> IM = JM ;il s'ensuit donc que
'ensemble des points M correspondants est la médiatrice du segment[fJ] A
¢) Dire que les points I, M et M' sont alignés signifie que M =T ou M' =1 ou (W,TAT) =0 [n’l

z—

!.)50[’1'] Ou z =iou iz=i.Parsuite: arg(z—ﬁﬂs— [rr] ou z=i ou z=1

Dol 3rg( =
Z= Z—1I

SAE

SoitB(n-U““‘k’"S! (ﬁ)e—% [:r] ou M=JlouM=8
Etdonc: (IM)J.(BM) ou M=] ou M=B
L'ensemble des points demandé est le cercle de diamétre [IB]-
2) a) Dire que Z € R signifie que les points M (z), A(—1) et B(2i)sontalignésetM # B.
Par conséquent, 'ensemble des points demandé est la droite(AB) , excepté B .
b) Dire que Z € iR signifie que (AM) L (BM) etM # B.

Par conséquent, I'ensemble des points demandé est le cercle de diam"etre[AB]. excepté B .

¢) Déterminons l'ensemble des points M (z) tels que argZ = %[2;1’]:

. _T z+1 _r T L A
Ona: argZ = 2[2:1'] = arg(z_zi)_ Z[ZK]@(BM,AM)_ 2[2:1].

Par conséquent, 'ensemble des points demandé est le demi-cercle de diamétre[AB].

contenant O, excepté Aet B .

¢ Quand on demande de prouver qu‘un triangle est un triangle particulier, ou qu‘un quadri-
latére est un quadrilatére particulier, il faut toujours avoir a V'esprit que 'on peut calculer :

* Une distance en appliquant la formule : \z s 4\ = AB

—_— —— A
* Un angle en appliquant la formule : (AB - CD) = nrg{-:’T:) [27]
B A

ndé de calculer un mppoft puis d’en déduire une propriété géomeétri-
 prenant le module et 'argument du rapport et en utilisant

plé fﬁﬁﬂantummndiﬁmmmonpm
P PO B Y o TSt o Mo e, I
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—

* Si.on voit des M ( z) partout, on fait intervenir les barycentres pour se ramener a quelques chogg de
laforme GM = rouAM = BM .
~PourGM =r avec r >0 , c'est le cercle de centre G et de rayonr .
-Pour AM = BM , c’est la médiatrice du segment[AB].

2 . ok f it dé iner I'en
*Poser z = x+jy avec(x;y) € R*, Cette méthode s'utilise lorsqu’on doit déterminer semble des

az +
points M (z)tels que le nombre Z =

" yerifie une propriété dappartenance (réel, imaginaie,
cz+d

réel non nul,...).

-Pour Ax+By+C= 0, c’est I'équation d’une droite.

- Pour x? +y:+2Ax+ZBy+C=0 avec A* + B*
etderayonr=+v 4>+ B> _C_

* L'ensemble des points A/ (z) vérifiant 2= : € Restla droite (AB) privée de B ou A (a)et B(b).
2' —

* L'ensemble des points M/ (z)du plan vérifiant 2 _g € iR est le cercle de diamétre [AB] privé de B o
z —
A(a)et B (b).

* Dans un exercice faisant intervenir nombres co
d'utiliser ni la forme algébrique,
Propriétés reliant les nombres

—C >0, c'estle cercle de centreQ(-A, —-B)

mplexes et géométrie, il n’est Pas en général nécessaire
nila forme trigonométrique, ni les coordonnées des points mais les
complexes et la géométrie : distance, angle,

F | TRANSFORMATIONS DU PLAN 1

On considére le plan complexe muni d’un repere orthonormé (04, v )

alignement, orthogonalité,

1) Soit/la translation de vecteur w = 24 qui, a tout point M (z) associe le point M '( z’)_

rmations.

2) Soit r la transformation du plan qui, a tout point M'(z') associe le pointM'(z”) avec: z" = —jz' 4 4
a)Démontrer que s est une rotation dont on précisera le centre et l'angle,

'b) Déterminer Técriture complexe de |a transformation y o ¢

Donnez I'écriture complexe de la transfo

etles caractéristiques de lapplication hd'écriture complexe : 2" = 3, +5+2

|' SOLUTION l

1) L'écriture complexe de |a transformation s est donnée par :

Z =g+
1) On a dans Iécriture complexe 2" - ~i2'+4i i g g f—:‘] =1
Doncla transformation r est une rotation,

Le centre de r est le point Q(2+2i

) et son angle estarg(—i)= —g- [27].
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b) En conservant les notations précédentes,ona: ='=z4+2 et z"=-iz' +4i

Doncz" ==i(z+2)+4i_ Ainsi, L'écriture complexe de la transformation rof est: 2" = =iz +2i

3) On a dans I'écriture complexez’' =-3z4+5+2i : -3eR" et 321

2
On rappelle que si =" = az + b est 'écriture complexe d'une transformation 7 avec a # | alors 7" admet

Cnm!'Bepomtﬁer(] b ]
-a

e P est muni d'un repére nr&nonnrmé (O 16,6 )
Ec {i} on pose : f(z) =

ponc /1 est une homothétie de rapportk = -3 . Son centre est le puintQ’[% + lf]

o) corstare ics points A (i), B(2i)et M (z)-
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5 2 3 : ]
M ek 7le ]Ew:c:s]m(f(z))rﬂ c>.r2+}"—3y+2:0c>x +[y—5] :H

- 3, ‘ 4 le poi
Par suite, I'ensemble E est le cercle de centreﬂ[if et de rayon E , excepté le point A4 .
2) a) Onapourtout: e C - {i' 2:'] :

.|_l'l(:)|: .L—2|' I

: i |
. arg(f(:)}sarg{f.z“ i ) [27] & arg(f(2)) = arg(i )+arg[ ) [27]

Z —2: IZ 25]

i::+2
z z—-;‘_lz—fl M'

Par conséquent : arg(‘)"[z)} 5% + (m-m) [2”]
b) Soit M (z) (avecz # i ) un point du plan. D'apres 2) a), on déduit immédiatement :

*M(z)eF & |f(:)| =l % =1¢» AM = BM . Donc, F est la médiatrice du segment[AB],

* M(z2)eGo f(z)eiRr c;arg(f(z))z—[?r] —+(AM BM)“_[”]

Donc, M(z) e G < (AM;BM)E 0[7] < M (A4B). Ainsi,G estla droite (AB), privée de 4 et §

Remarque importante : Soit(é?;t?') eR*.0na: =6 [2;:] =0=¢ [:r] . La réciproque est fausse,

+2 j —iz—
3) a) On a pourtoutz e C — {} f( }-r_fz ~i:‘z+2 2 1= l_.Parconséquent:

z—i L z—1i
y |
|f(z)—!‘=|z_

f| et arg(f{z)—r’) =—arg(z—1i) [2:1']

b) Soit M (z) (avecz # i) un point de cercle €. et M'le point d'affixe f(z).Ona AM = l, Cest-a-dire
2

1 ) . I
|z—i| = > et punsque]f(Z) —ll = m. alO!‘Slf(z) —1'] =2, c'est-a-dire AM" = 2. Par suite, Le point

M’ appartient au cercle de centre A(i) et de rayon2.
4) a) Les solutions demandées de I'équation f (z) = zsont: @ =1+i et f=—1+i.

b) Soitz € C—{i;e; B} .0Ona:

iz+2—(]+r‘)
f(2)-a . _iz42-z-iz+i=1__ z-(1+i)  z-gq N
f(z)-4 jz+?—(-l+;’) iz+2+z-i~iz=1 z-(-1+i) z-p' ol le résultat.
z=]

En passant aux arguments, on obtient immédiatement : (WF—'C) =7+ (E,_ATC) [2}:']

[(z)-a z-a
c)Ona: (z) ﬂ+z Ny =l e, doncles points M , M’ ,Cet D sont alignés ou cocycliques.
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EXERCICES ET PROBLEMES

LA LR . ; # 3 w20
=2 '{] + f\/}) puis en déduire 7.

e ——

On considere le nombre: A =1+ J'(.? - J’%’

toutz € C, on pose : )
" : : 1) Calculer A°, A'et A®.
i z,=3+iz et Z:::+i(-‘+5)

Berire z, et 7, sous la forme algébrique dans chacun

des cas suivants :
F 1 V3

Dz=—i 2) z2=3+2i ; 3I:z= gﬂ Soitn un entier naturel. On pose: j = e + iT '

| ~1i
Fﬁg 1) Calculer /et j* puis /" selon les valeurs de 7. F |
¥ ! |

éterminer la forme algébrique de chacun des nomp- f 2! Vérifierque: 1+ ,/+ /7 =0
Sres SWivans 3) Calculer la somme suivante :

{

l

n . [

2) Montrer que: (Vne N), A R )
|

.2020 I

A=(1-10i)(5+3i) ; B =J§+;_(5,-+J5)1 S =14+ 55+t

C= ﬁ—-l:‘ [ D= _i+.J§ i i
| o , A Soit#n un entier naturel. l

[ 3+fJ§ 1 1+ Ti 1) a) Calculeri’, i*, i’ eti" selon les valeurs de .

F 3-id5 = JB—2i 1Sl 2-3i b) Calculer les deux sommes suivantes :

‘ = fg i o -2019 P
i _(2+f)(1+3f) ; . 2 Pim] it — +...+(—:'):m |

._ é 2) a) Caleuler(1+7)’, (1+i)"et(1+i)" selon les

Soit z un nombre complexe différent de—1. On pose : valeurs de 'entiern.
b) Déterminer tous les entiers naturels 1 pour !

'_ z=x+iyavec (x;y)eR’
'Pétﬂminerla partie réelle et la partie imaginaire du lesquels(1+ )" est un nombre réel négatif.

nombre Z dans chacun des cas suivants : @..—E‘

|
4iz+3 : :
!11@_;_2:;’_252_1 ; Qmecac: 7= Soitz = x + iy un nombre complexe avec(x;v) € R,

z+1
i - Déterminer tous les nombres complexes = tels que:
| z =1
+31J§ 1)——ER ‘ 2)‘———EI'R
Eirke Z+i

?Q“Wmdérele'nomhmmmplexg; Z = 5 Y]+z+z' e R

| 1=2iy3 r
1) Déterminer la forme algébrique de Z . : é T —

2) Caley] A T Déterminer les valeurs de z e C vérifiant I'égalité :
Mﬂwmnez (z=1) +(z-1)’ (z+1)+(z=1)(z+1) +(z+1)’ =0

e —————
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EXERCICESET PROBLEMES

|

REPRESENTATION GEOMETRIQUE

(03 V)

Le plan est muni d'un repére orthonorme

On considére les points A, B et C d'affixes respectives
z.=2 —i

2, =344 , z,=3i et

1) Déterminer l'affixe de chacun des vecteurs ABetBC.

2) Soit D le point du plan pour lequel ABCD estun

parallélogramme. Déterminer l'affixe de D.

3) Soit E le point du plan défini par : AE = AB+ AC

a) Déterminer l'affixe du point £ .
b) Vérifier que ABEC est un parallélogramme puis
déterminer l'affixe de son centre.

¢) Déterminer 'affixe du vecteur DE .

Le plan est muni d’un repére orthonormé (051, V),
on considére les points A et B d'affixes respectifs :
z,=4+i et =6+3i

1) Déterminer I'affixe du mlheu du segment[AH]

2) Déterminer l'affixe du point G, barycentre du syste-
me pondéré:  {(0;2),(4:1),(B;-1))

e

Dans le plan est muni d’un repére orthonormé(0;1i v ),

on considére dans le plan complexe les points :

A(-2+i) ; B(3+43i) ; [|+?:]

1) Déterminer |'affixe de chacun des vecteurs AB et AC .

2) En déduire que les points A, B et C sont alignés,

3) Construire les points A et B dans le repére puis en
déduire une construction du point C,

4) Déterminer les réelsa et b pour que le point C soit
le barycentre des points pondérés ( 4;a) et( B;b),
aveca+b=1.

5) Donner l'affixe du centre de gravité du triangle 043

p un nombre réel, Soit M le point du plan g’ afly
t
5”'3 +ibet M son symétrique par rapport ala droj,

d'equaﬂﬂn Yi= I ;
" du point M " en fonction dep.

Détermmer J'affixe Z

ns le p!an complexe, les ensembles Sivagy,

Dessiner da

)E={M(,u}uenr}.
2y F={M((1-)2)/ AR 2

3 6= {m((5+1)k) J¢) k< }.

l EQUATIONS DU 1er DEGRE - SYSTEMES g\

3 HAUNBIG '.l'_';:

Résoudre dans C les équations suivantes :

1) 8+3i+iz+7(z-4)=0 ; 2) (9+i)z=3+iy

3) (3-i)z+3+i=2z-4i ; 4)2_;“,-45
: : 4z+1 44
)z—i)(9z+8-4i)=0 ; 6 =t

5) ((2+i)z—i)(9z+8-4i) ) —— 3

e
QOERMRA G

Résoudre dans C les systémes suivants :

-z'=5 3z-2z2"=-11
S l
h)s {z 3iz' = (5:): {rz+{l+a)z '=3(4-]
g ) P
D ! —+—=143
—Siz4+—z'=— '
(Si): 2 :(Sa)" 2 22
4z—iz' =0 ﬂ._.._f=r3—:

ﬁ i z z
On considére le polynéme P défini par :

(VzeC) P(z)=iz? +(3+4i)z-T7i+3

1) Montrer que 1 + i est une racine du pﬂl.ﬂ'lﬁme‘p‘
2) En déduire une factorisation de P sous la formed
produit de deux polynémes du 1¢ degré.
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EXERCICES ET PROBLEMES 1

CcONUGUE D'UN NOMBRE COMPLEXE @ -

Résoudre dans C’ les systemes suivants :
2z-2'=i 2z-3z=-4+5
iasile e
27 +312' =17

culer de deux facons différentes le conjugué de

cal =
nacun des nombres complexes suivants : 3) {z +1 =i 27 +(1-i)t=-2+ 2i
‘ . 4) 5 _

: ; 2+i 5 Z+(1=i)r=5+i' =~ |z-5iT=-8+7i
z‘ :(3+I)(2_3I} ) 22 = = 3 23 —— _(_—-)

3-i 3+ 4i ¥ T —
(1450 R

:=(l+2f)3—-(1—f)‘ T e

. (4- ‘.)z Soit z un nombre complexe non nul.
W Montrer I'équivalence suivante :
2z-1 = SR X
Soit - un nombre complexe différent de—1. 5 € R (z=Z ouz+Z=227)

Z+1

sertexpression: | == |+ 1) | o D e |
simplifier I'expression : i(z = 1) + f

Soita, b, c etd des nombres complexes deux a deux

0 u"lf_l": 2 . > distincts. Montrer que :
Spitu un nombre complexe tel que: u # 1 et war =1. (a_defﬂa elb_de.‘ﬂ]:c_ o
Soit z un nombre complexe non réel. 4 b—c c—-a a-b .
_z —Uuz el |
Montrer que Z = = est réel. o ok e 2

HANRGILE 4G
Soit z = x + iy un nombre complexe avec (x;y) e R. =

o : i b ivants :
1) Déterminer la forme algébrique du nombre 3iz — Z . Déterminer le module de chacun des nombres suivan

2) Résoudre dans C 'équation : 3iz—Z =8i. 2=(V3+iN2) oz =(2+3i) +5i
3) Déterminer les nombres complexes z pour lesquels - 2017+2i . ST —i 4
3iz — Z est imaginaire pur. ‘=01 —2 | = e

F 2o =(VT41)(7=idT) 5 2 =i(3-4i) (4+i)

Résoudre dans C les équations suivantes :
Dz+iz=5+4i ; 2) (z+]f-i)(3+2i-4)=0

z,=(3+2i)

SRR -

Déterminer tous les nombres complexes z vérifiant :

l|=|z—1| |
== z -
$)Z-2i=2z ; 6)(1+i)Z-1+i=Z~i It

3}z_—z=[-1+_3i)z ; 4) (2_‘)"""32:5"'31. || =

7 zZ+(2-i)z=1+i ; 8) Z°—(3+i)z+3i=0
2 47 -2
z+

Soit z et z' deux nombres complexes. Montrer que : ‘

+leT)

Z

:'E"'"
9 )

=i |z+z'|= +|z—z'|J =2(
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1) Soita, b et ¢ des nombres complexes.

Montrer que: |1 +a|+|a+ bl + |b] 21
2) Soit = un nombre complexe de modulel.
Que peut-on dire de Il 4 :|' +|I - :l‘ ?
1) Soit z et =" deux nombres complexes non nuls.

!
T &

G

- al
- -

Montrer que :

=

Y
<+ =
-

&

2) Soita, b et c des nombres complexes de module 1.
a) Montrer que : ‘ab + bc+ca| = la +b+ C!

b) Montrer que siac # —1 alors:
aiic (c=b)(1+ab) o
1+ac b(1+ac)

Soit un nombre complexe tel que : |u/ =1 et u#1.

eR et

1 1
1) Montrer que : Re[——J =—,
l-u) 2
Z7UZ etréel.
{

2) Montrer quesiz € C \[R alors:

d+z

Pour toutz € C—{1}, on pose:: h(z)= o

1) Montrer gue si |z| =1, alorsh (z)estréel.

2) Montrer que : |z| <1 @Im(k(z)) >0.

Soit z et z’ deux nombres complexes. Montrer que :

4z’ =[z+2] -2 +i(|?—:'z'\1 Sk +;‘z'|“)

—

Montrer que pour tout z € C - {2} :

Rc(z)-c:l =1 <]
2-z

ARGUMENT - FORME TRIGONOMETRIQUE 1 .

argument du nombre complexe 2

Déterminer un
dans chacun des cas suivants :

=5 +h5 ; 2)z=-1-i3 ; 3 z=
fz=(1-1) ; 5) z=(1-i)(—B+i)

. 3_
I-H\ﬁ ;7)Z:J_ b

= iEy) z=—--.._S
I+ 2i V7 i3

(=)}

) 2=

Oy T 2018
9)2’:[————_J A0 EZ S

Ecrire sous forme trigonométrique les nombres comy..

lexes suivants :

z|=—ﬁ~f\[£ = 6+f\f§ H 23=*-2i

2i JE-FI J_ A
ERELERE s o
nmi e A= g g Ao

z?:(cos%-i-isinf—)s ; zs=(1—i)(l—fJ§)

12

10
1+i\3
Zp = -

1+i§

ficrire sous forme trigonométrique les nombres comp
lexes suivants :

1) z1=1+cosa’+isina avec 71 <a<2x ;

}_{.

o n
2) z, =cosa +i(l+sina) avec - <aisg

(l—fﬁ)(cosa +isina)

= avec aﬁ‘
(cosar +sina)+i(cosa —sin@)

3) z

_l+itana

3
4) e avec —<a@<m
—itana
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I_ﬁtﬂmine'r une forme trigonométrique de a
{) P*

27) pé:ern'liﬂm'
v 3 177 o 1%
ab=2V2 COos 5 ’sm‘ﬁ'

le nombre complexe b tel que :

(WF -
déduire les valeurs de : cosﬁ et sin &r-

3)En

1 % ;
routn € N, onpose: z, =E[(I+f) +(]~,‘) ]

pgur

. nn
ontrer que: 2, = 2% cos—
M 4

R

Ecrire sous forme trigonomeétrique les nombres comp-

Jexes suivants :
A =(:‘—J§)[(1~J§)+(J§—1)f]
R 2+J§+(2J§+3)f
oF 2-2+(V2-2)i

2018
5 =[12,_J§_1‘2J§;}

2

J

Montrer que : argz = 2Arctan L [27]
|2|+x

1) On considére le nombre complexe :

z:Ji+J"\‘2—\/§

Montrer que : argz+arg(2—])5‘;£ [2’1]

2) On considére le nombre: 4 =x+ iN2 avecx e R.
Déterminer la valeur de réel x pour laquelle :

: arg_Awrs.-(A-—l)’% [27]

6—- ’.

|

Spitz = x + iy un élémentde C — R~ avec (x;y)e R. M ]
i

NOTATION EXPONENTIELLE

1) Donner la forme algébrique des nombres suivants

T ] Ix
a=4de ? L{, |
2

¢ b= c=8e

2) Eerire sous forme exponentielle les nombres

complexes suivants :
2, =2018 ; z, =—15 ;

' ¥
Z, =9

z,=—4+4i ; :-,,:(IH'\E)T ; 2T=§]l_r-f,'

2017 i
zaz—(«ﬁ—f} e ;

Ir in T
= el flal2
—_—

i

in 11

L’ |
T,Tl'i I|

[1L

o L} I|

£ 11|
|

3) a) Ecrire sous forme exponentielle les nombres

C b A—
! =il

complexes suivants :

z, = —Tﬁ[cosg +isin %}

et z, =e* xz;

b) En déduire la forme algébrique du nombre =, .

Les questions sont indépendantes.

1) Dans le plan complexe muni d'un repere orthonor-

mé direct(O‘.ﬁ, i}) , construire les points suivants :

b §

A(ﬁ); B(=3¢%) ; C(2¢ ¢) ; D(+e )

2) Soit@ € R . Ecrire sous forme exponentielle les

nombres complexes suivants : il

. if] - il i Al
zy=ie’ ; z,=-3ie® ; z,=-5¢° nit
3) Linéariser les expressions suivantes : |

A(x)=sin® (x)cos' (x) ;  B(x)=sin’(x)
C(x)=sin’(x)cos'(x) : D(x)=cos(x)
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EXERCICES ET PROBLEMES

——
e

f =) ] Soit @un réel tel que @ # 7 [2»’?] cetsoit = an ¥ |
Pour tout réel @ € ]0;2:.*[ ,onpose: G(0)=—+—

il 2‘
V[j'e ] 15 h' o )JFJ |
2 [(}] 3 1) Montrer que: T—"= e’ .
i TR

: — it
1) Montrer que: G(6)=—=sin
NE]

12

2) Calculer : [6[2;]] .

' == AU
I+n':1 i
=it 1+t 1 +r°

2) a) Montrer que :

b) En déduire I'expression decosfetsinfen

é fonction de /.

Pour tout = € Ctel que Re(z) # 2, on pose::

F(.z]:ﬂ Soitar, f ety trois réels tels que:
R {Cosa+cosﬁ+cosy=0
gD 'F(Z)—-z|:|F{z]_2l sine +sin f+siny =0

—~

Pour toutz € C—{i} ,onpose: f(z)= -

{cos(l::r) +cos(2/)+cos(27)=0
Montrer que :

sin(2a)+sin(2f) +sin(2y) =0

1 +iz
iz
1 [1+iz] oo _
Montrer que : Re(f{z)) == Re(z} - On considére les nombres complexes suivants :
i : 20 gt e 3 &=
F zﬂﬂges : ZIZEE n : zE:EE 15
Pour tout@ € R , on pose: z = sin(26)—2icos’ @ Onpose: u=z,z et Tty
; n n Zy
1) On suppose dans cette question que : = << 7

1) a) Montrer que : 2u = —3+i et 2v= -1-i3

Déterminer le module et un argumentde z . b Calculer: S+

2) On suppose dans cette question que:: g <@<r 2) Dans le plan complexe muni d'un repére orthonor-

Ecrire z sous forme exponentielle. mé direct(O; :T;I), On considére les points A(u),

R "

" X B(v) et C(t) avec: r:_‘ﬁﬂﬂ-l—wﬁ
Pour toutn € N, on pose : z, =E((]_H.) "'("*l) )

2 2
= Calculer BC et une mesure de I'angle (E,E)
2 e
1) Montrer que: (VneN) z,=2¢ c"s(%} : P

2ix
So > tr : elR et z, €eiR 3 e
2) Soit p € N. Montrer que: z,, € R 2p4 Soit @ =¢ 7 . Calculer les nombres :

F A=w+o' +0' et B=o'+0' +0°
. = 3 ety Iﬂdkﬂﬂml_:
RésosidredausClifguntion:. 7 =7 On pourra commencer a calculer 4 + B et AB.
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EXERCICES ET PROBLEMES 1

On considére dans C I'équation suivante

(E)If:‘- Z(ﬁ b j):" a‘l( J_! }.-'): +8f=0

t une solution

4ans C les équations suivantes : 1) Montrer que I'équation ( £ )adme
reda

__.3-(3+2j):+5+i=0 réelle z, .

2) Déterminer les nombres complexes b etc tel que

; 2z +(T=i)z+1+3i=
(,‘,‘_.)-("'4 ‘) ( ,) L pour tout z € C ;

{51)3 - +224+1=0 z‘+(l+;’)zl +(—I+f)z—f=(2"zn}(z: +b:+(-)

) —(\/5* 5)2 + 2(1 = fﬁ) =0 3) Résoudre dans C I'équation (£).

];;f-(4—i)z+5—5f={) :

) ‘+(3 6i)z" +2(16 63i)=0 1) Résoudre dans C I'équation suivante : |
( 4 £ o e = |
e z}—(2+3f‘)z:+(4+6i)z—8=0

- 5 sachant qu’elle admet une solution réelle.

(E): 2 +(1+1)2" +(-1+i)z—i=0 le plan complexe % muni d'un repére orthonormé. . ‘ -
|
|
|

On considére dans Cléquation=ulvants: 2) Soit A , B et C les images des solutions de ( E)dans
1) Montrer que I'équation (£)admet une solution Montrer que le triangle ABC est rectangle.

imaginaire pur z, .

T

; iner les nombres compl betct bid
%) DiteriEnET e plexesiDetotalaigie Soit @un réel de l'intervalle ]—— ——[-

2772

pour tout Z € i
On considére dans C I'équation ( £ ) suivante :

2 +(1+i)2 +(-1+i)z—i=(z—2z)(2* +bz+c)

3) Résoudre dans C I'équation (E). (E): ézl +2zcos(26)+1+ 2cos(40)=0 |

%‘ 1) Déterminer les valeurs de & pour lesquelles (E) '[
|

Résoudre dans C 'équation suivante : deux solutions réelles.

z +(2i—11)zz +(25—19i)z—8(1—3:') =0 2) Résoudre I'équation (£ )lorsque & = iy J !
I

12

sachant qu’elle admet une solution réelle.

P Résoudre dans C”les systémes suivants :
1) Résoudre dans C I'équation suivante : (S ) z,+z,=4 (S ) Z,+z,=-2+i I
(E):2° —(3-4i)z-1+7i=0 s =74l N iz, = 94130

2) Soit A et C les images des solutions de (£)dans le 6

plan complexe % muni d’un repére orthonormé. |
- - ' e Résoudre dans C I'équation: z+— =+/3
Déterminer les affixes des points B et D du plan & = V3
pour lesquels ABCD est un carré de diamétre| AC]. Puis écrire les solutions sous forme trigonométrique.
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Soit #un réel de l'intervalle | —

Résoudre dans C les équations suivantes :
(£ ): 22" =2(1+cosf)z+1+cost= 0

[f: ): =cos*@—-2zcos @+1=0

(E): “tan"@—-2ztan' G+1+tan' =0

(E,):2"—22" + 2isin(#)e” =0

On consideére dans -, !'équation(E)suivante :
b ~[4+(] +ﬁ)f]z+4ﬁi-ﬁ=0

1) Montrer que ( £ )admet une solution imaginaire
pur qu'on déterminera.

2) En déduire I'autre solution de |'équation (E).

——_

Résoudre dans = I'équation : 4z° +8[zzl—3 =0

Puis écrire les solutions sous forme trigonométrique.

——EOEg ——————

On considére dans =, I'équation (E)suivante:
(E):z" +(4cos@—-2)z" +(4-8cosf)z—-8=0

ol #un réel de 'intervalle ]0; ;r[ .

1) a) Résoudre I'équation ( £ )sachant qu’elle admet

une solution réelle indépendante de 8.

b) Ecrire les solutions de I'équation (£ )sous forme

exponentielle.
2) On considére dans le plan complexe muni d'un re-
pére orthonormé direct, les points suivants :

A(2) ; B(-2¢7) ; c(-2¢")

a) Déterminer une mesure de ]'angle( :ﬁ; E)

b) Déterminer la valeur de & pour laquelle ABC est

un triangle équilatéral direct
¢) Déterminer z, et z,., affixes (g pboj
n

BT t, milieux des i
F]U(_ll\-'cn'len " se Me

g nts[,m}_ |

Zz Zp —Z k-

£ : ! -
er que X !
d) Montrer q = cR et o

‘R €52

n déd%‘
les points A, O, E et F sont COCYCquu
o5,

[7 TRANSFORMATIONS USUELLESD-]]«

=l "Em# P’“

Le plan complexe & est muni d'un repére

Orthe

Déterminer la représentation complexe da e

direct(0;¢€, .¢, ).
des transformations suivantes :

7
2) La translation transformant le point ,-1(3._4;]
]

1) La translation du vecteur 5[3_3,‘-}

le point B(-7 +8i).
3) L'homothétie de centre Q(2~ i) et de rappey
4) L'homothétie de centre Q(-3i) et transformaz,
point A(~3) en le point B(—4 + i).

5) La rotation de centre Q(-3) et d'an'g_le%i

"p'l

6) La rotation de centre _Q(._z = ,-) —
point A(—1-2i)en le point B(~1).

Déterminer la nature de chacune des transforn
suivantes puis donner ses caractéristiques :

1) 2'=z-3i ; 2) Z'=l-i-z ;

4) 2'+2i=-3(z+2i) ; 5) z'+3:'-=(l""."}'.

ir.

. = o :-.
o=ty 0 7) Z'+1ei=-2e> (zt1H

V2
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EXERCICES ET PROBLEMES

on considere dans C I'équation ( £') suivante :

3

(El-"i‘-' —(1+0)2% +2(1+4)z-4i=0

0a) Montrer que |,éq“3ti0“(5)admet une solution

imaginaire pure z, a déterminer.
p) Résoudre dans Cl'équation(£).
2) Dans le plan complexe muni d'un repére orthonor-
' mé direct (O, V), on considére les points :
_.t(l . mﬁ) ; B(I —hﬁ) ; C(2i)
a) Montrer que : OA =0B.
b) Soit D le milieu du segment[AC].
péterminer l'affixe du point D et une mesure de
I'ang]e(tﬁ).

¢) En déduire les valeurs de cos [f—;) etsin {%)

3) Soit O'l'image de point O par la rotation R, de centre

Aetd'angle —% , et B’ l'image de point B par la ro-

tation R, de centre A4 et d‘angle%.

a) Déterminer les affixes des points Oet B'.

b) Soit / le milieu du segment [OB]. Montrer que
(AI) est une hauteur du triangle A0'B".

-

Soitles nombres: a=3i et b=~2(1+i)+i
Et on considére dans le plan complexe les points :
A(a) ; B(b) ; C(a+b—:') ; E(i)

Montrer que EBCA est un losange et que :

) -anAre 16
Dans le plan complexe muni d'un repere orthonorm

direct(O:i,v), on considére les points A, B etC
d'affixes respectives :
a=-2 ; b=-1+i3 c=3+i
1) a) Vérifier que le point O est le centre du cercle cir-
conscrit du triangle ABC .
b) Soit G le centre de gravité du triangle ABC.

Déterminer l'affixe g du point G .

2) On considére le point / d'affixe : h = (\'ﬁ = I)“ +1i)

c—b c—d
a) Calculer arg( ] et arg(- J :
h—a \h—b

b) En déduire que / est l'orthocentre de ABC.
3) Montrer que les points O, G et H sontaligneés.

Pour toutz € C, on pose :
P(z)=2z"-12z" +36z° -8l
1) a) Déterminer les nombres & et /3 tels que :
(vzeC) P(z)=(:: -—9)(:‘ +az’ + B)
(E): P(2)=0

b) Résoudre dans C I'équation :
c) Vérifier que les solutions de ( E ) sont les nombres

complexes z, tels que :

k) .. [k
Z*=3COS T + 151N —3'—

k €{0;1;2;3;4;5}

2) Pour toutk & {0;1;2;3;4;5} , on pose :

u, = 2:‘(:,t - 2cos[%’rD

Montrer que les nombresu, sont des termes successifs

d’une suite géomeétrique puis calculer u, +u, + ...+ %
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Dans le plan orienté, on considére deux points fixes

et distincts 4 et Q, et le cercle € de tiiamétl‘e[:fQJ :

Soit M un point parcourant le cercle € et différent

des points 4 et Q.
On considére deux carrés directs MAPN et MKLQ) .

o

On munit le plan d’un repére orthonormé de telle sor-
te que 0 et soient les affixes respectives deQ et 4,

On notek,/,m,net p respectivement les affixes des
pointsK', L, M, NetP,
1) Montrer que pour tout M € €. : ,m —21{ = %

2) Montrerque: (=im ; p=—im+1+i
n=(1-i)m+i ; k=(1+i)m
3) a) Montrer que le milieu / du segment[PL] ne dé-
pend pas de la position du point M .

b) Montrer que / € “€ et déterminer sa position.

4) a) Calculer KN et montrer qu’elle est constante.
b) Quelle est la nature du triangle INK ?

5) Montrer que le point N appartient i un cercle fixe
(indépendamment de point M ) dont on détermi-

nera le centre et le rayon.

-

Soit z = petelque: p>0 et HeR

Déterminer selon les valeurs de &, une forme trigono-

métrigue du nombre complexe :

Soit = et z' deux complexes.
) )
. |z2] 22’ =72 4= [
1) Montrer que : ’_ [ i -—|r
2) Montrer les inégalités suivantes :

‘: + :'l: < (l +FFJ(I +J;13J

2Re(z.2') < 'zr +Jz'J:
I+|z2" - 1| < (! +|z - I”(l +|z" =~ ;’)
3) On suppose dans cette question que: fz' =|31=l

2
Z+z —_
———-l:/' r) =zz'+z.2'+2

2.2

a) Montrer que :

z+z')
b) En déduire que(——;iest un réel positif,

4) On suppose dans cette question que :
'zle et J:’[:zl et [:+z"£!

2

2
lz +z

Montrer que :

4

Pourtoutz € C°, on pose : f(2)=z+
1) Déterminer les solutions z, etz,de ]’é;uatinn :
(E): f(z2)==-2 avec Imz, >Imz,
2) a) Ecrire z, et z, sous forme trigonométrique.
b) Montrer que:  z20'e 4 ;2016 _ 52017
3) On munit le plan complexe  d'un repére orthono-
rmé(O;ﬂ,fJ] - On considére les points :
Ala) ; B(z) : C(z,) onaeR’
a) Déterminer o pourque ABC soit équilatéral.
b) Montrer que poyr toutzeC’ :

M@)=/(E) e (z-7)(z2-4)=0
¢) En dédujrer ensemble des points M (z) pour
lesquels /() est rgel,
d) Vérifier que les points 4 B etcappartienl'lﬂ“tfi-
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Le plan complexe est rapporté a un repere orthonorme
direfl“)”? V).

on dit qQu'un triangle équilatéral ABC est direct si et

i- (4B Acl=Z L3
ceulement si: (.48..4(.‘]:—3— [2-’?]-0n bose: j=¢'3

1) a) Vérifier que I, jet " sontsolutions de 2’ |

b) Calculer(l - _;')(1 +j+ jz)et en déduire que
1+ + j: =0

¢) Vérifier que : e 3+ J=0.
2) Dans le plan complexe, on considére trojs points A4
BetC,deux a deux distincts, d'affixes respectives

a, bete.

a) Démontrer que le triangle ABC est équilatéral

4 . : C=
direct si, et seulement si ; & =g

b-a
b) En utilisant les résultats des questions préceden-

tes, montrer que le triangle ABC est équilatéral
direct si, et seulementsi: a+bj+¢’ =0,
3) A tout nombre complexe z différent de, on associe
les points R , M , M’ d’affixes respectives 1, zetz .

a) Pour quelle valeurs de z , les points M et M’
sont-ils distincts ?

b) En supposant que la condition précédente est
réalisée, montrer que I'ensemble A des points
M d'affixe z tel que RMM ' soit équilatéral direct
est une droite privée d'un point.

Pour tout @ € [0; 7], on pose: [ (6)= ﬁ
1) Montrer que : Tﬁﬂ:ie”f(e)
2) Déterminer Osachant que: /(0)+ /(0)=0

n%f(ﬁ)mbme exponentielle.

EXERCICES ET PROBLEMES 1

—mmowm >

Soitaun nombyre complexe différent de iet—i.
On considére I'équation ( E )suivante :

(£):(1 =i}z =2(a+1)z+(1+i)(1+a® )=0
1) Résoudre I'équation (E).

On considére les nombres & = a + i et p=1+ai
etlespoints: A(a) ; B(p) ;: C(a)
2) On suppose dans cette questionque: a =e"

Ecrire a et ff sous forme trigonométrique.
o
3) a) Montrer que: —e R < |a| =1

b) Déterminer I'ensemble des points 4 (u) pour
lesquels les points O, B et C sont alignés.
4) On suppose dans cette question que :

laj=1 et & +a(2i-1)-120

-

(573 Dt
a) Montrerque: — iR
a

b) Montrer qu'‘il existe un unique nombre complexe

a -0 |
@ tel que : =i et =0
a—a

c) On considere les points : (@) et D(a: )
Montrer que O,Q, D et 4 sont cocycliques.
d) Soit€ le cercle circonscrit au quadrilatére
QDAO . Soit R 1a rotation de centre £ et d’angle
T
it Montrer que R(A) = D et en déduire le centre

et le rayon du cercle € .

1) Montrer que pour toutx € R et pour toutz € C :

(z~e“)(z—e"")= 2z —2zcosx+1

2) Montrer que pour toutz € C :

z —l=(z*1)[z1 —2!..~.ct:'s2?"r+l}(z1 ~2zc054?x+1}

3) Résoudre dans C I'équationz’ — 1 = 0 puis

en déduire les valeurs de cosz—x- et cosi{ :
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EXERCICES ET PROBLEMES

'f-(:) B Z+i

l SE PREPARER AUX DEVOIRS ]
Et soit F I'application définie defﬁ-{;} dansg"

"@ ——

Les parties A) , B) et C) sont indépendantes.
Partie A:
Soit m1 un nombre complexe non nul.

On considére dans C!'équation{ E)suivante :

qui associe  chaque point M (z)le point ‘w(z‘]ﬁ

:J = f(:)
1) Soitz € C* —{i}
~ | F
a) Etablir les relations suivantes :

(E): z° —(3m—2i)z+2m" —4mi =0 : '

( ) 2| =2 et arg(z’) E—arg(z)-fLZarg(z-j”:
1) Résoudre I'équation (£).

: b) Montrer que si [z| =1alors: f(z)=—i

2) Dans cette question, on prend m = 1 +i ; et soit

z, etz, les solutions de( £ ) telles que|z | < |z, |. 2) a) Déterminer I'ensemble des points invarianei

b) Quel est I'ensemble des points M (z) pour lesge

a) Ecrire Zz, et z, sous forme trigonométrique.
/'(z) est imaginaire pur ?

b) Vérifier que(—z, ) est une racine cubique de z, ;
puis en déduire la forme algébrique pour les 3) a) Montrer les égalités suivantes :
-i(z+3)

sl I

3

ry

' +i= (z—i)etz'—z=

N [z+i 7+ :11

deux autres racines cubiques de z,.
3) Dans le plan complexe est rapporté a un repére or-

thonormé direct(O;;V ), on considére les points :

A(!’) : B(Zm) ; C'(m—ZI'}

b) En déduire que les vecteurs AM et A'M’ sontat
néaires, et que AM et MM sont orthogonaux
¢) Donner une méthode pour la construction géom
trique de I'image de M par I'application F'.
Partie C;
On considére dans C I'équation suivante :
(£) : 2 = (4+i)2> + (13 + 4i)z - 13i=0
1) a) Montrer que I'équation ( £)admet une soluti®®
imaginaire pure z, que I'on déterminera.
b) Résoudre dans C I'équation (E).
2) Dans le plan complexe est rapporté a un repéré ?
thonormé direct(o;ﬁ',ﬁ), on considére les pain®:

AQ) ; Ben) 2

: n

3) Soitr la rotation de centre B et d'a"glefl
Déterminer I'affixe du point A" =7 (4):

et on suppose que m & ([
a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas

alignés.

b) A I'extérieur du triangle ABC, on construit le
point D de telle sorte que le triangle BCD soit
rectangle etisocéle en D ; et soitd l'affixe du D

Montrer que : )
7B 3m—im+2-2i e 3m+im+2 -2
2 2
¢) Déterminer la valeur de m pour laquelle le quad-

rilatere ABDC est un carré,

Partie B :
Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct

(O:E,;Ez
a oit /1'aj
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) Montrer que les points A", BetC sont alignés.

5 péterminer I'écriture complexe de I'homothétie
L

de centre B et qui transforme le point Cen A',
i . = | )
4) vérifier que h'or(A)= C puis déterminer

récriture complexe de l'application /1 'or.

Les parties A), B) et C) sont indépendantes.

pans le plan complexe muni d'un repére orthonormé

girect (0 ,v), on considére les points 4, B et C

d'affixes respectives: a = 2 e =14
(‘ = a L4 .
1) Ca]culer—b——— et en déduire la nature du triangle
: —-a

! ABC.
2) Soitr la rotation de centre A et transformant le
pointBenC.
a) Déterminer l'angle de r puis montrer que
' — —jz + 2 + 2j est 'écriture complexe der .

b) Soit ‘€ le cercle de diamétre[BC].
Déterminer ‘€' image de ‘€ par la rotation r puis
vérifier que ‘€.’ passe par le point B
3) Soit M (z) un point du € différentde C, et M'(z")
son image par la rotation .
T Vs
a) Montrer qu'il existe 0 e [O;E[ o jl-z—;:r[ tel que

z =1+ ¢" puis en déduire que: z'=2+i— ic"’

b) Montrer que : el M}et en déduire
que les points M , C et M sont alignés.
¢) Construire A, B,C,¢, €', M et M' dans le

msoﬁ6=2+o
Partie B ;
Pour tout z € C—{1}, on pose: £z '=;%

ble des points M (z) du plan

—

EXERCICES ET PROBLEMES

1

pour lesquels / (z) e ilk.

. | '
2) On considére dans C I'équation : /(2) - :I; (E)

a) Résoudre I'équation( £ ).
On note z, et z, les solutions de(E)avec |z,| =1.
b) Ecrire z, et z, sous forme trigpnomeétrique.
c) Calculer z; + 2.
Partie C:
Dans le plan complexe muni d’un repére orthonorme
direct(O;1,V), on considere les points A(a)et B(1)

ouaeC- [l} . Soit / I'application définie par :

f:9-{B} » <
M(z) M'(z")
, z—a

telleque: z'=
z-1
1) Montrerque: z'=z<z —2z+a=0

37

trigonométrique. On pourra remarquer que .

u M
i= ~iZ
[e- +e ]

3) On suppose dans cette question que a = =1.

i#1n2 T
2) Onsupposeque: a=1+¢€ avec3<9<—2—.
a) Résoudre I'équation: z° =2z +a =0.
- (ow2)
b) Ecrire lenombre Z =1+e ~ *’/sous forme
|
|
|

ra =

Hii

l+e" =e

a) Montrer que pour tout point M € 9 — | B} :

(ﬁ;W)+(ﬁ;BM') =0 [27]
b) En déduire que [BA) est une bissectrice de l'angle
(W;B_ﬁ' )
¢) En déduire que: z' € iR < |zl =il

d) Soit M un point du cercle trigonométrique diffé- |
rent de B. |
En déduire de ce qui précéde une construction I
de M'image de M par l'application /.
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Les i -
_part?es A), B) et C) sont indépendantes,

On consig 5
€re dans “ r':'qtrltim‘l{ f')suivnnte ;

(£): 2 "‘(\ﬁ*”) (1+i)=0

1) Vérif
ler
que les racines cubiques de I'unité sont :

1 ] T
€tJ et j. (Onrappelle que: j=— L fi)
2) Déte J
miner deyy nombres complexes et v vérifiant

le systéme - (S).{JH]J:HF
uyv=yg
3) Soit ¢ et f deux nombres complexes telles que
@ + f est solution de(£)et aff=—

a) M Z
) ontrer quea’et 5 vérifient le systéme(S)-

b) En déduire que les solutions de (E)s'écrivent :
I=ij et j(1-i J) et F(1-i)
4) Soit un élément de | intervalle ]0; 27].
a) Déterminer, en fonction de @, le module et I’ arg-
ment du nombre complexe | —(c0s @ +isin ).
b) Déterminer le module et l'argument de chacune
‘ des solutions de I'équation (E)
PartieB;
Soita € C*. On considére I'application /, définie de
C—{a}dans C~{a}par: f,(z)=-2%.

1) Montrer que :
2 () R < o Re(a) =l Re(:)
2) Pour toutz € C—{a}, on pose::
,z —a'f =r et arg(z—a)=6 [211’]
a) Calculer ‘f;_, (z)- al en fonction de et|a].
b) Calculerarg( /,, (z)~ a)en fonction de fetargr

3) On prend dans cette question = —1+/, et on con-
sidére dans le plan complexe % les ensembles :

~M(z) a1, (2) ) = 2 [2n)
{ |

={M(2)/|/, (z)-a]|= 2)
X = { M(z)/[,(z)e iR}

a) Déterminer € et & .

b) Montrer que & est une demi-drojte d‘eﬂré
A(a) privée du point A, dont op détern,
une équation cartésienne. )

c) Soitz, e C— {ai et B(z,)tel qUeBeg—th
Ecrire £, (2, ) sous forme algébrique p"isdéh
miner z,.

d) Construire €, D ets.

4) On considere I apphcatlon ¢ qui, a chaque Poiny

M(z), associe le point M'(z’) tel que :
2'=(-1+i)z-1+3i

a) Montrer que @ est la composée d'une hﬂmm&
et d'une rotation a déterminer.

b) Déterminer les images de € et % par

PartieC:

Soit.x un nombre réel tel que: x = 0 [2;;]

Pourtoutn € N*,onpose: § =1+¢” +otem

1) Montrer que: (VO eR) 1-¢” = [—2!8"‘!2] 3

l elf nHl)e

2) Montrer que : (Vn e N” ) S =

ix

l1-e
3) En déduire que :

o sin((”;])xJ :

e

A
Sin—

4) On prend dans cette question: x = & avec n21,
n

n-| IU‘I n-l k’
Onpose: 4 = LRt
L Zcos( - ] et B, ZSm[n]

k=0

a) Vérifier que: S, | = A, +iB,.

b) En déduire que B =
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EXERCICES ET PROBLEMES

Les pam'es A), B) , C) et D) sont indépendantes.
partie A
coit les nombres complexes suivants :

:JE—:'\E

2

1) a) Mettre sous forme trigonométrique :

z2'=1~4

-

= : o . Z

- P - " Z:__
=l
L

b) En déduire les valeurs de Cos—- et sin—
| :

2) On considére I'équation d'inconnuex e B :
(V6 ++2)cosx +(V6 —2)sinx =2

Résoudre cette équation puis placer les points

images des solutions sur le cercle trigopnométrique.
PartieB:
Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé
direct (O;fi,ﬁ) , on considere les points :

A (1) et M (z)
ou: z=e" avec x € |-ma].
On désigne par P le point du plan d'affixe | + z et par
0 celui d’affixe z* .
1) a) A partir du point M , donner une construction
géométrique de Pet (.

b) Placer les points O, A, P et O sur un méme figure.
2) Déterminer I'ensemble des points P lorsque x décrit

l'intervalle ]wyr; ﬂ'] . Représenter cet ensemble.
3) Soit S le point d'affixel +z + z*, oli z désigne tou-

jours I'affixe du point M .

a) Construire § en justifiant la construction.

b) Dans le cas ol S est différent du point Q. tracer
la droite(OS ). Quelle conjecture peut-on faire
sur la position du point M ? :

©) Démontrer que : (Vx € |-7;7]) Ll DR

Conclure sur la conjecture précédente.

Partie C
Le plan % est rapporté a un repére orthonormé direct

(Os1i;v).
SoitI"(O; R)le cercle de centre O et de rayon R,etA

le point de coordonnées A( R;0).

Pour tout entier 7 > 2, on considére la rotation

27
1‘[0:2—;?) de centre O et d'angle —.
n n

On construit une suite de points par récurrence::

M,=A4
M, =r(M,); keN
1) Si z, est l'affixe de M, et z, , est I'affixe deM,,, .

Montrer par récurrence que :
2ikm

(vkeN) z,=Re"
2) Calculer la distance M, M, _,.

Pourn =8, construire les points M, .

n-|
3)Onpose: L, :ZM,:M*L, :

k=0

Calculer lim L, puis interpréter géomeétriquement

n—y+a0
le résultat obtenu.
PartieD :

On considére dans C 1'équation ( £ ) suivante :

z —1'(I+?.tanf£'5')z2 —(l+tan9): :+r’(l+tan: 9)=0

oﬁﬂe]—i;-{\:.
22

1) Montrer que I'équation [ E] admet une solution ima-

ginaire pur indépendante de & a déterminer.
2) Déterminer les deux autres solutions.

On note a et b ces solutions avec Re(a} >0,

3) Donner le module et 'argument de @ en fonction de &.

/4
4) SoitR la rotation d'angle 2 et qui transforme le

point M(tan @)enle point B(b).

Déterminer I'écriture complexe de la rotationR ,
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EXERCICES ET PROBLEMES

ainsi le centre Q@ ) de cette rotation.

! el ts
5) Déterminer la valeur de &pour laquelle les poin

Q(e), M(tan @), 4(a) et B(b)soient cocycliques.

2) Pour toutn € N, on pose .

‘l m-zl

a) Verifier que pour toyt nepy.

Les parties A), B) et C) sont indépendantes.
Partie A ;
Pour tout=€ C-{-1!, on pose:: f(z)=

1) @) Déterminer le réel y tel que : fiv)=iv

b) Résoudre dans C I'équation : () f(z)=z.
Onnotez, |, - et z, les solutions de I‘équariun[E]

tellesque: Re(z,)=0 et Re(z ) >Re(z,).

Iz ]"r
2) a) Vérifier que : S +l=e ¢ gt .:Hri"t? 5

b) En déduire lIa forme trigonométrique de z, et z, .

3) Dans cette quesnun, on suppose que :

z=¢€" avec O<qg<rg
2) Montrer que : f(2)=if(z)

b) Déterminer & sachant que: f(z) =)=

€) Ecrire 1 (=) sous forme exponentielle,
4) Déterminer = sachant que ;

!z‘:l

Re(/(z))=1
=

On considére les nombres complexes z, définis pour
touts € N par -

A (—% - i‘{gjz# sineN
4 4

Et on note A, I'image du nombre complexe z, dans yp,

repére orthonormé direct(0;ii, v ) ayec : l] = acm
1) a) Ecrire sous forme exponentielle Jes nombres

Zaz.

b) Placer les points A, a A, dans le repére,

Iz —

(z+1)

3 8
ZJH.’ = z!l'll :(E""’"_J‘:J{E —
4 4l zn}

b) En déduire une relation lIantd

|Etd POI.|
on dEnEt

c) Donner une interpréta tion geomémque 4 5

n € M puis exprimerd en fonctj

chacun des nombres e fl 5
d) On pose pour tout » e N : L” = Eﬂ A
(] rqlﬂ

présente la longueur polyganale de
successifs 4, , A A

n

5 sumﬂlﬂ;
Déterminer I'expression de L en fonrtlonde

et la limite de |a smte{L )quandn tend vers+m

3) Pour toutn € N, on pose a, =arg(z, }[Z:r]

a) Etablir une relation entreqa,  etq .

b) En déduire que pourtoutne Iy . = -’E [1,]
©) pour quelles valeurs de |’ entiern les pmntso
Ay et 4, sont alignés 7

PartieC;

Le plan est muni d’'up repére orthonormé direct.
Pour toutz € C, on pose : P(z)=2" —(2+6i):
1) Déterminer les ensembles suivants :
E={M(z) / P(z)eiR)
D={M(z) / P(z)eR}

2) Résoudre dans ¢ I'équation: P(z)=4-6i.
3) On pose: y=]+5; 5 o=y w=239"'é_-.-_

I
Et: = Arctansl et f= Arctan-——_--

a) Vérifier que: u* xy = 4w ol
b) Déterminer en fonction de ¢ un al’gllmm?~;-__-:'.-‘:'-__'
Déterminer en fonction de / un argument( i

¢) En déduire que:

| b'd
4Arctan§-—Arctan——‘

239 4
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Le plan complexe est muni d'un repeére orthonorme
K .

girect(03:V)
1) On considere dans C I'équation suivante :

(E) 2 —4iz-2+2i3 =0
a) Vérifier que Le nombre a =1 + ,‘(2 L \E] beEihe
solution de I'équation ( £).

b) En déduire b la deuxieme solution de (E).
2) a) Montrer que . = 4(2 - \E)c»."" )
b) Ecrire a sous forme trigonométrique.

3) On consideére les points 4, B et C d'affixes res pecti-

T
L
vesa,betc=2i+2e7,

soit I le cercle de diamétre [AB].
a) Déterminer @ l'affixe de Q centre du cercle I,

b) Montrer que les points O et C appartiennental .

c=a
c) Montrer que le nombre

est imaginaire pur.
C‘ —

g

1) On consideére dans l'ensemble C I'équation suivante :

(E): 22 —(5+i3)z+4+4i3 =0

a) Vérifier que(B - fﬁ)z est le discriminant de ( E),

b) Déterminer a et solutions de I'équation ( £ )
(sachant queb e ).
¢) Vérifier que : h = (1 = hfj)}
Z) Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé
direct(0;i,v).
Soit A le point d'affixe a, et B le point daffixe b,
a) Déterminer le nombre complexe b, , affixe du

EXERCICES ET PROBLEMES

point B, image du point O par la rotation de centre

; n
Aetd'angle —,
5

L

b) Montrer que B est I'image de B, par I'hnomothétie

de centre A et de rapport V3.
; b g
c) Vérifier que : urg[ —-—] - [Eff]
bh—a 6
d) Soit Cle point, d'affixe ¢, appartenant au cercle
circonscrit du triangle OAB et différent de Oet A.

C
Déterminer un argument du nombre -
ol #

Les parties A) et B) sont indépendantes.
Le plan complexe % est muni d'un repére orthonormé

dir‘ect(O;ﬁ.ﬁ].
Partie A

On considére dans I'ensemble C I'équation suivante :

-
(B)cz? —4(1+:r]:+5+45=0
3 3

2
1) a) Vérifier que le nombre complexez, =1 + —iest
5 |

solution de I'équation ( £).
b) Montrer que la deuxiéme solution de I'équation
(E)est:z, =3z,.
2) Soit @un argument du nombre z, .

Ecrire en fonction de @ une forme trigonométrique
5
du nombre complexe 3 +4i.

Partie B;
On considére trois points 4, B et Q, deux a deux diffé-
rents d'affixes respectivesa, betw.

Soitr la rotation de centre Q et d'angle Z on pose :

P=r(4) et B=r(Q)
1) a) Montrer que :

T

p=w+e’ (a-o) et g=w+e (b-w)

A
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b) Montrer que: ool P

w—a '~
&

p—a .
g—6 w-b

¢) Montrer que :

w-—a A
2) On suppose que : =e ?
@—b

a) Montrer que 4PQB est un parallélogramme.

b—a

]E -f;i [2,7]puis en
p-a) <

déduire que 4POB est un rectangle.

I
b) Montrer que argL

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé
direct(O;E,ﬁ).
On considére deux points M, et M, du plan complexe

tels que les points O, M, et M, soient deux a deux dis-

tncts et non alignés.
Soitz, et z, les affixes respectives des points M, et M,
et soit M le point d'affixe z vérifiant la relation :
2Zz
i L)
Z 4z,

2, -z 1z,
B===].
b) En déduire que le point M appartient au cercle

circonscrit au triangle OM M, .

1) a) Montrer que:

2) Montrer que si z, = Z,alors M appartient a I'axe

réel.
3) On suppose dans cette question que M, est I'image

de M, par la rotation r de centre O et d’angle  tel
quea € J0; 7] .
a) Calculer z, en fonction de z, eta.
b) En déduire que le point M appartient a la
médiatrice du segment [M, M, ].
£) Soit & un réel donné de l'intervalle |0; 7] .

et z, sontles racines de

I'eq,‘ '

tz, , vérifier que: 22251:“:!
e
+

On suppose que <

o —(¢ +1)i+(¢”<1)=0

a) Sans calculerz, e

b) Donner une écriture trigonomeétrique dy ]-mmh

e z en fonction ded.
[}

complex

Le plan complexe est muni d'un repére orthonorp,

direct(O.‘ﬁ. V).
o Vs
Soit @un réel tel que : & € 0.-2— e
1) On considére dans I'ensemble CI'équation sujygy,
(E): 2-V2e%z+e” =0
a) Vérifier que le discriminant de I'équation (£}
a=(V2ie’)
b) Soit z, et z, les solutions de I'équation ( E).
Ecrire z, et z, sous forme trigonométrique.

2) On considére les points [, J, T, , T, et A les points

T~ . () 4
u plan d'affixes respectivesl, -1, e , €

et+/2e".
a) Montrer que les droites(OA) et (7,7, ) sont
perpendiculaires.

b) Soit K le milieu du seg'menl:['1",'?'2 ]
Montrer que les points O, K et A sont alignés.
c) En déduire que la drnite(OA) est la médiatrice

du segment[?{?‘z ]

3) Soitr la rotation de centre 7 et d'angle%.

a) Donner I'écriture complexe de la rotation”.
b) Vérifier que I'affixe du point B , image du point/

parlarotationrest: b= ﬁew +i
¢) Montrer que (1) L (4B).
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;) péterminer 'affixe du point C, image gy pojng

4 par la translation de vecteur{ _f-') ;

ue A est le milieu du segmen; [B(‘I

¢y Montrer 4

e dans C I'equation suivante :

on (ﬁnsldér
—(1+i)z+242i=0

(E): =
| 5) Vérifier que(l- 3:'}: est le discriminant de(E).
) Déterminer Z, €tz les racines de I'équation (E).
(On prend z, imaginaire pur).

Ll
Z e
o) Montrer que : —-= V2e

-

) Dans le plan complexe muni d'un repére orthonor-
mé direct(O:,V), on considére les points :
A(z) et B(g )
a) Déterminer le nombre complexe ¢, affixe du
point E , milieu du segment[A‘B].

b) Seitr la rotation de centre A et d'ang]e(_f}
2

Etsoitc l'affixe du point C, image du point £

par la rotation r.

3.
c=—=+=i.
22

¢) Soit D le point d’affixed =1 +§f.

Montrer que le nombre [zz &4 x| A

c—d Zyi—2)
est réel puis interpréter géométriquement le
résultat obtenu.

R

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé
direct(0;4,v).

On consideére I'application r qui 4 chaque point M (z)
duplan, associe le point M, (z, ) tel que :

Montrer que :

EXERCICES ET PROBLEMES

_ I3 . V3
2 2
et lapplication /1 qui & chaque point M ( z ) du plan,
associe le point M, (z, )tel que: =z, 2z + 3i
Et on pose : F=hor
1) Déterminer la nature de chacune des applications

rethet déterminer les éléments caractéristiques
de chacune d'elles.
2) On considere les points Q(i)et A(a)ou aestun
nombre complexe différent dei. On pose :
B=F{A] SC=F(R) ;D= F(C)

a) Montrer que si M'(z")est I'image du point M(-’:’J

dr
par 'application Fest: z'—i=2e * (z—1)
b) Vérifier que (2 est I'unique point invariant par
I'application F (c’est-a-dire : F(Q) =Q)

3) a) Déterminer en fonction de nombre @, les nomb-
res complexes b, ¢ etd , affixes respectives des

points B, CetD.
b) Montrer que les points 2, A et D sont alignés.

c) Montrer que Q2 est le barycentre du systéme
pondéré{(B;4);(C:2):(D;1)}.
d) Déterminer I'ensemble des points A (a) pour

que le point D appartienne a |'axe réel.

Les parties A) et B) sont indépendantes.
Le plan complexe & est muni d’un repére orthonormé

direct(0;1i,V).

Partie A :

On considére dans I'ensemble C I'équation suivante :
(£):i? +(2—i)az—(l +i)a’ =0

ou aest un nombre complexe non nul donné.

1) Déterminer z, et z,, les racines de I'équation ( £).

2) a) Vérifier que: z,.z, =a”(i-1).
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Partie B ;
Soitce R et ze C".On considére les points A, B,

C, Det M d'affixes respectives 1, | +7, ¢, icet z.

1) a) Montrer que les points 4, M et D sont alignés si,

et seulement si :

(fc+1)z

+(ic=1)z = 2ic
b) Montrer que :
(4D) L (OM) < (ic+1)z —(ic=1)z=0
2) Soit H la projection orthogonale du pointOsur la
droite(AD), et soit & son affixe.

i(h—('}.

(5]

a) Montrer que : h—(1+i)=

b) En déduire que: (CH) L (BH)

Soit @ un nombre complexe différent del.

On considére dans C I'équation (EJ d'inconnue z :
(E): 22> ~2(a-1)z+(a-1) =0

1) Montrer que :

z =Q(l+f} et z, =Q(l—i}

sont les solutions de I'équation (£).

2)Onprend: a=¢” avec 0<f<x.

Ovx
a) Montrer que : a—l-23m[2J [ ]

b) En déduire une forme trigonométrique de cha-
cune des solutions z, et z,.

Partie B :
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé
d]rect(U i,V ).

ue R.B(ﬂ') < 0 et on considére les points

1) On note respectivement J etK, les milieux deg

wg:mrnls[.—'!{ } et [,-‘Hi].

Déterminer les affixes des pointsJ et K.

2) Soit :

, n
e 1 la rotation de centre J etd angleE.

5 b4
o 1, la rotation de centre K etd anglei-_
On pose C' =1 (C) etA'=n (A'). et on désign{
¢ I'affixe de C' et a'l'affixe de A'. .

| e ‘F —
Montrer que: a =z et € = 2.

3) Calculer 2iat puis en déduire que la droite (“m%f
a-—1

est une hauteur du triangle 4'B'C".

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé

direct(0;u,v), on consideére I'application de C dans

C telle que : f(:]:%[(l+iﬁ)z+2?]

(Z étant le conjugué du nombre complexe z ).

[) Résoudre dans C I'équation : f(z) =

I) On pose: z, =1 et z,, = f(z, ) pour toutn e N.

On désigne paru,, le module du nombre z, .
1) a) Montrer que: (VneN) 0<u ; £Eu :
e+ 3 L

b) En déduire que la suite (u, ) est convergente et
calculer sa limite,

2) Pour toutk € N, on note M, I'image du nombl‘ezm
et pourtoutn € N, on pose :

:I
5, =Y 0M, oM, + OM, +..+0M. B

k=0

a) Montrerque: (VaeN) §, <3,

b) Montrer que la suite (S, ) est convergente.

(le calcul de la limite de (S, ) n’est pas demandé)-
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11N On pose : = = re" avec f e ]“H;Jr]

2 v
1) Montrer que: f(z)= ?"ms(ai}p'a .
. (3]
2) Montrer que les points M, et M, et .

alignés. (n étant un entier nature] non nul),

‘Examen National 2006 (Session Dé Rattrapage)
posna

on considére dans C I'équation (E) Suivante :
(E): =" =(1+V3)(14+1)z 4 4i= g

1) a) Vérifier que le discriminant de I'6quation (£

est: &=[(J§~1)(1_f):r

b) Ecrire sous forme trigonométrique, les solutions

de I'équatjon(E).

2) Dans le plan complexe muni d'un repere orthonor-

mé direct (O:1,V), on considére les points A et B

d'affixe respectives a = 1+ j\/3 et b = AT

a) Montrer que'® , ensemble des points A (z)tels

quez = EGE' est une droite passant par B .

b) Soit M et M" deux points du plan d’affixes respe-

ctiveszetz'telsque: z'=aZ +b et z# 5.
SO

(E

¢) En déduire que la droite & est une bissectrice de

I'angle (W,W)

Partie A :
1) Résoudre dans C I'équation : z* +i =0

Montrer que :

(On note ala solution telle que : R-e(a) >0)
%) a) Déterminer le module et un argumentdel +a.

etrel’,

et M sont

EXERCICES ET PROBLEMES

b4 2442
b) En déduire que: cos R- \f E —

¢) Vérifier que : (1 +a)(1 =a) =1+ puisen
déduire une forme trigonométrique de | - a.

Partie B ;

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé

(lirect(():ri.\:).nn considére les points A, B, M et

M’ d'affixes respectivesa,—a, z etz' . On suppose de

plusque: zz"+/=0.

1) Soit N le point d'affixe ( = étant le conjugué de z ).

Montrer que: (ON) L (OM’).

z-a
2) a) Montrer que: z'—a =

az
b) Montrer que si z # —a alors :

’ zi—a zZ—a
Z'#—qg et

z'+a z+a
3) On suppose que le points 4, B et M sont non alignés.

Montrer que le point M’ appartient au cercle circon-
scrit du triangle ABM .

On considére dans C I'équation suivante :
(£): (1+z) (1-itana) = (1-iz) (1+ itana)

; . o T T
ouc estunréel de l'intervalle [ = J——'—‘:,

2
1) Soit z, une solution de ( £). Montrer que :
]l + :'zu| =[1-iz, |et en déduire que Z, estréel.
2) a) Donner la forme trigonométrique du nombre

| +itan a
complexe: ————

l-itana
b) Soit z un nombre complexe. On pose = = tan @
avec @ un réel de l'intervalle / .

Montrer que l'équation (E)est équivalente 4 une
équation ( £)d'inconnue ¢ puis la résoudre.

¢) Résoudre I'équation ( E).
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ACTIVITES PREPARATOIRES

A) pivisibilité dans L:
| soita,b. @ et f§ des entiers relatifs tels que: a=bha+

Montrer que tout diviseur commun de g et b est un diviseur du nomb

: refl.
, Goitxety deux entiers naturels,

.y Montrerque: (7/4x43y et 7/7x4+ 5¥)=3(7/x e17/ v)

u e - « g Ay 5 4
b) Cas général : soit (w3 @) e Z'etd un diviseur commun des entiers ux + wet ax+ fy.
Montrer que si[u —va| = lalorsd est un diviseur commun de x et y

g) Division euclidienne :

; : ti
, péterminer les entiers naturels m sachant que les restes de la division euclidienne des nombres 21685
ot 33509 par m sont respectivement 37 et 53 .

2. Soita eth deux entiers naturels vérifiant :
« Le reste de la division euclidienne de g parllest?2,
« Le reste de la division euclidienne de b parllest7.
péterminer le reste de la division euclidienne dea+beta—p parl1puis en déduire le reste de la division
euclidienne dea” — b’ parl1.
3.Soit x un entier naturel tel que : 100" =135+ 35
Déterminer, en fonction de x, le quotient et le reste de la division euclidienne du nombre100'” par13.
4, Soitzun entier naturel supérieur ou égal a2,

Déterminer le reste de la division euclidienne de 2" — | par2™
C) Congruence modulo :
1. Montrer que pourtoutne N : 9/ 7> _1.

2. Déterminer le reste de la division euclidienne du nombre ( 2792)20;7 TS
3.Montrer que :

a) (vneN) 3" =1 [13].

b) Pour toutn € N, le nombre 3*"** 4 3! 4 | est divisible par13.

D) Plus grand commun diviseur - Plus petit commun multiple - Algorithme d'Euclide :

' xaldd =18
1. Déterminer tous les entiers naturels x tels que :
x <144

2.50itn € N°, Déterminer le plus grand commun diviseur des nombres 7> — 7" et 5™*% — 5"

3. Déterminer le plus petit entier naturel p tel que :
p 23 etle reste de la division euclidienne de p par12 et par18 est le méme et égal 43

138807
52089

4.En utilisant I'algorithme d’Euclide, déterminer 138807 A 52089 puis simplifier le nombre :
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ACTIVITES PREPARATOIRES

N

-

E) Nombres premiers - Théoréme fondamental de l'arithmétique :

1. Montrer que 2017 est un nombre premier.
; - Aty oo
2 Soita, b etc des nombres premiers positifs telsque: a'b'c” +a betqg= 1982
a) Décomposer le nombre 1982 en produit de facteurs premiers.

b) En déduire que a = 2 puis déterminerbetc.

3. Aprés avoir décomposé le nombre 17! en produit de facteurs premiers, quel est I'exposang, du

dans cette décomposition ?

1. Montrer que: 1223 A717=1.
2. Montrer que: (VneN) (n’+5n+?)n{n+2)=l.

3. Montrer que: (VneN) [nl +i)A(ra‘3 +2n+ 2) e{l;5}.
4.2) Montrer que: (Yne Z) 3(14n+3)-2(21n+4)=1.
b) En déduire que : (VHEE) (14n+3).ﬁ.{21n+4)=1.

A) Théoréme de Bezout :
On considére les nombres: @ =959 et b=279.

1. Vérifier que I'algorithme d’Euclide donne les divisions suivantes :
|a=bg +r, avec 0<r, <b
gy +r, avec 0<r, <p
=ng;+r avec 0<p<r,
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ACTIVITES PREPARATOIRES

s
Soitaetb deux entiers relatifs non nuls Ona:

anb=le I:(H(y;p]v;:zl) s ai+bv= |:|
Ce résultat porte le nom de «

B) Applications :
1+ application : Soitaetb deux entiers relatifs non nuls, et soit &

=anb.0Onpose: a=daeth=40.
a) Vérifierque: aa f=1.

b) En utilisant le théoréme de Bezout, montrer que : (VxeN: ) (ax)A(bx)=(anb)x
2¢== application : Soita, b etc des entiers relatifs non nuls telsque anb=1.

a) En utilisant le théoréme de Bezout, montrer que : {Vv € E') an(by)=any
b) En déduireque: (anb=letanc=1 )= an(be)=1
3¢m application : Soit 7 un entier naturel non nyl.

a) Montrer que les nombres 1 etn +1sont premiers entre eux

b) Montrer que les nombres 17 + 2 et 257

¢

Soita,b etcdes entiers naturels,

+4n + 1 sont premiers entre eux.

1. A-t-on I'implication suivante : (a/ bc et ane divise pash)=> a/c 7 Justifier.
2.0n suppose dans cette question que: anb=1et a/bc .

En utilisant le théoréme de Bezout, montrer que a/c.

On a alors montré le résultat suivant :

3. Dans le plan muni d'un repére orthunurmé(o;?,j) ,on considére le pointd(a;b) oll ‘cret bi<ont Asa entiors
relatifs premiers entre eux.

Montrer qu'il n'existe aucun point M du segment[OA] différent de O et A et dont les coordonnées sont des

entiers relatifs.
A) On considére dans Z* I'équation suivante : (E) : 959x+279y =1

L. Vérifier que le couple (—-16;5__5) est une solution particuliére de I'équation (E ) )

2. Soit (A‘.‘;y} une solution de I'équation (E ) .

a) Montrer que: 959(x+16)+279(y-55)=0.
b) En utilisant le théeréme de Gauss, montrer que :
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164+ 279k
y=55-9594

¢) Déterminer les solutions de |'équation | E :l

4

3. Application ; Dans le plan muni d'un repére n:'tlmnm'rm'*{Ulf«_a"]rtm consideére |5 d“'ite(ﬁ}d-é
= : Quatig,,
Q59x +279v=-1=0

Montrer que la droite( A ) passe par une infinité de points dont les coordonnées sont des enjgp i
B) On considére dans Z° |'équation suivante : (E') : 700x+429y =5 ifs,
1. Déterminer tous les couples (a; ) de Z” tels que : 700a + 4294 =1.
2. Résoudre dans Z° I'équation (E').
) Soita, b et c des entiers relatifs non nuls.
1. Montrer que I'équation ax + by = c admet des solutions dans Z” si, et seulement si, g a b divise e

2. Est-ce que I'équation 26.x + 65 = 20 admet des solutions dans Z? ? Justifier,

On vient a alors de montrer le résultat suivant ;

Toute équation dans Z° de la forme ax + by =¢ avec(a:b;c) eZ’ est appelée une équation

diophantienne. Cette équation admet des solutions dans 7’ si, et seulement s :

. NOMBRES PREMIERS _——
A) Soitaetb deux entiers relatifs, et p un nombre premier positif.
1. Montrerque: (VxeZ) (p/x ou pax= 1).

e

2.En déduire que: p/ab = (p/a ou plb).
3. Montrer que : (‘v’ne N') (p.-’a” = p.-’a).
B) Pour toutne N*, on pose: g = (4n)! -1
1. Montrer que le reste de la division euclidienne de a, par4 est3.
2. Soit p un diviseur premier de a,.Montrer que p > n

3. Montrer qu'il existe une infinité de nombres premiers qui s'écrivent sous la

forme 4k + 3aveck e M.

A) Soit p un nombre premier positif.
1. Soitk un entier naturel tel que : | < k < p.

On rappelle que:
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ACTIVITES PREPARATOIRES

[ %]

Montrerque: (VAEN) (n+1)" =n? 4 [p),

3. En déduire que:: (Vne N) n" =n [p]

4.Soita € Z. Montrer que si p ne divise pasaalors : g = | [p]

On a ainsi montré le résultat suivant dit « Petit théoréme de Fermat »

Soit p un nombre premier et 7 un entier naturel.

Ona n" =n[pletsip ne divise pasn, n*' =1 [r].

B) Applications :

1. Déterminer le reste de la division euclidienne du nombre 3378724 parl7.
2. Soit p un nombre premier tel que : p>19.

Montrer que : 16320/ p'® —1.
3. Soit p etg deux nombres premiers distincts.

a) Montrer que : P+ g" =1 [pq].

b) Montrer que si p etg ne divisent pas un entier relatif g alors : a/”" ") =1 [pq]

Le systeme de numération usuel utilise les numéros 0,1,2,3, 4 ,5,6,7,8 et9etal'aide desquels on peut
représenter n'importe quel entier naturel selon la convention suivante : (a titre d'exemple)
Le nombre 139557 a été obtenu apres la décomposition :

139557 =10 +3x10* +9x10* +5x10%> +5x10+7

Ce systéme familier n'est rien d'autre que le systéme de numération décimal .

' a ra

£

Soit N le nombre qui s’écrit N = 3386 dans le systéme de numération décimal :

Ecrivons N sous la forme N = 8" u, +8'u,  +..+8u +u,on uy, u,,..., u, sont des chiffresde 02 7:

Ona: 3386 =8x423+2=8(8><52-|-7)+2=82 x52+8x7+2=§ x(8x6+4)+8x?+2

ce qui donne : 3386 =8’ x 6+ 8 x4 +8x7+2.0n écritalors: 3386 = 6472 ®

Applications ;

1. Ecrire dans le systéme a base 2 (appelé systéme binaire) les nombres suivantes: 8 ; 24 ; 35 ; 76

2.0n considére le nombre A = 21837 o) Ecrire le nombre A dans le systéme a base 5.

erminer la base a puis calculer 58 (@) x 72 (@)

':-::_; mbl‘e B S'écﬂt : .B =1_16-i {b)
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2 CONNAISSANCES FUNDAMENTALES

€ PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR
PLUS PETIT MULTIPLE COMMUN

1.1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

Soita et b deux entiers relatifs non nuls.

o Le plus grand commun diviseur deaetb , notéaAbou PGCD(a,b), est le plus grand des

- diviseurs positifs communs aaetbh.

. I_ ‘® Le plus petit commun multiple deaetb, notéa v bou PPCM (a,b), estle plus petitdes
: ctement positifs communs aaetb. - .

\0=|d] et av0=0

ay

5A15=5 (-7)Al16=1 679=3 .{27,«41:1 - J(=12)A(-30)=6
Svis=15 ' (-’?)v]6=112 " levo=18 ' |27v41=1107 : (-lZ)V(—GG):ﬁQ’,

fsnon nuls. Sid =aAb et m=av balors:
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES 2

1) En utilisant les resultats de la proposition 1, on obtient :
e7A21=7 et 7Tv2l=2]1 car 7/21.

o (32x12)A(32x75) =32x(12A 75) = 32x3x (4 A 25) = 32x3x1 = 96.
o (—324) v 288 =36x((-9) v 8) = 36x 72 = 2592

2) Montrons que si (ﬂlbifla}e Z" tel quea=bc+aalors:anb=bnra.
Trés Important

Pour tout (x;y)E(N'):: .

(x/y et ylx)ex=y

Posons d, =anbetd, =bra.

eOna dl /a et dl /b, dong, d| la —bC.C'est-é-diredt fa.

Ainsi, d, / b etd, / a,donc d'aprés la remarque précédente, d ld,.

e Inversement, d, /bet d, / &, donc, d, | be + &, c'est-a-dired, / a. Ainsi, d, / aetd, / b, donc, d, fido

Puisque d, / d,et d, / d, alursidd =|d21,et doncd, = d, puisque d, et d, sont des entiers naturels. I

3) Pourtoutn € N*, onpose: a, =n*+5n , b =(4n+1)(n+5) , d,=a,nb, , m,=a, Vb, |
Calculons d, et m, en fonction de n.

eOnapourtoutne N : a Ab, = [n(n + 5)] A[(4H +1)(n+ 5}] =(n+ 5)[:3 A(4n+ l)] |

Sid est un diviseur commun denet4n+1,alorsd /(4n+1)—4n,doncd /1, etalorsd =1. Il sensuit

doncquenA(4n+1)=1.Ainsi: d, =n+5.
« Pour déterminer m, en fonction de 7, on peut suivre une des deux méthodes suivantes :

» 1¢re méthode :
Onapourtout neN": a, vb, =[n(n+5)]v[(4n+1)(n+5)]=(n +5)|:nv(4n+l):|

Commen A (4n+1)=1alors nv (4n+1)=n(4n+1).Ainsi: m, =n(n+5)(4n+1)

= 2¢me méthode :
Onapourtout ne N°, (a, vb, )x(a, b, )=a,xb,.Par conséquent :

a xb, a,xb irz(‘hvz+l)(n-l-5)2
= =t _ L= =n(4n+1)(n+3).
m,=a,vb, e 7 s ( ) )

1. Soitx et y deux entiers naturels non nuls. Onpose: a=9x+4y et b=2x+y.

Montrerque: anb=xny.
)\ 2
2. Montrer que : (V(a;b;c)e(N ) ) anb:a/\(a bc+ac+b).

3. Pour toutn € N*, on pose : a, =(25" —l)(9' *1) et b, =(5" "'I)(T 1 l)

Déterminera, A b, eta, v b, en fonction den.
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

1.2. CALCUL PRATIQUE DU P.G.C.D : ALGORITHME D’EUCLIDE

Pfdposition 2

SoitaeZ'ethe N".
Lorsque b ne divise pasa, le plus grand commun diviseur des entiers a et b est égal ay dernier resty
non nul obtenu grice a 'algorithme d’Euclide.

Explication de I'algorithme d’Euclide :

On considére deux entiersac Z' ethe N”.

» On fait la division euclidienne deaparb : a=bgq, +r, avec 0 < h<b.
o Sir, =0, on arréte I'algorithme en déduisant que: anb =4
o Sir, # 0, on continue,

» On faitla division euclidienne deb parr; : b=rq, +r, avec 0< <

©Sir, =0, on arréte l'algorithme en déduisant que: a b=,

o Sir, # 0, on continue.

» Etc.
Notons que le processus engagé va s'arréter, car sinon, on construirait une suite d’entiers naturels stric-

tement décroissante, ce qui est impossible, Il existe donc un entier p € N tel que r, #0etr, =0, :

Par conséquent: gap= r

Calculons 6468 A 1547 en appliquant I'algorithme d’Euclide :
6468 = 1547 x4 + 280
1547 = 280x5+147
280=147x1+113
147=133x1+14

133 =14x9+[7]
14=7x2+0
Le dernier reste non nul dans l'algorithme est 7, ce qui permet de conclure que : 6468 A 1547 = 7

1.3. NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX

——
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES 2

Exemples
) Les nombres 12 et 35 sont premiers entre eux car: 12 A35=1.

2 Les nombres 2018 et —625 sont premiers entre eux car : 2018 A (—625)=1.

3) Les nombres —45 et —18 ne sont pas premiers entre eux car: (—45)A(-18)=9 .

4) Deux entiers relatifs successifs et non nuls sont premiers entre eux car :
(VHEZ' —{—I}) HA(H+|)=|
5 Soit X € Z . Montrons que : (x* +3x7 +3) A (x* +2x7 +1) =1
' Posons(,r‘ +3x* + 3)A(x" +2x* + ]) =d.Onaalors:
dlx*+3x* +3 :’{da’(x"+3x1+3)-—(x"‘+2x2+l) d/x*+2 a’fo(x3+2)
{d““*‘z-’:z*l d/x*+2x* +1 ﬂ{dﬁx‘+2x2+lz>{d!x'+2xz+l
par conséquent: d / x* +2x* +1-x (.tz +2), C'est-d-dire: d /1. Ainsi: d =1 |
En définitive : (VxeZ) (x“ +3x +3)A(x" +2x% + l)= |
| i
| _Mantrerque: (VxeZ) (2x+1)A(3x+1)=1.

5 pour toutx € Z, on pose: d = (9x+4)A(2x-1)

a) Montrer que: d =1 ou d =17
b) Déterminer les valeurs de x pour lesquelles les entiers 9x + 4 et 2x — | sont premiers entre eux.

Théoréme 1
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls, et d un entier naturel non nul.

d=anb Q[(H(d;_ﬁ}s-zz) a=ad et b=pd et anﬂ=l]

Supposons qued =a A b.Comme d/aet d/b alors: (El(a;ﬁ)e ZE) a=ad et b= fd.llsensuit

donc : d=(a:d)f\(ﬂd)=|d|(aAﬂ).Parsuite: anf=1cardeN". ||

Inversement, supposons que : (B(cx;ﬁ)ezz) a=ad et b=pd et anp=1 I

Oniaalore oA e (ad)A(ﬂd)= d(a Ap)=dx1=d doile résultat. Il
[ Théoréme 2
) .onalimplication: d

I R

Soit(a,b) e(z’
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

_Preuve |

» Quitte & remplacer a par [a| et par|b], il suffit de traiter le cas ot @ et b sont des entiers p,

démontrer I'existence de et v par une récurrence surbh e N°.

* Démontrons, par récurrence surb € N°, la propriété suivante :

H, : «Pour touta € N*, il existe (u;v) e Z’ tel que au + by = din

* Initialisation : /4, est vraie car, pour touta € N*, ona: ax| +] x(1 ~a)=1. (el degt
* Heredite : Supposons la propriété vraie Jusqu'au rangb—1. Soita e N* ; notonsd = g 5
On effectue la division euclidienne de a parb : a=bg+r avec 0<r<p.

D'apres la proposition 2, on a doncd = i "1 awi A
propo on adoncd =b A retla propriété H montre qu'il exjste(u';v’) :

Onadonc:bu'+(a-bg)v' = d, ce qui donne au + by — davecu=v'et y= u'— gy’
* Conclusion : Pour touta e N*, il existe (u;v) € Z*tel que au+bv=d.
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES 2

:,\pplications II

gn utilisant le théoréme de Bezout, montrer que pour toutn e N :

3‘1(5H+3)f\(21'?+1)‘:| ; b) (ZH-I)A(S—?n):] : c)(6n+3)x\(3n+])=]

O (AT )= (n(ne))a@nt)=1 ;) (6n" -n)a(2n-1)=]
1.5. DETERMINATION DES COEFFICIENTS DU THEOREME DE BEZOUT

L'inconvénient du théoréme du Bezout, sous sa forme théorique, est qu'il ne fournit pas les coefficients

u etvintervenant dans la relation au + by = | . L'algorithme d'Euclide fournit une réponse pratique a ce
probleme. A titre d'exemple, posons : a = 1452 eth = 16] ,

Utilisons la méthode de I'algorithme d’Euclide pour déterminera A b
| 1452=161x9+3  (Ligne 1)
| 161=3x53+2 (Ligne 2) "

¢ =2><1+E| (Ligne 3)
2=1x2+0 (Ligncq.)

On déduit donc que 1452 A161=1, dong, les entiers a et b sont premiers entre eux. Nous allons dé-
duire des quatre lignes ci-dessus un CO“PIE(H;V) € Z’ tel que1452u + 161v = 1. Il suffit pour cela

de remonter I'algorithme d’Euclide :

1=3-2x1 (D'apresla ligne 3)
=3-(161-3x53)x1 (D'apresla ligne 2)
=3x(1+53)-161
=(1452-161x9)x54-161 (D'apresla ligne 1)

=1452x54+161x(-9x54-1)
1=1452x 54 +161x(-487)
M —— —

W

Finalement: 1452x54 +161x(-487)=1 (u=54 et v=-487)

1.6. APPLICATIONS DU THEOREME DE BEZOUT
Théoréme 4
- Soita,betcdese

Supposans quea/bcetanb=1. D'aprés le théoréme de Bezout, on peut affirmer l'existence d'un couple

s, d / be , don, il existe k € Z tel que
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bc = ak . Finalement, acu + bev = ¢, C'est-a-direc = a(cu + kv), dova/e.

Recherchons les entiers @ et b vérifiant 'égalité 1 la = 5b. Sia eth sont de tels entiers, ajor 4
puisque S A 11 =1, on déduit du théoréme de Gauss que 5/ a. Il existe donc k € Z, tel que 3
reportant dans I'égalité de départ, on trouve alors 55k = 5b, d'ou b =11k . Rédpfoque'men :

On saitque(av b).(anb)=|abletanb=1,doncav b =|ab| . Puisquea/ceth/ C,
C'est-a-dire|ab|/ c. Par suite: ab/c.
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(¢=) Inversement, on a d'aprés le théoréme de Bezout :

anbe=1e[(3(a;8)e2’) aa+ pbe = 1]
j1 sensuitdonc:  &a+(fe)b=aa+ (Bb)e=1
plapreés le théoréme de Bezout :

anb=1(enprenantu =aetv=fb) ; anc=1 (en prenantu = a,etv = f,c)

2) (::,) On suppose qued A b =1, Montrons par récurrence que : (Vne N‘) anb” =1.

|nitialisation: Pour 7=1,onabienanb' =1.

Heérédité: Soitn € N, Supposons que a A 5" = | et montrons queanb™ =1.

On a par hypothése: @A b” =1 et anb =1, donc, d'apreés le résultat 1) précédent : aA(f’b.)= g |
ce qui entraine que @A ™' =1, '1

conclusion: (V7eN") and” =1,
(<) Inversement, siaA(bb"")=l.'alors-d'aprés lerésultat1): anb=1. |
3) Soit(min) € (N°). D'aprésle résultat2): anb=1csand =1 5" nalob na™ =1
par suite : v(m;mr)s(N')2 anb=1ca" Ab" =]
1.7. LEQUATION DIOPHANTIENNE ax +by =c
|

uheéqunﬁtm di
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Théoréme 6

Soita, b etc des entiers relatifs tels queab # 0.

L'équation ax + by = cd'inconnue (x; y) € 7" a des solutions si, et seulement si, @

)
So:td aAbera da', b=db'avec (a';b’') e ( )
L'égalité ax + by = centrained (a'x + b'y) = ¢, ce qui montrer que d est nécessairement d
n

La condition «a A b divise ¢ » est nécessaire pour que ax + by = c admette des solutiong ¢ 2._.
ans 7,

En supposant que a A b divise ¢, on est ramené a la résolution de I équation :
(E'): ax+by=c, avecc’=§ et a'Ab' =1,

Puisque @’ A 5" =1, alors d’aprés le théoréme de Bezout, il existe (u;v) € Z* tel que au + B

a'(c'u)+d'(c V)=c'et(c'u;c 'v) est une solution de I'équation (E')dansZ? . par Suite :

«L'équation ax + by = c admet des solutions dans 7’ si,

et seulementsi, g A b diviseey

Soit(x,; { . _
(x, yo) une solution (particuliére) de | équatlon (E ) Onadonc a'x, + by, =c'et I'équat

,gmm_ax_+by_ax°+byo,cest-é-dire' a(x x) b()’o J’) (*)

Bes " ( )enlrai‘neb’/a (x xo) etcommea’ Ab' =1, le théoréme de Gauss nous donne|

'€ Ztelquex—x, = b'k. Larelation (*) donne alors Y =¥y = a’k . Les solutions de (E'
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oudre dans Z’ I'équation : (E,) S4x+21y=906

2) Rés
ytilisons la méthode de l'algorithme d’Euclide pour déterminer 54 A 21 :
S4=2x21+12

21=1%1249
12=1x9+[3]
9=3%x3+0

1 s'ensuit donc 54 A 21 = 3 et 3 divise 906. Par conséquent, I'équation ( £, ) admet une solution dans z.

En remontant I'algorithme d’Euclide, on obtient :
3=12-1x9=12-1x(21-1x12) =12x2 ~1x21 = (54 - 2x21)x 2~ 1x 21 = 2x 54— 5 2]

Ainsi, 2x 54— 5% 21 = 3. En multipliant les membres de cette derniére égalité par 302, on obtient :

54 x 604 + 21 x(~1510) =906
On en déduit alors que (X,; y, ) = (604;-151 0) est une solution particuliére de I'équation ( £, ) . Par suite,
ensemble solutions de I'équation (E2 ) est: S, = {(604 +7k;—1510—-18k)/ k € Z}
3) Résoudre dans 7 I’équation : (Es) 41x—-10y = 2018
Remarquons que le couple (1;4) est une solution évidente de I'équation 41x —10y = 1.1 s'ensuit que
(1x2018;4x 2018) = (2018;8072) est une solution particuliére de I'équation (E, ). Ainsi, I'ensemble

solutions de I'équation (£, Jest: S, = {(2018-10k; 8072 - 41k)/ k € Z}

Dans I'ensemble S5, le nombre & parcourtZ, ce qui permet aussi d’écrire :

S, = {(2018+10k; 8072+ 41k) / k e Z}

1. Résoudre dans Z’ les équations suivantes :
(E): 2017x+48y==5 ; (E,): 297x-T2y=45 ;
(E) : 324x-245y =17

(E]) : Slx+136y =2018
2.0n considére dans Z’ I'équation :
a) Montrer que si (x; y) est une solution de (E ) alors x est un multiple du nombre 7.

b) Résoudre dans Z’ I'équation ( E).
¢) On posed = x A y ol (x;y) est une solution de (E).
* Déterminer les valeurs possibles de I'entier d .

* Déterminer les couples(x; y)solutions de l'équatlon(E ) telsquex Ay =1

3. Résoudre dans N* |'équation suivante: 23562x—13167y =693
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1.8.P.G.C.D ET P.P.C.M D'UN NOMBRE FINI D’ENTIERS RELAT|pg
On montre sans difficulté que les notions de PGCD et PPCM sont associatives, au seng ol :
0 [an(bac)=(anb)ae
(V(a;b:c) e(z) ) L v(bve)=(avb)ve
Ainsi, le calcul d'un PGCD ou d'un PPCM de n entiers peut se ramener au PGCD oy ay PPCl
entiers par les égalités suivantes :

a,Aa, A..Aa, =a A(ayA..AG,)
Cela permet de généraliser au cas de 1 entiers les définitions et résultats qui viennent d’étre XPOSés

concernant le PGCD et le PPCM de deux entiers.

et q Vazv"'van=‘7|V(02V...va'") N

14 v 21v35v49-

{(_14) ALY ) {14 A21A35749=7

i (4_'1-4) v2lv15=210
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drentiersu] Uy, U, telS Queau; + a,ul + ...+ g u! = 5. D'autre part, en notant :
O =ane \a,, =(a, Aa, n..Aa,)Aa,, =58 ra,,
Le théoréme 2 pour deux entiers fournit deux entiers u et v tels que : a,, 1t + 8’V =0

i tau )v=3=> auv+auy+ ...t a,u,v
ce qui montre le résultat du B etachéve la démonstration.
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1.9. CONGRUENCE MODULO 77 (RAPPELS ET COMPLEMENTS)

Soit 77 un entier naturel non nul.
On dit que deux entiers relatifs a et b sont congrus modulo 72si n divise b-a,cest-a

un entier k € Ztel queb = a+An . On écrit: a=b [n]

1)Ona 247=7 []S]carl&{Z‘i'?—?.Deméme: 163=-2 [IS]car15/163+2.

2)SineZalors: n(n+1)=0 [2] et (2n+])zsl[4]
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Ona: ?51[31 et 55*—][3] et ?JEI[R] ot ﬁ~——-|[1]

séquent: 2 x 718 2
Par conseq x7 +3x50|u15_:_2+3_5[3]'

c'est-d-dire: g =0 PI

Enfin, puisque8/a et 3/ 4 et 3A8=) alors 24/ 4 d'oll e ré
L i e

sultat,

1. Montrer que le reste de |a division euclidienne du nombre N — (

201 8)”” par Sest égale 44,
2. Déterminer le chiffre des unités du nombyre - X = 20179

éterminer | Sl
3.a) D esrestes de Ia division euclidienne par 7 des nombres suivants :

SR

€r naturel n, le reste de la division euclidienne de 5" par 7.

D SR 5!
b) En déduire, selon les valeyrs de I'entj

4.Soita,b,metn

a) Montrer l'implication Suivante: p =) [m] S B =] [h"‘ _1]
b) Etablir I'équivalence Suivante: " = ()

1] & a=0 ).
—1_ Théoréme 10 '— :

Soita,b etc des entiers relatifs honnulsetne N', s

d=cAn alors:

ac=bc [nlea=bh l:%]
.

Soita, b etc des entiers relatifs nonnulsetn € N*. On a alors :
ac = be [n] tb[(Elk €Z) ac-bc= kn] <:>[(3k eZ) cla-b)= kn]

Puisqued =c An alors il existe (a; 3) € Z* tel que : n=pd et c=ad et anpf=1.

Par conséquent: ac =bc [n] = ad(a-b)= fdk = a(a-b)= gk

Bla(a-b)

D'aprés le théorémedeGauss:{ = fla-b.Donc:a=b [p].
anp=1

n n
Enfin, puisque £ = 7 alors: a=b [E} -

n T g im i :
Inversement, supposons quea = b [E] .Alors, il existek € Ztel que: a=b + k.E » et par conséquent :

a=h |:£]:> ada = adb+akn = ca=cb+akn
b

Par suite: ac = be [n]
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séquences importantes du thg, R
Les résultats cités dans la proposition suivante sont des conseq !:lrém‘3 I

utiles en pratique.

t _Prdposition 6 '

A *) telsque cAn=1.Alors:
Soita, b et ¢ des entiers relatifs non nuls et(fh.P) € (N )

a=b [n]
=}
1) ac=bc [n] & a=b [n] ; 2) {pm = ambifn]
ac = bc [p]
3) {p premier = a=b[p]

p ne divise pas ¢

1) Réso;J;ire_dnsZ I'équation suivante: 3x =4 [5]
Ona: 3x=4 [5] < 3x=9 [5].Puisque3/\5=]a[0rs: 3x=4 [5] < x=3 [5]
Par suite, I'ensemble solution de cette équationest: S={3+5k/k e Z}
<) Résoudre dans Z I'équation suivante : 2x =4 [6]
D’aprés le théoréme 10 (n=6etc=d=2),onapourtoutxe? : 2x=4 [6] o x=2 [3]

Par suite, I'ensemble solution de cette équationest: S={2+3k/ke YA

@) LES NOMBRES PREMIERS
2.1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

Un entier relatif # non nul a au plus 2 diviseurs (sik/n, alors]k, < |n’ etk #=0).

Sj’rlfz 2 ,ily a au moins quatre diviseurs distincts: | ; —1 i n o —n.

let—]ont exactement deux diviseurs,

1) Les nombres suivants sont des entiers premiers : 2 i3l gy
2) Le nombre 15 n'est pas premier car il est divisible par 5.

3) Le nombre 2016 n’est pas premier car il est divisible par 4.

4) Le nombre 2 est le seul entier naturel pair et premier.

=13 ; -17; -41; -97.
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Rema €S

——————————

o Si p estun entier premier dans N, alors ~p est premier dans Z . C’est pourquoi dans cette section,
nous nous limitons a 'ensemble N des entiers naturels. |
+ L'ensemble des nombres premiers (positifs) est noté P
w
Applications ||

1. Pour toutk € Z, on pose : H(k):kz e

Montrer que pour tout k & Z ~[-39; 40] : H(k)eP
2. Soit7 un entier naturel supérieur ou égal a2 tel que 1 divise (n=1)!+1.
Montrer que 7 est premier,
3.Soitn € N. Déterminer les nombres premiers p qui s'écrivent sous la forme: p=n'+n" +1

4.Soitm un entier naturel supérieur ou égal A 2. Montrer que si3” + | est premier alors # est pair.

—l Théoréeme 11 l— . s e

Soit 1 un entier composé supérieur ou égal 42 . Alors :
1) Le plus petit diviseur positif de n différent de | est un nombre premier.
2) nestun produit de nombres premiers. En particulier, 7 posséde au moins un diviseur premier.

3) nposséde un facteur premier p tel que p* < n.

|

Soit 7 un entier composé supérieur ou égal 32.

1) Puisque 71 n’est pas premier, alors il admet un diviseur propre (c'est-a-dire différent de 1 et 7 ). Notons p
le plus petit diviseur propre positif de 7 et montrons que p est premier.
Par 'absurde, si p n'était pas premier, alors il admet un diviseur propre positif, que I'on le note d . Comme
d/pet plaalorsd/aetl <d < p,etcelacontredit le fait que p est le plus petit diviseur propre positif
de n. Par suite, 'entier p est premier.

2) D'apres 1), le nombre n admet un diviseur premier p, , donc, il existe un entier n 2 2telque: n=n,.p,.
Sin, est premier, le résultat est prouvé, sinon n, admet un diviseur premier P>, dong, il existe un entier
n, 22 telque: n = p,.n, = p,.p, n,.
En recommencant cette opération un nombre fini de fois, nous aurons : n = p.p:-p, (reN {1},
ce qui montre que 7 est un produit de nombres premiers.

3) Puisquen P, il s’écritn = ab, o1 a,b sont deux entiers strictement supérieurs a1, on peut supposer

Quea <. Soit p un facteur premier dea. Alors p/ n,et p* <ap <ab=n.
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Voici deux questions qui se posent naturelement :

* Comment savoir si un entier N > 2 est premier ?

La proposition ci-dessus donne une réponse : On dresse la liste des nombres premiers p telg que

p® <N, Cest-a-dire p< ;'-_'[ \JT] (x> E(x)est la fonction partie entiére). Alors N est Premiepg

et seulement s'il n'est multiple d'aucun des nombres obtenus.

A titre d'exemple : Montrons que le nombre 2017 est premier.

D’abord &(WJ =44 . Les nombres premiers inférieurs ou égaux a 44 sont :

RS 1317 — 19 = 93 - 29 - 31 = 37 ~ 41

Par division euclidienne ou critére de divisibilité, on vérifie qu'aucun de ces nombres ne divise 201'_&_
®S0it N > 2 un entier donné, comment trouver tous les nombres premiers inférieurs ou égauxa N7 :

Le crible d'Eratosthéne fournit une méthode. Dans la liste des entiers de2a N, on supprime tous Jes

multiples de 2, puis tous les multiples de 3, et ainsi de suite. Aprés avoir supprimé tous les multiples

d’un certain entier, le plus petit des entiers qui restent dans la liste, s'il y en a, est premier, et tous Jes

nombres premiers entre 2 et V sont obtenus successivement par ce procédé.

101

113

Les nombres premiers
inférieures ou égales
a120

1. Parmi les nombres suivants, lesquels sont des nombres premiers : _
127 - 1979 - 2003 . 13957 . 3599 ‘
2. En utilisant le crible d’Eratosthéne, déterminer les nombres premiers qui existent entre 100et 150.

stent entre 1000 et 1050,
gaux a 2.
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L'ensemble P des nombres premiers positifs est infini.

 m—
De tres nombreuses preuves de ce résultat existent. Proposons ici la démonstration d’Euclide, sans doute

]a plus connue, en raisonnant par I'absurde. Supposons que I'ensemble IP soit fini. On peut alors écrire

P= {P: 1 P2 P } - D'apres le résultat 2) du théoréme 11, 'entier N = py-PyPe * | admet au moins un
facteur premier p . Ce nombre premier est donc I'un des p,.Onaalors p/ N et p/ py.py---Py» il en résulte

alors p/ N = Py-P>--Py, €'est-a-dire p /1, ce qui est impossible. L'hypothése de départ est donc fausse. "

Mieux encore, l'activité préparatoire n°6 montre I'existence d’'une infinité de nombres premiers de la
forme 4k + 3. C'est une autre démonstration du théoreme 12.

- 1 Théoréme 13 r —————

1) Si p etg sont deux nombres premiers positifs distincts, alors ils sont premiers entre eux.
End'autrestermes: (pePetgePet p#g) = pag=1

2) Si p € P, alors p est premier avec tous les entiers qu'il ne divise pas.

i En d’'autres termes : (Va = Z) (Vp e ]11') [(p ne divise pas a) = pra= 1]
1) On posed = p A g eton suppose que( p;q) € P*.
Ona alors:

s
S

d=pnrq = (d/pet d/q)
= (de{l:p} et de{lqg})
= de{l;p}n{lq}
= d=1 (car p#gq)
Par conséquent: (pePetgelPet p#q) = pnrq=1
2) Soita € Z, et p un nombre premier ne divisant pasa.
En posantd = p A aon obtient:
d=pnra=(d/p et d/a)
= (de{lp} e d/a)
= [(d=1 et d/a)ou(d=p et d/a)]
— d =1 (car p ne divisepasa)

Parsuite: (VaeZ) (Vpel’) [(pne divise pas a) = pra= l]

Scanné avec CamScanner



e —

CONNAISSANCES FONDAMENTALES

_Proposition 7 - mm—— ' ' e

Soit(a:b) Z7 et p un nombre premier. Alors :
plab < (pla ou p/b)

Sip/aetp/balors on a bien évidemment p / ab . Inversement, supposons que p / ah et
qu

P ne divise pasa; alors p A a =1 (d'aprés le théoreme 13). Comme p / abalors, d'apres |
%p/b.ﬁnsi: plab < (pl/a ou plb) |

es entiers relatifs et » un nombre premier. Alors :
= ay.a, & '_(Eiz' & -{__1}2;, wn} pl :_Gj._,)
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l Remaraues l— S

o La réciproque du petit théoréme de Fermat n'est pas vraie. Autrement dit, sia” ‘= [f’]' alors
I'entier p nest pas nécessairement premier. A titre d’exemple, le nombre p = 341 =31x1In’est
pas premier, or, il divise 2™' — 2 ¢4y I

2 -222(2% ) <o) 1) g3 1) 30 < 2x3.x341x 32
it k=0

".0

e Le petit théoréme de m calculer le reste de n'importe quel entier assez grand
e e Testide :

! Exemples Il

1) Déterminons le reste de la division euclidienne de nombre 2018 parl1 : ’

G
AR

ona 2018 =5 [11], donc 2018%"" = g2 [11]. Puisque11est un nombre premier positifet5 A11=1,
alors, selon le petit théoréme de Fermat, 5 =1 [I l], d'ou : (510)201 x5=5 [l ]]. etalors5”"' =5 [] ]]'

= 2011 _
Par suite, 20187 =5 [l l], etcomme0 <5 < 1]alors 5 est le reste demandé.

2) Soit p un nombre premier différent de 7, et un entier naturel. Montrons que : 7" — 7" =0 [~]-
posons: a, = ‘?J'H-P Ll ?m-l .Ona: a, = -?JH'I (7F—I i ]). I

Puisque p # 7 et p est un nombre premier, alors, d’aprés le petit théoréme de Fermat : e 10 [p]

llensuit donc: 77! (77 ~1) = 0 [ p], cest-a-dire: 77 —7*' =0 [p] q
3) Soit 72 un entier supérieur ou égal a 2. Montrons que n’ = n [30] :

Puisque 5 est un nombre premier positif, alors, d'aprés le petit théoréme de Fermat: n° = n [3].

dautre part,ona: n' —n=n(n'—1)=n(n’ -1)(n* +1)= (7* —n)(n* +1)

Puisque 3 est un nombre premier positif, alors, d'apres le petit théoréme de Fermat: #° = [3]. Donc : “

(n’ —n)(n* +1) = 0[3], cest-a-dire: n* —n=0[3], donc: n* =n[3].

Puisque 71 et n° ont la méme parité, alors : 1’ =n [2]

Enrésumé: 2/n’°—n et 3/n°—n et 5/n’ —n
Puisque 2A3 =1 alors 6/n° —n,etcomme 6 A5=1alors30/n’ —n, c’est-a-dire : n’ =n [30]‘ ]

1. Montrer que pour toutn € N : 12" +1=0 [13] et 10" +3=0 [7] ,

2. Déterminer le reste de la division euclidienne de 5" par11, }
'%-Péurmim- I'ensemble des entiers naturels 7 pour lesauels : 3 divise le nombre 45671" +11569" . _
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2

2.3. DECOMPOSITION EN PRODUIT DE FACTEURS PREMIERS

~—{(héontme 15}

Tout élémentde Z' —{1; ~1} admet une décomposition en produit de nombres premigrs unique 3

I'ordre prés des facteurs. Autrement dit, sin € Z" — {1;“1} Jlexiste N e N', 6 € {_l;l} .'das'n'__ r

premiers deux a deux distints p, , i, , . Py €t des entiers &, , &y ... ay deN tels gues

n=g.p.py Py
Ce théoréme est connu sous le nom « Théoréme fondamental de l'arithmétique ».

Décomposition de nombre 840 en produit de facteurs premiers : 840 | 2
840 =2 x3x5x7 420 | 2
De méme, en suivant la technique ci-contre, on trouve : 210 | 2
2073456 = 2* x3? xTx11* x17 105 | 3
=1950=-2x3x5x13 35 155 b
—4096 = 2" e I
1

= omposer en produit de facteurs premiers le nombre: a=6° +1 A
2. Décomposer en produit de facteurs premiers les nombres suivants : 4
1001 ; 4199 ; 10000 ; -1032 ; 111333 ; -102960 o

Décomposer en produit de facteurs premiers le nombre : N = 100%" .

entiers supérieurs ou égales a 2 et premiers entre eux.
suivante : (abestun carré parfait) <> (aetb sont des carrés parfaits). ‘ '
: LA DECOMPOSITION 2
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- g _ .
1) Si p estun nombre premier eta € N*, alors Je nombre de diviseurs positifs de p” estl + .
iviseurs sont : s g 2
Ces divis L swipt P i .. ; p“ (leur nombreestdoncl+a)
2) Soit p etg deux nombres premiers distincts, Le nombre de diviseurs positifs de nombre 7 = plq’est

(1+2)(1 +3) =12. Ces diviseurs sont :
2.3

g A A G
3) On considére le nombren = 5x 7° x |3

Le nombre de diviseurs positifs de 7 est 2x3x2=12 (citer ces diviseurs).

1. Déterminer le nombre de diviseur de nombre 1 = 3600
] 3
2.0n considére le nombre a = p*q*avec p etq deux nombres premiers distincts. JJ

a) Donner tous les diviseurs de
b) Déterminer la somme de tous les diviseurs positifs dea. ‘
3. Montrer I'équivalence suivante: peP < Jasomme des diviseurs de pestl+p. .

&) LENSEMBLE Z/nZ
|
3.1. CLASSES D’EQUIVALENCE |
= |

Soitzzun élément de N°.
|
* L’ensemble des entiers relatifs qui ont le méme reste r de la division euclidienne par » est appelé ‘l

la classe d’équivalence der, et on la note 7 . C'est la classe d’équivalence de » modulo 77 dans Z .
o Généralisation : Soita € Zetn e N”.

5

DSin=2alors: 0={xeZ/x=0[2]}={2k/keZ} et T={xeZ/x=1[2]}={2k+1/k e}

On voit bien que 0 est I'ensemble des nombres pairs, tandis que 1 est I'ensemble des nombres impairs.

Remarquons enfin que pourn =2 : Z = ouT
YSin=3alors: 0={xeZ/x=0[3]}={3k/keZ et T={veZ/x=1[3]}={3k+1/ke 2}

etl={xcZ/xm 3]} ={3k+2 k €Z}.Deplus,onapour: Z=0UTuU2.
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2 CONNAISSANCES FONDAMENTALES

App[ications I|

Déterminer la classe d'eq

—{ Proposition 8 l-_ e ———————

Soit 7 un entier naturel non nul.
Pour tout x € Z, on désigne par X la classe d’équivale

1) (VaeZ) (i!re{ﬂ;l;...;n—l}) a=r.

uivalence modulo12 de chacun des nombres : 116 : 1979 : 2018.

nce de xmodulo 7. Alors :

o f . 4 r -'F: /
2) Si0<r<net0<r'<nalors: a) F=r'or=r ; b) rer'&ror=a

3) (vxeZ) (Are{®k.in- 1}) xeF. (rétantlerestede la division euclidienne de x parn

e

4 Z=0uluZu..un-1.

5) Z/nZ = {0;1;2;..;n-1} et card(Z/nZ)=n.

1) On considére I'ensemble Z/27Z :

Ona: 7/2Z={0;1} avec 0={2k/k<eZ} et 1={2k+1/keZ}.

Ona: 4=0-8=20=2018 e 13=1=5=17=2019
2) On considére I'ensemble Z/3Z :
Ona: Z/3Z={0;1;2} avec 0={3k/keZ} et T={3k+1/keZ} et 2={3k+2/keZ}

Ona: 0=3=66=2016 et 1=4=

3.2, OPERATIONS DANS L’'ENSEMBLE Z/nZ

INTRODUCTION
Soit x et y deux éléments deZ ,etn e N”.

=2017 et 2=8=83=2018

~1

Soit 7 le reste de la division euclidienne de x parn, et ' le reste de la division euclidienne de y par?.

xeF < x=rn]

» Ona: { ydonc: x+y=r+r'[n], cest-adire: x+y=r+r.

yer e y=r'[n]

Ona x+yer+r etonéeritalors: r4r' =7+ )",

n"[ﬂ]; !C!Qst'i'djm H 5 = }?.
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{ Définition 8 A

Soitmun élémentde N,

1_‘_%
-
=]
=
=%
o
-
-~
3
3
E
=2
=
g
)
H
8
3
3
m
:
g
g
g
¢
=|
ot
|
&
8
=
=
=
X
b
Il
=
x
=

1) On a dans I'ensemble Z/67

G - 0 S R O B |
2) Résolvons dans Z/7Z les €quations suivantes - |
2x=1 —_:__ -2-X=-3— x xs::T . x2—§x+5=ﬁ :
Ona: Z/7Z = {0§ 152;3;4;5; 6} - On obtient alors le tableau suivant :
x 0 5 = = 4 6
0 1 2 3 3 5 6 |
2x 0 7 3 6 7 3 5
: = = - — - = —
X 0 1 4 5 ey 3 6
*-3x42| 3 0 0 2 6 5 6

A partir de tableau ci-dessus, on en déduit que:

> L'ensemble des solutions de I'équation 2x = Test: § = {E} )
» L'ensemble des solutions de I'équation 2x = 3est: § — {75'} .
» L'ensemble des solutions de I'équation x® = T est: § = {T} !

» L’ensemble des solutions de I'équation x> —3x+ 2 = Oest: § — {T f} :

1. Résoudre dans Z/6Z les équations suivantes :

dx=9 g dasi =0 (Zx—T)(§x+§)=.ﬁ ;. X =x
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| Preuve I| ’
— - fT-;'....'ﬂ*|} . par consequent:

1) On pose E = Z/ pZ—{0}.Ona:

TeEo(Jac {1:2:..,219‘1}} =G

|ément de I'ensemble {1525...: P~ 1}, alors pra =]

Puisque p est premier et ne divise aucun €

(u3y) € 72 tel que pu +ay =1, etdonc putay =1, ceqy

D’apres le théoréme de Bezout, il existe
donnea@ x y = 1, cest-a-direxxy = i
Par suite : (V.’f eZ/pZ - {ﬁ}) (3_'?.7 eZ/pZ - {6}) PAxY =
=0 [p] c'est-a-dire, que p / xy . Comme peg

—|

2) Soit(X;y) € (Z,{'pZ)2 _L'égalité ¥ x 7 = 0 signifie que Xy
premier,alors: p/xy <> (p/xou ply) @(fzﬁ ou y =5) .
Par suite : (V(f;f) € (z/pz)i) [E"? -0 (,'f -0 ou V= ﬁ)]

3.3. APPLICATIONS A LA CRYPTOGRAPHIE

Voici une application du théoréme de Fermat. message_clair message_crypté message_clair

Il 'agit d'une méthode de codage trés utilisée
en cryptographie, la méthode RSA (duea
Rivest, Shamir et Adleman). Soient p etq deux

nombres premiers distincts, N = pget ce N’ DEORYPTAGE

fixé premier avec(p—1)(g -1). *

L'expéditeur du message ne connait que N etc : : Clé ‘
privée

la « Clé publique », mais ni pniq. Le message a
transmettre est initialement constitué de « lettres » ou, plus généralement, de « caractéres ». On le trans-
forme en une liste de « chiffres » en remplagant, dans le premier cas, chaque lettre par son rang dans

I'alphabet et, dans le second, chaque caractére par le nombre qui le représente dans un certain encodage.
par exemple en utilisant le codage ASCII (American Standard Code for Information Interchange VE'S”!
étendue 8 bits) par un entier entre 0 et 255 = 2 —1. On découpe ensuite le message ainsi transformé en

« tranches » de méme longueur représentant chacune un nombre entier x < N, puis I'on remplace chaq

tranche parleXx € Z/ NZ correspondant. On code chaque ¥ en le remplagant par y = X" etl'on transmet

la liste des ¥ € {0;1;...; N — 1} correspondants.

B e

Comment le destinataire du message peut-il décoder, c'est-3-dire retrouver ¥ 4 partir de ' en connaissa™

existe deux entiers d etk tels que :
1, d'oud > 1. Alors ¥ = 7. En effet, I sagitde
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vérifier quex =X [pq] » OU encore que Pq divise x* — +. Comme pg = p v q,ilsuffit de voir que
o ;

¢ —x estmultiple de p etg. Par Symétrie, il suffit de montrer quex” —x=0 [!’]' CREL AL P Xy

< ';.t‘l:\j‘ . N
auquel cas p Si p ne divise Pas x, le théoréme de Fermat donne v/ ' =1 [P]- Puisque :

- Jek(p-1)g-1) _ [ r-l ]'[‘i‘-’}

o - y =X| . il T | 'é val
X x yalors x™ = x [p]. Ainsi, pour récupérer ¥ , il suffit d’élever y ala
puissanced.
En pratique, on choisit pour p etq deux « grands » nombres premiers distincts (de quelques centaines
de chiffres chacun). Quel est l'intérat 2
Le point capital est que, depuis un peu plus d'une vingtaine d'années, grace a des méthodes que nous ne

pouvons pas détailler ici, on sait fabriquer 4 la demande des nombres premiers p etq de la taille requise.

En revanche, il se trouve que, dans I'état actuel, on ne peut pas factoriser un entier de taille de N = pq.

Les entiers N etc constituent la « clé publique », ils peuvent sans inconvénient étre connus de tous, et

permettant de coder les messages.

Pour décoder il faut avoird , ce qui revient, comme nous I'avons vu, 4 connaitre le nombre suivant

(p —1)(:} = ]) =N-p—q+1,cest-a-dire pougq.L'entierd , appelé « clé secréte », ne peut donc pas

étre trouvé, méme si N etc sont connus, ainsi le message initial ¥ et le message codé y . C'est I'avantage

essentiel de cette méthode de codage, dite a clé publique.

Voici un exemple numérique : N : = 415439 = pg, ot p:=233 et g:=1783.Alors:
(P-1)(g-1)=232x1732 = 2* x3* x11x29

Choisissonsc: =113 et g:=336593.

1 est facile de vérifier que cd =1 [(p -l)(q - l]] .Le mot « eau » est codé par X: = 50121 (les numéros

des lettres e, aetu sont 5,1 et 21 respectivement). On vérifie que ¥° = 220914 .

ﬂ
¢» sYSTEMES DE NUMERATION

4.1. REPRESENTATION D’UN ENTIER NATUREL
DANS UN SYSTEME DE NUMERATION

La numération est la science qui traite de la dénomination et de la représentation graphique des nombres.

Le probléme posé est de représenter tous les entiers naturels et les décimaux a 'aide d'un ensemble fini
de symboles (appelés des chiffres) rassemblés selon des régles (le code) pour former un nombre.

Il est important de connaitre les différents systémes car ils sont utilisés en informatique et plus générale-
ment dans le traitement de I'information. Selon le contexte il peut étre plus judicieux d'utiliser un code
plutdt qu'un am,ﬂfmt donc savoir nummmpmf de l'un a l'autre.
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I Définition 9 _ |

; e d'uni ‘un certain r
La base b d'un systéme de numération représente le nombre d'unités d'un ang, nécessajrg

pour former une unité de rang immédiatement supérieur.
[0:1;2;..:6 1}, soith caractéres (chifires en base 10) quantifie le nombre ¢
=-l g Ay dayiany ]

L'ensemble B,

d’un rang quelconque.

' Exemp!es H

1) Le Systéme Décimal :
C'est le systéme de représentation naturel connu par tout le monde. C’est le systéme de base 10 que

nous utilisons tous les jours. il comprend dix symboles différents:0-1-2-3-4-5-6-7-8 =

Prenons I'exemple du nombre n = 2356 :

Par convention nous I'écrivons n = 2356 (10)* L'indice « 10 » indique la base dans laquelle le nombre

est écrit. Nous verrons plus tard que cela a son importance.
Ce nombre 77 peut étre écrit sous la forme suivante :
n=2x10"+3x10" +5x10' +6x10° = 2000 + 300+ 50 + 6 = 2356

Cette méthode de décomposition sera utilisée pour toutes les autres bases.

2Z) Le Systéme Binaire :
De nos jours, il est possible de compter avec une arithmétique ne possédant que deux chiffres 0 et 1.

L'informatique et I'électronique ont employé cette arithmétique dans des domaines divers. En effet,
I'électronique numérique est en train de prendre la place de I'électronique analogique :
I'enregistrement de la musique, le téléphone, la transmission des images de télévision, ...etc.

Un systéme de numération utilisant la base 2 s'adapte 3 toutes les technologies. En effet, nous ne dispo-
sons plus alors que de 2 caractéres pour écrire les nombres dont nous avons besoin, 0 et 1.

Tout systéeme pouvant se présenter dans deux états distincts pourra étre adapté aux techniques binaires.
Exemples :

45=2"x1+2°x0+2°x1+2" x1+2x0+1=101101 ,
230=2" x142°x1+2"x1+2"x0+2’ x0+23x1+2xl=]1100110{2] |
On va voir ultérieurement comment obtenir la représentation binaire d'un entier.
Un peu de vocabulaire :

* Chague élément binaire pouvant prendre la valeur 0 ou 1 est appelé un digit binaire (Blnary digiT: BIT)

e Une suite de 4 bits est appelée quartet

e Une suite de 8 bits est appelée octet.
Depuis 1998, I'organisme international IEC (International Electrotechnical Commission), a défini les

mesures suivantes :
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES 2

1Ko =10240ctets (2¥) ; 1Mo=1000Ko : 1Go=1000Mo ; 1To=1000Go
Mais de nombreux logiciels, parfois méme certains systémes d’exploitation, utilisent toujours la notation

antérieure a 1998 pour laquelle | Ko = 1024 octets (2" bits).

1'ﬁéoreme 18 I\— ———

Soit b un entier supérieur ou égal 3 2.

Tout entier naturel non nul z peut s'écrire de maniére unique sous la forme :

n=ab" gy _1b—'| +...+u=b: +ab+a,

i
ol @, a4, sont des entiers tels que : a, # 0 et 0 <a, < b -1 pourtout i € {0;1;2;---;m‘l : i

On écrit: 7 =d. d_...ad, ., eton dit qu'on a représenté le nombre 1 dans le systéme de

. numération de base b .

En effectuant la division euclidienne de 7 par b, on peut trouver deux entiers naturels ¢, et a, vérifiant la

relation: n=g¢b+a, et 0<a <b
Sig, 2 b, alors on utilise encore une fois la division euclidienne pour obtenir deux entiers naturels g, et&,

vérifiantlarelation: g, =g,b+a, et 0<a, <b .Enremplagantgq, dans I'égalité précédente, on obtient:
n=gqb+a,=(q,b+a)b+a, =q,b’ +ab+a,

et en suivant le méme processus des divisions successives, on va obtenir 2 'étape m deux entiers naturels

g.eta, telsque: g, ,=qg,b+a, et 0< gl

Et puisqueq, > ¢, >...> g, (en remarquant que la suite (9'; )‘EN. est positive et strictement décroissante),

alors il existern € N” tel queq,, < b. Dans ce cas, on s'arréte en posanta,, = g, afin d’'obtenir I'égalité :
n=a,b" +a, b""' +..+a,b’+ab+a,

L'unicité de cette écriture provient de celle du couple (q, ia, ) :

Méthode de représentation d'un entier naturel non nul # dans un systéme de numération de base b :

En utilisant la division euclidienne parb,

on obtient ce qui suit :

(n=gb+a, ; 0<a,<b

g, =qb+a ; 0<a <b

iq, =q,b+a, ; 0<a, <b

qw—1| b

@) o |

(D =4y ; 0<a, <b

Par conséquent : n=a,d, ..&d
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| Exemples I

PR » hase 8 : ;
1) Représentation du nombre 529 en systeme d 529 | 8

Donc: 529 =1021 4,

5 -1 » '
2) Représentation du nombre 496 en systeme de base7 0

En suivant la méme démarche, on obtient : | T’
496 = 1306 (1)

3) Représentation du nombre 37 en systéme binaire :

——en

37=100101

En suivant la méme démarche, on obtient:

Applications [
1. Convertir en binaire les nombres suivants :
97 : 397 : 133 : 110 ;
2. Convertir en numération décimale les nombres dont I'écriture en binaire est :

@ 1101110, 10011011 5, 110010110 ) IOIH{)U[I{:]

4.2. COMPARAISON DE DEUX NOMBRES PRESENTES
DANS LE MEME SYSTEME DE NUMERATION

—| Théoréme 19 ]

Soit x et y deux entiers naturels représentés dans le méme systéeme de numération par :

1652

101

X=a,a, .4, e V=C,C,C

1)Sim>nalorsy > x.
2)Sim=netc,=a,etc,, =a, et..etc, =g, etc #qa, alors, I'ordre de x et y est celui de

¢ eta,. En particulier, si¢, > a;alors y > x.

1) Dans le systéme de numération de base 7, on pose : x =12651 o) €t pi= gm{?)
On a le nombre de chiffres formant le nombre x est5, tandis que le nombre de chiffres formant le
nombre y est4.Comme5 >4alorsx >y,
2)Ona: 1345, >427, et 435> 432 .
3) Dans le systéme de numération de la base 12, le chiffre 10 est noté & et le chiffre 1 1 est noté 4.
Par exemple :

Ta9 i, > 962 )
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4.3. ADDITION ET MULTIPLICATION DE DEUX NOMBRES
PRESENTES DANS LE MEME SYSTEME DE NUMERATION

« On considére les deux nombres sujvants : x:SJIZm et y=214,
o f

On veut représenter le nombre x + y en base 6.

Ona: x=5%6"+3x6+6+2 et y=2x6'+6+4

Par conséquent: x+ y =5x 6’ +5%x6" +3x6 = x=5530{6).

5312
On peut représenter le nombre x + y directement en base 6 en utilisant + A4
la méthode vue au primaire « I'addition par retenue » comme suit : 214 (6)
. I — =5530,
« On considére les deux nombres suivants: g = 432 ) e b=134 i
5
On veut représenter le nombre a x b en base 5.
Ona: @a=4x5" +3x5+2 et bh=543x54+4
Par conséquent :
I
axb=(4x51+3x5+2)(s=+3x5+4) i
x
=4x5' +3x5' 45 4+ 2x 5 +3x5% +3x5+5+3 134
=5 +3%5'+5 +4x543 3333{”
=131043 T 2401
Tout comme I'addition, on peut représenter le nombre a x b directement dans en + 432 oo
base 5 en utilisant la méthode de « la multiplication par retenue » comme suit : —131043

4.4. CRITERES DE DIVISIBILITE SUR LES NOMBRES
3;4;5;9;11; 25 DANS LE SYSTEME DECIMAL
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Les questions suivantes sont indépendantes.

1) Calculer (3"“ —S)AES et (2‘“’ +?)A]5.

2) Soita , b etc des éléments de N*. Montrer que c/ab=>c/(anc)(bnrc).

3) Montrer que pour tout(x;y)eN?: xay=1e(x+y)a(xy)=1.
4) Soitne N"., Calculer: (n2 + H)A(2H+ 1) et (lSn: +8n + 6]!\(30:72 +2In+ 13).

5) Trouver tous les couples d'entiers (x;y)e N'telsque: (xv y)+11(xAy)=203,

6) Soitm e N" te] que 2" + | soit premier. Montrer quem = 2* avec k € N.
7) Résoudre dans N |es systémes suivants :
{x.ﬂ.y=18 : {x+y=56 . {XA}’=I—J’
XV y =540 ' xv y=105 2 xvy="T2
n -9

B) Trouver neZ telque: —21 2 ¢
n' —5n+4

SOLUTION
1) Calculons(?]m - 5) A25
Posonsd = (3'ZJ —5) ~25.0na d/25donc d e {1;5;25}. Or 5 ne divise pas 3'* (car sinon, on aura

5/3 car 5 est premier). Par conséquent, 3'* — 5 n'est pas divisible par 5. Ainsi : (3'*' -5 )A25=1.
Calculons(2* +7) A 15 :

Posonsd":(z“" + T)A 15.0na d'/15doncd’ e {1;3;5;15} .Ona 2’ =1 [3] donc 22 =1 [3]

Cela donne 2*’ =2 [3]et 2° +7=0 [3] et par conséquent, Y b AV

Deméme : 2° =1[5] et 2 =1[5]. Ceci donne 2 =8 [5] et 2* 472 [5]. Par Conséquent,

5/2* + 7. Puisque 3 et 5 sont premiers entre eux, alors 15/2'% 47 Ainsi: (2* +7)A15=15.
2) Soita b etc des éléments de N*. Montrons que ¢ / gh — c/(an c](b Ac) :

Posons:a = pi'.p;"..p;" b= pl.p..pl ete=pr :Pi*-..p]" . Puisquec/ab, alors pour tout

ie {],2,...,?} : ¥, £ a + ff,. D'autre part, on sait que : i

anc=.p,"""‘””‘].pf"(""‘]... molarir) oy b.Ac=pl'“l"{ﬂmi_p;h(.ﬂzm).__p?h{ﬂrml

Donc ¢/(anc)(bac)si, et seulement si : ¥, < min (“ﬁ'?’:)*min(ﬂ;y,)
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o Si min(@,37,) =7 0u min (A 7, )= ¥, alors le résultat est trivial.
« Sinon, on a bien min(a,; r,)+min{ﬁ, 17 )=a,+ f etdonc: y, <min(a,;y,)+min(/ 1)
Conclusion: ¢/ab=s¢ Hanc)(bac)
3) Montrons que pour tout(x;y) e N*; xa y =1 < (x+y)a(w)=1
Supposons quex A v = 1. Si p est un diviseur premier commun a.x + yetxy, alors:
1
{pa’x+y Py +.U?:;{Pfx2 =>{pf.\’ " {P/-‘-’

Py
PR iy plx+y |plx+y  |ply

Cela contredit 'hypothése x A y =1, Donc(x+ y)A(xy)=1.
Supposons que (X + ) A (xv)=1.51 d estun diviseur commun 3 x et y , alors ¢a serait aussi un diviseur
commun a X + yetxy, et ceci contredit I'hypothése (x + y) A (xy) = 1. D' le résultat.

§) Soitne N°.
« Calculons (ﬂ: +7 ") A(2n+1): Soitd un diviseur commun de n” + n et2n+1.0n aalors :

i di2n +2n

n +n

{df2n+I:> di2n +n = jj: :{‘”2" =d/l=d=1
o 2 n+1 d/2n+l

Ce qui montre que (nz + n}n(ln +1)=1

« Calculons (157 +8n+6) A (301" +21n+13) :

Soitd un diviseur commun de15,° + 81+ 6 et307* +21n+13.0n a alors :

|d /30n* +16n+12 d/5n+1

d/15n* +8n+6 S dl5n+1 : d/sn+1

d!30n2+21n+13=> d/30n +21n+13 = d”5n2+8n+ﬁ:> d/15sn*+3n = e
' d /150" +8n+6 df15n° +8n+6

d /150" +8n+6 (d/5n+1 [d/5n+1
nc: + , = , = >dll=d=1
d/30n +21n+13 dls d/5n

Par conséquent : (_15::’ +8n +6)A (30!11 +21n+ 13) =1
5) Déterminons tous les couples d'entiers (x;y) € N’ tels que: (xv y)+11(x A y) =203
Posons d = x A y. lls existent alors des entiers naturels x" et y' tels que x = x'd et y = y'd avecx' A y' = 1.
ientd (x'y'+11)=203=7x29.0nadoncd e {1;7;29;203}.
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s¢mecas: d =7
Onaalors x'y' =18 = 2 x 3%, Comme v’ A v' =1 alors: (-f*-}") & {(I; 18};(9;2};(2;9];(13:1)}; 3
Ce quidonne (x,y) e {(7:126);(126,7);(14;63):(63:14)} 4
e3tmecag: d =29
Onaalors x'y' = —4 . Impossible car x et »' sont des entiers naturels.
*4tmecas: d =203

Onaalorsx'y' = 10, Impossible car x" et ¥’ sont des entiers naturels.
En définitive, les couples recherchés sont :

(7:126) , (126;7) , (14;63) , (63;14), (1;192) , (3:64), (64:3) , (192;1)
@)'ﬁdtmeﬁ'tﬂque- * Jag

+ 1 soit premier. Montrons que m = 2" avec k e N,

Supposons que I'entier m ne s'écrit pas sous la forme 2* . Dans ce cas, il existe un couple (a!ﬁ
telque m =2 x(24+ 1)etalors :

Bt () (o l)((:!" - )" - +1J

' 41 divise2™ +1. Ceci contredit I'hypothése de primalité de 2™ +1.
suivants :

mne: (x5y7) €{(30:1):(1;30);(15:2); (2.15)(5,6](6,5)} 2 :
: lution du systéme est : «-,‘Tl
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X =Fied x'=y'4]
{ Cest-a-dire { -Puisque y'(y'+1)/72alors y' € {1;2;3;8} :

dxy =T’ dy(y+1)=12

L'ensemble des solutions de systéme est: S = {(72:36): (36:24):(24:12):(9-
: {(72:36);(36;24);(24:12);(9:8)}

itn € Z tel que .
g) Soitn n"-s“ﬁz
n’ -9 Sn—-13
5 = b T 5"—'13
EMIEGES n—-Sn+4 l+”1_5n+4a'°"5 ",_5u+4EZ.Donc,sl n#letn#4, alors:

(Sn=13) A (n? ~Sn+4)=|n" —5n+4)
Donc |1 = 5n + 4 <[sn-13] Cesta-dire: (n* ~10n+17)(n* -9) <0.
Ceci n'est vrai que si 7 € {~3;-2; 1, 0; 2;3:5;6;7)

Une vérification simple montre que ; =9

———
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s plutot que chercher un raisonnement glnbal
"+x? 4.+ x+1) (oirr € N') est 2 connaftre absolu
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sd=ancetd = ,
Posons d'=gq Albe).onabiend /¢ carsi d/aet d/calorsd / beetdone d/an(bc).
g int ¢ !
Montrons maintenant qued’ /d, On 5 ¢ laetd" | be, et puisque a A b = lalors d’ A b = | car sinon il

isterait un diviseur ; J
exist premier p commun a ¢ eth, cequientraine p/a et p/h. d'divisebcetd' Ab =1

donc d’apres le théoréme de Gauss d'/c.Par conséquent, @’/ ancetd' | d.

Conclusion: a A b =1 =an(bc)=anc.

4) Soit(u, ) 1a suite définie par : 8y =0, u, =1 etpourtoutne N,
! a2

=W, 1,
a} Mont!‘o]‘ls que FIOI.I!“ tDutn (=3 N. s “” ‘M | _uz __( t)n
1" = 1
n a pose pour tout 2 = 2
Onapoe RENGY, = U\, \ —u. . Onaura alors :
0 2
Voo = U, U —Yy = 2
n+l ne2y n+l (u,, ar "mt )h‘n —: Il'“l (un-l + u”) = u; — U . ==V

La suite (V,, )m est géométrique de raison ¢ = —let de premier terme v, =

toutrn€ N*,v, =(-1)" etdonc Uyl | ~u? =(-1)"

Déduisons que pour tout n e N*

—1. Par conséquent, pour

: u" Aunﬂ =

v 2 [
Puisqueu, ,u, , —uy =(~1)", alors .,

willyy =l oun, u,  —u u =1.Daprésle théoréme
de Bézout, u, Au,, =1

Montrons que pour to . =
b} q P utn e N g uﬂHn T umuml +“m—lu-\r
m= : = =

e IEt e N ) uﬂﬂl = uﬂ+l = un+1 U +uquu = um—! U, +Hm_|£f

n

Pour m = 2Et A N : Hnlim = ud+2 = unﬂ +un' = l’tu'.m—lh‘l + unul = unnlum +Hm—luﬂ
» -

Soitm € N. Supposons que pour toutn e N, u, =

et montrons que u

+u_u

m+l mn

Uy U, +u, U etu

nmal

=u, _u
memi2 ulﬁ-lunﬁ-l +um+|un'
Onapourtoutne N :

un+m+3 = uﬁm-l i un+w = um-lumﬂ + umun +un+l um iz um—luu = un+l (umﬂ + H.m )+ Hn {um + um-' )

Par suite, pourtoutn e N : o, =u_u . +u_ u

c) Déduisons que pour tout(m : n) € (N’ )1 S AU = U

Onutilisalesrelations suivantes:  u, Aw,,, =1 (1) ; w,, =w,u, +u,  u (2)

De (2) il résulte u,, = (IJM! +u,  Ju, ;d’od u, [u, pourtout n e N'.Une récurrence simple surn
montre alors que pour toutn € N* et pour tout g e N: u, s

Par ailleurs, on sait que m A n estle dernier reste non nul dans l'algorithme des divisions euclidiennes
successives: m2n=>m=nq+r=>man=nar=.=r our/r .

Irésulte de ce qui précede que: u,, =u,,,, =u, 4, +u,_ u,

s l'algorithme d'Euclide que :  w_ Aw, =u,
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* Pour montrer que P(#) est divisible parb, ol P(n)estun polynome en 7 :

* On essaye de I'écrire comme produit de nombres consécutifs.

= On essaye une démonstration par récurrence.
* Faire une étude des cas: n=r+bk avec /'€ {01250 = 1}.

ssance d'exposants dépendant de n est divisible parb :

'» Pour montrer qu'une somme de pui
utilise les congruences et le théoréme de Fermat:
ise une démonstration par récurrence.
un entier b divise I'entiera, on peut:
le la division euclidienne de @ par b est nul.

teurs premiers ded et b, et montrer que tous les f:

g, etavec une puissan _
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T s
a) Démontrer qu'il existe (u;v) € Z te] que : 100w + 59y = |
b) Déterminer un couple (i, 1, ) & Z* tel que : 100w, + 59, = 1.

¢) Démontrer que 7, =7 —4x100 x u, est une solution du systéme (8).
d) Démontre I'équivalence suivante :

(n estsolution du systéme-(s')) & n-n =0 [5900]
¢) En déduire les solutions de du systéme (S’).
3) Résolution du systéme(S) : .
a) Démontrer que résoudre(S) revient & déterminer les entiers » de la forme 11 = 9207 + 5900k ot & est
un ntierrelatibEl EURTES ;

trois étoiles en méme temps si I'on rate la

SOLUTION

1) Simest I'entier correspondant a ce jour, alors 2 — 7 est un multiple de 100, »# — 3 est un multiple de 59 et
n+ 3 estun multiple de 347 . On obtient alors :

n=7 [100] n=7 [100]
n=3 [59] ,cequiestéquivautausysteme: (S):4n=3 [59]
n=-3 [347] n=344 [347]

2) a) En utilisant l'algorithme d’Euclide, on vérifie facilement que les entiers 100 et 59 son premiers entre eux.

Donc, d'apres le théoréme de Bézout, il existe (#;v) € Ztel que: 100u+59v =1.

b) On reprend I'algorithme d’Euclide « 2 I'envers » pour déterminer le couple (1, ;v, ) € Z° tel que :
100u, + 59v, =1.Le couple(—23;39) convient.

¢) D'aprés la question précédente, u, = —23 etn, = 7—4x100x(-23) =9207.0r, 9207 = 7 [100] et
9207 =3 [59] .Ainsi : n, = 7—4x100 x u, est bien une solution du systeme (.S”).

d) On va démontrer cette équivalence en deux temps.
* Sen direct :
n=7 [100] {nu =1 [10{)]

oy St i eme(S’). Onadonc:
On suppose que 1 est solution du systéme (). Ona donc {ns3 [59] n, =3 [59]

Par transitivité de la congruence : n = 1, [1‘0.0] et n=n, [59] . Il s’ensuit donc que :
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100/ n—n, et 59/n—n,.Puisque 100 A 59 =1alors 5900/ n—n,.Alnsi: n—n, = [5900]

* Sen réciproque : )
Supposons que n—ny =0 [5900]. Alors 5900/ n — n, . En particulier : 59/ n—n, et 100!11-_%_
car 59et100 sont des diviseurs de 5900, Il s'ensuit donc que : 1 = n, ['00] etn=n, [59].

Par suite : # est solution du systéme(S’).

e) D'apres la question précédente, les solutions du systéme (S") sont les entiers 9207 + 5900k avec{:ﬁ

3) Résolution du systéme () : ]

a) L'entier n est solution du systéme (8)si; et seulement si, 1 est solution du systéme (S")et de I'équatiop
n=344 [34'?] - Ce sont les entiers n de la forme 9207 + 5900k, k € Z tels que n = 344 [347]-
SOitk €Z.0na: 9207+ 5900k =344 [347] < 5900k = 8863 [347] <> k=159 [347]

Réciproquement, si k =159 [347] alors 9207 + 5900k = 344 [347]. De plus, d'apres la question
entiers 9207 + 5900k sont solutions du systéme (S 'j :

b) L'équation k =159 [347] donne k =159 +347¢ avec ¢ e Z . par suite, les solutions du systéme
‘tous les entiers relatifs n7tels que : 7 = 947307 + 2047300¢ oul e Z.

©) Les dates de conjonction sont Jes termes d'une suite arithmétique de raison 2047300 . Elles sont donc

e@m&s de 2047300 jours pour la prochaine rencontre. Cela correspond 4 environ 5609 ans.

on dont on utilise Ialgorithme d’Euclide pour montrer que
i %ﬁﬁﬁé@uﬁéﬁ.ﬁeﬁﬁmt&pour'qh_temr':;des-e_n‘_:ierg_‘;;:ew.m
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g
« Pour résoudre I'équation ax + by =
=cd 2
eth=>b'd avec(d':b")e z:, AnsZ’, on commence par calculerd = a A b et on note a = a'd

" divise m ire ' bk
bt ?sc. i “';I_Fnﬁnnnxny“nn,md, solution dans Z* .
= Sid divisec, alorsonhmg.@dme. eZ

Si(#;v)est un coupl

zout pouraeth , alors (%03 7% ) =(c'u;c'v) est une solution
équation, alors a(x — x, ) = ~b(y - y, ).

On considére dans Z* "équation suivante: (E): 23x-26y=1

"‘B)_mt solution particuliere de I'équation (£ )
2) Résoudre alors I'équation (E).

1) Vérifier que le couple (mg;

3) En déduire un entieratel que: 0<q <25 et 23421 [26]

On veut coder un mot de deux QEWES’SeiDnlapmgéduresuwante :

Etape 1: Chaque lettre du mot est rem

lacé e par un entier en utilisant le tableau ci-dessous :

Bl ] 10T,
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[ 1) Coder le mot ST,

Z) On veut maintenant déterminer la procédure de décodage :

a) Montrer que tout cuup]E{,\', 5 ]vériﬁam les équations du systéme (S, ) vérifie |es équaﬂuns du

23x, = 4y, + 23y, [26]
23x,= 19y, +11y, [26]

systéme : (55 ) {

b) Al'aide de la partie A, montrer que le couple (x; ; x, ) vérifiant les équations du systéme (s, ),
les équations du systéme :

f [E=15+, [26]

3) ‘ x, =11y, +5y, [26]

©) Montrer que tout couple x;; x, ) vérifiant les équations du systéme (S, ), vérifie les équ

SOLUTION

On considére dans Z’ 'équation suivante - (E): 23x-26y =1
1)Ona 23x(-9)- 26x(-8)=-207+208 =1, donc(-9;-8)

est solution particuliére de I'équation (E)
2) Résolution de I'équation (E): Posons(x,; v, ) =

{—9;-8].Soit[:r;y} € Z’ une solution de(E).
Onadonc: 23x—26y = 23x, - 26y, <23(x~x,)=26(y~y,). Ainsi, 26 divise 23(x—x, )et26eest

premier avec 23. D'aprés le théoréme de Gauss,

26 divise x — x, . Par conséquent : (IkeZ)x-x, =26k,
L'égalité 23 (x -

X, ) ~—-2|ﬁ(y—-y(,)ﬁhmmn.‘]f—yﬂ = 23k. Ainsi, il existe k € Z tel que :
x=-9+26k et y=-8+23k

uation(E)est: S = {(-9-+26k;-8+23k) / k e Z}
3) Soit a un entier relatif. La relation 23a =

En résumé, I'ensemble solution de I'éq

1 {26] signifie qu'il existe y € Z tel que 23q — 26y =1.D’aprésla

question précédente, ceci impose I'existence d'un entier relatifk tel que @ = —9 + 26k . Ensuite :

osas'zs@05—9+26k525@9526k534c:%5k£2—4¢¢k=1
6

Pourk =1, 0n obtienta=-9426=17,

Réciproquement, puisque 17 x 23 = 391 = | 415 26, I'entier
a =17 est un entier tel que: 0 < a <25 et 234= [26].

Partie B:
1) Etape 1 : Le mot ST correspond (%3x,)= (18:19).
Etape2:0na llx, +3x,

=118+ 3x19.= 255, Uantior  est alors 1o reste de la division euclidienne d
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255 par26.. Comme

235=214234 = 21+9%26etque0 <21 <25, 0nendéduit que y, = 21.
De la méme fagon, on montre que y, =20,

Etape 3 : Le Cﬂuple(2| . 20)

correspond au mot VU et donc: Le motST se code en VU

2) a) Soient X, X,, ¥, et y, quatre entiers. On a les implic

y, =11x, +3x, [26]
yo=Tx +4x, [26]

ations :

W+ 23y, = (Ax11423x7)x, +(4x3+23x4)x,  [26]
19)’1"'“}’25(19Xl|+llx?).r,+(I9><3+]Ix4)r3 [26]
- {4y. +23y, = 205x, +104x, [26]

199 +11y, = 286x, +101x, [26]
= Ay +23y, = 23y, [26]
19y, +11y, = 23x, [26]
car 205 =23 [26], 10420 [26], 286 = 0 [26] et 101

b) En suivant la méme démarche de |5 question 2)
c) Réciproquement, on a les implications :

{x: =16y, +y, [26] = Ix, +3x, =209y, + 26y, [26] [ =11x +3x, [26]
*; =11y, +5y, [26] 7 |75, +4x, =156y, +27y, [26] = ¥y =Tx, +4x, [26]

=23[26] ; d'oli le résultat,

a), on trouve le résultat demandé. (A vérifier)

En résumé : {M =1lx +3x, [26] - X =16y +y, [26]
Y2 =7x +4x, [26] x, =11y, +5y, [26]

d) Le mot YJ correspond au couple(y;;y, ) = (24;9). De plus :
° 16y, +y, =16><24+9=393=3+15x26etd0ncx, =3.
olly, +5y, =11x244+5x9=309 = 23 +11x26etdonc x, = 23.
Le couple (3; 23) correspond au mot DX et donc :

Le mot Y] se décode en DX
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EXERCICES ET PROBLEMES

| EXERCICES DAPPLICATION _| q

péterminer les entiers naturels n pour Iesqueue!w

@ — nombre d n' = 3n+6 estdivisible par§5,

1) On sait que le reste de la division euclidienne d'un EXERCICE -

Soita, b, cetd des entiers relatifs tels qUEﬂd+b¢_'

DIVISION EUCLIDIENNE DANS Z <|

entier apar12est égale 3 7. Déterminer le reste de
la division euclidienne de a par3. On suppose [|u0ﬂ:." + be divise les nnmbresarb_ e

2 ¢ " "
<) On sait que le reste de la division euclidienne d'un

Etablir que : ‘ud‘ + hc'| =1

entier b par 3 est égale 2 2 . Déterminer les valeurs

possibles du reste de la division euclidienne de b
parl2.

1) Déterminer, selon les valeurs de I'entier naturel n,

I 11
1) On pose : E={neN/n27j 1

Déterminer les valeurs dene E PC'U"]ESquellur
n—6/n+9

2) Soitn € &— {3} .Déterminer les valeurs dE"Pmu'

le reste de la division euclidienne de 37" par 7.
2) En déduire le reste de la division euclidienne des lesquelles: n—3/ n -3
nombres37% et 37 par7. 3) Résoudre dans N I'équation: 3xy+x+3y =09

3) Quel est le reste de la division euclidienne de nom-

bre N = (705432) parl1?

~m————

Soitnun entier naturel.

CONGRUENCE MODULO

Déterminer x € Z sachant que :

1) Déterminer le reste de la division euclidienne de

2" par3. 1)212=x[l11] et O<x<ll.
2) Déterminer le reste de la division euclidienne de 2 1ll=x [23] ot 2% i rn
(275423) par3. 3) TDUOExIIGE] et —102<x<0.
3) Déterminer le reste de la division euclidienne de
. 4) 2017=x[20] et 0<x<20.
(3?2121) par3. s

5) (2601) =x[11] et 0<sx<ll,

)H!H

4) Déterminer les valeurs de I'entier 77 pour lesquelles
le nombre N=(2T5423)'+(372121)"E5tdivisie 6) (2019? Ex[?] et 0<x<7.

ble par3. F
P Soit(a;b) e Z et(m;n) e (N' )z . Montrer que:

Montrer que le nombre a = n’ (n* 1) est divisible nim
par12 pourtout 1€ N. a=b[m|

= a=b[n]

Scanné avec CamScanner



EXERCICES ET PROBLEMES

. s
Solt (“;h) e N* x N°. On suppose que les nombres ¢

o des cas suivants, déterminer le reste de
h_;:'ll ]
idienne deapar b.

2) =R =Rt b =11
4) a=2017"" et b=3

|\I1_-|q.|.
Acion
k. _
% ot D=

<

1) @ 230 et f":ﬁ

1“('] bie
1a div . a+ beta+ 2b sont premiers.

1) Montrer que b est pair.

| 3 s 3 di h .
2) Montrer que sia > 3alors 3 divise |
squels les entiersd,

3) Donner trois exemples dans le
iers.
g+ het a+ 2hsont des nombres prem

. (Vne N) 10™ 21[27]

.
1) wontrer que:

N = !Ulrhl A I(}OIO

0N pose : 4 : Tt ; i g .
* péterminer le reste de la division euclidienne de Soit p un nombre premier supérieur ou égal as.
(s
17 .
par <*: 2 27 =2 13].
N P 1) Montrer que: p~ =1 [3] et 2" =2 []

ST 2 Vil emier.
2) En déduire que I'entier p° + 2" n'est pas pr

NOMBRES PREMIERS I
| ALGORITHME D’EUCLIDE ET P.G.C.D

Les qu estions suiva
1) Soit P Ut nombre premier supérieur ou égal a 3, JEXERCICE 15

p=1[4] et p=3[4] En utilisant I'algorithme d’Euclide, Déterminer a A b

2) Soitd, b et ¢ trois nombres premiers distincts et

Montrer que :
dans chacun des cas suivants :

1) a=604800 et h=176280.

. t supérieurs ou égales a 3.
strictement sup B 2) a=1309770 et b=571725.

Montrer que @ + b +c”n'est pas premier.
3) Soit p un nombre premier supérieur ou égal 5.
p’+11=0[12]

4) Montrer que la somme de trois entiers naturels

Montrer que :

Les questions 1), 2) et 3) sont indépendantes. |
1)Onpose: a=257 et b=45

impairs consécutifs n'est pas un nombre premier.

5)Soita € Z. Le nombre a* +a” + 1 est-il premier 7

6) Soita, b, c etd des entiers naturels non nuls.
Montrer que si ab = cd alors a’ +br+o° +d?
n'est pas premier.

7) Soit(x;y) € N tel quex > lety > 1.

Montrer que N = a* + 4b" n’est pas premier.

8) Déterminer les valeurs de I'entier naturel 7 pour
lesquelles n* + 4 est premier.

9) Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 3.
Résoudre dans N I'équation: x* —y’ = p

a) En utilisant I'algorithme d’Euclide, calculera A b.
b) En déduire qu'il existe un couple (a: ,8) e Z’ tel
que: @a+pfb=anb (aetf adéterminer).

2) En utilisant I'algorithme d'Euclide, déterminer deux
entiers relatifs x et y tels que :

1050x + 735y = 1050 A 735
3) En utilisant 'algorithme d'Euclide, calculer137 A 726 |

puis déterminer (x,; y, ) € Z* tel que :
126x, +137y, =1
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e

Soita et b deux entiers naturels non nuls. Etablir que :
1 (3a+4b}n(4a+5b)=l.

THEOREME DE BEZOUT - Il

ilisant le théoreme de Bezout, montrar
2) (4a +15b) A (3a+1 1b)=1. En utilisant le théor:

tout ne N : |
3) (a‘+2b)A(2a+b)=| ou(a+2b)A(2a+h)=3.

Dna(2n+l)=1 ; 2) (2n+3),\(
3) m\(n’ + I) =1 ; 4 (7n+2);\(1”"
5) (n+2)a (20" +4n+1)=1.

C BYBRCICR 23

Pourtoutn e N, on pose :
a=9n4+2 o b=9n—y_4
1) Montrer que : aAb=(3n+4)AI0

1) Montrer que pour tout ne N .
2) En déduire les valeyrs possibles dea A b .

(n* +4n+1)A(n+4)=]
3 Déterminer selon les valeurs de n, 1a valeurdea nb. 2 3
2)a) Dév.weh:nppr.ar(M2 +l) et (nz + 1) .
duire, 4 I'aide de théoréme de |
1) Montrer que pour tout(a;b;c) e 2 ghEocedunet i
(YneN) (n' +20* + D)A(n' +3
anc=l=(ab)ac=bnc '
e
2) Pourtoutne N, on pose:

c=5n+8 e pH=p n—3
ﬁ)ﬂmn'erquepour toutne N :
bac=(

1) Déterminer(a;b) € Z* sachant : 3q.

2) Résoudre dans Z* les équations sy
(E):7x=5y ; (E) 50
3) Trouver (a; ) € Z° tel que: 4(::&': -1):

avec: -20<q@<2] ot -34.
e ——

eurs possible de b A .
eés valeurs de n, la valeur de

Soit (x;y32) € N tel que
En utilisant le théordme de
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R = e

1 celk s7 ; 3x=1

2 _‘,Egﬁﬁ - 3_\-=§

3}1645"!‘?% c6x +4=0

o xelfsL ; SxP+x-4=0

5) x e Z/67 (3x+5)(2x+3)=0
2

Résoudre dans (Z/5Z ]2 les systémes suivants ;
Ix+2y=1  [2x+7y=3
Ix+dy=3 '

x+4y=2

i e
—— et gt LR

——

1) Résoudre dans Z/8Z )3 le systéme suivant :
{fx +6y=4

- l.-'

x-3y=0
2) Trouver tous les couples(a;b) e 7" tels que les
nombres 2a — 6b — 4 eta — 3b soient divisibles a

la fois par 8.

Résoudre ansZ ce qui suit :
1) 8x=1[5] ; 2) x*=4[7] ; 3) 4r=1[3]

e

Soit p un nombre premier .

1) Résoudre dans 7/ p*Z 'équation : x* = 0.

2) Résoudre dans Z/49Z I'équation :
x*+16x+15=0

3) Résoudre dansZ I'équation : 4x* —2x~2=0[9]

‘ EQUATIONS DIOPHANTIENNES

1) Déterminer 168 A 20.
2) Les équations suivantes admettent-elles des solu-
tions dans Z” :

(£ ):168x+20y = 6

(E,):42x+5y =2

(E,):168x+ 20y =4
; (.EJ):336I+4ny=z{)

3) a) Déterminer un couple {m;p) e Z tel que:

A2m+5p =1

b) En déduire une solution (1, 3V ) de I'équation :

(x;y)€ 72 42x+5y=2
¢) Résoudre dans 77 I'équation : 42x+ S5y=2

d) En déduire les solutions dans 77 de I'équation :

(42x+5y*3](42,t+5_v+3}=-5

—

1) Résoudre dans Z’ I'équation : 17x =7y = I
2) Résoudre dans Z les systémes :

o {XEZ[T] = {.\'5—2 [7]

=-2[17] x=2[17]
3) Résoudre dans Z I'équation : x =4 [I ]9]
On considére dans Z° I'équation ( £ ) suivante :

(E): 324x-245y =7
1) Montrer que si(x; ) est une solution de ( £), alors

le nombre x est divisible par 7.
2) Résoudre I'équation (£ ).
3 Soit(.r;y) une solution de(E). Onpose:d=xA V.
a) Déterminer les valeurs possibles ded .
b) Déterminer les couples (x; y') solutions de I'équa-

tiun(E)tels que: xAy=1
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2 EXERCICES ET PROBLEMES

Soita, b, cetd des entiers naturels non nyjg

A raide de théoreme de Fermat, montrer que.

a-ﬂu..ﬂ —a* =9 [30]
1) Montre que: 2'° =2 [7] et 8™ =1]11]

2) Montre 0, q% - -y : po '}
) on rque 13(“\!'1582 +3% SUitFun nombre premier pusmet (a;b) 7

3) Déterminer le reste de la division euclidienne de

nombre S™ par 11. Montrer que si a” =b” [p], alors a” = b Frl’

2 iy ——.. S 4
4) Montrer que 2018 _ 4 est divisible par 5. == - —

F Soit p un nombre premier positif impair et n

Soit p un nombre premier positif et x un entier tel que selals 7 p=1.
1 < X< p—1.Montrer que: (x2 -—l)"hI =1 [p]

-

On considére dans Z* I'équation (£ ) suivante

=1

i
1) Montrer que: 2 * EI[p] etn? =

2) Montrer que: n"'"" =1 [£]

(E):x’ =3y —6y> —13x+10=0
.-m?qug[;&)n’aﬂmet-}ias de solution dans Z° .

—~

Soit 71 € Z et p un nombre premier tel que p > 2.
1 s n’=nl2]

oréme de Fermat que :

1) Déterminer les valeurs des entiers na

pour lesquelles le nombre N = 26.

visible par3 et parl1.
2) Déterminer les chiffres e et # pour |
nombre K =1lalg (10) &St divisibl
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EXERCICES ET PROBLEMES

| I ARITHMETIQUE ET SUITES NUMERIQUES

[ Lesquestions suivantes sont indépendantes.
Py —_— —_—
A) Soit NeNtelque: N=52 et N= a2,

péterminer les valeurs de p etgq.
On considére la suite numérique (, ) définie par:

coit X = 62310425 .
B)o" \ n, =14
péterminer I'écriture du reste de la division eucli- u.=5 —6si nelN
nel [ =
onne de A" dans le systéme de numération de
o 1) Montrer que: (VneN) u, € N.
base 7 -

C) Déterminer les entiers naturelsa , /3 et b tels que : 2) Montrer que pour tout 7 € N :

BBB gy = o u,, =u,[4] et 2u,=28 [100]

D) On considére les nombres suivants: 3)A-t-on: (YneN) u, =14 [100]

X= m () et y= m{g} ﬁ

Calculer: X+y et xxy .
: ; Pour toutn € N”, on pose: S, =D_p’ .
E) Soitb un entier naturel supérieur ou égal A 2 tel = /

45 ) +36 =103 1) CalculerS,,, AS,.

que:
2) Montrer que : (\.'fne N') S NS NS, =1

Calculer: 45 ) % 36 )
F) Représenter le nombre 4523 (s dans le systeme de G——
Pour toutn € N, on pose : F, =2% +1.

Montrer que : (V(n;k}eﬁ‘u“ x N') FAF,, =1

Les questions suivantes sont indépendantes. 6

Pour toutn € N°, on pose :

numeération binaire.

A) Soit N =1010111 ,, . Montrer que le reste de la

division euclidienne de N par 2" est mm. = M e n(n+1)(2n+1) A An '
n 2 r n 6 n ”
B) Déterminer l'entier naturel b sachant que : ” N
et 1) Montrer que pour tout n € N” :
334=11032 ,,
x,eN et y,eN et z eN

C) Soit p € N* — {1} . Montrer que le nombre 10401,
2) Pour toutn e N*,onpose: d, =(2n+ I)A3

n’est pas premier.
a) Calculer d, en fonction de »n.

ﬁ e, el b) En déduirex, A v, .

On considére le nombre : N = 28a75/
3) Calculer A, =na(n+2).

1) Montrer que: 3/N = 3/1+a+f.
2) Montrer que: N =8-a+p [11]
3) En déduire et ff sachantque: 3/N et 11/ N

4) En déduirez, , Az, .

5) Montrer quesin 2 2alors: z, Az, , Az, , =1,
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EXERCICES ET PROBLEMES

Montrer que pour tout » ¢ N : Les questions 1), 2) et 3) sont indépendantes,
e i 3 ..
a) 3" 4+1=0 7] 5 w10 (9n-1)=8 [9] Pour tout(a:b) € (N ) » 0N pose :

) 3"‘*=+3”'"+1=e[i3] pod) 7" =1[9] m=avbh et d=anb

e)Sn' +n=0 [6] ;N n(n + 1](;1 +5)=0 [f.] 1) Déterminer tous les coup!e‘s(a;b) tels que ;

g) S(nz = n)z =) [20} ; h) 47 +7" =2[9] anedivisepash et a<b et 2m+3d =78
2) Déterminer tous les couples (a;&) tels que ;.
F a<bh |
1) Montrer que pour tout » € I : a+b=100 L
6" =1+5n[25] et 4"+6n-1=0 [9] m=19 '
2) Montrer que pour tout (a:b)e N’ : 3) Déterminer tous les couples (a;b) tels
a&(d’—bz);u 3] a<b et m-d=77.

4) Déterminer tous les paires {a;b} tels

2m+7d =11
p—

| 33“°mqnepour toutneZ: n'’ =n [1 9]

. 23"""}:3&2_'_ l=0]11] Soita,b,cret § des éléments de Z"tels que
N e 1) Montrer que: anb=bn .
ﬁr’} _ | 2)Onpose: d, =anb et A=l

. Dﬁtﬁminer'da.m-ﬁﬁeﬁan,dﬁ‘ﬁ B

' 3)“!@1;1-(9,” 2
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jere dans " I'équation ( £) suivante :

4“91 = ﬁa_‘l,' = ]T

On consit
(F) :

;) Montrer queé six:y)estsolution de E)alors le
ombre X est divisible par17.

| péterminer la solution(x,: ¥, ) de I'équation ( E)tel

que 0< Xy < 30 et en déduire les solutions de(E).

3y Soit ¢ 1) une solution de(E).

,) Montrer que le quotient de la division euclidienne
de y par xest indépendant de x et de y .

b) Montrer qUEX A Y= 17 si, et seulement si, le reste
de la division euclidienne de y par x est un mul-

tiple du nombrel7.

Sgn(u;r) € (Z‘ ]1.
) Montrer que si « AV =1lalors : (r.’2 +2 ) Al

et +vi)av=1et (u° +v3),«(uu)=|
2)On considére dans{Z' )3 I'équation :

(E): (.".'z +y:)z = 26xy
a) Soit(x; ¥;z) une solution de(E )tel quex A y = 1.
Montrer qu'il existe € Z tel que :
(x*+y*)r=26
b) Trouver tous les triplets (x; ¥; ) solutions de

l'équation (E)tels que: x A y =1.

-

On considére dans N x N* I'équation (E) suivante ;
(E) it +y +xy-13x=0

Onpose: d =xny et x=ad et y=bd

1) Montrer que adivised .

2)Onpose: d =ac ou ce N’

Montrer que : 1::(::»1 +ab+ b’ ) =13

3) En déduire que ¢ = |
4) Résoudre dans N* x N I'équation (£)

—

Soit p et g deux entiers naturels non nuls.

1) Montrer que si p A ¢ = lalors:

(p+g)ap=1 et pag(p+1)=]

2) Soit(x; ) e N" x N tel que:
(1) x(43-x)= y(x+y)
Onpose: d=xAy et x=ad et y= bd
a) Montrer que : a(43—ad )= bd(a+b).
b) Montrer que a divise d . On pose donc d=ac.
¢) Montrer que f(ﬂz +ab + b’) =43
eten déduirec = 1.
d) Déterminer tous les couples (x; ¥ ) € N™x N

vérifiant la relation (1).

— D

On considére dans Z’ 'équation ( £') suivante :

(E) : 4x* —9y" =432
1) a) Montrer que si(x: y) est une solution de(E),
S

b) Montrer que si (XY ) est une solution de I'équa-

2./ yiet

alors :
tion X2 — ¥? =12 alors(3.X;2Y ) est une solution
de I'équation{E].

2) a) Résoudre dans Z’ I'équation X~ = Y* =12.

b) En déduire les solutions de I'équation( £).

—~

Soit(a;b) € N*. On pose :

A=lla+2b et B=18a+5b
1) a) Calculer 74 + B en fonction de aeth.

b) En déduire que: A=0[19] = B=0[19]
2)Onpose: AnB=¢

Montrerque: aab=1 = §e{L19}
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EXERCICES ET PROBLEMES

e

Le plan est muni d'un repére orthonormé (”4' vJ :I

On considére les plans &P et @ définis par .
y+5z=0

Prx+dy—z42=0 et €: 3x
droite & .
2) Soit M (x; ¥; 2 ) un point de I'espace.

Montrerque: M e® < 8v+9y+10=0

3) Quelle sont les points de la droite & dont les coor-

données appartiennent i Z ?

—~

1) Montrer que pour tout(a;b;c) e Z* :
anb=>bn(a-bc)
2) Montrer que pour toutn e Z :
(5H3 —n)A{n +2)=(n+2)A38
3) Déterminer I'ensemble H définie par:
= {n €Z/ (n+2)divise (Sr:'] -—n”
4) Quelles sont les valeurs possibles de nombre :
(5n3 - rr)A (n+2)?
5) Déterminer I'ensemble K définie par :
K={neZ/ (50’ -n)n(n+2)=19}

— D>

Résoudre dans ( N° )1 les systémes suivants :
{x,«y=x—y i {xny=x—y

xvy=12 xvy=12
Baavy=420 o 4y TN
x+y=180
x>y>20 :

—~

Soit(a:b;c:d)e (Z')‘ telque: anb=cnd=1
Montrer que: (ac)n(bd)=(anb)(bnc)

3 %
1) Montrer que les plans % et @ se coupent selon une

3) En déduire que: § = {(l:ﬁ) 5 (2-1)}

gun[u;f’::r';:a’;p;;;](: (Z} tel que : ad ~ b oy

Montrer que: (ap+ bg) ~(cp+ dg )= p ng

Suit{.r;p:r,f:rf] e(N' )Javec X
1) Montrer que sid / p alurs(.r" - |)di‘v'i5e(xv 2
2) a) Montrer que si p A q = d alors il exiStem%E
(min)€ N* avecmp —ng =d.
b) En déduire que si p A g = d , alorsiil existe
couple(m;n) € N’ tel que : :
(X )= (" - 1)x’ =x* -

3) Déduire de ce qui précéde que :
(.r""’ - I)A (.'r""’ = l) =x‘ -]

Soita et b deux entiers naturels non nuls.

1) Montrer que :
(anb)+(avb)=a+b C::(af'b et b."a)
(az+ab+b3)n(ab)=(a:\b]z

a /b < alb

2) a) Montrer I'équivalence :

b) En déduire que : (‘v'r (S Q') r‘eZorel

On considére 'ensemble :
§={(x;y)eN* /2" ~3" =1}
1) Montrer que: (2;1)e S et (1;0)e§ "..!
2) Soit (x;y) e N* tel que : (x;y)i!{(l;ﬂ') ; |
On suppose que y > 2,
a) Montrer que: (x;y)e§=2" =1 [9]
b) Montrer que; 2* =] [9]= x=0]6]

o
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Goit p un nombre premier.

1) a) On suppose dans cette question quep > 5.
Montrer que p° =1 [3] et2” =2 [3]puis en
déduire que p° + 27 n'est pas premier.

b) Montrer que si p: +2” est premier alors p =3,

>y Montrer que si p divise 2” + lalors p=3,

: 2) a) vérifier que pour tout x e N§* :
b) Montrer que si la somme des diviseurs positifs

du nombre p° estun carré parfait alors p=3.

Déterminer les entiers naturels a, b et ¢ tels que :
anb=12
brc=18
at+b+ec=102

—k
On considére dans Z*I'équation : (1) x* +5y% =22
1)Onposed = x A y.
Montrer que l'on peut restreindre la résolution de
I'équation(1)ad =1.
2)Onposed = (z - x)A(z+x).
Montrerque: d=1o0u d=2
3) Montrer que sid =1, alors il existe(u ;v) e Ztel
que: uetvimpairs et y=uv et Su’+1v: =z,
#) Montrer que si y = 2, alors il existe (u; v)eZ’tel

que: wetvimpairs et y=2uv et 5u> +v* =z,
5) Résoudre dans Z° I'équation (1) .

Soit (x; ) € N* tel que : xyf(x’ + —3')
Montrer que x est un carré parfait.

.EQ\ : ]

(24 + x) < 4(1+x+x? 4 x* +x')<(2x +.v:+2)2

EXERCICES ET PROBLEMES

—~ -

o 3 2 ]
.‘}mt(r;.l']e Ztelque: x+y =y,

1) On suppose que xy # 0,
a) Montrer que y divise x.
b) On pose : x = dy . Etablir que y divise d .
¢) En déduire qu'il existe & € Z " tel que :

y=2a+l et x= 2(:(2(1 £ 1)1

2 i

2) Résoudre dans Z’ I'équation : x + Yy o=y

1) Soit p et g deux éléments de Z" tels que p A g = 1.

a) Montrer que pour tout (a;b) € Z*, le systéme :

(S):{"‘E“ 7]

x=b[q]
admet au moins une solution dans Z .

b) Montrer que si x et x" sont deux solutions de(S),

alors:  x=x"[pqg]
¢) Soit.x, une solution particuliére de (S}

Résoudre dansZ .
2) Application :
Résoudre dans Z les systémes suivants : (n> 2)

SR Y

x= []l] A’ES[H+I]

RS

Soit(a;b:c;H)E(N')itel que: anb=1etab=c".
Montrer que : (3(a;ﬂ)ENI) s a=a ot b=g"

D e

Résoudre dans Z les systemes de congruence :

Sx=7 [11] x=1 [6]
(8):47x=11[5) ; (8:):{x=3 [10]
llx=5 [7] x=7 [15]
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2 EXERCICES ET PROBLEMES

@——— sous laforme: p =4k +3aveck e |y

On considére le polyng 2) En déduire de ce qui précéde que la Suite ny,
- ynome : :
que (4,; e I)mEN contient une infinité deg

P(x)=16x" — 205 —8x +3 Oomh
remiers.
On suppose que P admet une racine dans Q" que I'on . -
m
g ‘"_avec_. meZ et neN' et man=1.
On considére la suite (u, ) définie par :
l)Montrerque: mi{3 et n/le —0 ety =1
2) Soitac Z,. {"”h 3 : _2 -
L U,,, =3, — =<l VYneN)
a) Démm'ner un pOIynélnthei quE E i el % ( N)lJ

1) Calculer les termes i, , s , Uy, usetu,,

(vxe R) P(x)-P(a)= (x=a)Q(x)

2) Montrer que: (V7 eN) ., =2u 4] : ;
b) Vérifier que : ,,ZQ(EJ cZ
n

eten déduirew,,, A, .
©) Montrer que : (- an)an=1 3) a) Montrer que pour toutn € N : u_

4 i " i+l )
3) Bn déduire que (1~ an) divise P(a). e e nit i el
en i ler.

b) Vérifier que pour tout (n;p) eN?.

Sﬂﬁpe N". On pose :

l | | um-p ;—up (up +1)+Hp
S=(2p=1) +(2p+1)" +(2p+3)

etendéduireque: u,  Au, =u

o Dose que S = xxxx dans le systéme décimal.

) Soit(a:b N Y o facte
12p(p+1)=11(xT01-1) o) soit(aib) € (N°)" etrlereste

lidienne de aparb .
En déduire de la propriété (1

d) Calculer u,gq A1y, .
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E’fss PREPARER AUX DEVOIRs
-‘__\

—=

Les parties A). B), ). D) et E) sont indépendantes.
partie A
1) a) Montrer que pour toutne N°* .
(2n+1)An=1 et (2n+1)An? =1
b) En déduire que si(7;d) € N* x N te que d
divise 2n+1alorsd An® =1.
2) péterminer I'ensemble des entiers naturels s tels
que: (27+1)A5=5
3) a) Montrer que pour tout n € N* .
n*(n® + l)x\(2n+ 1)=(2n+ )AS
b) En déduire I'ensemble des entiers naturels ntels
que: n:(.!::+l)z\(2n+l)=i
1) Résoudre dans Z~ I'équation : 11y — 7y =10
2) Résoudre dans Z les systémes suivants :

(sl):{ﬁsm -(Sz):{”'s[?]

z==5[11] °
3) Résoudre dans Z 'équation: z* =25 [77]
1) Soit(m;n) e N* xN'tel que: man=1
a) Montrer que : 2m’ +n* = 0[5]
| b) En déduire que : (2.«:'1'2 +n2)z\5 =1

2) On considére dans R I'équation ( £ ) suivante :
(E): 2 +x-5=0
a) Montrer que(E)admet une unique solution o

dansRetque: l<a <2.

b) On suppose que: o = M avec m etn des entiers
n

naturels prersiers entiers eux.

EXERCICES ET PROBLEMES

Vérifier que : (Zm" Fn' )m Sn’ puis montrer

que: m=25

¢) En déduire que ¢ est irrationnel.

Partie D ;

1) Démonlrerque. pour toutnne N, 2" — 1 est un
multiple de 7,
En déduire que 2" — 2 est un multiple de 7 et que
2% _ 4 estun multiple de 7.

2) Déterminer les restes de la division euclidienne par

7 des puissances de 2 .
3) Pour tout p € N, on considére le nombre :
A, =2 + 2P 4P
a) Si p = 3n, quel est le reste de la division euclidien-
nede 4, par7 ?
b) Démontrer que si p = 3n+1, alors 7/ p.
c) Etudier le cas ot p = 31+ 2.

4) On considére les nombres a etb écrits dans le systéme
binaire :

a=1001001000 @ et b=1000100010000 @)
a) Vérifier que ces deux nombres sont de la forme A

b) aetb sont-ils divisibles par 7 ? Justifier.
Partie E ; (Codage Affine)
On numérise les lettres de I'alphabet par:
A=0, B=1, .., Z=25
On code ces lettres grace 2 la fonction :
f(x) =17x+22 [26]
1) Coder les mots suivants :
«ARITHMETIQUE » et « FERMAT »
2) Déterminer la fonction /' de décodage.
3) Décoder les mots suivants :
«OAYRC» et « GAUSS» et « ELMOFIDE »
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EXERCICES ET PROBLEMES

Les parties A), B), C) , D) et E) sont indépendantes.

Partie A :

Soitne N,onpose: d=(n’ F1)Aa(n+1)

en.

1) a) Déterminer le nombre & suivant la parite d

b) Montrer que pour touts € |

n'est pas un carré parfait.
2) Soita, b et nsont des entiers naturels non nuls et
telsque: anb=1 et a(n: 4 l) = b’ (-'H‘ I]
a) Montrerque: anb’ =letasnetbsn.
b) Montrer que : (n: +1)A(n+1)=2
) Onpose: n* +1=2p et n+l=2¢
avec: (p;g)eN"xN" et prg=1
Montrerque: a=gq etb’ =p
d)Onpose: b=a+1.
Calculera,bet n.

PartieB:

1) Montrer que 163 est un nombre premier.
2) On considére dans Z’ I'équation (E) suivante :
(E) :13x-162y =1
a) Déterminer une solution particuliére de ( E )
b) Résoudre dans Z’ I'équation ().
3) On considére dans Z le systeme (S ) suivant :

(S) :{xsa []3]

5 ;b ZI
xsb[162] o (4:8) €

a) Vérifier que le nombre x, = 325b — 324a est une

solution du systéeme ().
b) Montrer que: () <> x = x, [2106]
c) Résoudre dans Z le systeme (S )dans le cas ol

a=2eth=3.
4) Soitx € Z tel que: x*° =3 []63]

a) Montrer que : x 7163 =1 puis que x =3"[163].
b) En déduire que: x”* =3 [163] <> x=3" [163]

S— "

N* le nombren + |

partie G J

Sl oty dauix nombres premiers positifs disllnq,'
Soi

1} a) Montrer que: p'' =1[q] et ¢ =) (7]

gl p=1 =
b) Montrer que: P +q7 =l [W]

En déduire que I’équation d'inconnue
)i (p7 40 )5 pav e alpg

et pas de solution dansZ’.
anp=1et ang=]

c)

n'adm
2) Soita € 7, tel que:

—1)a-1) —
a) Montrer qué: d =] [pq].

b) En aéduire que 274" —1 est divisible par433

partie D

Soit 1 un entier naturel supérieur ou egal a 2,

1) Montrer que m” et m— 1 sont premiers entre gy,
2) On considére dans 77 I'équation suivante ;
(D)) mx+(m-1)y=1
Montrer que 'ensemble des solutions de(Em)&:
§.= {(km—k+l;—km: _m—l)kaZ}

3) Dans cette question, on pose : m=7.
a) Vérifier que le couple(49;—400)est une solution

de I'équation (£, ).
b) Montrer que 401 est un nombre premier.
c) En déduire en utilisant le théoréme de Fermat
que:  2011° =2011[401]
PartieE:

Soitn € Ntel quen = 9. On considére les nombres:

a=1680(n} et b:zszw

1) Montrerque: n+2/b et n+2/a
2) On pose : a=2_1m et ,8.:1_4{”} et d=anp

a) Montrer que d divise 7. 1
b) Montrer que: 7/(n—3) = (7/a et 7/f)

3) Montrer que: (2n+1)An=1
4) Déterminer a A b selon les valeurs de I'entier
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Les parties A), B), €), D) et E) sont indépendantes.

partie A
' ]
routneN' —{1) ,on pose: g, =22

]1
1)a) On pose d= [r:‘ - l] An+ l)
Montrer queé d=(n+ I)-"‘ 2 puis déterminer Jes

valeurs de d selon la parité de 'entier n

b) Existe-t-il des valeurs den pour lesquelles a_est

n+1

un entier naturel ?
¢) Quelles sont les valeurs de 7 pour lesquelles a
est une fraction irréductible. :
2) On suppose dans cette question que @, est un nom-
bre décimal, c'est-a-dire que :

a(ﬂ':ﬁ)e N? / a, =rga
107

a) Soit p un entier premier positif tel que p / n +1.
Montrerque: p=35 ou p=2.
b) En déduire que @, est un nombre décimal si, et

seulement si:

(3(p;q)e Nz) ai=
Partie B:

Dans le systéme de numération de basen (n=6),0n

(2”><5"—1)3—1
28 57

considére les nombres: a =2310, et b= ﬁ{nj‘
1) a) Montrer que 2n + 1divise aeth.
b) On pose : d = a A b.Montrer que d=2n+1ou
d = 2(2n+1)selon la parité de nombre 1.

2) On prend n = 6. Résoudre dans 7 I'équation :
ax + by =-26

PartieC:
On considére dans Z 'équation:: (E ):23x-47y=1

1) a) Vérifier que I'équation (E )admet au moins une

solution dans 7’ puis la résoudre.
b) Déterminer tous les entiers relatifs N vérifiant:

{Nsl [23]

N=2[47]

EXERCICES ET PROBLEMES

2) a) Résoudre dans Z/47Z V'équation : X* = 1.

b) Montrer que pour tout x € {1;2;...;46; :
¥ =-1[47] ou x”=1[47]

c) Montrer que : 46! = 46 [4'}1

3) Montrer que le reste de la division euclidienne de
nombre 2°" par1081est]1.
Partie D ;
Dans le plan muni d’un repére orthonormé, on con-
sidere le point M, (cos, ; sinc, ) tel que :

T Snmw
e 2 Tavec e N

L)
1) Soit(n; p) e N’ tel quen 2 p.

Montrer que les points M, et M, sont confondus si,

et seulement si : 12 divise (71— p)<

2) On considére dans Z* 'équation : (E):12x—5y= 3

a) Résoudre I'équation (E).

b) En déduire I'ensemble des entiers naturels ntels
les points M, appartiennent a la demi-droite [Ox).
(Demi-axe des abscisses positives)

PartieE:

Soita et b deux entiers relatifs non nuls.

1) Montrer que: anb=1= a,«[b(a+b):| =1

2) On considére dans (N' )2 I'équation (E ) suivante :
(E): ¥ +y* +xp-31x=0

Soit(x; y) une solution de(E)etonpose: d =XAy.

a) Montrer qu'il existe un couple(a ;b) e (N' )2 tel
que:  a(31-da)=bd(a+b)
b) En déduire que a divise d.
3) a) Montrer qu'il existec € N tel que :
o(a® +b* +ab)=31
b) En déduire que ¢ = 14
4) En déduire les solutions de I'équation(E).
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EXERCICES ET PROBLEMES

‘@M%

On Conside

Partie A .
1) Vérifie

S DEVOIRE D>

re dans N* I'équation - (E): x4y =22 Les questions suivantes sont indé

Pendangg, .

Qi) Quel est le reste de la divisjon euclidjgp.

rque(0:0:0) (3 ! Idlenned
que (0;0; ( ].(k‘l4:5)vl (5:12;13)sont

solutions de I"équation (E).

2) $ni
2) Soit(u;v) e N tel quew <y,

(111} -
nombre 5 par7?

Qz) Montrer que 100" ~ 100 est divisibje pary T
Q3) Démontrer que pour tout » ¢ N*, 52 ~2my

pis Al B . divisible par 7.
VoS duv; ut 4y ]est une solu-

tion de I'équation (E).

3 - S (N =
) Montrer quesi(x;y;z)est solution de( £ )alors

Montrer que (u .

Q4) Calculer le reste de la division eu-::Iidim.".w_‘de
353" parl3.

(7x;my: nz)

Dans cette partie, on veyt résoudre I'équation ( E)

Qs) Calculer selon les valeurs de & N, le reste g
est aussi soluti T o N , s b,
ution de (_E]OU neN, division euclidienne de 7 parl9,

Q) On considére le nombre N définje par :

N = abcdabed | (c.-a-d. : écriten b
dans I'ensemble ( N* )". (19) ase 10)

Montrer que N est divisible par73.
Soit(x; y

:Z) une solution de I'équation(E).

Qs) Déterminer les entiers naturels ntels que
On pose : XAVAZ=4d

n+17
n+4
Qs) Déterminer les entiers naturels n tels que:

eZ
1) Montrer qu’on peut restreindre I'étudea d =1.

Dans tout ce qui suit, (X; ;z) est une solution de(E)

telleque: xA ynz=] n +2n+2

n+3

eN
Z) Montrer que : XAY=yAz=zAx=]
Q9) On pose pour tout (m;n) e N* ;
(2n)! (2m)!
n!m!(m+n)!

3) Montrer que x et y ont des parités distinctes et que
le nombre z est impair. u(n; m) =
On suppose dans ce qui suit que z etx sont impairs,

Y estpairetonpose: &=(z—-x)A(z+x)

a) Montrer que pour tout (m;n) e N? :

4) Montrer que sic’ =abet anb =1 alors :
(B(a:ﬁ)eNz) [ar:a'zct b="7% &t aAﬂ=l]
5) a) Montrerque: & =2
b) En déduire qu'il existe (u;v) € N*tel que :

z+x=2u’

u(n+lsm)+u(nym+1)= 4u(nym)

b) En utilisant un raisonnement par ré

surm, montrer que pour tout (m;n)eN*:
u(nym)eN

Qu0) Déterminer Max sin ( 2° ) , ot le nombre.

neN

exprimé en degré. Lss
Qu1) Trouver tous les couples d'entiers (-’G;ﬂ‘sf

z—x=2v’ puisque y=2uv

unv=1

¢) En déduire que :
(Jlr;y;.z)-—»(u2 —v?: 2uviu® +v2)
d) Donner les solutions de I'équation (£).

telsque: (xv p)+11(xAy)=203
Qi2) Résoudre dans N I'équation suivante .
3x + xy + 4y’ =349
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On se propose de démontrer le théoréme d’Euler, pu-
blié en 1761 par le mathématicien Leonard Euler.

Ce théoréme est une genéralisation du petit théoréme
de Fermat (qui ne traite que le cas ol 1 est un nombre

prpnli(_‘r}'
[l s’énonce de la facon suivante :

ol p: N* — N désigne la fonction indicatric-
soit(ain) € (N7) -

On note :
« ¢, la fonction indicatrice d'Euler, la fonction

@: N — N°, définie par : @(n)= Card(4)
ol: A= {meN' /m<n et mAn=1}.
om,m, .., o(n) les éléments de 4.

etr, Iy, -~ Ty, leurs restes respectifs par la
division euclidienne parn.
1) a) Calculer:

* 9(1).2(2),@(p)si p est un nombre premier.

. gp(pxq), ol p et p sont des nombres
premiers distincts.

= .«p(p"),ot‘lp un nombre premieret k € N,
b) Démontrer que : p premier <> ¢(p)=p-1
¢) Soit(u;v) € N* x N*. Montrer que :
unv=1=@(uxv)=p(u)xe(v)
d) Soitne N* —{1} et n= p/* x pj* x...x pj* sa

décomposition en produits de facteurs premiers.
Montrer que :

X 1 1
¢(n)=n|1-— [I--—]..{]-—-'J
( ) [ -P;) P Py
e) Calculer 9(3240).
2)SiaAn =1, montrer que les nombres?, 1y, .., I,

sont distincts, compris entreletn—1 et tous

3) En déduire que :

4) Etablir que pour tout (a;n) e ([\!' )

5) Applications a I'algorithme RSA :

e d'Euler.

EXERCICES ET PROBLEMES
premiers avecn

M X m, X...xXxm. Al

puisque: a”" =1 [n]

aan=1= g =1 {u]

Soit p et ¢ deux nombres premiers distincts et supé-
rieurs ou égales a 3. On pose : n = pyq .
Soit/m un entier vérifiant: 0 = m < n.

a) Montrer qu'il existe au moins un entier e premier
avec(p—1)(g —1)et vérifiant :
l<e<(p-1)(g-1)
b) Montrer qu'il existe un unique entier ¢ vérifiant :
ed =1 [(p—l)(q—]]] etl<ed<(p-1)(g-1)

¢) Montrer que: m™ =m [n)]

6) Mise en ceuvre de 'algorithme RSA :

Le résultat de la question précédente a un intérét cry-
ptographique. A priori, il permet de crypter les nom-
bres entre O etn—1.

Le chiffrement se fait en élevant a la puissance ¢ :
fin—on'

Le déchiffrement en portant a la puissance d :
g:n—n'

En effet, si un message en clair est n, le message chi-

ffré est f(n)et commeg(f(n)) = n, on le déchiffre
grace a la fonction g .

En 1977, Ronalt Rivest, Adi Shamir et Leonard
Adleman ont remarqué qu’on disposait ainsi d'une
méthode de chiffrement dont la clé était distincte de
celle de déchiffrement. Elle est aujourd'hui appelée
RSA en hommage a se inventeurs.
Voici une application pratique :

* Rachid choisit secrétement deux trés grands nom-

bres premiers p etg et publie: n= pxgq

* 1l choisit un exposant public convenable e (petit en
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EXERCICES ET PROBLEMES

e —
Bénéral, souvent égala 3, . |

pour simplifier les

calculs), Les parties A), B) et C) sont indépendanm
* ll caleule l'exposant secret ¢ par inversion Partie A: Autour du théoréme de Wilsop

Modulaire, 1) Soit p un nombre premier et x yp entier
: l"’: :":S“SE a transmettre est découpé en entiers Démontrer 'équivalence :

* Ahmed calcule ' =m" et i [p] <::>(x§ | [p] -

envoie I'entier codé a

Rachid. 2) On dit qu'un entier naturel x est inversip,
* Rachid décode m' par: p s'il existe un entier naturel y tel que
(m)' = (m' )d =m“ =m [n] y estappelé un inverse de x.
un éventuel attaquant indiscret peut capter le mes- a) Montrer que tous les éléments de |'e,

Sage codé m’ mai il ne peut calculer, en un temps : A={1;2;.; p -1} sont inversibles m

raisonnable, I'exposant de décodaged .

que leur inverse est unique dans 4 .
2) On donne p = 41 etg =53. Calculernetp(n).

b) Quels sont les éléments qui sont leur p,

b) Montrer quee =1427 est premier avec o( n)en inverse ?

utilisant I'algorithme d'Euclide. ¢) En déduire que : |
©) En déduire I'exposant secretd . p estun nombre premier <> ( p—ll
ﬂc‘?dﬂ: puis décoder I'entier 666 par l'algorithme Ceci constitue le théoréme de Wilson.

~ RSA. _Partie B: Les nombres parfaits

| p— — - Un nombre entier naturel non nul est
" égal 21a somme de ses diviseurs stricter
~ (autre que lui-méme). Ainsi 6 est
} diviseurs stricts de 6 sontl,2 et

e est un code alpha-
13 chiffres qui
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I,/;rntmamaux EXAMENS 0 = [2[115]
et | 4) Montrer que: x=1050 [2015].

L ——

On considére dans Z° I'équation suivante :
[E'} :143x-195y =52

Soit nun entier naturel non nul. On pose :
bo=2x10" +1 et ¢, =2x10"—1

1)a) péterminer le plus grand commun diviseur des

nombres 143 et195 et en déduire que I'équation D) dédui les
? g 2 puis en déduire que
(E] admet des solutions dans 7" . 1) Montrer que b, Ac, =¢, AZPL
1:—1 : : entiers b, etc, sont premiers entre eux.
b) Sachant que (—1;— )est une solution particuliére . S
x. ;v )deZ" vérifiant I'égalite .
de(E), résoudre dans 7’ I'équation (£)en indi- 2) Trouver un couple(x,; ¥, )

bn "rFI + Cnyn = ]

quant les étapes de la résolution.
2) Soit 7 un entier naturel non nul et premier avecs.

Montrer que pour toutk e N : n* =1 [5] )

3) Soit x et y deux entiers naturels non nuls tels que : 1) On considére dans Z’ I'équation ( £') suivante :
x=y [4] 195¢-232y=1
a) Montrer que pour toutn e N* ; pn* =p’ [5] ; a) Déterminer le plus grand commun diviseur des

entiers | 95et 232,

b) Montrer que I'ensemble des solutions de ( E) est:
S ={(163+232k;137 +195k )/ k € Z§

¢) Trouver I'unique entier naturel d vérifiant :

b) En déduire que pour toutn e N* : »* = p»* [I(}] _
4) Soit x et y deux entiers naturels tels que le couple

(x;) soit solution de I'équation ( E).

Montrer que pour toutn € N', les nombres n* et n” 0<d <232 et 195d=1 [332]

ont le méme chiffre d'unité dans le systéme de nu- %) Montrer quele iombre 233 est premier.

mération décimal.
3) On désigne par A l'ensemble des entiers naturels

_ compris « au sens large » entre Det232 .

On considére I'application f définie de 4 dans A4

Soitx un entier relatif tel que : x'* =1436 [2015] Coitime sult:

1) Sachant que 1436 x1051—2015x 749 =1, montrer Pour touta € A4, f(a) est le reste de la division euc-
1436 et 2015 sont premiers entre eux. lidienne de nombre a'** par233.

2) Soitd un diviseur commun des nombres x et 2015, a) Montrer que pour tout (a:b) e A” :
a) Montrer que d divise 1436, Jila)= f(B)=a=b

b) En déduire que x et 2015 sont premiers entre eux.
3) a) En utilisant le théoréme de Fermat, montrer que : Déteril f oy
rminer aen fonction de
440 _ 440 40 :
K =1[5] et ¥’ E 1 [13] et X =1[31] c) En déduire que I'application f est bijective puis
(remarquer que : 2015 =5x13x13) déterminer sa bijection réciproque.

b) Montrer que x'* ﬂl[ﬁ]mm'dédulre;;ue ; _

b) Soit(a;b) € 4 tel que f(a) =b.
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> 2 EXERCICES ET PROBLEMES

*—_— On pose: x+ y = 173k avec k c

On considére dans (N ): I'équation ( £ ) suivante :
(E): x*(x*+ 7)=y(2x+y)
Soit(x:y) e (N' ]teté' =XA y.0n pose:

x=da et y=4ab

1) Vérifier que : k(x—-_y)l_,_(k_

2) Montrer que k = 1 puis résoudr

R LIE AT A ey
¥ AT IS -
=

1) On suppose que (x:1) est une solution de(E).

1) Résoudre dans Z’ 'équation : (
a) Vérifier que : a’(ﬁ’a2+?)=b(2a+b) :

2) Soitn un entier naturel non nul

b) En déduire qu'il existe un entier naturel & tel a) Montrer que le couple (14ﬂ +3::
que: 6°a 1= kb et 2045 ke .
. Ry tion de I'équation (£),
| . b) En déduire que les nomb
d) En déduire que : 2 i
¢ uire que : 1(a".=+l] =67 +8. sont premiers entre eux.
2) Résoudre dans (N") réquation (E). 3)Soitd = (2n+1)A(21n+4).

a) Montrer qued =l ou d =13,
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1) Soitmun entier naturel.
a) Montrer que sinestimpairalors: n® = [E]
b) Montrer que simest pair alors :
n 50[8] ou n' =1 [3]
2) Soita ,b etc des entiers naturels impaires,

a) Montrer que le nombre a® + b + ¢? n’est pas un
carré parfait (c'est-a-dire, n'est pas un carré d'un
entier naturel.

b) Montrer que : 2(ab+bc +ac) =6 [8].
(on pourra remarquer que :

(a+,§,+¢-)2 =a’ +b* +¢ +2ab +2ac + 2bc)

¢) En déduire que 2(ab + ac + bc) n’est pas un carré '@ ' - 4

parfait.
d) Montrer queab + ac + bc n’est pas un carré
parfait.

1) a) Vérifier que 503 n'est pas un entier premier.

b) Montrer que : 7% =1 [503]
puis en déduire que : 7°® =1[503]
2) On considére dans Z I'équation ( E) suivante :
(E)49x—6y=1
Sachant que le couple(1;8) est solution de(£),
résoudre dans Z’ I'équation ( E ) en indiquant les
étapes de la résolution.
3)Onpose: N=1+7+7 +.+7"
a) Montrer que le couple ('Im; N ) est une solution
de I'équation (E).
b) Montrer que: N =0[4] et N=0 [503]
¢) En déduire que N est divisible par 2012.

EXERCICES ET PROBLEMES

2

Soit N I'entier naturel exprimé dans le systéme de
numération décimal par :
N=111...11}
N———

2000 fois
le chiffre |

1) Montrer que N est divisible parl 1.
2) a) Vérifier que le nombre 2011 est premier et que :
10 —1=9N
b) Montrer que 201 1 divise 9N .
¢) En déduire que 201 1 divise 9V .
3) Montrer que le nombre N est divisible par 22121.
" Examen National 2011 (Session Normale)

Partie A

Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 5.

1) Montrer que p° = [3]
2) a) En utilisant la parité du nombre p , montrer qu'il

existe un entier naturel g tel que :
p—1=4g(g+1)
b) En déduire que: p° =1[8].
3) Montrer que: p’ =1 [24I
PartieB :

Soitaun entier naturel premier avec le nombre 24 .
1) Montrer que : a’ =1 [24].

2) Existe-t-il des entiers naturels a,, a,,.., a,, tels que :
al +a; +..+ay = 23997 et a; A 24 =1 pour tout

entierk € {1;2;...;23} ?

Pour tout entier x supérieur ou égale a 2, abe . désigne

I'écriture du nombre" abc" dans le systéme de numéra-
tion a base x.
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2 EXERCICES ET PROBLEMES

3) Soit x un entier relatif tel que pg divise y _
1) On considre dans 7, I'équation ( E ) suivante :

(E): (.\-+l): =945y
a) Soit (X v) une solution de 'équation (E).

Montrer que x est solution du systéme

4) En déduire I'ensemble solution dy syst
5) Résoudre dans 7 le systéme suivant :
Montrer que: x=1[5] ou x=2[9] x=1[8]
b) Résoudre I'équation (E).
2) Montrer que pour tout k € 7 :
(SK* + 4k —1) A (Sk +1) = (k-3) A8
3) Résoudre dans N’ le systeme () suivant:

1) Déterminer les entiers naturels m tels qu

121,=59, m +1=0[5]
(S): xAny=8 2) Soit p un nombre premier tel que ;

x=1[3] p=3+4k avec keN

et soitn € N tel que: n +150[p1 -,.I

a) Vérifier que : (M2 )hu — p]_

Soitxun entier naturel vérifiant: 10 =2 [19]

1)a) Vérifier que: 10* =1 [19] c) En déduire que : (nJl ):m =1{p] ;

b) Montrer que n et p sont premiers

d) En déduire de ce qui préci
entier naturel vérifiant :

b Montrerque: 10" =1[19]
: Plus gran cumm‘u_n%diuiseur.dex+l-et18.

.
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EXERCICES ET PROBLEMES 2

On considére dans N* x N I'équation :
(E): % (x+ ) =" (=)’

1) Soit (X3 v) une solution de ( E) - On pose ;

1)Onpose: a=pn et b=p(n-1)
ol peN'et neN" —{l}.
Montrer que: anb=a-b

d=xAy ; X=ad 2) Montrer que sia et b sont des entiers naturels non

V y:bd

2 2 nuls vérifiant I'égalité a A b = a — b, alors il existe
a) Vérifier que: db*(a-b) =(a+ b)a? B

) En déduire que: b =1 (pin)eN'telque: a=pn et b=p(n-1).
b) En tb=1.
3) Application :

Montrerque: a =1 et (a—1)divi :
g { ) WISE(GH]' Puurtnut(:c;y}e(N') , 0N pose : a=40.1:(3y+2].
d) En déduireque: a=2 ou a=3

b=15x(8y+5 —24x(5v+3).
2) Résoudre da“SN'XN'l'éqUaﬁon(g). x( y+ }et c 'c( y )

T
i s

a) Déterminer: anb et bac.
b) Vérifierque: anbac=x.

e

@ e —————————

On considére dans Z° I'équation ( £ ) suivante :
(E): 16x—5y =65
On désigne par § I'ensemble solution de ( E) -

On considére dans Z” I'équation suivante :
(E): 35u-96v=1

1) Vérifier que le couple(11;4)est une solution parti-

culiére de I'équation (E).
1) Montrer que si(x;y) € Salors: x=0 [5].
2) En déduire I'ensemble solution de I'équation (E).
Partie B:

On considére dans N* I'équation: (F) : x** =2[97]

2) Résoudre dans Z’ |'équation ( £).
3) Soit(x;y)e S.Onpose:d=xnAy.
a) Déterminer les valeurs possible de I'entierd .

1) Seit xune solution'de l'equatinn(F) ; b) Déterminer les éléments (x;.}’) de S vérifiantd = 5.

a) Montrer que le nombre 97 est premier et que les

4) Soit N = abc ,, un entier naturel écrit dans le syste-
entiers x et97 sont premiers entre eux.

o me de numération décimale (aveca # O eth = 0), -
b) Montrerque: x =1 [9'}'] '

On pose: R(N) =Em}.

a) Montrer que siR(N) = 4N —9alors ;
133a+10b=32c +3
puis en déduire quea = | .

' ¢)Montrerque: x=2" [97]

2) Montrer que si un entier naturel x vérifie la relation
x=2"" [97], alors x est une solution de ( F).

3) Montrer que I'ensemble solution de I'équation ( F)
est I'ensemble des entiers naturels qui s'écrivent
sous la forme 11+ 97k aveck € N.

b) Déterminer les entiers naturels N tels que :
R(N)=4N-9
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Les probabilités sont aujourdhui lune des bran-
‘ches les pius imporfantes et les plus pointues des
: Pouﬁant c'est en charchanf & BLAISE

PASCAL
(1623 - 1662)
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ACTIVITES PREPARATOIRES 3

o- : __,.__.{ RAPPELS

E——
d et?
{_Sans utiliser la calculatrice, déterminer les valeurs nu mériques de ce qui suit :
3 Cy ReweE. .. om [ | 0 6
Cio ' il ('3“3“ ! C;'_'I i A-p i A;mr. ; As AI!’
2. Soit 7 un entier naturel non nul. Simplifier les expressions suivantes :

¢ v GG o

TREASE A, W T A AT

my Tirage simultane :

| pans une urne, on dépose huit boules blanches, six boules noires et quatre boules rouges.
On tire simultanément trois boules de I'urne. Combien y a-t-il de maniéres de tirer :
I 1 Aucune boule noire ?

2 Exactement une boule noire ?
3. Exactement deux boules noires ?

4, Trois boules noires ?

5. Trois boules de couleurs différentes deux 3 deux ?
) Tirage successif avec remise :
On considére un sac contenant 4 jetons numérotés de 1 a 4. On tire successivement et avec remise 3 jetons du
sac afin de former un nombre de trois chiffres.
1. Combien de nombres différents peut-on obtenir ?
2. Combien de nombres différents peut-on obtenir dans chacun des cas suivants :
a) Le nombre obtenu est impair ?
b) Le nombre obtenu est pair ?

c) Le nombre obtenu est strictement inférieur 4 400 ?
D) Tirage successif sans remise :

Une entreprise comprend 35 employés dont 16 femmes et 19 hommes. On élit un bureau composé d’un président,
d'un vice-président et d'un trésorier. Les postes sont non cumulables.
1. Quel est le nombre de bureaux possibles ?
2. Quel est le nombre de bureaux

a) ol le vice-président est une femme ?

b) oli le président et le trésorier sont des hommes ?

c) ol le président et le vice-président sont de sexes différents ?
E) Statistiques descriptives :

Le tableau ci-dessous présente la série de notes obtenues par 20 éléves dans un devoir de mathématiques :

5 7 10 13 16
i L 2 8 6 3
Déterminer pour cette série statistique :

les aﬁ 5 lamyannaaﬁthméﬂqu&i i lavariancev ; I'écart-typeo.
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On considére un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 6.
A) On lance le dé une seule fois dans I'air.
1. Avant que le dé se stabilise sur une table, conjecturer le résultat du jet
qui sera indiqué par la face supérieure du dé.
2. Toute expérimentation ou phénoméne conduisant A plusieurs résultats,
et pour lequel on ne peut pas savoir & priori le résultat qui se produira est
appelée une expérience aléatoire.
Ces différents résultats sont appelés issues (ou résultats, éventualités, possibilités...).
Décrire I'ensemble de toutes les issues possibles pour cette expérience aléatoire. On note Q) cet e
L'ensemble O est appelé 'univers de l'expérience aléatoire.
3. On considére la situation A : « obtenir un nombre pair ».
Conjecturer les éventualités vérifiées par A puis décrire A .
L'ensemble A est une partie de I'univers (2. On dit que A est un événement.
Définir les éventualités vérifiées par les événements suivants et décrire ces événements :
‘_:'-« Obtenir un nombre impair ».
":_ « Obtenir un nombre divisible par 3 ».

- Q"_I__thni_r._m;_numbre supérieur ou égal a 3 »,
ntenant le dé deux fois successivement et on note par le couple (a;b)chaque
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> On considere les

ACTIVITES PREPARATOIRES

evénements suivants :

« Obtenir exactement une boule verte » ; B : « Obtenir au moins une boule rouge »

i :

2) Décrire les événements A et B. Quel est le nombre d'éventualités vérifiées par A ?parB?

b) ON considére I'événement :
E : « Obtenir une boule verte et une boule rouge ».
» Décrire 'ensemble E puis écrire £ en fonction des événements A et B.

« Lorsqu'une éventualité est réalisée a la fois par A et B,

peut-on dire que I'événement £ est réalisé ?

¢) On considére I'événement :
F : « Obtenir deux boules rouges ou de couleurs différentes ».
« Décrire I'ensemble F puis écrire F en fonction des événements A et B .

» Lorsqu’une éventualité est réalisée par 4 ou B ou les deux 4 la fois,

peut-on dire que I'événement E est réalisé ?

d) Lorsqu'une éventualité ne réalise pas I'événement 4, on dit alors que

révénement A (événement contraire de A ) est réalisé. Autrement dit :

L'événement contraire d'un événement 4, noté A, est I'événement
constitué par tous les éventualités qui ne sont pas dans A4 .

= Ecrire une phrase traduisant la réalisation de I'événement A puis décrire cet événement.

= Ecrire une phrase traduisant la réalisation de I'événement B puis décrire cet événement.

Soit @ une éventualité de I'univers(.0Ona:
weAnBo (wedetoeB) ; weAUB & (wedouweB) ; wed=weA |
T . g, e e wtt g g = & !-

e S
— e

On lance 1000 fois une piéce de monnaie, [
et on obtient la distribution ci-contre : PILE FACE .'
On souhaite savoir si les écarts entre les résultats obtenus et Fréquence | 0,528 | 0,472 '

le modéle d’équirépartition sont dus aux simples fluctuations
d'échantillonnage ou au fait que la piéce n'est pas bien équilibrée, ce qui voudrait alors dire que le modéle ,'

d'équirépartition est mal adapté a I'expérience étudiée.

A) Ecart entre la distribution des fréquences observées et la loi équirépartie :
Par analogie avec la formule qui permet de calculer en géométrie le carré de la distance entre deux points, on

mesure la carré de I'écart entre la distribution des fréquences observées {/:./;] etlaloi de probabilité équiré-
11 et 1Y
partie —;— 2 = - =
{z z}"“" & (ﬂ z)_ +[f’ zj
Calmﬂerd:h.
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B) Simulation la loi équirépartie :

T,
; ' équences /3 frpet {——
Comment évaluer, & partir de la valeur calculée dy, .| éloignement des fréq vAA {2 2} ?

de»?
A partir de quel seuil cette valeur sera-t-elle jugée « petite » 0l < grances

Pour répondre  ces questions, on simule un grand nombre de
fois une série de 1000 lancers d'une piéce bien équilibrée cton

calcule pour chaque série la valeur de d”’ correspondante.
2
On pourra alors regarder comment se situe la valeur de o,

par rapport  I'ensemble des valeurs de d” ainsi obtenues.

On réalise 200 simulations a l'aide du tableur Excel, on noterd

0 pour Pile et 1 pour Face. 3

1. Dans la cellule A1, saisir la formule =ENT(2*ALEA()). Cette cellule affichera donc 0 ou 1 de fa'l;'ou-.--"
Recopier la formule dans le domaine A1 :GR1000 pour simuler 200 fois une série de 1000 lancers

2. Dans la cellule A1003, saisir la formule SSOMME(AT:A1000)/1000 qui donne pour résulatla fréqu
Pile pour la 1% série. Dans la cellule A1004, saisir ~1-A1003 qui calcule la fréquence de Face et enf

'A1005, saisir =(Al ’

N

ﬁ}ﬁi qui donnera donc pour résultat la valeur de d* pour

série de 1000 lancers.
‘Recopier ces formules jusqu'a la colonne GR.

=MIN(A R1005) et dans la cellule B1007, saisir=
r terminer la feuille de calcul, dans la cellule C1007, saisir =CENTILE(A1005:GR1005;0,9)

A" i
‘v J_El ﬂ‘m L
0,497 0,488

=
a
[P0}
A=
5
o
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ACTIVITES PREPARATOIRES

] “-\ l“ St

D

Le jeu de Pile
_ltat qui se produira. Les résultats possibles s "appellent des issues. Ici, les issues sont « Pile » et « Face ».

estun : (e
ou Face exemple d'expérience aléatoire. Elle s'appelle ainsi car on ne peut pas prévoir le

ona vy aue lors du jeu de pile ou face, on n'obtenait pas forcément pile une fois sur deux, mais qu'en augmen-

nts uffisamment le nombre de lancers, la fréquence d’ apparition de « Pile » s'approche d’une valeur theorique.
ot valeur théorique s'appelle la probabilité de I eveénement « Pile », Cette pmbablllté vaut E
ésigne par E T'événement «la piece a indiqué Pile » et par F I'événement « la piéce a indiqué Face »,

d
giont |
= scritP(E )=— pour exprimer que la probabilité de I'événement « Pile » est égale a l _Onaaussi:P(F)= 5t |

#—-—-l HYPD‘I’HESE D'EQUIPROBABILITE _———

on considére un dé bien equilibré dont les faces sont numérotées de | 3 6.

puisque le dé est équilibre, alors toutes ses faces ont la méme chance d’apparition,

I .
.t cette chance vaut P On dit alors que la probabilité d’apparition de chaque face

o , et que I'hypothese d’équiprobabilité est bien vérifiée.

estp=
On peut généraliser la notion de probabilité sur un univers comme suit :

GENERALISATION \ :

@, } d'une |

On dit qu'on définit une probabilité P sur 'univers Q = {wJ M P

expérience aléatoire ayant un nombre fini d'éventualités :
» si 2 chaque éventualité @, on associe un nombre réel p, tel que tous

les nombres p,vérifient: 0<p <1 et > p =1

=l

« et si 3 chaque événement E est associe le nombre P( ) défini par :
P(E ) Z@,&ﬁ;ﬁ-ﬁm que la probabilité de chaque événement est la

On considére les événements suivants :

E, : « obtenir un nombre premier » : E, : « obtenir un diviseur du nombre 12 »

E, : « obtenir un nombre impair et différent de 1» .

1. En utilisant la définition ci-dessus, déterminer la probabilité de chacun des événements E,, E, et E,.

On note ces probabilités P(E; ), P(E; )et P(E)-

2.a) Comparer ces probabilités avec les fréquences des nombres premiers, les diviseurs de 12 et les nombres

impairs différents de 1.
b) Comparer (iard £ avec P(E,) dans chacun des cas suivants : | = l;

Card £2
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ACTIVITES PREPARATOIRES

£ CONDITIONNELLE e

PROBABILIT
A) Vers la notion de probabilité conditionnelle : sl S
< 13000 D/ | =2 13000 Dy

On a réalisé une enquéte auprés des employés

d'une société d'assurances. Les résultats sont Femmes 450 150
résentés i !

presentés dans le tableau ci-contre Hommes 500 300

1.U i@ o 16 e

On désigne au hasard une personne parmi les 1400
employés de la société, ce qui signifie que tous les
choix sont équiprobables, On considére les deux événements :

]

A : «la personne gagne moins de 13000 Dk par mois » B : «la personne est une femme » .

Calculer les probabilités des événements 4, Bet AN B.

2. D'autres expériences aléatoires :

a) On désigne maintenant au hasard une personne parmi les 600 employés féminines de la société,
On appelle U I'événement « L'employé gagne moins de 13000 DA par mois ».

Calculer la probabilité de 'événement U .
b) Enfin, dans une derniére situation, on désigne au hasard une personne parmi les 950 employés dont Je

salaire est strictement inférieur 213000 DA .
On appelle ¥ I'événement « La personne désignée est une femme ». Calculer la probabilité de ¥ .

En examinant la fagon dont les probabilités précédentes ont été calculées a partir des effectifs du tableay,

exprimer les probabilités des événements U etV en fonction de celles des événements 4, Bet A B.
B) Des arbres en probabilités :

Une urne contient quatre boules : une rouge, une verte, une bleue et une jaune.

On tire au hasard une boule, on note sa couleur, on la remet dans I'urne, puis on tire une deuxiéme boule

et on note sa couleur.

a) Construire un arbre qui permet d’obtenir toutes les issues de l'expérience.

b) Calculer la probabilité d’obtenir exactement une boule verte.

2. Un arbre avec des probabilités conditionnelles : Fy, (M)=
Dans un magasin, deux tiroirs contiennent des ceintures, :
Le tiroir 1 contient deux ceintures noires et trois marrons, P(U,)=
le tiroir 2 contient trois ceintures noires et cing marrons. -
On choisit au hasard un tiroir, puis on tire une ceinture de A

ce tiroir, toujours au hasard.

On considére les événements suivants : :
ﬁg’,‘ : « La ceinture provient du tiroir 1 » . s
M : « La ceinture est marron »,

M

| Lo

| —
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ACTIVITES PREPARATOIRES

) yerifier que la probabilité de I'événement M sachant que I'événement U, est réalisé est égale a -

On reporte cette probabilité ainsi que celle de I'événement U, sur I'arbre ci-dessus.

. i t complé f - ,
) Reproduire et €0 ipléter cet arbre en indiquant sur chaque branche la probabilité qui convient

-

VARIABLE ALEATOIRE - LOI BINOMIALE —————————

on de variable aléatoire :

’3 il" i A £ 13 f3 ¥ r g
|éatoire consiste A lancer un dé équilibré deux fois de suite. Une issue de I'expérien
b sont des entiers compris.

ce est un

A) Vers la noti

Une expérience a

couple (4121"}0“ aest le numeéro obtenu au 1¢ lancer et b au 2éme, Les nombres d et
entre 1t 6.0N note (2 I'ensemble de toutes les issues possibles.

SoitS I'application qui associe a chaque issue (a;b) e O lasomme a + b des deux numéros obtenus.
. Quelle sontles valeurs possibles de la somme @ + b lorsque (a; b) parcourt I'ensemble €27

pans la suite, on désigne par S(Q) I'ensemble des valeurs prises par S .
5 pour toutk € S(€2), on note(§ = k)I'événement « la somme est égale a k ».

péterminer les probabilités p, = P(S = k) pour toutk € S(€).
On dit alorsqu’on a défini une loi de probabilité sur 2.

B) Laloi binomiale :
n tireur effectue des tirs i l'issue desquels la probabilité qu'il atteigne sa cible est p = i

U
re de succes

1. 0n suppose qu'’il fait deux tirs eton note X la variable aléatoire associant a cette épreuve le nomb

obtenus.

a) Quelles
b) Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X .

(On pourra s"aider d’un arbre pondéré et on désignera p
nombre de succés obtenus.

sont les valeurs prises par la variable aléatoire X 7
ar S les succes et E les échecs).

2. On suppose maintenant qu'il fait six tirs et on note Yle
On adonc Y(Q) = {0;1;2;3; 4;5; 6} _On voudrait calculer la prob

raisonner par un arbre ?
tre succés suivis de deux échecs.

cessairement dans cet ordre. Parmi les « mots » de six

abilité de l'événement(}’ =4).

a) Peut-on encore facilement
b) Calculer la probabilité qu’il commence par qua
¢) Mais les succes et les échecs n‘apparaissent pas né

lettres (avec ou sans sens) qui ne contiennent que

fois la lettre S 7

d) En déduire la probabilité de [événement (Y =4).
7 le nombre de succeés obtenus.

@ re=0-a1] (]

des S et des E , combien contiennent exactement quatre

3.0n suppose maintenant qu'il fait dix tirs et on note
Onaalors: Z(Q) = {0; I;...;10} . Montrer que pour toutk € Z
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€D LE JARGON DES PROBABILITES
1.1. EXPERIENCE ALEATOIRE - NOTION D’EVENEMENT

| Définition 1 F

Une expérience aléatoire (ou épreuve aléatoire) est une mise en ceuvre, dans des conditions biep gy
finies, d'un processus évolutif pour un systéme (matériel ou modele) dont I'état final est obse .
(expérience concréte) ou imaginable (expérience abstraite) mais imprévisible. Un tel état final est
appelé résultat de I'expérience aléatoire. _
L'ensemble des résultats possibles d'une expérience aléatoire est appelé univers (ou univers des
possibilités, ou ensemble fondamental), noté en général €.
Un élément de cet ensemble Q est appelé une issue ou une éventualité. Il est dit réalisé s'il est e
vement constaté lors d’un déroulement particulier de I'expérience aléatoire.

1) Le lancer d"un dé non truqué (ou non pipé) est une expérience aléatoire.

L'univers est : Q={1;2;3;4;5;6]

2) Le lancer de deux dés non truqués est une expérience aléatoire.
Un résultat est un couple d’éléments de {1,2,3,4,5, 6} - En effet, on suppose que ces dés sont discernab-

les. Cela signifie qu'on peut décider qu'un dé est le dé numéro 1 et l'autre le dé numéro 2.

L'univers est donc: () = {(:;) I<i<6etl<j<6 } . C’est un ensemble fini 236 éléments.

3) Le jeu « Pile ou Face » est une expérience aléatoire. L'univers Q dépend dans ce cas de la fagon dontle
Jeu est effectué. Voici quelques situations :

Situation 1 : On lance la piéce de monnaie une seule fois.

Ici : Q={P;F}
Situation 2 : On lance la piéce de monnaie deux fois de suite.
Ici : Qz{PP;PF;FP:FF}

4) Le tirage de p objets parmi n objets, est une expérience aléatoire, L'univers Q dépend du type dﬂM
Si, par exemple, le tirage effectué est simultané, alors I'univers Q) est I'ensemble des combinaisons de

objets choisi parmi 71 objets. Il y a dans ce cas C” possibilités, Par contre, Si le tirage effectué est

avec remise, alors I'univers € est'ensemble des arrangements avec répétitions de p objets che

parmi n objets, Il y a dans ce cas n” possibilités,

5) La mesure de la durée de vie d'une ampoule électrique est une expérience aléatoire.

Le résultat est un réel positif ou nul. L'univers est : Q = |0,
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On lance un dé cubique honnéte, puis un deuxiéme identique au premier, et on s
affichés. On a déja vu que ; n={(f,j).'l Sis6etl<j<6)

o Sion note AT'événement « Les deux dés affichent le méme numéro »,
A={(1):(2,2):(3,3)s (4.4):(5,5)1(6.6)}

« Sion note B I'événement « Le premier dé affiche le numéro »,
B={(00:(12):(1.3);(1,4); (15)5(16)

e Si on note Cl'événement « La somme des 2 numéros obtenus est4 »,

C={(1.3):(22):(3.1)
I'événement « Le produit des 2 numéros obtenus est |2 », alors :
D={(4,3);(2.6):(6,2);(3,4)}
e Si on note £ 'événement « Le produit des 2 numéros obtenus est 18 », alors :

E={(63)(36)}

e Si on note £ I'événement « La somme des 2 numéros obtenus est] », alors : |'
F=0

'intéresse aux numeros

alors :

alors :

alors :

«Sion note D
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1.2. OPERATIONS SUR LES EVENEMENTS

{ Définition 4 ' —~

SoitQ I'univers lié a une expérience aléatoire. A et B étant deux événements de Q) ,

* L'événement « A et B » est réalisé si, et seulement si, 4 et B sont réalisés au cours de |5 Méme
expérience. Cet événement est appelé |'intersection des événements A et B, et op Je note 4~ g
® L’'événement « 4 ou B » est réalisé si, et seulement si, I'un au moins des deux événements 4 ouB

est réalisé au cours de la méme expérience. Cet événement est appelé la réunion des événemenut-.

AetB,etonlenote AU B. l\i

* L'événement « non A » est réalisé si, et seulement si, A n'est pas réalisé. Cet événement est appeié !
I'événement contraire de A4, et on le note 4.

® On dit que les événements A et B sont in compatibles ou disjoints s'ils ne peuvent pas étre -Galise
simultanément. Donc, 4 et B sont incompatibles si, et seulement si, 4 N B = &

——

e P T T T

Diagramme de Venn

=

Pour bien comprendre les opérations sur les événements et ses propriétés, on utilise une création

mathématique intéressant qui s'appelle diagramme de Venn. Ce diagramme permet de représenter

sur une figure, un ensemble et certaines de ses parties. A titre d'exemple :

Q Q
A ’ B A ’ B

Représentationde 4 N B Représentationde 4 U B

Q

- T

Représentationde 4

1) n nsidére trois événements A, B et C' définis sur le méme univers Q) .
® L'événement « Parmi les trois événements 4, B et C, seul A est réalisé » est I'événement AN B
® L'événement « les trois événements A , B et C sont réalisés» est I'événement ANBNC.
® L’événement « A et C sont réalisés mais pas B » est 'événement A A B ~ C

® L'événement « Au moins I'un des trois événements est réalisé » est I'événement contraire de

nement « tous les événements sont réalisés ». On peut donc exprimer cet événement par
® L'événement « Au moins deux d’entre eux sont réalisés » signifie que soit exactement dt
sont réalisés, soit exactement les trois sont réalisés. On peut donc exprimer u‘:eté'i'élllx"ﬂ'lm‘;r
(ZanC)u(_Aerr\ U(4nBNC )
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES 3

2) Une urne contient8 boules : 3 vertes, 4 noires et une rouge.
on tire au hasard et simultanément trois boules de I'urne
et on considére les événements suivants :

A : « Obtenir trois boules noires »
B : « Obtenir trois boules vertes »

C : « Obtenir exactement une boule verte »

D : « Obtenir exactement une boule noire »
a) On consideére I'événement :

E : « Obtenir 3 boules de la méme couleur »
Obtenir 3 boules de la méme couleur correspond  I'obtention, soit de 3 boules noires, soit 3 boules
vertes. Par conséquent: £ = AUB.

b) On considere I'événement :

F : « Obtenir au plus deux boules vertes »,

L'événement F estI'événement contraire de I'événement B. Il s'ensuit donc: F =B
¢) On considére I'événement :
G : « Obtenir trois boules de couleurs deux a deux distinctes ».
Obtenir trois boules de couleurs deux 4 deux distinctes correspond a I'obtention d’une boule noire,
d'une boule rouge et d'une boule verte. Par suite: G =C D,
d) Les événements B et C sont incompatibles car ils ne peuvent pas étre réalisés en méme temps. On a

alors BN C =@, Par contre, les événements D et C sont compatibles.

| TABLEAU RECAPUTILATIF

Langage ensembliste Langage probabiliste Notation

Q= {(u, ,...,a),,} Univers des possibilités Q

Ensemble vide Evénement impossible %]

Evénement élémentaire {f“‘.}

Aestun événement AcQ

t I'événement « A ou B » C=A4AuUB

vénement « 4 et B » C=4AnB

nents A et B sont
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

1.0n considere ne urne contenant 5 boules blanches et 3 boules noires. 0

n tire sy CCessivemany
Femise quatre boules de I'urne.

a) Déterminer Je nombre des cas possibles.

b) Déterminer Jo nombre des cas possibles vérifiés par les événements suivants :
A:

« Obtenir quatre boules blanches » i B : «Obtenir au moins une boule
Cx

«Parmi les boules tirées, il y a deux boules blanches ».

2. Dans chacune des situations décrites en-dessous, énoncer I'événement contraire de I'événema-
a) Dans une classe, on choisit deux éléves au hasard :

A : « Les deux éléves sont des filles »
b) Au restaurant, Aicha prend un plat et un dessert :

C : « Aicha prend une viande et une glace »

©) A une loterie, Rachid acheéte trois billets :

D : «L'un des billets au moins est gagnant» ; £

: « Deux billets au maximum sont g
3.50it Q) un univers etsoient 4, B et C trois événements de Q) . |
Traduire en termes ensemblistes (en utilisant uniquement les symboles d'union, d'inte

Passage au complémentaire, ains; que 4, B etC) les événements suivants :
A : «Seul Aest réalisé »

1+

i 4, : « Aet Bsontréalisés, mais pasC »
A4, : «Les trois événements sont réalisés» ; 4,

« Un seul événement-se'pi.-od {
A; : « Aumoins 'un des trois événements se réalise,
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

1.3. SYSTEMES COMPLETS D’EVENEMENTS

Définition 5 & SR

Soit Q I'univers lié a une expérience aléatoire et 4., A

o A, des événements de Q.

On dit que A1 ' Az s A. forment un systdme complet d'événements lorsque les e e id
suivantes sont vérifiées :

eLes événements 4, 4, ..., 4 sont deux i deux incompatibles :

i V(i,j)e {1;2',...;;:}1 i#j>A4NnA =0 |
eLes événements 4, 4, ..., 4, sont complémentaires : dudu.ud, =Q. |

W

{Al A4, 4, A,,,AS forma un systéme complet d'événements de (2

e Pour tout événement non vide A deQ, les événements A et 4 forment un systéme complet

On lance quatre fois un dé non truqué. Pour chaque ke [I; 223 4} , on considére I'événement :

A, : «obtenir pour la premiére fois 6 au k-iéme lancer »
et E I'événement « n'obtenir aucun 6 a I'issue des quatre lancers ».
Les événements A, 4,, 4;, A, , E forment un systéme complet d'événements qui modélise I'information sur
le rang du premier 6.
Les événements A, et 4, (respectivement £ et E ) forment un systéme complet d'événements qui modélise

l'information sur le fait d’obtenir un 6 au premier lancer (respectivement sur le fait d’obtenir un 6 parmi les
quatre lancers).

Scanné avec CamScanner



@) PROBABILITE D'UN EVENEMENT
2.1. LOI DE PROBABILITE SUR UN ENSEMBLE FINI

i Définition 6 l far

SoitQ = {@,;®,;...;®, } un ensemble fini.

* Définir une loi de probabilité sur Q, cest attribuer a chaque éventualité @, un réel p, e [0;1]

telle sorte que : Zp, =p+p,t..tp, = ]

=1
On dit alors que la probabilité de I'événement élémentaire {“’a} est p;, eton écrit: P({a;}}}

e Etant donné un événement 4 = Q ,on définit alors la probabilité de A, eton nﬂteP(A) on
!’ la somme des probabilités des événements élémentaires qui constituent 4.

|

|

Le couple (Q;P ) est appelé un espace probabilisé fini.
— —_— ——

_p es |

1) Lors de lancement d'un dé cubique non truqué, on obtient Q2 = {1;2;3; 4;5;6} :

S —

Puisque toutes les faces ont la méme chance d'étre observées alors on peut définir une probabilité syr
1

Q comme suit : P({I}) = P({Z}) - P({ﬁ}) = =

Remarquons bien que toutes ces probabilités soient dans l'intervalle [0; l] etleur somme est égaleai,

Soit A I'événement « obtenir un nombre pair ». On a alors 4 = {2; 4; 6} , et donc la probabilité de :{ese%.
oAt e

P(4)=P({2})+ P({4})+ P({6}) =

6 2
2) On consideére une piéce de monnaie truquée de telle sorte que la probabilité d'apparition de Face « F»

est égale au double de celle d’apparition de Pile « P ». Calculons alors les probabilités des événen
A : « Obtenir Face » et B : «Obtenir Pile »

Ici 'univers est Q= {P;F} ;donc 4 et B sont les événements élémentaires constituant cetur

llen résulte alors : P(Q) = P(4) + P(B). Puisque P(4) = 2P(B)et P(Q)=lalors:

2 I
b (4)=5 e« P(8)=1
4
1. Un dé cubique truqué est tgl que la probabilité p, de sortie du numéro k est proportionnelle & %
On lance ce dé et on considére les événements :
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

2.On jette une piéce de monnaie équilibrée trois fois de suite.

a) Citer la liste de tous les résultats possibles en notant pour Pile et I pour face. (Exemple : PPF )

b) Donner la probabilité de chacun des événements suivants :

A : « Le tirage ne comporte que des Pilesy

| PropositibﬁZl S——

Soit Q l'univers lié a une expérience aléatoire, et P une probabilité définie sur €. Soit A et B deux
evénements de Q. On a alors les propriétés suivantes :

HP(Q)=1 et P()=0 et 0<P(4)<1.

B : « Le tirage comporte au moins une fois Face »

2) Si A et B sont incompatibles alors : P(AUB)=P(A)+ P(B).
3)P(4)=1-P(4) et P(BAA)=P(B)-P(B A).

En particulier, si 4 — Balors : P(BﬁZ):P(B)—P(A) et P(A)<P(B)
4)P(AV B)=P(4)+P(B)-P(ANB).

s

Preuve “

1) et 2) découlent immédiatement de la définition 5.

3) Les événements A et A sont incompatibles, donc : P(A4)+ P(Z) = P(A v Z) = P(Q)=1.Par suite:
P(4)=1-P(4)
Les événements B N Aet BN A sont incompatibles car (BN A)N (BN A)=Bn AN A=@,donc:
P(BnA)+P(BnA)=P((Bn4)u(Bn4))=P(Bn(4u4))=P(BNQ)=P(B)
Ce qui donne : P(B4)=P(B)-P(Bn 4)
SiAc BalorsBN A=A, cequidonne: P(BnA)=P(B)-P(4)
Signalons au passage que ce résultat montre le caractére croissant de la fonction “probabilité” .
4) Montrons maintenant 'égalité : P(4U B)=P(A4)+P(B)—P(ANB)
OnaduUB=A4 U(B M Z) et AN (B N Z) = (2 (faites un diagramme de Venn), par conséquent :

P(Au B) r p(A)+P(Bn Z) D’aprés 3), on en déduit que : P(Au B) = P(A) + P(B) - P(A r'\B)

En étudiant une population, on a remarqué que, durant un mois, 40% des individus sont allés au cinéma,

25% sont allés au théatre et12,5% sont allés au cinéma et au théatre. Calculons les probabilités que durant
un mois, un individu :

a) aille au cinéma ou au théitre ;

b) n'aille pas au cinéma ;
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¢) n'aille ni au cinéma, ni au thédtre ;

d) aille au cinéma mais pas au théitre.

Réponses ; ] |
: ‘ tre». On a alors :
Soit C I'événement « aller au cinéma » et 7' I'événement « aller au théatre». On
P(C)=04 ; P(T)=025 P(CNT)=0,125
£ . 1
e g,

a) La probabilité qu'un individu aille au cinéma ou au théatre es | 4
P(CUT)=P(C)+P(T)-P(CNT)=0,4+0,25-0,125=0,525 ; ¥

b) La probabilité qu'un individu n'aille pas au cinéma est:
P(C)=1-P(C)=1-0,4=0,6
¢) La probabilité qu'un individu n’aille ni au cinéma, ni au théatre est:

P(CNT)=P(CUT)=1-P(CUT)=1-0,525=0,475

d) La probabilité qu'un individu aille au cinéma mais pas au théatre est:

P(CAT)=P(C)-P(CAT)=0,525-0,25=0,275 Diagramme de Venn

* 31 étudient I'anglais, 24 |'espagnol et 17 I'allemand ;
* 12 étudient 2 la fois anglais et allemand ;

* 9 étudient espagnol et allemand ;

* 4 étudient les trois langues simultanément.

On choisit un éléve au hasard. Calculer les probabilités des événements suivants : '

A : « L'éleve étudie I'anglais et 'espagnol» ;B : « L'élove étudie I'anglais ou I'espagnol»

C : « L'éléve étudie uniquement I'allemand»
D : «L’éléve étudie I'allemand et I'anglais, mais pas I'espagnol»
E : «L'éléve étudie 'allemand ou I'anglais, mais pas |

espagnol» 1
2.50itQ un univers et p une probabilité définie sur Q :

On considére deux événements A et B tels que: P(A4 )
Calculer dans I'ordre que vous voule :

P(a?) s P(Zﬁﬁ) ; P(AHB)

3. Soit€2 un univers et p une probabilité dé T — '

F

Montrer la formule suiva
P(AUBUC)=P(4

| 5 3
=5 P(B)=— :P(AUB)=I.
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES 3

2.2. HYPOTHESE D’EQUIPROBABILITE

La définition 5 ci-dessus montre que pour () = {

m,,...,m"} ,la donnée de n nombres p, i € {I.Z,....HI.

associés a chacun des événements elémentaires parP[{m‘ ]) = p,tel que p, 2 0 et Z p, =1,suffita
=l

déterminer une probabilité p surQ). Ainsi, Ia probabilité d'un événement quelconque A de (2 est définie
comme la somme des probabilités de tous |es événements élémentaires qui y sont inclus.

Il y aun cas trés fréquent dans la pratique ol tous les événements élémentaires ont la méme probabilité,
ce qui correspond a la loi uniforme discréte définje par :

Pourtoutie{l,Z,...,n] LD o

Dans le langage des probabilités, on dit alors qu'il s'agit d’équiprobabilité.

Cette particularité est souvent sous-entendue ou précisée par l'affirmation

que les résultats de I'expérience sont obtenus au hasard. On obtient alors :

1 1 Card 4
PlA)= —=—xCard 4 =
( ) E" n CardQ

Ce résultat s'énonce souvent sous la forme de

(Remarquer bien que n = Card Q2 )

la régle énoncée par Laplace

au XVIII siécle : P(d)= nombre de cas favorables pour A
nombre de cas possibles
Un cas favorable étant un événement élémentaire qui réalise A . On est alors ramené a un simple probléme

de dénombrement (déja vu en 1% année du bac) . Mais il faut bien faire attention que cette régle ne s'appli-
que que dans le cas d’équiprobabilité.

@, ...;®, } lunivers lié & une expérience aléatoire, et P une probabilité définie sur Q.

uiprobabilit ue les probabilités c es événements élémentaires sont
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{ Remarques l

. »; « dé non pipé » , « piéce non try
* Si I'énoncé du probléme contient des phrases comme : € d Pl quée,

indiscernables au toucher », . £
« maniére équiprobable » , « tirage au hasard » , « boules it ) 8te, g

S la limite des pro .
signifie qu'il s'agit bien d'une équiprobabilité. Bien entendu, dans p Brammes, g,

e ; ion des problemes. Mais gj
s'intéresse de fagon générale  I'équiprobabilité dans la résolution des p ais si|

indique qu'il n'y a pas d'équiprobabilité, on aura besoin d’autres informations pour résoud
probléme.

} * Jusqu'a présent, pour calculer la probabilité d'un événement A, on peut envisager les s
suivantes : .
* Exprimer 4 en fonction d’événements de probabilités connues dans le langage des évé
* Modéliser 4 par une expression ensembliste. Cette traduction se fait en remplaca#t_:
par des « M », les « ou » par des « U » et les négations par des complémentaires ;

* Simplifier ou transformer I'expression obtenue grice au calcul ensembliste de fa

appliquer les formules des calculs des probabilités ; on pourra utiliser dans |
- les diagrammes ensemblistes,

1) On jette trois dés identiques numérotés de 1 a 6. Il y a équiprobabilité

des événements élémentaires de
I'ensemble fondamental Q = {1,2,3,4,5,6}

*la probabilité d'un événement quelconque 4 se calcule

by
donc par P(4) = gargg . En particulier :
ari

6 36
En effet, I'événement considéré est de la forme aaa, ou il y a six choix possibles pour le chiffreq.

6 1
a) La probabilité d'observer trois fois le méme chiffre est : =

b) La probabilité d’observer deux fois le méme chiffre et un autre différent est: 3 x S

— T —

En effet, il s'agit cette fois d’un événement de |a forme aab, avec six choix pour le Shiffre:i cing choix

pour b et trois possibilités pour la place du résultath . i

¢) La probabilité d'observer trois chiffres différents est : g xéjx . = % s
En effet, un résultat quelconque de |a forme abc correspond 3 une permutation de trois chiffres

choisis parmi six, :

2) Une urne contient deux boules blanches, tro

On suppose que ces boules sont indiscerna
Soit Q I'univers des possibles,

is boules rouges et cinq boules noires.

bles au toucher.,

a) On tire successivement et avec remis
QestI'ensemble des arrangements avecrépétitions de 3 hoy|es par les 10 boules.
Donc: CardQ =10° = 999 |

e trois boules de "urne,
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o La probabilité de I'événement 4

t « obtenir une boule de chaque couleur » est :
Card 4 3?[2\(?:&5)
PlAd)=———= M
( ) CardQ '_‘_I‘a;—-——— Par conséquent : P[ A‘) - % =0,18

e La probabilité de |'évé y \
I I'événement B : « obtenir au moins deux boules noires » est :

Cl x (5! ‘
p(B)~ B SR PLES)A S 3754125 _ |

CardQ 1o Parconséquent: P(B) o T

¢ La probabilité 'dyé . :
P de I'événement C : « obtenir des boules de méme couleur » est :

CadC 3’435
L) == : 274125 19
( CardQ 0 - Par conséquent : P(C)= T -
b) On tire successivement et sans remise trois boules de I'urne.
Qest'ensemble des arrangements sans répétitions de 3 boules par les 10 boules.

Donc: CardQ= 4} =720

» La probabilité de I'événement 4 : « obtenir une boule de chaque couleur » est :

Cardd 34 x A x !
P(4)= N Ve : _180 1
(4) Card Q) 20 . Par conséquent: P(A)= =i

* La probabilité de I'événement B : « obtenir au moins deux boules noires » est :
CardB  Cix A2 x Al + A e

= — 5 5 2 : _360 1
CardQ 720 . Par conséquent: P(B)= e

3) Dans un lot de 20 yaourts, il y en a 3 qui ont dépassé la date de péremption. On extrait au hasard et

P(B)=

simultanément 4 yaourts. Calculons la probabilité de I'événement :

E : «un seul de ces yaourts ait dépassé la date de péremption ».

On choisit I'univers QQ = { combinaisons de 4 yaourts parmi 20 } .Donc:

CardQ = C;; = 4845

" CardQ 4845 19

4) On apprend que 18 personnes se sont présentées a une collecte de sang. Il y avait onze personnes du i
groupe O, quatre personnes du groupe A, deux personnes du groupe B et un personne du groupe AB.
A l'issue de la collecte, on préléve au hasard 3 flacons parmi les 18 flacons obtenus.

Cl 3 .
Comme le tirage est simultané, on en déduit que: P(E)= Sl B Gl & .|

Don du wng,
Don de Vie.

Calculons la probabilité de chacun des événements suivants :

L'événement E : « Les sangs des 3 flacons appartiennent au méme groupe »,
L'événement I : « Parmi les 3 flacons prélevés, il y a au moins 1 flacon contenant du sang du groupe A »
L'événement G : « Les sangs des 3 flacons appartiennent a 3 groupes différents».

Réponses :

L'expérience étant le prélévement de 3 flacons parmi 18, I'univers des possibles Q a pour cardinal : |

Card(Q)=Cyy =816 |
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3 CONNAISSANCES FONDAMENTALES

cl+Ci _169
La probabilité de I'événement £ est P(E)= F_E;_IE. - 816
c, 364 _ 452 _113

La probabilité de I'événement F est: P(F)=1-51-=1"316 816 204~

1Ix4x2+|fx4xi+lIx2x1+4x2x]
La probabilité de I'événement (5 est : P(G)-“ 216

P |
1. On compose au hasard un numéro de téléphone a 10 chiffres.

a) Quelle est la probabilité que tous les chiffres soient distincts ?

b) Quelle est la probabilité qu'il commence par 01 7
rment une suite strictement croissante 7

c) Quelle est la probabilité que ses chiffres fo
2. Un sac contient 10 jetons blancs, 6 jetons rouges et 4 jetons noirs.
a) On tire au hasard trois jetons successivement et avec remise.
Quel est I'événement le plus probable parmi les trois événements suivants ?
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&) PROBABILITE CONDITIONNEL 1 i
3.1. INTRODUCTION

pourquoi les probabilités conditionnelles ?

Les décisions dans la vie courante sont souvent in

fluencées ou conditi g ‘événe-
- . Y ¥ - itionnées par la survenue d’événe
ments extérieurs. L'influence de ces évéHaments p

sur d'autres événements ne peut souvent étre appré-
hendée que de fagon subjective, mais parfois cette inf]

uence peut étri shendée de fagon objective
par une mesure de probabilitg, p e appréhen ¢ j

Smlﬂz @@, 5...;@ 5 'un i il
12302550, | Punivers ié une experience aléatoire, et P une probabilité définie sur Q.
supposons que I'événemen
PP U A est réalisé, Sous | information « A est réalisé », un événement B est réalisé si

et seulement si 4 M B est ré
alisé. On dira que la probabilité que B est réalisé, sachant que A est réalisé est :

Card(AN B)
nombredecas favorablesa A~ g Card(A4n B) CardQ _ P(4nB)
nombredecas favorablesg 4 Cardd  Cardd P(A)

CardQ

econnait ; - ; ; :
Pourr re une hypothése de probabilité conditionnelle, on examine si la probabilité donnée est celle
d'un événement B sous la contrainte que I'événement A soit réalisé. Par exemple, dans un établissement

scolaire, la phrase « La probabilité qu'une fille soit de terminale bac sciences mathématiques vaut - », ne
correspond pas a une probabilité conditionnelle. Dans la phrase « Parmi les éléves de terminale bac, la pro-
babilité qu’une fille soit de terminale bac sciences mathématiques vaut 2 », o correspond a une probabi-

lité conditionnelle. Voici deux autres exemples concrets pour bien comprendre :

Exemple 1 :

On lance une fois un dé cubique parfait dont les faces sont numérotées de 1 3 6.

Soit A I'événement : « on obtient un nombre inférieur ou égal 35 » et B I'événement : « on obtient un
nombre supérieur ou égala3 ».

Supposons que |'on sache que A est réalisé. Le résultat du lancer est donc un élément @ de {l, 2,3,4, 5}

etilya5 cas possibles. L'événement B est réalisé signifie que » € {3,4, 5}.1ly adonc 3 cas favorables

pour que B soit réalisé. La probabilité que B soit réalisé sachant que A I'est est %

P(ANB)

Or,ona: P(A)z-;-et P(,an}:%.DnnC: P (‘4)

Exemple 2 :

Une pisciculture dispose de deux bassins notés B, et B, . Le bassin B, contient 5 poissons dont 3 truites

.
5

et 2 carpes, et B, contient 10 poissons dont 7 truites et 2 carpes. On extrait au hasard un poisson.

, 3
La probabilité d'obtenir une truite sachant qu'elle provient de B, estg =0,6.
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| Définition 8 l
. svénement tel que P( 4) =
Soit P une probabilité définie sur un univers €2, et soit. A un evé we R4S
P(ANB)
Pour tout événement B, on pose: P, (B)= W_

conditionnel sachant A

P (B) s'appelle « la probabilité de B sachant que A est réalisé » ou « la probabilité de B s3 1ant,

Ou encore « la probabilité de B conditionnellement a A ».

\—I Remarﬂues l e —

- *Laprobabilité 2 ( B ] de B sachant 4 est a bien distinguer de la probabilité de I'intersectiop
|

etde 4 égale a P(A N B) . En effet dans le calcul de la probabilité P, ( B ) » TIOUS Supposons i

citement que I'événement A est réalisé tandis que dans le calcul de la probabilité P(A NAB
cherchons la probabilité de I'événement (AetB)oul'événement 4 n'est pas a prioriré
® Aulieu de P, ( B) , 0N note aussiP(B / A). Cette notation préte a confession. La raison en

qu’elle donne a penser qu'il existe un événement conditionnel « B / A » dont on calculer
babilité. Il n’existe pas d'événements conditionnels, mais seulement des probabilités
nelles, c'est-a-dire d’autres probabilités sur I'espace probabilisable.

e de connaitre £, (A) pour calculer P, (B).En effet, onala relation

rmule est connue sous le nom « Formule de & ay

-

On considére deux urnes dont les contenus sont les suivants -
U, : 2 boules blanches et 3 boules noires

U, : 4 boules blanches et 2 boules noires.
On choisit une urne au hasard puis on y tire une boule, Calculons |

U, sachant que la boule tirée est blanche.
Notons les événements ;
(]1 : « labou

a probabilité que I'on ait ch
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES 3

pour le calcul de P(B), on peut faire un arbre ge probabilité
Voici un arbre pondéré modélisant situation étudjge |

3
5

1. 2 &5
: P(B)==x—+4—; _.=_8_
Ona () 27s 2x3 T b U, . .
Il s'ensuit donc: 3 3
| 3 B
, P(U, =
ﬂ;{{"1)=8,(3)x"—(—12=_2.x_3_=_3_ —1- U!
P(B) 5 873 2

o
3

utes les propriétés d'une probabilité.
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2) Une maladie affecte 3% d'une population. Un test sanguin UELBEiE
cette maladie avec une probabilité de 0,98 chez un malade mais
ilindique a tort 3 4% des personnes saines qu'elles sont malades.
On prend une personne au hasard ayant subi le test.

on peut schematiser ces données par l'arbre pondére suivant :

M :Lapersonne est malade I
0,98

T : Le test est positif

0,02 T

0,96 T

0,04
a) La probabilité que la personne soit malade et que le test soit positif est :
P(TnM)=P(M).P, (T)=0,03x0,98 =0,0294
b) La probabilité que la personne soit malade et que le test soit négatif est :
P(T nM)=P(M).R, (T)=0,03x0,02 = 0,0006
c) La probabilité que la personne soit en bonne santé et que le test soit négatif est :
P(T nM)=P(M).P,(T)=0,97x0,96 = 0,9312
d) La probabilité que la personne soit en bonne santé et que le test soit positif est :
P(T nM)=P(M).P; (T)=0,97x0,04 = 0,0388
e) La probabilité que le test soit positif est :
P(T)=P(TnM)+P(T nM)=0,0682
f) La probabilité que la personne soit malade sachant que le test est positif est :

p(m)=240), 5, (1) 14 1

P(T) 341 3
1. Le gérant d’'un magasin d'informatique a regu un lot de boites de CD-ROM.

5% des boftes sont abimées. Le gérant estime que :

* 60% des boites abimées contiennent au moins un CD-ROM défectueux.

» 98% des boites non abimées ne contiennent aucun CD-ROM défectueux.

Un client achéte une boite du lot. On désigne par Aet B les événements suivants :

A :«Laboiteestabimée» ; B :«Laboite achetée contient au moins un CD-ROM défect »

a) Donner les probabilités suivantes: P(4) ; P(4) ; P,(D) ; P.(D) ; P,(D) i
b) Le client constate qu'un des CD-ROM acheté est défectueux.

Quelle est la probabilité pour qu'il ait acheté une boite abimée ?
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2.Un employ¢ se rend a son travail. S'il est a 'heure, il prend le bus de ramassage gratuit mis 3 disposition
par 'entreprise, s'ilesten retard il prend le bus de la ville et il lui en cotite 15D/ .

P
si I'employé esta I'heure un jour donné, la probabilité qu'il soit en retard le lendemain est 3 s'il est en

retard un jour donné, la probabilité qu'il soit en retard le lendemain EStZLO .

pour tout entier”? 21, on appelle R, I'événement : « L'employé est en retard le jour 71 »
onpose: P,=P(R) . g, =P(§,,) D =0
a) Déterminer les probabilités conditionnelles P, (R, )etP, (R,., ).

b) En utilisant la formule des probabilités composées, déterminer P(R,,, N R,)en fonction de p,.

n+l
etP ( R.NR, ) en fonction de ¢, .

¢) En déduire que pour toutn e N : Poa =l_ip ’
afi B

=1
d) Montrer par récurrence que pour toutn € N* : p, = %[1 = [-%] J puis d«éi:f.-rrn1'11erm]_i‘r}rl“o Jitie

3.3. FORMULE DES PROBABILITES TOTALES

- Proposition 5

<.y 4, ) un systéme complet d'événe-
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d'obtenir Pile, Pour cela, considérons les événements :
P : « obtenir Pile » ot 7' : « la piece est truquée »

i 3 1
Selon les données de I'exemple : P(T)= P{T}=5 ' Pr(*p)'—"g - PF(F)=‘£

D'aprés la formule des probabilités totales (on PC"-“'I"El dessiner un arbre pondéré), on a ajo
1 M
P(P)=P(T)B (P)+P(T)F(P)=7 ; %xf‘ﬁ
2) Une urne A contient 5 boules rouges et 2 boules blanches et une urne B contient 3 boules
les blanches. On lance un dé équilibré :
* Si on obtient 1 ou 2, on tire une boule dans 'urne 4.
* Si on obtient 3, 4, 5 ou 6, on tire une boule dans I'urne B.
Calculons la probabilité d’obtenir une boule rouge.
Pour cela, considérons les événements :
D : «obtenir1ou2» et R : «la boule tirée est rouge »
Selon les données de 'exemple : P(D) =% ; P(D) =-§* i P(R) =‘,'§‘ P
D'aprés la formule des probabilités totales (on pourra dessiner un arbre pondéré),

S 2 I gl
P(R)=P(D)P,(R p}_)p_g=__ e
(R)= (D)2, (R)+ P(D) 1, (R) =13 22 =1
étude statistique sur un feu tricolore montre que :
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@ L'INDEPENDANCE

4.1. INDEPENDANCE DES Evin

Définition9 ... — EMENTS
Soit {’ une probabilité définie gy un unlversr;_ .y
On dit que deux événements 4 et B de () sopy ir;dépendants siona
F P(AﬁB)=P(A)><P(B) o Bi(A)=P(4) o P, (B)=P(B)

* Les trois égalltés Citées d 4 e ———
ans la définition 9 Ci-dessus sont équivalentes, 4 conditions bien stir que

ui est souvent dans la pratique. Ainsi, si P(A) #0,

*L'indépendance n'est en général pa
. dela mndélisatlomprobahiltste d'

 quedeux événements sont indép

5 démqnﬁ'ahle. Elle constitue un choix (ou une conséquence)
un phénomeéne aléatoire. Lorsqu'il est demandé de démontrer

endants, c'est parce qu'il existe déja une h; i
; o . = ypothése d'indépen-
dance (éventuellement dissimulée) parmi les données du probléme.
~ eLorsque lfénnnﬁéﬂjl'l{prﬁhl

- Alwdl ma@gﬁﬁfﬂwﬁﬁﬁﬁﬁWE??‘ tirage avec remise dans une urne » ,
« lancers succ e pi e

- I'in lance est claire,

1) On lance deux dés non truqués. On considére les événements :

A : « Le premier dé donne un numéro pair» et B :«le deuxiéme dé donne 3 »
Le nombre de résultats possibles est: CardQ =6 =36

Cadd 36 2
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|

- ents A et B sont indépend
Enfin, et puisque P(\“f A R‘) " ‘p(,ﬂ w p(B) E les événem P ants, :
2) Une urne contient 13 boules dont 6 noires, 3 blanches et 4 rouges. On tire au hasard et Simultapg 9. i
4 boules de I'urne. On considére les événements :

4 : «<on obtient deux boules blanches » et B :«on obtient deux boules rouges » ! B

4 ’
Le nombre de résultats possibles est : CardQ =C}; =715 .0na AL

.P(‘{]:Cﬂfd,4_(1_$xc1ln_:';l = P(B):CaTdBZC;XCJ_:z]ﬁ I‘I
GG T 7150 143 CardQ) 715" 745 -||

< P{AﬁB)=Card[AﬁB)=C_;xC; _ 18
CardQ 715 715 |

S i
Comme P(4 N B)# P(A)x P(B) ,alors les événements A et B ne sont pas indépendants,

3) Une piéce de monnaie (truquée ou pas) est lancée deux fois de suite. L'univers estQ) = {PP;PF;'_ PR
On consideére les événements :

A : «les deux lancers ne donnent pas le méme résultat » et B : « le deuxiéme lancer

Tl 2001 :
= Si la piece est parfaitement équilibrée, alors : P(4) = e P(B)= e P(4nB)=

Ainsi, les événements 4 et B sont indépendants.

* Si la piece est truquée et qu'elle tombe sur pile avec une probabilité de% ,on obtient alors:
e : i s
P(4)=P({(P;F)})+P({(F;P)})= 4>< A

L ; L SR
P(B)=P({(F;F)})+P({(P;F)}) = e

P(40B)=P({(PiF)))=2x =2

Puisque P(A N B)# P(A)x P(B), alors les événements A et B ne sont pas indépendants.

1. Dans une université, une enquéte sur le tabagisme a donné les résultats suivants :
On choisit au hasard I'une des 1000 personnes interrogées,
On note A et B les événements :

A: « Enréponse a I'enquéte, la personne a déclaré étre du sexe féminin
B: « Enréponse al'enquéte, la personne a déclaré fumeur»
a) Aet B sont-ils indépendants ? tnsuﬁesrvou'e répanse.
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Hommes Femmes
'____‘_-———__

440

Non-fumeurs 110

- deux é i
2.Soient A et B eévénements indépendants d'un universQ), et P une probabilité définie sur€2.
Montrer les résultats suivants :

a) AetB sontindépendants, : b) A et B sont indépendants.

¢) A etB sontindépendants, i d)P(4nB)xP(AnB)=P(ANB)xP(4nB).

4.2. EPREUVES INDEPENDANTES - REPETITION D’UNE EPREUVE

| Définition 10 '—— S ————

Iy a répétition d’expériences identiques, lorsque la méme expérience aléatoire est répétée plusieurs

fois de suite. Ces expériences aléatoires successives sont indépendantes lorsque l'issue de I'une quel-
conque de ces expériences ne dépend pas de I'issue des autres expériences.

L T

s'intéresse au nombre de 6 obtenus.

2) On lance une piece de monnaie équilibrée 100 fois et on s'intéresse au nombre de fois ol la piéce re-
tombe sur pile.

Proposition 6

|

Soit A un événement de probabilité p lors d'une épreuve aléatoire, et soit 7 un entier naturel non nul.

i
|

Lorsqu’on répéte cette épreuve n fois de manieres identiques et indépendantes, alors la probabilité

que I'événement A soit réalisé k fois exactementeest: C* p* (1 p)™" ou k € {0;1;2;...3n}.

On lance 10 fois de suite un dé cubique bien équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et on

s'intéresse au nombre de 6 obtenus.

15
"La probabillté d’obtenir « le numéro 6 » 3 fois exactement est : Cl]D [E) [E) 3

P
* La probabilité de n'obtenir jamais « le numéro 6 » est: Cjy (E) (E) 2[3] :

1)(5Y
* La probabilité d’obtenir « le numéro 6 » une fois exactement est : C:., (E][E] ;
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G) LES VARIABLES ALEATOIRES
5.1. INTRODUCTION

La premiére question qu'on peut poser dans ce chapitre
\toires ?ﬁ lfuﬂl

associée aux différents résultats p .

est la suivante :

g e
servent-elles 7 »
« Pourquoi les variables alé:

enne
Le besoin de calculs, comme par exemple celui de la moy
t, symbolisé ou non par un nombre, soit mis sous for,

d'une épreuve aléatoire, impose que ce résulta
esque toujours, traduire par une valeur numérique |

numérique. C'est pourquoi on souhaitera pr

ment réalisé.

Pour un lancer de piéce de monnaie,
facet—> 1. Pour un lancer de dé, il y a un codage naturel puisque le résultata ici un caractére numériqy

facelt> 1,.., face6+> 6. Mais on peut bien siir envisager d'autres codages, comme par exemple note,

on peut retenir par exemple comme codage des résultats: p

0 tout résultat pair et par 1 tout résultat impair.
Bien entendu la valeur numérique associée i un résultat est arbitraire et correspond a un codage_ :

nements qui va se faire au moyen d'une certaine application, notée usuellement X, qui va assoc ler un

mbre a chaque événement élémentaire, soit :
X: Q>R

o X(w)=x

Le résultat @ ayant un caractére aléatoire, la valeur numérique X' (w] associée a aussi un carac

toire, Il serait donc intéressant de pouvoir calculer la probabilité que X prenne une certaine »

appartienne a un certain intervalle.

Pour pouvoir définir cette probabilité sur 'ensemble image X' (Q) < R, il faut pouvoir revenir
sur 'ensemble de départ puisque la probabilité est définie surQ. 1l va donc falloir imposer
condition 2 cette application qui sera alors appelée variable aléatoire.
i ement important que jouent les variables aléatoires est la modélisation d'un ¢

effet, si on considére une population Q sur laquelle est défini un earactérequan

Mfmﬂm‘dk% on mnmlt aussitot la valeur de x .

e
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« Noter bien qu’une variable aléatoire est une application définie sur €2 et non une variable

nun‘lérique'
o« Comme S est fini, il en est de méme de son image par I'application X . En notan

X (). on écrira d’habitude X (Q) = {x,;x,;...;x, } . Dans la plupart des exemples concrets,

t 1 le cardinal de

ona X (€) < Nou, plus rarement, X (Q) c Z.

» pour insister sur l'importance des valeurs prises par X et non sur les valeurs des antécédents,

l'événement{m eQ/X(w)= x} sera noté tout simplement (X = x)ou parfois [x= x].
De méme, les événements {a) eQ/ X (o)< x} d {a) cQ/x < X(w)< x} seront notés respec- ‘[
tivernent(X < x) et(x' < X x_) . J

|} Une urne contient 100 boules de différentes couleurs a savoir : 10 bleues, 10 rouges, 5 orange, 15 vertes,

20 noires, 40 marrons.
Expérience aléatoire : tirer une boule dans l'urne.

Résultat (a? € Q) : couleur de la boule extraite de 'urne.

Onadonc Q= {b,r,o,v,n,m} (La couleur est identifiée par sa premiére lettre).

A chaque élément @ € (), on associe un nombre qui représente un gain en DH, ce nombre est négatif s'il
s'agit d'une perte.
b+ X (b)=100 ;. re X(r)=300 ; o X (0)=-200

vi> X (v) =100 ;. n> X (n)=-200 ; me X(m)=50
La variable aléatoire X est bien définie comme une application de QdansR.
La variable aléatoire X peut prendre quatre valeurs :
x, =—200 ; %y =50 ; x, =100 : x, =300
Ces valeurs de X apparaissent de fagon aléatoire avec les expériences.
Les éléments « 0 » et « n» ontla méme image : X(o) = X(n) =-200
2) Un joueur lance deux dés dont les faces sont numérotées de 1 a 6.
Ona: Q= {(xl % ) [%,%, € 2 6}} et CardQ = 36. Considérons l'application X' qui a chaque
résultat possible de ces lancers associe la somme de chiffres apparus :
X:Q-oR, (x,%)0 X(x.x,)=x+x,

Alors X est une variable aléatoire surQ et X (Q) = {2,3,...,12} . Par exemple :

(X =5)={(x,%)eQ/x +x, = 5} ={(1,4),(2,3).(3,2),(4.1)}
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5.2. LOI DE POROBABILITE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE
Définition 12

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé fini (Q;P ) et X (.Q) son SUppory

On appelle loj de probabilité de X (ou loi de X ou distribution de X ) I'ensemble des COuples(
o : xeX(Q) et PJ=P(X="!)

R\-—_‘*\

€marque

xhpt}

-

o

En pratique, pour déterminer a loi de probabilité d'une variable aléatoire X', on détermine |og Valewr;
Yi susceptibles d'étre prises par X , puis les probabilités p, = P(X =x,).0n peut résumer o Tésultyy |

|
obtenus sous forme d'un tableau donnant les probabilités des différents éléments de I'ensemble ¥ (ﬂ} :|
!

X II X, e X, |

-p-! p‘l .pz A pn

1) Un dé cubique, non truqué et non standard, porte inscrits sur ses faces les nombres :
o MR e L L el e

Soit X' la variable aléatoire égale au numéro que ce dé affiche aprés un lancer. Ici Q = {_2; = 1;1;!;4}

et CardQ = 6. L'ensemble des valeurs prises par X est : X (Q)= {-2,1,4}.

Calculons maintenant les probabilités: P(X =-2) P(x=1) ; P(X =4)
Ona: P(X=—2}=§=% ; P(X=I)=%=—; ; p(X=4)=%
Lof de probabilité de &

¥, -2 1 4

12 % -;h .;_

) : rd

2) Un joueur joue a un jeu ol la probabilité de gagner est 0,32. S'il gagne, il regoit40DH , sinon il P¢ .
ki)

20DH . Soit G la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur (une perte est un gain néga
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péterminons la loi de probabilité de & :
paprés I'énoncé, on a G(Q) = {-20.40} .

La loi de probabilité de Gest:
P(G=-20)=1-032=0,68 et P(G=40)=0,32

3)Un marchand de glaces propose 9 parfums au choix pour les glaces en cornet.
Trois clients choisissent chacun un des parfums proposés.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de parfums différents choisis par les trois clients.

si on désigne par Q) I'univers des possibles, on obtient Card Q2 = 9° =729.
L'ensemble des valeurs prises par X est: X[Q) = {I' 213}

Calculons maintenant les probabilités :

P(X=1) : P(x=2) ; P(x=3)
ona: (X =1)= !(Pa?fﬁmf 1, parfum), parfum));...;( parfum9, parfum9, parfum9)|
Donc: P(X:]]=LZL
729 81
L'événement(X = 3}est constitué des arrangements de 3 parfums choisis parmi 9
3
Donc: P(X =1) =%= % .Puisqueona X (Q)= {1,2.3} alors :
56 1 24
PLXi=2)=1-PlX=1)—B(X=3)=1-———=—
(X =2) (P=O=RX =d=le e
Lof de probabilité de X
[ x; 1 2 3 =
T g 5
& 81 By ME]

4) Une urne contient quatre boules rouges et six boules blanches. On tire successivement et avec remise
deux boules de I'urne. On note X la variable aléatoire égale au nombre de boules rouges tirées.
Onaici X (€2)={0,1,2}. Onnote:

R I'événement « on obtient une boule rouge au premier tirage »
R, I'événement « on obtient une boule rouge au deuxiéme tirage »
Dans ce cas,ona:
(X=0)=RnR, ; (X= 1)=(R, AR)U(R NR,)

De plus, les événements R et R, sont indépendants. Donc :

i (X=2)=R R

P(X=0)=P(R NR,)= P(ﬁ,).P(ﬁz)zixizi
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On montre de méme que:

P{X:[):P(Elnkz)+ap(ﬂ|ﬁ§1} P(Xz'?]:-p(ﬁ’,r\ﬂz]
= P(R).P(R,)+ P(R).P(R,) =P(R).p(r))
S S & =, 4
10 10 1010 1010
1 2 A
e 25

X% 0 ' 1 2
9 12 4
= 25 25 25
1. Un dé cubique est truqué de sorte que la probabilité d’obtenir k e {l; 2;3;4; 5;6/ soit Proportions,

On note X la variable aléatoire correspondant au numéro obtenu, Déterminer Ia loj de X

2. On lance simultanément deux dés 4 6 faces. On appelle X la variable aléatoire ¢

méros obtenus et ¥ la variable aléatoire égale au maximum des nu méros obten
a) Déterminer la loi de probabilité de X .
b) Déterminer la loi de probabilité de ¥ .

- On tire 4 boules d'une urne contenant 3 boules blanches et 2 bo

gale 3|3 SOmMe degy,
us.

w

ules noires indiscernables au touchs
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules noires obtenues,

Dans chacun des cas suivants, déterminer la loi de probabilité de X ;
a) Si le tirage se fait successivement et avec remise,

e

b) Si le tirage se fait successivement et sans remise.

| 5.3. ESPERANCE MATHEMATIQUE - VARIANCE - ECART-TYPE
| ——i DéM’ i nl g J
i Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé finj (Q;P) telle que :

X(n) = {xl #xge:---rxq-.}.l G‘t pfﬂpcx = Ir)_ .pﬂur bt & {[' 2,"“ n}
[ On appelle espérance mathéma b

. L

| Interprétation de I'espérance mathématique

. : I
| L'espérance mathématique £(X ) est la moyenne des valeurs prises par la variable aleatmrex.p:;le
g ' dérées par la probabilité que X prenne cette valeur. Dans le cas oy E(X) =0, on ditquelava™

aléatoire X  est centrée.
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On notera que I'espérance ne dépend pas directement de la variable aléatoire mais seulement de sa loi.
Al'origine des probabilités, la quantité E (X ) a été introduite pour traduire la notion de gain moyen, ou

espérance de gain, la variable aléatoire X représentant la valeur du gain 4 un certain jeu. Dans un jeu au
WMI"'SWEE(X) =0, le jeu est dit équitable. En revanche, si £ (X ) < 0 le jeu est défavorable au
joueur. Pour les économistes et statisticiens, £ (X ) est souvent noté u oum . Bien que le terme de

moyenne soit communément employé pour désigner I'espérance mathématique, la signification n'est pas
|améme que la moyenne utilisée en statistique descriptive. Cette derniére se calcule avec des fréquences

ohservées.

1) Le tableau suivant présente la variable aléatoire X' égale au gain algébrique lors d’un jeu : (les valeurs

sont donnée en DH)
X, =200 50 100 300
P 0,25 0,40 0,25 0,10
L'espérance mathématique de X est:

E(X)=-200x0,25+50x0,40+100x0,25+300x 0,10 = 25 DH

Puisque ici E(X) > 0 alors le jeu est favorable pour le joueur.

2) Soitn € N*. On considére la variable aléatoire X' définie par :
X(©)={1,2,..,n} et pourtoutke X() B(X=%)= n(ii]) :

i 1
Calculons I'espérance mathématique E(X') : (On rappelle que Yk = n(n+ )6(2" +1) )
k=1
n n o 2k? 2 n 2 n(ﬂ+l)(2n+1] S
E(X)= = = - kl = b
( ) ;kﬁ(x k) gn(n-kl) n(n+1) = H(PH-I) 6 3

10N 14
4713 & R

X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé fini (Q; P )telle que::
X(Q) =[x, ¥unx,} €t p=P(X =x) pourtoutie{l,2,..n}
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Interprétation de la variance mathématique
La variance d'une variable aléatoire est toujours positive. C'est la moyenne des carrés de |a diqtdnu
valeurs de X" et l'espérance de .X . La variance est donc une mesure de la dispersion de X par nlppnn

E(X). Plus la variance est élevée, plus la dispersion est grande et plus les réalisations x de | Variap),

aléatoire X' sont dispersées.

Atitre d'exemple, considérons les deux variables aléatoires discrétes X' et} dont les lois de Probabijiy

sont données par les tableaux suivants :

1

P(X=x)

1 1 I
) e

g
4 yloa 2o

Un calcul élémentaire montre que les variables X et} ont méme espérance : E(X) = E(}') =45

11 3
Par contre, le calcul de la variance a I'aide de la définition ci-dessus donne : V[X] = ? et V (}) = f’_@?
4
Ces derniéres indiquent une dispersion de Y autour de sa moyenne beaucoup plus grande que celle de Y

Pour le calcul de la variance, la formule V(X) = Z P, (-‘-‘.— - E(X))3 est un peu lourde et aboutit parfys
i=l

des calculs compliqués. C'est pourquoi il est préférable d'utiliser la formule développée suivante nommge

« formule de Koenig »

——1 Proposition 7 F

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé fini (.Q.; P ) telle que :

X(Q) = {xl,xg,...,x"} et p=P(X =x‘) pour tout i € {],2,...,n}

On a alors la formule suivante dite « formule de Kuenig » i

¥(X)=E(x*)-(E(x))" ZP: ~(E(x))

Soitn € N*. On rappelle les sommes classiques :

ik="("+]) | Z’f n(n+1)(2n+1) ikj n(n+1)

= 2 6 i
On considére la variable aléatoire X' définie par:

X(Q) = {1,2,...,!1} et pourtoutk e X(Q)-P[X - k) _ 2k —1
Calculons E(X)et V(X) : n
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E(,\’)zg (X =k) 22“ L I ‘[ziﬁ—ik}

Onad'abord:

ponc: E(X):@E_";l_)_

2 z 4 n 3 _p2? " "
Ensuite : E(X')=;ﬁ'P(,\’=k)=ZZk 2"‘ =_|1‘[sz3_2*1)
3 &=l # 1 k=1 k=1

[l en résulte alors : E(_J{J):(”"'l)(:’(:?: +n—l)
n

D'od: V{X)=

E(X*)-(E(x)) = g !)(1?”;;;!12 ~5n-1)

A,Pour une demande aléatoire de x tonnes de denrées périssables, un grossiste commande y tonnes de |

denrées chaque jour avec y € {1,2,3,4,5,6}.

Soit X' la variable aléatoire « demande en tonnes » et sa loi de probabilité :

X

0

1

2

3

4

5

6

Pi

0,02

0,15

0,25

0,30

0,15

0,10

0,03

1.a) Calculer la probabilité que le grossiste vende moins de trois tonnes de denrées dans la journée.
b) Calculer le nombre moyen de tonnes vendues chaque jour.
c) Calculer I'écart-type de X'

2. Le grossiste gagne 5000 Dhs par tonne vendue et perd 2000 Dhs par tonne non vendue.
Soit la variable G, : {0, 1,2,3,4, 5,6} — R dont les valeurs sont égales au bénéfice

lorsque y tonnes sont commandées pour une journée.

a) Construire un tableau donnant les valeurs prises par G,
pour y € {1,2,..,6} ainsi que les probabilité associées.
b) Ca]culerE(Gy) pour y € {],2,..,6} .

Pour quelle valeur de y I'espérance de gain est maximale ?

B. On lance simultanément deux dés a 6 faces.
On appelle Z |a variable aléatoire égale a la valeur absolue de la différence des numéros obtenus.
1. Déterminer la loi de probabilité de Z .
2. Calculer L'espérance mathématique de Z .
3. En déduire la variance et I'écart-type de Z .
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5.4. FONCTION DE REPARTITION

= DéﬁEﬂoE 15 f ™

.j Soit X" une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé fini (Q;P ) |
La fonction F\ définie pour tout x € R par: My (.1') =P (X s x) )
- estappelée la fonction de répartition de X .

* L deéfinition 14 ci-dessus est justifiée car, pour tout réel x, (X < x)est un événement, don
peut calculer sa probabilité,

*La fonction de répartition F est définie sur R et non seulement sur le support X () (ensempje

X -2 -1 2 3
1 1 1 1
& 3 6 3 6

|

;

i Déterminons la fonction de répartition F, de la variable aléatoire X :

‘1 On a par définition, pour tout x € R E, (x) =P(X< x) .1l s’ensuit donc :

i SShx <2 E (i) =0 "Si2<x<3: Fx(x)=—;-+-‘l;+31=
1

o
6

_ 'Si—2$x<—]:Fx(x)=% “Sid<x: Fy(x)=1
;

| "Sl-1sx<2: F,(x)=

% % Représentation graphique de F,

: 3 | & 1 1
| Par suite, la fonction de répartition de X est donnée par :

Yé

ey | TR i I coam
~ 8l =25 x<-1 :

G| -
+

(0 si x<-2 ) s G _J

w
.’
j|
|

Fy(x)= 4= si ~1sx<2 L]

|

si 2<x<3

1
2
.
6
L

si x23
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1. Soit X' une variable aléatoire discréte ayant pour distribution de probabilité :

X 0 .| 2 3 4

P(X =x) 0,1 0,2 0,4 015 | 0,5

a) Vérifier que le tableau représente bien une distribution de probabilité. |
b) Calculer les probabilités suivantes: P(1< X <3) ; P(X22) ; Py (X=4). E
]

¢) Calculer I'espérance mathématique £ (X ) et I'écart-type D'(X ) .
d) Déterminer la fonction de répartition , de X puis tracer sa courbe.

2. On lance une piéce de monnaie 4 fois de suite. Soit .Y la variable aléatoire qui associe a chaque éventualité, l
le nombre de fois d'apparition de la face F . i
a) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X . |

b) Déterminer la fonction de répartition F, de X puis tracer sa courbe.
¢) Quelle est la probabilité d’obtenir la face F au plus trois fois 7

3. Dix chevaux, quatre blancs et six noirs entrent sur la piste d'un cirque un par un et au hasard.
On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de chevaux blancs précédant le premier cheval noir.

Préciser la loi de X puis déterminer la fonction de répartition F, de X et tracer son graphe.

(3» LA LO1 BINOMIALE |
SITUATION TYPE

Considérons une urne contenant un nombre fini de boules blanches et de boules noires supposées indiscer-
nables au toucher, la proportion des boules blanches dans l'urne étant p et la proportion de boules noires

e Ty T

=]1- p.Soit'expérience qui consiste 3 tirer 71 boules avec remise dans cette urne. On note X" le nombre

B i

q
de boules blanches obtenues.

Ona X(Q)= {0;1;...;n} et, pour toutk & X(Q):P(X=k)=Cip'(1- p)"" _En effet:
L'événement(X = k)est la réalisation disjointe des événements 4, :
«on a tiré des boules blanches aux tirages numéros i, , i, ... i, et des boules noires aux n — k autres tirages »

pourl <j <..<i, <n.Ona JF"(,-{,| o )= p*q"'* , car de les résultats des différents tirages sont indépen-

dants, et comme A‘l dyoy ©ST la réunion de C: événements (qui correspondent au nombre de fagons de choi-

siri,, i, ,...,i, dans {1;2;_,;;:} , c'est-a-dire les places des tirages donnant des boules blanches parmi les n tira-

ges), on obtient P(X = k)= e
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3

CONNAISSANCES FONDAMENTALES

i(Q;P ), etne N,
Soit X' une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé fini (€2; /)

On dit que X" suit la loi binomiale de paramétres 11 et p si on;&.f ik :
Y ( ﬂ) y {0;];“.’ "} et P( X =k)=C:p* (J. -pP ) pour tout k € X (Q)

' UL = —
*On a d'apres la formule du binéme :
3 P(X=k)=3C pg" = (p+q) =1" =1
=0 ol |

1) On lance 50fois, de maniére indépendante, une piéce truquée dont la probabilité d’obtenir face est,4.
eton note X la variable aléatoire égale au nombre de faces obtenues durant ces 50 lancers. Alors ¥
suit une loi binomiale de parameétres n=50et p = 0,4, Par conséquent :

X(Q)={0.1....50} et P(x=k)=ct (0.4)" (0,6)""

2) Une fabrique de microprocesseurs utilise un procédé qui produit en

moyenne 2% de piéces défectueuses, Toutes les deux heures, on choisit

au hasard et avec remise 50 piéces parmi les microprocesseurs produits.

Le nombre de piéces défectueuses trouvées est une variable aléatoire Y .

Déterminons la loi de la variable aléatoire X ;
Ona X(Q) = {0; I;..;SO} - On considére I'événement A : « |4 piéce est défectueuse ».

ParI'énoncé, X est égale au nombre de réalisations de I'événement 4 en 50 expériences indépendantes
On en déduit que X suit une loi binomiale de parameétres » = 50 et p = p(A) = ]__2_ =0,02. De plus,
On a pour tout k € X (Q): P(X=k)=ct (0,02)" (1 ~0,02)""

On adopte la régle de contréle de qualité suivante : | Production sera arrétée s I"échantillon contient

au moins 3 pieces défectueuses. Dans ce cas, la probabiljté que la production soit arrétée est donc:
P(X23)=1-P(Xx <3)= |=(P(X =0)+p(x = 1)+ P(x =2))

Par suite : P(X23)={),0792
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

3) A la livraison d'un nombre trés important de colis dont 1% sont
endommages, on préléve au hasard un échantillon de 50 colis.
On admet que 'on peut assimiler ce prélévement a 50 tirages
avec remise.

Soit ¥ la variable aléatoire égale au nombre de colis endommagés.

Ona Y(Q) = {09 L...SO} - On considére I'événement A4 : « le colis est endommagé ».

Par I'énoncé, Y est égale au nombre de réalisations de I'événement A en 50 expériences indépendantes

On en déduit que Y’ suit une loi binomiale de paramétres n = 50et p = P(4)= 100 =0,01.De plus:
50~k

Onapourtout k € ¥(Q): P(¥=k)=CL (0,01)" (1-0,01)

Considérons les événements :
E : « L’échantillon ne comporte aucun colis endommagé »
F' : « L'échantillon comporte un seul colis endommagé »

- L H . s ~
G : « L'échantillon comporte au moins deux colis endommagés»

Onaalors:
P(E)=P(X =0)=C5, x(0,01) x(0,99)"  doti P(E)=0,60

P(F)=P(X =1)=Cl, x(0,01) x(0,99)"  dou P(F)=0,31
P(G)=P(X 22)=1-P(X =0)-P(X =1) d'ot P(G)~0,09

Proposition 8

Si la variable aléatoire X suit la loi de Binomiale de parameétres n et p alors :
E(X)=np et V(X)=np(1-p)

—

Un sac contient 7 boules blanches et 3 boules noires. On tire une boule au hasard et on répéte I'opération

avec remise. Soit X le nombre de boules blanches obtenues en 6 tirages.

1. Préciser la loi de X . On donnera les valeurs prises par X et pour chacune de ces valeurs de P(X = k),

2. Calculer la probabilité d’obtenir :
a) 5 boules blanches en 6 tirages.
b) Au plus 4 boules blanches en 6 tirages.
¢) Ni plus de 5 boules ni moins de 2 boules en 6 tirages.

3. Déterminer |'espérance mathématique £ (X ) etla variance V' (X).
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r{,AI CALCUL DES PROBABILITES F x

Les questions suivantes sont indépendantes.
1) Soit 4 et B deux événements tels que: P(A4)=0,6 et P(B)=03 et P(An B)

a) Quelle est la probabilité que A et B se réalisent simultanément ?
b) Calculer la probabilité que A ou B se réalise.
©) Calculer la probabilité que ni A, ni B se réalisent.

2) Soit 4 et B deux événements. Montrer que : P (A)"P (E) <P(4n B) < min (P(A);P(B])
3) Soit 4, B et C trois événements tels que:
P(4)=0,6 ; P(4nB)=0,2 ; P(BNC)=01 ; P(ANC)=01 ; P(4np,
3) Caleuler P(AU(BNC)) et P(4 n(BY el
b) On suppose que P(B) = 0,4. Calculer : f(mnﬂ) et P(ANB).
9 SoitneN'et Q={1; 2-,.n} On considere I'a

=01

C)=q

1) a) La probabilité que A et B se réalisent simultanément est P(4N B) = 0,1.
b) La probabilité que 4 ou B se réalise est P( 4 U B). Il s'ensuit donc :
P(AUB)=P(4)+P(B)-P(ANB)=0,6+0,3-0,1=0,8
c) La probabilité que ni 4, ni B se réalisent est P(4 N B). D'aprés le résultat de la question précéders
P(4nB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-0,8=0,2

2) Soit A et B deux événements. Ona d'une part AN B © 4 et AN B < B; par conséquent, P(AN B¢

et P(An B)<P(B).1ls"ensuitdonc: P(ANB)< min(P(A);P(B)). D’autre part, on a la formi:
P(AnB)=P(4)+P(B)-P(4UB)

Comme P(AUB)<1etP(B)=1-P(B),ona: P(4nB)>P(4)+P(B)-1
ce qui entraine que: P(ANB)>P(A)- P(E).
Aufinal : P(A)- P(F)S P(AnB)< min(P(A);P(B))

3) Soit A, B etC trois événements,
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FTECHNIQUES ET ASTUCES
-.l;_?(AU(BﬁC)) et P(An(BUC))
sﬁc))=P(4)+P(BhC) P(AthC) 0,6 +0,1-0,05 = 0,65
BUC))= P((AnB)u(AnC)) =P(ANB)+P(ANC)-P(ANBNC)
donne : P(An(BuC))—0,2+O,1-0,05=0.25

'qlleP(B)=0,4.0na:

=P(40B)=1-P(AUB) = 1-(P(4)+ P(B)- P(4r B)) = 0.2

E) P(4)-P(4nB)=0,6-0,2=04

={1;2;...;n}. Pour toutk € Q ,on a: O({k})= 2%k <4

n{n+1)
en utilisant la formuleik = n(n2+ l) , on obtient :
EQ({;‘}) n(n +1)§k n(n+ i) "(n;l) -

}@é’st-'une'probabilité sur€).
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TECHNIQUES ET ASTUCES

La probabilité de réussir le concours C, E'Stg et méme chose pour le concours C, . On note :

I'événement « I'éléve réussisse le concours C,» et B l'événement « I'éldve réussisse le concours Gin

‘Puisque les deux concours sont indépendants alors P4 B) = P(4).P(B) .

; f_' | probabilité de réussir au moins un concours est donc :
i p=P(AUB)=P(A)+ P(B)-P(AnB)=P(4)+ P(B)~P(A).P(B)= %-é E
: On peut aussi penser a I'événement contraire, c'est-a-dire « rater les deux concours ».

—— - -
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TECHNIQUES ET ASTUCES

1)!)L‘hypotha\e(ﬁ, ) se traduitpar: P(E)=0,2 et P(4)=0,8.
L’h} 1 VI Ihése(Hz) se traduit par: R‘i (T) = 0, 5 ; L'hypothése (HJ) e eradute par: R' (T) g 0’ 375
b) Les événements £ et A forment un systéme complet d’événements donc d’aprés Ia formule des proba-
bilités totales : P(T) = P(E)X}} (T)+P(A)x[-; (T) =0,2x0,5+0,8x0,375 = 0,4.
P(TNE) P(E)xF(E)_02x05_1
H(I) R NREE) 0.4 4
2) a) La variable aléatoire X' compte le nombre de réalisations de I'événement succés « I'appel concerne le
petit électroménager » de probabilité 0, 2 lors de 10 épreuves identiques et indépendantes. Donc la

¢) I s'agit de calculer la probabilité 7, (E).Ona: B, (E) =

‘variable aléatoire X suit la loi binomiale de paramétresn = 10et p = 0,2. Par suite :
X () = {0;1;...;10} et pour toutk € X () : P(X =k)=Cf (0,2)" (0,8)"".

L i, LI it

b) L'espérance mathématique de X est: E(X)=np=10x0,2=2.
lavariancede X est: V(X)=np(1-p)=2x0,8=16.

: 3}a§ La variable aléatoire ¥ compte le nombre de réalisations de I'événement succés « Le probléme posé se
résout directement par téléphone » de probabilité 0,4 lors de 600 épreuves identiques et indépendantes.

Donc la variable aléatoire Y suit la loi binomiale de parameétres n = 600et p = 0,4. Par suite :

Y(Q): {0;1;,,,;600} et pour toutk € Y (Q) : P(Y =k) = Cg, (0,4)'{ (0,6

)m—x !

iy

b) L'espérance mathématique de Y est: E(Y)=np=600x0,4=240.
~ lavariance de X est: V(X)snp(l—p)=240x0,6= 144, L'écart-type est: o(X) =V (X) =12.
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EXERCICES ET PROBLEMES

EXPERIENCES ALEATOIRES - EVENEMENTS

So0itQ un univers et soient A4, B et C trois événements

de Q. Traduire en termes ensemblistes (en utilisant
uniquement les symboles d'union, d'intersection et de
passage au complémentaire, ainsi que 4, B et C) les
événements suivants :

1) Seul 4 se réalise.

2) AetB se réalisent, mais pasC,

3) Les trois événements se réalisent.

4) Aumoins I'un des trois événements se réalise.

S) Au moins deux des trois événements se réalisent.
6) Deux événements au plus se produisent.

7) Un seul événement se produit,

8) Deux événements seulement se produisent.

9) Aucun ne se réalise.

10) Au plus I'un des trois se réalise.

11) Exactement deux des trois se réalisent.

I CALCUL DES PROBABILITES I

e oS

On lance trois dés E , F et H : les faces de chacun d’eux

sont numérotées de 1 a 6. On suppose que les faces

ont la méme probabilité d'apparition.
Calculer les probabilités d'obtenir :

1) Le numéro 5 une seule fois exactement,

2) Au moins une fois le numéro 5.

3) Trois numéros identiques.

4) Au moins deux faces portant le méme numéro,
5) Exactement deux faces portant le méme numéro,
6) La somme des numéros est paire,

7) La somme des numéros est strictement supérieur
a26.

On lance une piéce équilibrée quatre fois g Suite
1) Décrire de fagon ensembliste les événemengs
suivants :
A : « On obtient deux fois Pile et deux fojs Face,
B : « Les deux premiers lancers ont donpg des
résultats différents »
2) Calculer les probabilités suivantes :

P(4) ; P(B) ; P(4nB) » P(4ugp)

6‘

On considére un dé cubique truqué de telle sorte que
la probabilité d’apparition de numéro 6 est égaje 3 1
fois la probabilité d’apparition de chacune des cing
autres faces.

1) Calculer la probabilité d'apparition de chaque fy¢q

2) On lance le dé une seule fois. Calculer la probajjj;
d’obtenir:
a) Un multiplede 3 ;

b) Un numéro impair

1) Dans une urne sont placées 1 5 boules verts et ()
boules blanches. On tire successivement et sans
remise 5 boules de l'urne.

Calculer les probabilités suivantes :
a) On obtient 5boules vertes.

b) On obtient une premiére boule verte, les deu
suivantes blanches et les deux derniéres vertes

¢) On obtient au plus une boule blanche.
d) On obtient trois boules vertes et deux boules
blanches,
2) Reprendre les questions a), b), ¢) et d) de 1) avec
des tirages successifs avec remise.
3) Reprendre les questions a), ¢) etd) de 1) avec des
tirages simultanés.
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On jette une piéce de monnaie trois fois de suite,

1) Citer ]a liste de tous les résultats possibles en no-
tant P pour Pile et / pour face. (Exemple : PPF )

2) Donner la probabilité de chacun des événements
suivants :
A : « Le tirage ne comporte que des Piles»

B : « Le tirage comporte au moins une fois Face »

On lance une piéce équilibrée quatre fois de suite.
1) Décrire de fagon ensembliste les événements
suivants :
A : « On obtient deux fois Pile et deux fois Face»
B : « Les deux premiers lancers ont donné des
résultats différents »
2) Calculer les probabilités suivantes :

P(4) ; P(B) ; P(AnB) ; P(Au B)

—~~———

Un coffre contient 6 diamants, 8 émeraudes et10rubis.
On tire quatre pierres précieuses au hasard dans le
coffre.
Calculer les probabilités des événements suivants :

A : « Les quatre pierres sont du méme type »

B : « On tire deux diamants »

C : « On tire autant de diamants que de rubis »

-

Le bureau d’un organisme comprend :
3 secrétaires, 5 trésoriers, 2 présidents.

On constitue une commission de trois membres pris

au hasard dans ce bureau.

1) Quelle est la probabilité que cette commission com-
i prenne un président, un trésorier et un secrétaire ?

Z) Quelle est la probabilité que cette commission com-

comprenne trois trésoriers ?

3) Quelle est la probabilité que cette commission com-

comprenne au moins une secrétaire 7

—~

EXERCICES ET PROBLEMES

Soit(€2: P) un espace probabilisé.

On considére deux événements £ et F tels que :

1 1 5
plgYy=s. . T VS
(B)=5 i P(F)=7 : P(EnF)==

Calculer dans I'ordre que vous voulez :
P(E) ; P(EuF) ; P(ENF)
P(EnF) ; P(EUF) ; B(EVF)

—D

On considére un dé cubique truqué dont les faces sont
numeérotées de 1 a 6 telles que :
* Les faces portant les numéros pairs ont la méme
probabilité d'apparition.
e Les faces portant les numéros impairs ont la méme
probabilité d’apparition.
e La probabilité d’apparition d'un numéro pair est
égale au double de celle d'un numéro impair.
1) Calculer la probabilité d'apparition d’'un numéro
impair et la probabilité d’apparition des faces du dé.
2) On lance le dé trois fois de suite.
Calculer la probabilité de chacun des événements :
A : « Aucune apparition d'un numéro impair »
B : « Obtenir trois numéros successifs dans

n'importe quel ordre »

>

Dans une entreprise qui comporte 400 personnes,
300 sont assurées contre la maladie, LOCIALE

160 contre les accidents et 120 2 la 5‘
&

fois contre la maladie et les accidents. @

=

Si I'on choisit au hasard une personne
dans I'entreprise, qu'elle est la probabiliteé

qu'elle soit assurée :
a) Contre la maladie, mais pas contre les accidents ?

b) Contre la maladie ou les accidents ?

¢) Ni contre la maladie, ni contre les accidents ?
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EXERCICES ET PROBLEMES

Dans le parking d'un club privé sont parquées S0voi-
tures. Parmi celles-ci il y a 20 Jaguars, 35 décapotables,
dont12 Jaguars décapotables.

On emprunte une voiture au hasard.

Calculer la probabilité d'avoir :

1) Une Jaguar non décapotable.

2) Une décapotable qui ne soit pas une Jaguar.

Une urne contient 8 boules :
» 4 boules rouges numérotées 1 ; 1 , , T
o 4 boules vertes numérotées 1;1 ., . 2
On tire simultanément au hasar( deuy hﬂule
Calculer la probabilité de chacun deg ¢ o H‘Jh_l

3) Une voiture qui ne soit ni une Jaguar, ni une R : « Obtenir deux boules rouges ,
décapotable.

R« Obtenir deux boules rouges sachan,
Quey,

d'elles porte le numéro 2 ,
Un sac contient 10jetons blancs, 6 jetons rouges et

¥, : « Obtenir deux boules vertes Sachantqu I
; ]
4 jetons noires. *

d’elles est verte et porte |e Numérg 1,

—~ P

Un sac contient 32 pions :

1) On tire trois jetons successivement et avec remise.

Quel est I'événement le plus probable parmi les
trois événements suivants ?

A : « Obtenir un tirage unicolore»

e |16 pions rouges dont6 d’entre eux portent |,
B : « Obtenir un tirage bicolore » =

« 16 pions noires dont 6 d'entre eux ortent |
C : « Obtenir un tirage tricolore » p a letirg ¢

5 : : . - On tire au hasard un pion du sac et on coneids
2) Méme question si l'on tire simultanément trois P nsidere e

i By é ivants :
Jetons. événements su S

3) Méme question si I'on tire successivement et sans
remise.

e

Soitn € M. Une urne contient 30 boules dnnt(n + I)

A : « Le pion tiré est noire »
B : « Le pion tiré est porte la lettre F »
1) Calculer P, (A) !

2) Calculer la probabilité de tirer un pion noiret
portant la lettre F .

—~ERR

On considére trois urnes :

sont rouges, {n + 2) sont vertes et le reste est compo-

sé de boules blanches. ( On suppose quen <13)

On tire au hasard, successivement et avec remise trois

boules de l'urne. * U, contient deux boules noires et trois boules ougE

Calculer la probabilité de chacun des événements
suivants :
A : « Obtenir une boule rouge puis une boule verte

* U, contient une boule noire et quatre boules roi=

* U, contient trois boules noires et quatre bouls

rouges.
et enfin une boule blanche dans cet ordre »,

On tire une boule dan boule dansU, &
B : « Obtenir deux boules rouges et une houle ansU/ et une :

verte ». les met dans U, . On tire une boule deU,, elle &t

C : « Obtenir des boules de couleurs deux A deux Quelle est la probabilité que la boule tirée del/

rouge ?

distinctes »
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1) Soient A et B deux événements tels que :
p(4)=0.2 ; P(B)=03 ; P(4UB)=0;5

Calculer Fy ("”et P, (B}
2) Soient E et F deux événements tels que :

.t}(E)=% : F;{F)z—i- : P(EUF)=0,2

Calculer P(E)et P(F}

O

Soient A et B deux événements tels que :
1 2
B)=5 = P(B)=- : F(B)=

Calculer: P(ANB) ; P (4) ; P,,(

On lance deux dés bien équilibrés. On considére les

évenements suivants :
A : « La face numéro 2 apparait au moins une fois »

B : « Lasomme des points est égale a6 »

Calculer les probabilités suivantes :
P(4) ; P(B) P(ANB)
B(4) : FP(B) : F(B)

R~

Un laboratoire utilise un test biologique pour le dépi-
stage d'une maladie rare (un pour mille de la popula-
tion). Ce test biologique posséde les caractéristiques
suivantes :
* 99,9% des patients sains
donnent un résultat négatif,
* 90% des patients réellement
malades donnent un résultat positif.
1) Un patient subit ce test, le résultat est positif.
a) Calculer |a probabilité pour que ce patient soit
réellement malade.
b) Calculer la probabilité que ce patient soit sain.

~—

2) Caleuler la probabilité pour que le résultat soit

positif.

Adam, Rachid et Manal vont a la chasse.
Leurs coefficients de réussite

4 1
t—, —et—
respectifs son 5' 2 %10

(probabilité pour qu‘une balle tirée atteigne son but).

On supposera que leurs résultats ne sont bien sur in-

compatibles, mais qu'ils sont indépendants.

IIs tirent simultanément sur le méme lapin.

1) Montrer que le lapin a quand méme sa chance en
évaluant la probabilité qu'il ne soit pas touché.
En déduire la probabilité qu'il soit touché.

2) Quelle est la probabilité qu’Adam soit le seul 2
toucher le lapin ?

3) On suppose dans cette question que le lapin est
touché.

a) Quelle est la probabilité qu’Adam ait participé
au crime ?

b) Quelle est la probabilité qu’Adam soit le seul
responsable 7

c) Aprés avoir autopsié le lapin (ou tout simple-

ment apreés l'avoir mangé), on constate qu'il ne
contenait qu'une seule balle. Quelle est la proba-

bilité que ce soit celle d'Adam ?

—~

On considére une urne contenant 4 boules blanches

et 3 boules noires. On tire une a une et sans remise 3
boules de I'urne.

Quelle est la probabilité pour que la premiére boule ti-

rée soit noire, la seconde blanche et la troisidme noire ?

BTG 3

Trois piéces non truquées (10 dirhams, 5Sdirhams,

| dirham) sont jetées simultanément.
Déterminer la probabilité que toutes les piéces don-

nent face sachant que :
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EXERCICES ET PROBLEMES

1) La pidce de § dirhams a donné face.

2) Au moins I'une des piéces a donné face.

P,

Une usine fabrique des piéces dont1,8% sont défec-
tueuses. Le contréle des pieces s'effectue selon les
probabilités conditionnelles suivantes :

* Sachant qu'une pidce est bonne, elle est acceptée
avec une probabilité de 0,97 .

* Sachant qu'une piéce est mauvaise, elle est refusée
avec une probabilité de 0,99,

1)Quelle est la probabilité pour qu’une piéce soit
défectueuse ?
2) a) Montrer que la probabilité pour qu'une piéce
Soit défectueuse et acceptée est(),00018.
b) Montrer que Ia probabilité pour qu'une piéce
soit bonne et refusée est0,02946 .
c) Calculer 1a probabilité pour qu'il y ait une
erreur dans le contréle,

3) Si on effectye cing contrdles de suite, quelle est

la probabilité pour qu'il y ait exactement deux

erreurs de contréle 7
'.-—_-_-__ -

Le gérant d'un magasin de matériel informatique a
acheté un stock de boites de disquette. 5% des boites
sont abimées. Le gérant estime que:
* 60% des boites abimées contiennent au moins une
disquette défectueuse.
* 98% des boites en bon état ne contiennent aucune
disquette défectueuse.
* Les états des diverses boites sont indépendants

les uns des autres.
Un client achéte une des boites du lot.

On désigne par A et D les événements suivants :
A : « La boite achetée est abimée »
B : « La boite achetée contienne au moins une
disquette défectueusen

1) a) Donner les probabilités ;

P(4) i B(4) ; P,(D) P,(B)
b) Calculer la probabilité de l'événem ;
2) Le client constate qu'une des diﬂquen it
ctueuse. Quelle est la probabiljts quil 5 dif,

ajt
une boite abimée ? afhmg‘

P:(ﬁ,
ent [y

e

Une enquéte est faite auprés des I'Uﬂﬂéléves dy,

cée sans internat, afin de savoir s'j|s dlsmsentd ;
Un

ordinateur chez eux. Dans ce lycée, 559, des iy

sont demi-pensionnaires,
L'enquéte révele, d'une part que 40% des eléve
posent d'au moins un ordinateur chey, eux, et

daum
part, que parmi ces lycées disposant ¢ au mojp,

5 un or.
dinateur chez eux, 216 ne sont pas deml'pe"ﬁﬂnna]rﬁ
1) Compéter le tableau des effectifs Suivant :

demi- Non demj. T
pensionnaires | pensionnajres | Tt
Lycéens B
disposant
d’au moins un
ordinateur
chez eux
Lycéens ne ==
disposant pas
d'ordinateur
chez eux |
Total 1000 |

2) On tire au hasard le nom d’un éléve du lycée. Tous
les éléves ont la méme probabilité d'étre choisis.
On considére les événements suivants -

D : « L'éléve est demi-pensionnaire »
O : « L'éléve dispose d'au moins un ordinatewr
chez lui »
a) En s'inspirant sur les données du tableau, d&
terminer les probabilités :
P(D) ; P(O) ; B,(D) ; R(0)
b) En déduire les probabilités :
P(Dn0) P(DLO)

et
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utilise conjointement deux machi-

pans un¢ usine, on

os M, €t M, pour fabriquer des piéces cylindriques
n 1
ur une période donnée, leurs probabilités

en série: Po
de tomber en panne sont respec
pe plus: la proba
est en panne sachant que M, est en panne » vaut 0,4.

1) Quelle

en panne aum
Quelle est la probabilité

chine qui fonctionne ?

estla probabilité d’avoir les deux machines

éme moment ?
d’avoir au moins une ma-

2)

Une banque propose deux types de carte bancaire a
«VISA » et «MasterCard »

ses clients :
e de ses clients, 50% possedent une

parmi I'ensembl
carte VISA, 40% possédentune MasterCard et 25%
possédentles deux types de carte.

Soit A 1'événement :
«le client posséde une carte VISA »

1) Expliciter les événements suivants a l'aide du lan-
gage ensembliste et calculer la probabilité corres-
pondante, en justifiant les calculs :

E : « Un client posséde au moins un des
deux type de carte »

F : « Un client ne posséde aucun des deux
type de carte »

G : « Un client ne posséde qu’un seul type
de carte »

2) On considére un client qui posséde une carte VISA.
Quelle est la probabilité qu'il posséde aussi une
carte MasterCard ?

3) On considére un client qui posséde au moins une
carte. Quelle est la
probabilité que ce
soit une carte VISA ?

tivement 0,01 et 0,008.

bilité de I'événement « la machine M,

EXERCICES ET I‘R()Hl.i—:MliS

éveénements tels que :
et P(B)=04
— 0,1 7 Justifier. |

Soit A et B deux

P(A)=0.8
1) Peut-on avoir P(A N B)
2)Si P(An B)=0,2,que peut-on en déduire ? |
3)siP(AN B)=0,4,que peut-on en déduire ?

(4n B)sachant que les évenements

4) Déterminer P
A et B sont indépendants.

ont numérotées

On lance un dé cubique dont les faces s
ents :

de 12 6 et on considere les événem
A : « Le numéro obtenu est strictement
supérieur a 4 »
B : « Le numéro obtenu est pair »
1) Calculer : P(A4); P(B)

2) Les événements A et B sont-ils indépendants ?

P(ANB)

- S g~
XAERLIL ;'('_-'_--'_/

- ey __.____.--"

P(AmB):l—ld et P(AuB)=%

DéterminerP(A) et P(B) .

On considére les deux évéenements suivants:
A -« Une famille a des enfants des deux sexes »

B : « Une famille a au plus un garg¢on »
On s'intéresse dans cet exercice aux familles qui ont

trois enfants.
1) Calculer la probabilité qu'une famille a deux filles.

2) Calculer la probabilité qu'une famille a au moins

un gargon.
3) Montrer que les événements A et B sont indépen-

dants.
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Un atelier d'assemblage de matériel informatique
s'approvisionne en piéces d'un certain modéle.
Latelier recoit ce modéle de pi¢ce en grande quantité.
Chaque piéce peut présenter deux défauts que 'on
appelle défauta et défauth .
On préléve une piéce au hasard dans une importante
livraison. On considére les événements :
A : «I'appareil présente le défauta »
B : «I'appareil présente le défautd »
On admet que les probabilités des événements 4 et B
sont: P(A4)=0,02 et P(B)=0,01
On suppose que les deux événements A et B sont
indépendants.
1) Calculer la probabilité des événements suivants :
E : «La piéce présente le défaut @ et le défaut b »
F’ : «La piéce présente au moins un des défauts »
G : « La piéce ne présente aucun défaut »
2) Calculer la probabilité que la piéce présente les
deux défauts sachant qu'elle est défectueuse.

RS e

La probabilité qu'une personne donnée contracte la
grippe en un an est 0,4 . La probabilité pour que cette
personne soit atteinte d'une maladie M, autre que la
grippe, pendant la méme période est(,2 . On suppose
que contracter la grippe et la maladie M sont deux
événements indépendants.

Quelle est la probabilité pour que cette personne con-
tracte au moins I'une de ces deux maladies en un an ?

R

On considére deux urnes U, etU, contenant chacune

n boules rouges et 2n boules vertes.
1) On tire une boule dans chaque urne. Quelle est la
probabilité d’obtenir deux vertes.

2) On tire une boule dans, on la met dans U, puis on

tire une boule dansU, .

suivant :

X

I 2 3 4

Pi

0,25 p.? 0’18 pq

5
0,37

1) Déterminer la valeur de p, et p,, sachant que|

événements|[ X = Z]Et[X = 4]sont éqmprobabh&

2) Calculer le

s probabilités suivantes :

-6_\

Soit X la variable aléatoire définie par |e table,,

gy

P(X_)_Q) ’ P(I£X£3) ’ ‘P{.rzz;(XS.ﬂ

3) Calculer I'espérance E(X) et I'écart-type O‘(X],

4) Déterminer la fonction de répartition F, de y

puis tracer sa courbe.

e QUBERCIGE B P

Un marchand de glaces propose dix parfums ay choiy

pour des glaces en cornet.

Trois éléves choisissent, au hasard
et indépendamment I'un de l'autre,
un des parfums proposés.

1) Calculerla

probabilité de I'événement :

A : « Les trois éléves choisissent des

s

parfums deux a deux distincts »

2) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de

parfums choisis par les trois éléves.
a) Déterminer la loi de probabilité de Y .

b) Calculer I'espérance mathématique £ (X )

puis interpréter le résultat obtenu.

—~ >

Un chef de service commercial estime avoir une pro-

babilité 0,6 de faire gagner 100000 Dirhams 3 son

entreprise. Si cette opération est manquée, la perte
est de 200000 Dirhams,

Quelle est 'espérance mathématique du gain’
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on considére le jeu suivant : le joueur lance d'abord
un dé non truqué.
sl obtient1,2 ou3, il gagne I'équivalent en dirhams
(c'est'ﬁ‘direth s'il obtient1 par exemple). Sinon, il
2Dh. On note X' la variable aléatoire correspon-
dant au gain du joueur (négatif en cas de perte).
1) Donner la loi de probabilité de X et sa fonction de
répartition Fy.
2) Calculer I'espérance mathématique £ (X ) et la
varianceV (X).
3)On modifie le jeu de la fagon suivante : les gains
restent les mémes pour les résultats 1,2 ou 3, mais
si le joueur obtient autre chose, il relance le dé.
S'il obtient 3 ou moins, il gagne 3DA, sinon il perd
5Dhs.
a) Décrire formellement I'univers du nouveau jeu.
b) On note Y la variable aléatoire qui désigne le
nouveau gain du joueur.
Donner la loi de Y et calculer son espérance.
4) Quelle variante du jeu est la plus avantageuse pour
le joueur ? Justifier.

AR | RGP

LA LOI BINOMIALE

Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale
de paramétresn =20 et p = 0,4.

1) a) Déterminer X (Q) et I'expression de P(X = k)

pour toutk € X(Q)
b) En déduire les probabilités suivantes :
P(X=6) s P X<3) ; P(XZZ)

P(X=8,5) ; P(B<XS6) ; Py (X <6)
2) Déterminer les valeurs de I'entier naturel n, pour
lesquelles : P(X > "o) < 0,63
3) Déterminer I'espérance et la variance de X .

EXERCICES ET PROBLEMES

La probabilité que Younes d'atteindre une cible est p
(avec p € ]O;l[) .1l tire 5 fois de suite.
1) On considére les événements suivants
A : « La cible est atteinte dans les deux
premiers essais »
B : « La cible est atteinte dans le deuxiéme
et le troisiéme essais »
C : « La cible est atteinte dans le troisieme
et le quatriéme essais »
a) Les événements A et B sont-ils indépendants ?
b) Les événements A et C sont-ils indépendants ?
2) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois
que la cible est atteinte.
a) Préciser la loi de X . On donnera X () et

I'expression de P(X = k) pour toutk € X(Q).

b) Calculer la probabilité d’atteindre la cible au

moins deux fois.

¢) Donner la valeur de I'espérance E( X ) etla

variance V(X) :

d) Définir la fonction de répartition F de X puis
tracer sa courbe dans un repére orthogonal.

Considererons l'expérience aléatoire qui consiste a

lancer un dé non pipé, l'issue de I'expérience étant

I'apparition ou non du chiffre 6 . L'expérience est ré-

pétée 100 fois.

1) Préciser la loi de probabilité de la variable aléatoire
X égale au nombre de fois ou le chiffre 6 est apparu

au cours des 1001ancers.
2) Calculer I'espérance et I'écart-type de X .

S

Soit X une variable aléatoire binomiale de paramétres
net p. Montrer que pour toutk € {0;1;..;n—1} ona:

B ) eetash)

T AR

-——

ST

i e e
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3 EXERCICES ET PROBLEMES

e = T2

On choisit une carte au hasard dans un jeu de 32
cartes. On définit les événements suivants :
A : « La carte choisie est un pique »
B : «La carte choisie est rouge (cceur ou
carreau) »
C : «La carte choisie est une figure (valet ou
dame ou roj) »
2) Déterminer les probabilités des événements
suivants :
A4; B;C; AnB; BNAC; AUB: AuC
3) Déterminer la probabilité de I'événement suivant :

D : «La carte choisie n'est ni un pique ni une
figure »

>

On lance un dé quatre fois de suite. Calculer les

probabilités des événements suivants :
A : « On obtient quatre fois le méme chiffre»
B : « On obtient quatre chiffres différents »
C : « On obtient quatre chiffres qui se suivent

en croissant ou en décroissant »

—-—_——

Soit © un espace muni d'une probabilité P,
On considére trois événements A4, B et C tels que ;

P(A4)= P(B):-;-;'- PRP{ANG)=

P(C)= P(AﬁB)z% ; P(AnBAC) =%
Déterminer la probabilité des événements suivants :
1) C se réalise sans que B se réalise,

| 2) A et B se réalisent sans que C se réalise,

3) Deux au moins des événements A, B et C se
\ réalisent.

| 4) Aucun des événements A, B et C ne se réalise,

1 1
= PIBNC)==
4 {#ak) 3

Soit A et B deux événements d'un espace pr“bahi
(Q P) tels que :

P(A)=% P(B =% ; P(sz.]_
1) a) Calculer (AN B) et P(Z ) 2
b) En déduire P(B).
2) a) Calculer P(A N B) etP[Hmﬁ)_
b) Calculer P( B ) de deux fagons différente;
3) Calculer P, (A4).
T ——

Soit £,, £, et £, trois événements quelconques dun

ensemble fondamental ()

1) Traduire en termes ensemblistes (en utilisant ygj.
quement les symboles d'union, d'intersection etds
passage au complémentaire, ainsi que E E ek
les événements suivants :

H : « Un et un seul des trois événements se
produit »

K : « Deux et deux seulement des trois
événements se produisent »

L : « Les trois événements se produisent
simultanément »
2) Calculer les probabilités des événements H Ketl

sachantque: P(E, UE,UE,)=0,8
P(E,NE)=0,2 |, P(E,NE,)=04
P(E NE)=03 |, P(E, N E,NE)=0

—

Soit A et B deux événements d'un espace probabilis

(Q 7ol ) Montrer que A et B sont indépendants sh
et seulement sj
B ) =

P(A0B)x P4 B) = P4 B)x P(407)
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On jette une piéce de monnaie en l'air cing fois de suite
ot l'on note chaque fois quelle est la face apparente
aprés sa chute.

Quelle est la probabilité d'obtenir ainsi exactement
deux fois « Pile» 7

Une compagnie aérienne étudie la réservation sur I'un
de ses vols. Une place donnée est libre le jour d’ouver-
ture de la réservation de la maniére suivante :

Sila place est réservé le jour k , elle le sera encore le

Je jour k +1avec la probabilité lg_ﬂ -8

Si la place est librele jour k, elle
sera réservée le jour k +1avecla

4
flite—.
probabili 0

Pourk € N, on note r, la probabilité de que la place
soit réservée le jour k .

On pose par conventionr, = 0.

1) Exprimer r,,, en fonction der, .

2) En déduire l'expression explicite de r, en fonction

de k et calculer lim », = r.

n—p

——

Des enfants s’entrainent a réussir des
paniers de basket. Pour chacun d'eux,
indépendamment les uns des autres
et des essais successifs, la probabilité ‘

de réussite d'un panierest p (p € 10, 1[ )-

Hamza est |'un de ces enfants ; soit N le nombre
d'essais que va faire Hamza.

On considére la variable aléatoire X qui égale au nom-
bre des paniers réussis par Hamza parmi les N essais.
1) Montrer que X suit une loi binomiale dont on déter-

minera les paramétres.
2) Quelle est la probabilité que Hamza ne réussisse

T ¥ TR e

3) Soita € |0,1].

-

EXERCICES ET PROBLEMES

aucun panier ?

Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante

pour que la probabilité qu'il réussisse au moins un

panier soit supérieure ou égale al —a , est:

In
In(1-p)

N =

Une urne contient cing boules noires et cing boules

blanches indiscernables au toucher.

On tire successivement et avec remise 11 de ces boules

dans I'urne, n étant un entier naturel tel quen = 2.

On considére les deux événements suivants :

A :«On obtient des boules des deux couleurs »

B : « On obtient au plus une boule blanche »
1) Calculer P( A) et P(B) en fonction den.

!
|

2) Montrer que les événements A et B sont indépen-

dants si et seulementsi: 2" =n+1
R

Un gardien d'un phare doit ouvrir une porte avec un
trousseau de 1 clefs dont une et une seule convient.

Il essaie les clefs au hasard les unes apreés les autres.

i S et i e !

Calculer, pour toutk {l;l:...;n} . 1a probabilité que

la porte s’ouvre a la k-iéme tentative (et pas avant). {

\
J

Les probabilités pour que les interrupteurs 4, B, C,

D, E et F soient ouverts sont respectivement —3- l

02
L 52
it | = B ey
[0iEs s 5510
Quelle est la probabilité pour que le courant passe ?
(On suppose les événements indépendants)
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numeérotées de1an. On place les i boules au hasard
dans les n boites.
1) On désigne par p, la probabilité que chaque boite

contienne exactement une boule,

n!
Montrerque: p =—

P, 2(,+1J
puﬂ n

b) En utilisant la formule du bindme, montrer que

2) a) Justifier que :

pourtoutxe R"* : {I+x}" > 14 nx

Pn 59

n+l

¢) En déduire de ce qui précéde que :

puisque: p < e

d) Déterminer lim p, .

—~

On considére deux piéces de monnaie truquées M|

et M, . Lorsqu’on lance la piéce M| , la probabilité

i e
d'avoir face est égale a?;— et lorsqu’on lance M, , la

2
probabilité d’avoir face est égale a o

On effectue une succession de parties de la fagon
suivante :
o A la premier partie, on prend une des deux piéces

au hasard et on lance cette piéce ; si le résultat est

face, on joue la deuxiéme partie avec M, , sinon on

joue avec M,

» Pour tout entier n € N", on joue la (n + 1)“" partie

la(n + ])“’" partie avec M, si on a obtenu pile 4 la

n“™ partie,

On dispose de » boites pouvant contenir de 0 anboules

1) En utilisant Ja formule des Probabiljtag toty
&

a) Calculer les valeursde p et p

b) Etablir que pour toutne N* . p |

el ==

p &!
g L] .
2) a) Donner I'expression de p, en fonctiop dep i

b) Calculer ,,]_i.lﬂ, P

. o

Un mobile se déplace aléatoirement dans re”“mm
des sommets d’un triangle ABC dela fagon Sy

si, a 'instantn, il est sur I'un quelconque geg tr
g

mmets, alors a l'instant (n+1), soit il y reste ayg,,

B
probabilité deg. soit il se déplace sur |'up g dey

autres sommets, et ceci avec la méme Probabil,,
chacun de ces deux sommets. Initialement (Cestiq

4 l'instant0), le mobile se trouve en 4.

On définit, pour toutn € [N, les événements A (ng
‘Bn ! Cn) i

Le mobile se trouve en A a I'instant 7 (resp.enB uf
et les probabilités :

a,=P(4,) ; 5=P(8) : c=F
1) Pour toutn € N, calculera, + b, +c,.

b

n+l !

2) Exprimer, pour toutne N, a ¢

n+]

1 en

fonctiondea,, b, , c,.

3) En déduire que pour toutne N :

e

tq]_

7 bﬁﬂ =%(an _bﬂ] et it — G =

4) En déduire une expression dea, , b,, ¢, enfonc

den.

avec M, si on a obtenu face 4 la n“™ partie ; on joue @'———‘

Un restaurant dispose de 80 places. La pratique™”
que 20% des clients ayant réservé le soir ne vienné

o T
finalement pas. Ce soir, le restaurant enregistre?

On note p, la probabilité d'avoir face 4 la "™ partie.

2 ¢ ﬂmh!
_ servations. Soit .X la variable aléatoire égale 3" I
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EXERCICES ET PROBLEMES

de clients ayant réservé qui viennent.

1) péterminer la loi de la variable aléatoire .\ .
2) Calculer I'espérance E( X )etla variance V(Xx).

G

on considére les matrices :

e 1o Lo
A=|2 2 :P={I —-2J;D=0 3
¥ 0 5
1) a) Montrer que P estinversible et calculer P =
b) Vérifier que P~ AP = D.
2) a) Exprimer A en fonctionde D, Pet P,
b) Montrer que : (VneN) 4" = pp"p-!

¢) Calculer D" pour tout entier naturel #.
d) En déduire que pour toutn € N :

m . (D

Ty -y

Une mouche se déplace aléatoirement dans un appa-
rtement constituée de 3 piéces contigues 4, B et C.
A l'instant initial 0, la mouche se trouve dans la piéce
B . On suppose que les déplacements qui suivent se
font selon le protocole suivant :
«Si 2 l'instant 7 donné la mouche est dans la piéce
A ou dans la piéce C alors elle revient dans la
piéce Bal'instantn +1 ;
* Sia l'instant 77 donné la mouche est dans la piéce
B alors elle y reste a I'instant 1 + | avec une pro-

babiiité% , sinon elle va de fagon équiprobable

dans 4 ou dans (.
Pour tout entier naturel 7, on définit I'événement :

A, : « La mouche est dans la piece A a l'instant i »
On définit de méme les événements B, et C, . Enfin,

onnotea, b, etc, les probabilités respectives de ces

événements,

3) Montrer en utilisant la formule des probahllltés
totales que pour toutn € N :
1
I | IOy .
('rnl = E!"n ; 'bnd :Lrﬂ +5bn +Cn r £l1‘1 4bn
4) Montrer que pour tout entier pnaturelyona:

| I
fJ T = — b : +-_bn
1/ 2 Jn l 2

On considére, pour toutn € N, la matrice colonne::
h,pl
o)
|
5) a) Justifier que U/, = 5
u
b) Montrer que: (VneN) U, =4U,
¢) Montrer par récurrence que :

(VvneN) U, =4"U,

dj Déduire de la question 2.d) que pour tout#1 € N,
e) En déduire, pour toutn € N, des expressions de

g -

La machine 4 produit un tiers des éléments, les autres

a,ete, e fonction den.

Une entreprise fabrique en série
des balles de ping-pong a l'aide

de deux machines A et B .

étant produits par la machine B .

Certaines balles fabriquées présentent un défaut. C'est
le cas pour 12% des balles fabriquées par la machine
A et pour9%de celles fabriquées par la machine B .

A la sortie des machines les balles arrivent dans le dé-

sordre sur un tapis roulant. Ce qui fait que si l'on prend

une balle au hasard 4 la sortie du processus de la fabri-

cation, la probabilité qu'elle provienne de A est-]— et

2
celle qu'elle provienne de B est — .

1) a) On préleéve sur le tapis roulant une balle au hasard.
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On définit les événements :
4 : « La balle provient de la machine 4 »
B : « La balle provient de la machine B »
D : « Laballe préleve présente un défaut »

Montrer que : P(D)= =
10

b) On constate que la balle prélevée présente un
défaut. Quelle est la probabilité qu'elle ait éte
fabriquée par la machine A4 .

2) On se donne un entier naturel 7 non nul et on sup-

Pose maintenant que I'on préléve 5 balles au hasard

a la sortie du tapis roulant, Les prélévements succe-

ssifs sont supposés indépendants les uns des autres.

Soit X’ la variable aléatoires égale au nombre de ba-

lles défectueuses prélevées.

a) Justifier que X suit une loi binomiale et préciser
ses parametres. Donner les valeurs prises par X

et pour chacune de ces valeurs k la valeur de
P(Xx =k).
b) Déterminer, en fonction de #, les valeurs de

I'espérance E (X ) et de la variance V' (X ).

Une usine de microprocesseurs

informatiques fabrique 1000

microprocesseurs par jour.
La probabilité gu'un microprocesseur soit defectueux

I : ;
est p = ——. Soit X le nombre de microprocesseurs

défectueux dans une journée de production,

1) a) Déterminer la loi de probabilité de X .
b) Calculer son espérance et sa variance.

2) Calculer la probabilité qu’il y ait au plus un micro-
processeur défectueux dans la production d'une

journée.
Partie B:

Les microprocesseurs installés dans les ordinateurs

d’un constructeur informatique Proviep
nen
usinesU, , U, etU, qui fournissent Fespecy
ive

50%,30% et20% des mlcmprocessem-s

A la livraison, chaque r"i‘5“147'rrzucesscieur es-t é
v .

a 6té établi que 4% des micropmcesseurs nﬁéﬂ.

de U, étaient défectueux, ainsi que % de cc g

dey
et10% de ceux del/,, |

1) Retranscrire clairement I'énoncé 3 Iaide derg
ment et de probabilités,

2) Déterminer la probabilité qu'un Microprog,

e

; Ssey
soit défectueux. Ur

3) Calculer la probabilité qu'un microprocesse
ctueux provienne de 'usine U, ,

ur défe

L'étoile Sirius est la plus brillante
du ciel de I'hémisphére Nord.

La probabilité annuelle d’apparition

d’au moins une cométe plus brillante que Sirius est
1
7 (20,0232). Calculer la probabilité qu'l appariiss

au moins une comeéte plus brillante que Sirius penday

un siécle d’observation.

A et B sont deux avions ayant respectivement4 et2
moteurs. Les moteurs sont supposés indépendantsls
uns des autres, et ils ont une probabilité p de tomber

en panne. Chaque avion arrive a destination si moins
de la moitié de ses moteurs tombe en panne.

Quel avion choisissez- vous ?

(on discutera en fonction de p).

~

On lance deux fois de suite un dé cubique non PiP* s
¢

Sachant que la somme des deux nombres est6,qV
'

est la probabilité que ces deux nombres soient ¢gd
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Les parties A), B) et C) sont indépendantes.

Partie A:

Dans une assemblée de 250 personnes, on remarque
que les hommes portant la cravate ou ayant les yeux
bleus. Il y al20hommes qui portent la cravate, 85
hommes qui ont les yeux bleus. Il y a 120 hommes qui
portent la cravate, 85 hommes qui ont les yeux bleus,

dont 50 portent la cravate.
On discute avec une personne choisie au hasard dans

cette assemblée.

1) Quelle est la probabilité que ce soit un homme
portant la cravate ?

2) Quelle estla probabilité que ce soit un homme aux

yeux bleus et portant la cravate ?

3) Quelle estla probabilité que ce soit un homme aux
yeux bleus ou portant la cravate ?

4) Quelle est la probabilité de discuter avec une per-
sonne qui n'est ni un homme aux yeux bleus, ni un
homme portant la cravate ?

Partie B:

Une usine fabrigue des piéces dont1,8% sont défec-

tueuses. Le controle des piéces s'effectue selon les

probabilités conditionnelles suivantes :
e Sachant qu’une piéce est bonne, elle est acceptée
avec une probabilité de 0,97 .

» Sachant qu’une piéce est mauvaise, elle est
refusée avec une probabilité de 0,99.
1) Quelle est la probabilité pour qu'une piéce soit
défectueuse ?
2) a) Montrer que la probabilité pour qu’une piéce
soit défectueuse et acceptée est 0,00018.
b) Montrer que la probabilité pour qu’une piéce

EXERCICES ET PROBLEMES

soit bonne et refusée est 0.02946.

r la probabilité pour qu'il y ait une e

rreur

c) Calcule
dans le controle.

3) Si on effectue cing contrbles de suite, g
ment deux erreurs

uelle est la

probabilité pour qu'il y ait exacte
de contrdle ?

PartieC:

Mouna est éléve en t lle se leve

erminale. Chaque matin, e

e , .
en retard avec la probabilite =% Lorsqu’elle se leve en

lle est obligée de prendre le bus pour s€ rendre

elle choisit

retard e

au lycée. Par contre, lorsqu'elle est a I'heure,
t avec trois

avec deux chances sur cing d'aller a pied e
chances sur cinq de prendre le bus.
On considére un matin donné et on
définit les événements :
R : « Mouna se léve en retard »
B : « Mouna prend le bus »
1) Montrer en utilisant la formule des

probabilités totales que: P(B)= =
2) On remarque qu'un matin donné Mouna prend le bus.
Quelle est la probabilité qu'elle se soit levée a I'heure ?
3) On étudie maintenant les trajets pendant les 180
jours de cours d'une année scolaire. On suppose que
chaque jour les choix de Mouna sont indépendantes
des choix des jours précédents.
On nomme X la variable aléatoire égale au nombre
de fois ou Mouna prend le bus.

a) Reconnaitre la loi de X . Donner 'ensemble X' (Q)

des valeurs prises par X" et pour chaque entier & ,

une expression de P(.X = k) en fonction de k .

b) Donner £( X )etV(.X).
c) En moyenne combien de matins dans I'année
Mouna peut-elle espérer allez au lycée a pied ?
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Le secteur de production d'une entreprise est compo*
sé de trois catégories de personnel :

* Les ingénieurs ;

* Les opérateurs de production ;

* Les agents de maintenance.
Iy a8% d'ingénieurs et 82% d'opérateurs de produc-
tion. Les femmes représentent 50% des ingénieurs, 25%
des agents de maintenance et 60% des opérateurs de
production.

Partie A ;
Dans cette partie, on interroge au hasard un membre
du personnel de cette en treprise.
On note les événements suivants :
M : «Le personnel interrogé est un agent de
maintenance »

O : « Le personnel interrogé est un opérateur

de production »
! : « Le personnel interrogé est un ingénieur»

£ : « Le personnel interrogé est une femme »
1) Construire un arbre pondéré correspondant aux
données.
2) Calculer la probabilité d'interroger :
a) Un agent de maintenance
b) Une femme agent de maintenance
c) Un femme
Partie B ;
Le service de maintenance effectue I'entretien des ma-
chines, mais il est appelé aussi i intervenir en cas de
panne. Pour cela une alarme est prévue. Des études
ont montré que sur une journée :
* La probabilité qu'il n'y ait pas de panne et que
I'alarme se déclenche est égale 20,002

* La probabilité qu’une panne survienne et que
I'alarme ne se déclenche pas est égale 30,003 ;

* La probabilité qu'une panne se produise est égale
40,04,

On note :
« A I'événement: « L'alarme se détlem;h

e B l'évenement : « Une panne se prgdun

1) Démontrer que la probabilité qu'une Panng
ne et que I'alarme se déclenche est égale "G ur:
0

2) Calculer la probabilité que I'alarme ¢ df-‘dan 5
3) Calculer la probabilité qu'il y ait une Panne

€ Sach,

que 'alarme se déclenche.

Une roue de loterie se compose de secteyr idey iy,
numérotés delal2.
Une personne fait tourner la roue devant un Fepiy,
On suppose que chaque secteur a la méme P"Uhah
de s’arréter devant ce repére.
A chaque partie, un joueur mise une cem'nemmm
d'argent en choisissant un, deux ou trois MUmMérgs.,
les12. Il est gagnant si le secteur qui s'arréte devay,
repére porte I'un des numéros qu'il a choisis.
Un joueur possédant un crédit illimité, effectue uneq,
parties en adoptant la stratégie suivante :

» Il mise sur le chiffrel 2 la premiére partie.

o S'il perd ala n*™
sur les chiffres1et2 a la partie suivante etsig

.....

la n" partie, il mise sur les chiffres] 3 et5.

1) On note p, la probabilité de 'événement :

4, : « Le joueur gagne la n™ partie »

a) Calculer les probabilités conditionnelles:
Rfln (An+1 ) Et Pq_{_ (Arlv'l )
I

|
b) En déduire que : (Vn = N') Pra = I-;P.,";
2

c) On pose pour toutn & N* Uy =P~ 7q

Montrer que la suite (u, )neN. est géométrigue
En déduire I'expression de p, en fonction den

puis déterminer lim p,-

A—r4m

Z) Soitk un entier te] quel<k<n.
On note B, I'événement :
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« Le joueur gagne une seule fois au cours des n
premiéres parties et ce gain a lieu a la k“™ partie »

a) A l'aide de la formule des probabilités composées,
A calculer P(B, ).

b) Calculer P(B, )pourk<n-1.

¢) En déduire la probabilité g, pour que le joueur ga-

gne une seule fois au cours des 1 premiéres parties.

B e —

Les parties A), B) et C) sont indépendantes,
Partie A:
Une urne contient deux boules blanches, trois boules
rouges et cing boules noires. On su ppose que ces bou-
les sont indiscernables au toucher.
1) On tire au hasard, successivement et avec remise
trois boules de 'urne.
Calculer les probabilités des événements suivants :
E : « Obtenir une boule de chaque couleur »
F : « Obtenir au moins deux boules noires »
G : « Obtenir deux boules rouges et une boule
blanche sachant que la premiére boule

tirée est blanche »
2) Dans cette question, on tire au hasard, successive-

ment et sans remise trois boules de I'urne.
Calculer la probabilité de chacun des événements
E . FetG.
Partie B :
On jette un dé cubique non truqué, dont les faces sont
numérotées de 1 a 6, trois fois de suite.
1) On considére les événements :
A : « Obtenir au maoins un 6 »
B : « Deux dés au moins donnent le méme résultat »
a) Calculer la probabilité de chacun des événements :
e e SR
b) Calculer P(Zn B) et en déduire P( An B).

¢) Calculer de la méme maniére P(A M B).

Les événements A et B sont-ils indépendants ?

EXERCICES ET PROBLEMES

3

2) Soit X la variable aléatoire qui représente le
nombre d'as obtenus.
a) Déterminer la loi de probabilité de X .
b) Calculer I'espérance mathématique, la variance
et |'écart-type de X .
¢) Déterminer la fonction de répartition de X puis
tracer sa courbe.
PartieC: |
Une guépe entre par inadvertance dans un appa rtement |
composé de deux piéces A et B . Elle est dans la piece

Aalinstant? =0, et évolue ainsi :
eSielle est en A 4 l'instantn, elle reste en A avec

1
une probabilité deg ou passe en B avec une pro-

babilité—i— allinstantn+1.

e Sielle esten B, elle retourne en A4 avec une pro-

WL
babilité de% ,reste en B avec une probabll;te;
et sort de 'appartement avec une probabilité de

% . Si elle est dehors, elle y reste.

On note 4,, B, et C, les événements suivants :

A, : «Laguépe esten 4 al'instantn »
B, : « Laguépe esten B al'instant 2 »

C. :«Laguépe est en dehors a l'instantn »

i
Les probabilités respectives de ces événements sont
notéesa, b etc, .

1) Calculera,, b,.¢,.q,.b,, ¢,,a,,b, ete,.

2) Exprimera, eth

nel

en fonction de g, eth, .

3) On définit les suites(uﬂ )et (v, ) pour toutn € N
6 3 4 3

L =_afl __bJ'I' Et ‘.!I P|+ n
10 10 10 10

a) Montrer que la suite(ur,1 ) est constante.

par: u

b) Montrer que la suite [1.-'" ) est géométrique.
c) Exprimeru_ etv, en fonction den.

d) En déduire les expressions de a, eth_en fonction

den.Que vautc,?
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On considére deux urnes U etV qui contient chacune

des boules blanches et rouges indiscernables au tou-
cher,

On choisit au hasard et de maniére équiprobable

une des deux urnes et on Yy tire une boule au hasard.
Soit les événements :

A« L'urneU a été choisie »
B :«L'urneV a été choisie »
R : « Obtenir une boule rouge »
1) On suppose dans cette question que I'urne U/ con-

tient une boule rouge et 4 boules blanche

s ; et que
l'urne V'

contient 4 boules rouges et deux blanches,
a) Déterminer les probabilités suivantes :

P4) : B(R) P(AAR)
b) Montrer que : P(R):l_:"_

30
¢) Sachant qu'on a obtenu une boule rouge, quelle

est la probabilité qu'elle soit tirée de I'urnelU ?

2) Dans cette question, on suppose que l'urne {J con-

tient 4 boules blanches et boules rouges ; et que

I'urne V' contient deux boules blancheset 5—n

boules rouges (avec n e {0;1;2;3;4;5} Y.
a) Exprimer P, (R) et P, (R) en fonction de .

g

) On sait que n prend six valeurs entiéres. Déter-

miner la distribution des cing boules sur les

urnes U/ etV pour que P(R) soit maximale.

S DEYORE D

Une entreprise fabrique des appareils électriques en
grande quantité,

Partie A :

On admet que 5% des appareils présentent un défaut.
On controle les appareils d'un lot,

Ce contréle refuse 90% des appareils avec défaut et
accepte 80% des appareils sans défaut.

S

—————

On préléve au hasard dans |e lat,

On considére les événemenys Slivg
D ¢ « L'appareil a un défayt
A : « L'appareil est accepté 3 |

ISSue g
1) Donner la valeur des pl‘ﬂbabilltég

ntg :

u
et cumrﬁh
; I :
conditionnelles Sulvantes - o ahiliu‘

P(D) ; P(D) ; F,(4) ANE

2) Calculer 20,001 prés |es Probabijig Bl
Suiy

an
P(AND) et p(,,mﬁ) tey

3) Déduire de ce qui la probabilité |5 Probap
tlita

P(A4)a0,001 pres.

4) Calculer a 0,001 prés la Probabilits qu'un
aDDarE,|

soit défectueux sachant qu'il 3 ¢t acceptg
€ par),

controle.
Partie B :
On préléve au hasard 1 0 appareils électri
livraison pour vérification. La livraison

mment important pour que I'on puisse

q Ues d'une
étant Suffigy.

assimi]erce
prélévement a un tirage avec remise des apparj,

On rappelle que 5%des appareils présentent
défaut.

On considére la variable aléatoire X qui, a tout pr.
lévement de 10 appareils, associe Je nombre sans

défaut de ce prélévement.
1) Justifier que X suit une loi binomiale donton
déterminera les paramétres.
2) Préciser X(Q) et, pour toutk € X (Q), donner
la valeur de P(X = k).
3) Déterminer les valeurs de I'espérance E( X )¢
de la variance V' ( X).

L =
4) Donner la probabilité que, I

dans un tel prélévement, tous

les appareils soient sans défaut.
5) Déterminer la fonction

de répartition F, de X

puis tracer sa courbe.
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Un sac contient 10 boules blanches et 10 boules rouges
indiscernables au toucher. On tire au hasard une boule
du sac. Si la boule tirée est rouge, on la remet dans le
sac; etsielle blanche, on la remplace par 3 boules rou-
ges puis on tire une boule du sac.
1) Calculer la probabilité de chacun des événements
suivants :
R : « Les deux boules tirées sont rouges »
i B: « Les deux boules tirées sont blanches »
E 1 « Les deux boules tirées sont de couleurs
différentes »
2) Calculer la probabilité que la premiére boule tirée
est blanche sachant que la deuxiéme boule tirée est

rouge.

|Examen National 2004 (Session De Rattrapage)
—

On distribue aléatoirement quatre boules indiscerna-
bles au toucher et numérotées 1, 2, 3 et 4 a six person-
nesA,B, C, D, E et F.(Chaque personne peuty
avoir 0 ou 1 ou 2 ou 3 ou 4 boules).
1) Quel est le nombre d’éventualités ?
2) Calculer la probabilité pour que la personne Aa
obtenu au moins une boule.
3) Calculer la probabilité de I'événement suivant :
« Le total des boules obtenues par B et C est égal

au nombre des boules obtenues par 4 »

s Natons 2006 (Sesion D Ratapage)
—_——

On considére trois urnes U, V et W telles que :
o L'urne W contient une boule noire et deux boules

blanches ;
o Les urnes U et V contient chacune deux boules

noires et deux boules blanches.

On considére I'expérience suivante :

On tire une boule de I'urne W . §i la boule tirée est

blanche, on la remet dans I'urne U puis on y tire deux

boules simultanément ; et si la boule tirée de W est

noire, on la remet dans l'urne V puis on y tire deux

boules simultanément.
1) Quelle est la probabilité que le tirage soit effectué

dans l'urne U ?
2) Quelle est la probabilité de tirer d

Ala fin de l'expérience 7
3) Soit X la variable aléatoire qui est égale au nombre
de boules blanches tirées a la fin de I'expérience ?

Déterminer la loi de probabilité de la variable X .

eux boules blanches

On consideére deux urnes U et V . L'urne U contient 4

boules rouges et 4 boules bleues ; I'urne ¥ contient 2

boules rouges et 4 boules bleues.
On considére 'expérience suivante : On tire au hasa

boule de I'urne U : Si elle est rouge, on la remet dans

rd une

I'urne U puis on tire au hasard une boule de 'urne V' ;
et si elle est bleue, on la remet a coté puis on tire au

hasard une boule de 'urne V.
On considére les événements suivants :

R, : «Laboule tirée de I'urne U est rouge »

B,

, :«La boule tirée de I'urne U est bleue »

R, :«Laboule tirée de I'urne V estrouge »
B, :«Laboule tirée de I'urne V" est bleue »
1) Calculer les probabilités des événements R, et B, .
2) a) Calculer la probabilité de I'événement B, sachant
que I'événement R, est réalisé.
b) Calculer la probabilité de I'événement B, sachant

que I'événement B, est réalisé.
3) Montrer que la probabilité de B, est E
21

4) En déduire la probabilité de I'événement R,
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EXERCICES ET PROBLEMES

nches et trois boules

un entier impair supérieur ou égala3. Une urne contient 4 boules bla .
rouges indiscernables au toucher. On tire au hasard
on note sa couleur puis on

Soitn
lare-

On considére 7 urnes numérotées de 1a n. L'urne
une boule de I'urne,

umérok (1< k < n) contientk boules blanches et
n—k boules noires indiscernables au toucher. met dans F'urne. . _ P
On choisit aléatoirement une urne et on y tire une On répete successivement | expérience et on s arr
bn le et une seule dés qu'on a obtenu successivement deux boules de
oule € e 5
i 2 i é .

1) Calculer la probabilité d‘obtenir une boule blanche. la méme couleur: ’ W
2) Calculer la probabilité que le tirage soit effectué Soit X la variable aléatoire égale f:u rang de tirag

dans une urne de numéro impair. dans lequel I'expérience s est arrétée.

ité d’ i ilités des événements :
3) Calculer la probabilité d obtenir une boule blanche 1) Calculer les probabilites de
[x=2] et [x=3]

sachant que le tirage a été effectué dans une urne
2) Soitk e N".

a) Montrer que la pro

k=1
[X = Zk] est: Pai =-§(E)

‘événement

de numéro impair.
e Nat babilité de I'événement

Soit7 un entier supérieur ou égal a 20. b) Montrer que la probabilité de |

Un sac contient 10 boules blanches et 7 —10 boules 3}
noires indiscernables au toucher. [X =2k+1]est: pyu = (ﬁ]
On tire une boule du sac, on note sa couleur puis on la _

remet dans le sac.
On répéte cette expérience 71 fois de suite. On note p,

Une urne contient une boule blanche et une boule noire

la probabilité d’obtention de k boules blanches avec
indiscernables au toucher. On tire successivement et

ke {0:1; 2l
1) Calculer p, en fonction de e avec remise nboules de I'urne (n > 2).
Pm 1) Calculer les probabilités des événements suivants :
2) On poseu, = —p;—aveck efooun-1}. A : « Obtenir exactement une boule blanche »
D B : « Obtenir au plus une boule blanche »
Montrerque: u, =— X . 2)0 idére |'évé
a) ATl T ) On considére |'événement :
b) Montrer les équivalences suivantes : (' : « Obtenir des boules des deux couleurs »
0<kz9u 2l CalculerP(E)et en déduire P(C).
10<k<n-1eu <l 3) Soit X la variable aléatoire égale au nombre des
¢) En déduire la plus grande valeur M de p, quand boules blanches obtenues lors de n tirages.
- a) Déterminer la loi ili
'entier k varie dans I'ensemble {0; I; 2;...;n} puis ) Do e e
b) Déterminer I'espérance E{ X)deX .
nt 10° (n-10)"" .
X c) En déduire que : (Vn . N') ZkC: =n2""
-0

établirque: M =—
A" 10! (n-lOi!
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A) A propos des propriétés sur quelques opérations :
1. Déterminer les propositions vraies et les propositions fausses parmi les propositions suivantes :

(On rappelle que ‘1 est I'ensemble des vecteurs de I'espace euclidien)

-ﬂ::V:(x;)’)ENz x+yeN B 'S;f(,t:;y)EN2 x-yeN
B:V(@v) eV 2i+veq P V(i@v)eY d-veY
P:V(#V)e9 uave9 P :V(#7)eY’ anved
B :V(zz)e(iR)  zz'eiR P :V(z2)e(iR) z+Z'eiR

B, : Y(abic)eR’ a—(b-c)=(a-b)-c o V(x;y;z}E(N')J & =(x’);

2. Soit A I'ensemble des fonctions affines définies sur R . Soit f et g deux fonctions appartenant a <A .
a) Montrerque: f+g e oA et foge oA.
b) A-t-on f x g € <A ?|ustifier.

B) La multiplication dans l'ensemble des racines cinquiéme de l'unité :

2dx

On considére I'ensemble : U = {z e/ ]} ,eton pose pourtout AeZ : w, =e ° .

1. Vérifier que : (VREE} rw, €U. x || o || o |o
2. Etablir que : 1U={¢iaJE Ike{0;1;2;3;4}}. @,
3. Vérifier que : (Vk € {0; 1;2:3; 4}) @, = a),*. A
4.a) Copier puis remplir le tableau ci-contre, i,
b) Vérifier que pour tout k etk'de{0:1;2;3;4}. =
@,

il existe p € {0;1;2;3:4} tel que: @, x 0, =,
C) Composition des applications :
1. Soient(; f) € (R' )z et etV deux vecteurs du plan et Q un point du plan.
» H () est'homothétie de centre Q est de rapporta .
. R(D.;a)est 'homothétie de centre (2 est d'angle & .

e 1, est la translation de vecteuri.

On considére les transformations suivantes: f =f,0f, et g = R(Q;a)oR(; ) et h=H(Qa)oH (2, B)

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de chacune de ces transformations.
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ACTIVITES PREPARATOIRES

2.0n considere les applications :

. h ‘ ]
S [~h4e0] - R? g: R > [-5
et e, et on ;i
X Vx4l o e h= gof
x+2

%) Montrer que 1 et & sont bijectives et déterminer f 'etg ',
) Montrer que / est bijective et vérifier queh™' = flog™'.

On considére l'ensemble: £ = {{);1;2; 3; 4;5}

P 3
e tout(x,y) € ExE, onnotex ® y le reste de la division euclidienne du no

mbre x + Ypars
1. Montrer que pour tout (x;y) € ExE, x® yestun élémentde £ .
Puisque pour tout(x;y) €EXE, x® yestunélément de £, on
dit qu'on a définj une loi de composition interne sur 'ensemble £ . @ | o] 1 T
(Abréviation : .| sur £), Sk -ﬂ
2. Calculer ; 2 - s |
r:2@2et 4®3 ot 404, e
3. Compléter le tableay ci-contre, : 8
4. Vérifier que pour tout(x;y;2) € E° £ H‘T
(x@y)@z=x$(y€3z) :
5. Montrer que : (V(x;y)EEXE) x@y=y®x ¢ __2_“
L.C.1 —

A) On considére I'’ensemble : S = {a +bJ2 / (a;b) e ]Rz} :
1. Montrer que S # .
2. Déterminer deux éléments de S .
3. Vérifier que S — IR puis montrer que la multiplication x est une loi de composition interne dans S .
Puisque § IR et quex est une loi de composition interne dans S : (V(x;y) S Sz) xxye§
alors on dit que S est une partie stable de R pour la loi x (ou que S est stable dans(R;x))

4. Montrer que S est une partie stable de (IR ;+).

1. Montrer que la partie /" est une partie stable pour la loi x dans E .
2. Est-ce-que la partie /* est stable dans(E;+) ? Justifier votre réponse. ;
{ ey - 1+r.'
C) On considére la loi de composition T définie sur C par : (V(z;z') € CI) 2Tz =zz' +i(z+2 )~

et soit & = {z eC f|z+i| < l}. Montrer que ) est une partie stable de(C; T).
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ACTIVITES PREPARATOIRES

A) On considére |'ensemble E = [1; +w[ :

pour tous xety de B, onpose: x*y= (x=1)(y-1)+1
1. Montrer que est une loi de composition interne sur £ .
2. Montrer que pour tout (x;y) € E*: x* y = y*x .Onditalors que la loi * est commutative.

que la loi * est assoclative.

_Montrer que pour tout (x;y;z) € E*: (x*y)*z =x#(y*z).Onditalors
(E;*).

3
4. Mon
5.Soitx € E - {1} . Montrer qu'il existe x' € E tel que: x*x'=x"*x=2

trer que pour toutx € £ :x*2 =2 x = x.On dit que 2 est un élément neutre pour

L'élément x' s'appelle un symétrique de I'élément x pour la loi * dans £..
. B m
B) On considére la loi de composition interne T définie sur N*par: (V(H;m) € (N ) ) aikm=T

1. Montrer que laloi T n’est pas commutative.

2 Montrer que laloi T n’est pas associative. { T..

3. Est-ce que 1 est un élément neutre dans [N' T ) 7 Justifier.

() On considére I'ensemble fini £ = {0;1;2;3;4;5} .

Soit | la loi de composition interne définie par

1. Vérifier que la loi L est commutative.

Nkl wWwin|l=|lo| S
=T I ¥ T I - S (O #5 T o8 b | —
||l W NI
Lol B3 o | & | Wi w
2] S| - - ltn] | B
W W | e l S| | Lh

0
1
2
le tableau ci-contre : 3
4
5

2. Laloi L est-elle associative ? Justifier.
D) On considére I'ensemble E = Z/6Z et ses deux parties :

A= {5;5;?} et B= {6,5]
1. a) Montrer que A est une partie stable pour les lois + et x dans E.

b) Montrer quef—l est I’élément neutre pour(A; x).

2.a) Montrer que A est une partie stable de(E; x).

b) Montrer que (E; x) admet un élément neutre que I'on déterminera.

A) Soit K un ensemble donné. On sait que N et U sont des lois de composition internes dans P(K) (On rappelle

que 9 (K ) est I'ensemble des parties de K').
p: P(K) > P(K)
X PpX=K-X
Montrer que : (V(X;Y)e(ﬁ(!{))z) p(XLY)=p(X)Nne(Y)
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ACTIVITES PREPARATOIRES

On dit alors que @ est un homomorphisme (ou simplement un morphisme) de(gﬁ(K

<. Montrer que ¢ est un homomorphisme de(g‘(x);ﬂ) dans (F‘p( K);U) -

Cl
GENERALISATION ]
On d{tqu une appllcltlun ? daE dansF est_ un hom;m;rphisme (ou Simplepy enty, 1
;) o (x*y) =) T ()
B) Soit * la loi de composition interne définie sur R par: x*y = x\[1+ ) + }'m
e* — g
On considére I'application f définie de R dans R par: (Vx e R) S(x)= ““ii-—
1. Montrer que f est bijective de R dans[R .
2.a) Montrer que : (V(x;y) e Rz) fx+y)=f(x)*f(»)
b) En déduire que » est commutative et associative dans R . Déterminer s o
3. Montrer quef({)) est I'élément neutre pour(R,*)- de(g )  Signifil, ‘
4. En déduire que tout élément de (IR ;*) admet un symétrique. détermination g, ‘
5. Vérifier que (R;+) et (R;*) ontla méme structure. PTOPri€tés de+ dan
6. Soit /"l bijection réciproque de I'application /.
a) Montrer que: (VxeR) f~ (%)= ln(x+~~J:’:2 +1)-
b) Calculer A(x) = x*x*_..%x en fonctiondex.
2020 fois
S ———

Dans une entreprise de vente des matériaux de construction, deux clients A et B ont acheté durant les m:
d’Avril et de Mai des sacs de sable et des sacs de ciment selon les tableaux suivants :

Sable Ciment Sable Ciment
Client A 10 sacs 12 sacs Client A 8 sacs 17 sacs
Client B 15 sacs 7 sacs Client B 9 sacs 10 sacs

 Mois d'Avril Mois de Mai

On peut exprimer aussi les données de ces tableaux par :

Sable Ciment
1 1

@ 8 17
B 10

Sable Ciment

! 1
10 12
C =
i)

i— ,1-' [ﬁ.
« Client A e

« Client B
« Client B
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ACTIVITES PREPARATOIRES 4

Chacun des tableaux C, et C, est appelé une matrice carrée d'ordre 2.

-

Les matrices C, et C, sont a deux lignes et deux colonnes.
1. Durant les mois d’Avril et de Mai, le client A a acheté
29 sacs de sable et 18 sacs de ciment, et le client B
2 acheté 17 sacs de sable et 24 sacs de ciment.
Ces résultats peuvent étre exprimés par la matrice :

C= 18 29
24 17

La matrice C est appelé la somme des matrices C, et C,, eton écrit:

10 2 s § 2 Q)
Cc=C+C,=[" ‘—]{B 17}2[104 |2+5?J:(;a ;3J
24 17

\15 7 9 10 15+9 7+10) \2
37 27
Calculer de la méme fagon, la somme des matrices: £ = S8l et =
4 7 18 60

2. Le prix unité d'un sac de sable est 20 Dh et le prix unité de sa livraison est1 Dh.

Le prix unité d'un sac de ciment est 55 Dh et le prix unité de sa livraison est2 Dh.
Prix Achat Prix Livraison
L

L
( 55 2 ] « Ciment

On exprime ces données des prix par la matrice P:

P = 20 1 « Sable

a) Vérifier que les montants d'achats et de livraison payés par les clients A et B durant le mois d’Avril sont
= Pour leclient A: Prix d'achat =790 Dh ;  Prixdelivraison =32 Dh .

= Pour le client B: Prixd’achat =965 Dh ;  Prixdelivraison=37 Dh .
On exprime ces prix par la matrice :
Prix Achat Prix Livraison
1 1
790 32 « Client A
'\ 965 37 « Client B

Remarquons bien que :
790 =10x55+12x20 : 32=10x2+12x1 ; 965=15x55+7x20 ; 37=15x2+7xl

La matrice F, est le produit des deux matrices C, et P dans cet ordre et on écrit :
10 IZJ (55 2} [|0x55+12x20 IUX2+I2><11 [‘?90 32}
X = -

15 7 20 1 15x55+7%x20 15x2+7x1 ) 965 37

b) Calculer de la méme fagon F, = C, x P qui exprime les montants d'achats et de livraison payés par les

)’-‘lzC,xﬁ':(

clients A et B durant le mois de Mai.
c) Déterminer la matrice F = F, + F, qui exprime les frais des clients A et B durant les mois d’Avril et de Mai.
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

- . 1] &
3) La division est une loi de composition interne sur Q°, R etC", mais pas surZ’ et

4) Si E estun ensemble, on a sur P( E) les lois de composition internes suivantes :
* Lintersection: (A;B)1> AN B.
*Laréunion: (4;B) > AUB.

* La différence : (4:B) > A4\B.

* Ladifférence symétrique : (4;B) 1> AAB.

3) Soit T (I; R)I'ensemble des fonctions réelles définies sur un intervalle / .

* L'addition et la multiplication sont des lois de composition interne sur?(7; R).

*Pour/ =R, la composition o est une loi de composition interne sur 7 (R; R)

6) L'addition et |a multiplication matricielles sont des lois de composition interne syr M, (]R] ety

7) L'addition et la multiplication sur Z/nZ définies dans le chapitre « Arithmétique dans 7, SOt dag

lois de composition interne sur Z[nZ.

8) Le produit scalaire dans Je plan vectoriel 9V, n’est pas une loi de composition interne car s

alorsﬁ.ﬁeR,etdonc:?.ﬁEcV:.

Applications |

(#7)eqs

1. Pour tous xet y de R »{—21—},011 pose: x*y=x+y—2xy,

e 1
Montrer que * est une loi de composition interne sur R — {~ :

X+y

2. Sur l'intervalle ] = ]*1;1[ » on définit la relation | par : (V( ;
1+ xy

x;y)e]z) X e

La relation L est-elle une loj de composition

3. On considére I'ensemble £ = { S A ﬂ,}

interne sur / ? Justifier,

ot les fonctions f; (i € {1;2;3;4}) des fonctions numériqee
définies de R"vers R par: f: xi» x ; Lixl-x fj;xH_l_ i fiixes il

X X
a) Montrer que o (composition des fonctions) est une loj de composition interne su

b) Dresser la table de (£ 0)

tE.

4.On considére I'ensemble A = {1;2;4;6; 8}, et soit f Iapplication définie par :

SiAxA 5 4

("'5 -"') = xAy (x A yétant e plus grand commun diviseur des entiersxet))

a) Dresser la table de la loj A dans 4,
b) En déduire que A est une loj de com

Position interne dans A,
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES
1.3. PARTIE STABLE - LOI INDUITE

Soit( £:*)un ensemble muni d'une loi de composition interne et /” une partie de E.
Onditque F eststable par*si: (V(x;y)e F?) x*yeF

F? > F
(x:39) P x*y

on interne alors définie sur F par :

1) L'ensemble R" (resp.C") est une partie stable de (R;x) (resp.(C;x)).

2) L'ensemble des nombres complexes de module 1 est une partie stable de (C;X) .

3) L'ensemble Z~ est une partie stable de (IR ;+). mais n'est pas une partie stable de (R; X) car:
(-;-1)e(Z) et -Ix(-1)=1¢Z

4) L'ensemble <A (IR; R ) des fonctions affines est une partie stable de (‘? (R; R) ;0).

a

T (R A B

6) L'ensemble R" n’est pas stable pour 'addition dans R car(l;-1) e (R' )2 maisl+(-1)=0¢ R".

1
5) L'ensemble H = {(0 } lae R} est une partie stable de(MIz (R}; x). En effet, on a pour tout

7) L'ensemble P = {z eC/ Re(z) > 0} est une partie stable de (C;+), mais n’est pas une partie stable
de(C;x) . (Remarquer bien que : ixi=~-l¢g Pmalgré quei e P).

8) On munit R d’une loi de composition interne * comme suit : (V (v3p)e ]Rz) x*y=xy—3x-3y+12
On considére la partie S = ]3;+00[. Montrons que S est une partie stable de(R; *) :
Ona pour tousxety deS : x*y—3=xy—-3x~3y+9:(x—3)(y—-3)
Et puisque: (x €S et yeS)=>(x>3et y>3)= (x-3)(y-3)>0=>x*y-3>0

alors * (V(x;y) 2, 32) x*yeS. Parsuite, S est une partie stable de(IR; *).

1. On considére I'ensemble : § = {xz +y' 1(x)€ N}

a) Montrer § est une partie stable de (N;x).

b) L'ensemble S est-il stable pour I'addition dans N 7 Justifier.
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AISSANCES FONDAMENTALES

2.0n Considére Jeg ensembles: 4 = {3' - f(ﬂim) QNI} et B = {"1 Ine N} :

a) Etudier |4 stabilité de 4 pour l'addition et la multiplication dans N, .
b) Méme question pour l'ensemble B .

1 00
a 1 0|/(asb;c)eR?
b ¢

Montrer que G est une partie stable de(M, (R) ;x).
4. Dans 'espace Y

3.0n consideére I'ensemble : G =

e —

rapporté i un repere orthonormé direct(O;-i'; _}:; k ) :

E= {ﬁ;?;}’;f;—?;—}’;—ﬂ

a) Dresser 13 table de la loj A dans E. (A étantle produit vectoriel danscvs),

b) Vérifier que E est une partie stable de (CV3 ;A)-

> PROPRIETES D'UNE LOI DE COMPOSITION INTERNE

2.1, ASSOClATIVIT‘E". - COMMUTATIVITE
Définition 3 — ——————
Soit(E ;*) un ensemble muni d’une |oj de composition interne.

* On dit que 1a loj * et associative dans (E ;) si :

(V(a;b;c)e E"') (a*b)*c= a*(b*c)

* On dit que la loj * est commutative dans(E;*)s;

1 (V(a';'b)eE2) axb=hxgq

ni associative, Cnntre-exemples :
(7-5)-127-(5-1)

mutative dans M, (R) et M, (R).

5) La multiplication matricielle est associative dans M, (R) et M, (R), ma
6) Dans <Y,

dS=T#7~5 et
4) L'addition matricielle est associative et com

is pas commutative.
,le produit vectoriel n'est nj commutative, ni associative, Contre-exemples : Si (O;i '-

un repére orthonormé direct, alors : j Adiom=T nT et (f A }') Nj#T A(} AJ)
7) La composition des fonctions est associatiye dans?(]R;R) , Mai

1S pas commutative.
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

currence surn € N', on définiten général des applica-

Si la loi * est associative dans (E;*), alors, par ré
—1, on part de I'application identique de £,

ﬁom(xl;x;;---;x,,)H X, *x, *,. . *x de E"dans E : pourn
puis on utilise la formule de récurrence : X, *X, *...* X, =(x *x, ..*X,,)*%, 22
Six;, Xyses Xy € Eety,, Y.V, € E (n,meN"),ona:

(3% * % %%, ) ¥ (0 * 3y *k P, ) = X 2 * B X, N KD . xY

n
On le montre par récurrence sur m € N*. En notation additive, X, +X; +...+ x, est aussi noté le '
i=1

n
en notation multiplicative, x,.x,....x, est aussi noté H x, . Le cas ou tous les x, sont égaux a un méme

i=l

élément x est important.

Soit £ un ensemble muni d'une loi associative etx € E . Pour tous entiers non nulsmetn,ona:

jon additive: mx +nx = _(m +n)x et _m(nx-) = (mn)x :

et x"' )” ="

e s

tiplicative: x” x" =x""

"associativité de la loi de composition interne * définie sur R par:
(V(x;y)e]ll’) x*y=2"
2 Erudier la commutativité et 'associativité de la loi de composition i
(a;b)T(x;y)=(ax;ay+bx)
3. ftudier la commutativité et 'associativité de la loi de composition interne L définie sur C par :
(V(z;z')e Cz) 212 =izz' +2z+(1+i)z'+2
4, On munit un ensemble £ d’une loi de composition interne ¢ (notation multiplicative) telle que :
(V(x;y)e EZ) x(w)=(x)x=y
Montrer que laloi « est commutative.
5.Soit( E; +) un ensemble muni d'une loi multiplicative telle que : (V{x;y;z;m) e E“) x(@x)(yz) = @x

Montrer que : (V(a;b;c)eE’) ¢ =ab = ¢’ =c¢. Endéduire que: (V(a;b;x)e E’) (ab)x = ax.

1. Etudier la commutativité et

nterne T définie sur E = Z x Z par :
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

2.2. L'ELEMENT NEUTRE

1) Oestun élément neutre de (N:4),(Z:4), (Q:+), (R;+)et(Cs+).
2) lestun élément neutre de (N;x),(Z;%), (Q; %), (R;x)et(C; x).
2) Dans 'ensemble P(E), Dest neutre pour U et E est neutre pour M.

3) Dans 7(R;R), la fonction identique /d: x - x est neutre pour la composition.

4) La matrice nulle = [g g] est neutre dans (M2 (R) ;+) : (VM €M, (R)) M+0, = 0,+y

5) La matrice identité 12 = [; {:] est neutre dans (N]I:E (R) g X) : (VM € Mz (R)) M x 12 = Iz xM

IS0
De méme, la matrice identité I,=10 1 0 |estneutredans (M3 (R) : x) :
05011

6) La loi soustraction « —» définie sur R ne possede pas d’élément neutre.
7) Laloi L définie sur R par: (V (x;y)eR? ) XLl y=x+y+2+xy neposséde pas d’élément neutre

En effet, il est impossible de trouvere € R tel que: (Vxe R) xX+e+2+xe=x.

23
1. On munit I'ensemble Z d'une loj de composition interne * définie par: (V(x;y) c Z’) xxy=xt)

Montrer que(Z;*) admet un élément neutre,

Scanné avec CamScanner



CONNAISSANCES FONDAMENTALES

2.0n considére I'ensemble :  — {(x;y)ezl [%* =2 = 1}

On définit sur E l'opération suivante - (x;y)*(a;b)= (xa+2yb; xb+ ya)
a) Montrer que * est une loj de composition interne sur £ .

b) Laloi * admet-elle un élément neytre ? Justifier

3.0n considére 'ensemble: 4- /| & Jij .
T l[o a]“’(mﬁ)eﬂl’}

a) Montrer que x est une loj de composition interne sur A .
b) Est-ce-que(A ;X) admet un élément neutre ? Justifier.

Proposition 1 |}

-Solt(E ;*)un ensemble muni d’une loj de composition interne.

Sieete sont deux éléments neutres pour la loi * dans £, alorse = e’ . Autrement dit :

_ m&&nem neutre pour une loi de composition interne, lorsqu'il existe, est unigue.

Si deux tels éléments existent, ona e*e' = ¢ care’ est neutre, ete* ¢' = ¢’ care est neutre, d'oli: e=¢'.

2.3. SYMETRIQUE D’UN ELEMENT

Définition 6

Soit,,(E ;*) un ensemble muni d'une loi de composition interne et possédant un élément neutree.

Un élémenta € E est dit symétrisable (ou inversible) pour* s'il existe un élément a’ de E tel que
a a*a'=a'*a=e.Untel élément @' (s'il existe) est appelé un symétrique (ou inverse) de a pour *.

1) Dans (Z; +) ) (Q; +) p (]R ;+) et(C; +), tout élément a admet un symétrique qui est son opposé —a.

1
: . = g . -1
2)L (Q ;x), (R ;X) et(C ;x),mutélémentaadmet un symétrique qui est son inverse a ou;.

3) Dans (9 (E) ;h), I'unique élément symétrisable est £ et, dans (S'F" (E); u) , I'unique élément symét-
risable est 'ensemble vide .
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES 4

1) Si f et g sont deux bijections d'un ensemble £ dans lui-méme, alors f 0 g est également bijective et sa
bijection réciproqueestg'o /' :  (fog)' =g o s
2) Si A et B sont deux matrices inversibles dans(M, (IR );x) , alors le produit A est également inversible
I etsoninverseestB' 4" (4B)' =B'4"

s ’ 1
1. On munit R d'une loi de composition interne définie comme suit : (V(x:y) e R’ ) A L E’ty '
a) Montrer que la loi * est associative.

b) Montrer que * admet un élément neutre que I'on déterminera.
¢) Déterminer les éléments symétrisables pour la loi*.

d) Montrer que le symétrique de—1est 2, et que le symétrique de 6 est—3.

+
2. On définit sur l'intervalle / = ]Hl;][ uneloi Tcommesuit: (Vx,pel) xTy= ::_;;

a) Montrer que T est une loi de composition interne sur / .
b) Montrer que la loi T est associative dans / .

c) Déterminer I'élément neutre edans(/;T).

d) Montrer que tout élément x € / admet un symétrique dans (/;T).

3. On munit C de la loi de composition interne définie comme suit :
(V(z;:-:’) e C? ) zlz'=z2'+i(z+2")—(1+i)
a) Montrer que L est commutative et associative.
b) Montrer que | admet un élément neutre que I'on déterminera.
c) Déterminer les éléments symétrisables pour la loi L.

2.4. ELEMENT REGULIER D’UNE LOI DE COMPOSITION INTERNE

Soit(E ;*) un ensemble muni d'une loi de composition interne.

Un élément a € E est dit régulier ou simplifiable si, et seulement si :
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4 CONNAISSANCES FONDAMENTALES

1) Dans R ou C, tout élément est régulier pour 'addition.
2) DansR" ouC", tout élément est régulier pour la multiplication.

3) Soit( £;*)un ensemble muni d’une loi de composition interne associative et POSsédan,

un g
neutre e. Alors, tout élément inversible de E est régulier. En effet, soitx € £ Elémeny %

etx’ son inverse.
Suit{a;b)EEz.Ona: x'*(x*a}n(x'*x}*a=e'a=a et de méme x't(xtb).__-b.

On en déduit donc que six*a = x *b, alors a = b. On démontre de méme que : 4+ Y=gy

Y5y
4) Attention, un élément régulier n'est pas nécessairement inversible. A titre g’ exemple, dan, s(N: ! )
i+
3 &
€lément est régulier mais seul 0 est inversible : (V (a;x;y)eN ) BRE=dty -y, y

1 Dn conmdére I’ ensembleN muni de la loi de composition interne définie Par: anp=,

ol cest le plus grand commun diviseur des entiers aeth.
Est-ce-que tout élément de " est régulier dans (N i A) ? Justifier.

2. On définit sur I'ensemble Q' une loi de composition interne comme suit :
o 2
(v(x;y) (@) ) Ty

Déterminer les éléments réguliers dans (Q:; T) .

3. Soit A (E E ) I'ensemble des applications de E dans E muni de la loi de compositiono.
a) Montrer que les éléments f qui vérifient : « Pour tous g et hde ch(E;E} , foh = fog = h= o
sont les applications injectives.

b) Montrer que les éléments f qui vérifient : « Pour tous g eth de <A (E; E),hof = gof =h= g
sont les applications surjectives.

4. Est-ce-que tout élément de (Mz (]R) : x) est régulier ? Justifier.

&) MORPHISMES
3.1. DEFINITION D'UN MORPHISME

Soit (£;*) et( F;T)deux ensembles munis de lois de composition interne et soit f une applicati®
deEdansF.Ondi;quﬂ_f_esj:unmn.. '
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

*Un morphisme s'appelle aussj un homomorphisme.
*Un endomorphisme de (E;#)est un morphisme de ( E;+) dans lui-méme.

- eUnisomorphisme est un morphisme bijectif.

1) On considére l'application : i (z;+) ->(Z‘; x)
x> §
Onapourtout(x;y) € 2" : f(x+y)=5 =5 x5 = f(x)x f(»)

Par conséquent,  est un morphisme de(Z;+) dans(Z' . x)_

2) On considére l'application: g : ]O;m[ SR
x = lnx

On a pour tout(x; y) & (]{);+i:m:-[)2 b g(w)=In(xy)=Inx+Iny=g(x)+g(y)

Par conséquent, g est un morphisme de J0;+oo[ dans R .
3) On considere l'application: h:C > R
z |
Onapourtout(z;2,) € C* : h(z xz,)=|z x2,| =|z|x|z.| = (2 ) x h(2,)
Par conséquent, /i est un morphisme de (C;x) dans(R;x).
k:R — M, (R)
o 1)
x
0 1
1
On a pour tout(x; y) € R’ : k(x+y)=[0 xJ;y

99005 o 2 71

Par conséquent, k est un morphisme de( ;«lr)dems(l'%l2 (R);x).

p:R o> C
0 e’
Ona pour tout(6,;6, ) e R* : (6 +6,) =% = o x =¢(0)xp(8,).

4) On considére 'application :

]. D'autre part :

5) On considére I'application :

Par conséguent. @ est un morphisme de(]R;-t-)dans(C' ;x) 3
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

a) Montrer que £, est une application bijective.
b) Soit 7 I'ensemble des applications f, quand a varie sur R".
* Déterminer I'application f,0 f, ol (aia’) € (R. )2 :
* En déduire que la composition des applications 0 est une loi de composition interne surg.

©) On considére I'application: h:R' —»7
a - f,
Montrer que 4 est un morphisme de(lR' ;x) dans(?; o).

2. Soit f Tapplication définie de P(E) dans P(E) par: f(X)=C} =E-X
a) Montrer que f est un morphisme de(?(E);f‘-) dans(?(E); L.J)‘
b) Montrer que f estun morphisme de(@(E);U)daﬂs(@(E);ﬁ)'

©) L'application f est-elle un automorphisme ? Justifier.

=Xty

Etsoitz, = g+ ibun nombre complexe avec(a;b)e RxR".

3. On considére I'ensemble : %={M(x;y)=[x 4 J f(x;y)ele}

On considére I'application : ¢: E—>C
M(x;y) > x+yz,
a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de(E ;+) dans (C ;+).
b) Déterminer le nombre complexe z, pour que ¢ soit un morphisme de (E;x)dans (C;x).

3.2. PROPRIETES D’UN MORPHISME

‘—1 Proposition 4 '

Soit / un morphisme de(E ;*)dans(F;T).
1) f(E)est une partie stable de (F;T).

2)Silaloi * estassociative dans(E;*), alors la loi T est associative dans(f(E);T).

3) Silaloi * est commutative dans'(E-;-*) »alors la loi T est commutative dans ( % 4 (E);T).
#)Silaloi * admet un élément neutre e dans(E;+), alors f () est un élément neutre dans(/ (£}
5) Silaloi * admet un élément neutre e dans (£;+), et un élément x admet un symétrique x'dans
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES 4

1) Soit y, et y, deux éléments de /'( E). Il existe donc(x;x, ) € E'tel que: y, = f(x)ety,= f(x).
pisque /s morphisme d ) dans(5T),lors: 1y, = ()T (1) =/ (5,*5)
Comme * est une loi de composition interne sur £, alors x,*x, € £, etdonc f(x *x,)€ J(E).
par suite, », Ty, € f(E). Ainsi, /(£ est une partie stable de (F;T).

2) Soit (u;viw) € (f(E))J' lexiste donc(x;y;z) e E'tel que: u = f(x) et v=f(p) et w= /(2)
Puisque f un morphisme de (£;*)dans(F;T), alors :

T)Tw=(F (TS GNTf(2)= £ (x5 2)T/(2) = f[(x*)*2]
Sila loi * est associative dans (£ %), alors :
(@T)Tw=flx*(y*2)]= £ ()T (y2)= £()T[ ()T /()] = uT(¥TW)
Par suite, la 10i T est associative dans ( f( E); T)_
3) Supposons que la loi * est commutative dans(£;*). En conservant les notations de 1), on obtient :
W= ()T (x5)=7(x*x)= f(x*x)=F(x)T/(x)=2T»
ce qui montre bien que la loi T est commutative dans( f (E);T).

4) Soitu € f(E). Il existe alors x & E tel queu = f(x). On suppose que la loi * admet un élément neutre e
dans(E;*). 1l s'ensuitdonc: uT f(e)= f(x)T f(e)="f(x*e) = f(x) = u.On montre de méme que
f(e)Tu =u, ce qui entraine immédiatement que f (¢) est I'élément neutre dans( f (E):T).

5) Soit x' le symétrique de x dans (£;*). De x * x" = eetx’* x = ¢, ajouté au fait que / un morphisme de (£ ;*)

dans(F;T), ondéduit: f(x)T/(x")=f(x*x")=f(e) et f(x')Tf(x)=f(x"*x)=f(e) .Comme

f(e)est un élément neutre dans( f (£);T), alors f (x) admet un symétrique dans (f(E);T)qui est f(x').

laloi* dans (£;*)verslaloiTde(F;T), et vaainsi conserver toutes les propriétés

e P o S e e
Iy T
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1) Montrons que la loi * est commutative :
Soit(x;y) € R*.Ona: x*y =.1L;y+(x’l —1)()?2 —l) et y'*x=yx+(y’ "1)(12 =1
doncx#*y= ¥ * x (car la multiplication est associative dans R ). Ainsi, la loi * est commutatjy,

2) Montrons que la loj * n'est pas associative :

Ona: (-120)*2=0%2=-3 ¢ (=1)*(0%2)=(-1)*(-3)
3)Onapourtoutxe R - x*l=l*x=x;d

4) Résolution des équations ;
* Pour I'équation (£, ) :

=3 ; donclaloj * n’est pas aSS0ciaty
oulestI'élément neutre pour la loj *,

2*)::5@2x+3(xl—1)=5¢::>3-x2+2x—8-=0<:>(x=—2 ou ng]
L'ensemble solution de cette équation est: § = {-2;i}.
* Pour I'"équation (£, ) :
JH*J\:=1<::»:|::‘+(Jr2--1)2 =l<=;x“—'xz=0©xz(x2—l)=0
Par conséquent: x*x=1< (x=00u x=-loux=1).

L’ensemble solution de cette équation est: § = {0; L;-1}.
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TECHNIQUES ET ASTUCES 4

I SOLUTION l
1) Onapour tous(x; ) et (x'sy') deR? : (x;y)e(x's") = (xc's ') = (x'5:0) = (x's ') * (x39).
Dong, la loi * est commutative,
On a pour tous(x;y),(x';y') e:t(:s"';y"}delR2 :
[(-"}}’} (x5 )] (x* 'y°) (ox’; ') *(x ") =(xx'x"; )
(.r;y} [(: ) (x"y )]:(x;y}t(xx';yy') = (xx'x"; py")
Donc, la loi * est associative, |
2) On a pour tout(r;y)e R?, (x;y)*(l;l): (];1):(;;;») =(x;y) ;donc (1;1) estI'élément neutre pour * .

Cherchons maintenant les éléments symétrisables pour la loi* :

Onapourtous(x; y)et (x';y')deR? : (x;p)*(x';') = (I;1) & (xx's30") = (131) {;Z : 'E

Six#0ety #0Oalorsy’ = % ety = i Donc toutélémentde(]R‘ )2 est symétrisable pour la loi* . f

3) a) Soit(x;0) et(y;0)deux éléments de S . On a : (x:0)*(;0)=(xp;0), donc(x;0)*(y;0)eS. J

Par suite, S est une partie stable de (]Rl;*), l.

b) Soit(x;0)un élément de . Ona: (x;0)(1;0) = (x;0) et (1;0) (x:0) = (x:0). 1
Par conséquent, (5;*) admet( 1;0) comme élément neutre pour la loi * .

Onaenfin(1;0) # (1;1). Ainsi, I'élément neutre de(S;*) est différent de celui de (R?;). ,

c| UNE LOI DE COMPOSITION INTERNE DANS C

On considere dans I'ensemble des nombres complexes C la loi de composition interne T définie par: .

Pour tout(:."z’) eC': zTz'=z7 &L

d

SOLUTION

1) Etude de la commutativité: Ona iT1=i et 1Ti=~i,donciT1#1Ti.
Ainsi, la loi T n'est pas commutative.
Etude de I'associativité : Ona (/T1)Ti=i Ti=ix(~i)=1etiT(1Ti)=iT(=i)=ixi=-1,donc

(iT1)Ti#iT(1T7). Ainsi, laloi T n’est pas associative.

2) Résolution de I'équation (2Tz]T=f : On posez = X+ iy avec(x;y) eR*.Ona:

Scanné avec CamScanner



FTECHNIQUES ET ASTUCES

)(x-—jy)-—-!@(xz +_].’2)Jc—l'[.1c2 +J’l)}’=i

(sz)T—— i c:\z\: z=I c‘.‘h(xz +J»'1
2y y*=00u x=0 =
{x ¥y {x 0

Par identification on trouve : (zT Z)Tz i & (xl + ) e A h
Par conséquent: (zT z)T~_- i &z =—i.Ainsi, I'ensemble solution est : S = {—-j} )
D| EXEMPLE DE MORPHISME e 3
2)

On définit sur l'intervalle [ = ]0;+en[ une loi de composition interne * comme suit:

pourtou(sip)e 0y =dF T T
1) Montrer que pourtout (xiy) 1”1 (x#9)= /()47 ()

|umanl
1) On a pour tout(x;y) € I* : f(x* y):(x*y)1 =Ux2 +y1)1 = +y = £(x)+ f(»).

2) On a f est un isomorphisme de(/;*)de(I;+), donc(Z;*)et(;+)ontla méme structure.

a) Puisque la loi + est associative dans / alors la loi * est associative dans [ .

b) Puisque la loi + n'admet pas d'élément neutre dans [ , alors ( 1 ;*) n'a pas d'élément neutre.
3) Onapourtoutn e N* : f(4)= fga*a-,._ta} =_:f(a)+f(a)+ .+ f(a)=nf(a)=nd".
n}h ,,'};m
Et comme f est un isomorphisme de / dans/ ,alors: A= f =t (na’) = \f na* = aJ;
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FECHNIQUES ET ASTUCES 4

#) Siune telle matrice N existait, on aura alors: NA = N.N? = N et AN = N'.N = N’

Donc: NA= AN
b) D'aprés la question 2) b), la matrice N s'écrit :
a b ¢ a 2ab b +2ac
N=|0 a b et N'=|0 4 2ab
0 0 4 0 0 a’

L'&gallh!N: = Adonne: @’ =0 et 2ab = | et b’ +2ac=0
Ce qui est impossible car on auraa = () et 2ah =1 .
En résumé : Il n'existe pas une matrice N telle que N? = A.
4) L'objectif de cette question est de trouver les matrices P, carrées d'ordre 3, vérifiant: PA=P— A

a) Lecalculdonne: (/= A)I+A+A4)=T4 A+ A ~A-A - =[- A
Comme A° = O alors (I —A)(I+ A+ A4)=1.
Il s'ensuit donc que 7 — A est inversible et son inverseest: (/—A) =I+A+A°
b) Soit  une matrice vérifiant PA = P~ A . On aalors P — PA = A etdonc P(I —A)= A.
Puisque / — A est inversible, alors P(/ — 4)(/ -A‘)” =A(I —A]" etdonc P=A(I- A)_I-
Puisque(/ ~A)" =T+ A+ et £ =0 : P=A(I-A) = A(I+ A+ £ )= A+ £ + £ = A+ £

Conclusion: P=A+ A°,

~» L'addition et la multiplication de matrices possédent des propriétés qui peuvent étre
utiles dans les exercices et problémes. A titre d’exemple : Si 4, B et C sont trois matrices

+A4 ; (A+B)+C=A+(B+C) ; A+0=4 ; A+(-4)=0
ortant pelle la prudence est que le produit matriciel n'est pas
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EXERCICES ET PROBLEMES

4) Montrer que tout élément de]l: teof o

LOI DE COMPOSITION INTERNE - PROPRIETES

i
ble dans (]1;+0[;T).
On considére la loi de composition interne * définie On munit [ de la loi de Composition interne,
LSy T Gy
sur R par: X%y =xy—2(x+y)+6 suit : X*y=xy-3x-3y+|3
1) a) Montrer que * est commutative et associative. 1) a) Déterminer I'élément "EUtTEEdang(RH;I
b) Montrer que * admet un élément neutre. b) Déterminer les éléments Symétfisahle;dat
2) a) Est-ce-que tout élément de R est symétrisable (R;»).

pour la loi* ? Justifier.
b) On pose: E = ]2;+00[.
Montrer que £ est une partie stable de (IR; *) .

% A-t-on x'e ]3;+w[ ? Justifier votre Mépong

On munit I'ensemble R, de Ia loi de composition in-

2) a) Montrer que ]3; +oo[ est stable dans(:.q-.f
b) Soitx € ]3;+ao[ et x’ son symétn’quedansr: .

terne * définie comme suit: x=* ) i m gilugsepour tﬂut(x; y} s ]_ L I[ 5 ]' L I[-”“II&
1) Etudier la commutativité et I'associativité de * . xTy= Ix :’;;
2) La loi * admet-elle un élément neutre dans R, ? 1) Montrer que T est une loj de composition s
3)Soitne N'et ae R, calculer; a*ax...*qg dans ]—l;l[ .
u 2) Montrer que la loi T est associative dans}—];ﬂ -
On définit sur I'ensemble des nombres complexes 3) Déterminer I'élément neutre de la loiT. I

la loi de composition interne T définie comme suit: 4) Montrer que tout élément x dg]—];][est symén

bles dans(]—-l; 1[ ;T)_

2) Résoudre dans C I'équation (2Tz)Tz=i 6 !
é - On considére la loi | définie sur R’ par:

2Tz =27 +i
1) Etudier la commutativité et 'associativité de T

2 00
V,‘L‘; e(R" ) Ly=Inle e |
On consideére la loi de composition interne T définie ( ( y) ( ) & ( o
surRpar: xTy= XY—x—y+2 1) Montrer que L est une loi de composition!"
; dansR*,
1) Déterminer I'élément neutre de la loj T

Z) Montrer que | tative et associat®
2) Déterminer les éléments symétrisables dans (IR, T) I que L est commu

¢
3) Montrer que la loi | admet un élémentn®
3) Montrer que 1; 4+ est stable pour a o T

f
4) Déterminer les éléments symeétrisables dans
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1 Ht(E;T) un ensemble muni d'une loi de compo-

sigion interne et admettant un élément neutree.

"ha,h

Montrer qu'il existe au moins un élément symét-

risable dans (£;T).

— 2)On prend E = {a:b} et on considére le tableau :

* Comy, T[alb
al|lalb

). b|b

Compléter le tableau pour que b soit symétrisable
dans(E:T).

1 Soitae R et G= ]—a;a[ . On définit I'opération :

-}. F
s(R

inse.
(V(I:J’J eG’ ) xTip = s
— s
]
pose : 1) Montrer que T est une loi de composition interne
dansG .
2) Montrer gue T est commutative et associative.
itern:  3) Montrer que T admet un élément neutre.
4) Déterminer les éléments symétrisables dans G.
LI[.
Soit ABCDEF un hexagone régulier de centre O.
sétrie  On considére 'ensemble : A
%={A.B;C;D; E; F}
B
- On définit sur X une loi
de composition interne
® comme suit : Pour
1) tousMet Nde X, MeN ¢
terne est le symétrique de M par
rapport 2 la droite (ON). .
e. 1) Déterminer la table de la loie.
e 2) Laloi  est-elle commutative ? Associative ?
_(g’; 3) Laloi » admet un élément neutre ?

On définit dans R * 'opération suivante :
3 x+_v+|.'r—y|
. T f=—
(V(.r._v)e([il ) ) =LY 5

tion interne

1) Montrer que L est une loi de composi

dans &'

2) Montrer que la loi L est comm
ive 7 Justifier.

utative.

3) Laloi Lest-elle associat

4) Montrer que la loi L admetun élément neutre.

5) Déterminer les éléments symétrisables dans
(R* =1);
On considére I'ensemble E = {1;2;3; 4}, muni d'une

loi de composition interne T définie par:

Pour tout[.r;y) e E?, xTy estlereste de la division

euclidienne de x” par 3.
1) Déterminer la table de la loi T.

2) Laloi Tadmet un élément neutre i
3) Laloi T est-elle associative ? Commutative ?
4) Résoudre dans E les équations suivantes :

a) ITx=1 ; h) xTx=3 ; ©3Tx=1

—~

Soit(E;*} un ensemble muni d'une loi de composition
interne. On suppose que la loi * est associative.

Soit A 'ensemble des éléments régulier dans (E:*).

Montrer que & est une partie stable dans ( E:*).

R

Soit T une loi de composition interne définie sur R”
par: (V(.\’;_}-')E(IR')‘) xTy=

1) Montrer que la loi T est-elle associative.

}

X+ y

2) Laloi Tadmet un élément neutre ?

3) Déterminer les éléments réguliers dans (IR' ;T).
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4

On définit sur I'ensemble des nombres complexes C,

la loi de composition interne T définie comme suit :
2Tz’ =z2"+i(z+2')-1=i
On pose : E=C—{—i}.
1) Montrer que £ est stable dans (C;T).

2) Montrer que T admet un élément neutre.
3) Montrer que tout élément de £ admet un symétri-

que dans(C;T).
4) On considére I'application :
¥ F
z > f(z)=2z-i
a) Montrer que f est un isomorphisme de (C'; X)
dans(E;T).
b) Montrer que T est commutative et associative.
5) Soitz € C*. Déterminer le symétrique de f(z)
dans(E;T).
F
On considére I'ensemble : A= {a +ib f(a;b) S Z:}

1) On considére I'application :
A - Z

z=a+ib - p(z)=Va’ +b’

a) Montrer que l'application ¢ est un morphisme
de(A;x)dans(Z;x).

b) Soitz e A.
Montrer que z admet un symétrique par rapport
ala loi xsi, et seulement si ; gp(z) =1

Z) On note “V le sous-ensemble de A admettant un
symétrique dans(A;x).

Déterminer en extension 'ensemble <)/ .

t L la loi de composition interne définie g, .
(V(I;.V)E RJ) X .Ly = x.‘.y_xy

et soit / I'application définie de R dans ¢ pat.

f(x)=1-x

1) Montrer que / est un isomorphisme dem;k)

dans(IR;L).

2) En déduire que :
a) Laloi L est associative.

b) Laloi L admetun élément neutre 3 dét&l‘?nine
i

Soi

3) Déterminer les éléments symétrisables dal‘ls(k

o i g A1 U AT IEP

(RS

4) Soita € R. Calculer
n fois

—~

Soit: E = {1;2;3;4} et F= {H;b;c;d;ej
On définit sur E et £ les deux lois de compositigp i
ternes * et T respectivement par ses tableaux

T [alibd el dle
| t]234

“N al|lb|lcld]e
5|5 |b d ! 2]3]4]
a a [ " |
ol 2 | 2| 4]4]

¢ |e |b|alce
33334

di|l d|d|alb|a
414 (3|4](3
el ¢ | b |lc|ld| e |

1) Déterminer I'élément neutre pour chacun de(E;|
et(F;T).

2) Soit f I'application de E dans F et qui est définie
par: f(1)=f(2)=f(3)=f(4)=b
a) f est-elle injective ? Surjective ?
b) 1 est-elle un morphisme de (£;*) dans(FT)’
¢) Déterminer 'image de I'élément neutre de £:*
d) Comparer I'élément neutre de ( ¥ 3 (E);T)"""e':

celui de( F;T),
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EXERCICES ET PROBLEMES 4,

-

On consideére F' I'application dans ("

s, ; ; définie par ; On considére I'ensemble /' = 10:1:2} . On définit sur
B avec X, = "
pe . y) R, on pose : " une loi de composition interne * donnée parle
(z) =e"(cos y +isin v) tableau suivant : «J0]1]2
1) La loi * est-elle associative 7
1) Calculer x et y en fonction de|F(z)| et arg(F(z)). e 010112
2) En déduire que F est surjective de CdansC' 2) On considére I'ensemble 7 des | L | 1| 1 | 2
3) L'application F est-elle injective 7 applications f, définiesde | 2| 2 | 2 | 2

4) Montrer que pour tout (z;z') eC? .
F(Z+z')= F(Z)+ F(Z')
5) Montrer que I'application F est un morphisme

dans Fpar: (YaeF) f,(x)=as*(x»x)
On définitlaloi T sur 7 par:

(V(ab)e F?) £,T £, = 1.,

de(C;+)dans(C';x), a) Test-elle une loi de composition interne sur 7 ?
6) Montrer que pour tout x € R - F(.‘c) eR". b) La loi T est-elle associative ?
N ¢) On considére I'application ¢ de F dans 7 définie
SR T
B)ioutEr que pour tout z < 7 F(z)eu Comparer@(a)Te(b) et p(a*b) pour tout
b) En déduire que F est un morphisme de(7;+) (asb) e F?.

dans(U; x).

k Soit f morphisme de(E;*) dans(F;T).SuitA une

Pour tout réel non nul a, on considére Iapplication f, [ partie stable de(E;*)et B une partie stable de (F:m)

définie de R” dans R par: 1, (x;9)= [ax;-}ij 1) Montrer que f ( 4) est une partie stable de (F; T).
b

2) Montrer que /' ( B) est une partie stable de E;*).
1) Montrer que f, est bijective. —— 5) (

2) On considére I'ensemble : %={j; /ae]E'} — s
On munit le plan ¥ d'un repére(O;f ;j).
a) Pour tousaetb de R", déterminer I'application

J.01,-

b) En déduire que la composition des applications

Pour toutar € R, on considére I'application f, définie
par: f,:95P ,M(xy) M'(x';y")
avec: x'=x+a et y =2ax+y+a’-4a

est une loi de composition interne dans &€ . On considére l'ensemble: E ={f. /a c R)

3) On considére I'application g définie de R" dans £ 1) Montrer que la composition des applications « 0 »

! par: .;p(a) =f est une loi de composition interne dans E.

a) Montrer que I'application ¢ est un isomorphisme 2) Montrer que f, est une application bijective.
5 < 3) Montrer que(E;o}et(RH)sont isomorphes.
de R"dans ¢ .
# & s =
b) En déduire les propriétés de la loi o dans‘é . 4) Déterminer f, o f et (f ) .
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0 sidére I'ensemble :
Pour tout x € Z, on pose : M(:c):( ] On con

e'
ve' e E = {(T,}’) € ZI J’Iz = 2.‘,3 & ]l
Etonpose: E= {M(-"] /xe Z} et I'application T définie de £” dans 22

par:
1) Montrer que £ est une partie stable de 'ensemble

(x;y)T(x';y’) = (,\:t" +2yy'; xy'+ r'y)
(M: (R) , ") : 1) Montrer que T est une loi de compositioy inte
n g
2) Calculer(M(.\']) pour tout(n;x) e NxZ. définie sur £

6 - 2) Laloi T admet-elle un élément neutre ?
On munit R* d'une loi de composition interne T défi- ﬁ

nie comme suit : Soit(E : ] un ensemble muni d'une loj n'lultip!j.;,-,ﬁ.ﬂE

(xp) T (x"3y")= (II';J}" ] J’Ia) On suppose que la loi «est associative, admet éi.
Déterminer les propriétés de laloiT. ment neutre e et tout élément x de £ admet yp Symét.

F rique noté x™.

Soit I'ensemble: C = {a eE/VxeE xa= ax}
On munit R d'une loi de composition interne * comme

suit: V(I;y)ERz; x¢y=xy+(x2 —4)(y2 —4)

1) 2) Montrer que la loi * est commutative.

1) Vérifier que C # @ . Dans quel casC = £ 7
2) Montrer que C est une partie stable de E; +)et
V(a;b)eC® ab™' eC
3) Soita € E et on considére I'application :
f, tE—> E

X axa™

b) Vérifier que la loi* n’est pas associative.
2) Déterminer I'élément neutre de laloi * .
3) Résoudre dans R les deux équations :

a)3=x=T2 2 h)xer=16

Soit E'={f, /ae E}.
F a) Montrer que f; est un isomorphisme de(E;»)
Soit A 'ensemble des fonctions définies de R —{0; 1f

dans(E; -).
vers R — {O;E} telque: A= {fg i ;fs;f;;f;} b) Montrerque(E';o)admet un élément neutre el

' b i ool o %l que 0 est associative et que tout élémentde £ &
avec: f; ("‘) =Xy 0 [x) i (2 L (x) T3 symétrisable.
l . ¢) Soit ¢ 'application définie de E dans £’ par:
== =l=x 3 R
5EEg o Ail)ml-ros ()= o(a)=/,

1) Dresser la table de la loi de composition o dans A .
2) Laloi o est-elle commutative dans A ? ( E'; 0] Puis montrer que @ est un isomorphis™
3) Laloi o admet-elle un élément neutre dans 4 7

si C={e}, l
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On considére I'ensemb)e E=

R xR,
elle que :
(a;b)T(a':b'] =(aa';ap’ 4 b)
pour tout(a;b) et(a’;b') de
1) a) Montrer que T est associative,
b) Laloi T est-elle COmmutative 7
¢) Montrer que la Joj Tadmet yp ¢
et que tout élément de E admet
qu'on déterminers,

2)Soit F = {(a;0)/a < R},

On considére dans £ |3 |, Tt

lément neutre
Un symétrique

Montrer que F est une partje Stable de

(E;T)et
que(#;T)et(R"; x)

sont isumorphes.
3) On considére I'application: % E L5pr

(a;b] - a
a) Montrer que ¢ est up, morphisme de (E; T)

dans(R'; x).

b) Soit G =o' ({1} ). Montrer que (
sont homomorphes .

4) Soit(?(]R;R);o)

G:T)et (R;+}

'ensemble des fonctions numéri-

ques muni de 'opération « Composition des fonc-

tions » et A (R; R )I'ensemble des fonctions i

tellesque: £, (x)=ax+b avec(a;b)e R’ xR.

a) Montrer que <A est stable dans (9(R;R);o}.
w:A — E

b) Montrer que 'application : e (a:b)

est un morphisme de (A;0) dans (E;T).

B eereE—

On considére Ja matrice :

1
B=|0
0

==

EXERCICES ET PROBLEM ES

1) Calculer 3% et g

2) Montrer que pourtout ne |y .
I ' 2n o
B"=1p | 2n
0 0
3) Montrer que:

avec a, =a, +4n+3

(Vn e N) a, =21 4

On considére I'ensemble -

2” 0 2"
H=<10 1 0|/ne N
PR e
1) Montrer que Hl # ¢

2) Montrer que H est stable dans(M, (R); x).
3) Déterminer I'élément neutre de(H ; x).

4) La loi x est-elle commutative dans H ?
2NN
3)Onpose:A=|0 1 0]|.Calculer 47
2000

e

Dans M, (R), on considére I'ensemble :

a+—v—;_%b —fk
H=<M(a;b)= /(a:b) e R?
S e Gl
——z—b (?——E-b

1) Montrer que H est stable dans(M: (R) :+) !
2) Déterminer les propriétés de la loj + dans H.
3) Montrer que H est stable dans (M, (R) ; x).

4) Laloi x est-elle commutative dans H ? Justifier.

R

On considére I'ensemble -
E= {.TE N/ E(u:b}e N:x=a® +b:}

Montrer que £ est une partie stable de(R; x).

Scanné avec CamScanner



On considére I'intervalle ] = ]—1:1[-
1) a) Montrer que : (V(r:s}e II) st+1#0
b) Soits € /. On considére la fonction T, définie

s+

sur / par: T“(r)=1+sr

Etudier les variations de la fonction 7, sur /..

s+t

) Pourtout’/etsde/ ,onpose: s*f= .
st+1

En déduire de ce qui précéde que * est une loi
de composition interne dans / .
2) a) Donner le tableau de variation de la fonction G
e —1

e 1

définiesurRpar: G(x)=

b) Montrer que : (Vx c R*] G(x)<x

¢) Montrer que G est un isomorphisme de (R;+)
dans(7;*).

d) Quelles sont les propriétés de la loi* ?

—

Pour tous & et &z’ de l'intervalle [ = ]—1;1[ , 0N pose :

a+a

1) Montrer que * est une loi de composition interne
dans/ .

2) On considére I'ensemble: U ={z e C/|z|= 1}
a) Soita e]—l;l[ etzel.

Comparer les nombres|z — | et || ~az| eten

déduire que siz € U alors it 5 U.
l—-gz
b) On considére Iapplication :
L2 U — U
zZ-a
- z)=
a 1) l-az

Montrer que f,, est bijective et dét'-‘l'mine, .
bijection réciproque.

3) On pose : F={f, /ael}

Montrer que la composition des application, !
est une loi de composition interne dansy

p: 1 59

et que I'application : 57

est un morphisme de (I ;*) dans(";?; o],

—— Dby
—

On considére I'ensemble :

b= {z eD/z=x+iyet(x;y)eR? et >

1) a) La partie E est-elle stable dans(C;+) 7
b) La partie E est-elle stable dans(lC;x} ?

2) On définit dans Cla loi * telle que : z*z'=x'-;
ol: z=x+iyet z' =x"+iy' et (x;y;x;y)ek
Montrer que la loi * est interne dans £ .

3) Soit f I'application définie de E dans K par:

f(z)=In(xy) avec z=x+iyeEet (xy)ek
a) Montrer que I'application f est un morphis
de(E;*) dans(R;+).
b) Déterminer I'ensemble NV tel que:
N={zeE/f(z)=0]
L'application f est-elle bijective?
¢) Construire dans le plan complexe I'ensembl

des points M (z)tels que: z € N

1
On considére la matrice : A ==( : ]

=2 0
g1 27
1) Montrer que : (Vr.r € N') A" = gt -}
blé

2) MDntrer que pUur toutn € N- ‘ Anest in‘.'ersl

Shi (Mz (R) ; x) et déterminer soi invers®
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EXERCICES ET PROBLEMES 4

Les parties A) et B) sont indépendantes.

Partie A :
Les parties A), B) et C) sont indépendantes. On munit le plan % d’un repére(O; i })
Pour touta € R, on considére I'application 7, définie

Partie A:
par:

Soit* la loi de composition interne définje sur R par:
Liin P - P
(V(I;y)ERI) _r*_v:_\-+.v+‘1_2y: a Y b
= _ M(xy) > M'(x7y')
1) Vérifier que la loi * est commutative. , ] 5
2) La loi * est-elle associative ? Justifier. SYECERNE = A
3) Montrer que R admet un élément neutre pour * O ors(dere enemble gl ER (8 2 S
et calculer ce neutre. 1) Montrer que la composition des applications « 0 »
4) Résoudre les deux équations suivantes dans R - est une loi de composition interne dansE.
E) 1+ 0 2) On consideére I'application :
(?) = i (EE}I*x:l ¢: R>E
Partie B : a rs T
On noteT Ia 101' de Composition interne dans I'ensem- a) Montrer quef est un isomorphjsme dE(R. 2 x)
ble G = Cx R définie, pour tous(z;/)et(z';t')de G : dans(E;o).
(z;!)T(z';r') oy (z+ z':t+1' +1Im (E.z’)) b) En déduire I'élément neutre de (E;o).
. - =1
1) Montrer que la loi T est associative. b) Déterminer (7, ) dans(E:0) pourtouta e R.
Partie B :

Soit T une loi de composition interne associative définie
sur un ensemble E et aun élément de E .
Soit* la loi de composition interne définie sur £ par :

(V(x:y)€E) xxy=xTaTy

2) Laloi T est-elle commutative ? Justifier.

3) Montrer que la loi T admet un élément neutre dans

G qu’on déterminera.
4) Montrer que tout élément de G est symétrisable
1) Montrer que la loi * est associative.

pour la loi T et déterminer son symétrique.
2) Montrer que si la loi T est commutative alors la loi *

Partie C:

Soit £ un ensemble muni d’une loi de composition I'est aussi.

3) On suppose que la loi T est commutative et admet

interne noté multiplicativement, associative et telle
un élément neutre e tel que e # a et que aadmet un

qu'il existe a € E tel que :
(VyeE) (3xeE) y=axa symétrique a’ dans (£;T ).
1) Démontrer que (£ ; ») admet un élément neutre. a) Montrer que (£; *)admet un élément neutre.
2) Etablir que @ est symétrisable et exprimer le sy- b) S‘Oi” € E etx'son symétrique dans (£;T ).
Etablir que v est symétrisable dans (£; *).

métrique de c~' de .
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On munit R d'une loi de com
suit :

position interne * comme
x*]’=1y—3x—~3y+12

1) a) Déterminer I'élément neutreede(R;* :

b) Déterminer Jes éléments
(R;»).

2) a) Montrer que ]3;+cu[est stable dans (R ;“‘)

Symétrisables dans

b) Soitx e ]3; +c::-[ etx’ son symétrique dans(m;*) .

A-t-onx" e I3 +aof 7 Justifer.

i —
S

OnmunitZ d'une loj de composition interne * comme
suit : (V(x;y)ezz) x*y=xy(

x+y)
1) Montrer que 1a Joj * est commutatijy

e.

2) Calculer (1%(-1))*2 et 1+ ((-1)*2).
La loi * est-elle associative ?

3) Résoudre dans 7, I'équation: x*x=16

4) Montrer que * n’admet Pas un élément neutre,

On munit R™ de la loi de composition interne *
définie par:
2
(V(x;y)eR* xR‘) X¥y=(J;_J;)
1) Calculer1#(4%9)et(1+4)*9.

La loi * est-elle associative ?
2) Montrer que la loi * est commutative et admet un

élément neutre qu’'on déterminera.

3) Quels sont les éléments symétrisables dans (]R’;.)?

On munit Z de la loi de COmpositiy,
suit : (V(x;y)ez.z)

Nterng,
st N
1) Montrer que * est Commutatiye o p
2) Montrer que (Z;+)

déy,
y~3

ss::miati,Ire

Entne
3) a) Déterminer le symétrique de 2 poyy la)
Ofs

b) Résoudre dans Z I'équation, . X452,

\

On munit R d'une loi de composition jnge,

suit : x*y=.1y+(x2~])(y2_1)

1) Montrer que la loi * est commutatiye,

2) Calculer({—])* U') *3 et (-1)*({]1:3)_
La loi * est-elle associative ?

2) Montrer que (RR;*)

admet yp élém
Uty

Nes oy

admet un élément Neutreey,
déterminera,

3) Résoudre les deux équations suivantes dans® .

; (Ez) Xx*x=]

(E) 2%x=5

-
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ACTIVITES PREPARATOIRES

A) Propriétés d'une loi de composition interne
On considére dans R la loi de composition interne * définie par : (‘v’(x;y) eR ) )~ (a.r * by}

ol aet b sont deux réels donnés.
1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante

Z.Calculer:((}tl)tl ; {)¢(]¢]) : 0»(]4-]) : (111)#0 : 1*(|*0).

3. Montrer que la loi * est associative si, et seulement si : (a =0 et b= 0) ou (a =—let b= =1J.

pour que la loi * soit commutative.

4. On suppose dans cette question quea = b = —1.
a) Montrer que * admet un élément neutre que I'on déterminera.
b) Déterminer les nombres admettant un symétrique pour la loi *.

B) Structure de Z/4Z et I'arithmétique :
1.a) Donner la table de multiplication dans Z/4Z .
b) Est-ce-que tout élément a de Z/47, — {'ﬂ} admet un symétrique pour la multiplication ? Justifier.
c) Résoudre dans Z/4Z les équations suivantes :
(E) : 2x=T ; (& )25 =12 : G s3x=2
2.Soitnet p deux entierstelsquen> p>1.0npose: s =nAp et n=ko et p=go.
et on considére I'ensemble: E = {x eZnZ | x=Ap et AeZ}
a) Montrer que £ est une partie stable pour les lois d'addition et de multiplication dans Z/nZ .
b) Montrer que: (Vxe E)(VaeZ/nZ) axek.
c) Montrerque: 1 e E< pan=1
d) On suppose que : '\:*'(.vc;Ja?)E,E'2 x.yza (1)
Montrer que k divise p .
Application : En considérant n = 18; déterminer tous les entiers p pour lesquels (1) est vériﬁée(n >p2l
C) Des matrices réguliéres :
Dans M, (R ), ensemble des matrices carrées d'ordre 2, on considére les matrices :
A=(0 0} : Bz[—l IJ : C:[l 1]
I 0 | B Yl
1.Calculer: A* ; BxC ; CxB.
2. La proposition « V(M;N)e M, (R) AM = AN = M = N » est-elle vraie ? Justifier.

D) Des fonctions numériques symétrisables :
Soit 7 'ensemble des fonctions numériques de R dans k.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'un élément f € 7 admet un symétrique dans (7 )

1. Montrer que tout élément / € 7 admet un symétrique dans(7;+)
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ACTIVITES PREPARATOIRES

On considére I'ensemble £ = R* x R, et on définit sur £ une loi de composition interne comme suit :

(V(aib)e E) (V(xiy)e ) (asb)*(xy) =(f’xi’”+£]

[

1.a) Montrer que pour tous (a;b), (x; ) et (z:1)de £, ona: [(a;b)*(x;y]]*{z;r) = (a.tz;bxz +£+L]
a ax

i

b) Montrer que la loi * est associative et admet un élément neutre (e;u] a déterminer ; et que tout élément

(a;b) de E admet un symétrique dans £ que I'on déterminera (on note(a;b)’ le symétrique de(a;b)).
On dit que ( £:*) est un groupe,

@ _ GENERALISATION
Soit(G;T ) un ensemble muni d'une loi de compesition interne.

ER e L)

-

On dit que(G;T )est un groupe si, et seulement si, la loi T est associative, admet un
élément neutre et tout élément de G admet un symétrique pour la loi T. Si de plus,
\ aloiTest commutative, on dit que le groupe (G;T ) est commutatif.

c) Le groupe (E; *) est-il commutatif ?
2. Les ensembles (E'; ><). (C; +), (Mz (R] : +}et (ME (R] : x) sont-ils des groupes ? sont-ils commutatifs ?
3.SoitF={(a;0}faER'}. a
a) Montrer que F est une partie stable de{E;*).
b) Montrer que (F ;*) est un groupe commutatif.

On dit que (#';*) est un sous-groupe du groupe(E;*).

GENERALISATION
On dit que /{ est un sous-groupe de groupe (G; T )si H est une partie stable de G

pour laloi Tet (H A ) est un groupe.

- . — —

4.S0it K une partie non vide de £ et vérifiant: (V(X:¥)e Kz) X*Y'ek

(¥" est le symétrique de ¥ dans (E; *)
a) Vérifier que (e;u) e K (ou(e;u)estl'élément neutre déja déterminé dans la question 1) b).

b) Montrer que pourtoutY e K : Y* € K.
¢) En déduire que K est une partie stable daUS(E;*}et que(K;#) est un sous-groupe de (E; t) :

|
5.0n considére I'ensemble L = {[x; xX— ;J [ xe ]Um[} Montrer que (L;*) est un sous-groupe de(£;+).
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ACTIVITES PREPARATOIRES

cosa —sina

Po ¢
ur tout réel a, on pose : M, = [ ], et on considere les ensemb]es -

sina@  cosa

M={M,/aecR} et U={e"/0eR]
1. Montrer que x est une loj de composition interne sur M .

2.a) Montrer que U est une partie stable pour la multiplication dans C.

b) Montrer que{lU;x)est un sous-groupe du groupe Cumm“mtif(cl ;X)'
3. On considere I'application :
f:U->M
em e 5 Mg
2) Montrer que £ est une morphisme surjectif de (U;x) vers (M;x).

b) En déduire que (M;x) est un groupe commutatif.

A) Soit A4, B et M des matrices de M, (IR) définies par :

2 1 4 X
A= ; = ; = U
(—l 3] N (1 2) : M_[y rJ e

Montrer que: (A+B)M =AM+BM et M(A+B)M = MA+ MB
En fait, on peut généraliser ces deux résultats comme suit :
M E + =
(V(M:E:F)e (M, (R))) el
(E+F)M=EM + FM
On dit alors que « la loi x est distributive par rapport 2 la loi + dans V. (R)»
B) Soit £ un ensemble non vide et P( E) 'ensemble des parties de £ .
Pour tous X etY de (), on pose:: X&Y:(X_F)u(y_x)_
a) Montrer que M (I'intersection) est distributive par rapporta U (la réunion) dans #(£).
b) Montrer que M est distributive par rapport a A dans P(E).
C) On munit 'ensemble “), des vecteurs de I'espace de deux lois de composition internes :
= | 'addition vectorielle : +
= Le produit vectoriel : A
On suppose que I'espace est muni d'un repére orthonormé direct (Of V] E)

Montrer que le produit vectoriel A est distributif par apport a 'addition vectorielle + dans Vs

]_miigﬂgn_;Onpourrautiliserleségalités;FA}‘=}A}=EAE_6‘7 ink

= i _.:IT:
inj=  Jnk
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ACTIVITES PREPARATOIRES

1.0n considére I'ensemble R muni de deuy lois de composition internes T et * définies par :

(V(-\';y)e Rl) {-"TJ’ =x+y—1

xry=(x-1)(y-1)+1
a) Montrer que (RiT )Est un groupe commutatif.

b) Montrer que la loi * est associative et distributive par rapport 4 la 10i T dans [ . '
On exprime les propriétés citées ep a) etb) en disant que(R; T;*)est un anneau. 1!
Et comme on a en plus, la loj * est commutative (a vérifier), on dit que ([R ; T;*) est un anneau commutatif, !
¢) Vérifier que* admet un élément neytre 3 déterminer. On dit que (R ; T;*) est un anneau commutatif
unitaire. (Ainsi, (]R‘.T '.*) estun anneau commutatif d'unité u )

2. Les ensembles suivants munis de deux lois de composition internes sont-ils des anneaux ? Si c’est le cas,
sont-ils commutatifs ? sont-ils unitaires ?

(Ci+sx) (Z/4Z;+; %) (M, (R);45%) 5 (V3+54)
3. Sntt(A;T;*}un anneau d'élément neutre 0,pourlaloiT .
On dit que I'anneau (A;T;*}est intégre si : (‘v‘{x;y) € Az)

[I*}’ZU,, = (x=0, ou y:OA)].
a) Verifier que I'anneau(I[E,;T; *)

, Cités dans la question 1), est un anneau intégre.

b) L'anneau (Mz (R);+; X) est-il intégre ? Méme question pour I'anneau (Z/47;+; x) ?

J

a =b g
A) Soit& I'ensemble des matrices M (a;b) = [b ] ou(a;b)eR’.
a

1. Montrer que £ est une partie stable dans (Ml (R);+; %), et que(&:+)est un sous-groupe de(M, (R) +)
2. Montrer que(«f; 53 x] est un anneau unitaire, et que toute matrice non nulle de £ admet un inverse dans&.

On dit alors que (& ;+; x) est un corps,
3. Montrer que I'anneau (§;+; x) integre.
B) Dresser la table de multiplication de(Z/5Z;x) puis vérifier que (Z/5Z; +; x) est un corps commutatif.
C) Soit p un nombre premier positif, et soit x € Z/ pZ — {6} .On note x = /7.
L. Montrer qu'il existe(a; #) € Z tel queam+ ffp = 1. En déduire que : @.im = 1 .
2 Montrer que : (V.r € Z/pZ— {ﬁ}) (El!y S E’,/,uﬁ— {ﬁ}) xp=1

3.En déduire que (z/pz_ {ﬁ} ;x) est un groupe commutatif et que(Z/ pZ ;+3%) est un corps commutatif.
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&P GROUPE

1.1. DEFINITION D’'UN GROUPE
Definition 1 e —

Soit G un ensemble muni d'une loi de composition interne (notée * ),

On dit que (G *)estun groupe lorsque :
1) Laloi * est associative,
2) (G:*)posséde un élément neutre,
3) Tout élément de G posséde un symétrique dans G pour la loi *.
] Side plus la loi * est commutative, on dit que__(G;"') est un groupe commutatif (ou gr, Oupe abgljg,

)

1) (Z;+), (Q;+), (R;+) et (C;+)sont des groupes commutatifs, mais (N;+) n’est pas yn 8roupe
aucun entier 7 2 1 n'est symétrisable.
2) (Q';XJ. (IR';XJ et (C';x)sont des groupes commutatifs, mais (Z';X) n'en est pas un car aucup
élément (excepté let—1) n’est symétrisable.
3) (@:;x) et (R:;x) sont des groupes commutatifs.
4) (U i+) et(Y, ;+) sont des groupes commutatifs,

5) (M, (R);+)et(M3 (]R);+) sont des groupes commutatifs, mais (M2 (R); x)n’est pas un groupe

0 0 Jiss1
car les matrices O = e etA= 00 » par exemple, ne sontpasinversiblesdans(Mz(R);IJ.

6) (Z/6Z;+) et (Z/5Z: x) sont des groupes commutatifs, mais (Z,/47; X )n’en est pas un car 2 n'est
pas symétrisable dans (Z/4Z; x).

7) La composée de deux rotations de méme centre (et d'angles @ et ' est une rotation de centre et
d'angle & + ' Ces deux rotations comm utent, c'est-a-dire que :

R(Q;S)oR(Q;é")::R(Q;@')OR(Q;H)

L’ensemble des rotations de centre 2, munj de laloi de composition est donc un groupe commutatit

8) Soitm e N* — {]} - En munissant R” de I'addition terme a terme définje par:
Pour tous (x;;..;x, )et (3;..:3,) deR" ; (x;... S5 2) = (5 s n +0)
ot

On obtient un groupe commutatif, L'élément neutre esl:(O;...; 0) et 'opposé de ( x, feaity ) est(~%i~ ;

L’associativité et la commutativité sontimmédjates.
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-- il
¢;) Montrer que les parties /{ et K sont stables dans (G )
(H i*) et(K;*) sont des groupes commutatifs.

¢:) Montrer, en utilisant la définition, que

c3) Justifier pourquoi (A U K ;*) n'est pas un groupe.

1.2. PRINCIPALES PROPRIETES D'UN GROUPE

—1 Proposition 1} T S—

Soit(G;*)un groupe. Alors :

1) G est non vide : il contient au moins son élément neutre. .
2) L'élément neutre e de G est unique.
3) Le symétrique de tout élément de G est unique.

4) Pour tout(x; y) € G : (x’)' el (x*y)f = y'*x'. (x' étant le symétrique dexdans(c;',)]

5) Tout élément x & G est régulier. Autrement dit, pour tout (a;x;y) € G’ :

(a*x=a*y=ax=y) et (-x*a=y“'ﬁ=>x=)’) |

s e e ——..J
Les propriétés 2), 3) et 4) ont été déja établies dans le chapitre précédent. Montrons 5
Soit(a;x;y) e G'. En notanta'le symétrique de a dans G , I'associativité de * donne :

ar*x=a*y=d'#(a*x)=a'*(a*xy)= (a'*a)*x=(a'*a)*y = exx=e*y>x=y

On montre de méme que x*a = y*a => x =y, d'oul le résultat.

‘I Propositionzl T —

Soit(G;*)un groupe d'élément neutree.

Pour tout(a;b) € G*

Féquation a*x = b (resp. x*a = b ) admet une solution unique dans E qui

est x=a'*b (resp. x=b*a'),ou a’ désigne le symétrique de adanS(G;'). En d’autres termes:
Pour tout (a;b; x] el : (a-':c_zb .::,x=a'q.b)

et (x*a=bc:-x=b*a') __J

=
3
3

1. Soit(G;*)un groupe et aun élément de G, On consideére les applications f et g définies de G dansC

g(x)=xsa
Montrer que les applications f et g sont bijectives de (; dans G
Z.Soit(G;*) un groupe tel que : (V(I;y;z) G ) xeye

Montrer que le groupe (G ;*) est commutatif

par ; S(x)=a*x et

Z=y%z%y
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qui montre que H contient tous les inverses de tous ses éléments, Enfin, si (x; y) L -
» sy! e

donc x*y=x» (y')' € H , ce qui montre la stabilité de H pourla loi*,

1) On consideére I'ensemble U = {z e Cf|z| = l} . Démontrons que(IU;X)est groupe commutatif :

On sait que (C'; x) est un groupe commutatif, donc, il suffira de montrer que (TU;x) est un sous-group
de (C'; x) :

Toutdabord,ona le UetU c C",doncU # J; ensuite, on a pour tout(Z;;Zz ) eU?, |Z| | =|z,|=1,

%

Z

=-_.=l=1.0nadoncmontréque: (V(z'z )e le) 2, xz;' el
z, | Jiyidso 1 2

etdonc:lz,xz;’|=

Par conséquent, (U;x)est un sous-groupe de(C"; x), et donc en particulier, c'est groupe commutati:
2) On considére I'ensemble Z ]~ {a +ib/(asb)e z'z} -Montrons que (Z [i]; +) est groupe commutatif:

Pour cela, il suffit de montrer qu'il s’agit d’un sous-groupe du groupe commutatif(C; & )

On a tout d'abord 0 € Z[i] (car0=0+ix0) et Z[i] = C. Soit maintenant z, et z, deux éléments del]

Par définition de I'ensemble Z[i], il existe (a;b:a,36,) € Z* el QI8 0 =+ i ety = N

il s'ensuitdonc: 2, ~z, =(a +ib)~(a, +ib,) = (a~ay)+ i(b —b,)

Comme (a34a,3,) € Z'alors 4, ~a, € Zeth ~b, € 2, ce qui entraine que z, - 2, € Z[i]-

Par suite, (Z[i];+)est un sous-groupe de(C;+), et donc en particulier, c'est groupe commutatif
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a b 0
3)onconsidérel'ensemble: E= M(a;b)= b a 0|/(a;b)eR’

0 0 0
Montrons CIuE(]E;+) est un SOUS'EFOUPE de(MI3 (R);+) : ( on rappe”e que O; est matrice nu"e}
BN SRS O, = M(O;O)) et Ec M, (R) . Soit M (a;b)et M (¢;d) deux éléments de E avec
(a;b;c;b;d)eR*.Ona:

a b 0)(c do a-c b-d 0
M(a;b)-M(c;d)=|-b a 0|-|-d ¢ 0|=|-(b-d) a-c 0|=M(a—c;b-d)
0 0 0 0O 0 0 0 0 0
Il s'ensuit donc que M(a;b) —M(c;d) e E. Ainsi, (IE;+) est un sous-groupe de(M,;+).

i
! =

1. On considére I'ensemble suivant: H = {3‘" x7" /(m;n)e Z’}
Montrer que H est un sous-groupe de([R: o)
2. Soit H et K deux sous-groupes d'un groupe(G; -). Montrer que /4 N K est un sous-groupe de(G; ')‘
S Soit{G; x) un groupe eta un élément de G . On considére les ensembles :
. :{xEGa"ax=xa} et Z(G)={xeG/(VyEG) IJ’=}W}
(L'ensemble C, est appelé le centralisateur de a et l'ensemble Z (G ) est appelé le centre du groupe G )

Montrer que C, et Z (G ) sont des sous-groupes de G .

1.5. MORPHISMES DE GROUPES

Proposition 4

Soit f un morphisme d’un groupe (G *)dans un groupe (F;T). Alors:
L'image de groupe (G;*)estle groupe(f(G);T) .

On a déja démontré les propriétés suivantes dans les sections précédentes :

Si f est un morphisme de(G;*)dans(F;T), alors :
* /(G)est une partie stable de(F;T).
» + est associative dans(G;*), donc, T est associative dans(f(G);T).
(G;*),donc, f(e)estI'élément neutre dans(f(G);T) :
est le symétrique def(x] dans{f(G);T)_

= ¢ est I'élément neutre dans

» x' est le symétrique de x dans (G; #), donc, 7(x")
Par suite, (f(G);T) est un groupe.
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1) L'égalité : (v(r;r'}e R*) exp(r+1')= exp(r)xexp(r’)

signifie que I'application :
SiR> R,
1 exp(r)
est un isomorphisme du groupe (]R’.;+) dans le groupe (R:; x) . Sa bijection réciproque :
g:R, >R
t - In(r)

est un isomorphisme du groupe (]R:; x) dans le groupe (R; +).
2) Poura € R, les applications :

fo i Rit)=(Rit) g, (Riix)> (R x)

X = ax X = x°

sont des morphisme de groupes.
3) On considére I'ensemble U = {z eC/ |z| = 1} . Les applications :

h i (U; %)= (U; x) P (C’;x) - (C*; %)
z b2z

zZ = z
sont des endomorphismes de groupes.
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|

1. On définit sur R’ une loi de Composition interne * comme suit :
Pour tous (a:b) et(c;d)de R? (asb)*(c:d) = (lad +—1-bc:%bd - %ﬂf]
2 2
Et soit f 'application définie par :
e - R
z=a+ib- (4?&;3(;)
a) Montrer que f est un morphisme de(C;x}dans(m’; .}_
b) En déduire la structure de(Rz - [(0;0]]; o),
¢) Déterminer le symétrique de I'élément (a;b) de (]R1 - {{0;0}} : -}par la loi*.
d) Résoudre dans R’ *{{0; 0)} I'équation: (a;b)*(a;b)=(0;2)
B Soit‘Eﬁ(IR;ﬂl)l'ensembie des fonctions linéaires. On note &1a fonction numérique nulle.
On adonc: <£(R;R)={f,/(VxeR) £, (x)=ax}
En utilisant un morphisme bien adapté, montrer que(%(ﬁ; R);+) est un groupe commutatif,

etque(‘i(ﬂ;]ﬂ) = {&} ;C") est un groupe. ( o étant la loi de compositions des applications).

cos@ sin@ 0
3. On considére 'ensemble: E = M(e) =| —sin@ cosd O|/0eR
0 0 |

a) Montrer que E est une partie stable de(M3 (R); x),

b) En utilisant un morphisme de groupes, montrer que(E;x]est un groupe commutatif.

#» ANNEAU
2.1 DISTRIBUTIVITE

Soit £ un ensemble muni de deux lois de composition interne @ et ®.
On dit que la loi @ est distributive par rapport ala loi @sipourtousx, yetzdeE,ona:

x® (y®z)=(x9y)®(x®z) et (v Dz)®x =(yOx)@(z®x)

1)SurN, Z, @, RouC, lamultiplication est distributive par rapport a 'addition ; c'est-a-dire :

xx(y+z)=xxy+xxz et (y+z)xx=yxz+zxx
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rsection est distributive par rapport 3 |5 Méunig

2) Dans P(E), ensemble des parties de £, I'inte
(BUC)."\A =(Bn A)U(C,-\,A)

An(suc)=(AnB)u(Anc) et i
De méme, la réunion est distributive par rapport a l'intersection: -
Au(BnC)=(AuB}ﬁ(AUC} et (B”C)UA—( v )f"-(CuA)
3) Dans M,, (R) et M, (R), la multiplication est distributive par rapport a I'addition ; C"’s“é-dire :
M X(H +M1)=M|"M2+M1XM} et (MI"'M!)XM' =M, xM, +MJ"M|
| 2
R .IR étant muni de !’addltiOn uSue“e‘

]R;lR)par:

4) Soit oA (IR; R ) I'ensemble des applications de R dans
fetgétantdans £, f + g est 'application définie sur oA (
(VreE) (f+g)(x)=s(x)+&()
Etudions la distributivité de composition usuelle « 0 » par rapport a«to,
Soit f, g eth trois éléments de A (R;R).
*OnapourtoutyeR :
((F +&)oh)(x) = (£ +&)(h(x)) = £ (h(x)) + £ (h(x)) = Joh(x) + 80h(x) = (foh + gy,
D'ou: ([ +g)oh=(foh)+(goh)
*OnapourtoutxeR :
(ho(f +&))(x)=h((f +&)(x)) = h(/ (x)+&(x))
Faute d'une propriété telle que f(y + z) = f(_y) + f(z) , 0N ne peut pas poursuivre. On peyt
donner dans ce cas un simple contre-exemple :

J =g =1Id; etpourtoutx e R, A(x)=x".Alors pourtout xe R :
h(f(x)+ g(x))=h(2x)=4x" et h(f(x)) +h(g(x)) =2h(x)=2x*
Donc, on n'a pas en général : ha(f-i-g) = hof + hog

Conclusion : La composition usuelle « 0 » n'est pas distributive par rapport a la loi « + » dans oA {R;R].

1. On définit sur R” une loi de composition interne T comme suit :
(v(x:y)e R*) (V(x';)') e ]Rz) () T(xsp") = (' + 2yy"; %" +x'y)
Montrer que T est distributive par rapport a I'addition « + » dans R?,
(on rappelle que ; (x;y)+(x';y') = (x+x';y+y’))
Z.On définit sur ® deux lois de composition interne T et * comme suit :
Pourtout(x;yJERZ: xty=x+y-1 ot

xXTy=x+y—xy
Montrer que T est distributive par rapport 4 I'addition « * » dansk .
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‘est associative et distributive par rapport alaloi @®.
v (a‘-‘-?@i@)’est commutatif si la loi ® est commutative.
1(4;@:®)est unitaire sila loi ® posséde un élément neutre pour la 101 ®.

= Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité, on note les lois @ et ® respectivement + (notation additive)
et x (notation multiplicative). Dans le cas habituel :

v Onnote 0 (ou0,), appelé le zéro de I'anneau A, I'élément neutre pour +, et
¥ Onnote 1(oul ), appelé I'élément unité de I'anneau A, 'élément neutre pour x si A est unitaire.
¥ On note couramment x.y ou méme xy a la place de x x y .
v Le symétrique de x € 4 pour I'addition (opposé de x ) est noté —x.
1

¥ Le symétrique de x € 4 pour la multiplication (inverse de x ), s'il existe, est noté x .

= Soit(A;+; x) un anneau unitaire. Soient x € A etn € Z. On peut définir le symbole nx dans A par :

nX=x+x+..+x si n>1 ; nx=(-x)+(-x)+..+(-x) sins<-1 ; Ox=0,
n fois —n}ah
De méme, on peut définir le symbole x" dans A par:
x"=xxxx..xx si 21 ; x"=x'x..xx"' sixestinversible et n<—-1 ; x°=1,
‘_"V_‘ 5—v_1
n fois —n _fois

Ces notations sont trés utiles dans les calculs numériques (réels et complexes) et matriciels.

1) (Z;+; %), (Q;+; %), (R;+; x) et (C;+; x) sont des anneaux commutatifs unitaires, mais (N;+; x)

n'est pas un anneau car (N; +) n'est pas un groupe.

2) Pourn e N°, (Z/nZ;+;x) est un anneau commutatif unitaire. Son zéro est0, et son élément unité est 1 .

3) (IW2 (]R);+; x) et(MI3 (R);+; x) sont des anneaux unitaires non commutatifs. L'élément unité pour

1 0 0

0
(hﬁ2 (R);+; x) est/, =[:} IJ' et I'élément unité pour l‘alnnean.l(lMl3 (R)s+; X)estI3 =g g
009 1
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funitaire. Son élément unité est la fonctigp, Wi

4 (9{R;]R} ;+;x)est un anneau commutati "

(E);4,
AUB)A(AVC)=AA(BUC) v

5) (?{E)'ﬂ'ﬁ) est un anneau commutatif unitaire. Son élément unité est £ . Par Contre, (SB

n’est pas un anneau, car on n'a pas en général : (

 Applications
1. On considére I'ensemble: A = {a+ b2 /(a:b) € E]
- =b=0
a) Montrer que pour tout(a;b) € Z’ : a+ bpW2=0&a=b

b) Montrer que ( 4; +; x) est un anneau commutatif unitaire.

2.0n considére I'ensemble: K = {[_I;ﬁ i) / (a;ﬁ) < Rz}

Montrer QHE(KH ; X) est un anneau commutatif unitaire.

2.3. REGLES DE CALCUL DANS UN ANNEAU

_—‘l Proposition 5 F — —_— )

Soit( 4:+; ) un anneau unitaire. On a les propriétés suivantes
1) Pourtoutx e A4 : O,0x=x+0,=0,.

2) Pourtoutxe A : (-1,) e x=x9(-1,)=-x.

3) Pour tout(x;y) € 4* : (~x) ey =x + (=) ==(x+y).

4) Pour tout (x; y) € 4% : (—x) (=) =xep.

mv p— |

1) De I'égalité x + 0, = x, on déduit successivement ;

X+0,=x=xe(x+0,)=x = x* + xo 0,=x"=x+0,=0,
X40,=x=(x+0,)ox=2" = * 40,0 x = ? =0,-x=0,

2) De I'égalité], +(-1,)=0,, 0n déduit que pour tout x € 4 - (14 +(*1.¢)) *x=0,ex=0,,il s'ensul
donc 1 ex+(-1,)+x =0,,.c'est-é-direx+(—l,‘) *x =0,. Par conséquent : (=1,)sx=-x.
On montre de méme : x + (-1, )= —x .

3) On a pour tout (x; y) € A* :

()0, (54(5)) =0, oy = xuy (o
On montre de méme I'égalité: x « (-y) = -(x-y)
4) Ona pour tout(x; y) € 4° :
x+(-x)=0, = (x+(-x)) (-2)=0, 0y “Xeyt(=x) o(~p)

_ R == o)) =3y
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¢ sil n'est pas réduita zéroetn et aticun diviseyy 4,
--ﬂb=0 =>(a=g il i |

neaux intégres.
) et (Ci+: x) sont des an

Z; 2 i b it 5| 1 R;+1
1 (Z:+ x) (Q ) ( I(R; IR g x) ot (Z/ﬁz +; x)nesontpas'"t%

2) l..f:sanrm:m:lt(]'&'l2 (R);+;>¢).(M; (R :+-") ( (

1. Montrer que I'anneau (Z/SZ :+: x) est intégre.
2. On considére I'ensemble 4 = {x+ w11 (x:y)e Ez}— Montrer que 'anneau (A; +; x) est intagy,

3. Dans l'ensemble A = Q x Z , on définit les deux lois de composition interne par :

Puurtous(x;y)et(x';y')deA : (x;y)+(x';y')=(x+x';y+y') et (X;)")"(I';}")=(,u';}y.]
a) Montrer que( 4;+;x) est un anneau commutatif.

b) Déterminer les diviseurs de zéro dans I'anneau (4 +;x). L’anneau (A;+;x) est-il intégre 7

s un diviseur de zéro dans I'anneau (4:+; ‘).

Supposons que g est inversible dans( A; -). On note a ' sontinverse. On a donc pour touth € 4 :
asb=0,=>a's(asb)=a'+0,=(a'*a)eb=0,=1,b=0,=b=0,

On montre de méme que b «a =0, = b =0,. Ainsi, an’est pas un diviseur de zéro dans(4;+; +).

Signalons au passage que la réciproque est fausse en général. Par exemple, dans l'anneau ( Z:+; x).

I'élément 2 n’est pas un diviseur de zéro et n'est pas inversible dans (Z;x).
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@ CORPS
Certains anneaux jouissent propriétés supplémentaires qui les rendent plus aisés & manier. Les regles
de calculs et les réflexes acquis depuis longtemps dans R ou C y sont encore valables.

1 (Q;+; x), (R;+;x) et (C;+; x) sont des corps commutatifs, mais (Z;+; x) n'est pas un corps car

I'élément 2 n'a pas d'inverse pourla loi x dansZ, .
2) Si p estun nombre premier, alors (Z/pZ;«i-;X) est un corps commutatif. C'est une conséquence du

théoréme 17 du cours d'arithmétique et du fait que (Z/ pZ;+;x) est un anneau comm utatif.

3) (M: (R);+; ") n'est pas un corps car la matrice [:} g) n'a pas d'inverse pour la loi x dans M, (R)-

4) (Z/6Z;:+;x) n’est pas un corps.

5) On considére I'ensemble : K = {a +b35 / (asb)e Q’} . Montrons que(K;+;X) est un corps commutatif :
Tout d"abord, (K;+;X)est un anneau commutatif unitaire (A vérifier). Soit maintenantx € K- {0} :

ll existe (a;b) € Q° - {(0;0)} tel que x = @+ b+/5 . Puisque x # 0 alors il admet un inverse dans R qui

= 1 a_ng a b
= - o = 5 bi #bJ5car/5eQ)
a+ ng az — sz az = sz az i sz ‘/- (remarquer ien quea

: : a -b
Puisque(a.b) eQ® - {(0,0)} atlors(a2 o ;a2 e

En résumé, (K ;+;x) est un corps commutatif.

J e Q, ce qui montre quex ' € Q.

I'on rencontre, dans la littérature, une autre définition de la notion de corps dans
commutativité de la multiplication - tous les cor i
; s i
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

e T

osition 7 -

——

Soit (X4 +) un ensemble muni de deux lois de composition interne + et »
Pour que(K':+; +) soit un corps, il faut et il suffit que les trois axiomes suivants soient v, .
(1) (K;+)estun groupe commutatif,

@ (K-{o,}; ) est un groupe,

3) Laloi sest distributive par rapport a la loi + .
By | !

1. Dans I'ensemble R? 0N définit les deux lois de compositions interne @ et® par :
{a:b]@(a';h'}:(a+a';b+b') et (a;b)@(a’;b’)=(aa'—bb';ab'+ha’}

Montrer que (R*;®;® ]est un corps commutatif,

2. 0n considére 'ensemble: 4= i ; /(a;b} eR’
=5b a+2b

Montrer que (4;+; x) est un corps commutatif.

3. On munit I'ensemble C de deux lois de compositions interne T et * comme suit :
3Tz, =z+2'—j o Z %z, =izz' v z 4 7'
Montrer que (C;T ; *) est un corps commutatif

4. 0On muni I'ensemble X = {0:1} des lois + et x définies par les tables suivantes -

+[u 1| R
n,n1 00 o

—1 Propaosition 8 r ——

Soit (K ;+; *) un corps. On a alors Jes Propriétés suivantes :
1) Tout élémentade K — {0, } est régulier pour l'opération « ;

Pour tout (x;y) e K* . arsx=asy=x=y e  Xxea=yasy=y

2) (Ki+; <) estun anneau intigre: (v(x;y)e 0 =0, 0u y-0,)] |
3) Pour tous a € K — {ox}ﬂb €K, ona: |
OErE R N |
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FONDA MENTALES

CONNAISSANCES

Voici enfin un récapitulatif des régles de calcul dans un corps commutatif (K -+ )i cai Gl i
u-wumédeﬂ pourmut(a;b;c)ex’.{a+b)+c=a+{b+ﬂ')-
a}cgmmuﬁlﬂ"’fﬂde"" pour tout(a;b)e K*, a+b=b+a .

3) Pour toutd € K,a+0, =a et a+(-a)=0,.

4) Associativité de « : pour tout(a;bic) e K7, (ash)ec = as(bec) .
s}cﬂmmutaﬂvitéde . pnurmut(a:b}e K* aeb=bhea.

6) Pour touta € K, l,sa=a.

=1 .

7) Pour toutd € K- {Gx}' a-a’

g) Pourtouta € K, 0, +a =0, .
9) Distributivité de la loi + par rapportalaloi + : : pour tuut(a;b;cje K, a-(b-}-g) =ash+asc.

10) Pour tout(a;5) e K°, (—a)eb=—(asb)=a+(-b) et (-a) (~b)=asb.
11) Régularité de +: pourtout(a:b;c)e K’ a+b=a+c=>b=c.

12) Pour tout(a;b) € K*, la différence a—b est définie, elle vaut a+(-b).

13) Intégrité : pour tout (a;b) € K* : asb=0, = (a=0, ou b=0,)

14) Régularité de « : pourtous ae K- {0, } et (bic)eK*, asb=asc=>b=c.

15) Pour tous aEK—{UK}ethK, aex=be> x=a'+h.

» - -'-"
margue

i ,qrﬁ,.@)qnanneau unitaire d’élément unité 1, et soit K une partie de A, stable pour les
s
;Gf),un_-mrp_s commutatif d'élément unité 1, différent del .- Atitre d’exemple,
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U+
V4w 1+ 2 [HW +
- — lu+v+w
* = 2
R ) =v'e oy — N Cutuvw+ctv+ctw
it u._v -
LS I+ —x i | u(v+w) e+ vw At uv + uw
¢ PSS o = Np—
l+— c ot
=
u+y
uv uv
u+v ]+‘—2‘ u+v+4 ]+—, w 2 3 3
(u.pp)qnw_ S twe— . ¢ ) _cutuw+cv+cew
u+ -
1+— A AR {41 (u+v)w c+vwHuv+uw
c uy 2 a2t 3
1+ — c c

2
* * =% b .
Donc(u v) ot (v* w]- Ainsi, la loi * est associative.

ent neutre : 5 S
+ Elém On a pour toutu e ]“C,C[ » u*0= 0%y =u.Donc *admet 0 comme élément neutre.

.lnverse.Smtue]—c;c[.Posonsv=—ue]~c;c[.Alors: Ury=y*y = u_l; =0.
u
]_ ~

G

Donc tout élément admet un inverse pour la loi *. En conclusion, (]«-c;c[; *) est un groupe commutatif.
Partie B :
Montrons que (G;o) est un groupe :

eOna G # Jcar f(m] =1d.. € G (1d_ étant 'application identique définie sur C par /d,. (z)=2).

*Onaoestune loi de composition interne dans G . En effet, pour tous (a;5) et(a';b’)de C* xC et pour
toutze C: [0 fu(2)=af,, (z)+b=a(az+b')+b=aa’z+ab +b= Ty (Z)
Par conséquent, j;mb) 0 fawy = 'f[ﬂa'iﬂl'?'+r5] et cette application est bien un élément de G .

* En notant 7 I'ensemble de toutes les applications de C dans C, le sous-ensemble G de 7 est stable dans

(9';0). Comme la loi de composition est associative dans 7, alors elle en est de méme dans G .

eOnapourtout f € G : fold. =1d.o f=f.Ainsi, Id.estI'élément neutre dans (G;o).

) . v
<=:>z-f[l;_£]( )

o

¢ Enfin, on a pour tout(z;z') eC?: j}d:b) (z) = —
On en déduit que tout élémentj?m,,J € G est symétrisable dans (G;o) et son symétrique est :

€ G . Par suite, (G;a) a une structure de groupe.

a ]

(ﬁaw} )- E -"EL;_EJ

rer que (G ;*)est un groupe, oncommence parseregardersilalois
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Tl:'(."llNlQHIES' ET ASTUCES

B ] EXEMPLES DE CALCUL DANS UN GROUPE ET DANs

uma«nmtwépumm
Partie A ;

UN%IJ
Soit(G';+) un groupe d'élément neutree.
1) Montrer que si pour tout(x;y) e G* : (xep)e(xep) = (x-x)-(y-y)
alors la loi « est commutative dans G .
2) Montrer que si pour tout x €0, xex=e,alorslaloi » est commutative dans (7 :

Soi(4;%; T)un anneau d'élément neutre e tel que ; (Vxed) xTx=x,

1a) Montrer que pour tousxetyded : (x*y)T(x+y) =(xTy)» (yTx)s (x*y)
b) En déduire que pour tous x etyded : (yTx) =xTy (x'estle

dﬁnﬂm@emme A:x'=x,

) En déduire ue laloi T est commutative dans 4.
Vlontrer que pour tout(x; ) € 47 ; T(xey)=e

——
SOLUTION

symétrique dexdans(d;*b

L

1) Soit(x;¥) € G?.0na (xoy)-(.r-y) = (x-.r)-(y
associative dans G : et comme( G;.) un grou

(yex)ey= (x+y)eycarxest régulier puis yex = x.y car y est régulier.
Par suite, pour tout(x;y) € G2,

), doncxe(yex) ey = xe(xey)eycarls lot = gt

pe alors tout élément de G est régulier ; i s'ensuit donc

*¥ =Xey, c'est-a-dire que la Joj est commutative dans G .

2) Onapourtoutx € G, xox=¢ ; donc pour tout(x; y) e G?, (x *¥)*(x+y) = e, C'est-a-dire que
x+(yex) ey =e ; il s'ensuit donc les implications suivantes -

X"(}"I) == I'(x‘(}"x) 'y) 0y=.r¢y :(I'I)‘(yix)l(yty) =SXey =g u(y.x)c e=xvy
Par suite, pour tout(x;_y) €G’, yox=x
PartieB:

1) a) Pour tout(x;y) € A%, on pose : z

*¥, C'est-a-dire que la loj « est commutative dans G .

=(xTy)*(yTx)*(x*y).0na:
z=(xTy)» (yTx)*((xTx)*(yTy)) car xTx=yx o
et associative dans A alors : 7z = ((xTy)*(xTx))*((yTx) t(yTy)), La distributivité de la loi T par
rapport alaloi#donne: z = (xT(y “x)) *(yT(x *y

)) _ (IT(I *_P))‘(_}' T(.r 'ty)) - (:rt_y)T{X*}"J
Ainsi : {V(x;y}e.dz) (*"*J’)Tfr*y)=(xry)-(

YTx)*(x*y)
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FECHNIQUES ET ASTUCES

oit(x:)) € 4°. Pour m !
txr) Ontherque(y‘rx) = XTy, il suffit de montrer que (yTx)*(xTy)=e.

Yaprés le résultat de la question précéden
B donc (xTy)*(yTx)*(x»y)=

p ‘mutatif, alors tout élément de 4
4 e A est régulier ; en particulier x * y est régulier, d'oti: (xTy)*(yTx)=e.

La commutativité de la loi * dans A donne ; (

Ronas (xey)T(xey)=(=TI)* (yT2)*(x2),
Y*ycarpourtoutze d, zTz=z. Comme (A;*) est un groupe com-

V(x;y) c A’} (yTx)’ =xTy
©) Soitx € A. D'aprés le résultat de la question précédente, {xT .t)'

d) On a pour tout(x; y)e 42 . ' f -
d) Onapo (xip)e 4. (PTx) =xTy et (¥Tx) = yTx (d'aprés 1) b et c). Il s'ensuit donc que
xTy=yTx.Ainsi,laloiTest commutative dans A

'2) Montrons que pour mut(x;y) ed: (xTy)T(x*y) =e
Pour tout(x; ) € 4%, on pose : z =(

=xTx;etcommexTx=crxalorsx' =x.

xTy )T (-1' 2 y) - Puisque la loi T est associative et distributive par

rapport a la loi *, alors :
Z=x 10T (x+) = 5T (4 T2)# (yTy)) = xT ((rTx)2y)=(xT (yTx))*(xTy) (caryTy=y)
Ilen résulte de I'égalité ( y Tx)' =T yetla commutativité de la loi T que :

== (xTx)Ty)*(xTy)= (xTyp) * (xTy)=e.Ainsi: (V(x;y)e Az) (xTy)T(x*y)=e
_ ETUDE D'UNE LOI - SOUS-GROUPE - MORPHISME
R’ une loi de composition interne T comme suit :

(a';b")deR? :  (a:b)T(a';b') =[%ab'+%ba';%.bb'--%aaj

lelaloi T (commutativité, associativité, existence d'élément neutre).

C — i —
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SET ASTUCES

TECHNIQUE

{(Esnin x;3cosXx

“eR)
4) On considére I'ensemble : ks ){xe }

"y (ST etk

1) Etudions les propriétés de laloi T
',
« La commutativité : On a pour tous (a;5) et(a”;

’ [y l’-l'b—-gsz oL
J:(Eab“i“jbﬂ;sb 4ga (a b )T(Q‘;b]

b’) de Rz ’

] ) 1 f 1 '.1 '_.2
(a;b)T(a";b )=[§ab +ba .abb 22

Donc la loi T est commutative.

« L'associativité : On a pour tous (a;5) (a';b')et (a';b”)dERz ’

gy ,,1,1,_1,3,,-,
((a:b)T(a':b)T(a"sb )=[~§ab L Ao -2aa ]T(a 57)

l 1 1 " 1 (i 1 rpw I e 1 r_m I
—| 2 ap'h" +—ba'b" +—bb'a" ——aa'a ;—bbb ——aa'b"——ab'a" -~}
[gabb +9&ab ol Qg adag 4 7 4bﬂﬁ

- h' L liﬂ'lrﬂ,ltr:‘]rx
(a:b)T((a';8)T(a";0"))= (a;b)T[Eab +oba" b~ da )

=[lab'b' —laa’a' +lba’b" + lbb’a';lbb'b" - laa’.!:"" - lba'a" —lab'u'
9 4 9 9 9 4 4 4

Dol : ((a;b)T(a';b'))‘l’{a’;b'):(a;b)T((a';b'}T(a";b")) . Donc la loi T est associative
e Existence d’élément neutre : Cihen:hcms(.el ;8 ) € R*tel que: (V(a; b) eR? ) (a;b)T(e, ;€ ):{a;b}

On a pour tout(a;b) eR*:

la92 +lbe, =a

; ] | 1 | 3
(d;b}T(q ,l?g):(ﬂ',b) @[Eaez +§be! ;Ebez _Zael]z(a;b) = ? .
gbez —Zae, =b

Pour que ce dernier systéme soit valable pour tuut(a ‘ b) e R, il faut et il suffit : (el e, ): (0;3).
On a donc pourtout(a;b) eER : (a;b]T(O;3)= (0;3)T(a;b)= (a;b).
Donc (0;3)est I'élément neutre pour la loi T,

2) a) Soit(a; 2
) a) Soit(a;h) € R” un élément symétrisable dans(Rz;T) il existe donc (a';5') € R tel que:

] | =i
Lo “hal=
ab +3

lbb’r—}"ﬂarzj

-
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(a;6)T(a';6')=(0;3), ce qui conduit au systéme suivant d'inconnue (a';0'):




Le déterminant de ce systéme est A =.‘!;g,1 +la3 setona: A =0c:>(a;b) =(0;0)
4

par suite, I'élément (a;b) est symétrisable dans(TR’ A ) si, et seulement si(a;h) # (0;0) ; et son symét-

r [} _3
rique est donné par:(a';b") = = ; o _Enfin, 'ensemble Gest: G = R? - {(0;0)}
9a* +4b° 94’ + 4H°

b) Montrons que G est une partie stable de (]R2 ar ) :
soit(a;b)et(a';d’) deux éléments de G . Montrons que(a;b)T(a';b') # (0;0).

En utilisant un raisonnement par contraposé, on a :

r

labb' + li':lz '=0
3 3

1 3 '
il b= D labb'-—éaza‘ =0 g +2ata=0
4 3 4

(a;6)T(a';0") =(0;0) = :: 3 EV3
—»bb'—iaa' =0 ia'zb"+1.a't':la'=0 lazb’+§'bzb' =0
4 4 3 4
lbzab’—iaba' =0
L3 4
= a'[lb2 +§-a3] =0
4

par conséquent : (a;b)T(a';0")=(0;0) = = = ou 4=
' l 2 3 2 b'=0 b=0
b'|=a +=b" |=0

Par contraposé, on en déduit que : (a;b)T(a’;b') # (0;0). Ainsi, G est une partie stable de(le -7 )

¢) Montrons que (G <T: ) est un groupe commutatif :

«On a G est une partie stable de (IFli2 4§ ) et la loi T est commutative et associative dans R*, donc elle

en est de méme dans G .

o Puisque (0;3) est I'élément neutre dans (RI;T )etG est une partie stable de(EFEJ;T )et (0:3)eG,

alors (0;3) est I'élément neutre dans(G;T )5

*Tout élément (a;h) € G est symétrisable dans (IR2 8§ )et a pour symétrique[ :36a : 36b
9a* +4b* 94’ + 4b’
qui est un élément de G (car (a;b) # (0;0)) |
Enrésumé, (G;T ) est un groupe commutatif.

3) Soit 1 I'application définie de C” dans G par : Pour tout (a;b)eR* - {(0;0)} f(a+ib)=(2b;3a) |

a) On a pour tous (a; ) et(a’; ") de R? —{(0:0)} :
S((a+ib)(a'+ ib')) = f(aa' = bb’ +i(ab’+ba'))=(aa'~bb'; ab' + ba')
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D'autre part : l | : 3 -3 ] e
F(a+ib)T f(a'+ib')=(2b;3a)T(26":3d") =[5(2b)(3“ )+3(3a)(26) 5 2 (3a) (3ar)
N\ ~bb'; ab'+ba')=f(a+!b)T_f(a-Hb,)l

3
Il s'ensuit donc que: [ ((a . ib)(a' + !b')) - (aa
c'est-d-dire que / est un morphisme de (C': '-") dans (G;T ) '

=[(a: i
Soit maintenant (a;b) € (. Résolvons I'équation f(z) . (a,b]dans C".0n pose 2

(xy)eR* -{(0;0)}.0na: b a
f(z)=(a:b) & f(x+iy)=(a:b) & (2y:3x) = (a:b) e::a(x =3 ety= EJ

: b a
Ainsi, I'équation f (z) =(a;b)admet une solution unique dans C" quiestz = i 20
Enfin f est bijective et donc c'est un isomorphisme de(C'; X)daﬂS(G;T ).
b) Ona f est isomorphisme de(C'; x) dans(G;T ) et(C'; x) est un groupe commutatif, donc(G;T}

5t
aussi un groupe commutatif,

3 o
¢) Pour toutn e N*, on pose:Z = [\ﬁ,%JT(\E,EJTT{\/E,E)

nfois
Ona [ﬁ;%)=f{-%+:’§}donc: Z, =f{%+iw?}Tf[%+i§]T...Tf[%+il§J

"

n fois
Et comme f est un morphisme de (C'; x) dans(G;T ) alors :

. f{[%+_~£_5fJ"J i f(ef",—'J = f[cos%ﬂsin%—”) = [ZSin’;—ﬂ; 3cos;53£]
D’ou le résultat souhaité.
4) On considére I'ensemble: § = {(Zsin ¥4 cnsx) Ixe ]R}
a) Montrons que (S;T )est un sous-groupe de(G;T)
*Ona § est une partie non vide de G car(0;3) e S et pour tout x € § :(2sin x;3cos x) #(0;0).
* Soit(2sin x;3cos x) et(2sin y;3cos y) deux éléments de § (ou(x;y)
{2siny;3msy) étant le muple(a;b) avec:

- ~36(2sin y) TR 36(3cos y)

S)(‘I's,in2 y)+ 4(9cosz y)

€ R?). Le symétrique de

S'(Mlin2 y)+f-l(9<:c:ns2 y) =3cosy
Etona:

(2sin x;3cos x) T(~2sin y;3cos y)= (Z(sin XCosy —cos xsin y);3(cos xcos y —sin xsiny))

- (Zsin(x— y);30°5(x' y))
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6) Soit@ € C. On définit sur C les deux lois de composition interne & et ® par : \

(V('JJECE) t@®z'=z4+2"-a u’tz@z =az+az'-zz'-a* + ¢
nie de C dans C par Q"J“”“*mww(cem}m

1) Montrons que T est une loi de composition interne définie sur / :
Soit(x;y) e H? . Puisque f une bijection de G dans H , alors, en notant f ' sa bijection réc:proqu

onaura /' (x) € Get (1) e G. Puisque la loi * est interne dans G , alors (x)* s l(y) &G,
doacf(f" (x)* ! (y)) € H . Ainsi, T est une loi de composition interne définie sur /7 .

2) Montrons que £ est un isomorphisme de (G ;*)dans (H ;T) :
On sait que / estune bijection de G dans H . Il suffit donc de montrer que f est un morphisme,

On a pour tout(x;y)e G f(x*y)= f(f'l (f(x)) s (f(y)))=f(x)Tf(y)
I S’ensuit donc que f est un isomorphisme de (G *)dans(H;T).
3) Montrer que pour tout (x;)eG? : xxy=f" (f(I)Tf(}‘))
Soit(x:y) € G. On a déja vu dans la question 3) : S(x*y)=f(x)T f(») ; ceci entraine immédia-
tement: x*y = [ (f(x*y)) == (f(x)Tf(y)). D’ou le résultat souhaité.
4) Puisque f est un isomorphisme de(G;*)dans(H ;T), le cours nous enseigne que(G;*) et(H;T)ont

la méme structure et donc les lois* et T ont les mémes propriétés.

Si(G; *) est un groupe commutatif, il en est de méme pour (H sT):
5) Montrons que ( i T) est un groupe commutatif :

a) On sait que Arctan est une bijection de R dans l'intervalle ]—-;E,izr-[ et que (]R;+) est un groupe

commutatif ; doncﬂ—%;%[ ;TJ est un groupe commutatif,

b) On sait que exp est une bijection de R" dans i/ = R’ —{1} et que (]R'; x) est un groupe commutati;
dom:( R; -{1}; T) est un groupe commutatif,

¢) On sait que x - ¢ ~ est une bijection de R’ dans ]0; l[ et que(R:; x) est un groupe commutatif ;
donc(]Jo; I[;T) est un groupe commutatif,

d) On sait que x - x + a est une bijection de R’ dans l'!ntervalle}a;m[ et que(R:; x] est un groupeé

commutatif ; donc(]a ot ao[;T) est un groupe commutatif, .
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_—-m‘;‘;ﬂ“ 1

GROUPE - MORPHISME DE GROUPES

RS

(x52)* (3= (23 014 1)

ol est un entier naturel supériey; Ou égy) ;
a2

Montrer que (E;"‘) est un groupe nop comp
L] 3

tatjg

Pour tnut(.r;y) c Eet(.t';_v') = N Suit(G:*)uH groupe d’élément neutre
=1 5
(Jr;,v)T(x )= (' + ' '+ yx') On notea " le symétrique dea.
On consideére I'application f défini
1) Montrer que T estune loi de composition interne = fi 1 de Gda"scpm
dans E . f(a) =i

2) Montrer que( E;T)est UD Froupe COmBITGE Montrer que f est un isomorphisme si, et Seulemey

é si, le groupe (G ; *) est commutatif
On consideére I'intervalle J = [-51[ deR. i .

On considére I'ensemble :
1) Montrer que ; (V(a;b) € Iz) ~-l< atd

—<l1
1+ab L0 >
2) On définit sur / une loj de composition intt?:'r;e* E= M(x)= 5 _fi /xeR
comme suit ; (V(a;b)e!z) asxh=2 <
1+ab 0 0 1

Montrer que(/;*) est un groupe commutatif,

CSEmOEES e

On définit sur I'ensemble G = R* x R une loi de com-
position interne comme suit ;

(a;6)*(c;d) = (ac;be+d)

1) Montrer que(G ;) est un groupe.

1) Calculer M (x)x M (x') pour tout (x:x)eR?

2) Montrer que( £;x) est un groupe.

~

(£; *) est un groupe d'élément neutree.

Pour un élémenta e E donné (a # e), on définits

2) On considére I'ensemble ;

| H:{(l;x)erxe]R}

loi TsurE par: (V(x;y)eEz) xTy=x%)%e

Montrer que(£;T)est un groupe commutatif
Montrer que /{ est un sous-groupe de(G ;).

l F Soit(G;*) un groupe d'élément neutree.
i

On considére I'ensemble £' = R" x R . On définit sur

On note a™'le symétrique de a. Soit  un sous-gr¥
E une loi de composition interne * comme suit :

' bit
dE(G;‘) etn € G (ndonné). Montrer que I'ense”
H,= {" *he ﬁ-’} est un sous-groupe de(G:*)-

Pour tous (x;y)et (z;¢) de E:
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Soit p etg deux nombres premiers positifs distincts,
Montrer que : i = {P_‘F“ /(m;n)e Z:}
est un sous-groupe de(R' g x).

—

S SR morphi=me de groupe (G T) dans un groupe
(G;;J_), Soit  "un sous-groupe de(G';L)‘

Montrer que [ ' (H')est un sous-groupe dE(G;T) _

——

On munit R d’une loi de composition interne comme

suit: (V[x;_)’) € R:) Wy = _\-.JJI;: +1 +y II,T: +1
et on considére I'application s définie de R dans R
e.t L e-l‘

par: S(I‘) = —__2__

1) Montrer que s est un isomorphisme de(R;+)dans
(R;*)-

2) En déduire la structure de (R ;*) en déterminant son
élément neutre et le symétrique de tout élément
dans(R;*).

3) Pour toutx € R et pour tout entiern> 2, on pose :

X =xxr_ ayx
PR
n fois
Calculer x' .

-

On munit le plan $?d’'un repére (O;JrT ,;) .

Pour touta € R" , on considére I'application ¢, définie
par:
@: P - P
M(x;y) —» M'(xy')

avec: x'=x+Ina et y' =ay
On considere I'ensemble :  F = {-;D,, /ae R }
1) Montrer que la composition des applications « 0»

estune loi de composition interne dans F .

2) On considére l'application :

EXERCICES ET PROBLEMES

f:R = F
a =g,
a) Montrer que / est un isomorphisme de(IR'_: !)
dans(F;0).
b) En déduire la structure de(F;0).
¢) Déterminer le symétrique de @, dans(F;0),

pour touta e R” .

+2p
1+ 2q

/(pia)eZ’

-
‘ !

On considére I'ensemble : £ = JL

Montrer que ( E ;x) est un sous-groupe de (Q‘i")-

— S

1) Soit A,.J et ] les trois matrices carrées d'ordre 2

définies par :

BT

a) Déterminer(a;b) € R’ tel que: A =aJ + bl

b) Calculer J* en fonction de J .
¢) Al'aide d'un raisonnement par récurrence, établir
pour toutn € N, la relation suivante :

! w4 .
A= (2) T+ (4 (<2 )
2
d) Donner l'expression explicite de 4” sous forme
d’une matrice carrée d'ordre 2 .
e) Montrer que A4 est inversible et donner 4"
2) Onnote (v, Jet(w, )les deux suites définies par:

Vo =3,W, =3etles relations suivantes : (1 N)

Vs, =¥, + 3w u
N etonpose: X =| "
W =3y, + w, v

n

a) Montrer que: (VneN) X, = A"X,

b) En déduire I'expression de X, en fonction de n.
¢) Calculer les valeurs de v, et w, en fonction de n .
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EXERCICES ET PROBLEMES

Soit (A:+; x) un anneau unitajre

On définit sur 4 une loi de COmpositjg,, i

Nter,

. comme suit: (V(x;y)e 4° = il
SoitT et | deux lois de composition interne dans R ( ( ) ) S 8 "k
définies par: Pour tout(x;y) e R?, 1) Montrer que : (‘v‘(_r;y) € ,43) T 9o {

. . - M,
x1ly=2y—x e xTy= -;—(x+ y) 2) Montrer que la loi T n'est pas 45S0ciatjy,
. 3) Montrer que (4;T) n'admet pas d'éle
1) Etudier les Propriétés des lois Tet | . et stk e e,
et distribais .
<) a) Montrer que laloi T est distributive par rapport 4) Montrer que T est distri ALV par raPDﬂnahh
alaloi | 5) Montrer que pour tout(x;y;z) €A . '
b) Montrer que la loi L est distributive par rapport XT(yTz)+yT (2Tx)+ 27 (xTy)<g
alaloiT. :
etque: yT (xTz)=xT (»72) ‘(XTJ’}Tz
JXERCICE 16 -

On définit sur R? deux |ois de composition interne

Soit(.A4;+;x) un anneau unitajr
+ et x comme suit: Pour tous(a;b)et(a’;b") de R?, ( ) raire tel que pour foutzg
x'* =x.0nnote0, le zéro de 4 et | 8l
(a;b}+(a’;b')= (a+ a';b+b') ) 4SOty
1) Montrer que: (Vx e A) x=—y
(a;b)x(a';b') =(aa’; ab’ +ba')
2) Montrer que: (Vxe 4) x*+x'=0 .
Montrer que (IEI - x)est un anneau commutatif :

unitaire. (Remarquer que : (x+1, }': =2 1)

EXERCICE 19 - = - 3) Montrer que: (Vx e 4) x* =x

On définit sur I'ensemble Z deux lois de composition

interne T et * comme suit : Pour tout(x;y) eZ?,

On considére 'ensemble :
xTy=x+y+3 et x*y=xy+3x+3y+6 E={[ﬂ‘ b];’(a'b)ezz}
1) Montrer que(z; T) est un groupe commutatif, gl a
1) Montrer que(£;+; X) est un anneau commut!
2) Montrer que(Z;T;*)est un anneau commutatif,

E i 2) Soita eth deux éléments de Z . Montrer que:

@ ~7b" =0 < (a=0o0ub=0)
3) Montrer que 'anneau (E;+; x)est intégre.

On munit Z* de deux lois de composition interne +

et x comme suit : Pour tous(a;b) et(a';b') de 77,
(a;)+ (a':b')=(a+a';b+ b')
(a;b)x(a’;b')=(aa’+2bb'"; ab' + ba')

Montrer que ( T 4; x)est un anneau commutatif,

On considére I'ensemble :
K={a+bJ§ /aeQetbeQ)

.
Montrer que(K :+: x) est un corps commutd
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EXERCICES ET PROBLEMES

-b\

On considére I'ensemble Z/6Z .

1) Montrer que I'ensemble des solutions de I'équation
* = 2 dans Z/6Z est vide.

par rapport a la loi * dans C.

b) Montrer que (C;*;T) est un corps commutatif.

—~aa_y

On considére I'ensemble :

- {M(x:y) =[_;y szyJ /(x:y) e R’ }

Montrer que (K ;+; x ) est un corps commutatif.

2)On considére I'ensemble A = 7,/67, x Z/6Z.

On munit A des deux lois de composition interne :
(1‘1;}’|)®(x1;yl ) = (xl +X%5 0 +J~’;)
(1)@ (x:1) = (5%, + 23,1 53, + 3,3, )

Montrer que (A;@;®)est un anneau commutatif.

3) Soit B = Z/6Z x {ﬁ} . Trouver un morphisme de 3 On considére I'ensemble :

Xz
dans(Z/6Z ;+ ; x). L={l2x x y|/(uyz)eR?
T2 T

—

On considére I'ensemble :

S CEE J/teinye |

=YXy

Montrer que (L;+; x)est un corps commutatif.

KERCICE 3U

Soit(A;+; %) un anneau unitaire d'élément unité 1.

rque £ i ‘additi 2
B | rerue sanlepourTaddition Soit(a;b) € A tel quel — ab admet un inverse dans A .

t la multiplication dans M., (R ).
et la multip on dans M, ( ) 1)Calcu|er(|+bm)(|—ba}et(i—ba)(l"‘bm)P“”r

i+ % i
2) Montrer que (E, 2 )est un anneau commutatif touteed.

L'anneau (E;+; x)est-il intégre ? Justifier 2) En déduire que | — ba est inversible dans A et que

son inverse : (l - ba) =1 b(l —ab)_l a

3) Montrer que(E; +; x)est un corps commutatif.

4) Résoudre dans E I'équation: —X*+4X -3/=0

"

On définit sur 'ensemble C une loi de composition

interne * comme suit :
(V(z;z') € Cz) zez =z-2'—1i

On considére I'ensemble : Z[i] = {a+ib/(a:b) e Z*}

1) Montrer que Z[f‘] est une partie stable de(C;+)
etde(C; x).

2) Montrer que (Z[i]; x) est un anneau commutatif

1) Montrer que(C; *)est un groupe commutatif. unitaire.

3) Soit U I'ensemble des éléments inversibles dans

2) Soitm e C* . On définit sur C une loi de composition
(Z[i]; x). On pose: (Vz & C) N(z)=zxZ=|z

interne T comme suit :
(V(z:z') €C?) 2Tz = mizz' sm(z+z)+i(1=m)

a) Montrer que T est commutative et distributive

1

a) Soitx € Z[J‘] .Montrer que : x € U < N(x) =]

b) En déduire que: U ={l:-1:i ;_f}
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1) Calculer B’ et B” pour tout entiern = 2.
2) a) Exprimer A en fonction de / et B .
b) En déduire 4" en fonctionden e N*.

g

On considére les deux matrices suivantes : (a € R'
a 0 0 N
D=|0 a 0 et N=|0 0 O
0 0 a4 O Jed

1) a) Calculer N2 et N° .
b) Vérifier que: ND = DN
2) On considére la matrice: 4=N+D

Exprimer A" en fonction deaetn.(ne N")

—~ -

On considére dans M (IR ) I'ensemble suivant :

|- ey
G={4M=|0 1 z|/(x;y;z)eR’
P

1) Montrer que G est stable i:ians(.M3 (R); X).
2) Montrer que(G; x)est un groupe.

3) Déterminer I'ensemble C défini par :
C={AeG/YM eG; AM = MA)

e eSEm——

Soit H et K deux sous-groupes d'un groupe(G';+).
Montrer que : /U G est un sous-groupe de (G;t) si,

etseulementsi: HcG ou Gc H

Soit K un ensemble fini tel que(K 4., N

: ' ]est"“&
K = K _‘{0} 1

I_II‘—‘-I

xek"

commutatif. On pose :

Montrer que :

Soit(G ;*)un groupe d'élément Neutree

Pour toutx € G,onnotex* = x* x o Yidet

o
le symétrique de x dans (G ; *)
Montrer que si l'une des conditions SU'Vantes

satisfaite :

C) (V(a:b)eG?) (axb) =a?up,
C2) (VaeG) a’ =e.

C:) (VaeG) da'=a.

alors le groupe (G 2 *) est commutatif,

On considére I'ensemble :

E={Ma=[2 OjfﬂEZ}
a2’ 2"

1) Montrer que (E ;x) est un groupe commutati
isomorphe a (Z;+).
2) Montrer que pourtout pe Z : (M,)" =

3) Soit(a;b) € Z et on considére I'ensemble:

(ab}_{(M Y x(M,) /(piq)€l|

‘a) Montrer que Fi ») €St un sous-groupe de(E

b) Soite € Z. Montrer que :
M e FEa:ﬁl & (c divise anb)

¢) En déduire que: F = E & anb=!

(a:b)
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EXERCICES ET PROBLE MES

On considél’e I'ensemble E définie par:

E:{M[x]z(xl‘;x 2)”& IR',}

ot on considére I'applicationy définie par :

On définit sur E = B x R une loi de composition

interne * comme suit:

(x:p)s(x5¥)= [.t.r'; Ly x'y}

b

v R, - E 1) Montrer que( ko *) est un groupe.
x = M(x) Le groupe ( E :*) est-il commutatif ? Justifier.
Vel B T rohileme de(R‘_ > ") 2) Soit f une fonction définie sur R et on pose:

dans( E3%)-

r(f)= {(.t'.f(.r)) [x € ?.‘}
2) Quelle est la structure de( E;x) 2

a) Montrer que I"( /') est une partie stable de( E :*)

j “etneN". ; i
3) Soitx € R.etneN si, et seulement si:

(V(_r;).r)e(‘?'):) f(,tj’):-‘!r‘f(.‘lv‘)"'}f(x)

b) Soit f, la fonction définie sur R’ par:

ﬂ(r)=k(.r—l] ot keR

X

Calculer les matrices : (M(x))'] et (M(x))

e

soit ] et.J les deux matrices de VI, (R) données :

I-—loet.]—op )
“lo 1 =l e

On considére I'ensemble :

E--—-{M(x;y):[; py];(x;y)ei:}

Montrer que (T (£ ) : *) est un sous-groupe de
(E3%).

¢) Montrer que si I'( /) est stable de(E:*),alors:

()< @®)) (-2 r-(x-3)r0)

d) Montrer que(f(f) : *)est un sous-groupe de

x
1) Vérifier queJ® = pl puis montrer que(E;+: x)est

est un anneau commutatif unitaire.

(E:*]si,et seulement si : (EIk = R) =%

B D e

On considére l'ensemble F définie par:

[ %) e

1) Montrer que ( F;+)est un groupe commutatif.

2) On suppose que p < ( et on pose: Jo =l {O}

On considere I'application ¢ de £~ dans C” définie :
par:
' (YM(x;y)eE") o(M (x:y))=x+irJ-p

i a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de( B x)

(o)
| 2) Montrer que ( F;+; x) est un anneau unitaire.
b Bieac) s _ 4 ,

) Quelle est la structure dE( ) 3) a) Soit(x;y) € Q. Montrer I'équivalence suivante :
9 MOPP?I'(\/—;? -t z')- puis en déduire les solu-

=(-p-1)1+2J

=2y & x=y=0

b) Montrer que (F;+: x) est un corps commutatif.

tions dans E” de I'équation : X~
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EXERCICES ET PROBLEMES

©) Résoudre dans F I'équation suivante :
(XeF) ; X*-4x+31=0

(Oestla matrice nulle et / est la matrice identité)

B e

Soita € C\R tel que :

a=re* avec: |a[= reta#kn (k eZ)
Pour tout(x; y) € R*, on pose :

Mt)= {~:2y X+ 2r)}icosa}
Soit £ I'ensemble: E = {M(x;y) / (x;y) € Rz}
1) a) Montrer que(E;+) est un groupe commutatif.

b) Montrer que(E;+; x) est un corps commutatif.
2) a) Montrer que :

(V2 C)(3(x;y)eR?) / z=x+ay
On pose donc: M(x;y)= M(z)
b) Soit @ I'application définie de C dans E par:
(VzeC) o(z)=M(z)
Montrer que ¢ est un morphisme de(C;x)
dans(E;x).

) Calculer((p(a))n pour toutn e N.

Partie A:
Soit(G;*)un groupe commutatif et f une bijection de

G dans un ensemble H . On considére la loi de compo-
sition interne T définie sur / par :

(V(x;y)e HZ) xTy-—.f(f" (_x)tf_l(y))
1) Montrer que f est un isomorphisme de(G ;*)dans
(H:T).
2) En déduire la structure de(H;T )
Partie B :
Soitaun réel et g la bijection de R dans R définje par:

oy,

(VxeR) g(x)=x+q4

1) Déterminer g™' (x) pour tout x ¢ R,
2) Soit * la loi de composition interne e
par: (V(xy)e R?) Bp=xiy )
a) Montrer que (R;#*)un groupe Comml]taﬁf
b) Soita € R. Pour toutn e N* + ON Poge.
a'=a*a*, g |
n fois

Calculer &” en fonction de n |
3) Soit T la loi de composition interne déﬁnieS
E=R- {a} par:

(V(x:9)e £%) xTy= (x-a)(y~q)s,
a) Montrer que(£;T Jestun groupe Commutyg
et déterminer son élément neytre,
b) Soit f € E . Pour toutn € N*, o pose :

B =BTBT.TB

n fois
Calculer £” en fonction de s .
Partie C:
Soitm e R’ . On pose [ = ]—~m;m[ et on considere :
fonction £, définie sur R par:

(<R £.(9=n S

™ 41

~ 1) Montrer que /,, estbijective de R dans/ .

2) Déterminer 1 (x) pour toutx € /.
3) Calculer 1, (f”;' (x)+ 1! (y)) pour tout(x;J ¢
4) Pour tDut(x;y) €I’,on pose:

m’ (x+y)

X*y= ;
m +Xxy

Scanné avec CamScanner



EXERCICES ET PROBLEMES

Les parties A), B) et C) sont indépendantes.
Partie A:

On définit sur I'ensemble G = R" x R une loi de com-
position interne comme suit :

pour tous(a:b) et (cid)deG:

(asb)*(c;d)=(aciad +b)
1) Montrer que * est associative dans G .
La loi * est-elle commutative ?
2) Montrer que(G;*)est un groupe.
3) On pose:
H = {(x;O)fx € IR'} et ki— {(];_\')z‘xe R}
a) Montrer que / et K sont des parties dans (G ;*).

b) Montrer que (H ;*) et(K ;*) sont des groupes
commutatifs.
¢) * est-elle une loi de composition interne sur
H K ?]ustifier
4) On considére I'ensemble :

E= {(; i’] / (a:h)e G}

a) Montrer que £ est stable t:l.;ms{IMIj (R) ; x).
b) Montrer que( £; ) est un groupe.
Partie B :
On considére I'ensemble :
a+b a-b 2
E={M(a:b)= /(a;b ER'}
{ {&0) (a-b a+b} ( )
etonpose: J = M(1;0) et L=M(0;1)

1) Montrer que( £; +) est un sous-groupe du groupe

(Mz (R)H)des matrices carrées d'ordre 2.

JAr b L

2
2) a) Calculer : L .
est un anneau commutatif.

b) Montrer que(£;+; x)

ivi ‘anneau
3) a) Déterminer les diviseurs de zéro dans I'an

(E;+; x).
' : ,
b) L'anneau ( E;+; x ) est-il intégre 7 Est-il un corps?

4) Soit(a;b) € [2*  Montrer que pour tout 77 € N :
(M(“:b))” = 2;;-] M(a";b")

Partie C:

Soite € [R°. On définit sur I'ensemble £ = R -—{;}

une loi de composition interne * comme suit:
(V(x;y)e E*) x*y=x+y-axy
On considére I'application / définie de £ sur[R” par :
f(x)=1-ax

1) a) Montrer que f est un isomorphisme de (E;*)

dans(ﬂi';*).
b) En déduire la structure de{E;*) en déterminant

son élément neutree.

2) On note par x 'le symétrique de x dans(E;*).

On pose :

¥'=e et (Vne N') X =L
‘——‘,._o'

m fonds
et (Vn [ Z’.) A :(.t" )_n

On admet qu'on a pour tout (m;n) e Z*:

REwxh =it

et (“. *}’)n =x" *‘}"”
On pose enfin: G = {.\'";’ne Z} ouxe k£

I n
a) Montrer que : G={;(I—-(l—a.\-] )f n GZ}

b) Montrer que G est un sous-groupe de ( £;%).
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EXERCICES ET PROBLEMES

Les parties A) , B) et C) sont indépendantes.

]
Pour tousz = y + ivet z'=x'+iy'deCavecx, y, x

ety'deR,onpose: zTz' = x'+i(xp"+ yx')

1) Etudier les propriétés de de la loi de composition
interne * dans C -

(commutativité — associativité - élément neutre)

2) a) Déterminer I'ensemble G des éléments symétri-
sables dans(C;T ).

b) Montrer que G est une partie stable de ('C;T )
Puis que(G;T )estun groupe commutatif.
3) Soitne N etz = x4 iy un élément de C,

a) Montrer que pour toute e ]1;+ao[

n+l n
- —(n+1)a" +1
L 2a 432+ iporis 72 & 2)
(a-1)
b) ECl’iI‘Eu,, =2zTzT..Tzen fonction dex,yetn
—_——

n fois

2012
puis calculer Z u, .

n=]

4) On pose : S={x+r‘xlnxlxeR'+}

a) Montrer que (S = )est un sous-groupe de(G 41 ) -
b) Résoudre dans § I"équation :

zT(2+i(21n2))=3+:'(3h13)
5) On considére I'ensemble ;

0
Ez{M;z(x J/z=x+{veG}
y x

a) Montrer que £ est stable dans(MIz {R) ) x) )
b) En utilisant un morphisme convenable, étudjer
les propriétés de (E;x) :
¢) Calculer M” pour toutn € N*
6) Déterminer I'ensemble des points Af (z)du plan
complexe pour lesquels :
z€G et (z+1+i)T 2i=4i

—

Partie B .
Soit(G;+)un SOUs-groupe (, Broupq .
(Vxe[ﬂ;l]) Xix ¢ g )
1) Montrer que: (Vx e [0;]]) (Zx-h[)(]
$
2) En déduire que : (Vxe[o;;]} i s
g
3) a) Montrer que: (vx e [0;]]) .
b) En déduire que : [O; -H cG
4) a) Montrer que: (Vx e R) (3n e 2) IE[ b
~¢y!
L
b) En déduire que: R — ¢ o)
5) Montrer que : (Vxe[ﬂ;]]) j(x"XEJeG

6) Montrerque: G=C
PartieC:
On considére I'ensemble Suivant :

a -b :
E={M(ab)= . :
{ e ) (ﬁb a+ab] f(a’b}'ﬁ s

ol & et £ deux réels fixés,
1) Montrer que(E; +; X)est un anneay Commytz
2) Montrer quesia® 45 < () alors(E;+; x

Jeste
corps commutatif,

3) On suppose dans cette question que: g =)gj:
a) On considére I'application d définie par:
de F - p
M(a;b) det(M (a;b))
Montrer que d est un morphisme de(E; x)é
(R' : x).
b) On considére I'ensemble :
F= {M(a;b) ekE/ del(M(G;b)]:IE
Déterminer la structyre de(F; x).

©) Résoudre dans Iintervalle [0;27] :

del(M[%cos x ;%sin IJJ =
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pourmus(a;b)et (a';b")deCx . 0N pose ;
(a;b)T(a":b")=(aa';ab’ + b)
1) Montrer que T est une loi de composition interne

dansCxC".
2) Justifier que T n’est pas commutative,

3) Montrer que (CX Uy )est un groupe,
4) Montrer que (Rx R";T ) est un groupe.
PartieB:
Pour tout(a;5) € CxC", on considere les applications
Sias) €t &) définie de C dans C par
Jian) (z2)=az+b et Blu) (z)=az+p
eton considére les ensembles :
F={fis /(a;b)eC < C}
G={S[,.J,, /(a;b)eC’ xC} et H=FUG
1) a) Montrer que I'opération « composition des app-
lications ¢ » est une loi de composition interne
dans I'ensemble F .

b) On considére I'application ® de C x C" dans F qui,
atout éFément(a;b) € CxC’, associe I'applica-
tion f(gmdeF.

Montrer que I'application @ est un isomorphisme
de(Cx s )dans(F;o).

¢) Déterminer la structure de ( /;0) puis déterminer

son élément neutre et (flw‘:l )hl pour tout élément
(a;b)der G
d)Onpose: E={f,, /(a;b)eR x|

Montrer que( £;0) est un groupe.

2) Montrer que « 0 » n'est pas une loi de composition

interne dans I'ensemble G .

3) a) Montrer que « 0 » est une loi de composition in-
terne dans I'ensemble H .

EXERCICES ET PROBLEMES

b) Montrer que (H:o] est un groupe non
commutatif.,
Partie C:
Pour tuut(a;b) e ExR", on considére la fonction
affine fy, ,, définie sur & par: f,,, (x)=ax+b
et on considere I'ensemble :
A= {h{"__m [(aib)e R x ]R}
1) Montrer que « o » est une loi de composition interne
dans I'ensemble A .
2) Exhiber un isomorphisme de (R xR";T JdanS(A;O)

puis en déduire la structure de ( 4;0).

o

On rappelle que (Mz (R);+; x) est un anneau de zéro

0 0 Ji()
0= et d’unité / = :
0 0 0 1

c
Pour toute matrice M = [: d} deM, (R), on pose :

detM =ad —bc (c'estle déterminant de M )
On considére les ensembles suivants -

G={M eM,(R)/ det M =0}

G" ={M eM, (R)/ det M > 0}

S ={M M, (R)/ detM =1}
1) Montrer que l'application :

det : (M, (R); x) - (R;x)

M > det M
est un morphisme.

2) a) Montrer que (G'; x) est un groupe.
b) Montrer que (G‘ : x) est un sous-groupe de (G x).
¢) Montrer que(SS; x) est un sous-groupe de(G*; x).
3) On note M ' V'inverse de M dans(G; x).
Montrer que : (VM € G)(VA4 e G* ) MAM™ e G*

4) a) Vérifier que ({—1 ;l} ;x) est un groupe commutatif,
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EXERCICES ET PROBLEMES

5

b) Montrer que l'application :
[:(Gix) - ({—I:l} \ X)
det M

M H.f(ﬁ4)=m

est un morphisme surjectif.
¢) Déterminer I'ensemble :

K={MeG/f(M)=1}

5) On considére I'ensemble suivant :
cos@ sind
E={M(6)= [8eR
{ () [~sin€ cosf?) }
a) Montrer que( E;x) est un sous-groupe de(S; x).
b) Soité e Retne N". Calq:uler(M(Er‘))JI ou :

(M(8)) = M(6)x M(6)x...x M (6)

6) Soit(a;b) € R?.

Montrer qu'il exister e R* et@ e R tel que :
{a bY (r 0 cosf sind
—b aJ_[O r]x[—sinﬁ' COS@]

_[ cos@ sin@ 0
h[—sin& 0059}{0 rJ

@i 5b
7) On pose : F={(_b aJ / (a;b)eRz}

et on consideére |"'application :
£ W - F

z=a+:‘bl—>M( ,6 :[a b}
) \=h

a) Calculer g(1),g(i) et g(Z)avec: z=a+ib

b) Montrer que g est bijective.

c) Montrer que (F;+)et(F {0} ;x) sont des
groupes commutatifs,

d) Calculer(M{u;b} )}ll avec ne N et (a;b) € (JR' )2 :

€) Résoudre dans F I'équation d'inconnue M :
{M—!)(M—J)= 0

avec:O:O 0 W b o0 i J = 0< 31
0 0 0 1 =10

’
On considére dans M, (R) les Matriceg SUivgy \
teg,
| 0'] 0 ] '
i et J =
0 1 0 0]

Spit £ 'ensemble :

E:{MeMz(R)fM:x!+yJ;(x;y)ERIl
J

1) Montrer que (£;+) est un groupe Commyaye
2) a) Montrer que £ est une partie Stable dap
(Mz (]R);x).
b) Montrer que (£;+; x)est un anneq, Commyg

non integre.
3) a) Déterminer F' I'ensemble des €léments g, E

qui admettent un inverse dans (MI (R};X)_

b) Montrer que (£;x) est un groupe commutatis
4) On définit sur I'ensemble G = R" x R une |; de
composition interne T comme suit :
Pour tous(.r;y)et(a;b)de(x;y) :
(a:6)T (x;p)= (ax;ay+bx)

Eton considere I'application ¢ de F dans G définj
par: (V(x{+y.f) €F) @(xI +yJ)=(x;)
a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de(F;x)

dans (G;T ).
b) Quelle est la structure de(G;T ) ;

c) Soit(x; y) € G . Déterminer le symétrique de
(x;y) dans(G;T ]
X

>) Pour tout(x; ») e R* xR, on pose: M = 83

a) Calculer M2 et M.
b) En utilisant un raisonnement par récurrence,
trouver une expression de M" pour tout” 2 2
. -+ o ] [
<) SOlt(xay) eq. Determlner(x;y) pour tou

n22avec. (x;y)" _ (x;y)T(x;y)T---T('ﬁ"r
\————v'—"—'_—/_‘
n fois
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LEMES

EXERCICES ET PROB

On rappelle (M (IR):+: % )est un anneau non com-

mutatif.
On considére 'ensemble :

(M, (R):+; x) est un anneau de zéro

Oﬂf’ppe“e que
0 0 etd'unité! =[l 0) etque (C.+, X) | 0 0 g
05[0 OJ 0 1) o s (e /xeR
un corps commutatif. 7 e Y
able de (M (R);X).

pour tous agetbdeR, onpose:

a a-b
;b)=
M (a:b) (b i +bJ
eton considere I'ensemble :
E ={M(a;b)/(a;b)€ R:}
1)
2 4 1
2) Calculer J* =J xJ ol J = [0
que E n’est pas une partie stable de(M2 (R);x),

3) On définit sur I'ensemble M, (IR ) une loi de com-

position interne * par : A*B=AxNxB

.
avec: = 0 1

et on considére I'application ¢ de C* dans M, (R)
et qui, a chaque nombre complexe non nul a+ib

(aeth deux réels), la matrice M (a;b).
a) Montrer que ¢ est un morphisme de ((C‘; x)
dans M, (R).
b) On pose: E* = E—{O}.
Montrer que : qo(C' ) =F
¢) Montrer que(E iz *) est un groupe commutatif.
4) Montrer que pour tout (A4;B;C) € E:
Ax(B+C)=A*B+A*C
5) En déduire de ce qui précéde que (E; +; *)estun

corps commutatifs.

2) a) Montre que J'application @ 4

Montrer que £ est un sous-groupe de(M[2 (R); _,_) ;

|
l] puis en déduire

1) Montrer que £ est uné partie st
ui, a tout réel x,asso-

cie la matrice M (x)de E , estun isomorphisme
de(]R;+)dans(E; x).

E; x) est un groupe commutatif.

b) En déduire que(

Q) Dt’:’cerminer(f‘v{(.:r))’I ,la mat
uation A° X = Bou:
12) et A° =AxA><AxAxA

{M(lnx) /.reR',}est

rice inverse de M (x)-

d) Résoudre dans E I'éq
A=M(2), B=M(
3) Montrer que I'ensemble F =

sous-groupe de groupe(E; x)s

Examen Nationst 2010 (Sesslon De Rattrapage).
—

On rappelle que (M3 (R);+; x)est un anneau d'unité

1 0 0

I=|0 1 0] etque (C;+;x) estun corps com-
0 0 1

mutatif.

Pour tout(x;y) € R*, on pose :

Xty 0 -—2}!
M(x;y): 0 0 0
¥ 0 x-y

et E = {M(x;y)/(.t;y) € Rz} !
1) Montrer que £ est un sous-groupe de(Ml (R);+).
2) Vérifier que pour tous (x; y)et(x';y') de R*:

M (x;y)>x M (x'3y") = M (xx' = yp'; xp' + yx')

Scanné avec CamScanner



EXERCICES ET PROBLEMES

3)Onpose £ = E - {M(O:U}} et on considére I'appli-
cationg : C" - E qui, 3 chaque nombre complexe
X+ 1y (x et y deux réels), la matrice M(.t‘:)’)deE-
a) Montrer que I'application ¢ est un morphisme de
Ic; x) dans(E; x).
b) En déduire que (E": x)est un groupe commutatif
et que son élément neutre est la matrice M (1;0).
4) Montrer qUE(E; +; x)estun corps commutatif,

0 00
S)Onpose: 4=|0 | o],

000
a) Calculer 4 x M(x;y) pour M (x;y)eE.

b) En déduire qu'aucun élément de E n’est inversible
dans( M, (R):x).

v Nasona 2016 Sesion Normale)
e et —

On rappelle que (M, (R); +; x)
1 0 0

I=l0 1 o etque(IR;+)
0 0 1

est un anneau d'unité

est un groupe commutatif,

Soita un réel strictement positif,

Soit £ le sous-ensemble de M, ( R) définie par :

x

a0 0
E= M(Jr)z 0 1 x|/xeR
0 0 1

1) Montrer que £ est stable dans (M, (R);x)
2) Montrer que 'application @ définie par ;
9(x)=M(x)
est un isomorphisme de (R ;+)dans(E; x).
3) Montrer de deux fagons différentes que (E; x)
un groupe commutatif.

 Examen National 1997 (Session Normate) |

est

Soit€ I'ensemble : % = {A(x} /xe R-{H]

1) Montrer que & est une partie stable g (M, (&

2) On considére I'application :

Partie A

|
Pour toutxet y de R — {‘2‘} * ON pogq .,

= I'l"y =Xy
1) Montrer que * est upe loi de ¢

1
ER_ sy
dans {2}

2) Montrer que la loj * est Commuty

xdly

OmDDsi tig

Niny

Ny

tiVE at aSsn :

1 lath
3) Montrer que(R i {5} ; *Jest un groyp,

r:"}Iim'ﬂl-.
tatif. '
4) Montrer que pour tout x « R- {J_ ot
2 " Poury,
: ’ 1
entiern>2 : x*x:...*x - 5(1_(1‘21”
Partie B ;
|
Pourtoutxe R — {5} , ON pose :
B ) %
A(x)= 0 1
x 0 J-yx

2))
R)x

f:lR-—{il}-} - €

x = A(x}

a) Montrer que I'application J/ est un isomorphise

de(ub{%} : *) dans (€ ;).

b) En déduire une structure de (€:x).

) Soitn e N* ot B= A[ﬁ%} Montrer que:

o B O\ 550
B —A(———-z }et (B )I=A[E'2v’)l
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es parties Aet B sont indépendantes,

partie A:

pour toutx ety de l'intervalle G - ]1; 2[ /0N pose :

200D+ (5-2)(, g
T ey g AL
(x=1)(» I)+(x~2)(y._2)
1) Montrer que * est une loi de €Omposition interpe

sur I'ensemble G .

2)0n rappelle que (R‘« ; *) estun groupe commutatif.

On considére I'application f de R’ dans G définje

v _ %42
Ty f(x)_-x+l

a) Montrer que f est un morphisme de (]R‘ - x)
dans(G;*).

b) En déduire que (G *)est un groupe commutatif

et déterminer son élément neutre.

Partie B:

On rappelle que (MI3 (R);+; x)est un anneau de zéro
0 0 0 B0 0

0=|0 0 Ofetdunité /=0 1 0], et que
000 g0 ]

(MI3 (R);+; -) est un espace vectoriel réel.

0 3 2
Onpose: A=(0 0 1
0 0 0

1) a) Vérifier que A°> = O puis en déduire que A est
diviseur de zéro dans I'anneau (M (R );+; x).
b) Vérifier que : (Az —A+ f](A-i- 1)=1 puisen
déduire que la matrice 4 + / admet un inverse
dans (M3 (R);+; x) que I'on déterminera.

2) Pour tout(a;b) € R*, on pose : M(a;b)=al +bA
et on considére I'ensemble :

o T e . ]

E={ M(a;b)/(a;b) e R*}

Montrer que(£;+; +) est un espace vectoriel réel

et déterminer une base

Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A :

Dans I'anneau(Ml (R);+; x), on considére les deux
matrices :

1) Calculer I — 4 et A4° .
2) En déduire que la matrice 4 est inversible et déter-
miner son inverse.

Partie B :

Pour tous aeth de l'intervalle 7 = ]I;m[ ,on pose :

a*b=\a'b* —a* —b* +2
1) Vérifier que pour tout(x;y) e/ :
X'y —x* —y? +2=(.‘c1 —l)(y: —l)+l

2) Montrer que * est une loi de composition interne
dans /.

3) On rappelle que(R: £ x) est un groupe commutatif,
On considére l'application :
p: R » [
X B Ax+l
a) Montrer que I'application ¢ est un isomorphisme
de (]R : X)dans(f;*).

b) En déduire la structure de (Z5%).

¢) Montrer que I'ensemble I" = {\4'1 +2% I me Z}
est un sous-groupe de (/;*) .
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EXERCICES ET PROBLEMES

—~_——

d'unité
On rappelle que (M_‘ (]R_};+; x)est un anneau

1) Soit @ 'application définie de R day, By
(vxeR) o(x)= M(x x-1)

a) Montrer que @est un morphisme de (R-
i+

100 dans (E;T ).
I=/0 1 0] etque (C;+;x) estuncorpscom b) Montrer que(E;T )est un groupe COmm,
mutat?f. o 2) a) Montrer que pour tout(x;y) €R?; )
Pour tout z = x + iy avec (.r;y) e R?, on pose: M(x)x M(y) = M(I+}’+xy)
x+2y 0 Sy b) En déduire que E est stable dans( (R)
M(") = 0 | ¢ que la loi « x » est commutatif dans g
= ¢) Montrer que la loi « x » est distributiye Pare,

portalaloi «T»dans E.

et on considére I'ensemble £ = {M (z)/z€ CC} .
d) Vérifier que M (—1)est I'élément neytr dang

1) On munit £ d'une loi de composition interne comme
suit: P t(z;2)elC?: T
uit : Pour tout (z;z") € (E;T )et que / estI'élément neutre dans(E; |
M(z]*M(z')zM(z)+M(z')—M(0) b
) 3) a) Vérifier que pour toutx e R — {—1} :
Montrer que (E; *}est un groupe commutatif.

2) On considére I'application @ définie de C" dans E et M (x)x M(I = x) =1

.' “ t -' 3 tr., M ;

qui, a tout z € C”, on associe la matrice (z) B Montseriue (E;T; x) s e

a) Montrer que @ est un morphisme de (C'; XJ

dans ( E; x). Examen National 2015 (Session N

b) Montrer que( £ —{M(0)} ; *)est un groupe
) Montrer g ( { ( )} ) SEoup On rappelle que (Mz (R);+; x)est un anneau d'unit
commutatif. =
3) Montrer que(E; *; x) est un corps commutatif, 1= (0 1]_ Soit F I'ensemble des matrices M(x;}"l

a de M, (R) telles que :
=
On rappelle que (M, (R); +; x ) est un anneau d'unité M(x;y)= 1 | avec (x;y) R xR
k] 0 2 3
x

1) a) Montrer que F est une partie stable de

1 0
= (0 J, etque (IR;+) est un groupe commutatif

l=x « =
Pour tout réel x, : M(x)= X
e e (X) (-—-21 1+ 2x (Mz (R) 2 X).
eton considére l'ensemble: £ = fM(_x) /xe ]R} b) Montrer que (Fi X)ESt un groupe non comm*

On munit £ d'une loi de com position interne T donnée iy
par: 2) Soit G I'ensemble des matrices M(I;o)deﬂd

V(x:y)eR" M(x)TM(y)=M(x+y+1) quexe R
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EXERCICES ET PROBLEMES

pntrer que G est un sous-groupe de ( F'; x),

Pour tout (x; v) € J*, on pose:

M
xLly= _f(g(.r)xg(_v))

)soitE _ R x R.On munitl'ensemble £ d'une loi
3 ;
ition interne _L définie par :
dtcomi"’:‘ o) P (%5 L) o J* =J - {0}.
wous(X:y)€ELet(aiD)eE ; ) y
pour 3) On rappelle que(m - x)es[ un groupe commuta

tif, et on admet que L est distributive par rapport

(Il)’)l(a;b)z(-\fﬂ;.\'b+£]
a
n considére I'application :
@:(F;x) > (E)
M(x;y) & qa(M(-"i.v)):(x;y)
a) Montrer que (1) L(2:3) et (23) L(n1).

b) Montrer que @ est un isomorphisme.

alaloi*dansJ .

o Montrer que (J/;*; L) est un corps commutatif.

D """

Partie A ;
Soit E=R —{—l—} . Pour tout(a;b) e E*,on pose:
U

¢) En déduire la structure de (5 1)
L alb=a+b—ab2

Onpose J = ]—1;1[-

PartieA:

Pour tous éléments aetb de l'intervalle J , on pose :
a+b
1+ab

1) a) Vérifier que pour tout(a;b) € E? .
| |
Lh=———a2 —1){tN2 1
o ipe L L oE)(E )

b) En déduire que L est une loi de composition

interne dans £ .
2) Montrer que(E;J,) est un groupe commutatif.
PartieB:
On rappelle que (Ml (]R);+; x) est un anneau d'unité

)

Soit 7 I'ensemble des matrices de M, (R) qui s’écri-

a$b=

1) Vérifier que pour tout(a:b)e J’ : 1+ab>0
puis en déduire que * est une loi de composition

interne dans J .
2) a) Montrer que la loi * est commutative et associa-

tive dans J/ .

b) Montrer que (J; *) admet un élément neutre
vent sous la forme :

__I_ \/E—ﬂ‘ a
M(ﬂ)—ﬁ[ a ﬁ—a} avecac R

On pose : A:(_] ! ]
1 =]

1) a) Vérifierque: 4° =24 et M(a) =] +.iA

J2

b) Montrer que 7 est stable dans (M: (R); x).

que l'on déterminera.
¢) Montrer que ./ ; *) est un groupe commutatif.
Partie B
On consideére 'application f définie sur R par :

e’ -1

x)=

f( ) e’ +1

1) Montrer que f est bijective de R dans.J .
2) Soit g I'application réciproque de l'application /
(la détermination de g n’est pas demandée)

2) On considére l'application :
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EXERCICES ET PROBLEMES

?: (E;l) > (9:x)
a > ¢(a)=M(a)
a) Montrer que ¢ est un isomorphisme.

b) En déduire la structure de (7; x).

~ Examen National 2007 (Session Normale)
o —

On munit I'ensemble R d’une loi de composition interne

comme suit : (V(x;y)e R’) x*ty=x+y-3xy
1) a) Vérifier que pour tout(x;y) e R? :
(1-3x)(1-3y)=1-3(x*y)
b) Montrer que [ R- {%} : t] est un anneau com-
mutatif.

2) Soit@ I'application définie de R —{%} dansR" :

;D(x) =1-3x
a) Montrer que @ est un isomorphisme de

(R—{%} : :J dans(R';x).

b) Montrer que: @' (IR: ) = J—oo,%[

c) Montrer que U—-ao, %[ 5 *J est un sous-groupe

cegroupe R-{3}:2).

3) Pour toutx € R - {:—1} et pour toutn € N, on pose :
x(ﬂ) = 0 ot x{n#l] =x{n} *x

n (n)
a) Montrer que : ¢(x‘ )) =(p(x))
b) En déduire ") en fonction de x etn.
4) On munit Iensemble R d’une loi de composition

interne T comme suit : 1
(V(xy)eR?) xTy=x+y-3

a) Montrer que(R;T ) est yp, group
-] CQ

b) Montrer que(R;T;# ) est y, .,

Partie A:
Dans l'anneau(M3 (R)H'; X), On considay, I

. e
matrices : o

1 0 g
0 1)

On pose : A =1, 4=4 , Az:AxA
et A" = A" x Apourtout ne N

1) Montrerque: (VkeN) 4™ =7

2) Montrer que la matrice 4 est inversible et détern,
ner son inverse.

PartieB:

Soita un nombre réel.

Pour tous x et y de l'intervalle / = ]a;+ao[ , On pose:
x*y=(x-a)(y-a)+a

1) a) Montrer que * est une loi de composition inter:

dans l'intervalle / .
b) Montrer que * est commutative et associative

¢) Montrer que (/; *) admet un élément neutre
que I'on déterminera.
2) Montrer que(/; *) est un groupe commutatif

3) On considére I'application :
e: 1> R,
1
x—da . & (L '
a) Montrer que @ est un isomorphisme

dans(R: 3 X). ¢

d+
=i
b) Résoudre dans / I'équation: X*¥* X '

X
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,mes vectoriels ont éte introduit
Grassma :\l:e au milieu dy Xixame siecle
ependant, le premier ne proposqi |
des Mp{gts etla formciisut?onﬂt:(::;:n?;::i
plus obscures., Ce fut I'ceyvre de Giuseppe
e de qéchiffrer le fravail dy mathématicien
uer_de donner le premier, en 1888, une
r --.satisfaisunte d'un espace vectoﬁ;al [
.' '.f i;a;;_appﬁcoﬁons linéaires et montrc:.que
: € ne se réduit pas a g dimension finie

'w s par Cayley

_&?HO est aussi connu pour son axioma-
nh_e;s naturels et pour avoir construit une
nplissant un carré. On lui doit d'astucieux
ples qui ont remis en cause des asser-
olaient pourtant bien établies.
r_"s'intéresse & des tableaux de nom-

ire.

4 Maitriser les techniques d’opérations sur les différentes
structures usuelles ;

4 Utiliser les structures des quelques ensembles usuels
pour étudier les structures d’autres ensembles ;

4 Comparer deux structures algébriques ; transposer une
un ensemble a un autre en utili-
hisme

structure algébrique d’
sant la notion d’homomorphisme et d'isomorp

_es: opérations sur les matrices. Leur
n a fait faire de remarquables progres: |

(1858 - 1932)

F'-‘

GIUSEPPE
PEANO

JAMES
SYLVESTER
(1814 -1897)

» Activités Préparatoires.........caeaveees 334
« Connaissances Fondamentales
® Espace vectoriel réel c...cciiimmnmminninns 339
® Sous-espace vectoriel (i - 344
= Familles libres ou génératrices- bases...... 347
« Techniques Et AStUCES ......cceeernnee.. 398
« Exercices Et Problemes
® Exerclees d'application. ..o e 304
® Exercices de perfectionnement.............. 368
® Problémes de synthése. ... ASsasAR e |
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ACTIVITES PREPARATOIRES

A) Résolution dun systéme paramétrique :

Résoudre dans R’ |e PSS HilvRRh T x+my=2m-1 (Discuter selon les valeurs du rée| m)
" |mx+y=3m-2

B) Etude d'un ensemble de fonctions continues

Onnotee ([0; ! ]) I'ensemble des fonctions continues sur le segment [0; l]' On considére I'ensemble ;
1
o-{reetoa) Lrira
1. Montrer que G = .
2. Montrer que (G:+)estun groupe commutatif.
3. Montrer que pour tout(a; B) € R et pour tout(f;g)eG’: af+pgeCG
O Une fonction vérifiant des conditions linéaires :
On considere Jes fonctions numériques f, geth définiessurRpar: f(x)=¢" ; g(x)=e™ ; h(x)= e
Montrer que : (V(ﬂ;b;C)eIR’) af +bg+ch=0 = a=b=c=0
D) Ensemble des solutions d'une équation différentielle :
On note &? (R)rensemble des fonctions deux fois dérivables sur R . On considére I'ensemble :
E={fe% (R) [ f'=21"+f =0}

1. Montrer que les fonctions suivantes : & xbée ; mixbyxes ; giox I—)(ax+b)e‘ (ol a,b eR)

appartiennent a 'ensemble £ .
2. On consideére la fonction 4 : x f(x)eou feE.

a) Montrer que: (Vxe R) A"(x)=0.

b) En déduire une expression de h(x) puis celle de f(x)en fonction de x . _

1. Parmi les propositions suivantes, déterminer celles qui sont vraies :
(R): (VA€R) (vEeU) 1ie (B):(VaeR) (vxeQ) mreg
(};):(VQEQ) (VxER) a.xelR ; (R,):(VHEN') (VxelR) x"eR
(7) : (VaeR) (VfeF(R;R)) af e 7(R;R)
2. Soit A et E deux ensembles non vides. Toute application :
[i:iAXE - E |
(a,x) - f(a,x)

s'appelle une loi de composition externe sur £ i coefficients dans 4, et on écrit fla,x)=a.x
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iles applications suivantes, déterminer celles qui définissent une loi de composition externe:
9 £: RXM(R) - M,(R) . b S RxY >
[a b] aa ab (g‘;}') = a.l
a; -
c d ac ad]
SR A N'xR - R ; QS ZxR® > R’
(nix) > x" (a;(a.b,c‘)) > (0,0,0)
o fi: RxZ(R:R) > F(R;R) ; n f: RxQ — @
(asf) = af (asx) B

On considere I'ensemble : P= {fﬁg(R;R) / (Vx - IR) f(wx) - f(x)}
on munit P de deuxlois :
« Loi de composition interne: (/3 g)> f+g ;
« Loi de composition interne: (a; /) a.f .
(f+g)(x)=1(x)+g(x)
(af)(x)-as(x)

1. Montrer que (P, +) est un groupe commutatif.

telles que: (Vx e R) {

2. Pour tout(a; f) € R?, et pour tous f et g de P, vérifier les quatre relations suivantes :

a)(a+B)f=af+pf i b) (aB).f=a(Bf) i da(f+g)=af+ag : DIf=f
L'ensemble P, muni d’une loi de composition interne + et d'une loi de composition externe «, vérifie alors les

conditions citées dans les questions 1 et 2. On dit alors que(P; +; -) est espace vectoriel réel.

4= GENERALISATION
‘un ensemble muni d’une loi de composition interne notée + et d'une loi de composition
cients dans R notée «. On dit que( E;+; +) est un espace vectoriel réel si:

3.0n considére les ensembles : Aﬂ{ng(RLR)'ff(s):f(l)] et A={feF(R;R)/ f2 0}

a) Montrer que ( 4; +; +) est un espace vectoriel réel.

b) Eﬂ'@*qua(B;-l»; -) est un espace vectoriel réel ? Justifier.
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Dans '
€space vectoriel réel ( R?;+; -) muni des lois usuelles, on considére les vecteurs -

| u=(1;-4;0 ; e i ol . = :
| lVéﬁﬁe"q““-‘E=3E-—5i—.( ) i =) F=(33m)

Le vecteur 5 est appelé une combinaison linéaire des vecteurs# et v .

2-2) Montrer que ¥, = (~4;~11;22) est une combinaison linéaire des vecteurs g

: b)Le vecteur # =(3;2;~ 3) est-il une combinaison lindaire des vecteurs :
fo u;_=(1;.l;l). o BEGL) e - =
3. Montrer que Ia matm:eM=(§ ;Jmm 5

=(L,—4;5) et % =(214).

"-Jetx

naison linéaire des matrices ./ =[§
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ACTIVITES P

vectoriel (]R! i+ -). on considére les vecteurs :

v, =(-3:6)

pans I'esPac®
i, =(12) ; v, =(-4:3) ; ii, =(2;-4) i

9 pour tous réels @ et 3, montrer que : aii, + BV, =0=>a, = f, =0-

on dit que Ja famille (#,;¥, ) est libre ou linéairement indépendante.

b) Montrer quiil existe (@3 4,) € R” = {(0:0)} tel queas i + A,V = 0.

on ditque |3 famille (#,; v, ) est liée ou linéairement dépendante.

pace vectoriel réel(?(R:R):+;-). on considére la famille B = (/, : f, ) définie par:

2.pansl'es
St x> sinx et f,: x> COSX

ue la famille B est libre.

Montrer g
3. Dans I'espace vectoriel réel (CV; i '), on consideére les vecteurs :
cosa sina cos(x+4)
i =| cosb ; 7 =|sin® ; w=| cos(x+?)
cosc sinc cos(x+¢)

ou(ash;cix) € R*.
Montrer que la famille (7 V'; W) est liée.
g =(00) ; &=(6L0) ; & =(0;0:1)

é,;6, ) engendre I'espace vectoriel (JR3 st .)_

4.0n pose:
Montrer que la famille B, =(&;

On dit aussi que B, = (e:2;:8 ) est une famille génératrice de |'espace vectoriel (}RJ 0 -) N

5. Déterminer une famille génératrice de I'espace vectoriel (M2 (R) ;+; -).

(Rz o .), on consideére la famille B = (z_f;i)')te]le que:
g=(1:3) et v =(-2;1)

1. Montrer que : (VWEJRZ) (Bl(a;ﬂ)elﬁz) W= au +bv
(R3;+;-).

Dans l'espace vectoriel réel

On dit que B est une base de I'espace vectoriel

2. Montrer que la famille B est libre et génératrice de l'espace vectoriel (Rl 14 -),
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GENERALISATION
Soit((E;+; +)un espace vectoriel réel, et B = (%;%;..;%, )une famille de vecteurs de
Dire que la famille B = (&; .’E,,.....%, ]uhme base de £ signifie qu’elle est A Ia fojs libre g !
génératrice dans £ . Ce qui est est équival :

3. Dans I'espace vectonel(ﬂl“ ) on considére la famille B = (e, ez,%)telle que:
¢=(L6G0) ; &=(050) ; &=(001)
a) Montrer que B est une base de I'espace vectoriel (R’ e -) .
b) On considére les vecteurs : % =(23) ; % =(L-5 ) = (L1, 1)
b1) Montrer que B’ = (% S ) est une base de I'espace vecturiel(]R s+; -) ;
bz) On considére le vecteur ¥ = (3:4;5) de I'espace vectoriel R’

* Déterminer les composants du vecteur ¥ dans la base B .

* Déterminer les composants du vecteur ¥ dans labase B'.

Soit: F= {fe?(lR;IR)l 3(a;b;c)eR?; (‘v’xeR) f(x):(

ax’ +bx+c)e"}

1.a) Montrer que F # @, et que : (V(a;ﬂ)eﬂz)(v(f;g)ejﬁ'z) af+pBgeF.
b) En déduire que (F;+; *) est un espace vectoriel réel.

Ona Fc 7(R;R)et (F;+;e

) est un espace vectoriel réel.
On dit que F est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel

réel(‘?(R;R) ;+;.),
2. 0n considére la famille B =

(/o3 /;3.1; ) telle que pourtoutx e R .
e R 16 Y
Montrer que B est une base de I'espace vectoriel (F;+;).
3. Soit f un élément de ¥,
Montrer que la fonction dérivée /" est aussj un élément de IF,

4. Déterminer les coordonnées de /' dans la base B.
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0 ESPACE VECTORIEL REE],
1.1. LOI DE composmom EXTERNE

Soit Kun corps et E un ensemble,
- Onappelle loi de composition externe de K sur E, toute application de K x E dansE .

1) L’ensemble M, (R) : ensemble des matrices carrées d'ordre 2 a coefficients réels.

. a b
Pour toute matrice M = [c d] et pour tout réel &, on appelle produit de & par M , et on le note aM, l

aa ab
la matrice

- ad’] . On a alors obtenu une loi de composition externe de R sur M, (R). Cette loi

s'appelle multiplication d’une matrice par un réel.

2) L'ensemble R” (7 € N") : ensemble des n-uplets.

Pour tout X = (x, X ;...;x,,) € R" et pour tout réel @, on appelle produit de X par«, eton le notea X,
le n-upleta X = (ax;; ax,;..;ax,).0Onaalors obtenu une loi de composition externe de R sur R".

Dans I'usage pratique, on prend souvent R’ (ensemble des couples) et R’ (ensemble des triplets)

3) L'ensembles ), : ensemble des vecteurs du plan.
Pour tout vecteur# € V; et pour tout réel @, Le produit de & par i/, noté i, est un élément de V.
On a alors obtenu une loi de composition externe de R sur V. Cette loi s"appelle multiplication d'un

vecteur par un réel.
La multiplication d’un vecteur de )V, par un réel est aussi une loi de composition externe de R sur<),.

4) L'ensemble @, (n € N*) : ensemble des polynomes de degré inférieur ou égale an.

Pour tout polynéme P € &, et pour tout réel @, Le produitde P par &, noté @ P, est un élément de R,

On a alors obtenu une loi de composition externe de R sur <, .
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1.2. STRUCTURE D'ESPACE VECTORIEL REEL

nous avons utilisé les vecteyrs du pj,
n

ique,
Au secondaire que ce soit en Mathématiques ou en Phys

' it d'un
Ou de I'espace : nous avons déja additionné deux vecteurs et effectué le produit d'un vecteyr p,, UN réq

stater certaines propriétés
Par des démonstrations élémentaires de géométrie, on peut con e de ces dey,
. 7 n.
Opérations parmi lesquelles la commutativité et | associativité de 'additio

En se plagant dans une base(i" ,}') , on peut aussi :
* associer, a tout vecteur#, le couple de ses composants réels ;
* traduire les opérations précédentes sur ces couples de coordonnées et ainsi obtenir, sur |es éléments
deR", des opérations d’addition, et de multiplication par un réel.
Enfin, aux chapitres 4 et 5 de cet ouvrage, nous avons vu 'ensemble 7 (7; R ) des fonctions définjes sur

un intervalle / et a valeurs dans R , dans lequel, I'addition de deux fonctions et le produit d’une fonctiop,
Par un réel ont les mémes propriétés que les opérations précédentes.

La structure d’espace vectoriel, que nous allons introduire et qui est trés importante en Mathématique, Pourr,
paraitre abstraite au prime abord ; c'est pourquoi, pour I'assimiler plus facilement, il est bon, tout 4, long
de ce qui va suivre, de garder a l'esprit les trois exemples précédents et de ne pas hésiter a les manipuler,

ﬂ Déﬁnltign 2 } —

Un espace vectoriel réel (ou R -espace vectoriel) est un triplet (E i+ ) dans lequel E est un ensemb]e

non vide muni :
(1) d'une loi de composition interne, notée +, telle que (E;+) est un groupe commutatif,
o cette loi est I'addition de E ; oson élément neutre est noté 0,
(2) d’une loi de composition externe, application de R x E dans E, appelée produit externe ou
produit par un scalaire, notée (a; x) > & - x, et possédant les propriétés suivantes : ,
- (V(a';ﬁ) € IRZ) (Vxe€E) (e+pf)x=a-x+p-x;
*(VaeR) (Y(x;9)eE?) a-(x+y)=a-x+a.y;
*(V(x:5)R?) (Vx<E) (ap)-x=a-(B-x);
=(vxeE) l-x=x . : .
On appelle alors vecteurs les éléments de E et scalaires les.

fléments de .

| Exemples

1) Le corps (R;+; x) est un espace vectoriel réel,

2) L'ensemble C est un espace vectoriel réel si on le munit de son addition « + » et de la loi externe «*»
RxC - C
(@;x) > ax
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" ) est un espace vectoriel réel.

o™ et (R’:"'i ) sont des espaces vectoriels réels.

gl
{3 ' ot (Vi - ) sont des espaces vectoriels réels.

(%" a loi externe <’ »
w{ﬂﬂ ple P, estun espace vectoriel réel si on le munit de son addition « + » et dela

: (a:P) > aP : i
| rn
i v me[g‘?(l;R)ESt un espace vectoriel réel si on le munit de son addition « + » €t de la loi exté
v RxF(5R) > F(4R)
(:f) > af

pans tout ce qui suit, on adopte les conventions et les symboles suivants :
L]

4 ¢ té
~ EnTabsence d'informations sur la nature des éléments de E , un élément de E sera no

généralement X

. On utilise I'écriture aXaulieu @ ¥ on ceRetxeE.

~ L’élément neutre de (E;+)sera noté 0. Cest |e vecteur nul de I'espace vecto riel E .

sSiaeR’ et ¥ € E, on peut « diviser X par & » : cela revient a multiplier

% L :
Je vecteur X par le scalairea ', Ainsi— ¥ se note aussi —.
a a

/ Siii et sont deux vecteurs deE, le vecteur +(—V) s'écrit @ =V .
Le vecteur# —V s'appelle la différence des vecteurs ii et v dans cet ordre.

q ilisé iguité.
« En pratique, Jes opérations «+» et «-» sont le plus souvent utilisées sans ambig

En conséquence, l'espace vectoriel réel (E st ) sera plus simplement noté E , et on dira que

Eestun R - espace vectoriel.
on aboutit a la définition suivante d'un R - espace vectoriel.

‘Entenant compte de ces nouvelles notations,

)est un espace vectoriel réel (ou IR -espace vectoriel) lorsque :

.. )estun groupe commutatif.

p)eR?) (Vi <cE) (a+B)%=af+pE.
) \("-V(f;ﬁ)eﬂz) a(i+7)=ax+ay.
2) (vi<E) (ap)i=a(F%)-
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1.3. REGLES DE CALCUL DANS UN ESPACE VECTORIEL REEL
| Prop Siﬁo 1 e
Soit(

E;+: ) estun espace vectoriel réel. Alors :

1) Tout vecteur de E est un élément régulier dans (B;+)
2) Pour tout ¥ e 0% =0.

3) Pourtout @ € R: .0 = 0.

4) Pour tous & € Retpourtout¥ e E: a_i-‘=ﬁ'¢5(a=0 ou f=ﬁ).

_‘-'ll-.._\_‘-;

| |
1) Puisque ('E:+) estun groupe commutatif alors tout vecteur de E est régulier pour I'addition

2) Onapourtout ¥ e E - 0E+ﬁ=0f¢:>03+ﬁ=(0+0)f¢:>0£+(_)=02+0f<:>05::6

3) Onapourtout @ € R - aﬁ:a(ﬁ+{_})c>ﬁ+aﬁ=aﬁ+aﬁ<:>aﬁ=ﬁ
4) Soita e ReticE.

* (<) :d&2a montré e 1) et 2).

= (:b) : Supposons que ¥ = (). Si o = 0O alors : l(af) = (_‘5_{] ¥=0 ( d'aprés la définition 3);
o o

il s’ensuit] ¥ = ( et doncX = 0. D’ou le résultat.

i‘—' Proposition 2 } ]

|  Soit(E;+; -) est un espace vectoriel réel, Alors :

1) Pour tous & € R et pour tout i £ - (-a)x= a(-%)=—(a%)

2) Pour tout (E v ) € E* , I'équation ¥ +i = ¥ admet une solution unique dans E . Cette solutionest
X=v+ (—ﬁ) =V —i. (V- étant la différence des vecteurs# etV dans cet ordre), |

3) Pour tous(a; f3) € R et pour tout(¥; y) e E?: a(¥-7)=ai-ap et (@a-p)%=ai-gr.

[ Prewve §

1) Soita e Ret¥€E.Ona: (a +(-a))%=a¥+ ()%, etdonc0% = +(-a)X, dona(-%)=-(«
L'égalité ( —a)f = a( —.i") provient immédiatement de la définition 3 (prendre B =—1dans 3). Ainsi:
(~a)¥ =a(-%)= ~(ax)
2) Puisque (E;+) est un groupe commutatif alors tout élément de E est symétrisable pour la loi « + ».
Ainsi: F+A=V X+d+(—d)=V+(~i) e F+0=V—ilc 77—

3) C’est une conséauence immédiate du 1), en utilisant Ia définition 3.
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- 4-21, 0,
.ﬁ)mwonsl'équation: xI, =(3x+5)(A+313)(A—413)

()

onad’ —A-2I, =0O;etdonc 4* - 4 =21, ; il Sensuit alors:
(E) &I, =(3x+5)(4+3L,)(4-41,)
& xl, = (3x+5)(4° - 4-121,)
& xI, = (3x+5)(-21, -121,)
< xI, = -14(3x+5)1,
< (2x+71)1, =0,
Commel, #0, : (E)<> 42x+71 :0<:>x:—%

Par suite, I'ensemble solution de I'équation (E ) BStEES = {—%}

1.0n définit su R’ une loi de composition externe «-» a coefficients réels par:
(Ve ER}(VIER:) a-x=x"
Montrer que (]R+ ST ) est un espace vectoriel réel.
2.0n munit R* de deux lois :
* d'une loi interne : (x;y) +(x';yr) =(x+x5y +')

* d'une loi externe : (V;l'. € ]R) 1-(x;y) = (03‘1)’)

& (RI 4 ) est-il un espace vectoriel l"éEl ? ]ustiﬁer.
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V.9 SOUS-ESPACE VECTORIEL
2.1.DEFINITION ET EXEMPLES

r—i Déﬁgiﬁoaa. '* DR .

Etant donné un espace vectoriel réel (E; +: ), une partie F de E est un sous-espace vectorie| de

lorsque :
1) F+Q,

(2) F eststable pour I'addition: (V(¥:7)e F*) ¥+y€F.
(3) F eststable pour le produit externe : (V(a; E)ERXF) a:xeF,

@ (Fi+; ) estun espace vectoriel réel.

B —— T ——

—'l _-Remanraues_ l - —ﬁhﬁl
|

® Attention ! pour prouver que F est un sous-espace vectoriel de E, ne pas oublier de vérifier que |

F = et F c E. Le plus fréquent pour montrer que F # & est de justifier que Oer.

1) Dans(V,;+; - ), lensemble des vecteurs colinéaires a7 = (2;1) est un sous-espace vectoriel de
( = M o } . C’est la droite vectorielle dirigée par le vecteur# , c’est-3-dire Ru .

2) L’ensemble R des nombres réels et I'ensemble iR des imaginaires purs sont deux sous-espaces vectoriels

de I'espace vectoriel (C;+; x).
3) On note €(/; I® ) I'ensemble des fonctions continues sur un intervalle / a valeurs dans R . Alors, €(IR)

est un sous-espace vectoriel de 7 (/;R ). De méme, 'ensemble &(/; R ) des fonctions dérivables sur un

intervalle / 4 valeurs dans R est aussi un sous-espace vectoriel de ‘Ef( I ]R),

4) L'ensemble ®, (n€ N *) : ensemble des polynémes de degré inférieur ou égale 2 » est un sous-espace

vectoriel de 7 (R; R ).
5) Dans 'espace vectoriel (9(R;R);+; '), I'ensemble F* des solutions d'une équation différentielle linéair¢

de la forme ay”+ by’ +cy =0 (avec(a;b;c) € R”) est un sous-espace vectoriel de(7 (R;R); +: ).
En effet, F n’est pas vide car il contient au moins la fonction nulle. Si deux fonctions f; et £, sont solutions
de I'équation différentielle, il en est de méme de la fonction somme f, + £ Enfin, si £, est une solutio?

eta € IR, alors la fonction & / est solution,
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; 3 : !
el = {(-"5-}"2) ER/x+ytz= 1} n'est pas un sous-espace vectoriel du (]Rj Sus -)car .

7 sl vecteur il = (0:0:0).
ple 0 = {(r,y) eR'/xy = 0} n'est pas un sous-espace vectoriel du (R: et ) car il nest stable

.ddmon.Contre-exempie: (150) € G et (0;1)e G , mais (1 10)+(0:1)= (1;1)2G-
CARACTERISATION D'UN SOUS-ESPACE VECTORIEL

F#0
-espace vectoriel deE ) - , . . e
A {(V-(-d:;:ﬂ)ekz) (v(g)er) as+eprer

F #@.Soit maintenant(i;ji) cF~ et

) Supposons que F est un sous-espace vectoriel de E . Alors,
ssivement qué axeF et

< R>. Par définition d'un sous-espace vectoriel, on peut affirmer succe

e Fpuis queax+pByeF.
it _]-._u.réciproque est facile en prenant successivementa = = 1, puis p=0.

texte de sous-espaces vectoriels, on étudig'l’appartenancé-de‘ﬁ:éF 3

=D, = 0 ¢ FF, alors F n'est pas un sous-espace Vector el de

consideére I'ensemble: E = {(x;y) eR*/y= 21’}
trons que (E;+; ) est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel(le R ) :

(0;0) € E (car0=2x0)etdoncE# 2.
i, =(x,;,)et i, =(x,;, ) deux éléments deEet (a;8) e R,
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Onay, = 2x, et v, = 2x,, par conséquent :
ati, + fii, = a'(.rl;'p])+ﬂ(.t1;y2)= (ax, + fx;;ay, +By,)

Ona: ay, + By, =2ax, +2fx, =2(ax, + fix, ), ce qui montre que : ai, + fii, €E.

. ! ; AAEnT,
Par suite, (E;+; -) est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel (R it )

2) On considére I'ensemble Fa= {[a ;b bb]f(a;b) € Rz}
— a—

Montrons que (F';+; -}est un espace vectoriel réel :

Puisque (M, (R);+; ) est un espace vectoriel réel et ' M, (R), alors il suffit de montrer que F o
a+b )

un sous-espace vectoriel de(M2 (R);+; ) On pose pour tout(a;b) € R? : M(a;b) =[ : :
SE
0 0
Ona F#Qcar 0, = (0 0] € F (remarquer bien que O, = M (0;0)). Soit maintenant M (a, ;b ) et
M (a, ;b, ) deux éléments de F et(a; ) € R*. Onaalors :
a, +b b a, +b b
aM(a ;b )+ BM(a,:b,)= L A ARy 2
) {f5%) a( -b  a -} £ -b, a,-b

_(a(a,+b)+pB(a, +b,) ab, + pb,
E —ab, — b, a(al —b )+;6(az —bz)

" [(aal + fa,)+(ab, + Bb,) ab, + b,
—(ab, + pb,) (aa, + Ba,)—(ab, + Bb, )]
= M (aa, + Pa,; ab, + pb,)
Par conséquent : @M (a, ;b )+ fM(a, ;b,) € F . Ainsi, (F;+; -) est un espace vectoriel réel.

1. Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de 'espace (]R3 i+ ) :
E={(x;y;z)eR’/x+2y+3z=0} ; F={(x+y;2x-y;-3x+2y)/xcRet ye R}
G={(x;y;z)eR’ /x+y+z=0ef 2x-5y+z=0} ; H={[x;y;z)e]lt’lx=3y=-z}

2. Justifier pourguoi les parties suivantes ne sont pas des sous-espaces vectoriels de R* :

E, ={(x;y;z)e R /x-y+z=5) ; B, ={(x;y:2) e R /x+y+z51)
E,={(xiy;z)eR?/x* =y’ =0} ; E,={(xiliz)eR’/x<R ctzeR}
3. Soit S I'ensemble des suites numériques, muni de I'addition « + » et de la multiplication par un réel «-»

a) Montrer que (S;+; -) est un espace vectoriel réel.
b) Est-ce que les parties suivantes sont des sous-espaces vectoriels de l'espace S ?
S, ={(u,)eS/(vneN)u,, =3u,} ; s, ={(u,)es / 1im |u,| = +co}
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" ILLES LIBRES OU GENERATRICES - BASES
] ,1 CoMBINAISONS LINEAIRES

T} sl Vit

L —

-E_ N’ ainsi que X, Xy p0u X, des vecteurs d'un espace vectoriel réel(B;+; )

json linéaire - S i i
ina des vecteurs ¥, , ¥, ,..., ¥,, ou encore combinaison linéaire de 12

Ile comb

, tout vecteur de la forme :

-gl_;j;'z;...;f,,)

n
a X t X teta, X, = dai avec @, € R
i=l

i

i

..., sontappelés les coefficients de la combinaison linéaire ), &%, - i
i= —

S

néaire de deux

%

inaison li

une généralisation de la définition d’une comb
son linéaire des vecteurs

‘_.évidemment d’
1e dans la proposition 3. De plus, un vecteur X est combinai

i=l

ce vectoriel de.._('E;-.+ ; -) contenant les vecteurs ¥ s X dMOLS toute

;.::%nnéiﬁéﬂﬁféntnmf?&-f’ ¢

n
et seulement si, il existe desréels¢,,&,,....4, telsque: X = Za-,f, .

1) Les combinaisons linéaires de la famille a un seul élément (1) sont les vecteurs aiion @ € R, celles

de la famille a deux éléments (2 ; V) sont les vecteurs aii + v ou(a: B) € R>.

,on considere les matrices :

2) Dans l'espace 1..|fer:t:;:riel(M3 (R);+; )
0 1 1 1

= M, =
i [1 0] : . (0 ‘J

est une combinaison linéaire de M, et M, car :

La matrice M = (2 5]

3 8
i N 0]2|l_03+22_25M
| 3'+2M*‘3|0+04 aoalliomg R stia e
Wﬂm I'espace vectoriel (S%;+; - )des polynomes de degré inférieur ou égale a3, on considére les
- Polynomes P, R, Pet F;déﬁnissurlRpar: F";(x)=l ; E(I)=x ; J";(Jr)=.\r2 ; P;(x)=x’
Tout élément P de %, peut s'écrire sOUS la forme : (VxeR) P(x)=at}+bx2 +cx +d, c’est-a-dire

?{x) =a.B(x)+b.P, (x)+ch, (x)+ d.P, (x) Ainsi, tout élément de %, est combinaison linéaire de la
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6 CONNAISSANCES FONDAMENTALES

famille des polyndmes(F: R P B).
#) Dans I'espace vectoriel réel (C;+; x), tout nombre complexe z peut étre considéré comme ombinag,,

des nombres let icar: (Vz e C) (3(a:b)eR?) z=a+ib .

1.0n mumt]R des lois d'addition et de multiplication par un réel comme suit :
(t,y,z)+(x Y52’ )=(x+x' y+yiz+2') et a(x;y;2)=(ax;ay;az) pour tout @ ¢ R

On considére les vecteurs : ij = (l;—4;5) et v =(1;2;‘4)
a) Montrer que le vecteur w = (3; 18; —30) est une combinaison linéaire des vecteurs # ety

b) Le vecteur p = (=7:1;4) peut-il s'écrire comme combinaison linéaire des vecteurs i et ? Justifier.

2. Dans I'espace vectoriel (9(R;R);+; -), on consideére les fonctions suivantes :

@, :x > e cosx : @, i x> e sinx

EtTensemble: £ ={aw + fo, / (a;f)c R?}
a) Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de(?(R;R) v ) .
b) Montrer que si f € E alors f' € E . (f'étantla dérivée de la fonction ).

©) Soita € Reet on considére la fonction f, définie surR par: £, (x)=e™ cos(x+a)

Montrer que f, est une combinaison linéaire de ) etw,.

3. Soit o un nombre complexe non réel (c’est-a-direc € C\ R )
Montrer que tout nombre complexe est combinaison linéaire delet o .

3.2. FAMILLES LIBRES - FAMILLES LIEES

- LIOT O
'-J:r_-fal-—'— et A

Soit £ un espace vectoriel réel, n e N' et (¥ ;%,;...; %, ) une famille de vecteurs de E .
® On dit que la famille (f,_; Ko )est une famille libre de £, si :
n
(V(d] ;a-,;.,.;a,) = R”) ¢ Za,i] =0 = Q= == a, = 0
i=1
On dit encore dans ce cas-1a que les vecteurs %, %,,.., %, sont linéairement indépendants.

e Ondit que lﬂfﬂﬂﬁ“ﬂ(& &,...,i‘,,)ﬁm une famille l] é Emni&llen’m pas libre. Cela signifie donc
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Juﬁqlﬂ qu'on s'intéresse A la liberté éventuelle d'une famﬂle(i £ fi';-.-w;f. )'Oﬂ

3 . -
dans E = R et considérons les trois vecteurs :

r W:‘lous " 5
4 5=(2-13) :  G=(-3%-1) ; =(0L)

L ! T )
y:famille(ui;uz;lﬁ ) est liée car S ~<h, —i, =0,

'*';:w;ons—nous
-~ par: R()=*-1 : B()=x+x ; B(x)=x-x ; P (x)=-1+7

j-u;ﬁmi“e(ﬂ;g;ﬂ;ﬂ)estlibre.En effet,si(al;az;a3;a4)eR‘*vériﬁe a,P, ol B Ty 0,

maintenant dans E = 9, et intéressons-nous aux polynémes 7, £, £ €t P, définis Sur -

3
I- _ml_-s’pourtoutx eR: (o:, +a2)x3 +(cr3 +(,z“)3c1 +(a2 __33)x+(_ai _a4)= 0.
Un polynome n’est nul que lorsque tous ses coefficients sont nuls. Cela conduit 3 résoudre le systeme -

a|+a2=0 az:_al CZ| =0
a.+a, =0 a, =—0 a. =0
e 2 i . C'est-a-dire: . 3 ; d'our: 2 ,
' g0y = - -a, =0 a; =0
-a,—a,=0 —a,+a, =0 a,=0

N |
 pinsi, la famille (B; B; P P ) estlibre.
X ) contenant le vecteur nul est liée : en effet, si X;

ia,.i,. =X, =0.

i=l

ﬂ'ouiae famille de vecteurs (%;%,5-. =0, alors en
prenanta, = Opouri # j,eta; =1,0na
) est libre dans I'espace vectoriel réel (C; +; x) :

o e C\R.Montrons que la famille(l;a
o =Re(o)+ilm(c)avecim(c) 0.

Puisque o € C \ Ralors sa forme algébrique est

maintenant (a; ) € R” tel que x| +fxo=0.0naalors:
. a+fo=0= a+ﬁ(Re(a')+ilm(a')) —0=>a+fRe(c)+ifIm(c)=0
nombre complexe est nul si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont nulles. On obtient alors
a+fRe(a)=0
P
elm (o) # 0 alors nécessairement = 0 etdonc,
la famille (1;0) est libre dans I'espace vectoriel réel (C;+;: %).

dapréesa + fRe(0)=0, a=0.
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5) Plagons-nous dans E = R et considérons les trois vecteurs
i =(cosa; coshicosc) ; V=(sina; sinbisinc) ; w=(sin(x+a); Si"("”b):sin(“c)
ou (a:b:c;x)eR". )
Montrons que la famille (# ;v ;W) est lie :
On a pour tout (a;b;c;x) e R
sin(x+a) = sinx.cosa +cos x.sina
sin(x+4) =sinx.cosb +cosx.sinb
sin(x +¢) =sin x.cosc¢ +cos.x.sin¢
Il s’ensuit donc : W = sin x(cosa; cosb;cosc) +cos x(sina;sin b; ;sinc), d'oti: W= sin x)ii +(°05x)~;

Par suite, la famille (i7; V'; W) est liée.

1. Dans I'e espace vectoriel reel(?f'(IFE R);+ ) on considére les fonctions :

g:ixHxt h:x—>x —x+3

J:x x+1 :
Montrer que la famille £ g; /) est libre.

2. Dans I'espace vectoriel (M2 (R) i+ ) , on considére les matrices :

2 6 1 0
A =[ ] - D= ; J = b
3 4 0 2 1 0
a) Montrer que la famille(D; ./ ) est libre et que Ia famille(4; D;J ) est lice.

b) La famille ( A; D)est-elle libre ? Justifier.
3. Dans I'espace vectoriel R’ déterminer si les familles de vecteurs suivants sont libres ou liées :

a) # =(1;2;3) et v =(3;21). i b i =(=10;2), ¥ =(0;1;-2)etiw= (2:1;0).
9 i =(72-1) , v=(1;-3;2) , w=(5L1) et 7 = (-2;1;3).

Proposition 4
Soit E un espace vectoriel réel.
1) Une famille (¥ ) constituée d'un seul vecteur est libre si, et seulement si, ¥ 2 0.
2) Les éléments d'une famille libre sont deux a deux distincts,
3)3 une famille B =(-§ 33 X, )ﬁstllbm alors toute famille contenue dans B est aussi libre.
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e la famille ( X) est |
g (%) ibre. Si % = 0 était nul, on aurait | ¥ = () ce qui entrainerait (¥ ) liée.

| ,;,-w‘ ”

,si¥#0,1
Ia“:u,,-.«;,quement égalité a¥ =  entraine o — 0, ce qui prouve la liberté de (%)

7)SuPPO°

2 =X, .Alors: X, —X, +0%, +_+ - 1 )
‘l“'x' > Or 0 » Ce qui est en contradiction avec le fait que 1a

ﬁmiIIEB (x, Hg3vacy X )est libre. D'oq Je résultat.

ue la famille B =
nsq = (%%, X, ) contient deuy vecteurs égaux. Supposons par exemple

squelafamille B=(%:5 . . - i
3)S |pp09°“ q ( 1% ey X, )est libre. Considérons une sous-famille, par exemple
= . -y )Jetsupposonsquegq,y = - = e
(xl"tz’"" ’) o LEEK L, @,X, =0.0n peut encore écrire cette égalité

a,i, X, vt X, +0xm1 + 03,, 2 FL A 0X = 0,ce qui entraine la nullité des &, .
4)5“1'-’1’090"5 que la famille B = (x, X; 505 X, )est lide, SDll(y] S )e E” . Sila famille de vecteurs

s .yz,...,yp)etalt libre, sa sous-famille (X; X, :...; ¥, )seralt aussi libre d’apres 3), ce qui

(i'l;x:;...;x
est faux.
5) Supposons que la famille (¥,:%,;...; ¥ ) est liée, Par définition, il existe (&, ;.. a,)eR” {0;0;'";0}

telque @, X, + X, +...+a,X, =0.L'un des @ est non nul. Supposons qu'il s'agit de &, . On peut donc

n
= 2 - :
écrire: X; = —Z X, , ce qui montre que I'un des vecteurs peut s’écrire comme combinaison linéaire

k=2

des autres.
Réciproquement, supposons que I'un des vecteurs peut s'écrire comme combinaison linéaire des 7 — 1

n "
autres. On a, par exemple ¥, = Zﬁ,,.i"* ,d ol X — Zﬁ* %, = 0. Nous avons donc une combinaison liné-
=2 k=2

aire nulle des vecteurs X, , X,,.., X, avec au moins un coefficient non nul (1#0), donc la famille est liée

3.3. FAMILLES GENERATR[CES

un espace vectoriel réel, n e N et (T ;%,;...; %, )une famille de vecteurs de E
X )s'il peut s'écrire comme combinaison

t qu'un vecteur ¥ est engendré par la famille Eaee

e des vecteurs cette famille. Autrement dit :

‘ "

(3(a;@5-5a,) € R") %= Zl_aix‘
=

i%,;...; %, ) est une famille génératrice de E, si:
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6 CONNAISSANCES FONDAMENTALES

1) La famille(1:7) est une famille génératrice de I'espace vectoriel réel (C;+: -) car tout nombre COMpley
= peut s’écrire sous la forme z = a +ib avec(a;b) eR*.
2) Sin e N7, alors la famille des vecteurs(€:;;...;€, )définie par :
& =(10:..50) ;5 & =(01;0.0) ; &=(0:0:10:..50) ; ... ; & =(05.0)

estune famille génératrice de I'espace vectoriel réel (R";‘H . ), puisque, pour tout vecteur

"
X =(x;%;..;x,)eR", ona: ¥= ZA',E; = X6 + X, +...+ X,€,
i=1

En pratique, on se contente souvent de n € {2;3;4} . Géométriquement, on « voit » que :

* deux vecteurs non colinéaires du plan en forment une partie génératrice :

v

(=11

U

{Mi+pi i\ p €K}

* trois vecteurs non coplanaires de I'espace en forment une partie génératrice,

3) Désignons par £ I'espace vectoriel réel constitué par les suites arithmétiques. Considérons les deux
suitesU = (u, ) etV = (v, ) définies sur N par : u,=n ety =1

La famille (U ; V') est génératrice de E car si W = (W, )est une suite arithmétique de raison € B, ona

pour toutn € N, w, = w, +nr, ce qui peut encore s’écrire W = w,V +rU .

1. Dans l'espace vectoriel (MI2 (R);+; -), on considére les matrices :

S O3 T () R (R

2 0

10 —4
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: selle que (93, s ) est I'espace vectorie| des polyndmes de degré inférieur ou égal al.
" _jerelafamille B= (i3 £33 £33 1, ) formeée par les fonctions :

. : 2
> X oax+l 5 fiixb -yl fiixH3x-4

n des cas suivants, la fonction f est-

i Ji X ryArh
: chacu elle engendrée par la famille B ?
..')f:x,__,-ft.r +S5x' =13x-1  b) fixbsS5x+T :

ferQHElaf“miIIEBz((l;z) (=51); (2 |))estgénératrice de l'espace vectoriel (R +; )

¢) f:x0

mesei =(—5;3) etv= (6;9) - Déterminer les valeurs de a pour lesquelles la famille B=(#; V)
i ..imndrel'espace vectoriel (H{’;-H . )
34 BASES D'UN ESPACE VECTORIEL REEL

un espace vectoriel réel, n e N'et B = (xl, AR )une famille de vecteurs de E .

: t que la famille B est une base de £ si c’est une famille libre et génératrice de E, ce qui revient
(VE€E) (3(aayiaa,)e R?) = Z":a,f,

=1
conditions, les nombres @, ; @, ; ...; @, s'appellent les composantes ( ou coordonnées) du
- ¥ dans la base B, et on écrit ¥(a;..;a, }{E] ou tout simplement ¥ (a;...: &, )-

s'appellela & " composant (ou coordonnée) de ¥ dans la base B .

ons-nous dans I'espace vectoriel réel (R";+; . ) On a déja vu que la famille de vecteurs
B=(c:2;...2, )déﬁmepar

8 =(50:..30) 5 & =(050.50) ; 8= (0:0,1,0::50) i e B =050 1)
famille génératrice de I'espace vectoriel réel. Par ailleurs, sia €, +a,é, +...+a,é€, =0,

|
']

)= (0'0; ,0) dﬁﬁﬂl -a,-—...—a =0, cequ]montrequelafamm&jam
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1) Dans lespace vectoriel (IR’;+; - ) la famille B = (¢,; ¢, ) avece, = (1,0) ete, = (0;1) est une base d¢ R

C'est la base canonique de R’

2) Dans 'espace vectoﬁel(]R3;+; - ) la famille B = (é'l 6,36, ) avece = (1; 0;0)"?2 X (0;1;0) ete, = (U;(};]]

estune base de R". C’est la base canonique de R’.
Comme il a été déja signalé dans la remarque précédente, cette base avec la base canonique de (R];+; ;

vue dans I'exemple précédent sont les plus naturelles et les plus simples pour modéliser les Problémeg

que ¢a soit en mathématiques, en physique, en chimie, en astronomie, en économie ou en sciences

industrielles.
3) La famille (1:7)est une base de I'espace vectoriel réel (C;+; x), puisqu'elle est libre et qu'elle est génér;

rice de C comme on I'a vu précédemment. Les coordonnées d’un nombre complexe dans cette base sont

ses partie réelle et imaginaire.
Plus généralement, sic € C\ R, alors la famille (1; a) est une base de I'espace vectoriel réel (E i+ x] ;

En effet, on a déja vu que (1;0') est une famille libre de(fC;+; x) . Montrons qu’elle est génératrice :
Soitz = a+ib un nombre complexe avec(a;5) € R*. Montrons qu'il existe(x; y) € R?tel quez = x + o
Ona: z=x+oy < a+ib =x+y(Re(cr)+ilm(o-))<::> a+ib=x+yRe(c)+iylm(c)

ce qui revient a résoudre le systéme :

x=a-yRe(o)=a-

{x+yRc(o‘)=a (carIm (o) # 0)

=
b=ylm(o) mieih, .
7 Im(o)

Ainsi, la famille (1; o ) est libre et génératrice de C, donc cest une base de cet espace vectoriel.
4) PosonsE =% oun € N”. Considérons les polynémes suivants :

Fexrrl o Rixpx | Bixx® i Bixerd 5. .. P:xbx"
Montrons que la famille B = (2; P;...; P, ) est une base de I'espace vectoriel réel P
On sait que tout polynéme P : x 5 a, x" +...+ @, X + @, est par définition une combinaison linéaire des
polynémes £;,,..., F,. La famille B est donc génératrice de P, . Parailleurs, sig, x" +...+ a,x + @, = 0.
alors, par définition d'un polynéme nul, tous les coefficients @, sont nuls, ce qui montre que B est libre.

Cette famille de polynémes est donc une base, appelée base canonique de I'espace vectoriel &, .

1 0) {0=0 (0 1) (0 0 )
5) La famille B = 0o 0)°l1 o)'lo o s 0 1 est une base de |'espace vectoriel (Mz(R);*’ :
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-
L =

,-gl‘ensemble: E= {(a;a;b) / (a:b)e IRI}

! o w“sidé
: : 'EI") “oﬂmr qUE(

E;+: -) est espace vectoriel réel.

b) péterminer une base de(E:+; ).

__l&mwnsidére I'ensemble suivant: E = {f tx o> (ar+b)e” / (a3b)e R?)
) Montrer que (E; +5 ) est espace vectoriel réel.
b) soit f, et f, les fonctions numériques définies sur R par: f| (r) = et I (x) = xe™*

Montrer que la famille B = ( £3 /3 )est une base de I'espace vectoriel E.

| ) . * AT
A ¢) Montrer que la fonction u : x = L [r +5Je‘ dt est un élément de E puis déterminer ses

coordonnées dans labaseB.
f(x)=P(x)cosx+ Q(x)sinx

'3‘.'50it}3|'ensemble des fonctions numériques / définies sur K par

oit P et O sont des fonctions affines. (C'est-a-dire de la forme x = ax + bavec(a b)e R*)

a) Montrer que (Ei+; ) est espace vectoriel réel.

b) On considére la famille B = (f;; /2 /33 ;) telle que :
fi(x)=cosx f,(x)=sinx fi(x)=xcosx fi(x)=xsinx

Montrer que B est une base de I'espace vectoriel E.
(x+a)aveca € Restun slément de E puis déterminer ses

¢) Montrer que la fonction Jii x> cos

coordonnées dans la base B.

pposition
2 un espace vectoriel réel, 11 € N° et B =(%;%5. %, )une base de E. Soit ¥ et ¥ deux vecteurs
Jue i E(a’ ;"";al ){3) et j?(_ﬂ'_;-";ﬂn ){n)-eﬂlorS:

ﬁ :}.L,,_; a, + p"‘){ﬁl et AX (im v lAGE -)('1 (o0 A € Rl

3.5. DIMENSION D'UN ESPACE VECTORIEL
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1) Pourtoutn € N* : dimR" = » . En particulier :
* L'espace vectoriel réel R est de dimension 1. Il admet pour base (l) et plus généralement toute
famille formée d'un unique élément non nul.

* L'espace vectoriel réel R est de dimension 2. Il admet pour base B = ((1;0);(0; 1)).

* L'espace vectoriel réel R’ est de dimension 3. Il admet pour base B = ((];020);(0; ];0);(0;0;1]),
Ainsi: dimR=1 ; dimR*=2 ; dimR’=3.
2) L'espace vectoriel réel (Ci+; x) est de dimension 2 : dimC = 2.,
3) L'espace vectoriel réel (Mz (R);+; ) est de dimension 4 : dim M., (I2) = 4. 1l admet pour base
B=(4;4,;4,;4,)avec:

aslos) < 40 s Al o 4o

4) Plagons-nous dans I'espace vectoriel ( Vst ) constitué par les vecteurs de I'espace ordinaire.

On a déja vu dans le cours de géométrie de I'espace (1¢re année du bac) que —

e m s _ k
(i;j;k)estunebasedeclgavec:1'=(I;0;0) ; J=(01,0) ; & =(0;0;1)

Il s’ensuit donc : dim“), =3,

Soit maintenant F un sous-espace vectoriel de( V,;+; ) différent de { ﬁ} .

_

=SidimF =1, alors F est un espace vectoriel engendré par un vecteur

non nul # . On dit alors que F est la droite vectorielle de direction i . &

=*SidimF = 2, alors F est un espace vectoriel engendré par deux vecteurs non colinéairesii etV .
On dit alors que F est le plan vectorielle dirigé par les vecteursii et i |

A titre d’exemple, considérons le sous-ensemble F de (V; +; -) définie par-:

F={ii=(x;p:2) €9 / x- y+3z=0)

On montre facilement que F est un sous-espace vectoriel de ( Vs ) . Déterminons une base deF.

On a pour tout# =(x;y;z) €F, y = x+3z.il s’ensuit donc :
4= (0 +32;2) = (x:30)+(0:322) = x(1;1;0) + 2(0;3;1)
On pose: V = (1;1;0) et w= (0;3;1). Il s'ensuit donc que B = (E; f{:) est une famille génératrice deF.

I est facile de montrer que B = (V;#)est libre, Ainsi, B = (¥; ) est une base de Fet quedimF=2.

5) PosonsE = @, oiin € N" . Considérons les polyndmes suivants -

Bixirl ¢ Rixkpxiog Poyiyad
On a déja vu que B =(F; ;..

Phixx o, ., ; Pixp X
.;E,)estunebmedel'espace vectoriel réel & . Par suite : dim?, =n+l-
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES 6

B emsembieE = {(5.:2) € R x4 y— £ =1).
S F de |'addition « + » et la multiplication par un réel définies sur R’.

L q‘,e(E;-i-; ) est espace vectoriel réel puis déterminer sa dimension.

y .,.dérepensemble: K ={[ ab b] / (a;b)ekl} .
pn = a

que(K;-l'; -) est espace vectoriel réel puis déterminer sa dimension.

rensemble des fonctions numeériques définies sur R par:

i f(x)=(asinx+bcosx)e”™ ou (a;b)eR’

b}ﬂontrer que E, muni de I'addition des fonctions et la multiplication par un réel, est un espace
" yectoriel réel.

~b)On considere la famille B = (£ £; )telle que: f; (x)=e"cosx et L(x)= e ismx

Montrer qué B est une base deE.

©) Soit f un élément deE.

est un élément de E et déterminer les coordonnées de f'dansla baseB .

Montrer que f

- _:oition 7
(f;}:) un base de E .

it E un espace vectoriel réel de dimension 2 etB=
(a;b) et G(a’;b') dans la base B . Alors :

B =(u ;¥) une famille de vecteurs de E tels que

a a'
une basedeE) < (B’ est génératrice deE) < (B'estlibre dansE) & Ib b ,I =0

n3etB= (i";_}";fc-)un base deE.

.é‘-‘,;par:e.vectoﬂel réel de dimensio
bic)et ¥(a'sh'sc) et w(a"b" c”)

7; i) une famille de vecteurs deE tels que # (a3

a a a
& (B’ est génératrice deE) < (B'estlibredansE) < |b b
le e
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sﬁ‘a:'“ze‘a,desré'els telsqueq, f| + a, f, +a, f, =0, donc pour toutx € R :
@ sin(x)+a, sin(x* ) +a, sin(x’)=0 (%)
En dérivant cette derniére égalité on obtient : (VxeR) a, cos(x) +2a,xcos(x* ) +3a,x cos (¥')=o0.

En prenantx=0on obtienta, = 0. En prenant x = /7 dans la relation (*) on obtient :

= sm(-{/;)+ a; sin (ﬁ) =0, ce quidonnea, = 0. En prenantx = {/—i—dans la relation (*)on obtient @, = ()

Enrésumé: o, = @, = @, = 0. Ainsi, la famille B est libre.

—gyre

: TUORIEL DE! COINS NIT 1M .
--2-1.-.«.2&...-._._ . ,L'dﬂla:squ" A S n...!,&"' v l! B
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TECHNIQUES ET ASTUCES 6

R

5 on fonction des coordonnées de f et g .
&léments de £.0n pose : (vieR) (f*g)(r)=/Tg,

SOLUTIO

(E;+; +)est un espace vectoriel réel :

9)é ) trer que £ est
- pujsqﬂeE = g(R;R) et (9(R;R);+; .) est un espace vectoriel réel, alors il suffit de mon

n sous-espace vectoriel de(7(R;R);+; +).

» La fonction nulle @appartienta £, donc E # . .

.'Soit(ﬂ;j-) eRet f = ae, +be, +ce, et g =ae + fe, + ye;deux élémentde £.0na:
af+ng=(Aa+ pct)e, +(Ab+ pp)e, +(Ac+ piy ;. Par conséquent : Af+ug€E

En résumé, (E;+; -)est un espace vectoriel réel.

base de E : . :
1) Montrons que B y ; B estlibre:
4 par définition de E , la famille B engendre I'espace vectoriel £. Montrons maintenant que

a . =0
= : (V —+bcosx+esmmx =
s:;it(a;b;a)e]&’tal que ae, + be, +ce; = 6. Donc: (VxeR) J2_+ co

n : ; S
= ic x = 77 puis x = — on obtient le systeme suivant -
en prenantx = Opuisx = 7p 5

a
—+b=0
o

a

1-—-——b'—_-0
2

a

—+c=0
V2

cequi donnea=b=c=0. Ainsi, 1a famille B estlibre et donc c'est une base de E .

a X
3 ?Sj_.sﬂitf=ae1 + be, + ce, un élément de £ . Pourtoutx € R, ona: f(.1)=7—2—+bCOS.\ +csinx , donc

L] f'[x) o r—bainx Cest-a-dire que f' = ce, —be, Par suite, /' € E et le systeme de coordonnées
[ A = = ’ >

. ﬂef'danslabaseBestdonnéepar{ﬂ;c‘;-‘b)-
Onapourtoutxe R : g, (x)= g(!—x)=%+ peos(x—t)+ysin(x—r)

Scanné avec CamScanner



TE( HNIQUES ET ASTUCES

& (%) =%+ﬂ(cm;mx+sinfsinx)+ y(~sintcos x +cos/sin x)

+(Bcost - psint)cosx +(fsint +ycost)sin x

Sl

o :
Donc: g, =—e¢, +(ﬂcosr—~ysinr)e-z +(Psint + ycost)e, . Par suite, g, € Eetle Systéme de

coordonnées de g, dans la base B est donnée par(a; feost —ysint 5 fsint + y cost).

2 F ]
3) Ona: _L'COSZ b = J;ltsinz vleer At .Lz'cnsxdr=_[:'sinxdx=0 et J:: (sinx-cosx)

dt:[]

Donc: ¢Te, =1 et ¢Te, =0 pourtouti # ;. Ainsion trouve: fTg=aa +bfB +cy
4) D'aprés le résultat de la question précédente, on a :
Tre(x)=rTg,

= aa +b(;5‘cosx-ysinx)+c(ﬂsinx+ycosx)
D'Ofl:f*g(

X)=aa+(bp+ c7)cos x +(=by +cf)sin x. Ainsi :
I *g=2aae +(bf +cy)e, - (by - cp)e,

Ce qui montre que f * g € E et les coordonnées de f * g dans la base B est : (\Eaa;bﬁ+ c75=by+cp),

CJ__ESPACE VECTORIEL ET MATRICES

Pour tout réel p.onpose: [ =-{Mp (_a;b-) = (:b z) / (_a;-b;) eR’

On rappelle que(M, (R); +; x) estun -aﬂﬁﬁau'ﬂefzérqﬂ=-(g g) etd'unité 7 = [1 U] |

a0 On rappelle aussi
que(M, (R):+; +) est un espace vectoriel réel,
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SOLUTION

I W d'abord que (E Srad i )est un espace vectoriel réel :
ﬂa qffit de montrer queé c’est un sous-espace vectoriel de(M, (IR];+; -) ,
' 2
g, 2D car0€ asbic:d) €R’
ond>=p
pourtout(a;ﬂ) eR*: aM, (a:b)+pM,(c;d)=M, (aa+ pe;ab+ pd)

est un sous-espace

E,.Soit M, (a;b) etM, (C; d) deux éléments de £, avec(

onaalo™
suit donc qué:
M, (]R);-i'; ') . Ainsi,(EP o )est un espace vectoriel réel.

fis'en aM, (a;b)"'ﬂM,, (c;d)e E,, ce qui montre que(Ep REse )
wctoﬁﬁldE(
E +; -) .

péterminons ensuite une base de ( Tt

a pour tout(a;b) R :

_Mp(a;b){a b]=[g 2}[; E]:au ?Jm[i :J=a;+w ol J=[2 :J

pb a
est une famille génératrice de I'espace vectoriel réel (EF 3ha ) . Montrons

ce qui montre que (L)
cR*tel queal +bJ = O .0n aura alors :

maintenant la liberté de cette famille. Soit(a3)

e 2 g
a bl =C= . 5l 0] |6=0

. alors c'est une base de Ep . Ainsi : dim Ep

I
(]

‘Puisque la famille (I;J') est libre et génératrice de(Ep 14 e )

~ 2)Montrons que £, est stable dans (M2 (IR) 3 x) :

f_').'nalpimrtcmt(a;.b;c;a")E]R4 :
b ac+pbd  ad+bc
é =Mp(ac+pbd;ad+bc)

M, (a:b)x M, (c;d)= (pb a][;d ﬂ < (p(ad+bc) ac + pbd

r Comme M, (ac+pbd;ad+bc)e E ,alors E, eststable dans(M, (R) ; )

. Daprés la question 1), (£, ;+: * ) est un espace vectoriel réel, donc (£, ; +)est un groupe commutatif ;
Puisque Ep est stable dans (M2 (]R) 5 ><) et la loi x est associative et distributive par rapport a + dans

R’)’?"’; X) alors il en est de méme dans I'en
Far conséquent, (EP T S )est un anneau. La commutativité de la loix résulte du fait que :

: :M,.{a_;.b)pr (c;d)=M, (ac+pbd;ad+bc)= M, (ca+ pdbida+cb)=M, (cid)x M (a38)
P N

semble £, . Enfin, on a / estI'élément neutre dans ( S )
i b ] -

-(Ep S )est un anneau commutatif.

Scanné avec CamScanner



TECHNIQUES ET ASTUCES

3) Montrons I'équivalence suivante : p<0 & (E,i+;x )est un corps commutatif,
On sait QUE( E i+ x )est un anneau commutatif. Pour que(E,, st X )50"5 un corps commutatif, j) faut oy

il suffit que tout élément non nul soit inversible dans(E;, X ) Solt(a;b) e R - {(0; 0)} ,0na:

a b 2 2
det M, (a:b) oba P
La matrice M, (@:b)estinversible sia® - pb” # 0 ; et son inverse est la matrice :
(M,,(a;b))'l= . : : S =M | — % — ) —— & ,Jquiestunélémentdef_
a —pb’\-pb a P\a*-pb® a -pb z

Il s'ensuit donc que (Er,;+; X )est un corps commutatif si : (V(a;b) e R? “{(020)}) a’ —pb® %

Si p 2 Oalors I'élément non nul MP (\f;;;[)n'est pas inversible dans (EP IEaX ) ;etsi p < Oalors

a* — pb* > 0 et en particulierq® — pb’ #0.Enrésumé: p <0 &< (EP ;X )est un corps commutatif.
Partie B:; On suppose dans cette partie que p < 0.
1) On sait que (1;7) est une base de I'espace vectoriel réel (C;+; « ). On a dans cette base :

* Le couple de coordonnées del est : (1:0).

* Le couple de coordonnées der’ﬁ est: (O;J——p).

Donc: dct(l;i\/—_p) = (; \/i
=

Remarque : On pourra aussi montrer que la famille ( Liy-p ) est a la fois libre et génératrice.

= \/‘—P Cnmmedet(l;iﬁ) # 0 alors c’est une base de((C;+; . )

2) On considére I'application f définie de C dans E  par: f(a +iy=p b) =M, (a;b) (oﬁ(a;b) eR?)
a) Montrer que / est un isomorphisme de({C;x) dans(Ep : x) :

* Tout d'abord, / est un morphisme de('C;X) dans(EP ] x). En effet, pour tout(a;b;c;d) eR':

S((a+iS=po)<(e+ipd))= 7 (ac+ pbd +i=p (ad + bc))
=M, (ac + pbd;ad + be)
=M, (a;b)x M, (c;d)
=f(a+i‘f~—pb)>< f(ﬂ"'f\/_—Pd)

= Ensuite / est injective car, pour tout(a;b;c;d) e R*

fla+if-pb)=f(c+iy-pd)= M, (ﬂ:b)=M,,(c;d)=>[ 9 b]{ . “'}

pb a pd ¢
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.f.(g-l-l'ﬁb): ("“\/_d) (aib)=(cid)=a+iJ-pb= —c+iy-pd
f est surjective d'apreés sa construction,
., festun isomorphisme de (C:x) dans(E )

(E‘., gy % )ESt un anneau commutatifet /' (0) = O, Puisque, / est un isomorphisme de(C:x)

; x.) Et(C' ;x) est un groupe commutatif, alors(Ep - {O}; x) est un groupe commutatif.

_. (E, sy X )est un corps commutatif,
_—-—'—'_-_._'_._.--.-

 un espace vectoriel est une question trés classique des sujets du bac;
it jamais la définition d'un espace vectoriel. En effet, tous les espaces
itrés dans les sujets sont des sous-espaces vectoriels d'espaces vectoriels
r cela, on utilise le théoréme de caractérisation qui dit:
pace vectoriel d’un espace vectoriel E si, et seulement si, i

| vérifie les trois conditions

?’FC E et F29;

| V(V(ﬁ',iﬁ)e Fz) (VaeR): i+VeF et aieF
ctoriel £.0n consrdérenréBIS(a, Ay sennsdy )

une famille de vecteurs d'un espace ve

+..+ay, =0 1
i-dessus d'inconnues a, .., @, posséde comme unique solution: @ =...=a, =0 |

enens i, ) €SElibTE.
n tous nuls ... d, tels que ayfiy + @ty + ...+ 4, = 0, alors la famille

eteur nu], deux vecteurs éganx ou. plus genéralement. un das;
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| ESPACE VECTORIEL REEL I 6 \
Soit7(R; R)I'ensemble des fonctions NUMérique,

@_— définies sur R . On considére 'ensemble :

On munit R’ d'une loi de composition internexet &= {f = g(R;R) r’f(S) = f(l)}

d'une loi de composition externe » comme suit : Montrer que(6;+; +) est un espace vectorie] rée|

* Laloi xest la multiplication usuelle dans R, .

*(VAeR) (VxeR}) Aex=x’ . :
+ Soit#, v et w trois vecteurs de I'espace vectorig] R’

. s e DA - ' A -
(R, S -) est-il un espace vectoriel réel ? Montrer qu'il existe trois vecteurs uniquesd, § et

W tels que :
a+tb+c=u

On consideére I'ensemble suivant :
= {(x;y;z)ER3 fx=y= 22}

1) Montrer que pour tout 4 € R et pour tous(x;y;z)

et (xylz') | FAMILLE LIBRE - FAMILLE GENERATRICE - ms?’
) eE ‘

(x;p:2)+(x';y';2')€E et Ae (w3552

2) Montrer que ( E;+; +) est un espace vectoriel réel.

v
3) Trouver un vecteur i de R’ tel que : Dans I'espace vectonel(ﬁ ) déterminer si les

(VE - E) (3 e ]R) Fm familles de vecteurs sont libres ou liées, génératrices
ou pas et si ce sont des bases de R :
6 1) 4 =(1;2;3) et v=(3;21).
idére dans ML, (R ) I ble:
09 considare dans M () lerissrle 2) ii = (~1;0; 2) V= (03-2) et = (210).

E={M=[a+b _Sb]f(ﬂ:b)em’} 3) il =(L,=1,-1) ¥ = (3;3;1) etw=(L21).

h a+3b
1) Montrer que pour tous M et M'de Eet a € R : 4) u (7 2;-1) ¥ (l;—3;2),ﬁ::(5;1;1]
M+MeE e aMekE =(_2’1;3)_

a 2) Montrer que  E;+; +)est un espace vectoriel réel, P
F Dans I'espace vectoriel réel( (R:R):+; ') el

Dans l'espace ver:tﬂnel( ) montrer que le sideére les fonctions :
7
vecteur ¥ = (—13;]2 5) s'écrit comme combinaison fixB31; gixpscos'x ; hix Hms[aﬂ
i linéaire des vecteurs : i = (5;=2;3) et ¥ =(1;3;7) Montrer que la famille ( f; g ,h] est liée.
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foncﬂf.'ﬂs
les g:xh sin x

i.‘::-':l'-"‘) * i

i chvectoriel(

pﬁ‘ 0). 7= ' IJ;K=[O A
gﬁ-ﬂ,-’oo 1) 1
QW" (IJKL)est]lbre
gans lespace vectunel( s (R)s+; .)_

24 D
mwlamau-iceM = [—2 0] comme combinai-

son linéaire des &léments de la famille B..

On considére I'ensemble :
{(x,y,z)eIR [ x+y+z=0}
1) Montrer que pour tous (x;;z) et (X505 z')deE
.._gtpour toutz e R :
{I';J-’;Z}-f-(x';y';z') cE et a'-(x;y;z) eE
2) Montrer que (E; +; -) est un espace vectoriel réel.
3) Montrer qu'il existe deux vecteurs 1, et ii,de R’

tels que la famille (fi, H7A ) engendre I'espace E.

&=(10,0) ; & =(0:1;0) g, =(0;0;1)
iJa“ntrert:lma la famille B = (e,;é};f?',) est une base

d’rﬁpﬂﬂe vectoriel B,
£ ﬁmdéﬂ' les vecteurs suivants écrits dans la

3 -B. ul _(!,l’l); uz :(]’-—]'I) - u'] —(1 2 3)
'.EMIEB'=(§];E2;§J],

; h:x>cos(2x)

M, (R);+; ), on considére

Dans Y'espace vectoriel R*, on considére les vecteurs:

EXERCICES ET PROBLEMES

a) Montrer que la famille B = (#1431 ) est une

base de I'espace vectoriel R’
b) Soit ¥ = 3¢, + 4¢, + 5¢, un vecteur deR’.
e vdans la base B'.

Calculer les coordonnées d

' s . ™ 4 ide
Dans I'espace vectoriel réel R, on considére les

vecteurs:

f}.={|‘l;|;]) ; (];2:8;]6)

v :(1;2:3:4) ;W=
1) Montrer que est une famille libre de R*.

4
2) La famille (ii; ¥; W) est-elle une base de R* 7 Justifier

3) Déterminer un vecteurf pour que la famille

(22 w3

_

- 4
)scut une base de l'espace vectoriel B -

oo / el R’
Sull:(er;el;e_1 ) une base de |'espace vectorie “

Montrer que la famille (5"1 ;&, +2¢ : 28, + & ) est éga-

3
lement une base de R".

Dans un espace vectoriel £ de dimension 3, on considére

une base B, = (#3114, ) et une famille B, = (8388 )

telle que :
€ =i, +i, +,
g, =i, — 2, — s
é, =26 —u, +i,

1) Montrer B, est une base de .

2) On considére le vecteur s = (1;2:3) dans la base B,.
Trouver les coordonnées de i dans la base B, .

Dans |'espace vectoriel R*, on considere les vecteurs :

i=(52-1) et v=(0Ll)
Montrer que les vecteurs sont linéairement indépen-
dants puis déterminer un vecteur w € R’ tel que la fa-

mille (i; V; ) soit une base de R?.
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6) I, est I'ensemble des fonctions telles que -
lim f(x)=0

7) I, est I'ensemble des fonctions telles que .
lim f(x)= 4w

X

8) I, est I'ensemble des fonctions telles que
S(0)=7(1)
9) F; est I'ensemble des fonctions / de 7(1&.[}{)

SOUS-ESPACES VECTORIEL

——

~——

Est-ce que les parties suivantes sont des sous-espaces

vectoriels de I'espace vectoriel réel R' ?
E = {(.r:_r::) €ER’/x+2y+2=0}
E, =l{(x;2)eR’ /x-y+z= 5}
E,={(x;):z)eR’ /¥ -y =0}

E,={(xy:z)eR /x+y+z<1)

continues sur‘[ﬂ,l]telies que: _':f(f)d.' =0

Soit (U7 ;+; ) I'espace vectoriel des suites réelles, Jo
N 3 . e

E = = Uxy;z JeR /x+3y=0et 2x =Pz -0} ensembles ci-apreés sont-ils des sous-espaces

E, = {.r_nf;z)e]R‘/z: }

= {11-';z}eﬂilfx—y+2z=2et.t'-i-:z{)}

vectoriels del/ ?

1) L'ensemble U, des suites croissantes.

2) L'ensemble U, des suites décroissantes.

E ={(x:y;z)eR/z=1)
3) L'ensemble U, des suites convergentes.

4) L'ensemble U, des suites réelles (u, ) vérifiant

Montrer que les ensembles suivants, muni des opéra-

limu, =-+co.
H=b4x

tions habituelles définies dans [, sont des espaces

N choriats réals 5) L'ensemble U, des suites réelles (u, ) vérifiant la

= {(x;y;z) eR’/x+2y+32=0)}
F={(x+y;2x-y;-3x+2y)/xeRet yeR)
G:{{x;y;z)e R*/x+y+z=0¢t 2x-5y+z=0}
On note 7 ( IR, IR ) I'espace vectoriel réel des fonctions

numériques définies sur [¥ . Les ensembles définis ci-
aprés sont-ils des sous-espaces vectoriels de’J{lFE, R) ‘i

relation de récurrence:(Vne N)u, , = 2u,_, -u,

_ EXERCICE 26

On considere les ensembles suivants :
={(x;32)eR} /x=y= z|
F={(xyz)eR’/x-2y+z=0]
={(xiy:z)eR /x+y+z= )
1) Montrer que(£;+; «),( F3+; +)et (G:+; ) sont

des espaces vectoriels réels.
2) Déterminer une base et la dimension de chacun

des espaces vectoriels £, F etG .
3) Montrer que EN F = {6} :

4)Onpose: H=FnG et K=EUVUF

a) Justifier pourquoi K" n’est pas un espace ve
réel.

1) F; est I'ensemble des fonctions paires.
2) I, est 'ensemble des fonctions impaires.
3) F; est I'ensemble des polynomes de degré égal al .

4) F, est I'ensemble des fonctions / deux fois dérivables

sur R telles que: (VxeR) f(x)-/"(x)=0

5) F, est I'ensemble des fonctions croissantes sur R . ctorie
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EXERCICES ET PROBLEMES 6

rque ( H;+; ') est un espace vectorie| rée|

» b) Montrer que  4; B; C')est une base de £ .
bl l. s . N F
IWS“’“ 2) Soit / e £ et /" sa fonction dérivée.

Montrer que /" ¢ E puis déterminer les coordon-

re mlesous-ensembIEEdeM[z(]R)déﬁnl néesde/"Llanslah:v;c(/l:fi:(').
ﬂ’w 5

b
Eg{[a d)eMz(R)/a+d=b+C}

3)Soit f =aA+ B+ yC un élément de E .

o . Montrer que si azy # Oalors(/; /'; /") est une
: ue E est un sous-espace vectoriel de base de I'espace vectoriel réel £ .
Qﬂr‘:ﬁuﬁe] péel(Mz (R) 4 .) , _ EXERCICE ;
W une base et la dimension de I'espace Soit £ le ss-ensemble de R’ définie par :
';amﬁelE- E= {(,1-;.1-;:) eR /X' +2y +2° +2xy+2yz = 0}
F Est- ce que £ est un sous-espace vectoriel de I'espace
on considére les ensembles suivants : vectoriel réel (R’;+; +) 7 Justifier.
. g;{(x;ﬂ;x)!x e ]R} ; F= {(—x;zx;O)/xe R}
H={(*I+2y 3 2x—3y; x+ y)f'(x;y) € Rz} Soit & l'ele des fonctions polynémiales :
x={(—x+2y;_r+ X +)’)"(I;y;z)e R’} fix ax’ + by +c telles que: ful.r"f(x}dx =0

1 hacun d i- i : 57
1) Montrer que chacun des ensembles ci-dessus, muni ot neN' et (ashic)e R

i . - £ 3
des opérations habituelles définies dans[®”, sont 1) On considére les deux fonctions polynémiales u

_ des espaces vectoriels réels. et v définies par :
2) Déterminer une base et la dimension de chacun des ( } n+l tv(%) , n+l
: . : u(x)=x-— et vix)=x" —
espaces vectoriels montrés dans la question 1). n+2 n+3

F a) Montrer que la famille (#;v) est libre dans

On considére le sous-ensemble suivant de R’ : I'espace vectoriel réel (7( R, R): A ') iy

F={a(1;;1)+ 4(1;0;-1)/ (a. f) € R’} 2 Mo(r:;e;i:;(:g(alﬁ)e R*) f=au+ Bv

c) Montrer que(;+; +) est un espace vectoriel

Cad g R e L

1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R’

2) Soiti = (x;y;z) un élément de E'.
" réel de dimension 2.
Quelle relation lie les composantes de vecteur# ?

-~

On considére le sous-ensemble E de M_‘ (R)déﬁni

Pour toyt x € R, on pose : X y y
A X)l= " = o * =¢" g : ; ‘
:. ( ) xe* B(x) = ; C(x} ¢ par: €= M(x;y)=|» «x » /(.\‘;_;-) e R?
S0t E Yensemble des fonctions [ telles que:: Y r %
. H(a;ﬁ;y) o R’) [ =ad+pB+yC Montrer que (€'; +; ) est un espace vectoriel réel puis
)2) Montrer que(E;+; +) est un espace vectoriel réel. §  qéterminer sa dimension.
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Soit.X et ¥ deux vecteurs d'un espace vectoriel réel On considere I'ensemble suivant :

(E:+:-}.Dénwnn-erl'équiva]ence; xr y z }

(¥:7) estlibre ‘::'(-?"‘_f-';f) est libre =08 Ty f'(x:y:z)e_a-‘.

i JEMIE S {
1) Montrer que( E;+; +) est un espace vectorie| rgg,

Dans I'espace vectoriel réel{R3;+; .) , on considére

] 2) Déterminer une base de(£;+; «) et sa dimensjq,
esvecteurs: w=(1;2;-1 y v=(2:=1:1 '
( ) ! (2 ) 3) On considére les matrices :

ﬁ-‘:(S;O;—.[) ; _f:(l;_z;.}) <1 o 0

1 0 4
1) Montrer que la famille (4; v; %) est une base de X=|10 -1 2 - Y=|0 i ::
I'espace vectorie] R”. D0 —1 00 lJ
2) a) Montrer qu'il existe un couple(a, B) € R’ tel 213
que:f:aj+ﬂ_$ =10 2 —]
b) Que peut-on en déduire concernant la famille 00 2
(E; V: f) ? Justifier. La familte(X; Y Z) est-elle une base de I'espace

SoitS I'ensemble des fonctions deux fois dérivables

% vectoriel (E;+; +) ? Justifier.

sur R’ telles que : 1 Onnote _,IEGM I'ensemble des fonctions numériques
(VXER-.) M (x)=(x+1)f"(x)+ f(x)=0 i ax b’
. définies surR par:  f a(x)=—+
1) Montrer que (%; +; +) est un espace vectoriel réel, o e’ l+e
2) Soitu et v les fonctions numériques définies sur On considere I'ensemble : £ = {,)‘;,j, /(a;b)e 3:}
- 1, g T
Ripar: u(x)=x+1 et v(x)=e 1) Montrer que(E;+; *) est un sous-espace vectoriel

bri tvsont des éléments de S .
) Meterqued ety sont de de I'espace vectoriel réel('?(R;R)H; -].

b) Montrer que la famille (u;v)est libre dans % .
. 2) Montrer que la famille B = (f;m} o) )est une
3) Soit / une fonction deux fois dérivables surR" . : ;

Montrer que si / € 9, alors : base de I'espace vectoriel réel (£; + +).

(V.r R’ ) f(x)=f"(x) 3) On considére la fonction g définie sur R par:
4) Montrer que & est I'ensemble des fonctions f° g(x)= S I
telles: (3(a:b)e R’] f(x)=ae" +bx+b a) Montrer que g e £ €

5) Montrer que ;v ) est une base de de % . b) Déterminer les coordonnées de g dans la base
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re‘l't‘-ﬂsemble suivant:

a ¢ b
w=|p a+c b+c |/(ashic)eR’
= e b a+c

7)Montrer que (E;+; +) est un espace vectoriel réel
et déterminer sa dimension.

3]uontrel’ que (E, +;X) est un anneau commutatif.

-.g_)vériﬂerqueJl = [ + J puis déterminer.J .

Soit § une matrice non nulle de ML, (R). On pose :
E={MeM,(R)/ MxS=0|
F= {M+ I/ Me E} ( / est la matrice identité).
1) Montrer que ( E;+; +) est un espace vectoriel réel.
2)a) Montrer que pour tout 4 € M, (R) :
AcF & AxS=8§
b) Montrer que F est stable dans (M, (R);x).
3)Soit 4 € F . Montrer que si A est inversible dans
(M: (R);X) alors4' e F.

On considére dans M, (R) les deux matrices :

1 0 0 |

I::Qlo
0 0 1

11
&t J=|0 )
0 0 1

-5a}cﬂl€uler.l *etJ’ et en déduire que :
33 =1

EXERCICES ET PROBLEMES

b) En déduire que ./ admet un inverse/ ' dans
(M| “R):X) qu'on déterminera.

2) On considére I'ensemble :

a+b a a
E={M=| 0 a+b a a’(a;b)ERz
0 0 a+b

a) Montrer que ( E;+; «) est un espace vectoriel réel.

b) Etablir que (/;./) est une base de £..

Soitn € N"etez € R”. On désigne par &, I'ensemble
des polyndomes de degré inférieur ou égalan.
On pose pour tout x € R :

F(x)= x'et Q (x)= (x—a)* avec k € {O;I;--;”}-
1) Montrer que(%, ; +;+ ) est un espace vectoriel réel.
2) Montrer que la famille (B, ; B;...; P, ) est une base

de 'espace vectoriel réel (E?’” s+ ).
3) a) Montrer que pour tout k € {0; l;..;n} =
B =Y Cla"Q
pr)
b) En déduire que la famille B' = (0,3 0, ;...; O, ) est
une base de I'espace vectoriel réel (2, 143+ ).
4) Pour toutk € {0;1;..;1}, on considére la fonction
numérique G, définie sur R par:
G, (x)= % ["B(r)dr si xer®
G,(0)=0
a) Montrer que pour toutk € {0;1;..;n} : G, e,

b) Pour toutk € {0;1;..;n}, déterminer les coordon-

nées de G, dans la base B’

—~———————

On désigne par ‘€ I'ensemble des fonctions continues

sur lintervalle / = [a;b] tel que : ab <0
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On considére I'ensemble suivant :
. 4
E={fe€/(3e>0)(Vxe f}’f(.l']| <&y }
1) Montrer que pourtout f € £ :  f(0)=0
2) Montrer que ( E:+;+ ) est un espace vectoriel réel.

3) Montrer que les fonctions sin et Arctan sont des
éléments de £ .

TR e

Soit/ et.J les deux matrices de M, (R) définies par :

!:['l 0] I J:[ﬁ 1 J
0 1 e
On considére I'ensemble suivant :
E= {M{a:b) =al +bJ [ (a;b)e Rz}
1) a) Montrer que la famille (/;./) est libre dans
I'espace vectoriel réel(M: (R);+: -).
b) Montrer que ( E;+; ) est un espace vectoriel réel
de dimension 2,
2) a) Vérifierque: J*® = NII—
b) Montrer que E est stable dans (M, (R);x).
c) Montrer que ( £;+; x) est un corps commutatif.

3) Soit @ un nombre complexe non réel.

a) Montrer que la famille (1; & ) est une base de
I'espace vectoriel réel (C;+; ).

b) On considére I'application f, définie de £ dans C
par: (YM(a;b)e E) i (M(a;b)) =a+ab
Montrer que /, est un isomorphisme de(E; +)
dans(C;+).

c) Déterminer les valeurs de & pour lesquelles / est
un morphisme de (£;x) dans(C;x).

I
N0 d: =]
) On pren a > 73

a) Déterminer /', I'application réciproque de f, .

B—

b) Soitn € N. Calculer J" en fonction de 1 Puis |
|

en déduireque: J'=/ < ?is{}[]z]

Soitn e N°, (45,30, ) € R"tels que q, < _

La famille des fonctions (j;r R Jeﬂ_e"e“hl
ou est-elle liée, dans les cas suivants :

1 f,: R->R, x|x—al.

2) f,: R>R, x>e™.

|

X—a

3 /[, R-{g;.3a}>R, x>

—— T

Soit/ et Ales deux matrices de VL, (IR ) définies par

o) o5 )

1) Résoudre dans M, (R ) 'équation :
AxM =M x A (M étantl'inconnue)
2) Soit S I'ensemble solution de I'équation précéden

a) Montrer que :
(VM eS)(3(a:B)eR?)/ M=ad+pI
b) Etablir que (S; it -) est un espace vectoriel rée!
et déterminer sa dimension.
3) a) Montrer que S est stable dans (M[: (R];X].
b) Montrer que(S;+; x)est un corps commutatif
¢) Résoudre dans S I'équation: M* =M
4) Soitn un entier naturel.
a) Calculer 4" en fonction de i avec:

A"=Ax.xA et A°=1

n fois

b) En utilisant la formule du bindme de Newton,
déterminer I'expression de (A + /)" en fonction

den,
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EXERCICES ET PROBLEMES 6

:R AUX DEVOIRS 2) a) Montrer que  est stable dans (M, (R) ; X)-

b) Montrer que I'application :
fiz=a+ib> M(a;b)

_ est un isomorphisme de (C;*) dans (€;x)-
it dans C une loi de composition interne *

, suit : Pour tout(a3b;x;y) € R,

¢) En déduire 'ensemble des matrices admettant

un inverse dans(cé’;x).

.(a+‘-b)¢(x+iy)=ax+i(ay+bx) _
fontrer que la loi * est commutative, associative et @i

Les parties A), B) et C) sont indépendantes.

il gtant un élément neutre qu'on déterminera.

o germiner G , ensemble des éléments symétrisab- Partie A
Soit E I'ensemble des fonctions f définie sur R par:

Tt‘pour Jaloi * et montrer que (G ;*)est un groupe Sl
.y - +
commutatitif. (V(xy)eR?) f(")J"f(y):zf[ ”2}))

;g'SgiLH une partie de C telle que / # {0} ]
1) Montrer que (£;+; +) est un espace vectoriel réel.

Montrer que si ( / ;*)est groupe alors H ¢ G.
2) Soit A I'ensemble des fonctions affines définies de

4) Montrer que I'ensemble E définie par:
9“ q ; P RdansR.
. E = {e +1ue HER} Montrer queMcEetque(&ff:+; ')ESt un espace
estun sous-groupe de (G E *) : vectoriel réel.

PartieB:

Pour tout(a;b) eR’,on pose:

T (x) = ae® cos(ax)+ fe sin (bx)

5)a) Montrer que: (VzeG) ZeG

~ b) Montrer que I'application /: z > Z estun

automorphisme de(G ;*) :
6)a) Montrer que * est distributive par rapporta avec (@; ) € R . On considére I'ensemble suivant :
addit = : :
dition dans C. E{a:b] = {J’In;m / (‘1’1 ﬂ) €R }

b) Montrer que (C;*;+) est un anneau non integre.
T Déterminer les diviseurs de zéro dans 'anneau

- (Cixy),

1) Montrer que (Elu;a):+3 -) est un espace vectoriel réel.

2) Déterminer, selon les valeurs des réelsa et b , la di-

mension de l'espace vectoriel E(-rbl 4

mmnsld@re I'ensemble & suivant: Partie C. ( ( } )
K . ., Dans cette partie, (7 (R, );+; «) désigne l'espace vec-
€= M(a:b)= i /(a;b) e R’ : :
0 g toriel des fonctions numériques définies sur®*

Pour tout(a;b) € R” et pour toutx € R* , on pose :

e que (€ ;+; «) est un espace vectoriel
 Tée) : n
' £ st f(-"""] (.\‘)' =% eh: et (D(n;” (X) =In (jia:b} (x))
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6

On considére I'ensemble : <€ = !q“;,,, *"(Hib) e R ]

1) Montrer que (=5 +) est un sous-groupe du groupe
(F(R: ):+).

2) a) Vérifier que pour tout ¢ ,, € <£ et pour tout

AeR: .»l-.‘;aalﬂ;M (=4

b) En déduire que (<£;+; +)est un espace vectoriel
réel.

¢) Montrer que(qp“__m 3 Pon) )est une base de I'espa-
ce vectoriel <£ puis déterminer sa dimension.
Les parties A), B) et C) sont indépendantes.
Partie A
Soit £ I'ensemble suivant :
E = {f .1'I—>(1:J.r+a§l).f:‘.!r / (a;b)E]R:}
1) Montrer que(€;+; «) est un espace vectoriel réel.
2) Soit f et f, les deux fonctions numériques définies
surRpar: f(x)=e" et f,(x)=uxe™
Montrer que la famille B = ( f;; f, ) est une base de

I'espace vectoriel & .
3) Montrer que la fonction g : xi— J: [r + %Jez'dr est

appartient a I'ensemble ‘€ en déterminant ses
coordonnées dans la base B,

PartieB:

On définit sur I'ensemble H = R’ x R une loi de com-

position interne « + » comme suit :
Pour tous (x; y) et(x'; y') deH :
(x:2)+(x55") = (x+ x5y + ')
et une loi de composition externe a coefficients réels

«*» comme suit :
{Va’ (S IR)(V(I;)J’) e H) ai(x'.y) = (xa : ay)

1) On considére I'application ¢ définie de R* dans |

par: o((x:y))=(c"s»)

(En c::u-mldér:amt(lﬁ2 e -)I'espace Vectorie| ,
a) Montrer que @ est un morphisme de(;;@: +) d::
(H;+).
b) En déduire que (H;+)est un groupe COmmy gy
¢) Déterminer I'élément neutre dang([.{;+).
Quelle est le symétrique de (x; y ) dans (} “4)

).

2) Montrer que (H ek -) est un espace vectorig| rée]
Partie C:

On considére dans ML, (IR ) la matrice suivante .

0.1 1
A=|1 0 1
1 1 0

On considére 'ensemble défini par :
E={MeM,(R)/M=xI+yd;(xy)e R’}
1) a) Montrer que(E;+; -) est un espace vectorie| r¢
b) Montrer que : {'V'a' eR) A=al
puis en déduire que la famille (/; 4) est une bas
de I'espace vectoriel £ .
2) Vérifier que A° = A + 2/ puis en déduire que A
admet uninverse 4 ' appartenant 3 £ .
3) a) Montrer que £ est stable dans{M5 [E] ;X].

b) Montrer que (E i+ x)est un anneau commutati

4) a) Montrer que I'équation : (XeE); =k

admet quatre solutions :
La matrice nulle, la matrice identité et deux

matrices que nous les noterons P et (.
b) Calculer le produit P x O . Les matrices P et
admettent-elles un inverse dans ( £;x) 7 Justifier
¢) Déterminer les coordonnées de P et O dans 2
base(/; 4).
d) En déduire que la famille ( P; Q) est une base de

I'espace vectoriel £ .
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Partie A:
Pour tout(a;h) € R?, on considére dans ¥, (R)la
matric M(a:h a0 =D
' el o~ e
d'une loi de composition interne comme abh) 5 2

h y = S P
_.‘ﬁ}’)en Rl =y =E +1 Soit & I'ensemble des matrices :

que!aloi*e“ commutative dans ¥ . % = {M(a;b) r’[a:b)e ‘RJ}
que laloi* admet un élément neutre

ontrer On rappelle que(MIz (R);+; %) est un anneau non

déterminera.

2y ),
que I'équation : (E) 13+x—e” =0 commutatif d'élément unité / = [0 l }

deux solutions réelles distinctesa et 7, '
o 1) Montrer que & est stable dans (M, (R);+ )et dans

(M, (R); ).

: que(M; (R)H; X) est un anneau non 2) Montrer que(‘c‘i;+; %) est un anneau commutatif.

quela loi * n’est pas associative.

ité L 3) a) Montrer que pour tout(x;y) € R’,ona:
statif d’élément unité / = et que
| e tty+y=0x=y=0

)gstun BLOUDE commutatif. b) Déterminer les éléments inversibles dans I’anneau

x =2y (€;+;x).
(x:y) € R*,on pose: M (x:9)=| » X ¢) En déduire que (€;+; x) est un corps commwtatic
2 Partie B:
e = {M (x39)/(x32) € Rz} Soit & un nombre complexe n‘appartenant pas a < .
ntrer que F est un sous-espace vectoriel de I'es- 1) Montrer que (1; o) est une base de l'espace vectoriel
pace vectoriel réel (Mz (R);+; ')- réel(C+; *).
ntrer que F est une partie stable de (Mz (R);")' 2) On considére I'application i définie de EdansC
considére I'application ¢ de C" dans F* est qui, a par: v (M (asb))=a+ob
‘tout nombre complexe z = x + iy avec (x;y)eR’, Montrer quey est un isomorphisme de (‘& :+)dans
cie la matrice M(x;y). (E ),
Montrer que I'application ¢ est un morphisme 3) On considére dans CI'équation(E) : z° —z+1=0 .
: de(C.a x) dans(F;X) ; : Résoudre I'équation ( £ ) puis écrire les solutions

sous forme trigonomeétrique.

V3

On pose : * = F7 — {M(0;0)}. : b
Montrer que qa(C" ) Megn 4) On suppose dans cette question que : o = _2_ ad ;_2_

) d
Ntrer q“e(F' . >() est un groupe commutatif. Montrer que  est un morphisme de (‘& :x) dans

cr'que (F;+; x) est un corps commutatif, (C;x].
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On rappelle que(M: (R):+; x)est un anneau de zéro

0 0 1 0
0= [0 0_] etd'unité / = (0 J. On rappelle aussi

que(M, (R); +; +) est un espace vectoriel réel.

a b
SoitF I'ensemble des matrices M(a:b) i [4[3 fJ

avec(a;b) e R?,

1) Montrer que ¥ est un sous- espace vectoriel de
(M; (R);+; -) et déterminer en une base.

2) a) Montrer que ¥ est stable dans (M[2 (R) > X) .
b) Montrer que (¥; +; x) est un anneau commutatif.

3) a) Calcu]erM(—l-;~le M l,l :
2 4 2 4
b) L'anneau (V' ;+; x ) est-il un corps ? Justifier.

4) Soit X une matrice deV telle que:
b
X = (41 a) avec (a;b)eR’

a) Montre que: X2 —241X+(|r;:1 —452)! =0

b) On suppose quea® - 4b%> # ().
Montrer que X est inversible dans (V;+; x)et

déterminer sa matrice inverse,

On rappelle que (M, (R); +; x)est un anneau de zéro

000 1 0.0
O=|0 0 O|etdunité /=(0 1 0 et que
0 00 0 0 1
(M, (]R];+; -) est un espace vectoriel rée),
0 0 1
OnposeA=|1 0 O |eton considére|'ensemble :
01 0

€= {M e M, (R)/ M= A}

|

1) a) Montrer que(€;+; «) est un €space Vectorjg

réel.
b) Montrer que la famille(i; A A ) est une g,

de I'espace vectoriel (& ;+; ‘).
2) Montrer que (€;+; x) est un anneay commy

3) On considére I'ensemble :
ﬁz{Me%‘/detMro}

Montrer que (7; ) est un groupe commutatjf,

4)Onpose: B=1I+A+ A’
a) Déterminer I'ensemble des matrices A/ qui apps.
rtiennent a € et qui vérifie M x B= (.

b) Montrer que pour tout(a;b;c) eR’, ona:
det (al +bA +ed )=a’ + 6+ - 3abe =
-%(cr+£')+f:')|:(a—.‘_’;v)2 +(b-c) +(C—g):]

¢) Déterminer I'ensemble des diviseurs de zéro dans

I'anneau(E;+; x).

 amen Ntons 202 Sesion orm
—~—

On rappelle aussi que (MQ (R}; +; -) est un espace

vectoriel réel.

Pour tout(a;b) € R?, on pose :
M(a;b) _[a+ b b
56 a-3b
eton considére I'ensemble :
7={M(a;b) /(a;b)eR)}

Onnote: O = M(0;0) et J = M(0;1) et /= M(50)
1) a) Montrer que(7;+; *) est un espace vectoriel réel

b) Montrer que(/;.) est une base de I'espace

vectoriel (7;+; +) et donner sa dimension

2) Soita un nombre complexe n'appartenant pasﬂ- |
Montrer que la famille(l;a) est une base de |'espact

vectorie| réel({:;+; .)_
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: rapplication ¥/ de C dans 7 définie
: WM w(z)= M (a:b)
| s=atba © (a;b)eR’

L Jr==2(1+J) et y(a)=J

s deux valeurs de @ pour lesquelles

 estun isomorphisme de (C; x)

s
~ papplication
dans(73%)-
A ml"”“d dans cette question: a = ~1+i
. ferire dans la base(I;J) la matrice J > .

P Scssion DERattripage),

i que(M, (R);+; ) est un espace

~ onrappelle auss
vectoriel réel.
pour tout(a;b;¢) € R’, on pose::
a ¢ -b
M(a;b;c)=|b a —c
opthas, 4

et on considére I’ensemble :
E= {M(a;b;c) / (a;b;c)e R’}
On note :
1=M(0:0,0) ; A= (0:1;0); B=M(0:0:])
1) Montrer que(E;+; -) est un espace vectoriel réel.
2) Montrer que la famille(f; A;B) est une base de
I'espace vectoriel E .
3)a) Vérifier que :
A*=B et B*=-A et AB=BA=-1
b) Montrer que pour tous X ety de £ :
XYeE et XY=YX
#)On considére la matrice : D = M(0§"l;l)
a) Montrer que D est une matrice inversible.
b)Montrer que: D*-D-2/=0
©) Déterminer D' puis montrer que D' ek.

EXERCICES ET PROBLEMES

—~

On rappelle que(Mz (R);+; .) est un espace

vectoriel réel.

Pour tout(a:b) e R?, on pose:
a+b

M a’,b —
@)=,
et on considére 'ensemble :

v ={M(a:b)/(a:b) e R’ }
Onnote: /=M(1;0) et [= M(0;1) .

1) a) Montrer que (V o -) est un espace vectoriel réel.

b
] avec (a;b) e R’

a-b

b) Montrer que (/;./ ) est une base de ¥ puis détermi-

ner les coordonnées d’un élément M € V dans
cette base.
2)a) Calculer J*.

b) Montrer que (V;+3 x) est un anneau.
c) L'anneau (V;+; X) est-elle commutatif ?
d) L'anneau (V;+; x) est-elle integre 2
3) Déterminer les éléments inversibles dans [ | ST X) .

4) Soit M € V. On pose :
M =M et M™ =M"xM pourne N -{1}.
Montrer que le systéme de coordonnées de M" dans
la base(I;J) sont (a" ;na""‘b).

5) Déterminer le couples des coordonnées de la matrice
M+ M? +...+ M" danslabase(/;J) en fonction

dea,betn.

D

On considére I'espace vectoriel réel(%?(lk; R);+; -)

des fonctions numériques définies de R dans R

Soit <A 'ensemble des fonctions polynomiales P de

degré inférieur ou égal a 2 et vérifiant I'égalité :

J; xP(.r)d:c =0
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EXERCICES ET PROBLEMES

5)Onpose: X =-—I—J

V2

a) Montrer que X* :—;(f +K)

1) On pose pour tout xe R :

R(x)=x-

5 ]
b B(x)=x ==
e (1) \ 2

| b2

puis que : X _

a) Montrer que(A; P, ) est une famille libre dans X

b) En déduire que pour tout & N* . yn-
I'espace vectorie![?{]R:R) i -). ; N

b) Montrer que :
(VP e st) (E(H;ﬁ)e ]R:] P=aPf +BP,
2) Montrer que (=<;{;+; .)

dimension 2.

On rappelle que(M: (R);+; x)

estun espace vectoriel de

estun anneay de 2ény

0 0
. =(o OJ etque (M, (R); +; «) est un espace

vectoriel réel,

On considere I'ensemble £ définie par:

On rappelle que(M_‘ (R);+; x) est un anneau de zéro

; —2b
0 0 o0 1 0 0 E:{M(a;b]:{a ]a’(t}':a’b)efﬁtz1
b a J
O=[0 0 0| et dunité /={0 1 0 |et que
00 0 00 | 1) Montrer que(E;+; -) est un espace vectorie| réel,

(M, (R)s+: -) est un espace vectoriel réel.

Pour tout(a:b:c) e R, on pose :

2) Montrer que(/;.J) est une base de 'espace £

1 0 0 -2
3) On pose : I:{ ] et J:[ }

- 0 1 1 0
M(a;b;c) =|b a+e b a) Calculer J* puis déterminer J" en fonction de
A ] neN",
01 0 g 0 1 b) Déterminer les coordonnées de la matrice
J=1T 0] et K=[0 10 A=T+T+J* + ..+ J™ en fonction den
0 1 0 I 00

dans la base (1; J).
On considére I'ensemble :

4) On considére I'application @ définie par:
E = {M{a;b;c) /(a;b;e)e R’}

p: E - C
M(a;b) a+ib\2
a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de(E:x)
dans(C;x).

b) Montrer que (£ +;x) est un corps commutatic

1) Montrer que (£ ;+; »)est un espace vectoriel réel,
2) Montrer que(/;.J; K ) est une base de( £;+; +),
3) a) Vérifier que :
J=I+K et K=1" et Ki=JK=J)
b) En déduire que E est stable dans(Mlj (R);x),

¢) Résoudre dans £ I'équation :
c) Montrer que ( £;+;x ) est un anneau commutatif,

, M’ (a;b)=—21+J
4) (E;+;x) es-il un corps 7 (On pourra utiliser le —

résultat de la question 3) a).
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FORMULAIRE DE MATHS

wﬁgsNTES ECRITURES

| ’ LES NOM_BRES COMPLEXES I

=

|L AFFIXE D'UN POINT - AFFIXE D'UN VFCT!:UR

bre complexe non nul.
ﬂp,mauiéw unique sous la forme
.‘,__iy,ga(x, y) € R’. Cette forme s'ap-
forme algébrique de z.

un réel @etun unique réelr € R’,

|
|
|
|

z=r(cos@+isind). Cette for- |

forme trigonométrique de z. |
ant les mémes notations : |

CONJUGUE ET MODULE ]l

un nombre complexe de forme algébri- |
= x + iy . On définit :

- Jl

' Dans un repére orthonormé direct (0 é.8,),si

! M est un point (resp. i un vecteur) du plan de
' plan de coordonnées(x; y), on appelle affixe de

- M (resp.deti) le nombre complexe z = x + iy.
- Onécrit M (z) (resp.deii(z)).
' Sil'affixe du point M a pour forme trigonomét-

' rique z = r(cos @ +isin§)alors :

"i r=0M" e (a_,?a_ﬁ)se[z.-rz]

. > >
njuguéde z : Z =x—iy | i O é X ,
II S — m——— pm— e e——— A ——— ]
oduledez : |z|=+zZ = «./xz + . _————————————————
g 4 ! | PROPRIETES DE LA CONJUGAISON |
s zZ+Z |
1 nombre complexe de forme trigono- Re(z)= ; ‘|
uez =r(cos@ +isinf). | = — '
& ( g ) ‘ z+z =% +z ; zxz'=FZxz ; =" !
‘appelle un argument de z et on note ] S e '.
l[2:r] i [l)=é (siz#0) ; [Z—J=z: (siz#0)
: L z) z z z ]
‘image du nombre z dans un repere — e —
ormé direct (03¢, ), alors : ‘\ PROPRIETES D’ARGUMENT i]

=[elxlz1 ; Jel-le s 21 lel+ ]

Pourz,z’ eC’etneN,ona:
arg(zxz')=argz +argz’ [27]

A ——
arg(z") = nargz [27] ; arg(Z) = —arg z [27]

arg(%) =—argz [27]
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FORMULAIRE DE MATHS

| GEOMETRIE DES NOMBRES ¢

H OPERATIONS SUR LA FORME EXPONENTIELLE l

Soitz = re" etz' = r'e” avec(r;r') e (R: )2
etme N. Alors:
olz=r etargz =6 [2r].

-z=z'c>(r=r*e{956'[2x])

o .ol
S22 =) h e
LI S T we 6+
___=_em: '_'=__'e.i(9ff}: —ere‘{ x)
z r 2 r

-zeRc::—Im(z):OmBEO[;r]

-ze:‘Rc:Rc(z)=0af?E-;-r-[:’r]
o[z,=l<:>f=—l-<:> z=¢" (avecleR)
z

 Formule de Moivre : (e'@ )" =e"
(cosé +isin #)" = cos (nﬁ) +isin(n@)
® Formules d'Euler :

e 4o ]

. €
et sinfl=—
2i

cos@ =

® Formules d'angle moitié :

e—e'J =2
e 2
' G+
e"’-eﬂzz.t‘sin(gze)e 2

* Formules utiles :

L4 o
'f—l=2isin(§]e{2 7 fem:e{ ZJ

& -ae” =2cos(

y.4

-e'”+l=2003(-g-)ez I

=1 z=d"

il T

mbref; f=e? m—ciy 2oy
¢ Le nombre j : j 7

- |
1+ j+ =0 ; J=Jz=}'

SoitA(z,), B(z,), C(z.). D(z,) et M(z)
des points distincts du Plan complexe. Alors .

* AB:IZ!’ _'ZA'I et E(zn =Z,)
Z. -2z,
Ly =2y J [2?{]

] (E,Eﬁ)s arg[i;z_(:] [2;!-]
<y gy

L] (E,ZE) = arg[

.E=C_‘5c>23'—z‘ :ZD_ZC

Zp — 2

eR

Zp—2Z,

Zp —Z¢

eiR.

> (AB).L(CD) =

Zp—2Z,

-ME(A.B)@ eR.

z-z,
* Si M est le barycentre du{(A;cz);[B;ﬁ)} :

_az, +hz.
a+pf
*SiM estle milieudu[4B]: z,, =

Z,+2,
2

® Les points 4, B, Cet Dsont cocycliques si,
Z.—2

< 4R
Zp~2Zz ZIo—2Z

Zp —Z,

et seulement si :

. |Z = Z,‘I = lz - zBIsi, et seulement si, M appa-
rtient a la médiatrice du segment[ AB].

o IZ = Z‘[ = Rsi, et seulement si, M appartient
au cercle de centre 4 et de rayon R . (R >0)

® Le triangle AB(C et rectangle isocéle en 4 si,

<Ll

et seulement s;j :
Iy —Z,

* Le triangle ABC et équilatéral si, et seulement

" 3
Ze = - Et'?
za _z“ I

l —
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55 CARREES D'UN NOMBRE COMPLEXE Jl
{ B .Y ____.——...-—'-"'-.-’-

FORMULAIRE DE MATHS

-L_ JJ

EQUATIONS DU SECOND DEGRE

nombre complexe non nul u adﬁet deux |

carrées opposées dans C. Ce sont les
. de I'équation z” =u dansC,

g -"3>'0alors :

p wmdnes carrées deasont: +a et

|
1
|
:
|
|
|
|

celles de—asont: +iva.

J -mracines carrées de ai sont : iJ_ (1+i)

g_toelle de —aisont: i‘]; (1 - i)
| .-@.Enposanté‘:x-l-fy et u=a+if} avec
f i (a'; x y) e R* on obtient :

'Iz =a+1/a’+ﬂ’
2
u=6>132xy=4
2 =—a+\/az+ﬂ’ '
l 2

‘i LES TRANSFORMATIONS USUELLES DU PLAN

Soit T une transformation du plan dont I'écriture |
‘complexe est donnée par: '
z'=az+b avec (a;b}eC‘xC !

oSig=1: T estla translation du vecteur ii(b)-
eSiacR" —{1} : Test I'homothétie H de

mueﬁ[-—b-—

]et de rapportd.
I-a

Il oSiag R et Iai =]:Testla rotation R de

cantreﬂ(l 2 )et d’anglearga.

==f]

 eSiggRet lal 41 : T estlacomposée de la
rotation R et de homothétie / définie plus

:' hﬂilt-Dﬁplus:T=RoH=HOR

R

’I  RACINES Ném DIUN NDMBRECUMPLEXF

On considére dans C |'équation d’inconnue z :

az’ + bz +c =0 avec (a;b;c) e C xCxC

SoitA = b* — 4ac = 57 son discriminant.
* Si A # O alors I'équation admet deux racines

données par: z, = 574 e

De plus, on a la factorisation :
a* +bz+c=a(z-2)(2-2)
« Si A = 0 alors 'équation admet une racine

double donnée par:z = %{,- .De plus,onala
a

b

factorisation : azt +bz+c= a(z +-2-;J

e Les solutions z, etz; vérifient :

[
et Z, XIS
a

Z,+z, =

JI

=1

e Tout nombre complexe non nulu admet n
racines d’ordre n (oun € N"). Ce sont les
solutions de I'équation z” = u dans C.

o Si |u| =retargz=0 [22:]. alors les racines

niémes du nombre # sont données par unes des

formules suivantes: k € {0;1;...;!1 - l}
& 2kx
[cf 0 m] SRy
2kzr]
LT
n

[ (9 2&3] s [a

rlicosl=t—— +isin| —

n n n
2kx

o Les racines nmes de 'unité sont: @, =e "

On a les formules : @, +—I-= 2003[2’”!]
@, n

|
|
et th =0 i

—~l— = 2isin [_Zk;r]
Pr ®, n
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FORMULAIRE DE MATHS

| DIVISIBILITE DANS Z

I ARITHMETIQUE DANS Z |

| NOMBRES PREMIERS ENTRE Eux\Jl

:- Soit(a;b;d;a-;ﬁ)ea
 eadiviseb > [(keZ)b=ka].
 e(a/betb/a)=|d=]Y.

e (d/aetd/b)=>d/aa+pb

CONGRUENCE MODULO ]

L

| Soit(a;b;c;d) €Z'etneN".
i

oasb[ﬂ]@n."b—a.
oazb[n]ﬁa+cab+c[n].
i * a=b[n] = ac=bc[n] (avec c 20).
a=b[n] a+c=b+d [n]
. — !
| c=d [n] ac = bd [n]
. ea=b[n] =>d =b" [n] @avec keZ").

| PROPRIETES DU P.G.C.D |

i Soit(a;b;c) e Z’ et (n;m) e (N‘ )1.
 e(anb=letanc=1)oan(bc)=1
 esanb=1d" Ab" =1.

sd" b =(anb).
s(a=bg+retO<r<b)=anb=bnr,
o (VaeZ') (aa)n(ab)= la|(a nb).

Soit(a;b;d)eZ’.
» aetb sont dits premiers entre eux si leur piys
grand commun diviseur vautl : a A b =1
a=a'd
eanb=d < (3I(a'b')eZ?) {b=bd
anb =1
(ﬂ(u;v) eZ? ) d = au+ by

seanb=d <
dla et d/b

| PROPRIETESDUPP.CM _ll

2

Soit(a;b;c) e Z’ et (n;m)e(N' k-
em=avb=(a/metbh/m)
e(a/cetb/c)=>(avb)/ec.
ea"vb"=(avb).
*(anb)(av b)=|ab|.

*(Vae z') (aa)v(a )=la|(av b).

| PROPRIETES DU P.G.C.D

I —— —

LE THEOREME FONDAMENTAL D’AR
t NT. ITHMETIQUE |

Tout élément de Z" — {1;~1} admet une décump]

sition en produit de nombres premiers, unique
a l'ordre preés des facteurs.

Soit(a;b) e Z°.

*Un nombre p est premier s'il admet deux divi-
seurs positifs qui sont1et [ p|

* L'ensemble des nombres premiers est infini.

* Soit p un nombre premier et ¢ N :
*plabs(plaet p/b).
*pla" & pla, |
*pla & pra= P
"p X a o paa=1

'Pnurtnutke{l;Z;...;p—l} i pak=l J

_
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|

FORMULAIRE DE MATHS

|

EQUATION DIOPHANTIENE

L

ﬁ;c’;‘d) ¢ 7' et p un nombre premler.

, Théoreme de Gauss:
(d/ab etdnra=1)=>d/b
. bmes :
| i'{g!cetbfcetaz\b)::»ablc.
":!-(af\c=letbAc=l)=>(ab)Ac=l. ,

=be[r] =a=b[n]. (chneN)

I ¥ b i m —
5 N e
- 1 lean=1

s l—Sld:CAﬂﬂlDl’S: |
n
h = =0 |— |
h 'II' =5 [n] it [d] .
e Théoreme de Fermat :
=g’ =a [p]
=Sip X aalors: a" =1 [P] .

| [ Soit(a; b c)e Z’ tels queab# 0.

| | bk
! S ={(xn - b,yo

" 2
. eL'équationax+by = cd’ inconnue(x;y) € Z
a des solutions si, et seulement si, ¢/ anb.

« Sile couple x,; , ) est une solution de

I'équation (E) : ax+by = ¢, alors I'ensemble

solution de ( E )s'écrit sous la forme :

ak )Hn.—:Z}

anb

i

ENSEMBLE Z/nI

' soit (a;b) e Z’ et ne N'.
={erIan[n]}={a+bﬁkEZ}

o(Fre {0;1;..5n-1})

o Z/nL = { 0:1;2;..;n—1

et axb=axb

[

«T+b = a+b
o (Z/nZ ;+; x)est un corps <> 11 est premier.

i

[ CAS D'EQUIPROBABILITE

aE{AUB)=P(A)+P(B] P(Anﬂ)
2AnB=0 :P(Aua)=P(A)+P(B)
P(A)=1-P(4)
-ﬁZ)=P(B)—P(BnA).

cB: -.P{B ("\-Z) = P@i(j)——————l

s e

SoitQ = {m,. 50, }l'univers lié 3 une expérience

aléatoire, et P une probabilité définie sur Q.
Dans le cas d’équiprobabilité, on a les formules
suivantes :

e Pourtout i € {1.2,..., n} - |

o
Blforis— e

« Pour tout événement A de Q :
P(A)= Card A 3 Cardg
CardQ
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FORMULAIRE DE MATHS

l LES BELLES FORMULES DE PROBAB|

|L PROBABILITE CONDITIONNELLE j]

Soit(Q2; P) un espace probabilisé et A un événe-

- ment tel que P(4) = 0. Pour tout événement B, }
| P(ANB)

P(4)
- P, estune probabilité définie sur Q, appelée

- probabilité conditionnelle relative 3 4 ou
probabilité sachant A .

—

|
- Soit X une variable aléatoire définie sur un espa-
~ ceprobabilisé fini (Q; P ), et X (€) son support.
- Onappelle loi de probabilité de X , I'ensemble
. des couples(x,, p,) od: i e {1,2,...n}
i X eX(Q) et p=P(X=x)
- eEspérance mathématique de X :

i E(X)=ix,p(,¥=x‘)=§:x,p,

=l

* Variance mathématique de X :
v (x)=E[(x- E(X)) ]
=3 p (v - (X))
| V(X)=E(X*)-(E(X))
=2 px ~(E(X))

f=1

|
I
i -L’écart-typedeX:a(X)=JV(X)

~onpose: P, (B)=

VARIABLES ALEATOIRES

FONCTION DE REPARTITION

Soit X' une variable aléatoire définie sur un espa-
ce probabilisé fini (£2; P ). La fonction F, définie

par:  (VxeR) F,(x)=P(X <x)
est appelée la fonction de répartition de X .

— — =

Soit(€2; P) un espace probabilisé.
Soit A4, BetC des événements de ()
* Formules des probabilités composées -
* P(AnB)=P(4)xP,(B)
= P(B) B, (4)
* P(ANBNC)=P(4)x P (B)ka_a[C:,
* Formules des probabilités totales -
* P(B)=P(A)xP,(B)+P(4)xP,(B)
=P(Bn4)+P(BnA)
*Si( 4, 4,,..., 4, ) est un systéme complet
d'événements de (2, Alors :

P(B)=2 P(Bn4)=} P, (B)P(4)
= =1
* Formule des probabilités des causes : (BAYES)

P,(B)= P(B}XPs(A)

P(4)

| INDEPENDANCE DE DEUX EVENEMENTS ||

Soit(Q; P) un espace probabilisé. On dit que

deux événements A4 et B de Q sont indépendants
siona:  P(4NB)=P(4)x P(B)
ou F,(4)=P(4) ou P, (B)=P(B)

| REPETITION D'UNE EPREUVE

|

Soit 4 un événement de probabilité p lors d'une
épreuve aléatoire, et soitn e "

Lorsqu'on répéte cette épreuve n fois de maniéres
identiques et indépendantes, alors la probabilité
que I'événement A soit réalisé k fois exactement

est: Cop'(1-p)™ odke {0;1,2;..;n}.
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LA LOI BINOMIALE

|

I

" ariable aléatoire définie

Q)=
-e et la variance de X sont données par :

sur un espace probabilisé fini(€; P ), et € N°.
suitlaloi binomiale de paramétresnet psiona:

{0;1;,..;;:} etpourtout ke X(Q): P(X =k)= (Gl = p)“
E(X)=np et v(x)=np(1-P) |

L0l DE COMPOSITION INTERNE JI

STRUCTURES ALGEBRIQUES

| PARTIE s*mnl,g‘”__,_ll

)un ensemble muni d’une loi de compo-

nterne, c'est-a-dire : 1

: st commutative si : |
(’V(r,y)eE’) X*y=y*x '

j*est associative si:

: .,z]EE ) (x+y)*z= x*(y*z)

(Vxe E) xre=e*x=X
 élément x € E admet un symétrique
. E o (ax'EE) x#x’:x'#x-_-g

élément a € E est régulier si:
) asxx=a*y =>x=JY
x*a=y*a ==y

GROUPE I

e loi de com-

(G;#)un ensemble muni d'un.
 interne, On dit que (G*) estun grow

oi * est associative, admet un élément
élément de G admet un symétrique

de plus, la loi * est commutative,
e le 'gm_(ﬁf;t)est_commumﬂﬁ .

Soit ( £;*)un ensemble muni d’une loi de compo- l
|

sition interne et F" une partie de k.
On dit que F est stable par *si:

(V(x;y)eF’) xxyeF
______'_______-—__,___.———-—J

e ——
i MORPHISME |

pE—

[ Smt(E *) et(F T) deux ensembles munis de |
lois de composition internes et soit / une appli-

cation de E dans F.On dit que f estun morphi- |
sme de (E;*) dans(F:T) lorsque :
(v(sy)eE) £(x=2)= L) TS)
En particulier :
« Un endomorphisme de (E;*)estun morphi-
sme de (£;*) dans lui-méme.
« Un isomorphisme est un morphisme bijectif.
e Un automorphisme est un endomorphisme
bijectif.,
Si / un isomorphisme de(E;*)dans (F3T),
alors / transfere les propriétés de la loi * dans
(E;#*)verslaloiT de(F:T), etvaainsi conser-
ver toutes les propriétés liées a cette loi.
On exprime ce résultat en disant que (E ;t) et

(F;T)ontlaméme structure.
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SOUS- GROUPE D'UN GROUPE

Soit (G -]un groupe et H une partie non vide
- deG . On dit que H est un sous-groupe de(G; *)
~ lorsque:
¥ H est stable par laloi *, c’est-a-dire :
(V(xy)eH?) xxyen |
¥ H contient les symétriques de tous ses
éléments, c'est-a-dire : (VxeH )x'eH

_—

[

MORPHISME DE GROUPES l

Soit(G:‘) un groupe d'élément Neutree, et fy

L CARACTERISATION D'UN SOUS-GROUPE ‘

une partie de G .  est un sous-groupe de ((; *)
si, et seulement si :

H#O
(V(x;y)eHz) x*y' el
ou y' est le symétrique dey dans(G;t)_

L e

| Soit f un morphisme d'un groupe(G;*) dans un
 groupe(F;T). Alors : L'image de groupe (G;¥)
estle groupe(f(G);T).

|L DIVISEUR DE ZERO - ANNEAU INTEGRE |

| Soit(A;+; *) un anneau etg € 4 — {0, }

|

|

- Ondit queaest un diviseur de zéro dans A si :
‘ (Ibed- {0,}): arb=0,0ubea=0,

* On dit que( 4; +; ») est intégre s'il n'est pas ré-

| duit a zéro et n'admet aucun diviseur de zéro.

-

| FAMILLE LIBRE - GENERATRICE - BASE |

], Soit £ un espace vectoriel réel, n e N° et

| B= (%;%,;...;X, ) une famille de vecteurs de £ .

* On dit que B estlibre si pour tout(a;...; , )
n -

Yar=0=a
i=l

* On dit que B est génératrice si :
(vicE)(3(a;.ia,)e R") ¥

deR" ; =.=a, =0

-Tas
* On dit que B est une bhase de £ si ;
(VX €E) (H!(a,,.,.,a )e ]R")

E ax,

=l

L'entier nest la dimensionde E : dimE = »

STRUCTURE D’ANNEAU "

Soit A un ensemble muni de deux lois de
composition interne @ et @

On dit que ( 4; @®;®)est un anneau lorsque :

v (4;®) est un groupe commutatif,

“Laloi ® est associative et distributive par
rapportalaloi®.

On dit que I'anneau (A; &B;@)est commutatifsi la

loi ® est commutative. On dit que A est unitaire
s'il posséde un élément neutre pourlaloi®,

L STRUCTUREDECDRPS - J
e —————————

On appelle corps tout anneau (K:+; «)non ré-

duita {0, } tel que tout élément autre que 0, est

inversible pourlaloi «, Un corps est dit commu-

tatif si sa multiplication « est commutative.

e ———

|_CARACTFIRISATION D'UN SOUS-ESPACE VECT ORIEJ

Soit (E i+ ) est un espace vectoriel réel et F une
partie de E ,

Pour que F soit un sous-espace vectoriel deE, il
faut et l suffit que :

Fz@
{(V(“?ﬂ) €R*)(V(%;57) e F*) ai+ fi i
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