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Cette page présente les principaux
titres, les capacités attendues et un
apercu historique sur
mathématiciens.

Ces activités facilitent la
construction du savoir en se

référant aux prérequis.

des savants

/

Méthodes Et Astuces
Ce type d’exercices permet de
consolider le savoir, de l'investir et

T

On trouve, a ce stade, les savuirsx\
fondamentaux, les régles et les
formules qui ont été établies.

aies

de s'exercer au raisonnement
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Exercices d Appucations
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PArer AUX LEVOIrs
Exercices d’évaluation qui
nécessitent une organisation des

acquis et [a mobilisation des
ressources.

Cet (e Fertectinnne ment

Ces exercices permettent I'amélioration

des apprentissages et leur évolution ven:
la maitrise, la perfection et

qE

'enrichissement des acquis.

e 4 dNED AN EXAITIENS
Problémes de synthése extraits des
anciennes epreuves posées au bac.

C'est la phase d'intégration des
apprentissages et l'investissement du
savoir sous ses différents aspects.
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PROGRAMME DE MATHEMATIQUES DE LA
DEUXIEME ANNEE DU CYCLE DU BACCALAUREAT
SCIENCES MATHEMATIQUES (A ET B)
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Suites Numeériques

e Limite d'une suite numérique ;
e Limite d'une suite numérique
de la forme :

(n“),aEQ' et (a'),ﬂE R*

« Suite convergente ;
Suite divergente ;

*» Opérations sur les limites de
suites ; limites et ordre ;
critéres de convergence ;

* Suites adjacentes; convergence
d'une suite croissante et majo-
rée (ou décroissante minorée) ;
cas d'une suite croissante non
majorée ;

* Etude des suites récurrentes de
laforme: u,,, = f(u,)ot f
estune fonction continue sur

unintervalle/ et /' (/) c 1 ;

* Limite de la composée d'une
suite et d’'une fonction continue.

» Utiliser les suites arithmétiques et
Les suites géométriques pour étu-
dier des exemples de suites de la

forme :
au, +b
u,,=au +betu  =—"—70
cu, +d

et d'autres suites récurrentes ;

e Utiliser 'encadrement et les prop-
rietés de I'ordre pour prouver la
convergence ou la divergence
d'une suite, en se basant sur la dé-
finition de la limite d'une suite
dans des exemples particuliers ;

» Utiliser les suites de référence et
les critéres de convergence pour
déterminer les limites de suites
numériques ;

e Utiliser les suites numériques
pour résoudre des problémes
variés de différents domaines ;

e Etudier les suites récurrentes de

laforme: u,,, = f(u,)ol [ est

une fonction continue sur un

intervalle / etf{f} =1

Déterminer la limite de la compo-
sée d'une suite et d'une fonction

* On réalisera des activités mathéma-
tiques comme I'étude du comporte-
ment des suites usuelles :

(V) 2 (1), 5o

(%) 7).

lorsque 1 tend vers +<¢ pour appro-
cher la notion de limite d'une suite
(finie ou infinie), en utilisant le logi-
ciel Excel par exemple, et on présen-
tera la définition de limite finie et de
limite infinie en relation avec la limi-
te d'une fonction numérique en+o ;

# On se limitera a utiliser la définition
de la limite pour démontrer quel-
ques activités d'initiation seulement
(T'utilisation de la définition de la li-
mite d'une suite n'est pas un objectif
du programme) ;

» On insistera davantage sur |'utilisa-
tion des limites des suites usuelles
et des critéres de convergence pour
étudier les limites de suites ;

Dire qu'une suite tend vers :

= { revient a dire : « tout intervalle
ouvert de centre { contient tous
les termes de la suite a partir d'un
certainrang » ;

T et ork O e
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continue (suite de Ta forme
'h" —— _f("" ) )

e Utiliser les suites adjacentes pour
encadrer un nombre réel par des
nombres décimaux ;

e Encadrer l'intégrale d'une fonction
continue sur un intervalle ou laire
d'un domaine limité par la courbe
d'une fonction continue sur un

segment [n, fJ] , I'axe des abscisses

et les droites d'équations respec-
tives X = @ et x = b (en utilisant la

méthode des rectangles par
exemple).

e —

* tend vers +22 revient a dire que
« tout intervalle ouvert de la for.

me ]ff.. +J::[ contient tous les ter- |

mes de la suite A partir d'un cer-
tain rang » :
» On démontrera ce qui suit : |
= Criteres de convergence :

*SiVn, u, <aetsi(u,)est con-

vergente de limite £, alors { < g
* Théoreme portant sur les suites

suites adjacentes ;

Etudier la limite de la suite

(fr" )”m (oia € 27) et de la suite |

[n' )nw (our € QU")etonles !

considérera comme des limites |
usuelles ;

» On traitera des problémes dont la

résolution se rameéne a I'étude de :

* Suites récurrentes de la forme ;

—

i_, = au_+b,dans des cas par- |
|
- au_+b :,
ticuliers ; #,_, = ———,dans
cu_+d

des cas particuliers;

T (u_,). [ étant une fonc-
tion continue sur un intervalle /
et vérifiant (/) c 1.

e Suites de la forme : v, = f(rf,, ).

I'I'_

dans des cas particuliers ;
On présentera les deux propriétés : |
|
|
|

* 5i une suite de la forme
u,,, = f(u,) (ol £ est une fonc-
tion continue sur un intervalle /
et vérifiant /' (/) < / estconver- |

gente et sa limite est (, alors ( est
solution de I'équation f (x) = x.

* Si une suite (u" ) est convergente

de limite £ et / est continueen/,

alors la suite(rn == f['u,, )) est con-

vergente et sa limite Estf{ f)-

Eramrwd ok Ty e
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« Continuité en un point ;

Les Fonctions Humériq_l;es

L

: Limites Ft Continuité

continuité a droite ; continuité 3
gauche ; continuité sur un inter-
valle (cas de fonctions polyné-
mes ; de fonctions rationnelles ;
de fonctions trigonométriques

. etde lafonction x J_;) ;

* Prolongement par continuité en
un point;

* Opérations sur les fonctions
| continues ;

* Continuité de la composée de
deux fonctions continues ;
limite de la composée d'une
fonction continue et d'une fon-
ction qui admet une limite ; |j-
mite de la composée d'une suite
etd’'une fonction continue :

* Image d'un intervalle et d'un
segment par une fonction
continue ;

* Théoréme des valeurs intermé-
diaires ; cas d'une fonction con-
tinue et strictement monotone
Sur un intervalle ;

* Théoréme des fonctions récip-
roques (théoréme des fonctions
bijectives) ;

* Fonctions réciproques usuelles :

X QE et x = Arctan x
* Puissances rationnelles : x" ol
reQ’, et propriétés des

opérations sur Jes puissances
Fationnel|es,

* Etudier |5 continuité d'ype fonc-

tion nNumeérique en yp point e

n uti-
lisant le ¢

lcul des limites i
* Etudier |3 continuijté d'une fonc-

tion sur up intervalle en utilisant

la continuité des fonctions usue-

lles et les propriétés des opéra-

tions sur les fonctions continues :

* Déterminer image d'un segment

ou d'un intervalle (borné ou non
borné) par une fonction continye
Ol par une fonction continye et
strictement monotone :

Appliquer le théoréme des valeurs

intermédiaires pour prouver |'exi-

stence de solutions de quelques
équations ou dans I'étude du

signe de certaines expressions ;

* Utiliser la méthode de la dichoto-

mie pour déterminer des valeurs

- approchées  des solutions de

I'équation f(x)= A ou pour

encadrer ses racines 4

* Appliquer le théoréme des valeurs

intermeédiaires et le théoréme de
la fonction bijective dans le cas
d'une fonction continue et stricte-

ment monotone,

* On adoptera I3 définition Suivante :

une fonction est continue en un

point.x, silim £ (x) =f(x);

T—41,

* Cette partie sera I'occasion pour

préciser la définition de |3 limite
d’une fonction en Un point 3 travers
des activités et des exemples parti-
culiers et pour rappeler les proprié.
tés fondamentales (unicité de |a
limite si elle existe, opérations sur
les limites,...), I'utilisation de la défi-
nition de la limite se limitera 3 la dé-

monstration de quelques propriétés
aU programme et 3 la pratique de

quelques activités pour s'initier da-
vantage avec cette définition qui
n'est pas un objectif du programme :

* On admettra que I'image d'un
seégment par une fonction continue
est un segment et que I'image d'un
intervalle est aussi un intervalle et
on déduira le théoréme des valeurs
intermédiaires :

* On développera chez les éléves J'uti-
lisation du tableau de variations
d'une fonction pour déduire ses pro-
pricteés ou quelques résultats la
concernant ;

* On présentera le théoréme des fon-
ctions réciproques et ses applica-
tions dans des cas particuliers et on
I'adoptera pour présenter les fonc-

tions: x = VJx et x = Arctanx
On insistera surtout sur la fonction -
X = Arctan x, les deux fonctions

X Arcsiny et ¥+ Arccosx

sont hors programme,

T mws e S
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L Dértvabilits :

e Continuité et dévivabilite ;

* Derivabilite de la composée de
deux fonctions dérivables

e Dérivée de la tonction
reciproque d'une fonction
deérivable et strictement
monotone sur un intervalle ;

e Deérivées des fonctions
i Uy et v Arctan x

1. Fonctions primitives :

* Fonctions primitives d'une fonc-
tion continue sur un intervalle ;
Definition et propriétés.

I1l. Fonctions logarithmes et

fonctions exponentielles

11L.1. Fonction logarithme

népérien :

« Définition et propriétés
algébriques ;

* Le symbole In et étude de la
fonctionx = Inx ;

* Dérivée logarithmique d'une
fonction ;

* Les primitives de la fonction :

u'(x)
| u(x)
' 111.2. Fonction logarithme de
base a:

 Définition et propriétés ;

X

e Fonction logarithme décimal.
[11.3. Fonction exponentielle
népérienne :
e Définition et propriétés
algébriques ;
e Le symbole exp et étude de la

fonction x > exp(x) ;

o Maitriser le caleul des dérivées
des tonctions usuelles ;

o Déterminer le sipne d'une
fonction & partiv de son tableau de
variation ou de sa représentation
praphique ;

o Ltudier des lonctions
frrationnelles et des fonctions
trigonometriques et des lonctions
composees et les représenter
praphiquement ;

e Determiner o monotonie de la
tonction réciproque d'une
fonction dervivable et strictement
monotone sur un intervalle et la
représenter graphiquement ;

e Déterminer le nombre dérivé en
un point de la fonction réciproque
d'une fonction ;

e Utiliser les formules de dérivation
pour déterminer les fonctions
primitives d'une fonction dans un
intervalle ;

e Maitriser le caleul sur les
logarithmes ;

* Maitriser la résolution
d'équations et d'inéquations et de
systemes logarithmiques ;

* Connaitre le logarithme décimal
et ses applications (surtout dans
la résolution d'équations de la
formel0" =a);

e Maitriser et appliquer les limites
logarithmiques fondamentales :

e Maitriser l'étude et la
représentation de fonctions

comportant la fonction logarithme
nepérien ;

Derivation Bt Ftude De Fonctions

e

» ai:{r?]i:]n?ih-r.;'l.; notion de dé W_r s
tion et ses applications i travers dles
activités variées mettant en évidey. ,
ce son importance dans I'étude Jocq.
le et globale des fonctions ay prog.
ramme, et surtout dans ]'prrnximﬂ_i
tion locale d'une fonction, 'étyde
du sens de variation d'une fonctiop
sur un intervalle, la déterminatiop
des extrema, I'étude du signe d'ype
fonction ou d'une inégalité algéby-
que sur un intervalle ou la concavita
de la courbe d’une fonction numéri.
que...,on rappellera a cette occasion

la propriété caractéristique d'une
fonction constante ou strictement
monotone sur un intervalle :

* A partir de I'étude d'exemples de
fonctions polynémes, de fonctions
rationnelles, de fonctions irration-
nelles et de fonctions
trigonomeétriques, on fixera les
acquis des éléves sur : la dérivation,
le calcul des limites, des éléments de
symétrie de la courbe d'une fonc-
tion, I'étude des branches infinies,
la détermination des asymptotes
d’une courbe, la résolution graphi-
que de quelques équations et iné-
quations, I'approximation d'une
fonction par une fonction affine ; on
abordera a cette occasion les équa-
tions irrationnelles a partir du trai-
tement de quelques modéles ;

On introduira I'écriture différentielle

dv = f'(x)dx, adoptée en physique:

¢ L'étude des fonctions de la forme

——

T e Cr e
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t I'écriture €

Le nombre €€
ives de la fonction:
¥ u'(:c).c"”}

1.4 Fonction axpnnentielle
:' de basea:
o Définition et propriétés

algébriques;

' o Dérivée de la fonction X 7

| |V.Théoréme des accroissements
~ finis
« Théoréme de Rolle ; Théoréme
des accroissements finis ;
o Inégalité des accroissements

e Primit

finis ;
+ Propriété d'une fonction cons-

tante ou strictement croissante

sur un intervalle.
V.Equations différentielles

e L'équation differentielle :
_]." =day+ b
» L'équation différentielle :
y+ay'+by=0

« Maitriser la résolution d'équa-
tions et d'inéquations et de syste
mes comportant I'exponentielle

népérienne ;

« Maitriser et appliquer les limites
fondamentales de la fonction
exponenticlle népérienne;

« Maitriser I'étude et la représen-
tation des fonctions comportant la
fonction cxpnnentielle :

« Maitriser I'étude et la représen-
tation de fonctions comportant la
fonction logarithme et la fonction
exponentielle népérienne ;

» Maitriser l'interprétation graphi-
que du théoréme de Rolle, du
théoréeme des accroissements
finis et de l'inégalité des
accroissements finis ;

» Appliquer ces théoremes aux

suites numériques de la forme :

u__, = f (u,)oudans'encadre-

|"I‘|']

ment d'expressions et de formu-
les algébriques ou de nombres
réels ;

e Résoudre de I'équation :

y'=ay+b

e Résoudre de I'équation :

y'+ay' +by=0

x> 1 H{.x') avec (n2 3)
avec fonction positive est hors

programme, on se limitera ala

détermination de leurs dérivées.
« Les limites déja citees concernant la
fonction logarithme etla fonction

exponentielle népérienne, en plus
X

e X .
de: lim —, lim —, lim x"e",
X =p+E ‘r" I—I-!--I'T-I e B

limx"Inx oune N* sont considé-

x=0"

rées comme limites fondamentales ;
« On utilisera les fonctions logarithme
et exponentielle dans la résolution
de problémes variés ;
e Pour tout nombre strictement

hlna

positifon a a =e .

« On insistera sur les applications du
théoréme de Rolle, du théoréme des
rccroissements finis et de I'inégalité
des accroissements finis pour
encadrer, majorer et minorer des
expressions algébriques et étudier
les suites numeriques ;

« On insistera sur l'interprétation
géométrique des différents théore-
mes et propriétés présentés dans ce

paragraphe ;

« Résolution de I'équation y' =av+b |

et son utilisation dans des situations
des disciplines de la spécialité ;

» Résolution de I'équation
y"+av' + by = 0 et son utilisation
dans des situations des disciplines
de la spécialité ;

e On admettra la solution générale de
I'équation différentielle
yi+ar +by=0

—

— e
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Calcul Integral

e Intégrale d'une fonction con-
tinue sur un segment [n, h] :

interprétation géométrique ;
e La fonction primitive :

X _Ef(r)df

 L'intégrale et les opérations
(linéarité, relation de Chasles..)
'« Intégrale et ordre :

e L'intégrale et la valeur absolue;
La valeur moyenne d'une fonc-
tion continue sur un segment ;

* Théoréme de la moyenne :

Il existe c € [a,b] tel que :

[ £(x)dx=(b-a)s(c)

» Techniques du calcul intégral :
= utilisation des fonctions
primitives ;
= intégration par partie ;
* intégration par changement
de variable

* Applications : calcul d'aires ;

calcul de volumes.

 Calcul des intégrales de fonctions
polynémes, rationnelles, trigono-
métriques et irrationnelles
simples;

» Appliquer les techniques du calcul
intégral ;

* Maitriser le calcul de I'aire d'un
domaine plan limité par deux cou-
rbes et deux droites paralléles a
I'axe des ordonnées ;

e Calculer le volume d'un solide
engendré par sa rotation autour
de I'axe des abscisses ;

» Appliquer le calcul intégral pour
prouver certaines inégalités et
donner des approximations ;

e Etudier les fonctions du type -

X ‘[mj(f}u'r

* Encadrer une intégrale par deux
suites en utilisant la méthode des
rectangles (dans le cas de fonc-

tions monotones) ;

* Déterminer les limites des deux

suites :
b—a <~ . b-a)
u, = ——-Z_,f a+ k.
.rl I | W .l'? .."I
b=-ald&s . h—a)
v o= Z_! a+ k.
n .o n )

(/ étant une fonction continue
sur l'intervalle [u. h] )

¢ Etudier des fonctions et des suites
définies par des intégrales,

T e

= e

e On présentera l'intépgrale d'une

e

fonction sur un segment 4 partir de
la notion de primitive d'une fonction
continue ;

« On ferale lien entre l'intégrale d'une
fonction continue positive sur yp

intervalle [a,b] et I'aire de la pare

du plan limitée par la courbe de |5
fonction, I'axe des abscisses et |es
droites d'équation respectives x = 4
et x = ba partir de I'étude des cas
d’une fonction constante puis d'une
fonction affine puis d'une fonction
affine par morceaux et continue,
pour enfin généraliser le résultat sur
des fonctions continues et positives
sur un intervalle ;

* On insistera sur les techniques du
calcul intégral et les techniques
d'encadrement d'une intégrale ...:

 L'intégrale permet de démontrer
l'existence de fonctions primitives
des fonctions continues sur un
intervalle et de présenter des
techniques pour les déterminer ;
reciproquement, la connaissance
d'une fonction primitive d’une fon-
ction continue permet le calcul de
I'intégrale de cette fonction : cela
doit étre mis en évidence aux éléves
par la diversité des activités;

» Etude des fonctions du type :

"Nf(r)dr

* Les fonctions du type :

X j:f(_r,r)fﬂ

sont hors programme,

X

A
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La définition de la dérivée se lait a l'aide de la
limite d'un quotient a priori indétermine.
Lorsque celte nolion fut introduite a la fin du
XVIl® siecle, la notion de limite n'existait pas.
Leibniz et Euler considéraient I'existence d'un
élal intermédiaire appele infiniment peatil situe
entre le fail d'étre difféerent de 0 el celui d'étre
nul. Ceci explique que cerfains
mathematiciens aient combaltiu ces nouveaux
oulils malgré leur efficacite pour resoudre de
nombreux problémes jusque-la sans repaonse.
Jean le Rond d’Alembert chercha fort
maladroitement a formuler une délinition de la

limite mais il faut attendre le milieL :

#w B
- - N T =T L P T b g | ®

.-I-:_ el 1@ = ST il J Ll

LI o Nl

- T g L S &

sutvani pour q
maniére rigoureuse par Aug

Cauchy puis Karl Weierstros
Source : https://[r.wikipedia.org

CAPACITES ATTENDUES

4 Etudier la continuité d'une fonction numérique en
un point en utilisant le calcul des limites ;

4 Etudier la continuité d'une fonction sur un intervalle
en utilisant la continuité des fonctions usuelles et les
propriétés des opérations sur les fonctions continues ;

+ Déterminer l'image d'un segment ou d'un intervalle
(borné ou non borné) par une fonction continue ou
par une fonction continue et strictement monotone ;

+ Appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires pour
prouver l'existence de solutions de quelques équations
ou dans |'étude du signe de certaines expressions ;

4 Utiliser la méthode de la dichotomie pour déterminer
des valeurs approchées des solutions de I'équation

f(-‘-’) = A ou pour encadrer ses racines ;
+ Appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires et

le théoréme de la fonction réciproque dans le cas d'une
fonction continue et strictement monotone pour prou-

ver Punicité de la solution de I'équation f(x)=A.

e

AUGUSTIN
LOUIS
CAUCHY
(1789 - 1857)

KARL
WEIERSTRASS
(1812 -1897)

o PLAN DU COURS

taies
» fonction en un point ..cieeee 19
1"une fongction numerique.... 21
y intervalle par
une fonction COBIRUC. ccvcasiisnarsanssssires 20
® Fonction reciprogque d'une fonction
cuntinue ef strictement MOROTOMC. csvianass M

¥ Foncilons recinroaue

................

B Exercices d'appllcation. ..coccasrimsnsiinsm &0
Exercices de p

B Probleme

erfectionnement . coriciese Y
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RAPPELS I
0/ — st
._-__-#________d_...—-"‘ =,
L 2 tes : 1 - 2 I"‘—Fl’} l" :__"ii-_‘-‘:—q
.:u|er|eslimitessuwan : 2.3 : E‘i:_‘-’,:,/: ; o
IEJI : . ,'l'!++‘-'" ,_.4 . llm r 81 o [-—ﬁ
s T it ' W 2T
im— ' 1= X=
'—*;I.";'"} : 2
Wr_, dim -T"“l"*?‘*'”l)

1-1-?_1 ]
5 q.LT: +3,T '_+T \ ]im __;___..-——'- ¥ 5
=2 im——— ¢ l*“"",r-3\/; e
I ¥ I—""""" 2_“:‘ +'\,_5
|-4cosX Iim[ﬂ'—-ﬂ.t) tan x
4 x

-

m >
5 ..[* __4

g

N i . lima’ sin 1], lim
2. Calculer les limites cuivantes: M- z lim —73
- s .I?
i I m .-r _— 2 @ .T —
3. Soit @ une fonction qumérique définie sur| |, +<2| telle que ] (x-2) (x)

Montrer que M o(x)=0- r
x4(x=1) E(x)+3 ( E(x)étantla partie entiere de réel.x)

4.0n considére la fonction § -

]l E[ Montrer que: |g ()= 3] < 4|x- lI

a) SoitX€ 52
t‘—l|{ﬂ':=|g:{_r

(‘#E}ﬂ](ﬂa}ﬂ][‘ﬂ’rs ?)[] ]-3]{5‘)

b) Montrer qué

Le

¢) En déduire lim g (x).
2x

e —

éﬁniesur[-—l.ll par: h(x) =1

e

. On considere la fonction i d

A
_/
| _
1

Montrer que i une bijection de [—LI] sur[-1, 1], puis déterminer o
=] '
I'expression de h™' (x) pour tout Y€ {—Ll]. (
| 6. Soit f la fonction numeérique représentee sur la figure ci-contre.
|
| péterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
-.r-'-———"—#

@__———- CONTINUITE D'UNE FONCTION EN UN POINT

—-— i A _ -
SoitC, la courbe représentative d'une fonction numérique f dans un repere nrthnnunné({) i j) .

"1 " | yA YA
AN 2 far—
f(x)--- . ACH i |
0 e > v l > i '.}\/
l -
4 9‘ T{ A () X, ?‘ ol é ?
1 2 )
3
4

- ——

e s T L
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Dans chacun des cas (1), (2), (3) et (4) comparer chacune des limites lim f(x), lim f(x)etlim f(x)
) =y, L™ E=hE
avec le nombre f (.x, ) (s'il existe).

Que peut-on remarquer graphiquement sur la courbe ‘ , au voisinage du point M, d'abscisse X, ?

. e — —_——— —_—— = — =

- = = = -am = .

.
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert de centre x;,.

il On dit que / estcontinue en,si: lim f(x)= f(x,)
1=y,

On dit que f est continue  droite de Aysi: lim f(x)= f(x,)

T, |

On dit que f est continue a gauche de X;si: lim f(x)= f(x,)
=%

¢ CONTINUITE A GAUCHE ET A DROITE - PROLONGEMENT PAR CONTINUITE  sem—

- —

—.

: ; g iy iy ; Tsin{a(x—1
A) Soit f la fonction numérique définie sur[ I.Z]par. * f£(x)= ( ( | )) af sie oyl
1, Calculer f (1) puis montrer que / est continue 5=

f(1)p - ‘f f(x)=6x+a si 1=sx=2

i droiteenl.

2. Calculer lim f (x) puis déterminer a pour que f soit continue enl.
il

= =T

i

~ Pour que la fonction f soit continue en 4, il faut et il suffit qu'elle soit continue a gauche et a droite en X;

'y
b e e A ; e IR AL |
v =2x

B) Soit f la fonction de la variable x définie par:  f(x)=

Montrer que f est continue au point 2.

33 |

1. Déterminer I'ensemble de définition ©4 de la fonction f . %
2.a) Montrer que lim / (x)=-2.

= ia " f(x) six=2

b) Soit f la fonction numérique définie sur % {2} par: f(x)= 7 (2)=-2 |

L) =—=—2 !

i

'|

On ditalors que la fonction f est prolongeable par continuité en 2. La fonction f est appelée

alors le prolongement par continuité de la fonction f au point 2.

o = e

it
3.Lafonction f est-elle prolongeable par continuité au point 8 ? Justifier votre réponse. ‘
4 GENI'_RM ISATION
- Soit f une fonction numérique et .x, & &, . Supposons que f ait une limite finie f
: au point x,. On dit alors que f est prolongeable par continuité en.x,.
' Lafonction f définie sur$, U{x,} pnrf(.t) = f(x),six#x, Et}{.‘rﬂ] =

appelée le prolongement par continuité de f au point.x;.

+
o
II - — = - e p— - - Thu - — g — - - . - et o 3 —

e sri S e
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- CONTINUITE SUR UN INTERVALLE | A —
ﬁ et - i

1. La figure ci-contre présente la courbe représentative [ ; |

d'une fonction numérique f sur l'intewalle]ﬂ.+""[- 2 |

a) La fonction f est elle-continue au point 27

b) Parmi les intervalles suivants, déterminer ceux sur lesquels

la fonction f est continue en chacun de ses points : ;
(=10 ; J=[13] ; K=[24] : L=]0= '
I |
2. Soit ¢ la fonction numérique définie par: & (x)= Tl-:f_; 3 )‘
a) Vérifier que g est bien définie sur ]—IJ[ ;
b) Soitx, € ]-1,1[. Montrer que g est continue en ;. |
h(.‘r:]=J:;_] si x> 1 )
3. On considére la fonction /i définie sur K par: *] Xt —Xx outae R
h(x)=x"+ax six<l
a) Montrer que /1 est continue en tout point de ]—ml[ et en tout point de ]1,-l-=-¢[
b) Déterminer la valeur de a pour laquelle la fonction /i est continue en tout point de X .
H Jee—— COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS CONTINUELS S ————————
A;‘Scrit f et g les deux fonctions numériques définies sur < par:
f(.r)=%f—x+3 et g(x)=|x+3|
1. Montrer que f et g sont continues sur < .
2. Soitx, € . Comparer gof (x, ) et }l_{t: gof (x).
En déduire que la fonction gof est continue sur ¥ ,
e e e e -

~ De facon générale, si f est continue en X, et g est continue en f(:t:,,) alors gof est continue en.X,

LT R e T T — —— ——

- - e ——— = e ]

S—" s i —m— T .

B) Soit f la fonction numérique définie par: f {x) = sin X

xX—r |
1. Montrer quelim f (x) = -1, |

X=T

2.Soit [ le prolongement par continuité de la fonction [ au pointz et g une fonction continue au point =1

a) En utilisant le résultat de A), montrer que : lim gﬂ}' (1.} =g (-1)

b) En déduire que : lim gof (x) = g (1)

Ermerwed s S e
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pram——  GENERALISATION |

silim f(x)="1 ((€ R), et si g est continue en £ alors lim gof (x)=2(¢) I
; i = : : =iy ;

el i

== —

f(x)=1si x#0 , g(x)=3si x#Il
; _ .
C)On considére les deux fonctions fetg définies par: £(0)=2 5 (1) acd

1. Vérifier que : ljﬂf(;j:] ot l_,iﬂ}g{*"}=3

2, Déterminer I'expression de gof {x) puis calculer I;'_.mn gof (r) f

' = ' = m alors la limite de la fonction gof f
Si lim f(x)=1 et Irl_r‘r}g{.r} m alo

| /l 1ty |
| (si elle existe) quand x tend vers X, n’est pas nécessairement égale am. }

o———' IMAGE D'UN INTERVALLE PAR UNE FONCTION CONTINUE S ——————
: .

A) On considére les fonctions f et g définies sur 2 par: f(x)=sinx et g(x)=(x- 1)

Les fonctions f et g sont évidemment continues sur <.

L —— \

1. Déterminer f (F.) etf[{—%.;ril) puis 'i Remarquer bien que les intervalles [ et f (I) |

: - ne sont pas en général de méme nature.
vérifier qu'ils sont des intervalles de < .

= = - - —_—— - T T

2. Déterminer g ([1,+<[) et g([1,2]) et £(]0,3[) puis vérifier qu'ils sont des intervalles.

'8 RESRESESS =
- RESULTAT ADMIS

L'image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
L'image d'un segment par une fonction continue est un segment.

7~ — " SIS,

Si / est continue surlu.h]a]ursf([u,h]): [m, M ] ot mest

=

~ le minimum de;’sur[a.fr] et M estle maximum de f sur[ﬂ,fi] .

B) Dans |3 figure ci-contre, ‘€, représente la courbe d’une fonction [ définie sur[—LE] L
1-Définir £ sur[-1,2).

2. Véri '
Vérifier que f n'est pas continue au pointl.

3, ﬂéterminerf([‘lvzn'

4.E5'[-c :
€ que la condition « f continue sur un intervalle / »
.

Ermmrwed ek Oy
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i)——-— THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES ey

A) Soit f une fonction continue sur un intervalle I , et soita eth deux éléments de I telsquea <b.

e
On suppose que f (a).f (b) <0. )
1. Montrer queOe f (/).

TR L

2. En déduire qu'il existe au moins un élément

cde l'intervalle[a,b] tel que f(¢)=0.

3. Montrer que I'équation x’ + 2x + | = 0 admet

au moins une solution dans lintervalle[~1,1].

B) Soit f une fonction continue surun segment[a,h] et soit A un nombre réel compris strictement entre

f(a)et f(b).Onposeg(x)=f(x)-4.
1. Vérifier que g (a)x g(b) <0.

2. En déduire qu'il existe un nombre réel c de l'intervalle [a,b]tel que f(c)= 4.

— e — LS - - —— —e —— —

o

~ Onadoncmontré quesi f estune fonction continue sur[ff.h] , alors pour tout réel A compris

entre f (a)et £ (b), il existe au moins un réel ¢ dans|a,b|tel que f(c) = 4.

Ce résultat porte le nom de « théoréme des valeurs intermédiaires ».

3. Soit/ la fonction numérique définie par: h(x)=x" S
X

Montrer que I'équation / {:-l:) = x admet au moins une solution dans l'intervalle [ L; 2].

)
A

Soit f la fonction numérique définie sur B par : fx)=

w THEOREME DE LA FONCTION RECIPROQUE  ves———

L

—_———— i — -

1. Montrer que f est continue surR et que /() = ]—l.l[ i

2. Montrer que f est strictement croissante sur® .
3. Montrer que pour tout y € |-, l[, Il existe un unique réel x e R tel que f(x)=y

Sionposex= f"' (}')alnrs flestla

fonction réciproque de [ .De plus, f ™' est définie de]—l.l[ dans X -
/ R ——

~ Toute fonction f i
. n / continue et strictement monotone sur un intervalle / réalise une bijection de

I ans/ .

I'sur /(1).Dans ce cas, fadmet une fonction réciproque /' définie de / (/) d
Onaalors: (Yxe I){Vye f'{f]) y=f(r)e>x="( 1) |

< Yy € o
N e o ini (Ve £(D) for ' (y)=

R s T L]
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a{}v}- LIMITE D’'UNE FONCTION EN UN POINT

Dans tout ce qui suit, x, est un nombre réel.

1.1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

----Lﬂﬂﬁniliunl__] S —

Soit / une fonction numérique telle que : (3r>0); |x, = r,x, +r[-{x,}c D, et LeR.

On dit que la limite de f en x, est(, ou encore, f(:) tend vers f lorsque x tend vers x,, si:

(ﬂ{lx—.tnl-:a::a|f(:)-t1{£)

(ve>0)(3a> {})(‘u’x € ‘D,r)
lim f{r} (

1""'1’n

On écrit :

| Exemple I
Soit f la fonction définie par:
f(x)=2x"+3x+1

Montrons en utilisant la définition que :

Ilmf( )

x—sl
l l 3]: On a pour tout
2 22

|f(x)—6|=|(.r—]}(?.x+5)|

=|x- ||2x +5|

1
itl = |l ==—;1+
Soi ] 5

xel:

ﬂnaxe]l;ili;d'nill.r-—ll-::—I—et 6<2x+5<8
2 2

Et alnrs|2x+ 5] < 8.1l s’ensuit donc que::

Application

B e L = e il

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par: /(x)

3
f(x)=3

1. Montrer que pour toutx € 0;2] :

2. En utilisant la définition, montrer que l,":? f(-‘-']' =

1.2. UNIC[TE DE LA LIMITE

e

Soite > 0. Pour quelf(.t} — 6[ < g il suffit que

_2x+1
T ox+l
ilh-ﬂ
2
3
2

e =1|2x + 5] < 8]x—1|

Slx - Il <get |.r - 1] < I? c'est-a-dire que :

|

|x—ll{% et ].‘r-l|{5

En prenanta = inf(%,%). on vérifie que : Pour

-

1l ¢
tout £ > 0 il existe a = mf[E E] > 0tel que:

(vxeD,) (D{Ix-*ﬂ-:a::]f(:r}*ﬁ}{z)
Ij}'ﬂf(,r)=ﬁ

Ce qui signifie que :

Si 1a limite d'une fonction numérique f existe en un point, alors elle est unique.

_ .
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‘L Preuve:I

i}

nlfl _E:l
— e

Par I'absurd
© SUpposons que f admet deux limites distinctes £,etl,.En prenant £
2 5 Onobtiep;.

(3, > 0)(vxe D;) (0<|r—x|<q, :blf(.r)-—[,l{s)

(B3a, >0)(vxe D,) (

0<|x=x|<a, :::-|f(x)-fz|-=:£)
=inf(a,,a,). 1l en résulte donc:

Soitea

(‘:fxeﬂj) (ﬂ-r:]:-:-xul-c:cr:::rlf(x)

~ly|<eet 1f{x)-£:|f:s)
Puisque|(, - f:|=l(E, -f{x))+(f(:r)-— £:)| alors :

6= 1<) ()= |7 () - 1 <Lzl 1 -
< 2
lfl “f:] : €€ qui est absurde. Par suite, [, =1/,

1.3. LIMITES DES FONCTIONS USUELLES
[ Pmpusitiﬂh 2 ]

Donc |E, -£:| <

Soit P et O deux fonctions polynomialesetx, € @

. Alors :
: Pi: Pl
(1) lim P(x) = P(x,) (2) Si O(x,) = 0alors lim x) _ P(x)
" el ¢, (") Ql‘u.-ta )
(3) lim sinx =sin Xa (4) Six, = % + k7 aveck € Z alors limtan x = tan x,
T=rIy =k,
(5) limcosx = Cos x,, (6) Six, =0 alors lim v"_ = Jr_ﬂ
X=px, V=8l
(7) lim—/= = (8) lim 22X gL L
X—sl} x ¥} X i =al} 1 2

1.4. OPERATIONS SUR LES LIMITES
I_Prqpnsil‘inn BJ

Soit / et g deux fonctions numériques et x, € [ . Si lim S(x)=Cet lim g(x)=¢" alors:
I—llﬂ 1—‘]‘

(1) linri(f+g)(x)=f+f' (2) IILn;:(f.g}{x}={‘{'
. | 1 _ f
(3)Si £"+ Oalors !T&[E]{I) =-F et JLHJ(EF){TFT

Eruerwd o Cary s e
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&» CONTINUITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE
2.1. CONTINUITE D'UNE FONCTION EN UN POINT
L[]E‘ﬁnitinn 2 J
Soit f/ une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert centré en un point x,.
On dit que la fonction f est continue au point x; si lim f(:) = f(xn )
=k,
(’-'i-r:tnrprétatinn Graphique
j'-‘"" _}-J“\
Maleasa M /
HE i f(‘ru)'_-yuwn
| I
} =
Xo X Lo }
[ est discontinue au pointx, /f est continue au point.x,
signifie que la courbe ¢, est signifie que la courbe €, est
discontinue au point M, (x,, /(x,)) continue au point M, (x,, /(x,))
{_Ren’.nrrprv.ﬂ —— ——
e Si f est définie au point x, et n'admet pas de limite en x, ou sa limite est infinie en x;, on dit
que f est discontinue au point x;,.
e [estcontinue en x,si: (‘E"E >0)(3a > ﬂ}('ﬂ‘.t €D, ) (ﬂ < ',1'—,1*ﬂ| <ca= |f(.r)-_f(xﬂ)| < E)
l:i:-mmplusﬁ
1) Soit f la fonction numérique définie par: pointx, = 1.
x*=6x+5 . 2) Soit g la fonction numérique définie sur R par:
f(x)= si x#]
‘ & ()5‘“ =2 i xu0 e xu?
. X)= si x#0ef x
f(l) =l ) . 2x
Etudions la continuité de f au pointx, =1.0na: 9 = 1
(x-1)(x-3) 52073
x=1)(x- 2
hm /( r) B l,lgll x-—1 . ]:].T (I 5] == Etudions la continuité de g au pointx, = 2.
D'odlim f(x)= f(1). Par suite f est continue au # Ona:
i S —

Erurwd ard Cary e
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lim 2(x)= lirn-l—:-c sin(x - 2) _1 ¢(2) Représentons la fonction j :
r—5] Xt X X — 2 2 ’ﬁ
Ainsi, 1a fonction £ est continue ay pointx, =2, 2 —————— -
i [
Etudions la continuité de g au pointyx, =0, ] ;
Onale D_doncg n'est Pas continue enx, =0, : [ '
e |
3) Soit hla fonction numeérique définie sur[—l,?_] I | 0f _1'{_ 21 ~>
I |
par: h(x)= E(x) .
Onaalors:
‘u’xe[—l,ﬂ[,,h(x]=—l '
- . S— — e ]
Vxe[0,1], i(x)=0 _
Remarquons bien que la courbe €, présente des
Vxe[L2[, h(x)=1

Sauts aux points 0, 1et 2. Par suite,

la fonction A
est discontinue aux points () Jdet2,

Etenfin: h(Z):E(Z)= 2

IA]'I[]H[IEILHJHSI

1) Soit f la fonction numérique définie par :

~2x? — x
f(x)==22 lnd si x=-1

x+1
(-1)=1

Etudier la continuité de la fonction S au pointx, = -1,

2) Soit g la fonction numeérique définie par :

X+ tan (2x

glx)= sin(3x)

s1 x 20

e

£(0)=1

La fonction g est-elle continue au point.x, =0 ? Justifier la réponse.

2.2. CONTINUITE A DROITE - CONTINUITE A GAUCHE
| Définition3 )

1) Soit f une fonction définie sur un intervalle de |a fnrme[xn.xn + .::r[ ouaelR’.

On dit que f est continue a droite en x,si: |im S(x)=7(x,)

=+
£,

Z) Soit f une fonction définie sur un intervalle de |a forme Jxe - a,x,] od aeR".
On dit que / est continue a gauche en Xpst: lim f(x)= g
XX,

1'—']:.

e mered e e
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1) Soit / la fonction numérique définie par:

f(x)=3-x" sixs0

st x>0

f(x)=3

2x -
Erudions la continuité A droite et a gauche de la
fonction f au pointx, =0 :
onaf(0)=3etdeplus:

v’ =3
hmf{r)-hm =3=f(0)

x=l -l ) 2x _]
x>l 1>

Donc / est continue a droite au point.Y, = 0.

ltiﬂf(.)—hm( x)=3=/(0)

1=+l
gl

Donc f est continue a gauche au pointx, = 0.

Puisque lim f(x)=1lim f(x)=/(0)alors [ est

x>0 rail

continue au pointx, = 0.

| Proposition 4 ]

Une fo

et 3 gauche au point x,. En d'autres termes :

nction numérique f est continue au point X si, et seulement si elle est continue ad

2(1) =

Erudions la continuité a droite eta gauche de la

fonction g au pointx, =1 :

A

; x =1
Ona: I1111“1g(. )—ljlr]} —n I;I_T(I-i'l] 2

>l

vzl x>l
Done lim g(x) = g(1)et la fonction g est continue
v+l
xxl
i droite au pointx, = 1.
-1
Ona:limg(x)= hm%_—li = I,IE':!(—.I—-I) = -2

r=#] r—=l
| i<l =l

Donc lim g (x)# g(1)etlafonctiong n'est pas
|

continue A gauche au pointx, = 1.

roite

( f est continue au pointx,) < lim f(x)=lim S x)=f ( X, )

Iﬂpplitnticmq

1) Soit f la fonction numérique définie par:

i

*f(af)=x—iT si x<0
(.r]l— =3 Zsi x>0

Etudier la continuité de la fonction f en0.

2) Soit g la fonction numérique définie par:
g(x)=x"+2x si x<I

g{r)_asm{ 1) s5i x>1

=kl |4t

Déterminer la valeur du réela pour que la
fonction g soit continue au pointx, =1.

3) On considére la fonction /7 définie par :

‘sﬁ -Ecnsxl -

S| X #—
4

.ﬂ'(.‘l‘}: o

()%

Montrer que la fonction /i n'est pas continue au

T |
putnt.1n=-;
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‘ 2.3. PROLONGEMENT PAR CONTINUITE EN UN POINT

LD["%ﬂnilirfn 4j- —_— ————— i

Soit f une foncti 1 5fini '
F onction numeérique non définie en un point x, (.r“ €D, )et admettant une limite finie ¢

au pointx, : lim f(x)=¢

'I—I-l'¢

La fonction f définie sur DJ-, =D, U {:,,} par: {

f(.r)=f(.t) si xeD,
}'(*"n)=f

est continue au point x,, et est appelée le prolongement par continuité de J au point x,.

T e — = e —— —
= i — = -

fExempl-esI

- — ———

1) Soit / la fonction numérique définie par: 2) Soit g la fonction numérique définie sur®* par:
} :
x =1 N i
f(x)= l+sinx -1
Onale D, etde plus: Ona0e D, et de plus:
A . (I—l) .T:+I+l "F‘ + €1
hn*llf{:r)=hn} ( ) =13 Iimg(;-:}=lim Vs~ |
L= X =5 X - 1 1=l ¥ =i} X
Donc la fonction f admet un prolongement par lim S0 X I I
g . = 11m . = -—
continuité au point x, = 1. Ce prolongement est =X Wl+sine+1 2
donné par: Donc la fonction g admet un prolongement par
» 2-1 continuité au pointx, =0.C
f{x) _ seh point x, e prolongement est

: x donné par:

f(1)=3 g(\_]_x"'l+5inx-l

= stx=0

On pourra remarquer que pour tout x e [P :
S(x)=x"+x+1 g(0)=

Iﬂppl ir.:aLi{JnS:E

Pour chacun des cas suivants, montrer que la fonction J admet un prolongement par continuité au point

puis donner ce prolongement :

X =2x*+3x+6 : 3
1) f(x)= et x, =-1 D M) =—— a xom R
x+1 : /() o (aeR)
_ xsinx _ . (x-2)
3) Slx)= cosx—1 ¥ =D 4 f(-")=m et x, =2
lxi+4xl—-3
5) f(:.r)= e et x, =-3 6) f{x)=[,1*—l)sin[—'r_l] et x,=1
B e e T — e e — —— S ST, -‘

e s T L
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2.4. CONTINUITE D'UNE FONCTION

~——{ Définition 5 |

En particulier : [ est continue syr ]a,h[

| . 2) Une fonction f est continue sur[a.h] sie

etd gaucheenh .

u ; .
3) Une fonction [ est continue sur[cL h[ si elle est continye sur ]a, b[ et continue a droite en g

*) Une fonction / est continue sur Ja,b]si elle est continue sur |a, 4| et continue 3 gauche en b

IE?{EI'I'I[‘:]ESI

1) Toute fonction constante est continue sur [ .

2) Toute fonction polynomiale P est continue sur & car pour toutx, e 2 .

lim =
| 1 thF{I) P(x,)
3) Tout fonction rationnelle est continue sur son domaine de définition.

4) Les fonctions x - sin x et x F> COS X sont continues sur 2 .

5) La fonction x = tan rest continue sur tout intervalle inclus dan

6) La fonction x = \.-G.: est continue sur ®"*

PpplicnliunI

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par: f(

s son domaine de définition,

_1:) =X~ E{.‘L’}

1. Montrer que la fonction [ est continue sur l'intervalle [LE[.

2. Montrer que pour toutk & 7, 1a fonction f est continue sur l'intervalle [k.k + ‘i[ .

2.5. OPERATIONS SUR LES FONCTIONS CONTINUES
[- P_rr:_::pr,;siLi(Tn D ]

Soit f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle / etk un nombre réel. Alors :

(1) Les fonctions f + g, k.f et f.g sont continues sur [ .

(2) Pour toutn € N*, 1a fonction f": x> (f{i:)) est continue sur/ .

L. il .
(3) Sila fonction g ne s'annule pas sur [ alnrs; Et; sont continues sur /.

(4) La fonction [ /|est continue sur /.

(4) Si f est positive sur / alors J? est continue sur /.

h———-

Scanné avec CamScanner



B | et

2) La fonction £ définie par g (x

)= J;(.‘r:] +5_r-',r‘)

est continue sur@*
fonctions continues syr R* qui sont x |- Jx

€n tant que produit de deuy
et x5 x’ +5x -7
3) On considére 1a fonction /1 définie par fi'(.r . S, P

. Etudi inuj
2|I : ]‘ = udions la continuité de hsurD,,

- . 3 ; ;
—o0; 2[ \J ]—E,E{ U ]E : +=r:[ - Soit maintenant i et v les deux fonctions

u(x)=x*-2x+13

On a tout d'abord D = ]

définies sur R par.

et v(x)=2Jx+1|-5

inclus dans son domaine de définition.
IA;J]J] iEﬂ[iDl'ﬁSI

1. Dans chacun des €as suivants

a) f(x)= if::.sin.r

» montrer que la fonction f est continu

b x)=12x-3 x+1 - ~
) f(x)=]2x |+f+H1 ) f(x)=x"—tanx-1

Jx—2
2. Soit g la fonction numeérique définie par g (x) =

F =)
—

a - Montrer que g est continue sur l'inl:enralle[:
-X
3. Etudier la continuité de la fonction v 1 xE(x)sur lintervalle [0;2].

2.6. CONTINUITE DE LA COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS
["P_;’-D-Ima-i tion 6 ]

Soit f une fonction définie sur un intervalle / et g une fonction dé

finie sur un intervalle J tel que
f(f) < J, etsoitx,un élément de / .

# ] . " -3 'I;',..
Si f est continue au point.x, et  est continue au pmntf(xn}alnrs la fonction gof est continue en ¥

[ Corollaire ]

¥ . & - .-.lnrl'i II‘ ]
Si f est continue sur un intervalle / et g est continue sur un intervalle J tel que f(/)cJ a
fonction gof est continue sur l'intervalle J .

L I e — T e
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mples

f la fonction numeérique définie par: f(I] - cns(zx"' —3x+ 4)

1) Solt
st continue sur R :

mMontrons que la fonction fe

puisque les fonctions f; 1 X ¢! —3x+4et f, 1 X cosxsontcontinues surR et |

la fonction f = f.of, est continue sur R.

x
2) Soit g la fonction numérique définie par: g(r} = e

Etudions la continuité de g sur R':

X : w,
+ s X

# *
1l s'ensuit donc que la fonction g = g,0g, est continue surR".

continue sur &

r‘qutic;ttimil

Dans chacun des cas suivants,

1) f(-‘f)”i"{z_’?:) 2) f(x)= = 3) f(.ﬂ:tan(g)

X" - x+2
4 f(x)= ms(\-‘x: +l) 5) f(x)=+Vl-sinx 6) f(x)= cos(tan” .r)

2 5 COMPOSEE D'UNE FONCTION CONTINUE
ET D'UNE FONCTION ADMETTANT UNE LIMITE

LPrnani[inn TJ

Soit f une fonction définie sur I'ensemble

studier la continuité de la fonction / sur les intervalles de D, .

].'t'“ =Fy X + r[ (r >0) et g la fonction définie sur un

intervalle ouvert J centré en ( tel que / (/)< J.

Silim f(x) = (et g est continue en [ alors: lim gof (v) = g(¢)
b

ey

c R*, etlafonction g, : x> vxest

(R)c Ralors

‘—'I Remarque

La proposition 7 reste valable en x, a droite ou x,a gauche ou en +x ou en —0  condition de

remplacer I'intervalle J par un intervalle convenable.

h—.

G o

. o —
= — @ ———— T — R e S SR . L . T =
e . ——

—
' Exe g
L LI‘np]_L”f.: _

1) Déterminons la limite : limsin {twﬁ)

1 —alh 2

X
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. l-cosx T T
Onalim — T = -i . Puisque la fonction sin est continue EnEalnrs :

i =il : g
. . [l—=cosx . T
limsin — =51n5=1

1 —l) -

X

- ® & a 8 'T _1
2) Déterminons la limite lim cos|
tovan x+1

1
x—1 e
Ona lim 71 |- : = lim 7 —"’l" = ;7. Puisque la fonction cos est continue en 7 alors :
=881 .t + =T \
1+ —

' X
. x-1
| 'III‘E'I CUS[H’ ]= cos(7)=-1

ke x+1
’ Ia’\p plication 51

Calculer les limites suivantes :
b 5
: 1 : TSN ; ax+1 ; . (1
1) lim G [ 2) limtan o 3) lim cns[ oL J 4) lim cos| sin| — 1
[ =kwT -.-t i =—nll 3_11': T —% — _T-_;_ 2 I —#=2 11- ;

@»  IMAGE D'UN INTERVALLE PAR UNE FONCTION CONTINUE

3.1. IMAGE D'UN SEGMENT PAR UNE FONCTION CONTINUE
( Proposition 8 ]

M
L'image d'un segment par une fonction continue est un segment. 1
Autrement dit : f[‘f'\]
( f continue sur[a. b]) — f([ﬁ.h]) = [m,;'p-f] f(a)

ke 3 e .

———-| Remarque ]'l I ———

Si f est continue sur un segment|a,b]alors M = /() est le maximum de f sur[a,b]etm = f(f)

|
|
est le minimum de fsur[ai h]. On a alors : f{[rr,b]} = [m.M] (voir la figure) j

— -
St e
B e o R R
S —— - .5, N S g
e . e S —— — ———— -
e e R L — g -

T —
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- Exemple

Vo i3

i

e

h —— =
-

S siniesurR par: f(x)=x —2x X
Soit f la fonction numérique définie sur < par: ;
i uit que :
A partir du graphe de la fonction f, on déduitq e, :
r(-u2)=53 7([0:2[) =[-10]
* - : = [0; 4+ I |
-1;0]) =103 ' -’r([l*x[] [ ! L " —>
(o) =[0:3 " _
) =[] ¢ S(®)=[E
——d Remarquecs J =
|
e La continuité d'une fonction est une condition suffisante pour que
I'image d'un intervalle soit un intervalle, mais cette condition n’est
pas évidemment nécessaire. En effet, il se peut que I'image d'un
intervalle par une fonction discontinue soit un intervalle comme A
le montre I'exemple suivant:
Considérons la fonction f définie sur[—l;E]par:
' =2xsi xe[-1] of
.‘ {f{r}— xsi xe|-1 1/ -
| I, =112
f(x)=x-1si xe J1:2] e "8
L'image de l’intewalle[—l;?,]par la fonction f estl'intervalle {>

* Les intervalles / El:f(f} ne sont pas toujours de mé

r[—-l:z].

me nature. A titre d’exemple, I'image de

I'intervalle semi-ouvert |- 1; 2] par la fonction x - x”est/le segment[0;4].

|
|
|
l [—Z;E]hien que la fonction f ne soit pas continue su
|
|
|

IﬂﬂpticntinnsI

e ——
=2

—

e E— e T

Pour chacun des cas suivants, montrer que la fonction / est continue sur l'intervalle /

puis détenninerf(f] :

) f(x)=x+2 et I=[-1;3] 2)

3) f(x)=2xJx+1 et [=[35] 4)

x)j=x+3 51 x52
5) flx)=x+3 si x o
f(x)=x"+1si x>2

x—4
f(t'] = _:_2 et [ =[5;g]
f[.r}=lanx et ;’:]_%:g[

e [*-3;:':]
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3.2. IMAGE D'UN INTERVALLE PAR UNE FONCTION
CONTINUE ET STRICTEMENT MONOTONE

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle /.
On a alors les résultats suivants :

L'image de l'intervalle / par la fonction / |

L'intervalle [/ [ strictement croissante sur / [ strictement décroissante sur [

[a.5] [/ (a).1 ()] [/(b).s(@]
Ja. b ]ELT. f(x),lim f(r)[ ]jiﬂ! f(r)-li[rtf(—r)[
[a.5] [/ (), tim £ () Jtim £ (x). £ (a)]
J».] Jtim 7). £ (a)] [/ (a). Jim 7(x)]

Ja. ] Jtim 7). tim 1 ()] J1im £ (x) tim £ =)
| R Jtim, 7 (x). tim 7 (<) Jim 7 (). tim 7 (<)

ExempluI

- w - o - # :. E-T - 3
On considére la fonction numérique f définie par: Fix)= -
x+1

e

2
Ona D, = ]%:-I[U]*l;'ﬂﬂ[ et | =2+43=52>0.Lafonction f est donc continue et strictemen!

croissante sur chacun des intervalles ]—m; ~][ r.-t]— 1;+t:ﬂ[ . Il en découle donc les résultats suivants:

7)) =L/ (0 £()] = -3-3] £ <[ (2): tim £ = (729

f(]-1:1])=],ljrj}.f(r}:f(l)]=] ;_le']- f([2:+m[)=[f(2);’[jﬂlf{.r][=[%;2[
Application ]

Soit f la fonction numérique définiesurR par:  f(x)=x* —2x+3

Déterminer les images des intervalles sulvants par la fonction f :

1=]==0] J=[k2] 5 K=}Fse 2 L=[VEe
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3.3. THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

| Proposition Iﬂ_]

Si f une fonction continue surun intvrvnllu[r:,b] alors, pour tout réel ( i"‘

L ——
A compris entre /'(a)et £(#)il existe au moins un réel ¢ appartenant A
k! I'intemlle[n. h] tel que /(¢) = 4. I(")"

En d'autres termes : I'équation /(x) = A d'inconnue x admet au moins

une solution dans[ﬂ.h]‘ pour tout A compris entre f(a)et f(b).

.L- Preuve I

Comme [ est continue sur I*intervnllu[n.b]nlnrs il existe deux réels m et M tels quef{[a. h]) = [m. M].

Puisque les réels /'(a)et f(b)appartiennent a[m, M] (en supposant par exemple que f(a)< (b))
a!urs[f{a}.f(b}] < [m. M], c'est-a-dire qHE[I{a].f{h]] < f([a.b]) . 11 sensuit donc que pour tout

réel 2 compris entre f(a)et f(b), il existe au moins un réel c appartenant i [a.b]tel que f(c) = 2

=
| Exemple I

*-\._- —— e g

Soit f la fonction définie sur[l’l: .'r] par:  f(x)=x+cosx
La fonction f est continue sur[0: 7| et de plus /(0) =1 etf(7r)=m-1.
Puisque 2 est compris entre f(0) et f(7)alors il existe au moins un réel ¢ e [ﬂ; :r] tel que /(c) =2

Cela signifie que I'équation x + cos v = 2 admet au moins une solution sur |'ilttt.‘n':IHE[ﬂ: "']

—=1 Corollaire ]

I’ Sila fonction f est continue sur[mh]tul que f(a).f(h) < Oalors I'équation f'(x) = 0admet au

moins une solution dans I'intewalle[mh] -Side plus, la fonction f est strictement monotone, cette

solution est unique.
Remarque I
On peut interpréter le résultat du corollaire précédent comme suit ; f{hit ------ 3
Sila fonction f est continue sur[n.h]etsi S (a)et £(b)sont de signes /{ I
| a/\__[i |
tontraires alors le graphe ‘€, coupe I'axe des abscisses, au moins une fois, j/ \/ b ”
.J"{ﬂ)l-

. “Mun point dont I'abscisse appartient e‘l[u. fl].

—

T .

]
1
1
|
i - B T e
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oF ‘ PRail 1'11':‘1 o ]_l;_“ |
e | 6x-1= 0 admet une solution dans chacup des in -

||
1) Montrons que ['équation 8~

1-.‘.;[][::[ ]ﬂ;l[ '
j# (.r):3x1-51‘1

s vo | fonction g définie sur L par: &
On considere la font s ynomiale.

est dvidemn

yent continue sur B car c'estunc fonction pol

I
2 [ r(~- - {H.D'apréslethén
«Ona g(—l):-—Sulg(-—-z-];I,:Iunc;,( I).g[ 2] |
tion dans I'intervalle jlf I;-*—2-|i,

intermédiaires, |'équation g

La fonction §
reme des valeurs

{I} _ () admet une solu

l ) <().D'apreésle théoreme des valeurs

«Ona g(-%)= letg(0)=-] .dnncg{ﬂ).;{[—-i
I
Jr) — () admet une splution dans I'intervalle ]- E : ﬂ[.

(ntermédiaires, I'équation g
< (). D'apresle théoreme des valeurs inter

(1)=1etg(0)=-1, doncg(0)-£(1)

= () admet une solution dans I'intervalle ]ﬂ; I[ ;

| ;
0 admet une solution dans chacun des intervalles }- ;- 7}—[ ; }-E;D[: et

ules solutions sur R.

meédiaires,

eOna g

I'équatinng(:)
D'oli I'équation Bx’ —6x-1=

plus g estun polynéme de degré 3, ce sont les se
i g

Comme de
¢ +sin x -1 = 0 admet une unique solution dans l'intervalle 1:0;3} ;

2) Montrons que I'équation

On considére la fonction f définie sur[ﬂ;{—] par: f(r] = x+sinx—1

E

. . _ T
La fonction f est continue et strictement croissante EUT[U;E} en tant que somme des fonctions conti

, 4
i sirlick : v 4 - T\ T T ;
rictement croissantes sur[ﬂ. > ] De plus /(0)=—let I(E] = 5" dnnr:f([l).f[E] < 0.Dapt

le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(.r} = () admet une unique solution dans I:u-f': .
¥
2

Pp]:licmiunhI

1) Montrer que chacune des équations suivantes admet au moins une solution dans l'intervalle [ :

4 r 3 = e y
a) x* +x +4x-1=0et [ =[0;1] ;. b) 2cosx-x=0 et [=[0;7]
[ +sinx = =| 0.2
c) [+sinx=4x et et I_[{},E] ‘ d) tanx+x* =2 = ;:]E-E[
4'3

2) Montrer que I'équation x’ —Gx* + 6 =
6 = 0 admet une solution unique dans l'intervalle [;;. {]]
-‘ L]

3) Soit f une fonction continue sur un |
ntervalle / de [£ telle
que: Vxel, f(x):ﬁ{]

t &
Montrer par l'absurde que la fonction f parde un signe constant sur l'int e J
ntervalle [ .

—d
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3.4 PRINCIP

goit f une fonction €
b]-

racine a entre

n ayant localisé Ia

unique & dans [ﬂ'
ction f(':ﬂ“ﬁ"“e)

arre donc €
cadrement du no mbrea, on BRI est stricte-

pour déterminer un en
aeth {a-:ﬂ.'{h] cetons

ment croissante-

n
ait par exe mple que sur cet inte rvalle, la fo
A irm= -‘j—tgj puis son image parf: f(m)
0 =
on calcule alors le centre du segment [a,b] (@ 53V s

ot on la compare a0.

Deux cas peuvent alors se produire::
Wit ; ) S -
/ IE
f
f : J
|' cnf i
“ /
i I
/
I|"
/
T psanassamnpns ; !-I ;
it i — — - e
: . ' . /
] o
—

Canaon fim) <0 Cas on f{m) > l]lﬂ
Onaaloram < a < b, Onreprend On '.:I “fﬂi‘i‘ a < n:: m. On reprend
la bissection de Uintervalle en posant : la bissection de Uintervalle en posant :

n=a el h=m

a=m ct h=b ; .
; : 2 i on continue comme récedem nt...
puis on conlinue comime pricédemment... ’ P s

| Exe
bi i:-u.mpll

Soit f la fonction définie par: f(x)=x"+ ¥ +x-2

La fonction /" est continue et strictement croissante sur[[}: l]ut ona f{{}).f{l] < 0. Donc I'équation f(I) -0

c

admet une solution unique & tel que ) < & < 1. Déterminons un encadrement de a de longueur(, 25

Le centre du[0,1 1 L9 - ! I'
:,]estzetunaf 5| ™ E+Dnnr:f = xf{l]{ﬂetif:a-:l_(Lungueur:l-%=%)
Le centre du| — 1] 3 3\ __17 3 3

2’ eﬂtdett}naf v __E.Duncf{l}xf[z]-:ﬂ Et*_i{ﬂ'-il-(Lnngueur: 1_%=%)

Ainsi : -?--r:r:-::l
u_h‘bm——-
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¢» FONCTION RECIPROQUE D'UNE FONCTION
CONTINUE ET STRICTEMENT MONOTONE

4.1. THEOREME DE LA FONCTION RECIPROQUE
[ [’I'{}Fl.l‘jﬁi'.li[_‘.l_l] IIJ

Si f estune fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [ alors elle réalise une

bijection de / sur I'intervalle /(7).

[ Preuve |

Puisque / est un intervalle de R et / est continue sur / alors / (/) est aussi un intervalle de X . Donc:
vye f(7), Ixel: y=[(x)

Soit a et b deux éléments distincts de / . Puisque / est strictement monotone sur / alors f(a)< f(b)ou

f(a)> f(b).donc f(a)# f(b).Parsuite, pour tout y € f(1),r'équation f(x)= yadmet une solution

unique dans / , et donc f est une bijection de [ sur f (!] ;

ijempleI

Soit / la fonction numérique définie sur / = ]—cﬂ;-—l]par . fix)=

L

X+
b e

-2

Montrons que f est une bijection de / sur un intervalle J 4 déterminer et calculons : ink {r} pourx € J.

La fonction f étant continue et dérivable sur / car c’est la restriction d'une fonction rationnelle et on a po:

2x(x=2)-(x" +5 - X
toutxef : f'(x)= it {IETS: ! )= (x E'xl]-("*' . ﬂ.lls*ensuit donc que : ‘!:",rE]—nc:—l[. '(x)>!

Puisque la fonction f est continue et strictement croissante sur / alors elle est une bijection de / sur
lintervalleJ = f(/)avec: J=f(I)= ] lim f(t].f(—])jl = |-o0;-2

Détermination de /™' (x) pour toutx € J : Soitxe.J ety e / telsque y = /' (x).On adonc:
ymri)esm sl £

=x& ) —xp+2x+5=0

_ x+yx' -8r— 20

. ) —aly —Re_"
Cette équation admet deux solutions réelles qui sont: y, = > J"" 8x—-20 et V. =
7 o 7

_ x+2-vx' —8x-20
Ona: y +1= 5 <0 (carxeJ cest-a-dire: x+2<0et —J.‘l:: ~8x=-2050)

En définitive : (Vxed), f(x)=2= Jl ;H.r— 20
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Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonction f réalise une bijection de / surun intervalle J a

déterminer puis déterminer une expression de f" [1) pourx € .J :

| 1) f(x)=x"-2x+5 et I=[k+e] ; 2) f(x)=dx-x" et [=]-02[
|
3) f{:c]:JIL.x—x et I = ]-0;0] ; 4) f(_g}-_-::'iz et j=[ﬂ;ﬁJ

4.2. PROPRIETES DE LA FONCTION RECIPROQUE

l Pmpusitic;n 12]

Si / est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle / alors :
« La fonction réciproque /' est continue sur f{f] et a méme sens de variation que la fonction /.

s Les courbes représentatives de / et de /', dans un repére orthonormé, sont symétriques par

rapport a la premiére bissectrice (c’est-a-dire par rapport a la droite d'équation y = x)

IPreuveT

Soit v, et y, deux éléments distincts de /(7). 1l existe deux réels distincts x, et x, de / tels que y, = /(x;)

ety, = f(x,)(car f est une bijection de/ sur f(7)).Donc: x, = /7' (y,) et x, = f7'(»,). etalors:

F0)-S 00 xm
Y: =MW f(""'l}_f["":)

Cela signifie donc que les taux de variation des deux fonctions / et /' ont le méme signe et par suite f et

™ | - -
/7" ontle méme sens de variation.

Soit€, Et'ﬁf les graphes de [ et /' respectivement dans un repére urthunﬂrmé({}. :__,7) ;
Soit M (x, ¥) un point du plan et M’( y, x) son symétrique par rapport a la premiere bissectrice. On aalors:
M(x,y)eC, o y=f(x)=x= (y)e M(yx)ee,,

Il s'ensuit donc que € et f:’.‘ir, sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice.

f &
P v
/,—" ,.-"r. |
.; ;’f "JIEE'I"
/(-)' = >
I
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bFONC’TmNs RECIPROQUES USUELLES
5.1. FONCTION ARCTANGENTE

- I Detinition 6 '

T . - "
La fonction v +— tan x est une bijection de]—-‘-?-:—z-[ sur £ . Sa fonction réciproque est appelée

fonction Arctangente et on la note Arctan.

—— s e = = = F .

[ f’rnr:-c:rsitinn 13 ]

a T

» La fonction Arctan est définie sur = et a valeurs dans :’—:;;[ .On adeplus:

(Vrxe E}[‘v’_r £ ]-%%D (Arctanx = y & x = tan y)

. ePourtoutxe = : lan(:’m:tanx]=.1‘

i

l'-J]r-'l

&

-Pnurmut.re]— ;- ':: Arclan(l:m.r}:.r

I |

* La fonction Arc tan est continue et strictement croissante sur = . On a pour tout (x,,x, ) € R° :

(Arctany, = Arctanx, & x, =x,) et (Arctany, <Arctany, & x, <x,)

e Lafonction x > Arctanxestimpaire:  (VxeR) Arctan(—x)=—-Arctan v
. . ; b g . F 3 . Arctanx
* On ales limites suivantes: lim Arctanx==— , lim Arctany = — — hm =]
1—& =1 2 L —b=1I 2 1 =ui) Y
|
Tableau de quelques valeurs importantes La courbe représentative de la fonction Arctan
J 1 tan
V3 |
rr u " I Jg |I
_j .
0 i — — | g Arctan
6 4 | .r'F
P
i & F
] | | /r [] ]
_'____.--u-l-----.-'"-,‘-"“fj L] |
' X [
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xemples

.LE

1 m]m!gns Arctan

T _
[tan : ﬂl:r] :Onsaitquesix € ]*E;E[alm Arctan (tan x)=X.
tir- S j]-f—;fﬁ[alurs:

4
est périodique de période T € 2

1017 _ 257+ 7 etla fonction tan

Puisque —— =
4
1 7)) - LS
Arctnn(tan 1ﬂ4 TJ = Arctan[tan(!ﬂ;r + ID = Arctan {lan 4] 2

—

(E) « Arctanx = Arctané—-f-ﬁrctan 3

2. Résolvons dans B I'équation :

: o . — "
anuse:hrctani--a et Arctan-:—i-—ﬂ donc: tana =7 et tan/f :

: ~'Eer: ﬂ'{-l-{—; alors

—_— —

ea AI‘CIEIH.T=H+}?+PUi5qUEn{2 3

L'équation ( £ ) est donc équivalent
T T T _
D<ca<—et ﬂ{ﬁ{-get donc D{a+ﬁ~:—3—.Parmnséquent.
I -]
—_— e —

tana+tangd 2 3

T — = = =1
(E)ex=tan(a+f)@x=1" oo g~ 1
6

Par suite, I'ensemble des solutions de I'équation (E) est: §= {1}

l aux bornes de son domaine de définition.

x> (x+ l) Arctan
x

3. Calculons les limites de la fonction f :
OnaD, = ]-—m:,l:}[u]l}.-i-m[. Onadonc:

T

: : 1 =x . ;
o lim f(.r) = lim (x + 1) Arctan — = — car: lim — = +woet lim Arctan X' =—
=" x=0" T 2 0" ¥ X —swn 2
; : | /4 o . i3
e lim f{x) = lim [:+ I)Arct;m— __7 car: lim—=-wet lim Arctan X=——
x=sl r—sil” X —0" X X—a-m 2
oE ] 2 . : X
n posant X = Arctan —on obtient: lim f(x)=1lim +X=1 |
|s] -+ +e Y- tan ;t' {

X

I‘sp;mcatjunﬁI

1. Déterminer le domaine de définition de la fonction f : x tan (2Arc tan x) puis donner une

expression simplifiée de f(x).

2. Résoudre dans R ce qui suit: Arctanx+ Arctan(3x) = % ; Arctan(2x)+ Arctan (x-1)=<0

¢ 3\
|

3. Simplifier les écritures des nombres suivants : Amtan[tun[35'TJJ et Arctan ! '

6 (35:) |

tan| — |

\ T 1 |

@
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Arctan(x - 2)
x'—4

+ Calculer les limites suivantes:  lim

L

N=h [ —& —

. a
et |lim .x{—?— + Arc tan r)

5. Montrer que la fonction g : v - tan x - wfmn: X = lan.x réalise une bijection de [ = [%,%[ Sur un

intervalle.J a déterminer puls caleuler /' (x) pour toutx e J .

5.2. FONCTION RACINE nieme
L Definition 7 ] n

Soit 7 un entier naturel non nul.
La fonction x 1= x"réalise une bijection de B* sur 2" . Sa fonction réciproque est appelée la fonction

racine n't™e gt on la note if_

Pourtoutxe x°, Q.G se lit « racine péme de v w,

LPI'D]}[}FHH}II 14 ]

Soitne N°.

* Onaalors pourtousxetyde B°:
{{; =y v =x ; %’q =Jyex=y - {E < ;‘.‘_1' S X<y
|
eOnaalorspourtout xe 27 : Yy" = (UT) =X

* La fonction x - Y x est continue sur 2 * et de plus: [lim +

N =&+7

—l Remarque } e —

Soitaun réel nonnuletne [N - {1} : arité de »
Signe de a

n pair n impair

L'ensemble des solutions de I'équationx” = g
dépend de signe du nombrea et de la parité a>0

de l'entier n.
: : a<0 S = S={*-~J" -ﬂ]
Le tableau ci-contre résume les cas possibles, s

~ [ Prqpusi[’im] 15]

Soitaetb deux réels, et p et n deux entiers naturels supérieurs ou égaux 3 2.

On a alors les propriétés suivantes :

? -’:f;_rx"e‘):m : n
Yo" =a

l l "
-— (H'VE'CH#G'] -iz—.-f.... (HHEE!J#“]

a ta Rk
ﬁ-‘—ﬂdi_l : ({f;r:“ar
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ll:j}'.!_‘ﬂ‘l]'ll_t‘:
P2 x 427 x Y108

Va4
L EATATT T AT Wi o
- <y 2 <5 NP

‘ .-‘uppiiu:utir‘rm:‘I

1. Simplifier les nombres suivants: A =

Simplifions le nombre: A =

~ IV256 x Y64 = e Y9 xJ33x Yo
24300000 x Y1024 TG r

2. Comparer les nombres 5 et 4.
3. Montrer que : [‘cfn eR, ){vn e N’ ){‘uﬂ'p cZ) . tfa” = ({,{;).ﬂ
)

4, Montrer que : (\;“uEE‘)(ﬁnEN (‘v'pcr‘:l) .j;xf_,f_ oo

.
-

5. Résoudre dans = I'équation : { [.r+]}: =J(x-1) =

l Prn;msitif‘}rll_ij

Soitu une fonction positive sur un intervalle ouvert [ etx, € /.

¢ Sin estcontinue sur / alors la fenction -.E est continue sur/ .

oSilimu(x)= fﬂlﬂrﬁllme_{{_‘r-—-J_

T=&Ty

e Silimu(x)=+= alors hm fu(x) = +w

I=ely

q_ .
_L l::{emp!DF-I

1. Etudions la continuité de la fonction / : x - JArctanx sur R" :

La fonction Arctan est continue et positive sur 2" . Il s'ensuit donc que f est continue sur X°.

] _—
2. Calculons la limite : |im£ ll
i-¢l =

En utilisant I'identité remarquablea’ — b’ = (a - h)(ﬂ': +ab+ b )un obtient :

—

e
l:‘n]iphr:muna

1. Etudier la continuité de la fonction /i x> 3 surchnque intervalle de son domaine de définition.

2. Calculer les limites suivantes : Iim-——"H-H . lim (HI" + X —.r) ~lim (JI? +1=-Y* + ])

!l y=+i) -.""J-.i..l _.I E-# 47 i = r
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- l Deéfinition 8 '
~ Soitaun réel strictement positif et r un nombre rationnel. On pose r = 2 avecpe Zetg e [,
q
Le nombrea’ estle nombre Ya” . Ce nombre est appelé la puissance rationnelle de nombre a

d'exposantr.

5.3. PUISSANCE RATIONNELLE D'UN NOMBRE STRICTEMENT POSITIk

—l Remarque ] i —

Soitaun réel strictement positifetn e F™ — {l} .

I |
Ona:Ja=%Ya=a® et Ya=a".De fagon générale, on a I'égalité : Ja=a"

SN S

[._P—rr::-pﬂ:ﬂitinn 17 ]

Soit r etr’ deux nombres rationnels, et a et b deux réels strictement positifs.

Alors on a les égalités suivantes :

r r rar r roar o AF ’ . | (a '|- £l & #
g xg =g B ﬂb =a b . (i =a - {1 = e o e el Sl o
(ab) (o) =+ |3) =5 ¢ e
Exemple \
— & i~ 4
Simplifions le nombre A = V32 x Y27 x Y108 :
Y6
(2! }% H’{Sl )i :-e:['}: x 3° )-I-l ..}E 3‘:‘ .}I? 31 11 111 v
= 2% % 3% x 2  x 34 — e LR L
Ona: A= T = I I =24 24 43 41:2:13:’6@
(2x3) 21 31
IAppchtinnsI
1) Simplifier les nombres suivants :
2 ! 3 21 2 3 1
125)e x(625)s x(25): 53T % T 32 (21}
X={ ) { ”) ( ] St Ve [-: I} x(3 ?) H[_[)-ﬁ
-y = 2 |
3 (7 %) x(243)7 x(637) @
2) Soit f une fonction continue surl'intervallﬂ[—[;ﬂ]_
Montrer qu'il existec € ]—I:ﬂ[ tel que : f{;,]. = ¢ + (_E} %
4Arctanc + 1
f
3) a) Montrer que pour tout x & ]ﬂ;l[ L L
b) En déduire que pour tout(x, v) € (R’ )1 s B s _1,_'_}.}?
—d
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FryDE DI LA CONT
[ définie sur [E par:

| ;
=XCO0S si x#0
_f(r) xco (:J
s(0)=
fonction [ est continue en 0.

2) Etudier 1a continuité de la fonction f sur chacun

La fonction / est-elle co

3) Déterminer ’l_i*lpf f(x).

__, i,‘l,

On considere la fonction numénque

]-c:::-; ﬂ[ .

1) Montrer que la
des intervalles ]ﬂ; m[ et

ntinue sur® ?

Tf—
I —
I —

. SOLUTION J

tinueen 0 :
|
( 1)
)

1) Montrons que la fonction /f est con
[ I )
cos
Donc: f estcontinueen 0.

Puisque <1 alors: Yxe R, [f{ }! [.ri

On a pour tout X € = |f(r}[-|r‘

Fuisquelti_m{r] ﬁnlﬂrshmf{r} 0= f( ).

& Pour montrer que lim f(x ] _ /il suffit de montrer qu‘au voisinage dea : L
f(x)-¢= g(x) avec limg(x)=0 < e |
I l:: ] | ¥ —ha Lase, |

)< filx)-¢ < g(x) avec I:_rng(r}- El_:::;th{r] 0

On pourra aussi montrer que : h(x
ra définie sur un intervalle ouvert

tion f en.r"lursqucfse
we en x, il suffit de montrer que lim £(x)=/(%)-

=&y

¢ On étudiera la continuité d'une fonc

|
| contenantx,. Pour démontrer que f est contin

2) Etudions la continuité de la fonction / sur chacun des intervalles J0; 4o et J-o0:0[ :

cun des intervalles ]ﬂ I-ﬂ:‘[ et ]—w: {l[ et les fonctions

. I '
& . Donc les fonctions f.of, 1 ¥ l—h‘:ﬂs(— etf,:xx
X

| ﬂ[. par conséquent, la fonction /= fix% (ﬂﬂﬁ)

. | .
La fonction f : x - —est continue suf cha

f. 1 x> cosxet f; 1 x> xsontcontinues Sur

sont continues sur chacun des intervalles ]ﬂ;+ﬂ“§[ et

intervalles]ﬂ*-lm[et ]-m:ﬂ[.

——

est continue sur chacun des
alle I avec une définition

{ * Pour étudier la cﬂntmulted une functmnfsur un interv
Ao W il faut étudier deux aspects :

sx,, pour cela on utilise "*-:...1, o

|
—

.h_h\ :.

I l‘m,u_, o

I'. « particuliére » en certains points de T3
' Aspect global : Sur des intervalles ne contenant pas les nnmhre
ropositions 5, 12, 6 et son corollaire )

L les Irfﬁult.nts généraux sur les fonctions continues (p
I_":". i Tl A,
- - i S :
e — e e T i
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,: etla tnntlnuité des fonctions usuelles -
|
\

" Aspect local: en chacun des points x, : pour cela on étudie lim f('r)
| ¥ '_ % ; .
. | 2)-Déterminons la limite lim f {.t) .

H'ln. H[‘ El ==

'F’ 3.1' l et ;

| ;
Ona lim — = 0et la fonction cos est continue en 0. Donc: lim l:us[l] = cus{ﬂ) =]
X

F—w=r

g

Puisque lim x = +o¢,alors: lim f(t)*- lim ::us( l) o0
X

[ ETE ¥k

{'.'I’I"'.Hﬂ'{'!l}Nfi SUR LES FONCTIONS CONTINUES =
On considére la fonction numérique f définiesur Z par:  f(x)= E(x)+(x- E(I}):
1) Etudier la continuité de f au pointx, = 2.
2) Etudier la continuité de f au pointx, = \.@
3) Erudier la continuité de la fonction f sur = .

sommﬁ_ﬁ_l

1) Etudions la continuité de £ au point X w2

Pour cela, il suffit de donner I'expression de f(x)sur chacun des interv aIIes[l. ..[et[_.. .1[ (car la conti-

nuité en un point est une notion locale). On a f{?.} =2 et;

e 7xe[1;2], f{.rj=1+[_:—1}: . Donc: ]ift;f{,ﬂ: “T!‘l(l-'-{.r-lf)-"

-2=7(2)
La fonction f est donc continue 3 gauche en X =2,
R |  7xe[23[, f(x)=2+(x-2) .Donc: lim f(x)= lim (2+(x-2)")=2=(2)
La fonction f est donc continue a droite en X, =2, F
En résumé, la fonction f est continue au point X, = 2.
: - . - =
if » Pour étudier la continuité d'une runctmnfen un point.x,, il est parfois intéressant
! d'étudier la continuité a gauche et la continuité a droite puis appliquer le résultat
j | (/f estcontinue enx,) < lim f(.r]— lim f[r] f(x,)

2) Etudions la continuité de f au pointx, = V2 .

Puisque les fonctions g : x> E(x) et /i: x> x sont continues enx, =+/2, alors la fonction

S=2 +(fr—g}1e5t continue au point.x, = V2.
3) Etudions la continuité de f sur= :

e Puisque les fonctions g : x E[.r} et h1: x — x sont continues sur chaque intervalle inclus dan®

—J
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T TR T e s e A > |
g S ga POl v e .',_:;-_,..,-'r,. L e = e
S EEEEEEE— e 1 ECHNIQUES ET ASTULES & et

. . e A1 ---'--.'.:‘:i-"'I " -. ; r p— --—-"SI.-_-?‘:

R — 7, alors la fonction f = g + (h - g’ est continue sur chaque intervalle inclus dans & = 2. B

« tudions maintenant la continuité de la fonction f en chaque point de I'ensemble r A F'ﬂ‘
-

Soitk € Z.0na f(k) = ket pour tout x & [k = 1Lk[ : f[,r]:k—l+(.t—k+l}: (carE(x)=k-1). | .:%

Il s'ensuit done que J"P f(x)=k = f(k).Ainsi, a fonction / est continue 3 gauche au pointk . g,.
Lo

(Y

. De méme, pour toutx € [k. k + 1[  f(x)=k+(x-k }: (car E(x) = k).l s'ensuit donc que
]Lrp f[t) =k = f (k). Ainsi, la fonction f est continue a droite au pointk.

En définitive, 1a fonction f est continue sur 2.

PROLONGEMENT PAR CONTIMULTTE

On considére la fonction numérique / définie sur [ par: f(x} = sin(ﬂ-j(in

Montrer que / admet un prolongement par continuité en 0 que 'on déterminera.

| soLurion
On a pour toutx € R : LIS E(E) < 7 |l en résulte alors que :
X . AN

; T
oSix>0, T—x<xE [1] < 1  etdapres le théoréme dela limite par encadrement: IET _rE(—r] =

X
: & Elex t d'apres le théoreme de la limite parencadrement:lim xE Zl=n
eSix<0, 7sxE : < 7—x ,etdapres: <l =
- il - id sdui 2 lim xE T | = 7 : puis, par continuité de la
Comme lim xE| — = IIm E| = |= x,onen déduit que 4I.l:tl}.‘l‘ =] . puis, p
x=il X r=l) X o

.o & 1 [
fonction sinus on déduit que :1im f(x)= 13;_1;5111[.\3&"[-;]] =sing =0.

in prolongement par continuité en 0 donne par:

" rﬁin[xﬁ[i]] sixv#0
Fi)={ L \x

700 S e

Par suite, la fonction f admet1

e ——— m— —
e ——————

nntinui-té en un point, ona ici calculé une limite pour CﬂI‘lEiU!‘.E.
faut donc la prolonger €n lui attri-

=

—————

» Comme pour montrer lac

. L] ninti Il — h:" L
._ tion n'est pas définieencep == : ' Ly
EEPEﬂdant, Ia fonc P . [ﬂncﬁun :untinLIE, an choisit de lui nt‘[rthEr la ‘\I"i:'l’leur L \"-‘G“

' buant une valeur. Pour obtenir un
égale i la limite finie de f(x)quan

par continuité.
« On étudie un prolongement par co

[ peut étre prolongée par continuité en ¥, (0TS¢ i e | M
N S —— e e gy Yokt~ r
- T o B e E— :_-r._ g S e — N s aa ; i - | i . : : 'E

d x tend vers ce point. On parle alors de prolongement

.rnlnrsquef n'est pas définie en.x; :

ntinuité d'une fonction [ en
ne limite finie quand x —> Xg.

s —=
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1) Soit f une fonction définie et continue de[0;1]a valeurs dans [0;1]et aun réel telquea 2 1. '

1 Montrer qu'il existe unréelc [ﬂ;l] tel que /(¢ ) = ac. Interpréter graphiquement le résultat.
| 2) Soit F une fonction définie et continue sur[a.b] (a <b), petqdeux réels positifs.

Montrer qu'il existe un réel ¢  [a,b] tel que pF (a)+qF (b)=(p+¢)F(c).
3) Soit f une fonction définie et continue de [D;I]avec f{ﬂ) = ﬂetf{l) =4,

Montrer qu'il existe un réel ¢ € [0:1]tel que:: f{c + %)— f(c)=2

J—a=F

' 4) Soit f une fonction définie et continue sur = vérifiant lim /(x)=a>0et lim f(x)=6<0.

Montrer qu'il existe un réelctel que: f(c)=0.

e

SOLUTION |

1) Le probléme posé est équivalent au probleme suivant:
« L'équation d'inconnue x : f(:c]-ax = () admet au moins une solution sur[f}.l] »
Considérons alors la fonction g définie sur[ﬂ;l]parg{r} = f(x)—ax ; gestune fonction continue sur
[0:1] comme somme de fonctions continues.
Ona g(0)= f(0) et f estavaleurs dans[0;1]doncg(0) = f£(0)=0.
Ona g(l] = f(1)—a et festavaleurs dﬂns[ﬂ;l].Cmnmen >lalorsg(1) < 0. Ainsi,ona:
g est continue sur [0;1]etg(0).g (1) < 0; donc d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe &
moinsc € [ﬂ;l] tel quegfc} =(): donc: il existe un réelc = [ﬂ;]] tel que f(c)=ac.

Interprétation graphique ; Si une fonction / est définie et continue de[ﬂ; 1151 valeurs dans [{]; I] etsiazl,

alors la droite d’équation y = ax coupe la courbe représentative de f/ en au moins un point.

—
— —_— —

e == — —_

« Pour montrer qu'il existe au moins un réel ¢ € / (ou/ estun intervalle de <) tel que

[

| -

F| F{{:] = G(c)ou F et G sont deux fonctions continues sur / ,on peut: s Leste
T

l.

|

- considérer la fonction H : x> F(x)—G(x) : fonction continue sur /.
- trouver deux réels distincts & et fftels que : [ (a).H(p)<0

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, on peut en déduire qu'il existe ¢ € / tel que H{ff} =0.

]

On peut alors conclure car: /] (c)=0 F(c)=G(c)

|
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AN

& i E el .
- ||Hr-'.‘1 ‘
1 - . | & q
T - :_I-J1'g~___‘__.'_ . . M
J ¥ il S

.
S :
o fonctions continues: de plu

mhinaison linénlred

et g P T

cur[a,b] comme €@ B ol
G est continuie [ " F(h]-F(ﬂ)) . G(b)=1(F (n)-F( ) 1
G(a)=4( gty =dm(ﬁ(h)-F{”}) .

etqsuntdearéels positifs, on en déduit que G(u].(}( ) s UEG(E)IDFE,EH%_:“I_E
. goréme des valeurs intermédiaires, il existe au moins ¢ E[ﬂ, ] elq
p'apres le théorem o
e: pF(a)* gl (b)= (p+ q)F(c). dov le résultat.
o jvalent au probleme sujvant:

ne solution sur[ﬂ; I] »

robléme posé est équ
L-sx
quation d'inconnue X : flx+ 3

je sur par:g(,r] e f

)-2= 0 admet au moins u

(: r-%J-f(I)'E-

3) Lep

«L'é

Considérons alors la fonction £ defin

0 +l-=:l | o ﬂ*.]-
o - ﬁﬂirég,dnncgestdeﬂmesur T

iste) siet seulement si :

{E(I]ﬂ nsx=<l

0; -]-] omme composée et somme de fonctions continues. De plus :

g est continue sur[ 5
g(u)q(-;-)-n-z =1GJ—1 et ;{%J: f(l}—f&'}z - ;z-f(zlJ ,duncg{'ﬂ}.g[—;—]i 0.
umoinsc € Irﬂ; —i—]tel queg(c)=0.

D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe a

Drg{c]=ﬂc:f[:+%)-f{c}=2.
Par suite : (HcE[D,I]}: f{r+%J—f{c] =2

— a. on en déduit par définition que:

4) Sachant que,]_iﬂ I (.x]
(Ve > 0) (34> 0); (“uf’x € ].rl‘; +n==[ } ,,‘(1‘} -al A

Prenons £ = % > Dalors:(34>0); (vxe )4 yon| ) |f(.1‘] ~ rll < %

Doncpourx > A,ona: 0< g— < f(:}ﬁ 12‘—] Donc en pﬂrticuliurf{A + I} = 0.

De méme, pour lim f(x)=b ;on en déduit par définition que :

(38>0); (‘u’xe]_m;—ﬂ[) |f(.r}-.ﬁl£—g

Donc pourx < -8 . 30 y
jona: = Ef(x}ﬂ5-::ﬂ.Dnncenparﬁcul[erf{-B—-l}ﬂ:ﬂ.

/ est continue sur R donc est continue sur[~B ~1, A +1], de plus f (A +1)>0et /(=B -1) <0
_B-1)<0.

| onc: il existec e [-E-I,A-H] tel quef[r:] =),
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wl THEOR T I
‘ : asurmpar: J ‘
1) On considére 12 fonction f défini€ rR.Soit f ' sa fonction réciproque: | .
biiection de X su T
a) Montrer que § véalise 40T ] :on unique @ dans 2 puis queé 0 3
i ton J(" (1.;) — yadmet une solutio
b) Montrer que I'équatio ) 1
=g R
g =]-Arctan 3ﬂ] et que - 4 3 '
¢) Vérifier que & 1 ( ster graphiquem ent ce résultat

-1 () < x etinterpre
d) Montrer qué pour tnutIEla:H[. f (1]

2) Soitfun réel positil. e ] |
(a)= Jt etendéduire que\[ Jr+1 =tan

a) Montrer que : la E[ [ -

b) Montrer que : [WE )Arctan(\f_ F)=%J—Eﬁmtan(\’;)

c) En déduire que : {ETI( 5 } 2+ J_

E;owmﬂ_| |

1) a) Les fonctions x = Arctan(3x)etx — 2x —Isont continues et strictement croissantes sur = , donc/la

fonction f est continue et strictement croissante sur = en tant que somme de deux fonctions continues|
et strictement croissantes sur = .D'aprés le théoréme de la fonction réciproque, la fonction f realise uﬂ

bijection de 2 sur f (%) = f(]'*?:;-’r’ﬂ[):]'l_iﬂ_n S(x); lim f (1’];- = R car: !

T

ll_irprArctan{Ex) ? lim Arctan(3x) = -— ., lim2x-l=+4 et lim2x-1=-w |
2 F—4—F 2 § o~ X R |
b) Seitx € . L'équation /' ( x) = x est équivalente 3 f(x)=x.0n pose alors: |

VxeR, g(x)=f(x)-x= Arctan (3x)+ v -1

Tout ¢ i : :
omme la fonction f', g est continue et strictement croissante sur <. D'apres le théoréme de la

fonction réci i ol L e
proque, la fonction g réalise une bijection de = surg(}l) = XK. Puisque 0 € R alors il existe!

un unique réel & tel que g(a) = 0.. Enfin, puisque g(0)=-1<0 et g [—1-) LA > 0 alors, daprés ¥
| k3] 4 3 '
théoréme des valeurs Intermédiaires : () < a< 1

' 3
c) Puisque f{ﬂ'} = a alors Arctan {33) +2a-1= T T il
d) Montrons que pour tout x & ]ﬂ‘ -Hr[ f" { ) ArICtan {Jﬂ")

Onad'aprés 1) b),1a fonction g est strict

8(x)> g(a)etdo -
- m:f{r) x}&Parsuﬂemnurtnutx}a *f( »
L T e e B ) x} > X. Et puisque )a fonction /

eément croissante
sur | g i
ur K. 1l s'ensuit donc que pour tout x > @

h:lt e o  aem—

" T An e e, ._”-m‘.i
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strictement croissante sur |a; +oc| etf[].:r: +0|) = Ja; 4] alors £~ (f(x))> ' (x)pourtoutx>a.

Dol pour toutx > @, x> /7' (x). Cela signifie que la courbe ‘€. , est en-dessous de la droite(A):y = x.

e ——

« Pour montrer qu'une équation f (x) = m admet une unique solution dans / , on peut

—— e —— = — —— —_—— !

~

montrer que f réalise une bijection de / sur.J avecm € J . La solution de cette équation @ e

" e
estalors /' (m). g L

« En général, on ne sait pas expliciter la bijection réciproque d'une fonction continue et strictement

monotone sur un intervalle, mais on connait des propriétés sur cette fonction :
monotonie, continuité, limites, graphe,.....

[ « Pour déterminer si une équation de la forme [ (.t) = g(x)admet une solution, on peut toujours se 4

' ramener 3 une équation de la forme /1 x) = 0.

2) Soitfun réel positif. ?

| a) La fonction x = tan x est une bijection de[{};%[ sur 2 Draf; e R*donc: 3la E\: [ (a} Jr.

—_— T i
Pour toutf € =" et pour touta E[G;?[_nn a:vf=tanastr=tan"a < Jl+t = =
A c a

T oa
! g 2cos (E*;]
+sina 4 2 . o a
Par suite : JF+~J!+1=mna+ = - —tan( )
cosa  cosa .. [..i'!' a) [;r a] 4 2
sin cos

b)Onaae IITI:'?'r dnnc[£+£)e = E[Et par suite :
2 4 2) L4 2

JF +J+1 = tan T%]am:mnw irT)=Z 44
\

1
D’autre partona a = Arctan+/t ,donc: Vre R’ ,P.n:mn(\r FE+ )=:+—:\rctun~.r

¢) En remplacant 7 par3 dans le résultat de la question précédente on trouve :

5;
An:tan(ﬁ+2)=q+2mctan\r £ ;,%:TZTT. Par suite : tan(u}-1+\r

UTTLISATION DE FOMCTION TRRATIONMELLE
1) Résoudre dans & les équations :

V+x-P—x=Y9-x : 2xJx- 3:{1: 20 ; Jx+1 \lr;*-l.r\rctant+hrctnn(2x}
X

Z) Calculer les limites suivantes :

Y - e —Yx+1 : - o ) 1 =
T Lol . lim Y -Ux + lim (\}1 4y’ -.1:) ; lim —[Arct:m— - —-}
r-al ‘?I = I ol FI . h'i.'l:""l L =" ¥ X 1

= A """"'1'--"-' '_'i.'-' i '!'1' i e b e PR -‘.—l‘!:l g
& ".. -I-n'?‘ _, = "™
2t T thi ”;'-'ﬁ’*' ﬁ'r

u..._..'n

- T, BT
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1) Résolution des é

[’é&lﬁﬁﬁiﬂ

quaﬁuns:

H-x=09-%
tion est D, =["3;3]‘

_3ab(a-b).onadl

« Pour l'équation : Y3+ x—
e définition de cette equa

g~y =& -b’

Le domaine d ors pour toutx € D1 :

En utilisant l'identité remarquable (

¢{3+.r)-(3-,r]-33.{9’-::—.*9-x: =y9-x
o3 =%

'==~x=2\/9’-:?

m(x::-l(';—x:) et .rE[D:E])

63

e X=— )

5

te, I'ensemble des solutions de cette équation

(car: Yaya =a)

]

)

6~

-

|
est: 51 = *!
L

L

Par sui

’1
e Pour I'équation : 2xyx - 3x.3 = =20
R'.Onposer =vx .Onaalors:

Le domaine de définition de cette équation est D, ==

2:5—31.41= We2t*-3r-20=0 2T =-3T-20=0 ((url= )
x
La seule solution positive de I'équation 27 3T =20=0 estT =4.Doncs’ =4 ce quidonne’ = NES

Et comme x = alors x = 43/4 . Ainsi, 'ensemble des solutions de cette équation est: S, = {Jﬁ}

s Pour I'équation : Vx+1 - Yr =1
Le domaine de définition de cette équation est D; = X",

Onapourtoutx s X’ :

Jesl-Yx =1 Jx+1-1 =Ur;¢:}(\¢".r+l —!)! =:r-::>{x+|)\i'x+l-3(:c+l)+3d.r+l-'1="
ce qui donne : 'J.I+1-{i;=lc}JI+](I+4“4\J.‘E+|]=UG(\JI+I =0 ou x+4=4~&_ﬁ}
Par conséquent : *JI+1—U;=IC}{I+4): = [L'r:u(,1|r+f-1)1:::::-.1:*1 -8x=0<=(x=0o0u x=8)

Par suite, 'ensemble des solutions de cette équation est: S, = {0;8}

e Pour I'équation : Arctan x+ Arctan (21) w
4

Le domaine de définition de cette équation est D, =R,
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Comme v > Oalors0 < Arctan x < -y el —— <« E- — Arctan x f;i ,donc:
4 4 2

l-x

Arctan x4+ Aretan (11"} == % < 2x = lan [% - Arclan I) & 2x = |
+ X

lana —tanh
|+ lana.tanbh

ceci est dd aux formules: tan(Arctan x) = x et tan(a - b) =
Alnsi: - Arctan v + Arctan(2x) = -E- S 2 +3v=1=0e> x = iﬁ__:l_
4

L'ensemble des solutions de cette équation est: S, = [-—_m - 3}
| 4

S

. I‘nur n‘iﬂmtda ¢ une uqu:uinn avec r.h:w: lonctions racines n'*=« pu la fonction Arctan, -
lidée générale va étre d'appliquer les identités remarquables et les formules de trigo- —
nometrie. Souvent en pratique, on utilise les riégles suivantes : L""“-

{lltfl]: =a’ +2ab+ b’ ; I:_.u—J":']|1| =a' =3a’b+3ab’ -bH =a' -§’ -3ab(a-b)
(a+b) =a'+3a’b+3ab’ +b" =a' +b' +3ab(a+b) ; o -b’ =(a-b)(a* +ab+b*)

tana +lanh
tan(atb)= : 1+cosx = 2cos’
| Etana.tan b

S . o X
: | —cosx=2sin"— ; sinx=2sin—cos—
2 2 2

-

I-.'I]-:

e T

2) Calculer des limites :
i 1 (*r —I)(\!—+J— J—+I)"r {.r+l}(dx_‘+¢}’x_:+{[;+l)_

-~'ﬁ (e a) NERREE

L | oo

¥t . 7 -fery  [e) W'

r
. Ilm = lim lm

el e ey

J’Jﬁ'

x+1 :
’( J = Dalors Im =———n0——=0

. llm NES -X= hm = lim =

1

: I | |
* Pourla limite lim —=| Arclan—- -—-) an pose Arclan—-— =1 avecx >0,
LR x 2 X 2

Comme hm Y

i-phr

Puisque lim (hn: lanal— -£) =)' etx=—tant alors: lim l[.r‘"urr.: lﬂﬂl—i) = !im--—r—- = —]
TN x 2 vel® x X -0 lantft

| TTe—— SEE— S -
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LIMITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE — T E?D_\.

Calculer les limites suivantes -

. i sin3x T - - |- cosa
Calculer les limites suivantes : Mjecese =l ¢ int— p o him——222
- Ux r+0 sinx r0 42

J 5 -
. NX+4-2 R - . ' i _
lim - : lim —(-JJ.\'* FET— +,1:) iy AN X —Sin x + lim SINX — tan x

LI T T e L = i -, r -
..\ X o .T ¥ wll J-T ¥ —ulj .T-"
Be st st :
L v-"‘. +* l -‘3 . 3.‘. _\'- + _1... _— ; <% S Y By o . ———
hm -— . h;“ SN : lim siInx.sin2xy : biia JI +585Iinx —'\Jlll—-'_i',,[n_t
b o= - - P b - “ —
J—‘- — x 5 _""- + "'. Tl I = cl‘_'..,:'_ T TR ) | -1..
. JZ.H-B—J.H—E: . Axeyx=2=J2 . l=cos x . | —cosSx 28
hm — ¢ lim — = lim - : him - - liml-.'t..
L 1Y [ T Jg -2y Y2’ ||'_1.: =i o0 x.Smdx o 1'1, + X }mﬂ 3x =1 gjp =
' 3 tan- x + 2 tan 3 7
. . . K 5 Ly . ‘ AT LAY — 2 . COS LY <+ oS
lim -X 2 him - - ||n] - - Iim EL TEOSX
""'*'\.t+[ e P, [T ,,I'_\-.,.g e SINX—COosx oy 2ensx—]

Calculer les limites suivantes : Calculer les limites suivantes -
" \.r: ~11’l—3 i = Jca lim Sy —cosx lim 2tan 2y —+/3cosx
lm - = HT“ - —. & " ol b « N ya - T —_— -I i
el Xt =3x+4 e x+Jx+2 G adbl i g T
- f_s 3 . s - f = AN f~ & -
o - — - - " o | _: » i e = ) _-' o .|||..'I
;Il'_n; sl ."fl", V4 +3x -7 - 2x h"'!L\'i'-m Xmm—— | ; iR
WL 2Cosx -t 2COSX+COsT
ki 10x” +9 -7 I Jr" +1 -s.r'r.r' — ] - 3
; lim F o _ : T
—— ., & S : . im|—=-Xx tanxy : 2 —3x+x —1
=2+ +5-5 Ve +1-J¢ -1 TL: jfanx; tim(2-3x+ ]““‘[«
% 3 2 . . - .
[111'1 VX +axt tx+1 =-xvx+] (oiaeR) _ . s cos' x—sin I
g lim (2" —x+1)sin®| = | ; |imE —
J 2 ~ - R X/ i |: . iT =
lim X —dXx + J—T- — 1 ( i . i 5]“{:"3
= oudae = '
F=g" "F"I-ﬂ f
. COSUX = COos Dy " RS -
lim : (uu{u.h‘js(_f, ] )
i wih I-‘-" P

Soitm un nombre réel et /' la fonction définie par :

mx’ + (m'f - E]_ﬁ +{m - ['}_1- =3 Soit f une fonction numérique vérifiant :
f{-r} e ¥ - : ! 'Inl
x(x=2)(x-3) (VxeR) l+x-x" < f(x)Sl+x-x
1) Déterminer le domaine de définition de 1 . Calculer les limites suivantes :
2) Etudier les limites de la fonction / aux bornes de , , . . f(x)=1 . [flx p
him L;‘ {.\'}-ﬂ- x* } : hm——--—: Im'r-"-'—’t
son domaine de définition. ke P ! 4
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En utilisant les propriétés des limites et encadrement,

calculer les limites suivantes :

v+ 2 ;g i) X+Cosy
]lITl » Jimxtsin— ;  lim ————
§5-4sinx ¥-+0 x vaee e 4]
. - x=-E(x
Itm\rcm— H |In1(\-'q'—c{'.~5.r) . I|m—1(—!
T i K= m — .1__
, SEH(E{I)) v.siny’ (v-2)J5-x
lim o lim ———; lim
R s I ( |
2 +sin
x=2
3 | +cos’ x . x—E(x)
lim Ty I:m——-— : lim ——
§—all - + T "
3+s1n[—) ' {w+1)
X

‘ CONTINUITE D'UNE FONCTION EN UN POINT

— o ———

ETERCICE 02
M i

On considére la fonction / définie par:

! ] 1
' =-x +x +3

f(x)=- T si x# -1
f(-1)=12

Montrer que la fonction / est continue en—1.

{-— —q.--:-ri-

g T

On considére la fonction / définie par:

0%

f{x]: J3 +Eﬂ:i.'(’ -2 3 =a
4 X
|
)= —-—
~f( ) 8

Montrer que la fonction / est continue enf).

Déterminer le réel a pour que la fonction / définie par:

cos’ x—1
sin” x

si x#0

/()=
f{{]} =g

it continue en 0,

T T e

— s '1

PXERCICES EL PROBLEMES

Déterminer le réel a pour que la fonction / définie

par:
Vsinx =1
xX)= X#—=
f(x)="—
-r_-_-.
; 2
T
— |=d
/(3]
i a
soit continue au point.x, = 3

: F‘""“"T”.Ei

ol

Soita un réel strictement positif.

On considére la fonction g définie par:

r;,-[t']‘ P ol KA

six>-agetx=0

' l
.L’[['-'}=_.J;

1) Montrer que g est continue en0.

2) Préciser la limite de g quand x tend vers +=.

Dans chacun des cas suivants, étudier la continuité de

la fonction / au point X, :

v -5+3
1) f[.‘]:l — et x, =
vr+2
x' -8
f(x)=—10= st x =2
2) | J¥ +5-3 et x, =2
f{2)=18
f(x)=(x —ﬂ}.sin( Jsij%.‘i
3) x—=J et x, =3
f(3)=0
| - tan x)’ ;
_f{.r)—{ HHT}_ si r#_l
ny | +cos 4y ot :r,,=£
AT 4
ol (7 el
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|

- | - S -

1 X :
l CONTINUITE A GAUCHE - CONTINUITE A DROITE \

- ——— e — g

i
L ol & - .
k., ¥ Hi
.ﬁ v . i v A
T — o e - -

Dans chacun des cas suivants, etudier la continuité de

la fonction f 3 droite et d gauche au point.y;, :

1.-( ﬂ-‘m si x=0
A
1) 3 x* —2|x et x,=0
2) _.I'“{x}=.rEL II} et x,=0
x+1,

lf{\fpﬁ si0<x<d

k -
3) ,f_k41=i: et x,=4
r—44
fix)= st x>4
! (=) x—4
_ 2siny-=sin2xy . F s
f(x)= S S1 X € :‘1{}::[
4) { f(0)=1 et . =0

tf[cﬂ: IE’II‘I.T;HII‘II - rr.:]—%;ﬂ[

On considére la fonction numérique g définie par

g(x)=(2x+x)lanx sixe ]-:r:—%[

L _J

—_— ¥
g(x)= oo = si .re]—%r-;{}[

x.tan x.cos” x

3\-‘1+x“ -x

24+ x

<

L.E{-T) = six e [0+

1) Calculer les limites suivantes ;

lim g(x) , lim g(x) ., lim g(x)

2) Etablir la continuité de la fonction g en 0,

e — e e L T e e

Déterminer les deux réels a eth pour que la fongy;,
i
définie sur ™ par:

fx)=220 i x>2

x=-2

o I
f[.r:]—-‘—l\;—h si x <2

soit continue au point.x, = 2.

Déterminer les réels a, b ete pour que la ﬁ::-nctinn,r

e o Ty

L‘ .: J

- -

définie par:

v =2hr+1 .
fx)= L - six<l
2x"  +ax—-a-—2

¢ 24+
1"fmz 3
. | :__'n__-\
flx)= e il s RO
™ +1

Soitn € N . On considére la fonction f définie par:
: (3-x) -a .

fix)= —— 3§l X< 3 G

3 V== [nf:(:f.f?]fi*‘.

/(v =2t

st x=2

Déterminer a eth pour que /, soit continue en 2.

o e T 3 ,.J'F“ e ——— ,_...___-____—ﬂ"'

— S —— —

Soit / la fonction définie sur < par :

i e il S5
X

S(x)=3x+c si x<2
: . 5 ol
Déterminer les réels a, b et e pour que les condit!

suivantes soit vérifices :

v lim f(x)=2 et ]i_”:.f[-t']ﬂ?ir_r?_f'{"}

L R s

v [ continueenx, =2, g
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I PROLONGEMENT PAR CONTINUITE

i S

P

i —

ﬂ- . ‘-\..T ;'-‘Ii‘r' __ B _Fl‘ h“
=

i ——

pour chacun des cas suivants, montrer que la fonction

{ admet un prolongement par continuité en x, puis

donner ce prolongement :

o]

it X.=]

l]f{} J_11-+|—‘J‘l.'+ L il

JT-Lﬁ i J"\ 5 =3
v, el .\',,?-2
)f{ } d-x

lanx—siny
N flx)= - o x =0
]"{ ) X+5Nn.xX

~Jl+sinx

4) f[r}:ﬂﬂﬁ‘r R SN X Et _1||'” =u

On considére la fonction / définie par:

N VBx+1 3\!
M 1) 1

1) Déterminer D, le domaine de définition de f

2) f admet-elle un prolongement par continuité enl ?

o — —

-
Eog = P e g
"‘l." b ' - gy e, . . Ry e e
g, F L EE o s
— e R

On considére 1a fonction g définie par

gix)=

3x° +5x+2
|."r:: — |! = |.T ¥ ]l

1) Déterminer D, le domaine de définition de g.

2) g admet-elle un prolongement par continuité en - 17

—— e — —
TR T o
e REo LAY 2.8
e

. et
S0it f la fonction définie sur @' par: f(v)= rf(:J

x-x" < f(x)Sx

2) En déduire que f admet un prolongement par conti-

1) Montrer que pour tout x € &

Nuité «n 0 puis donner ce prolongement,

____

BEAERCICES B L EPRUDLE DB S

ants, montrer que la fonctior

Pour chacun des cas sui

f admet un prolongement par continuite en X, puis

donner ce prn!nngwm*nt :

) £(x) - ~1T7x+15 it i ol
x-1
. " « )
2) f(x)= | + cos x.cos 2y g g
v -
. " =-a"
3) f(x)=—— et x,=a (iciaecRetnelN")
x—d
| (r
X.SIN X = COSs _‘J
4 [(x)= - X, ==
X+
.-'-iﬂ[.T-Jcm X ]
5).flx)= et =0
X
l=(p+l)x+
6) f(x)= \ g ,h £ o x,=1 (ici pel")
(x=1)
7) f(x)= \Ir‘rl 20l & v, =0 (iciaeR))
anx
tanx -1 F g
8) f(x)=—¢ et x, =—
& J2cosx -1 -+
9) f(x)= Cosx+ .:m:._t—- 8 % =0

cosiv+siny =1

10) /()

{1 5]) e =

- S

Soit f la fonction definie par:

[r-G20

sl |1| > 1
X -]

.f{.r] =x' -3x+2 si H <]
1) a) Calculer |ir':l f(x)et [i.;:? _f{.t'].

b) f admet-elle un prolongement par continuité en | 7

2) [ admet-elle un prolongement par continuité en -1 ?
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EXERUICE Y <L PRUD ARIVAE S

e |
- S 'r |
Soit f la fonction définie sur[ : 3[par.
(l - tan .1'):
) cos 2x

Est-ce-que la fonction f/ admetun prolon

JT & ¥
continuité en— ? Justifier votre réponse.
4

On considére la fonction / définie par:

[ r=-x+1 .
— 51 TEI
f{r) Ix- +6
| N .
x)=— sinl —x | si x<lI
1) (Z:)

1) Etudier la continuité de la fonction fenl.

2) f admet-elle un prolongement par continuité en 0 ?

P —~E——
-

w—_ INERCICY 26
On considére la fonction g dffinie par:
tan(7x)
X)=———
8 (%) x—E(x)

1) Déterminer D_, le domaine de définition de g .

LIMITE D'UNE COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS

I TS

T AERCICE 20
-—4.‘:_“_____.3? ICE 2

Calculer les limites suivantes :

sin(7v/cos x ) “mm“[ sin (7x) }

lim .
:l'—-l“ I v =all :['

— o =

gement par

2) g admet-elle un prolongement par continuité en 0 ?

. ] 17
lim [:‘Jx +—] . lim tan(\{;_mg[L]]
L ES LS A .I l—ﬂ.l" -1.:
lim cos E( I) : x' -1

_ ;  lim tan| &, [—
x=wl} I F o= 411.‘ + l

P e —

Calculer les limites suivantes:

; T .
L e ) e sinx
: - im tan| ——
I'tla-r«!ﬂlI Y — I r—+D" ﬁ.lx et II‘
tan L-r-r)—lan(ﬁ;r:) . & .
lim cos ( - ,I.IT.;E —
¥ —=bilh 3_r I+Ir
i \
ax +2x imsin| x* si [l)
' —_— imsin| x SN -2
II_@ cus[ S_4r } e ( = |
l CONTINUITE SUR UN INTERVALLE

.-""u-_.-_
_{‘__‘—'_:E;:_::_ t '::,‘:_' | S TD—A

- ——— e

Pour chacun des cas suivants, montrer que la fonct

{ est continue sur son domaine de définition :

1) f(x)=-5x"+7x" =5

=9

X" +2

2) f(x)= (x+2)(x-1)(2x-3)

3) f(x)=x +3x° +3x—sinx

COS X

4) f(x)= = BT

—2X+

5) f(x)=sin' x—5cosx+4

Jx' =35x'+6
{1‘—['}(1': +'i]

v +4x-=5

7) f[.r}:sin(vr.;]+ >

On considére la fonction / définie sur = pai\

G) fllx] =

x' +6
3x-2
f(x)=cos(7zx) si -l<x<l

-f[*")=*%n‘r:+3 si x21

flx)=

si x<-1

3

Montrer que f est continue sur 2 ,
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pour chacune des fonctions suivantes, détermine
domaine de définition puis étudier |

chaque sous-intervalle du domaine de g

rle
a continuité sur

finition -

r g
f(x)= mn(hh]J boglx)= 55“[‘-‘“%)
=2 =1 I —cos(27v)
hix)= ; ;" )=
’(" |.T+||—2 [ ) .t’[.'r-l)
| 1-cos r|
u(.r] = H SRS

v(x)= e

tan (7.x)

L RYERTCL 340

= -

Soit g la fonction définie sur = par :

lg(x)=

g(x)=a'x+3 st x <1

8~ fx

sil<r<3
2x -1

"1 =
LH(I] - -:é_r: _ﬁ.‘"r_ r+aff six=3

Déterminer les réels « et f sachant que la fonction g

est continue syr =

Soit f la fonction définie sur = par :

f(x)=x" =3x+1

Déterminer |es images des intervalles suivants par f :

= ][};+¢:[

S K =]l

HAERCICH i

| On tonsidére la fonction J définie sur ® :

2) n""t'rmim!r: f

| S

-7 sj 2
f{_x):{lr 385 x<

| -
X -3 s x22

l . T
) lustifier 14 continuité de f sur @ .

{[-2;4” et ,f(]—“"-ll}}

1

x+1
1) Mﬂﬂtrerqur:f est strictement croissante sur

rlﬂl’EWﬂ"E [ = [-—i; —][
2

2) Déterminerl‘image de [ parla fonction f .

Soit [ 1a fonction définje par: f(x) -

3) En déduire que I'équation /(x)=10admet une

unique solution dans I'intervalle J .

' THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES
-H.'

JRXBRCICE 36"

ey

Dans chacun des cas suivants, montrer que I'équation

Proposée admet au moins une solution dans l'intervalle [ :

D x' =2x ~1=0 ;o 1=[23]

) x'-2x-Jx+1=0 . 1=]0;1]

3) x4+ X7 +4dx = 2 I=[0:1]
4) x—2sinx=1( 3 ff-]%::r
"! =
f o o

5) /I L T ¢ I= l:-?i
x .42

6) 6Gcosy = x S :ﬂ::]

ENBRCWON 307

S —

Dans chacun des cas suivants, montrer que I'équation

proposée admet au moins une solution dans l'intervalle [

1) 2¢' +3x-3=0 : f=[{}:]]
T

2)sinx=21-x . ‘r__'Jﬂ:E[
a T

3)lanx+dx =15 . ;3[_‘?;3]
) x *'E(%]”H ;o I=[12)
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t__:*:j_am_tir_bieﬂ.-y.:m,:m’.‘a_-aLa&:- -

__-_.—u——'_
ﬂ‘.‘fr: =TS V’—/

_,_.r"""
ns cuivantes admet

——— e e

Montrer que chacune des équatio
au moins une solution dans I'intervalle 4
1) :‘-3x=+15:-1=n . I=K
2) I+5in:r-.f:=ﬂ . 1=K
3) 1 =x" ] . I=K
_ e
g o rsxrd=100 [=R
- . =R

5) €OSX = —_

(x+1)

6) x° COSX sxsinx+1=

@1

I'équation X + 1

L

Sy
i
T
¥

0

1) Montrer que _yr4+x+1=0

1
admet une unique solution dans ]'T‘;T{ :

—

2) Montrer que la courbe de la fonction f ,telle que

f(x)= 2 +3x+4 coupe 'axe des abscisses en un

seul point dont I'abscisse @ est tel que—l<a < 0.
3) Soit g la fonction définie sur < par:
g(x)=x -6x" +11
a) Montrer que I'équation 2 (x)=0admet trois
solutions distinctes dans = , notées X, X, eL.X;.
(On adoptera l'ordre suivant.x, <.t <X, )
b) En déduire le signe de g (x)sur.

{;—:;_ :.r. ! TH

Soit f la fonction définie sur[ﬂ; I] par:

f(-‘-']= \.-'x::+l

1) Montrer que I'équation / (x) =0 admet une unique

~cos(7x)

solutiona dans]{}; I[.

2) Par la méthode de dichotomie, trouver un intervalle

[u.bl de longueur 0,25 tel quea < a < b.

15 une solutions dans [ﬂ:;r]_

admet au moi
R sin” X

'é tion
que I'équad i

—
—_—

2) Montrer

une unique solution dans}{};—*

ONCTION RECIPROQUE

o —

THEOREME DE LAF

montrer que f réal

— ——

Nans chacun des cas suivants,

une bijection de / surun ntervalle J a détermine

terminer une expression de _f" (%)

puis de
1) f(‘h}=% : = [5:J-I
2) f(x)= x- —6x+2 : = ]-—:r'-’u[
3) f(x)= -—————1 v L=
o +1
4) _f'(.t':l:(\l'i—r-llr : f::-r;_”-'r]
5) S(x)=x- X =X s A= I*"[
& f(x)=2x-x o]
I )= 2X=vX . — | ;=
¥ = VA g o -{ 7

N P em—

-
T — —— il o

4 4 f
On considére la fonction / definie f:ur]—' l, +‘£i b

f(,__ﬁ

1) Montrer que / admet une fonction réfiFfﬂq”f"

d ' L i

éfinie sur un intervalle ./ a déterminer:

2 ) . __fan ‘
) Dresser le tableau de variations de la fﬁ“‘“ll

3 : 1 3y » !
) Déterminer I'expression de / l (I ) pour out !

__-“._
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Se—— S ——— I"\
5 3 5 i " t & 2 i Pl J 1.
= ¥ F 1
B L L ] ’ ! | R E R, Bl R
L - i -2 = [

' FONCTION RACINE N¥#=+ . PUISSANCE RATIONNELLE
e e ———— Résoudre dans ¥ les équations suivantes :

kT 3 D | 1) ¢ o567 -2420 ; 2) 2% 430 -4=0

1) Simplifier les nombres suivants : 3) S +5x+8 -3 +5x+1 =1

1
o VIS x, tf}:ﬂ . b= Iﬁxﬁx(ﬁ) NN -4 +20 -1=x
Y1024 x Y64 x10° Y27 xJ 3 ]
3".T+43+I=3 ; ﬁ}('y';_]) -54=0

Vo-«x

5) 4
2048 x Y160000 34 x

Y3096 x Y256 x 512 NVN-x+N+x=42 ; 8) Yx+8+Y27-x=5
2) Simplifier les nombres suivants : 9) m_m:m

x=(27 3% +[|6]' - ;:: +£j 10) Y3+ Jx +V3-vJx = ¥2x
N 11) 5v=4dx-1=0 ; 12) Jr+Vx-12=0

4 8
(S () e
) S id = + ] 1""' e
3 3 r X

c=

3
4 %3 £ - '--:_F,_-_.,‘ e _.,‘h
- I -I - .-1:.""‘ _J E; __ﬁ
a‘ ’ i/_ " h- ﬁ\___
o i ‘ a2 . ,
- ‘ : (ici{a.b) e (3 ]'} Résoudre dans < les inéquations suivantes :
£ \I.E ¥ . ! -
iﬂ;JI‘I\h: 1) Jx+2<x ; ) VIr+l-3<yx+2
\ ) 2
~ 3) (2-x) <x ; DV +8-2<x

3) Comparer les deux nombres: v91 et VI3

4) Ordonner dans I'ordre croissant les nombres :

d=Z s =l : C=45 i D=¥3

3) Ecrire les dénnmina_tuurt: des nombres suivants Calculer les limites suivantes :
sous la forme d'un nombre rationnel : | T ot
1) ime———— v 2) H —
1l 2 5+ | e 3 Vel =
24 -1 Ys- T s-No+da e =1 v-Jx+6
3) lim 1) lim =

‘Y +1 B T ey
Jy+7-=2 sy

Résoudre dans = les equations suivantes: 5) I,irn-‘_{;_—__ ; 6) lim—
) x*-25=0 ; 2) X’ +8=0 i 2-Yred

N1 =G . 4y =47 7) lim Vx'+x-x ; 8) lim v-Yr = Jx
M xt =16 . 6) {31‘—4]5 =32 2) hm Vel + 7 #1-2x ;10) lim ¥x' + 47 +1-x

AR I \ ) = :
Jﬂ_-sﬁn:u . 8) 9x-7Yx-2=0 IDIm Ve —x=v=1  ; 12) lim V¢ + 3 + 2y
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Calculer les limites suivaifites -

e
-

YL —
1) lim VX +1-x

I - : 2) lim s
RV S & raee Yo —1-x
2) lim d(x+1) - \{( v-1) ;) limx' - =

5) hm - ' 6) IimIH .40t
i X il S
IJIr ) _ i1 _-:
7) him = 4:.1: 3 . B) lim J‘ i
1w Sy v Y
72) Iim : 1+2*3J'._; = 10) lim J_ e
S ey L

m—l

Calculer les limites suivantes :

'“"(lxuh =52

e

1 &
. \.'I'I +lanx - Url +8INY
lim

COS ¥ — Y COS Y

1 - ;. him
- X ¥ ~uil Y
I l
Ilm? I||11 L.
1 - tan —t] [1+8x
\ 4 ¥ X
i LA FONCTION ARCTANGENTE

FERCICK 538

Simplifier les expressions suivantes :

An:lan[mn [ﬂ] J‘srciun( lun‘ —Ei]:-]
i 17 : 3

Arcmn(lunﬂ(ﬁrumnﬁ)) . Arctan __I}_
1(_]
\ 2aEy

3 2
Lan(An:lun{ 2016)) : tan| Arctan= - .r”t.n:mn;—I
' 3 F |

I

tan (-Arctan(5)) ;  tan(2Arctan(3))

B

S ERUILES EEERUBEEVES “ﬁ"#fﬁ:ﬁ

rrl_:':

=t

'F.E I, ll"""

e —

1) Simplifier les expressions suivantes -

|
A = Arctan 2 F!\I‘L‘Iim?

B= Arclun(] —ﬁ)—-ﬁmmn(l +v@]

2) Etablir les égalités suivantes ;

|
Arclan — + ;‘urclslnl B
2 4

3

| |
Arclan — + Arctan o r".ﬂ:[i’lﬂl = o

—

2 5 R 4

|
-lr"hrL'LTIH S :'"tl'{.ldn-—l— :i
J 239
4

4
o
3)0Onpose: o= ?.:\n:l;mi o i — Arctan (_I.
\ I ‘Jf

a) Vérifier que ) < & < —

b) Calculer tan & puis en déduire la valeur dega

_CF'_‘.*T BRUICE S :}A%_

Resoudre les équations suivantes -

Arctan(3x) =-

? Arctan(x +2)= Arctan(}

-
L]

) P

Arctanxy = —+

Arclan (_‘r:
4

2Arcta-
— : Arctanvx=--
R 4

—(:-_LHT" “1‘3—%_—_4

Calculer les limites SlII\-'JT'J.Il.‘h}-:

Arctan x + Arctan(2x) =

I\T{:ﬂ.’ln{_‘:}.l'\j _.\rc[ﬂn(_\-: + -lhll

lim

: : hhm
i —al -1. wil -_'l_
lim "\.rcl-m{ v 1} Ii : ]} \rci‘ﬂ'l‘l'
i i - £ ' il - &
il i lim (.1 / p
'3
1 14
.-'\n:an[—-‘;:" ]
lim xArctan v-— v - him ————--""".'j
B RE | 2 - i I
X - EJ..-\n: lany—— ~| \ l‘-Tl*;r;j
& I :rl
lim ; lim——"
i-#l r=— , L}

____4
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a --d"*-r- 'I
R ICRS 7 -
":_._‘_‘__ —

Goitnun entier naturel non nul,
ol

Jer les limites suivantes :

alct .
- s 2y

L]
4 X X =N | + Ll’.'l'i ny
 BER He T ; hm ‘
I'T-{a_f‘]" = . ln X' -n
| -cosxX COs 2 Irx.,..Xxeosny
= .
{l—iiﬂ.’t‘]{l - sin’ -.}[l - sin” .r]
lim T
W cos X

%
-

CRRCICH 48

Etudier la continuite en (0 des fonctions suivanles :

, Jx =1+ 2 o
Fix)= re si x20
I :
f(r} e COS X — \ﬁ 5Ny s %0
| X
sinx—tlanx .
g{.t): s1 x> ()
Jx
» <g(0)=0
g[r}=.r5in[l] si x<0
i X
-’l{I]=.rE[l] s1 x <)
X
» 'h{ﬂ}:{]
E(x)
h{:‘) I—-—— si x>0
~ Jx
9
”"']=f\rctun.r.sin[l +—"]~] si x<0
X
" 1k(0)=0
1“(1} = ﬁhiﬂ(%] s5i v=0
: X

|

-"—-...-h‘.-.-""-—:l--"-

R

m—_tHNCICE

e T ——

Soit / la fonction définie par:

cos Jﬂam["x-—-J
(3J 3 six>0

cos2x
I+

L. (x)=

f,(x)=x+mc+m+

x+1
Ot m est un paramétre réel.

1) Calculer: lim /, (r) et 'I_im £ (x)

1

2) Déterminer m pour que /_ soit continue en 0.
3) Déterminer m pour que f,_ soit prolongeable par

continuité en—1.

f(x)= Jr—.&.(

1) Déterminer D, le domaine de définition de /.

Soit / la fonction définie par:

2) Résoudre dans < I'équation f(x)=0.
1) Soit p un entier relatif.
a) Etudier la continuité de fenp.
b) Etudier la continuité de f sur]p,p B l[.

(VxeR)-x< f(x)sl-x

4) Montrer que :

5) En déduire hm f{‘}ﬂ Ty ,f[ }

= T

" ERBHCICK6Z

1) Soit / une fonction conkinue sur X et périodique.

Montrer que / est bornée suri<.
2) Soitn € N'. On considére la fonction /, définie par :

l+cosx+cCcos” x+...+cos" x

f.(x)=

| +cos™ " x

Montrer que £, est continue et bornée sur 2

e e e
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= sfini 0:=| par:
On considere 1a fnnctinn_fdeﬁme 511:*[ 2[

| |
’r( T ginxy X

7(0)=0

1) Montrer qu¢ : {"G"I c ]ﬂ;-'

4
2) En déduire que pour tout X € }HE[ -

| = cosX
____—-—'-_-

<
% "((I] 5IN.Y
fa droite de0.

3) Etudier la continuité de

On considére la fonction § définie par:
ax- —ax .
g(x)=—= six>l
x* —-5x+4
P,
X = _
g(x)= si x <1
. '.;lj; + X = 1

Déterminer la valeur de a pour quela fonction g soit

prolongeable par continuité en .

N
- — —,
= Y

— T =i
=

ﬂ__-—_ gt

On considére la fonction définie par:

f(x)=tan x.g[_':)

1) Déterminer D, le domaine de définition de /.

lan x

< |tan x|

f(x)-

2) Montrer que : (‘U’.r €D, )
X

3) En déduire que / est prolongeable par continuité

en( puis donner ce prolongement.

Soit f une fonction définie sur i etk un réel tel qu
e:
(J’[_r._v}E?') |f (x)-70 |':k|1—_}]

Mantrer que [ est continue sur ®

2) Montrer

splution uni

3) Soit /' 1a fonction défir
Oy —X— 2 (=
f(x)=—= —~51n(-2—x]

+ 1

Jie sur = par:

Montrer que la courbe ‘€ , coupeé |'axe des abscs

en un point dont I'abscisse appartient a [O;I].

s deux fonctions définies par:

v(x)= \fS-:-

FIEH[E'E

4) Soitu etvle

r)=€/§-f: +7x+1 et

Montrer que les courbes ¢ etC, secou
(ent fl[ﬂ:ll.

point dont I'abscisse appar

Soit / la fonction définie pay’:

W
| +——-NX +2Xx
X --I.

A

[(x)=
sfinition dE.f'

1) Déterminer D le domaine de de

nes de D-
R telé

2) Calculer les limites de / aux bor

3) Montrer qu'il existe un couple (& p)e

(] T

4
) Montrer qu'il existe un réel ¢ € <|" || tel que

=

‘ I -
Jl¥+==yc" +2e=C o

'i-J
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Soit / la fonction numerique définie par:
v) = ?[ +V2y—x" ]

1) Déterminer D le domaine de définition de /.

2) Justifier la continuité de la fonction f sur D,

3) Montrer qu'il existe un cmtp!n{ﬂ*. f)e 2 tel que:
B B &
[‘E".T = |.-j-?:| ]

4) Montrer que / réalise une bijection de [L’l: I]:-*.ur[l’l; I]

x+1

5) Soit [cLh] un segment inclus dans [D; l]‘

—{'

Montrer que : (3¢ E[rr h]} flc)= '?b+c

o ————e,
- —

3 i TN, pe—— F
g " g
£ - e - -
-
= =

Soit / une fonction définie de[ﬂ;!]dans[{}: I)et conti-

nue sur{ﬂ:IL

Etablir que : [EL'E[[};I]} f(c)+ f(l-c)=2¢

i —
| — e

(' _'.-_f'.' '”“.‘-_J_,)‘

Sﬂitf:[a,h] — [ﬂr,h] une fonction continue .'-illl"[;.".h].

Montrer que / admet un point invariant.

e e ©

Soit f une fonction continue sur[ﬂ; I]h_-llu que :

f(“)=ff:)=;'_;

I__ .
Montrer qu'il existe ¢ € ]ﬂ:l[ tel que: f(¢)= | r

Soit f une fonction continue sul'{u,h] telle que :

[(a)=7(b)

bh—-a
Montrer que I"équation f{"-‘) = J((" i~

el R e

+C

]ndmnt

U moins une solution dans[fr.f?]+

SREXERCICES ELFRUDE ENLES ¢’

Soit / et g deux fonctions continues 5ur[l']: I] telles
(£(0)-g(0)(/(1)-2(1)<0

1) Montrer qu'il existec € [ﬂ: ]tel que f(c)=g(c).

que :

2) On suppose dans cette question que :

£(0)=g(1)=0 et /(1)=g(0)=!
Montrer que :
(vae=")(3a =[01]) /(@)= 22 ()

Soit f une fonction continue sur[n. fr] et p et g deux réels

strictement positifs.

Montrer qu'il existe un réelc £ [a.b} tel que:

pf(a)+af (b)=(p+q)f(c) |

r—— e

Soit f une fonction dy?::rt continue sur = telle que :

(3acR) fof(a)=a
(Jec e

o T
= _-.

—‘_‘h vl ol I
‘-" -— s F'F-.'-_

Montrer que :

Soit / une fonction définie’et continue sur un intervalle
[ de < . On suppose que [ ne s‘annule passur/ .

Montrer que / garde un signe constant sur/ .
s S—
Soit / et g deux fonctions définies de[{]: l]dans [ﬂ: l]et
continues sur[ﬂ:l]telles que fog = gof .

1) Montrer que si un réel a est solution de j'{.‘r] =X

alors & [ﬂ}est aussi solution de cette solution.

2) Montrer qu'il existe un réel a € [U; I] tel que :

fla)=g(a)

(On pourra utiliser un raisonnement par I'absurde)
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L RGIGES ELENUES "BV B

B e

T : ﬂ ‘ jdére la fonction
| Soitne M -{I},{]nrunhidLth n numér,

2 . % {,‘."h .
Soit 1 une fonction continue surun ﬁﬂﬂ“‘““[ ]

(x)= ™ 25" 41
nts distincts de[u. ﬁ] : f ( 1-)

1 f définie sur R par:
etyx,, X.,..ety des ¢léme | L -
| 1) Montrer que [ est strictement décroissante sy,

,’1] tel que:
2n
Fintervalle| O;—— |-

Montrer qu’il existe un réelc € ["‘

l <«
f[t'l"‘;if[ﬂ} i+ 1

/‘—__}_—___—'——- ( 2n ]f 0
m— TR 2) En déduire que / :a__l-J - U

Soit ,!:unc fancn‘;m numérique continue sur = et telle gt ] -
| - au'il existe au moin: - = |—
que: hm f(x)=a et ||r}1 f(x)=0 et ab <0 3) Montrer qu'il existe au =
1) ‘.\'In;;:rfr que: {E{L.T__*._l‘,}_‘lE R?) f(x ).S(3)<0 tel que [ ()= 0. I
2) En déduire que I'équation _f[.v] = () admet au 4) Vérifier que : a" = E_—_;

moins une solution dans R __(:""'_ n:* :__-)____—-——-“

Soit / une fonction numérique continue sur[a,b]m;’

: : : d 5 jmpair. : :
Soit P une fonction polynomiale dle cegr= Ip que f(a) < ab et b < f(h).

Montrer que I'équation P(x) = 0admet au moins

Montrer que : [?iﬂr 5 [u.ﬁ]] 1 a)=ab

Soit f une fonction nur rérique continue sur[{};l]telle 1) Soit / une fonction continue et strictement posit

que f(0)= £E1).

Pour tout entiern =2, on considére la fonction [, dé-

sur un intervalle [u. h] !

Montrer que :

| | i - Ja > 0):(Vx € |a,b ) ,f‘(r)?:a
ﬁniesur[ﬂ;l——Jpar: fﬂ{.sz_f[r-l-—J—j{I} ( { [ ] )
! o ks 2) Soit ¢ et ideux fonctions continues sur[u.fl] telf®
=1 k
1) CE]C”]E"EL [:) que: (‘Cfrfi [n".ﬁn g(x)> h(.r}

Montrer que :

{Elff > []':l:("-a“.\' ' [u.h]] ‘E(‘-‘} > ﬁ(.t’}*ﬂ

2) Montrer que:: (3x, € ]{};I[) /(%)= f(I" ! !ll)

P

g

Soit f une fonction continue et positive sur 2" telle ﬁ]
o Sf(x) Soit f une fonction numérique continue sur [
que: lim <| 10
roesr X Montrer qu'il existe au moins un réelc € ]”-h[ "
Montrer que I'‘équation £ x) = x admet au moins une I I
f(c)= .

- J. L
ans = - .
solution dan » a—-c b-c I
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ﬁ‘“wﬂlﬂ --F"H:{!i,'ri'hl'i _._]:u“jjl‘ d'r""li!‘-!-"" . A, =
e "
Fs
‘ et L ._'r:'l. e
R e ﬂ'?ﬂ_r'”j.ﬂr ._,)_-———“
" Calculer les limites suivantes ; Un marcheur parcourt | 2km en une heure
imVx +3=-vYx' +3 : lim VI=y' e Montrer qu'il existe au moins un Intervalle de 30 min |
= 1 ¥ =i
ﬁ pendant lequel il parcourt exactement 6km
lim—— = lim Vx
m-——= ,
r'-“‘,/_?:lﬂl s | I Y S
J___. J_— U_ [ Discuter suivant les valeurs des parametres réels a,
_— 'r ==
lim v him ) Ce O —— viiirdaa 1t g
T e O o ey b,cet m I'existence et la valeur des limites :
Y e LU N lim [\r’r‘ +ax’ +hxd e+ my .r+.?.)
D s - J
I : —
e X+ 3 - J_ ”"ldi_r_l}‘-.{f,\- Tirti(\'.l'r_r.'1+_r" +I+m_r)
e ENTRET S
Résoudre les équations suivantes : Soit [ une fonction continue sur [l}: I] et a valeurs dans
V2+x-Y2-x=Y4-¥ . Vx-1=2.Jv -1 I”: |]. On suppose que ;
—_— r _Ir— » I‘ ! = -
2 =1 | 1=-4x i vxe|Dl|) fof (x)l=x et Dy=0
hﬁ-ud-:iﬂ : L—”—_ +125=0 (vxe (1)) () /(0)
" (2= 1) Montrer que [ est injective.
—Qii_ri;)_—'—_ 2) Montrer que [ est strictement monotone sur[ﬂ:!].
I 1) Résoudre les équations suivantes 3) En deduire que / est strictement croissante sur
|
Ll - . ol 3 -
1 V' -J.,f.r[_rul'_l +2{(x=1)" =0 [H;[] puis que : {‘:fi'{—T{ﬂ:I]} flx)==x
|i ‘I‘ ; " : =
(1+x) 4 H(l-x) =4l -x
| 2) Calculer les limites suivantes : On considére 1a fonction /r définie par:
—— =4y 42
’hm xe (Jr+[—\."rr-|) Ilim -f.f{: bx—-x-2 M v) = Arctan =2 }
Py LR L 1 xa i
3) Etudier selon les valeurs du paramétre m la limite 1) Déterminer [J_le domaine de définition de /.
suivante : lim ‘U‘VI' +x° +1 4 mx 2) Caleuler les limites de /1aux bornes du D, .
N—w i
3) Montrer que /r réalise une bijection de K = ]ﬁ, w:[
Résoudre dans % Jes inéquations suivantes : avaleurs dans un intervalle L & déterminer.
‘ 4) On considere la fonction f définie sur I'intervalle
’ V2x+1-Jx+853 ; VX -B<x+2
] / ::|~.,E-l1+t-:[ par : _f(.\']=fr{1*+|]
I g it ¢ x—x . Jx -
. P : 4 3 Mantrer que / réalise une bijection de / sur un
¥ - I kG- sx=3 s I- Y =20 intervalle J d déterminer puis déterminer /' (x)

pourtout x €./,
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SE PREPARER AUX DEVOIRS
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1) Calculer les limites suivantes :

.

q -T1 ""1 3 JT
hm ¢ lim xArc tun(ﬂ) - —x
v -l r\.n:tﬂn(x—l} Tover 2

: ] i

- . 5 - ,T 3y .t

Iim [J(\-‘r) +x -+ ] - lim
== W == "‘:

Ihm (2.\'+I-U .r—B,r") - Iimlhrctnn[ ‘E ]

a0y x4+

L}
-t | B E
LN ]

: lim —
F-®=5 'U::___l_ﬁ Y — _T

IT) Montrer que: 2Arctan (2)+ Arclan[%) =T

" 1~J‘.’¢+I-—ﬁ.'\‘)‘r;:— _ 1[ 1]
lim — 3

1) Montrer que pour tout x € ]; +orf

2x
An:mn(l ) 2Arctan(x) -7
-

IV) Seit / une fonction continue sur [{}' l]

telle que :
(vx e[0;1] f(x)=<0) et f(0)=r()=0

Montrer que :

(vnen )(3c e [0:1]) £ ()= f(c* ’ i)

V) Résoudre dans = ce qui suit :

Arctanx + Arctan (2:) -

Arctan x + Arctan (2x) > Zad

3
V1) On considére la fonction g définie sur I'intervalle

Vg -1
I =]0;—| par: X)=——
[ 4[:1 f{ } 1—tan® x
1) Montrer que / admet une fonction réciproque
[ ' définie sur un intervalle J 3 déterminer.

2) Dresser le tableau de variations de /'
3} ﬁilll‘.’“lﬂr’f-1 (T} pour toutx e J y

e e T . ——

— RO 2

Soit /" la fonction définie sur]—m;%] par :

Six)= Arclnn(d’ tunx) si xs[{} : [
2

e

f(x)= _J|=T_=‘- si x<0
=
T\ &
A3)-5

: | A 7
1) Montrer que f est continue sur| 0;—|.

2) Caleuler: lim f(x) lim

3) Soit g la restriction de la fonction f ::u{ﬂ:i:-:|.

a) Montrer que £ réalise une bijection de[ﬂ

|

l'.l1_-|-|

sur un intervalle./ i déterminer.

b) Dresser le tableau de variations de g™,

c) Déterminerg" (.ﬂpmu‘ toutx e .J

Soit la fonction numeérique / définie sur R par:

S(x)=1+Ya' =24 si x22

5
f(-")=-:r\n:mn[ I )si x<2
2—-x

i n :
1) Calculer : li:p f[,r} et lim f(I}-

3 z % g . : 2
2) Etudier la continuité de la fonction Jen=-

3) Soit g la restriction de f sur/ = ]-r;l[.
Montrer que g réalise une bijection de / suT*

2 3 . _ -1 yur ’
valle J & déterminer puis calculer g ™' (X ) P¢
-
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() Calculer les limites sgi )
3 Zﬁrﬂan[ - 1) Montrer que : W
Wy {_'r+]] : - l+tan[_

lim » hm .
o 'T = x=1 a x| l+sinx 2 )
i b 01 —r

' Cos X

. | S ﬁln(ﬂ' -::n.‘;:r) I_la"(EJ

lim - lim

i O s L

2) a)- Mantrer que pour touta € [ﬂ, +~:::[ -

= it ! X
Iim[ X +I.Arcmn.r——-x] s lim — ™ _.E l
. by ‘frl—.r‘ .-‘m,ldn(Jc_.t+~Ju+l)—4+2hmtan(~f;]
1) On considére la fonction / définie sur 2 par:

(f(x)=3-x" i x<l
flx)= ;‘m:l'm[L—l) 8t x>

b)- En déduire que : lan[[ ] 2+~./_

IT) Calculer les limites suivantes :

v+ | | T
lim (l -dx )(Arcmn [—] + =
1) Déterminer les limites hm f(x) et Ilm f(x) M gl 9
s = - : i'T
2) Etudier la continuité de f sur I, Arctan [I ~Jx )_E Yr_x-4r—x
. : Bl..a lim ; lim ——= =
3) Montrer que la fonction / est strictement décroi- — ¥ w35 _ T

j ]
SSalite SUr s, lim (s.-‘.r‘ +2x—(x+ I]).—Hrclan( "+2x+x+ ])

4) a)- Montrer que la fonction / réalise une bijection

; z ; : i
de 2 sur un intervalle J i déterminer. 111) Soit f la fonction définie sur] o0, 2|: par:
- . .
b)- Calculer / {t‘} pour toutx e.J . f(r) 2 {jl-_'c R &

I11) On considére la fonction numérique g définie sur
[0;1] par: g(x)=+ 1-x-x

1) Montrer qu'il existe au moins un réel ¢ € Iﬂ;i{

41( )= Arctan(Vx + tan x) si re[n ;[ ‘

1) Montrer que la fonction / est continue en 0, .

tel que : m . {:’: ol 2) Calculer les limites suivantes :
, i 2 i 2, i 1) i L)
2) Résoudre dans[0;1]I'équation : g(x)=V1-x lim ——=; lim == lim f(x); lim =

3) Montrer que g admet une fonction réciproque -
. - | 3) Soit g la restriction de f a l'intervalle [ =| 0;—| .
£ " définie sur un intervalle J i déterminer. 2

l (.,‘] = l a) Montrer que g est strictement croissante sur /[,
4) Calculer la limite : lim = b) Montrer que g est une bijection de [ sur /.
K—b T
Iv) S0itn un entier naturel supérieur ou egala 2, et On noteg 'la fonction réciproquede g .
a,, a,, .., a, des réels de I'intervalle [I];l]. c) Résoudre dans / I'équation: g’ {1} = x
I k-n [ . Y " : )
Montrer que ; (E].-:: e [{};i] ) ;Ztiﬂ' -a, I = —:E d) Montrer que : ("ﬂ".t S I} o (,\ ] ¥
b—- =
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SXERUIUES ELPRUBEENMES

JJ""-IF'"
m—, it i")____._."
1) On considére dans = I'équation suivante ; On considere la fonction £ définie sur = par -
E):x'+3x-4=0 -
L& ; L+Jx* +1) |
S (x) = xAretan siox#()
1) Montrer que I'équation ( £ ) admet une solution '1 o
unique dans X, /(0)=0
2)Onpose: a = {ij e UJ_T =% 1) Etudier la continuité de fen0.
9 . A ; 2) Etudier la parité de la fonction [ .
Etablir que a est une solution de ( £ ) puis en dé- ) 4 /
_ 3)a)- Montrer que pour toutx = %7 :
duire quea =1.
: T x
11} On considere la fonction numerique g définie par: f(x)= 5 ?;-"if': lan.x
> Arctan (¥x -1) | 1 e
Yus s (On pourra poserx = lana aveca £ |——-2
_‘:.-","[.T R % i gyl
2 J: - \.r’: it |
' 1) Déterminer D_, le domaine de définitionde g . b)- En déduire une expression simple de f (x)su:
4) On considére dans =" I'équation suivante:

2) Calculer les limites: lim g(x) et lim g(x)

L] |
I

Gl TR

..__
[

3) Montrer que g admet un prolongement par conti- (E): .-"b.n:t;mi b
| Y

LY

nuité en 1 qu'on déterminera.
I11) On considére la fonction f définie sur = par:

j{:}:{x-—-l}E( ‘ J six#0

a)- Montrerque: (E) < 7| -»..T ] = ‘I—'_:x".r

b)- En déduire les solutions de |'c"qll;1tiDﬂ[E]'.

X =
= — ) T——— —— e ——
S{1)=1 RS B
1) Etudier la continuité de f en 1. 1) Soit # la fonction numerique définie sur x
o ; : , . _ ok | i 18
2) Calculer les limites: lim f(x) et lim f(x) f(x)=5-| ——-1|
e el il 1_....,',."_"
'-‘:\‘__:_..4) — 1) Montrer que la fonction [ est continue SUr %
2) Montrer que / est strictement décroissante sur

1) Résoudre dans = l'équation suivante :
Jx+ —-2!'; =1 (On pourra poser: [ = {f;]

2) Soit/1une fonction continue sur[ﬂ;Z] telle que

3) En déduire que / réalise une bijection de .4
intervalle./ i déterminer.

h{ﬂ] =h(2). 4) Déterminer /' {1} pour toutx € J.
I1) On considére la fonction g définie sur I'in

Montrer que I'équation /i( x+1)=h(x) admet
.r'T B o T
=] =t DAr: r(x)=3l+——""

/ [4._’[pir g(x) e )

e

rervallé

il

au moins une solutions dans l'intervalle [ﬂ; I].

3) Calculer les limites suivantes : yr un i
Montrer que g réalise une bijection de /s ‘

’ E - W o
e et Iimyx +x +1+4+x-2 A1 <Y aaur
[ 3. x l] Y 1 valle ./ A déterminer puis calculer g (x)po ‘

lim x

[ =

i—=e—F
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HISTOIRE

Au débul du Xie siéclo le mathémalicien
aien Leanard de Pisae ¢ onnu sous 1o nom de
FibvonaQocl invhrociuit une suile sous ler lerme

cmusante suivande * Poar'tanl o un couple de

|_‘]F:-|.I|'. cCombian &n ablienor ]
bhliendra-t-on aprées un

nombire donne de maos, sachanl Que chaaue

1']!';“'"-'f”-tr'f'l’:""liﬂ- Fretals Ut Rovanitd

Ol Fr'i"';” leevien]! orodduc il o ops
Cl1euUxX re yl 0} 1M I s |
[ L R ANl } Tl il O [ il
: f + ] | i | O T
| I |
Source : htips:/frwikipedia org
e CAPACITES ATTENDUES —

1 Utiliser les suites arithmétiques et les suites geométri-

tudier des exemples de suites de la forme:
au_ +b

— ——

cu, +d

ques pour ¢
u., =au, +b et i, -

.

ot d'autres suites récurrentes simpl
tés de l'ordre pour

¢ Utiliser 'encadrement et les propric
prouver la convergence ou la divergence d'une suite, en

ep basant sur la définition de la limite d'une suite dans

des exemples particuliers.
1 Utiliser les suites de référence
gence pour déterminer les limite
1 Utiliser les suites numériques pour ré
problémes variés de différents domaines.

L Etudier les suites récurrentes de la forme ;= / (”--)

¢ un intervalle / et (1) f £
suite et

et les criteres de conver-
¢ (e suites numeriques
coudre des

avec [ continue su
4 Déterminer la limite de)

d'une fonction continue
acentes pour enca

4 composée d'une
(suite de la formeV, = f{n,r}].

o (les nomb-
4 Utiliser les suites ad] drer des
res réels.

LEONARDO
FIBONACCI
(1180 - 1250)

o |

L
b

J
PLAN DU COURS
Hiviles Preparoion

il ] '-III.: '.:'.!".I"Ir'-

a Céndralités sur les sultes (Rappel)

o [ Imite d'une yulle nrme rique...

B piteres de convergence ..
& Sultes de la forme

et = ([Ua) €1 Va = [{Us)
o Sultes adjecenles oo ammmmnnnes

RN iat Fl ASTUCES oees

~o% El Problemeas

o Fyercloes drapplleation. .o crssananss
ctlonnement. ...

w Exerclees de ;-rl‘h’

® Problémes de syDIRM o cnmammamses

|||_'r'|:il'rll

. B0
. B

70
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A) On considire les suites numériques(u, ), (v, )et(w, ) définies comme suit :
i, =4

L = | {“‘u =3
I : : ? ‘
Mot =M, +6 (VYneN) Vo =V 2043 (VneN) Wi =W, +2x3™ (v, N)

. Al
1. Montrer par récurrence que pourtout nelfl: n, =8 - [—]

4

2. Montrer que la suite (v, ) est arithmétique puis exprimer v, en fonction de n .

3. Montrer que la suite{w_ ) est Béométrique puis exprimer w,_en fonction de n,

B) Soit(a, )et(#, )les suites numérique définies pourtoutne N par: a, =2Jn+1-5et b = 2

——

4 Sns+
Montrer que la suite (ﬂ_ )est croissante et que la suite (b, )est décroissante.

C) On considére la suite (S, }ﬂ!: définie par: S, =1+ L + e+ —l—

2 n-
1. Montrer que la suite(S,)___ est croissante.

2. Justifier que pour toutx € [2: +f:-:[ =

3. En déduire que la suite(S, ) _ est majorée,

D) On considére les suites(a, ) et( 3, ) définie par :

&, =2 B =4
{cr,”, = Jﬁ+cz_ (VneN) B Boy =J6+ 8, (VneN)

1. En utilisant les variations de de la fonction £ : x - J6 + v et le raisonnement par récurrence, établir qu¢

la suite (a, ) est croissante et Ia suite ( /4, ) est décroissante,
2. Montrer que la suite (&, ) est majorée et que la suite( /2, ) est minorée.

E) Soit(7, ) et(1, )les suites récurrentes définies par :

rnz;! f“-_=3
I et 1
o =-§-rn+2 (VneN) i =51, +2 (VneN)

On pose pourtoutnelM : d =r -1, et c, =r + '
1. Montrer que (d, ) est une suite géométrique dont on déterminera la raison.

¥ . - H.
2. Montrer que (¢ ) est une suite constante puis en déduire les expressions de r, et7, en fonction de

______—_________J
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A) ETUDE GRAPHIQUE :

Les figures sulvantes (1), (2) , (3) et (4) présentent successivement les graphes des suites numériques

(J;) (n), [”z }et (u')

YA VA VA YA
¥ g |
n o= \{; T n " o=n
" ..
L ] a® LA i b' < |
'l : :
£ > > i v
.

0 * 0 = 0 T o %

& 2 @ &
:
1.a) En s'inspirant des graphes ci-dessus,

quelle remarque peut-on tirer sur les termes de ces suites quand
n prend des valeurs assez grandes ?

b) Montrer que po : 2 ) T . v ey
) que pour tout s € [, J; Sn=n =n,etendéduire que sin est supérieur 210" alors les suites

[\frr_r) (n) . (#°)et (n")prennent de plus en plus des grandes valeurs.

- 12 ] Il | ! - u
2, Montrer que sin > 10 alors— € — < — <—— et en déduire que sin > 10" alors les suites 2 e
woow on n ! \n? '
n N e \W S
I l

[-’;) et (-”—1) prennent de plus en plus des petites valeurs.
" aeli”

B) ETUDE THEORIQUE :

1.a) En utilisant la définition de la limite de la fonction x - -.ﬂ quand x tend vers +o, montrer que :

(VA>0)(3B>0); (VxeR) (r} B=x> A]

b) Soit A > 0. On considére le nombre B définie en 1.a) et on pose N = E(B)+1 (E(B)étantla parie entiére

de B ). Montrer que : (VneN) (n >N=Jn> A)
On peut dire donc qu'a partir du rang V, tous les termes de la suite(-ﬁ;] sont strictement supérieurs i A
On dit aussi que la -»:uitv( J;) tend vers +oquand o tend vers 4+ et on écrit:  lim J; = 40

©) Soit p € N'. Vérifierque: (VneN), n” > Jn
Montrer que: (VA > 0)(3N'eN);(VneN) (n 2N'=n" > .al)

On dit que 1 Huile[n" } tend vers 40 quand i tend vers +oeton éerit: lim »” = 5
r B E

- A T

P"--'--a__
T — IS
-

|3
-
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>, D-r:—l-—-c:lﬂ"

Jn

(‘“’E}U) (3VeN) ; [‘E'JIEN)[MEN::U-:—I-—::EJ

n
On dit ayss;i que la suilﬂ[

crit:  |lim -—I—: = ()

¥
€) Soit p e N*, g utilisant I'inégalité " 2 n, valable pour tout & N* » montrer que :

(‘D’E}U)(HN'EN]:[‘E’HEN)(HEN':}{}{ : J

T} tend vers 0 quand » tend vers 4 et gn &
n
i

e
n’

I
- 0N
1M

: : [
On dit auss;i que la suite[———

_ ] tend vers 0 quand i tend YErs+aoeton écrit: i
n"J . :

{ VIMITE FINIE D'UNE SUITE NUMERIOUS: ——
On considére 1a fonction définie sur R’ par: f(:r) =2+ 1
: x
L. Erudier les variations de la fonction s Puis calculer lim S (x)
2. Tracer la courbe €. de la fonction £ dans un repere orthonormeé (U. Erd )
3. 0n considére maintenant |a suite(u" }.m définie pour toyt € N" par: =24 o
- H
3) Placer dans le repere (D?}) les points A/, (, 4, ) pourn e 11,2.3,4}).
b) Le tableauy cj- ontr : = =l -
) cl-contre donne les valeyrs deu, = = 100 501
Quelle remarque peut-on tirer surles termes de 1 3 101 | 2,00990099
la suite (u,) pour des valeurs denassez grandes 2 Z 2,5 102 | 2,00930392
it i o 5 L3 2,33333333 103 | 2,00970874 |
4. On considére Intervalle ouvert € centre 2 et de a 2.25 104 | 2,00961538
rayonl0™” : J = ]1.99;2,91[ 5 2,2 105 | 2,00952381
; o . . 7 396
Montrer qu‘a partir d'un rang N, a déterminer, toys s 2,16666667 106 }-2,00343 29|
71214285714 | [ 107 2,00934579
les termes de Ia sujte (uﬂ )HH dppartiennent i / . | B 2,125 —1{]3 2,00925926
4 | 17431
9. Soite > 0. On considére I'intervalle I, de centre 2 2 __[211111111 109 3-“'39_.-51-
10 2,1 110 | 2,00909091,
etderayonc: I, =]2-¢,24 g 11 12,09090909 111 E.GGW_‘JEE'—-;I
5
: 12 1208333333 ["115 | 2,00892857
trer qu'a partir d’un ran N_dépendant de g, - 6
2) Montrarquiip . 13 [207692308 [ 113 | 2,00884956.
tous les termes de la suite (u, ]ﬂl appartiennent a /_.
b) En déduire que: (Ve > 0)(3N, N); (‘v’n € N‘] (n2N, = e, — 2|< £)
On ditque la suite(u,, )  tend vers 2 quand i1 tend vers + et on écrit - limau, =2 ou limw, = - A
%—
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LES SUITES CONVERGENTES ———————

In+5(-1)
2n

Soit(u, )., 1a suite définie pour toutn & [ par: u, =

1. Calculer les termesu,, 1y, 1y, etu,.

7 8
2. Déterminern, € [l tel que pourtoutn >n, : u, € [-5 ?jl

3 Montrerque: (V& >0)(3NVell)(¥nell) {nah’:}uﬂe]%-:,%ﬂ:D

_—

s On dit qu'une suite (1 ) est convergente de hmite /| si tout intervalle ouvert centré en / contient tous les

termes de 1a suite( 1 ) sauf, peut-étre, un nombre {ini d'entre eux. On écritalors: lim o, = { oulimu, =/

I L

; s Toute suite admettant une limite finie est dite convergente. Plus précisément :
|
. 1 T "y .\ 1 Iy
| My = = 11¥ =1} T = | | r e ] =208 o = = S e
| lim o « I 1 ) | = u_ < | a-“)
. — Nl 3N = | | o= | in N =y - L)
\ P —— - - - - ———— e
\ i b TR =y
1 LESSUITES DIVERGENTES e —————
L
ek : oo X"+
On considére la fonction f délinie sur < par: f{\'} =
" 2

1. Etudier les variations de f puis calculer lim f(x).

2. Tracer la courbe “C dans un repére orthonormé (D;fi F] ;

n+2

3.On considére la suite numérique(u, ) . définiepar: u_ =

"
a) Calculer les termesu,, 1, 1, etu,.

b) Placer dans le repére (01, J )les points M_(nmu, Ypourn € {1,2,3,4} .

4. On considére l'intervalle ouvert | = ]I () +:r:[. Montrer qu'a partir d'un certain rang N A déterminer, tous les

termes de la suite(u, ) . appartiennent a l'intervalle / .

!l sensuit donc que tout intervalle ouvert |, +"I[ avec 4 > 0, contient tous les termes de la suite (u, )
-

a partir d'un certain rang.

Ondit que lasuite{i_ ) tend vers +

mal”

—

r.gquand ntend vers +Cetonécrit: limuy = +x oy limuy =+x

En d'autres termes:  lim M, =+ | (VA>0)(IVeN)(VneN) (n2N=uy > ”‘I

L_'-'-lndéﬁnitdemﬁme: lm e (> 0)(3Y J{(TneM) (#> N =

i =
— e TP e e e R .~ ™ e O e i g
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CONVERGENCE ET ORDRE -_—,——v-—u-—p,,\

1-LA EUMRGEHCE - B 3n+ sinn

. Sfini outnell : a,=
A) On considére la suite numérique (a, ) définie pourt n
" = e - l 2 o ____-_h-q_'\
toutme N' ¢ |a, =3|< o .

1. Montrer que pour | | " De facon générale on a limplication suivante:
: sduire que lim a, =3 : < _
s gt vneN, x, Sty J:." — [ (u, )convergeet limu =

1 . = | = I A—per O
B) Soit (1, ) et (v, ) deux suites numériques telles lim x, = lim y, =£ |
que lim v, =0,et/un nombre réel. N e e—————————

LB T

On suppose qu'il existe un entier naturel 7, tel que pour tout entiern = n,,, [u” - :‘fl <v..

Montrer que la suite (1, ) est convergente et que lim u, = /.

LB

N+ Ccosin

C) On considére la suite numérique (1, ) définie pour toutn e [

n

n+1
2
L.Montrerque: (YnelN), 1-——<u, <1
n+l
2. En déduire en utilisant la définition que: lim u_ = |
Il - LA DIVERGENCE ;
A) Soit(a, )la suite numérique définie pourtoutne Npar: a =1+n +sinn

1. Vérifier que pour toutn e 1] - a 2 JE

2. En déduire lim a.

==

B) Soit(u et(v ' AT
U {,)ml deux suites numériques telles que: (VYn2n) u <
P i H = v

4]

1. Montrer que: | =
H My =4 = |
A—pem O n]-l.lpr. Pﬂ' i

2. Montrer que: |
que: ﬂ]_l'l?-'lt V=== Im U, =—n

- iy I

Un Eﬂnﬁidé i
rela Suite nuy i
m

ME u, 1= f (1) e—

)déﬁnie par: i, =

b) Montrer ‘
Par récurrence
que pour toyt
€Ny e ]

» ) est croissante et majorge

e

€) Montrer que |5 suite (1

2.a) Représentor Braphiqu

ment la coyrpe @
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b) Tracer dans le méme repére |3 droite A ﬁ*équzltinn}, N
: et ; apreg avoir & e o
courbe € etde la droite A oIF etudié la positjop, relative de |5

3.a) Montrer que pourtoutne [y . =4 - -I..(q -u )
* 2 n

b) En déduire par récurrence que pouyr toutnelN. (< 4y {( 1 }-

c) Montrer par récurrence que Pourtoutne y° . 97 5 .
d) En déduire que pour toutne N*, @ S4d—y < .I_,
. S -,
n
en déduire alors syr la Convergence de |5 Suite

Que peut-

(#,) 2 Quelle est | limite de 2 suite(n, ) ?

e ——

SUITES A DJACENTES

Etant donnés deux points distincts Ay et B, d’une droite A, on définit les points :

pondéré (4, 1) 3(8,.2)}
B, . barycentre de {{ 4.1):(B.. 2}}

A milieu dy segment[.—{ﬂ B, ]El‘ B barycentre du systéme

Puis, pour tout entier nature] 3, A ., milieu du segment[A B ]et

L Placer les points A,B, A, et B, pour 4,8, =12¢m.

Quelle conjectyre Peut-on faire sur les points A, et B quand n devient tres grand ?

2.0n munit la drojte (..—I”H,, )-::Iu rep&re(;i‘u ! F) aveci = T!';L1 B,

Soitu_ €tv, les abscisses respectives des points 4 et B |

. . ", + v u, +2y
Iusnﬁerque Pourtoutn e [*, ona- o ke SR M Ve ik ]
? e -
2 4

3.0n cons; cal vy —-—-—._.1
Onsider ' Sfini T = . Yol o B
e les SUI[ES{H"}E[{I’")t]LﬁnIES pariu, =0,v, =12, n,, = > - ooy,

- 3
W, ) définie par W, =V, —u_estune suite geométrique convergente et que tous ses

Sy T ——— e

3) Démontrer que la suite (

‘ermes sont positifs.

———— e

b) M
ontrer que |5 suite (i, ) est croissante puis que la suite (v, ) est décroissante.

©) Dédy;
duire des goyy questions précédentes que les suites (1, )et(;, ) sont convergentes et ont 1a méme limite,

d P
) Op Considere |5 Sujte

(1, )déﬁnie part/, =2u_+3v . 7’ — - —

\ Iiinal"-i':::.:r;:-lLl:«afllE est constante, | Si ( ", ] croissante et ('u'_, ]rlecrmssante_ M, Sy, }

Précige : r:s.ull‘tats obtenus dans les questions 2 et 3, et lim (v, =#,) =0, 0ndit que les suites
Meng.y. Position limite des points A, et B quand e BT o T
TS plus Finfini. l\ Skl TR . 1 ’

S
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R CUNNAISSANCES FOUNDAMENTALEY ﬁ
GENERALITES SUR LES SUITES (RAPPEL)

Soit i, un entier naturel. On pose / = {n € N/ n = n,} et on considére la suite numérique (u, )

1.1. SUITE MAJOREE — SUITE MINOREE - SUITE BORNEE

e [ Definition 1 l

« On dit que la suite (1, ) estmajorée s'il existe un réel M tel que: (Vnel)u <M

e b

e On dit que la suite{u“ ] est minoree s'il existe un réel m tel que : (Yne I] u,z2m

mEm

* On dit que la suite [u" Lw est hornee si elle est a la fois majorée et minorée,

N — e —— -

1.2. MONOTONIE D'UNE SUITE NUMERIQUE

l Délinition 2 l

» On dit que la suite{u" )"m est croissante si: (Vn e Nu,,—u, =0

« Onditque lasuite(u, ) estdecroissante si: ("a’u el)u,, —u, <0

R

 On dit que la suite(u, )

"F |r1]

4! Remarque l — . —

e Silasuite(u,) estcroissantealors: (Vmnel)u, >u,

_estconstantesi: (Vanel)u,, =u,

nkr,

e Silasuite(u,) estdécroissantealors: (Ynel)u, <u,

—
pr—— —— — =

1.3. SUITE ARITHMETIQUE

| Definition 3 l

On dit que la suite (, )

est arithmetique s'il existe un réel » (indépendant de n) tel que:
(Ynel)u,, —u, =r

Le nombre r est appelé la raison de la suite(u, Jn .

ncn

Propriété 1 J

-

Si la suite (u, )n:-..,, est une suite arithmétique de raison r alors pour tout (n, p) € I ;

. n—p-+1;
w, =u,+(n—p) et M, +Uy ot U, == (1w, +u,)

i—
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-'__———_-._*‘ RNNAISSANCES FONDAMENTALE:
1.4, SUITE GEOMETRIQUE

| Détinition 4 '

- Onditque la suite(n, )

I (v” € I) ”tnl . ‘-'f”,,

Le nombre g estappelé la raison de la suite (n, )

e,

l Propriete 2 l

e — — —

Si la suite(w, ) ,, estune suite gtométrique de raisong € R - “} alors pour tout (H.F) el’:

" | —g" 7

", =t,4 et u, Uy, kU, =u,, (nzp)

|-¢

+4 LIMITE D'UNE SUITE NUMERIQUE
2.1. SUITE DE LIMITE INFINIE

| Définition .f‘._] e

* Ondit que lasuite(n, )  apour limite +<osi tout intervalle de type ]A. +:r.[, ol 4 >0, contient

tous les termes de la suite 3 partir d'un certain rang ; ce qui revient a dire que :

(VA>0)(3nelN) (Va2 N) u, € |d,+=|
On dit alors que la suite(#, ) diverpe vers 4w et on notera :
limu =-+0 ou limu =+

* Ondit que la suite(n, ) apour limite - si tout intervalle de type ]-JD,—.-I[ contient tous les
termes de la suite & partir d'un certain rang ; ce qui revient a dire que :
(VA>0)(Inell) (Yn2N) u, e l—-m.—:f[
On ditalors que la suite(w,) diverpe vers —o et on notera :

limu, =-o ou limu, =-oo

}
d

-

Ela.;

Remarques

eSik € " alorson al'implication: limu, =+ = "li"" ku, = +x0
meke AR
* On ales équivalences suivantes :
lim u, =+ < lim (-u, )=~ : limu, =-w & lim (-u, )=+
Bopwi A wie il —B# i f-Biw
- = — ——
[ — i — - - = a S T S —

e merwed wri S e
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Exemples

L i il .

1) On considére la suite Sumérique (1, ) définie

s

u, =n

par:

Montrons que : lim u, = +®

=k L

Soit 4 >0.0Onaalors:
u E]A,+:J:‘[¢:.‘an sAdeon >4 n>A

(\G)H,d'nﬁN}ﬁ et N elN.

Posons N = E

Onadonc:
nEN:}ﬂ}ﬂ::-n:::A_—:u"E]A,m[

Parsuite: hmu, =+%
f=bsT

NTAL e

:F'ﬁ

2) Sﬂit(‘l’” )la suite définie par: ¥, = 3-2n
Montrons (que: }Im y, =—®
Soit A >0.0na alors :
A+3
v E]—m,-A[QS—Zn{—Aﬁ n>
A+3
FﬂSDHSN=E(———A;3)+1,d’nﬁN} etNe),
On adonc:

A+3 —y <-A>V, E]_m’_‘"{[
2

A

nz2N=n>=>

limy, ==%

RS R

Par suite:

2.2. LIMITE INFINIE DES SUITES USU ELLES

[ Proposition 1 l

Les suites (JE] ,(n) . (n’ ]n et (n“ )n tendent vers 400 quand 77 tend vers =<,

l:‘i?’_ré:;;c; u_ n_n_Z_]

Suit{uﬂ ]m"

oSi lim u, = +»alors lim v, = +%.

a—s e o

e Si limv, = —»alors hm u, =-%.

[ o= T

IE:{EH]D]EHI

1) Soit(u, )1a suite numérique définie par:

i .
", =3J(11 +1+sinn

OnapourtoutnelM : n" +1+sinn=n"

Donc: u, > "1

Puisque lim n” = 40 alors lim u, = +=»

S = T

2) Soit(v, )1a suite numérique définie par :
o ua{dife
Jn-1< E(Vn)

On a pour tout n € [ :

et(v,) deuxsuites numériques telles que pour toutn =71, = 1, <y
nzm,

Donc:

\"rf_l <V

Puisque hm Jn = 4+ alors lim v, = +®

Lk Fi = 0

3) Soit(w, ) la suite numérique définie par:

w, = Arctan(cosn)—n

i
On a pour toutn € N : Arctan(cos n)<—

b/ e
LA |
Pui 1 i - o
sque im . n=-ooalors limw, =77
A —ib i 2 P .

B mmrwesd gt S e
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SALSS AR CES FORNDAMENTAT LC

- | Proposition 3 l .
Soitaun réel quelconque,

eSia > lalors lim a" = 4=,

LA B

* Si peNalors lim n" = 4.

Prewve |

e e et

*Soita>1.0n posea = a~1, cest-d-dire a=a+leta >0.Dapres l'inégalité de Bernoulli a savoir :
" ["‘r (x,n)eR" h“] (1+x) 214 nvw

.onapourtoutne N', a" 21+ na et donca” > ne

Puisque lim na = +w alors lim a" = 40

F —=-T Pl i &

*OnapourtoutneNet pe N, n<n”. Puisque lim n = +o0 alors lim n" =+

l Exemples I|

:I_)_l:]na lim3" =+xcar3>1. De méme, lim (1] = 420 car 1}[.

A=%4T L

2)Onalimn' =+wcarSe N°.

P o ow T

I."'LL‘I[?];&::H:.[H‘:*? II

Déterminer les limites suivantes -

(2017’ - (1442 L v - "o
1) 'I-IE(EHI»;) s D) hm[ i!% ] ; 3y ™ s ) Jim[n’-e-l"] : 5} IirnS —

CREE n—t T 3"

2.3. CONVERGENCE D'UNE SUITE NUMERIQUE

—-| Deéfinition 6 l

Etant donné une suite numérique (#,) et l{eR, onditque(u, ],,_‘,H tend vers ( , ou encore

converge vers [, si tout intervalle ouvert centré en f contient tous les termes de la suite [u_ ]ﬂn.
a partir d'un certain rang. En d'autres termes :

("E"E > ﬂ) (':IN C W} . ('t"u > N} IH" - fl <&

Etonécrit: limwu, ={ ou limu, =

[ R R

| Définition 7 l - ——

On dit qu’une suite numérique est convergente si elle admet une limite réelle. Dans le cas contraire,

on dit qu'elle est divergente.
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) . In-1
Soit(u, )la suite numérique définie par: n, = :
n+

In-1 “3\= 4

.Montronsque: limu, =3
i —r =¥

Soitz > 0.Onapourtoutne N« |u, -3|=

n+ 1 n+1
. : e ot 4 4
Pour avmr]:rﬂ - 3| < £ , il suffit d'avoir <¢,cest-a-direque—<n+1,etdonc—-1<n.
n+\ £ £
' 4 B
Onpose N = E{|——1| |+ 1.0Onaalors pourtout n= N : n>|——1|, etdoncn>——1.
£ £ £

On a montré donc que: (Ve > 0) (3N e ) (Vne H){n = N=> Iun -3l < .s:). Par suite: limu_=3

- - 1 - sl
| Apphications h:

1) Soit [un}”__,l la suite numérique définie par: u, = — - Montrer en utilisant la définition que lim u, =0

n -

| - : e Tn-2 2n" —sinn
| 2) On considére les deux suites (v, ) et (w, ) définies par: v, = — et W = —
L{ Sn+4 n"+3
*‘_ Montrer en utilisation la définition que: lim v, = -} et limw =2

; =@ = F LR

! 2.4, CONVERGENCE DES SUITES USUELLES

t | Proposition 4 ]

. 1 | |
Les suites (7- =] »|= tendent vers O quand n tend vers +oc |
n | n az) ‘”- mnxl

2.5, UNICITE DE LA LIMITE
LPrﬁpnsitiun S ]

La limite d’une suite numérique, lorsqu'elle existe, est unique.

| Preuve rl

Raisonnons par I'absurde et supposons qu'une suite (1, ) ., Posséde deux limites distinctes £ et {s

(-, |
En posant g = l__'___.l > (}, on obtient par la définition de 1a limite : ‘

3
[{HN' ¥ N];{"E"HE N) (” z N, ::'l”" -f,.l < 5}] et {HN: EN} 3 {"‘F"H c H] (ﬂ' 2N, =

I+ &0
.

|
M=t
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Soit V = sup( N, N ) On a dapres Finégalitd wiangulaive, pour tout = N

]I', - "rzl .‘Z|nr" - f',|-| |nﬂ - f_,| <2

7
On obtient nlnl'ﬂl"l - 'r:l - Tl‘rl 8- "r.'l- ce qui est absurde, D'od e résultat,

[_ i’t‘npﬁﬁi[inn O l

Toute suite convergente est bornée. La réciproque est lausse,

I.Hl‘t‘l!ﬂ'T

«Soit(u, ) unesuite convergeant vers un réel (. La définition de la convergence appliquée par exemple
n Faz=n,

pour £ = |, nous permet de hixer un rang N tel que
(VneN) n2N= Ju__ -fl <1

= f ]f:n”-::r b

1 i [ " H F w '-; § ¥
On constate alors que la suite (#, ) estmajorée parle réel M = max ju, ooy 04 IJ et minorée par
" i } . ¥ i1k i |l # S0l ¥ T lll B

le réel m = mm {nu vl o= 1L I S"ensuit donc la suite (u,) , et bornée.
« La réciproque est fausse : par exemple la suite de terme penéral(~1) est bornée mais non convergente.
W - rq & PN " . % 1 i I.,"‘.
2.6, OPERATIONS SUR LES LIMETES

I Proposition 7 J

Soit(n, ) et(v,) deuxsuites numerigques convergentes. Alors
n Py N Ffarn
sLasuite(u, +v,)  estconvergente etde plus: lim (e, + v, )= lim(a, )+ lim(v, ).

oLasuite(u,v, ) estconvergente et de plus: lim (v, ) = lim(u, )xlim(v, ).

1" e g [ il lim ()
i im(v ) # 0, alors la suite| — est convergente et de plus: lim| == | = e——a,
«Si lim(v, ) # 0,alors la " r,, ()

! |

_ Preuve TI

— il

} " et['.'") ) sont convergentes et posons limu, = £ et limy, = {'m'l(,'" () e R,

i [

Supposons que (u,

= Montrons que la suite {H, ¥ 1',,}

" F

est convergente vers ( + ("
a
Soite > 0. Puisque limu, = (et limy, = ("alors:
£ : i : - [
|:(Ehi"n'1 e N);(VneN) (n 2N, = I”-r - {I < E]:’ et [(jﬁ.': e N)i(Vne H}(:.t-_ Ny, |, ~¢ | < ._2.”

En choisissant N = sup(N,, N, Jon obtient: n2= N ::-'[n,_ v, )=+ {"]l <u, = |4y, - (<&
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LUNNAISSANTCES FONDAMENTALESEES ﬁ
Par conséquent, la suite(u, +v,) converge vers { +(".

* Montrons que la suite (v, ) .., @StCONVergente vers '

Comme la Su'ltE(l'" ) ., €stconvergente alors elle est bornée. Dong, il existe M € ', tel que pourt,
L i
"EP‘I,‘U’IIEAI.

Soit maintenant£ > 0. Puisque limu,_ = fet limv, = (" alors:

(3N, e N);(Vn e N) (naﬂ.ﬁl" [ < MJ

(3N, e N);(Vn e N) [ nN,=

L]

2(/0-1)

En choisissant N = sup(N,, N, ), onobtient: n2N = |u,v, = £ <|(u, =£)v, +£(v, - ')
Parconséquent: n2N = |u,v, — L)<y, ||u, — £ +|(|v, - £

Cest-a-dire: n2N=|uv, - L0)< Mu, - £]+(|f]+1)]v, - ¢

Par suite: n> N = |u,v, — £.6| < %+5 = |u,v, — 04| < £

. - - r
Ainsi, la suite (1, v, )mu converge vers ({',

. 1 L
» Montrons que la suite (——"r-] est convergente vers? : (on supposeiciquev, =0et{ =0)
R Lazn,
Puisque |£—| >0alors: (3N, e N);(VneN > N |'E l
5 : . W\WVWneN) [n2N, =, ~& <= J

‘| alors: (3N, EN);[MEN =1-H1 [ | “f;i'rl]
1€
2

Doncpourtout n= N, : |v,|>

Soit maintenante > 0.

Puisquelimv, = f"alors: (3V, e N); (VneN) [u:..N = v, _{l{af ]

2
En choisissant N =sup(N,, N, ), onobtient: n> N = [— L |v - l '
v. O]l |f | |
C'est-a-dire: n2 N = |———| < £. Par conséquent : Iimi = 1
v v, £
Loou, | ¢
Enfin : hm*p—- =limu, x— = 7 ce qui achéve la démonstration.
" vﬂ‘
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Exemples

1) Soit (1, ),,, a suite définie pour tout n & N* par: = 3- 1.4

n n

. R | .
ona: limu, =3-Im—+lim—==3 (car lim l= lim i=ﬂ}
o ey il J.; n-+bx gy M=t J;'
%
2) Soit {\*,, )Ia suite définie par: v = syn+i
In-2
¢
V[ 24 :;'_] il
S B, i N i, Bl
H—keT a-k+a 2 = JE 2
nl3i-— -
\ n n
. _— ool o :
Puisque lim —== lim —= lim — =0, alors lim v, = 0.
ﬂJ.r\G n-ssr By p-p.rJ'; e
Iﬁ.pplicatinnsj
Calculer la limite de chacune des suites suivantes définies par:
ZJ;—T n —=3n+4 2n-3 |:”"'4:|('3": '*'1]
= : Y= ;W = ; X =

* At o+ Sn' +8n

u =—— : 1 -
i TJ;--.-} n 4+ 5n+7

2.7. EXTENSION DES OPERATIONS SUR LA LIMITE DE SUITE

On admet que les résultats sur les limites des fonctions restent valables pour les limites des suites:

» Limite d’'une somme ;

lim ", / t f +a0 X +an
limy £ +t —a joo —ac i
7]
. Forme
lim(u, +v,) | (4 ot -0 +a0 — .
indéterminee

# Limite d'un produit :

hmu { 0 0 =0 -0 40 +2C 00U —a0
]
lim v 4 ('>0 | <0 +an -0 +<0 0
i
' Forme
lim(u, xv, ) (' a0 -0 —c +an 100 |
| indéterminée
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* Limite d'une inverse

e i 0 0
i, (#0 | 4 ou ol
— 1
| lim— = 4,
i — S 0 |u |
"" ‘ rr
- SN

2.8. LIMITES ET ORDRE

' { Prulltlsi_[illnﬁ I

-~ Soit(w,) ot (v

niny,
§

»),... deux suites numériques convergentes, Alors :
nzn,

- *Silasuite(u, )wu est positive alorslimy_ =)

*Siu, <v, pour oyt entiern 2 n_alors limuy, < limy |

—e e —

'—----..,.h
Supposons que Jes suites (u, )

nn O(V,). -, CONVErgent et posons

'Iirnnh =lLetlimy =g nﬂ((_,{'}g_‘}‘:
* Sila suite (u, ).... est positive alorsonay

= lu”| pour tout > n,.C

converge vers| |
(cela revient en fait de l'inéga'ﬁté\

\Hﬂl—lf“ "'_C]u,1 ~(|etdela dé

finition de Convergence d'une Suite), et
Par unicité de |3 limite, on ey, déd ‘ =L, c’est-a-dire Quef >().
it 7 V. Pour tout p > n,, alors ep Posantyy = L I Suite(w ) .
Comme limy W, z0et lim W,

©St positive et COnvergente.
= lim v

=limy alors lim 4, <limy

Remarque
* Si(u,)

--__—-—-—\___-

——
nin, O30 UNE syite cunvergu

nte dont On souh

Ate

montrer que g4 limite gy strictement
Positive, alors Il suffit de thercher yp réelm -

Del Quen, >, 5 p

artir d'ypn Certain rang,.

- - -
EET Co NVERG ENCE
Théoreme 1
‘ * Toute Suite Croissante Majorée egy Lonverpente. i
* Toute Suite décmlssante Minorée egy Convergente. ll
Ce résuliay porte le nom te « Théorame de la Converpence Monotone 4 i
- s "—-'---——-....--—--. = T . —mr
i FBence de |, SUIte mais ne détermine Pas sa limage, /]
| - ———— _m—.-_-r*m-..__‘_‘w——h_"_i—-._____‘ --__‘_--.."-"'-"l-—q-_.,_____'-- """" -"fj
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- S,

~
=

.
_ 3 et pour tout nell:u,.,

S sfinie pary [ suth("n) .
— ue la suite (u, _}dLﬂmL P | o o s o
S 3 Que peut-on en déduire quant 4
est décroissante et minorée par '-,; . Qu | _I_ w _|_
rique définie par: v, = | 4 ﬁ“ 21 n!

| gl ’ est majoree-
. Saoit| v, la sui N | Lo
. o >2,k!=z2" .En déduire que la s Wk
r tout enter S . | | nvcrgente+
Montrer que pou | e
. ite(v pst croissante puis en déduire g
b) Montrer que la suite(v, ), .,

FE:-;_]E:-silinn 9
. rs .

aiprée tend ve
» Toute suite croissante non majorée ten

i ' s
| i i « non minoree tend vers E
I | 'I--_—_;--l-.—'_.l
| ¢ Toute suite décroissante [ - | "
i

S —— e S — T —— I,
-

- 2 = -
. - T —

» Sait(u, i“_‘ une suite croissante. ‘
Si elle est non majarée alors : (VA4 > 0) (INeN) ; u, > A.Comme(u, }_W est croissante alors pour
toutentiern 2 N, u, = u, > A.Par conséquent: (3N € T-l);[VH € H} u, > A
Par définition de la limite d'une suite tendant vers 420, on en déduit que limu, = +oo,

o }"ﬂ est une sulte décroissante non minorée alors(-u, ], ., estune suite croissante non majorée.
C
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&% CRITERES DE CONVERGENCE
3.1. EXISTENCE DE LA LIMITE PAR ENCADREMENT

‘ Théoréme 2 l - . —

i H.q-"h'\h\f,l;l L\L_wt-l.'qi‘“ ".\"ﬂ 541 ¥y 'I‘Ii :111"'.”&'.‘ [ :‘.: h‘ﬁ

~ Soit(v ) et (w ) deux suites numériques convergeant vers une limite commune ('
I. L N .."q-". 1] ",_1-1.
Si(u, ]“u estune suite verifiant Fencadrementv, < u, < w, a partir d'un certain rang, alors |a Suite

(u ). converge et sa limite vaut { . Ce résultat est appelé « Théoréme des gendarmes »
% inzn,

S — . : . : e & — |
1---'
l Preuve ”

Soit(u, )mu (v, )n--,. et(w, )nm. rois suites numériques. Supposons que (v, ) et (w,) . convergen

vers une méme limite £ et qu'a partir d'un certain rang N\, v, Su, <w, .

Soite > 0. D'aprés la définition de la convergence d'une suite :

[(HN: e N); (u =N, = |'.'” - E\ < L)] et [(3!\.’1 eN);(n2N, = W, — [l < g]]

Par conséquent, a partir du rang max (N,,N,): (-¢< V. <t+e et b—e<w <l+g

Commev, <y < W,.a partirdurang N, alors i partir du rang N = max (VNN )

l'—f:{r"iu“ﬂw”{f+£'

Parconséquent: (Ve >0) (3N e N); (VheN) (n2N = i, — (| <€)

Ce qui revient a dire que la suite (u, ) ., converge et sa limite vaut ( .

Exemple

——— = ity

Montrons que la suite (s délinie sur I p: .—z 4. . . . _—
que l; ( n) urid paru, = -—Fm—:tnnuurgu. et déterminons sa limite :
n +k

k=1
Soitn € ", On a pour tout k E{LE } . L e
\I'H +n 'Jn +k x.r‘u‘ +1
n
En sommant ces i encadrements, on obtient : Z_.__ﬁ__ < Z e < : n

'I

ce qui donnpe

n' +n n' 41
Puisque lim s

; | -
Jim = lim ——=1 et lim = lim = l alors la suite(# Jest
” +." A-#8E 1—% 4 1 -I =% § :
I+—— 1 +l | [
e

n
convergente, et de plus: lim u, =|

LI R
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JF‘IEin{n]

n+l

)la suite numérique définiepar: u, =

1. Soit(¥,

péterminer la limite de la suite (u, D

el I dnel I

; o les limites des suites(v, ) et{w, ) définies par: v_ = - W= Z—"—r———
E.ﬁ.lIL‘I.ﬂLrl t / ]rr.l { ]i_. n ; n +k Yol ].“! +k

_..l Corollaire I

Soit (# ) une suite numérique et f un nombre réel. §'il existe une suite (v, )-»-q. tendant vers 0

telle que pour tout n = 1, Ir.', - ~'| < v, ,alors la suite(u, ) ., converge et sa limite vaut 7.

B e S
e T s e

—— -_— e = - —— —_——— - — R

]-_..———l—-l'-'l'-—-r--- =

| |_Pré..uﬁu_s_ilim'. 10 ] :

Soit » un nombre rationnel non nul.

¢ Si r>0alors lm n" = 4w,

e Sir<0alors limn =0,

R e

IEHt:mplf:r;
5

AN e SRk : s
lim n® = 4w ; lim n’ =40 ; limn?=0 : limn ¥ =0

¥ P| =& 0 . W

K=& fl—®

3.2. LIMITE D'UNE SUITE GEOMETRIQUE

|- | Proposition 1 1_] ——

' Soitg un nombre réel non nul.

| * Si g >lalors limg" =+,

*Si-l<g<lalors limg =0.
*Sig=1lalors limg" =1.

* Sig<-lalorsla suitu[q") - n‘admet pas de limite.

n

.....

i X532

. iy
=ﬂcar-|{—3{l. De méme : lim (-'“") =nl‘.'ﬂl'-1{--l—{l.
2 -t 4

n

- r f
n a—— — — i o — ' H E
H nalim ] = 4<0 car > > |. Par contre, la suite [ 1] n'a pas de limite quand i tend Vers 440

M “L"..I
h—

i [
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‘ eI COANNAISSANGES FUNLADREIN R AL
ol : 3 .

& SUITES DE LA FORME Uns1=f(Us) ET Va=f (Uh)
4.1. SUITE DE LA FORME Uns+1 =/ (Un)

| | Proposition 12'-—-- S - ———

Soit f une fonction continue sur un intervalle / telle que f (/)< /. |

Soit(u, )-:-. une suite réelle définie paru, e / et (‘D’ﬂ 21y ) Uy, = S(u, )

Si(u, )--*-. est convergente de limite f et £ € [, alors { est solution dans / de 'équation f{r) =x

B T P S o - -

e

— - - _n_-“-.‘
! Preuve li

(n, }_:__ estconvergente: lim u, = (. Soit £ un nombre strictement positif.

N — =

Puisque f est continue en / alors : (3a >0):(vxe fj“.\ - ri < :_:-’.' (x)- _ﬂ.'}i'{ ;;)
Etcomme lim w, = falors: (3n, e N);(Vu=n,) (|u, -] < )

e s |

Il est aisément facile de montrer par récurrence qQue pour toutentiern=2n_, u_c [ .

| Ona:(3n, € N)i(vn2 n_,) ( Ij’(un ) - S (1 ]l < ‘,} Ce dernier résultat est valable pour toute > 0.

‘ Par suite, lim f(u, )= f(().Et puisque lim u,, = falors /()= (.D'i le résultat.
I Exemple H
Suit(u_ )Ia suite numérique définiepar: w, =1 et u = ‘HtL YnelN)
& - 4 = 0 |

Etudions la convergence de la suite (1 ).

On considére la fonction numérique £ définie sur / = [[l;l] par: f(x)= b—l
ke
= La fonction f est continue et croissante sur / , donc : f(1)= [j‘[lj.l}; r‘“ﬂ = {E I:I
Par conséquent, (/)< /.
* Montrons que pourtoutn e M, 0<u_<1| .
Initialisation: Pourn =0, onau, = 1donc0 <y, <1.
Hérédité ; Soitn € I1. Supposons que 0 < u_ < | et montrons quel <y, <

Ona0<u, <1,cest-a-direu_el, dnnt’.‘f{H_ )e S(1).Et comme f (/)< lalorsa,,, ¢ 1. d'ol
0<su,, .

Conclusion : Pourtoutn e [,0 < u, <1

_—
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« Grudions la monotonie de la suite (u,) :

On a pour tout 11 € M :

I+, -2’ __“(Z:r"+lj(l—u"]

1 +u, I+ u, 2 I - _
= — - = - =
Uy = Ha 2 ! 2 ") 1 4u I +u, 9 L4 o
" 2| [—= +u, 5 n 1
2 i 2 :

9 | e R .
2u 4+ 1)1 =u ——
ri ]( f } < []l et dﬂ'"-': Hn-rl — ”" E ﬂ . Lﬂ EUEtE (H" ) ES[ LIE‘{ZT’D:IS

puisque 0 < u, <l alors -

1 +u,
2| J——tn
Y 2

par 0 alors elle est convergente. Soit [ sa limite.

« Puisque la suite (#, ) est décroissante minorée

D'aprés la proposition 12, la limite { vérifie: f({)=fet 0sI< I
|

|| I
" I+4 . - i Sy
Ona: _Jf{'f:l='fﬁ,b1l > = { & 2 —f—l-ﬂ{:}[f—ﬂuuf —-2}

Et comme0 < ( <lalors{ = 0. Ainsi, la suite (1, ) converge vers 0.

T.f‘».pplicmmnl

Etudier la convergence de la suite (#, ) définie par: #,

u, (1-u,) (¥neN)

13| wn

I
— et u,,, =
=

4.2. LIMITE D'UNE SUITE DE LA FORME Fa=/f(Ux)

- [ Proposition IEJ
'~ Siune suite(u, ) est convergente vers { et f est une fonction continue en ( alors la suite (v, ) définie
|

par v, = )'ﬁ[uﬂl Just convergenle et 50 limite est _J’ '[ l :l

Exempla]
Y P N (;;-ul]]
v, = L:in

Soit(v, )la suite numérique définie par: ey

7+ LOnadoncy, =/ [u_l ]‘u\'t‘t:f[.r} =lanx.

On pose pour toutn € [ : 1, =
P 3n+2
L]
-PT =
TN+ . T . . . ) T
Ona: limu = lim dihd = lim :: = 2, puisque la fonction / est continue en—alors :
Fr-@w § f Fo-awd 3,,*2 - - 3
It~
n

lim f(u,)= f[%] - “‘“% =3

L2

Enrésumé: lim v, =+/3.

R R
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&P SUITES ADJACENTES

o . i

o 3 - " — =-s. —— P — - — T ._,...-----‘-d#J
g -

Applications

e o [ eam——

Déterminer les limites des suites définies par;

" - -2 \
. 424" n+ 1 ' J'ﬁn In+1 : W, = CUE[:E:_] . f, =sin __-i'_t'__
) In' =n*-7 4 2n" +1 n +1 J

—{ Définition 8 l — ——

On dit que deux suites numériques (H‘n }ct[-r“ )sont adjacentes si une est croissan te, I'autre est

décroissante et lim (v, —u ) =0,

Lo s

[
| Exmnpi&]

Suit(::_ )m ut{v_ )m les suites numeériques définies sur 1 par: u_= :—f et v, = -,[—’
Ona(u,)  estcroissante, (v, ),., est décroissante et de plus: lim (v,—u, )= lim ==
Par conséquent, les suites(u, ) _ et(v, ). ., sont adjacentes.
.f’a_[:_-_|;l i cati unﬂ
On considére les suites numériques (1, )et(v, )définies par H, = L % etv, =u +—l-.
1o K! n

Montrer que les suites (1, ) et(v, ) sont adjacentes.

| Proposition 14' - e

Si (#, ) et(v, ) sont deux suites adjacentes alors elles sont converge

ntes et ont la méme limite.

Preuve |
Soit(u, ) et(v, ) sont deux suites adjacentes, Supposons que (u, ) est croissante et (v, ) décroissante.

Comme {u_, } est croissante et {vn }décruissnnte, la suite (1, - v, ) est croissante. Comme de plus clle tend

vers 0, elle est i valeurs négatives, ce qui donne : Vn e N,w, <v,.

On en déduit que la suite (u, ) est majorée parv,puisque: Vne N, u, <v, <v,.
Comme elle est croissante alors elle convergente.
De méme, la suite (v, ) étant décroissante et minorée paru,, elle converge,

Enfin, I'écriturev, =u,, + [l',, -N }permel: de prouver que{v_ }::mwerge el nous donne :

limv, = lima, + lim (v, =2, )= limu, (car lim (v, ~u, )= 0)

e s A=k T =i L ST [

Ainsi, les suites (u, ) et(v, ) sont convergentes et ont la méme limite. F |
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| Exemple H

soit(u, }m et(v, ),.-_-u les suites numériques définies sur " par :

| 1 I |
H"=l+—+i..+—-2 n+l et v =1+-__+_“+-—-2J;
J2 Jn "2 Jn

on montre facilement que la suite [H,, )_ﬂ est croissante et ("',. }MI est décroissante. On a de plus:

2
lim (v, —u,)= lim 2(¥n+1=vn)= lim ——=—==0
H’-EH( ) L [ ) . L] rl.+] + ,'

Il s'ensuit donc que les suites (u, ) _ et(v, ), sont adjacentes, donc elles sont toutes les deux

convergentes et ont la méme limite.

Applications

Soitaeth deux réels strictement positifs tels quea < b. On considére les suites(u, ) et(v, ) définies par:

u, =a "'nzb

2u v et u_ +v
u , K =—" ,VYneN v =——=  Ynell
L] : mel ..:I

"n""'n 2

1. Montrer par récurrence que pourtoutn €N : u, £v,

2. Montrer que la suite (1, ) est croissante et que (v, ) est décroissante.
1
3. Montrer que pourtoutnell: v, —u, 5;{;} -u,)

4. En déduire que les suites (1, ) et(v, ) sont adjacentes.

5. Montrer que la suite (1,v, ) est constante, et en déduire la limite commune des suites (u,, ) et(v, ).

=

——

Scanné avec CamScanner

Eemeraed Cre e e



I

.1 . :
%—(:HI)]—[Z;—‘--H) = | . Puisque 2

=0 =

a) DnnpnurtnutnEH s =W :( “
=

déduire que (H" ) est une

a’lnrs-—l—; < |etdoncit,, 1, < (). on peut doncen
2111
b) Pour étudier 12 monotonie de la suite (u, ), o0 peut utiliser I'une de
1tre méthode : Ona pour tout entiern 2 1,
=3

| n—n—2 Z

=6~ {n+1){n+2)- n(n+1) ) ”(”H}(”*:’-) ) "[”H)(’HE}

On en déduit donc que la suite (u,), . eststrictement décroissante.

2¢me méthode : On pose f(x}=ﬁnlnrs: Ynelu, = f(n)
la fonction f sur|l;+%| .

[ est dérivable sur[l;-l-m[ et pour tout x € [I;+m[, j"(:r) —E 24+ <0
x*(x+ 1)

[ est décroissante sur([l,+].
Considérons 11 2 1,alors1 € n < n+ldonc f(n)z f(n+ )d'otiu, =u
n = mel "

On en déduit donc que la suite(u, ) est décroissante.

a0 o . u 2
) On a pour toutn 2 2, 1, > 0. Etudions—L  Onapourtoutn =2 : —= = (ntt) _] l+-I'J
3\ n 3 n

H, U

n 1

1 .3 | ;
Puisquen = 2alorsl +—= —et donc— l 3 '
5 nc= I < —.lls’ensuitdoncque: Vn=2 Har <

On en déduit donc que la suite(u, ) __ est décroissante

d) Ona pour tout entiern 2 0 :

g 7
w2 E,H(_)_En sin(i)- snfn (O

s deux méthodes suivantes:

_On étudie alors la monotonie de

ﬂ"'l"l?-l

suite décroissante.

dotu, ., —u, <0

_Donc la fonction

-t
P
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(0 ; (L " 0
Or Sln[?] = §in (2 FJ = Estn(-z—__Tl—qus(-r—_TJ,ce qui donne :

O e e e o £ e Py ()

E ]Uf.rf[ d““ﬁi"(ri-:J 20 et I-cm(;;l )?,D.

%,

De plus, sachant que & €
(I s‘ensuit donc quen,, —u,_ = 0. Ainsi, la suItL{u JLE[EI‘{J*SE‘EHIE l
[
|

B 4 f‘ﬂi " 5
Remarque : On pourra aussi étudier —— . En effet, on montre facilement que pour tout 7 € H,u >0
1

N e
251 ji Eﬁin(—-g—
1 gl ¥ by B |

] dl I : — — —
el de plus u . rﬁ . ( f) (ﬂ ( 17
sin| — 2s5in| — |cos| — cos| —
. 2-: 2#:-] J 2!!1 \ EH-I J

Ce qui montre que la suite (1, ) est croissante.

e Pour étudier la monotonie d'une suite(u , un dispose de plusieurs méthodes selon
" Inzn, g

I‘expression des termes de la suite (n,),..

-

|
. o SO . c . o5 p-‘i
fethod On étudie le sipne dew,, = u, : cette méthode est particulierement
intéressante lorsque i, 5"écrit avec des sommes.

Mithode 2 :Sila :.uitc{u__ }__ st strictement positive, on peut alors étudier la position

H' as
de—par rapporta 1. On a alors: [ (1, est croissante | < Yn 2 n,, '—'E 1
u 4 u,

Cette méthode est particulierement intéressante lorsqueu, s'écrit avec des produits, factorielles, ...

léthode 2 : Siu, = f{n},ulnn on é¢tudie la monotonie de la fonction f sur [nﬂ,+c:|:[.

-

Si f est croissante :..ur[.urh - -hﬁ[ on montre facilement gue [nr,1 )...-..,, esl croissante,

Si f estdécroissante sur[nu,rlm[ on montre facilement que (u,_ ]...-..,. est décroissante.

— —

. i rm——

CHITT IS DE CONVERGENCE

r que la suite, dont le terme genérale u, converge

1) Dans chacun des exemples suivants, montre

et calculer sa limite :

a) u_:i i . h) "n;-:;iﬁ'(kr) (xeR') ; ¢ uﬂ=2(C‘:)'l (n235)
-l

~n'+k : L0
2) On considére la suite la 5ui[E(p ) définie pour toutsn e N par: v, =
LT g n+ k

Démontrer que la suite ( v,) , est monotone puis démontrer que cette suite converge,

____h_.-_-._____—___—___——————_—-—l——'_—-————-_._
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1 .-*,-1..

'I R 11.—11' -.'.l

w

T ; : 1 !
3) On considére la suite(w, )définiepar: w,=— et w,, =w, +— pourtout ne N, \\:
2 ',
. |

Démontrer que (w, ) est croissante puis montrer qu'elle est divergente. 1

4) On considére la suite(S, ]“H. définie pour toutn € N par: S, ———Zk'
ntim

a) Justifier que la suite(S") est minorée par 1,

nel”

=1
b) Montrer que pour tout entiern =3 : Zk! <(2n=3).(n-2)!

k=1 .
J
oc e 2n-3 . : = i
c) En déduire que pourtoutn=3, S, <1 +—(—I—}. Determiner alors la limite de la suite(S ) i
nin- " Jnexe
SOLUTION |
1) a) Soitk € {LZ,.--.,H} .Del <k <n,on en déduit les implications suivantes :
1*-_11:5"::-{}f::n"'+l£n:+k£nz+n=r ,1 = : < : — = =L i

n‘+n n+k 4l mw+n nm+k sl

- -

)2 5
':z Sl S —

Etalors: I*‘:L{nzz

—_ +n o +k n +I n +n n +1
OFs Hii = i b= ek Bt i 1.D
: = =1 et lim = lim ——— =1.D'aprés le théoré limite
==K HI + H LES L i Fi —% # & *]' +I M=kt 1 p henrﬂme de ]a
1+ — |+ —
n n*

par encadrement (appelé aussi théorémes des gendarmes), on en déduit que : lim u_ =1

b) Puisque: (Ve R)r-1<E(t)<t,ona: (‘E'HEN') ”L:i{_kr~l]«:uﬁ ELZ(A'."L}
i =

n+1 | n+
X==—<y g 1.1'

c'est-a-dire : (‘v'n 4" ) >
I H i

On conclut, par le théoreme de la limite par encadrement:  lim u

X
e 2

¢) On a pour tout entier =5 :
=(c? )“ +(f:,'T)’1 +§(C: 4 +(cr)? () = 3(1+l]+" ’(Ea -

_l A=} L
Comme: ke{2,..,n-2},C)2C] :i'_(nz_ T z(cﬂ) 2(” 3)

3[1-2

. 1["-3) 2 H
Puisque lim ——— = lim ———=
nsve n(n—l} nesvn gy —|

et
=0, alors d'aprés le théoréme de la limite par encadrei®

him S(C: )_I = 0. Comme lim I(I +l] =2alors: limu, =2
s R l"’:

LU e ] ,l [ R o]
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\ L S el tl*-.:::mncum s ELASTUCES
I
— i & L -
« Pour montrer qu’une suite (u" )cnnverp,e et trouver sa limite, on essaie d'exprimer “" ""' e
le terme généralu, de facon a pouvoir appliquer les théorémes généraux comme : Tt:i::
[ rl"'
o Les théorémes d'encadrement :
V. SH.SW ; . lnﬂ—{lgyn )
s E = limu ={ ; , = limu, =¢
I"“ V.= h]“ “1" =|r LR R = hm pﬂ = U i
py it " i = b H=-&bF
o Les opérations sur les limites :
oy, S
limu, =( lim (u, +v,) =+ limu, =(#0 hmr;-=7
Nl I Ea n—e= A
e R r =’ n r ; ir rr E ﬂ = )
imyv, = ' = mv =
| limv, =€ | lim (u,v,)={( Jim v, lim ¥, =€
| P e
u, = f(n) _
o Utilisation des limites des fonctions numériques: 4§ = limu, =1
lim f(x)=1 noeet
[ T
e Pour encadrer un produit, il suffit parfois d'encadrer chacun des facteurs du produit.
e On retiendra que lorsque I'on « passe » aux limites dans des inégalités, on perd les inégalites strictes.
e 1l ne faut pas « passer » a la limite dans des inégalités avant de prouver que toutes les suites
concernées convergent

- |l =~ 1 I 1 1

2)Onapourtoutne N’ :v,,, -V, = ) ————~- -

+
,luﬂl "n+7 2n+l nA

(Eu+2)-2(2r1+1}= ] <6

.|.
2n+2)(2n+ 1) (Zn+ 2)(2n+ 1)

[l s'ensuitdonc: v, , —V, =

On en déduit donc que la suite(v, ) _ est croissante.

I I I =~ | SO
Soitne N" etl<k<n.Ona0<n+1<2n. Alors—= S ,donc: ZT‘—:"F L) —
2n n+k n+l e an+l

dou: Yne N' <].lLa suitc['vﬂ )-m est croissante majoree par 1, donc elle est convergente.

n+l

e

= & e ——————— - — _

* Pour encadrer une somme, il suf{'t parfois d'encadrer chacun des termes dE la somme.

—— ]

® Lorsque |'on sait qu'une suite(u" ) est croissante (respectivement decroissante) pour
démontrer qu'elle est convergente, il suffit de montrer qu'elle est majorée (respective- "'w- s b

ment minorée).

S
.

3) Une démonstration par récurrence permet de montrer facilement que: Vn € N, w, >0

I
—w, =—>0.Par conséquent, la suite (w, ) est croissante.
W

Alors, pour toutn e [N, w,

Supposons que la suite (w, ) converge vers une valeura.

Comme |a suite (w, ) est croissante et w, = 0,5onaa 20,5.

Frmmreed wri s e

h— B
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18 dpoaon, '.ﬁ"’ﬂ:}ﬁ;[ﬁﬁ}ﬂﬁ;&ﬁH}E‘*‘”' L T\
W NS R v = flw
= R’ f(t')" r+-l-.ﬂnﬂalnrs Pﬂ””"“t”Eh' Waei j( ,.J-
sl o sur.t par:- e R

Soit / la fonction défin

Iimf(.rJ=f(ﬂ)d”"“,._,_,

e ] | n. Donc la suite (w,_
or cette équatio ' )

i @ 1 =a+—
que & est solution de I'équation @ .

] y =490,
issante, donc lim w,
verge pas, de plus elle cro I B it
converge pas, e p _______1______.__—_.—---—-—— — __-‘-H
' : ' le terme géneral i/, de o
o Pour montrer qu'une suite (Hn )dwerge, on essaye d'exprimer g - W
er les théoremes généraux comme: e |

fagon a pouvoir appliqu

o Les théoremes d'‘encadrement:
.f_:_' ¥
v SH . sy, I
- — limu, =+* ; i lim u,
'Im 'I.'" = +I| HF.*’. rr-p-r T
l'l--li.;"

o Les opérations sur les limites : (A titre d'exemple)

lim f(“"n)zf(ﬂ)z ”""{;-Unen:}q

: . . i ; e AL
limu, =% lim (u, + v, )=2® frIILI?_]r ", J _
=T — n-ped . —y ]”'n (f{ﬂ]}'ﬂ):
liITI V= - 0 hm (H”l'” ) = 4+ ,_.[_IT. ¥ = +00 Eaas
o A % | lim (Ju, =+
."‘ -
(1, = /(n)
o Utilisation des limites des fonctions numériques: 4 . .- = limu, =%
l IIITI ; ll 1‘} = 00 T B .
il ol -

e On peut aussi utiliser le raisonnement par I'absurde en supposant que la suite

méthode est praticable pour les suites de la forme u,_,

=_[(H_]

amener a une contradiction. Cette
f(-":) n'admet pas de solutions réelles dans un

ot (u, ) est strictement monotone et I"équation x =

intervalle / tel queu, € I et f(1)c 1.
o Signalons enfin un résultat intéressant pour les suites monotones qui affirme :

o Silasuite(u, )est croissante non majorée alors lim u, = +o0.

H =%+

o Silasuite(u, ) est décroissante non minorée alors lim u, = —»

e 53
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g 24+ (n=2)H (n=1)1<(n=24n=1).(n=2)! et par suite: Zk! <(2n-3).(n- 2)!
i=l

¢) Soit 7un entier supérieur ou égal33.0na: §, = -~=Zk'+ l
n!is
n=1 o=l -3 2n-13
cque: Y k1<(2n=-3)(n-2 'atnrs—u k!< ——— . Parsuite: S, S1+
Puisque ; ( ) ) n! iz:‘ n(n-1) n(n-1)
5 <l 2n-3
Calculons mmnlenantﬂl_nn' S :Onapourtoutentiern=3, 1§ <Il+ = I)

3

o A

2n-3 . i :

puisque lim |+ ———=lim 1+ I~ alors on en déduit que lim §, =
nesee p(n=1) e n-l neses

FTUDE D'UNE SUTTE DEFINIE IMPLICTTEMENT

Pour toutn € ['l, on considére I'équation : (F,): x" +5x=-1=0
1) Montrer que pour tout 71 € ['l, I'équation ( F, ) admet une et une seule solution sur R*.
On note /7, cette solution.

2) a) Calculer f3,, et ..

b) Démontrer que pourtoutnell, 0= g <

| —

¢) En déduire que |Llll (B.) =
d) En utilisant I'équation satisfait par /# , en déduire ﬂlim B .
3) On souhaite maintenant déterminer la monotonie de la 5uitu(ﬂ, ] .
Pour cela, on considére la fonction / deélinie sur[{};l[pnr - (1) =x"+5¢-1
a) Montrer que pour toutx € [0;1[ = £, (x) < /,(x)

b) En évaluant cette inégalité en x = f , déterminer le signe de .f1 '[ﬂ }

f 205 (ﬂ;r) < Jant (ﬁmi }

d) Quelle est la monotonie de la suite (/) ?

c) Quevaut f,  (f3,,,) ? Déduire de cette question et de la précédente que pour toutn € [4,

I SOLUTION \

Pour toutn € N, on considére I'équation: (£, ): x" +5x-1=0

1) Pour chaque n € M fixé, la fonction polynomiale g, définie par g, (x) = x" +5x~1, est continue et stricte-

ment croissante sur & ° car pour tout (.-:I, f?] S (H‘ ). tel quea < b alors :

Do a" +5a-1<b" +5h—1,etdoncg, (a)<g,(b).
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2) a) Calcul de A3, et 3, :

B e
lLs"ensuit alors, d'aprés le théoréme de la bijection que g, réalise une bijection de 5 gy

I'I.l'l-tl:ryillh:
g, (H ) = [H. ({}); ].1“ «, (1){ = [—]; +*ﬂ[ NPuisque 0 e [-— I;-i-m[ s alors I'équation g {1) =)

I"équation (F, ). admet une et une seule solution dans 7, notée fJ

¥ {. t‘!’.tlﬂ_d“-

Ay estlunique solution dans [ de(F,): x" + 5y =1 =0, cest-a-dire (F,):5x=0,ce qui donng g

f, est Punique solution dans ' de(F):x" 4 5x 1 =0, cest-i-dire (F):6x=1=0,ce qui donne g

il % {
1, est l'unique solution dans 12 de(F,): x* +5x~1=0, ce qui donne P = 5 +2JE .

|
b) Montrons que pour toutn € I, 0 < f. = r
On sait que /2 est 'unique solution de | uqualiun(f':, ), done f1" 4 S, -1=0ef 20,

On en déduitdoncque(f, ) =1- 3B, etalorsl =54 >0, d'ou0) < i

i_f.ll—-.-

o : , I (1)
¢) D'aprés la question précédente, on a pourtoutne N, 0 < 8 < —, ce qui entraine queO=(g ) ::| £|
:} L]

Mais comme

o i : "
e 1, alors lim [E] =0, et donc I im (/3,) =0.

d) On a déja remarqué dans 2)b) que(f) =1- S pourtoutn e 1.

Or lim (A2,) = 0donc lim (1-5/)=0, etalors lim g3, =

Lo B 2N &

IJl_Il—

LU

3) On considere la fonction /. définie sur[ﬂ.l[ par:  f (x)=x" +Sy—1

a) Dnapnurtnutxe[{};l[utneH { SelE)= T (X)=x"" —x" = " (x=1)

X)=/,(x)<0,di f Ax) </, (x)pourtout v e 10:1] .
b) En évaluant cette inégalité en v = /1, . on obtient /()< 1. (/3,). Comme (S )=0

alors /. (/,)<0.
c) Puisque /7, est solution de /., (x)=0alors [ )

Puisque x” (x~1) < Oalors /. i

=0,

Puisqu’on a déja montré que /

m,(fjﬂjillulrﬂul{fm,]-Halnnf (B < L0 (8..0)-

d) On sait que pourla fonction f, , est strictement croissante sur [l'.‘.l l[ il s'e

nsuit donc que 3, < foa’
On peut en déduire donc que la suite ( /3, ) est stricte

ment croissante,

* Pour comparer deux éléments d'un intervalle [ | on peut comparer h.-m S lnngm. par une f
fonction / strictement monotone sur /. Plus précisément - solent(x,y) e /°,

Si/ eststrictement croissante sur / avec £ (x) < f(v)alors v < v,

Si [ eststrictement décroissante sur / avec f(x) < f(y)alors x = y, _r,}’

= e
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TECHNIQUES ET ASTUCES &
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)

pf GENERALITES SUR LES SUITES RECURRENTES

On considére un intervalle / de X et une fonction f : / — [/ continue sur/ .
On considére la suite(u, Jdéfiniepar: u, e letu,,, = S (u, )pour toutn € I.
1) Démontrer que: (Ve ) u, €1
2) On suppose dans cetle question que f est croissante sur/ .
a) Démontrer que (u, ) est monotone (Etudier deux cas selon la position relative de u, etu, )

b) On suppose que / est un segment, / = [n, f:«]. Démontrer que la suitu{uﬂ ) est convergente

déterminer une équation satisfaite par sa limite ez .
3) On suppose dans cette question que / est décroissante sur /. On pose: v, =u, et w =i,

Démontrer que les suites (v, Jet(w, ) sont monotones et qu'elles ont des sens de variations contraires.

SOLUTION ’

1) Démontrons par récurrence que: (Yne ll)u, € 1. PosonsP(n):u, €1
Par hypothésew, </, P(0)est vraie. Supposons que pour un entiern fixé avecn20, u e /.
Par définition f (u, ) € /(7). 0r, par hypothése f (/)< I doncu,,, = f(u, ) €1, ce qui prouve que
P(n+1)est vraie. On peut donc conclure que: Vne Ny, /.
2) a) Nous allons démontrer que sin, < i, alors la suite (u, ) est croissante.
etsiu, 2w alors la suite [u" ) est décroissante.
* Supposonsii, S u, :
Montrons par récurrence que: (Vne ) u, <u,, .Notons: P(n) :u, <u,,
Par hypothése n, < u, ; donc P(0)vraie.
Supposons que P(H) vraie pour un entier i fixé. Ona w, < u_, et f estcroissante sur / donc
f{h‘_,}ﬂ f(nﬂ,l) . d'ol par définitionu,,, <u, . ;donc P(n+ l}cst vraie.
On peut donc en conclure que : (Ve [4) u, < u,,,, ce qui prouve que la suite (1, ) est croissante.
* Supposonsu, = u, : |
Montrons par récurrence que: (Vn e i) u, Zu, . Notons: P(n) tu, >u
Par hypothésen, = u, ; donc P(0)vraie.
Supposons que P(n] vraie pour un entier n fixé. Ona w, = u_,, et f est croissante sur / ; donc
f(u,)z f(u,,) ; d'oi par définitionu, ., = u,,, ; donc P(n+1) estvraie.
On peut donc en conclure que : (Vn € N) u, Zu,,,, ce qui prouve que la suite (11, ) est décroissante,

b) D'aprés la question précédente la suite (1, ) est monotone, De plus: (Vre N) u, e [;;,,ﬁj . done la suite

g7
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otone et bornée (donc soi oissante majoreée pa ,
(2, Jest bornée La suite(u, ) est monot t bornée (donc soIt Crais ) p rh‘s‘}!:d
L] - F

e,

. vergenle.
ssante minorée para) ce qui prouve que |a suite (1, ) est converg

Par définition lim u, = adonc hmu =a,de Plusliﬂf('t) B f(ﬂ)mrfﬁt continue Sur] g,

F-—e=r g

lim f(u, )= f(a)etsachantquepar définition,,, = f (1, ). onendéduitquea = f(a),

-

Donc - & est solution de I'équation f(x)=x.
3) Supposons que, < ..
Démontrons que (v, ) est une suite croissante et(w, ) est une suite décroissante.
Démontrons par récurrence que pour toutn € I'f, v, < v, Notons: P(n): v, sv,
Par hypothéseu, < u, ;doncy, < v etalors P(0)vraie.
Supposons que P(n) vraie pour un entier 11 fixe. Doncv, = v, et f estdécroissante sur/ ; donc
f(v,)= f(v..,)eten composant a nouveau par f, on obtient: f(r(v,))=s _,r‘{f[ v... ) ; ce qui dogse
v.., €v,_,.on peutdonc en conclure que pour tout/1 € N, v. £v_,.Lasuite(v, ) est donc croissante
On montre de méme que la suite (v, ) est décroissante.

Si maintenant on suppose i/, = 1., on montre avec une methode similaire que( v, ) est décroissante

et que(w, ) est croissante.

On peut conclure : les suites (v, )et(w, ) sont monotones et qu’elles ont des sens de variations contrairs

| * Siaucune indication n’est donnée et si les deux suites ont un véritable lien, on peut

S
espérer prouver que ce sont deux suites adjacentes et par conséquent, deux suites \D'(
convergeant vers la méme limite.

* Soit ::lt:tm::[nrH Jet(v, ) deux suites a étudier. La situation la plus fréquente, statistiquement

parlant, est celle ou I'on arrive a montrer que :

ire & . (u, )estcroissante et (v, )est décroissante (ou le contraire) |
'.
2emeétape: lim (v, —u, )=0

n—#=7

_—

Pour prouver que(v, —u, )  tend vers 0,il y a deux facons de faire :

" L " L I
© Oubien on étudie cette suite et on montre qu'elle tend vers 0 par calcul de limites
ou encadrements, etc.

¢ Oubienonappellef et{, les limites de ces suites et en passant aux limites dans

les relations de définitions, on montre que /, = /.

,  ® Laencore, on obtient uniquement le caractére qualitatif du probléme : la convergence
des deux suites étudicées. La valeur de la limite commune - qui ne peut d'ailleurs pas

loujours se déterminer explicitement- est a étudier dans un deuxieme temps seule-

I ment. L'unigue résultat immeédiat est 'encadrement de la limite commune ( de(uw, Jet(v, ):

| «Pourtout nell:u <i <y » |

a=. SR ———— __AJHM
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Calculer 1a limite de chacung des suil

4]
2
) s

JH

3

2

).

Y 2]_

- N

BRE

it B

L 4" 4 Q"

4" —(-2)

3" +(-2)

1-“ i_.-ru-l

_.]?--I

e sulvantes .

On considére 1a suite (0, ), , définie par:

n ST n
l‘ — + ] e _‘t
" e | neoA 2 n +n
n L, mn
1) Montrer gue : ('\-"ﬂ € ﬁu"] =u, _
o+ o+ 1

2) En déduire hmu .
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mal = -_]-(l + I

1) Montrer que la syjte (n

) Pour tout 4 I

. )est Croissante,
2) a) Montrer que: (v, < N)

Tt ?:E
=
h ] ‘. —
) En déduire que : {‘G‘n = H) "l Sn
Préci " 3
€Ciser alors |5 limite de 15 Suite (i )
- -—_— T ': .

b }H-.‘l déﬁ

H,,=I+—-+——-+‘ !
n'
J est Croissante.

2) Montrer que Pourtoutnely . ,

Fel

I
"

"% 1

3) En déduire que |a suite (u, ) .1 €St convergente.

o~ EXERCICH <7

Soit(u

. )1a suite numeérique définie par :

Uy =] €t u, = Y3u, +1~1 pour tout n e [

1) Montrer que pourtoutn el : (< U <]

2) Etudier la monotonie de la suite ()

3) En déduire que la suite (1, ) est convergente.

nie pour toyt el .

i =i}
Exprlmer.‘j‘,, en fonction den . Préci

e ——

=/ (v.)

m P B, =p Hin;kh EEEY S
1"
T =3 [ f 1)
Wy =CO5| —0— 2 | - i)
\ 21 +1 ) ! —4Ll—¢05k:
W = Il . "EHHI
n = s =2 .-\rctan(l"] X, = 3—
= '\‘ n+|t
e MOICR 14
1) Montre que pour tout ¢ « O, [
|
Arclan ——— | = Arctan| — |- Arc L
l+x+x° ) X

2) Posons pour tout s e [N° - .
| 5 =3

u, = Arctan| ——— | et 5, 7~
l+n+n

a) Calculer limu,,

" _|r=|*'|'--'
b) Exprimer §_en fonction de n . Precist I‘
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- |I*§‘]_;i | :.slq'hr.ql {‘*‘ﬂ h‘\.'l_'.l ';i‘:l't-:]. ﬂr:hil TL"'-"

*‘/—. —
4 - ———— .-H-“h"'

A1Es DETYFE I’.,.naj {f'.) | ' SUITES ADJACENTES E
i ' ——— e —-— T ———————

o — i
—W B
Dans chacun des cas suivants, montrer que les suites | '_

o M

kgl

e

=

TRl B
(1, Yet(v, ) sontadjacentes :

gl
it / 1a tonction définie sur [ = ll‘L‘J par:
£ 4 2n |
r‘{ﬂ—\' b =X 1) u, = ot v, =24—
- 4 n+2 n'
werminer f 1. | | | |
1) Dt \ D =l+—+—+..+—cet v, =U, +—
I

2y Soit| s, }1.1 suite numerique detinie par:
"-'
1) H_l=z - et v, =, =

N, —l- et M, F l'lh‘_‘l pour tout n < N
S ; Sk (k+1)
4 —Gmrey— 1 |
On considére les suites(u, ) et(v,)_, definies par:

a) Moatrerque: (Ve N)O0=su =
|

) Erudier la monotonie de la suite | v, 4
& En deduire que (w0, ) est convergente. , ]
g, =ld—tit— € Y =4, 4=
@) Calculer la limite de la suite(«, ) 3 n -
Montrer que (u, ) et(v,)_, sont convergentes et ont

W

* =37+ D

. . i e —
. } : _ la méme limite.
$oit g la foncuion definte sur / ]1, --r.| prar :
On considére les suites (u, Jet(v, )définies par:

X

glr)=
el |
g(x)23 .
v, =24
]n‘,:d e
et M, +v
=——" nelN

! - ] ¥
1"»-[ g "h.“-r"l-l » He :‘;4 I.'i'r-'-l: -

oil a est un réel strictement positif.

1) Montrer que pour toutxy € / :

2) On considére la suite numeérique (u, ) definie par:
g(u,) pourtout n €| |

M, =3etu_, -
1) Montrer que pour toutne N : 0<u, <v,

a) Montrer que : [Tn £ !-:"} u, 23
2) Montrer que la suite (u_ ) est croissante et que la

©) Montrer que la suite (u, ) est monotone.

suite (v, ) est décroissante.

3) Montrer que les suites (u, ) et(v, )sont adjacentes.

¢) En déduire que la suite (1, ) est convergente

puis calculer sa limite.

Soit(u_)la suite numérique définie par: _
Soit(u, ),.,et(v, )., les suites définies par:

_ : -
Uy =1 et u,, =wu, +u, pourtout n€ ¥
_ eyerel - il g o= YT T
u,=2"'sin— et v, =2""tan—

1
) Montrer que la ‘:EUIIE[H_ }e::.l croissante.
Montrer que(u, ) et(v, ), ,sontadjacentes.

¢) Montrer par I'absurde que (1, ) n'est pas majorée.
[H_ ] 2

1) . . i
) Déterminer |a limite de la suite

h— ==
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": ._____.——-_
= 4n-7

2) En déduire | limite de la suite (1, )"

ur toutn € N : u

1) Montrer que po
2) Préciser lalimite de la suite (1, )

-'"'_'_'_h

T_JI:h R4

Soit(#, ) .. lasuite numeérique définie par:
14 : +. L
el Y n

1) Etudier la monotonie de la suite(u, ),

2) a) Vérifier que pour tout entierk =2 2 :

I
b) En deduire que: (‘U’n:u ) 2-—<u, <2
n

¢) Montrer que(u, ), est convergente.

Soitaeth deux réels tels queb = —a.

a” -b"

a +b°

On considére la suite (H. }déﬁnie par: u, =

Déterminer la limite de la suite (u, ) selon les valeurs

des réelsaeth.

(u )deﬁme par:

_ Jiz+u, (Vneh)

nelN: u <4

(-u}

I"-I
(vne N) 4-u, E(E]

limite de la suite (u,)-

b) En déduire queé - |
|

3) Déterminer la

On considére la suite (4, ) definie par:

[Hu =2
2 S
y . =—u,—n—7 nel
3 3
! » = 1 ot aél
1) Pour tout 71 € N on pose = ¥, = u +an—|
le la suie[

Déterminer la valeur de@ pour laquel
est géometrique.

prend pourd la valeur

sl
: frouves
Dans la suite, on \

2) Calculery, et en fonction den.

enfm

3) Exprimer lasomme 5, =%, + % +...F Vs

de 1 puis calculer lim S_.

L L

|
I
5
- C dtdt
4) [:.xpnmerT_ = U, +u + .t u_en foncaoon |

—_-"__-‘-""'l-._ i

e ———

Soit( 1, ) la suite numérique definie par: |
g

—t

u, =2 et (":anH) U =\

ulﬁﬁ

2) Etudier la monotonie de la smtﬂ{” )

3) En déduire que la suite (u )est mnvcrﬂf“‘ F 4

2

1) Montrer que pour toutn € N :

déterminer sa limite.
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iddra ite UR :
0n considére la suite numérique (u, ) dé

finie par:
1+ u
uy €[0:1] et u,, = e (VneN)

1) Montrerque pourtowtne N: 0g, <

2) Montrer que la suite (1, ) est convergente.

"

3)Onpose: u, =cos@avec e [ﬂ' ’T]
5

a) Etablir par récurrence que pour toutn e | -

0
u, =cos| —
2!‘

b) En déduire la limite de la suite (u,).

'.*.—I-_.H_
{:-‘i.ﬁi“:{.—\j ‘3‘1 }h—-—.‘_

= —_— -

Soit(u, )la suite numérique définie par:

3u_ +5 .
Uy ==2 et w, =t (VneN)
M, +3
1) Montrer que pour tout s € [ - u < s

2) Montrer que la suite (1, ) est croissante.

3) En déduire que la suite (u,_ ) est convergente puis

déterminer sa limite.

Soit (1 )

(VnelN)
|
1) a) Montrer que : (YnelN) u, > "{;

b) En déduire que : (VneN) Tael o
I

]
2) Montrer que la suil;e(n") est convergente.

7 |
3) On pose pourtoutne N : v =—ul ——

i E 8
) Montrer que (v, ) est une suite géométrique.

b) I!'-llt|;1rimurn__un fonction de n puis donner mu,, .

o i o g
—— SAbRCICE 33
e

¥

'-l?-_:

EAERCIC S LPR :H}:'h

Soit(u_ )la suite numérique définje par :

Uy=3 et y = 8(u, -1)
u, +2

1) Montrer que : ("'F'HEW) 2<u_<4

(VHENJ

2) Etudier |3 monotonie de la syjte (u,)

qu'elle est convergente.

3)a) Montrer que : {"J‘n € N) 4-u_, < i{#-ﬂ J
5 A

b) En déduire que : {‘?’HE N) 4-u E[EJ
ks

Puis déterminer lim i

L e

4) On pose pour touts e [ - s =2
u -2

a) Etablir que la suite (v, ) est géométrique dont
on déterminera la raison et |o premier terme.
b) Exprimer v, puis_en fonction de .

¢) Retrouver la valeur de la limite de(u, ).

5) On pose pourtoutne N': § = Vot W by

Exprimer S, en fonction de  puis conclure lim 3,.

= d-ar

—
A

e e

Soit(u, )la suite numerique définie par:
g =0 ety =2et u,= Tu,, +8u, (Vre N)
1) Onpose pourtoutneN: § =u_ + u,
Montrer que la suite (S, ) est géométrique puis en
déduire l'expression de S, en fonction de n.
2) On pose pour toutn e Iy :
v, =(=1)'u, et ¢ =v_ -V
Exprimer/_en fonction de S,
3) a) Déterminer la sommet, +4, +...+1__ en fonction

de 11 puis en déduire v, et w, en fonction de n.

.M
b) Déterminer hm =
Lo R
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EAERCICESTET PROBUENE Su.
-— _h__""H-_trl AR J_:.",- m

Soit(x, ) 1a suite numérique définie par:

: |
Uy, =1 et W = JH; Y

P +1): (Vne N)

1) Montrer que pourtoutne N : u, >0
2) Montrer que la suite (1, ) est croissante.
= 1
o K

(VHEN') v, Ez-l

n

3) On pose pourtoutn e N*: v, =
a) Montrer que :

b) Montrer que: (‘U’n € N') H,=,Jl+v

u, <3

¢) En déduire que pour toutn e T4 -

et que (u_ )ES[ convergente.

4) a) Montrer par récurrence que pour tout entier
k23: 2“'>(k+1y

b) En déduire que :

(Vk23),u, —ud >

Lt el

c) En déduire que la limite { de la suite(u, ) vérifie

les inégalités : ,’% =f= \E

e

I-‘iu{rL -!1‘i

— SESSSE———.

Soit f une fonction définie sur & et continue en 0. On

suppose que f vérifie: (Vx e R) f(x)= f(2x)

“

1) Montrer que pour tout n e [ - f{_t] = f(;:]

2) En déduire que [ est une fonction constante.

. e B T

1) Montrer par récurrence que: Vne N*, 2" = 4 |

2) On pose pour toutn € I

1 1
AZ Coet v o=u b ———
.F.Z n n2

)lul Et{v“ }nﬁ'.l

Montrer que les suites (u, convergent

et ont la méme limite.

On considére la suite numérique [n )

SEXRRO(C 3

.

dﬁﬁnit s
T 2 |
—2. ' "

1) Montrer que pour toutn e N :

"
2
4, >0 et —— %

u_ v

I
2) Montrer que la suite| — est ari '
i, nthméhqua

3) En déduire u_en fonction 2 puis déterminer lim

LE T

— ‘ U g % =% g
. # 4k ‘1' 5 I_n.j‘
B T —

Soita € ' . On considére la suilE{“. }déﬁniepar:

i, =g (rx:n’fa el r.reR)
M, = i_'II 2u_+ _.:;t‘_]
] W
(VheN) u, >0

b) Montrer que pourtout ne N :

1) a) Montrer que :

En deduire que la suite (u, } est cun\'E"E"““’
2) a) Montrer que : (VneN) u,,
b) En déduire que :

2y )
(Vne 3T ~a ‘:(—i] (un -w":-’;)
¢) Déterminer lim w

'ﬁ 41'.____{“; ICE _.Ln‘)—-_—/

Soit(u, }une suite croissante et majoree i
" -

_Ya 5-;'-("-‘;1

On pose pourtoutne W™ : v, = n

en Of

; el
Montrer que la suite (v, ) est croissante

qu’elle est convergente.
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g N on considldre la tonction 7, detine
; h"*"l Rl

i\_‘— § .

- ,-Lﬂ._‘ ey |
X :Ixﬂ .

O admet une solu-

et QU equation [ (2 )
i Iﬂi"‘-hf

daue 1, dans intervalle ]H, Il _
| 'll:t ‘L:. "t -

* . ' Tols te,
® l".'a',‘ 11 ] X L -."ﬁl "llt\l I “1?‘.\{1]1
2 G e la s l b

. est converngente,
W R dhh‘-l.ll\" que RELLL “'1- 1'. =\ 3
'l B

CDetermine:

¥ 4| L " ﬁ‘. I'l._‘I e
el que pour tout =

1) Mo

1z limite de la sulte {1, ] g

Jet(v, )les suites numeniques detinies par
: | L]

Wl \=

fw, ==1 ety =2

- TR 3% :
NtV ol M. . L ["'L'H p N]
- 2y -

¥
. =
Lol

\
I
!

Da) Mentrer que: (Vo e M) <V
b) Montrer que (¥, Jet(v, }sont adjacentes
2)a) Déterminer deux reels @ et /7 pour lesquels les
suites numerique(/, Jet(s Ydéfinies par:
[, =u +av, et s, =u, +pv,
sont geometriques.

b) E-‘iprimrrr_ ets. enfonction den.

3) D-E':ﬂnniner la limite commune de l“- ‘j:*l {\rﬂ }

%‘-}ifﬁif’.‘ e

Fourtoutn e N* et x € R . 0N pose :
Flr)=x" x4 ¥ 4 -1
1) Montrer que I'équation P (x) =0 admet une
Solution Uniquea,_ € ]{]; -hI:[ -
-
*) Montrer que la suite (a, ]_:1 est décroissante, puls
0 déduire quelle est convergente.

i
JHuml‘L'rquE lima =
L]

- - E

S ERCICES ELPROA n':aml,.l_rml :

—

el

H;MIU.;-J e .;_;,__')___—....——ﬂ’_—-

Soit(#, Yl suite numérique délinie par:

| - - (Vne€ M)

=1 et b, ° Yy

Frmereed ks e e

1) Calculeru, w,etu,.

3
2) Montrer que : (Ve M) 150, = 5

,I
1) Montrer que (Un e N’ ) b= "',,l = .'1!”” = "--ll

1) On considére les sultes (¢z, } el (ﬂﬂ ) définles par:

(VvneN) a, =u,, ¢ B, =y,

a) Verifierque:  (VneN) A, =1+77>

b) Montrer que: (Vmeli) a, = il

) Montrer que la suite (@, ) est croissante et la

suite ( /7, ) est décroissante.
) Monter que les suites (@, ) et( /S, ) convergent

ot vers la méme limite.

§) a) Monter que : (Ve N) [u_.. -V2| <

1

-—~lu_ - -u'!l
4

b)Y En deduire la limite de La suite (1, ).

&) Déterminer un entier naturel N A partir duquel :

<107

(Vn= \) [1:_ el

— MXRRUICH 44
On considére les suites (1, ) . (v, )., et (w,)

Akl

définie pour toutn € [N par:

M, i-—l LW, =0, =2dn+1 u;:;;"_zﬁ
= Vk

1) Montrer que la suite(v, ) est croissante et que la

suite (w, ) _, est décroissante,

2) Montrer que les suites (v, }.-n et (w,) sont
adjacentes.

3) En deduire la limite de la suite (1, )
"

]
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' _ XTI "_,uu}_'-_"——_-—--
Irl s - < ;
Soit(, )  la suite numérique définie par:

I
u =l+l+l+...+—
" 2 3 n

. 1
1) Montrer que : ('ﬂ'n e N ) iUy, = 5 +u,
2) Montrer que (u, ) est strictement croissante.

3) Montrer par I'absurde que lim u, = +e0.

m=t4at

i T
—r )V YERCICKAG D e s ————
i gl el .
. : s i n
Soit(w, ), , 1a suite numérique définie par: u, =

"

u

1) Déterminer lim

inaadk '8

puis en déduire qu'il existe un

el

L

"

2) a) Montrer par récurrence que pour tout 7 = n,:

3y
u =< [—] il
n 4 [

b) Déterminer la limite de la suite(, )

entier n, € N tel que pour tout 1 2 n, :

3
<:_
4

L
nxl

Soit(, ) une suite positive vérifiant pour toutn € I\,
1 % <
u, £—.0npose pourtoutne Nl : §, =Z”i
2" k=0
Montrer que la suite (.5'" ) est convergente,

— e

e S —

Soit (¢, ) 1a suite réelle définie parg, =0, ¢, =1 et
gﬁnirl = ¢n-h‘| L ¢n

1) Montrer par récurrence que :

il Fzﬁ}"_(xﬁ)"

5 ’)

pour toutn e I¥ :

2) Montrerque: (VneN) ¢ -¢4 ., =(-1)

3) Etablir que la suite numérique (i%l] converge
n>l

et trouver sa limite.

4) Montrer que pour toutn € Iy ;
. k
ch ¢.l: =
k=0

et EXURCICHAG

Soit @ un réel supérieur ou égal A | et[;:ﬂ)

]

¢, et Z(“l)“{:“1

k-0 i i

numérique définie par:

X
x, =a etpourtoutnelN, x = .

1+ (n + []I':
1) On suppose dans cette question queg =]

Montrer par récurrence que :

i el
("G"HEN ) I"_nv!-l

2) On suppose maintenant quea > 1,
a) Montrer que la suite (Iﬂ ) est décroissanteet
minoree.
b) En déduire que la suite ( x, ) est convergent

puis déterminer sa limite.

3) On considére la fonction f, définie sur R par:

/o (x)=

X
l+(n+1).1*:

a) Montrer que la fonction £, est croissantes¥

l'intervalle {0;

el

1
b) Montrer que : ("E"H = N'] 0<x, Eﬁ

¢) Montrer que pour toutk € N” :

S =(k+1)x,

Xeol X,

d) En déduire que pour toutn € N :
l
: S ——
1 " n+l
n—1+—
<

e) Calculer lim nx,_. 1

A — 4 |

e Lt O e
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T s, = T.!-r-u- |
I"'. )] '1- ]' H' 1 M
U LY el Lrh Ju.\ "r”: iy T 51.;.{,_(‘_ .".-'1 -
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R il
e S
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| SE PREPARER AUX DEVOIRS | BT

T

—
— i e

’-C;;:;:T—--._ Le paradoxe suivant a été Imaginé par Zénon d'Elée
- (490- 430 avant I.C) . Achille fait une course avec la
) Pourx € ]0;1[  calculer les limites suivantes : tortue. Il part 100 métres derriére la tortue, mais il

va dix fois plus vite qu'elle. '
. z 3 | lim '\_‘ S o . p q Quand Achille arrive au
e grpes point de départ de la tortue, la tortue a parcouru

l 1)

2) Calculer les limites suivantes : 10 métres . Pendant qu'Achille parcourt ces métres, la

=1 . I 5 ] .
11+21 4.4 nl . H4+2l+...+nl tourte a avancé de 10cm ... Puisqu'on peut réitérer ce

lim ; hm
T ”‘ =840 (’J.‘._]).' s W Fi #
: : raisonnement a l'infini, Zénon conclut qu'Achille ne

3) Soit (1, ) une suite bornée, vérifiant la condition : peut pas dépasser la tortue.

Avec des outils plus modernes que ceux dont
YneN', 2u <u__, +u__, ; .y :
SN Up = Upey T Moy disposait Zénon, calculer le temps nécessaire a Achille

Montrer que lim (u_,, —u, )=0 pour dépasser la tortue en notant v sa vitesse supposée

constante.

. sinl+sin2+..+sinn -
%) Montrer que: lim — =0 m—t TEZVOIR 3}—-—-

N~ nyn

& T cosl+cos2 +...+cosn _0 Smt{u' )_” une suite réelle. On pose pour toutn e [N :

L ,H'\/’f_l S = I‘I] +": +'“+HI'I

3) Soit (u“ ) et (1'.- ]dﬂux suites réelles telles que : .

1) On suppose que lim u, = 0. Soient £ >0 etn, € N

il wn

(VneN) 0<u <2 et0<v, <3
tel que , pour toutn = n,,ona [u_[ S8

On suppose que lim wy =6, ouer
T a) Montrer qu'il existe une constante M telle que,
Que peut-on dire des suites (1, ) et (v, ) 7 e e
pour tout n 21, ona: [54 < - + £

°) Sniem(".. )Et (v,, )deux suites telles que :
:n déduire que lim §, =0
lim (u +u v, +v, ) =0 b) En -

o= iy

Montrer que:  lim u, = lim v, =0 2) On suppose que pour toutn € N*, , = (=1

' n-s s s v B =y 7 Ou'en déduisez-vous ?
7) On Considére |a suite réEI[E(Hn }déﬁnie paru, = 0, Que dire de {3. ).m Q
I | ) we limu, =€
U= o + ol 3) On suppose G8F L T
'~ ¢tpourtoutneN :u,, = 3(| + Uy ") ) p

- rque lim Sﬂ =
*) Montrer que pour toutn € M, u, € [0:1] Montrer que lim

4) On suppose que .IL m w, =+

") Etablir que la suite (u )esl convergente puis Montrer que ,Im}. 8, =t

L_._qﬁl.u.rmr-_ -

b
) H“Htrer que la suite (u_ ) est croissante.

T v ok O e
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On considére la suitn{u__]dﬁl'inio paru, =-2et pour

tomtrneN @ u y = +n' -n

1) Montrer que pourtout entiern =3, ona u, > n.

2) En déduire la limite de la suite (#, ).

3) On donne les sommes suivantes

ik=____n("1‘~““ et LA’ N ﬂl sd)
k=]

G

Donner l'expression de u_en fonction de n, puis
retrouver lim u_.

e

¥
e

=

e

—

Le but de ce probléme est I'étude de quelques exemple
de suites adjacentes.

Les parties A, B, C et D sont indépendantes et peuvent
étre traitées séparément.

Partie A : étude de suites adjacentes et détermination
de leur limite commune

On pose pour tout entiern > 2 -

- 1
u_ = e et v =y 44—

le*“'l F n

ET. [1 ]

adjacentes. Que peut-on en conclure ?

1) Montrer que les suites(u_) sont

2) En remarquant que pour toutk > 2 -

L 11
k=1 2\k-1 k+1

donner une expression simplifiée deu_.

En déduire lim u_.

o=

Partie B : étude de suites adjacentes et caractérisation

de la limite d'une suite
Soit(S, )., la suite définie par:
h=l |
(-1) (=1
15‘ - 1 i +
’ ,z,;‘ k 2 n
On note pour toutentiernzzl:a, =8, et b =8,

1) Montrer que les suites (o, ) LELN) 1

N N 'ﬁ'ﬂ.“i
:h{]:h'{‘lﬂﬂ'ﬁ

2Y Conclure sur 1a natiee de la Mo (8 )

Partie C: étude de sultes crolsdes

On se propose d'etudier les deuy -'-“llm.“ 1 l
"

deéfinies par v,

i, 'I'“ = h ol P Towg) HeN
1\ v (T
X = i T, i R Yeur = A
Pt

P

Ot by pug sont des réels strictement positir

quel<a<het0agp

1) a) Determiner pour toutne N, Vool vy,

et en deduire une expression de v ety esls

ciondea, b, pgetn,

D) Deduire du 1)a) que les !lltll‘ﬂ{ 5 }r-l [}.'I

convergent vers une limite commune ! =~

2) Retrouver le resultat du 1)) en établissant gs
los suites X, ) et LY, ] sont adjacentes,

Partie D : Calcul de la limite d'une somme A lakde®

suites adjacentes
1 L
On se propose de caleuler la limite de 'j L1 [ail
Ho=th

Im*::qu-: n=sq4, Pourn> l_ On pose .

S, _E_l_ . =2Yn- S, etV 1‘/{;:1 i
R

L) Montrer que lim & = o0

[ S L]

nl
2) Montrer que les suites (U, )__ et (! ks s

centes, de limite commune I = 1.

. S )
3) Calculer lim —= et lim —*

1) Déduire de ce "llli I‘T‘lf.*::‘f'{h'- la valeur de:

N

lim —
L J" -1 \{,1

w
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el R S

re
. "que les suites (a )et(S )cnnverﬁent
1-"5::.
: ltul&" les limites: lim a, et IIIII‘S.

= sF PREPARER AUX EXAMENS [

L —

..r"'"'—’“_,...—-- e

L _..‘r 1"'"'&‘"' 1 m
i-wﬁ*'-#.‘

la suite numérique (u, ) définie par:

5

i,

—qg et U, — pourtoutn e N

i, l._ ,;

. %
o) gestun réel de l'intervalle ]U, I[ i
I
1}_1] Montrer que . (‘?’H = N} 0 < < I

b) Montrer que la suite (u, ) est décroissante.

¢) En déduire que la suite [H,, ) est convergente et

que lim u, =0.

2) Suil:[S*}la suite définie sur M par: §,_ = Z{—t)1 i,
k=0

et w, =8,

i, B |

Onposepourtoutne N : v =5,

a) Montrer que les suites numériques|( v, ) et (H’n )

sont adjacentes. On note / la limite commune de

ces deux suites.

I

el n

o) Montrerque: (VneN) u,,, <

~1 |2

©) En déduire que pour toutn € I¥ :

k=2n 1 '
|S_r - vﬂl <a Z (")
et L
9) En déduire que : lim S,=¢

(Remarquer que: |Sn - {| < fS,, = 1-‘,,‘ +err = {l]

"Examen Normalisé Se. Maths 1998

it - .
@ unrée] de I'intervalle ]‘ﬂl ][ -

Lt T e— ;
“Nsidére les suites numériques(a, }Et(sn ) défi-
lhgsp
Tia,=(1- -a)” et §, —-Z.::rjl
1 Mo

i

o

2) On consjg;
Sidére 13 syite numénquu{_ I, } définie par:

>0 et 4 =u +2n f:
mel i pour tout ne ™ ;

"

2) Montrer que . (YVneM) u >0

b
) Montrer que (, ) est strictement croissante.

¢) Montrer que ; (Vne N) u, <u, L
au,

d) En déduire que Ia suite (u, ) est convergente.

'Examen Normalisé Sc. Maths 1999

On considére la suite numérique (1, ) définie par :

] | [ 1 |
My =— et u, =let —=—=| —+—| (VnelN
"2 ' M Z(Hﬂ_, ] ( )
1) Calculeru, et u,.
2u_
2) Montrer par récurrence que : (Yne N)u,,, = =
de

1
3) Montrer que: {"E"nEN] ?Euﬂ <l

4) On considére les suites [a, ‘,Iet{tﬁlw ] définies pour

toutnne Npar: a, =uw, et b =u,,
2x
a}annsepuurtuut r:[- :’ f{ ) ~1+4x
1 | L
Montrer que f | [ 731 5
la suite {a, ) est

bh) Montrer par récurrence que

croissante et que (b,, )est décroissante.

¢) En déduire que les suites (a, )et(b, )convergent

et déterminer la limite de chacune d'elles.

1 4
) On pose pour toutn €N = Yo =577

a) Montrer que la suite
mery, et en fonction d

o iatied Se. Maths 1997
{Examen Nor _——

en. Préciser _l_i:rpr u,
b) Expri
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HISTOIRE

& Mathemahcien froncas d'ongine itahenne
SAASeCT LOgrange o comniQore de nompreux

Tavaux O | atuge de fonctions. C est G Iy que JOSEPH'I'OUIS

O &3 termmes de dénvee ef de prmitives

Einnidetl Bttt W e idiadl AGRANGE §
e (3 seconde consiférée ele méme comme (1736 - 1813)

o
1)

0 ; Tails! r . s
source  nttps I wikipedia org
CAPACITES ATTENDUES PLAN DU COURS
& Maitriser le calcul des dérivées des fonctions. )
& Déterminer le signe d’une fonction a partir de son tab- |
leau de variation ou de sa représentation graphique. ' _ meniclies
& Etudier des fonctions irrationnelles et des fonctions tri- ¥ DSivbiing €' me foctin
gonométriques et des fonctions composées et les repré- TR AT (PP e -
senter graphiquement L oy sur la dirhation
& Déterminer la monotonie de la fonction réciproque = '_ S —
d’une fonction dérivable et strictement monotone sur IR S iimaivionn W
un intervalle et la représenter graphiquement. B Zrmode dev o tions
4 Déterminer le nombre dérivé en un point de la fonction T 50 Mooy e
réciproque d’une fonction. % Les fonctiens primitives .....cccooeree— :
& Utiliser les formules de dérivation pour déterminer les '
fonctions primitives d'une fonction dans un intervalle. ,
& Maitriser l'interprétation graphique du théoréme de "T " » pplicat
Rolle, du théoréme des accroissements finis et de I'iné- B B Rereints 85 Do s
galité des accroissements finis. ® Probhiinees de syathise. ... ..oocerenm
& Appliquer ces théorémes aux suites numériques de la
forme: u_, = fl'u_}uu dans I'encadrement d’expres-
sions et de formules algébriques ou de nombres réels.
_’/

Scanné avec CamScanner



=Y

y goit fla fonction nu
A) 0.

mérique définle sur W par:
fx)=x"-4x  si ¥<I
f(x)= 2" =3x=1 si x>

}dt’*‘iiﬂﬂ“* <q courhe représentative dans un repére orthonormé,
[.F p -

frudier |2 dérivabilité de la fonction f au point x, = -1,

1.3)E

b) néterminer I'équation de la tangente A la +nut|rl*.~t-('t"'Jr ):m point d'abscisse x, = 1.

Z ]Etudiur 1a dérivabilité a droite et a gauche de la fonction f au pointx, = 1.
4

h) La fonction f est-elle dérivable en | 7

g) Soit g la fonction définie sur < par: ”(\-} ; m
Erudier la dérivabilité de la fonction g enleten 2 puisinterpréter les résultats obtenus.

€) Soit f la fonction numérique définie -»:ur] -—."4:.11 et représentée dans la figure ci-contre :

-1 f()=S(2) -
1.a) Calculer les limites !III.'I_'II T el .Irfnj — :

b) Déterminer le signe de /(1) selon les valeurs de x.

2.0npose: f(x)=1+2x+ xg( x)

,«"" v"‘"" RAPPELS | —————E—

Déterminer lim ¢2( x ) et déterminer le signe de n;.ﬂ(.r} sur

i -#l)

[—3:3] - {ﬂ} selon les valeurs de x,

D) Dans chacun des cas suivants, déterminer le domaine de définition de la fonction / etles intervalles oul

tlle est dérivable puis calculer /'(x) :

[ 5 i 1 * 3 - 2 g 4 3 L
flx)=x'-ax’ +3x+2 ; f(x)=5x" -4 = _f[.r}--j-(.‘t - .t'+.)
f[.l'): xm : f{-‘.} - 3x-17 : _f{.\‘) =Sin(lt')-51‘:{'!5{3I)+El11n.1'

W
x4+ 2

E) Sur '
lintervale 7 - [";E]‘ on considére les fonctions f, g et /i définies par:
4

I(I}=l:mx-—x - g(,l')=f|':.t')*%.f] H h{-")’f{-")‘%-‘f]

Lt
y ‘“‘d-’rl.*rl
"5 variations des fonctions f, g eth.

Lk
by -
' que pour toutxe f ;: x+ lr' <lany s x+ E'T‘
EN ’
i -— . . tanx-Xx
Wl précéde, déterminer la valeur de la limite : Ilf‘l;l_n e
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1. Soit / une fonction dérivable enOtelle que f'(0)=2et f(0) = 4;-

2) Montrer qu'il existe une fonction £ définie sur un intervalle ouvert / centré enftells .
-

. ! :
(vhel) }'L&jzi-—lﬁ-—hrlﬁu et lime(h)=0

L ] - W
L3 Soaction g est-elle continue en] 7 dérivable enl 7
3. Soit 2 2 foecticn numérigue définie par:
4 — -
# e et e

-~z e 13 Erun SR S T "
Oeterminer 3 fonction 2 puis calculer 2'(a). La fonction 2 admet-elle un extremum en g 7 Justifier.

3.On consicere 2 fonctionndéfiniesur Zpar: h(x)= ' - ¢

2) Enudier la dérivabilité de la fonction hen( et en |

b} Erudier les variations de la fonction h puis déterminer ses extrem ums.

" DERIVEE DE LA COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS
e il

%

A) Soit F la fonction numérique définiesur R par: F(zx) =[x + I).

1. Calcsier F'(x)pourtoutxe R,

7 Déterminer deux fonctions [ etgtellesque F = guf
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DERIVABILITE ET EXTREMA D'UNE FONCTION NUMERIQUE -
el = e e ————
i S0 j ume IoncUon dérivable sur un intervalle ouvert [ et soitaun élément de [

—

3. f:r.-n':pirr:'f'"f:jetz'fff:j}ffij.



Montrer I:IHEG est continue ena.
L

- gaigxun élément de / distinct dea.

wontrerque si f(x)= f(a),alors: E{f{x}}"g(f{ﬂ]}
a) Mon rgue sl _ ;

X—a

= 6( ()= L2 ()
») Montrerque : imG(f(x))=2’( f(a)).

¢) En déduire que gof est dérivable en g et que : fgaf]r{a] = gr{f[g})x f’{g}

e—t DERIVEE DE LA FONCTION RECIPROQUE e ———

Sit f la fonction numérique définie sur[[:-b-u:[ par: f{x) - ?;.;1 e >

+ Montrer que £ réalise une bijection de [I;H[ sur {l+-:c{ g

£ 5it /™2 fonetion réciproque de /. Déterminer /™' (x) pour tout x [2:4+=].

3 Montrer Que /™ est dérivable mr]z;m[ puis détenniner(f" ) [x] pourtoutrx e ]l*u:c{

$ Vérifigr que pour tout ¥ = ]2;4_4::;[ g (f")r{x) = |

I(7(x)
Q‘L THEOREME DE ROLLE

- THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS

A) Oy
A Considére |4 fnncﬁnnfdéﬁnie surl’
I'I'-'ftiﬂer quef est

intervalle ['[II: 1] par:  f(x)=5+xy2x—3*

iy continue sur[D: 2] et dérivable surll}:?.[ puis comparer f(0) et £(2).
e mlerf-[x]pnur tout x E]I};Z[.
" ¥iontre, Wile
Xiste ¢ € |0;2 ' _
- 10:2[ tel que £ (c)=0

-

1 =
et dérivable sur 0;:—| .
P 12
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ﬁ \
b) Soit s le maximum de esur/,

M ® 1 3 il '
ontrer qu'il existe unréela e }D:—EII: tel quo;a:[cr] =Mete (a)=0

1 ©) Soitha fonction numérique définie par : h(x)==2"L E
' 2x 4+
1. Montrer que /s est continue sur[0; 2] et dérivable sur lo; 2| .

2.Q) Vérifier que h(0)=n(1).
b) Montrer qu'il existe un réel ¢ - ]ﬂ; 1[ tel que: ) (2)- h(0)= 2h'(¢)

3. Le plan est rapporté a un repére nrthnnnrmé(ﬂ.?. }] - On considére |es points 4(0, £(0 5},3-3{*- Fin
;i gt LW A I
a) Déterminer m |e coefficient directeur de 1a droite( AB).

b) Enmparerf'(r:) et m . Quelle conclusion graphique peut-on déduire ?

0\' BRANCHES INFINIES - CONVEXITE
- ~

A) Dans chacun des cas suivants, déterminer les branches in

E

-

finies de la courbe (€, ) dela fonction f :
2% +1 x -1 Arcta [ ¢
_f(t) = t: X . f(r} = _1;-~|.-|!‘l | : filx)=3x-34% e — 3 - fxl= .’ - =
X - X+ ] T | x -
. : [x -4
X~ : Fly=t si x>2
7= isefoq | [P “
/ Y
_,J"(t) =x—vJx'-x si xe ]-:ﬂ,[][u]l,+:r:[ S(x)= Arctan| *.] | six<2
L \V2-x

B) Dans chacun des cas suiva nts, étudier la convexité de la murhe{'{‘ i 1 de la fonction [ :

i
S(x)=x"+2 -18x +24x . f(x)=cosx—siny - j'{.r}:l-lx‘Fl] :-f[-")zr?ﬁ

x+1 X +2x
f(‘r)=31+5+x=+2x+2 ; I'e)= H+I

i S(x)=sin(2x)+4cosx-7

C) On considére la fonction g définie sur[ﬂ;ﬂ'] par: g(x)=x" +cosx

(‘E ) désigne sa courbe représentative dans un repere nrthnnnrmé(f]ﬁ_}).
K

1. Montrer que la fonction g est convexe.

- n " & 'T
2. Ecrire I'équation de la tangente 2 la cnurhe( €, };m point d HhSEISEE-E.

Z-T — -I'T_

3. En déduire que pour tout x € [ﬂ:ﬂ'] . X+ (l — .-T].t: +Cosx >
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r £ D’'UNE FONCTION NUMERIQUE (RAPPELS)

BILITE D'UNE FONCTION EN UN POINT

pERIVA

o définie sur un intervalle ouvert / et.x, un élément de/.

sel 1 tel lim '”'rjvf(x"} =/
- con v sl existe un reel f tel que: | -
st dérivable en X, s il existe ur ] hm ey

fonction numeriqu

Snitf une

on dit que -"f "

# L
¢ est appelé le nombre dérivé de la fonction f enx,. Il est noté / (*r" ).

SEETR—

’ Remarques — | N |
@ n‘—ﬂ-[x}} pour le nombre dérive de fenx,.
o\

arfois, nok: ent en physique, la notatio
» On trouve parfois, notamim ph =

'r
) " " B 2 1 - . ....‘ a IE‘ [.Em _5,
on trouve également, la notation f(x,).lorsquela variable désigne p
; : -ur |; iti es limites, que f est |
Un simple changement d’écriture montre, en sTappuyant sur la composition d 4 }
» i =
[(x, +h)— (%) : : rs:
dérlvtheen Y "_||. |J'| “'H'.Lllr'ﬂ” ,Ir}‘ f=—1% : : da lln[‘l”“ltﬂ ﬁn“: EnnEtn!n
' g /

fx, +h)—1(x)
h

I %) “I.'ll‘ll

_ . '3 el AN T 2 o » notion locale.
¢ La notion de dérivabilité, étant définie a l'aide dune limite, est une l

: e e S

_@‘mitinnz J I ;

|
L |
- Soit f une fonction dérivable en x,.

La droite (7') d'équation y = /" (x, )(x = x, )+ /(v ) est appelée la tangente 3 la courbe T, de la

fonction / au point d'abscisse X }
L fonction x 1 f'(x,)(x=x,)+ f(x,) sappelle 'approximation affine de / au voisinage de x,. |
On écrit alors : }
oy . G g " ;

f{:r] =T (% ][r - x, )+ /(x,) auvoisinage de x, ou f{x+ h)=hf(x, Y+ / (% )au voisinage de O |
h"—-— - — = e = Sy

:h_‘_-‘_' — . -
[P"'Dpﬂsitiun 1 l —— e Sss:

st]itf
u # 5 » & + = # o
ne fonction numérique définie sur un intervalle ouvert ] etx,un élémentde/ .

La foney
nctj ) . =)
on f est dérivable en X, si, et seulement s'il existe [ € R etune fonctione : / —» = tels que:

(Vx e 1) f(x)= () +(x=x,)+(x—x, )o(x) et lim @(x)=0
il'l!ice .

Sc .
Onditions; ¢ '(x,)=¢ |
= o —— = _— e =
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R UNNAISSANUES EUNDAMEN LALE Sl

i

1.2. DERIVABILITE A DROITE - DERIVABILITE A GAUCHE

|-‘| Définition 3 l

® Soit / une fonction définie sur un intervalle du type[.r.,_.tf, + r[ ours X,

i
: . I
On dit que f est dérivable a droite de x, s'il existe un réel / tel que : Iim - (r) —flx __]_

.T'—ql 'r =, ta
Le nombre /, est appelé le nombre dérivé de la fonction f a droite en x..llest noté £ (

1% ).

=

* Soit / une fonction définie sur un intervalle du type ] X —=r. L] ourcs R,

On dit que f est dérivable a gauche de x. s'il existe un réel /

.telque: lim f(l'}—f[::}]

=
i &

— e S e e e i

X~X .
Le nombre /, est appelé le nombre dérivé de 1a fonction fagaucheenx, .l est nntéf'(_r_}
lE-. | . - . e Sl
- —
—--—1 Proposition ZJ - .

T

Soit / une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert / et x, un élémentde/.

La fonction f est dérivable en x, si, et seulement si, elle est dérivable 2 droite et 3 ganche enx .o
fils)=fi(x).etalors: f'(x,)= f1(x)= £(x,)

;_Exemple

A i t—

On consideére la fonction f définie sur = par:

x)= {r+l] sin : s1 x> -]
\Xx+1)
1_}”{1:} Arctany-x—1 si v < |
- Dérivabilité a droiteen x, = -1 -
f(x)-S(-1) ( s
Una.‘l_l.r_l}_ "y =J‘l_lj‘ll,{:‘f*‘"1}51n|1.x+]’].[}n sait que pour tout x € |-1,+x[, [sin {:-T

%

Il s’ensuit donc que

\_.

{_.r+1)5in(

Donec lim _f(:c) ( =, 0.D la f i AT 3 . =0
am poary = U.Dou, lafonction f est dérivable a droite en.x, =-lerj':, ["1]'

x+1)

-

[ o=t |

< ['c - l‘ Comme Iim |1 + [[ = Oalors ]“'" (x+ 1}51!1[

On peut interpréter ce résultat graphiquement comme suit

« La courbe représentative de f/ admet une demi-tangente horizontale i droite en son point 4 3hs
- Dérivabilité a gaucheen x, = -1 ;

"”} f{-"')‘:""(-—l) . Iin'a_ An:lu:jl—x—l i .?s.rr.:lam\.-':x ol i I = =
ey x gy :

= J=x-1 —x-1 il |
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" 4
An.i-ﬂhfl x-1 lim Arctan X [ ; .
__.—--—_'_'_'_'_._ ;i - Et Im . ;
‘:‘lr: hr“ J,I_I- V —i X e J‘I_-I '
nséquent, la fonction [ n'est pas dérivable i gauche en x, - -,
par €0

nterpréter ce résultat graphiquement comme suit -

on peut!
« LLa courbe repre:

_1,dirigée vers le haut »
fonction f n'est pas dérivableenx, = -1,

ssentative de [ admet une demi-tangente verticale i pauche en son point d'abscizse

Enrégumé,la
1.3. DERIVABILITE D'UNE FONCTION SUR UN INTERVALLE

,,i péfinition 4 l——

Soit f une fonction numérique définie surun intervalle / .

que f ost dérivable sur / si elle est dérivable en tout point xde /. On note f’la fonction qui

On dit
3 x € [ associe le nombre dérivée de f enx. On 'appelle la fonction dérivée de f , ou plus simplement
. S
1a dérivée de /. On écrit aussi; o -
PRy e
lf TABLEAU DES DERIVEES USUELLES J
L onethony La fonction /" Domaine de dérivabilité |
xa (aek x>0 2
X ax (::rEZ'-E') E =
XN ("E”*) x> nx"! R
1 I -
Ky o X = = =
2= x 2
I -
X 'J; X —2——: R
[ — . o
X = sinx X ) COSX R
T —
bz Ty cosx x> —sinx R
I T T
X tan x _.!I‘.'HI‘I'lﬂI'I I—m ]'—2‘+kﬂ,i+k5[ (kEEJ
-.__________-__
1 sin(ax + p) (a,heR) x> acos(ax+b) R
Xiio
M%—i}_ (a,b e R) x > —asin(ax +b) R
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-\.‘_-:

.:'m F]'I.I!‘Fql_'*.l-\.". ..l.~ "-.1’,4-:""‘&"".:' 1..I||‘.r.r:,. L% __ Ill. . \
-l - .

1.4. OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DERIVABLES

@ﬁuxili:;]ﬂ

i
i n

- d0iL [ et g deux fonctions dérivables surun intervalle / et © 32, Alors

'i i iy i 4 . 4 ~\

| (f+g) =f'vg" ; (af)=af" ;: (f.g)=[g+e'.[ - (s J“"J"f'
‘ #

1 ' * ( F

| | : Bz
. Silafonction g ne s"annule pas sur £ alors [ —J e | iJ L :—fri'
| 2 4 \ B ”
 Enlin, si f est stiictement positive sur £ alors : (‘ﬁ) “ I

P e—— i e —— - —_—

& COMPLEMENTS SUR LA DERIVATION
2.1. DERIVABILITE ET CONTINUITE

| Proposition 41 —

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle /

et x, un élémentde [,

Si [ est dérivable en X, . alors [ est continue en K,

B e

—-l Remarques I*— e —————— ——

® Une conséquence immiédi

ate de la proposition 4 est la suivante -

toute function dérivable sur un intervalle est continue sur cet intervalle

® Laréciproque de |3 proposition 4 est fausse, Par exemple, la fonction '
X Ir-:-|1|L-.=.l:r;f:-nlinm:+_*|1Hm.|i-. nest pas dérivable en 0 (Fioure ci-contre) ( I

2.2. DERIVEE DE LA FONCTION COM POSEE

._ [ Proposition EJ B

Soit [ et S deux intervalles ouverts, et [ -/

. - . ;','H:
»oet g —» 2 deux fonctions numeérigues:

J(7)= J. Soitx,un élément de /.Si:
e la fonction [ est dérivable enx.,
e la fonction g est dérivable eny, = f(x, ],

alors la fonction gof est dérivahle en X, et de plus -

| (2of) (x,) = ¢ (£(5))x £'(x,) _-»-'-"’/
-_' E— o -J
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|

h

L

u'*-”'-lll.h q":‘"i \ ‘ ;
Ty L EST e ' ]
| lmull 1111* 1 ————— a2 U 23 VT RO O iufl
£ est dérivable sur un iny T — -~
g [ es aerv in ervalle S — . I s
1 le/ et N "'ilderi'.rnhlu 51 T ~
1 WV LS 1 n*
gof est dérivable sur / et de plus, oy, tout y ¢ Hervalle  to We [(1)= 4
_ - X E {Hf{f)r(r}‘_f, = H]DT‘S]
— R (s (x) |
e ———
1) On considére la fonction £/ définie sur 2 i B o
, —_— N consijd¢
U (r) . L'l.'l'.'i(\[‘r : 5) dére |3 fnnctinnl’dél‘inie sur][ 2[par
P e V(-T)=tan »
Enposant: / {") =N k) el J.'( \‘) =Cosy x
Onaurapourx e @ . En posant . f{;) e
Ulx)= gof ( x) On auy i ( -
"apourxefiof : y(x)= gor (x)
Puisque f et g sont dér vables sur & oy fque [ é
- elant dérivab| : : T
f{-r.] < Ralors Ia lonction () = 2of est aussi £ Sur]],2[etf(]l,2[): 5 ;:r[.
dq- : o D 5o
erivable sur = et de plus, pourtout x e P ; Onc g est dérivab)e surf(]l:i[). Par suite, V est
: - déri -
s Er( » ) - " sm( [a e : 5) vable sur]LE[et de plus, pour tout x e ]I:Z[ :
; A = .
TT ‘ Vi 5 V'(x) = ( I)] x f'(x ~-——[l+tan [;TD
*ﬁgp_l_n:_ntinnsz o .

1. Mont
; Ter que |a - . v .3
que la tonction f : x 1 sin(xcos x)est dérivable sur 2 puis déterminer sa dérivée.

2‘ 'l w "
Etudier la dérivabilita de |

s alonction g : x 1 uin( J_] +Lns[ ) puis définir sa fonction dérivée.
DERIVEE DE LA FONCTION RECIPROQUE

Soit -
J une fonction continue e

t strictement monotone sur un intervalle / de R, etx, € /.

SIS est dérs
Erivable en ,r”avm:j"[,t},) # Oalors la fonction /' est dérivable eny, = f(.‘r,]et de plus:

V. ( )("n)‘f{,‘.ﬂ) |

P, — — — - e e g
E“‘Tﬂlhir -
5

Oit f
ne
lonction continue et strictement monotone sur un intervalle / de R .

i ‘“'-‘f
“Mdérivable syr 7 telle que la fonction /' ne s'annule pas sur / alors la fonction £ est dérivable
1| "-.l"-J . " | i l
-. Y b Plus, on a pour toutx & J - (f I] (¥)= (£ '(x)) 1!'
i "‘ﬁ-*__“__h_‘ j ‘I I :
3 : I

e — -

= - T — = T —— .
— EeE e e o S -
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T par: f(x] = xsinx

fonctions dérivables sur /. Deplus, on, -

. ,;llurSfest strictement croissyp,

sel. T (I)—5m1+:n:05t Puisq

suite, f réalise une bijection de/ surf(f) /.

(ﬂ'] 6+;rJ- []rf( ]fﬂdnncla l'unctmnf

sur [ .Par
£ T
' est dérivable E“E'-‘lﬂna:

one ‘r(“]*'ﬁ"‘f 6) 12 )
(f“)'[i%)#;,‘ft_g?:?ﬁ

‘appncau{wnﬁ.

.....—--i—!---—' -

f{_t):w.}_‘r:J.-I-I

on definie sur < par:
J a déterminer puis r::al|:1..'|1er(}"'l ) (1).

1. Soit f la foncti
Montrer que f estune bijection de 2 surun intervalle

ie sur[l: 40| par: g(x)= X =3x—3

dmet une fonction réciproque puis déterminer son ensemble de définit=

2. Soit g la fonction defin

a) Montrer que lafonction g @
b) Montrer que I'équation g(x)=0admetune unique sclution & dans L +:r:[ :

:}Muntrerquet _1] (0)=- ( __1)

7 4. DERIVEE DE LA FONCTION ARCTANGENTE
urnpusitinn'? l ocnnuassailill
- . —_— ;
e La fonction Arctan est dérivable sur < et ona pour tout x € R An:l:m'(.t} -l-:""’
r

e Siu est une fonction dérivable surun intervalle / alors la fonction x = ;\rcmn(u[.f)) ﬁtdmﬂw
. —— ) u'lx] |
sur [ et sa fonction dérivée est donnee par: x— - |
|+ u (‘[) _'_______‘___,_,---"'I

e R S T —— e e e

i PrequT . i
surlmten*allﬂf ]"'

On sait que la fonction Arctan est la fonction réciproque de la fonction [ définie
= - :l ;:'-
par f(x)=tanx. Puisque f est dérivable sur [ et sa dérivée [": x> 1 + tan’ x ne s'annulé pas "

<a fonction rédproque f est dérivable sur f(/)=R.Onapourtoutxe R :

arca’(2)= () (D) =———== I 1 /
V)= @) T () 192

— .
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e

un intervalle / alo

_f(,r} = Arctan (?ETJ

oncti '
mitﬂar S JECIEY ", rationnelle alors elle est dérivab
yela fonction ! = ¥ 77 ¢ 41 .
. [« tou M -
st dérivable sur % et de plus, pour
_ Arctani € :
. gonction 3 -
. P )
( g [J (.r'+l] ] -x
¥ o -‘4 + - — - 3 - r +3I= .Ll
pafei— =y
L] === [+]—
Xt +1 x +1

Applications
_ ions suivantes:

1-(:} = J; + Arctanx

|. Calculer les dérivées des fonct

H(:} = x. Arctan (\G-)

2. Etudier la dérivabilité de la fonction f définie 5ur[L~H¢[ par: [/ (

3.50it g la fonction définie sur < par: £
Montrer que pour tout x € & : g'(x) =0

25.DERIVEE DE LA FONCTION RACINE N¢™

[ Proposition 8 J
Sﬂil_’ﬂ >
Un entier naturel supérieur ou égal 2.
* La foners
nction x 1 4fx est dérivable sur %" et on a pour tou
| r
| v 1 '| I——'I ]
.! ({‘f;) =1 %" =g = nf -1
| % Siy n nNxY
| “Stune fonegi - . it r un interva
o= ction dérivable et strictement positive st
= {u(x)

tx € R,

est dérivable sur / et sa fonction dérivée estdon née par:

' g u'(x)
(m) =-H (r](u{ )] (m]

. i T
- e S -
T T T i ———— g —

rs la fonction x — Arctan ( u(.n:

jyable sY h

g « fonctions dérivables. De plus, pour tout x € ' :
Ef;r"ft mpnsée Je deuX - (H(I))x" (xJ—-_f—(ﬁ—
I.'II'II:“:Iul!":r’l (M”" H[ T) ) = Arcla = {:)

lle [ de ¥ alors la fonction

}) est dérivable sur I en

le sur 2.1l s'ensuit que la

w(x)=(Arctan (cos :c])j

"(x)= .-irctan(d,r: -1)

( } — Arctan .y = Arctan (-" = [J I ( x+x+1 ]

e ——

e T T F—— PR
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R 3 ™

e T———————————————

| ™ - - ARITI A V1 AN
v -r. "-!.:'\-t .II_ .' i :'\ ll , [ -.l'\J. 1|~ { i | .I'.\‘ [
L . L]
9
[ = p— :,T‘
c aaanie sur B p:
I T ' . 1 » Sl 'I}Jrfl_ o
|E”xi . [ll ﬁl'lll 5 ;
| l an reciproque de la fonction F ( ] ¢

, alors sa fonction

. , tion v 1-? I
On sall gue L fonct .,;"mnuh‘ pas surls,

\.‘rt est 1 foncti
|
e 4 ' ne
el sa dérivée /1 X 1y

Pulsque / est dérivable sur= =
: '{]5-“ ] ®* . On a pour tout v & T
reciproque f "est Jderivable sut ALY :

I e —
i) I

(B =0V 5T a(d)
¢ S un intervalle / de 7 alors la fonction X = m

Wle et strictement positiv
plus, pour toutx el :

Sinest une fonction deriv.
crivables. De

' fone i

b Jen b » sasee de deux fonchions
ost dérivable sur [ en tant que comj 'y
' ')

' | I o
3 . Ul x))x TR — IF( ‘-H u'(x)= =
(J:r[l}) A ))u’( ) ”[ n(;;/;f(\')]

‘ Exemples l!
- w . - | r

1
— - ! = e X '\i _.-
v est dérivable sur L et on a pout tout x € I, : [ J_t') * S v ————} {f‘_

1) La fonction ¥ = N

s o =
— u‘lb'l:'l‘ ._'\

’ 2) On considére la fonction f définie par: f (x)
5 :
= a- n - - E p— 5 —_‘ - 3. 4 E‘n!'
La fonction 1 i x> Sy —Jest dérivable et strictement positive st I'intervall 2 } r.[ . Par consequ

5 5
La fonction f est dérivable sur ]E“ :i et on a pour tout x ¢ ‘I | f‘ :

)= S ) = S(8e-5) ==

3""4'{3 x—-35)
ijmﬂit;nimlm

Calculer la dériviée de chacune des lonctions suivantes :

f(x)=V3+cos'x ; g(rx)= v -x Ji( x) -|H(\U{TI) ;o k(x)=4 (-‘f' -1)

. (Prn[msiliun 9 ] . —
| -
! )
! Soit r un nombre rationnel non nul.
J.' e Lafonction x i 1" est dérivable sur 2" et sa dérivée est la fonction x +» r.x’
- e Siuest une lonction dérivable - . TP T : - i
g erivable et strictement positive sur un intervalle [ de = alors la fonction ]
| . FL T i Eidin .

X [H{J }} est dérivable sur I et sa fonction dérivée est donnée par: ,
E 2 i

. r=1
i ((n{x}) ) =ra’(x).(u(x)) :
! -~
e il
—— T _'ﬂ‘-'ﬁ#”-—""i'ﬁﬂl"' __-‘
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T
2 e\ =
e 4 . R . JlxX)=\* _"T+"]
{m £ définie sur= par: S| )= . dérivable sur

_Donc la fonction [ es

L jon
el ,‘J[‘If“n' . =
' n*-ld'}n‘ la I . “iérlvﬂhh‘ ot strictement positive sur x
ﬂﬂrﬂ . ! _y+IES
P v
Hon ¥
e rtﬂ“”‘:u o L& -?(31’—1)
qetondP” : | 1{"’1’-11(.r:—-‘-¢'+5)' E A F-_'_r-)T:
rl‘ . — 3 i - -l-J
) l S 8.4 (,r X

(%)= [( L5458

ApP ifilliijﬂh'

¥ ¥ . T l,l'! 2 [it;ltll'
;fu =
|:1]UI' |

. rivees - -
ﬁ:mctmnsderﬂtl 1 . 1_{'[.‘."] = (‘J'T , ‘1“}:] %

ET DES ACCROISSEMENTS FINIS

]

h(x)= (Ar: tan (f s 1))5'

i@ THEORE
3.1.THE0REMEDE:R0LLE __ =ir S

---—*[IﬂEDREMEI]

| Soitaethdeux reels, avec
I
]

i G srivable sur
fonction continue sur [;:J‘] - deri

q < b, et/ :[:r.h] —3 = une

]a.r"r[.teiieque f(a)= f10]

il-l- 1 w ¥ '. — l] d
Alors il existe au moins un réel ¢ ] [ tel que f | ¢ ) s
iI Preuv
o~ inimum sur[u b]
admet un maximum et un minimu _Pl.

Puisque f est continue sur le segment [u,f’!] ,elle
: ; : .danscecas f =0.
- §ils sont tous les deux en ¢ ou B, 1a fonction [ este onstante et donc d

-3 : . . xiste doncunréelc € a,b[ tel
Sinon, soit | maximum M , soit le minimum m est atteint dans ]H-f' [ 1l existe d ]

N ’ T calors £'(c)=0.
IIuef{f} =mou f(c) = M.Puisque [ est dérivable et présente un e xtremum en ¢ alors { }

I 1
utu'pl‘étaﬁnn ehométrinne A |

Eunsi‘ﬁ'remns le

graphe d'une fonction numérique

i - —— -

5 -
run segment {u,.-":] , dérivable sur IHJ*[ .

.f'{u}-a:_r'{h} e S

Sile :
Eraphe :
“Omporte deux points distincts de meme :

L]

Or 0
n ¥
hée, algrs il exi . 4 | . |
H.I‘:up]mq N Iste au moins une tangente au ot T a = ‘ - o}
ui 5 o - ; | l
Bi Oit paralli)e a l'axe des abscisses. : . | | | |
- I - |

En n"h"r‘]u |
| l'I- % '
¢ théorime de Rolle fournit 'existence d'un |

Bl .
l-il“"l Yue f‘[i.}

: I 0, mais ne garantit pas 'unicite.
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i e ) BN NALSSANCES FUNDAMEN TALESEE.
- l_ »‘H v . - —
Oy Interprétation cinématique

Constdérons un marcheur qui se promene le long d'une route rectiligne et qui revient § son

a ) .

Poing g,

HmPS, hypony,
physiquement ralsonnable, le théoréme de Rolle affirme quil existe au moins un moment gy ) h
Hawy
L2

départ. En supposant gque Ia position du marcheur solt une fonction dérivable du

Instantande du marcheur est nulle,

Solt / la fonction numérique définie par /( r] r-:in{lr}. I est clair gue [ est continye wr[n— 'T] o
.2 . “'-'h'li

W JT ll'r L] ] " L] |
mr"ﬂ.i[ et telle que /(0) j’(:J 0. Daprés le théoreme de Rolle, il existe au moins un réelc e !

L

d &
el que f {:] = ), Cest-A-dire gure Ii:nh{ 2:'} (). (Pour cet exemple, on peul prendre ¢ = E]

Apphications

1. Vérifier que les conditions du théoreme de Rolle sont vérifides pour la fonction / sur l'intervalle -

A fx)=x -3x+2 et I =[1;2] ; b) f(x)=Y¥ -Sx+6 et =[2:3]

2. Soit g une fonction continue sur un segment [u,f:-] et dérivable sur Iu.h[ . On suppose qu'il existe ua

élément x, « Ja,b] tel que g (b) = . Montrer qu'il existe un réel ¢ & |a, [ tel queg'(c)+!

g(a)+g(x,)
2
3. 501t P une fonction polynomiale admettant trois racines réelles distinctes.

Montrer que la fonction polynemiale ' admet au moins deux racines réelles distinctes.

3.2. THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS

CTHEOREME 2

lr Sﬂ“ cf ol f} [lE'l.l'I ﬂ'."l‘.'l"i, AVEC 6 =< -‘l, et f . ["1. .Il'J] — !H e |H'ﬂt'til."ll'l continue ﬂlIF[H. b] : dénvahle sur
!' ]n,ﬁ[ A existe alors au moins un réel e © ln,h[ tel que : _f{f:-} - f{u} - {h - u]_f'[c}. i

— e — R "

I Preuve ”
. gdéf:"
Soit / une fonction continue sur le segment [u, h] et dérivable sur ]u, h[. On considére 1a fonction:

S(b)- f(a)

h-a

-,;ur{u.h]pﬂrt .F-.’{-‘}:ff’-'}‘f{"]‘ (““"") p
|

5 .
La fonction g est continue sur[n‘.h] et dérivable sur ]u. fl[ en tant que somme de deux fonctio®

!'il.ll'[ﬂ', h] et dérivables .'iurlnr, h[ .Onag {g} = H{h} = () et, pour tout x € ]-:I- fl[. on a par illeurs:

g'(x)=r'(x)- f{h::f“}
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R 3 ™ e

= == _.—
: al pe
de Rolle, 1l existe au moins un réelc € ]ﬂ,b[ tel que g'(c) =0, ce qu! entraine Qt

A .
| | B
station F:é“mém . | .j y
Int? 3 Safcm,qsements finis signifie que :
l.ﬂrf;'mﬂ' ' = L
LE'!]"" a,bl, P i -
e fonction continue sur le segment[ " ] 4 P |3
?‘.eq“ ‘ 0 | - .
]H h[ alors il existe (au moins) une fla) A : ! NiES
gerivable <1 & Ll
ye qui soit Inr-ﬂlele 3 la corde o @ ic | ¢ b

nte a son grap!
(4B). od A( @ f(a))et B(b./ ()
n cinématioue

ne randonneuse qui m
spit une fon

g d'un sentier rectiligne.

Inhgrprét:!ﬂﬂ
nt ot la vitesse ins-

Considérerons u
que sa position

Skm/h.

e cing kilométres en une heure le lon
mome

arch
| Tivi u il existe un
En supposant ction dérivable du temps

pantanée est de

" Exemple l
e .

On considére la fonction numeriq

ue f définie par: f(x)=x"~3x+ 12
e sur]l;?[. D'apreés le théoréme des

=(2-1)/"(<). cest-a-dire f'(¢)=4.

La fonction [ est continue sur[l;l]et dérivabl accrolssements finis, il

existe au moins un réelc € ]1,2[ tel que /(2) - f(1)
Pour la vérification: 1 - gk 2 _ 7 = - 7 :
rification : f{{_‘}--{c}_j{: —_3=4&c =E¢=}.~:- 3 (on a bien -j-E]I.E[}.

;_.*}Prilu:atinns.'

1. Vérifie ¥
r que les conditions du théoréme des accroissements finis sont vérifiées pour la fonction f sur

a f(x)= I—ﬁcns.r:si 0<x<sZ
'/ (x)=2x +sinx et 1 =[0;7z] : b) ; ( ) * &l =[ﬂ*£:|
f{.x')=(ﬁsin.t—[)' si —E{xﬂi;i 3

2 Mﬂ“'ﬂ"Er que : 1 I
: — < Arctan5- Arctan 4 < —

26 17

onsida
re Iﬂ ﬁ] 1 N -
nction g définie sur R par:  g( x)=Xx—COSX

3) Etap);
I que |'g
équation g (x) = 0 admet une unique solution & dans l'intervalle jli E[
N 6 4
onty _
A Er qu'il existe = o
- unréelc e H’;E[tﬂl C Lot f[_)=(:-_a)f (<)

L
e
t- .L‘h-‘h 4
e e em e s T RS L AT BN AN R kel BTN -
T /———
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3.3. INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS

‘---k_THEDREMES e -

Soitaeth deux réels,aveca < b, et f :[n,f:] — 2 une fonction continue sur[a‘b]. dérivapla ¢ :’
ur

.

ii ]a,b[. On suppose qu'il existe deux réels m et M tels que pour tout x & ]u,b[ : m< f'(x)

M

. Alors: m(b-a)< f(b)- f(a)< M(h-a)

|

|

o T i e i e— T e el — !
m‘_—-—w

————

- i T e o S ———

'L Preuve |

—_— e B

Soit f une fonction continue surle -segm-:-m[n.h] et dérivable .-aur*]u.h[. D'apres le théoréme deg accry; |
| N
f(b)- [(a) Ly

£ o }’ I'I,_-.;l

ments finis, il existe au moins un réelc = ]u,h[ tel que ; :
' —a

_l'{h}—f[u]

b—-a

rLCurnHaire \~——-F~ —————————————————
|II Soitaeth deuxréels,aveca <b, et f flﬂ.ﬁ] —> % une fonction continue sur[r:r. h], dérivable sur

\ lu,h[. On suppose qu'il existe k = =" tel que pour tout x = ]1 bl l ' x l < k

| Commem < f'(c)< Malors m <

< M et par suite : :rrfi’?"tf,'lﬂf(h)'f(ﬂ)ia”(&-ﬂ'l

| Alors pour tout( x, v e lu.h]; : l,l’ (x)= 1 {_1-11 < k l = | i
e : bz B
| Exemples ;!
-i':——,p__ :
1) Soit f la fonction numérique définie sur = par: f(x)=sinx
|
La fonction f estdérivable sur’® etonapourtoutx = =, f(x)=cosx.D'ou: ¥re 3, |f'(v"ﬂ51
D'aprés le corollaire 3, on a pour tout(a,b) = =" . l%in b —sin ul < ].’} E u[
En particulier, pour tout x € == : ‘H:II‘I .r\ < H (Icionaprish=xeta=0)

2) Soit g la fonction numérique définie sur = par: 2(x) = Arctan v

Soitaeth deuxréels positifs tels que a < b. La fonction g étant continue sur[a, b], dérivable S“rlﬂ'r{

I
l r -’
<g'(x)s174

; I
De plus, on a pour tout x = ]ﬂ.h[. g'(x)= o .Comme x & ]u. r‘;r[ alors

+ X 1+b°
# L L E L P h = [ b -0
Il résulte de l'inégalité des accroissements finis que -l g{};} _ E(ﬂ} & ——
|+ b° ) 1+a
Par suite, pour tout(a,h) e {’:‘.' } tel quea < b ;
b-a -
- < Arctanb - Arctana £ g . ‘
1+ b 1+ a° e
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II'.I- M{}

~
y ot roun vt o Pintervalle[-44] |/ (x) f(v) < 5]x -y
w7 IH;. FONCTIONS NUMERIQUES (RAPPELS)

NOTONIE D'UNE FONCTION NUMERIQUE

' |'|n;u:-*.|ellull IHJ

abvable sur un TTLEH ville f de 4
L Pjeil doriva
AL

cur sl et seulement, st (Yx&l), _f'f r) ()
[ et crnls inte sur f s, el seulement, sl (Yrel), )‘”Ir l.J - ()
cante s f sl, el woeulement, si WA f}. ,d"'lr r) <)

- — -

e | |4|I1!|ill" [ o constante

o Lalonetinn

el aled o

R—— f-—.——-_-']'_ﬁ'

o | lonetion f

e ——

«f  Remargues

—_— e

ihles que surun intervalle.

A UL L gt 10 ne sonl viils |
'fi' F'"'””"j.! .fh']rl; r!.l rflnc[jn'.l] f{ft;t l

o Les resultats de

o 51/ ent positive sur [ et ne sy annule gu'en un nombre Hin

sIricte e nd orolssanto sin /
I

s’y f'r,.l-l “l'j'l.l1|".'l' 11 lIIr T '.'._r' -I-H”HJI' |I|I'l"|| un r””,”i-}li. f”“ .l'lq- I'H”“'[h" :]h')rl; I..l .I'-I'JII[JHHH ;’ i 31

e —

strictement décraissante sure f

F-Fl—-l-_
5=Ht'|||;:ﬂ|v]‘
!-|rrnt : : ! I
|1lrlrt|1|.-|,“|” tout ¥ ¢ 1B* «  Arc tan x + Arclan — o
LY o

Oy LU R TR

L

Done 4,

/

A If""l
"I- S # 4
NS estdérivable sur Cen Lant gue somime

lafonetion / définie sur 27 par: f(x) = Arclanyd "“”"“m:'

de deusx fonctions dérivables sur % et on a pour

i

; 1 [ . ! s
/'(x) [mut;m v+ Arctan J ] 1 [‘+ LI_' T T U

& N o p*

| r
1__‘
'SLcgp. i
Bstainte gy L Comme (1) Arctan Arctan | ]
(v
AT .

5 AL pourtout v o B0 0 Arctan o Aretan = = ==
. I -

.h-..._ )
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B IIANAISSARLES FUNLAMEN LALE. """*'“
| L

4.2. AXE DE SYMETRIE -« CENTRE DE SYMETRIE

Proposition 11

rﬂl'l ! une rl’.ill"ll.'“flﬂ "”r”f;rlriu;t ‘.'l- 'r"':,f b r,l']”ll'."" I'f'l]l f,-,'f”".-'"l'fﬂ f’-ll“‘; un r'fljifrl* 'J”}"-"H"lﬂﬁi_

Pour que la droite A d*éguation x = a soit un aze de symétrie de la tuurl':pr:"fﬂ}., I faut e g e,

pourtoutxe [, : (2a-x)eD, o f(2a-x)= f(x)

e — == - = T e R T g —

—— -
- _'Fhl--.‘_l‘-

| Exemple
[

On considere la fonction f définie par / f;j -[.r' +OHx+5

€., désigne sa courbe représentative dans un repere arthogonal, Mantrons que la drojte A Vi,

x = =3 est un aze de symétrie de la courbe C,
Le domaine de définition de [ est Hf : ]—-'L: —',J ,-I -1 wr.[ .On ad'une part :
xeD, o(xs-50uxz-I| Jeor (6-x2z-1ou ~6-x% -5) <> r—ﬁ"".afj-":'ﬂf

D'autre part, pour toutx e [

f['-ﬁ-.r]=Jf—ﬁ—Ij: J-ﬁ{—ﬁ-—-—,il‘_’]*—ﬁ = +12x4+36-36-6x+5 =1 +6x+5 = fls]

Par suite, la droite A d'équation x = =3 est un axze de symétrie de la courbe @,

r———

Proposition 12
Soit [ une fonction numérique et . sa courbe représentative dans un repére donné.

Pour que le point £2(a,b) soit un centre de symétrie de la courbe @ ., il faut et il suffit que

pourtoutre [, : (2a-x)c D, et [(2a-x)+ f(x)=2b

R TR - P ,...,v——-—-"""'#"

) Exemple
e
On considére la fonction f définie par:  f(x)=

cOsXx

2-s5Inx

—
Montrons que £) (E-, EIJ est un point de symétrie de la courhe'? |

Le domaine de définition de [ est D, =X .Donc,pourtoutxe D,, (7 - x)eD,.

On a maintenant pour tout x e D‘, :

f{:r—x)+f[xj = zﬂﬂsfﬂ'—:) G Is C COS X cosx

S ] ——

-sin(r-x) 2-sinx 2-sinx 2-sinx

Par conséquent, le point ﬂ(

(R

.ﬂ) estun centre de symétrie de la courbe %, .

-

..."_
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B e
- e
1 . . .
. ¥ . . -

| 51 /o8t ane fonction palre alors sa courhe '€ admet axe des ordonnées comme axe d prrd

| | : axe tle symétrie.
1 i
v impalre alors ¢ Wt l'or :
o1 f 0¥t uno fonction T (  admet Forigine du repére comme centre de symétrie.
i w [ | . [ | ¥ 5 LY .
.*dll“'“”"' ¢ i la fonction [ admet Lydroite d*équation x = a comme axe de symétrio on admet

hi III’II"‘ Ih‘ Rl l“”""q", (l"', h }l"""“"[' i I'"" " II" r;?"“'-rrrhy i’l'l]l”i 0on I-",“‘ roest I"I"illtll!'!‘ r'{'“ldl.' [lLI- |ﬂ
(onetion / & Fensemble D, . = Dy ( |, e

o i .4 -

___.-r#F-—
F_._‘-r—.

1.3, LES FONCTIONS PERIODIQUES

nefinition 5

L

Spit [/ une fonction numdérique de domaine de définition IJ,, 4
On dit que [ esl |u'-rlmlh|ur- il existe un réel non nul T tel que pour tout x & D,: |

! |
(x-T)e D, et f(x+ T}:f(:) |

la fonction f estappe

i (v T)e D, el
| Le nombre réel T est appelé alors une période de /. Laplus petite période <trictement positive de |
| lée 1a période de la fonction /. '

=

) et 1 cos (@, + @) sont

JLI-.'?wmph:r;

1) Si @, est un réel stricteme

L
Sctions 1 sin(@f + 9

nt positif alors les fo

2T

périodiques de période T =—"

), =
i . sriodi 5rio =—
2) Siaest un réel non nul alors Ia fonction x tan(m‘ + -’J')ES'L périodique de période T =

3) La fonction x > x — £ (x) est périodique de période7 =1

— —— =

Proposition 13

€, sa courbe représenmtive dans un repére(G.; ,j) |

Soit f une fonction périodique de périnde}" et

si une période dela fonction /-

uT.i avecn € L.
I
mages de I'ensemble

*Pourtoutn e Z, le nombre nT estaus

—m—

L]
La courbe de €, est invaria
« estla réunion des |

|
!
| *Six, € R est un réel donné, la courbe représentatwe ¢,
| : 77 avecne |
| |ations de vecteur4. a : |
1| {M(IJ(I))H'E D, N [xps ¥ * T[} par toutes 1S trans - i
| A : e : T_ﬂsu[ﬁlde I'étudier sur un in ervalle
.. Insi, pour étudier une fonction périodique de période o0 . [ r Tl:
| Tlou|-=:31 °
= Rde longueur 7. (Treés souvent, 0N choisit un des deux intervalles >
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44. ETUDE pE LA CONC

AVITE D'UNE COURRE
‘ Dr_"ﬁnirinnﬁ l

;ﬂlt HHF ﬁ] aon l!:'l Ui [ g m
- - ﬂﬂ] J f a [l 5 ¥ E,
_f ’ I h' : Sur un |HH_ J'.-.I-“l"r f ~] p B r;”” h.- r'_.“r;.ﬁ'!-n'r

AV e rj,”,-;
* On dit que |4 courbe ‘¢ ;

- =% fa & . d g # .
ﬁt ff-l'lnr.i'l',.-",i'_ n-j "_II‘. i ,' I'*“li'f-'l'fl'rl.l‘-rl' i"lul'lr- ;’Ij.jjf.-- i-;;.l- FI‘-FFI.-II'P" * A
ol * . ‘Iit:‘:

aile '.;,l--:
Lingentes, et on djt qu’elle

esteoncive ¢ el geny SOtierermens
“e5 tangentes,

"i Vi ;i-rr L 1 - . FE
(R T} LB saeng ] "Jr'.*fh::f e Ay

* On dit que |o point M (e, /( % ))est un pain Yinllexion de 1, courbye

¢ 5, e 'J s €1
traverse ¢4 bangente,

g
“f

On consideére |

A ﬁgurr: Cl-contre

qui présente
! d'une fonction f syr = ;
|

le graphe

F f -
l.a courhe f',fJ, st convexe syr [3; #f.[r:! concave sur ] ory ]I.

Le point M, (3, 2)estun point d'inflexion de la t:faurhn-':""{;

 Latangente T traverse | cnurhu""if enM, (3_2; .

Proposition 14

.~ S0it fune fonction deux fois dérivab)e surunintervalle J

* Pour que |a courhe ‘Tﬂf de [ soit convexe sur /il faut e

Vil suffit que : (vx e 2 ['(x)z0
yde / soit concave syr / A faun et

sulfit que : (vx e 1), f°(x)s0
® Pour que le point :'Iaf,,(.r,,,f(.r,,jjsﬂit un point d’'inflexion de |

* Pour que la courbe ¢

. . ut
acourbe @ il faut et il suffitg

la dérivée seconde ¥ i

s‘annule en X, et change de signe de part et dautre de x, .

Applications
e

Pour chacun des cas suivan ts, étudijer |

i flexid®
, dinfle
A concavité de la courbe ¢ , et déterminer ses points

(sous réserve d’existence) :

4

f(x)= = ; S(x)=3x-Arctanx . f(_r)z"“" X ; f{:]=f-"‘”

]
 +]

cos2x —
b R
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5 ¢TUDE DES BRANCHES INFINjRg (RAPPEL)

|
| '/,-,1/_,-({’1"}:; —»|  Ladroite d'équation y - desty
: ne
/-_,':‘.,-—--"'__’_ _"“‘-—-j__mfﬂm Verticale de la courhe '@
m e - s -"F

e

e —— —

s Sy ontale de la courhe ¢
‘—-_*—*__
| . (1’) La
B courbe<¢
| | BTt || e et e branche s
/K dirigée vers I"axe des ordonnées.
. S (x) fir ;
Ei'{if (x) =4 ,IL'PFT = | 7 COUrbe € admet une branche parabolique
: dirigée vers I'axe des abscisses.
" Ladroite d"équation
- 1 b h
X U -a)-s | | Lot
asymptote oblique
%
\| i f(.r} B dela courbe €
- X=k}r 'T
( aecR ) La cnurbe‘ﬂ-_, admet
S B _ une branche
;I_'-[E- ( f(x)-ax )=t parabolique de
— direction la droite
d’équation y = ar.

@1‘[!(:)_(“4_5” =0l . La droite d'équation y = ax + best une
asymptote oblique de la courbe ‘€,

D Les FONCTIONS PRIMITIVES
5.1 ,
PRIMITIVE D'UNE FONGTION SUR UN INTERVALLE

| -
- | Définition 7
l Soit

SetF
deux fonctions définies sur un intervalle [ de K .

- Ongj
i u-E
Quela fonction F est une primitive de la fonction f sur [ si:

F est dérivable sur 7 et pourtoutx e 7 : F'(x)= f(x)

——
= il e
) ) s = oy L - - — . ———

L__ =
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SALNNAISSANCES FONDAMENTALES fﬂh-\

I | | I
(¥)s - — — et F(x)=2Jvx+—+Arctanx
/() Jr x4 (x) x

La fonction F est une primitive de la fonction / sur/ car F est dérivable sur / et Pourtouty ¢

r

F'(:r)=(2 X +-i-+.ﬂirctm1x} o8 5 ]: + I - =f(:r)

X ﬁ X l+x
| ! Proposition 15 l

Toute fonction continue sur un Intervalle / admet une primitive définie sur cet intervalle,

| T —

&9 PRIMITIVES D'UNE FONCTION CONTINUE )

- | Proposition 16] -

Soit / une fonction continue sur un intervalle / de |2 .

» Pour toutx, efety, e =, il

existe une unique primitive G de f sur/ vérifiant : G(x,)=

B
I Exemple n

On considére la fonction / définie sur l'intervalle / = ]D.-mz[par: f(x)= L - l, + .I

¥ X ¥+]

On a déja vu que la fonction F définie surf par: F(x)= 2Jx + L +Arctlan x estune primitive de f s/,

X
Donc les primitives de |a fonction f sur l'intervalle / sont les fonctions x = 2y + —1- + Arctanx+c ov

X
¢estune constante réelle,

Soit G la primitive de la fonction / sur/ qui s"annule en 1, On a donc G(.r) =2Jx + l + Arctanx +¢
X

avecG(1)=

On a alors : G(i)=ﬂa2ﬁ+-:-+mcmnl+c=0c:-3+£+¢-—n¢::.¢_._?.-E
4

Ainsi : (‘m’:e]ﬁ +m[) G(x)=2 r+l+r\rcl1n1—3~—}

5.3. OPERATIONS SUR LES PRIMITIVES

—-| Proposition 17 I SR —— - —.

511 et sont respectivement des primitives des

fonctions f et g sur un intervalle / alors: |
» [ + (; est une primitive de la fonction f + g sur/.

* Pour tuut(r:.ﬂ]fz R?, al + G estune primitive de af+ Pg surl.

'-.‘.. i
- -
e u - -
r' o g . [ e arrEe—— i P S Bk g T e - T i o —_— e g — - . e — . - -

-
—
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L TABLEAU DI

i—

B R

i:.S PRIMITIVES USUELLES J

P a—— — e e W e

S —

Les primitives £ de [/

L'intervalle [

/w/mﬁ”:f (ceR) R
_,...-——"'"'_-'r.—-_.-. C "ol = i
" -Ff-’- ﬂ
,,..-) Y ax+c R
a (‘I € &>
s < i
i ael
x R
/ _\.'H 4+ s
X (”EN) n+1
a I-‘I
_.---""'_ x* .
e i1l X = - R S
X (FE-{ 'I.lil) r+1
- Y2 sinx+c¢ R
= COsSY . .
- : _ & R
3 siny X =C08x Tt
= l+tan  x = - r—=tlanx +cC 2 2 (
COs™ X
; =< 1 b =
rosin(ax+b) (ae® ) x> ——cos(ax+b)+c E
a
s 1 .
tr cos(ax+b) (aeR’) x> —sin(ax+b)+c R
a
] =
X - y— Arctanx+¢ x
. 1+ x
' Intervalle on & etvsont
v+ Hy + ¢ e
& dérivables
e —
u' 1 Intervalle ot u est dérivable et
E —4C _
e W 1 ne s'annule pas
u'y (, eQ {]}) i Y Intervalle ot u est dérivable et
[ r+1 u” est définie
ui
J Arctanu +¢ Intervalle ol u est dérivable

1
—+cC

v

Intervalle ou 1 et vsont

|

dérivables et vne s'annule pas
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1-‘.“;".';_; i }i m ;# B Yo )
. j hﬂ ‘f‘ﬂ"!ﬁ*’ﬁ‘*‘ 3‘1 ez

-

UTTLISATION DE LA DERIVATION

1) Montrer que pourtout vy e R : -l-An': tan x + Arc lnn(v‘l +2* =x)=Z \
"4
2) Montrer que pour tout x ¢ [0 4:-':[ : (1 +x)Arctan Jr-Jx>0 |

3) Montrer que pourtoutre R° : 0 <7~ Arctan/t < %; puis calculer |1m T(I - XA ) |

I — = — — I

- ==

[ souurion | S

1) Soit / la fonction définie sur I par : f(x)= -:]2 Arctan x + Arctan (\.“ +x' - x)

| On va montrer que la fonction f est constante sur B et que sa valeur est 2

Les fonctions w2 x> W14 v7 — vet Arctan sont dérivable sur & |, donc il en est de méme pour la fopg
| Jetonapourtoutve M .

—_—

+xl 1+(m—_r)- “ 2(1 +x') m(2+21‘1 —lrm)
1 I
2(1+5°) 2(1+x7)
a

Pour x = Qon trouve [ (0)=¢ ::}. Par suite: (Vxe R) f(x)= P

x
=~
f"{r]f—l-. 1 " RS B I x—=x 41
' 21

Il en résulte done que: /*(x) =

=0,dou: (3ce R); (‘E".‘l:‘ €R) f(x)=c

2) On pose pourtout v e B ¢ g(x)=(1+ x)Arc tanVx —Vx

Les fonctions : x> Jx, v:x > 14+ ¢ et Arctan sont dérivable sur R ,donc g = vxArctanoi-¥

est dérivable sur [2 et on a pour tout v € 1’

;.’.:'( t): hrctim\r’;+ {l } I} 'I'Jr {lr : '|) - 1:‘,; = ;\mlan(\f;)

L
Comme x > Oalors Arc tan (-J:) > D et donc g'{x} > (). Ainsi, ¢ est strictement croissante surR.

Puisque x 2 Oalors g(x) 2 g(0)et donc: ("'E"J: e R’ ) g2(x)=0

3) On pose pour touts € ' ¢ f(f)=r—Arctant et H(f}:-‘;—j"—f-;-hm[anf_

! r ’ | !
ourtoutr e &' f'(1)=1- — = - et g'(t)=0r -1+—==—7
Onap F)=l-cg e g'(r) YT

puisque (1) 2 Detg’(1) 2 0pour touts € X" alors £ et g sont croissantes sur R, Don¢ sif Z
f{r)af(ﬂ}ﬂs:(f)aﬂ(“) Ainsi, pourtouts € R* = f(1)20 et g(r)=0.

e e T e B -'—-.,I.— T e T w a — o g e gy ..-,..‘_-.'—-..-- - —— = ,*
5 -

44

r - . ¥ i
= ;. . G Pt 1 s ik
ey o & . ., . H 3 J‘ .

.ﬂ;hﬁ
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(jut done que poul toutr e ®° 2 0</-Arctans < 1 p
r{ln 1_ LI
! |
- : — i fnposel = _ p |
o 1= vArclan J pose FPuise L A

lim l[l eAre lan l— J - |'""j" _r“ir{ tan ¢/
# @ B 1 l —

L L] f'
6.0 f = Arctiant l; I 2k
- i o > e 5 £ = F r
puisque pour tout ! p \ o1 fue ,II.T ';’ 0, alesre fim < tl“l.rm.f <0,
- ot !
' |
B ~ xArctan— | = ()
par suile ,".'.’1 Rk ¥ J
— aaaa S - 3 5 I
g pour ftudiet le sens de variation d'une fonetion [ dérivabile sur som ensemble de déf B :
| pition, 0N étudie le signe de /(s )sur cet ensemble. En pratigyue, an Etudie le sens de ..‘T-‘-M |
variation d'une fonction dérivable sur un ensemble en prenant Jes ricimniindatiies A ;,,_“; ’J .
suivanties :

o Avant de déniver une fonction, on justifie (méme brievement) sa dérivabilité,
o On ne parle de monotonie gue sur un intervalle, pas sur une réunion d'intervalles,

o Pour etudier le signe de f {t}. il peut étre utile d'étudier une fonction auziliaire,
o Pour étudier les extrema locaux d'une fonction [ dérivable sur un intervalle ouvert ]u,h{.

il suffit de calculer _f'f.l_] POUr LoUL Y ¢ ]u.h[ ¢ Jf admet alors un extremum local en x, si

. ’
et seulement si 7 s"annule en 1, et change de signe de part et dautre en «,,

* Sla dérivée d'une fonction sur un intervalle [ est strictement positive, alors la fonction est stricte-

ment croissante sur [, tmais La réciprogue n'est pas vraie. Cependant, on dispose du résultat suivant ;

i3 #
i 1y 'Iffl‘r‘lr'r".l' positive eI ne s annule gu en un nosribire Hing de pr-ml'. sur un intervalle f,,ﬂrrr-'. ia

lonetion et stris tement ory inite sur [
H_

-
- ———

i:?T‘Ul}F. D'UNE PONCTION DUFINIE SUR DES INTERVALLES

1

Sl £,
' la fonetion numérique définie sur 4 prar I
() x93 Moxsl .

Sx)=(x Ij[l‘ | .i"'hﬂ'hllli] T

€, dés,
BWIE 5 courhe représentative dans un repére orthonorme,

|
Ja) Hunlrer ue L fonetie
b) Eiudlu la dé
/
)a) Caleygy les 1

m [ oest continue au point v, 1 I

rivabilité de / au point x,, | et interpréter les resulbats ohtenus.

mites 'li'ln‘ f(x) e ‘li‘lfli /(x). |

iy ' i
™r que ), llrnlltu{ﬁ_} cy o xest une asymplote obligue e la courbe f", au volsinape de yoa

Iﬂ.’{t' l
B | ’
Bature de L branche inlinie au voisinage de .

C) kg

e e e
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3) a) Etudier les variations de la fonction f sur l'intervalle I = ]-m;l]. \

b) Donner le tableau de variations de la fonction f'surK = ]I:. +n:r[ puis en déduire |eg Variatig, g
Sde

la fonction f sur l'intervalle K.

4) Soit g la restriction de la fonction f surJ = ]-m;ﬂ].

a) Montrer que ¢ réalise une bijection deJ sur un intervalle 1.3 déterminer,

b) Résoudre dans R' I'équation s’ — 31 - 2 = 0 puis déterminer(g“' )F (-2).

¢) Tracer dans le méme repére les courbes ‘€ cet ‘{’J“ A

1) a) Montrons que: lim f(x) = hr? f(x)=1f (l)

SOLUTION

—al’

Ona: limf(x)=lim(x—l+3.~q”l—.\‘)=ﬂ et iim_,f(.t}:Iin*!l[.t-l)[[+Arl:mnl)=ﬂ

1—s] 1=sl r-sl" r=sl X

Il s’ensuit donc que !mlx flx)= 11;{1 f(x)=f(1)=0.Donc: f estcontinue au pointx, =1.

b) Dérivabilité a droite de la fonction f au pointx, =1 :

. fix)-1(1) . 1 :
Ona: lim ( = lim| 1+ Arctan [—D = l+§ . Donc la fonction [ est dérivable a droite

1=+]" I—l x-+]" X

' T
enl et [} (1) =1+ " et ‘€ - admet une demi-tangente a droite au point 4 (1,0)définie par le systéme:

(15
x2]

Dérivabilité a gauche de la fonction f au pointx, =1 :

Ona: Iimf(x)_f“)=Iim[l+3tlmx]=lim[l-3.1‘ : 1.}:-‘{:::
a1 x—-1 r—+1 e | - “ _ IT

Donc la fonction f n'est pas dérivable a gauche au point x; = l et‘€’ , admet une demi-tangente

verticale a gauche au point A(1,0)dirigée vers le haut.

|
1-X]_
2)a) Onapourtoutx <0, —x= J=x' .1l s’ensuit donc que: lim f(l) = lim-1+ I[l —3.111'_‘;5']'

car: Iim[l-l}‘l_f]=l et limx=-
E=p=i _.I X -
+ 1 _ | I
Ona: lim f(x)= lim (:—1)(I+Arctan-; =+ car: lim x—1=+w et lim 1+ Arct, !
s RE A= e B § e F
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TECHNIQUES ET mm
que lim, (f(x)-¥)=0:

W H““"nﬂm

" l 1
ypa: im l-r‘['t}‘ 1)“ hmttﬁ.n lnn?th Attt ) Pulsque lim xAre mnl— = lim - |
ln gk X N oW .‘. Y l“l. t:

1 1
—)et lim Arctan—=0,; . %
enapost @ = Artan ) et SR ArET=0,slors: im (f (1) - ) = 0.

f{'ﬂ. Ona lim l‘L]“liml—l-ﬁq. I-x

-_—I
—

lim ———
c“ c;]nﬂﬂ'l'lﬁ et v Ly N b X "t

Calculons maintenant ‘H-nl_(f (x)- .r) - lim (_f{x)_ 1) - hm ( 14 3.0 -_.'t) <

LR R

Dol la courbe ¢, admet une branche parabolique au voisinage de - de direction la drolte [ﬁ) ty=x,

\
3)a) On a pour outx <1, f { ) =x-1+ ."U - T}‘ La fonction f est dérivable sur ]—tﬂ ll en tant que

somme de deux fonctions dérivables sur cet intervalle et on a pour tout x € |- 1[

' 2 {'J l-x) -1
f’(:r‘}=]+3x{l—x} U—I) ) = ( {) -
(1= x)
Puisque {’[I—I}: > Qalors le signe de f'(:c} est celui de (1 —I}: ~1 et aussi le signe de(] -1): -1.

or pour tout x € |-oo;1{ , (1- ,::): ~1=x(x—2),d'olle tableau de variations de f sur/ = J-oi1]est:

X —a0 0 1 I
/(%) + ‘} = |
f(x) / - 0

b)Ona f est dérivable sur K = ]I : +a::-[ en tant que produit de deux fonctions dérivables sur K et on a pour

— | x-1

toutx e K f‘(x)=]+ﬂrclﬂnlz+(-‘-'—l) = AT
I+-—
II

Deméme la fonction [ est dérivable sur K en tant que somme de deux fonctions dérivables sur cet

dlleeton a toutxe K : f'(x)=
pour tout x I 1 l (x +l) (.r +l)

x
quuef '(I) > 0 pour tout x € K alors [ est strictement décroissa

urKaIursf (K) ]hm Flx) hmf[ ]l'l+%[.ll s'ensuit donc que f (x)> O pourtoutx e K, et
[surR.

nte sur A, et comme f' est continue

LEE

.L o, J est strictement croissante sur K . D'oi1 le tableau de variation de
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4) a) On a pour tout x e, E(I)=I(I) -

/() /2\0/

353, {,r—""l _ . D'aprés les questions précédentes, la fonc,

J.D'aprés le théoréme de la bijection, la fonction grgy)
], ce qui donne: L= ]—m;Z].

-

£ est continue et strictement croissante sur

une bijection de JsurL = & (J)= ]Im}n g(x);2(0)
2 est une solution de I'équationt’ =3/ —
5 ontrouve P(1)=(r=2)(r+ 1)". 1l s’ensuit que 'ensembe,

b) Remarquons que le nombre/ = 2=0,eten Effﬂﬂuanthdhﬁn:

euclidienne de P(r) =7 =31-2parl -

solutions de I'équation dans R*est P(f) =(QestS = [2} ;

Onposeg ™' (-2)=x.Onaalors g[:)=-2ethJ.d'u&x—l+3.~.-"" |-x=-2etxeJ.

On posel = 3J1-x etdonc: (?-3t-2=0etsr=1.Dapresce qui précéde, on trouvel = 2 etdonc

x=1-¢' ==7, et par suite g™ (-2) ==17.
I

Comme g'(—7) # Oalors :(g" )' (-2)= g'(g'f (_2)) = g_(l_?) .Et puisque g'(x) = I—J—(JI_-_—::-pmr

toutx € J alorsg'(-7) = %et par conséquent : (g )r (-2)= é
|

A ;

=

Scanné avec CamScanner
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,Hff’"'.;nfest dérivable sur un intervalle / et calculer sa dérivée, hi -
"unE fﬂ > & r . dr . S -I
: ' tions sur les fonctions dérivables.
mo? théoremes d'opera ) : Pass s )
.E'ﬂ“r d‘uﬂl S q considérer que la fonction f est une somme, un produit, un S
14 4 tagit AE . )
L ’“‘frue ent: s agir et d'appliquer le théoréme et la formule qui correspondent
pra ¢, une cﬂmpuseen--ue les conditions d'application sont satisfaites ; si ce n'est pas le cas, il faut
otien” " . vérifier d S
::,ﬂ,iré rune d | faut par conséquent con naitre sur le bout des doigts les derivees des fonchor
e quil 13 B
1vas dire 4 ye les formules de dérivation.
gassia> ot ant que la fonction f est dérivable et strictement monotone sur
se mainten Pt S
o On SUP [ soitx, €1 etVe = f(x,), c'est-a-direx, =1"(5)-
| an in{gﬁ'ﬂ“ﬂ' . i I )1_ ( ) I ]
| -1 srivable en v, etde plus: (f Yo )= 4 == o b f o
| , Sif'{;u);tﬂ,alnrs_f est dériv Yo 7 (I:.) 7 (f (}c,])
1
P : . ive de f =admet
i f'(x )=0, alors /' n'est pas dérivable en y, et la courbe représentatl ;
0 0 ' 3
y point d'abscisse ¥ une tangente paralléle a I'axe des ordonnees.
k| -

~5f' FIUDE D'UNIS FONGTTL N OIRRATIONNELLE
On considére la fonction f définie sur = par: f(.r)==—l.q,‘)(.r-1 e —3.{}{1’—1}'

¥, désigne sa courbe représentative dans un repere nrthnnurme(f-}, i.j)-

Partie [;

1) Montrer que Ia droite(A): x = 1 est un axe de symetrie pour la courbe T .

—

9)3) Etudier la dérivabilité A droite au point x, = | (on pourra poser’ = Vx-1)

h - _& -
) Montrer que Ia fonction [ est dérivable sur I'intewalle][#ﬂ[ et que pour tout X € ]L --I[ :

f'(:}.:z_(d“"f =17
{(x-1)

31:1]'.?&,1 er 1
fier que . ("a‘,rE]l;+m[) .f(-"}"_'{/(—r_—[)‘—{‘i‘ﬁ:l*_f#h;J |

b) Et“dier -

C) Dﬂ&rm

m'ErlF.‘s . i ;
d) Monty. Points d'intersection de la courbe ¢, avec les axes du repeére.

er QUE Ia- . -
€quation f'(x) = x admet une solution unique & tel que 0 < & <1 et étudier

Puis déterminer les variations de la fonction ¥ sur[l:+=:-[ .

ture de la branche infinie de la courbe <, au voisinage de +=¢.

X surl'in tewallE[U; 1] .
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2 e de chacull des s
a) Erudierlam noton tmnuerg{‘-ntﬁ et detEMInerl ali
b) Montrer que 1e5 5““55("’-1) t(""ﬂ ) o
' -elles adjacentes
Les SUltEE("n)E ( h | ] umerique montrer qué la sulte
c)En utilisant 12 deéfinition de |alimite d'un€ suite 0
(u,)est convergente et déterminer 53 limite
SOLUTION
. finie sur = Ainsi: D, = =
1) puisque (¥ - l) > () pour toutx < Ralorsla fonction f est définie sur-
outxeR : f(2- x)=44(2- £=1) —33 ﬁ-r-—l) =43 (t-l) -34 (1'«—1) = f(x)
e de la courbe ;P

On a pou
© = 1 estun axe de symétri

x—1)").Doncla droite(A):
nction faDe = [I:fi-ﬂﬂ‘[-

t restreindre I'étude de 12 fo
ela>0, Jd Ja. Enpnsantr-dx-‘lunobnent

(car: {l-—:) =(x

Remarquons alors qu'on peu

que pour tout ré

2) a) Rappelons
=S ( 4.J.t-l-'3+3(.":-'1)- 4P =3 &-—3
lim = lim — lim—= lim—— =+
r=sl’ x- I 1-¢l X 1-1 | —0" ]'h =" I
admet une demi-tangente verticale a droit€ au

Donc f n'est dérivable a droite au point1 et donc“C,

point A(1,0), dirigée vers le haut.
]l W[ f I) 4("_1) ‘3(1 -1) . Puisque la fonction X > x—1est

(_1' 1)3 Sﬂ'ﬂtaussi

b) On a pour toutx € dériv:lb[f

alors les fonctions x = 4( h o 1) etx— -3

, ({!(x-l): —ﬁxﬂlj]—_)_

f'(x)= 4:-:-‘(::-1) : —3:-&—(1'-1) e J__
G ” : Jr—l J(t—l)
e-.‘ X - /
> 0 pour tout x & I alors le signe de /" (x)sur/ est celui de x=1) —J,Ifr

et strictement positive sur I = ]I;+ﬂ:=[

dérivable sur [ et on a pour tout.x € I
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n adeplus: {I-]]z *—{.r—]}j =(;-1)’(zﬂ;)

tats suﬁfﬂﬂfs:
. ctement croissante sur(l; 2].

esi !

= a"h:'_u"S ,

“:L_ﬁ;nf th]I:E g I(Ij?n et

' < 0 etdnncf est strictement décroissante mr[z;m[.

5 ftﬂu #
lFﬂu a. _+d:[ . f (.‘I.')
xtremum €n 2 (car ' change de signe en c€ point)

' ,ﬂutr?li
FIEjm]Pﬂdr \r_ffl‘:-'- (I-—T): 4'________\‘:‘_1_'3 L (I-—*I)I(d'!'-'—"l"—";J
___lﬁ:‘lr-l- [z~ ) =Y ,{(I_Uz q:.-]

(2" f(x-1) [“'d”;’IIT“JJ'

| b}mipﬂurmut x>
! : - .
s = ‘ J 3 -3 |=-3alor im fx _ _x . Calculons lim
p_lgsquellﬂjff"]) = 40 &t ,I,I.T,.{'i' ol 3} ,l___,,_f{ ) Now X
flx) _ (x=1) I _ - ; ¢, admet uneé
ooa: fim——" imd—— 44— 3 —ﬂx(-E)—D.Farcunsequent. ,adme n
na: L. x T r x—=1
une branche parabnlique 4u voisinage de += dingee vers |'axe des abscisses-
. gmaf(0)= | done €, coupe I'ax€ des ordonnées at point B(0,1 ).
Les abscisses des points d'intersections de la courbe ‘Ef avec |'axe des abscisses sont (s'ils existent)
sion f(x)=0- puisque (X~ l): =5~ 1| pour tout x € Xalors:

les solutions de I'équa

f(x)=0<= 4\Ii1" ]l -3¢ [.r - ]I: =0< 4#”.1‘— IIJ -3.“'{i1‘— lr =0
En posant/ = -\‘,J'fr - 1| on obtient:
C) 4 &
4)::*[3: =lou X= l+(-3{] ou :r=l-[-j-J J

(r=ﬂfmr:—
3

4Y 4Y

tles abscisses : | et I+(3-] et I—[EJ

90
e g(x)=/(x)-"
rés | _
nnahfaﬂuestmn 1)ona f(x) -:f(i-—.r).et donc: ‘ﬁ’.re[ﬂ,l]: g(x)= f(E—.r)-—.r
f
nctionu : x 5 2 — x est continue et stricteme [0; I]Et"([ﬂ: 1])= [1;2] et/
tement décroissante sur[ﬂ; I],

fﬂﬂﬂnuEE
""[Ial]dnncla fonction fou : X 2 f(E-*-T}

g
Quey:
X —xest continue et strictement déc
e un

e g(

[(x)=0es a8 =31 _0er’(4-31)=0°

Piriu]
te, f‘?; L ®
7, coupe 'axe des Jbscisses en trois points don

nt décroissante sur
tric
;1]donc & = gou +V
fos1]sur g ([0:1]) = [~ 1]

uite : HEHE]{]:I[;’_[(J)=¢

est continu€ ets
roissante 5ur[ﬂ est continue
e bijection de

a') =(.Pars

" sr
Ittem
ent décroissante - i
5ur[ﬂ, l] et par suite gréahs

0 o
“E de
nc il existe un unique réel & € ]U:l[ tel gt
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Le signe de //(x)
[ﬂ;l]alnrs:
*Si0sx<aalorsg(x)2 g(a)c'est-a-dire queg(x)20.
*Sia<x<lalorsg(x) < g(a)cest-A-dire queg(x)<0.
1) L.a|lr:II:turhlte.-""1‘3‘,r de la fonction f :

T

- xsur[0; l] est celui de g (x) sur[ﬂ; l] et puisque g est strictement défl'nissam' o,

YA | L]

|
|
r
!
|
!
|
|
i

Partie || ; .

Yne H) H{Hﬂ < |

i1]et puisque
f{]){f("n)":f(ﬂ}etdunc:B{H...{l 1 PuSaue0 <u, < L akr

C_o_n_c]_usj_p_u_;{‘ﬂ'nel’i']{lﬁu_ 2]

2)a) On a pour toutne[] .
1 Vo, =u

) - 2062 j f{"zn-l } = f(f{":.. }) e ﬁ-lf(!f;,] =Jof (v, )
mel =l = f(”z.nz } = f(f{"zml }] = ﬁ{f(!l:m-i } - ﬁu-(“"n }

b) Montr :
P ONS par récurrence que . (Vne H)v <q

Initialisation - op, av, =y i
0 = Y. et puisque () <, <
- H '
; Hé_[ﬁ;i[;g:SGEtnET-f.Supp “ i
f Onapar hypothése et d’

décroissante sur [ﬂ; l] et

L TY] {H*

e £ ([0:1]) = [o
et a!ursfbf(vn} -r:fnf(a), d'ol v a<a,
Cnnﬂusmn_;{‘a'neffl) v, <a.
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e

T—

cante et Ja su
que: (”‘U'H S N) Vo =V & Wan

ite (w, ) est décroissante::

est crois
<w,

+ [0 ﬁuitﬂ("?ﬂ
* cecurrence
0 0" grifie bien 4% v, S et Wi S W

<w, et montrons que v, » 2V

r,;ll.ll' onve
; 2 'I’" et "lﬂrl
rictement croissante

qpian
lllid"'ugu posons que Vsl ~
<w, <let la fonction fof estst

4. 5up
W Z‘I :!n Et{]{"'uﬂ*l
(w )Et_ﬁff{“’nll ) < ﬁ;-f(wﬂ ) , ce qui entraine v,

et ‘t“ﬂl: 5 “*nﬂ iy

sur[ﬂ: 1 ] ;

>V, etW.a <SW.a-

] 7 "'.ﬂl .
Squ.f
s (v ,'}?.ﬁ!f
Jlors fo = uite(l’ )E.-,t croissante et la suite (W,, ) est décroissante.
Py |:|5 i °
jorée par a alors olle est convergente. De méme, la suite (w,)

ante et ma

est croiss
le est convergente.
e. 1l s’ensuit donc

- [ﬂ;l] fof (1)< Tet(v,

'équation fof (x)=xavecX € [.0

e la Suitf{vﬂ )
doncel

Equ 2 [
" jssante minoree par&.
,ﬁgf pst continue

pst dée
()
jimite { de12 suite(v, ) est solution de |

e solution de cet

) est co nvergent

n vérifie Jisément que d

limyv, =&

e e

quth
les suites (v, ) et(W, )

gst I'uniqu

onmontre de méme que [im W, = ¢ . Par suite, sont adjacentes.

=l K

¢ Montrons en ytilisant la définition que limu, =a:
=k

Fuisquell_iﬂ v, =a et ]jm w, =a alors:
(ve>0)(3N, e )3 (2N, = b= (| < g) et (Ve > 0)(3V,; € N): (n2N: = |, - (| < g)

E =
nposant N = Max (N, NV, ) on en déduit que : (‘G’u 2 N) (l‘l-',, - fl <g¢ cl |“'-= B {l % 5)

Onad 5
nadonc montré que : (‘G".{: = [])(HN = N) " (H 2N= |"., - 'rl “~ E)

€& qui i
qui prouve bien que lim u, = &

LB R

"ID -
| INEGALTTT DI
. I DES ACCROISSEMENTS FINIS
Considere |
afonction numérique f définie sur Lot par: (T) =——Sl
5'i|t[t-'.]unesu. JE il o
| lte dén .
‘ D nie pour tout nn & N par: u,,, = f(1,) et 1 € L=
| “h'erql-'ler- = ! ? 6 2L
€quation f i
X )= :
( ) = x admet une unique solution@ dnnsl'intervalllu]-"—;i[.
6 2

i Y
| Hnnlrﬂrqu
' € po

ur
toutn e |y . Ir{ T
P == L
6
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SOLUTION

= X admet une soluti on uni

.J

que a dans | intervalle =31

On considare 12 fon T |=_=f jﬁ'zL:
oon gdéfnie syr —- -} -
. 1673 par: g(x)= f(x)-x

La formcr == ]
: - r i . _ixr x I
£ est dérivable sur —:— etonapourtoutx —
j6 2} 6 2

La foncoen £ &St continue ot strictement dégoissante sur

i
[ 51
| <1

-
- e

. o T = (T =Y 7 =
la fonction £ realise une bijection de —:— surl'intery lle g —rd | = 27-3[

- = T ey '-I:-—l-—d .
16 2{ Jb6 2} ) 6 :'EtmmT-!
1 N ‘:- - — = =
0= l—-l;_"' ‘EI alors il existe un unique antécédenta & —:;— telque 2(a ) =0, Cest-3.¢;
d S 1672 ST R e T
2) Montrons par récurTence gue: (Trne M) ?{w_ <=
lnitizlisston :Onapourn=0, —<u, <—
<] 2
Sré - Spitm = N . Supposons que— < u, <-— etmontrons :HE{”* <—.
- - e xr x| .
e est strictement décroissante sur — — 3l0rs:
Pmsque-g-:g < —etla foncdon f estsmicte [672]
; T x | S L P
: ~ <o : ———_ Etcomme —=—1LS7 8B72%,
- o - 1= g _E:: iﬂ-“:ﬂe__—]‘{“*- { - ﬂ‘-‘ ¥ 2 & - -
< flu )< Eim f(x)ce - 2 £ -
im_ f(x)<rl .) b - 2
alors -G—{HH. {'__T'
__"l'- i & {;
3 - .-H*:-f! —< U b |
Conclusion: { g > -
-l-._ -"' . I{.‘._ll
& i -r_l_ # -it' -
urmoutx e /- . 2
3) a) Montrons que po 2

Pu
%2 - .Ona, .f'f.r]!-'-—-tm: et f'(x)=—cosrx.

- F=r " 5
Soitx € S - (3 parcoos®
1 'Jlﬁ et - c:cr:.r-:"""' P
- " s 3-dire quEﬂ‘: 2

1+ =i
—

~ ~ =

L -

:;__‘ tout X€ 7' 9| :
-J: J: Ilsensuuduncqueif{ > pour 16 =L
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e e e

| l " Pﬂl.l i " " o . .
| Tappliquer I'une des inégalités des accroissements finis a la fonction / entre a et il suffir,

TECHNIQUES ET ASTUCES

sl T X 3 = -
| T ‘_'EI - Fu_]_ﬂ'que pmﬂ' fout.x € iE" [' l_r'(‘rH < T EIIEH‘S. d'apl"éS l;jnéga“te des accroisse
l'--‘ | L

h -

s

3
.. ona: |f'(!’} = _;‘{;;}: = 'E_lb & ”l .Enprenant: 5=u_ et g = @ .On obtient alors:
ﬁﬁﬁﬂﬁ- caCaGl o da

F-

F{u }"r”ﬂiil;iln' -a| .Comme f(a)=aet f(u,)=u,_,alors: Iu._, -al E'1_3|l£, -ﬂ'] 3

imi a suite(w_):
_ainons 1a limite de { }

—

! "'I':l

T — —_
e, u,., —a|s u, -a.
:11*::.:1"[9'”"'”‘* i | 2 J

N (V3)
\ntrons Parrécurrenﬂ' que: vn e .a.{nﬂ - rri El T i |HJ -ﬂ‘
ool ,
g E v
mmﬂnapnurn:ﬂ. f::. —ﬂf£|{ %} Ie‘lrji —{II
\ <,
r " — 7!
Hiradité ; Supposons que iu, s c:r[ < [| l_’iw |r.*_, - r::l et montrons quelu__, - r:r{ < {g) qu - al
\ n .-J an
=
3 3 3
Onad'aprés la question précédente : |:.r_d, —nl < ‘{F[n" - a[ et gluq —al < (g] !un - ﬂr]
I Irr: W A ol g
Donc: [, —r.‘::rJ EE| %J |"u.__ - aI’. Par suite: (Vne N) [H__r - r,:r[ < [?{] [u,, -~ ﬂl
;3 ( RY
fﬂmmeT <lalors lim L-:— | = 0.Parsuite: limu, = a
_ R el 2 Pyt
| *On rappelle que si f est continue :mr[u. .r‘?] , dérivable sur]cf.f?[ , et telle que pour tout “‘}/'""
| ail |
| - -
| relay, |7 (x)| <M alors|f(6)~ 1 (a)|< M[b—a. 1—\'::.;;

Soitd'encadrer /'(x)sur[a, b].aveca < b, soitde majurer]f’(.r)l surun intervalle / contenant

I:Hb-ave:a eth quelconques dans / .
“rrespondance entre (a,b) € I’etle nombrec € Ja, 5[ vérifiant / (b) - f(a) = /' (c)(b - a)

West .
Pas fonctionnelle, c'est Je cas par exemple de la fonction numérique / :[0;47] — R définie par

- — - S

f[.r}..
l-c -
D, 05x. Cela explique partiellement I'intérét accordé a I'inégalité des accroissements finis.

i"E’u #
rslé i " s 4
\Ealtté halieu que par les fonctions 3 valeurs réelles.

b
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| ERTREICES DPAPPLICATION J

il e i i g

Inl".-. R e .

|
f = Ty i, 1 b
DERIVARILITE D'UNE FONCTION EN UN POINT | — -

e

— e — e — e T

On considére la fonction / définie syr 3 -
R par-

o A {f{r)Z[Iﬂl)m Siox>

En utilisant la definition, montrer que la fonction / . _
f{"'):: =% SI x<|

1) Montrer que la fonction f est continye en|

est dérivable en v, en déterminant le nombre dérive

£7(x, ) dans chacun des cas suivants :

2) Etudier la dérivabilité a droite et 3 Bauche o
e,

1) !-(_1‘] =Jx +] s Xy =0 la fonction [/ puis interpréter les rés“hﬁhm{,
2) f(.\'] = Jx - UT S _C:_:l*‘ :-l. N —

X l — : 2 Il. I i hl it ; I 2
3) f(x)= = P Xy = =2 Etudier la dérivabilité a droite en x,dela f“nﬁmn;‘

puis interpréter le résultat obtenu:

N /(¥)= x|y . ) f(x)=¥x—2

B =)
5) f(x)=2x- Arcltany/x + | i =0 -
t . E 2} _I(I} = ‘ull - X - I?=_|
6) f(x)=cosxy—sin"x+tan(4dx) ; x,=0 :
r 3) f(r] =Jx +x-2 B
Jx+1-1
f(x)= sixz0 X
77 L ; % =0 R A7) b ey %, =0
0)=— T
Lf( } 2 5] f(f]l = L‘{'r:i({,-"r;) M =0
| O i I "
8) *f(*‘}" x L“-"[;] stxz0 W 6) f(x)= [:\rct.mm) y B
S(0)=0 P s e -

Etudier la dérivabilité i gauche en X, de la foncto?)

puis interpréter le résultat obtenu:

) £(x)=x+¥T-x . %

Etudier la dérivabilité a droite et i gauche en X, de cha- =l
" 2) f(x)=Vx* -5x+4 M
cune des fonctions suivantes puis préciser si la fonction
dérivable en x : )= X i
estdérivable en X, ou non: 3) fix)= -
. ' x—=2 5
1) f('l.) =|x" -] b =] : o =57
| | ¢ 4) f(x)= V7 - 3Arctan x '

eI _4\ b Ay =-2 5) f(x)= Vi +x-2 ; B
a) {h(:c)=4.r -3 si x21 s 6) f(x)= "_#I—-_r‘ . !'1'1

h(x)=2x" -1 si x<|

7 f[t} o= ,1/____ | P : %
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el kbt

g g
.l"‘ I"_l.

gl "
4 fonction définie par: f(_r) =

=

X~ 3
2>
rD;'“ domaine de définition de [,

5‘11'1_.""

j pétermine

}Emlﬁ"r |a dérivabilité a droite et & gauche de 13

onction faupointx, = 2 puis interpréter géomé-

wriquement les résultats obtenus.

exRCICHOT

it f la fonction numérique définie sur R — {4} par .

'I(_r)=,r—\1” l-x si x<|
] |

f(f)=2_\/;

1) Erudier la dérivabilité a droite et a gauche de Ia

st x2letx24

fonction f au point.x, =1.

2) Interpréter géométriquement les résultats obtenus.

Pour chacun des cas suivants, étudier la dérivabilité
delafonction /" puis interpréter géométriquement

les résultats obtenus

1]1}-(I)=(l+x)\}l—.r: si 0<x<| !
P X =
‘f(I)?-\J'!r]—x 825
f(I]=En—{ s1 0 < r:E
2) Vx 72
: ; X, =0
X
kf(x): -1_-: st x<0)
]]f[-f)=l+{(x’-2f Si x> 2
2 0 =2
L”’*')*:a‘irctan 1 si x<2 L
: 2-x
) J‘r(‘r)‘:*‘*“-tﬂn(xﬂ) si x>0
; X, =0
_"r(")‘*'\ﬂ:]sinx’ si v <0 “
- f{l'lz
R ) Amﬂﬂ(i—.r) si x<1
\ J{IIJ:( 3 ; X =1

. x “_1)1 +2(x—l)% si x>1

¥ - -
- T
| = .

DERIVATION ET APPROXIMATION

e e,
gy i - I.
e

S e g
e
gy - g

-

_""""---...n._.llI e = T———

e S

Soit g . |
S la fonction définje par: f(x)=Yx'+8 I

1) Justifier que / est dérivable en ().

2) En déduire une approximation affi

i 3 b
Jx + 8 au voisinage de (.

3) Déterminer une valeur approchée des nombres :

¥8,004 et 47,9995

ne de I'expression

1) Donner une approximation affine de la fonction

- B s
X €os x au voisinage de: puis déterminer une

valeur approchée au nombre L‘(E(d-ﬁ ]

2) Déterminer une valeur approchée i chacun des
nombres sin (%-)et tztn(46)

1) Donner une approximation affine a chacune des

I -
— et sinx

I ( ] I i
(‘ )

au voisinage de 0.

2) Donne une valeur approchée a chacun des nombres :

(1,004)" et - et sin(0,1)

CALCUL DE LA FONCTION DERIVEE

— T — — — - y

Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

. 5
X =~I_'j +8-1'-—[3I+? » B\X)=
fix)=d (x) Va' +1
o 7 2x" +x+2
a"l(-‘-'] = (" +5x+4c0s 'T) : k{.‘r} - 2 ex |

u(:) :(.r" +x+ I)Sin{Ex) ; v(x)= Ut + X+ 4

- —
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e T

—
r - s ]
e — e iy

JHLHIHJ!“I.J h[:]n.j”}i e 1ﬂ
; - . |
s i * |m "".l'-f5J
Four chacun des cas sulvants, étudier la dérivabilité Calculer les dérivées desg fonctions vans
dela fonction £ sur son domalne de définition puls [ | 1 :I
déterminer une expression de sa dérivée : ol J : H{I;’ = 1{;"- o
f J
D /(v)=x" =2¢" 43¢ 4+ v 455 n
f’frj"|1f‘2| ;l'lf.l‘j':_r i[5~
U I | Ve
DS(V)==4 =1 =+ — . __
A Y v ENCIKT 16
3 F(v)=adrq _li : 4)- fx)= J;_—m 1) Montrer que [a fonction [ définje sur 3
v -

= : f(x)=sin(xJx
ijl‘n'}-(ﬁ I+r) : 6)- f(x)=cos"x } n( J

est dérivable sur 2 puis dt’tﬂ'mlnnrndﬂ_
|"I

7) £(x) : | | . 2) Etudier Ia dérivabilité de la fnnl:ur,:.ngdp“ »
2y +1 J'l, S =
glr)= un(w.f_r' — -rJaurmn domaine de ige,
B) /(v)=cos(3n)- sin (o) i

tion puis déterminer sa derivée,
COS YA osin oy

) Sk » 10)- filx)=|x' = x T T Ty

=t )- S (x) =]’ o O 1 —
f(v)- Y P i v Calculer les dérivées des fonctions Suivantes aprig
1 : ' avoir déterminé leurs domaines de définition
[(x)=vx" -x si v<2 cinz-|
1) f{.r] = t-::&.l.'ir—an."r;J 2)flx)= -

sinx-l

f(¥)=xsiny si x>0

f(¥)=1-cosx si x<0 3)[(x)= if 5o | ; 4) f(x)=Vr'+r
. X +3x+7)
ARG T,

5) £(x) -u'-:.[

Pour chacun des cas stivants, dludier |

'--J I-..I
=y
o
e
---.
"'-|-r"

I

¢ A

=

adérivabilite

de Ta fonction £ sur son domaine de définition puis

7) fix)= cos(3x + I],:uin{lr- 1)

déterminer une expression de

s dérivie -

e -=:.?l1:
1) _f(g-]:{_r-‘ +]I).}jf§; 2 f'(r} -({1".;:7—5)’ H) (.1)_.~.Ir1(|.m.r} ; 9) f(x)=x tan| ~

4

=

- R : : 3 e
Calculer les dérivées des fonctions suivantes ¥

5 2 2 . > " -Dﬂ':
Avoir determiné leurs domaines de définiti

e

x -1
5) f(x)=-x+{2x 41 ; ¢ f{-\']=\'ﬁ._r_—_2F

. 1) f(x)= hil‘l[ﬂuh{% - 1‘][]
- 44 i, 4
?)I(‘}J—t_wf—ﬁl- v ) f{_r):_rmi_i__l_

x=2 2) [f(x)= JE +5in[.r+l]
¥
9) f(x)=—— '

‘yz_— [ lﬂ) 1,\({.1'}: I__:_'E-__
P LD ()= e ant () >

DS(x)=V 43x-q . 1) f(x)-= X+
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# .lr_. 1 !I' ¥ - . . jr“q
,"’-.'i 1u.luuuluuw. quivantes
srive i
enleT os 4°7 et ,,.hnuﬂ:wu Jde définition .
l.:--" — |'|l. -
qir s I g d 2 [ v) - vAreld
d 'I ‘."’"“n-' 1'“
.. ‘(v) = V¥ Sl x
/U ST -‘.}_f{\} Jy hrl.l
) w'.,l'r Ar L "
i | i .
Aﬁj:"'l_‘_l' 6) / ( )~ ;\n.l.m(————l — J
5 |r'|_'l'] J": )

"y (Arctanx - v)

yretan (s V)
[

N f(Y) (4

x=1 y. l.n[-——-]
.]1_1,111:1:1“['"‘"] v ACL Py

v+

o f1

2x' -1)

it [la fonction definie sur = par: | [ ._.] = (
il

) Caleul
2 En ytilisant 12 formu

fanction com pnﬂul.'

-

or f'(X)pour tout ¥ € = -

le donnant 1a dérivée de la

en déduire les dérivees des

nclions suivantes:

g(x)= f(cos x)

oA3) - (e
sy f{..ﬂ’_) ;. v(x)= .f({f"irf: tan .r}l)

fo

h(x)- _f'({fﬁr+ I]

1 DERIVATION ET CALCUL DES LIMITES

——— . =

|
JMontrer que la fonction [ixe(2v-] )1: it

Cériva R pui
| ble sur R puis calculer la limite :

|im[zx > l)” =

5] r-!

) ne r
onsidg 2 2
\dére la fonction g : x - 3cos” x —sin” x.

r—llt‘ul "
g ix
(x) pour tout x € 2 puis calculer la

1'!'!"-
. Itt. !
‘ |1|'I".I-—“' t—"‘hll'l X

r ._f
i

3'1. -

F

— i

uler les limites

Y c+8-2

4 ILIT!- IJ;JII,.
s, calc

En utilisant le nnml:re dérive,

qulvantes :

in

X -ﬁZ'i 0 {I +I,} llm
lim——— lim i 5
g | 5 a &l o

] : .-:r

o Jrr3-Yax+3 nmiﬂ'" X«
llll:l X 3 x §=05 jT
N i —

dcos’ x—1 Y7 - 4'«;;:1 x - sr
lim ' : Im;lr
- T . f_, it

i P 5 ﬁ

n(x—1

¥ -sinx Ecns.r*\.& lim xsin( _]'_
lim———  hm L L f),, o
o fan X — X .. tan x + | ( -
- Jx? #1-cos(x) i sinx—cosXx
lim = 3 hm= S
it ) 4 v sin X + COs Z
. chs.r-*ﬁ )
lim - -
;—bi tﬂ'l"l‘ .T-]

Spit n un entier naturel non nul. En utilisant le nombre

dérivé, calculer les limites suivantes: (aeXxX")
] L
- x"=d oeos"x-1 . (1+ x) -
hm— hm - im
¥ il IL —— “- § —=il Y g —wil .f
- Ux+a- {!!:; . xvJx- uaf:;
lim - hm
g X=4d =t r—q

Soit a un réel quelconque.
Arclanxy — Arctana |

i

1) Montrer que:: lim
l1+a

(LT | .T . -‘I

2) En déduire les valeurs des limites suivantes :

b 4 &
Arctany —— Arctan x — ?

: 4 ;
lim . lim 3
] | X - l g—y ) X - \.’rg

i g
Arctanx +—

. 6 . 4Arctanx + &

lim_ lim
et 3-""'\6 et x+1
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ek R e

S

EAERCICES EEPROBLERMES

A

DERIVATION ET MONOTONIE

*‘-_'I' —— ey ——— e -

i
N —_— e R ———

e L LR TR AL

g

On considére la fonction fdéﬁme sur [

ey
f( .1') . o ' My
Le dessin suivant présente la courbe d'une fonction

B3 ) af
1) Vérih — ¥
[ sur l'intumllu[-?s;}]: y Virifler fl““f[ 9
: <A hm (x)

2) Etudier la dérivabilité i drojte de fen|

|

9 =l Puis E’IUJL,

interpréter graphiquement |e résultat ﬂhte

My,
> 3) Calculer f*(x) pour tout x & ]—I,m[puﬁm
Wl le tableau des variations de f .

DERIVABILITE DE LA FONCTION RECIPROQ;

— T, '_--‘-'-‘-‘h‘
2) Déterminer les limites suivantes - __(, T e

tim L) =/ (-2) TEAC) 4

Soit [ la fonction définie sur J = ]—a:;.?] par:

1) Résoudre I'équation f'(x)=0.

x+2 ' -2 P

2 Jx)= V2-x—x
3) ) Résoudre dans[-3:3linéquation : £ "(x)=0

) Montrer que f réalise une bijection de ] surun
b) Dresser le tableau de variations de [

intervalle J a déterminer.
4) Donner I'équation de la tangente i la courbe ¢

2) Soit /' la fonction reciproque de la fonction /.
Aux points d'abscisses et 2 .

Montrer que /' est dérivable St.lr]—':"-.'i'ﬂ':[F“-"Ts
————— m!ful-:r(_;""‘ ) (0).
Pour chacune des fonctions suivantes, calculer f'(x) =
puis dresser le tableau de vanations sur/ ‘--5_;__— 1:" ot --) -
1) f(x)=x"-4x = J=T On considére la fonction g définie sur[l;H[P”:
2) f(.f]z ":[:"Ll""t : ! _:.—_...{ | gl.‘r]:.‘r—3+d.‘l“ — ﬂﬂ
S - 1) Etudier la dérivabilité de la fonction g a droit®

3) f(x)=Vx -3¢ +8 ; I=R

9 f(x)=6x-ax¥x +1

2 - 0 = L
Puis interpréter le résultat gmmemquﬂﬂ”“

: I=R 2) Etudier les variations de la fonction g.
5) f(x)=2sinx+ cos(2x) 2 1=} x| 3) a) Montrer que g admet une fonction réﬂpr::
- N dont on déterminera le dnminedfdéﬁ“
k)= 1:nni+ 1 I __}'é-[ b) Montrer que g~' est dérivable *‘-‘“(‘E# ;)pﬁ"
7) f[1]=Amun{.r—1J;] : =l

m!culer(g" )l (\E - I) . _‘
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, finie surl >
o fonctio® d
il
il Hj__};q:nﬁ{?.:]
4 E_fcstune hijection del surJ = [— l;[]_
yontre” 4° v il
y la fpnction réciproque f est denva-
Mon rque t
: is dé o ) (0)
h1f"'-‘"]' .1[ puis determimr(f ) (0)
. _
i R PO B
e D U757
tfhfunr:tiun numerique définie sur X par:
ot
f(x)= ¥ -3x-3
1) Erudier les variations de 2 fonction /.
7)Seitgla restriction defsur{[_ﬂ':[_
3) Montrer quegadmet une fonction réciproque

définie sur un intervalle J 3 déterminer.

b) Montrer que I'équation g (x) = 0 admet une

unique solution & et que 2<a<3.

¢) Montrer que : (g")'[{}]:-_q;!—?ﬁ

Sait [ 1a fonction définie sur / = [’-;— .-r[ par :

f{-ﬂ=l+-}—-

SN X

1 x -
) Etudier les variations de 1a fonction [ .

I]Eﬂ. £a .
| déduire que la fonction f admet une fonction

Mg Proque sur un intervalle .J 4 déterminer.
ontrer que pour tout v & [ -

I*{I}Z(I{I]*']J(f[r}f 2/ (x)

[";F; . ]11 b

—-—

Ou
Ontrer
quE I oW
J " estdérivable surll; +~l:[ cl que:

) (r')(x)= i
) (x) R

Intenmllnf .On

Soit f une fonction dérivable surun

f est strictement monoton

)avecf'(r.,

suppose que esurl.

Montrer que six, € [ etV = f(fu

alors I'équation de la tangente alaco
x, Jest donnée par:

f(ru)

I
Y=y S ()

ST ERCHCE M4 S

au point d'abscisse M (Ye-

Soit g la fonction définie sur < par:

g(x)= axx

si x>0

2x )
si x<0

H Xl= ——_r-—-—"'
()=
rla dérivabilité a gaucheet droite de la

1) Etudie
phi-

fonction g au point x, = 0puis interpréter gra
quement les résultats obtenus.

2) Etudier les variations de la fonction g .

3) Soit / la restriction de g sur R".

a) Montrer que /1 estune bijection de R surun
intervalle [ a déterminer.

b) Etudier la dérivabilité de la fonction hlsurl
puis calculer (/1" } {7)-

THEOREME DE ROLLEET ACCROISSEMENTS FINIS

— ——————————————

Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonction

[ vérifie les conditions du théoréme de Rolle sur / puis

déterminer un nombre réel ¢ de / vérifiant f’{g} =0:

1) f{r]:_f' —_6r +1lx-6 . ;:[1;3]
2) f(x)=x-¥4x+2017 ; 1=[0;2

3) f(x)= ax—3J3 Arctan v+ 1

T | =[n—ﬁ']
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YWl 1A s

B ? "{Tﬁhﬁfa.'l 1:75:)-———-——-———-—
g o Soit £ la fonction définfe par:  f(v) -~ v ~dy
On constdire les points A(1,~3) et B(4,0) de la
courbe @, de £ Déterminer le point M (e, f/(er)) el
que la tangente X la courbe '@, au point M solt para-
N&le & la droite(18).

Salt [ la fonction détinie par - /( 'l'j
l.“.I

a ol

42 J [e). g
2) En dédulre que I'équation I:ﬂ"i{x] -2y

1) Mantrer que : [:lu ‘

" Dag,
une solution sur 2, "t

Cette solution est-elle uniegue 7 Justifier

Salt f/ une fonction dérivable sur un Intnrv.ﬂ!ﬂd

LT ST

On consldére la fonction g délinie sur B par :

g(x)= fll - Z\ﬂ;‘l

Soity,, x, et x, trois éléme
1) Justifier la continuité de g sur 2, : ments distincts de/ tels qu,

2/(x,)=S(x)+ i)
(3cel): f'(e)=0

2) Déterminer g'( v ) sur les intervalles 12 et (27

3) Vérilier que : g[-%) g( I)

4) Montrer que : (‘U’.r € ]—& E]['\{H}] g'(x)=0

Montrer que ;

" EXHRCICE AL,
R S —

Soit / une fonction continue sur[a,.&] et deuy foiy

dérivable sur ]rd',hl tel que :

5) Montrer que : (EEEJ‘-::" [J g{t = ()

- EXERCICU 38

On considére la fonction / définie sur = par:

S (x)= (& =1)(x=2)" (x+3) (x v 4)

quatre solutions dans £,

 RAERLCIC239

On considére la fonction J définie sur [ﬂ: I]pnr:

[x)= rm’n(f) si x e |0;1]
S(0)=0

1) Soit 7 un entier naturel non nul.

n+l n
que: f'(¢,)=0
2) En déduire que I'équation tan x = x admet une

infinité de solutions dans [ .

Montrer que I'équation /'(x) = 0 admet au moins

F - # i I [
Montre qu'il existe un élémentc, € J .~ tel

fla)=f(b)=0et f(x)= 0 pour tout x € JaH.

Montrer par I'absurde que : ["J’t £ ]ﬂ.h” f{.rj:f]

-rﬂ
KR T:)———es—

oY S

Montrer que pour toutn € [ etr e ]L'l I[r“w Ll

{n-q.rT]I S(a+l) —n" s—= “

Indication ; On pourra appliquer le théoréme des

I "

- & - - '
accroissements finis i la fonction f :xP X

i s 5 ; nis.
En utilisant le théoréeme des accroissements fi

montrer les inégalités suivantes :

1) (Vf-f. V) e f?‘::] [sin.t—ﬁin_viﬁfr‘.}{

< Arctanx <X

] 4+ x° |
I"F,ll‘l

2) (VxeR})

: - ain
3) (V(x.y)€[0:10]) [xsinx-ysin.

1) [‘E"\ rJ "T[J sinx 2 EI /
4 2 ___‘
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—_ !iﬂﬂl*f.ff'ia#*l_)._————""- '

= /(1) Ir

Solt /L lonction (héfingies sar ' par:

1) Soit ¢ un réel stelctement positif.

a) Monlrer que pour tout 7 I.r,.r | II ‘

I woppf g e
L2 i (4 & g
2Jx v | (') 2/ x

- p° -
b) En déduire que pour tout X f K, :
i [
—--'l——-r"": JI o _J} "":"""7"'
2Jx + | 24X
2) On considére la sulte numérique(#, )M définie
|, “"":' & .'rllI”l I l * I * < I
J Ao vATCH par: u, R LA il
| | foncnion Jéfinie par ¢ v) = vArctanx Jz J] JH
it 4 A
o Montrer que la suite (u,) et divergente.
\lontrer Que a" |
- . o —
| (¥(ab)EX ) fe(®) g(a) <3lb - -
gal rant oit [ ‘tion continue un se ment[a_b]rzt
\ prablir | négalité SUIVante Soit / une fonction continue SUr i 1
i - .
| 1y = RE -1 Arctanh| <|b—ua y s
1-;-'.;,:*};' R?) |Arctana Arc tan I | dérivable 5ur]u,.':'[ telle que : f(h)=0et [ (a)=0
Wb En considérant la fonction g définie ﬁur[u‘hj par :
a1 .t le théoréme des accroissements finis, (x
P .[,f{.t}:——{—lﬂi vza,etg(la)=0
iblir les inégalités suivantes - —
5 Iy = = f{i] .-
Ve csin50 € —+— lsin 80 I\ <l Montrer que : { Je € ]u.h[) - — % 8 {r:)
l 2 ib I RIE c—

CONCAVITE ET POINTS D'INFLEXION

Onconsidére la fonction f définie par: f(v) = ¥

1
,\fnnn'erqu,g pour tout v & []l‘li‘.ll.'.i; 100 II -

acun des cas suivants, étudier la concavité de

’ I Dans ch
3 (1 S fix)ss ~ . .
3x( ),1) 3x 108 de la courbe @, de / en déterminant ses éventuels
4 Endédyi i MERUIREE [ S, o o
direque: 10,0032 < Y1001 < 10,0034 points d'inflexion ; .
: o ; X x-
acics g yf(x)==— = DS(x)= -
;]”. - x +1 x+2-x
LNa funmnn e ;
h ontinue . . ot - ; 3
b h'”*que. nue sur[0:1]et dérivable sur 3) f(x)= ___J_T_- . 4) f(x)=3x+ s
Uiy - J0)=0 et F()=1 [#- 1) x° +1
“ Qui] existe au moi . ) ) gin? -
oinsun réelc < |0;1] tel que: § 5) f(x)=-cos" x=2sinx ; 6) f(x)=———
t:n-i['j_t)

S
_L-.__ 1\!{: 7) ;{r} = y—-Arctanx : B) ‘f{_r]; (..l'- I]‘
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e = L . - a. e

EALRCICES EEPRUBLEVIES

1
I AXE DE SYMETRIE - ¢ : : |
| TRIE - CENTRE DE SYMETRIE

—-&;,_‘—' )-—-—-—-—-—-—

Dans chacun des cas suivants, montrer que la droite

Dans chacun des cas suivants, "ﬁtt'rmi

tive de la fonction [ ;

(A) estun axe de symétrie de la courbe ‘¢ de [ :

Ainsi le Enm'h‘
e ||,[

déhinie :

1) f(-‘l‘}-t{!x" ~dx+1 et (A):x=2
2) f(x)=sin"x-Scos’v+7 et (A):x 7 1) f(x)=x"4 Ix 4 Ux : 2) f(r},
7o h""i-..

3) f(.t}Zr\T‘l.:l'.ln(ﬂJ.tJ+4.l‘) et (A):x=-2 3) S(x)=—=—= P ) [(x)= :\F\

1) f(x)= — sin” et (A):x=0 - | ('__,J1
T

CosT+3 2) H"")"'_

—
. TYTNOICE 53
——

Dans chacun des cas suivants, montrer que le point

: 0) f{:}:{l’?ﬁ
N S(x)=xix-1 ;g f{:}___ﬁ

1+ ¢
(2 est un centre de symétrie de la courbe‘C’ de f : 9) f(x) { . 1J3J.f ' _3r+8
* : J\x)= = |¥X —=3x+
3x" +8x+4 : .
1) f(x)= et Q(-1,2)
x+1

10) /(x) =sinx.cos’x : 11) f(x)=sinzsink

2) f{r] = ﬁct}s{lt) ¢ :iin{'l.r) et ﬂ[ 1‘{]) 12) £ ] = 2
3 =] J\X . Ry —
| " +3 J.l"-F.‘! \‘!t‘—l
3) f{.r)= ‘ SN x o i![i_—l-) { )
S i 4 2 13) f(x)=sinx.cos x.J/1 - cos2x
i - -y L] - = - u — I
ETUDE DES FONCTIONS NUMERIQUES M) F{x)=sinxcos2x ; 15) f(x)=cw
e - T ——— 16) f(x)=sin"x ; 17) f(x)=tan"x
d:‘“":ﬂ _*%—_ 35 ]
| —— 18) f(x)=——— ; 19) f(x)=1+27;
Etudier puis représenter graphiquement la fonction X" +0x+10
J dans chacun des cas suivants : 20) f(x) e l - ___if-l-"'
J% _ ' (2x+1)  (x-1) (:3"*3”?]
1) f(x)= g 2) f(x)= Arctan(2x)~ x cin ¥
$IN X.COS X ) _q % 21) f(x)= ﬁﬁjﬂl-‘_‘ ; Zz}f(t)zmﬁ
3 f(x)= | - cos(4x) M) [(x)= - “ = i =
(¥+1) 23) f(v)=——*1 ; 20) f(x)= T
5)f(r)={‘-fl+v-;--f ; 6) f(x)=Y-x-] (1+7) >
g , Y COS X ) 1
- i . 25) f(x)- L ; 26) f( ,,rJ*
7 = 8) fix)=dx* <|xl+1 :
) [()==2 (x) =" =]y : ¢
| : 1 . . ¥ . A% :1_1""'1:4
9) f(x)=tanx—- ; 10) f(x)=(4-x) 27) f[r}'-"-31:11#:,-—551“—;'”""[ :

COS X - < _...‘L
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-~ 2 F"_"::"' -

,L:f ——" mérique J délinie sur 4
: fonction MY
Jore 12

ns! {E;_-‘r(.l'_l):

ité de [ enlpuis interpréter les

gn @

PJf:
bl

f(x)=

ja dérivabil

(¥
iriedela courbe °C, de f.

t dérivable sur chacun des inter-
rque f €5
b) Montre

’; J'=[l;+= et étudier les va-
vallesJ -'{-Z'J[ et =] [

._ons de J sur chacun des intervalles J et J".
Aa

¢) Montrer
la Eﬂl.lrbﬂ [Fjr .
1) a) Déterminer la nature de la branche infinie de ’{’if

que le point / est un point d'inflexion de

au voisinage de +0.,
b) Tracer la courbe C .

e e ——————

EERCICY €7

Oaconsidére la fonction [ définie sur % par:
S(x)=V1+ =2¢x=1 si x20

b 4 F .
f[1)=1+?+f\rclan— 51 x <)
& - -

1
)3) Montrer que [ est continue en 0.
b
.'IHuntrequEfEst dérivable a droite en 0.

C : 3
]Emdler!a dérivahilité 3 gauche de la fonction f

en £ :
']'I'ﬂn Pourra poser: [ = % + Arctan— )

d” est . *
- elle dérivable en ( 7 Interpréter graphique-
Dty Nt |es résultars obtenus.

diEl' IES
P brg hm"ch"-‘iinﬁnies de la courbe ‘€ de [ .

jE‘I‘Ih g
unah“’“ de la fonction f sur chacun des

intervalles ]—-::; Of et [0 4] .

4) Soit g la restriction de f 4 1 =[0:+2].
a) Montrer que g réalise une bijection de / sur un

intervalle J i déterminer.

b) Calculer g ' (x) pour toutx = .J .

¢) Caleuler(g ™' )' (-1)puis tracer € et e .

_G_-:gr CIT) 1Y ————————————————

0On considére la fonction f définie sur = par:

-

r)=A - si x>0
f[t] S Arclanx
*f(ﬂ]:—l

\Jﬂ — il -
flx)= =0 ¥x—] si x<0
L x

1) f est-elle continue en 0 ? Justifier votre réponse.

2) Etudier la dérivabilité 3 gauche de Ja fonction f en

0 puis interpréter le résultat obtenu.

3) Etudier les branches infinies de la courbe T, de f.
4) a) Résoudre dans = I'équation f(x)=0.

b) Etudier les variations de la fonction /.

¢) Tracer la courbe €, .
5) Soit g la restriction de fsur/ = ]D;-—-:r:[

a) Montrer que g réalise une bijection de / surun

Fe
P

intervalle J a déterminer puis tracer {’x
b) Ealt:ulcr;:,:r" (r] pour toutx <J.
—C (FRCHE ‘*D———-—_—‘
On considére la fonction numérique f définie par:

f{:r}= fan.x

1-2sinx
1) Déterminer D le domaine de définition de [ .

T
T.;'-UJ est un centre de

2) a) Montrer que le point J’[

b e e e g S P

Scanné avec CamScanner



el R

iy uht“ nm a :
el I.an.nlm Coeb ) saim (T by Cobonibag Josig Winit e My,
“’III 1\
LI ek ‘.'“IU‘“ 11Il A, !”.:'”‘}. i
WY Calyy) ' 8 1% VMO Or e Ty fogy Loy ..r,;l ' T'.'!- r
11N i A ' "I't"” i
1 (L [ Wi o 10N, i hn”“--. s b 11 by g 1"““’”“'“"!’1 \ duisi l My Ny,
v Aoy Loy v Pe g, I
) “- LR T ll.“l'l""l e / ALLAN' ||.|H i .hlri T () URITIT IOy | “,"”Ih." I'ﬁ“' ‘. “h”l""l i
Vil (o ), CE "
, e
D e ) 1 Y Munteor que iy A%, "
i B [ IO CTTTR (TR - o . -
LR L] | "W |r YAR \ I [H“hl”“”

- (““ I e dtatlon pa M
X ! |‘+'h“‘ s ] ! HI"]:" h. m . i
= _.M l tll en 'flrr"";".

: D)) Monit ey e
Preimidie Pt tie |

v/ e e° ’ Pl o
PRI o e e s I gy ( ve } /"(x) =] 1}
(1) = 26" = 84 3 1y (e,
] LT, F H
DY B les vy At e Lo Foun tion i [ ‘ } /'(x) (1 l}h( v)
. ) e 0 "
S Moty aue Faaation LUV = Oadimet une Ll il tions de I.
5 B) a) En posant ¢ . :
ATRIIEY IS ey ey e < 11 \ 1 cantreg e
| T
I" 1'!1‘“.\._""“";1 h- ".I:““ ‘h.‘ v l \ ‘I T Iy " 1|1.TH ‘ l'r t i ] { 1 .".I I ‘ } ]
UQHHEI“E rattle ) Etidier les Iy andhes

mhinies de |y Courhe'?
O considdre L lonaton I detinge s l -',Hi P

S

7) Tvacer la conrhe ' ¢ (O prend frr] 3.2)

Mv) = 2Arctan ! ‘_ " ) Soit e la restriction de £ 3 R
\ vl

1) Montrer que o réalise une biie r |
DY Donner le tablean de van tatioms de iy | | i

ntervalle J A déterminer,
D) Détevminer le sipne e Il v ) s l n“l

) Montrer quen " est dérivable sur.J et détermi
D) a) Eocutihisant le theor dme des acer olssements

fini }*, K }
ner(u ' - |.
montrer gue (\’f o R ] I = Arclant / . [ [ )
1+ —
. " 'xli"lﬂl'lf ! —-C_':"";.'.' LT .‘)ﬂ
) Encdedutre gque o o () R
iowil "

On considére L fonction £ détinie sur [/ par:

Truistéme partie : 1 f(v) JXArctmy si vsl

On considere L tonction £ detinge sur [ pare — Ein
I o ] f(v) \/\ I Arctan v r"'-i'l'|=““'|r" ]
\retin ] t— 8 x<0 o ven!
f {l] [\ |} AN P [ ‘ \ A 1) a) Montrer que la fonction £ est continue

) i

Jo
. Imll”
D) Etudier la dérivabilite & droite et L N

\ : :
X 1+x" ) 81 x20¢ect x e -1 s intel T
l F(+) v |( } lonction / en 1 puis donner i inter?!
%
1 solt @ sa conrhe vepresentative dans un vepére peométrique des résultats obtent
. & 1ns II'I
m'll'.umu'uh"{fi".f ' I’}- D) Caleuler f { Vet / { ]" / {”}IH
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e b o et

g
r-
,.:iﬂ-l'lfﬁu
1 Lad E: l T
o4 frqu — I —
Ij'.[‘l"-'ﬂ ArC [ﬂnx + ﬁrLlﬂn ” 2
Wy 7 ] d 3
(¥ | 4
ctan—"* e
{t‘;u:ﬂ] Arctan X+ Aty 2
{ﬁ) . gy -H-._r — | estune
rquelaﬂf““E w2
I-}H'E"'" " i EE i.:IE""ﬁ'rfJ
<. au voisind P
dela cuuth f
-_npl_'ﬂfE

| "Ny = + 2 estune asymptote
sl M) Y= Tx+ =
f:hdl'mm[ s
a2 courbe ‘¢ au voisinage de —©.
o Tracer 12 courbe €, dans un repere orthonorme.

;u,-..:nnsidérel'équatinn f(x)=x. pDéterminer la

wlution @ de cette équation dans 4
 tnconsidére une suite (11, )définie par:
a<u, <0 et u,,, = f(u,) pourtout1c M.
) Montrer que : ("'-'.J".IIE H} a<u, <0

b) Montr , .
er qUE{H,, ]Est convergente et determiner

s limite,

(Ejﬂﬁ:ﬁp,}_-

afo i
nction f définie sur/ = [U;H]r:far \

i
”’!ﬂnlrﬂrque Iim f('{} - E
‘ 250" ‘-_x_—*' = —an et interpreéter
imiyy

1 qUEm i
5 My ent le résultat obtenu

rer gy

i
# -hl
it
:|.|IF. -r u'ul:f‘!st' h i
Wit ijective de [ vers |

la
; t”Urh
Ky L] 5
L’”"-rn fe /et e’ celle de £
honare. de /7 dans un

- 5

de

a) Montrer que la droite( A) : y = x estun axe ll

symétrie pour la courbe "% .
b) En déduire une expression de [ (x) en fonction

: X
de x puis calculer hm ()
r b X -

métriquement le résultat obtenu,
3) Tracer dans le méme repére les cour

et interpréter géo-

T
beC et .
4) Soit ( x, )la suite numérique définie par:
r,ru = EJE
I-HI = IH _i'(_xﬂ—]-
L /(%)
(7net) 2J2 <x, <8

si mell

a) Montrer que:

b) Etudier la monotonie de{x")et sa convergence.

¢) Déterminer la limite de la suite(x, )-

Soit / la fonction numerique définie sur = ]ﬁ,m[

o2

1) a) Montrer que f est <trictement croissante sur £

f(x)=V3

par:

b) En déduire que: (vxel)

2) a) Montrer que : (Vx e 1yo0< f*(;;] 511

b) En déduire que pour toutxel :

DE_{{.\')—\E Elz(.r—\ﬁ)

3) On consideére la suite numerique (u_, )définie par:

w, =4 et u, = f(u,) pour tout 71 € N

(Vne N) u, 2 NE]

b) En déduire que pour tout ne N :
1
D<€, ~ \.ﬁ < E(H‘_r - ﬁ)

pour tout i € N

a) Montrer que :

¢) Montrer par récurrence que

0<u, - 3551,—(4—\5)

puis en déduire que 1a suite (1, ) est convergente.
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i e R

H . : _h--’-h'"""-n-..

Montrer }:ﬁ*nw

Wiquement ¢o qui sult
- W

2) | vyel|oX )
\ |

1) ¥y e
el . .
I.\ X S8y < X

=] jl'.i

—

SO0AX S —ix
-

a ]
___1-
.

LY

1) Montrer que: L":"'c = [{‘J

r..l]-l

D SNy < y< lan x

5 In x
2) Montrer que la fonction x s 21N

est décroissante

sur l'intervalle :1(]: 2
=

3) Montrer que: | v =t | 5 : =
q X € D"-:u Y=lany<—__

7 CO5™ x
4) Montrer que :

1 al inx
Vxe |0: CoOsx < bl < l
( i a i

x COs x
3) On considére |3 fonction numérique définie sur

— g(.r]l - SIn x
x

six#0 ,et g(0)=]
Montrer que g est dérivable en puis donner g'(0)

,
; W = o
-l-!id—:_,: LiLZ 5
o =
- -
- " -

: T
Soit [ :[D,E] —» X définie par: f(x] =A/sinx + x

1) Justifier que f réalise une bijection de [ﬂ;—n—jl vers

un intervalle J a préciser.

2) Montrer que la fonction réciproque /™' est continue

sur./ et dérivable sur.J — {0} .

i 4 cose 4
3) Montrerque: | 3ce 10:—-[] — = —
( 2 Jsine

Solt £ [nm-llnn ﬂulliérl{]uud({ﬁ nie

par J(x)= le . [ﬂ:ﬂ

+Sin x
1) a) Montrer que (Vxe I /'

-\')z-.

b) Montrer que I'équation f{;} =

tion unique 4 dans I‘intewal!ef "nt%

¢) Montrer que : (Vxe I) |f )|s
6. )

2) On considére |4 sujte numeérique {u )dz A
€ Ilil!p

y =0
y, =0 et Uaet =, ( }Dﬁurtuutnen

a) Vérifier que f{f} el B

b) Montrer que : (Yrel)u ey

¢) Montrer que: (Vi e 1) Ju,,

V2

u '-..-'lﬂa—_.,iu ‘*t

puis déterminer Ill'n "

- - ——

_— Y% Ll e -'-" F—N
On considére la fonction [ définie sur[ﬂ; l]par
= l i
f{x)=—1an L-I—-W
-4 x+1 J

1) Montrer que f est dérivable sur[ﬂ'l]etque:

(Vxe[0:]) [ £(x) <

dcos’ |
2) Montrer qu'il existe un unique réela ]W[“I

que ; 1;‘[”]:&,
4) On consideére une suite numérique (u, ) définie P
u, € ]l‘.];l[ - {rx}
{r = f(u,)

a) Montrer que pour tout ne [¥ :

|u__ —af|{(4 Iq l] ]h‘n —ai
co .

I 14
P r-lfn..f
b) En déduire que la suite (, ) est convers

e

précisant sa limite,
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; f |- e fq"'!'"ﬂ.n f’t‘f’i f-"’h!'? SHur v EFIIF‘ fl'l_l'.F

hn flx) = rfi_:"ﬂr f{:] = 47

(| Woree ilerictea e 2 et he R tels que:

((a)> f(0)+) et S(B)> S (0)+]

580 . Abduice quil existe o € ].qf’y{ et fl e ]ﬂ‘ 5[ ik

qoe fla)=f(P)

§) MaritreT qu'il existe € € 2 tel que . f'fr'j =)
) a0 .

oozt | wun intervalle borné de < ot [ une fanction déri-
e sur | telle que [ soit bornée sur [
VeptreT (O la foniction f est aussi bornéesur [ .
ol 1701 T ————
§ S

.'.-"]'rf_hl telle que :

f'['hj -~ {)

st [ une fonction dérivable s

Ifr;wafi‘;J-fJ ot )("rl‘.l}.-rrl et
1) Yemtrer e

ir-:r -_-E;;_F,f}ffri‘_,rj £ j!r' -

Z) in dbduire quf'il existe des réelse e ete ﬂ-;q_a{
tais gue
}”r"} ,-‘”r'j ,."”'r"} [} et ¢ ¢ ’
Yize

- i ' .
) ! Wl irmetion continue sur |4, PI.-" ot derivable sur

:f-‘. i Seile ¢

jee: i f'(x)=AecB

“ . :
“wdrer [ ot dérivabie i droite en et eque ['(u)= A

1A rhes,

Tirgue est-gile veaie ? Justifier vatre répanse.,

i
1] # i-l-‘..l‘ ]
# FEs gl i -
T Joea .f-']-rld‘rﬁfl'-.- flll A fr‘nfhnn f dﬂ-hr“ﬂ SUr

o
e [(e)=2 (i £
v theas réels strictemnent pasitifs tels que ;
E+ y=|

',"i"-ﬂr-li-r
 TEITY Ve ays § i
A waleur mazimale de | gxpression :

 — {7

'-'J_-::rjflr.'_ )<

St e - e

R IS e
EXERLILES ET PRUBLEMES

S0it # 1a fanction numérique définie sur 2 par:
gff_] = ﬁ—ﬁin\’[;
] existe au moins

l-cméﬁ*,_

; I
L, E rfl.f"—tnf que: f-smn/f = — =
¥ . 3 q’{_li

1) Montrer que pour toutf =

A ‘ . t=5int
2) En déduire la valeur de |a limite : lim ]
rown" f

—
—‘:-_-'4'_:_.._ Rl '_‘ID—
i S—

e

1) On considére la fonction /i définie sur R par:

hix)- -L-z.f'&.l'ﬂldﬂ.r

a) Montrer que I'4quation /i( x ) = O admet une solu-

| o J3
tion unique ¢z dans 2° etque — < x < 1.

h) Etudier le signe de i x ) sur 2,

2) On considére la fonction f définie sur 2 par:
Arctanx
/(x) = Arctanx
- _t-
a) Etudier les variations de la fonction f surX”.

I
2!’]’[] *“ﬂ':)

fla)=

b) Montrer que :

c) En déduire que: (¥re } 0< f(x x)<— ﬁ

3) En utilisant I'inégalité des accroissements ﬁnis, mon-

trer que pour tout( x, x, ) € (3";' ] tel quex > x, :

+ [
2% .2

[ Are tan r}: - {An: tan x, }: < T{.r-:u)

4) Soit e = <7, On coansidére la suite (H,, f.r}) , définie

par: u (x)= z;(.-\rctan_;—:J

£
-

Montrer que(u, (1)) , est majorée par ¥,

5) Pourtoutc & 2" onpose: C(x)= limu, (x)

a} Montrer que pour tout (x,x, ) € (.""f : ):
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ke L ) 4 ki

Puis calculer la limite s 1 /

2) a) Montrer que pour toutx € £ °
1

g
an|x|+ Arctan — ="
Arctan |*~:| |.x| 7
b) En déduire que:
2 |
(,r—l) Arctan — -'E
lim — Bt p=]=8
;a—il:ll' X
. 1 &
-(t-—l) Arctan— =
X i
lim =1-
r-»l X

E w % EE IL:*

On considére la fonction f définie sur ¥ par:

Jf(;-):(,r-—l): si x#0 et f{ﬂ):%

1) a) Montrer que f est continue en (.
b) Etudier la dérivabilité de la fonction / en 0 puis

|
Arctan—
X

interpréter géométriquement les résultats.

c) Montrer que : |rIli'm f(x)=4»

2) On pose pour toutx € R
] x-

g(x)=2Arctan—-

x g+l

a) Etudier les variations de la fonction g sur [2".
b) En déduire le signe de g (t‘] surlR’,
c) Montrer que :
f(x)=(x-1)g(x) si x>0
{f’(:) =(1-x)g(x) si x<0

d) Dresser le tableau de variations de [ .

)

c i et posonsf
L] ‘u

3) Soit ¥

a) Vérifier que: Fnes
reunig
I'_l?-]."_ — —-’ f.rh"ﬂ-“i‘

£(x)-(x=2)= ;
by Caleuler lim (/(x)- (x~2)) puis [P

N

grnphlqu{-mvnt le résultat obteny,

c) Calculer [im (f(t) | ,r) puis h"""ﬂ“"h-w
g—=p=F ’r‘jﬂ
quement le résultat obtenu,

4) Tracer dans un repére orthonormé,

RARRCICE Y7

On considere 1a fonction f définie sur ¢ par.

rj'{_r)—_.v:- Yx -1 st x|

) i Arctanyl—=x

f(x)= I 51 x <]
- X

1) Montrer que / est continue €n 1.

2) Etudier les branches infinies de la courbe'® g f

3) Etudier la dérivabilité de la fonction f adroite e

puis interpreter géométriquement le résultat

4) On pose pour tout/ € K. :

u(t)=1—-Arctant et v(1) =1’

F(x)=£(1) _ 0

a) Vérifier que:: !1[31 = )
b) On pose : g(x)= u(r)v(.r)—u(—fl"(‘]

Montrer que : (3-:‘ € ]D,f[ ) g’(.-:) =)

it |
¢) En déduire que lim _{_)_ s e L quefestdf
r=+0" p(.ﬂ) 3 -
e interpr®”

vable a gauche en 1 puis donner un
sultat obtenu.

tion graphique du ré
5)a) Etudier le signe de f’(x}surll:*"f*[*
b . —a ] ¢
) Montrer que pour tout.x € ] [ L

.':I 1

J

['(x)= l - (hrﬂlnnm'i .
2(1-x)? [
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__.L—-"gn

anl— -

quf .( est

Equatml'l f.{ }-—

0 admetune

jesurl’ intervalle

. puménque
sm'tf la foaction ]
1115::}.';.];;31': ftﬂ:l-sin{:‘l']
J4 ) :action de [ sur

]H-:rnm'r que f réalise une bije
1

\; «-rr onpose g=J € K =[1:2]

*ulunu-erqueiequatmn g(x)=xadmetune unique

dans K etque ﬂ'[.’x} =

solution &

3) En utlisant le théoréme des accroissements finis
. - 1 :
montrer Que : {r[.r,r )= K- ] !g_r{.r‘_i— g(r) < —|x -
p F-

4) On considére la suite numeérique |, )définie

u, =1 et (Vnel) u,, =g(u,)

a) Montrer que: (V7 € M) u ek

b) Montrerque: (¥n < N)|u.., - al < —|u - a

-

¢) Montrerque limu, = 2.

 1a)Caleuler: lim g(x) et hm g(x)

F=aw

b) Montrer que : (VxeR)g'(x)=
2x" 42

:}Endéduireque: {‘u’:e]ﬂ;i[} [}.,:g(_\.]{L

J2

d
) Dresser le tableay de variations de g .

2) On con dér r
5 fi
idére |3 suitE(H'_ }dé inie par:

‘ y =() et {Vner.l) u,, =g(u)

a) Montrer que: 1
- 1] = '_-:]""'[1- . !!

E 1:-) I:“Jl-lt
Sy -

k) Erablir que: (vnel
a aciserlr
¢) En déduire que (¥ ) est convergent® et predd

<a limite.

.dare la fonction définie sur(D‘.I] par:

On consi
X 0.
f(x)= l—q“ x=0e f(0)=
I-—,rsin[—}
\'tr

trer que [ est dérivable sur[D:l] _strictement

gon f'(x)= 0 admetune

Mon

croissante mais que 'equa

ns dans I'intervalle [[}: I].

infinité de solutio

La Terre possede un champ magnetque intrinséque.
mnétigue, provenant du mouve-
ment des particules chargees dans son noyau fluide.
approximaton, c¢ champ est celul d'un

de la Terre. Le champ magne-

appelé champ & géomag

En premiere 2

dipdle place au centre O

tique B i la surface de la terre estde la forme:

| —

1+ 3sin” (4)

Bli)=&

cos” (A )

01 A est la latitude géomagnétique et X une constante

positive.

L

Etudier la fonction B pour 4 € -T_}
s T |

'EXEROWE B2 3

'h-.'. i —

Soit un filtre analogique composé d'une résistance et
d'un condensateur. Le déphasage du signal a la sortie
du filtre par rapport au signal a I'entrée du filtre est
f"gdll’ 3 L‘-'[_f} ;m:la.n(- il )

00 T est une constante de temps du filtre et / indique

la fréquence.
Calculer ;1'{f}pnur tout f € [U:+c::[ puis dresser le

tableau complet de variations de ©.
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& 1y coyrhe raprisentativede f —
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*
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s
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¥ ; .""Ir"‘.'na‘I L :'I",'h" '“l--r"-‘I L= € ) f o
P i" .n"l -:r".-
pe Pam—
%, lirangar e tablean o¢ TA AN
h'r
Winera o2 limites s 7 T €6 e
g
’ £ dams ™
9 # - i
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e L

yrth®
& [l[] Mnntrerq“EfU)C I

|a suite n

4

L q—

& . ’ ,'I." <
que pour touty el : lf( )| -
t linégalité des accroissements
que pour tout 77 € N :

Gl 4| B

& =l ——

- L - |

I"‘! 1 :j |r1

h} En utﬂisan
I-IH.IS:- mﬂntfur

¢) En déduire que 1a suite (1, ) est convergente

et donner sa limite.

d) Montrer que :

(e pd]) /(e )- U

=1

-~
3

¢) On pose pour toutn € [ : a, =

Vérifier que a, = | et que pour tout/1 € N

eS|
a.=2"" -a,

T
f) Montrer que : ("J’H ell)u, =L ”'( e ]

CEVGIN 4

T o

Eartie A: Etude d'une fonction auxiliaire

.

0 : 4 ¢ sz §
nconsidere la fonction [ définie pour tout x € =

par: f(.‘-r]:f +4x" +6x-1
1) Ealculerf(ﬂ]‘ Jr(l] , S(1) et |||11 i b

2)C
alculer /- {.r) pour toutx € B" puis dresser le
tableay de variations de /.

3) Prg
Uy
€rque f s'annule une fois et une seule sur
i
I ; [E“ un point et que @ & ]ﬂl[
e

) Dé :
"erminer |e signe de f:-,ur[[]'ﬂ[ at sur ]ﬂ.' +¢.-c[,

umérique (1, ) définie par:

= " s

_— —= - = I il » -

RRESERCICEN B L PR UL E VS

I
v +dx+6

par: g(x)=

" . 2
1) Déterminer un encadrement de x™ +4x + 6 pour

=3

i
Y e [ﬂ;%] et en déduire que: 0 < gfr) < 5

5
2}Mnntrerquepnurlnutrﬁ[ 2] I,:{I,( |:.'—g

3) On considére maintenant la suite (1, ) définie par

i, = 0et pourtoutn € N: uw,= gfﬂ, ]

a) Prouver que pour toutnn € I :

b) Prouver que g () = & et déduire que pour

toutme 1 : |u,, -n['—’—S—-'H -

GI
¢) En déduire que la suite (u, ) est convergente

et donner sa limite.

e) Justifier que n, < & < 1, puis en déduire, par

récurrence, que: (Ynell) u, csasu,,,

l{1;,-!..41—:}_-—-_

| m—— o —

e

1) Soit / une fonction dérivable en un point x,.
a) Montrer que:
x, +h)— f(x, - ny
lim AL { =11%)
h-+0 2h

b) Réciproquement, si la limite precédente existe,

peut-on dire que / est dérivable en x, ?

2) Soit ¢ une fonction continue sur < telle que :

. g(2x)-gl(x)
lim = f
£l
Montrer que g est dérivable en (et que ;::'[D) =/,
3) Etudier puis représenter la fonction numérique /1

définie par:

h(x)=xt [:%
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T , _ELEY g
__._‘_'f,..‘:‘.i"_'.ﬂ ACTIVITES PRE

M RAPPELS E—————E T |
it e ?

1.' péterminer les primitives de la fonction f sur l'intervalle / dans chacun des cas suivants:

| .. .
a) f(*")=x: sur /=R i b) f{-‘-’}='x—, sur /=R’ ounelN —{1}

2011 g - X +x -R
g f=n(@=3)" scl=k & 9 f(x)—(x*+1r’+5]1 i

2. Soit g la fonction numérique définie sur l'intervalle / -—"]—l;l[par: g{x)= p—
=3 -

a) Justifier que la fonction g admet une primitive définie sur /. |

| Dans la suite, on note G la primitive de la fonction g s'annulanten(.

b) Montrer que la fonction G est impaire. |
¢) Montrer que G est continue et strictement croissante sur [ . |
|

d) En déduire le signe de G sur /..

@—-{ FONCTION TRANSFROMANT UN PRODUIT EN UNE SOMME e

—==

A) Premiére Partie :

1. Montrer que la fonction x L admet une primitive sur I'intenralle]{]: +ct:[
X
= N
B N . : I S
i ‘J La primitive de la fonction x = — SUI‘]ﬂ.-T-DE[QUI s'annule en 1
' X

-/ est appelée la fonction logarithme népérienne et on la note In.

it

e FREIS———— e e —— — R — = =

Il en résulte alors de cette définition que :

« Le domaine de définition de la fonctionInest D = ]{}; Hr:[ !

«In(1)=0

« La fonction In est dérivable sur |0; +<o| etona: (":r"x & ]0;+e] ) (In ]' (x)= 1
X

2.a) Montrer que la fonction In est strictement croissante sur]{];viw[ ;

b) En déduire le signe de chacun des nombres In2 et [n% ;

3. Soit@un élément de]ﬂ;m[ . On considére la fonction [ définie sur]ﬂ; +r:::[ par : f(.t) = ln(a:r)

) : |
a) Montrer que f est une primitive de la fonction x = —sur I*inter'.ralle]ﬂ; +c¢[ >
X

b) En déduire que pour tout x € ]{J: +m[ g f(-'f) =In (I}J’ I"(“)

T e e

Puis écrire les nombres In(6), 1n[~§-] . ln[é) et In(72)en fonction de In(2)etln(3).
:
@
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+.a) En utilisane |

h
T

'51- I . 1 e » - =
Qlculatrice, vérifier que In(2,71) <1 < In(2,72) PUis en dédujre qu
i
nombre stricteme o

Uy U,
Fun encadrement dee, ™
T que pour toyt €EL: |In [r' ] =n

Nt positifetel que ln e = 1. Donne
b) Montre

¢) Résoudre dans 2

B) EEnxiémg_Eanie;

1. Montrer que si g eth sont des rée

les deux équations Suivantes: Inx=2 gt In x=-]

Is strictement positifs alors le signe de In(
les équations sulvantes :

a) ln[.t)= ln(c:)

H] -In{
2. Résoudre dans =

h) est cely; deg

b) In(x+1) = In(3-x)
3. Résoudre dans = les inéqu

a) In(x)>2

c) %In{.t*—l]:!n{r] d)ln:[_-“}'-*?.ln[ﬂ
ations suivantes -

; b) !n(:rul-l}?sln(}-.ﬂ c) |n[.t]*]n[r+4]:~fn[lr-i)
d) In(2)+2In(x) > In(3x-8)

L) > (x4 5) 4 in(r- )

| 2
¢_-. LIMITES DE LA FONCTION In ET sA REPRESENTATION GRAPHIQUE ——

1.a) Montrer par récurrence que pour toutn e [N -

In(20") = nIn(20)

— . (1)
b) En déduire que pour tout n = M : In Soc )= -nin(20)
\ 20"
¢) Sachant que In(2)=0,69 et In(5) = 1,61, donner une valeur Approchée du nombre In(20).
d) Remplir le tableau suivant
x 20" 120" | 20 | 20 | 207 [ 20* | 39 20 | 20" | 20" | 207 |
L= : - | 1 .
In(x | | |
(x) 1 |
In(x) | | | |
X | 1 ; e
]
X : e
 Inx -1
. - . : lim —— et hm
e) A partir des résultats du tableau ci-dessus, deviner les limites suivantes : !II‘!‘tt Inx, Lo

puis interpréter graphiquement ces limites.

2. Soit( L )la courbe de la fonction In dans un repere orthanormé ;7 , j ) _

a) Déterminer I'équation de la tangente i la courbe ( L) aux points d'abscisses lete.

b) Tracer l'allure de la courbe (L). 4
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LE LOGARITHME DECIMAL ET SES APPLICATIONS ———————

i

In v

—

M.ununlqllluﬁrh*|.'t|l.ll,1l.|.iul'l nuuu‘-lIqtm.fuh‘-llniu-mr]III;iur-[p.u-: f(x) 10
n

1 fonction [ est appelée la fonction logarithme décimal et on la note log .

Lcalenter: log(D) o (10) . log(100) log(0.1) , Tog(0,01).

B OMontrer que pour toul A |l.1y;(|ﬂ"] - I

2 fadier les variations de la fonction log puis dresser son tableau de variations.

| 1) Applications du logarithme décimal ;
1. Auteur de Lo convergence des suiles numerigues ;

En utilisant La calculatrice, determiner tous los entiers naturels n vérifiant chacune des inégalités suivantes :

") L'—] (U ;o by (L02) 2100 : c) [“ [:H] >10""

2 Nombre de chittres d'un entier naturel ;

1) Montrer que le nombre de chiffres d'un entier naturel non nul xest: N (x)=1+E(log x)

-
-

\
| b) Le plus grand nombre premier decouvert en 2013 est: P=2"""" ~1
Quel est le nombre de chiflres de P
3. En chimie ;
BASES AciDES
La relation liant le pll d'une solution aqueuse etla 4;'1'-|u'1.~|1t|'.11iu|1(II 4 & ] — e
: - S — -
. - ' A g -
est donnée par laformule s pH = - Iug[ H,0 J ] f:*“\
| i- “ﬁp ’i
- | | :
a) Calculer le pH d'une solution agquense sachant que : [ 1,0 1 =610 *molfll = —

b) Calculer la rnm‘vnlmlinn{ll £ ]ll.lll'-i une solution aqueunse sachant que pH = 7.

4. Enseismoelogie

La magnitude d'un tremblement de terre est une mesure de quantité de I'énergie libérée au foyer d'un séisme.
a F b PR " ry LiP -
Elle se caleule 3 laide de la formule: M = log T (Sur I'échelle de Richter)
]

ol /, est une intensité de reférence et [ l'intensite du séisme.
Calculer 1a valeur de M dans chacun des cas suivants : ’ -

1) Al Hoceima (2003): /, =1,995x10" 1, i
b) El Salvador (2001): /, =3,98x 1071,

¢) Californie (1992) : 1, = 3,98x10/,
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e

amnule on lest ':Iﬁ‘!t‘l'é\.‘ la tonction hgan%

1 -l‘-ﬁ‘t: ﬂ -l;'i-sr!t L L

i Y Inn.TAh VT
. ]Jp.ﬂmml'f{ﬂ i 1D x
i

i Un rappelie que

toute fonction

continue sur ua
intervalle adme? upe
primitive définie ror

-

‘:'.--q.-t- P
Erhob Bafs g a
L]

"-.‘-lr‘-ﬂ"-q‘l"-lllh ﬁ": “F"‘?‘; *\'L-{ f: h l“I ] = ‘L‘

e }.o dnmaine 8¢ AaPmition de i T

. % - - ol
s J'l"'l;';:h*{" 'h___-: 'II_ i - e 1 f-. [

1
q » Lz fonction Inet
|

[vre Kpassi ] W (Y)=—
' - - o e LA o
On considare jes fanchoms 7, £ SURIEETES e -
} _ [x-4)
r)=h{x —-x] k(x)=In
- - T*I

B g

hacune des foactions §, g etAdéfiniespar:

! f(x)=t(x+4)-m(25-7F) : glz)=h(xr-8x=+7) : Aix)=In

1.2. MONOTONIE DE LA FONCTION In

—---1 Propositon 1 ’—4— g — : —- —-—""“".}

L]

1

La fonction In est strict=ment coissante sur JC: -I{ .Onaalors: {
i

1

e Pourtout (r.y)e(J%+=[] : hr<hyox<y e hr=lhyox=¥

e Pourtout x = Jh+=1 : .r

j Inr=0c=1x=1] £t hrz>0oxr>] e nx<le x<l |
| #—M
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3. y

Un:lm:tinten::mt pour toutt € ]EMI: :

b : _ - ﬂ
(tl -.t}= In[-'i.t-ﬁ){:r Fogadx=0E2 % 5x+0

In

. 3. | ators S ={2:3}-
E.Eummeze]i:w[et3E]E.+w[anrs { }

([4—.1')::- In(ll}+?.r-3f)

ion.x° = 2 et
Les solutions de I'équation ¥ — 5y +6=0sont

uation suivante: In

m[
: [] -1- L] l‘ E ‘-I:-- >
tinnestdéﬁniesi|~i-.r::-{}c-t][l+?.r-—3,r }ﬂ.EESIHdITEEIT ] 3

2) Résolvons dans R I'inéq

Cette inéqua

10
On a maintenant pour tout x € ] - [ :

= 14-x>10+7x=3% o 3x° ‘8.r+4::rﬂ-=:>{.r-2)(3x-2):-ﬂ

In(14-x)>In(10+ 7x-3x7)
i 2 7} > Odans Z estS, = —nﬂE u]l;-w:[. Par suite,
L'ensemble solution de I'inéquation (x- 2)(3x- ) > 0dans = est, %

~. T'ensemble solution de linéquation In (14 - x)>In (] 0+ 7x—=3x )Est :

N,

| 10 2 H}[
— R — _I_;_. 2:
v N ?iﬁ] 1,3[ ] s[u} 3
[Ap;:licatmns ‘”

1) Résoudre dans 2 les équations et les inéquations suivantes :

In(2x-3)=In(4-x) In(x° ¢ x)=In(-2x-2) : In(3x° +4x+2)=0
In(4x-5)>In(2x+3) In(x’ +3x)=In(x+2)=0 In(l.'i.\*: +Tx+ El)zﬂ
2) Déterminer le domaine de définition de chacune des fonctions suivantes:
+1 I 1
P~ it
1-x ln(|r—2|~l) (x) ([n.vr)1I ln{x+2}

1.3. PROPRIETES ALGEBRIQUES

"-—l Proposition 2 l : SS——— -

Pour deux réels strictement positifs xet yona: In I':.‘I‘.j') =Inx+Iny (Propriété fondamentale)

e s T — .

W
. — -

e . — =T - T — 5.2 X 24

- . g B 4

— gy r— e R AT

D _—
e cette propriété fondamentale on peut déduire les propriétés algébriques suivantes :

‘- |
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FI:EI\I'Ilif:\'\-"'.?‘qlll ™ ‘,‘.1.*'5.’.'1-.._"1.‘."!.| 1;“ 1R "I',_ o

: Proposition 3 l
! P il T l

* Pour tout réel strictement posttl v, ona: |"[")' Iy
X

. e

; 1 \
* Pour tout (x, v). (Josve]) onac Iu[—] Iy Iny
4

* Pour tout n ¢ N et pour tous réels stelctement POSIUE ¥ N, on

‘ i ] XS - X, )= In(x ) In(v,) 4.0 In(x, ), cest-dedive ; '"[ !'! Y J i:‘n{r.]

. —
e g me e ———— e ——

1) Soit x un réel strictement positil D'apres 1a pProposition 2ona: v Iu[ I ] In[ v l ] Inl g
'

4
oo il
Il s'ensuit done que: In| — ny.
X,
2) Soitx et v deux réels strictement positifs, D%aprés L proposition 2, on o -
\ | I
ln{—} = ln[ v x—-] =Inx+ In[*-] =Inx~Iny ,dod le résultat.
v v v

3) La relationIn( x, b, e, | In( ‘;] Fin(x, )b In(x, )s'établie simplement a Faide d'un

raisonnement par récurrence sur g ¢ M :

4) De la relation 3), on peat tirer la relation In | 1] nin(x), etceci pour tout x > 0 et ne N,

Onade méme les relations In(r ) ]"‘L"I.T] In(t") ninx et ln{.r") -Inl=0.
¢

Par conséquent, pour tout peli,In ( 1} plin(y).

- - - } "

Soit maintenant » = ir- un rationne
of
p

qIn (Ir ) =qIn xt |= I"{-"P ) = pln(x), etalors |"[ v ) - Ly (). Ainsi ; In(.r’) =rinx
q

'——[ Remarques } - =

* Soitaeth deux réels strictement negatifs, Ona alors ab > Ot 2 < 0. 11 s’ensuit donc:

h

ldeQ ol peZetge N . On done:

Fl

‘ In(ab) = In |u| + In|h| el Iu[—] in]u| - [n|f-]

il
h

v 1
- 1 f ; _Iq!{ I.}.
B 4 3 W - ? s > = m— L & 1 | I
! e On a pour tout x € }“‘ ;- ,.[,_.l pour lout entiern = 2 ; Inflq' X ] ==In(x) et In{Vr F -
2 _n_..-l'ﬁ‘ﬂ#‘-_.‘
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P et

ombres n.mlrr;'ls nte

]-1— 1.0na qlors :

In x est strictem
lim In(x)=+%®

des n

:,EL

nein finité

Lo

A

e

iwA>0.0n sait qu'il existe U
In2

ces nombres €5t/

n> -i— _Le plus petit de
In2 |
réel vérifiant ¥ - ,;lans.In,r - Acarx
v)> .-!] _Par suite:

rclairque si¥ est un
}: (x> B=In(:

Il es
(w4>0) [3;’3 > ()

On a alors montré que : |
| : :

L ey =— ‘DuUVe .. imIn{x)= lim In!
Pﬂufﬂllmlfr!tw lﬂ_f,[}n Pﬂ}.ﬂ'} .‘“““““H' -I-!nrh, II||!" 1[ } lim lt\ :

1l s'ensuit donc: lim In[_r} —

E VARIATIONS DE LA FONCTION In

1.5. TABLEAU D
= ¥ I 0
In'{.r'j +
= S

In(x)

=¥
! * La foncti iecti
ction In est une bijection de l'intervalle }ﬂ; H’:[ vers £

“ -t [ u

s quein(2”)

ln(:“

1
3

g g
————
ey e ————
-

——

S

)= 4

ent croissante sur <. -

\: = hm {— In y)=—%

s

s In{r}= I S r=9

T —
r -—
" — il P T
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l i Exemples n

1) Résolvons dans [ I'équation suivante : (E) : 3(In I}: +2Inx-1=0

Le domaine de définition de cette équation estR’ . En posant/ = Inx, I'équation devient 3,2 +2)
]

3 1 -
les solutions de I'équation 3r” + 2 =1 = Osont -l et 3 Par conséquent :

Ele ln,r=—lu:rln_1'=l & _1':::-"9::.1:-—*&-3:3.@
3

Par suite, I'ensemble solution de I'équatinn(E) est: §= {L‘" : {"’E }

2) Résolvons dans & I'équation suivante : (J} . In(ri >

+ In(x)-1 -

L'équation est définie pourx > Oet Inx # 1, cest-a-dire pour.x € ]ﬂ; t’[ U ]e; -l-c::[ ;

On a maintenant pour tout x ]{}; e[ U ]e;+u=:[ : (I} = M +120& I ('c} + >0
In(x)-1 In(x)-1

En dressant le tableau de si i Gk

ant le tableau de signes de m sur][}; {*[ U ]L‘; +t1‘[ on en déduit que I'ensemble
snlutinnde(!) - S=][}.e"[u]f,u+-:-:[
Applicntiuns]

1) Déterminer le domaine de définition de chacune des fonctions suivantes :
In(x+1)
f(x) = m - g(:c) = JI - ln{r: ~ _'r) : Fr{x) = = —

{ln(lr)): -1

2) Résoudre dans R les équations suivantes -
(Inx)"~Shnx+4=0 ; (]“I)] *2(5“-‘-'): +3=0 (In.".']1L —ﬁ(ln.r}: +1llnx-6=0

= | Proposition 6 I— —" s |
| - I
1 |

Soit € la courbe représentative de la fonction In dans un repere orthonormé

* La courbe “€ admet I'axe des ordonnées comme asymptote.

Alors;

| , X
. #»Lacourbe ‘¢ admet une branche parabolique de direction I'axe des abscisses : Iim Inr.o
e L
» La courbe ‘€ est concave sur ]0; +oo[ . '.
-~
s R S —— i S — — —— R = — i _#__‘
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atement du fait que lim In x = -,

"ﬂt dé:nlﬂe !mmé{" x-sl)

.,r 2 # " - "
R— In x —~ (). Pour cela, considérons la fonction f définie sur[lﬁ"’:[ par
maintenantat= 00 x

fonction est dérivable sur[l;4[ et ona pour tout x € 1,4 :

: JZ
fi(x)= (27 -] ===

> (), donc la fonction / est croissante sur[l;-l-a:[et on a pour toutx € [l, [

[|;+a-:-[ alors /' (x)

. =
Fu,;quel‘( ) 1oct-3-dire quef(;:) > 2. Par conséquent, Pour toutx € [I;+ﬂ:[. 0<lnx= 2*/;-
[} B @R Inx
ﬂﬂZf In x ‘ : : = |i n:ﬂlrsmn——=0-
< < — . Puisque lim —= = lim alors 'Im
<lhxs E\E donnent() = . ,—I gue Jim T e =

Lesinégalités O

Ainsi.l
Lar-::m:avité de la courbe

2 etque

“C de

Fﬂur tﬂl]t.f = —-'-_ ’ ]n

t une branche p
urbE r{'}i ade ' d -
. la fonction x = In x vient du fait que la fonction |

arabolique de direction I'axe des abscisses au voisinage de +2.

n est deux fois dérivable sur

"(ff}: ——I:— et ——]3" <0.

X X

1.6. LA COURBE DE LA FONCTION In

1.7. LIMITES FONDAMENTALES

“| Proposition 7 l

A
],.
; C
F_ﬂ'
i -
1 —>
/ : : : : " . ' YL 12 1]
I | I
=1
-3
=
|
In x . n(i+s)
- — = ime—_ .
Hn—2= l et gl X E

*Ona: limxlnx=0 et

-0

* *Onapourtoutr e @ : lim
I e I

-
-'-_-'-

' t"“‘i‘lhuleh;

1) Ca) : '
Culong |eg limites suivantes: lim ——

Ona, i 0" x

L R - =

lim 2% _ [In x
_— [

vl _]“'-—[

In(x) ~0 et

r g’

s 5 T -

}5 li In{:as:)
: ) 1‘ r11 -1.: ]n-r '] i_:}].—-——:___
In~ x “H;I* xIn(sin x) 5 11_1!1}' ( im——

¥R _r ¥

] jent :

T li (2 I-"—-i] . En pusant.-'( — Jx on obtie

= lim = W

L s ggl? .

Scanné avec CamScanner



s : T .

him ' (1
s, T'lf ]
el .h.m,#! B | =0 (Car: 4y, LI

e = |

e b f '

[]'I"I | | - -
HL I.:‘ "I

& gl] I‘I
bl Sz On ey 1 =
x in 2 ) L ERIT o NI - - -
el v - 1

= %Ny on ahy m -

3 1‘-."' : l‘ :;‘ . = gl
L1 iy In:|l‘|{"lnﬁ} — il:ll' .-'.'-.ll iTI rl -':-F EX |
o b i

1 r'ﬂ‘- ‘:l"i‘.f‘ .'I"'!l o7 "\-‘":-
On g - | : _ f : - sy
4. hmy o L
N eil]* {In A :I - hn' | X ]TI F | |l = {) a r
»o=gldl | N
. J
: nlcos . _
i T — = hm— ) coux - 4
X el * =] .
Cthax -1 ¥ - | === -
| ' : .
m——x | .. ilce .
e X = —-;- e I”Tl——-—_.;__l i | s
) & il - = :i"'l".———._. = g e
2) eow x — 1 v 2 =V Ooonagms
Soitaun reé p S Ry
res| n el i )
on nul. Caleulon. hm xinl 14 &
0 | i In{149
na: hm ' <1 -
-f._....IIn.]*-I'= lT'.'":'"- {1 . .- k1 T v
x T S = — MM — - T
Ainsi- § ‘ d |
H Im
" e Ih‘l 1*——; = g
| Applications
Calculer les limite- SUIVEL L -
imYrnx ;: §mBE . o (- i 2
i —w'] - — - 11TT T e e i
A e J X —— —_—— ay — i T
’ -~ EBr-=
3 a f .
i Dl Y e , P n 2 E el =3
i il | =3 ] 1 'I—————__ " __-__._ . icl N = —
= I':----—q. s -I. :"h L~
1.8. DERIVEE LOGARITHMIQUE
- Proposition 8
Soit i une fonction dérivable sur un intervalle / de® sull,
- e Jue TIE piz)={
Alors la fonction 1 — In!ul’:jlr:-:t dérmvable sur 7 e s = inja{z ) =4 B
———— e  ——— - - T i ——— o ) B

| Preuve
o .

-
&y
e
- _...h—_“:_

Pourtoutxe / ,onpose: f(x)= ln-rul',:]i
.-!""-l_:-i- i

Puisque i est continue sur / { car elie est dénvable) et ne s'annule pas sor [ sorsa et E
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- v
eque: S I«

s ST .I'I *
: nt négAtive” = Y Swat-R-dir
ch;gmf r [ alors pour toutx € 1. f{r] = In{u[.\ T]. cest-A-t o -
give sur s S ¢ psition.- P
 ercte™ o I dérivabilité de la composée de deux fonctions (prop
4 c AT 3 i
o ! sition d¢€ W
s _dela post dérivable sur / et que pour tout x € /¢
Pti"'ﬂﬂﬂn a fonctien J eaeuss
P asdut e i)
.o f'{.ﬂ ={1ﬂ'ﬂﬂ]{-"}ﬁ" (x)= 1(x) ( )
: . f=Inol(—N
ract.j-dire que - f
1 alors pour tout X € I f{;)—. In(—‘h‘{.l’}).ctht h-di |
ent négative SUELITSS ' fonctions {ljrﬂpuﬁitlﬂﬁu-l—mﬁ'-'
gu et o itionde 1a Jérivabilité de 1a composée de deux DEVCEAEEY
. osi .
cat ndflapmp . i tuutrr.—:f :
F’”Ppmnﬂ . aue 12 fonction f est dérivable sur / et que pour
), on n éduitd . -H'(.\'} i {."2'
o J . : ) 3 - R, v 4 =
.f'[.r]={'“ “('"TH"}“{ ) (¥) “u(x) ()
les -2
:-Ezf.fﬂ‘-!? ] ~ r‘) w elx)=Inl—
’ 'sid.;elesfnnctinns f et g définie par: f(x)= In(.r o +1) et gl ) v
On conside ‘
= ot ol ransuit donc que
jon fest bien définie cur = . En effet,on 4 pour tout ¥ € =%, X <dx’+1s S RESIR ;.
ufnnrﬂﬂﬂ -
ceR —x<|v <Jx +1.Parsuite: (Vxe R) x+Vx +1> 0.
Fﬂur = a%e st o N _ q )
paprésla proposition précédente, 12 fonction f est dérivable sur = et on a pour tout ¥ € 2 ¢
X T: - I] | X ] 1 |
"(x)= I | I T = —
x)= = v : )
| f'(x) c+x +1 \ CHl) xENX +1 x +1
.\'—3 ST O T NP, | P Lo g
Lz fonction g est définie pour les réels x tels que —— +0etx+1#0,c¢ est-a-dire que X € =% 12 l} ;
-
.T = : P ¥
Sur chacun des intervalles :[—:f::-l[. ]—1;2[ et ]ZH-'T[ ,la fonction x = —— est dérivable et ne s annule pas.
X
Il en résulte alors que la fonction g est dérivable sur chacun des intervalles ]-—-f; - l[ - ]- | o _'![ et ]2; +a:-[ 7
Deplus,ona pourtout x € % — | 2: =1 :
x—2 ' - ?'_ -
HJ{ T} - ,‘ll'_-l-.-l- - {.‘Ii' + l}_ = 3
' x=-2 x-2  (xt 1)(x-2)
x+1 v+
Dibbspritent .
iner |e
f[x] [5 dérivées des fonctions suivantes :
=In lnxl
X=X —_ . e - ; |
2 g(x)=x¥nx-2 ; h(x)= (v +2x)In(x ~4) ;  k(x)=In|cosx]
Hi = X = "
{I}hln J; : - x'=5x+4 |
|.'3.\" +3x+ ll 2-Inx,
!
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i Exemples Ii

1) Les primitives de la fonction x —

sur l'intervalle ]—a"* I[sunt les fonctions x = [n(i “-T)H

i _ x-1
oule XK. .
G B . COS X e A . .
2) Les primitives de la fonction x = — sur l'intervalle S +<7f|sont les fonctions x ln}nn_ﬁt‘:
5In.x =

ouleXx.

Jx +8

(x* +1)
Calculons la dérivée de la fonction f en utilisant la dérivée logarithmique:

On a pour tout x € ]—1;-!-:-:[ : ]n(f(:r))= In(*fq.*.'r1 +S)—ln((.1‘: + lr)=%ln(f +S)~3ln(.r:+1]

3) On considére la fonction f définie sur]—2:+‘-t[ par: f(x)=

/(x) -3x(7x" — x +64)
f(x)  4(x +1)(x +8)

Il s’ensuit donc:

~3x(7x" —x+64
Par suite : (VIE]—Z;-H':D f'[.r): .n(n. r+6 ]

44 (.r'] +S)1 (_1': 4—]]1

Applications

1) Dans chacun des cas suivants, déterminer les grimitives de la fonction / sur I'intervalle/ :

sin (2x) 2

— f = :p; : i - # =-:. L

2) /() Erax b) /(x) x* —6x s LB
Inx S5x+7

c) f(x)= sur [ = ]e;+c.o[ ;  d) fx)= sur [ = ]2;-!@[

x(lnl (J:)—I) Ix—4

2) Calculer la dérivée logarithmique de la fonction g définie par :

7T 3.6 3
g(:r) % -\/1 =7

1f 12
Yx? —39x+1
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/ TIUN LOGARITHME UE BASE g
N NITION ET PROPRIETES

ln[r}

e parlog, détnie sur 0 par: log, (<) -
ue s

il logarithme de base ¢ est la tonction logarithme népérien car pour tout réel x
Wit
Lt In(x)

-4 ] 4 XJ)= = ] '
grictement positif : og, (x) in(e) n(x)
ona: log l”) =1 et log (1)=0 et log, (u’ }: r pour re?Q
o LIT) ol 4
. |
,Pour tout X € = ¢ log, (¥) TR

gja > lalors la fonction log _est strictement croissante sur]ﬂ: +f.::[ .

| 510 < a < | alors la tonction log  est strictement décroissante ]!'J: -w,[ b

S i =

e

l Pruimsitiun_l UJ | g

o Pour tous réels strictement positifs vet v, et pourtoutr€ _ ona:

log, (xv) =log, (x)+log, (¥) ; log, (<" ) = rlog, (x) |

| (M P I e b
IuEu[I)ﬂ log, (x) ;] .5 log, (x)-log, (»)

*Pourtoutn e 1" et pour tous réels strictement positifs x,, x. ..., X, ,0na:

log, (x,.x,.....x, ) = log, (x,) + log, (x, )+...+log, (x,)
M-________. - e e e A LT LT e R T T T el
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AN AISSARIES FPONDAMENTALESEL .

‘L_F.‘ﬁ_-m ples
1) On considére les nombres réels suivants : & = log,, {HHJ} et /1 =log,, (25)
Déterminons f en fonction de i

e, el

nna;u_'““"“} In('“xi’) ~2In(2)+21In(5) y _In(25) _2In(s) In”
In(40)  n(2'#5)  3In(2)+In(5) In(16)  4In(2) " 2|n{2j
2420)
[l s‘ensuitdonc: a = 1"{2} z 2440 Ainsi: I = il

sy 3e2p T g2
In['*]

2) Résolvons I'équation suivante : log,, (4x)+log, (16x)=4

L'équation est définiesix >0, 2x 2 let 4x # |, Cest-a-diresi xe =" - Jlll_l_!,
4 2|
0 Jl | |
n a maintenant pour tout x € 4 —~/—:1—, :
la?2] "
log., (4x)+log,, (16x) =4 < log,, (2)+ log., (2x)+ log,, (4)+log,, (4x) =4
In 2 Ind
- | =2 (car:log,, (2x)=log =
],1{21.} |n(4‘t] (car ug._,lf ‘) [U,_“l,'-"uj )
Cebisla | 2 5 :
e qui donne + =2  cest-a-dire 2(log. (1) + i N S
W o) Triog (D) e i 2{len, (1)) 3lag, (1) =0
3 ( |
log, (x) =0 ou log, (x) = —=. Par suite, I'ensemble solution est: S = f‘l 54 Ir_. ’
2 [ 22 )

2.3. LOGARITHME DECIMAL

‘ Définition 4 l :

La fonction logarithme de base 10 est appelée la fonction logarithme décimal. On la note log.

In x

e

Onaalors pourtoutx ¢ 2" ¢ log(x) = log, ()
In 1)

--—-.-..__._,__,..,.,__..,.1

|

1";|Jj:~llt ions

Al -

1) Caleuler: logl000 5 logl00000  ; log(0,01) ; log(0,00001)

2) Résoudre dans = ce qui suit ;
log(x+11)+log(x-4)=2 ; log(x)+1=log(x+3) ; (log(x+ 2)}: —Iug(r+3)'23;

X+ y=25 J.rr = 100

4) Résoudre les systémes suivants ; et - )
J {]“EI* log y = 2 |210g” (x) + 2log” (¥) =2 _ j
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"’“[mb les inéquations suivantes :

i) (R lesé quauunset q

}gésﬂ"drﬂdn (m;.;) _4=0 ; Inx'=5 ; In(2x-1)+In(x-4)=2In2
H“I;I ’ 2 2 > 30

In(3x*—.r)£|n.x+|n2 ; —(Inx) =Inx+6<0 ; (ln|x|) +—<19

h‘l{f:#lﬁﬂ) b In|+

| ln(x).ln(y)=—lﬂ _ Inx*+Iny’ =16 ‘ {xy=2 (aE]R)
Eésuudﬁdans'ﬁ: les SYStEME A | x+Iny =3 "linX’+Iny’ =6  |Inx+lny=a

)

el SOLUTION

1}5nit[a,b}e(:{: )-.Dna: I
.i’=lnu+2[nb..%([nﬂ2 H"H)an:—an_‘E(anl +lnb*)

I I 1
=]ng+3lnbr~§[21na+ﬁlnb)+lnﬂ—Elnb-E(Zlna+6[nb)

g 5
_-.; —-le
Ina 3

6
2) Résolution des équations et inéquations :

+Pour I'équation 2Inx =1:
, ce qui donne x = Je . Parsuite: S = {\E}

l
L'équation 2Inx = Isignifieln x = =
+Pour I'équation (In I}: -4=0:

L'éqw.lm‘.l':}n(Imr}1 ~4 = (signifielnx =2oulnx = -2, cequidonnex=¢oux=¢ ".Dou: S = {f: e

*Pour 'équation Inx* = 5
2 . _r : . :
LéquationIn x* = § signiﬁux? =¢’, ce qui donne x = € \/i_ oux=-¢€ \E .D'ott: § = {" “E’ £ ‘E}

*Pour I'équation In(2x-1)+In(x-4)=2In2

Cette équation aunsenssi2x—1>0et x—4 >0, c'est-a-diresiv € ]4-H:E[ On a pour toutx >4 :

9
In(2x - 1)+In(x- 4)-"1112¢¢1:1("1'*1)(1’4}‘1“4{:}2‘ i

Par Suite: § — {E
2

Our |'e .
. Uation In (»? ~3x+2)=0:

| e bqy

ali " ¥ " i & - 5 j- % .
! ONaun sens six? —3x+2 > 0, c'est-a-dire si X € |-} | (O] +ao
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On a alors pour tout x © ]-:.u;][ \J IE; l-ﬂ[ :n (.1'} ~Jx+ Z) o) ey’

JH\E ]+J§
A ot ;| =

- .]r o Es i
l u . Ll!""u ﬂl‘r
“lht
equation a pour solutlons Comme x ¢ ]—m;][ ) ]EH"‘”[ alors . § . I] =5 ¥

« Pour l'inéquation In (312 = I) Shny+in2: 2 [

1, _

, , )

Cette inéquation aun sens six > 0et 3x" —x > 0, c'est-d-dire x ¢ }"i'“” -Ona pour ]I
Xe

W
|I'I(lt.': ~x)sinx+In2 ¢ In(3x" = x) < In(2x) <> 30’ — x < 2 ¢35 342 <1»

1 I T
Comme x > Oalors 3x” < 3xest équivalente Ax < 1, Enfin: § = ]--;]J
* Pour t'inéquattnn-(ln .w:)‘I ~-Inx+6<0:

Cette inéquation aun sens six € " . Posons X = In x. L'inéquation devient - X7 - y +6<()

En dressant le tableau de signes de =X’ — X 4 6, on en déduit que —X*

~ X462 0est valable g ¢
seulementsi X e [—3; 2]. Doncln x € [—3: 2]. Puisque |

a fonction x > In x est strictement Croissante
Sur

R alors I'ensemble solution de cette inéquation est S = [r: - J

* Pour I'inéquation [ln].rn: =0 o 19 :

|nl.1'|

Cette inéquation a un sens 5i|.r| - {let|:r| #1,cestquex e R —[1;- l} . En posants = In|x{, I'inéquation

. - 3{} ; ) fl — 19." + 3[]
devientt” + T <19, c'est-a-dire < 0. Il est évident que le réel 2 est racine du polynome
[

" =191+ 30, eton a de plus: 1 =197+ 30 = (1 - 2)(."z f 2;—]5).Ainﬁi. ona:

1 _ =2\ +21-15
! I‘}r+3ﬂ{u¢}{ ]( ]
! !

<0¢vre| 5;HI W, ]2;3[

Il sensuit donc que 2 < Infx| < 3ou =5 < In|x| < 0, c'est-a-dire e’ < B

<¢'ou e -ﬂ;lr[c: l.
En définitive, I'ensemble solution est:  § = ]r-u';-r“l' ) ]—I;—p ‘l- \J I{- ‘;[l- \J }*:;e‘[
3) Résolution des systémes :

In(x).In(y)=~10 :

e Pour le systéme
Inx+Ilny=3

A.J ==10

X+Y=3

¥ sont les

Posons X" = In (IJ ety =In (J‘"J . Le systéme devient [ . On en déduit alors que X €t

g =3
solutions de I'équationt’ =31 —10 = 0, Cette derniére équation a pour solutions f = —2 et/ ( )
+ = £
Il s'ensuitdonc que(X,Y) =(-2,5)ou (X, Y)=(5,-2),etalors(x,y)= (1’ e )“”(I"‘}

L’ensemble solution est § = l(c'z,f’ ),(«:ﬁ el )} :
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‘U

" : ¥’ y’ et y‘ sont strictement positifs. Donc le systeme 3 un sens si
P"‘ur i les nﬂmhrES X "
’ 0 yn Sens 5 > 0ety> 0, le systéme donné est équivalent a:

st ur

e y>0- it +5Iny=16 2Inx+Shy=16
5 et 2Inx =T oo 6
! 31nr+3|ﬂ,}’=f’ Inx+Iny=
i ,cequidnnne(}(.l’)-*( 4).
in ¢)et Y =In (J;), ce systeme dewent{x G
y =Int-

5;"1':.

En PO

) (‘,-3 a2 ) L'ensemble des solutions du systeme estS = {(E-: e ]} ;
z uent(.l‘.,f . '

xy=2 :
E‘ |
,pour 1€ systeme 1y x +1n ) I

sens Si ¢>0ety> D.Dnapnurx}ﬂety::ﬂ -
un ’ ‘

t i' =— ]n -T ln '}T —— ln =
- —_ | :

- L] ¥ - S = E .
g des solutions de ce systeme est vide :
.siazIn2, alors | ensemble

i o ' ) .
5 alors le systeme i est équivalent a I'équation.xy’ = 7 . Par conséquent:

y=2 2
e c}(x:rﬂ et v =—
Inx+Iny=a X

i 1 .
par suite, alors I'ensemble des solutions de ce systéme est: S = {Lx;—;}! xeR

+0n n'écrit In x que si le réel x est strictement positif.

—. > |
+On retiendra que la fonction logarithme transforme les produits en somme. O e “
*Parmi les erreurs fatales qu'il faut éviter lors des calculs avec la fonction In : S o

Ina 1
—= ™ ; - . "= . —=-Ina I
b In(a-b) ; ([nn]{lnh}—]n(u+h] ; (Ina) =nlna ; = ll
*Pour résoudre une équation de genre In (f(r)) =In (g[r)) _on détermine d'abord le domaine de .
dér 1 # i @ # & - t
L inition de cette équation puis on utilise les propriétés algébrique de la fonction|n. +
our - . v |
outm € Q, I'équation In x = m a pour unique solutionx =¢ . ,E
'Lafﬂn'l'lmﬂ-]n(x”).* ' - Ané : 2 |
; = nln x n'est pas valable que six > 0.0On aen général : ("D’ xeR ) In (.‘c ) = nlnH |

L
Ourrésg
udr‘.E. & - , s * r
. des inéquations contenant x = In x, on utilise le fait que la

S fonction x — In x est
Croissante sur[®" .

n Ig"-‘hl.!!ll:l

0

rdres o garithmique permet de représenter sur un méme graphique des nombres dont
Brandeurs sont trés différents.
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i g ”"“11“'

-

e @ 1

'L‘ HLI'. LA .-
: \
g VN A\ , him (1 b I]In[ b __l_]
K

| e
\ | \

b w ] LI i ! L‘ j
1 * - = % s |y 2 a
N — - ¥ _y ]
.‘\. 1]11 1“\\ :‘\1
Ny ——
b= vey 1¢~1 1k—11*7n 1*‘ r l
- 5 = - —
- a - b \ 1
llf.' I - . \ %
% LY
’ b
- %
ol el 5
= |.|I .- L e T T.-._- i
) o2t as nx l=4— :
™ done —_ —-X . X
LY
1 1
;i ' LY
mE . = b= W e
b —— = : Tl exel 3 3

. Y 1 1 )
i - ol §g o
. S . T N : i
T - X ~ .

212 Um opnefars s 0COoRs F g C fnje sur X par
: . . s : .
Eji=——I+R|X+ = -__'-T.-:‘.'-—-——'.!'Ht-” |
- - - %
b |
- — - |
Or vérifie arsémment goe bes fonctions 7 et ¢ sont dérivables sur R etonapourtoutre R ¢
- i
" - I — b | B s - o i’ & :' 1 T
T1I=X—1- = B FIXj=1l—X=X - =
K* t= v+l x+1
?i
| - | T = 1F - T ""'r--‘ "'.. = i - -. 7 ¥ - o~ 5 r' :
Oragdoncpouriostre K7, /|x)20et g'(x) 2 0.1l s'ensuit donc que f etgsnntcmls‘iﬂﬂffssﬂ

¢)20.

Lenresatedmmcgue powrtetr s R, fix)2 £(0) et g(x) 2 g(0), d"on f(x)20et g(

Scanné avec CamScanner




el R ™ R

————————— TR
SOLUTION ] \

+1a fonction In est continue sur[k. k + l] . dérivable sur]k k + 1[ D’
¥ - a

1) a) Pour tout £ e N*

;
j
|

des accroiss is, il exi prés]&thé“”"
ements finis, il existe ¢ e ]k.k + I[lel que: In(k + 1) - ln(k} = ln*(c] LB -
PUiSqUEC € ]‘.’ k + I[ alors | - | ] | C
: < — < — et par suite, < - |
k+1 ¢ kP Fol (k1) '“(‘f)ﬂ;.
b) On a pour tout e 1
pour toutk e N e In(k+1)- ln(.{'}i{I.Dunc pour tout entier > 7 .
a1 1 ‘:ﬂ—l([ (A .I] I ( }] ull . ]
< ME+l)-In{k]}sy —~. On en déduit alors que: S o 1
,,‘g+1 - 2.7 qeagks:.ln{n)g‘;_g
Ce qui entraine pour tout entiern22: S _|<lny< o -]
2) a) D'aprés le résultat précédent, on a pour tout entiern22, S —1<Innet Inn 28 -0 Sensuit
n u
S, Eln{n)+l et In{u+i}:~i_ﬂ' (décalage d'indi 'Ot : g =
4 Be dindice). D'our : (Vn 2 2) In(n+1)< s <l+Ing
b) Ona montré ala question précédente que pour tout s > 2, In(n+ 1)SS, <1+Inn. On en dédy;;
- In(n+1) § 1 1
rs que e — . :
q e 1 <l+ g -De plus, on a d'une part : Fhm (I +-I—H_J =1 et d'autre pan.
k¥ n '
| L | 1))
. [n(n+l) nn|l+— Inn+In I+—) ( In(l*-—]
lim ————2 = |im 22 = lim 2= lim |1+ -
e Inn nge Inn et 1 ) e
nn Inn
3 h J
Par suite : n]-if]rﬁ!,.—, = 1. (Remarque : Ce résultat entraine aussique lim §, = +x)
3) a) Justifions que pour toutn = 1" - : *i:In(IJri]:‘:l
n+ | n n
D'aprés la question 1) a), on a pour tout s € ['" - _'l_f <hn(n+1)~In(n)< l
14 n
. | +
Par conséquent, < In[" !] < l et alors 1 < In(l ll] < 3
n+1 n " n+ n n
b) Montrons que les suites(u,) _et(v,)  sontadjacentes :
On a tout d’abord la suite (uﬂ )m est décroissante. En effet, pourtout n e " :
: 0.

I | ] o -,
u,,,—u, =8, —-1n{n+ l)—Sﬂ +Inn= L _ |n[[ + _]_ Or i In[l +-J < (0, doncit,
" ' n+ 1 n "+ n
La suite(u, )  estdécroissante.

On a ensuite la suite{vﬂ) ,, @st croissante. En effet, pour toutn e [ :

! |
i e ) | L el 1 o ¢
Vpll_._pﬂ=l!ﬂ+l- _'I't" o= -ll.'.'l ]+— — ‘l'_"':'_'_'!n ] -

1
n+ | n mn+l n n+l n n
e . ' = = —
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im f(x)

) ﬁlcﬂ]cr 1I-" e
2-} E[‘lldiEr
g a) Calculer /

b) Dresse

¢) En déduire qu'il

| 4)a) Montrer que [ réalise

b) Dresser le tableau de variations de la fonction inverse f'

c) Eal::uier[lf" )' (ln 2 }

d) Tracer €, et

| S)a) M =N, I'é | | L
o) Montrer que pour toiitnn e N°, Véqiation / {\} — sy admet une unique solution dans
l'intervalle [I;+-1{. notée x .

)[}é i

¢) Etablir T

--h'-'I——

l]{, et
ﬁ'. !n(l * N

he rﬂpréﬁcnt

les branches infi
(x v) pour tout.x € ]
r le tableau de vari
existe un unique réela € ]—-I:-!{-r:[ tel quef'(g) =1
d) vérifier que 0 < @ < 1 puis préciser le s

¢) Dresser le tahleau de variat

T T S T [

P < () etlasuite(v,) estcroissante.

y, )=0.0na pour toutn e N°, v, =u, ——.Donc:

0
11, =
y montre’ que nhﬂr( ' n
restc” . '
: lim -I—J _ 0. Conclusion : les suites (u,) . et(v,),,, sontadjacentes.
(v V)T e\ B
Jm L

FONCTION NUMERIQUE
put ¥ € ]-I;+cﬂ[ par: f(-t‘):.rln(l +I)+I—.‘r;‘

ative dans un repere ﬂrtlmnnrmé(fj},j “,') _

el llt‘ll J’r( )

1-'

nies de la cnurhe*{{r
= -Hﬂ[

- F
tions complet de la fonction /.

igne de /'(x) 5ur]-]:+:=f:[.
ions complet de la fonction /.

une bijection L|t'[] +~x[ sur un intervalle J a préciser.

,dans le méme repére.

#
>
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el R

v

'
-
i

1;--€iPJEEwLu
,I.i.“}» S(x)= }i’?“l_ (xIn(1+x)+1- )=+ car lim In(] +X)=-=n

="

2) Etude des branches Infinies de la courbe @, :

Ona i ) = ‘
e f(.\) =+, donc "€, admet une asymptote verticale d'équation x = —|_

Au voisi B
Voisinage de +» ; .h.'prf('t} = +® , on doit donc calculer lim /(x)

=4 E .Il-
Ona: Iim'!(ﬂ= : Iln{l+.1-]+l—-:r _ ]
vy lim . = lim In(1+ _r]+;-]] .
Par suite,

L
€, admet une branche parabolique de direction I'axe des ordonnées auwv

| Oisinage de 4o,
3) a) La fonction [ est deux fois dérivable sur]—l.#n[ car les fonctions x - x et r 1 In (l +x) 1 |
g ” *) le sopt
D : ! '
eplus,onapourtouty e |- I+ : 4 (¥)=(xn(1+x)+1-x) =In() 5 O
| ot
Etdonc pour tout x ]-I:H‘:-[ s Jx)= : + : L b

14X (1+x) =(]+_‘r}:

b) Ona pourtoutx ]-I:+u:[. St

(1o >0, c'est-a-dire que /”(x) > 0, d'oi le tableay de variation de f°

X =

I7(x) +

_,.f.'[.'l.‘.j / -

_ , . (T+x)In(l+x)-1
| = ( " N 1. -
(I_l‘r_rllr f {r] .I.I.n?- T =—=o car hm (1+x)In(l+x)=limslnr=0)

t—w=| f—adl”

-+

5 r & . .
¢) La fonction /" est continue et strictement croissante z-mr]— 1, H[ . D'aprés le théoréme de la bijection, a

. P w . n ¥ .
fonction /" réalise une bijection de l— B l---r.[ sur f ’( ]— I '|"‘f-[) = .. Puisque 0 & R alors il existe un uniqué

réela ]-1;+fﬂ[ tel que f"(a)=10.

d) La fonction _f' est continue et strictement croissante sur l- 1:4 r[ . De plus :

'(0)==1 , [f(a)=0 |, f'[I}:In(E]—%- [Iu["’;}—é=ﬂ-3]

Comme ['(0)< f"(a)< f'(1) .alors0 < <1. Le signe de f'(x)sur]=1;+o]
-Pourx e ]-’I;EI[ : f’{.‘r) < ()

-Pourx e ]I"I;-*-"L[ ; j"{.r] > ()
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- l (4 4 L

- +

40 / oo
\\ f(a)

tinue et strictement croissante sur[l;"f-"ﬂ[ .D'aprés le théoréme de la bijection, lIa
n

timlfest co - +
g e une icton de[ 14 sur = 1 ([l avec: J =[ (s Jim £ (x)] =[In 24+
fnnn:t:iﬂn
rableat devarintiuns de / ',
h) 14

\ In 2

o
40
1) | //

| , ' .
:jl]naf(l}:["htf'“) = Inl-—E . Puisque f (i) # Oalors / 'est dérivable enln 2, et de plus :

Ay i, LT
(Jr ){Inzj_d‘r'{])_|n3_l_ln(4)_l

{) Représentation graphique -
3)3) On a déja montré dans |a question 4) a) que la fonction
[réalise une bijection de [I; o [ sur [In 25+ n-t[ .

En: . 5 §E
Particulier, pour tout ;7 & [ ,onane [In = +f:r[

¥ E u

solution 4 +
ans|l: 4o
[ [ -On note cette solution x

b)La

mo :
Notonie de |4 Suite ( ¢ )

‘:Umm nsui ;
s _ suit done .
la fonction T que f {.1__ } < f(-"-m )

Ictement I .
| ficlys i croissante sur{i_+rr_[ alorsx, <y,
e i " il
H“‘“lrnns . (x, i . est croissante.
Que h"'.'I
n- I ] = S ¥
"a L
Pour 1,
Utn e ™"
||r!'|_t- '-:‘i' Jf{'t-ﬂ]:".uiﬂtliﬂncr __f'i(fl} P . ] "
" m i, PR . ETLIS 1 i e
3 que im /' (x) = +oalors

| f'{
bag )= 4en gres
] y d'oil e résultat.
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.f-!';'ii#":m‘ﬁ,‘!?nlu:m':wﬁi:h - '

2o ch— " 1
[ NI CHCES DAPPLICATION |

M

Dét terminer 'Iu-

= Dl
domaine de définition de )a fonction f 4)Inx=3In2 |, 5) 2Iny = In3 ]“I-5
dans chacun des cas stivants ; 6) 7Inx=-3 ; 7) 2Inx I ( . "
: — i =1n X .
D F(¥)=In(x+ 2) s B) f(.r):ln(.r‘ —5.1') ) O e 2
3) f(x)= h‘l|I+|l 4 f(x)=n?x=3lnx -

Résoudre dans [ Jes équations s

5) ![1]‘111( 1-I} ) 6) f(x)=x¥2-Inx

1 uwantes
1) ln(.t"—.r) In(.r-i-l) 2)In(7x- ~1) ~In(s
7 f(x)= In(x+2)4 In(x-1) )
3) 'i(lnr) ~7Inx+10=0 . i 4) _E_"_"_l_flf___
8) f(x)= In(( v+ 2)(x=1)); 9) S(x)= In(In.x) 142y = nx
;o 2 3) ln(.r—l +In(x+3)=1n(y2 4
m)}_{ﬂ:!n[u) A1) f(x)= In(.\ +4) ) ( ) n(J: + J:+9')
3-x X 6) 2in(2x-3)-3In(2-x)=¢
z X 2 I
12) f(x) = o
S\ In° .1'+In(.r~3} I+ln!x| 7) In['T+5]+2]n(.r+2)=ln(3r+9)
X+2
-'*:_:.:.-'_- ':_i ) _,- '___.- ‘_D\

8) VIn*x ~5¥lnx+6=0 .

Calculer en fonction dea =Inset b

9) (In(x+3)) =25

= In4 ce qui suit :
@=n2 : =(100) ; y=In(1000) 10) In(V2x+1) = -2
A= In[—fij} : M= 1n{ﬂ.ﬁ4] __{:,—»- T ﬂi}*_
125 L O et ‘
— Soit g la fonction déﬁniepar:g{.r]=ln(x+'-‘1'*|]

o - . 1) Déterminer le domaine de définition deg.
Soita, b etc trois réels strictement positifs. On pose :

A=1Ina et B=Inph et C=Inc
Exprimer ce qui suit en fonction dea, b ete -

] -1 e
. 819 3 o e Soit a eth deux réels strictement positifs.
A =]n[abrs -] : }’—IH[H]HH[—;—]

I ﬂ'l"b
1) Montrer que : —(l|m+ In b]E In(—z—‘]
In(\jabcqr_ﬁ) ~:.~.(€N§E.UF: c'] :

2) Montrer que la fonction g est impaire.

-

2) On suppose dans cette question que::

i

k]

In[il+2h):l(]nﬂ+ Inb] ,Etﬂn PESF’J.JEP
Simplifier les écritures suivantes 2

3 ;
. Is 18 | inerle
=|;ﬂ(7+-‘-1v'3) +lﬂ(?—4\,‘3) Montrer que A — 3 I'I,{-q-z_-:ﬂpulﬁdém

A
H~In"+ln(1+ 2+ )+ln( J2+ ] valeurs du réel 4. ‘
T

Ermerwed ork S e
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F{ﬂ“ R B G v peme e !-

i‘i'-nl.a;uju,,m .i .
- - & \“-F-f |

E (emes suivants : CALCUL DES LIMITES
q*'IESFf _8 — ]
dﬂdlni-- 4_r+5_‘l'- l
-.-'1$|n ’ . ]n.‘.+]n}'521n2—ln5 %
0 e L r x Déterminer lm f(x)dans chacun des cas suivants -
" I InxxIn 3 =3 ’
,Iﬂ_"lﬁ - 4 1) f[ ' ln{t—]] f}:".:.:‘j%
pl g - | = : 2) f(x)=In| — I
*-,:_Mn'.*'"” Inx—In) 2 £)= 2x—3 ) S (x) q', x +4 )
[x+y=¢
) - In(x+2 ( 1)
o) 5 5 1]n:+ln_1~=2+ln3 3) f(x)= ( ) ; 4) f{:}zin"rf_lf
th_l,.q.llll:'. e . J'J: J
2Inx-Iny=5
=25 { 5) f(x)=3x-5Inx 6) f(x)=lhx-5x
LI’ ilr: _ain2+In3 Inx+Iny=7
':TIIJ. = - 11:
* In(,t*)J-ln(t')—-lﬁ 7) f(x)=In(2x 3)-Inx ;E]f{:): o
23] ) l1-Inx
Yoaslnt 2 In(.‘c")*ln(ll):lﬁ / .
+ ] -2
pxel V=7 9) f(x lan: +1) ; 10) f(x)=xIn! = =1
ln(:-:j:\/;)=]{] o e
"" 'J"'lln:ll-.ll ) ': 4 -.-iu.
i';-."r-H“(-‘T):ﬁ ' ln[ j__)=] Calculer les limites suivantes:
| Ly In’
| lim In” x ;  lim N x lim (ln x— 4::]
br'y’')=5 [ +y" =52 =X ez S
| _x _h(¥=<1)  I(1+2)
lim — ;  hm : : lim —
rein" X ron x 4] r-4 ¥
; g In(cosx
" lim Y’ x ; hm N ln rf : hn—{—}-
UPsoudre dans = Jes équations suivantes : iy Gl
nfJx-1)= 1 In(x =3x+7
[ ! ]"]n 3_":)_'5]"{-‘:‘]} llm(t‘ —"T*]ﬂt} « hm ( - ]
oeer S 2x+3
I’ x - 315 —
Iﬂl: & e ﬁlnr+3-—[] . IH(T"‘I] Iin(]“"':.'.l') ' r Sin(.'f)
1+IH|I+ 2‘ lniﬂlx +3x - T1 IILH‘I’ ]“(.“__ 3) . ]l__m x ' ,I_IE h'l(l+.1')
iy
{ eles Inéquations suivantes : | -3y . © 3x In ,’}
s i lim—ln[— = 1 ;. him| +In(x-
e w2
In} 2X~7 : f3 .
w5 i fim (x+1)in(s" +3) 2 i (75 )
+ - p
LI 7I+3|:, n.x | ) In"x-dlnx . In(cos x)
'u*tanmnErl i 0 ; IHH *-]11]3.1‘+2| .llrl}r'ﬂn %) "= 1+5lhx ¥
us )
y "‘"~g b Pelitentier naturel  vérifiant In(2x-3) ln[t +x+Vx+4)
- “Suivanya . - L lim —— . 3
- - B\ 2 -y 3x
- ..\ 100

Ermrwed ard S g
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P it Bt

1 - =

Calculer les limites suivantes -

. 4x=3Inx v v : Inx
lim + lim Inf—=1] : Iim -
*r2x+Shnx o ee2x-2 |2 iy =

. X+2 .

lim xIn : hmxlIn (2.1*+ \ﬁ]
x+3 =0’

Arctan x :

lim i lim (x=2)In(x’ —8)
""ln(l-u:) Peadt
e 1 I - ¥ | | + 3sin x
hm—Tln - lim=In
=0 x COS XY vy |+ 3tanx

\/I-Lln

lim

1 —#—F

llm In(2 - x). cns[-’}r}

it || b

L |
1!1'?[1: -IJ .ln[.r:——l]:
In(ltan.:r.\r” mn.r—l]

lanx -1

lim cns[il*].ln[l - x)
x=a] 2

lim
P

: lim bk
0" 1~In(e~ x)

Soit f la fonction définie par f(x)= 1-2Inx

l=Inx
1) Déterminer le domaine de définition de f .

2) Montrer que f admet un prolongement par conti-

nuité en 0 et donner ce prolongement.
3) Calculer les limites suivantes -

pmS(x) . Bm /() L dim f(x)

a =Py e
# L i
- o
e - -

On considére la fonction f définie par:

f(x)=2x~ .tln(l - 3]
X

Et soit“C’ sa courbe représentative dans un repére

unhnnurmé({];f,}’)i
Montrer que la droite & d'équation y= 2{_1. ~1)ue
une asymptote oblique a la courbe ¢ au voisinage

de +o

i T —

On consideére la fonction nyme
Fique 1 g,
efi

| 1"Il-a..
Y ____.______
4f(} ™. In® x Sl.‘r::-n
f(0)=0

Et soit "¢’ sa courbe représentatiye dans

o 'unn_, "
nrthunnrmé(f}‘:f.j)_ P

1) Montrer que / est continue 3 droite enp

2) Etudier la dérivabilité de la fﬂncnunf A drg
fOile g .

puls interpréter le résultat obteny graphiq
Hﬂ"

xS (2). g

interpréter graphiquement Jes résultat ohte,

3) Calculer les limites - lim f(x) et [im

CALCUL DES FONCTIONS DERIVEES

= —— —
_,.-I-'""-F'——-—-— -.,_‘-

——-i‘_‘ _ RiJ{™ 7 :)\

Déterminer les intervalles sur lesquels la fonction f

est derivable et calculer sa fonction dérivée dans

chacun des cas suivants -
D f(x)=xInx ; 2) f(x)= In|x-1[+Inz
3) f(x)= In{x" - 2x) : 4) f{.‘r] = ]11‘12 —&t-‘lf
5) f{.‘r] = |n{ln x) : 6) / [1] =X .‘r—

In’ x . by
7) rf{r].h—“;l 8) jl.ﬂ In["'—*-:?t‘-ﬁ

9 f(x)= |n|uu:i.1'| : 10) ,f'[l‘}:\h—'m

i

5
J
1) 7(x)= /I——[.—- ; 12) _f{.r}=-r'{2"i}ﬁ|
\ In~ x

13) f[:r} = ln(_r + \m) ; 14) ”1):\/—-/1;/'

15) f(x)= ln(-r— 24yt — 4t 5}
16) f(x)=In(Verx +Ve-x)

" —4x

x+4

17) f(x)=In
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CALCUL DES FR'M'TWES | ST T e
- e :# T L'"--._ ¥
.,.-.-"'-"-'-""'"""""""_ . = 1 X “'J l“_%".f' 3] H:-H Y I

f.."'- e —— ! g e > 4!5_'_.,\:.
p e L vap | .

- _ : 'A . e — |

-rhm‘ﬂm des cas suivants, détEI“ i S — T“IHS = S -‘!,,I

" cmction fsurlintervalle 7 .

i
by FONES
-

i

“rchacun deg Cas suivants dé

“Rlonction g sur it Il terminer les primitives H1E) [I ] _]_] B
. ervalle J/ : X
1 . 1) Montrer . R L
L T R e (Y ER) 21 (x) =2z
dx + | s [“: '*""-[

) :
) Montrer que la fonction f est décroissante sur]ﬂ'l]

Tt — 1 el croissante surfl:+=] .
*  xlny » I = ]|;+T;[ [ [
/8lx)= 3 e =
-h—-_'-_‘-—'—-—_
| "'m 1= ]U: ::’[ 1) Montrer que la fonction g définie sur 3" par-:
I & X
" E{I] " X
= lan (y)=——+In(x+1
% ' f::|-_£ £|: é‘{ } x+1 ( }
: gfx) N l 22 et strictement croissante sur 2",
"‘\__‘_‘_‘__—__ ‘ - * '
(] + x? )ﬂrc tan v A ]ﬂl‘l‘"ﬂ"‘?[ 2) Soit / la fonction définie par: f(x)= 1J.'I:In(l+ x)
J g{‘] 1 ' a) Déterminer le domaine de définition de f.
= -.-""'""--._. ;. . i o
5'"(21') ;1= ]O;%{ b) Calculer: fllt?l? f(x) et lim / (x)
H N *"--L.__ ] ¢) Etudier la dérivabilité de la fonction / en 0.
4 \E i I'= ]G; 'H’h[ d) Frudier les variations de la fonction ¥
— ——T O g

T e L T e
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v ABKCICES TT PROBLEMES

VONCTION LOGARYTHMy 1y, is
. E
namergue définte par e ; T —— .

|
o !
% — XL
F(%) = e RISTTLIvE 478 -
|
JJ In' Shimpd ey Jos eEpressions s Sivantes .

i S0t f la fonation

BUS0I' e sa courbe representative dans an ropire

lt!}h(-’.) I I'H',I",{”l} | I”“a (:1}
log, (%) '”H,(\‘h&)# |nj{,("j}

0l 1luumr|m*(f N, ;] .

- |
D) Ddtermine D e Og, f]]

| 5 | 4
- i |lt(~ |+ J,(~-~ (.q
#) Caleater £ (x) pour tout v € D, puls étudier tos va- flJ L 2?)”"""" 5J

rlations de la tonetion /',

domaine de détinition de i

3) Dé&terminer Péquation de lat

log 100) Inp,(m"””) | IHE(LJ___J

10"
angente Mo courhe ¢
Au point d'absclsse ¢ I”F-{”'““H] 4log 'r”+3.:'

1) Etudier 1a position relative de |

i *{
acourbe ¢ or 1y log 9 log 8
tlrnih*.c“'.d*:‘um.ninn ymx, s EROIGH 20 "’*"‘-\
3) Construire la courbe ¢ bk
' ) Résoudre dans 2 Jos é (quations suivantes -
-ﬁ: FAERLICE 3 -' -}‘—_———-—--_.._____ '

S(log, x)
On consididre la fonction numdérique f définie

‘r("] *N-lnx v U<x gl _1{!;,-.1;1 . J| +log, x+10=
J(x)= {1—1}I|1[.1'--I] x> 1 Pl .
)=0

2) Résoudre le systéme suivant :

log, x~4 =0 . {lﬂgx}' -2logx=0
par : -

—_

/(0

soit'e sa cnurhu représentative

] b
. log, | — =
dans un repére ortho- ~ L1 X “log, y
norme (U'; i .j) ; ‘

]
log, (x'v') =3

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de Ia fonction

E— WA LLIG ‘”_-:}---——-—q-—_-_l
J adroite de 0. -t .
. : 1) Résoudre les équations suivantes :

2) Etudier la continuité et la dérivabilité de / en . ) Résoudre les équations suivante

. - Py 1- Yoy : . 1 -4+21=0
3) Etudier les variations de 1a fonction ¥ I “”l«") 3 (log .1] 2Slogx+ 21
4) Etudier la branche infinie de la courbe ‘¢ au voisina- (Iug _\-}_[h}g: 1}[ log. .. _1-),{Iug_, x)=54

e de +0, : I 10

. - Iu[_t..l'—lu{,r—]] i log, x =—=+log, (4x+ )
5) Construire la courbe <€ , ! 2 b

: R ot S 2) Résoudre les inéquations suivantes :

- hYROCIC g:_;‘h_-—_—-—.

e - log, x < log (5x—4) ; |f.1_i_:,[ !]}4

Saitn un entier naturel non nul, 2 q 4
1) Etudier les variations de la fonction f/ définie sur 3) Resoudre le systéme suivant :

R par: f{.l) =x"=Inx [.'tjr = 256

. " T(log, (v)+log, (x)) =50

2) En déduire que : ("-?'.TER,) Inx # x 1 ( g (») | }

Ermmrwed ard S e
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- - - €2 qui suit -

- -

wies) ~7(Bx) —4lrsy

On
B

considere la suita numérique(u_) _définie par
L= .
L] i \
u, =zhb s
=l k‘
1) Montrerque: (Va2 2)u, = h(h—-‘-}-h?

n
2) Déterminerla limite de la suite (u,

| I

1) Montrer que pour toutx [l; +c::[ -

"i-“:‘:r--':!! ':.E"tP e .
21S P ——— - !
. iSQuation: Ssinx= | , 1
- : : —<In x+l]—ln b B
b b “ifquation: log,|(|sinx)=0 =1
2 .-f'- . ] 2 ) ! w -
e dane B 142 2 idere la suite|\u, )  définiepar:u, = ) —
af = X linéquation : 2) On cons (v ). 'z‘k
B(r . _. o) "
-.'.________E:"_I_- 73) s 2) Montrer que: (Yne N )y, >In(1+n)
i Rk > i J
-Iqu__ Tn:

log, i__';iin .fl ) b) En déduire la limite de la suite(u, ]-4:-. :
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v EXERCICES ET PROBLEMES

Soit(x, )

..» 1a suite numérique définie par :

-

. k(k+1)

1) Montrer que pour tout x € [24*1"[ :

+log, (x+2)-log, (x+1)

2) En déduire une simplification de I'expression de x_

puis montrer que lim x_ =1,

Mpe®

e alnd N -
[ --"L:._']‘.-r

e =

Soit f 1a fonction numérique définie sur =" par :

Jln ': +1_)

f(x)=

1) Calculer les limites : lIITI f(x) et lim f(x)

==l

2) f admet-elle un prolongement par continuité en 0 ?

Soit f la fonction numérique définie sur[{];]] par:

{f{r} =In(x).In(1-x) si x e ]o;][
f(0)=s(1)=

Montrer que la fonction f est continue a droite en 0

et a gauche en 1.

T

:}"_ L' -:"" H_F—_—-——

e — . —

1) Calculer les limites suivantes :

In(20.3/r -1) In(2tan x.tan x 1)

lim — + lim
-+ r=1 . tan x - |
. i
2) a) Montrer que : lim x!n(l + —*] =g
| F=p=r .'r

' b) Calculer les limites suivantes :

| + . In(1+.
lim M et lim xIn M
L ln_]; =& In..f

e T e e e e e —

Calculer les limites suivantes :

__In(14sin(2x))

1 < i

0 tan x ' III..T‘-—""'J:"--.
("3'-:)

: [ ]
,IE.IE In(.ﬂﬂn (;J] : ,['.Trln(”ﬂ" [!)]
_Q RGICE 42 s )\

On considéere la fonction r.nurnren|:|1.n=ajr défini
[ 5|_|

= I
R - {2} par: f(:}:-ir_g_

(E.r-l}‘

1) Déterminer les réels a et b tels que pour toyy .
rée|

S(x)= b

xX- |

xdifféerent del '

2 r-l

2) Déterminer les primitives de [ sur |—: 4o

3) Déterminer la primitive Fdefsur

ml— "-"—’m

[
S

que

: F(l)=1

- — e

On considére la fonction f définie sur/ = }

=4
o

t-.l|-|
o #

I=2 | =

e

{ Y
par: f(x)=1In| 1.,1n|—-—|}

\ "-."l 2

_—
1) Montrer que f est dérivable sur / puis calculer

/'(x)pourtoutxe /.
|

i —

2) Déterminer les primitives de la fonction x> =

sur l'intervalle / .

——

- _ B~
n-i—(‘__ PO RT L A5 ‘)'——-—M

—— i el

1) Montrer que pour tout x € ]I:HE[ :

x—-1
clhxyx<x-1 (1)
X

ur
2) En appliquant (1) pourx = {re’ , montrer que P°

i A
tout entiern =2 2 : (]1-- <e<|l n

n

En déduire que ¢ < 3.

Ermerwed ark S e
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Pourtoutn e 1"

» on considére la fonction . définie \
sur 2’ par: ‘

tion
prel (T}:ln(lﬂ T) J.(x)=x-nInx
. rjons de la fonction f 1) a) Calculer les limites :  lim fn{‘t] et lim f (x)
ia e ik
Mrw;xﬂ" b) Etudier les variations de : Y
M q montrer 4 | s variations de la fonction [, .
P |

¢) En déduire que pour tout entier n > 3, 'équation

¢ (I] = 0 admet exactement deux solutions u_et

vo.etque D<u_<n<v,.
2)a)Montrerque: (¥n23)l<u, <e

b) Montrer que: (Yn23) f («, _, )=In(u_,)

¢ la fonction numérique f définie par:
v)= Inl\.l'r.\_' - ll

e représenmﬁve dans un repére

c) Montrer que la suite(u, ) _, est strictement décroi-
ﬂncunﬂﬂer ssante et en déduire qu’elle est convergente.

d) En encadrantinu_, déterminer la limite de(u

In :
e) Montrer que: lim ©_ =1 et lim n(u, -1)=1

.l"—-l--llfu _l B

-
R

grsoit T 53 courb ;
mhunurmél&f _.F)
1) Déterminer D, le domaine de définie de f .

3) a) Déterminer lim v_.

A e F

g =i =T

imites: lim [ et hm _.f'{x)
2)Calculer les limite (x) =l b) Calculer f_(nInn)puis en déduire que:

flx {L‘-:"nzfa) nin(n)<v,

3) Calculer lim

puis interpréter graphiquement
p=+i]" X

le résultat obtenu.

¢) Montrer que: (Yxe =) x>2Inx
) Calculer f*(x) pour toutx € D, — 0] puis dresser et en déduire que: [‘c‘n = H') n>2Inn
le tableau de variations de f .

d) Déterminer le signe de f, (Lrln[u)) puis montrer
) Montrer que ‘. admet un point d'inflexion [ dont

: >3 <v, <2nlnn
ondéterminera les coordonnées. que: (Vn=3) nlnn<y,

8) Détermj A , '
Déterminer A le point d'intersection de la courbe ¢) Montrer que : lim Vo - |
- ]’ ln n

Cavec axe des abscisses et différent de ().

7) £ty
dier les branches infinies de la courbe ‘¢’ .
]Trafer la courbe ¢

g
1) Montrer que : (‘:‘.1: € X ) x——=<In U ~ :r] =3

" - k
2) On pose pour toutnn € I P = [1 + _)

*finie sur 2 par:

Dy g - L ) "\Ji'“ 1‘\ st x>0

a) Montrer que pour tout 2z € I

‘(I+i}~(‘”+”{1”+l){ -

|
n 2

b) En déduire lalimite: hm P,

i
ar =

e L T e
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SEXERCICES ETPROBLEMES

-+ - - m— R
- T e T g

——

———————— e

¢+ On considére la fonction numérique f, définie suri

par: f,,(r):.t-rwl—zllnx ot ne N’

1) Etudier les variations de la fonction /.

2) a) Montrer qu'il existe un unique réel strictement
positil &, tel que £, (a, ) = 0.

b) Montrer que : (Vn € N') l<a, <¢
2

¢) Vérifier que : (Vn € N') In(a, )=2-=a,
n

3) Exprimer [, (ﬂ_)un fonction de ax, et n puls en dé-

duire quea,,, > a..

4) Montrer que la suite(a, ) _ est convergente.

5) Montrer que lim In(e, ) = 2.

1=k 5T

On considére la fonction f définie sur®* par:
Inx

X)=—
f[ ) In"x+Inx+1
Lf(ﬂ) =0
Et so0it € sa courbe représentative dans un repere

urthnnunné(ﬂ: i, }] :
1) Calculer lim f(x).

£ 2

stx>0

A

2) Montrer que f est continue a droite en () .
3) Etudier la dérivabilité de )a fonction S adroite en()

puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
4) Etudier les variations de la fonction f .

5) Ecrire I'équation de la tangente (7)a la courbe €

au point d'abscisse 1.
6) Tracer la courbe @, ,

7) Soit g larestriction de f A l'intervalle / — [l,[.]
e

Montrer que g réalise une bijection de / sur un inter-

valle J 4 déterminer,

8) Montrer que g ' est dérivable en () puis déterminer

| (e ) (0). -

P — e
R

Premiére partie ;

On consldére la fonction numeérique

8 d¢finin .
I =[~10{]0; 40 par - "l suy
(x+ l)I
B vy ka2

1) Dresser le tableau de variations de la foncyj,,
n

2) a) Montrer que I'équation IE(I) = 0adme un |
e

solution a dans I'intervalle |0, too,

b) En déduire le signe de g (x) sur/ .

Deuxiéme partie ;

On considére la fonction J définiesurD=p _ [l}__zl
' Inlx(x+2
j'(x): l { 5 ]l SIox#—]

par : : (x+1)
F(-1)=-1

Etsoit“C sa courbe représentative dans un repére

nrtlmnnrmé(ﬁ;?,}}.

1) Montrer que la droite (A) d'équation x = -1 est

un axe de symétrie de la courbe € .

2) a) Calculer: lim f(x) et HT S(x)

X =@

b) Montrer que f est continue en—1.
‘ :
3) a) Montrer que pour tout s € ]G:E[ :

r r*
——=t <In(l-r)+1 =

b) Montrer que f est dérivable a droite en-1.
2g()
—

(x+ l}‘

puis dresser

4) a) Montrer que : (":.f,r el- {_1}) /'(x)=

..o |
b) Vérifier que : f(a)= m—
le tableau de variations de f surD.
5) a) Déterminer les points d'intersection de 12 courbe
‘¢ avec I'axe des abscisses.

b) Tracer la courbe € .

(On prend: @ = 1,14 et f(g}::f_]_Zﬂ}

T e L O e
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ﬁ'}_\lﬁ gmérique définie sur & par:
ct
Inlxl.-(x—l)lnlr—'“ si x#0et x#1
).—:
courbe représentative dans un repére
sd

gsﬂ“ I i
nﬁhﬂnﬂl’mé(ou 'j) .

1
te D d'équation x = — estun
Montrer 4u¢ Ja drolte ? 2

axe de symétrie del
. 1
ireindra alors l'étudedegaE = [Elm[)

1)

a courbel .
(Onres

érudier 12 continuité et la dérivabilité de g enl1.
)

. |
3}3} Hnntl'E" qug . jﬂ(x e l)ln(l = —) = =]

X

X

F—e+T X

. Que peut-on

en déduire pour la courbeI” ?
{)a) Montrer que::

[reelive]) #0- '“[\i 1\]

b) Etudier les variations de la fonction g .

5) Ecrire 1'équation de la tangente 2 la courbe I” au
point d'abscisse 2 puis tracer la courbel”.

%) Déterminer le signe de g ( I) sur X .
Dewxiéme partie ;

%it f1a fonction définie sur I — {1;-1} par:

In|x 1
(el )
Inlxl
J(0)=0
Eten
Y0t € s courbe représentative dans le méeme
e
PEre orthongrma (O;}",j)'

1) tyg
) Ean-:::r 12 continuité et 1a dérivabilité de f en0.
- i €T les limites de 1a fonction f aux bornes de

N dorm.:
_.u"_m'nﬂ de définitian

e la fonction f
4 k ¥
) a) Dlt'terminerl Intersection de | courbe °C, avec
I'axe des abscisse.
b) Tracer|a courbe @, ,

Etudier la fonction J dans chacun des cas suivants
* Domaine de définition D,;
* Limites aux bornes de D,
* Tableau de variations
* Branches infinies de la courbe €

» Construction de la courbe ‘{";f.

1]f(x)=(hu)z+lnx—2: ;2) f(x)=x+1- 1

Inx

3)f(x)=1n(—l-rzf-i—l} ; 4) f(:):i{ -_‘_]

Inx

5) f(x)=(2x-1)(2In(x)-1) ; 6/ (x) = xlnl(z

In(x-1) ‘ _ _%é
?}I(I)=x_—i+1 (I—l): 91 lﬂ[“’”’

1
9) f(x)=J(x=1)Inx ;:10) f(x)=lnx+—

Inx
-2
11) f(«":)=3*-"f*‘“-"-‘“(]r +J

X

f(.t)=.r(ln('lx)-l]: si x>0

(0)=¢ |

f(x):[x+1)(2.r1n(.r)—.r-—l) si x>0
) {f(ﬁ)*‘

=

In(ax)
/(0)=0

- ___.‘__*r J

Trmerwed ark S e

12)

(aveca € R.)
14)
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r‘ . :-"'I;_I'_l:'l'-' ':-b]
Y ._'l-.i » Iy LAV
\ :
...,___ll'll "l":"*
' II\ s A
o Y un e AL X
N ! {1 _'|I
T-k ” A
‘ )
[ﬂi\ — 1“‘,1{'1 X#¢
) = -
-y \ Ualn\"!
I: | -
F(0)=0
Fix)= v I""}}__I.W g x>0ty #e
18 . W Un(ﬂ*i
! 3
h*[‘t""l L
“"i X III*H: si A>0
19} s
i » 'q
| qkll.""'l |
» ""., I
i'l\'};! 'i_fl_‘:.-lhll '1.""“\..[\—
0y o
# i | _".
-;,'lll‘l L

Sait f la fonction définie sur [ﬂ;l[ \ ]l: *-!'[ par:

v

In{ x)

F(0)=0 et f(x)= six=0

1) 2) f est-elle dérivable en O 7 Justifier.
) Dresser le tableau de vanation det

2 On définit la suite numenque| v, ) définie par:

T T—

Goil /1a fonction definie sur I par:
Soit / 1

, .
f(x)= Ar‘:m"(]"(_-‘*))*l'i S1x <)

{7(0)=0 1
f(x)= (xInx- x)

SLx>()

Et soit € sa courhe représentative dans le mém,
WS e

orthonormé ( i, j) :
de fen0.

repere
1) Erudier la continuiteé

: limi jvantes:
2) Calculer les limites suivan

lim /| v) ; hm f{‘l] - lim ﬂf_}_

L § - BaF

L G
|l!lll‘l————— : =

X

Puis interpréter les résultats graphiquement.

3) Etudier les variations de la fonction F i

4) a) Montrer que :

-

[I + In{-:r})'

*(x)= — si x<0

i
!

. i X (I +In° (-_r))*

f*(x)= Z[In: X+ ln.\*-l)si x>0

; - .
b) Etudier la concavite de la courbe “C .
5) Tracer la courbe *t .

6) Soit ¢ la restriction de f a l'intervalle % .

a) Montrer que ¢ admet une fonction réciproque

v, =3e&v.,, =f(v)
s | -‘ - u = " . ) el 'terminer!
a) Montrerque pourtoutne 4 : v 2 ¢ g 'définie sur un intervalle / a d¢
b) Justifier que la suite numérique (v, ) converge b) Calculer (g ' ) Li]
v g
et déterminer sa limite. %
_ I ¢} Determiner g ' (1] pour tout v € I
¢) Mantrer que pourtouty 2 ¢: 0< f'(x) < —
R : -1
I d) Tracer la courbe de la fonction g -
d) Montrer que : (Vne I‘*I) |1‘_ - rl il
4" FARTICE B&
* i e
f) Sachant que 4° > 1000, déterminer un entier Etudier puis représenter la fonction suivante:
naturel rz, 3 partir duquel v_est une valeur ,
41.4
f(x)=x+In

approchéede € 3 10 * pris.
[k = S s B S .
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SROBLIAES DI SYNTHFST \
I B3 _'_','.'.-r—-—-——--*---—-“ -

des résultats abtenus.

d) Ewudier la dérivabilité de ¥ en 2 puis interpreter

les résultats ohtenus.

4) Calculer £'(x)en fonction de & (x)pour tout

.rER—{l:Z} .

5) On note € la courb [ dans un

e reprégenmtive de

repere url‘.hnnnrmé(ﬂ:.:’ T}
nies de la courbe € .

limites guivant® O h fi
; I':.uu-l‘lfi ' ( '] fim g{l} Clim H{-"*') a) Etudier les branches inli
I T 1,- A ; ' .
lim £ ) 1!1‘:11. a ; b) Montrer qu€ f{cr) — @ —2 puis tracer € .

et ._ions de 12 fonction £ pUis dresser
‘BEl“diEr]fsvarln . (On donne: & = 5,6 et fla)=3s 6)

ableau d€ variations

son : R

rer @ o 'équation g(x y)=0 Ldmet une solunion
‘bﬂn . u » 1 o - .
j < l'intervalle ]ZHﬂT[ et que & € ]4:(1[ . On considére, pour chaque entiern € N, I'équation -
et x+Inx=n

1) Montrer que cette équation admet une splution

unique X, dans]ﬂ:ﬂ[.

) En déduire le signe de & (x)sur® -

ction [ définie par:

on considére la fon
)est croissante non

~1 2) Montrer queé la suite | X
j'[r}-—-—-—-— si xrletx#2 {

ln]r-—"’[
fl:l}=-—l et [ {2] = ()

1) Déterminer le domaine de définitionde [ .

majoree. Quelle est sa limite ?

mp—

_—(.— DEVUIR i_)—_—_’_’

Soit f 1a fonction definie Ut R par: f(x)=xInx

7 Erudi S
) Etudier la continuité de la fonction [ en leten 2.
1) Etudier les variations de la fonction [ .

]
)2) Montrer que pour tout ! € ][l; if.f.[ .
2) Montrer qu'il existe une fonction numerique g et

i ? 1
f__,}'ilﬂ{l I‘i‘]":f—f..._..l, £_

b) En déduj ; ol
uire que puur tout x € l”il[ ’

une seule définie sur !’ mtervalle[— ;-w:[ telle

que : ("'G’.'c E[—E".-HI‘D g(ﬂ.ln[g (I]]= %

x—1l+In{2~-
N X 3
2 3 — } -.1 3) Etudier les variations de la fonction g .
DRt S 4) a) Montrer que: lim ( [ “
i ==& T “ g t

. " In(2 - ) puis en déduire la dériva-
Hité g
¢fa
Bauc

b Ona ddmpg Que g (I') Anx

X
i C o i
5) Tracer les courbes ¢, et<C_ dans un méme repére.

he enl et dt:nnerf; (‘)

= b) En déduire lim
J est dérivable adroiteenl, g

Nne
I ﬂLralnrs

IES L
In i :
terprétatinne adnamarrinuae

e s T L
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Pour toutn € IV", on considére I'équation sur B " -
(E_): X +x-1=0

On étudiera(E, ) A 'aide de Ia fonction auxiliaire f :

In 1- In(l-x)
1) Existence et unicité d’une racine positive x dr.-( E ) :
a) Résoudre I'équation pourn=letn=2.
b) Etudier les variations de la fonction numérique
X x" +x-1 sur[{};-l-cn[ pourn =1,
En déduire que I'équation (E_ ) admet une et
une seule racine positive qu'on notera X, .et
montrer que 0 < x, <1eten déduire le tableau
de variations de f .
2) Etude de la fonction auxilizire 5 g
a) Déterminer le domaine de définition de f et
les limites de 1 aux extrémités de celui-ci.
b) Calculer alors f'{.t) et en déduire le tableay
de variations de f .

3) Etude de Ia suite (x, )

mz] .
a) Montrer que f(x, ) = npour toutn > 1.

b) Montrer que la suite (x, )..., est strictement

croissante.

©) En déduire la convergence de 12 suite (x,). s

d) Prédiser la valeur de la limite de la suite (x.)

Soit / Ia fonction définie pour tout x e |- 1] par :
—-x

ftﬂ:[l—-r]h{l-r) six#0 et f(ﬂ)=l

1) Montrer que f est continue sur]—m; l[ ;

2) a) Montrer que f est dérivable surR" et sur |0, 1[.
, h) Ealculcrf‘(:] pour tout x € ]—m;D{u]ﬁ;l[.
¢) Déterminer le signe de In(1-x)+ x, lorsque

K e R —

\

Xe ]—cn; {}[ » PUis en déduyjre les Variay,
ntd”

d) Déterminer les limites de [ auy
ensemble de définition.

e) On admet quefest dérivable en 0 et gy, Top

Fioy=c.

borm_-s e Son

Drﬁser le tableau complet de Variations de .
il existe yp, Sey|
réel de[ﬂ‘l[ notéu_, tel quef{u )..

3) a) Etablir que, pour tout n el

b) Donner la valeur deu,.

c) Montrer que la suite(::_ } converge en prétisant

sa limite.

Soit f_la fonction numérique définie sur R par:
J.(x)=1+ t—mxinfd si x=0
/. (0)=1

oum est un paramétre réel non nul.

On note ‘€ _ la courbe représentative de f_ dans un

repére orthonormeé {{J:f,}) '
1) Etudier la continuité de la fonction f_en 0.
2) Etudier la dérivabilité de Ia fonction f_en 0.

3) Montrer que le point ,-I{ﬂ: l }est un centre de symé

trie de la courbe € _ .

4) Etudier les branches infinies de la courbe € selon
les valeurs de m .

3) Montrer que toutes les courbes €_ passent par

6 - e ; m
trois points fixes, qu'on déterminera, lorsque
varie sur R,

6) Etudier les variations de la fonction f, -
7) a) Dresser le tableau de variation de /-
h) Montrer que ‘€, coupe I'axe des abscisses €N 2
point d’abscisse @ tel que @ € I3€4['

c)Tracer ¥

- e T —-‘

T e o S e
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‘ .

rive dans un repere

- vion de la fnnctinnf.

b)

‘équat = t exactement
3]HunufquE]Equa“ﬂ“ f{«"f) 0 admet X
ux solutions différentes & et J telles que:

1{.‘2’{\[;{,3{3

n de la tangente 3 ]a courbe €

de

) péterminer |'équatio

au point d'abscisse 1.
§) Tracer la courbe € .
)
1) Montrer que : (‘ﬂ’r E[U;—Hf;[) | —1—*5 1
1+

1) Endéduire que pour tout @ € [U, +ﬂ"[ 3

ﬂ"i—i In(1+a)<a

1) Soit -
: nun entier naturel supérieur ou égal a 4.
N considé ' ;
rela fonction f, définie sur I'intervalle
Etsoit €, sa co x 2
. urbe représentative dans un repere

erla
Concavita 2 er
Vi ir
de la courbe E-" et mon

Qu'ey
Eadm
“tun point d'inflexion d'ab s
abscisse e® .

3)a) Comparer f, (x)et f.., (x)selon les valeurs

de la variable x.
b) En déduire la position relative des courbes
€ ete,,-
0 admet exacte-

4) Montrer que |'équation /. {I) &

ment deux solutions différentes u ety telles qué -

l-ﬁu_{-f; <v, <3

5) En utilisant le résultat de la question 3), mon
la suite(u, ), est strictement décroissante.

trer qué

6)a) En utilisant 1) 2), montrer que pour tout 71 >4:

(u, —l)f—-u,.) <in(u,)Su, -1

b) En déduire qué pour tout 77 Z 4 :

()

2
-{—ul)—ﬂun—lé

2n n(3—u,
1 e
¢) Montrer que : (Vnz 4) —su -~
2n n
est convergente

d) En déduire que la suite ()

en déterminant sa limite.

5
7)a) Montrer qué: (‘dnz 4) v, >e’
b) En déduire que: Mv" = 40

e AR 200 (SESSToR Normale)

T pROBLEME T
bremidre Partie:

Dans cette partie, on veut étudier les solutions positives
de I'équation (E') ce"=x" oune N°.

On considére 1a fonction f définie sur D = (o[ i+
X
=—si x#0
f(x =l x
f(0)=0

Et soit €. sa courbe représentative dans un repere
orthonormé (D‘?}) :
1) Vérifier que pour tout X € ]D‘. | u]l: +.~:::[ dia

e’:x'cn:f(x)

——

par:

e e A e
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Jus e L ik I \ i hl \
s ittt (+)° op?
w;:_.lq-" r‘. ‘=‘i'li"=, I“ 'I.[ li ‘t‘ I.IIII.‘. li[] l'lp r:‘
“ ""T‘ ‘:‘q‘.;t ‘ql-'h'h..-{‘{. ‘ 'ﬂ"‘i‘" LS i 0 l]l,l I-‘lrl- ' |"i|| [""“ i l
n 1!..!"1. %] . . o | — I‘ I
’ o TR vorales prset ) ) (n et il “ " H"H m)
‘q‘ﬁ" R . - " l_ .,,I [}
s e cot e S SRR wdmet (honat! Ll t :
) Leer - 3, ak -q-.n"*-:”“' n o e Apfvanies
o NRoRTEC S il L pelles Q€ 1) Calt aler e v)
T 4 [T Y h\f-fﬂ“ﬂh" i | } |||'[| —f l" = h"" (f{ r)- r)
fth‘ﬁ" n - 1 IIIH* fl‘}l Il“l ‘I'l'l, 3 e § w e
% z '...' -~ ." L : ¥ wit . b
‘ Jer vl janons (e 1a fonction fs
Mﬁrﬂe: onvel vyy) Dresst rle ableattt , :
- e d rhhilr'{ 1a COIvS . don / “_' lll‘-t' une hl]t"l'.'"l!“ flt‘
- il ‘-!."' » t . L b
Quaas Ce6 e b s ) 1) Aontred e la tont is d
& LS et ;3 déterminer. P s dre
ﬁ""““ﬁm\ ]i'l I "I <ur un nery alle J ade
em > 3 h o N . Lrin-
. ahemtrel QU POUT tout B e - - .« fonction rectp
by Montrer G \ cor lo tablead Je variauons e sale
. 12 limite I:x:hL‘ L
e limite de 14 =8 1
e roque f I
1 Sl 22 vt dent "I"\-"«.'l“ll‘ 'P’-“" . . 1{-’ -..[
ar o) Montrer que 4 sy -u‘_.-“"* Qetat : . . ~ s i u}urhl‘ r &
M TN \ B Calculer / “ Vet / (¢ ) puis construlre [
on déduire qu €€ est convengente. L . h ) T]
! ¢ la courbe ¢ ‘de f dans lo méme repet P(”" I
») Montrer Que pcurwut N3 —% |11L.:, )<
r Fl % i ® E L1 S = -
. 1) Pour tout ¢ N on considere |'équation :
| i< en déduire la oute de la suite (4, | "
pes et S (\E. y: x+lnx=~R
& Montrerque hm a =£. ) _ .
A - S ) Montrer que ( £, ) admet une unique solution &
‘E\_.!m;x"l ?h.*iﬁ-i_mﬂi LT 1Saession Normale) |
L TR ey RPN . .
b) Préciser v, puis montrer que lim x, = +t%-
o
|
| Sya) Montrer que: (Ve N7) /(%) f(n)
¥ = ' m”“l”] ] _ Puis en déduire que : l‘\."n O N') x.sn
J Arctan(n=+1) | v, =In(u,) »
L | L 3 Lln N ! A" -
1) Vénfier que pour tout entiern 2 | : . = (v” €N ) = I"(”) = X
< ) ¢) Cal : T
v, = (In(Arctan () - In(Arctan (n + 1)) i
n+l
2) En utili e L S
) lisant le théoreme des accroissements i hm ——— et lIim _Fi—ﬂ
mﬂﬂ . " “niﬁ L R ’
i—— ‘ - ' i "'-'In("'
I':L“H“it . 3 :r
| o1 ,'\ulum.q!__,n“ (Seasion 1 2 nferapan
_—
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JAVITES H{E

.'i}}f- | -
1 .;_.__ RAPPELS \
1 ﬁ)EEEEDDEﬂEEEIi sances : o - ) - -

1.Soitr un nombre rationnel et(.r., y) € (R: )J

. Simplifier les expressions suivantes :

pak 4 {’
g 3]{8 i +4Hl.(\!§):r” ['x-.yj] xl'd;
= : et F= —
8 —(16) "7 x 27~ yx Yy
2. Résoudre dans Q I'équation sujvante B e
- | 100
- Ueterminer le plus Petit entier naturel n vérifiant l'inégalité :

3" >(2016)"

4. Montrer que Pourtoutne N ; /22" 4 9o+ +1 =227 _nel +1=2

B) Propriétés algéby le la fonction logarity :

L. Simplifier I'écriture du nombre : a= ln(“‘E zl 2In(+/2
V2 +1 n( o= 1)

2.Résoudre dans R Jes équations suivantes :

In(2x -
( X I)+I"(ZI+5)=IHT 3(1H.T)2—5]nx+2=ﬂ ‘ |5
3. Résoudre dans R les Inéquations Suivantes : ' i Il - |3 +ln I‘l

2(Inx)" ~Inx-33> ¢

] | In(?x+ﬁ)-—ln(2x—3)3ln(.t—l)

In(?..r).ln[%)?. 21n(2)-1

2.50it f la fonction numérique définje sur[{] +c=:1[ par:

]I’l(l-"!-I!
== 81 250

f(x)=

e o O e
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ﬁMncﬁﬂ“ |ogarithme népérienne est une bijection de 1040 vers & .
7 quela

u
| Haﬁ‘“‘rq Jmet alors une fonction réciproque définie sur R et 4 valeurs dans 1054 .
' Ina .
y onetio” - de 1a fonction logarithme népérienne est appelée 1a fonction exponentielle népérienne
[un.;tlun ré E:Punenﬂeue de base e, et on la note exp.
:: la [ﬂﬂfﬂﬂn exp ( | ) . EXp (2) ’ cxp(l]
ter' exp(0) 2
I‘m‘:u fonction €XP est continue, strictement croissante sur R et que exp (R] =R,
rquela o
3 Mon® (W ek’ ) exp(In ()=t et (VxeR) In(exp(x))=x
ptrer que -

Mo q) exp(n)=¢" / i ‘ o -
5Mnntﬁ-'r que: (ﬂnEI ) P( ) » Pour tout f§ € R , il existe un unique réela e B,

telque: f=In(c)

ﬂ'ﬂf"“smére gl mThres - e gxpestune abréviation du mot « exponentielle »
I--l—Et y=_6_ Siag e R’ et f e Ralors:

0n pose a=exp(x) et b=exp(y) ﬂ=]na=>a=exp(ﬂ]

Ltdaerlnc, 2 b Ry « Le nombre e est l'unique réel tel que: In(e) =1

7. En déduire queé: exp (I)-EKP ( .‘r') - EIP(I + J’) k__ /

0 Taisiéme Partie

! =I -X
{Soitx € 2.0n pose : a = exp(x) et b 1533"'“i’( )

Glculer Ina+ In b puis écrire b en fonction ded.

. -x1+1=0
2 Résoudre dans 2 I'équation : ﬂxp( J-) -2 ‘-‘KI’( I)

D]u | Wy E !i- 4
LSoitx € [X. On pose : a = exp(2x) et b =exp(x)

Montrer quea = b° .

| wn(x)-620
LRésoudre dans R I'inéquation : EKP(EI) +exp( ) de la fonction
tative de
B) Clpauiz Partie : e construire |a courbe represen
L. En utilisa : hique de la fonction T
ntla représentation graphid

“*pdans un repére orthonormé.

7 W E‘CP(I)
duire les limites suivantes : lim X
; exp(x) lim c:xp(I) - 1
m . i
P I =4 =0 ut [il‘Er-

| : ue l'on P€
) UIs donner |eg interprétations graphiques i

R
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)P = ACTIVITES PREPARATOIRES

—
— —_— — - -

1l
|@ﬂ DERIVEE DE LA FONCTION EXPONE NTIFI LE NEPERIF NNE

1. Montrer que Ia fonction exp est dérivable en ) et que: (Exp) (0) =]

lim exp(r)-1

i=ai] )

2,a) Calculer la limite

b) Déterminer| équation de |a tangente A la courbe CXp au point d'abscisse ()

3.Soit £ 1a fonction définje par: f(x)= exp(

. 20177
sinx) et soit x, = 5

1)

Montrer que Ia fonction f est dérivable en Xpetdéterminer f

FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE 10

L. Montrer que |a fonction logarithme décimal x > lo

une fonction réciproque définje de R vers ]D; +or}[

La fonction réciproque de |3 fonctio

____—__—\

gestune bijection de o; +x[ vers 2

- etquelog agme

n logarithme décimal est appelée la fonction €Xponentielle de bage 19
etonla noteexp,, .

2. Montrer que pour toutne [V ; (

3. Montrer que pour toyt x €R: exp, (x)= exp(xln 10)

* Montrer que poyr toutxe 2 .

6. Calculer lim exp,, (

X =

d
| |
"
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. '.1-.1..*’:“”_'*'..*". “.
-r‘l"‘N EXPONENTI LLE Ny P 0 =L IALES

r”

DEE ANITION ETPROPRIT P ¢ L[

pefition |

-~ o i we de b o Lo IllH.'Ili THTT
Lk

| WAL ““” A . “"‘Ihl“ Ii"'”“h (U A
e (oaia il Penentielle), of gy hpelée )
I

A

A g o\ Aonctigy Xponentielle

f-‘f.

ReMarques - — T —

o

o 14 fonction I est une bection de y

Vel

v O 1

SAR 'j("l.',.ﬂ)(_l
o O\ llﬂ Illk\llll] Col h'IlII.I 1 o II'I{ }

o Iar dl‘ﬁl'"”"""" o La o thon r\|1 :

R ) /) |ll[u}

expla) ey y

i ———

|
R

i Proposition | J e ——— e —

o Latonction exp est une bijection dq

h llt"'l"t 'II‘
o La fonction CAPest contimue et strict me

ni Croissante SUr X |
- : [
sOnapourtout xe o exp(v) >0
~ et Infexp( ) - x
sna pour tout x « l.‘*'\|'rl; In 11 v |

————

““t Corollaire 1‘! ————

- T T S
e

. i‘ﬂm‘lnut[ i I

LAP(Y) = exp(a) e x = y)

[exp(v) < exp(y)edxc _1']
* Pour tout v « lexp(a) =1es v H']

(exp(r)<les v <o) o (exp(r) > 1 e > 0)

3

v ‘ . I
@ l i

\1‘\{ ! ]
. e
x-1
Cette :

E'th ﬁqua“““ l‘!‘il lll.." "

_ . , _ , -3
finie pour les réels xtels que 2v +3 # 0ety = 1 # 0, Cest-d-dire x € R ~ {11'-"}-

0
“ﬂru}urtmll Xe R - J |_j'.l

3 [
expl X +35 _ .
p[?’f‘“"‘ = exp L PO, : I e (v4S)(r-1)=2r+3 " +2v-8=0
“X4+3 v} Tead =]
E'S Enlun“nq ‘!IE t.L."' ) _'_.1].

quation x* + 2y — & = O sont -4 et 2, qui sont dans = - 11; 3|
Par g

E' I.EIII a 1
Semble solution de I'équation est: § = 2 |
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

0
2) Résolvons dans R Uinéquation: exp(2v4 1) = EHI'( ]

X
Cette Inéquation est définle pour tout réel non nul, On a done pour tout x e #°

2k
O ¢ e @O
l:xp(l.ﬂ-l]:;cxp[:} e x| §= e h

:
X“+x-6
En étudiant le signe de

on obtlent comme ensemble solutions : % - ] w0, 2'! / ||’j*.'II l
/

Résoudre dans R les équations ot les Inéquations sulvantes :

: g
t‘&p(-.t'):t:xp(ixjsl] : EIF(.I" I—J] ¢’ ; CR[J(- .I'*).p- CI[J( ;J

X

|
r:xp(S.r“-—T.r+2)5l ; cxp[ I )z’:r:xp s = |
Tl? .{I *?}

1.2. PROPRIETES ALGEBRIQUES

~—1 Proposition 2

- Pour tous réels x et yona: Exp(:t: +y)= ::x.p(.r) x L‘h'.p(_r}

I
= —— 2 = B e
D —e
!

Posons exp(x) =ret exp(y)=s.0naalors: x - In(r)

On sait que In(r)+ In(s)=1In(sr), doncx + y=In(ts)etalors exp (x4 y)=ts =exp(x).exp(y).
On peut dire donc que la fonction exp transforme le

- -

et y=lIn(s)

S sommes en
par récurrence on peut montrer la propriété suivante -

: —-=| Proposition 3 |

Pour toutn & N* et pour tous réels b

produits, et en utilisant un raisonnement

X300 X, 0N 0

|
| _—
1 exp(X +x, +....4 x, ) = exp(x, ).cxp(.r:)...uxp(:_,)  c'est-A-dire ; E:{p(z:&'i J = [Jexp(x) |
L 2o i A=l ]

=
B ————

- - — e e ———
De la proposition 2, on déduit les résultats suivants -
l - Proposition 4 ;
1 Soit x et y deux nombres réels, et r un nombre rationnel Alors ‘!‘
|
i 'E-"F(_x] S ; €X - = EKP[I) . X
. =0 NS0 ¢ ewm-(enl) |
M—M- R — e = gt paa—

Eruerwd o Cary s e
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NEA TRE ECRITURE DE LA FONCy 0, -
300

_¢.0Ona dé)d vu que pour tout x ¢ [ ’

AMEN TA] PORPEs :

U pour tout p ¢ Q-
pour ¥ =1: exp(r) ”(“"P(I})r = ¢!

(te écriture en notant pour tout x ¢ |

4 ]111111““""I
pne
erad CF

EEP(I) - E'

nfin que cette nouvelle notation est compatible ;1
+ I Ll-

o P
pons € .
. pouvelle notation, on résumera les résultats yys précé

_ ")('?’II.' c [Pl'.) y= e ¢ x=In y

cleg notations des puissances connues.

demment comme suit -
. [*:"IE R) e >0
J(vxeR) In(e')=x e (VreR.) e =x

» Pour tout (xy)eR: (¢'=e"@x=y) e (f<e oy <y)

.vle R- o o
, Pour tout (x,y) € 7 et pourtout r e Q:

F
. ==
et =" xe’ : € = : 27 =

e ¢

lil_’li_:r:\w_z*tn[:llES i

1) Résolvons dans = I'équation : {":i(c‘ )’ =(e ) o

Ona pour tout x € I :

: _ %3 a3t o 2 ~5¢ -1 143 -$x-7 2 _
e [E) _("') el =N o0 = ox +8x+7=0

Les solutions de I'équation x~ + 8x + 7 = Osont ~7et-1.D'olt I'ensemble solution est§ = [—7:- I] e

! Tg=1% |
2) Résolvons dans = 'inéquation: ¢ -~ (r.‘ + ]]t:" +1<0

Onapour toutx € [ :

: W
e —(e+1)e" " +1<O e : Cig —(e+1)e™ +u"){ﬂ*=’f" —(e+1)e™ +e <0

4

Enposantf = ¢* on obtient

3 1 2 2
e’ —(e+1)e™ +e -::l}m({*' -r)(a*’ —f'){ﬂcﬁeﬁf ce & 1<x<

Par suite, I'ensemble solution de I'inéquation est: § = ]1;2[

I

¢ (vxeﬂ)f(x)*'f("x)"‘z

Uo . trer que:
N Considére |4 fonction f définie par _,f[.x') = ;":1 .Montrerq

L]

1 i .

) 2 = .o
Résougre dans K I'équation: ¢*' —e* = 2¢+! —2

| . ) .5
) ne & ~16)(e" 1)
ui{ﬂ_l‘e dans & I'inéquation : ( -y 20 o

Ermerwed ark Sy e
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%\ Flj '-:li': f 5 i"'*;“'.r‘\.‘r,'*; L 48 [ L!! v 7 ‘,',‘-,hf'_ I -\h“l'-' h‘i ":I %

\ ‘*".li

LADERIVEE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE NEPE

l Craposition 5 '

La fonction exp est dérivable sur € ot on a - (Vv e ) exp’(x) = exp(x)

RIENNE:

e . e

o qui <8¢t aussi ; [\"r - g,{} ( ' )' ag .

Ureuve
Posons £{(v) = lnx odx e . 0nadone: [ .{\'} =" et xe R

Puisque (v l. ) : . e T2"
e £ ) : 2 W pourtout v ¢ X alors la fonction f'est dérivable Sur '’ eton g

t"]l : ']' x)= : = I =g
V-t

i

Enoutilisant la composee de dens m
NPoOsee de deuy lonctions *|l.‘|'|'-‘;'|]'|1t‘!~'-. on montre la prnpnsi[iml suivante ¢

| Proposition 6 ]

S est une fonction derivable sur un intervalle

I alors la fonction v 1= ¢! est derivable sur / et ona:

(Vxel) (:"'“.')' _ u'[.‘r]l"{"

Exemples

?—u—"-—-—-_-. ———

Déterminons les dérivies des tonctions £, g et hdéfinies par :

= : "I.‘.‘..l ‘.. T ul]
L(x) = '. glx)=e e : h(x) TR
, .
e Lafonction x 5 2 v 4 1 est derd | I
. Fs " ‘rivable sur |- ='4.m| ot ¢ brivda ack v :
J 5+ ol etsaderivée est x - ———— Donce la fonction f
i g
2x+}
est dérivable s | . | Nivel
= ‘. l‘ UII 3 [ ‘."-'l.]'l' -:I." l r ‘.il "‘"_ 1-' |'-'I.'l'lll' ltl“lt l" i ___; I i 2 ’.f"f{ ,"} _'_‘_-'
E i 2 g B e

* Les lonctions polynomiales v I o : - e
polynomiales v 1> 2y et vy 3y 4 | sontderivables sur <, et leurs dérivées sont

.l'l‘—"'—." L = oL T 1 a ks 5
4X et X1 3 respectivement. Done 1 lonction g est dérivable sur ¥ . et on a pour toutx € K :

2'(x) = ~dxe? —gph

: _ L
e La lonction rationnelle v 1-» —L

— estderivable sur chacun des intervalles ]J;-+--T [ el ]—Jt[ ,etsa

; 1
dérivée est x 1 '(1—”—-' pourtout v ¢ [ - ﬂl Done L fonction A est dérivable sur chacun des

3 W(x): {_1~:l1]: ;_

illtt'rv.lllm.']];-im[ ul]rur.*; ."-l setona pour tout v e [~ |

l

Frmerwad o e
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mitives des fonctions /', g eth définies par ;

: H(T) ” .M:tmn

l+r

f{f’ %
¢ _ ’ L)

o u(x)= Jx :donc f'(x)=2u (x)e"" . Par suite, les primitives de la fonction f sont :

posons '

2 fiion AeR.
T

Posons: v( f} Arctanx ;donc g (1 )=v {.I) . Par suite, les primitives de la fonction g sont :
L]

Acun® o J ou A e K.

. w(x)= Yx sdonch(x)=3w'(x)e"". Par suite, les primitives de la fonction b sont :

I,_.,3,;s'1'"+£ oi AeR.

e
1) Déterminer les dérivées des fonctions définies par les expressions suivantes :
2 | 2 :
Frm— : 0 5 sin(x
f(x)=¢€ ;  g(x)=e i h(x)=xet : ’f(-f}=em—:,?

2) Déterminer les primitives des fonctions définies par les expressions suivantes :

X

u(.r}:[q__’ it : v(x)= -ln-xe“"'f : u(.‘r)‘ .

Jx ) X 1+cosx

L5. LIMITES FONDAMENTALES

“'I Pl‘ﬂpnsit-i;n 7 ] -

o) :
naleslimites fondamentales suivantes :

b |
li : .. B - o, S 1
hﬂe‘ o lime" =0 ; lim—=4o ; limxe'=0 ; hﬂ =]
X i F-pbr Y | ] X
.S“-TE ar (l-' —Eq
st g . e ! : _  a
unreelnonnulalors: lim——=a et lim =e
0 x b3 X—d

Tﬂu- e
Scesré
résul Ei s : _ s e
ats se déduisent des limites de la fonction logarithme népérienne.

Leg
I'és
ultas llrn-—-.___l, . & =@ stre démontrés en utilisant le nombre dérive.
- =0 =a et hm = ¢" peuvent etre de
X =W ,T T H
e : e e e o ey

Frmerwed ari S e
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el Rl ek bl

T

" { by " X -
gt J =1 _ﬂ L -l | A =¥ A N Lt
. 0= xpwl @ =— 5 wij =_'—;-I.LI![JL’J oo = J * -ﬁ wij = —— 1| - eup
’ L Jt = | LI'?‘ | |- :}':,'H = mﬂ
X e
=] =
I_ lUgl'j
* iy 19 | : wi| s W] anbsin s i il e LB -
= e U1} = = _ sing ° P wi = ———wii] : eup
:S'Iﬂlt’ I X U!S I =2 I'J I o l'-ll'iJ X U!‘j I - 1.'u|r.'E'l .l I - Tul‘la l
X S X i =i
—5 W9 ————w] i saueains saywg| saf suopnoje) (g
I "J.':‘* = rwis
= Feq=y -
0= ( ,. 3 m!—) wip = , 2wy |1| = Jiuesod ua e up
il =
© 2 W oy epsuonoe) (7
r=—e=1 k== E== e R e i

=X Wl = ;‘?;-1' wi = 1.-?1,1- wi| -ded = ( AXG + ._r?:.l‘— "JII) wiy = 13(1.5 o ;I- ‘J.') wi|

;11- FEE S| .1' §ea _.I FE R
)= ? Wi =—wij 19 ot = “_} Wi rae)
‘-I'

- . S |
— =+ . prvi e o 4
r E -.-'1 row b= F E b FR Sl | b +-1'£ + ,AF e =

o4 = X=— U] = wi| = —
: E - | 5 ]!
]
- ) g == F+A‘E+ _.1' FER =) i
,a[rg+ = L_.r) wi 19 - — Wl :SaueAINS SA)|wi| sa| suo[nae) (| |
L]
[I sajdwaxy ‘ ‘
|
o 1_1-] "'"'—.'I.' H‘Y P ‘ !
(= ,2,X Wi :31INSJed () = — Wi| SIoje o+ = — wi] anbsing |
n..r'l‘Ir \'J ) !
.rl'.; .Jq-ll—_'l' :l--l—_l' A i I
(x== yasod e uo 1)) wi = 2 (y-)wy = 2xunf :euge |
F"X “(I_)
s .I"; Fow e [ b =T H.T Lwdi=1 ., aww=J
0= = wif =, a.x wi :issneeuvo’sndaq o+ = P Wwi| sdoje ‘oot = — wy anbsing
L 1 l'l.
f 7 7 B
] ,u I-.h —
, '; Yy UIIIJ - P g 7] X | M WX X ey X
«f) 1 T Wil tjuanqo uo— = jjuesod ug — ;IUoOpP ' | — | = =
T I l.la I i "ﬂ :j
¥ I ud?
|-.||\. J " -l‘
]
: WaxInoyanod euQ « F"
"“h—— - - . — —
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= 1 '

.- AL ] = il

\ /ﬁﬁm L
Appl—— : » lim x| e* =1 * lim e* — o ,
== jes limites suivantes: ,I.'Hl," XInx ; ,hrn (ln(r-" + 1}“1')
= I;ﬂjfr — e
” L2 . - ; ’ =1r .
15 dérivabilité d la fonction /2> V1-e™ a droite au point0.
difr » LI i 1 = .
) e ue la droite Ad équation y = x +1 est une asymptote oblique de la courbe de la fonction
tre 2
3) Mon =
e par H{I}={I‘1)L
gdéﬁﬂte 3 1 4 I
. ; : lim| ——— | e**
3 caleuler la limite suivante on (I + COS .r}

-oNCTION EXPONENTIELLE DE BASE &
21. DEFINITION DE LA FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE a

((Définition 2 s :
|

| goitgun reel strictement positif et différent de |. La fonction exponentielle de base a est la fonction Il
J
|

réciproque de la fonction log . On la noteexp, .

] i _—— - .- - - —

Remarques

e D'aprés la définition 2,ona: (vxe = (‘?‘_1* eR)) (y=exp,(x)= x=log, (»))
o Soit x un réel positif et y un réel strictement positif. On a alors :
In y

J*:c:u;p“[,r)q.—} X :T{li_{ {.1'.): - ln_‘l‘=.t’]ﬂﬂ¢:'_‘-'=f]hu
Ina

Ainsi, pour tout x e @ - exp, (x) = LY

————

[

P T e =

2.2. PROPRIETES ALGEBRIQUES

4 |Prnpnsitiun9 ' N——

Soit x
et : :
Y deux réels et » un nombre rationnel (reQ).Alors:

Ef_" 'Ef'i-}'):expﬂ (x)exp,(¥) : exp,(x-y)= :E E:; T
2.3- UN ) : i — R
. "EAUTRE ECRITURE DE LA FONCTION eXpa

ui[ﬂu -
n rep| Stri u
- trictement positif et différentdel.Ona: exp,(1)= " =a

t 1l - o . 3 r
ﬂ"leun HreQ exp, (r)=(exp, (1)) =«

Be Celte drp:
_ B U UCriture sur I'ensemble des nombres réels en écrivant pourtoutx € R : exp_(x) =g’
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.-'1'- —_— et A e —

.-’;E"I' 1 [1 1 § L5 o 1y § I-'“ 3 :
VUNNAISSANCES FONDAMENTAL

-

l I'I'n[lnullinn 10 l .
Soltaun réel strictement positif et différent de |, Alors ; i 1
" 4 ]
l{\l"u:-ﬂ-l’j{'u*r.. “;} }-—;;‘m_‘---h'_l'. t
I as l
*(Vre R) logs (u'} * X el ["u".r ‘“ [I-t',} e L
*Pourtont (x,1)e R’ :  a"' = 0" xq' I B ;
a' |

- =

' — e ]
I_l Ih‘m.'u':lil-.‘ l =

Dans ce paragraphe, on a SUPPOSC que g > Detg 2 |

el apres avoir pro 2 I'écri
,etap prolongé | ecriture exp, soys |3
forme d'une puissance de a, on o obteny : (VxeR) a" =™

3 LA = " L
Le fait que ¢ = I nous conduit 3 POSCr « par convention » : |

Onadone:  (Vae ®° ) (VieR) a' ="

=l pourtout xe B

S e

———
| Proposition 11] .

Soita eth deux réels stricteme

g - |
nt positifs. Alors, pour tout (x, y) e B* -

a = xq" + ag*

_I 1 b=y ”L ) i o ¥ L3 ﬂ' H.
P T @) e (@) mas s (2] -2

FH‘H‘J"L‘J

1) Resolvons dans = I'équation suivante : 5° = 15

* PF 1 i [ # B - |5
Cette équation s'éerite'™’ = 15, ce quiest equivaut dxIns = Inl5, cest-3-dired x = In_
In3
R : . : : - Inls
Par suite, I'ensemble des solutions de cette equationest: § =
InS
2) Soitaun réel de I'inmrv.-llh:]l; +-r[ »eLsoitxet v deux réels strictement positifs.
byl o) s
Simplifions les expressions suivantes: o~ a " et b =log, (lngd a"') et A =:—m
}l
gl ot )
T M hog
Poura : a=a " =a""™" 2|opq

Pour B : fl=log, (lngd a’ ) = log_ (u" } =alog, (a)=a

bl ) iy
Il.'i'-l-" i lnf=) = l
Pourd : A= w(s) | E(my)
) kv
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- r.-q.ll‘l!u._ ‘*ﬁ\ T'ES TL TAREE- BT BE
e il el / . L _-F,.'
’ T A
21 > 51"
n:
‘”néquaﬂﬂ In5.c InT+in5)c = InS. Par suite,
< dans’ lented 2xIn32(1-x)In5, Cest-a-dire que(2In3~ 3 )x 2n>
o equl -
in 'q > i Eit: S — "'"".r.-'-
ett®’ ion de cette guanar 2In3+In5" |
u
ple SO sl _ 7" <6
[en p nsEl'm quatl | ) -
éﬁﬂli'nns w317 = 6 < 0, Cest-a-direa 7.7 -6.7" =1 < 0.0r, on ST GES
oF . on est gquivalen 7
-tei“équaﬂ r _ 6.7 —1<0est

_ 61 1-{'?f+1]{fr-l) il s’ensuit donc que l'inéquation 7.7

| r # h!
< 0, c'est-a-dire que7” < l(cecicar7™ +1> 0 ). Ainsi, I'ensembie

s les Equatinns suivantes ‘
. 36 - 2 2 —_ -_‘E ,.."'I*‘r
3 Y=v3 9 == 16°-3 =3 2
L2x47T =3 3 -
log2+log(4" " =9)<1~loz|Z ~1)

< line tion suivante:
. -udre dans =% l'inequa
1) Re::-uud

3 L Ty
B) 3 e haopet=]
3) Montrer que pour tout (a, h,c)e f : } - a e

24 ETUDEDE LA FONCTION eXPa

8 |?rnpnsitinn12] - | | |
= 'i*-‘-’-";F,HTl=|-'J’]=Hna].s

| La fonction exp, est dérivable sur = etona pour toutx ==

— = ——— T e

— e = =

=
Exemples [

B — e -
Calculons la dérivée de chacune des fonctions définies par:

. _ e
f{IJ=4'+4_“ . }3[1}:5 1‘1'[.1’]-—-

- £ _1: .|—h- Lln-
*Lafonction f est dérivable sur = etona: (Vx e ceR) f'(x)=4"In3~- 4x47 Ind=| Jin 2

" _'I_,l:.'l. - Tl | 1 — ,:"'"I i‘:tﬂna
'ﬂnapﬂurmul:E[—L#f.[_ H{IJ:{*' '} Donc la fonction g est derivable SLI'] 1 [

—_— In3

¥ ¥ 1=
Pour tout x « 11 ' Je=in(s) _( XY & = —5F
S Bl 0 B —
*Ona - —— (2 urtoutxes X :

¢ ( , {l~r‘|1n'_‘.1:'

__,_L_'

B [ J il }l Fy

1- \
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L UNNAISSANCES FORDAMENTALES

e

Proposition 13

= S5ia > 1 alors la fonction x v @' est strictement croissante sur = :

! (V{:.y}ER’) xcyesa <d

I——

»Si0 < a < lalors la fonction x + a est strictement décroissante sur 2 -
(V(xy)e R') x<yeva’ >d
e ——— ———

1"— e S — e — - —— ii.
ﬁ"““’“"‘——‘w

1) Déterminer la dérivée de chacu ne des fonctions définies par :

il

Hf"‘l:[%J ; h(x)=(3"+2"-5") ; k(x)=5¥7em

2) On considére la fonction J définie *:.ur]'l}, +J.r.[ par: f(x)=2"+ 2

a)- Ealculerf'{r]puis montrer que f est strictement décroissante sur ;6 |et strictement

croissante 5ur{JE;-v—m[r .

-

b)- En déduire que I'équation f{x] = 12admet une solution unigue sur ]I‘J: +-:,[ que l'on déterminera.

——i Proposition 14' e —— |

r

| eSig>lalors: lma"  =+x et ima’ =0). i |

| e S r &7

1 |

| oSi0<a<]alors: Iim g =0et lima" = 4+ | ‘
A = T L

— e — e e ———— (. ——

L Exemples Il

7

- f s e F 1
}im EJ S ; Hm(£| =) : Ilm.IH'IIIE =0 : ' ii*ﬁl:m

]
crenl| 3 | 3 ). ) e 3

& = =i & wwd

lim (3* —¢" ) = lim 3'(14"' J_ tor; car: lim3' =40 et lim |"_"l‘ =0
. | ~Sahpn s 5 ”"-.-“*

-

pplication

e — W N

A
On considére la fonction numérique définie par - [(x)=4"-2""
1) Déterminer D, le domaine de définition de la fonction f .

2) Calculer les limites de la fonction f aux bornes du domaine de définition.

3) Etudier les variations de la fonction f |

4 ) Ecrire I'équation de la tanpgente i la courbe % . de f au point d’abscisse 0.

5) Construire la courbe ¢ dans un repére orthonormé.
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SOLUTION l
{) Calcul des limites:
o lim (f +5x° —¢€ ) = ILHJ e (m. +S5x"e " - 1) = —x0 (car JL“:‘T xe* = Eﬂ xe* =0)
X x> x> 1 . 1
¢ lim——= hm = lim — X — =0 (car lim —=0et lim —=1)
ag =] el g¥) wHmg |-g e e | — g
=3 1
0 _1_ e - l . : el
dm —e =0 (carlm—=0et lme ¥ =¢e =1)
-r--:l:'t" A :‘:L L=k %KL
] l;il { Inx 1 )
o X : 8 _ E . ‘ x| 5——In3 < In x
! hm—;—= Iime /" = lim "™ " = lim g!\ - =0 (car lim —=0)
I-r-m-::s I—%=ur [ = § I=s+x ¥
. | 1F!|:l‘l] 1 ’
o i = _ 1 CIn(1+x)
;_."1;}-(1+I)’ =lme * =¢ =e (carlim ( =1)
x—0) x =a0) X
2]3)

"aimmédiatement : lim f(x)= lim x* = lim ¢'"" =490 car lim xlnx =+,

X —+T X —p 4 —ar X=FTd

b) Continujté de T SUT]UQ*"‘D[

Un - ) .
Pour tout x ]0; +ol , f (x)=e"™"". Puisque les fonctions x = xet X - In x sont continues sur

] acs : :
0; : ur
[alﬂfﬂ X xln x est continue sur][]; +<:ﬂ[ en tant que produit de deux fonctions continues s

Celinte : "
~valle. 1l s'ensuit que x -5 ¢ (c'est-a-dire /) est continue sur |0;+0]

. il en résulte que la fonction X = xe' est

o et X = e’ sont continues sur ]-—-:ﬂ:,U[

B
I Eﬁ -

]_{&; 0[ en tant que produit de deux fonctions continues sur cet intervalle. Il s'ensuit que
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o en tant que
[ : inue 5ur]ﬂ, +cr:-[ et sur]—m U[

|a fonction [ est conti
nes annulant pas:

fau pointXo =

A dénominateur

¢) Etudions la continuité de

Ona I”'" I(T)"_‘”,T x’ g 0
& H n A
la fonction f est &

[l s'ensuit que
! v
XC . - ,‘:___[:,{[_-_—-__.-] (car
1 u — — — llm—-_—.—-—'_}: L I_*u I
Ona ,ILT f(x)= .IIE:I = = D
! : :nue a gauche en U
i ' ' ction / n'est pas continu
ge lim £(x)#/ 0)alors la fon
puisque lim / (x)# /(0
Conclusion ; La fonction / n'est pas continue en.x, = 0.
e — e — ___,_,—-—'—-__,_.——— _'1

= ent pnsilifs : - . |

-
» On retiendra que si @ et b sont deux réels strictem

ﬂ‘”"l = bﬂl] <> CXP

ina)=exp(g(x)nb o f(x )nu=g(.r)lnb 2§
(/(x)ina) =exp(g(x)n?) “:L:J

.on du type X avec) non entier alors on commence

n rencontre une expressl
), ce qui montre

Vs (définition d'une puissa que cette écriture n‘aun

« Dés quel'o
nce réelle

par écrire X ST
sens que pour A" > 0.
2", onal'équivalence suivante :

e Pour toutm € !
ement positif et  un réel quelconqu

et =M X = In m

e. Il faut savoir et savoir demontrer les

e Soit & un réel strict

résultats suivants, trés utiles en pratique :
g
_ (Inx) o
o lim =0 ; im = =490 - lim &' ]ln 11
p =l

f=e+r rﬂ. g =mwd T
- =

X

. “ u f{ ] i
o Slaedl,m[alnrs: lim —=+® el lim H a =0
I-wer ‘1- =4
s 7 . o i {J
o Siae _0,l[alnrs : Ilun‘ a' =0 et lim—=+x
o = =T
|

'D W " BE ] ' ]
n retiendra ces formules en disant que, lorsqu'il s'agit d'une forme indéterminee :
La puissance I'emporte sur le logarithme
5 :
L'exponentielle I'emporte sur la puissance

« Si IIﬂ'ﬂ u(x)=0alors Gt ot = |. En pratiqu _E__....-_‘ !
5 e u(x) atique, on pose/ = u(x)et la limite devient : lim -
{—el)

= ] L] II ..1 1
§ =%+ r i =# &5 f_lu r
: -lr Ll . ; | |
H II. | - E t E l M U “ 1 ‘ ] § mue=
IR e — W T e . - : - —
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€ 1" . On note f, la fonction définje gy R par-.
;lal Montrer que /, est continue a droite g ) T Tsixg g o /,(0) =

9 \ontrer que [, estdérivable 3 droite e O i imErprét ~

) m]culerles limites suivantes ; ELT i ( x) : tlim " (x) :’-l‘ :E Tésultay obteny,
Jy3lustfer bridvement que £, est deriyap, 5.,:];; 0 Et]{;. bl 8 ) Yim (1, (x)- X)

h) Calculer i (‘r) pourtoutx e " "HI'[*
- () Dresser le tableau complet de Variations de i
p— —

Sﬁumfﬁﬂ e —

1)) Montrons que la fonction f, est continue a drojte en

0:
Ona: fim /,(x)=lim xe * =0 car lim x = @ ¢ lim( n}

—i)" r =0 i lim Ej =0.
puisque lim £, (x)=0= 7, (0)

1" ""'--f

-
alors f, est continue 3 droite en 0,

b) Montrons que la fonction £ est dérivable 3 droite en () .
11; (:r)‘-.-I; ({]) . -2

=lme * =

Ona: lim
=" X

Dot la fonction f] est dérivable 2 droite en 0 et de plus( £, ), (0)=0.

Interprétation : La courbe représentative ‘€.

,de f admet une tangente horizontale i droite ay point 0.
2) Galcul des limites -

n

by X
- % (_,;) = Jllim %{—x(-n} =—w (onaposé X = _2)

‘l;“i‘_f.(-’f) = lim xe

x—#fl

= lim
-+l i

—

X

=i =L

}ﬂf_(x]: lim xe * = —w0 car lis

& ==y

n

. e 0
nx=-wet lime *=¢ =1

¥ W s e
n
. | a | n g
'Iﬂ.j;{‘r)= lim xe * = 4 car lim x=4x et lime * =¢ =1
X =% 40 T = i L R |
n )
i n >« - | im % (~n)==n
lim . L ‘ e — lim &——x(-n)=lim
-I"li-]-_(!ﬂ (I)—v,x) - - llm IE i § _.1. —_ IIH]II H ¥ —1 — - lh..rf.]; " ( X =l X
K= x= _—-—

ot lim /()= i £ (1) o ¢ lim £, (5) =40 ¢ (A (E)5) =

3 AT ; 0[ e ]ﬂ; _,_m[ . Par conséquent,

) Ly f dérivable sur ]‘m
Onction x py 1 2 ion rationnelle donc R —
h L Iest une fonction T P s 219
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e ‘

la fonction h
X %
= LK[:!(-——‘:-J est dérivable sur |-o; 0f et sur |0;+<0[ . La fon i
- : | % un
sul ]—u},ﬂ et su & "
[ F]ﬂ. +m[ comme prodult de deux fonctions dérivables Sul_]‘v-u[ Ong uf:m,;-.
b.} On i . s § ﬂt]“;"hr‘ "
9 Immédiatement, pourtoutxy e R* . f'(I) = (-"L’-TJ = "i'.% g = I
.rl o _‘:,_-f.’ ¥ = ] __’_7_ AL
€) Tableay de Variations de f ; .t ( i x* )E ;
X
i 0 +on)
/. (x) 4 0 +
| e
4+
_f; (,T) / / |
" ()
Torpe » ¥ . =
ETUDE D'UNE FONCTION NUMERIOU
Soit /" la fonction numéri Sfini e

mérique définie sur B * par - - : =

P f(ﬂ)—l et f{‘}:F—_T Sl x>0

Ssac repr 1V r e
Efrf ourbe epresentative dﬂﬂﬁ un Epére ﬂrthnnﬂrm (Gl _j')
§ k. =
1) E) Mnnl’rer gue la IDﬂEtIﬂﬂ f est continue sur ¥

b) Ealculerf'(.r) pourtoutxe ",

¥

X
-[—_TE——{_"
7

Z) a) Montrer que pourtoutxe R* : X< e
5 S

b) En déduire que / est dérivable 3 droite en 0 et que //(0) :
E.JI — __l

g
3) On considére la fonction g définie surl?” par: g(r)-— Ye' - 2¢* +x+2
. A g =, &l +TX+ 2

a L] L3 & " i
) Etudier les variations de la fonction g puis en déduire que pour toutx € R, g(x)>0.

b) Montrer que pour tout x e R’ if"(x}: Erﬂ(-")

(1)

Que peut-on en déduire sur la concavité de |a courbe ‘¢ 7

c) Calculer Iim f(.r) puis dresser le tableauy complet de variations de la fonction / .

X =

d) Construire la courbe ‘€, .

-
o !

On considére maintenant la suj - A , J¢ tout €’
4) uite HHH"IEI‘IIIUE(H" ) définie par: u, =0 etu,, = Lo } po

a) Vérifier que pourtoutx e R™ : 0< f(x)<| :4
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e | soLuion | =

g xprxetx ¢ —1sont continues sur 2’ alors la fonction f est continue

- lon
_ - “uh‘_"h fL’lIlCl
e . L que qunl’mnl de deux fonctions continues sur cet intervalle,
sur &, en tant X . =
0 lim f(x)= im——=1= f(0).Donc / est continue a droite en 0
[}n a ﬂu ll‘lﬂlll-"-l Iu = 3 . Wiy’ : gl @ = l
conclusion : 12 fonction / est continue sur .
on i [ L
W [ t r.l,l }.-r( ) I EI -I-irE
o o sur [, etona pour tou XeEIR, : x)=|— B——
afoncion s sa® 1) " (@)

=

X 2 s B i
eR': —1-£r. |-x< =

2) a) Montrer que pour tout X

4
-

:
X I ;

¥ — 1_..1_1'—--_ Et vix = — - g +I,|I

N\ annscpnurluutreﬁ. ! n(,r) ¢ (x) -

dérivables sur ' et de plus, on a pour tout.x € R
: 2
| . ] TN it v'(x)—xe'+,re'+—x e’
; u'(x)=e =1-x . U (x)=¢"-1 (x)=xe -t , -

" Les deux fonctions i ety sont deux fois

Onapourtouty € £, u'{:l:} > () et v'[x] > (), il s'ensuit donc que les fonctions 1’ et v’ sont croissantes
sur®°. Ainsi, pour toutx € &*, u'(x) 2 u'(0) etv'(x) 2 v'(0), clest-a-dire que u'(x)20et v'(x)20.

1 H L . oy * >
Les fonctions i et v sont alors croissantes sur |27, d’oui pour tout.x € & - u(x)2 u(0) etv(x)2 v(0),

-

e B T: I "_ I
cest-a-dire queu(x) = Oetv(x) = 0. En résume: pour toutx € &, = <e' =1-x% : e

; x -1 g
b) On a d'aprés la question précédente, pour tout x € R} > < = -1< =l
E
Or: /(x)-1(0) o @ =k b ol pour tout x € 2. [l sensuit donc que pour toutx € R
x x  x(e-1)
f AT Ef{-"}‘f{ﬂ}g_lx_-_f_
2 e -1 X 2 e -1
: . X ;. Flx)=19) |
Puisque lim—f—u ® 1=,m_lx T —l (car lim—L = 1) alors lim f( { ] g
140" 2 e' =] w0t 2 ' -1 2 - g =1 i X -
i, 0
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¥

la fonction £ est dérivable A droite en 0 et Ji (ﬂ) = "

3) On considére la fonction g définle sur[R* par: g(.'r) =xe' —=2¢" +x+2

a) La fonction & est deux fois dérivable sur R * en tant que somme des fonctions deyx fois dériyap)
B sup

cet intervalle. De plus, on a pour toutx € B : g'(x)=xe"—e" +1 et g"(x)=xe" .

Puisque g” est positive sur R* alors 1a fonction g’ est croissante sur R*, et donc g'(:) > g'(g) <0
~ Ypoyr

toutx € R". Ainsi, la fonction g est strictement croissante sur R*.

Comme g est strictement croissante sur & ' alursg{x) > g(ﬂ) pourtoutxe R, Autrement dit, p
Our
toutxe B, g(x)>0.

b) Onapourtoutxe R" ;

f'(x) , [f*{x)]‘ _|e-1- I-,_.t (—.ﬂ*' )(e - I): - 2¢" (E:- | - xe" J(e‘ - l)
) (=)
D'ou ; f'{-l') = (_IE‘ (EI N 1)._2f_.= (E. =1 -xe’ ) S i E'E(I)

(J:E' - D' +_1:+2)=—.__

(4;3'-1)1 _(E'—I)] e."-vl)]

D’apres la question précédente, on a pourtoutx e [£°, 1,!"'{.1'] > 0.La courbe ¢, est convexe.

T

; ; X : 1 . e .
c)Ona: lim f(.\'): lim —— = lim T =0 car lim —=+xet lim—=0.
X = I:—'ll'-'l"E I 1= & {;- {4 W .l- I = = I-‘r

—

X X

]
o rix .
Remarquons ensuite que pour tout x € 2", f(x)= ——J;{-}T .Comme g'(x) > 0 pour toutx € X
[L'I - ]

alors f"(x) < 0, etla fonction / est alors strictement décroissante surR”.

Tableau de variations de la fonction / :

X 0 +a0

S'(x) -

1
/(%) \) ;
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i i i SN ) ——

ERRCICES D'APPLICATION

e —

-

- i
- _—_—= - P - -

SIMPLIFICATION DES EXPRESSION IXERCIA 08
: ESSIONS ! el IXERCICR 06

i —— ﬁ‘——-—-—._‘_.
:

oo 1) Montrer que pour tout x e B*
S : - 'l';:..,

: . A TR FRY |
Simplifier les expressions suivantes : e 1 (51‘-'3‘ - In[.!.]._]
R 1 .
=t ;o a, =g : a,=e™ ;
- : 2) Montrer que : (H; = .,) ____1_____ | S T
bx-: ) i ka8 e _“--"""“E--.
e Py = ;o by=e™" Ll 2[1-..‘*
- : 'E#
n1le it 7 . ! *. E“:._ 1.1..] a0 ]
& = ¢ ¢ -t
1T g6 ¢ G E—mes 5 gE=-—e ) 2 : ”
: o _ On considére 12 fonction 7 définje par:
-Hl_'__* ‘-L\,)--m!_. -2 i =1
= e N S ‘f{‘l"]=£* ‘-'I—lnte il ]
Simplifier les écritures des numhres suivantes :
1) Déterminer D, le dom
, aine
P h‘l(f ) B lnr 1 r ol {’:_L,I'_‘_.l ‘5 e de définition de f.
L) L | <) Montrer que f est constante surD.
: — f e g *.'_1‘,-:
= ln(-..‘r:"‘-)— h‘l(\:f:“ ] A -lIn[-:" }“-: b - ___ﬂ_"_'__._j)-gm
e e | | Soit /et
— — L £ les fonctions définies sur = par: 'y
‘q'-_.h*__;u“ }m —— wpesiask)
r .' '-I'} ! _: ;
Soanrasf ) RS
lonaX =3¢ -1 |a]nrs a-t-on l'égalite : i

ontrer que les fonctions f et g sont impaires.
nX=In3+In(1000-¢")-7

—m— EQUATIONS - INEQUATIONS - SYSTEMES
e L ————— = :

- i —

Simplifier les expressions suivantes : . Tl __’:)!—_—
. ‘-- ‘_": @ - :

A=(€F)T(E’m): — H—Eh‘! il £, 8 Resoudre dans = les équati *
; Eee— * C= - €5 equations suivantes
e e
= - L = - = e . :.E'*:!
ﬂ=e" e = [n( - ¢ € ; € e ¢ .

grT—— Résoudre dans = les équations suivantes:
"‘h‘— \ - M 5=
-'l"'l----q..___,..T.—-"'l B ] B

e =Je ; (-1 ’-—3)=ﬂ o =N
Montrer que pourtoutx = 2 - (L HE !
= . £ 1 B . 3 ¥ e T‘*:
(e & l{ml“fﬂ:(&"“ +IHl-ve”)e* HeRe” =("' ) 3 e M e T
(e +¢ +1)=2x tIn(e™ 4 e 01) Goem ol =T o g
PRI RET, NS S IR il
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ﬂw s ,
R et s - ERCICR 185

¥ , I e

-h.‘_l"l-i."' " - - - ¥
. s a2=0 ' ¢+ = e =4e" =3>0 ; e -6e+3¢" <0
m_aelh : e s =lre ¢’ -1
N 1= 1-2¢' 521‘1(1*31‘:) s +1>0
; ) e +1
5 b % 8 b
et _r‘ s '—-iﬁ' . ¢ =X TX _-:“ i A 2)-x) 3 2 a
2 - l:l" _Ltl £S : t'l" -l".-"f--r*lsn

Résoudre dans <° les systémes suivants:

gt :11",: :
' - {e'-'-e‘ =e+]
! .. J ' o -
e == e +e’ =2
__1

CALCUL DES LIMITES

Y ERCICE 18)

Calculer les limites suivantes :

jim (e —e™ e') ; lim (e —€”): lim (3x—e’)

I—==T - T

= = .
Jh < = _h_: - < " > N¢E : T ' 5 Py . % L5 § 2
lim xle” —-¢ }: lim x| e° -IW + limxe —-e€ +X
: . . | o ! f—w=T

EEA‘EE:’ : 1*_-_"' -w:._‘:' . 11‘ T _1l[ 1.

B Py T ] :. ::' = 1 .'__1 . ;L g t':r ""': & E‘I -I

: = = g’ ) >¢ lime*' : lme* ; hm + lim

- — g —a = x L -1;1,:

. Ry e e =1 2 e +1
lim ——  hm— ; hm—
} = & X 1 —#il " —-X T=== g + 2

: :'1": : 1-1'_‘ . E‘—l . \E';r
: lim — « lim———— : hm = i lim T
f &= lr' o 3 g =T r i =il '\I',,r 5~ =T .,T

————— I - o . - . I | = .[.. t:l _] ,I, r'ti -
2o o § ETTEL —2€ im x+—l¢" ; lm——= ; lme in l+e
E 1= - lT";. i =it X .1' g = B ag Vlr §-as 1

; lim(sinx)e* ; lim xe™”

i i il
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L CALCUL DES DERIVEES

4
e —— i

- —

Etudier1a dérivabilité de 1a fonction [ puis calculer

5‘ s 2 . -
adérivée dans chacun des cas suivants -

DJf(x)=e" P D f(x)=et

.7 2] :
3)}‘(1.] e i.___'_ : 4)'!‘(_1.] = {.-..‘1 |

F 6)f(x)=e™ -

H} frl .1‘} — _Tt-""'i-L". )

$10) f(x)= En(‘c:‘ ~ l‘]

L DETERMINATION DES PRIMITIVES

Dans chacun des €as suivants, dé

. terminer une primi-
tive de |a fonction f surun Intery

1) f(l) =7 e

alle convenable :

2) fx)= Je

3) f(x)=xe "

4) f(x)= e

".,flr:i"l' +_.:‘:
5 E--‘l.'-.'.nl
)JTI)=-*::T- - 6 i)

7) f(,r)=t:n5,rf"“' 0 8) f(x)= ¢ _Fe
€' +4¢' 4.3

9}f(_.r)=(!+tan: .T]{r‘“ﬁ" BUIENAE I F s

e

Dn E i - " -
onsidére la fonction numerique f définie sur =

par: S(x)=e" cosy

1) Mo il exi £
) Montrer qu'il existe deux réels «z et /4 3 déterminer

tels que : (Wx e R) j'{,r)-a*j"{r}+ BL(x)=0

2) En déduire les primitives de fsur®

aeth étant deux réels Strictemeny

5 & ] pni—] 1f

del. Simplifier les eXpressions sy: Ui oy difye,
*=tONS suijy '

Hn[EE: Y
Ir“l:l e _ I
" P | r{h | "3-'{,3' }
] ,__—-—-""":-_,_‘_‘
b (a') x(ab)"
(467 == ..
B = ¥ V27a ‘-:':"-I'L':
-__—_-._?"""--...__
(Vp) 7 xg'
g™ et il s
a ""1-1..}’-_:-:

-. r LR P e
ﬂ\““i.*" ._*_.E._'::"
R S——

Ecrire sous la forme &
S 1a forme d'une Pulssance dee

3 . 3 r
Résoudre dans = Jes equations suivantes:

d
|
]
- ]

i
-

2 a2 2.3 T=W2h
1Y’
13 =169 : 7' =3" . ov_3M_g4=0
%
5 126 x 3 25 te]
SOXO™ +125=0; 4™ +2x4" =0

100 = |:‘\]“ +2=0 : T":_T’::f'

100" = 10)°

Resoudre dans = les équations suivantes:

Yo T20el . 3 |
2%3 +VIx3*M =2 . f'=bl]

4-377 237 e ik
| 3 o N
2+ 44 293 o6 A dhl}
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AERCICES L PROBIEMES

Py iTe o -'?.;.

yudre dans = I'équation suivante: 27 =cosx

RS = Résoudre dans =7 les systémes suivants -
/& L} Bl
WD 1 #7 = 22 mpd
6o i gle nombre: @= 75— jarsi” o * !2 2 =1
: Y =T =2 |2'+2‘:5,fj
ue I'équationa™ = 3a" + | = 0 admet deux .
T.I,ﬂﬂ[rerq q 4' » :-,;l. o S_"‘--l ( Grey o lﬁJ_
JJytions reels et ﬂ telles que : rrﬂ = -] T ‘ , J
- 20° 425" =5 (28427 =122
50 conidere I'équation ( £ )suivante : G |
‘ e L] yoi .
(E):15%4 +8(5"+6"-7")=0 el 4™ =13 (5 5% =25
vérifier que 4 estune solution de( £ ) puis la résoudre. !i_. T e g, x+log, (2y+ 3)=1

. 4
R ETUDE DES FONCTIONS NUMERIQUES
réssoudre dans = les inéquations suivantes : |
ik sl ) o |
oz(2)=log(4"' +9) <1 +log(2" " +1) ; 2" << |
s . BXERCICE 30
7| -2 -2 "+250 ; {*.,':] 2 125 Soit f la fonction définie sur = par: f(x)= #:
i : f" g
1) Montrer que la fonction [ est impaire.
ln{e -6 " |20 =1 33 2 475 <lF 2f(x
2 2) Montrer que : xeR) f(2x)= _f-_}
] ' 5 = : - ~ ) {I}
T < 7 XFL 2= 343 =2<0 3) Montrer que :
o ) (v(x.y)eR?) £ f(x)+1(y)
. 2 | ix,y)eX" ) JIX+V]=
(5*-2)(3"" -9""' -18)<0 — <= L 1+ f(x)f(»)

..(._Em)_———-'—-

e = - = - -
S , ; Pour tout entier 11 2 3 on considére la fonction /. défi-
Calculer les limites suivantes : (m & <)
- nie sur EL'I[':
iy, y |
Ii I: ) o . . . P , # i b
- lim x** ; lim=——0r- lim (1= x) f(x)=——si x=0 et £ (0)=0
4 1;'. "'].
T | - | i s 1) Montrer que la fonction / est continue en 0.
X - imix - :
(14 5inx 218 - 3) Calculer la limite : lim [ (x)
i) *l__J : lim| ——=1 ; lim{cosx) ¥
. Loy ’ t+7 ) . _I,‘.i."-,I-L.iii. 123
|r L r i
lim l _I"_‘__ lim |t Soit aun réel strictement positif et différent de 1.

.In[.r+'|]} : veel x=m)

Discuter selon les valeurs de réel ¢ le nombre de

' ff \' solutions de I'r.'*i|u.'-'|tlﬁn :
lim : | I
ot lim x| | m+ —J -
!n(l * 1,||_- ) ' l v A
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P T )_'___——-"'—i'——-‘ o flovs IH”‘?‘H”“'II |'.“[ "t ifl1 ; ,[
< -

) < ¢ ¢ f{‘j fr'”-I'I'f_rl_”h't{"_:i};
.'| +f If-m”'} n'(u,'i'l}

1]!‘ 1llqji.ﬁr' 4r (el iRy N EL _.l"r

{l j ') [resser lin 'Il'l[r-"]ll :I{'r l_r'll"i.tHfll'H.; du f-.rl‘lf..,-:,
f 5 i I " -+
py Mnfrer s I & }‘Ir () 'I )

= ——
i ‘-' i i
! I,'- B e . i
{8 [hes sy 1o ¥kl 1""""' "'I"l”'”' "F
i !

i | a4 régistance K d'une thermistance varie g "
il et Y iyt e
TRIE L I eeivpphim ' dana un repet y ™

- - .

il .‘, S *"J)-—-—-__—-__- pap T alure Kelvwin [ selon Lol '?I"rj r Rt

o e r— L -

it [ 1o fonetion dafipie S Fp Al (| A q=d2 10K

ot R H!'{I 3T = .]”u:

i 1 Didtermines le coelhicipnt de temperaturn

R o
kT ) . (1) ot e euler A 300K
|ll|l1IIT|l|| Hl-l"' f) J I ”r Ir' j ;‘Ir
.i" { i I 2% Sarhant aqoe nous mesurons la résistanee e e
iy f{¢), hm [{¥]et im j Sachant que |
1y o) Caleuler him i

, : —_—
F batone sa conrhe pepre pptative dans an rep

srécicinn del) 1%, quelle variation de température
W) Fradiey tes hrand heo infinies de la conrhe

'.;-.n“ihnl.-_ atis :l.--_'..irhll' 1ni |J|”L'i"'|5:'r l']p _“ﬂx !
"1 lufhllu-| (jire f il (g v ahle <o il1l1 eolenle

irfm

r'|ur|u thinm . ntiliser I f'ril IT‘IIHI‘ I‘|'|Ii‘ \T - - |
_-"'{ ¢ Y o tont ' J"I

1) Niretsey 1o tahlean complet de variation ie J w—rl : '_-".I'-_ﬂ'f S

1y Pevire Vaquation de by tangente 73 % am poin! 1) Solt i la fonction definie sur < par

.li |hu,!'|||- il )

Trd
w(t)= Ell=e ™ |si?2Z0 et u(t)=0sil 7
.I.I-Ir .Ir“r ‘l' ,II I
. e o . A
,ﬂ. T T -:}_.__—--——_-—-—I—I-—-— i) I.l""Tr‘T[‘_'FIH"'r | "'I{H.-Iflflﬂ {I"Iifh'nu‘t*:nﬂrntf
i dreoite en 0 4 la courbe I'”'.
SO [ la fanction delinie por Fix)=1) 5 L
by Déterminer les coordonnees du point J'intet
£~ 1T|"\-'.|I:'I'|.-|' “SEL | ri[l“'!.ql I .1l|+-.1_\‘rh‘|r LT || NS UnT ..:“.I " ‘ ‘lflmi
ection A de cette demi-tangente €8 de ' 5)
f'l'”u'"l'l'lnr!:hHI {4 J !
. i |th‘ horlzontale a f’_.
1} Justifier que @ domaine de définttion de la lanction _
2y Soitt 1a fonction définie sur < par .
[ est A J 1_lr{ o 1O 4 1rI
| / , 20
- . . o " o0 i gi <
2) a) Caleuler les limites aux bornes de *J f”] P i it 1210 ! 'r{".j 0
g = .. 'r
by [ est-elle prolongeahles par cantinuité en 0 . [E-_]dﬁ“"
1) Donner I'équation de la demi-tangen
En -1 17 | oo
> ; en 0 2 la courhe '€
l'] 1Il':|‘:|hflr rr.!{ll‘np"-.ﬂn"-”l I_] oyttt ,Lh-. 'I' § h".” '""H N |

fr*n it pfﬂrﬂ tle 4,

. e des 05
w i i - P ¥ " < ‘ntr l'l[ ] |.-‘:P i
43 o) Justifier b dérivabilits de L fonction [ sur # de cette demi-tange
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BEXIRCIGES DT REIREL

. E

e 1a tonction f détinie sur 4 par

(v) ln(r' vet o l)

<a courbe représentative dans un repere

iill':‘. L]
A

& il {
H {'!'*.."-.'h‘lﬂ“l. [" }” o ! 1 "

=
L

o Mantrer que pour tout ¥ «
i ]
.fl‘l.‘l ]1'1l\lr e +]]

o1 en daduire que la fonction / est paire.

» Calealer les limites _111‘!1. "[ﬂ el 1||]‘n f(‘.]

) Mantrer que les droites d equationsy=xel y ==X
cant des asvmptotes A la cour e

1) Smodier les vanations d {e 1a fonction [ .

Ty Tracer la courbe <€

.:; I"'- 1I-'I .-'n- :'l. ‘.:‘I -ln. : 11”.. "".“-l o 'i"'-';r: ‘-I..':{. 1] = l"

frudier les variations de ¢ et tracer sa courbe B

- W _u-_-iq

On considére la fonchion 1 délinie Surix par:

% L ~ el R
Clsoit™ sacourbe Tepre sentative dans un Tl.“"'t']'l..“

orthomormé (047, 7 ) avec: [i] = 3om

- .

1} Calculer Jes limites: Im F(x) et hm f(x)

<) Erudier les variations de 1a fonction 1.
3) Erudier la pasition relative de la courbe U et de la

drome( A d'éguation v = |

e

71%) Montrer gue pouriputy e

- II‘. 3 ' B | g
Jix)= (e -1) =3
{L” e S
‘:'I'-F. I“:j o by = P | ' 5T s 5
' T 1a concavite de 13 courbe T en détermi-

hamt ses points d'inflexon

SRS 3 IAgp

— =
B S S ——

RS LBRUICES B L PRETBEEN

On considére la fonction numérique f définie par:
f(x) =™

et soit ‘€ sa courbe représentative dans un repére
orthonorme (U;i_. ;)
1) Déterminer le domaine de définition de /.

2) a) Montrer que pour tout x € D- {D} :

r‘{-{, ll’ -13

-
—

X

L

x)

— _ . o2
h) Calculer lim - puis interpréter géometrique-

[ l-i' 'r

ment le résultat obtenu.

3) Etudier les variations de la fonction f .

4) Etudier les branches infinies de la courbe T

5) Tracer la courbe *C
6) a) Montrer que pour toutx € D - {ﬁ: :

1 | I
:K_I T2(1= £(x)) 2(1-/(x))

b) En déduire les primitives de fsur X .

f(x)=r1"(x)

Coit £ la fonction numérique définie sur X par:

|
Ix=] ¥— i
flx)=——¢ " stx=0 et f(0)=0
g
1) a) Etudier la continuité de f en 0.
b) Montrer que f est dérivable a droite en 0 puis
interpréter geométriquement le résultat obtenu.
2) Erudier les variations de la fonction f .

3) Tracer la courbe ‘¢, de /" dans un repére orthonorme.

4) Déterminer les reels a et & pour que la fonction F

il

’ b |
thi‘ﬂﬂiﬂ' par: F{T}=ia*_]l’
\ X J

soit une primitive de la fonction f sur 2.
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AR LIUHE BT PRORLEME

}ﬁ-ﬂ-—---———u-_

-
- g
e
"
q d 5
% @
1 .

1Y ¥ v e Jem fivian Vo § o Jodt inen g & AL
N | -1

h‘.“ (! f}!'

Y A Mo Qo P b g e 18

EEEY vl

()= v M) =)

1 -1
-H'I 'I‘Iq | " A "
YATERE e ['\1- \ v l I |
N =~ | I
\
M) v BT LT FATE I PN 7 dd e s AT
|
"1\1'4 1 LUBR R |
l “\‘I ‘l.ll'qull'\'.l 5 v 2
A a . Y . i
1Y Flodiey Vo bmgi® o) I ddavvalviling de on

23 &) Pradio o
i A 1 I TR R oy AL TAT T uh' t 1 |-'l|h Lo !

W) Montrer awe - [\ ]
‘ fTQue (Ve .1 Vi F=1x 1)

LY "
O En sl R EXS e
U a R B RO T i

e D admel une

L] L1

|Il“‘| l".' \rhil - '.:.!I' } i . :
AT r.q':l-.i. 11 "a\ YL R T A ‘I"‘lh' IR

i
'.I - N -
wilevy E.; RS ERELY AL

" i'll. .'inll'lﬁl:

—
i\ v & T
% Py v I
. ! 1 i i
AR 1 PRSI e 0 At .1"'-.‘ | el de )
| Ll \

J.*ﬁ‘!{i" I‘-- } i .
\ 1 I"I" L3 | AU L OO l"‘l'-4

) 2) Montre: e
| - NN Wi AUMT une T Ian

L et i“l n"'l.;“-i‘

LI s = 3 ]
il].ll':iq L T Ill.l.lllil.. ‘1-:.i1.r11 II.I- tl| 1)
! ATy

I"‘ LI

- B ] -
&Y A courbe de

" 4{-'. s ¢ 43

.

ﬁ."-il-ﬁ ha

Gans le RV ey

— i el

yfe "-l.~ . wu P | II F .t
LA S T L L el LR | LA EL T u w b i
N ‘u N *' II. l.l |1.‘i‘- ll | 1"'!"‘ I'I"

i‘I *.Ill |.1’ l L] Yy t | I 1 'I.‘l %, | I|. .
ll ke ’ .I1 Flii‘l.ii' 1.1 .‘I‘-‘ l tillllll .il.l.""ll i I
My [} k AR

RGN 1 (les limites ot los vanations
wh { &0 i 1 il‘ﬁll' I:,ll l,':. i l'li I t'ﬁ l!.‘Ill I

| v+
- i % : . ‘.'l $i ‘Ii 1 Y o ‘1

& |
N 1 & :lri
o F LA e —— ! -
ol w{x) .
R \ i A |

- “h‘_'
e LR

T

Sl b B o finde sy [l. |
If[ll (Inv)
L7(1) 0

Py e aloaber T e

""l (L] i

.-|||I|1||I
i N \ "l

Ly ,"[-._:l

i ki

SYMonter gque £ oest continmge T ||1 ,.,[_

i) IIr-h'illllHl‘i I e |II1'| f [I I hj "“l
o h

f oslelle +|l'l|\,l|l|l' i llllllll‘ T n'-”| JI"‘ ““
L] 'Ir.

Iy Lhbeg Lo Vb bty

A ]I_l -|1-||

Y L sl

e L fon DON O difigie

olx)=1y Infv) Inllnq
e foexlt RO Sante “ ||. | ll_

) a) Montoe U o tont v ||. | *I

In

vinfiny)

| fv)
‘ )

Y Calcul

hlm [vIn(Iny) (v}

) b |.|;|‘-.|L|||1' e |:IIII .r l 1}
' \
l'1|- I|I

i i ' '
cer la comrbe de £ dans un repere orthonormé
e —— e T . |

u-—..q_‘" ;_._'-. j_;"_l.k .\1>~—

Montrer que

11m[."

Y
! U Tt

Ol Considere La fonction !, definie

111 '|'|'.!I

‘|_1‘| Ve - M

§ % 3 . [
LY Montrer que 7' ot strctement croissante sur lins

tervalle| - 1 4

: ] l"-1f|.":'l1|1 i

taue Fequation 7 (v) = 0admet une sohe

Lan unigque v dans Vintes \Jlli‘lll, ""[ ;

A Montrer aue |y ) st strctement deécroissante.

1 Montrer que pour tout entiern > 3

(e} In(nn) <u < In(n)

. X P
21 Deternviner alors la oite © lim =

Frmerwedd o Do
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TS

T par:
2 pa .

1 \.';u'l.'llluu.'a:l
"‘r ' = ; i
e afintes de 1y courbe e, .

o les I:-r.uu'l'u*_u in
; W b
‘¢, dans un pirprere o thonorm

) Trac
it (1 Y cuite numerque definie par:
3y Soltii- 17 :
: 'h'.l"*-'lnr”
i el M. u__f[n_] !
» v &

(Vy € R) ¢

. L}
b} EN Jéduire que s [‘.‘t e X, } v “’1] e
I

a) sontre? (ue

| m—

N Montrer que: (vnell) O<ks ST

L s A = . =ty B,
5) Soit /1 € x*. Onpose: V. Z ;
L

(W eM v, = ~Inlw,)

' 'lfu |

a) Montrer que
h) péterminer les limites des ‘-l,].lh-l-i.f”_ )t { vk

P
= b

|¢finie par: fix)

A) Soit f la fonction ¢

1) Erudier les variations de la fonction | sur

) admet deux solu-

{r |.f'r-

2) Montrer que I'équanon flx)

tions dans 2 dont une « telle que 1,3

B) Soit{u, )1a suite aumérigue dehnie par :

Wy, = el o ., - 2e jrour ok #r e ,' I d

fod || b

[
2|: glx)=2 T

a) Etudier les variations (e g puds o

b | Ted

1) On pose pour toul.x

istilier que

gll)cl et ];:'{ 1'}l -:I}-pulu'lmll vel

el.

b) Montrer que pour tout s L, 1,

¢) Montrer que (1, ) est croissante ¢ben dedmre

L]
qu'elle est convergente, et que lim u = .

2): =y
)a) Montrer que : (Ve ) |"..r - rl| < I lH : u'l
9 1]

—_

h) R
) Retrouver encore une fois que lim n = ot

soit(n, }" :

—_ " f =
", “,. et 1, p
1) Montrer que pour woutx e R :

2)a) Mantrer :|l|t*fﬂ,, }ﬂ‘.,

Ja suite puime

- _ﬂ_--fln{l+£f')

Z
est 5rricn-ment‘ croissa nte.

) Inm, :Zln(l*ﬂ“)

bh) Montrer (quie ("z"n e |
¢) On pose pour woutne Ml ¢
) 8 I
R = -L d rl- f.,_*—l— et S, B B R =™
e € " e €
ion 1) et 2)b),

cultats de la quest

En utilisant les ré

R, -Tl,-.'i'd ~Inl(u, )< K,

Montrer que

3)a) Soitaun riel de I'intervalle ]I:*‘L[ ;

1 1 |
Calculer la somme: g ey — e g
a d a
rlalimite: lim ’

puis détermine

b) Montrer que 12 suite (w0, )_., est majoreée et en dé-
duire qu'elle est convergente. On note ¢ sa limite.

|
e -1 . g
¢) Montrer que: ¢ <fse

re la fonction f, définie

Pour tout n € N .on conside

£(v)=——
n!

f sur 2" telle que F, (0)=0.

sur %" par:
ot solt F 1a primitive de
)(vt e EL”){‘.l-.=;_,r",_(.")££—'r

n

mal

b)Y En déduire que (t’\' e 1’ ] 0< F, (x)s { = )
n+l)!

1) a) Montrer que (Ve L8

Fa

2) a) Montrer par récurrence que : [";‘"i‘;l e N’ ) L = [E
n' n

b) En déduire que : (‘u’r e R’ ) lim £ (x)=0
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Pour toutn € N*, on considére la fonction f définie

b) Etudier jes variations de ;

--l.'lr""-h e
tdier = - uld:"-f—'t‘h
2} a] Etu erles variag Dﬂadi-‘;. — 2%
, déduireque: (7ren oty
Sur = par; fﬂ(x}:,re - nx q i\'r"““} -I,:;__., |
- . . . . b Emdxeriesmraun fo
Emmmt&ﬂilﬂm_;ﬂn considere la fonction g, définie ) A5 dela NCtiom .
3) Déduire de ce qui précide op. . i
sur ¥ par: gﬂ(x}z(r«i[)c' - e
# - -T- -
1) Etudier les variations de la fonction g (""-"E-"- ) oL A ~<ze
2) a) Montrer qu'il existe un unique réel ¢ tel que ) .
(VxeR") —<e ~l-x<X
g.(a)=0 etqueO<a, <In(n). 2 T g
2 7 %) Soit / la fonction NUMETiQue définia . _ -
b) Justifier I'égalité : « = In( ( R
| + & " € ~-l-x |
) ' ,"rl'rj=—_._""'*.; Slx=(
3) a) Montrer que : (‘d:s}l'_}ln.r::x—] | o7 : =
! S10)=0
* # - - | = - )
b) En déduire que: (‘:‘HE M ) 2]nfﬁr} 7 a) Montrer que f est continue sy
. : e ) .« b) En déduire que pour tout r = 2
c) Déterminer les limites : lim a, et lim —= ‘J SPC PR cER
Lk e [ T }} o
Deuxiéme Partie : Soit“¢_la courbe représentative de © SITITTFxf(x) avec Iim Fx)=q
f, dansun repere orthonormé (G'f,}j B) Soit g la fonction numé erique définie sur 3  par:
1) a) Etudier les variations de la foncti y= el
)3) fis:de a fonction /, glx)=—— six=0 et g(0)=I
nee” <
b) Montrer que: f (&, )= ~——

1+ o,
2) Montrer que la courbe ‘#, admet une asymptote

oblique D qu’'on déterminera

3) Etudier la position relative de la courbe @ et de
I'axe des abscisses.

4) Etudier la position relative des courbes €. et ¢

9
5) a) Montrer queﬁ <a, < Epuis en déduire un

encadrement de /, («, ).

b) Construire ‘¢, et‘¢, dans un méme repere

e e

A) Soitu et v les fonctions définies sur [ par

-
L ]

H(I}=|+.1'+-':2——E' et l.-'{.r)= l+I—[Iv%]vT

—

1) a) Etudier les variations de la fonction ' et en
déduire son signe,

', designe sa courbe représentative dans un neoen
orthonormé(0;7, j ).

1) Montrer que g est dérivable en 0 et préciser g [0}
2) Etudier les branches infinies de la courbe €

i) Etudier les variations de la fonction g et dressers=
tableau de variations.

4) Tracer la courbe ‘¢

S N

C) Soit /i la fonction définie par: II(I) =T i

1) Déterminer D, le domaine de définition de /1
2) Etudier la dérivabilité de hen 0.
D) Soit F la fonction définie sur]— I;-eu:[ par-

F[rj:m

sirz0 et F[i}]"'l

; rquef &
En utilisant le résultat de A)4), monlre

dérivable en 0 et determiner f‘“{. “.}'

-
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f:::t'la fonction définie par: ¢ (x)= _____!. ol I"l"l
a) Ftudier les variations de la fonctign o
p) Montrer qu'il existe un réel négatif unique ¢z te)
queg (@)=
) En déduire le signe de g ( x).

7) Soit/1 la fonction numérique définie syr ]I, +rr,[

(x)=—— - () _ e(x)
We=l) (x-1) (e

a) Montrer que /'(x)= fif]_
x-1)

fonction définie sur]l: +:r.[ ’

ou N est une

b) Etudier les variations de la fonction i1 et en déduire
le signe de u( x) et celui de ' (x)suri; v,
Partle B ;
Soit f la fonction numérique définie par -
|
S (x)=|xf=

1) Déterminer D, le domaine de définition de f et les
limites de f aux bornes de D .

Z) Montrer que f est prolongeable par continuité en
X, = letdonner son prolongement.

3) Etudier les variations de fsurD, .

%) Construire la courbe représentative de £ dans un
repére orthonormé (0; 1, ) (unité2em ).

(On donnewr ~ -3,6)

3
3) Montrer qu'il existe un unique réel / > = tel que
f(-") =F-
Latie ¢;

On considére maintenant la suite (u, ) définie par:

uy=4etu, = f(u,)avecneli.

1) Montrer qu'il existe un réel g € ]0;1] tel que:

-_— —

3) On considére les suites numériques(u, ) et(v,)

(I.?"rf J{fl'rf"‘ ‘
2) Mnntrerque (Yner |

JII ﬁ-ll I q{ -

L

RERC s 5y
[ : k
tudier puis representer les fonctions sulvantes :
1
_.-":4"(“'}""‘-’ Tax20)
f[f}] 0
z:.::r.rhe""’ L x20
‘;_;{I']_:Izl
| 1
h:,,h{'“:ll '-ﬂ RS
,_hf”j=|

sur % - {1:-1! par
1, (x+1 ’
f(x)=—x+=In|—] | glx)=——
2 |x-1 ' 3[!—1’}

hix)= flx)- g(x)
1) a) Dresser le tableau des variations de fetg.
b) Etudier le signe de i( x) 5ur]— I; 1[.

2) Soitn  I'1" . Exprimer en fonctionn :

[1”4”_:- I Wiet{!n+l’jq[ L
] x:H""I,.-' LKEH+IJ

L v |

T . . S
définies par: u_ = —e ety =u_e e
n'

Montrer que les suites (u,) et (v,)  sont

adjacentes.
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"I X par f ¢
- y ' 1)a) Montre, Que f “hr:' i
) A Vaide du'thé E: L Ue [ et Paire -1
Coreme des ae, ) Lr:;;!,..; le
g s 1 1 1P S— oS VdNations de
YIS Ninis, . T HE S ettracer Fallare g,
i détepy i . Fs *4 Courhe, :
niner |5 limnite - hm x| .. ©) Montrer gy l
_ | o &5 141l existe UR unique reel positif ¢ tel
r.aj l.e 2 J
€5 Moléculae .4 Que £{¢) =, .
n jlt.{.UIL\[} un H”“'-'“I'.'r![ilr‘ l'='|,“- = : ,fl: ] J ,pl.ll"s]t.lhl.lrlt.'l'quﬂﬂ’_;J El
la tempe - TR UnN récipieny 4 :
l'!_‘ - & - -' I .
1 T Hune vitesse e ) Montrer Que pour tout x = lf"{.li‘f I
.r!,,ji_.‘. " r‘.r {:[- o L I —, : Ty -
- 2L etat d equilibre - - i
sl Caructérisa jrar | y s
- : - - P la £) On cone . ) |
I.' e : ll’ I“”-;l{l{': L I'|| SUite . . . .
metion e distributian de vitesse de Mt numérique( n, ) définie par |
/ ) b, =0ty = flu ) '
Boltzmang - ' 2 Al e
A n: . N o T LT ' R
Fv)= e exp| -2 | . | [l
2kT | ) Montrer que pour toutne N : o, 03|
Ou T estlatempér 4 i
: nperature (en Ke T
' p (en Kelving, m 1, masse ) Montrer que pour touts & N :
d'une molécule ¢t cetk des constantes strictement ! | | ,a!
. u_ . —=0s=ju -
pPositves, Montrer que la valeur maximale de F 5 ., 2 e et
s - " rn
T ¢) En déduire que la suite(u, Jest convers i
H e
lieu en y = ; . : ___‘
= déterminer sa limite.
AT I R R
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GARRLILES EE FHUBLEN E. L aonl i
T nAYNR S '

Soit la fonction f définie sur = par:

g(,']:r | I,T'I'“"P'f] f‘-\')=—{l:+1]tl'l
be représentative dans un repere On note ¥ sa courbe représentative dans un repére

a fonction g definie par:

orthonormé( Q1. _f) ;

on note € sa cour
sthonormé (21 _
5 1 1éfinition de ¢ 1) Etudier les branches infinies de la courbe €
1y Donner =9, ,I'ensemble de definition de g e
| fim (1) ga'enided i 2) Montrer que :(7x € %) f(x)=-(1-x) e
+y Montrer que hm g(7)=— . Quen e uit-on _ o
e el 3) Dresser le tableau de variation de [
1) Erudier la nature de la branche infinie en =7 {) Tracer la courbe ‘€ .
4) Dresser le tableau complet de variations de 5) On considére maintenant la fonction 1 définie
5) Préciser le signe de g surtl . sur = par: hix)=flx]-x
Partiell: On définit la fonction f sur < par;: a) Montrer que /1 est strictement décroissante
sur = .
f-[,‘-']=i_"'1n|'[-'~t' Ii 1 . L =
b) Etablir que I'équation / | X ] =X admet une unt-
. (1]
que solution, notee & . Verifier que @ < el

1) Justifier que / est bien definie sur
) puis interpre-

7) Déterminer lim flx)ethm 7(x)
samatriguement les résultats obtenus. _ g _ ]
ter geometriquement i 6) a) Justifierque: f| —=:1 = =il
3) Montrer que pour tout ¥ = 2. (x)=e"gle) 12 4 L2 J
I 2 T v 1
4) En déduire le tableau de variation complet de [ b) Montrerque: | Yx < —:1 Fle}s—:
- -
Vérifier que pour tout r & = 0< fix)<l _ o S
5] oo P ’ 7% On considere la suite| i, Jdefinie par:
- [ - ) Fr fl'.. _!""\-'I' ; )ar : p
6) On introduit la fonction /T delhinl | y =letu . =f(u)
h{.l',i|=,-'|"t] = X _1 -
. a) Montrer que pourtoutn €.t S i, < =
a) Montrer que J1 est strictement decroissante Fap
Sur = . " 1) |
o y by Montrerque: (Tne %) ju,,, —a|=s T, — @
b) En déduire que I'équation /i{ x | = Dadmet A l " ae S n
une unique solution, que 'on notera o ¢) En déduire que la suite (1, ) est convergente et
¢) Vérifier que a & [0;1]. déterminer sa limite.
Partie [fI; On introduit la suite [, ) définie par DEYOILG
— o Dt
u,=0etu_, = f(u,)pourtoutr e ¥ La fonction cosinus hyperbolique, notee ch, est del
L e
nie pour tout Y € =L par: chxy=

1) Montrer que pour toutn & [ = [H: 1]
La fonction sinus hyperboligue, notée sh , est definie

19 L

Z}Mnn!:rert]ue (¥nel } [”...u - 1~.. () [11u|_ - ul
pourtout x € X par: shy=

3) En déduire que la suite [u" )est convergente et
. déterminer sa limite. 1) a)- Verifier que pour tout x €
R R R m———————————,_ ]
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Cch v 4 ) -
VHshyne ®¢ ¢hv-shiya=)

DY Frtudia ’ .
Etudier la parite des tonctions Chetsh,

.'I" I"nl Ty -
L L 8 b Al . 8§
er le tablean de vanations de chacune des

I.?' 1 ] g
victions chetsh (ussi les limites en oo et —on)

3) Tracer les Staphes de

S [nnctiunﬂflwtsh dans un
méme repire m't!mnurm&{ﬂ; i f) ;

) Montrer que la fonction sh admet une fonction
reciproque définje sur x,

oy b =~k i o 5
La fonction reciproque de sh est appelée fonction

‘PE!:LPJ?‘:t‘nr“-.!”IJ_\* f{lp{‘rb{!ﬂ"(‘”]t"'. t‘it Ll'g: ltutér .'\Tu,ﬁ]‘ !

2) a) Montrer qQue pourtout ye ® .

{1"\1‘;5]1 } [ ¥)= '—L.—l-_—-

Va4
b) En déduire que pourtout y & T .

L]
e

Argsh v = ln(_r +yx + I]

6) Soit g la restriction de la fonction ch ::ur[{]; +::[.
Montrer que la fonction 2 admet une fonction
reciproque définie sur[l: —T.[ - La fonction ¢ est
appelée fonction drgument cosinus hy perboligue,
et est notée Argch.

7) a) Montrer que pour tout x = ]I; + -r.{ :

' |
| Argch ) (x) s —_—
vx -1
b) En déduire que pour tout x ¢ [l; . f.[ .

—

Argehx =[x+ )

8) On définit la fonction tangente hyperbolique, notée

sh x

thy=
¥ ch x

th, par:

a) Etudier la fonction th (domaine de définition,

parité, branches infinies, tableau de variations)

b) On note Argth la fonction réciproque de la

fonction th . Montrer que pour tout x ]— 1; I[ ;

L. (14
;\rglh.r=?ln[ ”]

|—x

—

nEYO .
- - %

il

Soit la fonction f définie sur =

On note ' le graphe de /¢

rml:'-(th; Fj’) (unité 4 em)y,
1) a) Etudier les variations de la fﬂnl‘tinnf

b) Etudier les branches infinies dela ¢q, ba
g

) Tracer la courbe‘e |

2) Montrer que f réalise une bijection del""ﬁ:

un ensemble que I'on déterminers, | {5'-‘r
Déterminer les variations de S et tracer lareprg
sentation graphique de |a fc:rnctinnf"‘

3) Montrer qu'il existe Un unique réel e > Ote) que
a.e” =1, Vérifier quea = ['[}: I] :

4) On considére la suite (1, ) définie Paru, = get o

toutnelN, u = (n,).
a) Montrer que: n_ e [ﬁ.]]existe.

b) Montrer que pour tout x = [D‘_l] :f(x)2x.

¢) En déduire que 1a suite (1, ) est décroissante,
d) Montrer que la suite(u, Jest convergente et
déterminer sa limite.
5) On pose pourtoutne N : § = i";
Lo

1
LII‘_.l MLHHFUr []ut.": !"-” = N‘ ”‘"1 =:""t’

-5
1!

1) En déduire que pour toutne N : u, 3

-

F [ (.
6) a) Montrer que ne ¥ : . [:) .

' : :Ir-
b) En déduire que la suite (S, ) est majoree P

!\r t‘n[{'-
¢) Montrer alors que (.S, } et A
[ £+

‘ ) -as
d) On note L = lim §,. Montrer que: ¢

LRl S |
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- N°on considere |a fonction £, définie

Tr‘ ,.‘:.- { r} |
’ i :nurhr.' I'E'['IT'EI'SE‘HII!.HVD dans un rE‘FEI'I.‘."
e e, 52
rormé(0-1+] ).
qriations ¢

r_-,].'-"ff

Et 50!

prtho .
le la fanction o

aidmet un minimum ahsolu en un

rimeraen fonction den.
2) ]{;ah:uterlesllmuﬂ: lim 2. (x) et hm g, (x)
:I § === fois ¥

b) n&terrﬁinfrlﬁ branches infinies de i/

1)a) grudier 12 position celative des courbes ¢, et C,.
\ b)Tracerdans le rcpéra[ﬂ:f,f | les courbes e,

e eC,.(0n prend: |[f | = 2cm )
$) On pose pour tout 71 € vt ev =g, ()

Monmrer que les suites(t_) .- €l (v, ) . sont
canvergentes et déterminer leur limites.

IT) On considére la fonction /. définie sur = par:

f(x)=x+€

Etsoitl_sa courbe représentative dans un repere
orthonormé (0,7, j ).

1) Ey -

) Etudier les variations de la fonction /.

2) En dédui g
) Endéduire que I'équation f, ( x) = (0admet une

salution Unique a

3}-1} Montrer queea. £ |—In "'—l{
| &

-

hj Mant
rer que les quantités( x— e, ) et I:;*’ + U, ]

ont |e méme SiEnE_
%) On conc; - .
ensidére la fonction ¢ définie sur J-;r_; - l‘l
=
e l:‘][.r}tu" o ]

h— EI

—

a)- Montrer que la fonction ¢ est décroissante

| |
sur Vintervalle J Y, = -i .

I
b)- En déduire que pour tout X € ]-—ff-‘.--é:\ :

|r’ + "'l < ::r_;‘“ ~a,)

5) On considere 1a <uite( /1. ) définie par:

et pour tout /1 Nl = )

p,=-
a) Montrer quiil existe un reel @ tel que s
(wnel): | —¢ |z al|f, - a,|

(/7 )est convergente

td | =—

b} Montrer que la suite

et déterminer sa limite o
_——p-'_’_-.--—-l" —..——-.,_—-—-.- :.-——..-——'-'-q—'—-". —-_'
MEram o ik PR e LAl Ift_HnﬂnI;ﬂl::f]_

Premiere Partie
Dans cette partie,

n est un entier naturel supérieur ou

égal a3.

On considére la fonction £, définie sur = _ par:
g (x)=nx+2Inx

1) Dresser le rableau de variations de £, -

—

2) Montrer que - {T.\' e R .'I Jx >Inx

) = 0 admet une so-

- | 1
2" etque —< 4@, <
Jn

3) a) Montrer que I"équation £, {x

lution unique &, dans
n

b) En déduire hm e, .

Deuxiéme Barte:
1) Soit f la fonction numerigue définie 5ur[ﬂ;+¢:[ par:

=

fix)=4x&"
Et soit ‘€ sa courbe représentative dans un repére
n|t'mnrm:rméfln‘.'.'l;i-*r j)avec: “ln = lIIH = 3cm
1} Etudier la derivabilité de la fonction f adroiteen0
puis interpréter le resultat géométriquement.

2) Calculer hm f (x) puis interpréter le résultat

| Rl

‘géométriguement
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L]

‘_.F-.-_ -‘:‘:
s . 11
I[= weo o R X RRUICES K1 P RUBEE N HS
y,
e ) - 3 1) Etadier les variations I‘il."lll‘ﬂmllllnf .
D) Montrer que {'\.'1 c R ) AL | ) s —— f(x) Puis '{|rr--5..t_
le tablean de variations de f
3 Y Dresser Te tablean de vartations de / e
; | A1) Construbre Ly courhbe '€
BT ‘o md: =105 . .
DY Constonpe ¢ (On premd ¢ f[.‘-} 1,5) (On prend - L". |._,},_. 0 "!"niﬁitﬂ,m]?ll
=)
I Posons: |/ l A

.
A

1Y a) Montrer que /(1)
D) En utilisant le résultat de la question 2)a), mont-
(Vye l) l.-"[ i}‘

¢) Montrer :|m-:| flr)=x et v>0 ] O X =

rer que s

ot e, est L solution de 'equation g, (v) 0,

2) Soit(#, )1a suite définie par

U = (Vnell)u ., - f ()
A Montrerque s (Yae M) u «
“
b)Y Montrer que: (Ve [ ) |u.,_, ”'-l . :'IH-- rr,l
A
£y #iwl
¢) En deéduire que : {‘x‘nu f;}l”. n‘,]' ‘ :1
L
d) Montrer que la suite (1, ) est convergente en
déterminant sa limite,
:l e NAional 2006 (Sessinn Mormaled

{Fﬂ ’LTI H}'\

Dans ce probléme, 1 est un entier naturel non nul,

On considére la fonction numeérique /, deéfinie

sur -+
[ ]

par:

_\"i-—_

"
Etsoit*, sa courbe représentative dans un re

f.(x)=

pere
url:hunurml}(ﬂ; bid )

1) Caleuler lim £ (x)

N o=

et him f( }

ol =

2) a) Etudier la nature de la branche infinie de la courbe

¢ au voisinage de —

b) Montrer que la droite 2 d'équation v = v est une

asymptote de la courbe ‘€ au voisinage de +n,

! ctdeterminer la position relative de €, etth.
|

H)a) Mantrer que sin = 3 alors — < |y i,

1"

b) Montrer que si = 3alors I'equation P {'I].—,

adlmet exactement deus sulutions x et y tellps
[} i

fl
Inn | — Yy = ()

1}

(e

) Caleuler him v et lim y |

I ] '

) Soit ¢ la lonelion numérique définie syr = °

[1:[1'] |
|-:_r|H_] |

par:
rinx si x>0

a) Montrer que ¢ est continue 3 droite de 0.

- i =g
1) Vérilier que pour toutn > 3 - fid ——J =

Inn
[} sty

L] '} .1

¢) En déduire

—_—

EXanmy, FTTTTH R S 1) !‘w\w,ln "-llll‘..lf-

_-___,.;—-.—-_r"" -'-'i"ﬂr\-
TR0 BLEMY DD ———
1) On considére la fonetion numérique f définie sur

]'lllli'w.lllul”; : f{ par:  f(x)=4dxe

Et soit ‘€ sa courbe représentative dans un repére
orthonorme { 3 2 ) ).
L) Calculer L limite de fen +a
2) Etudier e

'S variations de la fonction / puis dresser
som tableau de variations,

3) Determiner I'éguation de la demi-tangente a la cour-
be " 4 lorigine du repére puis tracer la courbe ‘€ .
(On I"'"Il" ” ” N = 2cm , et on admet que le point

[3

[ . ) o oy
t'abscisse ,\,; est un point d'inflexion de ‘€ ).

1) Soitnun entier Supérieur ou égal d 2.

On considére la fonction j definie sut‘[f-]; .,1:-{ ;l'l_r;..‘
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i "."_H"\

T —

f(x)=4ve

(Vx> 1) e’
f,. fl“-"'“ﬂ v tend vers 47t

¥ =
<

rqllﬂ:

2 limite de
4 fonction /, sur-[n:w-v:[

Mnn[rf

]].1}*
p)- EN Jéduire!

jations del
, 'Ef‘ IES "I.':Irl
7 Erudi

puii dresse

leau de variations.

rson tab
yique réelt, de l'inte

il existe un u
Ji ()=
(vnz2) foa(80,) =10,

rvalle

3 Montrer 4%
pel que

}'Jéril'lur que

{)a
ement décroissante

b) Montrer que (1, ), € strict

puis en déduire qu'elle es

§) On pose : (= hm ",

t convergente.

& -f:
a) Montrer que: 0<f <l
2) In4 ~ _ | Ind
) P M ]
b) Montrer que ( = -
"] T'rl':_“;"""ﬁ -"Fﬂf‘i!'ﬂ:ﬂ S0 FSeasion NSO

PROFLEME 5
1) Soit g la fonction définie sur[ﬂ: *-'f.[ par:

g(x)=In(1+x) v

1) Etudier les variations de la fonction & sur'I“: + f[

2) En déduire le signe de g (x ) sur [U: + 'f-l :

1) Soit f la fonction définie sur < par:
f(x)=e¢"In(l+e ")

1)Montrerque: lim /(x)=1 et lim [(x)=0

¢) Montrer que: (vxe 2) ['(x)=¢'g (" )
3D
) Dresser le tableau de variations de la fonction /.

4) On note ¢
ote'C la courbe représentative de [, et '€ ’
celle de 1a fonction (=f).
Tra;_-f_-,-r(»' s ¥
(G =3 et ¥’ dans un méme repére orthonorme
ot 1. .
J'} (On admet que ‘€ admet un unique point

d'| ' :
inflexion d'abscisse x, ==0,7).

:.i M”'nl i .
Hontrer que (v e [-1,0]) 0.< £'(x) < &(¢)
) Mor

' itrer gque 1'é
e | quation f(x)+ x = Oadmet une
— et

2 etque—1<d ety

solution e dans
dére la suite nulnériqlm(",. ) définic par

7) On consi

0, =0 et 1, == f(u,) pour toutn € I
a) Montrer que : (vnell) 124, <0

h) Montrer que:
(Ynell) In”_, #rxliig{c)lnﬁ -r..fl

¢) En déduire que: (Vne [4) IH,, - Efl -3 (Hfﬂ])

) Sachant que & (¢)<0,6, calculer im .
B aaen ::-._:-,_.E..'—:‘.T"‘__}':,'.“. i el 2t

aturel non nul.
rique f, définie par:

Soit #7 un entier n
re |a fonction numeée

i

|+e -
représentative dans un re

On conside

f(x)=
.1
Et soit ‘¢’ _sa courbe pere

orthonormé(0:7./ )

1) a) Calculer Iim f (x) et lim /| X ) puis interpréter

graphiguement les résultats obtenus.

b) Montrer que la fonction { est dérivable sur = puis

—

calculer /' (x)pour touty € <.

¢) Montrer que /, est strictement croissante sur <.

%

2) a) Montrer que le point I | n.— |estuncentre de

symétrie de la courbe i -

b- Construire la courbe '€, .

3) a) Montrer que I'équation | v) = x admet une uni-

que solution 1, dans I'intervalle ]ﬂ: n[ ;

b) Montrer que :

(Vne N°)(VxeR) [, {t) -0 (1}
¢) Montrer que la :--uitc{u, ) _, eststrictement decroi-
ssante puis qu'elle est convergente.

d) Calculer hm wu.

R, = = - .
Rinatar - NS oatien il 2HEA ,
= a r ! - '. — " |"|.."'I“""":r : =]
- L%l v}
= s - -
e g Cimniirareer
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———————— - B
Y

: - LAERCICES ET PROUBLEMESEE ™ T ———
i ‘.“-‘ | |

T se v Fon T
Ay FROB P2 2 Dem

- e
-llll-‘;N: N ).—..._..__________
q-'-‘—-'-'-—-

Dans tout ce probléme, n désigne un entier naturel Premiére Partie ;
superieur ou égal A 2.

",

On considére la fonction £ défipje sur®"

On considére la fonction numeérique f, définie par: 2 m
F(0)=0 et f(x)=( e
¥ ) ; X)={x+2)e " 51
fh(r}=__{,m - i ' ) al J:.‘:-ﬂ

N n SoIt’C sa courbe dans un repére orthonormg

L SOILL, sa courbe représentative dans un repére 1) a) Montrer que / est continue A droite en o
nrthnnurrné({); 7. }) _ b) Montrer que f est dérivable 4 drojte en 0
1)a) Calculer ‘ILTR f.(x) et lim [ (x). ¢) Montrer que [ est strictement Croissante syp 12+

2) a) Calculer la limite lim /(x).

T o= ¥

b) Etudier les branches infinies de Ia courhe ‘€,

2) Calculer f'(x) pour tout x € B puis dresser le tab- b) Montrer que: (VreB') 0<e” 471l
leau de variations de la fonction b i 4 .
. c) Montrerque: (Yxe ="' | 2 < .
3)a) Montrer que I'équation / (x) = 0 admet une uni- [ ) x /(x)-xs = T
que solution @ dans = . d) En déduire que la courbe ‘“ admet une asymp-
I tote oblique 4 qu'on déterminera par une
b) Montrer que /. [-) <0. equation cartésienne.
n

3) Tracer la droite X et la courbe € .
c) Montrer que pourtoutx e : ¢" > x4 |

puis en déduire que f (1) > 0.

Deuxiéme Partie : 7 est un entier naturel non nul.

On considére la fonction £, définie sur 2* par:

|
d) Montrerque: —< - : ( T
B P I /,(0)=0 et Lo(x)=[x+=le* si x>0
LY

"
4) Tracer la courbe “““. (On donne : a, =0,6) J

= | b

1) Montrer que /, est dérivable a droite en 0.
5)a) Montrer que :

2) Etudier les variations de la fonction / sur®".

{maelher
ne ' |
.)(;-'I(an}: (F-__F_i] 3): FL ] :
nel \ B 4) @) Montrer que I'équation /, (v) = = admet une
"

b) En déduire que: (Vnz2) f (@, )0 unique solutiona, dans %7,

c) Montrer que la suite (&, },.: est décroissante puis b) Montrer que : i
en déduire qu'elle est convergente, (Vx>0) (Vne N'J Lo (x) = ”i : - [.r}".,':
6)a) En utilisant le résultat i:lie la questia:’: 3)d), mont- ) En déduire que la suite (a, ... est décroissante
rerque: (Vnz=2) = <e™ < = puis qu'elle est convergente, On note : @ = hm a,
o 2 Inn 2inn =
b) En déduire que: (Vn 2 2) Y <a, < ., d) Montrer que : ["E’n € N°) na, = 2¢™ - 2
C) Déterminer}im a, . e) Montrer quea = (). .
1 | Exawien” National 2006 (Session: e Ruttrapnge) Examen Natinnal 2003 jhﬂ-»'.aibu_"iurnml-r: .
il

Ermerwed s S e
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y

5 . - [ EETTL W
‘l‘ "".",-'-I‘. Ay LS ]

u_-!--"'ll‘l s bk

. '}_‘ ) | . :
' o vty pretap eSO URTTE FUITT R
& il I b 1
T R
LR o 1 ‘ "
. '~1. ‘.\.“1 " ‘.".‘lb " L ] hl llll
L_.ll“'" Lk
-“ ‘1~ 5
5
\" -
L e v
y tEA D h‘\ el
q =
L] 1 ‘ - w
k] L]
» L
\
L
i L] \
- ‘.
N D
-. I
& A .t L1 s 4414 t:hl':l'-ul-i‘ =
‘1 -."i-."'l"""" . i ‘
' el i 1 =M1 A
| \ W
%
- R ! 1 j "r ] t‘
' V|

Lo ' ¢

120 Meptrer aue £ =5t continue A drolteen )
»' Mpairer g hm .LT.'il v )= pris interprete
Fraptaguesment i resultat obtenu

- ! 1
T Qe Yx20) x L - o]
W

|
I

LI
i
#
-

®) En déduire que : lim Z =)=
- x

Puis i

| ] =S interpréter le résultat abtenu.

i"“ll Mtk UL ERRImT ' boligtb e #ify

Vil |II | l.l.im..
i l' i “i

R T o b b bk f el e be privit

A4 |II II’I ,-"Il

v sllasan by sl |” i |

L jroni IR R L il |H|Hh-‘.i|HlI W)
o O R TR T )
Puaedsteane P e

"lH i ||“11|I.'|': l i ““:., HIHII!]'I'H" '”. }l‘l"-“”h I"I' -

TR | AT TN A R | O Il

Ly Ml T LLE L TN NI ” ii (i
S Mo g | 4 'lllll'[ll I'l o sha b te el olii TIECEIE

ke @i dedutee g elle estconver gonte

GO b e e e leat dde baaguiesthony Aol

Pt et

A Maontrer qpue O st Pandegue T G e

|1'I{ .I'{\ ”
l:_:.r 1.

et i Na s 2ot (Sess i Madieile)

| f["l} a2X =g

Vs determines b Maandtes abe L salte

Soit 7 la fonetion définte sar 4 Jrai

. Ll
EEsoit ¢ sacconrhe dans un repere arthonopme,

D) Calenter lim [ /(0) 20 )puis interpreter o résultat

praphiquement

2) Caleuler /() pour tout v ¢ 27 puis dresser le
tableau de variations de Ly lonction /.

) Montrer que equation /(1) - Oadmet une solution

unigque a sur 4 etgque O < e <,
) Tracer la courbe "

{ Fanmen Nufiu_ﬂ:tl IBON (Sesimn Nornvide)
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HISTOIRE

" F 1.
> 2 LGN
n1 ‘;- r .‘ L] '!‘ '_:I-' -:. ‘.:.
. aApparemme JR =
AU XVI*, deux problémes, app . ISAAC by wy, .
ot ierent 'attention des Md! L.
differents, requié BBkt i e = 2
T T:'n n . e £
e aticiens. Les uns cherchent une- NEWTON g W
: - r Calculer I'aire située 0 -
e John Walli 3-1727) SO pr e,
] =y Fa L — ,.‘:- -y L 3 )
S0Us une courbe ; c'est le cas de Jo Y (]64 L_ ' “‘i_ i;. :
D'autres. comme Pierre de Fermal, tenten L_ ﬁ_‘u 1%
Irouver un lien entre ' €quation d'une courbe
€l de sa tangente. Isaac Newlon, dans les N
: : ibni ccennie O
annees 14640, et Gottfried 1 eibniz la déc 8 GOWFR'ED
suivanie, se rendent CoOmpie que les deyg T
Problemes sont igs et etablissent semble-t-jl oy \ LEIB NIZ
inﬂénenﬁnmment 'un de 'autre, une ‘ i ':',
methode générqle. C'estce quion dppele lo I N J (1646 - 171 é)
Calcul différentie| e intégral, o F
Source : Nttps:// fr.wikipt:din,nrg
T CAI‘ACTTES A'ITENDUES R e PLAN Dy COURSs [ T
4 Utiliser |gs techniques gy, caleu) Integral poyr |e calcu) (o Prepa ey 8 243
de l'intégrale d'une fonctign s Con Fondan 1entales
*Maitﬁser le Calcul de l'alre d'un dnmaine pian hm““‘ ] ]r.t:-.:s ale d'une fun:ti;m continye
par deuy Courbes et deuy droites Parallgles a l'axe T un segment R il .250
des urdﬁnnees = Tuchni.;un de caleyl J'imv:rulca LT |
4 Calculer |p Volume ¢ un solide Engendra parly ¥ Ines ration et ordre .. 287
rn'tat.mn Autour de 'axe des ahsclsses B Applicat 08 du cnley) iNtéory] S Sk
-Lﬁupp'llquer le Caleu) mtégral Pour Prouver EEl‘tames . 1-_':_'| “--:"1.' es £ AT fr 264
Inégalités et donp T deg apprnmmatiuns. * EXercica El Prohia.
4 Etudier | fonctions du type X .[:.Mf (1) ® Exercices Tapplication
LEntadrer unemtég le par dey Suites ey utilisant
la Méthode des re n

Frmerwd ari S e

r
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ACTIVITES PREPARATOIRES

i

RAPPTLS

e ey IES "‘..Tlﬂﬁl:‘-ﬁ '

ﬁnnun -:-u:ut des pee <ntonnts, détorminer les primitives de la fonction ¢ sur Vintervalle [
B e | )
.~+.-_.-i-r":f-]-h‘-:-ll : D) f(x) 5 — et e )]
) T el vi=2a
1 = : r I
o ) m— .-'-]lf'l.*-'ﬂi '. d) 7(x) -Hnt?‘} el I=R

(=)

:l_';'| I}
- 3 .._.,-:..1\; . - N fX) ™ e—— et [/ ]ﬂ;*ﬂl
e} T3 \
1 N
<IN 1 . . \ o | | iy [

£ I =0 X A

= : fanctions numenigues £ et B deninies s N par
e --ﬁh\- mmﬁdfﬂlﬁ - - : :
\ F{x)=2Arcinnx et F(xv)= 2xArctany - In(1+ 1‘1
[ |

J

Wanrergue £ o2 ung primitive 3¢ T SUT K.

- =3 1 - B gl - el — _—
-y B Ao de 12 poTation JIETCIAITUR S
: l-"l.
1 Danc Zhalun Ang mon TPV ATISS, TR —
ax
"'-.
L
- 1 ' —. *_‘t!. L, -— I.i..I‘- v L} "I
=S T
ZOnpose: =3 yl-x £ Montrer que: &\ =~
L
- :.:!:“'
'-‘rprﬁf-:i':'——-—;—... f: _"I-‘I‘
l=sm™ a
Determiner B en foncnion dew et

H INTEGRALE D'UNE FONCTION CONTINUE S ——

ments de I.

&) S T wme fonction continue sur un intervalle 7, et soitaeth deux ¢lé

5“'\:: _I" HG d’f’u—‘. pn';:"inv{-j dg‘l“ ]-1 fﬂnn“‘n -r‘ : |"‘| antrer nh‘\"’:{ q“"‘l | j.‘{h)‘ - F"{{}] {;th} = {;(II"

———

On remarque alors que le nombre F[L.-ﬁ] - F{a] ne dépend pas du choix de la primitive de £

-

Le nombre F (b) - F(a) estappele lintégrale de fdead bet, estnotee r f(x)dvetonlit:
- ]

«Intégrale (ou somme) de f(x)dvdeadb » F(b) - F(a)estnoté l F( 1]L . Done :

| [ =[P = F0)-Fa)
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_ﬂ
l =4 o - =
' ; .- r ., .'.h l"'; '.'i'* :‘1 | "] |-i ::.L" .
) NS CTIVITES PREFARATOIRES S
it
: . . W | ey
B) Soit 7', g et A les fonctions numeriquas défintes sur[0;2] par :

|h[.\']“.’!= X sSixe [ﬂ;'l]
F(x)=-3 o glx)=6x-7 :

% 1;,(1]-]1;- 2sixe ]1:3]
o 1.Montrer que 7, g et hsont continues sur[0: 2] et déterminer les primitives de chacune d elles -‘v'“r[";:!] :

2. Calculer Jes intégrales suivantes : I F()de L gl )y Jl“ I x) v

O"l PROPRIETES DE L'IN TEGRALE

A) Soit 1 1a fonction numérique

T ——

definie sur[l’l:l]par: _.l"[\'] = er - I|
- 1 3
L. Montrer que : { F(xX)dv = j Fx)dy -'-L F(x)de
<. En déduire la valeur de lintégrale [ Fx)dx.

= e —

De facon générale - St f estune fonction continye surun intervalle /
L]

alors pour tous a, b et ¢ de / : j F(x)de = I T(x)dy+ r F(x)edv
Cette égalite sappelle |3 rel ‘

L ation de Chasles Pour les intégrales
= iy ]

I
- r e ———— ———
3. anplication - Calculer lintégrale I . |sin .r]ri‘r 3

B) On considére |es fonctions gethdé

\

finies sur lintervalle [l; 5] par: g(

onsgethsury;

1. Déterminer les Primitives des foncti

x)=(x- UVX=T et hx)=Jx21
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-1‘.- e o e ey . i il 7 . m »
{ @

EE! i'az-iﬁl‘*.ﬂ i.-u mim“'- L w9,

- = |

g e

.....

PRETATION GEOMETRIQUE DE L'INTEGRALFE s me———

INTER . et

- des fonctions numeériques définies sur lintervalle] - 1. 3] par:

~ F ,"..ﬂ |
S fi(x)=x+2 si —15x<0
L e = i 0sx<2
.tﬂ_ﬂ et ‘r;[.\']=—:1’+-; et -_f,(x)- 1I+2 s
r 2 s - -_—

fi(x)=2x-3 s 2<x<3

i.J i} =1lem
31) la courbe representative de f, dansun repére nrthnnnrmé(ﬂ.i .J ) avec: l: I

st T, (k€ b= 1
sont continues et positives ﬂur[— l:.:l] .

& o
2 3!) le domaine plan délimité par la courbe ¢, , l'axe des abscisses et les droi

A 'HUﬂf—lhtihﬂﬂﬂtﬂ_ﬁ[ﬂ}

3 r !:f-.
y Vériferque 1, /2 €

7 Soit j {t:lL
=3_0Onadonc:

Soircr( 3, )Vaire encm” du domaine A, .

= a) Caladero( 4, )pour k € {1, 2.3L.

b) Montrer que o'( A, }= j L {ILH pour tout k € L.

. [,
B) Soit f la fonction définie sur[(0:4] par: 1 v) = W

\ » i ! : :' = lrm
ans un repere ﬂrthnnnrtm ({l.: ._,l') avec . I I

déquations X = -letx

1.2,3}.
e -

Soit ¥ sa courbe représentative d

Pour tout? € [ﬂ.-i]un note A le domaine plan delimite par

l2 courbe €., I'axe des abscisses et les droites d'équations

I=ﬂ=t:=r.50itﬂ'{f)l'aire dudomaine A, enem . . i

L.Soithun réel positif tel que: 1 <r+h<4 |
3) Que représente le numhreﬂ'(f + .'r]- U(f} ?

B) Montrer que: hr < o(t+h) ~o(1)s wlt+h

) En déduire que 11 o (1) est une primitive de

4 fonction f sur l'intervalle ['U: 4] .

< Montrer Gue pourtout f € ['U'.‘*] g ‘TU) N E_f[_.r]fif

3. Cales .
~tuler o (1) en fonction de 1 et en déduire aire rr(-l]'

|-
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TQ‘—'——ﬂ PECMMIGUE I INTEGRATION PAR PAKTIES s

il — — i ——

ﬂ} P r Bet Copnpn Vleusy Ml feguie e pile moie

I;ﬂr ;_!fr}- rFinr
U VEHNe fjuw posigr bopint o & B g ‘)

=S r A rreey

-

2 En el 1a valer e Pimtbgrale . f - ] rvenl Jdr

) Sl Db Bessse tian ttnfriepun oléfinie &y I'-". “'I par: hlz)=1lns

bl vl I [ L “mur teanid = & ]”‘ l.-rl

dEndédvine 1a valen e Vit éprale | - j+lnf r]:h_

l:]n Sl ety eie e Vinns dévivabiles sur un Irts rvalle | telles sjie beurs dérivies ' ety AseTt ConTnGes sgr | :
j e )wl e yle = ulz)vlz)] - J ulx ) ( x)de

Mostitrer que (g Vs or et s oo
|

Letbe |ey '|t|l|h|nr estappelie « 10 eFanan par parties

i [ LE '3
. 5 A ele-2
D) Vv atihisant vpe IntEgratinn par parties sur 1'in téprale J a-l._rfr montrer gue - { ! - ] dr = _______E )
b 4

& :::1 }n:.f‘. :
Q_t TECH! '"*”” WINTEGRATION PAR ¢ HANGEMENT

tMENT DE VARIABLE —

————
tdéfiniie -.urIH_ ‘-}p,rr S E)=2"+J]l + x
I-. (] I .ffl n_ r ﬁ't et |a fhh”‘”jﬂ Wil - ]
L Virilier fue | X - J"':_'Jfl' v )ele |

e e —

, On considepe

la toitietion l'mrrul'-rir;lut- /

Oh oo e Finéprale

A0 uilsant e primitive F de 1a fonetion [ nur e SERment [H, "1]* montrer que ;

K = J':f(uunu'fndr

DS déterminer 1a valeur e K.

| 3 Montrey WEpOur tous g e f1 de Vinte tvalle I| Vo, I tha j"”

ey fx Jedx
Lette teehnigue ey Appelée v it e o 1

: ' par of Ifgement de « Adriahle »
% INTEGRATION ET 0ppny: - VALEUR

MOYENNE D'UNE FONCTION r—
__-_-__-——-_.._.d
f’llllll" A linie - I |
2

ur lintervalle| 2., Par: o(x) = e In ¢
DEterminer 1o shne de g ) sur { l- G l :

L]
2
e chacune thi-s

dntéprales, . qu:[.rjn‘r et ﬂqp{.t]dr

De Lagon péndrale - S est continue

“Lpositive sur o SeEEmMent [u;h],alurﬁ: fq:tf.t)dx =0 q

r f{ru{r”u’h}dr

A) Saitg)a lonetion yymd

1

2 DEwrminer e slgne

T - E—
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.m w

F] & ” {'ﬂ"p: o p— -I‘:"t. ] &=
jue definle sur® par: Flxjw——= e o )

srie
fla fonetion auiner

y Solt. 3 _..)(['f}-' 2 . En dédulre gue —-. I frIde"H'?;'
P “[.ft'.i";""—"' IT
e pur 10 S5 | ]
Hi‘-l'il'rl"r =i I )"'(:}df = f'[f-'J
h-a’

ur moyenne de la fnm:ﬂunfsur[ﬂ;f;],

R

e Ja vale
(x ]dr g appe
nnmhl‘f h- j j

sOMMES DE RIEMANN

—

- ali= o yT
tinue sur un intervalle |, eta et b deuz ¢lément
con

ction
" r supérieur ou épal a 2.

¢ b.Soltaun entie

ue ivise le
i |a fonction { est crolssante 5“"[”*"’]‘ Ondi |
5e ue d i
On supp@ s 1 pur avec :
. |de méme longue
T dsgmens5.5 |
b-ﬂ T — u + — ; TN | I = ”
pwai ReET 0T =
[+

naturel tel que 0 = k<n-1

D) £(x)sS(x)s f(%:1)-

1.Soitk un entier

. o
——~. a)Montrer que: ('ﬁ'E[ i 9 kel

| E:'Ef{l';]ij f['Idef-'—'_')({I.tJ

" JI h}EndEduireqUE:

0

b=2% s(x)= [, 1 }dr-c——zf(:,-,

: crddents. montrer quUe -
2. En additionnant les encadrements précédents, m q

nt h~ 1
3.{lnpnse:5_=h-az)f{x,} et er{'-] )

ki
n 4.0 '

— 1] - I
Montrerque: 025 -5 .r:{h ”J(f{h} f{{ J) et en déduire que: rhﬂ{ et } 0
r e - "

s = [ f ()3, & R,=5,~ [ 1)

) Montrerque: O0<r <8 -5, et 05K, <5, =5

b) En déduire que: lim S = |IITI s, = I /(x)dx . Onadmet t le résultat suivant:

™
I s -
Si [ estune fonction continue sur un segment [u; b] alors les suites (s, }.,, et(S, ).:-; définies par: i
|
S r(a+k et 5, =20 f|a+k |
k=0 \ n E
Ci & L [ .:
Vergent vers une limite commune qui est I f(.:)d.r.
; —— X e - = i - S —— ___'_-‘___.'..f'-‘

Frmerwd g Carrem—
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» i

‘ir!

r.-l"r

\..Il'l":.|| .'Il'." 8 -5 a1. |

1 & B INTEGRALE D'UNE FONCTION CONTINUE SUR UN S5EGMY: INT
1.1. 1,'1N'r11:[:nm.1:: ET LES PRIMITIVES

j"

|

m |

“L‘!lll'llh

A0l 7 une tonction continue sur un Intervalle 7, et soitaet b deux dléments def .

Le nombie F[_."l" f"{-r.].m'l Foost une printive de £ est appelé Pintdgrale de La fonction [ deail

eton le note I f(x)edv . Onéorit alors - j AR |_-""{ V) r ~l(h) - ta)

l

‘*‘uh-mnr-t-]qlll.;j ——— -

- I I,\‘-{_\-]qh se e somme de J A '|.:.-"'i deaadh won e intéprale de f{ i _J'-’L deaah =

Les nombres aeth s"appellent les hornes de cotte Intégrale

* Danstécriture j At belv dalettre o pedl etre remplaces par une autve lettve. Ainsi on a

I:Ith Ilfii}ci'f [/ (uyeh

e p——
' Exemples
e
-l ) e “Inx M o ¢
, Calculons les integrales sulvantes j —dy I —lt J- J] + x cdre
U
En utilisant les primitives, on obtient les ré HH“JIH sulvants
'Inx | | l hy o .
J‘ —n"t [—ln = = |’ (¢') =In (¢ J=6 I i ol '|"|',,' *IH In3-lIn2
v = . ¢ ¢ +|
8 o : L. ' of 2 : I ¢
2+ xdv 2+x)de=|=(2+x) ek [ SOV BRE) E 1
v [[(2+3) (%) | =2 H2v2-1)
p———
J'i‘\pplu'ﬂtmnsE
1. Déterminer la dérivée de la lonction £ 2 v i |I'I('1. b \f\ i I-] sur 1 puis calculer L ‘-——!——:.l'r.
't +)
- Sy In’ x ; J—
2. Calculer les intégrales suivantes : [/ _[ —_—  J J-| —glx ¢ N J. x2 " dx
bl +x = X 2
. —1 Propriété 1 l |
~ Soit £ une fonction continue sur un intervalle 7. Alors on a pour tousa,hete de 1 : !
o o o I
. I f{.‘r]cir =0 et I fx)dv = —L S x)ddy |
I [ 'l N i
» I S (x)dy = I J(x )+ I S (x)dv (Clest larelation de Chasles pour les intégrales). |

1
)
e e a  wt  l ~ — e

- -

Lt
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F

“'l est

1) s l
Cctone tle Pexprossion [ LI
.r I\l\ J ﬂl:f\ Le tablean de signe de 'exy

i

L]

-
P

|‘ h'j(" n'\

| o l . () —I- 1 . Ainsi: ! |
. | k- i _ &N :
I|1_1'__.ﬁ i - X -X p : :
y s I L' g | - W - ]

r'l L‘ﬂ ] | : d

L*
- s Ii .- 1 - ‘lfh
i ."llqﬂh 1“»“' e , “ _“\ . l.|‘f" . I |l.."
i srales suivantes ‘_ l"l ll i [ t 1

. 1 1S I'< &
) — st
F(x) e »
iane definie sur[Oi# ] par: ) a
s it 1 la foncuion pumeérique definie s I ] r(t] -———# ~ si 25xs4
T, o ’ ”
- \ . :
K _[ f(x)n

st continue ::ur[i";,-il puis calculer l'integrale :

- Vérifier que la fonction 7 ©2

l Propriete 2 l
alle /. |

Soit 1 et ¢ deux fonctions continues suruh intery

Pnur:rut{‘:ﬂ Y& I” et pour tout A4 «

. b . [ : . "J (x)dr=
i[.f-lx]*ﬁ"ﬁn‘h'_ |__.'{.\"hu‘-* _l._-‘:l‘}"h et .( ‘-"’“} T = ]

£
w Ll

= — - —
}

wJ

' Preuve I
*"'-""--__-.___
s celle de ¢ sur/ . Onsait que '

Soit F une primitive de £ sur/ et G

ret AF

v G est une primitive de /7 + g

estune primitive de 4 /. Il s'ensuit que :

I“II'U‘} g(x))dv=(F+G)»)-(F+ G)(a) = (F(b)- F(a))+(CG(8)- G(a))= j LX)y +I g(x)dy

[ Af(x)dx= ':'Ft‘:’} 3 FL“] > ‘*:l‘p{ﬂ - F[d'ﬂ = A _’“I{_ﬂ:h D'ou le résultat.

3 ¥ # . & . » 5 = L % f‘l £l w
0n peut regrouper les deux formules de la propriété 2 dans la formule suivante : « dite de lin¢arite »

(Vi) e ®) [ (Ar(0)+ug(@)dv=A[ S(x)dv+u [ g(x)ety
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1 Ong. -:_J’"( ! [ !
! - . S : b
] JI | . )I‘f‘ — f e ! f-ff‘ | I ’
k~2d g4 ¥ In J L[‘;J dr_r]nfr }'.E# .r!ni::_‘:t;nj I
: e w1 'fr a ] A 4

T ROSE oy sin

ﬂ"l I:lrfr [rl: ”-
' -4

TS v ooy ' ele

S

Dnan: K4y I' bl

L CON Y 4 :,-m, vy I.'

Bt: A~/ o [¢ 0% xin i
4[1 COS A + Kifp il ! Il'IlltHh ¥ ein rljll ' In 2
S

CO% v ) sin

IS ensuit deony ‘ ) g
io: 28 w By Lins oo x| ”
F ¥ £ ' y g " 4 l

i 2 1 ) hl..-’ (FRTI f, . i II'I:'! it f ‘H: .t_ l!".lz
Applications o )
- A p— o — L

1. Soitsn M Montres e J‘F-' t ]‘"I'rh | oL :
A ) et

-,
Rl
Pl
T
=
-
-—

£ Calculer r“'l“'lfl"-lh"!-llll'r'-ll'"l'. / f. In velv 4 J’( 2ina ¢ In I 'y

' § 1 r )

. (s i g~
3 On pase ; A I ::'—;---fﬂ et / j '- : Ifﬂ

Caleuler K« L etk 4 27 puis en déduire les valeurs de & ot 7

1.2. EXPRESSION D'UNE PRIMITIVI A L’AIDE D'UN

t Proposition 1 ’

Soit / une fonction continue sur un inter valle /

EINTEGRALE

!
/

flaun elément de /|

]

] La fonction g définie sur 1 par - o v) I (1)t estla primitive de £ sur / sannulantena.

- L e m g & -

Remarques

o Lalonctiongcitée dans Lo proposition 1 est deévivable sur 2 et de plus: (Vxe /) U'( v) = f[.r)

|' I s’ensuit done que pour tout v, « [

fim—ee [ ()it @ 1 22 G Ve ()

FAly § = l'” Iy R 1 \

i, ok
On a aussi : h‘m-l /()dr = [ (¥, )

fr - wl !‘l' Ty

l .
e Puisqueln est by primitive de la fonction v =sue B0 quis‘annule en 1 alors
x

(Vo RY) Inv I.l,l'ﬁ

: N— Te——————— . .\ /
_‘J ‘i_f: mp I'l_".'
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x)= I:E"!tﬂ

l ‘i .:' ; 1 le:ﬁﬂ" fdéﬁl‘*“’ cur & par: f(
4 !!rr a ]
1) ¢ con 17 r": est continue sur R.1 < ensuit donc que ]a fonction f est déﬂ“‘ﬂhl!‘
la fancn© |
on st gue ‘ o
ﬂﬂnapnurmuuc R: [ {T} = ¢
R ‘ _
cur .1a fonction G définie sur K par: G{:} J' ,r“ 4)‘[‘&
Il s'ensuit donc queé la

sgant une primitive sur = de la fonctiong(x) = e* (:- ” 4)
:: G'(x)= i (:: —4)

La fﬁncﬁﬂﬂﬁe

: |
,:nr.ah!r cur R etona pour tout v & |

foncoon O estd
_ 4. Parsuile:

{r"u: .+ R étant celul de v’

e —2
<t croissante <ur chacun des interﬂl]esl_,*f[ et ] z o ]

sante surl’ mh:na!le[ 2:21.

’E:*"'e-.L.T|—I !Ip.’ﬂ' F{T)—[j—?_—;f
V1=r

r-"| "l 1 &
-ﬂ'-l-

mour tout ¥ € ]—I; I{.

<hle r] 1: I[ puis [‘]ET.E"‘ITHHDI'F 'I. T}
aaire-

coon I p<t Cere

s MY E F(sin(u)

- -
—— R _
. el & -
- -
- -
EE

(vreR) [ k(1) =

). Montrer que la fonction G estlin

A

& SUr A telle L]I.J:"Z

2 Déterminer la foncoon AC sty
o Proposition EJ p— -
Ir Soit [ une fonction continue sur un intervalle [ et v une fonction deérivable surun intervalleJ telle !
I
| quer(J)< /. Alors pour tout a € /: .'
| |
§ f
vahle sur.J et de plus: [‘L".l' S J] F'{.ﬂ = ¥ {.‘r]f(\*[.f‘}) |

._#i.'

La fonction F (X +— rl f (1)dr est dénivi

Jre—

if_’reuve |g
' J“ _f-[f}i:ﬁ Donc: = ¢@ov

On
4 pourtoutx e J - F([] = {'1{1. { T}} - 'L"""'ll'l_ .,'-" ol @.XFH*
Pu_lsque . o

vest dérivable surJ avecv(J) =/, et esl dérivable sur [ avecy /', alors la fonction £ est

‘ﬁ‘ﬂi’ah}emr et o ] ' ‘“( I
Jetonapourtoutxe J : F {11 =y {.l'h‘-"["[-f}} -~ ¥ [‘}f{"{rn

1) On considire i sl T
A hium:uuanéﬁnifsuerar: F{;..":']=J:‘-“r 1+t
HI est continue sur [~ 1; +o[ etla fonctionv: x =3 x° +2
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o

aall,':;i.-,-:ﬁ,b;l. ;_q!'-is-‘, i.',ci-h}_'|”f_1| ',i'_g_*;“,ﬁﬂj A “_\

aved r[ '?"} | b w.[ Mar sulte, La tonction 1 eqt dérivable sur @ ot de pluy
I (x) = v'( r}ffu[’xj) 2(x 4 Ile_'r 4 ij YiFZ I}|r4 I|

21 SoleG La fonction numérlgue définie sur par l";'f_r] rrp",ﬁ

POUr Rt ke B

Erudions les va bathans de b lonction € sur » -

i . e - ;J Vi . 1
Livfonction [ 005 ¢ et continue sur % . e plus, les fonetions u i x b5 dretv: 24y 52

dérivables sur ™ etona H’frj 3oer v r] !

SOrt

Selon Lo relation de Chasles - I".r'lr.l] Irrr-" et - r’:"' et

T W

Ll
Daprés ba proposition 2, 1a fonction 6 est dérivable sur « et on a pourtoutr e =

G'(x) fﬁ_t'}*fl'ﬁ.t] [h','llff'hj 5¢"" ~3e" =5 .r’P,”

A

|
/

1)
< Valors G fl] = Opourtout x e 2, Ainsl, 1a fonetion €5 et stricteme

L=

I

Puisque ¢ |
‘Nt croissante sur @,
Applications

e e

L. Montrer que les lonctions £ et 65 définies par f"{.x'j ' j ,' *Jri--_:'frfr et f;f,rj - |'”Tn {e" + l}df

sont dérivables sur 2 et diterminer leurs fonctions dérivies,.

2. 500U 1a fonction numérigque définie sur ' par: H{.fj J *—m—-—
“In{l+1¢ )
Montrer que /1 est dérivable sur 127 et que: In(1+ JIn(1+ 4y’ JH'(x)=In ——l |
|+ 4 |
/
Puis étudier les variations de 11 sur 27
3. Fllll“l’f les vari 5 (e . AT W L - fﬁ ; ¢
‘ Fles variations des lonctions suivantes ;. w ) x 1 — . VIX ) —lt
e ] 4 ¢ 14+

1.3, INTERPRETATION GEOMETRIQUE D'UNE INTEGRALE

Proposition 3

| |
% Jl.

- Solt f une lonction continue el positive sur un segment f.i.,} |
[u;hl (a<bh)et’C sacourbe représentative dans un L

- repére orthoponal,

| “‘“ :
- Lalre du domaine délimité par la courbe €, I'axe des y !
, {

absgcisses el les droites d'équations x = aet x = hest :

I M

: i = I‘ S x)dx

: ' of @ b
(exprimée en unités d’aire)

g
— :
= A e e W T o W L R g e T T W T T s e S A S S S v L ‘

rmerwd art T
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T —

. I -
P M - glx)= ——r =X
gl c4ion o définie cur B par: £l ) 2
-~ srel fo e araiie
p._-trr: o "ﬁ'r est 12 courbe reps
. ronire G _ .
[ rrﬂ"-' ’ ; : a‘-.ﬂl:l:}'-fm_
rl_;|'|'|‘.‘ I-I- it r nﬂhﬂnnm{- [n. -J I .
i - < I'aire du domain¢e
d”.:i.mE o ourle :rl_'.:mf"‘[" _”}.ﬂﬂﬁ
r)€
' u!F[
.:rdﬂ 8 | l 1 .i__f] &n Uni:‘:q d 11j*'£' ':'::_' i & ) ‘!
1--—!]’ |
4(A)= I: 2 B .
1 T
( .I-rr—rhit— -Ef "__T 3 I
or: j 2 - _ |
- Sem” i em v

', ""-f-ng: =3 |

“JJIM‘EI:T:'-'.-.-q-I--'- 2 eSS £ MR 95

lm
=
—
o

=]
=]
L |
£
e
-
I

i —

- :"I.T'I=ﬁ-.:t.' — €

a = = -
ique définie sur = par o ' Hfﬂ e
rthonormé | OLi.J Javec: ]' ] i

11t 21105

¢ £ 1 fonction numer

1. Sol |
- ; r In repere 0
\ o T, sa courbe representative dans un rep N -
| | I'inéquation f(x) 2 0 puis déterminer I'aire du domaine delim
" ; = l'inéquation | X )=
pésoudre dans = |1

# 5

1|

éguationx = In

bt

repére et la droite d’
'i "
. Ehimia ol = s x)=CO05] 2X—=" |-
2 Soit g la fonction numenique définie sur = pa gl ) \ 2 *
0.7, ] )avec: i:'I = 2cm et Ifi = 3cm . Déterminer Faire
et€, son graphe dans un repere orthogonal (0.7.J 4 .
- e d'équations : x = —— et X =—.
. . 5. ~ e " b CLEs Et IE’E dr{‘ite:" d- t'q. = t“
du domaine délimité par €, l'axe des absal 12

€ TECHNIQUES DE CALCUL D'INTEGRALES
2.1. UTILISATION DES PRIMITIVES

Pour caleuler une intégrale, on envisage en premier temps d'utiliserlet | _ .
cul d'une intégrale d'une fonction / , on doit ve-

ableau des primitives des fonctions

Usuelles et leurs propriétés. Ainsi, et avant d'entamer le cal

L L
rifier la continuité de f sur l'intervalle d'intégration puis voir si f s'écritsous la forme U A o)

(€ar une primitive de f est doncvon ) ou bien voir si le probleme demande de transformer l'expression de
la £ ;
onction £ en une somme des fonctions faciles a intégrer.

Maj : o .
ntenant que Je Jien entre recherche de primitives et calcul d'intégrales a eté rappelé, nous allons donner

deyy . .
Méthodes permettant de simplifier le calcul d'intégrales et donc la recherche des primitives, & savoir :

ﬂ par parties ¢t intégration par changement de variable

D
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OINNAISCANI FS FIINDAMENT AT ﬂ—ﬁ

2.2. INTEGRATION PAR PARTIES

| Prnpns:tmn4 I

Soitu ety deux fonctions dérivables sur un intervalle / telles que ses dérivées u’ et v' soient continues

§

sur /. Alors pour tout (a:b) € I” ona: rn'(!}t'(f]cfr *——[u(.’jv[f)]: - ru[f)v'(rjdr

R ————————

| Exemples |1

1) Calculons l'intégrale [ = I

fi

Posons : u='in(t+~.l'.r:+l) - u'= I ef Vi=|— v=¢
VIt +1

1

1

Il s'ensuit donc ; [Ilﬂ(l+ )] j J—f-"f = —Inf )=| v *I—l_-: =:Inf2]-z

s Ll

— -

s | =

In (I + 4+ )H'f par intégration par parties :

2) Calculons l'intégrale J = jl tArctan(7)dr parintégration par parties :

Posons: w= Arctantr — u' =

, !
- el Vi =17 — V= —
- +1 2

L
b =

.‘.'.‘ 5 1': :‘.rT J3 -
Il s'ensuwitdonc: J =|— Arctans - —]~ J - dit = e l j -‘I——n’r
y i | 8 !

20 gy b 20 P4
) 1 ol I
D’autre part: — = — = | =——. ll s’ensuit donc:
-+ -+ 1 -+
37 1 ¢h 1 ), 37 | 6 Sz 1 3
J'=———J l-= fr - -———-"-:'\IL'I:'I.IH’]_ . ot
g 24 " +1 8 2 : 12 2 2

3) On considére l'intégrale : K = I: ¢ cos(x)dx

La formule d'intégration par parties donne : (enposant: u=¢" — ' =¢" e v =cosxy = v=-sinx)

T

' i
+ I’ ¢ sinxefv =14 j ¢ sin vy
il

i | T

K= [{‘ cOs .r]

En réappliquant la formule d'intégration par parties sur 'intégrale I-’ ¢' sin xdv en posant :

{

H=e = "' =¢' ¢l p‘ =S5iNX = V=COSX ,on abtient ;

a n L T
e

—

I‘ e sinxdy = [e' sin .1']: - Iﬂl ¢ cosxedy=e® - K
i}

L 3 L
: 2 - I :
ls'ensultdonc: K ==1+¢* =K. Ainsi : K = _[‘-”' -I]

e Cre e e
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«Int
fﬂ = _‘.| —;?_df "

|
et Kﬂ — -[j fﬂl‘?rﬂff

yrtout n € M :

= L1 |
J.T = Lr“"f}ﬂ .t’f-"

ation par parties, montrer que pot

nule d'integr
g+t =€

ique d'intégration

lafor
et
par parties. déterminer toutes les prim

s fa-(.r;'-Fl)!if,r =
=z dela

R\
Inx.

ar parties, calculer K (1) = I cos(Inr)dfp

EMENT DE VARIABLE

is I'intégration p

PARCHﬂNG

En ptilisant deux fo

2.3. INTEGRATION

l Prﬂpﬂsiti'u_r:.'S l

|
| . , i
Soit f une fonction continue

sur un intervalle / . Soitu une fonction dérivable surt

telle que : u’ est cONUINUE surEet u(£)< l.

j gm
= &]

J'_J _f{n{r]‘,i.u’{rhfr = J..;:-‘f-["']‘i"

On a alors pour tout (a,f}) € L™ :

alors

pour tout (a1, h) e I J.H_.I"I\.ﬂ;f.t = JH ¥
& v |2

Siu est une bijection de £ Vers [ s

| T
LTeuve

suit - - -
F une primitive de la fonction

w(f7)
S(x)dy = F(n{ﬂ]}—- F{H{rr}) = Fou(

fsur/.Ona alors :

p)- Fou(a)

our tout X € =%+~

L '(u{rn.u'{f}dr

I{rll-
ble sur / , alors G est dérivable

(E)cletFest dériva

On pos
ey = -
Fou . Puisque i est dérivable sur Eetl
primitive :le{ﬁm) xu'surE.

EUFEet
ona:G =(F’ '
G =(Foulxu = 4 i
( ) 1 (ﬁm'j:-: i . Par suite, Fou estunc

Ainsi: [ £ (x)de = [
olar) )elx = L f(n{r])ﬂ'{r}:ﬂ

-~
-

Siu est
une bijecti
ljection de £ vers [ alors pour tout (u.h) el:

[ r()de= [T r(x b
. J' f(,l]d.r et donc: .[. _,r'{,\‘}ri'r: J‘:.i{:_'._f-{ﬂ(f}}."'{f}{ff

ik

Ermmren git Cimiirareer
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3 Y INNA S8 A ."-_1 CEN FLIR I AMENTALES m"\
3
4 ’——" Remarque , —~ —

_ ey _ -
* Pratiquement et en posant x = H(.l'}, on tTDU‘-’ET = ut{.\‘} c'est-a-dire que dy = “'U :”ﬁ ,de sorte
il ;

que I'expression _,f'(u {r}) ' (1)t soit égale A 'expression f(x)edx,etona:

t=a=x=u(a) et t=p=x=u(f)

- .

On dit qu'on a effectué un changement de variable en posant x = u{r].

—

| Exemples ”
et

1) Calculons l'intégrale : [ = j e

vi+ing

it
En posantx = Inr, on obtient v ==, On a de plus : ¢

=¢”’ = x=-2 et l=g=>x=]
!
: i I dy ’
lls'ensuitdonc: [ = ; r[l 3+.':] =2
=3+ -2
= # . J-I
2) Calculons l'intégrale : J = clx
® x+1
En posantt = \E on obtient x = 1* et dx = 21.dr. Ainsi :
1 2!’: 1 I 1 Fr
J = ,ffr=2I | - - n':=?.[r—ﬂn:mnr] =2 ==
B ENE L 1+¢° ‘ 2

|
3) Calculons l'intégrale : K = _[’ | —x"edx

En posant x = sint, on obtient dx = cos/dr. On a de plus: x=0=> x=0 et x=1=¢=

i & T
2 s 5 e = 1 5 |
Ainsi: K = L— Cos” f.costdl = j cos” fdt = 5 I.: {I + COS Er}dr =
L] ] i

..}
—{1 + —s1n 2
9 4

Eppliz:;liunsj

TS
= R
I
|5

1. Calculer les intégrales suivantes :
l [l=x - |
I, = ——dx (poserx = cost) : I, = J' ~dv  (poserf=1++1+x)
oV 1+ "1+ 1+ x
o r2 clt I 2 ey 3x+1

——— (poser! =——) 8 = , oser! = —=—)
'“Em‘f:-l i sin x ; I'13.r'+2x+l @ V2

I, = JI:”*JE' +1dx (posert=e¢") oy

1!

J1 ey |
- = (poseru =—)
'[' v d -y ol

. [
2. Montrer que la fonction F': x = j-. —————a{ &St paire,

o B ¥

__—-_——4

dx

R e T e
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 —

Pre.m e ]

d:-* . F une primitive de la fonction / :ur[n b]. Donc: J. f(x)dv=F(b)-F(a).Puisque f est positive

'

SE‘:‘[JZ J aslors 1z fonction / est croissante mr[n .-‘1] donc FF(b) - F(u} >0, dou I f(t‘):fr >0.

e -~ dx
1) Encadrons l'intégrale: A= | —
—sinx
(s 2] . & . . ; _ , |z =
Onapourtouty €| —;— |, sin— < sin x < sin— carsin est croissante sur| —;— |. |l s'ensuit donc que
] - [x =] e L dv ¢ T a2
|[€——<V2pourtouty | —:— [ d'oli; I dy < [ - < J- ‘r-t‘f"l. Ainsi: —< A<
sinx |4 2] : = SINX = - -

T T

2) Comparons les intégrales: L = J- In(cnﬁ_r]n’r et N = J'F in(cns \J'r,;]u'r

0 P T v . | oo -7
Napourtoutyxe Lﬂ;“ , X < +/x . Puisque la fonction cos est décroissante sur a alors pour tout

-

que .[:: [n(cns,r)dr > E]n(cus J;){Ir. c'est-a-direque X < [,

 —

N ¥
JT I ]+" fT HJT
1. Montrer que : UEI-—-vqlnrf! *‘-‘E--] et —Ejn‘ ffr£—+T
1

P cos/ .
. L l!f l
¢ Montrer que pourtoutxe R’ :  0< e
R T e

.I‘E' 0; ‘;J cosx 2 cns\g etdonc In (uﬁ x)2 III(Lm f] -arIn est croissante sur & . 1l s’ensuit donc
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A IR o e -
[ ]

_ﬁ_

e . i
\ #;:”‘“:J"-I'J,ﬂ':l EACR A

MENMLPALES m‘“\
x

3.Pourtoutn & N, on pose: / = _E.r" cos(3x)dy

a) Montrer que la suite[ 1 2 )est décroissante,

b) Montrer que pourtoutne N : 0 <l, < [E—) - En déduire lim J

& & ¥

3.2, INTEGRALE ET VALEUR ABSOLUE

U’rnp_c_r_s_itimﬂ

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et soit (u:h} e I’ tel

On aalors: |E_f'{.\‘]:h < J‘hl_,f'{x}lcit

.

| Exemple h o

II Sin{.Tf]

quea < b,

Encadrons le nombre: .= di
" 2+ 1
e ! v 1.0n sait que pnurtnutfe[ﬂ:l]. I‘:ill'l(,'."f)li |, donc T < s lpnurtc:-ut
1 1 '| = - =
r€[0:1], etalors 4 < e +1¢J’LCnmme o dr = :[ln{lr +1)| = IHT‘ alors: 0< A4 EE_};‘
?_ L & A - N 3
;}pp_lu;ntmnsjz
Montrer que pourtoutx e = : ‘j Ih‘.’i + Cost u’fl < X" +[21‘~I}:
3.3. VALEUR MOYENNE D'UNE FONCTION
CONTINUE SUR UN SEGMENT
' Proposition 8 ]
Soit f une fonction continue sur un intervalle / , et soit(a;h) € I” tel quea < b.
e 5'il existe deux réelsm et M tels que pour tout X € [u;h], m=< f(x)< M, alors:
m(b-a)< jhf(.‘l.']ti'l' < M(b-a)
» §'il existe un réel M tels que pour toutx € [u;h]. l,f{m}l < M ,alors: Uﬁ_r'(.r]:h' < M{b—ﬂ}

B — = e W g Ee. = —_— — = x - - i ——

—l Définition 2 ' -
f

Soit f une fonction continue sur un segment [ﬂ;h] (a<hbh).

i By

. Lawvaleur moyenne de la fonction _fsur[n;h] est le nombre réel i =

i T e — . T

P T . & -

-4

T mered L s e
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Remarques

o Trés couvent dans la pratique, /m et M representent le minimum et le maximum de la fonction ¢

sur le St‘g"“'"t["‘b]*
e Stonain s fsM sur[;r.ﬁ] (a<b)alorsm < g2 < M . Cest pourquoi la proposition 8 porte
le nom de « inegahte de la movenne »
- __l_. ‘ f | x)dx est une genéralisation de la formule ¥ - L{ﬂ f( x )donnant la
-Lai-um,lllh-.ﬁ,_h-” TAS (e ge > b Ue I3 TOrmuie A 1..4._- LN JanRnal

E
|

wenne srithmétique d'une série statistque.
mo)

————— - i B . e

r Soit fune fonction continue Surun ::r-.-gmum[u;ﬁl (a<h).

I a fy " P .. - ; . 'I l.l
| tleﬁsteaumﬂiﬂsu"l“?ff"E[“’*"]“""l”“i j_rlxl;.ﬁ. (h-a) flc)

Ce résultat porte le nom de

-——-I Remarques }

il T:‘I-J‘i-::'l"‘_‘l ‘.[ L] | II :!'I[‘I-I':.ar'rrl,_r Wi

" sif[[a: .ﬁ]]: [m: -U] et F désigne une primitive de la fonction | .-:'.!-*[,Lf‘}. alors la formule
J'Lf[.‘r]cfr =(b=a) f(c)est équivalente 3 F(6) - Fa) =(~=a) F'(c), et cette formule n'est E
qu'une copie de la formule du théoréme des accroissements linis appliquee d fa fonction & :*

e Graphiquement, une interprétation de ce théoréme est que l'aire algébrique sous la courbe °C | est :E

égale A celle d'un rectangle de base[a. M|, et de hauteur 'ordonnee d'un point moyen de la courbe.

e -

A

M

1!

A S \

I
() ﬂ‘ g h A

‘ExempEES |]

| I ; ) 1 : .
) La valeur moyenne de la fonction x = In .rsur[l,r] ost 1) = —— [ In( x )dv. Une intégration par parties
:.i i -
I

appliquée a I'intégrale L In(x)dx donne: f In(x)v =[xInx] - I dv=e—[x] =1,donc g = w—,

t‘~!
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" l* | .‘-“
| L i "
""_I*.'l" -I'. B ETR . ¥ FEE N

2) Soit f 1a lonction défine par: f[_r} = l I

Lourtom x e |14
nx x-} # ']I'.w{'

D'aprés le théoréme ile

onpose: M (x). ]r_‘.“i'_

' Ing
la moyenne, il existe un réele, e [I:f]tel fue :

H{.r}-(.r’ -.r] fe, )4 [In{r- l)] = (2 v-:)fft,}-* In{x+1)

Ce résultat permet de ¢

Alculer par exemple im /7 (x) (on trouve : lim H(x)= In2)

r-w)

Applicatio

s . .

ns

I.‘.l‘

sur le segment [(
o rle 's.l_:‘.-;m-,nt[JJn 2].

1. Calculer la valeur moyenne de la fonction f 2 x 1

2.Soita un réel strictement positif, et

501t gz une fonetion continue *mr[”. n]_ Pourtoutn e N on nese -
a 2(x) )
" W uner la limite de 1a wn:_-l:’n,, ¥:

3. Soit /1 une fonction continue syr [U. l]tullt_- que jj hl".f}

L
dx = e En appliguant le théoreme de |2 movenne
alafonction x i hi{ x) -

T sur[0.1], montrer que: (= e Jo.1]) I—l;:hf:}:é
% APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL
4.1. CALCUL DES AIRES
EPEp_n;iEﬁ'l_u]
Soit f une fonction continue sur un segment [a;6] (4 < b ), et sa courbe représentative dans un
repére orthogonal.

¥ ® * 21 T o 1 #
L'aire du domaine délimité par ¢ ¢ Vaxe des abscisses et les droites d'équations x = get r = best

égale a j |,f' (x }lcit (en unité d'aire),

The] o

Le plan est rapporté i un repére orthoponal (€, 1 J B

f une fonction définie et cantinue sur le sepment [u: h] (a<h)."€,lacourbe de f dans le ,-Epére[ﬂ_f_f].
on rappelle que l'unité de mesure d'aire est

' e
I'aire du rectangle de t.limunﬁinnt"r' "L‘l“j" ; « Le nombre positif j l-‘f. (x }ldr est appelé
Snil(.ﬁ) le domaine délimité par ‘¢, l'axe I'aire géométrique du domaine(A).
des abscisses el les droites d'équations

* Le nombre 'ﬁf x ) dx est appelé I'aire
x=aetx =h,0nnotea(A)ou ol /) I (x)

lgébrique du domaine(A).
I'aire du domaine (A). Migeonque ne(4)

>
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< oil 1a fonction [ est positive !-.tr[;tf:f"] . on a déjd vu du paragraphe 1 3, quicon-

e Dans leca

cerne l'interprétation géométrique de lintégrale, que: o \) = j f(x)edy (unitéde mesure)

«Danslecas o la fonction f est négative “"[L': ';’i-

JlﬂrS[A]={_1f[.r._r}-’f{t‘:l£_r'52['It-_En utilisant | § __ %

1a symétrie axiale d'axe (Or) (axe des abscisses).

on remarque bien que I"aire du domaine & | A) est

égale i l'aire du domaine | [ ) délimité par €,

)
(courbe de - f ). Vaxe des abscisses et les droites '

d’équations ¥ = @ €13 I

Donc: c(A)=cll)= I.H”r};h | i

EurrmE| ﬂ =~/ alorso()) = | -|. fx '1;_;!1' (unité de mesure).
o Si la fonction f change de signe sur[rl:ﬂ. par exemple il existe 3 e | | 11
{-E{a;b] tel que S soit positive SUT[L';I!"T]:‘I négative sur[u;a'] b —— -_.1::_

alors: a(A)=c (A, )+l A, Javeca( ), )= J-_' - f(x)dx et ..

etold, )= jp_ﬂ.t’hfr et donc: e LY

o(a)= [[|f(xfede+ [ £(x)ede= [ |7 (e '

(unité d'aire).

I EIE‘H‘I FI:]F_‘ ‘

Dans le plan rapporté a un repére orthogonal, determinons I'aire du domaine () délimité par la courbe de

-

la fonction £ : x +» sin ret les droites d'équations : x = 0 et x -

.1

%

On remarque que la fonction / change de signe sur I'lnl:er'.':a.llu.'I L T I en 7. Donc l'aire demandee

Ir
est: o(A) = LT[qin_dfir (unités d'aire).

a(A)= j; sin xdx + L.*'_[—a-r.in x)dr = |- .,:u_..-._rl: . [_ cosx]i =3

Ainsi: ¢(A) = 3u oi u est I'unité daire.
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\pplications

- - S
Soit ¢ la fonction numérique définie s:ur[l‘.'. : :r[ par: g(x)=x- E\E
Erudier le signede ¢ {.t]sur[l": +T[ puis calculer aire du domaine délimité par la courbe de getles
droites d'équations: vy =0 et x = § et yv=10

l Proposition 1 1]

Le plan est rapporté & un repére orthogonal.

Soit /" et g deux fonctions continues sur un segment [u‘ a"!] . ~

Soit €', et €' _les courbes représentatives de fete,

Soit(A)le domaine délimité par les courbes
|
| ¥, etT_etlesdroites d'équations x = a et v = . Alors -

L'aire du domaine (A ) en unités daire est donnée par -

cld)= |#Lf{r}—¢.:{ﬂ1d¥

e R e - -

4.2. CALCUL DES VOLUMES

!ﬂ:pnsitinn 12_]

L'espace est rapporté 3 un repére orthonormé (O;17, J.k ) Soit{a:h) e B~ tel quea < b.

On considére un solide (.S ) limité par deux plans paralléles

auplan(0;i, ;) -

~ le plan de cote ad'équation = = g

- le plan de cote b d'équation = = h

5':5'{!}&5! l"aire de I'intersection du ';uiitlvf.ﬁ'].wm: tout

plan paralléle a (U, i ;) de cotetalors le volume de ce

solide est (en unitésde volume) :  v(S) = r S(r)ce

Soit v(r} le volume de I'ensemble des points appartenant i ('\} el qui sont compris entre les plans
d’équations z =g etz =1, Et soit/, [u,ﬁ]eu'r e 2 telquer, +he [a;h].

le volume de I'ensemble des points de(.5) et qui sont compris entre les plans d'équations z = 1, etz =1, + /i

estv(t, +h)-v(r, ). Ce volume est encadré par les volumes des cylindres de hauteur & et d'aires de bases 4
B e e
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SONNAIRKARCES I

IRBIU h)
' .F"I on ahitient hy(r, B v h) "'“.l j " hﬁ“ p ! h]

IS (1 0 Il o) v (a) = B8 ()

h-\i'lq.‘i (e N t fa

-, :"; F
:’ql."' ||I"r.,11 [
(A Y ), on obtient

Temeried ot Cae e

St

' ""l.f-n i !.|1 _ "ll’.!l‘ .'\‘Lf“:" -_Ih*“." *JJ] H{'” 'i'l
Pans les deus Cas o -

. - N ot done :
Lo fone Hion & est continue s l-l.fll.thn.-. T [f“ ' _h] A U.. ]‘ .

Kl pnv...lu'ﬂn A SUPPOsSe que "
” '.' e gue him "I. o ™ h] l-'l ly ‘ 5 llr il ]
i “.- 4 ﬂ_, l. ;- N l-" 0 \'F o menbie e méme s i J

g il i ! “ola sip 'I“Il!" l‘""l ‘_I“t; LR
v sl 1.||.‘I'I.'i.ll.\|q.*"~1.|'|Iq]',,i"ll'l pout toutf s l;;:-’*‘. v S(r). Celasig
' il
1} s'enswt Qb |
- 2 Sv )y
; le N qui :u'.I.I!I'I'I.Ih‘ endt . Dong, pour ol e llf.hi » N “} I. E. ]
Ja primitive de-

A . i . 5 W 1.\: 'j \""I.I'" '.'{j‘;] .."I.{f]ffr-
|"\-|;-1.1,'|.|t|:.|¢" volume du solide (& Jest: v l""l | t‘! ) j. ( V) v onen .[

‘ 111‘{-!]‘!&1‘:4][1!.1'11 II-‘.J I

L'espace esl rapporte Joun repere o thonm nwb hi, _I.-‘n }

W l-_t.-"'
Ll L] 1 "
I Soil ¢ une fonction contimue surun S nt Ili'.hl [ il =~ .J ] I (
7

"'"‘"--...______ s !

= -
S

L]
i

- L] oW 1-. =N ] ; ] } &
- ot '€ . sa courbe représentative dans le repire| i, ) ]

e - = W i {thIrl‘k‘ % ‘ 0 .
- Le volume du solide engendre par la rotation de la 4 \*

& T, autour de 'axe des abscisses un tour complet est donne

parlaformule: ' = '! [_r'{.x]\: Jv (en unites de volume)

Exemple |
-——

Le volume du solide engendré par la rotation de la courbe de

o ]

la fonction f 1 x> ¢ *:'-ur[ll.llﬂumur e
I'axe des abscisses un tour complet est donne par:

o = : i l_'I ; l} .
V=x ﬂb ] de=nm ‘[:r"n'r = '—:;[r" J‘ = ~—{-—— (en unité de volume)

(1 4
O — I
| Applications |
-

1. Seit g 1a fonction numérique définie sur[l‘.];n ]p.mr . g(x) = sinx. Caleulerle volume du solide engendré

par la rotation de 1a courbe *C" autour de I'axe des abscisses un tour complet.

2. Calculer le volume du solide engendré par la rotation de cercle (¢ ) d'équation ¥ +(v-2) =lautour

de I'axe des abscisses.
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TATATAICCANEES FEANLLA. . i“_."-‘-‘ "ALE

-

| Proposition 14| = = ) _ )

L] r |
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un segment [H‘h] (a<b) et’C sacourbe |

représentative dans un repere nrthnnnrme(f).! J)- |

Le volume du solide engendré par la rotation de la courbe €, autour de I'axe des ordonnées un tour
. fi*) 1 2 -
complet est donné la formule : V=n j” 5 (_,f {t}) d.r‘ (en unité de volume)

Si de plus, f est dérivable sur[u;b] alors: V=n I e |f'{:c ]Irb: (en unité de volume)

e — e S

4.3 ENCADREMENT D'UNE INTEGRALE PAR DEUX SUITES.
METHODE DES RECTANGLES

Lﬁrﬂpﬂsitiun 15] -

Soit f une fonction continue sur un segment [n: a’:] (a < b).Pour tout entiern 2 2on pose :

h—l:] _b-‘-{_'.l' ; 1’.-:'-
X=a ; n=a+ 2 e 3 X, =0k e L X =
n " n

Pour toutk € }0,1,....mn— 1!, on note M, la valeur maximale et la valeur minimale de J surle

: b h -
segment[x,:x,  |.Onposeenfin: £ HT M, etpu = %M,

—

1=0 M i-o0

On a alors pour toutentiern 2 2 : j flx)

TPrE:uveT

—————"

Pour tout entier 7 = 2 et pour toutk € {0,1,..,n =1}, ona:

| AR aE
vre[x;:x,]. m < f(x)s M,

Il s'ensuit donc que : J“" m, dv < jr" f(x)dx < J-' M dx m, '. i |
£y K, ", s bt | i i
C'est-a-dire que : E a
X =% }-5: Ir--.)r(;]“{r SM (x,, —x } _;.:i _\.Hi >
. _{ | |
b—-a S0 ERREEy L7 B Bl 08 5 it |
Et puisquex, , —x, = alors : s
e n
b -a | 1 =
m Sx)dxe = M
g = Z._-. '[ { 7] ; v

# u . ot K |
D'apres la relation de Chasles pour les intégrales, on a : Z I“' f(x)dy = I S (x)dx
i =0 L o

Et par suite, pourtoutn 22 : u < rf{r}d.r = i ‘
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P
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2. ' (e x)] el
_ i’ ’ . ]
”ﬂ' ' 5y \- & . L ] L
- : = & - | - | 1 i\.: I]
F 'r-- r i 1 "
'\ P
L
r 2, kx < N O | (T .
—- N4 | eos’ 1y A0 e cos 20 )edh = = ¥ & —sndy
e - u L L L '
_'f‘ __f - "'l - W
1 B | - -
=t | bodsf & ) i ud A% T
-n 1’.\ = l“‘I \- [ j I”‘Il & Il'l"" " lt
wan A n 4 nova g T LESR i

jl i"‘ e } Calgulet

- Susp & = 2
SHE Y & e mumerigue deitne par: /| v)

-

i ”l r ( ,JE’ : : ”

Scanné avec CamScanner




i yrimitives )
\ tos en utilisantles} Ve~
1) Calculer les intégrales suivan ‘e )dv l I RRUER T
d\' ] j-l av ‘ K = ‘{ J1(4 AR L J a
I LS ] Reopr i |
I = .ll‘- cﬂsi Y f[" '*l t ‘ Y [.+‘_|‘-l('“(‘) . ‘]l.fl
IE (2v) n'xde ¢ N°© 46 =57
'gf - Ci."-ﬁ ,.T 5 ’ ' Wi .
) ? | e intéprales suivantes
2) En utili::mthfﬁrnmlr d'integration pat I"'““ﬁ""‘h uler e inECE T
‘ g (I . ¢ M’ I_tr'.h
dn(1+ ) s XSS 0 o KMo t—IL—L ; L ’.I" e s MR
' = I .—-———'—'_l:it i L .;.‘13;‘ - i 1
rantes .

Nes integrales suit

v U*ﬂ

wordoration par chan
3) Par la formule d'intégration par " :
o (Poser v = s r)

A= [\'! -x* dv (Fl’ﬂ!‘.‘r\:hlﬁf"’ . Be= L'F(_! “;i

gement de variable, calculen
L]

'

|4 /
f I — | Yoser £ = V1)
- dx "} . D e it (Pose
L*=j;-‘_'_= [Pﬂﬁfrf-—‘ﬂ“:\l ' A Tl
< SNy
| soLuTioN
1) Calculons les intégrales suivantes en utilisant les primitives . i

1 '
J tan x [* i
-
k]

: : |
,;zjf dv _f s, l‘ dx = L(H.m 1]{Llut]¢h 1[;1111%——:‘—*'

- q‘

cos’ x COs* X COS™ X
| e e e
o J= L . +]dr = L—-—-{i_{: : lrff = [—-ln(r . I]J =14 It'tI =
. ’ TERLON: g 23l %
K= [ hm = xR - e 53 | =2

e L= j;:-:’.JIT;rir= I:':(JHI}: -2(x+ l}H}ﬁ:h = _[:[{H I}‘ -2(x+ H':! (v +.l};J¢h

Par suite : [ [\+I) ——(\ l-l} +—= (1 ] : {Iltf )

™ " 1 W [
» Pourle calcul de M = L‘ cos(2x)sin’ (x)dv, on peut lindariser I'expression rnﬁ[!.t'}sm".r.

La linéarisation de cos(2x)sin’ xdonne : cos(2x)sin’ v = —%[.ﬂin(ir] = 3sin(3v) + dsiny)

: L. | | i :
ou: M= E Iu] (—El“ (5\'} + 35“1{3\'] — 4 HHI}L{T = E[‘_.Iq E“ﬁ{ﬁ.l'} = fl‘!’i(].‘l’} + deos 'T]ﬂ - ﬁ;

o S o 1 ! :
o« N=[24"26 "d.:::3455L4su¢r=345ﬁﬂf.mdr=345ﬁ[] l-:s"‘q'] 2 |:=z::;-
n n
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TECHNIQUES ET

H{]-i-r]‘ -]
4

P JI’ ‘_r;:l.l.{ln('r} I r}‘n“. II'{IH{ 3K |}'“"[1J : f}in"_r -.\(]"{I} ! Ij' ]
4

2) Calculon® les Intégrales sulvantes en utilisant 1a formale FIntégration par Fﬂrtl'l';-
: b 5:

"(II_r}I__, [ |

H = — e -1
x4+ e ¥V 1{I+IJ

I“HJ > [ﬂ+_[{'*-"1] 3-2In2

s ['our Fintégrale I+ u In(l .r} T I

; ‘ _. 1.,_{_._._1_,

2(1+ x) |

8 2| -2 6

;  sIinx
« Pour Fintégrale ' @ n=x ,v' -2

™ = w'=]l . u= i
cos’ x dcos' x
J' _I "L._‘|1 _II __._l_dr -,.i"_i". |.( i g | tﬂ'ﬂ]..'l.' :
dcos' x ], 47 cos'x j |dn:}(l+[ﬂn 'c)n‘ir E_E[mnx+ 3 I
-ﬂ-
- suite: J' = 7 2
\ Par 3
o Pour lintégrale K" : r.*'—'[lmr}1 , ,'_L: — ,,*:3“""') _ v:—l
X x x
e | _(nx) | (In x) I co(Inx)
r \ ' _[_- X j x° iy E+3J" X &
i |
5,,_ g r =
| : (Inx) : | 2nx !
-Pnurlintégra!e] de: u=(Inx) ,v=—= o =", y=—=
S X x
(InxY Inx) .- ¢
Donc : J{ ] .r.{r=|+( ) } jm_rdr-___ j]_"_fdr
I x I 5 =
] |
; |
HEI'II'ESUHEEluncquu: h"=-1+3j (nt] dr*—l—i 6 m—rdr_——+6 Intdr
e T ¢ ¢ I x° ¢ b x°
* Pour l'intégrale Irln—,rrir: t=Inx .1"=~l; o , sk
= 2" X X
I s
Done: [ = [-’E-] +I—mu——+[-l] =|~3,mnsi:x'=~i+ﬁ[|-3] a2
x| e e e e
B ’ 21
‘P““"llﬂlegmle L's y=x ,1":2‘ - u'=1, v=—
In2
|
. J | 1 | 2 5 3
R8s L "2 dr = . + B ] 22 2
Inl In2 - In2 2In2 In2{In2],  2In2 2(In2)
-Fuurl‘inlégnﬂe M- gl

'.
r '|‘= ]_1 T—E
u=x ,v=xef — u=2, 1—-—2
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ra = "‘-“{F’ ﬂ"'?l"!"?""'-‘. -

i e

Ny
¥
‘.1-r

A’ =,:.1' ¢
2

S il —— e

: f:"ikr“ﬂkfétﬁgly&, v, o 8

A= I Jl-*-:m ]cns(f)dr-I cos’ (f}cﬂ-—j (1+cos(2r))dr

E_[E_l} !
2 v 2

3) Par changement de variable, calculons les intégrales 4, B, CetD :

* Pour l'intégrale A : Posons x =sin/, alors dx = cos(t)d! . Donc:

* Pourl'intégrale B : Posons x = sin’ 1, alors dx = Zsin{r}ms(f}dr .Donc:

o= [t o

— x
* Pourl'intégrale C : Posons 1 = tan-i, alors x = 2Arctan/ ety =

141

donc: C= J

SIn 'r 2

x

2:'.":‘ _ I!r dt

— [inlf’]ﬂ _~-|n3

* Pour l'intégrale D : Posonst = \,E alors x =1"et dx = 2rdr . Donc :

-

D=

l+1 J-:]+
']+J_ N

2
2tdr=2

24 4t

dt
bl +¢

La division euclidienne de 1’ + ¢ par t+1donne: 1’ +¢ = (F =1+ 2)(1+1)-

-

Par conséquent : _r
1

+ 1
dr =
1 +1

E=E+4ln
3

Et par suite :

:

[

\

3)

ST

¢ 2 :
- 2 r r-
"=t +2——|dt=| —=—+2t=-2 o+ =
\ r+!] [3 2 Inlf Il]

T

[ l . L i g
—| f 4+ —: - —
2[ zqm{Zr)Lr .
F
= 2sin(r)cos(r .
{) Urﬂ:J',’Edr:
sin )cns } ';
f
2”,.ﬂnade plussin x = 2 ;
|42 1 4¢3

polynome, Il faut appliquer une intégration par parties, et dériverF(.r) de fagon &

abaisser son degré.

* La méthode des ALP.ES est une méthode souvent fructueuse quand on est amené a intégrer par

parties.

| Principe : le choix de la fonction & (fonction a dériver) se fait selon 'ordre en allant de Avers S

| A L

{ o E A

: Arctanx | Inx , logx

Polynomes, x”

]

Exp(,r) . a

sinx , COSX,

fan.x

valeurs et ftelles queg(a) = a etqﬁ(ﬁj = b.Dans l'intégrale / : On remplaceapara, bpar ff,

xparg(r)etdxparg'(t)dt.Donc:

.

— e e e a2

1= ["7(#(0))¢'(1)a

Frwerwd ari Camr e
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* Pour effectuer le changement de variable x = ¢[f] dans l'intégrale / = I /(x)dx : On cherche deux
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= ._-_ ’ —_
Lt B :
- by il
-'-'|r .h-_‘_._ R
—— " i
s e RN
: i e -
ﬁ : - RT

!Bl GUTTE I'INTEGRALES l
II |

T-,..F:'r ﬁ'ECHquuESETKs' j.”

N

pnurtmlt nell: I/, = j“ x"e "y

On post
) Calculer Ietd,.
2) Trouver une relation récurrente entre Ietl,,
! 1
ut entier ne I'l : <1 <
3) Montrer que pour toute v L

n!
afinit une suite (H") en posant pour tout entiern : [, = hr-{thu"]

4)Ond
a) Trouver une relation récurrente entre n et u,,

expression de u, en fonction den .

b) Calculer#, puis en déduire I
1.4
5) Ea]culer.IIE [I +'|‘,‘* 2 e n!}

r
¢

| souurion |

1) Calcul de Ietl :

-fu=‘|:f"dt=[—-;3 ']”=1_E|

« Pour le calcul de /,, une intégration par parties donne: [, =

|
lll‘I L} = 5 *
2) Une intégration par parties sur [ .= I e Yy donne :

]

e . |

Lo =[‘x"-’e rl" +(n L]}qu* "de = (n+1)1, —:.llnu: (VneN) 1, :(;H—\]L ~
3)Onapourtout x &[0l et nell: e g™ &l it Xl Sye 5y

L iy vk

! |
Donc : I x"e'dx < j
/]

i

i
st e < [ x"dx ., Par suite, pourtoutn € N : ————= <1,
ke L I e(n+1) n+l

|
n'
4) On considére la suite (11, ) en posant pour tout entiern : I, =—(e—u,)

I ; _
a) On sait que pour toutn € 11, /,,, = (n+ 1)1, =—.Onen déduit alors que :

i
(n41)! n' | \ ”*l)t __{n)t
-—-E—._. EJ—.I’ I} (” 'i‘l)";:(f""'"")'_; r[_“il I:.‘I tlll’E -'T-_ rr-l o e "rl
|
D'ou : =i +
ot = TG

' I :
b) L'égalité 1, - -I_(.; ~ 1, ) donnel L ~(e~u, ). Par conséquent : u, = |
¢ e e

[-:n" - ]:‘ - Irl. etde=—e'+1—¢€

2
e
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Onapourtoutne M : 1, =, +——. En particulier

(n+1)!
|
=, +F
i s
vy = + T
|
u =N, +—
n!
1 I
Par sommation, on obtient pour toutn € [ i, =1+ Tt + Y +.0 ¥ 5
5) Calcul de lim 1+1+—l-+ +-I-)
) Calcu e im T Tieaa 1 |
; L .1 I L
Ona: lim|l4+=+—+...+—|=limu_=lm|1-—le
H=awX 'lr 2! ,rl [ B 4 = r!.
| |
D'aprés le résultat de 3), on a pour toutn € [: <] £—
e(n+1) n+1
: ; I 1 ,
Puisque lim =lim——=0,alors im/ =0 etenfin: limu, =¢
‘-"E(HH} nsr 4] a-sx

e L'intégrale étant un outil de calcul comme les autres, il n'est pas rare que des suites

H - ,-ll"
soient définies directement viades intégrales. |

wr’

L'étude des problemes classiques relatifs a I'étude des suites (majoration, minoration

monotonie, convergence) s'impose aussi pour les suites définies par des intégrales

3 - " - L " L
*On s'intéresse dans ce qui suit aux suites définies surl{ par: u = I f(x)dx

ou les fonctions f sont des fonctions continues sur le segment[u,h]

Plusieurs techniques a savoir pour I'étude de la suite 1, ) :

o Pourjustifier 'existence deu , il suffit de justifier que la fonction f est continue sur[n h]pnur

toutn € I¥. Ceci se fait généralement en une ou deux lignes.

o Pourétudier le signe dew_, on étudie le signe de /, surle segmcnt[m b]

- Sipourtoutx € [a;b], £ (x)20,alorsu_>0.

- Si pour tout x € [a;b], e (r) <0, alors u <0,

Bien sir, ces conditions sont des conditions suffisantes et pas nécessaires

o Pour étudier la monotonie de la suite(u, ), on utilise la linéarité de lintégrale et

on etudie le signe de la différence : Uy =l = r( fon(X)-71, (t)):b:

- =

=
D

——
—

Scanné avec CamScanner



-

¥_

- Si pour toutx € fn:bj v S (r)"f(x

I) 2 nralﬂl‘su
- Sipourtoutx € ;a;bj_ L‘I (I)-—f (r)g i o 4, : .]f.‘st croissante.
X vdiors i

U, <0.D' (u

Encore une fois, ces conditions sont des conditj )Eﬂ ecraissante.
0ns sufTi

o (x)

la forme -
on cherchera un « bon encadrement » de |

I5 # .
antes et pas nécessaires. Mais de toute

g (1') garde un signe constant sur[a: b].

.50 % W,

fagon, le casle plus fréquemment POSE est que

o Pour montrer un encadrement dey; de

:'Ifﬂnl:tiﬂnfs
{16 sui ur |a;b|, puis on utili
la propriete suivante : : [ ] puis on utilisera

SipourtoutneN, b, (x)< £ (x) < g, (x), alors; .r:fr,. (x)dx < _rf: (x)dx < rg (x)dx
o Pour établir une relation de récurrence entre u_etu . 2 Sn

oun ili iori
Wl =1 OUH,_ .5, on utilisera dans la majorité des
cas une integration par parties, l

}:ﬁ'Ul}H D'UNEFONCTION H",'i"[i’*ﬂj{ PARUNE INTEGRALR

1) Soit F la fonction définie sur]ﬂ:-'.~:r:[ par: F(x)= J":-E:—dr
S

Montrer que F est dérivable sur |0;+<c[ puis calculer F'(x) pourtoutx e J0;+=[.

| 1I) On considére la fonction f définie sur ]ﬂ:+c=:[ par : f(f]:r—l sit=let f(1)=1.
fint :
1) Montrer que f est continue 5ur]f];-:-:r:[,

2) Calculer lim j f(r)dr.

3) En déduire la valeur de la limite : him i
| vl 41 In¢
| SOLUTION |

) La fonction £ définje sur]fl; +fr,[ par g(t)= £ est continue sur cet intervalle. Elle admet donc une pri-
f

-

mitive G dérivable sur ]ﬂ; Hr[ De plus, les fonctions i et v définies sur]ﬂ; +-"3[P-“ ufx)=x E“'{"') =3
sontdérivables sur ][}; =Hr:[. On a donc pour tout x € ]ﬂ;w:[: F[,t} = {F[_t: ] - G[.r] =Go 1»{:] - Gnu{:]
Cela entraine |2 dérivabilité de la fonction F sur ]{J; +=c[. Pour tout x € ]{l: -Hr:[ :

i u
=1 =

g

P =(¢) 61(¢)- 6 (0) =2

.
) On considare la fonction / définie sur ]ﬁ:+"-”[ par: [(1)= Tt sir=let f(1)=1.
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~ TECHNIQUES ET ASTUCES

1) Montrons que J est continue sur]ﬂ:+u:[ i

La fonction 1 est continue sur les intervalles

][l:l[ et ]l;-l-m[ car c'est le quotient de deux fonctio

vables sur ces deux intervalles qui sont 1

ns dérj.
I=lett=1lns.
Reste 3 montrer|a continuité de f au pointl.0n a -
" e B=l_ .} =)
im 7 (r =IM—=lim-x— — 1=1=
e (1) ! tiny -ﬂrt'lnr e (1)

Par conséquent. la fonction [ est continue sur]ﬂ;-l-v:[ :

) Calewlonstim [ £(r)ar -

Puisque la fonction [ est continue sur]ﬂ: +T.[ '

alors elle admet une primitive F , continue et dérivable

- - r: -
sur cetintervalle. On adonc: lim I Ft)dr = lim
H—% ¥ 1

im(F ()= F(x))= F(1)-F(1)=0
3) La valeur de la limite lim | %

s~ s Ing°

PourtoutxeR" - {1}

1 :
: 14 . l1a fonctionr +— l—-est continue sur chaque segment d'extrémité r etx”.Cela
nt
provient du fait que si x > la]urs[:r;,t: le Jii+x[etsix<lalorsx*:x] J0;1[. On a done
r:-—i= f ,._f'{r}- 1 hic‘r: j’:_f{r}df-l-[rlnl]nrﬂ': = j {[r}:x‘r-&lnflnx:
= War rins, : " -~ 2

|=J' f(r)dt=In2
| In,t! '-
_ _ . F di
Par passage a la limite, on obtient: lim i In2
P —a - 1 nr

® Pour étudier la dérivabilité de la fonction F définie par I'expression : F (x)= J

" |
oS ()dr \“‘"’I

que les fonctions v et v sont deux fonctions dérivables sur un inte

On peut vérifier

rvalle T&: ¥ |
£ et 2 valeurs dans un intervalle / sur lequel la fonction [ est continue puis dériver la I
fonction F en utilisant la formule de dérivation des fonctions composées
Fo(x)=( [ (0)dr) =) £ (+(6)) =0 () £ (u()) |
-. SOMMES DE RIEMANN
i, 1) Calculer les limites suivantes :
‘ 1 kY - [k:r) . o~ n+k
=hm=Y | = ;L= lim=Y) cos| — S o e
l I. }Lrﬂﬂgllﬂj o "**,”; n | ‘.1-‘.“!'*4&
. Z) Calculer les limites suivantes : |
| . ; . ot k* )
| L = lim - ; L==.]l'3".n[“_:J
; 0 R iyt L o
T — ——— l_— - — —— — —
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- Considérons 12

l_H"
[} -'— =
goas
I < iz
r '“"ﬂ“l_ =
l#'-ll_-'_b B -""".r.‘l- o
5 ¥ 2 =
- e tion [ definie sur x par flri=cosl s
- RO -
rr'l-"'"{j +:-F"-"3 r
i .
. r = : - ; " J* =
im—Y cos| — |=lim =) fl—|=| flx)dr= | cos(zx)dx= —cmnlrx)
B e pe— - — 7 = =
' = il - J _d =
-‘H-a‘i_'tﬁ ;: **‘-F'L. - — r"._-' r i . | =
L |
w " ® - j+_
" R i "
Y = & % . |
- - - —_— ™ — o [J— ._.—n—l—r
r‘r |;‘r _— 'r" ———— i W - +__ e # = e 2
i L} . & - ' il _L—r. L & Prap—— r:
‘J.'.l-'—'.'." ...q.--'_*r - F E 4 - 3
L] = B
n
¥ ‘...f - - .--.- o - g |-E-- # - —_
(onsidirons 3 ionCDON j Gt oK ¥ e
w 1 .-|-,. - -
a - L e #] | =~ X ) - X ! X
1 ; " e i1 - o | ot — — T —" ‘_"__.._!
f_--'-ﬂ = S — d —_— — | il = 1 - it ' 1 i - 1 =
PR e ] - 3 # - T - T - § = T
- y - 1 L .
F ; o
— - _ = - -
" - - - L
\ EBprrwmite: |/ Arctan H—m{i+X i
¥ J'I ! - 3 i
- . L ] - &
l:r b B B
I I"-i- ?J-. i F""'__F-'_ e - o : T_‘,i ——
.II-L.H"_LL o 4 i L e P ] * 4 e sl F
- e » - s F
. i "_4'.-".I = - i =
v 4 12—
\ "
C2 reconnzls une somme de Riemann
1 PR 1 I—_,—'
T I, ] " b 3 - F — - -— :1
T s = - - { = o J = ~ i
RO X ey — 5T CONUNUE SUT e - J 1= 21 A ]
vi=2r vi= o1
-
- -'_ =
r".r. ] T
~pge L : Posonspourtout n e L = AP
n
¥
& l'r- F .=
‘ -
| On reconnalt une somme de Riemann

Er r

HmrTie i z )
x5 In(l - x jest continue sur

o
s
= |
[m]
et
"
[+4]
-
]
(1]
.
o
11
L=
=
A3
o
jllz‘
L8

...”"‘- '-:-'...m

I .-

1”.E

e

me| I‘.'IrlﬂﬂE'.'l:l'E'H'E &t continue sur :1_ ,on co

dgonc:

-
& ik

lim Inw, = I!n“

® we

jut :

f In{1+ x* )dr donne:

:ll'
*®
—l‘-l---
-
1
r'l
—1-
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e

Calculer les intégrales suivantes -

A = _[Lr(ﬂ +2) dr

-

A= f- )

i cx i Iy
A, = ; o= :
; "J2x +1 ] {?r+|]"'
ol :
A = _nJl."ﬁ xde ; A = L (x+ Z}J-t" b dx ey
A = J-" cx I I' h /
= : My = X
R Y R TP

Calculer les intégrales suivantes :

o =2 — . B ] I
B = [ xJx-Tdv ; B:_I:ﬁff;

3 X I s
B, = dr : B, =
e TS\ . j‘.r+ o
B;.: -4 el 2x

- ﬁ(xﬂ)

F"'t'EHt WEL3

Calculer les intégrales suivantes :

.

5 ® o " = [Tein? (9 v\t
C = L (EBSE—SlﬂlI'Jrh : Gy = j sin’ (2x ) el
r S Cosx
C} = IR 5”1.] X CO5 Iiix . C4 = ‘[I' ml"h
C,=[%c cos(2x)sin(3x)dr ; C, = L‘ tan (2.x)dx
=
C, = '-(mn X+ lanx r!: : I_r Lm"r
i .
2 g s(2.
C, = |*tan’ xdx Co = I" c:xxF ?] ~ v
v “ (2 +sin 2x)

L EXTRCICES DYAPPLICATION |

CEXHRCITY 04

Calculer les intégrales suivantes -

' ! . ,
D = '~—I~: 'ax ; D, = ‘[Iﬁinfzx,]ﬂ-"* * e
f !Efff ;D= _[I(Z' +3" )dr
I | !
D, = .(I+—f!4 Inx) |ele s D, = &
I- X }J Y tlng
- In. cdn) 1+
D, = | i) & - i - | { i
! r . % di
| +1Me" o2
D, = ‘—m— S 5 P j ft ”P )dx
tin"r .2 '

Calculer les intégrales suivantes :

- ‘.I-_.l1 - {i- Y

£ = - de - f_. = Jlfz—.t'_]i.*- ey
e 2
f‘] " l'.l’l.‘ '." . J- dr :
I x(1+Inx) “(3tanx+2)cos’ x
- '-._i”_‘-l' # i T - j*: .t;m X 3
. In(cos x) - In" (cosx)

clx

fa j | Arctan .r}:

he e

R R
I —_

¢ |
In x + —J'u'r .
"

e’ (sinx+ cos x)dy

L |r}' l“

W

7

dx

=5 1+ sin(2x)

On considere l'intéprale :

T
1) Montrer que pour tout x \‘I} :Ji

| L tan’ x
|+ sin(2x) (1+tan ,r}"

2) En déduire I;l valeur de I mn.gralu."
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/__—-—-_m cRERCICES F1 PROBLEMES 0
| B _ it el oS DN,

LINEARITE - RELATION DE CHASLES ! _BXERCICE 11
l ' g ! el
Soit f la fonction définie par: f(x) = - i
L E},mr 10 00 (.r"' +3x + 2)
on considere les intégrales:: 1) Déterminer les réelsa, b ,c,d ,a et [l tels que
A SR 3] -
) f COSY 4 ot J = ]‘: S| "t. ¥ pour tout .rE[I,3] :
I= }s cosx+sinx Teosxtsiny P c
i el = +
calculer [ +J et/ -J puls en déduire [ etJ Hie) fr+|;l \(-‘l.'+«"‘5]'1I (x+1)

: x+2

s x+2 x+1
On consideére les intégrales ( )
. X 2) On considere la suite a"lumérin:iu'i.‘{l‘«.r ] définie par:

I = F cos xdx s = L: sin' xdv
n n, = L f(x)dr
K = [T2sin® (x)cos™ (x)dx

: Calculern_en fonction de 77 puis montrer que:

] - I+J+K 13
1) Calculer: [ —=J iz:t | - [n[m]_i-l
2) a)- Calculer 2sin” (x)cos™ (x)en fonction de Biioes 8

sin® (2x) et cos(4x) INTEGRATION PAR PARTIES |

b)- Calculer K puis en déduire les valeurs de / etJ.
—C-Eﬁr@—d—
HEﬁEEE’g el : -
En utilisant la formule d'intégration par parties, calculer

Soit f la fonction numérigue sur = par: les intégrales suivantes :
1 ‘
f xl=z=——x+6 5] X < 3 A= _————h"\ B = | .TII'I xddx
' \ 9 ; |
e . f["l‘ =X+-— si x23 ! Y = [ M
:If-a..-- / k J 4 C= _I[_'-.'+J):' v D= L[-'Lt‘-l'}i' dv
“ Verifier que f est continue en 3 puis calcule 1 flx ].:h'. "
puis caicu er | . g ¥ - SRR
- : j F=1'x COS [:_r];h' - F= j. v x4 lde
EXERCICE 10 | .
— iy "
Calculer les intégrales suivantes : P 'f_l: _dv . H= J?,Tsin.rcus,rdt
iR i N Jx+5 :
= “3"- -bxldx ; B= j |_r - Tx+ I]ln‘.’r
: EXERCITS A3
k= Lllnllﬂﬁ g e r'f(lsin x|+ |cos v|)edv En utilisant la formule d'intégration par parties, calculer

les intégrales suivantes:

r

K = 3 B . g S T . £,
._rlr.‘ lldx ; L= L sin x|cos x|dx - I'g(:,__,l.: ~x)cosxdx ; J= L {3::-!-4]:05: xdx

4~ M=‘ |Jl:;lll h' 1| I(|r|+[r -Il "h K-:-[:x:sin[ln.t}dr 3 L:'J‘:ln:xdr

o merwead o e e
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En utilisant la formule d'intégration par parties, calcu-
ler les Intégrales suivantes :

1 T L § ®
p— I 1 ..ﬁ
I, = L‘ gy 3 /, = I‘, : 1?'Trfr
COs” x ~ 008" x
r
S LT &
y =) e sinxde ;] = | Arctan xdy
! ' e Xlnx
O R

S— 'I[IFI?)‘

w‘ 1LE 1l 'M

—.

Soit(u, }___h. la suite définle par: v = 'j,l i n(x)dv

1) En utilisant une intégration par parties, calculer

pour toutr € G —{~1! et pour tout a e 27 linté-

grale :

[ (a)= _[IIJ:' In(x)dx

2) Etudier la limite de la suite (1) ..

R

B e e ——

e i ™

On consideére la fonction numérique définie sur =

'l'z"

par: fx)=

e +1

1) Montrer que pour toutx & =
! (t‘l +x+1)
(1" t 1_:I-1

2) En utilisant la formule d'intégration parties, calcu-

f'(x)=-

i ¥
3 {1’* bt

T (e 1)
P Agigale: j_‘!:)'———"'—__

T e i g——

ler l'intégrale : [ = _[I In(x)ex

1)- En utilisant deux fois la formule d'intépration par
]

= 8 I
parties, montrer que ; I' e r.:i.}‘_-.[Zr)rﬂ - E

£

Z)- On considere les intégrales I et Frelles que

f = I' ¢’ cos’ (1)t e [ - I"I ¢ ' sin’ (¢)dt

fi
Caleuler 4 I et F = F puis en déduire les

valeurs des intégrales E et 17,

I XERCICES ET PROBLEMES w"\ ,

e,

NRRCCT 'I!?:)-——.-—_“
I
‘r:r - J:‘i t"\” “I[.f_.l,"

On pose pour toutn e [ :
1) Calculer /.

2) a) En utilisant une intégration par parties, montrer
que: (VYnell),(2n4+5)1 ={2n+2]f

b) En déduire les valeurs de / et /.

——— M -

—-{Mql.l':::]p;;r_?: jLd ’J}—__l——_h

| f !

l]Vt’*rIﬁL-rquL-;(_‘ﬂ e R )-—— =] - -
(£41)  d+l

2) Calculer l'intégrale ; [ = Ih—dr-——

i {t..'r i I}.

3) En utilisant une intégration par parties, calculer
ot Ao ) | xe
l'intégrale suivante :  J = I —_—x

(e +1)

- . ——

el TVRECICIIOND )_-——“
<2i%d A LS8 | Iy

-

B —

En utilisant une intégration par parties, déterminer le
1
I (x+a)e'dr=e¢
e —————

reelatel que :

. T e

En utilisant la formule d'intégration par parties. calcu-

ler les intégrales suivantes :

| = _.,:N{l e ]II]{\ e ]tf\' {ﬂ-l:t aE ]t:'f[}

T

b i _\ :

J ¢’ '-'.in[-:-“ )ch' r K . =y
™ vi+x
3 ; I :
L I“ cosxIn(l+ cos x)dy = [ —¢"dx
= Y

N r']'_]“ ; ‘] Iy

Jl_*.'l' -

i _—-.-.__.

il a1 PO " 3
_t\_‘-'l.-_"l' I 5 ,:i.'p)—-—_ﬂ
- e

- —— =

On pose : (\:f.r = ]H:'I“ I{v)= I.!.',.'\l'i:l:lll{;]fﬂ

‘“'.— J. "_'.:I ﬂ[n‘ \.‘l‘.i‘.'

1) En utilisant la formule d'intégration par parties,

exprimer [ ( v)en fonction de x.

2) Caleuler lim 7(x).

i . ‘

e e e
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ATFERATION PAR T ANGEMENT I VARVAM & l el G TR Fipthemn _

s o . DY AN s iinen oni faedeof ot ele o pusie Fied

VN el | 6 A

. b ¥, -
) " - = 3 T AL SR Y | ] ik | LY i
!-‘r'l lr:-Jl "-..1'*‘ II‘-‘ r\‘\\..“'ﬂ l.j.:l *1.‘\‘. 'f.lh.ipt v |1"~‘ '11111*" t' " l! ¢l ' '.f i |l

Jopter les A TSETATON VIVANT
% 1 b :

VL W e b et b e s Bapgeinipnd 1%

L] .111
T3 S v (P AR § var ol et pueeant v = 1 calonter Pl giale
T yeyy -l .
' ‘ b
Ty : i ' ‘ '-
- %A 4 .H‘..- \"""" "\ { ' i
[N j LR \ ) l \ | @ l’
= N\ ¥ w— T ——:qh)-—-——-—--——-——-
1 4 h'h\ I-Itl i_l‘"l.“'.".- Y
(e | G4SN ) 4 f I
. VY Vannier gue [Vie N { ” ] =
\ Y\ el is
. R e \
i | by . ‘I.\ : . ' . I
<1 ) Calomled Vinkterale  / ' Yii
Y - . . I Pl
~ TIERIEE D s R N AR
= ™ ‘--
o AR AT Jrosanl v valiowlen ) = J Jh
1|| l'..' ) e l (] ," |
qﬂ“‘ v r?}ﬁ
S— = e — b

W

& b % A
] | \ "
Montrer e [ X —
r_'-]-l;"-‘i""‘;_ ] 'Ii "l I"i
i B f e ({posetr: = tan—) B
> -0t x 3 : ‘*M\)"
ﬁ' i W R T "
-'!- -_ ] - . / ! . " 1 "f
- J-:\I U (poser ;A - ) Pour tout v e ] Ll*{.ﬂn pose ;. / |_1.'i ] , S
e . il g
| P l[ - ‘ ¥ - I t‘! " i *
. Calewler ey ) en lonction de s
i J _T___‘_" 1 tll‘r"‘!"t": . ‘i \ 1 'I \ [ ] ‘ ‘I L} [t ] ‘1[
. 2 Calendier i (o Jet lim i"'[ V) ‘
II - : l: r A o T v & | !
L] J \ ok e ] ¢h Li“‘i""'tir - ‘ 1
ar
Cr — T ii ¥ . i
* L T o —ix  (poser: x=[°) En utilisant Fintégration par changement de variahle,

n'a:-:[i--']

Calouler les integrales suivantes

. = |' v .": i a ’

| Yoser: v = =——g¢l 1 >0 J"'" _ . Tod
'\i'lll + 1 Lot X / " M Iy * ol J.' ,.'_l *l iy [
‘. r [ |.|
e s [ - - (poser: v = 1 =2) A h:l ¥ e ; i " }‘
: ' \Ilr{, N ""\r} + 5) Jl‘ o ” I It .I_"1|t ' l"t I re .}fh' "
-
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r{x)= ]
- \’I v
1) Calculler la dérivie sur ® dela Fonction

———

r:u—h}n[\L\r’ a-l)

2) En utilisant une intégration par changement de

variable, calculer f L x).

Pourtouta e R etme N’ on pose :

I.(a)= r\l'* el

k
1) Vérifier que pourtout/ e B - -1=1:1 :
r -1 1 1 [ )
o) 20t=1 141

2) En utilisant une intégration par changement de va-

-----
——

riable en posants = 1+ x*" _ calculer I,(a)en

fonctiondeneta.

! INTEGRATION ET ORDRE

On considére l'intégrale: [ = | — i

1) a) Montrerque: (¥

in
L}
&
—
—
|
—y
1
-
-
J—

b) En déduire que pourtout x ¢ [U. I] :

. X
i-x<e "_:1-.1'-'-—1-'

L J

2) a) Vérifier que pour toutx € [l}, l] -

4
X ) - !
l+x |+ x

| : 1 5 In2
! b) En déduire que : E£I£E+T

‘ Calculer: him Ih—‘ﬂ-— et hm IJ &
gall” #E -f: h_‘_‘.l Aebed A3 |+J;

LY II- L. |. \ s i 5 i 9
.'- N RiR "h'i X ﬂ " ECLM : h_.."l,.. BS m\
s . | '

“iitée e '."F_ et Fouane tonction continue

sur le SeRMmen)

ll.'l‘a.:l. On detinit 1a utltvl::_ ]‘” par: I ! {T]'

1+ m
Calonder lim w_,

,_—-—-.___

Wi considere la tonction F détinte sur =« par

|’|,".‘| clt

f . '
Vit g
1) Montrer que la tonction F est paire,

<) ) Montrer que pour tout ¥ « 2°, il existe

) lt;ftlts.-] que :

F(x) = s

\,'l ¢ 4 ['.

b) En déduire que :

F[t":l*&—l-

X

l‘fl t "-':‘ ] 0 -
puis en deduire lim F(x).

3) Caleuler #7( v) pour tout x € ¥

AIRES ET VOLUMES

T

—
—Q\‘Eﬁnﬁ & 1.:'.'__}—————_._——

Le plan est rapporte  un repére orthonorme.

Caleuler Iaire du domaine délimité par la courbe de

la fonction f définie par__f'[ v) = v Arctan 1, l'axe des

abscisses et les droites d'équations x = —let v = \E

Le plan est rapporté i un repére orthogonal (U;f ¥ )

avec ’ifﬂ - 2em et I; I = dem
Calculer Faire du domaine délimité par les courbes

des fonctions / et g définies :~1'|L||t'|:w:':.vt'T -l par :

x+1
-a - t ¥ 1—_
/(x) ol .t.{ ) ins
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al ol =1 & - L] . . e :r:.E
L r.!-i : o - .-4!:--1_»_-;.5F"E.l'.': e oe ¢ Ergedier fies N Tmrriel _
e T il CoMS = & . e el 5 = g e 11 -—l!' L
o= _ Tomr. 305 fis i3 eoTRTITE 3 1 =
l - ' - = - P [ T_.':-I---- L_*_ -
- :UE; | > T T Erirel 31,_.!_..&..
el ¥ gy ¥ S48 I ; < o b bl :'ir*‘r'i::f.‘:i! H
dp |3 IOEEE L . g FLE =
L'_:':ﬂ' == ""I'-.-"' =
1.; = e = -"f"f.-'.-:l:..! '1 FIGLAL e
dema AT L o LTS

- o p.q.rllr:l:rerf_ Lﬁ FT:.-_-"

-

1) Onposa: .."‘_=J::,-'_‘_ r)+1) dr ou

a) En utilisant une integratan

am - B — P -
[

que : (vpeN ) 2/, =€ =

b) Endéduireque: [, =& =/

2) Calculer le voiume du solice #nge

tion de la courbe @, de la fonction ©

IF i
fix=xll+inx)

: Fo: )
autnur de I'axe des ahscisses sur | L€

g Dl ra
On considére 13 fonction f définie Sur ¥ par:

f(x)=eJ1-¢' 5ix<0

Calculer hm u_ dans chacun des cas suvanis:

o=

Inx Inx ) y- _r r
f'[-l'_lrl—- + I s1 r>0) I " = i | i)
X 4 ¥ 1] B' :: nl.l"."'.{] ;__,} "J':I” lq—:
1 " =t # Bal % N
L_in_urh' dans un repére arthonorme. |
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it

' |.‘ (Ee e bt stov -0

I
|

“(v) i'{m \
! .

\

LA

e L1 I N |

L) Mloantey gue powr tout

:‘l‘t'l--ll ' \Hn{\ ba) oAl
<) a) Montrer gue f est contine en

B Montver que lan £ (V) = b et caloaler

hiam (v)

31 &) Budeer la derivabiliv de / en 0 s donne

e inlerparetation Revmetrigue an resultat

B Caliwder | (V) o tout v

vl Deesser be tableau de v arvations de

1) On considére la suite numé wuele ) détinie
. .
% " ]
Pour toutsr e M par: N ¢
. - .
b-a [k ~2n)

Calkculer la limite de 1a suite (w, )

| i ETUDE DES FONCTIONS

L ey, e —

1) Montrer que pour tout? « 31

(1) (o
Uir'l“_?ui:] [+¢' 3¢’ 344

<) Montrer que pour toutaz ¢ ®

w I '
A .‘tfi' = e ATCLAN 'tt ]
Jog u'i.l \f-l

| el L

h————-

W30 coln e Ly Ko doh e e Fodeinge s 2

) On considee La tlonction £ définie mu'll'l; T ] jpar ;

F(v) jl Lé Sine s

" 24 cOosy
A Montrer que I est dérivabile s I{];;rl,

) Lo atilisant ane Integration pag ”lil“Hl'lm-nt;lp

[
varbahle el en prosant s - in -, montrer (e :

o

(Vi |'|l_*¢‘”.|'t|]

C) Enutihisant les questions (1 ) et (2), montrer fue

rour tout v 'ﬂ, .'II :

{ [ \
1 .
. Lar . |4 tan® 2
FAX) = Ind b <= Arctan | —== v In . |
J3 NE o
34 tan’
\ A | 2)

) Enutihisant Lo continuité de F s montrer que

¢ 1+ sinwm N
du=In}+—

"2 cosm J3
H‘\.\ I .-,‘:'_.',"__'l_ :".'I_;_,)-————-———_m
SO0 tonction numenque definie le[l; t 'I[ par:
.fl'l.} g™

FLSOIEE  sa courbe représentative dans un repére

orthonorme (O,1, 7 ) avec : ":ﬂ ﬂ;n 2em.

Onpose: (Ve J0i1]) #£(x) j!"'“”'_,f'u}m

D) Montrer que s (Ve J0i1]) £'(x) = 2lnx
by Cateuler £ 1) pour tout v « ]l‘.l;ll.

D Pourtontar = 1, on note H[u]l'm ¢ du domaine

delimite par 1 courbe "7, Vaxe des abscisses et les

droites d'dgquations v = lety = o,

a) Montrer que
N(er) 'I'1l~f-l")} (en unité daire)

Y Calewlen H[u}ul hin & [:r]

il wEw
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On considere les intégrales suivantes :

[ = '[: ¢'cos’(x)de , J= E ¢" sin” (x)dr

- is dé iner lim u_. T
-u_en fonction de 71 puis déterminer lim «, K= I ¢ cos(2x)drx
] ]

1) En utilisant deux fois la formule d'intégration par

définie sur/ = {[};iw par : parties, calculer Ja valeur du K.
4

nmnsidéreln fonction f

0 2) Calculer [ +J et ] —.J puis en déduire les valeurs des
. sin X o
f(x)=—= intégrales [ et J.
) cos X * i = _ ‘
L 3) Ecrirecos® xetsin’ x en fonction decos(2x) puis
o vatégrale: K = [*——d o
On considére lint€S l cos’ x calculer la valeur de chacune des intégrales [ etJ
3 - en utilisant celle de I'intégrale K .

1) Montrer que - '[/-".'.JI = .r:l _{l{'r] - CDSJ Y COS X
= EXERCICE 5£

' .1*1 21 En déduire la valeur de K. 1 . o
} Pourtoutx = Ronpose: f(x)= L (1=1)(¢+3)e"dr

i

W s EXERTICE 50

: , 1) Calculer f (x)en fonction de x.
Soit f la fonction définie sur = par: f{x)=e "sinx
b > 2) Déterminer lim f(x).
1) Vérifierque:(vxe %) f"(x)+ 2/ (x)+ 2/ (x)=0 vt
citne . Calculer: a_ = fx)dx o i
J_' Soitme =" .Onpose: [(m)= | _¢ ‘ dx

e i

Calculer / (m) en fonction de m puis donner lim /(m).

LE, - :'l ] i
1) EaTmTEI‘Ilntegrale suivante: [ = j — X e
2) En utlisant une inréarns - L
utilisant une intégration par parties, calculer 1) Calculer I'intégrale suivante: i= w2]s 2"
lintégrale - = xsinx G ;
tégrale: - [ de 2) En utilisant une integration par parties, calculer

1
9 cOos5 X

| = IL-E_T In(!+:‘..-:")rit

I'intégrale :

En utili B
5 b 1'- : bl {Ji‘* E. ¥
*ntla formule de I'intégration par parties, une | = BEATE

ﬁunlusieurs fois, calcul I 'j'-L—-air
' t . - 3 I : % |n L FJ = -
g 'r ; uler les intégrales suivantes Pour toutn € | P T
| Bl -t e‘l"t& : X
3 , e o f
i J" (x +4I]Hn(-1)m’ 1) Calculer /.
L3 Ll - " " . E
- 2) En utilisant une intégration par parties, montrer gu

- '-II " )
J, ¥in f.‘r}d.t y fom j o Sil'l(.t')ifl‘ 1
L=f : pour tout 11 € N :

3x* Ascios
it - t“"{l‘}iir , I, = _r x* A x+ 3dx 3) En déduire les valeurs de/ et],. . b
h a ’ M— M

{1”.,,3},'_*1 - -.,E‘E[rr w1,

Scanné avec CamScanner



"I"'I‘-:;"lr'fll"_' Y

b

:il—{.‘] it ’1' }'—-—-————————.—
d LT i
U voneldpe |es iuh‘-mnh". :
/ | |!"i |‘ J i
- — K = ;
’ \J‘\ 2 J'l P, I e

DY Montver que ;7

+ 3=k

SY S0t £ la fonction numeés bgue definie *;I.u'lﬂ;l ];Hl' :
f ) h‘l(\ 1 -.,-'rt' ' '.-T]
a)- Caleuler £ v ) pour tout v« |”:l|
) En daduire 1a valeor de Vintégrale /
A a) Enoutilisant deus fois ba formmnle intépration par
K==

b)Y En dedubre les valenrs deJ et A

- i'\}-;mh r 'H

Soit A « ]n, l[ _

parties, montrer que

1) En utilisant une intégration par parties
I(4) J- In(1—+¢")di
lim 7(4)

{mﬂﬂ'@l——-—

Solta e =

s Calculer

Fintégrale

2) Déterminer 1a limite

00 considére les intéprales -

f { . } - it

j Jf va

1) Montrerque: F (x) In[.x 4 JI 4 @ ) In a

et (7 () J wF* o ot

2) En utilisant une Intégration par parties, exprimer

G, (x)en fonction de x

S WEFRCICR 6100

= —

Calculer les intégrales suivantes ;

L4

v i 1= [sin(20)cos(Sx)dy

a8 I‘" 14 cosx
I, ﬂ‘hl] - [, = L: ﬁirl‘{;r}rfr

l = I“:{l"+”CUE:{I}hin{I]n’: e ] = L"‘,tl_ &

c*'ﬁ.n:tun(;* ' )u‘r

E -j'f{xcm_rd-sinx}dr ; ji,iun{.t}dr

- ———

| —— 34 5.-__--_ﬂ_-é"i'?'.-l'.f”:l'ﬂ.1'f}|'.'§.' t.r—.*ﬁf-rrm\

ﬂ;-ﬁ: L ¥ ::A-TN
i —— .

Pour tout ne I, on pose

T

A = L? e “sin(x)de et B = I e cn'-;l'.r_]djr

1) Caleuler A et 1},

2) En utilisant Ia farmule d'intégration par parties

-

H(I"",H_.—_[-?

montrer que : /A

bnll, =1 et

) a) Endéduire A et I en fonction den .

h) Déterminer im A et lim B

L R

——
fl'{'lr‘|rq;1 }“
T —

Pour tout n e [ on pose ;

= [ -

__I ju“ s ’]' ["rt.'-"f

1) Montrerque: YneN, v . =u -

Z) Endéduireque: Ynell. u

——— i } .
-l—<- ‘_*T‘"'-L- bi- )m

r olf

(1-7°)

Pour toutn € [ on pose: [ =

1) Calculer /.

2) a) En utilisant la formule d'intégration par parties,

calculer I, — I _en fonction de [_etn.

b) En déduire 7, et /,.

e —
_QI .#,:H

En utilisant I'intégration par changement de vanable,
calculer les intéprales suivantes :

1) / _[

2) J= J'

. cos(2x).cosx

=r i 1
——d! avec (H=I*'J

(I” )Jl+r I

STES

dv avec (f=cos 2x)

3) K= i =dr avec (I‘S'“ x)

. Lm.{ ]J:?Thm

~cos(Inr)

1) f.=‘[.———r—-—

de avec (x=Inr)

R
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-
T = = =. -

r" e -m".{-"":“““.':i?":t'.ﬂf“-"'“-’:”?‘-H.H‘:’E;

————————————

- wLGICHR o } —
I yes .l-."-.-_.

pour mut[u:.t‘]f 2 on pose ; f |: } I J[ I_.'_m

qnt lintégration par changement de varia-

On considipe Jo Intéprales suivantes .

|
jlf.ﬁltmu[r}rﬁ et J-= I' ”EE [irl.r_"_}m

N P

1) En utilisant une intépration par parties, ealeuler [,

1) En utilis

’ ¢’ .
ble gulvant 11 = I—“"+ c*'- ccaleuler /) ( \ )I-u [one-

tion deael.t. o _
2) Montrer que: .Ii'm' I (x) 21"(\;1 — +Jt)

, S
Z) Montrer que s J = I'] : = fmrclunr}cﬁ

l+¢

3) En déduire 1a valeur de 'intégrale J |

@M

En utilisant une intégration par chanpgement de varia-

]H:[ .Pour tout x ¢ = on pose

1) Soita €k ’
ble et en posantr - = x, calculer les intégrales :

] o [ S——
] {1} ~ J' & Jf +a et
a 1 ]
En utilisant l'integration par changement de varia-

[t + a, Montrer que ;

L 3

L = "In(l + tan x ) dr

i

ble et en pns:lnl‘. =

by e f,(-"}"is_[tl‘i”} (l"_-l -1 2ax + 8ar )—HH*]

-
-

L = ”* (L‘fhl flr;l +sin’ flr]_] In{1+ tan x)dx

—Q‘UIRHEED———.

Soitne M et @ e =" . On pose :

I (a)= J-“-'—‘

¥ r:
9) Calculer l'intégrale : J{x) = PR E—F
} - J _fr '\,-'If +14 x-'ful' + 4

cos” (at ) !
!

1) Soit f la fonction définie sur / = |'I_: *'r[ par : cos” (nr)+sin '["”}

Calculer I_( e ) et vérifier qu'elle est indépendante de ..

1) Soit / une fonction continue sur le segmen:[a:fr].

e /(1) :-(f

\,.I"

Montrer que f reailzu une bijection de [ sur / puis

définir sa fonction réciproque /

- raue: [ f(x)dc= [ f(a+b-x)d
ZJEDitﬂlafnm:titmr-;ur:h'-hniujl:vr[;mr; Montrer que .[."r“]“ -‘:f[a I}ct‘

{.::'lr.r_]-J- Jﬁi

En utilisant yne intégration par changement de

2) En déduire la valeur de I'intégrale :

I = [ (Veost —eint )dr

ik

«. EXERCICR 74 .

Soit f une fonction continue sur un intervalle /.

variable en posant i = f{,'_] , calculer ¢ x)

0 s I = casx
N considére | Intégrale: [ = f ' —— v

= Montrer que pour tout (a; b)) & I*:
| + ¢

_[ f(x)dv= {huu'_]‘[jf[nw (h—u_}r)df

] - i
) En utilisant Je changement de variablet = —x,

r Ly}
. - ¢ cost T T
montrer gue - - j’:r I — EXERCICNTS
~ |+
o4
¥ -
y , Losx sin x
¢) En déduire JE Calculer : elx + d
duire que: [ = —— r 2 ‘
9 r §in° x ' cos” x
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M RARRLICES ETPROBIEMES
.~ e \-}_'_‘h ""'ﬁj'lié'm'u TR
i : S R———
Montrer que ! J“i 1.“5[_,‘.1]"[ l-:'l]:h' 0 On consldére Vintéprale I définge par:
\ (RIS

L e e,

—~. Gl 7 3\
) o

- = e

Solt / une fonction continue sur'™ 1elle que

BAeR)(VaeR) [* f(r)r - 2

Montrer que la fonction 1 estimpaire,

Soit / une fonction continue mr[ u;u] (oaeR*),
1) Montrer que ¢ I S (1) - -[{ fE) 4 f (1))l

2) En déduire les implications suivantes :

a)-Si f estimpaire alors J'_"“f{r]n’r =)

b)- Si f est paire alors I S(r)dt =2 IIJ f(1)et
o i Iy

ﬂ-hf_riil',h 7 ':'r’-)__——_.___

Soit f une fonction impaire et continue sur® et nun
entier naturel.

1) Montrer que : I S (x)cos(nx)edv =0
2) Montrer que ;

J-'f{_.t}hin{ut]dl: = E-LE S (x)sin(nx)dx

J— S

—{..Hr_r-.._.y CLOL 0 D mm— — -

Soita e ]U; I[ L ]I; +»:,[ :
1) Montrer que si / et continue l:ur[---r:;ult.-t paire,

I-* S/ (x)

ur .|,|

alors:

dx = L S (x)dx

2) En déduire la valeur de ;

= —

el 0T O

i elv
’["'(.rT t l](t" | IﬁJ

Soit / une fonction continue sur le segment [u: h]telle

pour tout x € [u:b] . fla+b-x)= f(x)

Montrer alors que @

J? xf (x)dx =

‘I

] e

—tly

| (.r' bty [)2 b e
f ‘[' il ' I'-l

En utilisant le chanpgement v - I montrer que -

- j. _(_f_‘_l x4 l)" e 4l

i o — n’t‘
! ¢ +1

puls en déduire Tavaleur de /|
_"—-.__‘_"h
L UG 1 e

- e - |
VIER" )I-18—c¢
{ ] I+l'_|

1) a) Montrer que :

b) En déduire que pour tout x e 2

X
E -
¥-—sIn(l+x)sx

il

2) En déduire alors un encadrement de I'intégrale

{ = J'.: In(l + X )fh‘ a 10" prés.

—— e e

-—1,‘_ LF, .'_T.E.':-I.T.. 34 }“—m
- 543

Soit [ ®*

—» % une bijection et g sa bijection récip-
roque. On suppose que f et g sont continues sur % .

1) Montrer que pour toutx e 2

.

Jy £ (e)dts [ g (r)de = a7 (x)

2) En déduire la valeur de F{,‘r] = r Arctant dr
Q

(Les questions suivantes sont indépendantes)
1) Enutilisant une intégration par parties, calculer

Ty ! x’
I'intégrale suivante : | = I NE— ("

'(I +.t:]:

) Calculer I'intépgrale suivante :

- | ¥
e J. dv (on pourra poser: [ = tan =)
¢ J+cosx 2

i

| . SR .

3) Calculer la limite suivante :  Iim _"-._Z"'T
il | b=l

e - _ 3 | i
4) Calculer l'intégrale: K = L sin” x.cos' xdv

_4
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ﬁl i'ﬂﬂl:ilifﬂ:f:'ia_f?‘l’"«if{*J:i_ﬂ.‘.‘ gL

J.’:_'_{_-_,l i e, M
e .- e .

B —

-
——
— . e
Th ey -
! ! ™ LY W |
. L

Soit f L2 deux fonctions continues 'iul'[ﬁ“f?]

1) Justifier que pourtout / e # .

L (ijr) +;_r{.rJ)J ee 2 ()
2) En dédujre que ;

On considére Ia suin.-(un )ih’*l‘]nln par: u = L_'L
2n + |

On pose pour toutn & N: S, =u+u +.. 44

I il
1) Calculer l'intégrale : Iﬂ v dx

14 (=1)" 72

trerque: 8§ = - / b : -
2) Montrer q _[;, 2o & “_H-rjg(:)d: SJJ'Ff’(:]dr:JI e
3) Montrer que : (VvneN)S, - g =(~1) .[1 !.r"“-ﬁ dx 3) Montrer les inégalités suivantes :
1+ x°

SIn x T4+ 2
jI e =

puis calculer lim §, . Y i

e mmﬁ.ﬁ { 1I I %
d EI:.I‘ ) l | : h':' (‘L € fff)‘( J': e 2 fh'J 2 I
F | tﬂut”EII-n" FDSE: " | f ! ; & I i F &

Calculer /.
1) Calculer (7xe[0:1]) 0< f(x)<In2

2) Montrer que : (‘D‘HE H') l.=I =

nel e .
:ﬁ-; (”"" I]!.Z On pose: A= Ii"””fft‘ et B= J' e "
L8 3) n dédui (VneN)Je=Y | |
n deduire que : ne i e = + [/
. q et Joy b T Montrerque: 1< 4B<2 et ﬂiifzi
g J—— B
4) a)- Montrer qu'il existe 4 = =" tel que : el SXTRCITE "”)—-————————-
~SXERCICE 9t .
(v” E “') 0<] < A Soit f une fonction continue 5ur[{'-'; [J et verifiant :
. |
| .[. S (t)dr = 0. En utilisant la fonction o définie par:
b)- En déduire la valeur de la limite : lim Z ;
gy kL2’ f,?(_l‘} =g [‘ _I'{f}tff
‘ :—H Montrer que: (3ce|0:[) | £(¢)dr = f(c)
On considére la suite numérique (u, ) . définie par : _(.- j____h_[__ jo:| I‘ [
. -;1;'}————_——_—
- _Tsinx
(v” €N ) Hy ™ ”I " clx Soit f/ une fonction non constante et dérivable sur[ﬂ:l]
1) En utilisant upe intégration par parties, montrer telle qun:f[ﬂ} = (). On considére la fonction g définie
que: (Vn> 2)u, = —”—rsin I+ _r II:"ﬁljr rﬂ'J b SO I}.[I S(¢)dt
" on-| & i -
k / 1) Montrer qu'il existe a € ]ﬂ,l[ tel que : _;-."{ﬂ’) =
2) a). 'r COS X T (X
)2)- Montrer que ; {Vﬂ 2 2) fﬁ'[ = I IR 2) En appliquant le théoréme de Rolle a la fonction /
b) _— définie 5ur[ﬂ:n'] par:
“En déduire que : | - ch) =) '
LS. .[n " h(x)= _J.n S(x)de+(1-x) f(x)
c)-M A T = " .
ﬂl’l[l’EI’j]UE ' J!T‘ flfﬂ — 5]“] | - hlﬂn[rﬂr que: {311‘ EJ{L I[} f ("l‘" } - :f {'rf_}

e e e
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EXERCICES ET.PROB. CEMEGEE

On considere la suite numérique (i, )

.+ Uéfinie par :
. | __r'
{_\:a"n e [l )ur,r = L ¢ " dv
i

1) Vérifier que : ('tfx E[ﬂ;l]) e"<e " =<1

2) En déduire que la suite (1, )ﬂ - est convergente

et déterminer sa limite.

3) Montrer que pour tout n « 11° Al existe un rée

€, E[l},l]tel que: ¢ =—pnln ",

. EXERCICY 93

e iy ™

-

On considére la fonction numerique f définie par -

f(x )--IJI—: st xz0 et J(0)=1

1) Déterminer D, le domaine de définition de f.
2) Montrer que la fonction f est paire.

3) a) Montrer que pour tout x = = -

— <[ 2L .,
Vi+x® "1+

b) Montrer que [ estcontinue et dérivable 3 droite

en zéro,

4) a) Vérifier que : ("-i".lf w [|,+:r.“ J I = \:,
| +1° J
b) En déduire lim /(x).

o

5) Etudier les variations de f puis tracer sa courbe ¢

EARRCICE 94

e T L R

On considére la suite numérique (1, )., définie par :
T _L x(Inx)" dx

1) Montrer que (uﬂ }MI est positive et décroissante,

2) Montrer que : [";fn el !'] 2u,,, +(n+1)u, =¢

f & A

r 3) Montrer que : (Vn e I-I') TR e
! "+ n+|

puls en déduire la limite de la suite (1, oL

EMERCICE 95 =

a— - i

r22( 43 !

——endy
P 1+2
1) Etudier les variations de la fonction ¢ définie gy,

Pourtoutne " onpose: n_ =

2r+3

[

[I‘];?.} par : r,.a{rj =

3 (2 ) T8 2 A
3N e ~l|2u <—n|e" -1
2 )
\ J
b) Montrer que si la suite (1, ). converge alors
. - 13 i ] ?
sa limite f vérifie - 3 <
2
, - 2t+3 ]
3) a) Vérifier que - (Y1 e [H.E]J — e
r+2 1+2
et en déduire la valeur de - [ = J- i
¢ r+32

b) Montrer que: (wne N I su <e"]

¢) En déduire que (1 )_... converge en précisant

sa limite

i AR
On pose pour toutn e ' - N = J dt

"l +1+n

1) Déterminer la monotonie de Ia suite(u, ) puis

montrerque: (VeneM)u 20

2) Montrer que lim u, =1,

)

3) On considére Jes fonctions /et ¢ définies sur[ﬂ'i]]

] X E—l
__‘t' . — —
g

—_

a) Etudier les variations de la fonction f .

par: f(x)=¢" +x—1 et g(x)=

b) En déduire le sens de variation de gﬁur[ﬁ, 1]-
¢) Montrer que :

[“J’xc[ﬂ;l]} l-xSe* <1-x+

% |

d) En déduire un encadrement du e _ p-:iu_l‘ii{ill |
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i | 1I 1
TLLL TULLRE i
1 t|i"t ll“-‘ r
o} Ajon s ' ‘
| 2) T R0 1)
e I lona!
: aquel onad
i TRy ¢ N A partin dug
ll" |
-..r'lrrmlm =
’] r [r ”. ”“ L Il

| définte par:

et T ; _.""“
Mﬂﬂ"’l‘r q“"{”. ]'. ' "N { ¢ ss

1 |
l tout v ¢ [['I. ]} :

Mt 4+ |

[ — -hl =
Ivne N
b fn dedutre que:: [ i | mtl In+ 2

(0 )

puis pn'}nnrrl.l limite de

W
o el |

{, = | —pu—C

I. - -
— Pour toutm € ;100 pase . : N WY

) ; setion i ded
e 1)a) Calculer la dénvee de la Tonction

Talls i1_H
u(r) hl(f TR ]
b) Caleuler les intégrales [, et /

2) Déterminer la monotonie de 1a uite(/_ )

) Montrerque: (Yne [1) 1, ¢/ [f w14t a

%) En utilisant la formule d'intégration par parties,
montrerque: (n+ 2)/ ,, +(n v 1)1, J2
3) En déduire que pour tout g« [
(2n 4 .., s J2 - (2m4 3)1,

b) Mantre
ntrer que |y suite (nl | ) converge en precisant
“alimite,

il i

d L
RS fT|'r| % = s
© la suite numérique (/. }lh'-l'lnlp —

N Lo II "*'Jl_. x d
'_h—___

et TNERCKCEI003

1) On considere la tonction 2 défime su

1Y Montrer que pour toul v ’H, - &

1) Cadewler 1 et 1, !
ol 1
2) B utilisant e hangement ! sl

N
que s (Ve M)/ ':'T' % ¢ |
1) a) Mantrer gque
(Vne M) (2n )1, =2(n ),

) L déduire par e grrence que .

a2 -'{”r].'{,; v 1)

I I",IFI [} i ] f1 ' -1‘!’ . :i"
' " § I
4) ) Déterminer les ceels a, b et ¢ tels que pout tou
) -'" I
- - — ' -
i 1 ] ir . |
ve [0 53 R A

|
. e
b En déduire la valeur d [ oy \

5) On pose pour tout 7«

/ '-1 vt ‘.."1 et N :‘__[ 1)y /,
‘ ' | + o "

. s il w7
4) En utilisant le changement? = ] - x, caleuler./,

e o - .l - |' s ——
Y Montrenr gue l". - ) S :
el en dedure him J

¢) Montrer que AL M) S

dY En déduire la hmite de La suite (S, )

Psin g
', ~ et
e

(In pose /

I f

- i |1.1I' ;
¥ |
]

= SIS

F(v) l

< !

JdrLetla jonction (- deéfinle sur

““] J-Ilmniu{ -.'_r]”_r

f |
!H;\)p.n: oy

G(x)= F(r)- ¥
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2) Montr .
€ que: :Zul +R
& =
avec: p _ (1" sin(xr)
o i P
3) Mnntrer Jque Pour toutr = | 0 l . f—-i]ll_{:f_l < "
=1 <2
L 2] 1~

e

4) Montrer que: J = lim i"

o) Déterminer une valeur approchée de ; a 10 - pras.

considére la fonction numeérique F définie sur

Ff.rj= [‘ - -

& T

13 14,3

En utilisant le théoréme de la moyenne, calculer les

limites suivantes : |im Flx) et lim F(x)

s T

{I::"?:ﬁr ':_rh)\_

1) En utilisant une intégration P

ar changement de va-

riable, calculer I'intégrale : (poser I = Arctanu )

s 2df & IVJT .rT"_
I = . — Ou re| —:—
-jsmfoj[tanf—l_} L3 2|

~ I
2) Soitx & :’E,;EfL_ On considére la fonction v définje
372
L.

| —tanrs
L=

8 rﬂ' % '
sur[%:r]par: ("'TIE E:I]J 'I,.I"ff:,r:—.-.__
b 4
3

a) Calculer v’ffj pour tout f & [_;I:l _

L
LSS

but de cet EXErcice pgy tln

Monty
nombre T(cest-A-dire . ) 0 ray
dire: 7 o Q Phaligg ,
1) Soit(u, June Suite

Montrer que la syjte (1

_ 1elsey
si elle est stationnaire {t‘est-d]re il s
‘He

tel que pPour tout 7 > N.ou = u,)
" \
2) Fnur[u:h;n} e(N" :|:| . 0N pose -

|

f:{'TJ=;-T"'[':‘-‘~"'fJJF et |

g ¥ 1T

. pour :uu:l:ﬂ:ﬁ".n]el:.'? i

| Y

SSives prennens enl e 2
b

a) Montrer que

Ses dérivées sycce
des valeurs en tieres (valeurs dansZ),
b) Montrer que,. pour(a.b) e tf‘x{' Vi tim1 ={
a L]
30 : - 13 B w ) .
3) n:-:uppquuv (:[ﬂ'.. ﬁil.t } -T"-I*
&

a) Avec les notations de 2) a), montrer que pour

outme N° : | &7

v b

b) En utilisant le résultat de la questionl), dédurt
une contradiction.

et ERTICE 108

Lhonulll | W
i , . . segment
Soit £ et g deux fonctions continues sur un segF

[Hl"‘]t{'“t‘ﬂ que :
B { V! e [u: e’*]} g(r)20.

(30 € R°) (v e [asb]) | (0] < M-

'L lij
y | sl
1) Montrer que : |£ S [r]g{l‘]iﬂlf s J

2) Montrer que : (el

~ e
3c e [aib)) J'“_.‘{r]g[f}l:ff J L

T

Scanné avec CamScanner



-.-“_

1) Caleuler les intégrales suivantes :

r+i 5 —de? 47
R

["” s PREPARER AUX DEVOIRS !

ler les intégrales suivantes :

1) Calcu ; )
= =3) e i D= [t -2e-3far L= [ (14 fes2fa -2 de s 1, = [ Z e
“N3-x
9 | | J ? 2x . Sin x ss e
[ lx=—+=—=]: I, = | ———dkx AR N
."1 j‘[t X J; I'\/.T‘i*z ) :'\’rg:i:n&rdr i J". l‘l]__-f]p :d‘t
0 a2 .- : B : ox J .
- / “".[._-{-""'I)J‘; HEETR " tan’ x I, = J;ﬁinff'z.rJt:ﬂaf:'*.rJdr r = Is]f:.*

2) En utilisant la formule d’intégration par parties,

. | ], = j'hﬁf:‘s.l'l-lr-t""dr g _[:['2' +37" )dr

2) En utilisant la formule d’intégration par parties,

calculer les intégrales suivantes :

calculer les intégrales suivantes :

" :I skasinel)y 5 7 =J._-:.I_E.r—l']cn5:.rdr

cDs X

= 1 | 2
v} b o s c y " ol o
J = I _‘fi-i-:l'rfh- : J: - .[ rl + ¢ :l : 5= .l: €sin xrcos xdv ' JJ = 1. x“e dx
o | e In e o . <
N jnln(“v".r + |J““' il = f —r;“'l' J.o=|'xsin(2x)dx ; J, = | € sinxdr
w | '\-IT: a =
i 3 . - - ' b
v J, = J-__.rln: de : J = j i J, = 2\'~'~in.rcos‘-:;d‘r : Jo=| x(lnx) ax

-
—

(x*+1) " 1ee)

3) On considére les intégrales suivantes:

In x T
j——ﬁdt - ] — { xsin—dfx = Z F fa X
(x+1) - . I=|*In(l+1anr)dr et J = |_‘In|sin]:-r|'lzfr
- L i L] J J
I‘\.. W L

3) Soit £ une fonction numérique continue m:r[”: |].

On note M = Mar f(l.]: . Montrer que : = __I"' In(coss)dr

n—[n |]

a) Ecrire I'intégrale / en fonction de J et K.

ey a7 1)) = 20

4) Soit f :[H;]] = E une fonction dérivable et de

b) Montrerque: J =K

¢) Calculer I'intégrale [ .

. H(1-2x)
4) On pose pourtoutne " : [, =— |- dx

dérivée continue. A I'aide d'une intégration par
~= Jo "
Z" % {i=x}

parties, montrer que : lim .*;r_[r.r"f(r]n‘fr = f(1)
Pt [ a) Calculer /,.

b) En utilisant une integration par parties, montrer
-1 -+l
/

5) Soit o - [0
) Soitg : [ﬂ. *PT[ — [ continue telle que, pour tout

YERL 0sg(x)< [(g(r)ar

Montrer que g est identiquement nulle.

que : {F’!IE :*"_) by ® 2™ (n+2) g

n+2
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K l‘ﬂ'-: ‘[Etmn{.t}}q dv el .TF(H}= gﬁ_{ﬂr}

() Montrer que pour toutnn € N :
]

u{l:mrr}

| —ex

fanxy
!
\s 7 B ‘
an x

. = | ——gdy
7) En déduire que. ..h.r.“. S.(a) I | ~ tan x

[an.x /
rI[ﬂ ——-"—I‘. ¥

On pose | = tan x

. o W |
FnurtuutnE N',on pose: S. ZI e
1) Soit MeR,.
! .
2) Montrer que pour tout # € &= 1HE

1 | -1

|
- 4 - -
([—-n}(l-l—u:) 2(1-u) 2 1+

b) En utilisant le ch
calculer A(@) en fonction detana eta.

¢) Calculer la limite lim Al a )et en déduire que :

- = -1l. u ‘-'I o
A\ | 4

e / [EﬂEJDiF} Ala)> M+

d) Montrer que :
(3m, e N)(Vn 2 n,

Z) Montrer que :

), IS, (B)-A(B) <]

=%

(*a’n E H')[b’u € }[};i}l J

| =

S 25 1a)

3) Déduire de ce qui précéde que: lim S, =+

C DEVOIN S

T T

Pour toutn e N* eta e X', on pose :

fﬂ {a] = J‘:c'“' In[n+.r}r£r
1) Etablir I'encadrement :

(vxe R:}(\fne H'] Inn<in(n+x)sing +.-l1-

) Trouver alors un encadrement de / {ﬂ}

i) Montrer que la fonctlon a fﬂ {a} est croissante

- surs”,

—

angement de variablew = tan .y

= —_ = -

EXERCICES ERPROBLEMES

Etcnﬂémj'ﬂﬂﬂ
1) Soit /i 1a fonction numérique définie sur X" par:

h(x)=x=Inx

Montrer que : ("u’.r eR’ ) h(x)z1
2) On considére 1a fonction f définie sur X" par:
S(0)=0 et f(x)= =

a) Montrer que la fonction f est continue sur R”.

s1 x>0

b) La fonction / est-elle dérivable a droiteen 07

Deuxi¢me Partie :

Soit I la fonction numérique définie sur X’ par:
F(x)= I: S(r)di

1) a) Montrer que F est dérivable sur R°.
b) Montrer que F; (0) =0 et que:

In2-Inx

[‘v’,r eR') F'(x)= H(2x) A (%)

Vérif n2= 2
2)a)Venlierque: In= = -—
) a) q =

b) Montrer que pour tout X € [I;+:r:[ -

In(2x)

x=Inx

0<F(x)-In2<

¢) En déduire la limite :

lim F(x)
(1
3) a) Montrer que: F [?] <In2

k. |
b) Montrer que : Ldu E[;;I]]i F(”)=

4) a) Dresser le tableau de variations de F .
b) Tracer la courbe ‘¢, de F dans un repére ortho-
normé (On admet que : F[l} = ﬂ,'?t:lF['E) =11)

5) On considere la fonction G définie sur[l;-ﬂc[ par:

{J(T} "‘ ."1“|:H'
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Fuis en deduire les variations de 7

Moetrer gue . \Tr21) Gtr'!:iln:[::l

Pis en déduire im Gix).

P

H|=[-._:-_"'.::
T i=Ins
1) 3%
f=lnr

Ll -
o) Montrer que 1a suite| w_)

esi oolssante

- En . - | |
<) En déduire que 13 saite(u, )  estconvergente

€lque sa limite f vérifie: /e (2
¥ -

# r =
<) On considére La suite numengue(v, )  définie par-
- . LR '.I . =

‘- = '-‘--_-_r i

= b 4
a) Calculer | o e | o D3
J Cuter | —— |af puls montrer que :
]

\n=2S) v >nm

L] - '
b) En déduire la limite de la suite v |

Premidre Parvie -

On considére la fonction f définie sur = par:
- Arctanx
S(0)=1 et f(x)= si x=0
X

=

1) Montrer que f est paire et continue sur = .
Z) a) Montrer que pour toutxe X' -
¥ X

X=—— < AICtan x < x — — 4+ —
3 5

b) En déduire que la fonction f est dérivable en
Oetque /'(0)=0.
c) Calculer f*(x) pour toutx e 3",

3) En utilisant une intégration par partie, montrer

que: (‘E”.IER'_) '[:(l-:;:]

—-dt = -% x* f'(x)

4) Tracer la courbe ¥ _ de S dans un repére i

Deuxiéme Parsie

On considére la fonction F Céfinie yur 3 par -

.

rmé n'ﬂ:l-'_l = lfi = 2em,

F{U}=: et F{;}:I:J:f{_fjdf 'il'..;!'#'l';

1) Montrer que F est palre et continue sur §
2)Montrerque: (vre R)fx)= F(z)<i

3) Montrerque:(vxe R ) F'( Lk y
2" )F'(x) I[,f{:J-Ff.;”

‘1: 1 "'nl- - -
¥/ 3, Wontrer que la fonction F est dérivable en g

puis calculer F°(0).

='1|' Ly F':.'-I o e e
o E-l‘...... W5 Vanations de [ifﬂﬂﬂtﬂﬂF.

*

<) Montrer que pour tout x & Tt <] -
AT L-

Inx

—
a

X

]

flr)gr<

=1

I
D <€ =
I

Yoy
v |

Puils en déduire Iim Flx).
On considére la suite numerigue|u, ) définie par:

i, =1 et u =Fu, ) pourtout ne N

1 B 15 e - r
l-_‘ll -a‘ v el -r i hue { L] f E p1- I U 5 T‘l 5 l
i

b) Montrer que: (Vx e R* ) [F'(x) s l{l'.ﬂr_‘ )
= .

c) Montrer que pour toutx e R :

rr dt

1 :
—|l=-f(x))=— -
.I I" - ]__r'

Puis en déduire que: (vxe R ) (F'(x) '5-‘;

2) Montrer que I'équation F(x)=x admetune

solution unique o dans I'intervalle ]‘J: l].

3)a) Montrerque: (YneN) lu,, -a;i"%;ﬂ, -a

b) En déduire que la suite (u, ) est convergente et

determiner sa limite.

— e
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| SEREFARER AUN KX AME Ny '

1 - e = _—
b =

I.! i uuﬁi.'i‘"ll‘ Iy fonnne Loy LITIRTAL |1|"|.'|

——
I.. 'h:!'“"ll'l 1T

Ili]—l..

\
1 Cabouler les Himites e 1o long Hon £ gy o s I
i

R

coont domatine de datinttion.

A Prdier Tes variations de s fongtiog ¥

Sl lacoutbe representative de £ dan. W tepiy
L] .1

arthonarime | O, (/).
3Y ) Frudier les branches infinies e

la ETITY IO A
Y Tracer ba courbe '

)] :h-li[ll,}l.: sulte detinde Par: u, o« | g PO Lot

ne N, w,, = (n, ": f(u,) T
1) Montrerque: (Voo R) o' =y

2 Endédulre que: (Ve RY) 7 f(v) -2
¥ 4+
3)a) En utilisant un raisonnement ar recurrence

montrerque: (Vo e M) 0. T |
n+ |

b) ”ﬂl’lll‘t‘l‘l]l.lt‘].‘l !'i'.lllh."l[.'d'_r ]t”-l convergente et deé-

terminer sa limite,

‘)—'n,

1) 0n pose pour tout s ¢ &

A

a) Montrer que ; (VneN) v, In[-I ]

I

b) Déterminer la limite de |4 sulte(v, ) .,
A Foall

1) On considére la fonction /* définie sur il par:

F(x) = I:_.r:f{r]dr si x>0
F(0)=2In2

1)a) Vérifier que : I: ;lm =2In2

b) En utilisant le résultat de la question [1)1),
montrer que : (Vr> l'.]) -1<e"' =150

Z .
Ja) Hﬂﬂtrcrqun:(‘ﬂ' :-{]} =3xS F(x)-2In2s0

th g [ k%_ W

ilar
L] "*f.. f ﬂ*' i .
T i nt

f”' "l} ‘f“'}_rt;

AHTRIIT
Vsl la Hinil1a MY ana

f) ‘h'rn..ff”

") fr‘lunll'n.t e J7 4
e g

l” S dbrival
: 1-1-1 Pilg rals tler 4 )

li) Dreane e {

L i 4 | fltﬂl“l.-' i ﬁJ
Wy -rl
J '.:1 'ii’ ! I i & " i
i ‘“‘ 'l L ‘ F i -l-“-l'-l']-l'ﬁ I‘ﬂlli

:*'ﬁtp'l-'i'.l". f,:.".\r"
les ""]H"lr.'rf..l‘f_ f}

tl-.]"‘;

[} [ '
V) Sl b [
Meting nu.'m‘-ri.rl.;., définie Sur j“, e

*'r'll'r,] - J' e b lr )l
) Mantrirs fiie

[p.-!';

POUr Loyt r & jl‘l‘; 1-‘-‘:{ -
Glx)= F (V)

b) Calculer 14 limite .

¢ In(dz)s e JI;[':J
]”:If-' "= \inx

€) En déduire L limite - lim I':f:}

“h-xanten Natiingl 2004 (Sevsion Neruiate)

..u—-.l'- "—"'"'_"""-l—-.__.ll - e -
L N D ————
1) On considére la fonction | définie -.;.-r[f.r .
| (x)
l flO)=0

1)a) Montrer que la fonction f est co ntinue sur ]‘]‘; *‘T{

et d droite de ()

fpar;

tinry _
—e 1 X > ()
- T

On admet dans la suite que £ est continue sur[ﬂ'. """5[-

b) Ctudier le signe de f [.r]aur[ﬂ; -'r-".r,[.

2].1} Montrer que : ["-’I L= 1 } f|

i
L

I )
4 i -/ (%)
b) Montrer que f est dérivable sur ]ﬂ: -r-'.r.[ ;

¢) Montrer qu'il existe un réelar € }0; I[ tel que

f(a)=0

d) En déduire que: /'
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é O= comradere szmctianFﬂéﬁnicsur[ﬂ:ﬂ[ par:

:

I_m

F(x)= [ r(n)a
EX soit ‘T, sa courbe représentative dans un repére
B"E'Jm({}l J}

IE[L*T“l r:hf-l

2 l=+r

b) En déduire que pourtoutx 2 | :

1) a) Verifier que :

F{l}-%th:fiﬂﬂﬁ FIIJ-I;U"I]:
(Remarguer que :
F(x)= [ f(r)et- _[|

LT
_.I’

Flx)
c) Calculer les limites I'm F(x) et ]1:'1

§ - F ‘lr

puis
interpréter graphiquement les résultats obtenus.

Z2)a) Montrer que ks foncton F estdénvable sur 3°
puis calculer F'(x)pourtoutx € R

b) Etudier les vanations de la fonction F sur X,

1)

I
1)a) Montrerque: (V12" ) -tlnr < -
J 2

b) Montrer que : Ir‘ff: _{'}f{”fl
e
¢) En déduire que : I":fx..-l'Jj Flx)<x

On considére |2 suite numérique (u_ ) définie par :

u, & 10,1 () u,,, =F(u,)

Zja)Montrerque:  (Ynell)u_ « FJ,![

et (Ynel

b) Montrer que la suite (u, ) est stnictement décrois-
sante puis en déduire gu'elle est convergente,
¢) Déterminer La limite de la suite (1, ).

NAaarmen National 2004 (Session Normale) |
T
-t B! LW
Ln considere la lonction g délinle sur [l’]', 4 -;.[ jrar ;

= _Il'

glx)= si x>0 et g(0)=0

1) Montrer que g est continue sur [0 4<of .
2) Pour tout x € ]ﬂ; H::[nn pose: L(x)= _EE{f]tﬂ'

a) Ealculv:rL[r] pour toutx € }O:-iu:r:[,
b) Montrer que L est continue sur |0; +co| .

¢) Calculer la limite lim L(x) puis en déduire L(0).

=l
I o] F
3) Pourtoutn e N' ,onpose: § =-— g(_]
=0 n

Montrer que la suite (s, ), est convergente puis

préciser sa limite.
| Examen National 2014 (Session Normile) |

e il

T

On considére la fonction f définie sur X* par:

f(0)=0 et I[I]=I(1-In::) si x>0

Et soit ¢’ sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O:7. j).

1) Calculer Iim f(x)et lim f(x)
== B il il T

puis interpreter

graphiquement le résultat obtenu.
2) a) Montrer que f est continue i droite en 0.

fx)

b) Calculer him - puis interpréter le resultat

X
graphiquement

¢) Caleuler f7( x ) pour tout x € R, puis en déduire
gue [ est strictement croissante sur X .
4) a) Montrer que ‘€ admet un point d'inflexion /
d'abscisse ¢’
b) Etudier la position relative de la courbe € par
rapport a la droite 4 d'équation y = x.

¢) Construire la courbe ‘¢ . (On prend :¢ ' =0,4)

Deuxiéme Partie ;

On considére la suite (u, ) définie par :

Uy=e¢' et y_, = S (u,) pourtoutn € N I
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"‘"-\._

™\

o

-
4 Ne' s
I seurrenct (que (Vn ¢ 1) :
rre
) ests ctrictement crolssante puls
s

erpente.

jontrer rquela I'ﬂnctimn'.-" définie par:
Mon

1)3)

! + l\ In x

H{r)‘*" 5

L - a Epres. . '-i &
est yne primitive de ;x> xinxsuris,

ntrer que pour tout x € %, *

b) Mo
r.rl In(r)dt =%—In: X - -L Hn{f}-:ff

¢) En déduire que pour toul 1 el :

> 5 rr‘ 1.- :
e Inx+—In"x
J}

S
F[:]=-1+v2-.'l .

-_— -

2)a) Montrer que F est continue sur R

b) Calculer lim F (x) puis en déduire la valeur de

i)

I'intégrale JL: f(x)dx.
- Examen Nationol 2005 (Sussion Novmale)
PROBLEME 5,
On considére la fonction g définie sur 2" par :

H(I] = Jr}‘- EE':".H' d

1) Montrer que la fonction g est paire.

Z) Montrer que g est dérivable ﬁut‘][}i +'f*[ puis

Calculer g'(x) pour tout x > 0.

3)a i
)3) En utilisant la formule d'intégration par parties,

verifier que pour toutx > 0 ;

F S

s sint
e
e

2
0: |g{ IJI < *;:

puls en dédulre lim g(x).
| = cost < 1 pour toul

dl < 2x

bi "u;”\‘ l..inl T "l'-p"] [} ' I
J - gt = - i e ;
| I

) Montrer que pour tout x >

4) a) [n remarguant gue
is | = COS/

_.__—-_,—-

(¢ R, montrer gue . l'}-"j

-

h) Vérifier que pour tout x € =
weost = | p

g(x)-1In }= —-—-;-‘—‘
¢) En déduire hm g(x).

vamen Natiomal 2012

I3 fonction /-~ définle 5ur[ﬂ: [] par:

| In{l-rlr) ‘
F(0)=1 et F(x)=—"""75¢ si x€]0:1]

On considere

1) Soitx € [t‘-‘; I}+ Montrer que pour tout/ € [D;.r] :

—— .

| +

i-2
-

2) Soitx € ]ll;l].

I
F(x X)=— 1 '['I+"‘rm

-]——I—-E F{.\'}E]

+2X

a) Montrer que :

) Montrer que:
puis en déduire que la fonction F est continue
A droite en zero.
3) En utilisant la formule d'intégration par parties,

montrer que pour tout.v [I‘.l: l] :

| - 5 2
It =——+2
'[‘t+lrt 1+ 2x '[’[|+2.'J dt

4) Soitx € J0;1] :
- . T ._i L I
F t.‘- = .1'1 "‘”(]1 .-.'IJ

-
-

dt

a) Montrer que :
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e a il et é-‘::-i:.tﬁ.-;-—: .i-'\::_; -.|-- :-:‘E.‘
ortonorme | O, 7 | aver =ljl=2cm
1) Montrer que [ est continge 5 gauche on ]
- E= e L o o B TN | * - -
&) ELoCier @ cenvzhilng de [ 3 pauche e -
= L — - -
5 ) cosder i3 vanatons de Lz fonction 1 sur p
COTIMET 30N La5isay de varmations
L,
4- i.‘ Hl’f “'_‘:F‘T il 5:7‘:-_- -I- 'qd-::ar‘: [
& —
0T GOnL | 20505 897 ——
T
- -r- - :r# - P e N - —_ g .
H-J. —‘:’fn-.l'.—.l.l-q-.-‘.-'-.- W E ili R | . T
- 2 = - - 'u
LHELESRIE U DOAnt € abscisse O

'-':. e
o

3 SOTer QU L enaslse
fle|=a.

€) a) Montrer que [ est une bijection de f vers /
) Détermiser [ ' (x)pourtoutx e/,

Dexidme Partie

OnposepourtotneN: [ = j rfi)ar

1) Montrer que b suite| /, ) est décruissante puis

G ri BSt Corit rgents.

I
—
n+|

Z2) Montrer que pourtoutne N : 0 </ <

puis determuner [a imite de la suite( ] ).
Iroisiéme Parie ; |

Pour tout réel x de l'intervalie J = [’J: ¥I et pour togs

g F!Ij:

-
= - (I} .
.-|--‘- . j! g
- | = —_— 5[1}=E‘h|;i
3 # ¥ []
i —I -
'
£ i - — = = =T
i) Montrer que pourtoutn e Net pourtoutxe J -
- #F
b e 0" 1 (1)
.I"' & d_:h-r Ll = ' j: |
- ‘_lr

-3 . L I J— R - -

2 InTET gue la fonction ¥ définie sur J nar
Ulix)={l=-x) —+‘.+'I—:H

W S L = R e— - — -
=Sl AGnOEmeEnt cecroissante surJ
- = - . L i = Fomom il = * ‘I:J
r [ Lo e b ":—-p-- = h.u—--' _’-:_ESI—J'\.L-E'
=T
- -
— S — —— " - SN [ — = — -
- -.n_l-f-._b_'-ﬂ. - - il'F.I--p.l. : —:I:-fr
- -

T% =) Ll P s o e -

;@) Montrer que pourtoutn € Netpourtostxe J :
— = i 1 (1
=r{irj=-3 Ix)=

' -

n+_ l-x
b) En déduire que pourtoutx € J
nS (x)l=Fl(x)

il = ' I

¥} a) Déterminer Fl ) pourtoutx e J.

]
" i }=

D) Ueterminer la limite : lim F | x)

(23 e Nt 11 2010 (SEI0N D Rabtripags)|

't.' =
—dt si x>0
£ 7

gllj=Inl et g(x)= j
1)a) Montrer que :

(Vx> 0)(vre[x2x]) e se’ se”

&) Montrer que pour toat x> 0:

il
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2
5 .

e : .
¢ 2 55‘-{1}51 In2

fn deduire que L est continue & drofte en 0,
¢) Bt ~

yontrer que 2 fonction g estdérivable sur Iu; :,.,Jl
,11l i

Jdculer ' (¥) pour tout .y« R,.

I+:'I

-] §—— -

I

plIlH v

1) a) Montrer que: (ve> ﬂ]

puis caleuler ¢'(x) pour toutx > 0. (On pourra

tiliser le théoréme des accrolssements finis).
"_ b

ly) Montrer que pour tout v > 0 :

o) En deduire que € est dérivable  droite en 0.
l‘i:uinwn Nitlonal 2018 (Sesslon Normale)

G PROBLEMES .S
' o . : “In ¥
Soit f 1a fonction définie sur < par: f {\} el
' Jx
Etsoit € sa courbe représentative dans un repére
unhunnrmé[ﬂ:i.j]a*.'vc: |; || = lem

1) Calculer lim f(x)et lim f(x)puis donner une

-l
| interprétation géométrique a chacun des résultats

obtenus.
2) Calculer f(x) puis en déduire les variations de la
fonction f sur 2" .
3) Pour toutn € N* on considére la fonction 2 délinie
sur]ﬂ:l[pur: g, (r} = f(x)-x"
3) Montrer que g, est strictement décroissante sur
Vintervalle J0;1[ .
b) En déduire que pour toutn & [N°, il existe un
unique réela, & 0;1[ tel que : S(a,)=(a,)
©) Montrer que : (‘U’n e’ ) g (a,.,)<0

d .
) Montrer que 1a suite(a, ) est strictement

CALHCICES PEORNHY CREES

crolssante puls en dédulye gu'elle e

) Onposes £ = lim

H converpgente,

a) Verlfier que ; 0 < a <fs|
h) Véritier que h(ea, ) = n pour toutne 1 iy -

I'u(-ln{r}J

e

Inx

h(x)= - il +

¢) Montrer que: (= |

d) En dédulre que: lim (a, )" =0

LR

Deuxiéme Partle ;

1) a) Etudier le signe de lintégrale j.f(r}cﬁ pour

Ll
L]

toutxe K.
b) En utilisant Ia formule d'intégration par parties,

montrer que pour tout v € 2

_[:,f[r}dr =4 -4Jr +2JxInx

¢) En déduire (encm’ ) I'aire du domalne délimité
par la courbe ¢’ et les droites d'équations :

x=| et x=¢ et y=0

Lrm ‘.
2) Pour toutn € " on pose: u_ = lz_f(—)
nia \n

a) Montrer que pour tout(n,k ) € [H' ) tel que

nz22etlsk<sn-1:
| (k+] o 1 (&
- fl—— < |," flx)dxs—[f|—
u'f( " J J-l / ):r ”f(”]
b) Montrer que pour toutn € N :
§o | | i
yJ)dtsu, s=f|—|+ t )t
Jir@asu,ssr( 3]s [0
¢) En déduire lim u, .

Exnmen National 2004 (Session De Rattrapage)
e ———

—_ RO BLINE

On considére la fonction g définie sur[ﬂ;ﬁz{ par:

g(x)= -[.:': e di
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5 Montrer Gl 2 estcontinue I

Tur }'J’. --'r.{ .

C) Caloyles

0, *‘*—"-{ et Cérivable

E'{I} POurtout r = :'..' puls en déduire

Gue 2 eststrictemens Cécroissante sur B°

EJ'EJ i!tﬂt:r!T’tﬂ;E: ftix E ;1: J,E’rx"——;rf{j}‘{ E-;

£ 2vx
5) En déduire GQue 2 ni'est pas dérivable 3 croite en

Uet Conner une interprétation géoméria
résultat obteny
| [Examen National 2014 Sesslon De Hattrapaze)

.__.-.m‘--.—.\_
{-E 1 -TLJT&E_)“—__”__

1) On considere la foncrion S définie sur

ue

i1

u

f“”=l et ff'xj=-—-———.-_}_.__1_ si x>0

a) Montrer que f est continue 3 droite on 0

------

calculer Iim fl",:).

I
b) Etudier la dérivabilité de 1s fore

en ) fon pourra utiliser lim zin“ £ =0 )

F =

c) Montrer gue f est dérivable sur Jh+or{ et que :

(42> 0) f'(z)= -xinfx)(1+ In.”

(1+21n° .J'.'F
d) Dresser le tableay de variations de f.

2) Suit F la function définie sur [0; 4| par :

o I S —

F(x)= I_:j{rjdr

Et 50t ', sa courbe représentative dans un repére

-

orthonormé (0,7, ] ).

a) Déterminer une primitive de la fonction

1
X —

T lintervalle[e; +xz,

B) Montrer que pour toyt réelrze ;

thrs1+p9 In*t <2 41ns

¢) Montrer que pour tout rée| 2e:

1 r et
—,..:ll'lf]nIJE Fg]ﬂ
,,,'12 -[I' 1+r1 !n:f [11'11}

d) En déduire gue:
F(zx

-——-——-::{]
I x
- admet deux points d'inflexion

dont on déterminsra les sbscisses

m F(x)=+x et lim

L

e) Montrer que®

i By

|-L,=={],4]
€

f) Tracer % _ (prendre : Fll)=05,F

- f
JFourtoutx e |l

L0;==]. on pose : o(x)=x-F(x)

2) Montrer que lim ofx

& ———

[

) = =% puis étudier les
variations de la fonction o .

o) Montrer que pour toutn € [N, I'équation q{:j =n

admet

met une solution unique r_ dans [0;+=].

¢) Montrer que pourtoutne N - a, 2n

%) a) Montrer que pour toutn e " -
F
< (a, ) E F(n)

o n

0

fn)

(On pourra utiliser le théoréme des accroisse-
ments finis).

b) Calculer lim 5-‘

L S 'T

‘Examen National 2013 (Sesslon De Raftrapsgel

g
T 1 - e
e R -W

On considére la fonction h définie sur[I;--:r-[ par :

h(l)=1 et h(x)=

:{-1 pour tout x > |

Xinx
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On considére la fonction f° définie sur [ = ]I‘l;fim[ par

F( -1'} LIJ—-__H'I

1) a) Etudier le signe de F(x)pourtoutx e /.
b) Montrer que la fonction F¥ est dérivable sur /
| et calculer ' x) pour tout x e /|

¢) Montrer que la fonction /7 est strictement
crolssante sur [,

2) a) En utilisant une intégration par changement de

variable et en posantu = vJ¢' — 1, montrer que
pourtouty e / :

’ | T
—— ¢l = 2Arclanye’ -] - =
Ih‘l? 'Ju_l' L l

2
b) Calculer lim F(x)et lim F(x)

g —wll F—» e

3) a) Montrer que la fonction F réalise une bijection
de [ sur un intervalle J i déterminer.,
b) Déterminer la bijection réciproque F ' de F .

l Examen National 2016 (Session Normale)

Soit f la fonction numérique définie sur % par

f(x)=(1+x)e™

Et soit“C sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (G;F, }) :
Premiére Partie ;
1) a) Calculer Ii,rllft ) et hﬂ S(x).

b) Etudier les branches infinies de la courbe ‘¢ .
2) Etudier les variations de la fonction f .

3) a) Etudier la concavité de la courbe € .
b) Tracer la courbe € ,
Deuxiéme Partie :

Soitnun entier naturel non nul,

On note A, I'aire du domaine délimité par la courbe €.,

]

l
| -

laxe des abscisses, I'axe des ordonnées et 1a droite
d'équation x = n,

1) Calculer A, en fonetion de i,

2) Calculer lim A, .

Trolsiéme Partle ;
Pourtoutn € N on pose: u, = nﬂ(}'{:))‘ dx

1) Montrer que pour touty € N*

o r i .
i = I [I + —J e di (on pourra posef = nx)
n H

2) a) Montrer que ; (‘?’H = [I:E]), 2-u S-[- <
u

b) En déduire que pour tout x e [U: n] -

e

X X
r-—=<nln I+~—-]SI
2n n

A

3) a) Montrer que : {‘:f.r: e N’ ) u, s | e "dx
— UG
b) Montrer que : (‘u’n e N’ ) g 1¥» , € dxsu

¢) En déduire que la suite (u, )ﬂ est convergente
et déterminer sa limite.
4) Soita un réel de lI'intervalle ]ﬂ‘,l[.

a) Montrer que :
_r n{f[.r])" de < n(l- ﬂ](f(g])'

b) En déduire que : lim

n(f(x)) dx=0

c) Calculer lim I n(f(x)) dx.

Lo B3 I

Examen National 2005 (Session De I-'l:ur:pﬂﬁ'-ﬂ]
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HISTOIRE
Lq nation d'éguation différentielle apparait vers 1690
ovec Huygens et Leibniz ;: comme souvent en mathé-
aticues. ia &solution de ceriains cas particuliers nota-
mment po’ Newton en 1670, avarl précéde I'étude du
probieme général. Ce sont des problemes d’origine
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introduction Ges équations différentielles. La theocrie
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RAPPELS J—'—"y.

1.2) On considére la fonction numérique / définie sur 2 par : [(x) =5
Onpose: y=f(x) et y'=f'(x) et y"=s"(x)
vérifierque: "4 5y" 46y =0 ()

b) Dans les deux cas sulvants, la fonction g est-elle solution de I'équation ( £)?

, ay by
l*cas: g(x)=e™ : 2ricas; g(x)=4de” -EE]

2. Déterminer les solutions de I'équation différentielle :  y' = 3x°

3. Déterminer les solutions de I'équation différentielle:  p" = 2x |
- ; G K
4. Vérifier que la fonctionhi: x 1= ¢ * - s est une solution de I'équation différentielle : v' =5y +2

5. Vérifier que la fonctiong : x 1= ¢ (cns{ 2x)+sin (2_\')) est une solution de I'équation y" + 2"+ S5y =0,
6. Résoudre chacune des équations différentielles suivantes

¥ +9y=0 : 2y"+3y=0 ; ¥y 46y =0

@—_ RESOLUTION DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE y'= ay+D oi1 G20 e
J

On considére I'équation différenticlle : (£, ): 3" =2y

1. Montrer que les fonctions définies par x += Je*' o 2 € 2, sont des solutions de I'équation différentielle( £, ).
2.Soit f une fonction numérique dérivable sur 2 . On suppose que [ est solution de I"équation(E, ).

Onpose: g(x)= f(x)e ™

a) Montrer que la fonction g est constante sur =,

b) En déduire qu'il existe un réel Atel que: (Ve 2) f(x)= Ao

c) Déterminer les solutions de I'équation différentielle ( £, ) qui vérifient la condition initiale: f(In2)=4
3.0n consideére I'équation différentielle : (£, ): y' =2y 43

3
a) Vérifier que la fonction y, : x = - = estune solution de I'équation( £, ).

b) Montrer I'équivalence suivante : [y est solution de( £, }] — [[J ~ ¥, ) est solution de (£, )] ,
c) En déduire les solutions de I'équation différentielle (£, ).

il

Q—_ RESOLUTION DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE y'+ by = 0 J-—-——“

' A)On considére I'équation différentielle: (E): y" -4y

=0

1. Déterminer les valeurs du réel r pour que la fonction ¥ = ¢ sait solution de I'équation différentielle E}).

B—
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5 Montrer que les fonctlons x 1= Ae + pre

. mw? des solutions
nﬂ(th”)E‘" , sont ons de

[équation différentielle (E).

3. Soit f une solution de I'équation différentielle[g)l ], A T

On pose ! g(x)=r(x)e™ X 1%

+ U™ s r.
He ™ oil (Z;p) e =2
* Les solutions (e |

J"-+ EH:_F =

a) Montrer que: (V.\‘ = R) g'(.r) +4g'(.r) . équatinn différentjene

0 sont Jes fonctione -
éduire u'il existe f!,: e ]RI tol : ons :
b) End q (Aiu) que | ¢ ACGE(me

+ 18I (erx) of (311 - =
(Ve R) g(x)= 2+ e \. sin(orc) 0 (73 3

=
e —
e e

d) péterminer I'ensemble des solutions de I'équation différentie]le (E)

¢) Endéduire que: (Vxe R) f(x)= 20 4 pe™"

B) On considére I'équation différentielle : (F) Y 44y =0

~ 1.Montrer que les fonctions.x 1 cos(2x) + usin (2x) od (Z:4) 2 2%, sont des solutions de I'équation( F)
2. Montrer que les fonctions x = A cos (2x+0) o (4;0)e =

»Sont des solutions de I'équation (F).

g¢_ RESOLUTION DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE y”+ ay’ + by=0 J—...

On considére I'équation différentielle : (E):y"+ay' + by

=0 ol (a;b) e =*

L'équationr~+ar+b=0 ol r e T est appelée I'équation caractéristique de I'équation différentielle(£).
Dans tout ce qui suit, a et £ sont des réels quelconques.

| 1.0n considére I'équation différentielle : (E ):y"+3y'=4y=0
a) Déterminer les solutions 1 etr, de I'équation caractéristique de I'équation différentielle (E,).
b) Montrer que toute fonction /; qui s'écrit sous la fonction fiix > ae™ + fe™" estune solution de(E, ).
2.0n considére I'équation différentielle : (E;): y"+2y'+y=0

a) Détenninerru I'unique solution de I'équation caractéristique de I'équation différentielle (£, ).

b) Montrer que toute fonction /> qui s'écrit sous la fonction /. : x = (ax + f)e”" estune solution de(Z, ).

3.0n considere I'équation différentielle : (£,):y"+y'+y=0

2) Déterminer Jes solutions 7; et r, de I'équation caractéristique de I'équation différentielle (£, ).

h}anﬂse: p= Re(q) et q:lm(r,)

¥ i 1 F st une
Montrer que toute fonction /, qui s'écrit sous la fonction £ : x = ¢”* (@ cos(gx)+ fsin(gx ))es

selution de I'équation différentielle (E,).

¥ e ——

P e T
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&® EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE

1.1 L'EQUATION DIFFERENTIELLEY' = ay (acR’)

Soitaun réel non nul. L'équation ¥ = ay ol I'inconnue est une fonction numérique y , dérivahle
sur = (ou sur un intervalle de ) est appelée équation différentielle du premier ordre.
Remarquons que la fonction Vo L X = e estune solution particuliere de cette équation. Le but
de ce paragraphe est la détermination de toutes les fonctions y vérifiant la relation y' = ay .

¥ estappelé la solution générale de cette équation différentielle.

Signalons quau cours de cette lecon, on écrit par exemple y = Ae”" au lieu d'écrire J'{_r) = 1™

ou y:xk e,

‘ Proposition 1 l . .

La solution générale de I'équation différentielle v' = avest: yv=Jd¢ o0 L=,

‘I-__I;’_reuvg |

Soit 3 une solution de I'équation différentielle (E): ' = av et posonsz = y¢ .

] L] = g7 - Y F = I & L] ] 5 # a
Onaalors = =y.e =~ —aye ™ =()'- r:{'l.‘}t‘ . Puisque v’ = gy alorsz = 0.1l s'ensuit donc que la
fonction = est constante sur = . En posantz = A avec A € K on obtient y = A.¢e”.

On vérifie aisément que la fonction x — A¢™ est bien une solution de(E).

R —— s

Remarque

Pour tﬂut[I.,.}’., ) € =7 il existe une solution unique / de I'équation différentielle v' = ayv verifiant

la condition f(x, )=y, .

|
- — —_ e . e —

=
LﬁxemplE;I

1) La solution générale de I'équation différentielle (£): y'+ 2y =0est: v = i¢ ™"

u}

avec A€ X
Soit f la solution de I'équalinn{' E )vérifiant la condition S(0)=3.0naalors pourtoutx € &,
f(x)=2e"".Donc: f(0)=3 Ae” =3 < 4 =3, Parsuite, pourtout y € R (%) =3e™

2) Dans une culture de microbes, le nombre de microbes a l'instant 7, exprimé en heures,

peut étre considéré comme une fonction v a valeurs réelles de la variabler.

La vitesse de prolifération a I'instant/ du nombre des microbes est

R e e T Wi, W L T el T T =

la dérivée y' de cette fonction. On a constaté que y'(r) = kv (r), ol & est

un coelficient strictement positif. On désigne par N le nombre de microbes a I'instantf = 0.
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inons l'unique solution de I'équation différentielie y' = ky telle que _yfﬂl} =N:
rm

g
. [ la soletion de

La solution géné
y" = ky vérifiant y(0) =N ,ontrouve @ = N, ce quidonne [(r)=Ne

rale de f'équaflrjn j"'-‘ *} est y _-_'-r;,_:r” ol o € B .Sion dé‘:@epﬂr

yadEy=0 : ¥=(l2)y

e - |
dre les équations différentielles suivantes: y =3y

Lﬂélmu

2. péterminer 12 <olution de I'équation différentielle3 "+ Sy = 0 vérifiant y(0)=-7.

) ’EQUATION DIFFERENTIELLEY’ = ay + b (acR,beX

. # I ) il ;ﬁ-rr
Soitgun réel non nul. Déterminans la solution générale de [ equation différe

—P— est une solution de I'équation y =ay = baary, =

a
ion ¥’ isque y. = «pal —y =aly-y, ). Donc
Sit y une solution de I'équation 3’ = @y + b. Puisque ), = dy, balorsy — Y. ) o)

On remarque bien que ), =
¥ = y - y, est une solution de I'équation ¥’ = a¥ ,etd'apréscequip récede on
=7 70

B T
, = e~ ——.Réciproquement, 5i y = £€

o E3 r conséquent:
- ouicK.Pa eq =

I'équation différentielle y' =ay+b.

- [ Proposition 2 I - |
PP < AL .

=4ay- - y=p¢ ==—0UuLEXN.
La solution générale de |'équation €I différentielle y' = ay + best: ) e

7 ‘ Exemple l[

/fl La solution générale de I'équation différentielle y'

—_—
=

=
=3y +2est;: y=A€ ——OU A
3 b

, !
PR : ' ' = 3y + 2 qui véri ondition f(=1)=—.
Déterminons la solution f de I'équation 3~ = 3y + = qul vérifielac s(-1) 3

- ] N
2 __I_ 2 §p? e =—ptdoncd=e".
ﬂnapuurtuutx E X, I{Ij f{* -—3' La Eﬂntiltlﬂ'n f{_]) = "1" donne A¢ E 3 c
. jral 2
ll sensuitdonc: (7xe =) ,ff-f):f‘ ~3
[ﬂpplicatinns Hi
1. Résoudre les équations différentielles suivantes :
3'1” + 5'}, _— S s J-' 'll"* + 3

y+4y-T7=0 ; y'=-9y+2

|

il

- l
2. Déterminer la solution f de I'équation y' - 6 = 3 vérifiant la condition : kg

3. Déterminer la solution g de l'équatinny' =xy+ -\E vérifiant la condition: g [ﬂ} =-]
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€% EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE
2.1 EQUATION DIFFERENTIELLE y" + a 'y’ 4 by = 0 ((a;b) e 2%

:-Iuil[u.,h]-z R*. L'équation v av' v by o 0ol Pinconnue est une fonction ﬂllf"f-‘fitl’f"‘_l’-dtuxinig
dérivable sur = (ou sur un Intervalle de ) est appelée équation différenticlle du second ordre,
Cas Particuliers :
eCasot a=h=0:Dans ce cas, I'equation diftérentielle ci-dessus devient sous la forme
V' = 0eteeci est équivautd: vy~ ax b flavee (e fl) e B0,
e Casoll h =0 :Dans ce cas, I"équation différentielle ci-dessus devient sous la forme
Yy 4@ =0 ouaussi (¥4 :n']* -0, et ceci est équivalenta: (IfeZ): V' +var=p

D’apres la proposition 2 du paragraphe précédent, on obtient: y =ae ™ + — ol € =,
]

On admet les résultats cités dans la proposition suivante :

L Proposition 3 J

Soit aeth deux réels quelconques. On considére I'équation différentielle: (E): v 4+’ + by =0
l L'équation caractéristique de( E )est #* + ar + b = 0. Son discriminant est: A = a° —4b
1) SiA > 0, alors I'équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes r, et r. , et la solution
générale de( E Jestdonnéepar: yv=wae + ™ ou (a:fl)e &
2) SiA = 0, alors I'équation caractéristique admet une racine double r, et la solution générale de( E)
estdonnéepar: y=lox+ )" ou (/1)
3) SiA <0, alors I'équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées, En posant

n=prigetr,=p-ig avec pog) € 7, la solution générale de ( £) est donnée par:

y=(acos(gx)+ fsin(gx))e™ o0 (aiff)e &

Tﬁ—:_ —— -
é_hxgumhs I

On considére I'équation différentielle: (£ ): v" = 2v" 4 (1=m)y = 0 ob m est une constante réelle.
L'équation caractéristique dl:'{f:'_, }{-.r.t T | Y {l -- m} =0, Son discriminantest : A =4m

Do la discussion suivante :

e Sim =0, alors A = O et I'équation caracteristique admet une solution doubler = 1,

D’aprés la proposition 3, la solution générale de (£, ) est:y = (ax+ )¢’ avec (a1 ff) e B

e Sim > 0,alors A > 0 et I'équation caractéristique admet deux solutions réelles distinctes qui sont:

r,rHJ:; - T-'I—\f!.:?_!
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s la proposition 3, la solution générale de( £, ) est:y = ﬂ{‘“-ﬂ]. + ﬂrlHr"}' ot (a:f)e€ Rr’

Dapre
0, alors A < Oet I'équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées

n= J+i-m et n= l—t'wJ-m

proposition 3, la solution pénérale de I'équation différentielle (£, ) est:

- fe (” Em(-"m) + fsin (-\'J-—m.))c*' avec (e, fl) e B

e Sim=<

quisﬂﬂl!

prapreés la

fférentielles suivantes :
dy"-dy'ey=0 :  Y-y+y=0
(E.): y'=2my'+my=0

1. Résoudre les équations di

ey =2y=0 p ==2y"+3

2. Discuter selon les valeurs du réel m 'ensemble de solutions de I'équation :

3. Snil{E}]'ﬁqumiun différentielle: 4y +5y" +y=2¢ (7x-11)

a) Vérifier que la fonction g définie par g (1} — 2ve ' est une solution particuliere de ( E ) puis trouver

la solution générale de (E).

b) Déterminer la solution / de(E)dont la courbe passe par le point A(0,~1)et admet en ce point une

tangente paralléle I'axe des abscisses.

b,———-‘ Remarques l~ g

e Pour tout(x,:3,:3, ) € il existe une unique solution de I'équation (E): y"+ ayv' + by = 0 vérifiant

_—_ u “ . ’ z l' z P .
les conditions initiales : y(x)=y, e ) (x, J= 2
i

s L'équation )" + @’y = (estun cas particulier de I'equation diftérentielle ( E)Y:y"+av'+bhy=0:

« La solution générale de I'équation différentielle y" + @ v = 0 est:

y = acos(wx)+ fsin(wx) ol (a:f)e R
* La solution générale de I'équation différentielle ) "~ y =0 est:

y=ac" + e ou  (af)e R

e En gros, on peut exprimer les conditions initiales d'une équation dittérentielle par diverses

formules, par exemple : |

. -Le pnintA(,l;,._l',,);mpnrtient 4 la courbe de f ce qui se traduit par: v, = f(.ru}
-La fonction / prend Ja valeur v, en x, ce quise traduit par @ v, = f(.t'u)

- La courbe T, de / admet au point .ﬂl(.l].,._l.;.)lmﬂ langente de pente y, @ vy = _f'(.r“}el = f(-";.)
v Dans les sciences physiques, on rencontre souvent les équations ditlerentielles ay" +by'+cy =0
d'x |, dv

sous la forme (A titre d’exemple) : a " +b ! tcx =0 ousous latorme: av-+by+ex =10
(il clf g :
|

S — =
B . - i = — - - - - T TR Ty S e —— = R ———— -_l
- =5 - -
i —

——— o =
= —
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1) On considére 'équation différentielle suivante : (E, ) sy -4y =35
Trouver la solution de( E, ) vérifiant y(0)=~7
2) On considére I'équation différentielle suivante:  (E,): y"+ y'=-2y=0
a) Résoudre( £, )
b) Trouver la solution de (£, ) vérifiant y(0)=1 et y'(0)=1
3) Soit(rii, ) & B’ #» B’ . Déterminer la fonction i dérivable sur[0:+ , vérifiant:
di

—+3—==10 av 0)=-i
” = avec f( ) o

4) L'accroissement de la population / d’un pays est proportionnel a cette population. La population

double tous les S0 ans, En combien de temps triplerait-elle 7

SOLUTION |

a # # i ' & = - .t w - -
1) La solution générale de |'équation (E, } estdonnéepar: y=/4A¢ ——ou LEX

5
! = = o ——-:—? 4;.:
y(0)=-T< 4 ; = 2

23 a0
Par conséquent, la solution demandée est : y= —T[" r

2) On considére 'équation différentielle suivante : (JE:TJ } Yy +y' =-2y=0
a) L'équation caractéristique de(E, ) est r’ +r—-2=0.Ses solutions sont r, =letr, = =2
En définitive, 1a solution générale de( £, ) est donnée par: y = Ae' + pe ™" on (A p) e R’
b) Soit y la solution de (£, ) vérifiant y(0)=1 et y'(0) =1.Dans ce cas:
y(0)=1d+pu=1 et Hy(0)=1=i-2u=]

A+ =] A=
La résolution de systeme donne .La solution demandée est: y=¢"
A-2u=1| j=10

|
i
'
ﬂ d‘ X -—Il' .—1;'
| 3) Puisque la fnnctinnfvﬂriﬁeT:+3,— =0,alorsi(r)=Ae * avec A € R.0r i(0) = —i,,donci(r) =€
¢ r
4) L/accroissement de la population est mesurée par P'(f). Par hypothése, P'(1) et P(t) sont proportionnelles,
ce qui se traduit par I'existence d'un réel a € [ tel que P'(¢) = @ P(1). Par suite, P(r) s’écrit sous |a forme

P(t) = ke ot k € F.. Comme la population double tous les 50 ans, alors cela se traduit par:

(VteR") P(r+50)=2P(r)
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réel positif vérifiant P(r + T) = 3P(l) . On procéde de la méme maniére on trouve :

0In3
ke™*T) = 3ke™ ::aT*InSc:T—InsaT:s e

a In2

Ce qui est équivalent ke™** = 2ke™, puis 50a = In 2, et par suite & =

Soit T'le

ximativement on trouve T ~79ans . La population triplerait approximativement tous les 79ans.
Appro

gl fOUATION DIFFERENTIELLE BN BIOLOGIE

D e culture de microbes, le nombre de microbes a I'instant/, exprimé en heures, peut étre considéré
ans un

comme une fonction ¥ 3 valeurs réelles de la variable/.

La vitesse de prolifération 3 I'instant / du nombre des microbes est la dérivée y" de cette fonction. On a
vi

constaté que;"(r) = k}(r) ol k est un coefficient strictement positif.
On désigne par N le nombre de microbes a l'instant/ = ().

1) Déterminer I unique solution de I'équation différentielle 3 = ky telle que _}.-(ﬂ) =

2) Sachant qu'au bout de 24 . le nombre de microbes a quadruplé, déterminer I'équation qui permet de

' trouver la constante k .
3) Déterminer la valeur de N' (au microbes prés) sachant que la culture contient 6400 microbes au bout

de cing heures.

l SOLUTION

1) La solution générale de I'équation y” = Ay est y = ae” ol a € . Si on désigne par f la solution de y* = ky

vérifianty(ﬂ} = N ,ontrouvea = N, ce qui donne j[a“) =

2) Au bout de 24, la population est quadruplée, donc /(2) = 4N ce qui donnee™ = 4 (attention : ne pas

transformer 2/ en seconde car I'énoncé indique quesen /i ). Par suitek = In2.

3) D'aprés les données de |'exercice f(f) = N et f(?] =6400d'oti: N = ﬁi?ﬂ = 6':?? = E3|2[ =200
s T

Fff}_iJ:\"l’!Uf‘i DIFFERENTIELLE N MECANTOUE

On étudie un élément d'une structure métallique soumis i une force concentrée en un point. Cette force
estla résultante des forces dues aux effets du vent sur la structure.

On note y(r) le déplacement, en métres, de cet élément en fonction du temps’ en secondes.

Le principe fondamental de la dynamique permet d’établir I'équation différentielle suivante -
Y =@y +100y =0

Ou @ est un coefficient qui caractérise 'amortissement du déplacement par dissipation Féniraie dams

- —————— .

T T
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structure. 1 s'agit d'&tudier les variations du déplacement y(7)lorsque Fon fait varier le coellicient ¢,
On considere les conditions initiales suivantes : ¢ (0) = 0,05m et V()0
1) Hypothése d'absence damortissement :
On fait Thypothdse de absence d'amortissement du déplacement. On obtient I'équation différentielle
suivante : V() 100w(r) - 0
Résoudre cette ¢quation puis déterminer lexpression du déplacement y(¢) de I'élément.
2) Hypothdse d'amortissement faible:
On fait 'hypothese d'un faible amortissement du déplacement. On obtient I'équation différentielle
suivante : V() V30 (1) 1 100y (r) < 0
Résoudre cette équation puis déterminer I'expression du déplacement y(7) de I'élément.

3) Hypothese d'amortissement classique:

On fait I'hypothise d'un faible amortissement du deplacement. On obtient I'équation différentielle
suivante : ¥I) 200 () 100y (7)) =0

Résoudre cette équation puis déterminer U'expression du deplacement v(7)de I'élément.

SOLUTION

1) Hypothése d'absence d'amortissement :
La solution générale de I'équation y* + 100y = Oest: y(r) = acos(10s)+ fFsin(10r)

Les conditions initiales y(0) = 0,05 et »'(0) = O donnenter = 0,05 et f = 0

On en déduit la solution du systéme étudi¢ : v(r) = 0,05cos(10¢)

2) Hypothése d'amortissement faible :

L'équation caractéristique de I'équation v* (1) J39 V() +100xp(r) = Oest r+V397+100 = 0.

= —
\'Ir.?""" 19 . Jiv 19,
$—1 el F = = — — ]
3 5 . - -

b il — —

' O 19
On en déduit 1a solution de I'équation différentielle: v(r)=¢ ° Lu‘ r.:maL%-f] + ﬂsin[l?r]]

Elle a deux racines complexes conjuguées qui sont: r, = -
.._.'I'-r 3 '

Les conditions initiales permettent de déterminer les deux équations suivantes :

J e, 9 Y 39 9
a=0,05 et f=0,05x 32 Al s'ensuit alors _1*(!] =(),05¢ * [cus[l—r] + — ‘ sin[] f]]
19 ° 10 3
3} ]] !] n II !- I ] i =

L'équation caractéristique de I'équation v* (1) + 20 v" (1) + 100y (r) = Oestr” + 207 + 100 = 0. Elle aune

g A . . iy ) 10
seule racine qui est7 = —10. On en déduit la solution de I'équation différentielle : v (7) = (ar+ /e
Les conditions initiales permettent de déterminer les deux équations suivantes: a = 0,5 et /- 0,05
Il s'ensuit alors ; y(r)=0,05(10r + e ™
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EXEF {"l[‘.-‘h"i-lﬂd IIJ 11::1J1

il - =i = e — - — —

1
[
L

| U'EQUATION DIFFERENTIELLE y=ay

i__..._..-—*-

*_rrnm T {-L:_—-
udre les éqmtmns dilférentielles suivantes :
2) y'= -2y ; 3)2y43y=

: 5)(In2)y-ny' =0

Réso
1) y'=3y

1) 2y~ J3y=0

ﬁ} "rr+[n+'|)_f= 0 [[‘Il‘lﬂ' € F'I]

BT

péterminer la solution de I'équation différentielle ( f:'}

qui vérifiela condition ininalE}'(.T[. ] = y,, dans chacun

des cas suivanis:
N opy(E): y-4r=0 et x =0 ety =2

,f'l 1} = 3e

%
) Déterminer une équation différentielle de la forme

Soit / la fonction définie sur < par :

¥'= aydont la fonction / est une solution.

|'
' L'EQUATION DIFFERENTIELLE y' = a y' +b

¥

————

-ﬁ:mm :::‘D————————-

Résoudre les équations différentielles suivantes :
1) y'=2y+3 : 2) Jiy'+ J2y J3
3)3y'+2y=4 4 y'—{an)yr[n}

EXmece [D———_———

e

Déterminer la solution y de I'équation différentielle

(E) qui vérifie la condition initiale y, = v(x, ) pour

chacun des cas suivants :

1){1’:‘]:2;-45}.?1 et x,=-1 et
h— 1 - — n— . -

I 2) [E):Sy'—#y:ﬁ et x,=-2

et y, ==3

|
et Y= "E-

. e I i

3)(E):y'In2+y=In8 et x, =In2

L'EQUATION DIFFERENTIELLE " "+a y'+b y = i

i
I

—(ﬂ?‘f,’{ﬂ FM_,..)_'—__-

Résoudre les équations différentielles suivantes:
2) y'+3y'=4y=0
4) y"+10y"+25y=0

1) p"+2y'=-3y=0 ;
3N y'-y-2y=0 ;

-0

o
5)y"+ 6}"+-§y =0 6) _}*'-ﬁy +I_}'=D

7)2y"-2J3y'=0 ; 8) 4y"+25y=0

9) 5y"-4y=0 . 10) =27 - Sy'+y=0

_—

— e

"'-"‘;-\__:".*.,”-:;5[:‘-': ;}f-./)——“'

Déterminer la solution v de I'équation différentielle
( E )qui vérifie les conditions initiales données pour

chacun des cas suivants:

1) (E):2y"=3y'-2y=0et v(0)=1et y'(0)=1
2) (E):2y"+3y'+y=0et y(0)=-1et ¥'(0)=2
3) (E): ¥ -63"+9y=0 et y(=1)=1ety'(-1)=3
N (E):y"+7y=0et y(1)=1et y(1)=-1
5) (£): v =16y =0 et y(0)=1et ¥v'(0)=-

-
- T T e —

1) Résoudre I'équation différentielle :
(E): 4y"+ hy'+y=0

2) Déterminer la solution g de I'équation (E)vérifiant

les conditions initiales : g(0)=-1et g'(0)= -i-

3) a) Calculer: llm E[_r]et lim g{ ]

=T

1) Etudier les variations de la fonction g .

Scanné avec CamScanner



e

= s —

eXENCICEN ETPIHOHLEMES I —

S (0 G & s et G PRI |
] N e e g ———— P ! 1 D e——————————

oL . Levitindle
Sorlt £ v o Ve shen vl s BE ot 0w poninn i {1§i d dspabelig [Gaprintionn (A eg

. : 4 ) o fid ¢
Il=|l|l'inl‘l'lhlllvﬂilﬂhﬂ u||n'||r-|:runhunmmr{H,!,j} ”l v e

R I A T T R e |y Manhiar fgiie l""'I“"'”'”*”r Jrehinet une cobution i de

a) ot v e b f(v) = "-f'inj ™ oy vaie’ Ve g
’ L]

) ”. "‘-”H‘l ik protint e b canhie 6 ) Wsanithie Ldapiation Mitteentielis | . )2y %y =)

mm— L e ———————————— e b)) Slt f e Tene bl détivte ot (dévivabile sur 2

On constdéne Vegquation ditferentiolle salvante

(F): A ony=0

Muapitoer ipoee b Fant tien [ wat vine stldution ;]rff )

51, ot genleinent g, Iy I"m”rfrnf f it | o6l st uting

1) Wesenmaddie Fegpuation dittéeventielle( 1) de 1'6aquntion différentiolls (1. ,i

Ay Détenmines Ladonction g solution de r'l"'”"“”“{ / -:' A) K dédulre lea elintitanys dle | Eepuatiom f fj

vé it les ddews conditions sulvantes

i 4 B o e — e ————————

Ot comshdére éguation diflérentiells

(£): y' =2 ’

[ 2 -

[
ih) zf[ ! - ]r"nl i prodnt de b conrhe 0 e g
I

thaps v pepere o thiomo me(€ 1, ) ) ;

Lol g2 une lanction définie ot dérivable sur 4 t‘I_f |1
) 'a‘" adiet une tangente horlzantale en -
fonction définle sur L par . flx)= e g#{x)

. ’) R S . I;MuuHH (e [ o9l salution rh-[f. )54, ot sevlement s

On consldére Véquation diftérentielle

(E): y' =2y =" ()

B

1) Montrer que Ly fonctionn = i e et une solution 2) b disduire les solutions de Péquation( F)

"lﬂ r"'”"""““[hlj' —— | & j-—-—-—-——-—-—---—ﬂ'

L) N GATE Grentielle ({25, ) ¢ 2y < 0 N .
2) Resonudre Véquation dilférenticlls (£,)) ] Soit £ ane fonction numérique dérivable sur 2 telle gue

4) Solt £ une fonction définte ot dérivable sur 14 nour toutx & R

f[l}f” ol ,-"fl} fflj“ P":"-'”
|

. nh
L) On pose g Mantrer que la fonction g et solull

Montrer que La fonction £ estune solution de (1))
ol et senlement s, fonction( / 1) et solution

de Vequation diftérentiolle (£, ). ' |
de Véquation dilférentielle . (L) y i

4) Lo dédutre les salutions de II'I'*I|II-1HIHI'{ [: ). . _ )
Z) Wesoudre Péguation différentielle( £).

4) En déduire toutes les fanctions /| ‘{I

5 ) Déverminer ba solution g de (1) telle gue e (0) «
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.On ase: =
2 et yérifiant ['équation (E) P

que
Ja courbe rEpresenmtiW de la fonction }
1) Tracer |
] jation diﬂérentlelle{ F) dans

golution de I'équ

chacun des cas suivants:

b) k>0

o a) k <0 '
” DIBHCICE 16
R dére I'équation différentielle

{E}; v+ 2y = -2¢0s [21‘}

" ~ =, ﬂ
e |a fonction u : X I €03 (2

On consl

Y 1) Montrer qu .r]Est
i
N su]uﬁundeI‘équaﬁnn{E].
2) Résoudre I'équation différentielle :

3) Soit f une fonction définie et dérivable sur R .

Montrer que la fonction f est une solution de( £)

si et seulement si, la fonction ( f — 1 ) est solution
de 'équation différentielle ( £, 1.
4) En déduire les solutions de I'équation( £).

5) Déterminer la solution g de( £) telle que:
g(0)=g'(0)=0

Soit y une fonction dérivable sur [2 vérifiant I'équation
différentielle: (E): y' = ay® + by ot (a,b) e R
| On suppose que y ne s'annule pas sur [£ et on pose :

(E,):y +&¥= 0

e =

les suivantes :

: ti

équations différen ) _0

1) y'-mr+l=ﬂ . 2) Y + oy . "
g A e R

3) y"+my

5) J-'-—E.}"+“ ‘m)f: 0

Soit 12 primiti

een0.
fonction F est impaire.

) In{[*ZI]EF(I)

= qui s'annul

1) Montrer que la

2) Montrer que : (":"’:r e =

erminer Im F(x)-
j-l-p'l'

et dét
¢ une bijection de RsurX.

3) a) Montrer que F es

Onpose: G = F
b) Montrer que G est dérivable sur < etque:

(vreR’) 6 (x) =L I+4G° (x)

rivable sur = et

éduire que G est deux fois dé

¢) End
n différentielle :

que G est solution de I'équatio
y*—y=0

d) Calculer G(0)et G'(0) puis déterminer G(x)

et I7(x) en fonction x.

RREROCE 20,

Soit / une fonction numérique deux fois dérivable sur

(VxeR) f*(x)=S(-x)+x

R :

2 telle que:

On pose pour tout.y €
e(x)= /(x)+ £ (~)

et : hx)=f(x)-f(-x)=2x

1) a) Vérifier que g est paire et que /s est impaire.

b) Huntrur que g est solution de I'équation diffé-

I
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rentielle y* = y et que 4 est solution de I'équation @ib_\

différentielle y" = —y
2) Ecrire f(x)en fonction de g(x)et ii(x)puls
donner I'expression de / (x)en fonction de x.

Déterminer toutes les fonctions / deux fois dériv

sur Z tellesque: (VreR) S'(1=x)= f(x)

—(: FHCT T 10—

On considére I'équation différentielle :
(E): ¥ =y -2y =(-6x- 4)e
1) Résoudre I'équation: (E,): v =y =2y =0

Z) Démontrer que la fonction i définie sur = par
u(x)= {.r! + E:r)r.* " est une solution de( £).

3) Soit f une fonction définie et dérivable sur = .
Montrer que la fonction / est une solution de( £)
si, et seulement si, la fonction ( / — i) est solution
de I'équation différentielle (£, ).

4) En déduire I'ensemble des solutions de( £ ).

5) Déterminer la solution g de( £ ) vérifiant les

conditions initiales : g (0) = g'(0) =1

E EXERCICE 23
ey

Une citerne calorifugée chauffée par une résistance i

sa température f?(f] (en °C) l'instant/ (en s ) vérifie

I'équation différentielle (£): y' = a - by avec:
a=2,088%10" et h=2,32x10",

1) Résoudre I'équation différentielle.

2) En déduire 'expression de &(1 ) en fonction de/

sachant que #(0) = 20,

3) Au bout de combien de temps la température

atteint-elle 80 °C ?

ables

L'étude d’'un mouvement a montré que la vitesse exp-
rimée, en métres par seconde est une fonction dériva.
ble v de la variable réelle positive f vérifiant I'équa-

tion différentielle:  (£): y'+2y =50

1) Résoudre I'équation différentielle ( £).

2) Sachant que y(0) = 0, déterminer la vitesse y ep

fonction det.

el FIVRCICT 25 e

L'objet de ce probléme est I'étude de la décharge d'un
condensateur de capacité C dans un circuit comprenant

une résistance R et une inductance L . On admet que la
décharge ¢ du condensateur

B D
est une fonction du temps qui R =
vérifie —
- " 1 O |
Lq"(t)+ Ry (f}-hEr_.f[r}:D e

D Ondonnel =10H, C=0,2FetR=225Q.

Déterminer la solution g de I'équation différentielle

£

telle que¢(0) =1 et ¢'(0) = ]—‘;
2) Soit g la fonction définie sur = par:

+ 3¢ ¢

."-.'['f_]"_:'-" 2

a) Caleuler lim g(1).

L B

b) Calculer g'(r). Déterminer la valeur exacte de la
solution ex de I'équation g () = 0 puis donner

une valeur approchée dea 410 prés.

c) Etudier le signe de g'(7) puis dresser le tableau

de variations de la fonction g sur 2.

3) Tracer la courbe ‘¢’ de g dans un repére orthonormé

et sa tangente © au point d'abscisse 0.
4) Utiliser la courbe ‘€ pour déterminer une valeur app-
rochée a 0,2 seconde prés de l'instant o Ja charge du

condensateur est devenue inférieure a 0,2 coulomb

e L O e
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OIRS

(1+ '\-jh

- -| llL .-1.i‘tll11l|{.‘; :‘1:1..*-1:11:..“

tions

13 selution Vel fant les Com i

l1..,..-|1.n. - ‘
2 v(0)=1 et ¥'(0)=1
(E) 1'-\1‘-““_1'("; ‘illl] l ¢ \
F ) "ey=0 et (0)=0 et 3 (0)=—
| & ; 3
rions ilielx tielles suivantes

-
1 3
] - IH
— e () 2 i
1 os I = .-.'L"'.'-!I-‘L]I - S =X S
. -
{ : ol | i " = %
b) Déterminer les réelsa, 0 et C pour qut 11 fonction

uixe= geos(2x)=beos(<4x )+ csont solution

de l'éguation différentielle | £ )

c) Soit f une fonction définte et dérivabie sui .
Montrer que la fonction £ est une solution de (£ )
si, et seulement si, la fonction ( f — u ) est solution
de I'équation différentielle ( £, ).

d) Resoudre I'équation ( E, ) puis déterminer toutes
les solutions de I'équation ( £).

e) Determiner la solution g de( E) telle que:

E[ﬂ} ==2 et g'(0)=0

3) Soit ¢! € 20, Resoudre et discuter selon les valeurs

PO 2

able sur 2 telle
anction définie et dérivable sul R,

x[-:—] (*)

- ; . g 3 = - l'l-
1) Soitg la fonction délinte sur X par: _1,[_\} j( )

(vre R%) .t"j"{.u]«v-_f[_x):. 0

tion g est solution de
'+y=0

Soit funel

(vye R, ) flx)e

quet .

a) Mantrer que:

b) En déduire que 12 fonc

:Iiﬂ’vrvntwllr .

a w . o ‘
. anctions [ verifiant [ }
) Determinet routes les ncti

ion differe ntielle suivante :

2(y') =20~y =0

‘r. —_— ‘I
|'equation i ]

On I.'II'I*-I.IJT."I [ l'e L] At

{E):

On pose : v

i | =

1) Calculer v' et y"en fonctionde - etz eto .

2y Montrer que ) est une solution de( £)si, et seulement

<i = est solution de l'equation différentielle :
[E']: +*=22'+2=0

1) En deduire la selution f -.iu[f:",lrénﬁ:mt les conditions

initiales : el _F'[ﬂ]—‘ 1

—Qﬂ-ﬂiiﬁ:’)——-———-_‘

lf] " =2v'+3y=0

_r{t]__l

1Y Resoudre 'équation :

2) a) Determiner la solution f de I'équation {'E}qui

verifie les condition s:

£(0)=s0)=1

e -1

————

h) En déduire que: o
i 5

cos(2x)dv =

de ¢ I'équation différentielle suivante :

vVi=(2sin@)y' +v=0
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Soitn € N, on considére la fonction numérique f
définie sur °, par:

f(x)=
1) Montrer que f est dérivable sur 2" et que :
[‘E’.T e K ) xf'(x)+(n+1) f(x)=sinxy

2) Déterminer l'expression de f (x)pourn=1.

1
+l

3 rn" sin () du

0

3) On considére I'équation différentielle :
(E): x»'+2y=sin(x) avec xe 3’
z=y—-f

a) Montrer que y est une solution de ( E)si, et

Et on pose :

seulement si, = est une solution de I'équation :
(E'): ='+22=0 avec xR,
b) Résoudre I'équation différentielle ( E').

¢) En déduire les solutions de I'équation [E}

d\-‘-'r VT G ’h‘_-__-
_—

il

| Un condensateur de capacité (' est chargé sous une
tension initiale de 20volts . Il se décharge ensuite

dans un résistor de resistance R .

'I La tension aux bornes du condensateur est une fonc-

nonwu (du temps) définie sur[{}; .-:-:[ . Cette fonction

u est solution, Sur[ﬂ:ﬂ[ de I'équation différentielle

[
E):u'(t)+—u(r)=0
| (E): (1) + u(r)
1) Déterminer toutes les solutions de I'équation diffé-
rentielle( E ).

2) On rappelle queu(0) = 20. Déterminer la fonction
u#.Danslasuite: R=1000Q et C=10"0Q

3) a) Montrer que pour toutf € &7 : u(r)=20e""

b) Déterminer les valeurs de 1 pour lesquelles

u(r)=0,02

ona.:

LAERCICES BT DROBL N ECH ﬂ_é

j

4) L'intensité traversant le circuit est une fonction ;
(du temps) définie sur [0:+=| par: i(r)= Cu'(1)

a) Détermineri(r).

b) L'énergie " (exprimée en joules) dissipée dans

le résistor, entre les instants 7 = 0etr = 0,695 |
" T 4
estégalea I = j R.iv(t)dt.

Calculer 11" 40,01 prés.

-#—-...‘_.
—(p_*.-=v;*..,;:r_‘r)—__

On se propose de déterminer toutes les fonctions f

définies et dérivables sur ]“; -'J-['.'ériﬁanr I"équation
differentielle :
(E): x'(x)-(2x+1) f(x)=8x

1) a) Démontrer que si f est solution de {Eia!urs la

. # g ’ 1
fonction g définie sur l'intervalle |0 -:r.[ par

f(x) e -
glx)= est solution de I'équation diffe-
X
rentielle: (E°) : v'=2y+8

b) Démontrer que si /i est solution de( £ )alors la
fonction f définie par f(x)= x4 |; r ) est solu-
tionde( £ ).

2) Résoudre( £')et en déduire toutes les solutions de

I'équation différentielle( £ ).

3) Existe-il une fonction / solution de I'équation diffé-

rentielle( £ )dont la représentation graphique dans

un repére donné passe par le paint A(In2; 0).

FPartied :
1) Trouver trois réels « . b et ¢ tels gue : .
1 F‘T_i:' |
IT'I. '.-:l“.'f[l ——-—:—Zl—‘l?__'_..
l+x’) x 1+x

2) En déduire une primitive de la fonction u définie
|

surlU:+I—[ par: u(x)s ——
.\‘[l +1 )

-—A
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1! fjl;l: -,
Hfﬂl (resse A 'dquation tllllt‘l'r.‘l’ﬁll'llt‘ sulvante
i ;
onsin & i
. i =
R ol e A S y = ()

yverifie que 1 fonction ¥, deéfinie suv |0 oo par
1) v¢

Y {1} ~ yest solution de [H}.

S

pout fout v ¢ ]ﬂ.‘ 'r*"l : _1‘(.\‘} — ,r.:{_n-)
- est deux lols dérivable sur R,

a) Vérifier que=
ion de ( E) sl etseule-

7} On I'H'l"'it'

1) Montret que Vv est solut
N i
| - verifiex(1+ )2*+22' = 0.

ment s
our tout XE I[]; L'r.:[ -

¢) En deduire que p
il_-l_ (rx+ ’;"Ir oLl {gf:'ﬂ] e if_;:.‘

X

:(x)=-

d) Donner toutes les solutions de ( £)sur’s, .
¢) Déterminer 12 solution v de( £ ) vérifiant ;

"|'l"|}: 0 et ":'*[l}'-—' 2

|

) Snil[E“]I'équatmn différentielle :

" aaN _
) 4_-.*'+5,r'+;.'=2a.-"{?'r 1)

5
21'1'

1) Vérifier que la fonction g définie par g{x)
est une solution de I'équation différentielle( £).

2) Soitu une fonction définie et d erivable sur
Montrer que la fonction i est une solution de(F)
si, et seulement si, la fonction (1 — g ) est solution
de I'équation différentielle

(E,): 4y +5y'+y=0

3) Résoudre I'équation ( £, ) et en déduire toutes les
les solutions de I'équation ( £).

4) Déterminer la solution f de( £ )dont la courbe

passe par le point A(0,-1) et admet en ce point

e L . » ]
e tangente paralléle 3 I'axe des abscisses.

h——

On considere 'équation différentielle :

(E): )= 5y’ 46y =(2x -3)¢'
ols a, b et pour que la fonction

1) péterminer les ré
)" soit solution de(E).

FOXFP (m" +hx+c

2) Déterminer la solution générale de I'équation (E)

tilisant une intégration par parties, calculer

3)a)Enu

I'intégrale F(

b) En déduire 1a solution de I'équation di

(Ef):2"~ 52"+ 62" =(21-1)¢

vérifiant :'(%) = :'[%] =0

Zf—l)e"ﬂff ou xe K.

fférentielle :

s

Spit S I'ensemble des fonctions f définies et dérivables

sur = et qui vérifientla condition suivante :

(VxeR) f(x)-x [: f(r)dr + J‘;[f(r)df =X

1) On considére I'équation:: (E): ¥ —)= 0

a) Déterminer la fonction J1 solution de ( E}et dont

: 3
la courbe passe par le point A( In 2;: et admet

5
une tangente de punte: en ce point.

b) Soit v € R Calculer / = J:.r[f' A )dr en fonc-
[

tion de x puis conclure que 1 € §.
2) Soit / un ¢lement deS.
a) Montrer que :
(VreR) ['(x)=1+ J; S (¢)dr
b) Montrer que f est une solution de(E}.

¢) Calculer /(0)et /'(0) puis en déduire

I'ensemble § .
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{ . i P— — - - = e R e —
| fla) | No ive - . &
| . (<) | Nombre dérive de la fonction fena I Fonction logarithme népérienne
| — — - N - — - = ———— e i —
= No i :
f B 'J"] Nombre dérive de 1a fonction /" ( /) Nombre dérive de la fonction
) ¥ i
!_ radmoiteen a ‘ /d gauche en g
—— —_ — a - - _— . - . - —_— e )
] = ! L]
fog, Fonction logarithme de base o J‘ £(x)edh Intégrales de f dead b
' i l Fonction réciproque de eup Fonction exponentielle
- = | 2 e : i , - ] ¥ . " -
ix 1 Racine n*= du nombre réel positil 1 exp. Fonction exponentielle de base g
F - e — _ —
17121 I l_r] | Limite de la fonction fena Arctan Fonction arctangente
- S— — - T
> Somme des nombres ﬁ - Produit des nombres
s L
s I -I.;I..l.l: l'.--l".'ln. .t 4 "J.Q‘J: |-1-“1_

IDENTITES REMARQUABLES l

+8 ; (a=b) =a'-3'h+3ab* -b' ; @' -b'= (a=b)a” +ab+b") |

a +bh ‘_'13"‘4"”,-1: -ab+b*) ; a"-b" =(a=b)la"" +a" b+a" B +..vab”? + b ') (n22)

SUITES ARITHMLTIQUES - SUITES GEOMETRIQUES I

Si (u, ) est une suite arithmétique de raison r: Si (u, ) est une suite geometrique de raison ¢

U, =U,+7 ;u, =u,+nr ; u, =u_+(n=p)r Moy =qu, ; w =uq" : u,=uq""
I{n—p+l]{u_-rn_} l-g* "
N o+ = ! “. s "'". —-li_._f_ l-q =—I} I
5 m 2 ' ; I—lf

| SOMMES CLASSIQUES = PRODUITS CLASSIQUES I

nin+1) : if:"“”h”[:ﬁ‘”] . i'fl:l__i: (¢=1) ; il,,m_,,l}=”m-::r |

L]

M
>
I

d=i 2 dnl 6 v~ ]"'-'f ~ |
] Z”={"_P+IJ” (aeR) ; l_[i‘-'=*l! ; ﬁn#u"""‘ (aeR) Mo o ool ;'
e A=l dup oy M ", |
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’ PLUISSANCE RATIONM i'.l.LE_ _I
i g ] L sy "r i T -l
] F i - I] l . c
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e Z‘iir.'I',‘-‘iﬁl'{}}.‘i.;J;_*,;\,,.,.J_ Y
s ONCTION ARCTANGENTY, |

{,r = Arctan x -y
) S
reR - won
; 270

(Vx e R) tan(Arcun ¥) = x

| » =
("L".n }=-i.-2[]hrrlun{1;1rl.t) [

ATC an est une fonction continue, impaire eof

strictement ¢ roissante sur < .

1“'}1 Arc lan x - _'_l_ ’ hm Arc lan a1 f_
2 i w o |
. Arctan(ax
lim } : ] (u cR° )
= an
FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE
onieiliedbid il el i

* la fonction exp: R <» X" est la fonction
reciproque de la fonction In -

[.r =In(y)

| ye

J_r =exp(r)= e
|

e (Vrxe l-“.}ln(r') 2 X2 IV¥x& {‘_)‘.'--

-
il
-

X & i

ePourtousx,y e X et e 17— 1)
= 1] L] 4 t.i

¢ =& 2 (r ) eV : e
i
2.5 .

; "J{.I“,..J_J'. :," :i" r

i
e —
 —]

FONCTION LOGARITHME DE BASEa« 47 |1]

- _————

e —

= = =

_ FONCTION LOGARITUME N pErisng

LI

""*"-——-—m-_q

la lonction

E-_ .

* Lafonction In e La peimitive de

i —sur® et qui sannule en 1 -
. :

("J".rf ") In[':j ' ‘~]—u"f
f

* Lalonction Inest dérivable sur #° gt pour

toutre 2° .

(In rj' ..

. g g g @ gl .
[ﬂl.il’“'jl_l.l:.}l 2 etre < ttne N —fl

I
lnflj'}:!rl.l +iny ; hl(.l"]rrlnx

(1
L

h’l - ln r

-
L]

E
/

.~

)

|
ey II‘I I
fl

Inly

v

1§ T,

1.1 'iHT LS FONDAMENT ALES

- =

e e

L] &
« 4
- i 4%

Solter « ne clac ]L 1"'-"-[ .

osinfeax)
lim-

tan(ax)
lim

——

rx

= =TF

1:; limx®
€

lim Arctan y = ——
i L] L] 1

him Are tan x

| 5

In 1

——

I«

e Soita e & - fl: - ("u’r c X ) log (x) -

e La fonction log , a les mémes propriétés
algébriques que celles de la fonction In .

ePourtoutxe R ety e ¥ :

[
y=log, xe>x=¢" =d

Arctan( ey | = cosferx .
iy — } v him s b -
b X . 1 2
Iminy =42 ; limlny=-» : lime =0
B EE 1 . i —ik L
II lime' =42 | e T o
K o3 hm—=4x ; lim——=1
' e B 1 vel x =1
- . Inx
imx"lnx=0 ; im—=0; imx'e =0
L i owew 1-'- i=v =
In(1+ ) e —1
lim————==1; lim—— =1 ; ima" =+
¥ all .‘.I i ==l ‘ Poe=g
1 [
| a

lim — = +o

F=8%i .r"

lhima' =0°

T =

i lim x"a’ =0

h=—r =

R

—— = — o —
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La fonction [

La derivee [

R A

=S N
kn (keR) kad - T
I ( f(.t‘)ﬁk f(x):{]
! ' ot
1. gyEV—W | M +v —wu f(.r)= " f'(;T:I:r.r’"
1 TRY u'v+ '
i | ' n
| u w'v— ' f('r)_}T / (‘t)=_F
| y | 3
| l
| - | i f(x)=x f(x)=—=
|! OV | (#'ov)x W
. | . l
| . u w ) )
| N~ CEN G -
| ,
‘ {[; [”Etl ) i 1';_ f(.‘t’):f:ﬂﬁ(ilf"l"b) f‘(_r)z-gsin(m.{.b)
| : '! nu™’
[ 20) | f(x)=sin(ar+5) | f'(x)=acos(ar+b)
4 ' s 1
J"JCI.EJ'IH u - f(.‘l.')‘-‘ lan x _.f l.f}:-l""m .'I"'-‘ms::
| +u”
¥ . B ]
In |u] el /(x)=Arctanx F'(¥)=r=
u
l
e" "'I'.-*' f(r} = Inljl _f”{.'l') =;
n:l fonction I‘éﬂpmquf] 1 l
B w'ou _f(.‘r]z e’ f(x)=e fl
ll PRIMITIVES USUELLES
| La fonction x” | o™ | i:ns(u.r+b} sin(ax +5) .'
f:IHf(I) (":"‘I) x (ﬂ?*ﬂ) 1+x° (ﬂiﬂ) (a=0_]
Une Primitive ! , & - 1 i
Lde la fonction f :+| [nlll L? Arclanx ;’5'“{‘“‘*"5] e (ax+5)
S — S— ———
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4
La fonction u'u" n' 0’ , ol u'
. . s e = Hcosn | MSINu -
.f-r'—}_r[l] (r::—-l] m i 1+u* cos™ i
CHE FTI u” | | I Arct i cosu tanu
n|u e" rctanu | sinu =
de la fonction f Fial |
| THEOREMES FONDAMENTAUX SUR LA DERIVATION _J
r DERIVEE DE LA FONCTION RECIPROQUE [' ‘l THEOREME DE ROLLE ”
Soit f une fonction continue strictement mono- Soit / une fonction continue sur[a:b] , dérivable
tone sur un intervalle / . On suppose que / est ;
Uppaseaus / sur |a; 5[ , et telle que f (a) = /(b). Alors il exi-

dérivableen v, = f(x, )etque f'(x,)=0.

Alors, 1a fonction réciprogue /' est dérivable

ste au moins unréelc € Ia;b[ tel que f'(¢)=0.

| _|" I | T i --' . - i ¥ Le
| eny,etdeplus: (/) ) =——— | INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS |

f(x)

b ) ' Soit / une fonction continue 5ur[ﬂ:b] et dériva-

e —— —_——_— —

‘,—_ B

THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS ] .
- | ble sur]u;b[ Sim< f {r) < M alors:

Soit / une fonction continue sur[a;h]et dériva- m(b-a)< f(b)-f(a)sM(b-a)

ble sur]ﬂ:h[ _Alors il existe au moins un réel En particulier, silf'(,r)] < k , alors, pour tous

::'E]a;b[l:el que: f(b)- fla)=(b—-a)Sf'(c) .ret_rde]n;h[ :

Sfx)- _f'{.r'}f < klx- .1'|

L CALCUL INTEGRAL ET APPLICATIONS
| INTEGRALE D'UNE FONCTION CONTINUE ” ‘ PROPRIETES DU CALCUL INTEGRAL J
Soit f : / — = une fonction continue sur un in- Soit / et g deux fonctions continues sur un inter-
tervalle / et F une primitive quelconque de / sur valle / et A € R. Alors pour tout(a; b;c) € I
/. alors pour tout couple(a;b) € I : ; ;
g (a:6) fixlde=0 : I ,-"(_r}zh':—_[ f(x)dx

j:f{r]cff -—'[F{f}]: = F[f?}- F(a}

" Ce nombre est appelé I'intégrale deaabde /.

Ce résultat se nomme : i Af(x)de=24 I f(x)dx
« Le théoreme fondamental du calcul intégral » o .

JER———— T i ) PP 6 R O N (O

["f(x)de= [ r(x)de+ [ 7(x)dx
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/—— EORNMULAIRE DE M A TH S

T rGRALEET ORDRE I | VALEUR MOYENNE D'UNE FONCTION
______,—-—l'""__ - - i '. S : . - |
(@b e F20)= | f(x)dr=0 - Sipourtoutxe[ablonams<f(x)sM,
| s |
: £(x)dr <0 alors: m < " L S(x)des M !

I:f(x)dr est la valeur |

Le nombre réel

moyenne de f sur[a b] |

e ———————

=

=

e ]

| NTEGRATION PAR PARTIES I

i :rivables[a: b telles que 1’ et v’ sont continues sur a.b|.Alors:
q |

]*["[")[)‘i" ! ]

Soitu et v deux fonctions dériy

u( }:«1

I._‘ u(x)'(x)dy =

————

—'.
INTEL

AIRES ET VOLUMES J' |

22 A TION PAR CHANGEMENT DE‘hnRHHLE J‘ l

—

Saity st une foncton dérivable sur [EI:;U] telle

gue s3 dérivee u' est continue sur [.-:.:: ,f?], et f

4-.1. ﬂ' aun......cﬂl EGI‘UHLE

|” F(u(r))u'(2)dt = |

fLX I-.f:l.‘
E‘ [iE "":_5 U es Fiia " i . ] .
« UT DIUS, U est Dijecuve [JE:[I'I,;JJSLJ.F[{I.JJ‘].

L S lulr))ae' (¢)dr

f‘_” i = |—

— SOMMES DE RIEMANN ﬂ

Soi ' -
tf une fonction continue sur[a;b] . On pose

Ur toi N
POurtoutn e 1" : (Sommes de Riemann)

b - {
3._ UZJ - ‘.b HJ

n k= n

S8

Soit / une fonction continue sur[a:b] et €,

sa courbe dans un repére orthogonal.
L'aire du domaine délimité par la courbe €.,

I'axe des abscisses et les droites d'équations res- |
pectives x = aet x = b estégale a:

= [hi_f[‘r‘]]‘;h‘ (unités d'aire)

i
w*h

Le volume du solide engendré par la rotation de
la courbe €, autour de I'axe des abscisses un

tour complet est:

= "'_[{I(t]

Le volume du solide engendré par la rotation de
la courbe ¢, autour de l'axe des ordonnées un

): (v (unités de volume)

tour complet est:
(M, . 2
= ""I.-..n(-” (1)) dr

Side plus, f estdérivable et strictement mono-

(unites de volume)

lll‘

tone sur[a.b] alors :

If' (x }: dv (unités de volume)

h -
= =:J -

- e ———————— -
- - -
P -
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