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SESSION NORMALE 2024 SERIE D

EXERCICE 1 (2 points)

Ecris, le numéro de chacun des énoncés ci-dessous suivi de VRAI si |'énoncé est vrai ou de FAUX si
|'énoncé est faux.

1. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K et F une primitive de f sur K.

Les fonctions x = F(x) + ¢, c € R sont les primitives de f sur K.

2. Le coefficient de corrélation linéaire r d'une série statistique double ( X,Y ) est tel que : -1 <r <
—0,87. La corrélation lineaire entre les variables X et Y est forte.

3. La fonction dérivée sur R de la fonction x = a*,a € R} \ {1}, est la fonction : x » a*.

4. Soit f une fonction définie sur ]O; + [et ¢ un hombre réel tel que :

v €10 +oo, |f(x) = €] < Ona: limy oo f(x) = .

EXERCICE 2 (2 points)

Pour chacun des énoncés ci-dessous, les informations a, b, c et d permettent d'obtenir quatre
affirmations dont une seule est vraie.
Ecris le numéro de |'énoncé suivi de la lettre de I'information qui donne |'affirmation vraie.

1. z est un nombre complexe tel que z = a + bi,a € Ret b € R. Le module de z est égal a...
a) a? + b?
b) VaZz + b2 ;
c)a?—-b?;
d) |a+ b|

2. Une primitive sur 10;2[  de la fonction x = == est la fonction F définie par :...

Q) F() =~
b) F(x) = —In(sinx);
¢) F(x) = In(sinx)

d) F(x) = Sosxsin’

€0s“ x—sin“ x
(sinx)?
3. Soit Q un point du plan. L'homothétie de centre Q et de rapport -3 est une similitude directe de
centre Q, de ..
a) rapport -3 et d’ angle O
b) rapport -3 et d'angle =;
c) rapport 3 et d'angle
d) rapport 3 et d'angle O .

4. Si A, B et C sont des points du plan complexe d'affixes respectives z,, z; et z. telles que :

Zgp—2 .
B A — _i\/3, alors...
Zc—Zg

a) ABC est un triangle rectangle en A

b) ABC est un triangle isocéle en A

c) ABC est un triangle rectangle isocele en A
d) les points A, B et C sont alignés.



EXERCICE 3 (3 points )

Dans le cadre du programme jeunesse d'un gouverhement, une enquéte a été menée en 2023 sur
I'ensemble des éléves issus d'un centre de formation professionnelle.

Cette enquéte a révélé que 40% de ces éléves sont des bacheliers. Parmi ces bacheliers, 90% ont obtenu
un emploi et parmi les non bacheliers, 70% ont obtenu un emploi.

1. On choisit au hasard un éléve issu de ce centre.

Démontre que la probabilité que cet éléeve ait obtenu un emploi est 0,78 .
2. On admet que le centre a formé suffisamment d'éléves.

On choisit au hasard 5 éleves issus du centre et on désigne par X la variable aléatoire égale au nombre
d'éleves ayant obtenu un emploi.
a) On admet que X suit une loi binomiale de paramétres 5 et 0,78 .

Calcule I'espérance mathématique E(X) de X et interprete le résultat.
b) Calcule la probabilité qu'au moins 3 de ces éléves aient obtenu un emploi.

EXERCICE 4 (3 points)

On se propose de chercher la fonction f, dérivable sur R, solution de |'équation différentielle
(E): y' — 2y = —4x — 4 telle que f(0) = 1, puis de déterminer une valeur approchée de |'équation x €
[0; +oof, f(x) = —1.

1. Démontre que la fonction h définie sur R par : h(x) = 2x + 3 est une solution de (E).
2. Soit |'équation différentielle (E'): y' — 2y = 0.

Détermine les solutions sur R de ( E").
3. Soit g une fonction dérivable sur R.
a) Démontre que g est solution de ( E ) si et seulement si g — h est une solution de (E' ).
b) Déduis des questions précédentes les solutions de (E).
c) Justifie que la fonction f cherchée est définie sur R par: f(x) = —2e** + 2x + 3.
4. a) Justifie que f est strictement décroissante sur [0; +oo].
b) Démontrer que I'équationx € [0; +oo[f (x) = —1, admet une solution unique « telle que :
04 <a<0,5.

EXERCICE 5 (5 points)

Le but de cet exercice est de démontrer qu'une fonction est bijective et d'effectuer un calcul d'aire.
Le plan est muni d'un repere orthonormé (O ,1,]) d'unité graphique 2 cm .

On considére la fonction numérique h, continue sur ]1;4+oo[ et définie par: h(x) = X+l

xlnx’

On note (C) sa courbe représentative dans le repére (0,1,]).

1. Démontre que: Vx €]1;4+[, 14+ x +Inx > 0.

2. a) Calcule la limite de h a droite en 1, puis interpréte graphiquement le résultat.
b) Démontre que |'axe des abscisses est une asymptote a la courbe (C) de h en +oo.



1+x+Inx
(xInx)2 *

3. a) Démontre que : Vx €]1; +oo[ h'(x) =—
b) Justifie que : Vx €]1; +oo[ h'(x) < 0.

4. Démontre que h est une bijection de ]1; +oo[ dans un intervalle K a préciser.

5. Soit () la courbe représentative de la fonction g définie sur ]1;+oo[ par:g(x) = ﬁ

Démontre que (C) est au-dessus de (T') sur ]1; +oo[

2
6. a. Justifieque: [, ——dx=In2.

Inx

b. Détermine |'aire A en cm? de la partie du plan limitée par (C), (T ) et les droites d'equations

x=eetx=e?

EXERCICE 6 (5 points)

Monsieur Zahui, un entrepreneur, vient d'acquérir avec la mairie de sa ville natale un terrain qu'il doit
mettre en valeur. Il souhaite construire sur ce terrain un marché de produits vivriers pour aider les
femmes a écouler facilement leurs marchandises. Il dispose de 20000000 F CFA et voudrait doubler
cette somme avant de commencer a réaliser son projet. Il sollicite une institution financiéere qui lui
propose d'épargner cette somme a un taux d'intérét annuel de 6,9%.

Monsieur Zahui voudrait savoir le nombre minimum d'années qu'il lui faut pour commencer le projet. Ne
sachant pas comment s'y prendre, il te sollicite.

A |'aide d'une argumentation basée sur tes connaissances mathématiques, réponds a la préoccupation de
Monsieur Zahui.



SESSION NORMALE 2023 SERIE D
EXERCICE 1 (2 points)

Soit f une fonction humérique définie et deux (2) fois dérivable sur un intervalle contenant un hombre
réel X,.0On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére orthonormé

(0.1,7). a et b sont deux nombres réels tels que : a<b.
Onnote f'et f"les dérivées premiére et seconde respectives de f

Ecris , sur ta copie, le numéro de chaque proposition suivi de Vrai si la proposition est vraie ou de Faux si

la proposition est fausse .

N° | Enoncé

1 | Si f'(x,)#0,alors (C) admet un point d'inflexion au point d'abscisse X, .

Si f est négative sur l'intervalle [a;b] , alors l'aire (en unité d'aire) de la partie du plan limitée

b
par (C), la droite (OI) et les droites d'équations respectives X=a et est :—I f (t)dt

3 | Si vxe[ab], |f(x))<m,adlors |f(a)- f(b)<m(a—b) , (MeR)

Xt Ae™ +Be™ (AeR,BeR).

Les solutions de I'équation différentielle f"+@”f =0 (@ €R) sont de la forme :

EXERCICE 2 (2 points)

Pour chacun des énoncés du tableau ci-dessous , les informations des lignes A,B, C et D permettent

d'obtenir quatre affirmations dont une seule est vraie.

Ecris , sur ta feuille de copie, le numéro de I'énoncé incomplet suivi de la lettre de la ligne qui donne

I'affirmation vraie.

N° | Enoncé incomplet Réponse
cov(X,Y)
A B VIZVE VTN
WXV (Y)
cov(X,Y)
Soient (X,Y) une série statistique double et cov(X,Y) sa covariance.On | B = VXV Y)
note respectivement V(X) et V(Y) les variances respectives de X et Y
1 | .Onadmet que V(X)#0 et V(Y)#0. On appelle coefficient de corrélation c cov(X.Y)
linéaire de la série statistique double (X,Y), le nombre réel noté r tel que ... =
WXV (Y)
cov(X,Y)
D| M=oy
V(X)V(Y)
A | XF>COoSX—sinX
) Une primitive sur R de la fonction X>CosX—XsinX est la B | XI>XCOSX
fonction... C | X+>SIinX—Ccos X
D | X —XCOSX
3 Si (U,),.y est une suite arithmétique de premier terme 3 et de raison 2, | A | (n+1)(n+3)
alors la somme des N premiers termes consécutifs de cette suite est égale | B | n(n+2)
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a C| (n+1)(n+3)

2

D| (N+2)(n+3)
2

A et

B ]—oo;l—ez[

4 L'ensemble des solutions de l'inéquation : Xe R, In(l1-Xx) <2est...
¢l ety
D ]ez -1 +oo[

EXERCICE 3 (3 points)
Un sondage effectué aupres d'anciens éléves d'un lycée révéle que :
- 55% d'entre eux poursuivent uniqguement leurs études dans une université ;
+10% poursuivent uniquement leurs études dans une grande école ;
‘les autres sont sur le marché du travail.
Ce sondage révele aussi que certains de ces anciens éléves ont fait le choix de vivre en colocation . Il
s'agit de :
-+ 45% des anciens éleves qui poursuivent leurs études dans une université ;
* 30% des ancien éleves qui poursuivent leurs études dans une grande école ;
-15% des anciens éleves qui sont sur le marché du travail.
On interroge au hasard un ancien éléve du lycée.
On considére les événements suivants :
U: «L'ancien éléve poursuit ses études a l'université »
G : « L'ancien éléve poursuit ses études dans une grande école »
T : « L'ancien éléve est sur le marché du travail »
C : « L'ancien éleve vit en colocation »
1)Construis un arbre pondéré traduisant la situation.
2)Calcule la probabilité pour que I'ancien éléve poursuive ses études dans une université et ait choisi de
vivre en colocation.
3)Justifie que la probabilité de I'événement C est égale a 0,33.
4)Un ancien éléve vit en colocation,
Calcule la probabilité qu'il poursuive ses études dans une université.

EXERCICE 4 (3 points )
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O,I,J). On désigne par 2, A et B les points

: 3 1.
d'affixes respectives z, =1+i,z, =1 et z :?LEI '

1)On note S la similitude directe de centre Q qui transforme A en B.

T
Zg — L, :QE'Z

a)Justifie que : 5

A" Lo

2
b)Déduis de 1-a) que S a pour rapport % et d'angle %

s P (1 1.
c)Démontre que I'écriture complexe de Sest: z'= §+§| z+1.

7




1 1.
2-a)Justifie que I'affixe du point K , image du point J par la similitude directe S est : E+EI .

b)Démontre que les points O, K et Q sont alignés.

EXERCICE 5 (5 points)
Soit f la fonction numérique définie sur [0;+oo par: f(x)=xe™.
On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé (O,I ,J).
L'unité graphique est : 2cm.
1-a)Détermine la limite de f en +o .
b)On admet que f est dérivable sur [0;+o|
Justifie que Vx e[0;+o0[, f'(x) = (1—x)e™.
c)Démontre que f est strictement croissante sur |0;1 et strictement décroissante sur [1;+oo[ .
d)Dresse le tableau de variation de f .
e)Construis (C) dans le repére (O,I,J).

1
2)Démontre que I'équation f(x)= " admet une unique solution & dans [0;1] .

3)On considére la suite (u,) définie par :{uo - »
Uy, =u.e™
a)Démontre par récurrence que, pour tout entier naturel N, u, >0.
b)Démontre que la suite (u,) est décroissante .
c)Justifie que le suite (u,) est convergente.

d)Détermine la limite de la suite (u,) .

EXERCICE 6 (5 points)

Une coopérative agricole possede un terrain qui a la forme d'un quart de disque de rayon 1 km
représenté par la figure ci-contre qui n'est pas en grandeurs réelles. Elle veut partager son terrain en
trois parcelles pour y cultiver respectivement des fomates, des aubergines et des patates.

La parcelle hachurée est réservée d la culture des fomates. La coopérative souhaite que |'aire de cette
parcelle soit maximale.




L'agent de I'agriculture chargé de la mise en valeur de ces trois parcelles informe la coopérative que

ad 12—le ol x = OH et x € [0; 1]. Le gérant

de la coopérative ne sachant comment déterminer |'aire maximale, te sollicite. A I'aide d'une production
argumentée basée sur tes connaissances mathématiques, réponds a la préoccupation du gérant de la
coopérative.

I'aire de la partie réservée a la culture des tomates est égale a



SESSION NORMALE 2022 Série D

EXERCICE 1 (2 points)
On donne les groupes de mots (la droite de régression, des primitives, une bijection,, fonction
dérivable, extremum relatif ) et les phrases incomplétes dans le tableau c- dessous

N° | Phrases incomplétes

. Toute fonction f continue et strictement croissante sur un intervalle K définie .......de Ksur
f(K)
Soit (X,Y) une série statistique double ayant une forte corrélation entre X et Y et telle que

, . N cov(X,Y vERv:

2 | V(X)#0. Une équationde ............de Y en X est y=ax+b ot a= W et b=Y-aX,
X et Y étant les moyennes respectives de X et Y .

3 | Toute fonction continue sur un intervalle | admet .................sur | .

4 | Toute ................enunpoint @ est continue en a.

Ecris sur ta feuille de copie, le numéro de chaque phrase incompléte suivi du groupe de mots a écrire a la
place des pointillés pour que la phrase soit vraie.

EXERCICE 2 (2 points)

Pour chacun des énoncés ci-dessous, les informations des colonnes A B et C permettent d'obtenir trois
affirmations dont une seule est vraie.

Ecris sur ta feuille de copie le numéro de I'énoncé suivi de la lettre de la colonne qui donne I'affirmation
vraie.

N° | Enoncés A B c
Une prumn’ruve Si:+5 dela N T X s = @ 2x5 X ——g
fonction X+—>e est.. 2 2

-2X+5

1

Les solutions de I'équation

St ) X > ke +k'e | x> kcos(2x)+k'sin(2x)| x> ke™ +k'e™
2 | différentielle y"—4y =0 sont de

la forme... (k,k) eRxR (k,k)eRxR (k,k)eRxR
3 lim (x—€7) est égale a... —o0 +00 0
La forme exponentielle du .z 3z 3
* | nombre complexe —1+i est ... 2’ V2e ¢ V2e 4

EXERCICE 3 (3 points)

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (0; 4, v).

A, B, C, D et I sont les points du plan complexe d'affixes respectives : —V2;1+i;1—i;3+iet 1.
1. Justifie que le triangle ABC est isocele en A.
2. Soit S la similitude directe du plan d'écriture complexe : z' = (1 + i)z + 1 — 3i.

a) Justifie que : S(D) = D et S(B) = C.

10



b) Détermine les éléments caractéristiques de S.
c) Détermine |'image (C') du cercle (C) de diameétre [BD] par S.

EXERCICE 4 (4 points)

5x+2
4x+7"

On donne la fonction numérique f définie sur [0;+oo[ par: f(x) =

(C) est sa courbe représentative dans le plan muni d'un repere orthonormé ( 0,1,] ).

0o=4%

On considére la suite (u,) définie par : {Vn € N, tyes = ()

1. Sur la feuille annexe a rendre avec la copie, construis a |'aide de (C) et de la droite (D) d'équation
y = x, les quatre premiers termes ugy,u;,u, et u; de la suite (u,) sur |'axe des abscisses.

2. On admet que la fonction f est dérivable et strictement croissante sur ]0; +oo|.

1

a) Démontre par récurrence que : vn € N,u, > .

, 2 1)(—2 1
b) Démontre que : Vn € N,up, 4y —u, = —(un+41)¢(+7un+ )
n

c) Déduis de 2.a ) et 2.b ) que la suite ( u, ) est décroissante.

3. a) Déduis de 2.a ) et 2.¢ ) que la suite (u,) est convergente.

b) Justifie que la limite de la suite (u,) est égale a %

EXERCICE 5 (4 points)

Soit f la fonction numérique définie sur [0; +oo[  par : {f(x) - xl;(a(c))—_Za(c) stx>0
On note (Cr) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé ( 0,1,]).
L'unité graphique est 2 cm.

1. a) Justifie que f est continue en O .

fO-f©@ _ _

o,
x-0

b) Justifie que : lim,_,
c) Interprete graphiquement le résultat de 1.b).
2. Onadmet que : lim,_ o f(x) = +o0 et limy_, ;4 % = +oo, Interpréte graphiquement ces résultats.
3. a) On suppose que f est dérivable sur ]0; +oo].
Justifie que : Vx €]0; +oof, f'(x) = —1 + Inx.

b) Etudie les variations de f.

11



c) Dresse le tableau de variation de f.

4. Trace la courbe (Cf).

(Tu pourras tracer |'axe des abscisses dans le sens de la longueur du papier millimétré).

5. a) A I'aide d'une intégration par parties, justifie que I'intégrale K telle que K = fllen xdx est
égale a 2In2 — %.

b) On admet que, sur [1;2], (C;) est au-dessous de |'axe des abscisses (OI).
Calcule |'aire en cm? de la partie du plan limitée par la courbe (C;), la droite (OI) et les droites

d'équations x = 1 et x = 2.

EXERCICE 6 (5 points)

Lors de la kermesse en fin d'année dans ton lycée, le comité d'organisation a initié un jeu d'adresse.
Le jeu comprend quatre épreuves.

Le joueur regoit 4 boules apres une mise de 100 F CFA.

Une épreuve consiste a lancer une boule dans un trou situé a 10 m.

Le jeu est terminé lorsque le joueur a lancé les quatre boules.

On suppose que les 4 lancers sont indépendants.

A chaque épreuve :

o sile joueur réussit aloger la boule dans le trou, le comité d'organisation lui remet 2 tickets.
e s'il ne réussit pas a loger la boule dans le trou, il ne gagne aucun ticket.

On admet que le joueur a 25% de chance de loger une boule dans le trou.

Le comité d'organisation récompense a hauteur de 2500 F CFA le joueur qui possede a la fin du jeu au
moins 4 tickets.

Un éléve affirme qu'un joueur a moins de 20% de chance de gagner les 2500 F CFA.

A |'aide d'une production argumentée basée sur tes connaissances mathématiques, dis si |'affirmation de
cet éleve est justifiée ou non.

12



Annexe a rendre avec la copie.
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SESSION NORMALE 2021 SERIE D

EXERCICE 1 (2 points)
Pour chaque énoncé , écris Vrai si I'énoncé est vrai ou Faux si I'énoncé est faux.
Aucune justification n'est demandée.

N° | Enoncé

1 | La fonction In est strictement décroissante sur ]0; +oo[

1
2 | Lafonction In est la primitive sur |0;+[ de la fonction X+ S qui s'annule en 1.

Uy =2
On considére la suite U définie par : °
3 vneN, u,,, =3u,

La suite U est une suite arithmétique.

Soit f la fonction numérique dérivable sur un intervalle K.
a et b sont deux éléments de K tels que a<b.
S'il existe deux nombres réels m et M ftels que pour tout X élément de [a;b], m< f'(x)<M,

alors, m(b—-a)< f(b)-f(@)<M(b-a)

EXERCICE 2_(2 points)

Pour chacun des énoncés incomplets du tableau ci-dessous , quatre réponses A,B, C et D sont proposées
dont une seule permet d'avoir I'énoncé juste.

Ecris , sur ta feuille de copie, le numéro de I'énoncé incomplet suivi de la lettre correspondant a la bonne
réponse.

N°| Enoncé incomplet Réponse
Soit U la suite humérique définie par : A | —o
Uy =—2 B| 2
1| VneN,u,,=2+U, c| O
La suite U a pour limite... D| —x
A | J-oose]
L'inéquation (E): xeR, Inx-1<0 ,a pour B | ]0se]
2 Ensemble de solutions... C | &+
D | U
Alr=2ero=2
6
. B -5
On pose : z=—/3+i.0n note I le module de z et & r=2et HZT
3 I'argument pr‘i’ncipal de z. c or
Ir et @ vérifiant... r=2et 9:?
b r=1et @= 5—”
6
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé A | La droite (IJ) privée du
4 | direct (O,u,v). Soient I et J les points d'affixes segment [1J]
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respectives 1 et i.On note (I') I'ensemble des points | B | La droite (IJ)
M du plan d'affixe z vérifiant :|z—1|=|z-i|. C | La médiatrice du segment[1J]
() est.. D | Le cercle de centre I et de
rayon 1.
Soit f une fonction numérique dérivable sur un A 1
intervalle K telle que : VxeK, f'(x) >0. f'(a)
f est une bijection de K vers f(K). B -1
vae f(K), (f*)(a) estégala.. f(a)
5 c| (@)
D 1
f'(f())

EXERCICE 3 (3 points)

Dans une ville , 30% de la population ont un dge supérieur ou égal a 65 ans.

60% des personnes ayant un dge supérieur ou égal a 65ans sont atteintes de la Covid-19.
0,1% des personnes de moins de 65ans sont atteintes de la Covid-19.

1)On prend une personne au hasard et on donne les évenements suivants :
S «la personne a un dge supérieur ou égal a 65 ans »
C « La personne est atteinte de la Covid-19 »
a)Dresse un arbre pondéré qui représente la situation.
b)Donne la probabilité P (C) des personnes atteintes de la Covid-19 sachant qu'elles ont plus de 65 ans

c)Calcule la probabilité pour que la personne ait au moins 65 ans et soit atteinte de la Covid-19 .
2)Justifie que la probabilité de I'événement C est: 0,1807 .
3)On prend au hasard n personnes dans la ville et on note B, la probabilité d'avoir au moins une personne
atteinte de la Covid-19 (neN*\{1}).

a)Justifie que : YneN*\{1}, P, =1—(0,8193)".

b)Détermine le nombre minimal de personnes pour que la probabilité d'avoir au moins une personne
atteinte de la Covid-19 dépasse 99,99%.

EXERCICE 4_(4 points)

On considére la fonction numérique f définie sur R par: f(x)=(x+1)e"™ —x+1.
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repere (O,I,J).
L'unité graphique est le cm.

. f(x
1)On admet que lim f(x) =—0 et lim T +o0 . Interpréte graphiquement ces résultats.

X—>—0 X
2-a)Calcule la limite de f en +o |
b)Justifie que la droite (D) d'équation y =—X+1 est une asymptote a © en +© ,
3)Soit g le fonction numérique définie sur R par : g(X) =xe"™ +1.
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On admet qu'il existe un nombre réel a élément de lintervalle [-0,4;-0,2] tel que g(a)=0 et
Vx e ]-o;af, g(x) <0
{Vx € Jer;+oo[, g(x) >0
On admet que f est dérivable sur R.
a)Justifie que : Vx e R, f'(x) =—-g(X).
b)Etudie le sens de variation de f .
c)Dresse le tableau de variation de f .
4)On admet que (C)est au-dessus de (D) sur [1;+oo[ et au-dessous de (D) sur |-o0;—1].
Construis (C). (Tu prendras :a =—-0,3 et f(a)=3,9).

1
5-a)Interpréte graphiquement l'intégrale K tel que K = I( f (X) = (—x+1) )dx
0
b)Justifie a I'aide d'une intégration par parties : K=2e-3.

EXERCICE 5 (4 points)
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé directe (O,u,V) d'unité graphique le centimetre.

On réalisera une figure que I'on complétera tout au long de I'exercice.
On note A et B les points d'affixes respectives 8 et 4+4i.
1)On considere la similitude directe S de centre O telle que : S(A)=B.

1 1.
a)Justifie que la similitude directe S a pour écriture complexe : z'= (EJrEIj Z.
b)Détermine le rapport et I'angle de S .
A=A

5 = , :

)On considére les points A, tels que {Vn cN, A =S(A)
On désigne par Z, I'affixe du point A,.

a)Démontre par récurrence que : VneN, z, —8(; ;J .

b)Démontre que le triangle OA A ., est rectangle et isocéle en A,,;.
3-a)Place successivement les points Ay, A LA, A A,

b)Justifie que l'aire @, en cm’, du triangle OA)A est 16.

c)Déduis du résultat précédent l'aire @, en cm®du polygone A/ AAAA, .
EXERCICE 6 (5 points)

Une société fabrique et commercialise des produits cosmétiques. Les relevés , en millions de franc CFA ,
des frais publicitaires mensuels de la société et de son chiffre d'affaires mensuel sont consignés dans le

tableau suivant .

Frais publicitaires 1 2 |3 |4 |5

Chiffre d'affaires 60 |66 |69 |75 |81

Le directeur commercial veut investir davantage dans la publicité pour que le chiffre d'affaires mensuel

atteigne 100 millions de franc CFA.

Informée du probleme , sa fille , qui est une de tes camarades de classe , te sollicite pour trouver le
montant des frais a investir dans la publicité afin d'atteindre 100 millions comme chiffre d'affaires.
Fais une proposition argumentée.
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SESSION NORMALE 2020 SERIE D

EXERCICE 1
Une entreprise achéte, utilise et revend des machines a coudre aprés un certain hombre d'années. Le
tableau suivant donne |'évolution du prix Y de vente d'une machine en fonction du nombre d'années X
d'utilisation.

Nombre x; d'années 1 2 3 4 5 6

Prix y;( en milliers de francs CFA) | 150 | 125 | 90 | 75 | 50 | 45

Le plan est muni d'un repere orthogonal.
Unités graphiques : en abscisse, 1 cm pour une année ; en ordonnée, 1 cm pour 20000 F.
1. Représente le nuage de points associés a la série statistique (X,Y).

2. a) Détermine les coordonnées du point moyen G du huage de points de cette série statistique. On
donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles.

b) On note V(X) la variance de X et Cov(X,Y) la covariance de (X,Y).

Démontre que : V(X) = % et Cov(X,Y) = _24&_

3. Onadmet que la variance V(Y) de Y est égale a 1445 .

a) Justifie que le coefficient de corrélation linéaire de la série statistique (X, Y) est _31\‘/12_1.
b) Justifie qu'il existe une forte corrélation linéaire entre les variables X et Y.

4. Soit (D) la droite de régression de Y en X.
Démontre, par la méthode des moindres carrés, qu'une équation de (D) est : y = —1—§3x + %.

5. Détermine le prix de vente d'une machine a coudre a la fin de la 7° année.

On arrondira le résultat au multiple le plus proche de 5.

EXERCICE 2
1. Onconsidére |'équation (E):z € C,z3 + (1 +i)z? + (2 — 2i)z + 8i = 0.

a) Justifie que 2i est une solution de (E).

b) Justifie que : Vz € C,z3 + (1 +i)z? + (2 — 2i)z + 8i = (z — 2i)[2%* + (1 + 3i)z — 4].
c) Résous dans C |'équation (E"):z% + (1 + 3i)z— 4 = 0.

d) Déduis des questions précédentes la résolution dans C de |'équation (E).
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2. Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (0,1,]). L'unité graphique est 2 cm.

On donne les points A, B, C et D d'affixes respectives : —3i;1 —i;2i et —2 — 2i.
a) Place les points A, B, C et D sur votre feuille de copie.
b) Démontre que le triangle BAD est rectangle et isocéle en A.

3. Soit S la similitude plane directe de centre D qui transforme A en B.

a) Démontre que |'écriture complexe de Sest : z' = (1 +i)z — 2 + 2i.
b) Démontre que S(B) = C.

c) Détermine |'image du triangle BAD par la similitude S.

PROBLEME
PARTIE A
On considére la fonction g définie et dérivable sur R par : g(x) = 2x —e™™*.

1. Calcule lim,_,_,g(x) et lim,_ ;g (x).
2. Démontre que la fonction g est strictement croissante sur R, puis dresse son tableau de variation.
3. a) Démontre que |'équation g(x) = 0 admet une solution unique dans R. On la note a.

b) Justifie que : 0,3 < a < 0,4.

4. Justifieque: Vx €] — o,a[,g(x) <0;  Vx €la,+o[,g(x) >0

PARTIE B
Soit f la fonction définie et dérivable sur R par : f(x) = (x — 1)(2e* — 1).
On note (C;) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,1,]).
L'unité graphique est 2 cm.
1. Caleule lim, e f(x) et lim, o 72,

Donne une interprétation graphique des résultats obtenus.

2. a) Calcule lim,_,_, f(x).

b) Justifieque : Vx € R, f(x) = 1 —x + 2(x — 1)e*.
c) Démontre que la droite (D) d'équation y = 1 — x est une asymptote a (C;) en —oo.
d) Etudie la position relative de (C;) et (D).

3. On suppose que f est dérivable sur R et on note f ' sa fonction dérivée.
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a) Démontre que Vx € R, f'(x) = e* g(x).
b) Etudie le sens de variation de f.
c) Dresse le tableau de variation de f.

4. a)Résous dans R |'équation : f(x) = 0.

b) Déduis-en les coordonnées des points d'intersection A et B de (C;) et de I'axe des abscisses.
On choisira : x5 < xg(x, et xg étant les abscisses respectives de A et B).

5. Détermine une équation de la tangente (T) a (C;) au point d'abscisse O .

6. Trace les droites (D) et (T), puis construis (C).

On prendra: a = 0,35 et f(a) = —1,2. 7. A |'aide d'une intégration par parties, calcule I'aire en cm?, de la
partie du plan délimitée par ( Cf ), la
droite (D) et les droites d'équations x = 0 et x = 1.
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SESSION NORMALE 2019 SERIE D

EXERCICE 1
Les deux parties A et B de cet exercice sont indépendantes.
Partie A
En vue de sélectionner des joueurs pour un tournoi international de football, une fédération nationale
met a la disposition de |'entraineur un certain nombre de joueurs évoluant au pays et hors du pays. Parmi
eux, il y a des joueurs professionnels et des joueurs non professionnels.
Ces joueurs se répartissent comme suit :
e 75% des joueurs évoluent au pays ;
e 60% des joueurs évoluant au pays sont professionnels ;
e 80% des joueurs évoluant hors du pays sont professionnels.

On choisit au hasard un joueur pour subir un test antidopage.

On désigne par A |'événement «Le joueur choisi évolue au pays».

On désigne par B I'événement «Le joueur choisi est professionnel ».

On désigne par C |'événement «Le joueur choisi évolue au pays et est professionnel ».

1. a) Traduis |I'énoncé par un arbre de probabilité.

b) Donne P,(B), la probabilité de B sachant A.
c) Démontre que la probabilité de |I'évenement C est égale a 0,45 .

2. Calcule la probabilité de B.

Partie B

Un entrdineur doit sélectionner des joueurs parmi ceux mis a sa disposition. Pour ce faire, il soumet
d'abord chaque joueur a un test qui consiste a faire trois tirs au but successifs a partir du point de
penalty. Est retenu a |'issue de ce premier test, tout joueur qui réussit au moins deux de ses trois tirs.
On suppose que les tirs sont indépendants les uns des autres et que la probabilité qu'un joueur donné
réussisse un tir est égale a %

1. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de tirs réussis par un joueur donné a l'issue de
I"épreuve de trois tirs au but successifs.

a) Détermine les valeurs prises par X.
b) Détermine la loi de probabilité de X.
2. Calcule I'espérance mathématique de X.

7/ o / ] . / . /7 Y 27
3. Démontre que la probabilité qu'un joueur donné soit retenu est égale a 2.
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EXERCICE 2

Une société ivoirienne de transformation de produits agricoles a acheté 5000 tonnes de noix de cajou
aux paysans en 2011, La société décide d'augmenter de 5% ses achats chaque année par rapport a |'année
précédente.

On note, pour tout entier naturel n,Q, la quantité en tonnes de noix de cajou achetée en I'an (2011 + n).
Ona: Qg = 5000.

1. Justifie que la quantité de noix de cajou achetée en 2012 est de 5250 tonnes.
2. Démontre que (Q,) est une suite géométrique de raison 1,05 .
3. a) Justifie que : vn € N,Q,, = 5000 x (1,05)".

b) Détermine la quantité de noix de cajou qu'achétera cette société en 2020. Donne le résultat arrondi a
I'ordre O .

4. a) Détermine |I'année ol la quantité de noix de cajou achetée sera supérieure a 10000 tonnes.

b) Détermine la quantité totale de noix de cajou achetée par cette société de 2011 a fin 2020. Donne le
résultat arrondi a I'ordre O .

PROBLEME

Le plan est muni d'un repere orthonormé (0,1,]). L'unité graphique est : 2 cm.

Partie A
Soit g la fonction définie sur ]1;+o[ par: g(x) = ﬁ —In(x — 1).
On note (®,) la courbe représentative de g dans le plan muni du repére ( 0,1,]).

1. a) Calcule la limite de g d droiteen 1.

b) Interpréte le résultat obtenu.

2. a) Calcule lim,_, ;4 g(x).

b) Calcule lim,_, , @.

c) Donne une interprétation graphique des résultats obtenus précédemment.
3. On suppose que g est dérivable sur ]1; +oo[ et on hote g ' sa fonction dérivée.

—-X

a) Justifie que : Vx €]1; +o0 [,g'(x) BT

b) Déduis de ce qui précede le signe de g'(x).

c) Dresse le tableau de variation de g.
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4. a) Démontre que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique dans |'intervalle ]1; +ocol.

On note a cette solution.
b) Vérifieque : 2,7 < a < 2,8.

5. Démontre que :

Vx €]1; a[, g(x) > 0 et Vx €]a; +oo[, g(x) < 0.

Partie B

On considére la fonction f définie sur ]1; +oo[ par: f(x) = 4e *In(x — 1).
On note ( C ) la courbe représentative de f dans le plan muni du repére (O, I, J).

1. a) Justifie que : lim,_, o f(x) = 0.

b) Donne une interprétation graphique du résultat obtenu.

2. a) Calcule lim,_, f(x).

b) Donne une interprétation graphique du résultat obtenu.

3. On suppose que f est dérivable sur ]1; +o[ et on note f ' sa fonction dérivée.

a) Justifie que : Vx €]1; +oo[, f'(x) = 4e ¥ g(x).
b) Déduis de la question précédente et de la question 5 de la partie A, les variations de f.
c) Dresse le tableau de variation de f.

4. Construis les courbes (®,) et ()) dans le méme repére (O,1,)).

On prendra: a = 2,75 et f(a) = 0,14.

Partic C
1. Justifieque:In(a—1) = ﬁ en utilisant la question 4-a) de la partie A.
2. Onpose:U= [ ﬁ dx et V= [, In(x - 1)dx.

a) Calcule U.

b) A I'aide d'une intégration par parties, justifie que : V =3 — a.

3. On désigne par A |'aire en cm? de la partie du plan limitée par la courbe (C;), I'axe (OT), les
droites d'équations x = 2 et x = a.

(a=2)*
a-1°

a) Justifieque: U -V =

b) Déduis-en |'aire A.
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SESSION NORMALE 2018 SERIE D

EXERCICE 1
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (0,1,]). L'unité graphique est : 2 cm. On
considére les points A, B et C d'affixes respectives 4i;2 et 1+ iv3.

1. a) Ecris le hombre complexe 1 + iv3 sous forme trigonométrique.

b) Place les points A, B et C dans le plan muni du repere (0,1,]).

2. Soit S la similitude directe de centre O qui transforme B en C.

a) Justifie que |'expression complexe de S est : z' = %(1 +iV3)z.

b) Justifie que S est une rotation dont on précisera une mesure de |'angle.

3. Soit (E) I'ensemble des points M du plan d'affixe z telle que : |z — 4i| = 2.

a) Détermine et construis (E ).
b) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de (E') I'image de (E) par S.

4. Soit (F) I'ensemble des points M du plan d'affixe z telle que : |z — 2| = |z — 1 — iV/3].

a) Détermine et construis (F).
b) Justifie que le point O et le point K milieu du segment [BC] appartiennent a (F).

c) Justifie que I'image de (F) par S est la droite (OJ).

EXERCICE 2

Un laboratoire de recherche étudie |'évolution d'une population animale qui semble en voie de disparition.
En I'an 2000, I'effectif était égal a mille (1 000).

L'effectif de cette population évolue par rapport au temps t et peut &tre approché par une fonction f.
Le temps t est exprimé en années a partir de 2000. La fonction f est dérivable, strictement positive sur
I'intervalle [2000; + o[ et est solution de |'équation différentielle :

200 1

1
(ED: y'(t) +ﬁﬂt) =z t7

1. Soit h la fonction dérivable et définie sur |'intervalle [2000; + o0 [par: h(t) = 2—20

Vérifie que h est une solution de (E;).
2. Résous |'équation différentielle

(E2):¥' () +5=¥(t) = 0.

3. a) Démontre qu'une fonction g est solution de (E;) si et seulement si g — h est solution de (E,).

23



b) Déduis-en les solutions de (E;).

c) Sachant que £(2000) = 1000, vérifie que :

(10_L) 200
vVt € [2000; +oo [,f(t) =999,9¢ 200/ + —

d) Détermine le nombre d'individus de cette population animale en 2020.
Donne le résultat arrondi a l'ordre O .

PROBLEME
Partie A
On considére la fonction g dérivable et définie sur |'intervalle ]0; +oo[ par :

g(x) =2+ x — 3xIn(x)
1. Calcule la limite de g en O et la limite de g en +o.
2. a) On désigne par g', la fonction dérivée de g.
Calcule g'(x) pour tout hombre réel x strictement positif.

b) Etudie les variations de g.

rd . . —E _E
c) Vérifieque : g (e 3) =2+3es.
Dresse le tableau de variation de g.

2
3. a) Démontre que |'équation g(x) = 0 admet dans |'intervalle [e‘E; +oo[, une solution unique notée a.

b) Justifieque: 19 < a < 2.
4. Démontre que : Vx €]0; a[, g(x) > 0 et Vx €]a; + o[, g(x) < 0.

Partie B

20In(x)
(x+2)3°

Soit f la fonction dérivable et définie sur |'intervalle ]0; +o [par: f(x) =

'C) désigne la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormé (O, I, J) d'unité
graphique 5 cm.

1. a)Calcule la limite de fenO.

Interprete graphiquement le résultat.
b) Justifie que la limite de f en + est égale a O .
Interprete graphiquement le résultat.

2. Onnote f'la fonction dérivée de f.
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a). Démontre que :

’ 20g(x)
Vx E]O;+00 [, f (X) = m

b) Déduis-en les variations de f.

c) Dresse le tableau de variation de f. On ne calculera pas f(a).

3. Justifie qu'une équation de la tangente (T) a (C) au point d'abscisse 1 est : y = %x — g

4. Trace(T) et (€). On prendra a = 1,95 et f(a) = 0,22.

Partic C

2 In(x)
1 (x+2)3

2 1
1 x(x+2)2

Onpose: U= | dxetv=/

: , _tr -t __1
1. Onadmet que : Vx €]0; +oo [’x(x+2)2 T 4x 4(x+2)  2(x+2)2

£ .y In3 In2 1
Déduis-enque : U= —=——=——

2. a) A |'cide d'une intégration par parties, démontre que : V = ———= + 2 U.

b) Calcule en cm? I'aire A de la partie du plan délimitée par la courbe ( € ), I'axe (OI), les droites
d'équations x =1 et x = 2,

Donne le résultat arrondi a |'ordre 1.
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SESSION NORMALE 2017 SERIE D

EXERCICE 1

Dans le cadre d'un recensement portant sur le nombre de travailleurs dans les champs d'hévéa, un agent
recenseur a visité huit (8) exploitations. Un exploitant voudrait estimer le nombre de travailleurs que
prendrait une exploitation de 16 ha d'hévéa. Pour cela I'agent recenseur a recueilli les informations
consignées dans le tableau ci-dessous.

Nombre x de travailleurs 2141457 7 81| 8

Superficie exploitéey (enha) | 3 [ 5| 6 | 7 |10 | 11| 8 | 12

1. Représente le nuage de points correspondant a la série statistique double (X,Y) dans le plan muni
d'un repére orthonormé.

On prendra sur |'axe des abscisses 1 cm pour 1 travailleur et sur |'axe des ordonnées 1 cm pour une
superficie de 1ha.

Pour les questions 2), 3), 4) et B), les résultats seront arrondis a |'ordre 2.

2. Justifie que le point moyen a pour couple de coordonnées (5,63;7,75).

3. Onnote V(X) la variance de X, V(Y) la variance de Y et Cov(X,Y) la covariance de X et Y.
Justifie que : V(X) = 4,18; V(Y) = 8,44 et Cov(X,Y) = 5,37.

4. a) Calcule le coefficient de corrélation linéaire r de la série (X, Y).

b) Interpréte le résultat obtenu précédemment.

5. a) Justifie qu'une équation de la droite (D) d'ajustement de Y en X par la méthode des moindres
carrés est : y = 1,28x + 0,54.

b) Trace (D) sur le graphique précédent.

6. Utilise I'ajustement précédent pour répondre a la préoccupation de I'exploitant.

On donnera |'arrondi d'ordre zéro du résultat.

EXERCICE 2

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct(0; U, V).
L'unité graphique est 2 cm.
1. Résous |'équation:z € C,z% + (1 —3i)z— 4 = 0.

2. Onpose:Vz€C,P(z) =23+ (1 —1i)z?+ (2 + 2i)z— 8i.
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a) Justifie que : P(—2i) = 0.
b) Détermine les nombres complexes a et b tels que : Vz € C,P(z) = (z + 2i)(z* + az + b).
c) Déduis des questions précédentes les solutions de |'équation : z € C,P(z) = 0.

3. Soit A, B et C les points d'affixes respectives —2i; —2 + 2i et 1 +i.

On note D le symétrique de A par rapport au point O.
a) Place les points A, B, C et D dans le plan complexe.
b) Démontre que le triangle ABC est rectangle et isocéle en C.

c) Démontre que les points A, B,C et D sont cocycliques.
PROBLEME

Partie A

On considére la fonction f définie sur R par: f(x) = (1 — x?)e™*.
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére orthonormé ( 0,1,] ).
L'unité graphique est 2 cm.

1. a) Justifie que : lim,_, o f(x) = 0.
b) Donne une interprétation graphique du résultat obtenu précédemment

2. a) Caleule lim,_, f(x) et lim,,_o, 72,
b) Donne une interprétation graphique des résultats obtenus précédemment.

3. Onsuppose que f est dérivable et on note f ' sa fonction dérivée.

a) Démontre que : Vx € R, f'(x) = (x? — 2x — 1)e™™.
b) Justifie que :
*Vx €] — 00; 1 —V2[U]1 + V2; +oo[, f'(x) > 0;
*Vx €]1 —/2;1++2[, f'(x) < 0.
c) Dresse le tableau de variation de f.
On ne calculera pas f(1 —v2) et f(1+V2).
4. Démontre qu'une équation de la tangente (T) a (c) au point d'abscisse O est : y = —x + 1.

5. Soit h la fonction définie sur R par : h(x) = (1 + x)e™* — 1.
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a) On suppose que h est dérivable sur R et on note h ' sa fonction dérivée. Calcule h'(x).

b) Etudie les variations de h.

c) Calcule h(0) et dresse le tableau de variation de h. On ne demande pas de calculer les limites de h.
d) Justifie que : Vx € R,h(x) < 0.

e) Vérifie que : Vx € R, f(x) + x — 1 = (1 — x)h(x).

f) Déduis des questions précédentes la position relative de (C) et (T).

6. Trace la tangente (T) et la courbe (C).
On prendra:f(1—+2) =13 et f(1+V2) = —0,4.

Partie B

Soit 2 un nombre réel de |'intervalle ]1; +oo[ et A(2) I'aire en cm? de la partie du plan limitée par la
courbe (C), la droite (OI) et les droites d'équations x = 1 et x = A.

16 4(1+1)2
4 ))sz.

1. Démontre, en utilisant deux intégrations par parties, que : A(A) = (: 5

2. Détermine la limite de A(%) lorsque 1 tend vers +oo.
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SESSION NORMALE 2016 SERIE D

EXERCICE 1
1. On considére la fonction h dérivable et définie sur |'intervalle [0; 1] par h(x) = 2x — x?

a) Démontrer que h est strictement croissante sur |'intervalle [0; 1]

b) En déduire que |'image de |'intervalle [0; 1] par h est |'intervalle [0; 1]

2. Soit la suite u définie par: uy = ; et vn € N,u,, = h(u,)

a) Démontrer par récurrence que : Vn € N,0 < u, <1
b) Démontrer que la suite U est croissante.
c) Justifier que la suite U est convergente.

3. On considere la suite V définie par: vn € N, v, = In(1 — u,,)

a) Démontrer que V est une suite géométrique de raison 2 .
b) Exprimer V;, en fonction de n.
¢) Calculer la limite de la suite V.

d) En déduire la limite de la suite U.

EXERCICE 2
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (0,4, 7).

(unité graphique: 2 cm).

On considére la transformation S du plan qui, & tout point M d'affixe Z, associe le point M'd" affixe z'

telleque: z' = (1—i§)z+2i§

1. a) Soit Q le point d'affixe 2. Vérifier que S(Q) = Q.
b) Justifier que S est une similitude directe dont on précisera les élément caractéristiques

,_
2. a) Démontrer que vz # 2, =— = i‘fé

b) En déduire que le triangle MQM' est rectangle en M.

c) Donner un programme de construction de-l'image M’ par S d'un point M donné. 3. a) Placer les points A
et B d'affixes respectives —1 + i et 5 — i dans le plan muni du repére (0, i, 7).

Construire les images respectives A’ et B’ de A et B par S.

b) On note Z,/Z5,Z, et % les affixes respectives des points 4,B, A’ et B'.
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Démontrer que : z, — z, = zg — zp

¢) En déduire la nature du quadrilatéere AA'BB’
PROBLEME

Soit g la fonction dérivable et définie sur R par: g(x) = —1 + (2 — 2x)e~2**3 1. Calculer les limites de g
en —x et en +oo

2. a) Soit g’ la fonction dérivée de g.

Justifier que : Vx € R, g'(x) = (4x — 6)e~2¥*3

b) Etudier le signe de g'(x) suivant les valeurs de x
c) Justifier que : g G) = -2

d) Dresser le tableau de variations de g

3. a) Démontrer que |'équation g(x) = 0 admet dans R une solution unique notée a

b) Vérifier que : 0,86 < a < 0,87

c) Justifier que : Vx €] — o0; a, g(x) > 0 et Vx €]a; +oo[, g(x) < 0

PARTIE B

Le plan est muni d'un repere orthogonal (0,1,]), funité graphique : 2 cm ),

On considére la fonction f dérivable et définie sur R par:

flx)=—x+ (x — %) e~ 2x+3

On note (C) la courbe représentative de f.

1. a) Caleuler lim,,_q, f(x) et limy.,_o L2
b.).En déduire que (C) admet une branche parabolique de direction (OJ) en —c

2. a) Calculer lim,_,, f(x).

b) Démontrer que la droite (D) d'équation y = —x est asymptote a (C) en +
¢) Etudier la position de (C) par rapport a (D).

3.a) Soit f’ la fonction dérivée de f.

Démontrer que : Vx € R, f'(x) = g(x)

b) En déduire les variations de f.

c) Dresser le tableau de variations de f (On ne calculera pas (@) ).
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4. Construire (D) et (C) sur le méme graphique.
3

4.
2

On précisera les points de (C) d'abscisses 0;;

On prendra: a = 0,865 et f(a) = 0,4.

N w

5. Soit t un nombre réel strictement supérieur a

On désigne par A(t) |'aire en cm? de la partie du plan limitée par la courbe (C), li droite (D) et les droites
d'équations x = % etx=t.

t 1
Onpose: I, = X —=) e 2*+3dx.
P t f% ( 2)

a) A I'aide d'une intégration par parties, justifier que : I, = > — ~e2+3

b) En déduire A(t).

¢) Calculer lim;_,, ., A(t)
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SESSION NORMALE 2015 SERIE D

EXERCICE 1
PARTIE I
On considére la fonction p définie sur C par :

vzeCp(z) =23 —(B+2)z>+ (1 +5)z+2—2i

1. a) Calculer p(i)

b) Déterminer deux nombres complexes a et b tels que :
p(z) = (z—i)(z%+ az + b)
2. Résoudre dans C, I'équation: z2 — (3+)z+2+2i=0

3. En déduire les solutions dans C, de I'équation (E):p(z) = 0.

PARTIE IT
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (0,4, 7), d'unité : 5 cm.

L4
Onposezy=2etVneN,z, 4 = %Zn

On note A, le point du plan d'affixe Z,,.

1. a)Calculer z; et z,.

b) Placer les points Ay, A; et A, dans le plan complexe.
2. On consideére la suite U définie par vn € N,U,, = |Z,41 — Zy|.
e _ vz
a) Justifier que: vn e N, U, = — |znl

b) Démontrer que U est une suite géométrique de raison \/75 et de premier terme V2

c) Exprimer U, en fonction de n.

3. Ondésigne par ApA, + A1A; + -+ + Ap_1 A, la longueur de la ligne brisée AyA;4; ... A, 1A, (n € N¥)
On pOSC VTl € N*, 1,”n = AOA1 + AlAZ + A + An—lAn

a) Calculer #n

b) En déduire lim,,_,, ,, #n.
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EXERCICE 2

Mariam, une jeune diplomée sans emploi, a regu un fonds et décide d'ouvrir un restaurant. Aprés un mois
d'activité, elle constate que :

e pour un jour donné, la probabilité qu'il y ait une affluence de clients est 0,6 ;
e Lorsqu'il y a une affluence de clients, la probabilité qu'elle réalise un bénéfice est 0,7;
e lorsqu'il n'y a pas d'affluence de clients, la probabilité qu'elle réalise un bénéfice est 0,4 .

On désigne par A |'événement "il y a affluence de clients» et B I'événement "Mariam réalise un
bénéfice".

1. On choisit un jour au hasard.

a) Calculer la probabilité de |'événement E suivant : « il y a une affluence de clients et Mariam réalise un
bénéfice ".

b) Démontrer que la probabilité p(B) de |'événement B est 0,58 .

¢) Mariam a réalisé un bénéfice.

Calculer la probabilité qu'il y ait eu une affluence de clients ce jour-la.
On donnera I'arrondi d'ordre 2 du résultat.

2. Mariam veut faire des prévisions pour trois jours successifs donnés.

On désigne par X la variable aléatoire égale au hombre de jours ol elle réalise un bénéfice sur les 3 jours
successifs.

a) Déterminer les valeurs prises par X.
b) Déterminer la loi de probabilité de X.
c) Calculer |'espérance mathématique E(X) de X.

3. Soit n un hombre entier naturel supérieur ou égal a 2 . On note p,, la probabilité que Mariam
réalise au moins une fois un bénéfice pendant n jours successifs sur une période de n jours.

a) Justifier que pour tout nombre entier naturel n supérieur ou égal a 2 : p, = 1 — (0,42)".

b) Déterminer la valeur minimale de n pour qu'on ait p, = 0,9999.

PROBLEME
PARTIE A

Soit r la fonction définie sur R par: r(x) = xe™

On considere |'équation différentielle (E):y' +y=7r
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Soit g la fonction dérivable et définie sur R par: Vx € R, g(x) = %xze‘x

1. Démontrer que g est une solution de I'équation (E ).

2. Soit |'équation différentielle (F):y' +y = 0.
a) Démontrer qu'une fonction ¢ est solution de ( E ) si et seulement si ¢-gest une solution de (F).
b) Résoudre |'équation différentielle ( F ).

c) En déduire la solution ¢ de (E) qui vérifie ¢(0) = —=.

PARTIE B

2_
On considére la fonction f dérivable et définie sur R par f(x) = xT3e-x
On note On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repere orthogonal (0,1,)),

d'unités graphiques 01 = 2 cm; 0] = 4 cm.
1. a)Calculer lim,_,_, f(x)

b) Démontrer que la courbe (C) admet en —c une branche parabolique de direction celle de (OJ).

2. Calculer la limite de f en + et interpréter graphiquement ce résultat.

3.a) Soit f' la fonction dérivée de f.

2
3+2x-x%

Démontrer que : Vx E R, f'(x) = =

b) Etudier les variations de f.
c) Dresser le tableau de variations de f.

4. Démontrer qu'une équation de la tangente ( T ) a la courbe (C) au point d'abscisse O est :
3

3
y=3%73
5. Etudier les positions relatives de (C) par rapport a |'axe des abscisses.

6. Représenter graphiquement (T) et (C).

PARTIE C
1. Al'aide d'une intégration par parties, calculer : folxe‘xdx

2.a) Vérifier que f est une solution de |'équation différentielle (E) de la partie A.
b) En déduire que : Vx € R, f(x) = —f'(x) + xe™*

¢) En utilisant la question précédente, calculer en cm2 |'aire A de la partie du plan limitée par la courbe
(C), la droite (OI) et les droites d'équations x = 0 et x = 1.
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SESSION NORMALE 2014 SERIE D

EXERCICE 1

Le plan est muni d'un repere orthonormé direct (0,4, v).

On note B et C les points du plan d'affixes respectives 3 — 2i et 5 + i. On désigne par S la similitude
directe de centre O qui transforme C en B.

1. a) Démontrer que |'écriture complexe de S est : z' = %(1 —i)z.

b) Déterminer les éléments caractéristiques de S.
c) Déterminer |I'affixe du point D qui pour image le point C par S.

2. a) Justifier que I'affixe z; du point B;, image de B par S est %(1 — 5i0)

b) Justifier que le triangle OBB, est rectangle et isocele en B;.

3. On définit les points suivants : By = B et Vn € N, B,,.; = S(By)

On note z, |'affixe du point B,

. . 1\" .
a) Démontrer par récurrence que : Vn € N, z, = (E) (1-D"z
b) Calculer la distance 0B, en fonction de n.

¢) Calculer lim,,_,, , OB,.

EXERCICE 2

Pour étudier |'évolution du nombre de bacheliers accédant aux études supérieures, le ministére du plan
d'un pays a diligenté une enquéte depuis |'an 2003.

Les résultats de cette enquéte sont consignés dans le tableau ci-dessous.

A-nie 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011

Rang X de I'année 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Nombre Y de diplomés
25 27 30 33 34 35 38 41 43
(en milliers)

1. Représenter le nuage de points associé a la série statistique double ( X,Y ) dans le plan muni d'un
repere orthonormé. (Unité graphique : 1 cm ).

On prendra pour origine le point ().
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2. Déterminer les coordonnées du point moyen G de la série (X,Y).
3. Justifier que :

. 20
a) La variance de x est Y

b) La covariance de X et Y est %.

. /7 N 98 7/ . 4 . . 7/ .
4. a) Sachant que la variance de Y est égale a —, déterminer la valeur di coefficient de corrélation
linéaire.

b) Justifier que ce résultat permet d'envisager un ajustement linéaire.

5. Soit (D) la droite de d'ajustement de Y en X obtenue par la méthode des moin jres carrés.

a) Déterminer une équation de (D).
b) Tracer (D).

6. On suppose que |'évolution se poursuit de la méme maniere au cours des années suivantes. Donner
une estimation du hombre de bacheliers qui accéderont aux études supérieures en 2020.

PROBLEME

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0,1,)).

L'unité graphique est le centimetre.

Partie A

Soit g la fonction dérivable et définie sur R par: gx = x + (ax + b)e ™ ol a et b sont des nombres réels.
Dans le plan muni du repere (0,1,]), on désigne par :
(C) la courbe représentative de g; (D) la droite d'équation y = x.

1. a) Ondonne: g(0) = 1. Déterminer la valeur de b.

b) on admet que la tangente (T) a (C) au point d'abscisse O est paralléle a la droite (D).
Déterminer la valeur de a.

2. Soit h la fonction dérivable et définie sur R par: h(x) = e* — x

a) Soit h' la dérivée de h
Calculer h'(x), pour tout x élément de R
b) Dresser la tableau de variation de h.

On ne calculera pas les limites de h en — et en +oo.
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¢) En déduire que : Vx € R, h(x) > 0

Partie B

Soit f la fonction dérivable et définie sur R par: f(x) = x + (x + 1)e™™.
1. a) Calculer la limite de f en —co.

b) Justifier que : lim,_,_, % = 400,

c) Donner une interprétation graphique de ces résultats.

2. a) Calculer la limite de f en +o.

b) Démontrer que (D) est une asymptote a (C) en +oo.
c) Etudier les positions relatives de (C) et (D).

3. a) On désigne par f' la fonction dérivée de f.

Démontrer que: Vx € R, f'(x) = e *h(x).
b) Déterminer le sens de variation de f.
c) Dresser le tableau de variation de f.
4. Construire sur le méme graphique (T), (C) et (D).
5. a) Démontrer que f est une bijection de R sur R.
b) On note f~! la bijection réciproque de f. Calculer f~*1
c) Construire I la courbe représentative de f~! sur le méme graphique que (C).
Partie C
Onpose: vneN, I, = [ ", (t + e dt.
1. Al'aide d'une intégration par parties, démontrer que : Vn e N, I, = (-2 —n)e ™™ +e

2. Calculer |'aire A,, en Cm? de la partie du plan limitée par la courbe (C), la droite (D) et les droites
d'équations x = —letx=n

3. Calculer lim,,_, ;o Ay,.
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SESSION NORMALE 2013 Série D

EXERCICE 1

Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (0,1,]), on désigne par K, A et B les points d'affixes
respectives z; = 2,z, = 4 + 2i et z3 = 2 + 4i.

L'unité graphique est 2 cm.

1. a.Placer les points K, A et B.

3721

b. Déterminer la forme algébrique du nombre complexe 2=
2741

2. Onnote S la similitude directe de centre K qui transforme A en B.

a. Démontrer que |'écriture complexe de Sest z' = (1 + i)z — 2i :

b. Déterminer les affixes respectives des points I' et J’, images respectives des points I et J puis placer
| et I;.

3. Déterminer le rapport et une mesure de |'angle orienté de la similitude directe S.
4. Soit (C) le cercle de centre (1;1) et de rayon 2 .

a. Tracer (C).

b. Déterminer le centre et le rayon de (C'), image de (C) par S.

c. Construire (C").

5. a. Déterminer puis construire |'image par S de la droite (IJ).

On pourra caractériser |'image par S de la droite (II) par deux de ses points.
b. On désigne par E le point d'intersection de (C) et la droite (IJ) d'abscisse négative.

Placer E et I'image E' de E par S. Justifier la position du point E'.

EXERCICE 2

On considére la suite numérique (u) définie par: uy = V2 et pour tout nombre entier naturel n,u,,; =2 +
1
7 Un

Le plan est muni d'un repere orthonormé (0,1,]). L'unité graphique est 2 cm.
1. Déterminer les valeurs exactes de u, et ;.

2. Soit f la fonction définie par: f(x) = %x + 2 et de représentation graphique ( (D).
a. Tracer(D) et la droite (A) d'équation y = x.

38



b. Placer u, sur |'axe (OI).
c. A l'aide de (D) et (A), placer les termes uy,u, et uz de la suite (u) sur |I'axe (OI).

3. a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,u, < 4.

b. Démontrer que la suite (u) est croissante.
c. En déduire que la suite (u ) est convergente.

4. On considere la suite (v) définie par v, = u, — 4, pour tout nombre entier naturel n.

Démontrer que la suite ( v ) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

5. On pose, pour tout nombre entier naturel n :

Tp = vy + vy + . 4+v, la somme des n + 1 premiers termes de la suite (v) S, = ug +u; +---. +u, la somme
des n + 1 premiers termes de la suite (u )

a. Déterminer une expression de T, en fonction de n.

1
T on+t

b. Justifier que : S, = 2(vZ - 4) (1 )+4(n+1)

c. Déterminer la limite de S,,.

PROBLEME

Le plan est muni d'un repere orthonormé ( 0,1, J). L'unité graphique est 2 cm.
On considére la fonction f dérivable et définie sur | — oo; 1[ par: f(x) = x2 — 1+ In(1 — x)
On note (C) la courbe représentative de f.

1. a. Calculer lim,_,_ f(x).

fx)

b. Calculer lim,_,_ == puis donner une interprétation graphique du résultat.

c. Calculer la limite de f a gauche en 1 puis donner une interprétation graphique du résultat.

2. a. Pour tout nombre réel x de I'intervalle | — oo; 1] , caculer f'(x).

b. Démontrer que f est strictement décroissante sur | — o; 1].
c. Dresser le tableau de variation de f.

3. a. Démontrer que I'équation (E) x €] — oo; 1, f(x) = 0 admet une solution unique .

b. Justifier que —0,7 < a < —0,6.

4. a. Démontrer qu'une équation de la tangente (T) a (C) au point d'abscisse O est: y = —x — 1.

b. On donne le tableau de valeurs suivant :
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X -2 -1,5 | -1 -0,75 | -0,5 | -0,25 | 0,25 | 0,5 0,75

arrondid'ordre 1de f(x) | 41 | 2,2 07|01 -0,3 | -0,7 -1,2 | —-1,4 | —1,8

Tracer (T )et (C).

—3<x<5

On pourra faire la figure dans la partie du plan caractérisée par {_4 <y<6

5. On désigne par A |'aire de la partie du plan délimitée par (C), la droite (OI) et les droites
d'équations respectives x = a et x = 0.

a. Calculer fo?ln(l — x)dx a |'aide d'une intégrale par parties.
3
b. Démontrer que la valeur de A en unités d'aire est A = % —2a—(1-—a)n(1—a)

c. Déterminer en cm? I'arrondi d'ordre 2 de la valeur de A pour a = —0,65.

6. Soit f~! la bijection réciproque de f et ( C' ) la courbe représentative de f~* dans le plan muni du
repere (0,1,)).

a. Calculer f(—1).
b. Démontrer que le nombre dérivé de f~* en In 2 existe puis le calculer.

c. Construire la courbe (C') et sa tangente (A) au point d'abscisse In 2 sur la figure de la question 4b.
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SESSION NORMALE 2012 Série D

EXERCICE 1

Madame Kouamé, statisticienne a la retraite, a créé une petite entreprise de fabrication de colliers
traditionnels.

Dans |'intention de faire des prévisions pour la production de colliers de |I'année 2011, elle a fait |'état
des ventes des huit types de colliers fabriqués en 2010.

Les résultats sont donnés dans le tableau ci-dessous :

Type de collier 1 2 3 4 5 6 7 8

Prix xi de vente en centaines de francs CFA
b4 | 60 | 66 | 72 | 84 | 90 | 96 | 102
du collier de type i.

Nombre yi de dizaines de colliers vendus au
18 |16 (15|13 ]|]10( 9 8 7
prix xi

On désigne par :
X le caractére " prix de vente du collier "
Y le caractere «nombre de colliers vendus au prix X »

1. Représenter graphiquement le nuage de points associé a la série statistique double de caractere
( X:Y) dans le plan muni d'un repére orthogonal ( 0,1, ] ).

On prendra 2 cm pour 10 centaines de francs sur (OI) et 2 cm pour 2 dizaines de colliers sur (0).
2. Calculer les coordonnées du point moyen G du huage.
3. a. Calculer la variance V(X) de X.

b. Calculer la covariance COV(X; ) de la série statistique double de caractére (X;Y)

c. On admet que V(Y) = 14,50. Démontrer que I'arrondi d'ordre 2 du coefficient de corrélation linéaire
est égala-0,99.

4. Soit (D) la droite de régression de Y en X par la méthode des moindres carrés.

a. Justifier que I'arrondi d'ordre 2 du coefficient directeur de (D) est égal a —0,23.

b. Démontrer qu'une équation de la droite (D) est : y = —0,23x + 29,94.
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5. Pour I'année 2011, Madame Kouamé souhaite fabriquer un nouveau type de collier qu'elle vendrait
a 11500 francs CFA I'unité. Combien de colliers de ce type pourrait-elle vendre selon |'ajustement
linéaire réalisé

EXERCICE 2

U1:3

On considere la suite numérique U définie sur N* par :4,, _1¢, . 4
n+1 — E n + U_n

1. On consideére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par: f(x) = %(x + %)

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére orthogonal ( 0,1, ]) ou les unités
respectives sur (OI) et (OJ) sont 4 cm et 2 cm. La courbe (C) et la droite (D) d'équation y = x sont
tracées sur la feuille annexe a rendre avec la copie.

a. Représenter sur |'axe des abscisses (OTI) les termes U,, U, et U; de la suite U en utilisant la courbe (C)
et la droite (D).

b. Quelle conjecture peut-on faire quant a la convergence de la suite U ?

2. On admet que f est continue et strictement croissante sur [2;3].

a. Démontrer que f([2;3]) < [2;3]
b. En utilisant un raisonnement par récurrence, démontrer que pour tout entiern>1, 2<U, <3

3. a. Démontrer que la suite U est décroissante.
b. En déduire que la suite U est convergente.
4. On considére la suite V définie sur N* par: V, = %
a. Démontrer que pour tout entier n > 1,V,,, = (;,)?
b. Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 1,V, = (V)2
c. Calculer V; puis exprimer V;, en fonction de n.

d. Exprimer U, en fonction de n.

e. Démontrer que limV = 0. En déduire la limite de U.
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PROBLEME
PARTIE A
On considére la fonction g dérivable et définie sur ]0;+o | par : g(x) = e* + 2lnx

1. a. Déterminer lim,_g(x) et lim,_ . g(x).

b. Calculer g’ (x)
c. Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation.

2. a. Démontrer que |I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a sur ]0; +oo[

b. Vérifier que 0,4 < a < 0,5.
c. Démontrer que !
Vx €]0; [, g(x) <0;

Vx €la; +o[, g(x) > 0.

PARTIE B

On consideére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par :

{f(x) =e*+2xInx—2xsix>0
f(0)=1

On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé

(0,L]). L'unité graphique est 4 cm.
43



1. a. Déterminer lim,_c f(x) ef limy.,o 22
b. Interpréter graphiquement les résultats.

2. a. Démontrer que f est continue en O .

b. Démontrer que lim,_, M _

oo,
c. La fonction f est-elle dérivable en O ? Justifier la réponse.
d. Interpréter graphiquement le résultat de la question 2.b.

3. Onadmet que f est dérivable sur |0; +o|.

a. Démontrer que : Vx € |0; +oo|, f'(x) = g(x).
b. Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation.

4. Tracer la courbe (C) sur |'intervalle [0; 2].

(On prendra a = 0,45 et on admettra que la courbe (C) coupe la droite (OI) en deux points d'abscisses
respectives 0,3 et 0,6).

5. a.Onpose K = fllen xdx.

A |'aide d'une intégration par parties, démontrer que : K = 2In2 — Z.

b. Soit A |'aire en cm2 de la partie du plan délimitée par la courbe , la droite (OI) et les droites
d'équations respectives x = 1 et x = 2.

Calculer A puis donner |'arrondi d'ordre 2 du résultat.
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SESSION NORMALE 2011 SERIE D

EXERCICE 1
On considére la suite numérique (v,) définie sur N* par : v, = :::12;

1. a. Démontrer que la suite (v,,) est convergente aprés avoir déterminé sa limite.

b. Démontrer que la suite (v,) est croissante.
14 3
c. Démontrer que : Yn € N",- < v, <1
2. On pose pour tout entier naturel non nul n,a, = vy X v, X - X v,

n+2
2(n+1)

a. Démontrer par récurrence que : Vn € N*,on a: a, =

b. En déduire la limite de la suite (a,,).

3. On pose pour tout entier naturel n: b, = In(v;) + In(v;) + - + In(vy,)

a. Démontrer que (b,) est une suite a termes négatifs.

b. Calculer la limite de la suite (b,,).

EXERCICE 2

La société « Gnamienlait » de Gnamien produit des sachets de lait caillé.

Soit X la variable aléatoire qui associe a chaque sachet de lait caillé produit, sa masse en gramme (g). La
loi de probabilité de X est définie par le tableau ci-dessous.

xi(eng) | 220 | 230 | 240 | 250 | 260 | 270 | 280

P, 0,08 | 0,10 a b 016 | 0,15 | 0,04

a et b sont deux nombres réels.
x; représente la masse du sachet de lait caillé ;
P; la probabilité qu'un sachet de lait ait la masse x;.

1. a. Calculer E(X) I'espérance mathématique de X en fonction de a et b.
b. Sachant que E(X) = 250, justifier que a = 0,14 et b = 0,33.

Dans la suite de |'exercice, on conservera les valeurs de a et de b données ci-dessus.

2. Gnamien prend au hasard un sachet de lait caillé de sa société.

Calculer la probabilité pour que la masse de ce sachet de lait caillé soit au moins de 250 g.
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3. Tiéplé, la fille de Gnamien, prend au hasard. et de fagon indépendante cinq sachets de lait caillé.

Calculer la probabilité qu'elle ait choisi exactement trois sachets de lait caillé de 220 g.
On prendra |'arrondi d'ordre 3 du résultat.

4. Les sachets de lait caillé sont contrdlés par une machine.

Cette machine est réglée pour éliminer en principe les sachets de lait de masse inférieure a 250 g.
e Siunsachet de lait caillé a 240 g, la probabilité qu'il soit éliminé est de 0,7.
e Siunsachet de lait caillé a 230 g, la probabilité qu'il soit éliminé est de 0,8.
e Siunsachet de lait caillé a 220 g, il est systématiquement éliminé.

e Siun sachet de lait caillé a une masse supérieure ou égale a 250 g, il est systématiquement
accepté.

a. Justifier que la probabilité qu'un sachet de lait caillé de 240 g soit éliminé est de 0,098 .

b. Calculer la probabilité pour qu'un sachet de lait caillé de cette société soit éliminé.

PROBLEME

Partie H

2x+

x21+lnx

Soit la fonction numérique dérivable sur |0; +o| et définie par : g(x) = —

1. a. Calculer lim,_, 4, g(x)

b. Calculer lim,_,,g(x)

X% +2x+2
3

2. a. Démontrer que : Vx € |0; +0|, g'(x) =
b. En déduire le sens de variation de g.
c. Dresser le tableau de variation de la fonction g.

3. a. Démontrer que I'équation x € |0; +0|, g(x) = 0 admet une solution unique a.
b. Justifier que 2,55 < a < 2,56.

Vxe0al g(x)<O0

c. Démontrer que : {Vx € |a; +oo],g(x) > 0

Partie B

On considére la fonction dérivable sur | 0; +oo[ et définie par: f(x) = G —In x) e

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére orthogonal (0,1, J). (Unités
graphiques: Ol =2 cm et 0 ] = 10 cm).
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1. a. Calculer limy—o f (x) puis donner une interprétation graphique du résultat.
>
b. Calculer lim,_,, f(x) puis donner une interprétation graphique du résultat.
2. Démontrer que : f(a) = —t—fe‘“
3. a.Démontrer que : Vx € |0; +oo|, f'(x) = e - g(x)
b. En utilisant la partie A, déterminer les variations de f.

c. Dresser le tableau de variation de f.

4. Démontrer qu'une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d'abscisse 1 est:
3 4
y=—-x+-.

5. Construire la droite (T) et la courbe (C) dans le plan muni du repére (0,1, ]). On prendra a = 2,6.

Partie C

1. Soit h la fonction dérivable sur ]0; +co [et définie par: h(x) = e~ - Inx Démontrer que h est une
primitive de f sur |0; +oo].

2. Soit 2 un nombre réel tel que 1 > 3.

a. Calculer, en cm? et en fonction de A, I'aire A(1) de la partie du plan comprise entre (C), (OI) et les
droites d'équation x =3 et x = 1.

b. Calculer lim;_, ;A1)
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SESSION NORMALE 2010 SERIE D

EXERCICE 1
Partie A
On considére dans C :I'équation: ( (E): 4z% — 6iv3z2 —3(3 +iV3)z—4=0.

1. Déterminer les racines carrées de 6 + 6i/3.
2. Résoudre dans C : I'équation 2z% — (1 + 3ivV3)z — 4 = 0.
3. a. Développer, réduire et ordonner (2z + 1)[2z% — (1 + 3iV3)z — 4|

b. En déduire les solutions de ( E ).

4. SOIT Zy = _%;Zl = _%‘l'\/?gl;ZZ = 1+\/§l

Exprimer chacun des nombres complexes z; z; et z, sous forme trigonométrique.

Partie B

Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormé direct (0,4, ¥) ot |'unité est 1 cm, on consideére les

points M, M; et M, d'affixes respectives —%; —% + ‘/;i;l ++/3i

S est la similitude directe de centre 0, d'angle —g et de rapport 2 .

1. a. Déterminer |'écriture complexe de S.

b. Justifier que S(M,) = M, et S(M;) = M,.

2. Soit M, un point du plan d'affixe z,.

On pose pour tout nombre entier naturel n, M, ., = S(M,)
Justifier que z,,.; = (1 — V3i)z, ol z,,, est |'affixe de M,

3. On considere la suite U, définie pour tout entier naturel n par U, = |z,|

a. Démontrer que U, est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier terme.

b. Justifier que la distance OM,, = 2048.

EXERCICE 2

On teste un médicament sur un ensemble d'individus ayant un taux de glycémie anormalement élevé.

Pour cela, 60% des individus prennent le médicament, les autres recevant une substance neutre et |'on
étudie d |'aide d'un test la baisse du taux de glycémie.

Chez les individus ayant pris le médicament, on constate une baisse de ce taux avec une probabilité de
08.
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On ne constate aucune baisse de ce taux pour 90% des personnes ayant regu la substance neutre.
1. Calculer la probabilité d'avoir une baisse du taux de glycémie sachant qu'on a pris le médicament.
2. Démontrer que la probabilité d'avoir une baisse du taux de glycémie est 0,52 .
3. Onsoumet au test un individu pris au hasard.

Quelle est la probabilité qu'il ait pris le médicament sachant que |'on constate une baisse de son taux de
glycémie.

4. On controle 5 individus au hasard.

a. Quelle est la probabilité d'avoir exactement deux personnes dont le taux de glycémie a baissé.
b. Quelle est la probabilité d'avoir au moins un individu dont le taux de glycémie a baissé.

5. On contréle n individus pris au hasard. ( est un entier naturel non nul).

Déterminer n pour que la probabilité d'avoir au moins un individu dont le taux de glycémie a baissé soit
supérieur a 0,98 .

PROBLEME

Partie A

Soit la fonction g dérivable sur ]0; + | et définie par: g(x) = 1 + xlnx.

1. a. Justifier que: Vx €]0; +o[, g'(x) =1 + Inx.

b. Etudier les variations de g puis dresser son tableau de variation.
(On ne calculera pas les limites de )

2. En déduire que: vx €]0; +oo[, g(x) > 0.
Partie B

f(0)=0
fl) =

X

Soit f la fonction définie sur [0; +o[ par: {

1+xInx

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,1, J). (Unité: 4 cm).

1. a. Etudier la continuité de fenO.

b. Etudier la dérivabilité de fenO.
c. Démontrer qu'une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point 0 est : y = x.
d. Démontrer que :

(C) est au-dessus de (T) sur ]0; 1|
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(C) est au-dessous de (T) sur ]1; +oo].
2. Démontrer que la droite (OI) est une asymptote a (C) en +co.

3. a. On suppose que f est dérivable sur |0; +oo|.

1-x

Démontrer que: Vx € |0; +oo|, f'(x) = s

b. En déduire les variations de f et dresser son tableau de variation.

4. Construire la droite (T) et la courbe (C) dans le plan muni du repere (0,1, J).

Partie C
1. a. Justifier que: Vx €]0; +oo[, f(x) < 1.
b. Démontrer que: Vx € [1;e], 1 — ﬁ < f(x).
2. Soit A l'aire en cm? de la partie du plan limitée par (C), (OI) et les droites d'équations x = 1 et
X =e.

Démontrer que : 16(e — 1) + 16In (=) < A < 16(e — 1)
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SESSION NORMALE 2009 SERIE D

EXERCICE 1
L'entreprise Ivoirbois, spécialisée dans |'industrie du bois, envisage de faire des prévisions pour |'année
2007 du colt de production de feuilles de contre-plaqués en fonction du chiffre d'affaires.

Elle dispose a cet effet des statistiques résumées dans le tableau ci-dessous :

Années 2000 | 2001 | 2002 [ 2003 | 2004 | 2005 | 2006

Chiffre d'affaires X

(en millions de francs)

350 380 500 450 580 650 700

Colit de production Y
40 45 50 55 60 65 70
(en millions de francs)

1. Représenter graphiquement le nuage de points associé a la série double ( X,Y ) dans le plan
rapporté a un repere orthogonal ( 0,1, ]).

On prendra 1 cm pour 50 millions de francs en abscisse et 1 cm pour 5 millions de francs en ordonnées.

2. a. Calculer le chiffre d'affaires moyen X.

b. Calculer le colit moyen de production Y.

3. a. Vérifier qu'un arrondi a |'entier de la covariance cov(X,Y) de la série statistique est égal a 1193.

b. Justifier |'existence d'un ajustement linéaire entre X et Y.

4. a. Déterminer une équation de la droite (D) d'ajustement de Y en fonction de X par la méthode
des moindres carrés.

b. Construire ( D ) dans le repére (0,1,)).

5. Utiliser I'ajustement précédent pour prévoir le colit de production de |'entreprise Ivoirbois de
I'année 2007 si le chiffre d'affaires de I'année 2007 est de 800 millions de francs.

EXERCICE 2

U0=0

Soit la suite définie (U,),ey par : {Un+1 _ %Un 1

1. Dans le plan rapporté a un repere orthonormé (0,1,]), représenter sur |'axe des abscisses les
termes Uy; Uy; U, et U; de la suite (Uy)qey (unité graphique 2 cm ).

rd 7/ . . 14 S
2. a. Démontrer par récurrence que la suite (Uy,) ey est majorée par >
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b. Démontrer que la suite (U,),en cOnverge.

3. Soit la suite (V) ey définie par: vn € N, V,, = U, —g

a. Démontrer que la suite (V) ey est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier
terme.

b. Exprimer V;, puis U, en fonction de n.

c. Déterminer la limite de (U,)en.

PROBLEME
PARTIE A

On considére la fonction g dérivable sur R et définie par : g(x) = (1 —x)e?™* -1

1. a. Justifier que la limite de g en +o est -1.

b. Déterminer la limite de g en —oo.

2. a. Démontrer que, pour tout x élément de R, g'(x) = (x — 2)el ™.

b. Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

3. a. Démontrer que |'équation x € R, g(x) = 0 admet une solution unique .

b. Justifier que : 0,4 < a < 0,5.

Vx €| —oo; af, g(x) > 0;

5. En déduire que : {
Vx €| a; +oo[, g(x) < 0.

PARTIE B

On considére la fonction f dérivable sur R et définie par : f(x) = xe’™ — x + 2 On note (C) sa courbe
représentative dans le plan muni d'un repere orthonormé (0,1,/). L'unité graphique est 2 cm.

1. Déterminer les limites de f en +o et en —co,
2. a. Démontrer que f est une primitive de g.
b. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

3. a. Démontrer que la droite (D) d'équation y = —x + 2 est une asymptote oblique a (C) en +co.
b. Etudier la position relative de ( D ) et (C).

4. Démontrer que (C) admet en — une branche parabolique de direction (OJ).
5. Déterminer une équation de la tangente (T ) a ( C ) au point d'abscisse 1.

6. Démontrer que f(a) =1—a+ ﬁ
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7. Justifier que, pour tout nombre réel x, f (—x + 2) = e* 1 f(x)

8. On admet que |'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions.
On appelle B |'une de ces solutions.
Démontrer que —B + 2 est |'autre solution.

9. Tracer (D), (T) et (€). (On prendra a = 0,4 et =2,5).

PARTIE C

Soit 1 un nombre réel strictement positif et A(1) I'aire en cm? de la partie du plan délimitée par (C), la
droite (D) d'équation y = —x + 2 et les droites d'équations respectives x = 0 et x = 1

1. Calculer A(2) & |'aide d'une intégration par parties.

2. Déterminer la limite de A(1) lorsque 1 tend vers +oo.
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SESSION NORMALE 2008 SERIE D

EXERCICE 1
Le plan complexe est muni du repere orthonormé (0, e7,e;).

On considére |'équation (E): Z € C,Z3 + (6 — 5i)Z? + (1 —20i)Z — 14 —5i=0

1. a. Vérifier que i est une solution de |'équation (E).

b. Résoudre dans C I'équation: Z2 + (6 — 4i)Z, +5—14i = 0
c. Résoudre d |'aide des questions qui précedent |'équation (E).

2. On consideére les points A, B et D d'affixes respectives u =i; v=—-2+3iett=—4+i.

a. Placer les points 4, B et D dans le repere.

b. Ecrire le nombre complexe Z = “=~ sous forme trigonométrique.
P 9 q

c. En déduire que le triangle ABD est rectangle isocéle en B.

3. Soit S la similitude directe de centre 4 qui transforme D en B. B’ est |'image de B par S.

a. Justifier que le triangle ABB’ est rectangle isocele en B'.
b. En déduire la construction du point B;.

4. a. Déterminer |'écriture complexe de S.

b. Calculer |I'affixe de B;.

EXERCICE 2

Le tableau ci-dessous donne les notes sur 20 obtenues en mathématiques et en sciences physiques par
huit candidats de la série D au baccalauréat 2005.

X; est la note de mathématiques, Y; la note en sciences physiques.

X, 416|791 )|14]|12]|17

Y, [3[4|6|8|10]|12| 9 |14

1. Représenter graphiquement le nuage de points associé a cette série statistique dans le plan muni
d'un repére orthonormé ( 0,1, ] ). L'unité graphique est 1 cm.

2. Calculer les cordonnées du point moyen G du nuage puis le placer dans le repere.

7’ . . . / . . . 7/ N 57
3. a. Vérifier que la covariance cov(X,Y) de la série statistique est égale a -
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b. Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y.

4. Démontrer qu'une équation de la droite (D) de régression de Y en fonction de X par la méthode

17

. P 19
des moindres carrés est : Y = ZX -

5. Sur la base de |'ajustement linéaire ainsi réalisé, calculer la note probable de mathématiques d'un
candidat qui a obtenu 15 sur 20 en sciences physiques.

PROBLEME

L'objet de ce probléeme est |I'étude de la fonction f dérivable sur ]0; +oo[ et définie par
f(x)=2x—-3+ me On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni du repere orthonormé
(0,1,]). L'unité graphique est 2 cm.

PARTIE A

Soit g la fonction dérivable sur ]0; +[ et définie par: g(x) = 2x? + 1 —Inx.

1. Etudier les variations de g puis dresser son tableau de variation.

(On ne demande pas de calculer les limites).

2. Justifier que : Vx €]0; +oof, g(x) > 0.

PARTIE B
1. a. Calculer la limite de f en +oo.

b. Déterminer lim,_,f(x) puis interpréter graphiquement le résultat.

2. a. Démontrer que la droite (D) d'équation y = 2x — 3 est une asymptote a (C) en +oo.

b. Préciser la position de (C) par rapport a (D).

9

3. a. Démontrer que pour tout hombre réel strictement positif x, f'(x) = "

b. Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation.
c. Démontrer qu'une équation de la tangente (T ) a ( C ) au point d'abscisse 1 est : y = 3x — 4.

4. a. Démontrer que |'équation f(x) = 0 admet une solution unique a.

b. Justifier que : 1,3 < a < 1,4.

PARTIE C
On pose ¢(x) = f(x) — (Bx —4) et h(x) = —x*+ 1 —Inx

1. a. Déterminer le sens de variation de h sur ]0; +oo[.
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b. Calculer h(1) puis justifier que : Vx € |0; 1|, h(x) > 0 et Vx € |; +oo|, h(x) < 0.

2. a.Démontrer que : Vx €] 0; +oo [,q;'(x) _ h®

x2
b. Etudier les variations de ¢ puis en déduire le signe de ¢(x) suivant les valeurs de x.

c. Déterminer la position de (C) par rapport a la tangente (T).

PARTIE D
1. Tracer la courbe (C), la droite (D) et la tangente (T). On prendra a = 1,35

2. Calculer en cm? |'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C), la droite (D) et les droites
d'équations x =1l et x =e.
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SESSION NORMALE 2007 SERIE D

EXERCICE 1

2ULVp

On considére les suites U, et V;, définies par: U, = 4 et V; = 9 et pour tout entier naturel n: U, ,; = T

1
et Vpy1 = 2 (Un + Vn)

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, U, > 0 et V,, > 0.

_ (Vn_Un)z
T U

2. a.Démontrer que : Vn € N,V,,; — U,

b. En déduire que : Yvn € N,U,, <V}, et que :

1
Vn+1 - Un+1 < E(Vn - Un)

5

c. En déduire que : vn € N, 1, — U, <

3. a. Démontrer que la suite U, est croissante et que la suite V;, est décroissante

b. En déduire que les suites U, et Vj, convergent.
c. Démontrer que les suites U, et V;, ont la méme limite ¢

4. a. Démontrer que pour tout entier naturel n,Uy, ;- Vpyy = Uy - Wy

b. En déduire la valeur exacte de #.

EXERCICE 2

Une population d'éleves comportant 40% de bacheliers a subi un test de recrutement en premiére année
d'une grande école.

, , ) 75% des bacheliers sont admis
Ce test a donné les résultats suivants : °

52% des non bacheliers sont admis

PARTIE A

On choisit au hasard un éleve de la population. On note :

B I'évenement : « |'éleve est bachelier ";

T I'événement : «l|'éleve est admis au test»;

A |'événement : « |'éléve est bachelier et est admis au test ».

1. Préciser chacune des probabilités suivantes:
a. La probabilité P(B) de I'évenement B;
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b. La probabilité Pz(T) de T sachant que B-est réalisé;

c. La probabilité P5(T) sachant que B n'est pas réalisé.
2. Démontrer que la probabilité de |'événement A est égale a 0,3 .
3. Calculer la probabilité de I'événement T.

4. Déduire des questions précédentes que les événements B et T ne sont pas indépendants.

5. Démontrer que la probabilité pour qu'un éléve admis au test soit bachelier est g

PARTIE B

On choisit au hasard 5 éleves de la population étudiée.

On note X la variable aléatoire égale au nombre d'étudiants bacheliers et admis au test parmi les 5
choisis.

1. Démontrer que la probabilité pour que 3 seulement des 5 éleves choisis soient bacheliers et admis
au test est égale 40,1323 .

2. Calculer |'espérance mathématique de X.

PROBLEME
L'objet de ce probléme est |'étude de chacune des fonctions f, g et h ci-dessous.

e f estlafonction dérivable sur R — {—1} et définie par : f(x) = i—j

e g est lafonction définie sur I'ensemble D, = [O;ﬂ U é; 400 | par: g(x) = f(Inx) et g(0) =1

e hest lafonction dérivable sur R et définie par: h(x) = f(e*).

PARTIE A

1. Démontrer que :
aVxeDy; etx#0,g(x)=1-

b.Vx € R A(x) =1 — —

eX+1°

4 .
Inx+1’

2. a. Déterminer lim,_,_o, f(x) et lim,_ ;o f ().
b. Déterminer lim,_,_; f(x) et lim,_,_, f(x).

3. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
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PARTIE B

On note (C,) la courbe représentative de g dans le plan muni du repére orthogonal R; = (0,1,]). L'unité
sur (O )est 1 cmetsur(0)est2cm.

1. a. Démontrer que g est continue enO .

b. Démontrer que (C,) admet une demi -tangente verticale au point d'abscisse O .

2. a. Déterminer x — +oo résultat.

b. Déterminer lim§_,eg > _9(x) et lim,1 g (x) puis donner une interprétation graphique du résultat.

3. Démontrer que g est strictement croissante puis dresser son tableau de variation.

4. Tracer(C,) et ses asymptotes dans le repére R;.

PARTIE C

On note (Cp,) la courbe représentative de h dans le plan muni du repere orthogonal R, = (0,1, ]).
L'unité graphique est 1 cm.

1. Déterminer lim,_,_.,h(x) et lim,_ . h(x), puis interpréter graphiquement les résultats.

4e*
(1+e%)?

2. Démontrer que, pour tout nombre réel x,h'(x) =
3. Endéduire les variations de h puis dresser son tableau de variation.
4. Onnote A et B les points d'intersection respectifs de (C;,) avec les droites (OI) et (OJ).
a. Déterminer les coordonnées de chacun des points A et B.
b. Démontrer qu'une équation de la tangente (T )a (Cy) enBesty =x—1

c. Démontrer que B est un centre de symétrie de (Cp).

5. a. Démontrer que h réalise une bijection de R sur un intervalle que |'on précisera.

b. Déterminer |'expression explicite de la bijection réciproque h™* de h.

6. a. Tracer(T), (Cy) et ses asymptotes dans le repére R;.

b. En déduire la représentation graphique I' de la fonction h~* dans le repére R,.

59



SESSION NORMALE 2006 SERIE D

EXERCICE 1
Le plan est muni d'un repere orthonormé ( 0,1, ). L'unité est le centimetre. Soit A, B et C trois points
d'affixes respectives Z,,Zz et Z; tels que Z, = 2 + 6i;Zg = 4 + 2i; Z¢ = 6i.

1. Placer les points 4, B et C dans le plan.

2. a. Déterminer la forme algébrique de Z = 2224 oy 7, est |'affixe du point O.
Zg—Za

b. Ecrire Z sous forme frigonométrique.
c. Déterminer une mesure de |'angle orienté (AB, A0).

3. Soit r la rotation de centre B et d'angle —%

a. Déterminer |'écriture complexe de r.
b. Déterminer |I'image de O par r.
c. En déduire que le triangle OAB est rectangle et isocéle en B.

4. a. Déterminer le centre et le rayon du cercle (C) circonscrit au triangle OAB. Construire (C).

b. Démontrer que les points 0,4, B et C appartiennent d un méme cercle.

EXERCICE 2

Une banque dispose de guichets automatiques ot certains clients peuvent faire des retraits d'argent a
I'aide d'une carte magnétique.

Chaque carte magnétique a un code secret connu seulement du titulaire de la carte.
Ce code secret est une suite de quatre chiffres du systeme décimal.
Exemples de codes 0375;9918;2400.

Les deux parties A) et B) suivantes sont indépendantes.

PARTIE A
1. Combien de cartes magnétiques la banque peut-elle distribuer a ses clients ?
2. Démontrer que la probabilité pour que le code d'une carte magnétique commence par O est égale a
=
3. Calculer la probabilité pour que le code d'une carte magnétique soit composée des chiffres

2;4;5;7.
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PARTIE B

Monsieur KONE, un client de la banque, titulaire d'une carte magnétique a oublié son code.
Son épouse lui rappelle que celui-ci comporte les chiffres 2;4;5;7.

Il décide alors de tenter sa chance au guichet automatique.

Les guichets automatiques sont équipés de mémoires leur permettant de confisquer une carte aprés trois
essais infructueux successifs.

Monsieur KONE joue la prudence et s'impose deux essais au maximum.

1. Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

a. E : «Monsieur KONE réussit a retirer de |'argent au premier essai»
b. F : «Monsieur KONE échoue au premier essai et réussit au deuxieme essai».

2. Soit G |I'événement : «Monsieur KONE retire de |'argent ».

Démontrer que la probabilité de G est égale a %

3. De retour ala maison, Monsieur KONE annonce fierement a son épouse qu'il a pu retirer de
I'argent au guichet automatique.

Calculer la probabilité qu'il ait effectué le retrait au premier essai.

4. La banque préleve une taxe pour chaque essai de retrait au guichet automatique. Cette taxe
s'éleve a 30 francs par essai fructueux et a 60 francs par essai infructueux.

X désigne la variable aléatoire qui détermine la tave totale d payer sur |'ensemble des essais faits par
Monsieur KONE.

a. Déterminer la loi de probabilité de X.

b. Démontrer que |'espérance mathématique de X est égale a 115 francs.

PROBLEME
PARTIE A

Soit la fonction g dérivable et définie sur ]0; +o[ par: g(x) = x* —lnx — 1.

—

Calculer les limites de g en 0 et en +oo.

2x%-1
X

2. Démontrer que, pour tout nhombre réel strictement positif x, g'(x) =

w

. Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

4. a. Démontrer que |'équation g(x) = 0 admet deux solutions sur ]0; +oo[.

61



b. On désigne par « la plus petite des solutions. Démontrer que 0,4 < a < 0,5.
c. Calculer g(1).
d. En déduire que, pour tout nombre réel strictement positif x :

si x€]0;alU|;+ | alors g(x) >0
si x€|a;1] alors g(x) <0

PARTIE B

Inx

Soit f la fonction dérivable et définie sur 10; +oo[ par f(x) = x + % +——= Onnote (C) sa courbe
représentative dans le plan muni d'un repere orthogonal (0,1,)). L unité est 4 cm sur (OI) et 2 cm sur

(0J).
1. a. Déterminer la limite de f en O . Donner une interprétation graphique du résultat.

b. Déterminer la limite de f en +.

gx)
x2

2. Démontrer que, pour tout nombre réel strictement positif x, f'(x) =
3. a. Démontrer que f(a) = 2a + i

b. Etudier les variations de f et d'resser son tableau de variation.
4. Démontrer que la droite (D) d'équation y = x est asymptote a (C) en +oo,
5. Etudier la position de (D) par rapport a (C).
6. Tracer (D) et (€). On prendra a = 0,45 et f(a) = 3,1

7. Soit A l'aire en cm? de la partie du plan délimitée par (C), (D) et les droites d'équations
respectives x =e et x = 1.

Calculer A.
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SESSION NORMALE 2005 SERIE D

EXERCICE 1
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0,4, v).

L'unité est le centimetre.
On donne le point A d'affixe i.
Soit T' |'ensemble des points M du plan d'affixe Z vérifiant | (1 - iV3)z—V3—-i=6

1. a. Démontrer qu'un point M appartient aT si et seulement si son affixe z vérifie: |z —i| =3

b. En déduire la nature de T.

2. On considére les points B et C d'affixes respectives V3 et —4i.

L'application S est la similitude directe qui applique A sur O et B sur C.
Soit M un point d'affixe z et M’ d'affixe z ' I'image de M par S.

a. Démontrer que : z' = (1 —iV3)z—V3 —i

b. Déterminer les éléments caractéristiques de S. On notera E son centre.

3. On désigne par (C) I'image de T par S.

a. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (C).
b. Construire (C) et T

4. Soit D le point tel que : D € [EB] et ED = 2EB

a. Construire les points D et E dans le méme repere.
b. Démontrer que le triangle ECD est équilatéral.
c. Calculer |'affixe de D.

5. Soit r la rotation de centre E qui transforme C en D.

Déterminer |'écriture complexe de r.

PARTIE A

Soit la fonction définie de {2; 4+ vers R par : f(x) = %
1. Calculer f(2) puis limy_, 4o f(x)
2. Démontrer que : Vx € [2; +00 | Sfx) =6~ x?i;iﬁ
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8(x+2)?

3. a. Démontrer que : Vx € 2;+oo, f'(x) = (5 o

b. Dresser le tableau de variation de f.

PARTIE B

Une urne contient :

e un jeton marqué 1,

e deux jetons marqués 2

e et n jetons marqués 3 ;
n étant un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On tire simultanément deux jetons de I'urne.
On suppose que les tirages sont équiprobables.

On désigne par X la variable aléatoire égale a la somme des points marqués sur les deux jetons extraits
de I'urne.

1. a. Exprimer en fonction de n les valeurs prises par X.

b. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Soit E(X) |'espérance mathématique de X.

6n%+22n+20

a. Démontrer que E(X) = ———

b. Déterminer n pour que E(X) soit égale a 5 .
c. Déduire de la partie A que : 44 < E(X) < 6.
Donner une interprétation de cet encadrement.

PROBLEME
PARTIE A
Soit g la fonction dérivable sur 10; + et définie par: g(x) = §x3 +1—2lnx.

2(x—1)(x%+x+1)
B E—

1. a. Démontrer que : Vx € 0; +o [,g'(x) =

b. Déterminer le signe de g’ (x) suivant les valeurs de x.
c. En déduire les variations de g.

2. a.Dresser le tableau de variation de g.

b. Démontrer que : Vx €]0; +oof, g(x) > 0.

64



PARTIE B

Inx

Soit f la fonction dérivable sur [ 0; +oo et définie par: f(x) = %x -1+

On note (C) la représentation graphique de f dans le plan muni du repere orthonormé (0,1,]). L unité
graphique est 2 cm.

1. a. Déterminer les limites de f en O et en +co.

b. En déduire que (C) admet une asymptote verticale.

2. a. Démontrer que la droite (D) d'équation y = gx — 1 est une asymptote oblique a (C).
b. Etudier la position de (C) par rapport a (D).

99
x3

3. a.Démontrer que : Vx € 0; +oo, f'(x) =

b. Déterminer les variations de f. (On pourra utiliser A.2.b)
c. Dresser le tableau de variation de f.

4. a. Démontrer que |'équation: x € 0; +oo[, f(x) = 0 admet une solution unique a.

b. Démontrer que : 1,15 < a < 1,3
c. Construire ( D ) et (C) dans le méme repére. (On prendra = 1,2 ).

5. A estun nombre réel strictement supérieur a 1.

A(2) désigne |'aire de la partie du plan limitée par(D), (C) et les droites d'équations respectives x = 1 et
x=A

a. A |'aide d'une intégration par parties, calculer A(A).

b. Déterminer la limite de A(1) lorsque tend vers +oo.
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EXERCICE 1
Le chargement d'un camion remorque est composé de 60 sacs identiques dont 10 contiennent un produit
non déclaré aux services de la douane.

Le frajet a parcourir comporte trois barrages de douane.

A chacun de ces barrages, le contrale, obligatoire, consiste a examiner le contenu de 5 sacs choisis au
hasard (les contréles effectués aux différents barrages sont indépendants).

I. Le camionneur arrive d un barrage donné.
(On donnera un arrondi d'ordre 1 de chacun des résultats obtenus).

1. Calculer la probabilité pour qu'exactement 2 des 5 sacs contrélés contiennent le produit non
déclaré.

2. Démontrer que la probabilité pour que |'un au moins des 5 sacs contrélés contienne le produit non
déclaré est égale a 0,6 .

IT. Le camionneur sait que si |'un au moins des sacs du produit non déclaré est découvert a un barrage
quelconque, il doit payer une taxe forfaitaire de 10 O0OF (dix mille francs) a ce barrage pour étre
autorisé a continuer son chemin avec tout son chargement.

Si le camionneur ne peut pas payer la taxe forfaitaire, fout son chargement est saisi.

1. On suppose que le camionneur paie la taxe chaque fois que le produit non déclaré est découvert.

On note X la variable aléatoire égale a la somme totale que le camionneur peut ainsi dépenser sur
I'ensemble de son trajet.

a. Déterminer la loi de probabilité de X.
b. Démontrer que |I'espérance mathématique est égale a 18000 F.

2. On suppose que le camionneur n'a pas d'argent pour payer une éventuelle taxe. Calculer la
probabilité pour que son chargement soit saisi.

EXERCICE 2

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé (0,1, ]), on considére les points A, B et € d'affixes
respectives Z,,Zp et Z telles que :

Zy = 4i,Z5 = 24/3+ 2i et Z, = —2/3 + 2i.
1. Déterminer le module et |'argument principal de chacun des hombres complexes Z,,Z; et Z
2. Utiliser les résultats précédents pour placer les points 4,B et C.

Unité graphique : 1 cm.
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3. Démontrer que le triangle OBA est équilatéral.
4. Démontrer que le quadrilatére OBAC est un losange.

5. On désigne par K le milieu du segment [OA] et par S la similitude directe de centre O qui
transforme B en K.

a. Déterminer |'écriture complexe de S.
b. Calculer I'affixe de |'image par S du point L milieu du segment [AC].
c. En déduire que I'image par S de la médiatrice du segment [AC] est la droite (OI).

PROBLEME
PARTIE A
On donne la fonction P définie par: P(x) = e?* — 5e* + 4.

1. Résoudre |'équation: x € R,P(x) = 0.
2. Démontrer que : Vx €] — o0; 0[U| In4; +oo[, P(x) > 0. Vx €]0;In4[, P(x) <0

PARTIE B

1
eX-2

Soit la fonction f définie de Rvers R par f(x) =x—1+

On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthonormé ( 0,1, ]).
Unité : 2 cm.

1. Déterminer |'ensemble de définition de f.
2. Calculer les limites de f en +oo0; en —c0; & gauche et a droite enIn 2.

3. Onadmet que f est dérivable en tout point de son ensemble de définition et on note f’ sa dérivée.

P(x)
(e¥-2)?2

a. Vérifier que : Vx €] — 0o; In2[U]In2; +o0 [, £'(x) =

b. Etudier le signe de f'(x) suivant les valeurs de x.
c. Dresser le tableau de variation de f.

4. Démontrer que la droite d'équation y = x — 1 est une asymptote oblique a (C) en +co.

5. Etudier la position de (C) par rapport a (D) sur |'intervalle In 2; +oo].
I 3 x
6. Démontrer que : Vx € | — 0;1In2| U] In2; +0 [,f(x) =x—>+ 2(;_2).

7. Démontrer que la droite (A) d'équation y = x — % est une asymptote oblique a (C) en —oo.

®

Etudier la position de (C) par rapport a (A) sur |'intervalle ] — oo;In 2[.
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9. Construire (C).

PARTIE C

Soit A un nombre réel strictement négatif.

1. Exprimer en fonction de 4, I'aire A(1) en cm? de la partie du plan comprise entre la courbe (C), la
droite (OJ), la droite (A) et la droite d'équation x = A.

2. a.Calculer la limite A de A(%) lorsque A tend vers —co.

b. Hachurer, sur la figure, la partie du plan dont I'aire est égale a A.
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SESSION DE REMPLACEMENT 2003 SERIE D

EXERCICE 1

N . 1 . 1d . . 1
On considére la fonction numérique f définie sur R par: f(X)= Zx+3.

Soit U la suite définie par : U, =—4 et pour tout entier naturel N, U, = f(u,).
1) Calculer U,

2) Le plan est rapporté au repere orthonormé (O,i ] ). (Unité 2cm).
1
a)Tracer les droites (D) et (A) d'équations respectives Y =Xet y = Zx+3.

b)Utiliser (D) et(A) pour placer Uy, U, U,, U; et U,.
(On laissera les traits de construction en pointillés sur le dessin).
¢)Que peut-on conjecturer quant d la convergence de la suite U ?
3-a)Démontrer par récurrence que : VneN, u <4,
b) Démontrer que la suite U est strictement croissante.
c)La suite U est-elle convergente ? Justifier.
4)On pose : pour tout entier naturel non nul N,v, =u, —4

a)Démontrer que V est une suite géométrique .Donner son premier terme et sa raison.
-2

4n—l .

b) Démontrer que pour tout entier naturel nonnul N, v, =

c)Détermine la limite de la suite V.
d)En déduire la limite de la suite U .

5-a)Exprimer U, en fonction de N.
b) Trouver une valeur de I'entier naturel k telle que |u, —4|<107°.

EXERCICE 2
Le plan complexe est muni du repére orthonormé (0,I,J), (unité ;2cm).
1) On considére I'équation : (E):zeC, z°-2iz’ +4(1+i)z+16+16i =0
Vérifier que Vz € C, 2° -2z +4(L+i)z +16+16i = (z+2)[ 2* — 2(1+i)z +8(1+i) | .
2-a)Déterminer les racines carrées du nombre complexe —8—6i .
b) Résoudre dans C , I'équation (E,):zeC, 2> —2(1+i)z+8(1+i)=0.
c) En déduire les solutions de I'équation (E).
3)Soit A, B et C les points d'affixes respectives —2; 4i et 2-2i.
a)Faire une figure .
b)Soit K le milieu [BC], on considére la similitude directe S de centre A, qui transforme B en K.
Déterminer et construire I'image (C') du cercle (C) dd diametre [AB] par S.

c)Déterminer I'écriture complexe de S.
d) Déterminer l'angle et le rapport de S.

PROBLEME

e* -2

e —2x’

Soit (I') la courbe représentative de f dans le plan rapporté au repére orthogonal (O,I,J). (OI=2cm
et OJ=4cm).

1-a)On considére la fonction U dérivable et définie par : U(X) =€" —2X

Soit f lafonctionde R vers R par: f(x)=
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En utilisant le sens de variation de la fonctionU , démontrer que : VXe R, e —2x>0.
b) En déduire I'ensemble de définitionde f .
c)Déterminer les limites de f en —o eten +%,
d) Donner une interprétation graphique des résultats précédents.
2) Soit g la fonction de R vers R définie par: 9(X) =(2-x)e" —2.
a)Démontrer que : VXeR, g'(x) = (1-x)e”.
b) Etudier les variations de g sur R .
c)Dresser le tableau de variation de g .
d) Déterminer la limite de g en t® et démontrer que I'équation g(X)=0admet une solution unique
@ , appartenant a l'intervalle[1;+oof .
e)Calculer g(0) et démontrer que :
Vx € J-0;0[,g(x) <0
Vxe]0;e[,9(x)>0
VX € Jer;+o0o[, g(x) <0
29(x)
(e¥—2x)*"
b) Dresser le tableau de variation de f .

3-a)Démontrer que : VXe R, f'(x) =

, . L2
4-a)Démontrer, en utilisant 2.d , que : €” = g
-«

En déduire un encadrement de & par deux entiers consécutifs.
1
b) Déduire de la question précédente que : f(a) = 1
a J—
¢)On admet que 1,60 est la valeur de @ & 107 prés par excés.
Démontre que 1,68 est une valeur approchée de f(a) a 2.107 preés.
d) Construire(T').
5) Soit (E), la partie du plan limitée par les droites d'équations respectives x=1 et X=« , la courbe

(I') et I'axe des abscisses.

Démontrer que I'aire en cm’ de (E) est égale a 8In[

2(a -1)°
2-a)e-2) |
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EXERCICE 1
1)Un dé A , bien équilibré possede:
‘Une face humérotée 1 ;
-deux faces humérotées 2 ;
‘une face numérotée 4 ;
‘une face numérotée 5 ;
‘une face numérotée 6.
a)On lance une fois le dé A et on lit le numéro inscrit sur la face supérieure. Quelle est la
probabilité d'obtenir le numéro 2 ?
b) On lance 3 fois de suite le dé et on note de la gauche vers la droite les chiffres obtenus
successivement. On obtient ainsi un nombre de trois chiffres.
Quelle est la probabilité d'obtenir le nombre 421 ?
2) Un autre dé B, bien équilibré , possede :
-un face humérotée 1 ;
-deux faces humérotées 2 ;
*deux faces numérotées 4 ;
-une face numérotée 6 ;
On lance 3 fois de suite le dé B comme a la question 1.b.

1
Vérifier que la probabilité d'obtenir 421 est a 7R

3)Une urne contient 4 dés identiques au dé A et 6 dés identiques au dé B.
Egny tire au hasard un dé de l'urne et le lance 3 fois de suite pour obtenir un nombre a 3 chiffres
comme décrit précédemment.
2
a)Démontrer que la probabilité d'obtenir 421 est égale a 13
b)Egny a obtenu 421 ; calculer la probabilité qu'il ait joué avec un dé de type A.

EXERCICE 2
Soit dun nombre réel donné. On considére les suites (U) et (V) définies respectivement par ;
‘Uy=a,U; =5 et VneN, U, =%(a+1)2un+l+(a—2)un.

-VneN, V, =U_,-U,

I)Onpose:a=1

1) Démontrer que la suite (V) est constante et donner sa valeur.

2)En déduire que (U) est une suite arithmétique dont la raison est égale a 2.
3)Onpose: S, =U,+U, +..+U .

Exprimer U, puis S, en fonctionde N.
ITI) On pose a=-5.
1) Démontrer que (V) est une suite géométrique dont la raison est égale a 7.

2) Exprimer V, en fonction de N,

3) Pour tout entier N supérieur ou égal & 1, exprimer en fonction de Nla somme T, ot
T, =V, +V,+..+V, ;.
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4) Exprimer U, en fonctionde T, .
5) En déduire que la suite (U) est divergente.

PROBLEME
PARTIE A

Soit hla fonction dérivable sur R et définie par : N(X) =3+ (x-1)e™.

1) Calculer les limites de hen +% et en —©.

2) Démontrer que, pour tout X élément de R , h'(x)=(2—-x)e™.

3)Etudier les variations de h et dresser son tableau de variation.

4-a)Démontrer que sur l'intervalle ]—;2] , I'équation h(x) = 0 admet une unique solution & .
b)Démontrer que —1<a <0.

5)En déduire que , pour tout nombre réel X ;

Si X<a ,alors h(x)<0.

Si X>a ,alors h(x)>0.

PARTIE B

Soit f la fonction numérique définie sur R par: f(x)=3x+1-xe™,

On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthonormé (0,I,J) . (Unité : 2cm).
1) Calculer les limites de f en +% et en —o.

(On pourra mettre X en facteur dans I'expression de f(x))

2) Démontrer que , pour tout nombre réel X, f'(x)=h(x).

3) Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variation.

4) Démontrer que le droite (A) d'équation y =3x+1 est asymptote a (C) en +©,
5) Etudier la position relative de (A) et (C).

6) Démontrer que (C)admet en —oo une branche parabolique de direction (OJ).
7) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point d'abscisse O.

8) Tracer (A) ,(T)et (C).(Onprendra: a~-0,6et f(a)=0,3).

9) Soit A un nombre réel strictement positif.

A
a)Utiliser une intégration par parties pour calculer J xe “dx .
0

b) Calculer I'aire A(A) de la partie du plan limitée par (C) , (A) et les droites d'équations x=0 et
X=A.
c) Calculer JLT A1) .
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EXERCICE 1
U,=2

On considere la suite (U,) _ a termes positifs définie par : _4U, -3

vneN, U, =

n

4x -3
1) f désigne la fonction dérivable sur l'intervalle ]0;+c0| et définie par: f(x)= XX )

(C) désigne la courbe représentative de f dans le plan rapporté au repere orthonormé (O,I,J).
L'unité graphique est 2cm.
a)Etudier les variations de f puis dresse son tableau de variation.
b)Tracer (C)et la droite (D) d'équation y=X.
c)Utiliser (C) et (D) pour construire U, U, , U, et U; sur l'axe (OT).
2-a)Démontrer que f ([2;3])=[2;3].
b)En déduire a l'aide d'un raisonnement par récurrence , que pour tout entier naturel N, 2<U <3,
c)Démontrer que la suite (U,) . est strictement croissante.

d)En déduire que la suite (U, ) est convergente.

\ . fpe U, -3
3) On considére la suite (V,) _ définie par: V, =0 1

n

a)Démontrer que (V,)

. /7 rd . . 1
est une suite géométrique de raison —.
neN 3

b)En déduire la limite de la suite (V) . .

c)Déterminer la limite de la suite (U,) .

EXERCICE 2
Une société de transport a déposé dix cars en vue d'une révision dans un garage . Devant
I'impossibilité de tenir les délais, le mécanicien a procédé a la révision de seulement huit cars au
hasard sur les dix. La société décide tout de méme de mettre les dix cars en circulation. Elle estime
que :
*Si un car est révisé , la probabilité qu'il tombe en panne avant la prochaine révision est égale a 0,1.
*Si un car n'est pas révisé , la probabilité pour qu'il fombe en panne avant la prochaine révision est
égale a 0,6.
1) On choisit au hasard un var sur les dix.

a)Calculer la probabilité pour qu'il ait été révisé.

b) Calculer la probabilité pour qu'il ait été révisé et qu'il tombe en panne avant la prochaine révision.

c)Calculer la probabilité pour qu'il n'ait pas été révisé et qu'il tombe en panne avant la prochaine
révision.

d) En déduire que la probabilité pour qu'il tombe en panne avant la prochaine révision est égale a 0,2.

2) La société apprend que I'un des dix cars est fombé en panne avant la prochaine révision. Elle
cherche a savoir si ce car a été révisé.
Calculer la probabilité pour que ce car ait été révisé.
3) On suppose que I'état de chaque car est indépendant des autres cars :
Calculer la probabilité pour que huit cars au moins sur les dix ne tombent pas en panne avant la
prochaine révision.

(On donnera l'arrondi d'ordre 2 du résultat )
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PROBLEME

PARTIE A
On considére la fonction g définie sur R—{1} par : g(x) = (x—1)* —1+In(|x-1]).
1)On suppose que g est dérivable sur |—o0;1] et sur |1;+oo .
a)Calculer g'(x) .
b)Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.
2-a)Calculer g(0) et g(2).
b)Démontrer que Vx e |-o0;0[ U ]2;+00[ , g(x) >0 et vxe |0 UL 2] , g(x) <O.

PARTIE B
f(x)=x —M ,
x-1
On désigne par (C) la représentation graphique de f dans le plan muni du repére orthonormé (O,I,J).
L'unité graphique est 2cm.
1-a)Déterminer IXILrll f(X) et IXILT} f(x).

x<l x>1

En déduire que (C) admet une asymptote que I'on déterminera.
b)Déterminer XILr_n f(x) et XILr+n f(x).

Soit f la fonction définie sur R—{1} par :

2)Démontrer que la droite (D) d'équation Y = X est une asymptote a (C) en —oet en +0,
3)On suppose que f est dérivable sur |—oo;1[ et sur |1;+oof .

, X
a)Démontrer que YxeR—{1} , f'(X)= %
b)En utilisant les résultats de la question A)2.b , étudier les variations de f puis dresser son
tableau de variation.
4)Démontrer que le point Q(L;1) est un centre de symétrie de (C).
5-a)Démontrer que pour tout nombre réel X différent de 1:In(]x—1)>0 <> X & |~00;0[ U ]2;+o[ .

b) En déduire la position de (C) par rapport a (D).
6) Construire (C)et (D).
7)Calculer I'aire A de la partie du plan limitée par (C), (D) et les droites d'équations x=0et
1

X=1-—.
e
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EXERCICE 1
u, =1
On considére la suite numérique U définie par : 2u, +3

u

n

vneN, u,, =

2x+3
1)Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]0;+co[ par f(X)= X*2 et la représentation graphique

(C)est donnée en annexe.
a)Représenter sur l'axe (OI) les termes Uy, U, , U, , Uset U, de la suite U d l'aide de la courbe (C)
et de la droite (D) d'équation y =X.
b)Que peut-on conjecturer quant a la convergence de la suite U ?
2-a)Démontrer que f ([1; 5]) <[15].
b)En déduire au moyen d'un raisonnement par récurrence que : VneN, 1<u, <5,
u,—3
u +1°

n

3)Soit V la suite humérique définie par : VNeN, v, =

’ . /7 rd . . 1
a)Démontrer que V est une suite géométrique de raison 3

a1
b)En déduire que VneN, v, =(-1) 1(3—”j :
4-a)Exprimer U, en fonction de V, , puis en fonctionde N,
b) En déduire la limite de la suite U .

EXERCICE 2

Un enquéte menée dans une entreprise auprés du personnel a porté sur le salaire net mensuel par
agent Y et le nombre de personnes par famille, a la charge de chaque agent X . Les résultats sont
donnés dans le tableau ci-dessous :

Salaire net mensuel Y; (en millier de francs) 30 | 15 256 | 45 |60 |45 |75
Nombre de personnes de la famille X 1 2 2 3 3 4 4
Salaire net mensuel Y; (en millier de francs) 80 |90 |105 |150 |100 |120 |105|130
Nombre de personnes de la famille X 5 5 5 6 6 6 707

Dans les réponses, tous les résultats seront arrondis au centiéme preés.

1) Représenter le nuage de points correspondant a la série double (X;Y) dans le repere orthogonal R

Sur l'axe des abscisses, prendre 1cm pour 1 personne et sur I'axe des ordonnées , prendre 1cm pour
10.000 francs.

2-a)Calculer le salaire moyen Y du personnel de |'entreprise.
b) Quel est le nombre moyen de personnes a charge par agent ?
c)Placer dans le repére ‘R le point moyen G du nhuage.
3) Calculer la covariance cov(X;Y) .
4-a)Déterminer une équation de la droite (D) dajustement de Y en X par la methode des moindres
carrés.
b)Tracer (D)
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5)Selon cet ajustement , si un agent de cette entreprise gagne 80.000 francs par mois , a combien
peut-on évaluer le nombre de personnes de sa famille ?
(On arrondira le résultat a l'unité).

PROBLEME
Les parties A et B sont indépendantes.
PARTIE A
On se propose de chercher les fonctions dérivables f :R — R solutions de I'équation différentielle
(BE) :f'(x)+2f(x)=2x-1
1) Démontrer que la fonction g définie par g(x) =x—1 est solution de (E).
2) Soit (E") I'équation différentielle f'(x)+2f(x)=0.
a)Résoudre (E").
b)Soit k un nombre réel .Démontrer que les fonctions f, :R >R telles que ; f, =ke™® +x-1 sont
solutions de (E).
3-a)Soit f une fonction dérivable sur R . Démontrer que si f est solutionde (E) ,alors f —g est
solutionde (E").
b) En déduire les solutions de (E).

PARTIE B
On considére la fonction numérique f définie sur R par: f(X)=e+x-1. Soit (C) la courbe
représentative de f dans le repére orthonormé (O,I,J). Unité graphique 3cm.
1-a)Déterminer la limite de f en —o.
f(x)

b)Déterminer la limite lorsque X tend vers —o de —~

c)Interpréter graphiquement les résultats précédents.
2-a)Déterminer la limite de f en +%.
b) Démontrer que la droite (D) d'équations Yy =X—1 est une asymptote a (C)en +© .
c)Etudier la position de (C) par rapport a (D).
3-a)Pour tout nombre réel X | calculer f'(X).
b)Etudier le sens de variationde f .
c)Dresser le tableau de variation de f .

In2
4-q)Démontrer que I'équation : X € {T;er} , f(X) =0 admet une solution unique @ .

b)Démontrer que @ appartient a l'intervalle ]0, 79;0,8[ )

c)Construire (D) et (C).
5)Soit tun nombre réel supérieur a @ .

a)Calculer l'aire A(t) de la partie du plan du plan délimitée par la courbe (C) , la droite (D) et les
droites d'équations X=tet X=0a .

b) Exprimer la limite lorsque ttend vers +®© de A(t) en fonctionde @ .
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EXERCICE 1
1)Déterminer sous forme trigonométrique les racines cubiques du hombre complexe U = 32\/5(1+ i).

3z
2)On pose p=¢ *. Démontrer que les racines cubiques de U peuvent s'écrire respectivement sous la
forme 4p, 4pes et 4pe 5.
3) En déduire la forme algébrique de chacune des racines cubiques de U .
4)Déduire des questions précédentes que :

T 2+\/6 . T \/6—\/5

et Sin—=

COS— = .
12 4 12 4

EXERCICE 2

1) Déterminer les fonctions g définies sur R , solutions de I'équation différentielle ;g'=ag ou @ est
une constante réelle.

2) Soit f la fonction qui au temps t évalué en années, associe le ombre d'atomes de radium d'une

substance radioactive. On admet que la fonction f est dérivable sur R .
On suppose que la vitesse de désintégration de f '(t) est proportionnelle au nombre d'atomes de
radiumetona: f'(t)=-k f(t), k étant un nombre réel strictement positif donné.
A linstantt =0, le nombre d'atomes de radium est X;.
a)Déduire de la question 1. L'expression de f (t) en fonctionde X;, k et t.

b) On donnek = 4,65.10"° . Au bout de combien d'années, & partir de l'instantt =0, le nombre d'atomes
de radium aura-t-il diminué de moitié ?

PROBLEME

L'objet de ce probléeme est I'étude de la fonction f définie sur [0;+c0| par :
x? X 2 2

f(x):—€+x2—5—xlnx+§ si x>0 et f(0)=§.

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormé (O,I,J).
L'unité graphique est 3cm.

PARTIE A

X 3
On donne la fonction g définie sur |0;+oof par : g(X)= —?+2X—E— In x

1) Etudier le sens de variation de g .
2)Calculer g(1)
vxelo] ,g(x)>0
3)En déduire que :
vxe L+ ,g(x)<0

PARTIE B
1) Etudier la continuité de f & droite en 0.

. f(x)-f(
2-a)Calculer leggy.

x>0

b) f est-elle dérivable a droite en O ? Justifier.
c)Donner une interprétation graphique du résultat de la question a.
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3-a)Démontrer que pour tout nombre réel strictement positif X, f'(x)=g(x).
b)Déduire de la partie A, le sens de variationde f .

4-qa)Calculer la limite de f en +©
b)Dresser le tableau de variation de f .

. f(x Lo e , ;
c)Calculer lim e et donner une interprétation graphique du résultat.

X—>+0 X
5-a)Démontrer que I'équation f(x)=0admet une seule solution & sur l'intervalle [1;+oof .
b)Vérifier que :3,3<a <3.,4.
¢)Tracer (C).

PARTIE C
Soit 1 un nombre réel strictement positif inférieur a 1.

2 3
Calculer 1(t) = J.[—X—+ X2 —§+gjdx
76 2" 3

2
2)A l'aide d'une intégration par parties, calculer J(t) :jxln(x)dx )
t

3)En déduire I'expression en fonction de t, l'aire A(t) (en cm’ ) de la partie du plan délimitée par la
courbe (C), la droite (OI) et les droites d'équations respectives X=tet x=2.
4) Déterminer ItTJ At).
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EXERCICE 1
a est un nombre réel quelconque .

On considére dans C I'équation (E): Z° —(ia+2\/§)22 +<2iaJ§+4)Z —~4ai=0
1)Déterminer le nombre réel a pour que : —2i soit une solution de (E).
2)Déterminer le polyndme complexe ( de degré deux tel que :
VZeC 2% +(2 —2\/5)22 +(4-4i3)z +8i :q(Z)(z ~J3-i).
3)Résoudre dans C I'équation (E) pour a=-2.
4)Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O,I,J). On donne les points M, N et
Q daffixes respectives /3+i ; —2iet \/3-i.
a)Représenter dans le repere (0,I,J) les points M, N et Q. (On prendra 3cm pour l'unité)
b)T désigne la symétrie de M par rapport a (OJ).
Démontrer que le triangle TMQ est rectangle en M.
c)Démontrer que les points M, Q , N et T sont cocycliques.

EXERCICE 2
Dans un urne se trouve six médaillons identiques , indiscernables au toucher , numérotées de 1 a 6.
Un jeu consiste a tirer au hasard un médaillon de |'urne apreés avoir misé une certaine somme versée
aux organisateurs du jeu et a recevoir un prix ou non selon le numéro inscrit sur le médaillon tiré.
*Si le joueur tire le médaillon numéroté 4, on lui remet ce qu'il a misé et il gagne 3000F.
+S'il tire le médaillon numéroté 1, 2 ou 6, il perd sa mise et ne gagne rien.
-S'il tire le médaillon numéroté 3, il ne gagne rien mais récupére sa mise.
-S'il tire le médaillon numéroté b, il le remet dans l'urne et effectue un second tirage. Si le médaillon
retiré :

‘porte le méme numéro (c'est-a-dire 5), le joueur gagne 2000F et perd sa mise.

*sinon, il perd sa mise et de plus il paie 1500F aux organisateurs.
1)Calculer la probabilité pour que le joueur récupére sa mise.
2)Calculer la probabilité pour qu'il perde 1500F et qu'il perde aussi sa mise..
3)Le joueur a misé une somme S. On noté X la variable aléatoire qui, a chaque partie, associe le
résultat financier de son jeu, c'est-a-dire la différence entre ce que le joueur possedera a l'issue du
et ce qu'il possédait avant de jouer.

a)Compléter le tableau ci-dessous définissant la loi de probabilité de la variable X .

X; (valeurs de la variable -S -5-1500 0 -5+2000 3000

pP(X =x)
, o P 2 3125
b)Démontrer que I'espérance mathématique de X est: E(X)= —§S +T.

c)Quelle somme le joueur doit-il miser pour que son résultat financier moyen soit nul ?
(On donnera l'arrondi de cette somme a l'unité pres).

PROBLEME
f:R>R

X X(x+2)e
Soit (C) la représentation graphique de f dans le repere orthonormé (0,I,J);
(unité graphique :1cm).
On rappelle gue : VneN, lim x"e* =0 et lim x"e" =+o.

X—>—0 X—>+00

On donne la fonction numérique :

X+2
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1-a) Calculer lim f(Xx).

b) Démontrer que : lim ) =+

x>in X
c)Interpréter graphiquement les résultats ci-dessus.
2-0)Ca|cu|exlirﬂo f(x).
b) Interpréter graphiquement ce résultat.
3) Vérifier que : Vx e R, f (x) = (x2 +4x+ 2)e”2.
4-a)Etudier le sens de variationde f .
b) Dresser le tableau de variation de f .
5-a)Déterminer une équation de chacune des tangentes (T) et (T') a la courbe (C) aux points
d'abscisses respectives —2 et 0.
b) Tracer (T),(T) et (C).
6) A est un nombre réel strictement inférieur @ —2. A, désigne l'aire de la portion du plan délimitée
par (OI), (C) et les droites d'équations respectives x=-2 et x=A41.
a)A l'aide de deux intégrations par parties , démontrer que A, =4- %",
b) Déterminer XIer!O A,.

X+2
'

7-a)Déterminer les nombres réels u et v tels que la fonction F définie par F(x)=(x*+ux+v)e

soit une primitive de f .
b) Retrouver le résultat de la question 6-a).
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EXERCICE 1

Pour préparer la retraite de ses membres, une coopérative a planté en 1991 des anacardiers qui sont
rentrés en production trois ans plus tard .Le tableau statistique suivant donne I'évolution des
productions depuis la premiére année de récolte.

Ordre X, de l'année de
production 1 2 3 4 5 6 7

Année de production 1996

Quantité Y; de

production (en tonnes) 118 146 184 247 267 278 255

1) En quelle année cette coopérative a-t-elle obtenu 278 tonnes d'anacarde ?

2) Recopier et compléter le tableau ci-dessus.

3) Représenter dans le plan muni du repere orthogonal (O,I,J) , le nuage de points de la série
statistique double (X;;Y;).

(On prendra sur la droite des abscisses :2cm pour unité et sur la droite des ordonnées : 1cm pour 20
tonnes)

4) Déterminer l'arrondi d'ordre 2 du coefficient de corrélation linéaire de la distribution statistique
(XiY)).

5) La corrélation entre les variables X et Y est-elle bonne ? Justifier.

6) Déterminer par la méthode des moindres carrés, une équation de la droite de régression qui
permet d'estimer |'année en fonction de la production.

7) En quelle année la coopération produira-t-elle 250 tonnes ?

EXERCICE 2
On considere les suites (U,) et (V,) . définies par:
. 3
3 et V, = |n(§Unj (In désigne le logarithme népérien ).
vneN, U, =E(Un)2

1) Calculer V,
2) Démontrer que (V,) est une suite géométrique de raison 2.

3) Exprimer V, en fonction de N
4) Calculer la limite de (V) .

5) Exprimer U en fonction de V, et en déduire la limite de (U,).

6) Pour tout entier naturel non nul N, on pose :
S, =V +Vi+..+V et T, =U,xU, x..xU_,

a)Démontrer que: S, =(1-2")In2.
- 2Y s
b) Justifier que : T, =(§j e,

c)Exprimer T, en fonction de N.
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PROBLEME

PARTIE A

Soit la fonction f définie sur [0;+00[ par: f(0)=0 et pour x>0;f(x)=-x+xInx

(In désigne le logarithme népérien ).

On désigne par (I') la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormé (O,I,J).
(Unité : 2cm).

1) Calcule f(1) et f(e).
2) Etude des branches infinies
a)Calculer la limite de f en +%,

f
b) Calculer la limite de % lorsque X tend vers +©

c)Interpréter graphiquement ce résultat.
3) Etude de la dérivabilité de f en 0.

a)Démontrer que f est continue a droite en 0.
b) Etudier la dérivabilité de f a droite enO.
c) Préciser la tangente @ (I') en O (point O).
4) La fonction f est dérivable sur |0;+ocf et on note f' la dérivée de f .
a)Déterminer f'(x) pour tout X élément de |0;+oo .
b) Dresser le tableau de variationde f .
c)Donner une équation de la tangente (D) a (I') au point d'abscisse€ .
5) Construire (D) et (I).
6) Soit t un nombre réel tel que : 0O<t<1.
a)En utilisant une intégration par parties, démontrer que l'aire A(t) de la partie du plan limitée par

. e , .1, 3.1 2
la courbe (I'), la droite (OI) et les droite d'équations X=1 et x=1 est égale a Ze + —Z+§|nt [

b) Calculer la limite de A(t) quand t tend vers O.

PARTIE B

On considére la transformation plane T qui a tout point M d'affixe Z associe le point M' d'affixe z'
telleque:z'=z+1+2i.

On appelle A , le point d'affixe 1—i et B le point d'affixe € .

1) Calculer les affixes de O', A’ et B' images respectives des points O, A et B par T.

2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de T.

3) Construis en utilisant une autre couleur, la courbe (I'") , image de (I') par T.
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EXERCICE 1
Dans le plan complexe muni du repére orthonormé direct (O,I,J) , les points A et B ont pour affixes

respectives J3+i et.on désigne par S la similitude directe d'écriture complexe :
3—i
7'= \/_ \/_ 3+i.

1)Defer'mmer' les images par S des points O et A.

2)Déterminer les éléments caractéristiques de S.

3)Soit (C)le cercle de centre O et de rayon 2 et (C ') son image par S.
a)Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (C').
b)Construire (C").

EXERCICE 2

Une entreprise veut prévoir le nombre d'articles qu'elle aura en stock en I'an 2004.

L'évolution du stock de ses articles , (donc de 1983 a 1990) , est donnée par le tableau statistique ci-
dessous :

Ordre X; des années 1 2 3 4 5 6 7

Nombre Y; d'articles 3010 | 3860 3940 | 4020 4100 4180 4220
En stock

1) A partir de quelle année I'entreprise s'est-elle intéressée a ses stocks ?

2) Représenter graphiquement le nuage de points de la distribution statistique définie par le tableau
précédent, dans le plan muni du repére orthogonal (O,I,J). (On prendra pour unité 2cm en abscisse et
200 articles pour Icm sur la droite des ordonnées).

3) Calculer les coordonnées du point moyen G de ce huage de points . (On prendra l'arrondi d'ordre
zéro pour l'ordonnée de G )

4) Déterminer par la méthode des moindres carrés , une équation de la droite de régressionde y en

X. (On donnera I'arrondi d'ordre 1 du coefficient directeur de cette droite).
5)Quel serait le nombre d'articles en stock de I'entreprise en 2004 ?
(On donnera une valeur approchée d'ordre 1 par exces du résultat).

PROBLEME

2
X :
On considére la fonction f numérique définie par : f(X) = > x—2xInx sixe]0;+o0] etf(0)=0.
L'objet de ce exercice est |'étude de la fonction f et le tracer de sa courbe représentative (C)dans
le plan muni du repére orthonormé (0,I,J), In désigne la fonction logarithme népérien.

PARTIE A ETUDE D'UNE FONCTION AUXILIAIRE

On considére la fonction humérique g définie sur ]0;+oof par : g(x) =x-1-2Inx.

1)Calculer les limites respectives de g a droite en O et en +©,

2)On admet que la fonction g est dérivable sur ]0;+o[ et on note g'sa dérivée .
a)Déterminer g 'et étudier son signe.
b) En déduire le sens de variation de g et dresser son tableau de variation.

3) Vérifier que g(1)=0.

4) Démontrer qu'il existe un unique réel & tel que ]3;4[ et g(a)=0.
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5) Déduire des questions précédentes, le signe de g(X) suivant les valeurs de X.
PARTIE B DETERMINATION D'UNE VALEUR APPROCHEE DE a

On considére la fonction humérique h définie et dérivable sur ]0;+co[ par: h(x)=2Inx+1.
1) Démontrer que Vx [3;4] , h(x) €[3;4].

. s . PP Us =35
2)On considere la suite (U,) _ définie par : {Vn eN, U,,=h(U,)
a)Démontrer que: VneN, U, €[3;4].
b)Calculer I'arrondi d'ordre 3 de U, .
c)Démontrer par récurrence que la suite (Un )neN est croissante.

d)En déduire que la suite (U, )  est convergente.

(On admettra que (U,) _ converge vers la valeur @ précédente et on prendra a =3,5).

PARTIE C ETUDE DE LA FONCTION f

1) Démontrer que la fonction f est continue en O.
2) La fonction f est-elle dérivable a droite en O ? Justifier votre réponse.

3) En donner une interprétation graphique.
4) Calculer la limite de f(x) quand X tend vers +% .

5) Calculer la limite de % quand X tend vers 1% puis interpréter graphiquement ce résultat.
6) La fonction f est dérivable sur ]O;+oo[ et on note f 'sa dérivée.
a)Démontrer que Vx e |0;+oo[, f'(X)=0(X).
b) En utilisant les résultats de la PARTIE A ,déterminer le signe de f'.
c)Dresser le tableau de variation de f .
7) Tracer la courbe(C).
8) Soit t un nombre réel tel que : O<t<1..
a)En utilisant une intégration par parties, calculer I'aire A(t) de la partie du plan comprise entre la
courbe (C), la droite (OI) et les droites d'équations X=1 et x=1.
b) b) Calculer la limite de A(t) quand t tend vers 0.
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SESSION DE REMPLACEMENT 1999 SERIE D

EXERCICE 1
Dans le plan muni du repére orthonormé (O,I,J) , on donne le point A de coupe de coordonnées (1,1) ,

la droite (D) d'équation Yy = X et la parabole (P) d'équation Y = X2

| ‘

1) La parabole (P) et la droite (D) divisent le carré OIAJ en trois régions distincts :
*R, est le triangle AJO.

* R, est la portion du plan comprise strictement entre (D) et (P), contenue dans le carré OIAJ.
* R, est le complémentaire dans le carré OIAJ de R, UR,.

Calculer les aires A de R, A, de R, , A; de R;.
2)On joue a un jeu de fléchettes dont la cible est le carré OIAJ. La probabilité d'atteindre la cible

5 , . -
est e Lorsque la cible est atteinte, les probabilités d'atteindre les régions R;, R, et R; sont

proportionnelles aux aires de ces trois régions ; on les notes P, , P, et P; respectivement.
P, Désigne la probabilité de manquer la cible.

a)Calculer p, .
b) Démontrer que : p, =% . P, Z% et P, =%.
3) Le joueur ne marque aucun point si la fléchette n'atteint pas le carré.
Marque 3 points si elle atteint R;, 4 points si elle atteint R, et 2 points si elle atteint R;.
Le jeu consiste en deux lancers successifs. Les résultats de lancers sont indépendants.
a)Calculer la probabilité pour qu'il ne marque aucun point.

5
b) Démontrer que la probabilité pour que le joueur marque 2 points est —.

o4
ENRICHISSEMENT DE L'EXERCICE
4)On désigne par X la variable aléatoire qui a chaque jeu associe la somme des points marqués par le
Joueur.
a)Définir la loi de probabilité de X .
b) Calculer I'Esperance mathématique E(X) du joueur.
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EXERCICE 2

On considére deux triangles équilatéraux ABC et ANP de sens direct tel que le point N soit le milieu
du segment [BC]. Soit S la similitude directe de centre A qui applique B sur N. On note O le milieu de
[NP].

1) Faire une figure.
2) Déterminer le rapport de la similitude S.
3) Donner la mesure principale de l'angle orienté de S.
4) Justifier que P est I'image de C par S.
5) Justifier que Q est I'image de N par S.
6) On munit le plan du repére orthonormé (O,I,J). Les nombres complexes 2 —1+iV3; —1-i/3 sont
les affixes respectives des points A, B et C.
a)Faire une nouvelle figure.
b) Calculer I'affixe de N.
c)Déterminer la transformation complexe f associée a S.
d) Calculer les affixes des oints P et Q.

PROBLEME
Dans ce probleme, le plan est muni du repere orthonormé (O,I,J). Unité 2cm.
PARTIE A

X+3
On considere la fonction f de R vers R définie par : f(X) =ﬁ.

1) Déterminer I'ensemble de définitionde f .
2) Calculer les limites de f en +© ,en-1eten —oo.
3) Calculer f'(x) pour tout nombre réel X différent de -1.

PARTIE B

3+Inx
Soit hla fonction de R vers R définie par :h(x) = 1: o

six=0eth(0)=1.

On désigne par (I') la courbe représentative de h.
1)Déterminer I'ensemble de définition de h.

. . 1
adroiteen = est + o
e

X 1
2 -a)Justifier que le limite de h:{agauche en A est —oo

en +oo estl.

b) Interpréter géométriquement les résultats précédents.
3) Démontrer que hest continue en 0.
4) Démontrer que (I') admet une demi-tangente verticale au point d'abscisse O.

€

6) Etudier les variations de h puis dresser son tableau de variation.
7) Tracer (T) ; les asymptotes a (I') et (I').

1 1
5) Calcule h'(x) pour tout nombre réel X appartenant a }O;E[U}—;%@[ .
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PARTIE C

1
Soit @ larestrictionde h a [0; E[

1) Démontrer que @ est une bijection de l'intervalle [0; %[ sur un intervalle que I'on précisera.

2) Déterminer ¢ (1) .

3) Pour tout nombre réel X différent de 1, appartenant a K, démontrer que : @ (X) = exp (%j )
4) Tracer la courbe représentative (J)de @ dans le repere (O,I,J).
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SESSION NORMALE JUIN 1999 SERIE D

EXERCICE 1

Un pharmacien observe , durant les 6 premiers mois de |'ouverture de son officine , le chiffre
d'affaires en millions de Franc CFA. Le résultat de l'observation est résumé dans le tableau suivant ol
X désigne le numéro du mot et Yy le chiffre d'affaires correspondant.

X |1 2 3 4 5 6

y 12 [ 13 | 15 |19 21 | 22

1) Calculer les moyennes X ety respectivement des variables X et y.

2) Représenter graphiquement le nuage de points de cette série statistique double ainsi que le point
moyen G (Unité : 2cm en abscisses et 1cm en ordonnées ).
3) Calculer la variance V (X) de X et la covariance cov(x;y) de X et Y. Les résultats seront donnés

sous forme de fractions irréductibles.
rd /7 . . rd . . 78
4) Démontrer qu'une équation de la droite de régression de Yy en fonctionde X est:y= £X+9, 2

5)Tracer la droite (D).
6)En utilisant la droite (D) , calculer une estimation du chiffre d'affaires de cette pharmacie a la fin
du 7° mois.

EXERCICE 2

Cet exercice a pour but de déterminer lesquels des avions a 2 ou a 4 moteurs sont les plus srs.

Un avion ne s'écrase pas tant que la moitié au moins de ses moteurs fonctionne. Les moteurs d'un avion
tombent en panne de maniere indépendante.

Soit P la probabilité pour qu'un moteur tombe en panne.

PARTIE A

Dans cette partie: P=0,1.

1) Calculer la probabilité pour qu'un avion a 2 moteurs s'écrase.

2) Calculer la probabilité pour qu'un avion a 4 moteurs ait ses 4 moteurs en panne.

3) Calculer la probabilité pour qu'un avion d 4 moteurs ait exactement 3 moteurs en panne.
4) En déduire la probabilité pour qu'un avion a 4 moteurs s'écrase.

PARTIE B
On revient au cas général.
1)Soit f(P) la probabilité pour qu'un avion a 2 moteurs s'écrase .
Démontrer que : f(P)=P?,
2) Soit g(P) la probabilité pour qu'un avion d 4 moteurs s'écrase.
Démontrer que : g(P) = P?(-3P*+4P) .
3) On pose : h(P)=f(P)-g(P).
a)Etudier le signe de h(P) en fonctionde P .
b) En déduire, suivant les valeurs de P , dans quels avions il vaut mieux monter.
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PROBLEME
Le plan est muni du repére orthogonal (O,I,J) (Icm en abscisses et 5cm en ordonnées).

PARTIE A
5In x

X2
On désigne par (C;) la courbe représentative de f dans le repere (0,I,J).

On considere la fonction f de R vers R définie par : f(X) =

1) Déterminer I'ensemble de définition de f puis I'image de Je par f .

2) Calculer les limites de f en Oet en +% puis interpréter graphiquement ces résultats.
3) Déterminer la fonction dérivée f 'de f puis étudier le sens de variation de f .

4) Dresser le tableau de variationde f .

PARTIE B
5(In x)?

On considére la fonction g définie sur ]0;+oo[ par:g(X)= 2

On désigne par (C,) la courbe représentative de g dans le repére (0,I,J).

1) Calculer les limites de gen Oet en +o

2) Vérifier que Vx € ]0;+o0[, g'(x) = w :

3) Etudier le sens de variation de @ .
4) Dresser le tableau de variationde g .

PARTIE C

On considére la fonction h définie sur ]0;+o[ par : h(x) = g(x)— f(x).
1)Etudier le signe de h(X) suivant les valeurs de X.

2)En déduire la position relative des courbes (C;)et (C,).

3)Tracer ; les courbes (C;) et (C;) sur une méme figure .
On donne les valeurs :e~2,7 ; e ~16 ; f(\e)~0,91;g(e)~0,7 :In2~0,7 ; In3~1,1.

PARTIE D

(In
X

1) A l'aide d'une intégration par parties , calculer l'intégrale |, .

On considére l'intégrale |, =L 2) dx.

2) A l'aide d'une intégration par parties , démontrer que pour tout entier naturel N supérieur ou égal a

2, In:—1+nln_1_

e

Ly S
3) En déduire que : IZ:Z_E'

4) Interpréter graphiquement |, — 1, puis calculer |, -1, .
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SESSION DE REMPLACEMENT 1998 SERIE D

EXERCICE 1
On considére I'équation (E)suivante :
2eC, 2°—(7+6i)z° +(10+26i)z+6—24i =0
1-a)Sachant que (E)admet une solution réelle, la calculer.
b) Résoudre (E).
2) Dans le plan rapporté au repére orthonormé direct (0,u,v)ol I'unité est 2cm , on considére les
points A , B et C d'affixes respectives 1+i ;3 et 3+5i.
a) Placer les points A, B et C et démontrer que le triangle ABC est rectangle.
b) Déterminer le rapport et la mesure principale de I'angle orienté de la similitude directe S de
centre A qui transforme B en C.
3-a) Déterminer I'affixe du point D tel que le quadrilatere ABCD soit un rectangle.
b) Déterminer I'affixe du centre Q du rectangle ABCD.
¢) Construire I'image par S du cercle circonscrit au rectangle ABCD.

EXERCICE 2
On dispose d'un dé en forme de tétraedre régulier et homogéne dont les quatre faces sont marquées
des nombres 1, 3, 7 et 10. Lorsque le dé est posé , trois faces sont visibles.
1) Calculer la probabilité pour que le dé se pose sur une face donnée.
2) Soit X la variable aléatoire égale a la somme des nombres visibles aprés un lancer.
a) Donner I'ensemble des valeurs prises par X .
b) Calculer la probabilité de I'évenement (X >14).

Soit Nun entier naturel non nul. On lance le dé N fois et aprés chaque lancer, on calcule la somme
X des nombres visibles.
3-a) Calculer la probabilité p, pour que I'événement (X >14) se réalise au moins une fois au cours des
N lancers.

b) Calculer la plus petite valeur de N pour laquelle ona: p, =0,999.

PROBLEME
PARTIE A

On considére la fonction numérique g définie et dérivable sur R par : g(x) =1—-(1+ x)e”.
1-a)Calculer les limites de g(x) quand X tend vers + et quand X tend vers —o.
b) Calculer g'(x) pour tout nombre réel X.
c)Etudier le signe de g'(X) et dresser le tableau de variation de g .
2-a)Calculer g(0).
Vx e [-0;0[, g(x)>0

b) En déduire que :
Vx € ]0;+o0[, g(x) <0

PARTIE B
On considére la fonction numérique f définie et dérivable sur R par: f(X)=x+2-xe".
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormé
(O0.I,7) ot l'unité graphique est 1 cm.
1-a) Calculer les limites de f(X) quand X tend vers +© et quand X tend vers —o.
b)Etudier le sens de variation de f en utilisant la question A.2) et dresser son tableau de variation.
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2-a)Démontrer que la droite (D) d'équation y =X+ 2 est asymptote a (C) en —o.
b)Etudier la position de (D) par rapport a (C).

. f

3-a)Calculer XIlm %quand X tend vers +o et donner une interprétation graphique du résultat.

b)Tracer (C).
4-a)Démontrer que (C) coupe (OT) en deux points A et B, A désignant le point d'abscisse négative @ .
b)Démontrer que & appartient a l'intervalle |-2,3:-2,2].
2
c)Démontrer que €“ = are
a
5) Soit Nhlarestriction de f & ]-o;0].

a)Démontrer que Nest une bijection de ;0] sur un intervalle K que I'on précisera.

b)Soit (I')la courbe représentative de h™dans le repére orthonormé (0,I,J) . Tracer la demi-
tangente (T) a (I') au point d'abscisse 2.

c)Tracer (I').

PARTIE C
Soit t un élément de l'intervalle |-x; a].

1) Calculer l'aire A(t) de la partie du plan délimitée par (C), la droite (D) et les droites d'équations
X=tet X=a.
2) Calculer la limite quand t tend vers —ode A(t).
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SESSION NORMALE JUIN 1998 SERIE D

EXERCICE 1
Soit les suites (a,) et (b,) définies sur Npar: a,=1; b, =8 et pour tout élément N de N,
- 2a,+b, ot b . = a, +3Db,

n+1 3 n+1 4 .

1) Calculer &, et b;.
2) Soit la suite (d,) définie sur Npar; d =b,-a,
a)Démontrer que (d,)est une suite géométrique dont on déterminera le premier terme d, et la

raison.
En déduire une expression de d, en fonction de N, puis en déduire que :pour tout élément N de N,

d,>0.
b) Calculer la limite de la suite (d,).

d
3-a)Démontrer que , pour tout élément N de N : a ,—a, = ?” et b, —b, = —I”.

En déduire les variations des suites (a,) et (b,).
b) Démontrer que : pour tout élément N de N*, a, <a, <b, <bh;.
c)Déduire de 3.a et 3.b que les suites (a,) et (b,) sont convergentes.
4-a)Déduire de la question 3.a que : pour tout entier N strictement plus grand que 1,

a —a =1(d +d, +...+d ).
n 0 3 0 1 n-1

b) Déduire la limite de la suite (@,) puis celle de la suite (b,).

EXERCICE 2
Soit le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O,u, v) (unité :4cm).
On considére la transformation S du plan qui, a tout point M d'affixe z, fait correspondre le point

J3

M 'd'affixe z'tel que : z'=(1+i\/§)z+§+i7.

B3

1 .
1-a)Démontrer que S a un point invariant J d'affixe —E+|7.

b) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de S .
2) Soit A(=L0).
a)Tracer le cercle (C)de diamétre [JA].
b) Caractériser puis tracer le cercle image de par S du cercle (C).

B3

3) Déterminer I'ensemble des points M du plan , d'affixe Z tels que : |(1+i/3)z +g+i7 =1.

(On pourra utiliser la question 2 )
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PROBLEME
Le plan est muni d'un repere orthonormé (O,I,J) (unité : 2cm)

PARTIE A
On considére la fonction g, définie , continue et dérivable sur R, par :
g(x)=x+1-¢€*.

1)Calculer lim g(x) et lim g(x).

2)Calculer g'(x) pour X élément de R .
3)Etudier , suivant les valeurs de X, le signe de g'(x) puis dresser le tableau de variations de g . En
déduire le signe de g(x), suivant les valeurs de X.

PARTIE B

On considére la fonction f , définie ,continue et dérivable sur R, par : f(x) =3(x* + x)e " et (C) sa
courbe représentative dans le repere (O,I,J).

1-a)Calcule Xlirpw f(x).

f)
X
c)Interpréter graphiquement les résultats de a. et b.
2-a)Démontrer que , pour tout X élément de R, f'(x)=3(-x*+x+1)e™
b)Etudier , suivant les valeurs de X, le signe de f '(x) puis dresser le tableau de variations de f .

1-5 1+45
2 ).

On ne cherchera pas d calculer f(T) et f(

b)Calculer lim f(x) et Ilm

3-a) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point d'abscisse O.
b) Démontrer que, pour tout élément X de R, f(x)—-3x=3xe"g(x).
c) Déduire de la partie A les positions relatives de (T) et de (C).
4Tracer avec précision , dans le repére (0,I1,J), la tangente (T) et la courbe (C).

1 J' 1+J’

On donne \/5~2,2 ; )~-13 et f(

)~2,5.

PARTIE C
1) Soit la fonction F définie sur R par F(X)=(ax’+bx+c)e™ ol &, b et Csont des nombres réels.
Déterminera, b et C pour que la fonction F soit une primitive de f sur R.

2)t étant un nombre réel strictement positif, calculer I'aire A(t) de la partie du plan limitée par la
courbe (C) , 'axe des abscisses et les droites d'équations respectives X=0et X=t.
3) Calculertlim A(L).
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EXERCICE 1
Soit I'équation (E) dans Csuivante : z* + (i —+/3)z° —iz+1+i/3=0.
1-a)Développer, réduire et ordonner le polynéme (z —/3+i)(z° i) .
b) Résoudre (E).
2)Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O,I,J) (unité : 4cm).

3 i 3 i :
On considére les points A d'affixe §+§ , B daffixe —%Jra et C daffixe —i.
a)Placer les points A, B et C.
b) Justifier que le triangle ABC est équilatéral.
3) Soit Q le milieu du segment [AC] et S la similitude directe de centre Q qui transforme A en B.
a)Déterminer les éléments caractéristiques de S.
b) Démontrer que l'image du point O par S est le point C.

EXERCICE 2
On considére un damier carré dont les 16 cases sont numérotées de 1 a 16 comme ci-dessous.

1 2 3 4
6 7 8
9 10 11 12

On dispose : 13 | 14 15 16
d'un sac contenant 16 boules, numérotées de 1 d 16 , indiscernables au toucher .

‘et de 4 pions visuellement indiscernables destinés a étre placés sur le damier.

On tire du sac simultanément et au hasard 4 boules.

Les numéros des boules tirées indiquent ot placer les 4 pions sur le damier.

Par exemple : Si les boules tirées portent les numéros 3,5,7 et 8 , alors on obtient la disposition
suivantes des 4 pions.

1 2 : 4
6
9 10 11 12
13 | 14 15 16
1)Démontrer qu'il existe 1820 dispositions, visuellement distinctes , des 4 pions sur le damier.
2)Quelle est la probabilité des évenements suivants ? (les résultats seront donnés sous forme de
fractions irréductibles ).

a)Evenement A : Aucun pion n'occupe une case dont le numéro est strictement supérieur a 10.

b) Evénement B : les 4 pions occupent des cases voisines, formant un carré.

Par exemple

1 2 3 4
6 7 8

9 12

13 . . 16

95



3)On appelle « ligne 1 du damier » celle comportant les cases numérotées 1, 2, 3, et 4.
Soit X la variable aléatoire qui, a chaque tirage, associe le nombre de pions disposés sur la ligne 1.
a)Quel est I'ensemble des valeurs que peut prendre X ?
b)Déterminer la loi de probabilité de X (chaque résultat sera donné sous la forme d'une fraction
dont le dénominateur est 1820).

Probléme

Le plan est muni d'un repere orthonormé (O,I,J). (Unité :5cm).

In désigne la la fonction logarithme népérien.

On consideére la fonction f , définie et continue sur R, par :
f(0)=0

{Pour tout x élément de R, , f (X) = 3x* —2x” In(2x)

Et (C) sa courbe représentative dans le repere (O,I,J).

Partie A
: . f(x) , : .
1) Caleuler lim (x) et lim — - Interpréter graphiquement les résultats.

f(x)—-f(0)

2) Calculer Iing—. Interpréter ce résultat.
X—> X

x>0
3-a)Démontrer que : pour tout X élément de R”, f'(x)=4x(1—In(2x)).
b) Etudier , suivant les valeurs de X, le signe de f '(x) puis dresser le tableau de variations de f .
4) Déterminer les coordonnées des points d'intersection de (C) avec I'axe des abscisses.

Partie B
Dans cette partie , il est proposé une méthode permettant de justifier que I'équation (E): f(x) = x

admet exactement trois solutions et d'encadrer les deux solutions non nulles.

3X_1=0_

1) Démontrer que, pour tout X positif non nul, I'équation (E)équivaut a: In(2x) -
2)On considére la fonction ¢, définie, continue et dérivable sur R’ par :

x-1
p()=In(20) -2

2X

a)Calculer @'(x) pour tout X élément de R .

b)Etudier le signe de ¢'(X) puis dresser le tableau de variations de ¢ .
(On remarquera que LILT(} @(X) =+0)

x>0
, , . - 1
3) Démontrer que ¢ s'annule une seule fois sur l'intervalle }O;E} en & telque: 0,2<a<0,25.
On donne In2=0,69 ; In5=1,61 ; In10~2,30
1
On admet que ¢ s'annule une seule fois sur [E;%{ en S telque: 1,65< f<1,7.

4) Déduire des questions B 1. et B 3. Le nombre de points d'intersection de (C) et de la droite (A)
d'équationy =X.
5)Dans le repere (0,I,J), tracer la droite (A) et la courbe représentative (C) de la fonction f .

On fera apparaitre les points A et B, points d'intersections de (C) avec la droite (A) et les points

d'intersection de (C) avec l'axe des abscisses. On donne : e% ~4,5.
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Partie C

Soit un réel atel que 0<a<l

1) A l'aide d'une intégration par parties , calculer I'aire 1(a)de la partie du plan délimitée par la
courbe (C) I'axe des abscisses et les droites d'équations X=aet x=1.

2) Calculer IXI_rE I(a).

a>0
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SESSION NORMALE JUIN 1997 SERIE D

EXERCICE 1
On lance simultanément deux dés cubiques équilibrés dont les faces sont numérotées de 1 a 6. On dit
qu'on obtient un « double » si les deux faces supérieures des dés portent des chiffres identiques.
A chaque lancer , si le joueur fait un « double » il gaghe 500 francs ; sinon , il perd 100 francs .
1) On lance les dés une fois. Calculer la probabilité de gagner 500 francs.
2) On lance les dés trois fois. Soit X la variable aléatoire associée a la somme gagnée ou perdue
apres les trois lancers.

a)Quel est I'ensemble des valeurs prises par X ?

b)Etablir la loi de probabilité de X .
3)On lance les dés N fois.

a)Calculer , en fonction de N, la probabilité , notée (, , de ne jamais faire un double.

b)Calculer , en fonction de N, la probabilité , notée p,, de faire au moins un double.

¢) Quelle est la valeur minimum de N pour que l'on ait : p, >0,8.
On prendra ; In0,2=-1,61 ; |ng =-0,19

EXERCICE 2

On considére dans C I'équation :
(E):2° +(4-2i)z° +(8-6i)z+8-4i=0.

1-a)Démontrer que (E) admet une solution une solution réelle z, que I'on déterminera.
b) Résous I'équation(E).

2)On considére dans le plan complexe les points A,B et C d'affixes respectives —1+3i; —2; —1—i.

T :
Soit I la rotation d'angle Ee‘r de centre le point Q d'affixe i.

a)Placer les points A ,Bet C.

b)Démontrer que le point B est I'image du point A par la rotation r .

c)Déterminer l'antécédent D du point C par r . Placer Dsur la figure .
3-a)Démontrer que les 4 points A ,B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on précisera le
centre et le rayon.

b)Démontrer que le quadrilatere ADBC est un trapéze isocéle.

PROBLEME
PARTIE A

X
On consideére la fonction g définie pour tout réel Xpar: g(X)= —Xx+e2,

1)Déterminer les limites respectives de g en t®et en—o.

2)Etudier les variations de g puis dresser son tableau de variations.

3)Démontrer que I'équation g(x) = 0admet une solution unique @ telle que : 0,70< ¢ <0,71.
4)En déduire que : pour tout Xde |-o;a ,g(x) >0et pour tout X de ]a;+oo[ ,g(x)<0.
PARTIE B

On considére maintenant la fonction f définie pour tout réel X par: f(x)=x-2+(4-2x)e2.
(C) désigne la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormé (0,I,J)
(Unité : 2cm)

1-a)Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
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b) Calculer la limites de I'expression ) lorsque X tend vers +o et donner une interprétation

graphique du résultat.

c)Démontrer que la droite (D) d'équation y = x—2est une asymptote a la courbe (C) au voisinage de
—o0.

d) Etudier la position de la courbe par rapport a (D).
2-a)Pour tout réel X, calculer f'(x).

b)Démontrer que :pour tout réel X, f '(x) = g(x)e2 od g est la fonction étudiée dans la partie A.
c)En déduire le signe f '(x), puis dresser le tableau de variations de f .

3-a)a étant un nombre réel définie dans la question 3 de la partie A, démontrer que :

En déduire une valeur approchée de f(a)da 2x10 'prés par défaut.
b) Compléter, apres I'avoir reproduit , le tableau des valeurs ci-dessous.

Arrondi d'ordre 2 de f(X)

4-a)Déterminer une équation de la tangente (T) au point N d'abscisse O.
b) Dans le repére (O,I,J), tracer la droite (D), la tangente (T) et la courbe (C).
(On utilisera comme valeur approchée de f () le nombre réel 2,3).

5) A l'aide d'une intégration par parties , calculer l'aire A de la partie du plan limitée par la droite (D)
, courbe (C) et les droites d'équation x=0 et x=2.

Ondonne : e~2,72 et €*' ~0,5.
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SESSION DE REMPLACEMENT 1996 SERIE D

EXERCICE 1

Soit unréel a .

Soit la suite (a,) définie sur I'ensemble des entiers naturels N par :

a, = a et pour fout entier natureln, a =2 .
1+a,

1 . . 1
On se propose d'étudier la suite (a,) pour « =2 puis pour a = e

1) On pose oz =2. On étudie alors la suite (@,) , a termes positifs , telle que : a, =2 et pour tout

2
entier naturel N, a ,, =——.
1+a,
. . e . a -1
Soit la suite (m,) définie, pour tout Nélément de N @, = >
a +

7’ . . 7/ rd . . 1 . .
a) Démontrer que la suite (®,) est une suite géométrique de raison ) et calculer sa limite

éventuelle.
b) En déduire I'expression de a, en fonction de @, , puis de la suite (a,).

1 1 . . 1
2) On pose : a = 7 On étudie alors la suite (a,) telle que : a, = 1 et pour tout N de N,

4 - -1
" 444
a)Démontrer par récurrence que :pour fout N de N, a, # —%.
b)On considére la suite (V,) définie pour tout N élément de N, par: V, = L
&+

Démontrer que la suite (V,) est une suite arithmétique de raison 2 et calculer le premier termeV,.
c) Pour tout N élément de N ,exprimer a,en fonctionde V,, puis @, en fonction de N .
d)En déduire la limite de la suite (a,).

EXERCICE 2

2 cos’ X 2sin® x z
Onpose: | :J'OZ X dx , J :IOZ e—xdx , K :.[02 e~ cos(2x)dx .

1)Calculer 1 +J

2)A l'aide de deux intégration par parties , démontrer que : K = !

3)En déduire la valeur de | —J
4)Calculer | et J.

PROBLEME

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O,I,J) (Unité : 5cm).

PARTIE A

On considére la fonction f définie et continue sur R, par :
f(0)=0

{Pour tout x élément de R”,, f(x) = x(In x)?
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1) Etudier la dérivabilité de f & droite en 0.
f(x)
X
3-a)Calculer f'(X)pour tout X de R’ .

b)Etudier le signe de f'(X) puis dresser le tableau de variations de f .
4)On donne IN2~0,69,In3~11 et e =7,4.

a)Compléter le tableau de valeurs suivant :

2) Calculer X“ql f(X) et lim . Interpréte graphiquement ce résultat.
—+o0 X—>+%

X e’ 1 2 3

Arrondi d'ordre 2
de f(x)

b) Construire avec précision la courbe représentative (C) de f dans le repere (O,I,J) et la demi-
tangente a (C) au point d'abscisse O.
PARTIE B
On désigne par (I') la représentation graphique , dans le méme repére (O,I,J), de la fonction g
9(0)=0
vxeR’, g(x)=x*(Inx)’
1) Etudie la position relative des courbes (C)et (I').
2)A partir du tableau de variation de g ci-dessous , construire (I') avec précision.

définie sur R, par : {

'(On utilisera pour (I') une couleur différente de celle utilisée pour (C))

X 0 et 1 +o0
g'(x) |0 + 0 _ n
e +00
g(x) / \ /
0 0
PARTIE C

Dans cette partie , t est un nhombre réel tel que O<t<I1.

. 1
1) Démontrer que pour tout X élément de R, > g'(x)=f(xX)+xInx.

1
2)En utilisant une intégration par parties , calculer : It xInxdx.

3) En déduire l'aire A(t) de la partie du plan limitée par (C), 'axe des abscisses et les droites
d'équations X=t et x=1.
4) Calculer Itlng At).

t>0
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EXERCICE 1
PARTIE A
Une urne contient 10 boules indiscernables au toucher : 6 boues blanches et 4 boules rouges. On tire
2 boules simultanément.
1) Soit X la variable aléatoire qui, a chaque tirage de 2 boules , associe le nombre de boules rouges
tirées.
a)Donner la loi de probabilité de X .
b)Calculer I'espérance mathématiques de X .
2) Calculer la probabilité pour que 2 boules tirées soient de méme couleur.
PARTIE B
Soit un entier N tel que: 2<n<8.
Une urne contient 10 boules indiscernables au toucher : N boules blanches et (10—n) boules rouges.
On tire 2 boules simultanément.
1) Démontrer que la probabilité P(n) de tirer deux boules de méme couleur est :

2 pa—
P(n) = 2n 20n+90.
90
2) Quel doit &tre le nombre N de boules blanches pour que P(n) soit minimum ?
Calculer ce minimum.

EXERCICE 2

PARTIE A

Soit I'équation (E)dans C suivante :

(E) :2°—Bi+2)2*+(5i-1)z-2i+2=0

1) Sachant que (E)admet une solution réelle, la calculer.
2) Résoudre (E).

PARTIE B

Soit le plan rapporté a un repére orthonormé direct (O,I,J) (Unité : 1cm).
1 0

Soit A =1 :

1)Démontrer qu'il existe une similitude directe S de centre Oqui transforme A en A, et Ajen A,.

Donner les éléments caractéristiques de S .
2)On considére la suite de points (A,) définie par : pour tout entier N supérieur ou égal a1,

Aa=S(A)

Dans le repere (O,I,J) (sur une feuille de papier millimétré ), placer les points A, A, A, A, A et
A

3) d(A B)désigne la distance de A a B.

Pour tout entier N supérieur ou égal 1, démontrer que d(A, . A.,)=~2d(A,A..,).

En déduire la longueur L, de la ligne brisée AA,......A, en fonctionde N.
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PROBLEME
L'unité étant le centimeétre , le plan est muni d'un repére orthogonal (O,I,J) tel que : OI=4 et OJ=1.
PARTIE A

e —7e" +16
e’ -3
1) Déterminer I'ensemble de définition D, de f .

On considére la fonction f x> et (C)sa courbe représentative dans le repere (O,I,J).

2) Pour tout X appartenant & D, , vérifier I'égalité: f(x)=¢" -4+ =3

3-a)Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
. f(x
b) Calcule XlLrp % et interpréter graphiquement le résultat.

c) Déterminer les équations des asymptotes a (C).
4-a)Démontre que f '(X) peut s'écrire :
e*(e* -1)(e* -5)

(e -3y
b) Etudier le signe de f '(x) puis dresser le tableau de variations de f .
5) Déterminer les coordonnées du point d'intersection A de (C)avec l'asymptote parallele a I'axe des
abscisses.
6) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point B d'abscisse In4 .
7) Construire, dans le repere (O,I,J) la tangente (T) et la courbe (C).
PARTIE B

pour tout X de D,, f'(x)=

1) Pour tout Xappartenant a D, , vérifier I'égalité : f(x)=¢" —E+ 4e’ :
3 3(e"-3)

2) t étant un nombre réel strictement négatif, calculer l'aire A(t) de la partie du plan limitée par la

courbe (C), I'asymptote paralléle a I'axe des abscisses et les droites d'équations x=0 et X=t.

3) chlculer‘tllr_fzc A(t).

On donneln2~0,7.
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EXERCICE 1
1) On considére les fonctions f et g, définies pour tout réel X par :

f(x)=1+1 et g(x)=—>

e (1+e)
eX
a)Justifier que pour tout réel X f(x) :1_1+ex ,
b) Déterminer une primitive F de f sur R.
c)Démontrer que pour tout réel X, g(x) = f(x)—( e )2
1+e*

d) Déterminer une primitive Gde g sur R.
2) Soit la sui‘re | , définie pour tout entier naturel N non nul, par :

=],

1+ e*
(g 2 1 1 2
a)Vérifier que |, =1+In| — | et I, ==+—+In| — |.
1l+e 2 l+e l+e
b) Démontrer que pour tout entier naturel Nnonnul: I, =1, —Ile—m dx.
“(1+¢)
3-a) Démontrer que la suite | est une suite décroissante.
1
b) Démontrer que, pour tout entier naturel Nnonnul : 0<1 < o

c) Déduire des questions 3a) et 3b) que la suite | est convergente et calculer sa limite.

EXERCICE 2

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O,I,J).

Soient A(2;2) , B(—4;2) et C(2;-1) trois points du plan.

1) Faire une figure et démontrer que ABC est un triangle rectangle.
2) Soit la similitude directe S du plan de centre Atelle que S(B)=C.

a)Déterminer la transformation de Cassociée a S .
b)En déduire l'affixe de I'image C'du point C par S et placer le point C'.
c)Donner les éléments caractéristiques de la similitude S .

3-a)Démontrer que A,Bet C' sont alignés et que BCC'est un triangle rectangle.

1
b)Soit (D) la droite d'équation y = _EX et (D) son image par la similitude S .

Construire les droites (D) et (D).
c)Ecrire une équation cartésienne de la droite (D).

PROBLEME
PARTIE A
On considére la fonction g définie sur [0;+o[ par :

0)=1
Pour tout réel non nul x , g(x) =1+ x—xInx
1) Etudier la continuité et la dérivabilité de g en 0.
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2) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variations, en précisant les limites de g aux
bornes de son ensemble de définition.
3-a)Prouver que I'équation g(x) =0admet une solution unique S dans [0;+oo].
b) Justifier que 3,5< <3,6
4) Construire la courbe (C,) représentative de la fonction g dans le plan muni d'un repere

orthonormé (0,I,J). (Unité graphique 2 cm ).

PARTIE B
In x
On considére la fonction f définie par : ¥x € ]0;+o0[, f(x) = 2+m.
1) Etudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
2-a) Démontrer que , pour tout réel X de ]0;+oo] @ f'(X) :L)Z.
X(1+x)
b) En déduire les variations de f .
3) Déterminer les coordonnées du point d'intersection Ade la courbe (C,) représentative de f avec
la droite (D) d'équation y=2.
4) Construire la courbe (C,) dans le méme repere (O,I,J).

PARTIE C
+1
1-a)Justifier que In g = ﬂ?

s
b) A l'aide d'une intégration par parties, démontrer que : len xdx = (
1

p+1)’
7
2) Calculer en fonction de S l'aire A de la partie du plan limitée par la courbe (C,), la droite (OT) et

les droites d'équation x=1et x= /.
On prendra In2=0,69 ; In3=1,10 ; In5=1,61; In7=-1,95; e=2,7
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EXERCICE 1
On sac contient 6 boules jaunes , 3 boules vertes et une boule rouge indiscernables au toucher. On
tire au hasard et simultanément 2 boules .
1) Quelle est la probabilité de tirer 2 boules de méme couleur ?
2) Soit X la variable aléatoire qui, a chaque tirage de 2 boules, associe +2 si les 2 boules sont de
méme couleur et -2 si les deux boules sont de couleurs différentes.

a) Déterminer la loi de probabilité de X .

b) Vérifier que I'espérance mathématique est -0 4.
3) On recommence 3 fois la méme épreuve, en notant a chaque fois la valeur X obtenue, et en
remettant les deux boules dans le sac aprés chaque tirage.
Soit Y la variable aléatoire égale a la somme des 3 valeurs obtenues par X .

a) Déterminer la loi de probabilité de Y .

b) Calculer I'espérance mathématique de Y .

c) Interpréter le résultat obtenu a la question 3b.

On donnera les résultats sous forme de nombres décimaux d'ordre 3.

EXERCICE 2
1) Résoudre dans C l'équation: z°—i=0.
2) On considére le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O,I,J) . (On prendra pour

unité 2 cm).
Soient les points : A(?%] B[—?;%J et C(0;-1).

T
On considére la similitude directe S de centre O , de rapport 2 et d'angle de mesure 3

Soit M un point quelconque d'affixe z et M’ le point tel que M'=S(M).

a) Déterminer I'affixe z'du point M' en fonctionde z.

b) Par une méthode de votre choix, déterminer A', B' et C' les images respectives des points A
,Bet C par S. Placer ces points dans le repere (O,I,J).
3) Calculer l'aire du triangle A'B'C' en fonction de l'aire du triangle ABC.
4) Trouver une homothétie de centre O transformant globalement le triangle ABC en le triangle
A'B'C'. Justifier votre réponse.

PROBLEME
PARTIE A
On considére la fonction f définie , pour tout X appartenant a l'intervalle ]0;+oc[ , par
f(x)=x*+2-2Inx.
1) Etudier les variations de f .
2) En déduire que pour tout X de ]0;+oo[, f(x)>0.
PARTIE B
On considére maintenant la fonction g définie , pour tout X de l'intervalle ]0;+o[ , par :
g(x)=x+ 2In_x _
X
On appelle (C) la courbe représentative de g dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O,I,J).

(On prendra pour unité 3 cm ).
1) Calculer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition..
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2-a) Calculer g'(x) pour tout X de ]0;+oo] .
f(x)

b) Démontrer que pour tout X de]0;+oo[, g'(X) = 7

3) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variations.
4-a) Démontrer que la droite (A) d'équation y = x est asymptote a la courbe (C).
b) Etudier la position de la courbe (C) par rapport a (A).

5-a) Déterminer une équation de la tangente (T) au point d'abscisse 1.
b) On admettra que la courbe (C)est entierement située au-dessous de la tangente (T).

Déterminer les coordonnées du point d'intersection Ade (T) avec l'axe des abscisses.

c) Déduire de la question bb et sans calcul , le signe de ¢ (%j

d) Démontrer qu'il existe un réel & unique , appartenant a [%;l} tel que : g(a)=0.

6) Dans le repere (O,I,J), tracer la courbe (C), la droite (A) et la tangente (T).
7) Calculer l'aire de la partie du plan limitée par (C),(A) et les droites d'équation x=1et X=¢€.
On prendra : In2=0,69 , In3=110 , In5=161 et e=2,7.
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EXERCICE 1
Le plan est muni d'un repere orthonormé direct (O,I,J)

S est la similitude directe de centre O, de rapport ? et d'angle %
@ est l'application complexe associée a S.
1) Déterminer I'expression de ¢(z)en fonction du hombre complexe z.
2) Onpose 7,=1-i et 2, =¢(z,).

a) Ecrire z; sous la forme trigonométrique.

b) Calculer le module I, de z, et déterminer un argument 6, de z,.
3) Pour tout nombre entier naturel N, on pose :
z, =r(cosg, +isind,) ou 6, désigne un argument de z,et I, son module.

3+i\/§

On consideére la suite (2,),.y , définie par : z,=1-i et VneN, z,, = 7 Z.

a) Préciser la nature de cette suite et en donner les caractéristiques .
b) Calculer z, en fonctionde N.

c) Calculer 1 et 6. en fonctionde N .

d) Préciser la nature de chacune des suites (I,),.y et (6,),.y et les caractériser.

EXERCICE 2

Une urne A contient six jetons marqués respectivement 112 ;3 ;3 et 3.

Une urne B contient quatre jetons marqués respectivement 0 ;0 ;0 et 5.

On tire un jeton de l'urne A , puis un jeton de I'urne B. On suppose que chaque tirage équiprobable. Le
résultat de ce double tirage détermine une variable aléatoire X dont la valeur est le nombre ayant
pour chiffre des dizaines le chiffre porté par le jeton extrait de l'urne A et pour chiffre des unités,
celui porté par le jeton extrait de I'urne B.

1) Déterminer la loi de probabilité de X.

2) Représenter la fonction de répartition de X.

3) Calcule I'espérance mathématique de la variable X.

PROBLEME
PARTIE A
f(x) = (x—2)e* —x—2.
e"-1
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére orthonormé (O,I,J).
1-a) Déterminer I'ensemble de définition D, de la fonction f .

On considére la fonction f de R vers R définie par :

b) Trouver trois nombres réels @ ,b et Ctels que : pour tout X élément de D; .
X

F(X) = ax+b +—=

X 1 °

2-a) Calculer les limites aux bornes des intervalles de D;.
b) Démontrer que la droite (A,) d'équation y = x—2est asymptote a (C).
c) Démontrer que la droite (A,) d'équation y =x+2 est asymptote a (C).
3) On note S la symétrie centrale de centre O.
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a) Démontrer que S[(A)]=(4,).
b) Démontrer que S[(C)]=(C).

4) On admettra que f est dérivable sur |—oo;0[ et sur ]0;+o0| .
a) Calcule f'(x) pour tout Xélément de D,.

b) Dresser le tableau de variation de la fonction f .

PARTIE B
1) Démontrer que I'équation : Vx € |-o0;0[, f(x) =0 admet une solution unique @ .
2-a) Calculer les images de In(11) et In(12) par f .

b) En déduire un encadrement de « .
3) Tracer la représentation graphique (C) de f .

4) Etant donné un nombre entier naturel k supérieur ou égal a 3, on note A, l'aire de la partie du plan
limité par la courbe (C), la droite (A,) et les droites d'équations x=3et x=Kk.
a) Calculer A, .
b) Calculer la limite de A, lorsque k tend vers plus l'infini.
On prendra : In11= 2,4 ; In12~2,5et e~ 2,7.
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SESSION NORMALE JUIN 1994 SERIE D

EXERCICE 1

Une loterie nationale propose un jeu appelé "le jeu de trefle”.

Chaque ticket comporte une grille de 9 cases a gratter. Dans chaque grille, 3 cases exactement sont
marquées d'un trefle.

Un ticket est gagnant si les trefles sont alignés sur une colonne, sur une ligne , ou sur une diagonale
(Voir exemple ci-dessous)

A8 [ c A|B|C
1@ ! =

Un ticket perdant > |®|® Un ticket gagnant 2 ®
3 3 °

1 -a) Quelle est la probabilité pour qu'un joueur ayant acheté un ticket gagne ?
b) Quelle est la probabilité de gagner sachant que la case A , contient un trefle ?
(A est la case correspondant a l'intersection de la colonne Aet de la ligne 1)
¢) Quelle est la probabilité de gagner sachant que la case nhumérotée A ne contient pas de trefle ?
2) Un joueur achéte Ntickets ( neN¥*).
a) Ecrire en fonction de N, la probabilité P, pour que le joueur ait au moins un ticket gagnant.
b) Pour quelle valeur de N a-t-on P, >0,99 ?

n

EXERCICE 2
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (O,I,J).
1) Déterminer (I') I'ensemble des points M du plan d'affixe z tels que :

|@-i)z+2i|=2.
2) Etudier la transformation F du plan qui, a fout point M d'affixe z, associe le point M' d'affixe z'
telleque: z'=(1-i)z+2i.
3) Déterminer l'image du cercle (C)de centre Q(2;—1) et de rayon 1 parF .

PROBLEME
PARTIE A
On considére g la fonction humérique de la variable réelle X définie par : g(x) =1+Xx(2In|x|+1)
ol Indésigne le logarithme népérien.
1-a) Déterminer I'ensemble de définitionde g .
b) Déterminer les limites de g aux bornes des intervalles de son ensemble de définition.
2-a) Démontrer que g est dérivable en tout point de R et expliciter sa fonction dérivée g'.
b) Dresser le tableau de variation de g .
3-a) Calculer l'image de -1 par g .

3
b) Quelle est I'image J par g de l'intervalle | tel que | =}—oo;—e 2} ?

c) Démontrer que I'application h définie sur | par h(x) = g(x) est une bijectionde | sur J.
d) En déduire I'ensemble des solutions de I'équation xe R ,g(x) =0.
4) Déduire de tout ce qui précede que :
Vxe |01, g(x)<0et Vxe |L;0[U]0;+ , g(x) > 0.
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PARTIE B

f(x) = x(xIn|x|+1) six =0

f(0)=0

On désigne par (C)sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé (O,I,J)
(Unité : 5em).

1) Démontrer que f est continue en O.

On considére la fonction f de R vers R définie par : {

2-a) Donner I'ensemble de définition de f . Préciser les limites aux bornes de son ensemble de
définition.
b) Etudier la dérivabilité de f en O et préciser son ensemble de dérivabilité.
c) Expliciter la fonction dérivée de f 'et dresser le tableau de variations de f .
3-a) Trouver une équation de la tangente (D) a la courbe (C) au point O.
b) Démontrer que (D) coupe (C) en deux autres points E et F et calculer leurs coordonnés.
c) Etudier la position de la courbe (C) par rapport a (D).
4) Démontrer que (C) coupe (OI) en un point K d'abscisse b telle que : —1,8 <b<—1,7.
5) Tracer avec précision la courbe (C).

PARTIE C
1) Soit @ un réel appartenant a ]0;1].

1
A l'aide d'une intégration par parties , calculer Ixz In xdx .

a

2-a) Calculer l'aire A(«)de la partie du plan limitée par (C), la droite (D) et les droites d'équations
x=let X=a.
b) Calculer Iing Ala) .

(Onprendra: In2~0,7 ; In3=11;In5~16 ; In17~2,9 ; e=x2,7 ; \/Ezl,6).
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SESSION DE REMPLACEMENT 1993 SERIE D

EXERCICE 1

On consideére les suites (U,),., et (V,),.y définies par:
1

Uy = > etV, = 73 et pour tout nombre entiern.

Ne

U, =U_ -V
3

n+l
NG

Vn+l = Un +_Vn
3

On pose : 2, =U_ +iV,

1) Calculer |z,| : puis |z,,,| en fonction de |z,| .En déduire , en fonction de N , une expression de |z,|.

2-a) Exprimer z,,,en fonction de z,.

b) Trouver ARG [? +1i

c) Déduire de ce qui précede un argument 6,,,de Z ., en fonction d'un argument de 6, de z,.
d) Trouver Arg(z,)puis une expression de 6, en fonction de N.
3) Exprimer U et V, en fonctionde N.

EXERCICE 2
Sur une route , deux carrefours successifs sont munis de feux tricolores A et B. La couleur du feu B
est indépendante de celle du feu A.

3
La probabilité que le feu A soit vert est rE

1
La probabilité que le feu B soit vert est >

La probabilité de la couleur orange est toujours nulle.
1- Un automobiliste passe aux deux carrefours .
a) Calculer la probabilité qu'il rencontre deux feux verts .
b) Calculer la probabilité qu'il rencontre au moins un feu vert.
2- On ne s'occupe plus que du feu A.
Un automobiliste passe quatre fois a ce carrefour.
X est la variable aléatoire qui a pour valeur le nombre de feux verts que I'automobiliste rencontre.
a) Trouver la loi de probabilité de X .
b) Calculer I'espérance mathématique de X . Pouvait-on prévoir ce résultat ?

PROBLEME

X

e
Soit f la fonction de R vers R définie par : f(X) =

o1 et (C)le représentation graphique de f

dans le repere orthonormé (0,I1,J). (Unité :1 cm).
1) Etudier les variations de f sur ]0;+oo[ et dresser son tableau de variations sur l'intervalle ]O; +oo[

2-a) Trouver les coordonnées du point d'intersection de (C)et de I'axe des abscisses.
b) Donner une équation de la tangente (T) a (C)en ce point.
c) Tracer la représentation graphique (C’)de la restriction de f a ]0;+o| .

3) Démontrer que le point A(O ;2) est centre de symétrie de (C).
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Indiquer un moyen géométrique d'obtenir (C)a partir de (C').
4) Trace (C).
2e*
5-a) Démontrer que pour tout réel X de I'ensemble de définitionde f ,ona: f(x)=3- 1
b) Calculer I'aire de la partie du plan délimité par (C) , I'axe des abscisses et les droites d'équations
X=In2et x=In9.

6- a) On note h la restriction de f a ]0;+oo].

Démontrer que h permet de définir une bijection de ]0;+o0| sur un intervalle K que I'on déterminera.
b) On note g l'application réciproque de h.
Tracer la représentation graphique (I')de g dans le repére orthonormé (O,I,J).

Justifier la construction.
c) Pour tout réel X élément de K , déterminer g(x) en fonction de X.

d) Calculer I'aire de la portion de plan délimité par (I'), 'axe des ordonnées et les droites
d'équations y=1In9et y=1In2.
7- a) Résoudre analytiquement I'inéquation : f(x)>-1.

b) Donner , suivant les valeurs du réel M, le nombre de solutions de I'équation [f(x)]2 =m.
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SESSION NORMALE JUIN 1993 SERIE D

EXERCICE 1
Le propriétaire d'une loterie en vente des billets numérotés de 1 a 50.
La régle du jeu est la suivante :
-Si le numéro du billet se termine par O ou 5, le ticket gagne 2000f.
- Si le numéro du ticket se termine par 3, 6 ou 9, le client gagne 1000f.
- Dans les autres cas, le client ne gagne rien.
1) Le client choisit un seul billet. On suppose que chaque billet a la méme chance d'étre tiré.
a) Quelle est la probabilité pour qu'il gagne 1000f ?
b) Quelle est la probabilité pour qu'il gagne 2000f ?
c) Soit X la variable aléatoire qui , a chaque billet tiré , associe le gain réalisé.
Calcule I'espérance mathématique de X .
2) Trouvant qu'il y a trop de gagnants , le proprié¢taire décide de retirer de la vente un certain nombre
N de billets terminés par O ou par 5. 0<n<10.
Le client tire alors un billet parmi ceux restants.
Soit X, la variable qui , a chaque billet tiré, associe le gain réalisé.

a) Détermine en fonction de N , I'espérance mathématique de X, .
b) En déduire le nombre minimal de billets a retirer pour que E(X,)<500.

3) Le propriétaire enléve 7 billets terminés par O ou 5.

Un client tire simultanément 2 billets parmi ceux restants.
a) Quelle est la probabilité pour qu'il gagne 4000f ?
b) Quelle est la probabilité pour qu'il ne gagne pas ?

EXERCICE 2
Cest l'ensemble des hombres complexes, (P) le plan complexe muni d'un repére orthonormé (0,1, j)
(unité : 1cm).
4
On considére |'équation (E)défini dans C par : (E) ZE—(lﬁt i)2° +6iz° +8(1-i)z-10=0,
1) Démontre que (E) admet une solution réelle z, et une solution imaginaire pure z, .
2) En utilisant la question précédente, résoudre dans C I'équation (E).
On désignera par 7, ,Z, Z, et Z,les solutions de cette équation avec R,(z,) <R.(z,).
R.(z,) désigne la partie réelle de z;et R,(z,)désigne celle de z,.
3) On appelle A, B ,C et D les points du plan (P) d'affixes respectives 2, 2i , 2+4i et 4+2i .
Faire une figure et démontrer que ABCD est un carré.

4) Déterminer la similitude plane directe S telle que S(A)=B et S(C)=D.
On précisera les éléments caractéristiques de S.

PROBLEME

PARTIE A

On considére g la fonction définie de R vers R par : g(X) = (x+1)° =In(x+1) ot In désigne le
logarithme népérien .

1) Etudier les variations de g sans calculer les limites aux bornes de I'ensemble de définition
de g.

2) Déduire de I'étude précédente le signe de g(x) sur l'intervalle]-1;+oof .
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PARTIE B
1+In(x+1)
x+1
On appelle (C)la courbe représentative de f dans le repére orthonormé (O, 1,J) ot l'unité est le 2

On considére la fonction f définie de R vers R définie par : f(X)=x+

cm.

1-a) Déterminer l'ensemble de définitionde f .
b) Calculer Iirtll f (X). Interpréter graphiquement ce résultat.

c) Calcule lim f(x).
Démontre que la droite (D) d'équation y = x est asymptote a la courbe (C)au voisinage de +®.

Préciser la position de la courbe par rapport a son asymptote.
2-a) Etudier les variations de f .
1 1

b) Calculer f(0), f(—E), f(g—l),

c) Démontrer qu'il existe un réel & appartenant a un intervalle | que I'on précisera tel que f(a)=0.
d) Déterminer le point A de (C) ou la tangente (T) a (C) est paralléle a (D).
3-a) Déterminer le point d'intersection B de (C)et de son asymptote (D).
b) Tracer (C) dans le repére orthonormé (O, 1,J) en utilisant les renseignements précédents .
c) Calcule I'aire de la partie (E)du plan limitée par la courbe (C) et les droites d'équations

1
X=_1+E , X=0et y=x.

4-g) Démontrer que f admet une bijection réciproque f *dont on précisera I'ensemble de définition
et I'ensemble d'arrivée.
b) Représenter graphiquement f ‘dans le méme repére que précédemment.
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SESSION NORMALE JUIN 1992 SERIE D

EXERCICE 1
On dispose d'un quadrillage de 3 lignes sur 6 colonnes et de jetons sur lesquels sont inscrites les 18
premiéres lettres de |'alphabet frangais.
L'expérience consiste a placer , au hasard un jeton par case de maniére a recouvrir exactement les 18
cases formées par ce quadrillage .
1) Quel est le nombre de dispositions possibles distincts de ces 18 lettres ?

(On n'effectuera pas le calcul)
2) On désigne par E I'événement : « les lettres a, b et ¢ se trouvent toutes les trois sur la premiére
ligne.»
Calculer la probabilité de I'événement E .

(On donnera le résultat sous forme de fraction irréductible)
3) Sachant que la premiére case de la premiére ligne est occupée par un jeton portant la lettre d ,
quelle est la probabilité pour que les lettres a , b, ¢ soient encore sur la premiére ligne ?

(On donnera le résultat sous forme de fraction irréductible).

EXERCICE 2
On considére I'équation suivante : (E) zeC, z°+(2+i)z* +(-3+4i)z-10+5i =0
1-a) Démontre que (2—i)est solution de I'équation (E) . (On justifiera).

b) Factoriser le polyndme z°+(2+i)z* +(-3+4i)z—-10+5i .

c) Déterminer I'ensemble des solutions de (E).

2) Le plan complexe étant rapporté & un repére orthonormé direct (O,e,,€,), on considére les points
A, Bet C d'affixes respectives 2—i, —2+i, —2—i.

a) Faire une figure et placer ces points (unité ; le cm).

b) Déterminer le rapport et I'angle de la similitude directe S transformant B en C et C en A.
(Il est préférable d'utiliser une méthode géométrique mais toute autre méthode sera cependant
acceptée).

c) Construire I'image de A par S ..

On justifiera la construction.

PROBLEME
PARTIE A
On consideére la fonction numérique g définie comme suit :

g:-R>R

x> X2 =1+In|x|

(In désigne le logarithme népérien)
1) Vérifier que la fonction g est une fonction paire et calculer g(1).
2) Etudier les variations de la fonction numérique g et dresser son tableau de variations (il est
inutile de calculer les limites).
3) En s'aidant des deux questions précédentes, donner le signe de g(X) suivant les valeurs de X.

PARTIE B
On considére la fonction numérique f définie comme suit :
f:R->R
In|x|
X X+1-——
X
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(C)désignera la courbe représentative de f et le plan sera rapporté a un repére orthonormé (O,I,J).
(Unité choisie : 2cm).

1) Calculer, si elle existe , la limite de f en O et donner une interprétation graphique du résultat.
2- a) Déterminer les limites de f en +wet —wo.
b) Démontrer que la droite (D) d'équation : y = X +1est asymptote d (C)en +et en —oo.
c) Démontrer que (C)et (D) se coupent en deux points A et B d'abscisses respectives X,et
Xg telles que X; <0<X,.
Donner les coordonnées des points A et B et déterminer la position de (C) par rapport a la droite (D).
d) Démontrer que J le point d'intersection des asymptotes a la courbe (C)est le centre de
symétrie de (C).
3) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.
(On pourra se servir de I'étude du signe de g(x) de la partie A).

1 1
4- q) Calcule f(—e)et f (_E) en fonction de €. On donne les arrondis d'ordre 2 : €= 2,72 ; o 0,37.

1
En déduire les arrondis d'ordre 1de f(—e)et f(—g) )

b) Construire avec précision la courbe (C)en s'aidant de son centre de symétrie J et de la droite
(D). (On expliquera cette construction).

PARTIE C
1
1) Tracer les droites (D,) et (D,) d'équations respectives X=-€ et X= o

2) Soit (B)la bande du plan de bord (D,) et (D,).

Mettre en évidence :
a) a l'aide d'un crayon de couleur , les parties de (C)et (D) situées dans la bande ().

b) la partie du plan située dans la méme bande () limitée par la courbe (C)et la droite
(D). (a l'aide de hachures).
3) Calculer l'aire de cette partie hachurée.
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CORRECTION SESSION NORMALE 2024 SERIE D

EXERCICE 1
1-Vrai 2-Vrai 3-Faux 4-Vrai

EXERCICE 2
1-B 2-C 3-C 4-A

EXERCICE 3
1- Démontrons que la probabilité que cet éleve ait obtenu un emploi est 0,78
soit les événements suivants:
B : {lI'éléve est un bachelier)
E: < |'éleve a obtenu un emploi»

Arbre pondéré

0,9 E
B
0.4 :
0.1 :
0,7 2
0,6 4
B
0,3 7
E

Ona:

P(E)=P(BNE)+P(BNE)
= P(B) X Pz(E) + P(B) x P(E)
=0,4%09+0,6x0,7

P(E) = 0,78
2-a) calculons E(x) et interprétons le résultat obtenu.

E(x)=nxP(E) =5x%0,78
E(x)=39

Interprétation
En moyenne personnes sur 5 de ce centre ont obtenu un emploi.
2-b) calculons la probabilité qu'au moins 3 de ces éléves aient obtenu un emploi
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P(x>3)=P(x=3)+P(x=4)+P(x=5)
P(x =3) = €2(0,78)%(1 — 0,78)% = 0,230
P(x = 4) = C2(0,78)*(1 — 0,78) =~ 0,407

P(x =5) = (0,78)° =~ 0,289
alors P(x > 3) = 0,230 + 0,407 + 0,289
P(x >3)=0,926

EXERCICE 4
1. Démontrons que h est une solution de (E).
h est dérivable sur [0; +oo[ Vx > 0oha:

Vx >0ona:

h'(x) —2h(x) = 2x+3) —2(2x + 3)
=2—-4x—6

h'(x) —2h(x) = —4x — 4

Alors h est solution de (E).
2. Déterminons les solutions sur R de (E') .

(E)y -2y=0

Les solutions sur R de (E') sont les fonctions définies par y(x) = ke?*,k € R.
3-a) Démontrons que g est solutions de (E) si et seulement si g — h est solution de (E').
Si g est solutions de (E),ona g'(x) —2g(x) = —4x—4 (1)
or h est solution de (E) donc h'(x) — 2h(x) = —4x — 4 (2)
(D-(2)= (@' () —29(x)) — (h'(x) —2h(x)) = (—4x —4) — (—4x — 4)
= (g—h)'(x)—(g—h)(x) =0dol g— hestsolutionde (E").

Réciproquement , si g — h solution de (E") alors
g — h solution de (E")

>@-E —-2-MHx =0
=g —h —29g+2h=0

=9 —2g=h"—2h

=>9'(x)—2g9(x) =—4x—4

cor Vx € R,h'(x) —2h(x) = —4x — 4
Alors g est solution de (E).

Ainsi g est solution de (E) si et seulement si g — h est solution de (E").
3 — b) Déduisons les solutions de (E).
g — h est solution de (E’) donc Vx e R,on a :
g(x) —h(x) =ke**,b€eR
& g(x) = ke?* + h(x)
gx) =ke* +2x+3, k€eR
les solutions dans R de (E) sont donc les fonctions g tel que g(x) = ke?* + 2x + 3, k € R.
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3 —¢) justifions que Vx € R f(x) = —2e2* + 2x
Vx €R, f(x) = —2e** +2x +3

fO)=1eke?*+2x0+3=1

k+3=1
osk=-2

Donc Vx € R,ona f(x) = —2e?* + 2x + 3.

4-a) Justifions que est f décroissante sur [0; +oo].
Vx € [0; +oo[, on a:

f'(x) = (=2e* + 2x + 3)’
f'(x) = —4e** + 2

Vx € [0; +oo[ , ona:

2x>0

e > 1

o —4e?*
+

= f()<0
Vx € [0; 4+oo[, f'(x) < 0 donc f est décroissante sur [0; +oo].

4 —b)
. o 202X 3
Jim fG) = Jim (=24 2+3)
lim f(x) = —o0
X—+00

f est continue et structement décrorssante sur [0; +oo| de plus

f([0; +o0]) =] — o0; 1] or —1 €] — 0; 1] donc |'équation f(x) = —1 admet une solution unique a sur [0; +ool.
£(0,4) ~ —0,65 , f(0,5) ~ —1,44 et —1 € [-1,44j — 0,65] d'oll d'ou 0,4 < a < 0,5.

EXERCICE 05

1. Démontrons que Vx €]1;+oo[ ,1+x+1Inx >0

Vx>1,1+x>0etlnx>0

donc Vx €]1;+o[, 1+ x+1Inx > 0.

2-a) calculons la limite de h @ droite en 1.
x+1 x+1

limh(x) = lim lim — =2
x—-1 x—1 xIlnx x—1 X
. x+1 1 cary 1
=lim=—X—=+4om lim — = 4o
x—>1 X Inx x—1Inx
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Comme lim,_,; h(x) = +o alors la droite d'équation x = 1 est une asymptote a (C).
2-b) Démontrons que |'axe des abscisses est une asymptote a (C).en +oo.

x+1 x+1l

lim h(x) = lim lim — =1
xX—+00 x—+400 xInx x—+o00 X
. ox+1 1 car .1
= lim —Xx—= lim—=0
x>+ X Inx x—1Inx

Comme lim,_,,h(x) = 0 alors la droite d' équation y = 0 c'est a dire |'axe des abscisses est une
asymptote a (C) en +oo

1+x+Inx
(xInx)2 *

3-a] Démontrons que Vx €]1; +oo[ , h'(x) = —

vx €]1; ool ,h'(x) = (Z21)

xInx
_ (x+1) (xInx)—(xInx) (x+1)
- (xIn x)2
_ xlnx—(x'Inx+(Inx)"x)(x+1)
- (xInx)2
__ xInx—(Inx+1)(x+1)
- (xInx)?
__ XInx—xInx—lnx—x-1
- (xInx)2
__ —1-x-Inx
T (xlnx)?

_ 1+x+Inx
(xInx)2

d ou h'(x) =
3-b) justifions que Vx €]1; + oo, h'(x) <0 .

Vx>1,onal+x+Inx>0 et

1 1+x+Inx
(xIn x)2 >0 donc (xIn x)2

\ 1+x+lnx
d'ot — 0

(xInx)2
Ainsi Vx €]y;+oo[, h'(x) <0
4 - Démontrons que h est une bijection de ]1 + +oo[ sur un intervalle K a préciser.

Vx €]1; +oo[ h'(x) < 0 Donc h est continue et strictement décroissante sur ]1; +o[ alors h réalise une
bijection de ]1;+oo[ dans I'intervalle = h(]1; +oo[) =]0; +oof .
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5. Démontrons que (C) est au-dessus de (I') sur |1 + +oof .

Vx € ]1;+[ ona:
x+1 1
h(x) —g(x) = 57— —1—
x+1 x

" xlnx xInx
_ X+1-x
" xlnx

RGO = 90) = 5

Vx €]1; +oo0 [ ﬁ > 0 donc h(x) — g(x) > 0 alors (C) est au-dessus de (I') sur ]1 + +oo[ .

2
6-a) justifions que f: ji;dx =1In2

nnx

2 2
f: xl:lxdx = f: %lnx
= [In(Inx)]¢"
=In(Ine?) —In(Ine)
— In(2) - In(1)
fez ——dx=1In2

e xlnx

6 -b) Déterminons I'aire A

vx € [e; e?],1g(x) — g(x) > 0 dom
2
A= f: h(x) — g(x)] dx Ua
Ua =2 x 2 =4 cm?
A=4(" L g
- e xlnx x

A = 4In2 cm?

EXERCICE 06
Pour répondre a la préoccupation de monsieur Zahui, je vais utiliser les notions de suites numériques.

Pour cela, je vais:
o Déterminer la nature de la suite V, égale au montant généré par I'épargne de monsieur Zahui.

e Exprimer V, en fonctionde .
e Résoudre |'inéquation V, > 40.000.000 afin de déterminer la valeur minimale de n.

Déterminons la nature de la suite V,

Vo = 20.000.000

vn € NV, = V, + 0,069V,
Vieq = 1,069V,

(V) est donc une suite géométrique de raison g = 1,069 et de premier terme V, = 20.000 - 000.
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Exprimons V, en fonction de n

Voxq™

Va
V;, = 20.000- 000 x (1,069)"

Déterminons n

V, > 40.000- 000 < (1,069)™ > 2

< In(1,069)" > 1n2

< niIn(1,069) > In2
In2
In(1,069)

sSn>
<n> 10,39

la valeur minimale de n est n =11
Monsieur Zahui devra attendre 11 ans pour commencer son projet.
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CORRECTION SESSION NORMALE 2023 SERIE D

EXERCICE 1
1. Faux 2. Vrai 3. Faux 4. Faux
EXERCICE 2
1. A 2. B 3.B 4. C
EXERCICE 3
1. arbre pondéré.
_ i
.
a5
y /J
/ \J,SS\ =
. 55
/ C
e
>
"o P I G /o
\0,7 —— L
C
Q.35
\ C
R
_— R
— /J
\3,85\ -

2. Calculons la probabilité pour que I'ancien éleve poursuive ses études dans une université et ait
choisi de vivre en colocation.

P(UNC) = P(U) x Py(C)
P(UNC) = 0,55 x 0,45
P(UNC) = 0,2475

3. Justifions que la probabilité de I'événement C est égale 0,33.
P(C)=PUNC)+P(GNC)+P(TNC)=0,55x0,45+0,1x%x0,3+0,35%0,15=0,33

4. Calculons P.(U)
_ P(UNC) _ 0,2475
Pe(U) = P(C) ~ 033

= 0,75
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EXERCICE 4

_|_

N w
N |-
~

ZQ=1+i , ZA=1 et Zg =

ZB—Zq __ Eeig

1. a. Justifions que
ZpA—Z() 2

oz (0000 A dao _Jocox_x o

Zp-zq  (D-(1+)  -i - -z 2 )

Ea+o|=[xia+pl=txvz="2

1 , 1 .
Arg(5(1+1)) :Arg(5)+Arg(1+l) = 0+%=%
1 . v2 & zg- N
Alors —(1+l) :—el4 . Ainsi M=—el
2 2 ZpA—Z() 2

2
b. Déduisons que S a pour rapport g et pour angle %.

S
Q Q0
A B
Rapport
3 1. . 1.
_ % _ (E+El)_(1+l) _ LEL _ l i _ E
k_QA_ (1)-(1+1) —i _|2(1+l)|_ 2
Angle

6 = Mes (ﬁ,ﬁ) = Arg (ﬁ) = Arg (%(1 + i)) =%

c. Démontrons que I'écriture complexe de S est z’' = G + %z) z+ 1.

S:z'=az+b
. T .
a=ke19=QQLZ=Q(COSE+lSlnE)=l+li
Avec 2 2 4 4 22
1,1, N _
b—(1—a)zﬂ—[1—(E+El)](1+l)—1

T CE
Donc S: z —(2+21)z+1.
2. a. Justifions que l'affixe du point K image de J par S est %+%i.
Z’=G+%i)z+1
1 1. 1 1. . 1 1.
SU)=K=>ZK:(E+EL)Z]+1=(E+EL)XI+1=E+EL

1,1,
Donc ZK=5+51
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b. Démontrons que les points O , K et Q sont alignés.

zx-z0 _ (3+31)-0
Zn—Zg (1+0)-0
_ G _ 30+ 1

@A+ @+ 2

~€R donc les points 0 , K et 0 sont alignés.

EXERCICE 5

Vx € [0; +oof, f(x) = xe™*
1. a. Déterminons la limite de f en +o.

lim f(x) = lim xe™ =
X—+00 X—+00

b. Justifions que Vx € [0, +oo[, f'(x) = (1 —x)e™.
f est dérivable sur [0, +oo[ et f'(x) = (xe™™)’
=x'e*+x(e™)
=e ¥ —xe™*
fle)=1—-x)e™
C. Vx €[04 o e™™ > 0 donc le sigue de f'(x) est celui de (1 —x).
vx €10;1[, f'(x) > 0

Vx € |1;4+oo[,f'(x) <0
f strictement croissante sur 10; 1] et strictement décroissante sur ]1; +ool.

d. Tableau de variation de f.

X 0 1 +o0
f[x) ki 0 =
-1
fx)
0 0
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e. Construisons (C)

2. Démontrons que |'équation f(x) = % admet une solution unique a dans ]0; 1[.
Pour Tout € ]0; 1[ , f est continue et strictement croissante. De plus f(J0; 1[) = ]0,e ™[
or % € ]0;e7*[ donc I'équation f(x) = i admet une solution unique a dans ]0; 1[.

Ug=a
{un+1 =upe "
a. Démontrons par récurrence que vn € N, U,, > 0.
* Uy = a or a €]0;1[ alors a > 0 donc U, > 0.
supposons que Yk € N, U, > 0 puis démontrons que Uy, > 0
Uy>00 U, e %k >0 Upyqy >0
Conclusion
vneN, U,>0

b. Démontrons que la suite U, est décroissante.
vn €N, U,y — U, =Upe ™™ - U,
OorvneN,e Un g1
& Upe Un < U, car u, >0 donc U,e ™ Un — U, <0

dot Uy — U, <0 alors U,, et decroissante.

3. ¢) justifions que la suite (U,) est convergente .
(U,) est décroissante et minorée (U, > 0) donc (U,) est convergente.

d. Déterminons la limite de la suite (U,)
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La limite de la suite (U,) est solution de I'équation f(x) = x Vx € [0; +ool.

fx)=x  Vx€[0;+oo|
f)=xoxe™=x

t—x=0

S xeo
© x(e™*-1)=0
Sx=0o0ue™*—-1=0

Sx=0o0ue*=1
Sx=0oulne™*=1Inl
Sx=0o0on —x=0

Sx=0
Donc lim,_ . U, = 0.

EXERCICE 6
Pour répondre a la préoccupation de gérant de la coopérative, de vais utiliser la legon « DERIVABILITE
ET ETUDE DE FONCTIONS » . Pour se faire , je vais:

e Etudier les variations de la fonction f:x — == 12_x2

puis dresser son tableau de variation.
e Déterminer le maximum de

e Conclure.

Soit f la fonction définie sur [0;1] par f(x) == 12_x2.
Sens de variations de f et tableau de variation

f est dérivable sur [0; 1]

!

vx 01l ,f () = ("—12_">

= 2 (/T 2) =5 (VT + 2T

2
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vx € [0; 1], f'(x) = %(Zf—’;)

vx € [0;1[, et V1 —x2 > 0 donc le signe de f'(x) est celui de 1 — 2x?

ffx)=0s 1—2x2=0(=>x=\/7E

Vx € [0, gLf’(x) > 0 donc f est strictement croissante sur [Og]

Vx € [‘/2—7 1[:f’(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur [g 1[.

tableau de variation f

x 0o Q 1
2
fo |1 "
2
_
4
1)
0 0

Détermination du maximum de la fonction f

. 2 . Id Y
La fonction f admet en ‘/7— un maximum égale a

L

Conclusion

I'aire de la partie réservée a la culture des tomates étant modélisée par la fonction , on en déduit que
" . 1
l'aire maximale est - m” ou 0,25 m?
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CORRECTION SESSION NORMALE 2022 SERIE D

EXERCICE 1

(1) une bijection

(2) la droite de régression
(9) fonction dérivable

(3) des primitives

EXERCICE 2
1-C

2-A
3-A

4-B

EXERCICE 3

1. Justifions que le triangle ABC est isocéle en A.

Ona:AB =|zz —z4| = [1+i+V2| = |1 +V2+i| =V4+2V2

AC = |zc—z4l = 11— i +V2| = |1 +V2 —i| = /4+2\/§

Donc AB = AC, on en déduit que le triangle ABC est isocele en A .

2. a) Justifions que : S(D) = D et S(B) = C.
e Ona(1+dzp+1-3i=1+)x@B+i)+1-3i
=34+i4+3i—-14+1-3i=3+i

(1+i)zp +1—3i =2z, donc S(D) =D

e Ona:(1+dzg+1-3i=A+i)xA+i)+1-3i
=1+2i—1+1-3i=1-1i

b) Déterminons les éléments caractéristiques de S.

Le centre de S.

Ona: S(D) = D donc D est le centre de S .
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Le rapport k de S
k=14i]=+2

L'angle a de S

a=Arg(1+1i)
_\2
cosa = — gl
. vz T4
sma=7

c) Déterminons |'image (C") du cercle (C) de diametre {BD] par S.
L'image ( C' ) du cercle (C) de diametre [BD] par S est le cercle de diameétre S([BD]).
Or S([BD]) = [CD].

On en déduit que (C') est le cercle de diametre [CD].

EXERCICE 4

1) Construisons a |'aide de (C) et de la droite (D) d'équation y = x les quatre premiers termes g, uq, u,
et u; sur I'axe des abscisses.

2) On admet que la fonction f est dérivable et strictement croissante sur ] 0; +ool.

7’ 7’ 1
a ) Démontrons par récurrence que: Vn € N,u,, > .

Soit la proposition P(n):vn € N,u,, > %
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e Vérifions que P(0) est vraie

1 1
Pour‘n=0,u0=4or'4>§ doncu0>§

D'ot P(0) est vraie.

e Supposons que pour tout entier naturel k, P(k) est vraie.

Démontrons que P(k + 1) est vraie
1
vk € N, Uy > E

f étant strictement croissante sur ]0; +o [ flu) > f G)

1 +2 1
Or f(3) == =7 et f(w) = e
Donc Vk € N,uy4q > 5

Par suite P(k + 1) est vraie.

. 1
e Conclusion: vn € N,u,, > >

b) Démontrons que: Vn € N, upyq — Uy, = ~ntDC2Unt1)

4un+7

S5u, + 2 S5u, + 2 —4u? — 7u

€N Uy —tn = fun) =~y = s U =
n n

—4uf — 2up + 2 2(=2uf —u, +1)
du, +7 4u, +7

Upyg — Up =
Or(u, + D(—2u, +1) = —2uZ —u, + 1

2(up+1)(—2uy+1)
Donc vn € N,u -y, =—>2 = " -
n+l n dun+7

c) Déduisons de 2.a) et 2.b) que la suite (u,) est décroissante.

Ona: vn € N,upyy —uy, = 2002020 (4 qprgs 2b) )

vn € N,u, > % (D'aprés 2.a) )donc vn € N,2u, > 1= —2u, +1<0
Et de plus, vn € N, 2(u,u, + 1) > 0 et et 4u,u, +7>0
Donc vn € N, upy 41 — Uplly < 0= VN E N, Upy 11 < Uply

On en déduit que la suite (u,) est décroissante.
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3.a) Déduisons de 2.a) et 2.c) que la suite ( u, ) est convergente.
D'apres 2a) vn € N,u,, > % donc la suite (u,) est minorée par %
D'apres 2c) la suite (u,) est décroissante.

La suite (u,) est décroissante et minorée donc (u,) est convergente.

b) Justifions que la limite de la suite (u,) est égale a

N | =

La suite (u,) est convergente donc sa limite est finie.

Soit ¢ cette limite.

5042

Ona:f(i’):{’doncu+7 ¢

5042, _56+2 204D+
4047 4+7 40 +7 -
f({))=1?<:>2({’+1)(—2{’+1)=O<:){’:_1ou{7:%.

£+ —-1carvneN,u, >0

1
Donc ¢ = >

D'ol lim,,, 400Uy = %
EXERCICE 5
1 a) Justifions que f est continue en O .

Ona: limx-o f(x) = limx—o (xInx — 2x)
> >

limyx—o xInx =0
> . _ 3
limeo 2x =0  9ONC hmxzo f(x)=0=£(0)
>

D'ol f est continue en O .

fOO-F©@ _ _

0,
x-0

b) Justifions que: limx-o
>

limw= limxmx—_2x= }Ci_r;r(l)lnx -2

x—0 x—0 x—0 x
> > >
: _ o
limy—olnx = —oo donc limx-o —f(x)z_g( ) — _
> >

¢) Interprétons graphiquement le résultat de 1.b).

FO)=F0) _
o—— =

po —oo donc la courbe (C;) admet au point 0 une tangente verticale.

limx—>
>
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2) On admet que : lim,_,, . f(x) = +o0 et lim,_, ;o % = +oo.

Interprétons graphiquement ces résultats.

La courbe (C;) admet une branche parabolique de direction celle de (OJ) en +o.
3) On suppose que f est dérivable sur ]0; +ool.

Justifions que : Vx €]0; +oo[f'(x) = =1 + Inx.

Vx E]O;+00[f’(x) =1nx+xx%—2 =lnx+1-2=-1+Inx.

b) Etudions les variations de f.

e ffX)=0—-1+Inhx=0sInx=1

f'x)=0ex=e

e ff)<0e -1+hx<0ox<e

Tableau de signe de f’

f'(x)

- +

Vx €]0;el, f'(x) <0
Vx €]e; +oof, f'(x) > 0

Donc f est strictement décroissante sur ]0; e[ et strictement croissante sur Je; +ool.

c) Dressons le tableau de variation de f.

x 0 ' e 400
f'(x) — + ¥ |

0

f(x) / -
—e
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4) Tragons la courbe (Cy).

5-a) A l'aide d'une intégration par parties, justifions que : K = fllen xdx =2In2 — %’
2

K = [ xInxdx

Onpose:u(x) =Inxetv'(x) =x

Donc u'(x) = % et v'(x) = %xz

s 1 2 211

D'ou K = [ElenxL -J ;xzxzdx

K= [llenx]2 — [ 1xdx = [llenx]2 — [lxz]z =2In2 - (1 —l)
2 1 12 2 1 4 1 4

K=2mn2-23
4

b) Calculons I'aire A en cm? de la partie du plan limitée par la courbe (Cr), la droite (OT) et les droites
d'équations x = 1 et x = 2.

Ona:c/l=—f12f(x)dxx4cm2
2 2
A =—[ (xInx — 2x)dx X 4 cm? = —4(K -/, 2xdx)cm2
3
A =—4(K — [x?]3)cm? = —4 (21n2 7" 3) cm?

A = (15 — 8In 2)cm?

136



EXERCICE 6

Pour dire si |'affirmation de |'éléve est justifié ou non, nous allons utiliser la legon « probabilité
conditionnelle et variable aléatoire »

Pour cela je vais :

Définir une variable aléatoire X égale au nombre de tickets gagnés par le joueur,

Déterminer |'ensemble des valeurs prises par X,
Calculer P(X > 4) puis comparer p(X >2)et 0,2
Conclure

Soit X la variable aléatoire égale au hombre de tickets gagnés par le joueur a |'issue de 4 lancers.
Si le joueur réussit d loger dans le trou 4 boules il gagne 8 tickets,

Si le joueur réussit a loger 3 boules dans le trou il gagne 6 tickets,

Si le joueur réussit a loger 2 boules dans le trou il gagne 4 tickets,

Si le joueur réussit a loger 1 boule dans le trou il gagne 2 tickets,

Si le joueur ne réussit a loger aucune boule dans le trou il gagne o ticket,

Donc I'ensemble des valeurs prises par X est : {0; 2; 4; 6; 8}.

Calculons P(X = 2)
X suit la loi binomiale de paramétres n = 4 et p = 0,25
p(x = k) = CF x (0,25)F x (0,75)*7*

avec k € {0; 1; 2; 3; 4}.

Px22)=p(x=2)+p(x=3)+px=4)

= C2 x (0,25)% X (0,75)% + C3 x (0,25)3 x (0,75)* + CZ x (0,25)* x (0,75)°
=0,2617

Comparons P(x >2)et 0,2
Ona:p(x>2)>0,2

Conclusion : un joueur a environ 26% de chance de gagner les 2500 F CFA.

Donc I'affirmation de I'éléve n'est pas correcte.
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CORRECTION SESSION NORMALE 2021 SERIE D

EXERCICE 1
1. FAUX
2. VRAL;
3. FAUX
4. VRAIL

EXERCICE 2
1. B; 2.B; 3.A; 4.cC: b5.D

EXERCICE 3

5 0,6 =
S /
0,3 — C
/ 0,4 o C
TT—___ _ 0,001 c
0,7 S
\ —_

0,99 .

b) Py(C) = 0,6
¢) P(SN C) = Ps(C) X P(S) = 0,6 X 0,3 = 0,18
2. P(C)=P(SNC)+P(SNC)=0,18+ 0,70 x ,001 = 0,1807
3. a) Dans cette expérience aléatoire, nous avons deux éventualités (€tre atteint du Covid-19 ou ne
pas étre atteint du Covid-19). On a donc une épreuve de Bernoulli de paramétre P = 0,1807 et
q=1-0,1807 =0,8193
Cette épreuve se répéte n fois de maniere indépendante.
On a donc une loi binomiale de parametre n et p.
Calculons la probabilité qu'il n'y ait pas de personne atteinte de Covid-19) parmi les n personnes.
P(X = 0) = €2(0,1807)° x (0,8193)™ = (0,8193)"
Donc vn € N*\ {1},P, = 1 — (0,8193)"

b) On doit résoudre I'inéquation P, > 0,9999
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P, >0,9999 & 1 — (0,8193)" > 0,9999 < —(0,8193)" > 0,9999 — 1
o —(0,8193)" > —0,0001 & (0,8193)™ < 0,0001
& 1n(0,8193)" < In(0,0001) < nIn(0,8193) < In(0,0001)

ln(o'ﬂ(car]n(o,fglg.g) <0) ®n>46,12

S
n> In(0,8193)

Le nombre minimal est n = 47.

EXERCICE 4
1. (C) admet une branche parabolique de direction celle de la droite (OJ).

(x+1) _

2. a)limyge f(x) =limy 00(x + 1)el™ —x + 1 = limy_ 40 S mxtl=—o
lim (Gt
Car{ X2+ ex-1 T donc limy_, ;o f (x) = +0
limy 4o —x+1=—00
b) limyge f(x) — (—x + 1) = limy 100 (x + Del™ = limy 100 (exx%ll) =0

Donc la droite (D) d'équation y = —x + 1 est une asymptote oblique a (C) en +oo.

3.0)f'(x)=((x+ el —x+1)
fle) =@+ '™+ (x+DE™) + (—x+ 1)’

=el™+ (x+1)(—e™¥) -1
fle)=A-x-D(-e'™) - 1=—x(—e'™) - 1=—[x(-e'™¥) +1]
f'x) =—-g(x)
b) Sens de variation de f.
Vx €] —oo;al,g(x) <0, or f'(x) = —g(x) donc f'(x) > 0,d'ol f est strictement croissante sur | — «; af.
Vx €]a; +oo, g(x) > 0, or f'(x) = —g(x) donc f'(x) < 0,d'ou f est strictement décroissante sur Ja; +o|.

¢) Tableau de variation de f.

= == , e
L) | + 0 —
‘ ‘ f(a)

f(x) \ i / \:m
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4. Constructionde (C) (= —0,3 et f(a) =3,9)

5. a) K est en unités d'aires, |'aire du domaine du plan limité par la courbe (C), la droite (D) la droite
(OJ) et la droite d'équation telle que : x = 1.

b) Justifie, d I'aide d'une intégration par parties, que K = 2e — 3.

ux)=x+1 _ {u’(x) =1

Posons : {v’(x) =l lo(x) = —el™

K=[-(x+1De' 5 — fol (—e'™)dx = [—(x + De' ™5 + fol (e'™)dx

K=[-(x+De' ™+ [-e' g

K=-2-(-c)+(-1+e)=-2+c—1+e
K=2e-3
EXERCICE 5

1. a) Justifions que S a pour écriture complexe : z' = (— + li) z.

Soitz'=az+b

Déterminons a et b

Onwf@)=3 {MA+b=@¢:ﬁa+b=4+M

S(O)=O aZO+b:Z0 O+b=0

b=0eta==+=i
2 2
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Finalement z' = G + %z) z
b) Déterminons le rapport et |'angle de S.

Soit k le rapport de la similitude S et 6 son angle.

1 1 1% /1\? 1 1 1 V2
ol - (O - ot -
2 2 2 2 4 4 2 2
6=A (1+ )
= I'g 5 21
1
(c059=é=\/2—7
2 T
Ona:{ 1 ,doncezz
Isin@zizﬁ
(inf =% =7
2

AOZA

2. On considere les points A, tels que : {Vn ENA,,, =SA,)

On désigne par z, |'affixe de du point 4,,.

, , 1 1.\"
a) Démontrons par récurrence que : Vx € N,z, =8 (5 + El) .

n
Soit la proposition B,: z, = 8 G + %z)

Vérifions que P, est vraie
1. 1.\° .
Ao 2o =8 (5+51) =8, or A, = A =8, donc P, est vraie

Supposons que la proposition P, est vraie Yk € N, démontrons que P, est vraie
k

1 1
Vk €N, Py: =8(— —')
k- Zk 2+2l

k
OnClPk+1: Ziy1 = (%‘F%l)zk or z, = 8(%'{'11)

Donc zips = (2+20) x8(2+21) =82+

1.

n
La proposition est vraie a |'ordre P, donc Vx €N, z, = 8 G + El) .

b) Démontrons que le triangle OA,A,,, est rectangle et isocéle en A, ;.

Zn — Zn41 _ 0—8 (% + %i)n+1 ) g (% N %i)n-f-l
a3 -aG g0 aGeg) e



Zo_Zn+1z_%_%iz(_%_%i)(%+%i)=_%iz_i
EE TR S T S OISO

le triangle 0A,A, . est rectangle et isocéle en A, ;.
n
3. a) Je place successivement les points Ag, Ay, A, A; et A,;.Ona:z, =8 G +%i)

1
z0=8(3+3i) =4+ 4idonc Ay(4 +4)

N2 1 1, 1 : i
— (I+El—z)=4ld0nCAz(4l)

1

(G+31)
(G+39)

z3=8(5+31) =4ix (5+21) = -2+ 2i donc Ay(~2 + 20)
(G+39)

) =8 x (11')2 =8x (1) = =2 donc A4(-2)

b) Justifions que I'aire a, en cm?, du triangle 0 A, A, est 16 .

_A0A1XOA1_ |Z1_Z0|X|Z1|_ |4+4l—8|><|4-+4l|
METT T 2 - 2

JEDE+ ()2 x (42 + (42 V32x+/32 32
a1 = 2 == -1

a, = 16 cm?
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c) Déduisons du résultat précédent I'aire a, en cm?, du polygone AyA,4,A3A,. a = aire(0Ay A;) +
aire(0A; A,) + aire(0A, Az) + aire(OA; A,)

|2z — 21| X |z| |23 — 25| X |z3] |24 — 23] X |24]

— 16
a + 2 2 2

| — 4| x |4i] |—2-2i|x|—242i] |-2i|x]|-2]|
+ + +

— 16
a 2 2 2

4x4 202x2V2 2x2

a=16+ 2 + 2 + > =16+8+4+2 =30
a = 30 cm?
EXERCICE 6

Pour répondre au probléme qui est posé, je vais utiliser les statistiques.
Je vais calculer x,y,v(x), v(y) et cov(x; y).

Puis calculer le coefficient de corrélation linéaire r entre x et y pour voir s'il y a une forte corrélation
linéaire entre x et y.

Je vais déterminer une équation de la droite de régression de y en x Enfin je vais remplacery par 100
pour déterminer les frais publicitaires.

1+2+43+1+5 15 _ 60+66+69+75+81 351

X = — =379 =70,2
x 5 5 y 5 5
_12+22+32+42+52 32_55 9= 2
v(x) = z == =
602 + 662 + 692 + 752 + 8172 5
v(y) = : —(70,2)2 = 52,56
1xX60+2%xXx66+3xXx69+4%x75+5x%x81
cov(x;y) = z —-3x%x70,2
cov(x;y) = 10,2
Le coefficient de corrélation linéaire r = —22&)_ _ 102 _ (g9

JvOxv(y)  VZx5256
Il y a une forte corrélation entre x et y

Déterminons la droite de régression

(D):y=ax+b

Déterminons a et b

q =0 1920 _ 59 et h=5—axr=702-051x3 =549
v(x) 2

(D): y = 5,1x + 54,9
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Pour y = 100, x = 1°°5‘fl’9 = 8,85

Le directeur commercial doit investir 8.850 .000 FCFA.
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CORRECTION SESSION NORMALE 2020 SERIE D

EXERCICE 1
1. Nuage de points

2. a) Coordonnées du point moyen G

Ona G(x;Y)

X_1+2+3+4+5+6_21_7 17_150+125+90+75+50+45_535

- 6 6 27 6 6
7 535

DOHCG(E,?)

b) Démontrons que V(X) = i—z et COV(X,Y) = _24&

12+22+32+42 452162 7\%2 91 49 182-147 35
V(X) = — | - = ——— = = —
6 2 6 4 12 12
35
V(X)) =—
X) =3
1X150+2X12543X90+4X75+5X50+6X45 7 535\%2 1490 3745
cov(X) = —(Lx22) =222
6 2 6 6 12
255
cov(X) = ——

4
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3v21

3. a) Justifions que le coefficient de corrélation linéaire r = —=~

_255

Cov(X,Y) 2 255>< V12 255x2\/§ 3X\/§ 3x\/§x\/7
r = = = - = - = —_—— —_——— B — P —
SV V() \/35)(1445 4 /35 x 1445 4 857 2 T 2 N7 T
12
321
Tt T 1

b) Justifions qu'il existe une forte corrélation linéaire entre X et Y

Ona:r= —%,r ~ —0,98,|r| = 0,98

0,87 < |r| < 1 donc il existe une forte corrélation linéaire entre X et Y.

4. Démontrons que (D) :y = _$x + 4'32

Ona:(D):y=ax+b

Calcul de a:

5
_Cov(X,Y) —z— -—255_ 12 —153

v(X) 35 4 135 7
12
Calcul de b:
o o535 (—153) 7497
SyTax=—g 7 2° 3

Donc (D) : y = —$x+%

5. Déterminons que le prix de vente d'une machine a coudre d la fin de la 76™ année.

Pourx=7,on:y=—$x7+%z12,66

L'arrondi au multiple de 5 le plus proche est y = 15 donc le prix de vente d'une machine d la fin de la

7¢me année est environ 15000 francs CFA.

EXERCICE 2
1. Onconsidére |'équation (E):z€ C,z3 + (1 +i)z?+ (2—-2{)z+8i=0

a) Justifions que 2i est une solution de ( E ).
Ona:2D3+ (1 +DQRD*+R2—-20)x (i) +8i=-8i—4—4i+4i+4+8i=0
Donc 2i est une solution de ( E ).

b) Justifions que: Vz € C,z3 + (1 + i)z%2 + (2 — 2i)z + 8i = (z — 20)[z? + (1 + 3i)z — 4]

146



VzEC, (2—-2)[z2+ (1 +3i)z—4] =23 —4z—2iz*> — 2i(1 + 3i)z + 8i

=23+ (1 +3i—2)z>+(—4+6—2i)z+8i
=z3+ (1+)z%+ (2 - 2i)z + 8i

c) Résolvons dans C, I'équation (E'):z* + (1 +3i)z—4 =10

A=(1+3)2—4X1x(—4)=14+6i—9+16=1+6i—9+16=8+6i

|A] = |8 + 6i] = /82 + 62 = V64 + 36 =100 = 10
Soit 8§ = x + iy (x € R,y € R) une racine carrée de A.
x?+y%=10 2x% =18 x?=9 x=3o0uy=-3
2 =A{x2—y2=8 ©{2y?=2 o©{y*=1o{y=1louy=-1
2xy =6 xy=3 xy =3 xy >0

Donc§=3+ioud=-3-—i

Les solutions de (E' ) :

—1-3i-3-i —4—4i

~1-3i+3+i 2-2i
A= 2 2 =

—1—i
2 2 :

—2—2i;z, =

d) Déduisons des questions précédentes la résolution dans C de |'équation (E).

EB):(z-2D)[z2+(1+3i)z—4]=02z—-2i=00uz?+(1+3i)z—4=0
©z=2iouz=—-2-2iouz=1-—1
Donc SC = {2i; -2 —2i;1—i}

2. a)Place les points 4, B, C et D sur ta feuille de copie.

SC={-2-2i;1—1i}



b) Démontrons que le triangle BAD est rectangle et isocéle en A.

ZB=zA _ -1-043 _ 1420 _ (14+20)(-2-D) _ —2-i-4i+2 oS

zZD—zA  —2-2i+3i —2+i 4+1 5 5

On a:

Donc le triangle BAD est rectangle et isocéle en A.
3. a) Démontrons que |'écriture complexe de Sest : z' = (1 +1i)z — 2 + 2i.
L'écriture complexe de S est sous la forme : z' = az + b(a € C*,b € C)

On a: {S(D)zD {aZD+b=zD 1

s =8B Tlazg+b=28B 2
(1) =(2) donne : a(zp — z4) = zp — zg

D —zB  —2-2i-1+4i -3-i (-3-i)(-2-i) 6+3i+2i-1 5+5i
AT D —zAT —2-2i+3i —2+i (—2+0D(-—2-0) _ 5+1 5

Dans (1), on remplace a par sa valeur et on obtient: (1 +i)zp + b = z,
b=z, —(1+i)zp=(1—-1—i)zp = —iz=—iz=—i(—2—2i) = =2+ 2i
Doncz' =(1+i)z—2+2i

b) Démontrons que S(B) = C.

Z2p=(+0)Zz—2+2i=1+)(1—-i)—2+2i=1+41-2+2i =2i =zc. Donc S(B) = C.

c) Déterminons |'image du triangle BAD par la similitude S.

S(B) = C,S(A) = B et S(D) = D donc |'image du triangle BAD par S est le triangle CBD.

PROBLEME
PARTIE A
1. Calculons lim,_,_, g(x) et lim,_,, . g(x)
o limy, ,g(x)=limy,_,(2x —e™*7) = —oo car lim,_,_, 2x = —oo et
lim,,_o —e™ =limy_,,, —eX = -0 avec X = —x

o limy,,0g(x) =1lim,,100(2x —e™) =1lim,_ ;0 (2x — eix) = 400 car lim,_,,2x = +o et

li 1
My 400 e_x -
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2. Démontrons que g est strictement croissante sur R,

Pour tout x e R, g'(x) = 2x —e™) =2x) —(e™) =2—-(—e™)=2+e7*
Pour tout x € R, g'(x) > 0 donc g est strictement croissante sur R.

Tableau de variation.

X —co +00
g'(x) +
+co
ag(x)
—co

3.a) Démontrons que |'équation g(x) = 0 admet dans R une solution unique .

g est continue et strictement croissante sur R.

g(R) =] — o0; +oo[= R or 0 € R donc |'équation g(x) = 0 admet dans R une solution unique a.
b) Justifions que : 0,3 < @ < 0,4

ona: g(03)=2x%x03—-e"% ~-0,14
"1g(0,4) =2x0,4—e"% 0,129

9(0,3) X g(0,4) < 0 donc 0,3 < a < 0,4

4. Justifions que : Vx €] — »,a[, g(x) < 0; Vx €]a, +[,g(x) > 0
g est continue et strictement croissante sur R.

Vx €] —o,af,x < a= g(x) < g(a) or g(a) =0 donc Vx €] — o0, a[,g(x) <0

Vx €]la,+o[,x > a = g(x) > g(a) or g(a) = 0 donc Vx €]a, +o[, g(x) >0

PARTIE B

1. Calculons lim,_ o f(x) et lim,_ %

limy 0o f(X) = limy 100 (x — 1)(2e¥ — 1) = 400 car lim,, ;o (X — 1) = 400 et limy, ., (2e* = 1) = 40

limy_, 4o f(TX) = lim,_ ;00 %1 (2e*—1) = +oo car lim,_,, o xT_l =1etlim,,,,(2e¥—1) =400

Interprétation graphique.

La courbe (C) admet une branche parabolique de direction celle de (OJ) en +oo.
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2.a) Calculons lim,_,_, f(x)

iMoo () = limy,_o (x — 1)(2* — 1) = +00 car limy,_o (x — 1) = —0 et lim,_,_o, (26 — 1) = —1
b) Justifions que : Vx ER, f(x) =1 —x + 2(x — 1)e*

fFO)=@x-1DRe* -1 =x-1Re*)—(x—1D=2(x—1De*—x+1=1—x+2(x— 1)e*

c) Démontrons que la droite d'équation y = 1 — x est une asymptote a (C) en —oo. lim,_, o, [f(x) — (1 —
)] =lim,,_[1—x+2(x—1)e* — (1 —x)] =lim,,_,2(x — 1)e*

= lim (2e*—2e*)=0car lim 2xe*=0et lim 2e*=0

X——00 X——00 X——00

lim,_,_o, [f(x) — (1 — x)] = 0 donc la droite (D) d'équation y = 1 — x est asymptote a (C) en —co.
d) Etudions la position relative de (C) et (D).

Vx € R, f(x) — (1 —x) = 2(x — 1)e* = 2e*(x — 1)
Vx € R,2e* > 0 donc le signe de f(x) — (1 — x) est le méme que celui de x — 1.
fk)—-1—x)>0ox-1>0x>1
e Sur]1; 4o, f(x) — (1 —x) > 0 donc (C) est au-dessus de (D) sur ]1; +oo[.
e Sur]—oo;1[,f(x) — (1 —x) <0 donc (C) est au-dessous de (D) sur | — oo; 1].
e (C) et (D) se coupent au point d'abscisse 1.

3. a) Démontrons que Vx € R, f'(x) = e*g(x)
VxER, f'(x)=[1—-x+2(x—De*]' =[1—x+2xe* —2e*]' =0—-1+ 2(e* + xe*) — 2e*

Vx ER, f'(x) = =1+ 2xe* = (—e™ + 2x)e* = 2x —e ¥)e* = g(x)e* = e*g(x)
b) Etudions le sens de variation de f.

Vx € R,e* > 0 donc le signe de f'(x) est le méme que celui de g(x).

Or d'apres la question 4. de la partie 4,

Vx €] —oo,al,g(x) <0

Vx €la,+oo[,g(x) >0

On en déduit que :

Vx €] — o, a[, f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur | — o, a[ Vx €]a, +oo[, f'(x) > 0 donc f est
strictement croissante sur ] a, +oo|.
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¢) Tableau de variation de f.

X —co a +co
feo - 0 %
400 oo
f)
f(a)

4. a) Résolution dans R de |'équation f(x) = 0.
f)=0e @x-1)2e*-1)=0ex-1=00u2e"-1=0ex=1oue" =

@leOszln%z—an
Sr ={1;—In2}

b) Les abscisses X, et xz des points d'intersection A et B de (C) et de |'axe des abscisses sont les
solutions de |'équation f(x) = 0.

Orf(x)=0ox=1oux=-In2
On prend X, < Xz donc X, = —In2 et Xz = 1 d'ot A(—In2;0) et B(1;0)

5. Equation de la tangente (T ) a ( € ) au point d'abscisse O .
(M:y = f'(0)(x = 0) +f(0)
f'(0)=e%(0)=-e’=—-1;f(0)=2%x0—-e’=0-1=-1

Donc (T):y = —x — 1.
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6) Tracé des droites (D) et (T) et constructionde (C ). a = 0,35 et (a) = —1,2.

7. Calculons |'aire A en cm?, de la partie du plan délimitée par (C), la droite (D) et les droites
d'équations x =0 et x = 1.

vx €[0;1],f(x) — (1 —x) < 0 car (C) est au-dessous de (D) sur [0;1]

Donc A = (—fol(f(x) —(1- x))dx) ua = (f01 (=2(x — 1)e")dx) ua = (fol((—Zx + 2)ex)dx) ua On pose:
u(x)=-2x+2etv'(x)=e*u'(x) =-2 et v'(x) =e*

Donc A = ([(—Zx + 2)e*] + folze"dx) ua = ([(-2x +4)e*]}) uaorua=2cmx 2 cm=4cm? A = (2e — 4) x
4 cm? = (8e — 16)cm? = 5,75 cm?
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CORRECTION SESSION NORMALE 2019 SERIE D

EXERCICE 1
PARTIE A
1. a)
0,6 B
A \ <
0,75 0,4 B
0,25 il B
A \\
0,2 B

b) La probabilité de B sachant A est : P4(B) = 0,6
c) Démontrons que la probabilité de |I'événement C est égal a 0,45 .
C=AnBdonc P(C) = P(ANB) = P(A) X Po(B)

75 y 60 4500 45
100~ 100 10000 100

P(C) = = 0,45 P(C) = 0,45

2. Calculons la probabilité de B (le joueur est professionnel)
Ici le joueur est professionnel signifie que le joueur évolue au pays et est professionnel (AN B) ou le
joueur évolue hors du pays et est professionnel (4 n B)

Donc P(B) =P(ANB)+ P(ANB)
75 60 25 80

P(B) =150 * Too " Too X100 = 4> + 02
P(B) = 0,65
PARTIE B

"z . . N 14 . 14 . /’ . \ 14 3 .
1. L'épreuve des tirs au but conduit a deux éventualités : le tir est réussi (succes noté = " ) ou le tir

1 7/ . / /7 3 1
n'est pas réussi (échec noté g =1 — 253 ).
On a donc une épreuve de Bernoulli.

On a une suite de 3 épreuves identiques et indépendantes donc on a une loi binomiale.
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Les paramétres sont n =3 et P = %
a) Les valeurs prises par X: X = 0;1;2;3

b) Déterminons la loi de probabilité de X

P(x=0):C§’><G)O><G)3:1><1><6—14:éP(X:Z)=C32x(z)zxe)lz?)x%x%:gP(x:1)=C§x

() x(3) =3xixt=2ra=3=cx(}) x(2) =1xZx1=2

X; 0 1 2 3 | Total

1 9 | 27 | 27
X=x) | — | =22 |2 |1
p( 2 64 | 64 | 64 | 64

2.Calculons E(x) I'espérance mathématique de X.
EX) =n X —3><3—9EX—9
K =nxp=3x_=72EX) =7

3.Démontrons que la probabilité qu'un joueur donné soit retenu est égateé 27 a
Soit k |'événement ; « le joueur est retenu a |'issue du test ».

Le joueur est retenu s'il réussi exactement deux tirs au but ou exactement trois tirs au but. Donc

P)=P(x=2)+P(x=3)P(k) =+ =2=2

64 64 32

La probabilité qu'un joueur soit retenu est 2—;

EXERCICE 2

1. Justifions que la quantité de noix de cajou acheté en 2012 est de 5250 tonnes. Soit Q, la quantité
de noix de cajou acheté en 2012

5
Q1 = Qg +5%Q, = 5000 + 5% x 5000 = 5000 + 100 x 50005000 + 250

Q, = 5250

2. Démontrons que (Q,) est une suite géométrique de raison 1,05 .
vn €N, Qniq = Qn + 5%0Q, = (14 5%)0Q, = (1 + 0,05)Q,

Qn+1 = 1,05Q,, donc (Q,) est une suite géométrique de raison 1,05 de premier Q, = 5000

3. a) Justifions que: vn € N, Q,, = 5000 x (1,05)™.

(@) est une suite géométrique de raison 1,05 de premier Q, = 5000

Q. = Qo X q" (avec Q, le premier terme et p la raison) donc @, = 5000 x (1.05)"
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b) La quantité de noix de cajou qu'achetera cette société en 2020.
En 2020 on calcule Qq

Qo = 5000 X (1,05)° = 5000 x 1,5513282 = 7756,64

L'arrondi d'ordre O est Qq = 7757.

4.a) Déterminons |'année ol la quantité de noix de cajou achetée sera supérieure a 10000 tonnes. Il
s'agit de déterminer n tel que Q,, > 10000

10000
Q, > 10000 < 5000 x (1,05)" > 10000 < (1,05)" >

n
=000 & (105" > 2

In2
In(1,05)

< In(1,05)" > 1In2 © nIn(1,05) >In2 ©n >

0,6931471805
on>
0,04879016417

S n > 14,20669. Ona doncn = 15

L'année ou la quantité de noix de cajou achetée sera supérieure a 10000 tonnes est 2011 + 15 soit 2026.

b) La quantité totale de noix de cajou achetée par cette société de 2011 a fin 2020. De 2011 a fin 2020
la quantité de noix de cajou est égale a la somme S des dix (10) termes consécutifs de cette suite
géométrique.

S— 0 x 1-(1,05)%° 5000 x 1-(1,05)1° 5000 1 —1,628894627
= 1-105 1-1,05 —0,05
—0,628894627

La quantité totale de noix de cajou achetée par cette société de 2011 a fin 2020 est de 62889 tonnes.
PROBLEME

PARTIE 4
1. a) Calculons la limite de g a droite en 1.
lim,_; g(x) = lim,_, ﬁ —In(x — 1) = lim,_, ﬁ — lim,_,;In(x — 1) = +00 — (—o0) = +00
car (lim,_;(x —1) =0 et lim,_oInx = —o0).
Ainsi lim,_;g(x) = +

b) lim,_,; g(x) = +o donc la droite d'équation x = 1 est une asymptote verticale a la courbe. x, 11

2.a) Calculons limg(x)

lim 1 _
X—00 .x_l

limy 4o g(x) = limy_,x xlT1 ~In(x=1) = —eo car {lim In(x — 1) = o0
xX—00 - =

b) Calculons lim,_, ; %x).
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gx) 1 3 In(x — 1) 1—(—=Din(x—-1)

limx_)+oo T = limx_)+oo

= lim,, e

x(x—1) X x(x—1)
_ 1 1 x—11 In(x—-1) 0
= HMroto x(x—1) ‘ x ‘ x—1
Car lim,_ 4 o0 x(x;_l) = 0;lim, 0 — == —1et

lim,.. 28 = Jim,...o0 " = 0( en posant x = x — 1)

Finalement : lim,_, %’C) =0

¢) lim, ;0 @ = 0 donc (¢,) admet une branche parabolique de direction la droite (OT) en +co.

—-X

3.0) Justifions que : Vx € ]1; +oo, g'(x) = =

g'(x) = (x% —In(x — 1)) /

-1 1 -1 1(x-1) -1-(x-1) -1-x+1
T (-1 x—-1 (x—-12 (x-1)% (x—-12  (x—1)2

(x —1)?
b) Déduisons de ce qui précede le signe de g'(x).

g'(x) =

-X

Vx € ]1; +00[,(x_%)2 > 0, donc -1)2

< 0 par conséquent g'(x) <0

c¢) Tableau de variation de g.

Vx € ]1;4+o0[,g'(x) < 0 donc g est strictement décroissante.

X 1 +00
g'(x) -
400
g(x)
—00

4.a) Démontrons que g(x) = 0 admet une solution unique a dans |'intervalle ]1; +oo[. Vx € ]1;+0[, g est
continue et strictement décroissante.

De plus g(]1; +oo[) = ]—o0; + o[ ;et 0 € ]—o0; +oo[, donc g(x) = 0 admet une solution unique a dans
I'intervalle ]1; +oo|.

b) Vérifions que 2,7 < a < 2,8.
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On calcule g(2,7) et g(2,8)

1
277~ (27 -1) =5~ In(17) = 0,588 - 0,531 = 0,057

92,7) =

1
2,8—1

g(2,8) = —In(28-1) = % —1In(1,8) = 0,556 — 0,588 = —0,032

g9(2,7) x g(2,8) <0donc 2,7 < a < 2,8.

5. Démontrons que : Vx € [1;af, g(x) > 0 et Vx € Ja; +oo[,g(x) <0

Vx € ]1; +oo[, g est continue et strictement décroissante.
vx € ]1;af, g(I1; a[) = ]0; +oo[ donc g(x) >0

Vx € |a; + o[, g(Ja; +oo[) = ]—o0; 0[ donc g(x) <0

PARTIE B
1. a) Justifions que : lim,_,, f(x) = 0.

Effectuons un changement de variable. Onpose X =x—letx =X+1
Pour x - +o0,x = +0

Inx
limy 4o f (%) = lim,_,, o 4e *In(x — 1) = lim,,; 46~ *VInx = limx_,+oo4e‘1e—x =0

Inx _

Car lim,_,4e 1 =4e7 1 et lim,, 0 = =

Donc limy ;0 f(x) = 0 b) limy_ ;4 f(x) = 0, donc la droite (OI) est une asymptote horizontale a (C").

2.a) Calculons limx-1 f(x).
>

. _ . - _ _ . —_ . _ _ _1 _ —
chl_r}}f(x) = 91(1_1243 *In(x —1) = Jl(l_r)r%éle * X Jl(l_r)r%ln(x 1) =4e ' X (—o0) = —00
> > > >

Car lim (x —1) = 0 et limInx = —co ( limite de fonction composée).
> >

Finalement, lim f (x) = —oo
>

b) lim f(x) = —oo, la droite d'équation x = 1 est une asymptote verticale a (C).
>

3. a) Justifions que : Vx € ]1; +oo[, f'(x) = 4e *g(x).
Vx € ]1; +oof, f(x) = 4e *In(x — 1)

f'(x) = (4e ™) In(x — 1) + 4e *[In(x — 1)]' = —4e*In(x — 1) + (4e7™) X pr
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= (4e7™) (—ln(x -1+ %) = (4e™) (lel —In(x — 1))

Or g(x) = —In(x — 1) donc f'(x) = 4e~*g(x)
b) Déduisons les variations de f.

Vx € ]1; +00,[ 4™ > 0, donc le signe de f' est le méme que celui de g. D' apreés la question 5 partie 4, on
a .

vx €]1;al,g(x) > 0, donc f'(x) > 0 et f est strictement croissante.
Vx € Ja; +o[, g(x) <0, donc f'(x) < 0 et f est strictement décroissante.
Et f'(a@) =0

¢) Tableau de variation de f

X 1 e “+ X

rell + b -
e &

4. Construction des courbes (Cg) et (€) dans le méme repere (0,1, ]).

0

On prendra: a = 2,75 et f(a) = 0,14.

&)

A
N

+
1 Z

()
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PARTIE C

1. Justifions que : In(a —1) = ﬁ
D'apres la question 4-a) de la partie A,ona g(a) =0

1 1

g(a) =0®m—ln(a—1) =0 In(a—1) =——7
2.a) Calculons U.
U= fzaﬁdx ={Injx—1[|¢ =In(d — 1) —In1 = In(a — 1)
D'aprés la question 1) onaIn(a — 1) = ﬁ donc U = ﬁ
b) A I'aide d'une intégration par parties, justifions que : V=3 —a.
V=[] In(x— 1)dx

Posonsk'(x)=1  ;p(x) =In(x—-1)
k@) =x 5p'®) ==

a

V= [xIn(x — 1] — j a

« 1
; x_ldxz[xln(x—l)]g—fz <1+x_1>dx

1
x—1

v=[xIn(x = D)]§ - [, dx - [,) —=dx = [xIn(x - D]§ - [x]§ — [In(x - 1]}

[xIn(x — D] = [In(x — D]3 = [x]3 = [(x = DIn(x = D] - [x]3

=(a—Dn(e-1D)-2-DIn2-1)—(a—2)=(a—Dln(a—1) — (DIn(1) — (@ — 2)

=(a—l)ln(a—l)—a+2=(a—l)(ﬁ)—a+2=1—a+2

V=3—-«a

3. A est |'aire en cm? de la partie du plan limitée par la courbe, |'axe (OI), les droites d'équations
x=2etx=a

(a=2)?
a-1 "

a) Justifions que : U—-V =

1 1
U-V=[ —dx—f In(x-Ddr,orU=—etV=3-a

1-(a-1)(3-a) _ 1-(3a-3-a’+a)
a-1 - a—1

1
DOHCU—V=E—(3—6¥) =
_ 1-4a+3+a? _ a’-4a+4

- a—-1 - a-1

_ (a-2)?

T a1

U-Vv
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b) Déduisons-en |'aire A

a a 1
A= f g(x)dx, UA = f (— —In(x — 1)) dx, UA
2 2 x—1

a 1 a (a_z)z
= f dx—f In(x — 1)dx |, UA = (U—-V),UA = X 2 X 2 cm?
, x—1 5 a—1
4(a — 2)?
c/l=—(a ) cm?
a—1
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CORRECTION SESSION NORMALE 2018 SERIE D

EXERCICE 1

1.a) Forme trigonométrique du nombre complexe 1 + iv/3.

Module de 1 + iV3

2
[1+iV3]=,12+V3 =V1+3=V4=2]|

e Argument de 1+ iv3
cosf =

sinf =

e Forme trigonométrique

. — 7-[ . . 7-[
1+ivV3=2 (cos§+ lsmg)

b) Figure.

2. Soit S la similitude directe de centre 0 qui transforme B en C a) Justifions que |'expression
complexe de S est: z' =~ (1 + iV3)z.

S est la similitude directe de centre O qui transforme B en C

Donc son écriture complexe est sous la forme z' = az + b

161



S0)=0 ax0+b=0 b=0 b=0_
SB)=CTla@) +b=1+v3i T |2a=1+3i * |a=

Donc z' = %(1 +iV3)z
b) Justifions que S est une rotation dont on précisera une mesure de |I'angle.

1
a:§(1+i\/§)€£R

1 1 1
jal = |1+ V3| = 1A + iV =5 x2=1

Donc S est une rotation dont une mesure de I'angle est Arg(a)

Déterminons Argument de a

cosf =
ksin 0 =
Finalement, S est une rotation de centre O dont une mesure de I'angle est g

3. Soit (E) |'ensemble des points M du plan d'affixe z telle que : |z — 4i| = 2. a) Déterminons et
construisons (E).

|z—4di|=2|z—2z =2 AM =2
(E) est le cercle de centre A(4i) et de rayon 2. (voir figure pour la construction).

b) Déterminons la nature et des éléments caractéristiques de ( E’ ) I'image de (E) par S. L'image par une
rotation d'un cercle (C) de centre A et de rayon r est le cercle ( C' ) de centre A’ image de A par la
rotation et de méme rayon que (C).

Donc ( E' ) est le cercle de centre A’ = S(A) et de rayon 2 .

zy =5 (1+V3)zy =5 (1 + iV3) x 4i = 2i x (1 + iV3) = 2i — 2v/3 = —2v/3 + 2i (voir figure pour la

~2
construction).
4. Soit (F) |'ensemble des points M du plan d'affixe z telle que : |z — 2| = |z — 1 — iV/3]. a)
Déterminons et construisons ( F).
z=2|=|z-1-iV3|e|z—=2|=|z— (1 + iV3)|

o |z—zg|l=|z—2z;| ® BM =CM

(F) est I'ensemble des points du plan équidistants des points B et C. Donc (F) est la médiatrice du
segment [BC].

b) Justifions que le point O et le point K milieu du segment [BC] appartiennent a (F). K est le milieu du
segment [BC] donc K appartient a (F) la médiatrice de [BC].

|zg — zo| = |zg| = |2] = 2
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|zc — 2ol = |zl = |1+ V3| =2 = 0B =0C

Donc 0 appartient a (F) la médiatrice de [BC].

c) Justifions que |'image de (F) par S est la droite (OJ).
S(0) = 0 car 0 est le centre de la rotation S.

K est le milieu du segment [BC]

zg+zc 2+1+iV3 3+iV3
=TT 2 T2

Soit K' I'image de K par S.Ona:

Zyr = %(1 +iV3)zg = %(1 L i3 +2i\/§ = %(1 +iV3)(3 +iV3)

Zx :i(3+i3\/§+i\/§—3):%(i4\/§):i\/§EiIR{

K’ I'image de K par S appartient a |'axe imaginaire (OJ).
O et K' appartient a |'axe imaginaire (0 J) donc (0 K') = (0).

Or S[(F)] = (OK") donc |'image de (F) est la droite (OJ).

EXERCICE 2

1. Vérifions que h est une solution de (E;).
200
h'(t) = —t—ZVt € [2000; +oo[

200 1 200 200 1 ., . 1 .. . _ 2001
2z 200 T T ety (©) 200 (©) t2 t

donc h est une solution de (E;).

2. Résolvons |'équation différentielle (E,):y'(t) + ﬁy(t) =0.

1
Les solutions de (E,) sont de la forme : y,(t) = ke 200" (k € R)

3.a) Montrons que g est solution de (E;) si et seulement si g-h est solution de (E,).

200

g est solution de (E;) © g'(t) + ﬁg(t) —— + =
= t+1 t+20 ! =0 t+200+1 t 1—0
g'(® 500 8®) = g'(®) 500 80— 7=

, 200y 1 200\ _ . e — o
cg®-(-7)+ zoo(g(t)——) & ')~ H(O) + 555 (9(0) ~ (D)
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1
e@-h®+57 200 g-m®)=0
& (g — h) est solution de (E,) b) Déduisons-en les solutions de ( E; )

f est solution de (E;) & (f — h) est solution de (E,)

Donc vt € [2000; +oo, (f — h)(t) = ke 0" (k € R)

1 1
D'oll £(t) = h(t) + ke 20" = 22 + ke 205" (k € R)

c) Sachant que f(2000) = 1000, vérifions que :

o Ve [2000 +oo[ £(©) = 999,9¢(1072m) + 220 £() = 220 4 7ot

£(2000) = 1000 & — 2o 0 4 ke 20°2°% — 1000

oL ike10=1000 @ ke 10 = 1000 — =
10 10

& ke 19=1000—-0,1 @ ke 1°=9999

ok —w_ e10 % 9999

-10

200 _1, 200 T
(o) = _+ ke 200° = T+ e19 % 999 9 x ¢~ 200

200 1. 200 _ 1
f(©) =——+9999 e10 x ¢7200" = ——+9999% ¢(10-755¢)

__ty 200
f(t) =999,9 x e(19-200) + —

d) Déterminons le nombre d'individus de cette population animale en 2020 Donnons le résultat arrondi a
I'ordre O.

En 2020,t = 2020

2020 2000—2020) 20

200
= x (10-550) 4 229 _ 999 9 x (=0 el
£(2020) = 999,9 x e +oos 9% e o

2020) = 999,9 x ¢(200) + 22 — 999,09 x ¢(T8) + 2L = 999,9 x (-0 4
£(2020) = 904,84 ~ 905

Le nombre d'individus de cette population animale en 2020 sera d'environ 905.
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PROBLEME

PARTIE A

On donne : g(x) = 2 + x — 3xIn(x).

1. Limitede genO et limite de g en +oo.

lim,_og(x) =2 car lim,_ g2+ x =2 et lim,_yxInx =0
2
limy 4 0g(x) =limy, ex (; +1-3ln x) = —o00
car limy ;o x = +00;lim, ;o ; = 0;lim, ;e Inx = +00
2.a) Calcul de g’, la fonction dérivée de g.
1
g'(x) = 1—3(1><lnx+x><;) =1-3(nx+1)=1-3Inx—-3=-2-3Inx
b) Etudie les variations de g.
2
g’(x)>0<:>—2—3lnx>0<:>—31nx>2(:>31nx<—2<:)1nx<—§
2
gx)>0ex<es
2 2
vx €]0;e73[, g’ (x) > 0 donc g est srictement croissante sur ]0; e 3|

2 2 2
Vx €]e 3;+[, g'(x) < 0 donc g est srictement décroissante sur Je 3;+oo[ ¢) Vérifieque : g (e‘E) =2+

3€_§
g (e‘g) =2+ e‘é - 3e_§ X In (e_g) =2+ e‘g — 3e‘§ X (—%) =2+ e“é + 2e_§ g (e‘g) =2+ 3e_§

Le tableau de variation de g.

2
3.a) Démontre que g(x) = 0 admet dans ]e 3; +oo[, une solution unique notée a. g est continue et
2
strictement décroissante sur Je 3; +ool.
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2 2 2
0 € g(]Je 3; +[) =] 2 + 3e73;—oo[ donc I'équation g(x) = 0 admet dans I'intervalle Je 3; +oo[ une solution
unique notée a.

b) Justifie que: 1,9 < a < 2.

2
[1,9; 2] c]e 3;+oo[ donc g est continue et strictement décroissante sur [1,9; 2] g(1,9) = 0,241 g(2) =
—-0,159

g(19) xg(2)<0donc19<a<?2.

4.a) Démontre que : Vx €]0; a[, g(x) > 0 et Vx €]a; +oo[, g(x) < 0.

X 0
g(x)

2
Signe
de g(x)

Ona: g(]0;a]) =]0;2 + 3e_§[ donc Vx €]0; a[, g(x) €]0; 2 + 3e_§[=> g(x) > 0 g(Ja; +o[) =] — =; 0; [ donc
Vx €]0; af,g(x) €] —0; 0;[= g(x) <0

PARTIE B
l.a) Limite de f en 0.

limf(x) = —o car lim(x +2)3 =23 =8et limlnx = -
x—0 x—0 x—0

Donc I'axe (OJ) d'équation x = 0 est asymptote verticale a (C).

b) Justifie que la limite de f en +o est égale a 0 .

20x3 Inx 20x3 Inx
lim f(x) = lim X— =20 car lim =20et lim —/—=0
x—>+oof( ) x—-+o0 (x+2)3  x3 x—>+00 (x+2)3 xo+too x3

Donc I'axe (OI) d'équation y = 0 est asymptote horizontale a (C) en +co.

2. Soit f' la fonction dérivée de f.

20g(x)

a) Démontrons que : Vx €]0; +oo [ o) = X(+2)s

o« ( 20Inx \"  (20Inx)" x (x +2)* — (20Inx) x ((x +2)*)’
Fe= ((x + 2)3) B ((x +2)3)?
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2Ox(%)X("+2)3—(201nx)><3><1><(x+2)2

flx) =

(x+2)°
1

, 20 x (%) X (x +2) — 60Inx(x +2)? 20(x+2)*x ((;) X (x+2) - 31nx>

f'(x) = CFHL = T
1

, 20x<(§)><(x+2)—3lnx> 20><%><(x+2—3xlnx)
f= Gt 2 B TR

, 20(x+2—3xlnx) 20(2+x —3xInx) 20g(x)
£ = - _

x(x + 2)* x(x + 2)* ~x(x +2)*
b) Les variations de f.

20g(x)

x(x + 2)* > 0 pour tout x appartenant d 10; « + [ donc le sighe de f'(x) = prewTn

g(x).

est le méme que celui de

Or vx €]0; a[, g(x) > 0 et Vx €]a; +o[,g(x) < 0.
Finalement, f'(x) > 0 sur ]0;a[ et f'(x) <0 sur Ja; +oo].
f est strictement croissante sur 0; af

f est strictement décroissante sur ] a; +oo|.

c¢) Tableau de variation de f.

X 0 04 + o0
g'(x) i 0 -

ail5) -oo/vf(a) \

0

3. M:y=fMx-D+f(1D)

£(1) = 20ln1 _ 0 20(2+1-3x1xIn1) _ 20x(3) _ 60 _ 20

1+27 33 Oet f1(1) = 1x(1+2)* T @)+ 81 27

20 20 20
(T):yzg(x—1)+0=5x—;.
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4. Tragons (T) et (€). On prendra a = 1,95 et f(a) = 0,22.

.y o e
1- ,/
AR
'//nu-.u
(€}
I L
e
v / o o
>, £
70
Gl ( iy = 0,163779
PARTIE C
{dui yolm3_mz_1
1. Déduisons que: U =—~—-—~—
2 1 2 1 2 1 2 1
u=J; x(x+2)2dx_f1 el 4(x+2)dx_f1 v
121 1., 1 1., 1
U=zt i g™

U_1l " 11 2 1 1 72
_Z[nx]l_Z[n(x+ )]1_5[_(x+2)]1

1 1 11 (1
U—Z(an—lnl)—Z(ln4—ln3)—E<—Z—<—§)>

U= in2—In1)—~(n4—In3)—= —1—(—3)
=zn2-Inh)—7(n4-In3)—-35(-7 3

1 1)_ln2 ln4+ln3 1( 3 4)
T4 4 )

U—112 114 In3 L (
=32 =z Und=3)-7-{3+3

_ln2 2ln2 1In3 1(1)_ ln2+ln3 1_ln3 In2 1
N T4 4 24 4 4 24

7 2 "7 2\12

2 Inx dx = In2

1 (4237 7 32

2. a) Montrons que: V = | + %U.
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1
Onpose: u=Inxu' ==
X

, 1 1

T @22 VT T 2(xr22

2 Inx Inx 12 2 1
V= (x+2)3 dx = [_ 2(x+2)2]1 - - 2x(x+2)2 dx

nx 12 1.2 1 In2 In1 1
V= [_ 2(x+2)2]1 291 x(x+2)? x=- 2(2+2)2  2(1+2)2 + EU
In2 1 In2 1
V=@ V= 5 T2V

b) Calcul de I'aire A.
Sur ]1; +oo[, f(x) = 0.

2 20lnx

2
A:jlf(X)dx.UA: 1m

2 Inx
dx-UA=20j ————dx.UA avec UA =5 cm X 5 cm = 25 cm?
1 (x+2)

A—zof2 nx UA—20><V><UA—20><( 1n2+1U>><UA
—), rEp AT - 32 ' 2

A= 20 x In2 1(ln3 In2 1) XUA—ZOX( In2 In3 In2 1)  UA
= AR = "2 78 8 m

A=20 (ln2+ln3 In2 1)><UA 20><< ln2+4ln3 4]n 2 1)><UA
= X|—— _— = _— _
32 8 8 48 32 32 32 48
A=20 ( 5In2 4In3 1) UA = 20 ( 5In2 4In3 1) UA
= X | — —— % = X | — —— %
32 + 32 48 32 + 32 48
A=20 ( 51n2+4ln3 1) UA=0,164 x UA = 0,164 X 25 cm?
= X | — —— X% = X = X
32 ' 32 48 ’ ’ cm
A=41cm?

169



CORRECTION SESSION NORMALE 2017 SERIE D
EXERCICE 1

1. Nuage de points

/ .....
3 S
D
2 ‘ --------
s ,/
9 Y 4
8/ £
7
.G v 4
b d =
o
; o M S T e R e e
z
SRS D G e R I e R e
5 1l
S
1 ), .....
I‘, . 5 £ . 3 9.5 105 1L 1205033 X
‘/ 1 e ....3 nenie sefenenionneionnaiocnnionntonneioneny

2. Justifions que le point moyen G a pour couple de coordonnées (5,63;7,75)

24444454747 +8+8 45
G = ) =§=5,63
34546+7+10+11+8+12 62 G(5,63;7,75)
YG: 8 =§=7,75

3. Justifions que : V(X) = 4,18; V(Y) = 8,44 et Cov(X,Y) = 5,37
22 442442 4+ 52472472 482482
8

287
V(X) = ~ (563)° =—--3170=4,18

350

32 +52 4624+ 72 +10% + 112 4+ 8% 4+ 122
8

548
V()= —(7,75)? =?—60,06=8,44
2X34+4X544%Xx6+5x7+7%x104+7%x11+8%x8+8x%x12

Cov(X,Y) =
ov( ) 3

(5,63 X 7,75)
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392
COV(X, Y) = T - 43,63 = 5,37

4. a) Calculons le coefficient de corrélation linéaire r de la série (X,Y).
Cov(X,Y) 5,37 5,37

r = = =
JVX) - v(Y) V418x844 594

= 0,90

b) Interprétons le résultat précédent.
087 < |r| <1
La corrélation linéaire est forte entre les variables X et Y

On peut donc valablement faire une estimation du nombre de travailleurs en fonction de la superficie
exploitée.

5. a) Justifions qu'une équation de la droite (D) d'ajustement de Y en X par la méthode des moindres
carrées est: y = 1,28x + 0,54

_ Cov(X,Y) _ 5,37 _

VX)) 418

1,28

y=ax+b=>y=ax+b=>b=y—ax
b=775-128x%x563=775-7,21=0,54

donc y = 1,28x + 0,54

b) Tracé de (D) sur le graphique précédent (voir figure).

6. Utilisons I'ajustement précédent pour répondre a la préoccupation de I'exploitant. On donnera
I'arrondi d'ordre zéro du résultat.

y—>b
y=1,28x+0,54=>x:T

16—0,54
1,28

pour y = 16, 0n a: x = = 12,07

Pour 16 ha d'hévéa, il faut environ 12 travailleurs.

EXERCICE 2
1. 22+(1-3)z—-4=0
A=(1-3)?-4x1x(-4)=1-6i+@Bi)*+16=1-6i—9+ 16

A=8-6i

A=+82+62=164+36=+100=10

Soit u = x + iy une racine carrée de A
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x2+y%2=10 2x% =18 x2=09 x=3o0ux=-3
x2—y2=8 =>{2y?=2 ><{y?=1={y=1ouy=-1
2xy = —6 xy=-3<0 xy <0 xy <0

Les racines carrées de Asont:u; =3 —ietu,=-3+1i

143430 242
2 Tt T T

zZ1 =

-1+3i-3+1 —4+4

> > =—-2+42i

7, =
Sc={1+i;-2+2i}

2a)P(z) =z3+(1—0z*>+ (2 + 2i)z— 8i

P(=2i) = (=203 + (1 — )(—20)% + (2 + 2i)(—2i) — 8i
P(—20)=8i+(1—i)(—4)—4i+4—-8i=8i—4+4i—4i+4—8i
P(=2i)=0

b) Division euclidienne

2+(1-)Z2+Q2+20)z-8i |z+2i
2 +2i7” 2 +(1-3)z-4
(1-3i)z* +(2+2i)z
(1-3i)z* +(6+2i)z
—4z—8i
—A4z—8
00

Onendéduitque:a=1-3i; b = —4.

C)P(z)=0ez=-2iouz=1+iouz=—-2+2i

Sc={-2i;1+ ;-2 + 2i}
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3.a) Voir figure

..............
.......

..............

..........
.......

.......

sesanene

e id
: :
-

--------

-------

-------

.......

......................

)zc—zA _1+i—(=2i) _ 1+i+20 1430 _ (1+30)(3+0)
Zc—zp  1+i—(—2+2i)  1+i+2-2i  3—-i  (3—i)(3+i)

ZC—ZA_3+i+9i—3_10i

Zc—Zp 9+1 _E=l

i € iR = ABC est rectangle en C ?

li| = 1 = ABC est isocele en C} Alors ABC est rectangle isocele en C

ZA—ZDp __ 2
ZB—Zp

c) On a montré que 2= = i. On montre de méme que i
B—4C

B ~ Cien 1 .
Zazze za~?p _ L _ 10D _1c R Ddonc 4,B,C et D sont cocycliques.
Zp—Zc ZB—Zp 20 2i(=0) 2

PROBLEME

On consideére la fonction f définie sur R par : f(x) = (1 —x%*)e™* On note (C) la courbe représentative de
f dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,1,/). L'unité graphique est 2 cm.

PARTIE A

1.a) Justifions que lim,_,, ., f(x) =0

x 1 x?
e —lmx_)+ooe—x—e—x—

limy o f(X) = limyy00 (1 —x2)e™ = lim,_,,ne ™ — x2
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b) Donnons une interprétation graphique du résultat obtenu précédemment.

limy 40 f(x) = 0. Ladroite (OI) (y = 0 )est asymptote horizontale a (C ) en +oo.

2.a) Calculons lim,_,_., f(x) et lim,_,_o @

limy, o f(x) = —00

Carlim,,_,1—x% = —o0 et lim,,_e,e™* = lim,_,,,e* =+
x 1—x2

lim,,_o & = limy,,_e e * =400
x x

. 1-x* -x%
Carlim,__ = lim,__e — =lim,,_ — X =+

Y =limy,,ne* = 400,

et lim,_,_ e~
b) Donnons une interprétation graphique des résultats obtenus précédemment.
(C) admet en —oo une branche parabolique de direction celle de (OJ).

3. a) Démontrons que : Vx € R, f'(x) = (x? — 2x — 1)e™*
fO)=Q0Q—-x¥e™
fle) =0 —-x»'e™+ (1 —-x*)(e™)

=-2xe*—(1—-x%e™*=-2xe ¥+ (x*>—-1)e*

fl(x) = (x?=2x—1e™™*
b) vx € R, e™ > 0 donc le signe de f'(x) est le méme que celui de x? — 2x — 1
Etudions le signe de x? — 2x — 1

A=(-2)2-4x1Xx(-1)=4+4=8VA=v8=2V2

0 =221 2, =22 42

X -0 1-—\5 1+J5.

+ @

xR =1

On en déduit que :
* Vx €] — 00; 1 —2|U|1 +v/2; +oo|, f'(x) > 0;

*Vx €]1 —+/2;1++2|,f'(x) <0.
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¢) Tableau de variation de f

-X - 1—\[2 1+\/E +o0
0

f'(x) ’ » .

f(x) f—2)
; . Temm

-

0

4. Montrons qu'une équation de la tangente (T) a (C) au point d'abscisse O est

y=—x+1
M:y=f(0)-x-0)+f0)=-1-(x-0)+1
T)y:y=—x+1
5. Soit h la fonction définie sur R par h(x) = (1 + x)e ™ — 1.
a) Calculons h'(x)
h(x)=1+x)e ™™ -1
M) =Q+x)e™*+ A +x)(e™) - (1)
=l-e*-(Q+x)e*=(1-1-x)e™*
h'(x) = —x.e™*
b) Etudions les variations de h.
Vx € R, e > 0 donc le signe de h'(x) est le méme que celui de-x x
Vx €] —o0; 0[, h'(x) >0
Vx €]0; +oo[, h'(x) < 0 h est strictement croissante sur | —o; O [
h est strictement décroissante sur ]0; +oo]

¢) Calcul de h(0) et donnons le tableau de variation de h.

h(0)=(1+0)e_0—1=1xe°—1=1x1—1=1—1=0

;«,('(X) + 0

h(x) / o\

d) Justifions que : Vx € R,h(x) < 0.

O est le maximum absolu de h(x) sur R donc Vx € R, h(x) < 0.
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e) Vérifions que : Vx € R, f(x) +x— 1 = (1 —x)h(x)

fO+x—1=0Q-xDe*+x—-1=1-x)1+x)e*+x—1
=1-20)A+x)e™*-A-20)=0-0)[A+x)e*-1]

f)+x—-1=(1-x): h(x)

f) Position relative de (C) et (T).

X -0
(x —1).[-h(x)] . 0 ¢ 0 +

fO)—(x+D=f)+x-1=0A-x) - h(x)=—-(x—-1) h(x)
fG)=(=x+1) =(x—-1)[-h(x)]

D'aprés 5.d), Vx € R, h(x) < 0 donc Vx € R, [-h(x)] = 0

Le signe de f(x) — (—x + 1) est le méme que celui de (x — 1)
Sur ] — o0; 0[U]0; 1], (C) est en dessous de (T).

Sur 1; +oo[, (C) est au-dessus de (T).

Aux points d'abscisses O et 1, ( C ) et (T ) se coupent.

6. Tracé de la tangente ( T ) et de la courbe (C). (Voir graphique).

PARTIE B

A(2) est I'aire en cm? de la partie du plan limitée par la courbe (C), la droite (OI) et les droites
d'équations x — 1 et x = A.

16 4(1421)?
Lo _ 407 2
e e

1. Démontrons que: A() = (

Sur |1; +oo[, f(x) < 0.
Donc A(A) = —f f()dx.UA = —[ (1 — x?)edx.UA = [ (x? — 1)e~*dx x 4 cm?

On pose :
u=x*>-1u" = 2x

I

vVi=e*y=—e"*

fll (x% — De *dx = [(x* — De ¥} - fll (—2x)e ¥dx = [(x? — e ™} + f1/12x - e *dx On pose:

176



f112x ce¥dx = [(=2x)e *]} - fl/l(—Z)e‘xdx =[(=2x)e ¥} + fllZe‘xdx

[2x- e *dx = [(—Zx)e_x]% +[-2- e"‘]i1 =[(—2x — 2)6_3‘]11

fll (x? —1)e *dx = [ (x? — 1)e *]} + fIAZx ce¥dx = [(—x? + e ]} + [(=2x — 2)e™™]}

fll (x?2 —1e*dx = [(—x?+1—2x—2)e |} = [(—x? — 2x — Ve ™)} = —[(x? + 2x + 1)e~*]}

fll (x% — De *dx = —[(x + 1)%e*]}

[l = De*dx = —(A+ 1)%e™? — [~(1 + D2e™] = —(A + 1)2e™ + [(2)%e ]

—(A+1)2+f_f_(l+1)2

A2 X gy — 2,-1 -1 _
fl(x —De™dx=—A+1)%e " +4e " = o s o

et et

2 2
AY) = fll(xz —1e ™ dx x 4 cm? = <g— @+1) >X4Cm2 — <§_4(’1+1) >cm2

2. Déterminons la limite de A(2) lorsque 2 tend vers +oo.

. L 16 4(A+1)* 16 42 +21+1)
limy 40 A(A) = limy 40 I e imy_ e - T
=1li 16 4><)12 8></’1 4><1
=My 400 e oA oA o7

. 16 5 . A? . A . 1
lim;_,, A1) = — cm® car lim;_, 4 00 = lim;_, 4 o 2= limy_, 0 = 0.

Figure
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CORRECTION SESSION NORMALE 2016 SERIE D

EXERCICE 1

1. Soit la fonction h dérivable et définie sur [0; 1] par: h(x) = 2x — x?
a) Démontrons que h est strictement croissante sur |'inte:- /alle [0; 1].
vVx €[0;1],h'(x) =2 —2x =2(1—x)
Vx € [0;1],1 —x = 0 = h'(x) = 0 donc h est croissante sur [0; 1]

b) En déduisons que |'image de |'intervalle [0; 1] par h est |'intervalle [0; 1]. h([0; 1]) = [~(0); R(1)] or
h(0) = 0 et k(1) = 1 donc h([0;1]) = [0;1]

2. Soit la suite U définie par : U, = % et vn € N u,.q = h(uy,)
a) Démontrons par récurrence que : Yn € N,0 < u, <1

e Vérifionsque: 0 <uy <1
Ona:u0=§or‘0<%<1=>0<u0<1

e Supposonsque vn € N,0 <u, <1
Démontrons que: Vr € N,0 < u,.1 <1
Ona:vneN,0<u,<1=0<h(u,) <1lcarh([0;1]) =[0;1]

>0<u, <1 car h(u,) = Uy
Conclusion: vn € N,0 <u, <1
b) Démontrons que la suite u est croissante.
vn € N, upyq — u, = h(uy,) — uy, = 2u, — u — u,
= Uy —Up = Un(1 — up)
OrvneNO<u,<1=>-1<-u,<0
>-1+1<1-uy,<0+1=>0<1-uy,<1

0O<u,<let0<1-—u,<1doncu,(1—u,) >0
D'ol: Uppq — Uy >0 Upyq > Uy

Par conséquent: la suite u est croissante.
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c¢) Justifions que la suite U est convergente.
La suite U est croissante et majorée par 1 donc la suite U est convergente.

3. On considere la suite V définie par: vn € N, v, = In(1 — uy,)

a) Démontrons que V est une suite géométrique de raison 2 .

vn € N,vppq = In(1 — upyq) OF Upyq = h(uy) = 2uy, —ud
Vnt1 = In(1 — Qu, —u2)) = In(1 — 2u, + ud)
Vny1 = In[(1 - un)z] = 2In(1 — uy)

Vpe1 = 20, car v, =In(1 —uy,)
Donc V est une suite géométrique de raison 2 .

b) Exprimons V;, en fonction de n.

V est une suite géométrique de raison g = 2 et de premier terme v, = In(1 — uy) = In (1 — g) = ln(

In (;)

Donc: v, = vy xq" =1n (%) X 2" = 2"n G)

¢) Calculons la limite de la suite V.

limy, 4 0V = limy, 4 2"In G) = —oo car lim,_,,2" = +o et In G) <0
d) En déduisons la limite de la suite u

Ona:vy,=In(1-u,) ©@er=1-uy,ou,=1—e

Donc lim,_, U, =lim, ;0,1 —e"’» =1

car lim,,,,e" = 0 puisque lim,,_,, o, v, = —00
EXERCICE 2
S est la transformation du plan qui, a tout point M d'affixe Z, associe le point M’ d'affixe z’ telle que :
z' = (1 - iﬁ)z+ 2083
3 3
1. a) Vérifions que S(Q) = Q.
zh=(1-i2)zq+202 = (1-12)x2+ 2L =2~ iV3+ W3 =22 = 2 donc S(Q) = O b) Justifions

que S est une similitude directe

L'écriture complexe de s est de la forme: z’ =az+baveca=1- i‘/g et |a| = %5

similitude plane directe.

Déterminons les éléments caractéristiques de S.
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e Lecentrede Sest QcarS(Q) = Q.

« Lerapport de S est k = |a| =2
e L'angle deSeST9:arg(a):—%
G
_Re@_ 1 _ 3 _8 ing=m@ _ 75 _ 1
carcosf === =sE =3E T g s = m =5 = 3
3 3
2. a) Démontrons que vz # 2,2— = i?
3 3
s Z'_Z_<1_1T Z+21?_Z_—i§z+2i§
2EL LT 2—z B 2—z
3
vpwp 272 _3ETD V3
R N Y

b) En déduisons que le triangle MQM' est rectangle en M.
Premiere démonstration:

z'—z zy —z V3
vz % 2, =M M=
2—2z Zg—2Zy 3

Donc le triangle MOM' est rectangle en M.

Deuxieme démonstration:

mes(MQ, MM ) = arg(z_z) =3 donc MQ 1 MM

On en déduit que le triangle MQM’ est rectangle en M.

c) Donnons un programme de construction de |'image M’ par S d'un point M donné. On sait que: S(M) =
s

M' = mes(QOM,QM') = —% mes(MQ, MM) = >

Donc pour construire M’, on peut suivre le programme de construction suivant :

e Tracer le segment [MQ].

e Tracer la droite ( A) passant par M et perpendiculaire a (MQ).

T

e Tracer la demi-droite [QP) telle que : mes(QM, OP) = -

e [QP ) coupe (A) en M'.
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8. a) Plagons les points A et B et construisons leurs images respectives A’ et B’ par S.

b) Démontrons que : Z,» ~%4 = Zz — Zg

Ona: S(A) = A’ donc % = i? (d'apres la question 2.a))

A Zno1—Z V3
De méme: S(B) = B donc 22/=28 = {13
Z—ZB 3
D'ol 24 fA_Zp'"7E
2-24 2-2p
or2—z,=—(2—zg)donc zy —z4 = zg — 2

c) En déduisons la hature du quadrilatére AA'BB’.
Ona:Zy —Zy=Zy —Zy © AA' =B'B
Donc AA'BB’ est un parallélogramme.

PROBLEME
PARTIE A
Soit g la fonction dérivable et définie sur R par : g(x) = —1 + (2 — 2x)e~2*¥*3

1. Calculons les limites de g en —oo et en +co.
o limy, g(x) =lime, o — 14 (2 - 2x)e™2* = too

{limx_)_oo (2—2x) =400
car
lim,,_ee 23 =lim,_ ,e¥ =+

(on pose X = —2x + 3 quand — —oo; x = 400 )
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limy400g(x) =limy 1 — 14 (2 —2x)e™2*t3 = —1
3 1
onposex=—2x+3=>x=5—5x

quand x - 400; x - —©
lim,,00g(x) =limy,_o — 14+ (—1+x)e* =limy,_o, — 1 —e*+xe*=-1

lim,__,e* =0
ari,. x _
lim,_,_,xe* =0

2. a) Justifions que : Vx € R, g'(x) = (4x — 6)e~2**3
VxER,g'(x)=[-1+(2 - Zx)e—2x+3]r

gr(x) = (—1)' +(Q- Zx)re—2x+3 +(2- Zx)(e—2x+3)r
gr(x) = —Qp2x+3 _ 2(2 _ Zx)e—2x+3
g'(x) = (=2 — 4+ 4x)e”2*+3

Vx ER,g'(x) = (4x — 6)e~2¥*3
b) Etudions le signe de g'(x) suivant les valeurs de x.

Vx € R,e™?**3 > (0 donc le signe de g'(x) est celuide 4x — 6 g'(x) <0 4x -6 <0 & x < % S x <%
donc Vx €] — 00;2[, g'(x) < 0
3

Vx E]E; +oo[, g'(x) >0
c) Justifions que : g G) = -2

3 3 3
g (—) -1+ (2 _2x E)e‘zxi” = 1+ (2 —3)e~3+3

3
g(—)=—1—e°=—1—1=—2

2

d) Dressons le tableau de variations de g.

3
X - 3 +00
g'(x) B 0 3
-1
o .
| glx) OO\, it /
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3. a) Démontrons que g(x) = 0 admet dans R une solution unique notée a
e Vxe|-— w;%[,g’(x) <0

g est continue et strictement décroissante sur | — ; %[
et g(] — ;3 [) = [~2;+oo[ or 0 € [~2; +0o]
donc |I'équation g(x) = 0 admet une solution unique dans ] — oo;%[

o Vx E]%;+00[,g’(x) >0

g est continue et strictement croissante sur ]%; +oo[
et g(]%: +oo[) =] —2;—1[or 0 #] —2;—1]

donc I'équation g(x) = 0 n'admet pas de solution dans ]%; +oo | Finalement: |'équation g(x) = 0 admet dans
R une solution unique notée a.

b) Vérifions que : 0,86 < a < 0,87.
g9(0,86) = =1+ (2 — 2 X 0,86)e™2%086+3 ~ 0,007
g(0,87) = -1+ (2 -2 % 0,87)e™2%087+3 ~ 0,083
9(0,86) x g(0,87) <0 = 0,86 < a < 0,87
c) Justifions que : Vx €] — o0; a[, g(x) > 0 et Vx €]a; +oo[, g(x) < 0. - g(] — o; a[) =]0; +o0[
donc Vx €] — o0; a[, g(x) €]0; +oo[ donc g(x) > 0
* g(a;+oo]) = [-2;0[
donc Vx €]a; + o[, g(x) € [-2;0[ donc g(x) <0
D'ol

Vx €] —oo;a[,g(x) >0
{Vx €la; +oo[,g(x) <0

PARTIE B
Soit la fonction f dérivable et définie sur R par: f(x) = —x + (x - %) e~ 2x+3

1. a) Calculons lim,_,_ f(x) et limy_,_q, @

° limx—>—oof(X) = limx_,_oo —x + (x — %) e—2x+3 - _oo
3 1
°nposex=—2x+3:x=5—5x

quand x = —oo; x = +00

3 1
limy o f(x) = limy 4 — 5 + 5% + (1 - —x) e*
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li 3 n 1 n (1 X) e*
= —_—— —_ —_—)— ] = —00
wotbe \ T 2x T 2 2) %

. ) 1
limy 400 x = +0 et lim, o — Z + E = E
car X X
lim,_ 01— 5= —oo et limy,, e Pl +o00
f(x) 1
1. S—00 T — l —5—00 1 + (1 — —> —2x+3
im, . im, 7))
X
limx_,_oo & = 400
X
lim,, 1 ——=1
car 2x
limy,_,_,e 2**3 =1lim,_,,e* = +o (on pose = —2x+3)

b) En déduisons que (C) admet une branche parabolique de direction (O)) en —oo,

lim f(x) =—oc0 et lim @: +00

—>—>—00 X——00 X
Donc (€) admet une branche parabolique de direction (OJ) en —co.
2. a) Calculons lim,_, ;. f(x).

: : 1\ 2xes

limy 400 f (%) =limy 100 —x + (x - Z) e ¥ = —o0
3 1

onposex=—2x+3=>x=5—5x

quand x - —oo;x - +00

, _ 3 1 1
limy, of(x)=lim,,_,, —=+=-x+ (1 — Ex) e*

2 2
= lim —>+4+ix+eX—1xeX = -0
X——00 2 2 2
1 3+1
im,_,_ —+—x=—
car 202
X —> —00

lim,,_,e* =0 et lim,,_,xe* =0
b) Démontrons que la droite (D) d'équation y = —x est asymptote a (C) en +oo.

liInx—>+c>o [f(X') - (—X)] = limx—>+oo (x - %) e—2x+3 = —00

3 1
onpose x = —-2x+3=>x=-—-x
2 2

quand x = 4o00; x = —oo

lim, o0 [f(x) — (—%)] = limy__q (1 — Ex) e* =lim,,_,e* — Exex
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i X —

lim,,_,e* =20
] X —
lim,_,_,xe* =

lim,_, ;00 [f(x) — (—x)] = 0 car { 0 c) Etudions la position de (C) par rapport a (D).

1
fo) = (=) = (x =) e+
e™2¥*3 > 0 donc le signe de f(x) — (—x) est celui de x —%
1 1
f(x)—(—x)<0(:>x—z<0(:)x<§
{Vx €] — 002 f(X) = (—) <0 = f(x) < —x
donc . G
Vx E]E;+oo[,f(x) —(—x)>0 =f(x)>—-x
D'ou
{ (C) est au-dessous de (D) sur | — oo; %[

(C) est au-dessus de (D) sur ]%; +oo[
3.a) Calculons f'(x) et démontrons que : Vx € R, f'(x) = g(x)

flx)=—x+ (x — %) e~ 2x+3

P = (2 + (k=) 2 (= 2) ey
Fa)=—1+1xe 4 (x— %) (—2xe~2%+3)
() = —1 4 7243 — 2xpm2+3 4 o 2643

f(x) = =1+ 26723 — 2x¢2x43

fli0) = -1+ (2 —2x)e™?** = g(x)

Donc vx € R, f'(x) = g(x)

b) En déduisons les variations de f.

Vx €] —oo;af, g(x)>0

D'apreés la question 3.c)de la partie 4, on a: {Vx €la; +o[, g(x) <0

OrvxeR,f'(x)=gkx)

On en déduit que :

f est strictement croissante sur | — oo; a|

f est strictement décroissante sur Ja; +oo[

185



c) Dressons le tableau de variations de f (On ne calculera pas (@) ).

> —00 (4] +00

f') o 0 -

fla)
f(x) o / \ g

4. Construction de (D) et (C) sur le méme graphique. (voir figure)

5. Soit t un nombre réel strictésment supérieur a

N|w

A(t) est |'aire en cm? de la partie du plan limitée par la courbe (C), la droite (D) et les droites
d'équations x = % etx=t.Onpose:l, = f; (x _ %) e—2X+3 gy
2

a) A |'aide d'une intégration par parties, justifions que : I, = Z - %e‘2t+3 te=f3 (x - %) e 2X*3dx
2

On pose u(x) =x —% et v'(x) = e72%*3

u'(x) =1 et v(x) = —%e‘z"”

t

! 1\ e 1
I, = __§<x_§)e 2x+3] _f% _Ee 2x+3 1y

N|w

_ t
I, = _1<x_1)e_2x+3] _[16_2“3]

2 2 3 |4 3
2 2
1! 1 1 t 1 t
— _ = —2x+3 — _ —2x+3
tf‘_( 2*tg 4)6 )E_[( zx)e ]§
2 2
It:_Ee—2t+3 +§e_2><%+3:_£e—2t+3+%e0
t 3 3 ¢t
|, = ——e-2t43 4 T _ _ ,-2t+3
t= T3¢ t3T1732°

b) Déduisons A(t).

A®) = UAX [3[£() = (~0)ldx = UAx [3 (x - l) e
2 5 2

3t
A) =UAXI, =4 cm?xI, =4X (Z_Ee_2t+3)cm2

A(t) = (3 — 2te™2t*3)cm?

¢) Calculons lim,_, ;o A(%).
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lim; 4 A(t) = im0 (3 — 2te™2*3)cm? = 3 cm?

Car lim,_, o — 2te 23 =0
3 1
OnposeT = -2t+3=>t=7—-T

quand t —» +o0; T — —o0

; _ —2t+3 _ 7 _o(3_1 T — 1 _ T
tl—l>r-Eloo 2te T1—1>r—noo 2 (2 2 T) € Tl—l>r—noo( 3 + T)e
tligrn — 2te ?tt3 = Tlir_n (=3eT+TeT) =0

En effet, limy,_,, —3eT =0 et limy,_,,TeT =0

figure

I
N

TR o]
2
-
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CORRECTION SESSION NORMALE 2015 SERIE D

EXERCICE 1
PARTIE I
Soit la fonction p définie sur C par: Vz € C,p(z) = z3 — (3+2i)z* + (1 +5{)z+ 2 — 2i

1. a) Calculons p(i).
p()=i>—@B+20D)i?+(1+5)i+2-2i=—i—B+2)X(-1)+i—5+2—-2i

p(i)=—i+3+2i+i—-54+2—-2i=—i+3+2i+i—5+2—2i
p()=34+2—-5—i+i—2i+2i=0

b) Déterminons deux nombres a et b tels que : p(z) = (z —i)(z2 + az + b)
p(z) =(z—-)(z*+az+b) =23+ az?+ bz —iz? —iaz — ib
p(z) = z3 + az? — iz? + bz — iaz — ib
p(z) =z3+ (a—)z?+ (b — ia)z — ib
Orp(z)=z3—3+2)z2+(1+5)z+2—2i
Par identification:

{a—i=—(3+2i):>{a=—3—2i+i=—3—i
_ib=2—2i b=(Q-20)Xi=20—2iXi=2i+2=2+2i

Donca=-3—ieth=2+2i

2. Résolvons dans C, I'équation: z> — (3+i)z+2+2i =0
z2—B+i)z+2+2i=0

A=[-GB+D)]2—4x1x2+2)=@B+i)%—4x(2+20)
A=32+2x3xi+i?—8-8i=9+6i—1—-8—8i
A=-=-2i

Al = | = 2i| = 2

Soit d = x + iy une racine carrée de A = —2i, on a:

x2+y2 = |A| x24+y2=2 (1) (2x*=2 D)+
{xz —y?=Re(d) =>{x2 -y2=0 ()= {Zyz =2 (1) -
2xy =1m(4A) 2xy = =2 xy <0
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x?=1 (x=1loux=-1
y2:1:> y=1louy=-1 z{
xy <0 (xetysontde signe contraire

d=1-i
d'=—1+1i

Les racines carrées de A = —2i sont d =1 —i et d' = —1 + i Les solutions de I'équation sont:
CBHD+A-) 3+itl-i 4

= 2 -T2 2
_GHDH (1D _34i-1+i 242

2= 2 -T2 T2z T

S¢ = {2, 1+ l}

3. En déduisons les solutions dans C, de |'équation (E):p(z) = 0.
p(2) =0 (z—)(Z*-B+i)z+2+2))=0
©z—-i=00uz2—B+i)z+2+2i=0

Sz=iouz=2o0uz=1+1i

Je={2;i;1+i}

PARTIE II
1. a) Calculons z; et z,.
1+ 1+ .
1= %0 = X2=1+1i
1+ L+l 0 4D+ 14201 20
== — X = = = — =
Z 5 Zy 5 1+ 5 2 2 l

b) Plagons les points Ay, A; et A, dans le plan complexe.

Les points Ay, A, et A, ont pour coordonnées : A,(2;0); A;(1;1); A,(0;1)
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2. On consideére la suite U définie par vn € N,U,, = |z,41 — z,|.

a) Justifions que : vn € N,U,, = ? |z, |

1+i 1+i 1+i
Un = Voss = zal = |5 = 2| = |(57 = 1) 2] = |57 = 1] b
1+i-2 —1+4i 1 . 1 .
= |52 12al = |57 12al = [3 (=1 4+ )] 120l = 5] = 1 + 12
= 1= 1+ illza] = 5/ (FDZ + 12|z, | = SVT + Tz | = 5V2lz|
A3
Up = 7|Zn|

b) Montrons que U est une suite géométrique de raison g et de 1°" terme V2

a 2
Up = 7|Zn| > Upyq = 7|Zn+1|
2 1+ 1+ ]
Un+1_T|Zn+1|_|Zn+1|_| 7 Zn| ) ||Zn| |+ |,
Un \/E |z, | |z, | |z, | 2 1|zl
lenl

Unpiat ‘1+i‘ _\/7

U, 2 2
% = g donc (U,) est une suite géométrique de raison g
et de premier terme U, = ‘/;lzol = g x2=1/2

c) Exprimons U, en fonction de n.

U est une suite géométrique de raison q = g et de 1°" terme U, = V2 donc ona :

No) n VZ)ntl JZ)nl VZ)n+l B _
Un = U x " =2 (3) =5 = G = e = D = (6

3. Ondésigne par AgA; + A1A; + -+ Ap_1 4, la longueur de la ligne brisée ApA,4; ... Ap_1A4,(n € N¥)
On pose Vn € N*, n = AgA; + A1Ap + -+ + Ap_1 Ay
a) Calculons In
0= AgAy + AyAy + -+ Ay_4 A,
tn=lz; —zol + |2, — 24|+ + |z, — 24

€n= UO +U1 +"'+Un_1
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\/E n
1— qnombre determes 7 1- <7
n = U, X =42 X —7
0 1—¢q - Q
2
b) En déduisons lim,,_,, ., ¥n
n n
(7] (7]
=2 x———2— = lim,,,0fy = limy,40V2 X ——2—
\/E n-+ n n—->+ \/E

n
lim,,_, 400 ln = V2 X Lﬁ car lim,,_, ;o (‘/2—5) =0 (en effet g <0)
2

1—

. ne Y2 _ g2 w2 w2 2

Mmoo TOTVE 2-v2 2-+2 VAWZ-1) v2-1
2

_ 262+ 2(V24+1) 2(2+1)

hmn—>+ooln—(\/7_1)(\/§+1)— I — =2(2+1)

EXERCICE 2

Pour un jour donné, la probabilité qu'il y ait une affluence de clients est 0,6;

e Lorsqu'il y a une affluence de clients, la probabilité qu'elle réalise un bénéfice est 0,7 ;
e Lorsqu'il n'y a pas d'affluence de clients, la probabilité qu'elle réalise un bénéfice est 0,4 .

On désigne par A |'événement «il y a affluence de clients» et B |'événement "Mariam réalise un bénéfice

Arbre de probabilités : 0.7 B
O, A
0,3
B
o,
0,4 ?
A
0,6 45
V=4
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1. On choisit un jour au hasard.

a) Calculons la probabilité de I'événement E : « il y a une affluence de clients et Mariam réalise un
bénéfice ".

p(E) = p(AN B) = p(A) X ps(B) = 0,6 X 0,7 = 0,42
b) Démontrons que la probabilité p(B) de |I'évenement B est 0,58 .
p(B) =p(BNA)+p(BNA)=0,6x0,7+0,4x%0,4=042 + 0,16 = 0,58

¢) Mariam a réalisé un bénéfice. Calculons la probabilité qu'il y ait eu une affluence de clients ce jour-la.
On donnera I'arrondi d'ordre 2 du résultat. p = % = % =0,72

2. Mariam veut faire des prévisions pour trois jours successifs donnés.

On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de jours ot elle réalise un bénéfice sur les 3 jours
successifs.

a) Déterminons les valeurs prises par X. X = {0; 1;2; 3}

b) Déterminons la loi de probabilité de X.

X=xi 0 1 2 3 Total

P(X=xi) | 0074 | 0,307 | 0,424 | 0,195 1

p(X =k) = Ckp¥ xq" % avecp=0,58,q=1-p=042etn=3
p(X=0)=cIxp’xq3=cdx0,58°x%x0,423 =1x0,58° x 0,423 = 0,423 = 0,074
p(X =1) =Cipt x q%? =C3 x 0,581 x 0,422 =3 x 0,58 X 0,422 = 0,307

p(X =2)=c2p?xq' =c2%x0,582%x0,42' =3 x 0,582 x 0,42 = 0,424

p(X =3)=C3p3xq°=1x0,58x%x0,42° =0,58° = 0,583 = 0,195

c) Calculons |I'espérance mathématique E(X) de X.

EX)=np=3x0,58=1,74

3. Soit n un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2 . On note p,, la probabilité que Mariam
réalise au moins une fois un bénéfice pendant n jours successifs sur une période de n jours.

a) Justifions que vn > 2:p,, = 1 — (0,42)™.

Soit g, la probabilité que Mariam ne réalise jamais de bénéfice pendant n jours successifs sur une
période de n jours.

Gn=pX=0)=cpp’xq"=1x1xq"=q"avecq=1—p = 0,42
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gn = (0,42)* donc p, =1 —q" =1 — (0,42)"
b) Déterminons la valeur minimale de n pour qu'on ait p, = 0,9999.

Résolvons |'équation p,, = 0,9999

pp > 0,9999 & 1 — (0,42)" > 0,9999 < —(0,42)" > 0,9999 — 1
& —(0,42)" > —0,0001 < (0,42)" < 0,0001
& In(0,42)" < In(0,0001) < nIn(0,42) < In(10™%)

en> ;:2;‘&120)) car In(0,42) < 0 (en effet :0,42 < 1)

pp =09999 & n > 10,6 @ n > 11

La valeur minimale de n est 11.

PROBLEME
PARTIE A

Soit r la fonction définie sur R par: r(x) = xe™
On considére |'équation différentielle (E) :y' +y =r
Soit g la fonction dérivable et définie sur R par: Vx € R, g(x) = %xze‘x

1. Démontrons que g est une solution de |'équation ( E ).

1 1 1 1
’ =(Zx2e=%) = Z(2xe~* — x2¢~%) = —x__2—x:(1__) -x
g/ = (3x%7) =2 @xe™* —x?e™) = xe ¥ —2ae x)xe
' 1 1
gx)+gx)= Exze_x +xe™ — Exze‘x =xe ¥ =7r(x)

Donc g est une solution de |'équation (E)

2. Soit |'équation différentielle (F): y' +y = 0.

a) Démontrons qu'une fonction ¢ est solution de ( E ) si et seulement si ¢ — g est une solution de (F).

Si @ est solutionde (E)alors ¢’ +¢@ =7 (@' +¢)—(g'+g) =T —r =0 On en déduit que: (o' —
Orgest solutionde (E) alors g'+g=r

g") + (¢ — g) = 0 donc ¢ — g est solution de (F) Réciproquement: Si ¢ — g est solution de (F) alors
(' —g')+ (¢ —g) =00nendéduit que: (¢’ +9)—(g'+9) =0=¢' +¢ =g’ + g Orgest solution de
(E)alors g’ + g = r donc ¢’ + ¢ = r Donc ¢ est solutionde ( E )

b) Résolvons |I'équation différentielle (F).

Les solutions de |'équation différentielle (F) sont de la forme : ke™ avec k € R c) En déduisons la
solution ¢ de (E) qui vérifie ¢(0) = —%.

¢ — g est une solution de (F) donc ¢ — g est de la forme ke ™ avec k € R
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P(x) — g(x) = ke™ = ¢(x) = g(x) + ke ™* = Zx2e ™ + ke ™ avec k € R
1
(p(0)=502e‘°+ke‘°=0+k><1 =k

-_3 =_3 _1 2,-x_3
p(0)=--ek= 2donc:(p(x)—zxe ~e

PARTIE B

1. a) Calculons lim,_,_ f(x)
x? -3

e™™* =+
2

lim,,_o f(x) =lim,_,_o

x%2-3

Cary_,_o limy_,_o,, —— = +oo et lim,_,_,e ™™ = +o0

b) Démontrons que la courbe (C) admet en — une branche parabolique de direction celle de (0).

x* =3 x 2 2
f(x) 5 € x“=3 _ 1 x*-3 1 3\
= = e ¥ ==X Xex=—<x——>ex
x x 2x 2 x 2 x
lim,_,_o, @ = —oo car liqu_wz =0 et lim,_,_,x = —0 et lim,_,_,e™* = +o Donc (C) admet en —o une

branche parabolique de direction celle de (O)).
2. Calculons la limite de f en 4+ et interpréter graphiquement ce résultat.
3.a) Soit f' ' la fonction dérivée de f.

2
3+2x—x2 _,
2

, _x2—3 _x'_ x2—3'_x x*-3
f(x)—<2 €>—<2>€ + > (e™)

Démontrons que : Vx € R, f'(x) =

1 3\ x? -3 1 x? -3
’ (-2 _ = —-x X\ — (= -x _ -x
f(x)_(z 2)e T (e (22x)e 7 )
v XP=3 x?=3\ = (2x—x>+3\ _
f(x) = xe > (e™)=|x > (e™) = 5 (e™)
, 3+2x—x*
fle) =———"¢
b) Etudions les variations de f.

3+ 2x — x? 1
fla)=——F——e"= E(—x2 +2x+3)e™

Vx € ]R,%e"‘ > 0 donc le signe de f'(x) dépend du signe de P(x) = —x? + 2x + 3

A=22—4x(-1)x3=4+12=16=>VA=16=14
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-2+4 2 -2—-4 -6

T

20D =2 3

X1
e Signe de f'(x)

f'(x) =0vx € {-1;3}

f'(x)>0vx €] —1;3]

f'(x) <0Vx €] — 00; —1[U]3; +oof

e Variations de f(x)

f est strictement croissante sur | — 1; 3]
f est strictement décroissante sur | — oo; —1 [ et sur 3; +oo[

c) Dressons le tableau de variations de f.

i L

X 0 -1 3 +00

7 e e S
L ey b
o 0

4. Démontrons qu'une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d'abscisse O est :

3 3

y=3%73
3 3
FO)=5f(0) = -3

(T):y=f’(0)(x_0)+f(0)=§x—%

5. Etudions les positions relatives de (C) par rapport a |'axe des abscisses.

x2 -3 x?-3
fx)=0& e*=0& =0oue™ =0

@x2—3=0=)x2—\/§2=0(:)(x—\/§)(x+\/§)=0
©x—V3=0o0ux+V3=0ox=v30ux=—-/3=0

e (C) coupe la droite (OI) aux points d'abscisses —3 et V3
e (C)est au dessus de la droite (OI) sur les intervalles | — oo; —V/3[ et ]V3; +oo[
e (C) est en dessous de la droite (OI) sur I'intervalle ] —v3;V3 [

6. Représentation graphique de (T) et (C).

(Voir la courbe)
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PARTIE C

1. Al'aide d'une intégration par parties, calculons: folxe‘xdx

Onpose:u=x = u' =1

folxe_xdx = [—xe ™1} — fol —e *dx = [—xe ]} — [e™*]}
folxe"‘dx =[-1xe1=(0xe)]—-[et—e0=--e1-(e"1-1)

2
folxe_xdx =—el-—el41=1-2e1= -2

2.a) Vérifions que f est une solution de I'équation différentielle (E) de la partie A.

x2-3 3+2x—x% _
flx) = e fl()=——F——e™"
2 2
g _x*-3 _x_|_3+2x—x2 X2 =343+2x—x* _
f)+f'(x) = > € > e” = > e

2x
fO)+f'(x) = e =xe =r(x)

Donc f est une solution de I'équation différentielle ( E ).
b) En déduisons que : Vx € R, f(x) = —f'(x) + xe™
D'apres la question 2.a), f(x) + f'(x) =xe™ = f(x) = —f'(x) + xe™

c) Er Utilisant la question précédente, calculons en cm2 I'aire A de la partie du plan limitée par la courbe
(C), la droite (OI) et les droites d'équations x = 0 et x = 1.

f(x) < 0 sur l'intervalle ] —V3; /3 [et en particulier sur |'intervalle [0; 1]

A= [, = f)dxx UA= [, [f'(x) — xe*]dx x UA
A= (folf’(x)dx — folxe‘xdx) X UA = ([f(x)](l) — (1 - S)) X UA

A=(—et+3-14) xvua=(—ei'+3-1+2e7)xUA= S+ e )xUAA=(G+e) x B cm? =
(4 + 8e~1)cm?
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Figure (représentation graphique de (T) et (C))
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CORRECTION SESSION NORMALE 2014 SERIE D

EXERCICE 1
1. a) Démontrons que |'écriture complexe de S est : z' = %(1 —i)z.
L'écriture complexe de S est sous la forme z' = az + b,a € C* et b € C.

b=0 b=0
S(0)=0 ax0+b=0 320 10
{S(C)=B=’{a(5+i)+b=3—2i@{a= 5+l_“:’ a= 2‘

Donc z' = %(1 —i)z.
b) Déterminons les éléments caractéristiques de S.

e Lerapport: k = E(l — i)| = g

« L'angle 6 = Arg(3(1- 1))

cos(0) = \/2—5 .
On a: 7> 6=—7
sin(@) = -

e |LecentreestO

c) Déterminons |'affixe du point D qui pour image le point C par S.

Ona:SD)=Co-(1-Dzp =z ©5(1—-Dzp =5+i

@ZD=4+6L

2. a) Justifions que |'affixe z; du point B, image de B par S est %(1 — 5i0)
Ona: S(B) =By &5 (1—i)zp =2, © 2z =5(1—)(3 - 2i)
1
&z = > (1-50)
b) Justifions que le triangle OBB, est rectangle et isocéle en B;.
On a: 2281 _ 75=%1 5+i

= - = —j donc le triangle OBB; est rectangle et isocéle en B;
Zo—Zp, Zp—2 —1+5i

n
3. a) Démontrons par récurrence que: Vn € N, z,, = G) (1—i)"z,.
. i 1\
Soit la proposition P(n):vn € N, z,, = (5) (1 -0z,

e Vérifions que P(0) est vraie
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0
Pourn=10,0onaz, =2z = (%) (1 —1)°z, donc P(0) est vraie .

Supposons que P(n) est vraie pour tout n € N. Démontrons que P(n + 1) est vraie.

VneEN,z,,.4 = G) 1-iz,0rz, = G)n (1-1D"z
Donc 4 = (3) (1 - 1) x (%)n (1 = i)z,

1 n+1 .
Znyy = (5) (1 - )"z, et P(n + 1) est vraie.

. 1\" .
- Conclusion: vn €N, z, = (5) (1 -0z

b) Calculons la distance 0B,, en fonction de n.
Ona:
n

0B, = lz,] = (%) X 1= il x |20] = (%) x (V)" x V3 = 0B, = VI3 x (?)

¢) Calculons lim,,_, , o, 0B,,.
n n
lim,,_, 40 OB, = lim,,_,; 0o V3 X (‘/;) = Ocar%E < 1 donc lim,_ ;o (g) =0

EXERCICE 2

1. Représentons le nuage de points associé a la série statistique double ( X,Y ).

i ey A B S g e B e G o 6 e e

= peammme

R T N L AN e O RS TR O B IO R BN B Ui R AR ... B0 2 ¥x
2. Déterminons les coordonnées du point moyen G de la série (X,Y).

Calculons X.

> 1+2+4+3+4+5+7+7+8+9 45 =
X = 5 = ry =>X=5

Calculons Y
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_ 25+27+30+33+34+35+38+41+43 306 _
Y= 5 =3 =>Y =34

Donc le point moyen est : G(5; 34).
3. a) justifions que la variance V(X) = =

12 4+22 432442 4+52 462472482492 5
V(x) = 5 -5

285 285 —225 60 20

b) Justifions que la covariance de X et V est %.

1XxX25+2%x27+3%x30+4%x33+5%x34+6%x35+7x38+8x%x41+9x43

cov(x,y) = 3 —5x%x34

1662 1662 — 1530 132
cov(x,y) = 5 - 170 = =

5 3 = cov(x,y) = 3

4. a) Déterminons la valeur du coefficient de corrélation linéaire.

44
cov(X,Y) 3 44

r = = =
VX))V (Y) 20 98 V1960
v \/? 3

=r =099

b) |r] > 0,87 donc on peut envisager un ajustement linéaire.

5. a) Déterminons une équation de (D).
Ona(D):y=ax+b

cov(X,Y) 44 3 11
= =—X—>a=—
v(X) 3720 5

_ _ 11
b=Y—aX=34—?x5=>b=23

Donc (D):y = Tx +23

b) Tragons (D). (Voir figure)

6. Donnons une estimation du nombre de bacheliers qui accéderont aux études supérieures en 2020.
e 2020 correspond a x = 18
e Doncy=7x18+23=y =626

Le nombre de bacheliers qui accéderont aux études supérieures en 2020 est estimé a 62600 .
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PROBLEME
PARTIE A
1. a) Déterminons la valeur de b.

g(0)=0+(ax0+hb)e’=0b
g0=1eb=1

b) Déterminons la valeur de a.

(T) est paralléle a (D) donc g'(0) =1

Pour tout x E R, g'(x) = 1+ (—ax + a — b)e*
g0 =1e1+(-ax0+a—1)’=1
ca=1

2. a) Calculons h'(x), pour tout x élément de R.

pour tout X élément de R,h'(x) = eX —1

b) Dressons le tableau de variation de h.

hx)=0ee*-1=0

©x=0

Vx €] — o0; 0[,h'(x) < 0 Donc h est strictement décroissante sur | — oo; 0[
Vx €]0; +o0 |,h'(x) > 0 Donc h est strictement croissante sur ]0; +oo[

Tableau de variation de h

h'(x) < +
h(x) \ /
:

c) Déduisons que : Vx € R, h(x) > 0.

1 est le minimum de h sur Ret 1 > 0 donc Vx € R, h(x) >0

PARTIE B
1. a) Calculons la limite de f en —oo
lim,,_o f(x) =limy,_ox+ (x + 1)e™* = —o0
car lim, ,_,x = —oo,limy,_,,(x + 1) = —c0 et lim,,_,e ¥ = 4o

b) Justifions que : lim,_q, T = +o0
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X x+ (x+1e™™ 1
lim,_,_ @ =lim,_,_e % =lim,,_1+ (1 + ;) e ™ = 4o

carlim,_,_q (1 + %) =1letlim,,_,e™ =+
c) Interprétation graphique

La courbe (C) admet une branche parabolique de direction (OJ) en —co,

2. a) Calculons la limite de f en +x

x+1 X 1
f(x)=x+(x+1)e_x=x+e—x=x+e—x+e—x
. . X .1
Jim f(x) = +e0 car lim x = 4o et lim — = lim — =0

b) Démontrons que (D) est une asymptote a (C) en +co.

x+1_x 1

limy, 400 f(x) —x =0 car limy_, 4 eix =limy_ 4o eix =0

Donc la droite (D) d'équation y = x est une asymptote a (C) en +co.
c) Etudions les positions relatives de (C) et (D).

Pour tout x ER, f(x) —x = (x + 1)e™™

Pour tout x € R,e™ > 0 donc le signe de [f(x) — x] dépend de x + 1
Pour tout x €] — o0; —1[, f(x) —x < 0= f(x) < x

Pour tout x €] — o0; —1[, f(x) —x > 0= f(x) > x

e (C)est au-dessous de (D) sur ] — o0; —1]

e (C)estau-dessus de (D) sur]—1;+oo]
3. a) Démontrons que : Vx € R, f'(x) = e *h(x)
VxER f'(x)=1+e™*—(x+1De*=1+e*—xe*—e7*
=1l—-xe*=e*(e¥—x)orh(x)=e*—x
donc f'(x) = e *h(x)
b) Déterminons le sens de variation de f
Vx €R, f'(x) = e *h(x)

Vx ERe*>0eth(x)>0=f'(x) >0
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Donc f est strictement croissante sur R.

c) Dressons le tableau de variation de f.

X - 0C -+ 00

£fi(x) +

f(x)
/

4, Construisons (C) et (D ) et (T).
Voir figure

+0o0

5. a) Démontrons que f est une bijection de R sur R.

f est continue sur R car dérivable sur R et f est strictement croissante sur R, donc f est une bijection
de Rsur f(R) = R.

b) Calculons (f71)'(1)

e Onaf(0)=1=f11)=0
e fIFTT M) =f'(0)=1

—_ ! 1 1
* Donc (f'(1) = 5y = 705 = 1

¢) Construction (T) voir figure

(I et (C) sont symétriques par rapport a la droite d'équation y = x.

PARTIE C
1. Al'aide d'une intégration par parties, démontrons que :

vneN, I, =(—2—n)e " +e.

vneN I, = [ (t+ 1)etdt

Posons: u(t) =t+1letv'(t) =et
u@®)=1v()=—et

donc I, = [~ (t + Ve t]*, — [ —e~tdt
L, =[-(t+ e t—e t",

Iy =[(-t—2)e™"]%
I,=(-2—-n)e™—(1-2)e
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I,=(-2—-n)e " +e
2. Calculons I'aire A,, en cm? de la partie du plan limitée par la courbe (C), la droite ( D ) et les
droites d'équations x = —let x =n

Ap = f_nl (f(x) —x)dx - cm? = f_nl (x + 1)e *dx - cm?
Ona: 4, =1, cm?
A, =[(-2—-n)e ™™+ e] - cm?

3. Calculons lim,_, ;o Ay,

-n —2—n -2 n
An—(—Z—n)e +e= on e_e_n_e_n+e
. . -2 . -n
lim,_, A, =e carlim,_ . == limy, 40 == 0

Figure (Constructionde (C) et (D ) et (T ) et construction de (T) ).

(O

..........

.
"

......

........
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CORRECTION SESSION NORMALE 2013 SERIE D

EXERCICE 1

1. a. Figure

b. Déterminons la forme algébrique du nombre complexe %
2741

73—z, _ (2+4D-2 _ 40 2x2i _ 20 _ 2i(1-0) _  2i+2

Zy—zy  4+2i—2 2420 201+ 1+ (A+D)(1-0)  12+1+1y2
Z3—z1 _ 2420 _ 2(1+0) _ 141

Zy—2, 2 2

2. Onnote S la similitude directe de centre K qui tfransforme A en B.

a. Démontrons que |'écriture complexe de S est z' = (1 + i)z — 2i :
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L'écriture complexe de S est de la forme : z' =az+ b :
SK) =Ko zg=azgx+beozy=az,+Db
SA)=Bozg=azy+bez3=az,+b

Z3—Z1

RQ)-VOVez3—z,=a(z,—z)) ©a= =1+

2-7,
zZi=az1+beb=z1—az;=2z1(1—a) =21 -1 +1i)) = 2(-i) = -2i
On déduit que : z’' = (1 4+ i)z — 2i

b. Déterminons les affixes respectives des points I’ et J'.

1(1,0) donc z; = 1;J(0,1) donc z; = i
zp=1+i)z—2i=1+i)x1—-2i=14+i—-2i=1—1i

zp=(1+0z—2i=A+i)xi—2i=i-1-2i=-1—1i

3. Déterminons le rapport et une mesure de |I'angle orienté de la similitude S.
z'=A+1i)z-2i

Soit k le rapport de S:k = |1 +i| =V1Z+ 12 =2

Soit 0 I'angle de S: 6 = arg(1 + i)

o 1 1 V2
cosf = =—=—
1+i vz 2

5o 1 1 W2
MY T 1w T2 2

N B

4. Soit (C) le cercle de centre Q(1;1) et de rayon

a. Tracé de (C) (voir figure).
b. Déterminons le centre et le rayon de ( €' ), image de (C) par S.

NB: I'image d'un cercle par une similitude est un cercle dont le centre est |'image du centre du premier
cercle par la similitude et son rayon est le rayon du premier cercle multiplié par le rapport de la
similitude.

Lerayonde (C')est: R" =k XR=+v2x2=2V2
Le centre de (C') est Q' image de Q(1;1) par la similitude S.
Zg=(1+Dzq—2i=1+)A+)—2i=1+i4i-1-2i=2i—2i=0
On en déduit que: Q'(0;0) soit Q' =0
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c. Construction de ( C" ) (voir figure).

5. a. Déterminons |'image par S de la droite (IJ).
L'image de la droite (IJ) est le droite ( (I']").

I' et J' étant les images respectives des points I et J (voir 2.b).

Constructionde ( (1

b. On désigne par E le point d'intersection de (C) et la droite (IJ) d'abscisse négative.
Plagons E et I'image E' de E par S (voir figure).

Justifions la position du point E’.

E étant le point d'intersection de (C) et de la droite (I), on en déduit que E'est le point d'intersection de
(C")et deladroite ((I']")

De plus, S(E) = E’ donc Mes(KE,KE) = .

EXERCICE 2
1. Déterminons les valeurs exactes de u, et u,.
1 1 V2
Uq + > Ug + > V2=2+ >
1 1 V2 V2 V2
Uy +2u1 +2(2+2> 2+1+4 3+4

2. a.b.etc. (Voir figure)
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3. a. Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n,u, < 4.

Uy = V2 < 4 = uy < 4 donc la propriétéest vraie & |'ordre O.

Supposons qu'il existe un entier naturel k quelconque tel que : u; < 4.

Démontrons que uy,, < 4

uk<4:> Xy < %x4:>2+ Xuk<2+ X 4= 2+ ~ Xy < 4

= uk+1 <4
Conclusion : pour tout entier naturel n,u, < 4.

b. Démontrons que la suite (u) est croissante.

1 1
un+1—un=2+§un—un=2+un<——1>=2—Eun

or‘un<4:>——un2——><4=>——un2 2=>2——un>0
= U1 — Uy 20

On en déduit que la suite (u ) est croissante.

c. En déduisons que la suite ( u ) est convergente.

u, <4 = (u) est majorée.

Ups1 — Uy = 0 = (u) est croissante.

(u) étant croissante et majorée, elle est donc convergente.

4. Soit v, = u, — 4, pour tout nombre entier naturel n.

Démontrons que (v) est une suite géométrique.

— _ 1 _1 _1 1 Vna1
vn+1—un+1—4—2+5un—4—zun—2—E(un—4)—5vn:> o

de raison % et de premier terme vy =uy —4 =2 —4

5. On pose, pour tout nombre entier naturel n :
a. Déterminons une expression de T, en fonction de n.
1-— qn+1
T,=vo+v;++v, =75 X -4

n+1

)1 —(\/2—4)><—1_()
2

l\JIH

Tn=(\/i—4)>< (

NN =

Tn=2(\/§—4)><<1—@)n+l>—2(‘/_ 9x(1 2n1+1)
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b. Justifions que : S, = 2(V2—4) (1 - o) + 4(n + 1)

2n+1
Vp=u,—4=>u,=v,+4

Spn=ugtu +-.Ftu,=vo+4+v,+4...tv, +4
Sp=vo+vi..tr,+(@+4++4) =T, +4(n+1)

S0 =202 = ) (1= 57 ) + 4+ 1)

c. Déterminons la limite de S,,.
S, =T, +4(n + 1) = limS,, = limT,, + lim4(n + 1)

Or T, est une suite géométrique de raison g = % < 1= 1imT,, = 0 Donc limS,, = lim4(n + 1) = +

PROBLEME

1. a. Caculons lim,_,_ f(x).
lim,,_o f(x) =limy,_x? —1+1In(1—x) =+
Car lim,_,_,x2 —1 =+ et lim,_,_,In(1 — x) = lim,_;,In(x) = +o
b. Calculons lim,_,_,, —— f( ) puis en donnons une interprétation graphique.

llmx_) oofgcx) x_)_oox 2—1+In(1-x)
In(1-x) -0

X

= lim,_,_ Oox——+M

- - —oo Car limy,_,_,x = —o et limy_,_, - =0 et

X

lim,_,_q

fe) _

im0 == = =001 (C) admet une branche parabolique de direction (O)).

c. Calculons la limite de f a gauche en 1 puis en interprétons le résultat.
lim,_ f(x) =limy;x> —1+In(1—x) = —
Car lim,_,x* — 1 = 0 et lim,_;In(1 — x) = lim,_,oIn(x) = —o
2. a. Pour tout nombre réel x de |'intervalle ] — o0; 1] , calculons f'(x).
fl(x)=(x*—1+In(1-x))' = 2x+(11+9;),= 2x+%

fle) =

2x(1 x) 1 2x—2x2—1 _ 2x?-2x+1
1-x - x—1

b. Démontrons que f est strictement décroissante sur | — oo; 1].

2x%-2x+1

frex) =
Soit P(x) = 2x2 —2x +1
A=(=2)2—4x2x1=4—8=-4<0

Vx €] —o0;1[,2x2 —2x+1>0et Vx €] —o0; 1[,x —1 < 0
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Donc Vx €] —oo;1[, f'(x) < 0
D'ou f est strictement décroissante sur | — oo; 1]

c. Dressons le tableau de variation de f.

3. a. Démontrons que (E): x €] — oo; 1[, f(x) = 0 admet une solution unique a.

f est continue et strictement décroissante sur | — oo; 1|
f(l = o0;1[) =] = o0; +oof

0 €] — 00; +oof

donc (E): f(x) = 0 admet une solution unique a sur ] — oo; 1|
b. Justifions que —0,7 < a < —0,6.

f est continue et strictement décroissante sur | — oo; 1[ et en particulier sur ]1-0,7; —0,6[

£(—0,7) = 0,02

06— —0 17} = F(=0,7) X f(~0,6) <0 d'oll —0,7 < & < —0,6

4. a. Démontrons qu'une équation de la tangente ( T ) a (C) au point d'abscisse O est :
y=—x-—1
(T):y = f'(0)(x — 0) + f(0)

2><02—2><0+1_ 1

fO=——g—=3="1

f(0)=02-14+In(1-0)=-1+In1l=-1+0=-1
M:y=-1x-0)+(-1)=—x-1
b. Tragons (T ) et (C) (voir figure).

5. I est |'aire de la partie du plan délimitée par (C), la droite (OI) et les droites d'équations
respectives x = a et x = 0.

a. Calculons f‘fln(l — x)dx a |'aide d'une intégrale par parties.

u' =1 v=In(1-x)
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J In(1 = x)dx = [x-In(1 - 0] — [ —dx

J;In(1 = x)dx = [x-In(1 = 0]% — [} 1+ —-dx

=[x In(1—x)]% — [x + In(1 — x)]§

=[x-In(1-%)—x—In(1-2x)]2

=[0-In(1-0)—-0—-—In(1-0)]—[a-In(1—a)—a—In(1—a)]
f‘fln(l—x)dx:—a-ln(l—a)+a+ln(1—a) =a+(1—-a)-In(1-a)

3
b. Démontrons que la valeur de H en unités d'aire est 4 = “? —2a—(1—a)n(1 - a).

A=—[ f(x)dx - UA=—[_x* =1 +In(1 — x)dx - UA

3 0
A=—(f‘fxz—ldx+f‘fln(1—x)dx)-UA=—([%—x] +f;ln(1—x)dx>-UA

A=— <0—3—0>—<a—3—a>+f;ln(1—x)dx>-UA=—(—%3+a+f;1n(1—x)dx>-UA

3 3
ad ad
A=—<—?+a+a+(1—a)-ln(1—a)>'UA=—<—?+2a+(1—a)‘ln(l—a)>-UA

o3
A=<?—2a—(1—a)-1n(1—a)>-UA

c. Déterminons en cm? |'arrondi d'ordre 2 de la valeur de A pour a = —0,65.

al al
A=<?—2a—(1—a)-ln(1—a)>-UA=(?—Za—(l—a)-ln(l—a)>-4cm2

(—0,65)3

A= <T — 2% (=0,65) — (1 — (=0,65)) - In(1 — (—0,65)) - 4 cm?
(~0,65)° ,

A= (T +(1,30) — (1,65)) : ln(1,65)> 4 cm

A =1,53 cm?

6. a. Calculons f(—1).
fF(-D)=(1)2-1+In(1-(-1)=1-1+In2=In2
b. Démontrons que le nombre dérivé de f~* en In 2 existe puis le calculer.

/ _2(=1)*-2(-1)+1 _ 2x1+2+1 _ 5 _ -5
f (_1) - (-1-1 - -2 T 27 2

f'(—=1) # 0, on en déduit que ! est dérivable enIn2 et (f~1)'(In2) = f,(l_l) ~< ==

c. Construction de la courbe (C')° et de sa tangente (A) au point d'abscisse In 2 sur la figure de la
question °4.b.
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CORRECTION SESSION NORMALE 2012 SERIE D

EXERCICE 1

1. Représentation graphique du nuage de points.
Echelle :

2 cm pour 10 centaines de francs sur (OT)

2 cm pour 2 dizaines de colliers sur (OJ).
4 0

0 fedd 3050 i 20,5305 5 00 50..5..60 70..5..80 30 140 X

2. Calculons les coordonnées du point moyen G du nuage.
54+60+66+72+84+90+96+102 624

X = =178
8 8
;_18+16+415+13+1049+8+7 9% _
- 5 =5=
3. a. Calculons la variance V' (X) de X.
542 4+ 60% + 662 + 722 4+ 842 + 902 + 962 + 1022
V(X) = — 782

8
50832
V(X) = 3 782 = 6354 — 6084 = 270

b. Calculons la covariance COV(X;Y).

54x184+60x16+66%x154+72%x13+84%x10+90%x9+96%x8+ 102 %7
COV(X,Y) = 3 —78x 12

6990
COV(X,Y) = 3 936 = —62,25
¢. On admet que V(Y) = 14,50.

Démontrons que I'arrondi d'ordre 2 du coefficient de corrélation linéaire est égal a —0,99.
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_COV(X;Y) _ —6225 _ —6225
T VOXV(Y)  V270x145 3915
r=-0,99

—0,994

4. Soit (D) la droite de régression de Y en X par la méthode des moindres carrés.

a. Justifions que |'arrondi d'ordre 2 du coefficient directeur de (D) est égal a -0,23.

COV(X;Y) —62,25
= = = —0,23
V(X) 270

b. Démontrons qu'une équation de la droite (D) est:y = —0,23x +2994.y=ax+b=>jy=ax+b=>b =
y —ax =12 — (—0,23) x 78 = 29,94 Donc (D) a pour équation: y = —0,23x + 29,94

5. Pour |'année 2011, Madame Kouamé souhaite fabriquer un nouveau type de collier qu'elle vendrait
a 11500 francs CFA I'unité.

Déterminons le nombre de colliers de ce type qu'elle pourrait vendre selon I'ajustement linéaire réalisé.
11500 francs CFA = 115 centaines de francs CFA

Pour X = 115, déterminons y en utilisant |'équation de la droite d'ajustement.

y=-0,23 x 115+ 29,94 = 3,49

y = 3,49 dizaines de colliers or 3,49 dizaines sont égales a 34,9 soit 35 colliers.

Elle pourrait donc vendre 35 colliers au prix de 11500 francs CFA |unité.

EXERCICE 2

U1=3

On considere la suite numérique U définie sur N" par :4,,  _1¢, . 4.
n+l — 5\Yn + U_n

1. a. Représentons sur |'axe des abscisses (OI) les termes U,, U, et U; de la suite Uen utilisant la
courbe (C) et la droite ( (D).




b. Quelle conjecture peut-on faire quant a la convergence de la suite U ?

La représentation graphique des termes de la suite U permet de conjecturer que la suite U converge vers
2.

2. Onadmet que f est continue et strictement croissante sur [2;3].

a. Démontrons que f([2;3]) < [2;3]

f est continue et strictement croissante sur [2; 3].

F2:3D = @i f®] =[5 (2+2):3(3+2)] = [22] < [2:3] done £((2:3]) < [:3].

b. Démontrons par récurrence que pour tout entier n > 1,2 < U, <3

Pour n =1,U; =3 = 2 < U; < 3 la propriété est donc vraie a I'ordre 1.
Pour n > 1, on suppose que 2 < U, <3 =2 < f(U,) < 3.

d'apres la question 2.a)

Donc 2 < Upy4 < 3 la propriété est donc vraie a l'ordre n + 1.

AlorsvneN,2 <U, <3

3. a. Démontrons que la suite U est décroissante.

Calculons la différence U, ., — U, et montrons que U, — U, <0

1 4 1 2 1 2
Un+1—Un—E(Un+U—n)—Un—5Un+U—n—Un—EUn—Un+U—n

_y. =y _2 2 __1 2 _ ZURHs _ 4-UR
Un+1 = Un _ZU" 2U"+Un - 2Un+un 72U, | 2Uy
o @+UD@R-Un) _ 24Uy _
Upsy = Uy = 02200 = 20 (2= Uy)
24Uy,
2<U,<£3=>U0,>0> >0
n
24Uy,

Donc le signe de U, — U, x (2 — Uy) est celuide (2 — U,)

U,

Etudions le sighe de (2 — U,)
2<U,<3=>-22-U,2-3=>-3<-U,<-2
= 342<-U,+2<—-2+42>-1<2-U,<0
=2—-U, <0Donc Up,y —U, <0
On en déduit que U est décroissante.
b. En déduisons que la suite U est convergente.

La suite U est décroissante.

U est minorée par 2 (car2 < U, < 3).
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Donc U est convergente.

4. On considére la suite V définie sur N* par : V;, = 5”3
a. Démontrons que pour tout entier n > 1,v,,, = (v,)?
U, — 2 Upyq — 2
= = =—
Ty w2 Ty 2
1 4 1 2 _Up, 2 _ Ui+4
Or Upyq —E(Un +U_n) —EUn +U_n_7+U_n_ 20U,
UZ+4 UZ+4-4Up
n n 2Upn
Donc Vyy = ;;H - u%liijﬂun = Wpr2)?
2Un + 2Un 2Un
po_Wam2? 20, (WU =2) (Un—Zf )2
= X = = =
n+l 2U, U, +2)2 U, +2)?2 \U,+2 n

b. Démontrons par récurrence que pour tout entier i > 1,v, = (V)2
vn = 1,41 = ()2

On en déduit, Vi1 = (V)2 &V, = ()2 = (1)F

Donc la propriété énoncé est vraie pour n = 2.

On suppose que Vn > 1,v, = (V})2"

Montrons que V,,,; = AU

Vn+1 = (Vn)z
—142 - xaM—1 _
= Vppr = [P = )P = ()27 =) = ()

Donc vn = 1,1, = (1)2""
c. Calculons V; puis exprimer V, en fonction de n.

Up—2 u;—-2  3-2 1
Up+2

T U+2 342 s
-1 1 2n—-1
v, = (1) >V = (g)

Un

d. Exprimons U, en fonction de n.

vn=Z:;Z=>vn><(Un+2)=un—2=>vn><Un+2vn=un—2
SV, XU, — Uy, =—=2—2V, > U,(V,, — 1) = =2 — 2V,
—2-2V, 242V,
SUhn=n 2=,
2+2(1)2n_1
=>U, = 2

1_(%)211—1

e. Démontrons que limV = 0.
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2n-1
limy, =lim(3) =0 car —1<:<1

En déduisons la limite de U.

it — 1 22 2402
1mn—1m1_Vn_1m1_0_I_
PROBLEME
PARTIE A

On considére la fonction g dérivable et définie sur | 0; +oo[ par: g(x) = e* + 2lnx

1. a. Déterminons lim,_,g(x) et lim,_,, g(x).

limy_og9(x) =limy_ge* + 2lnx = —o0

car lim,_ge* =e® =1 et lim,_olnx = —
limy, 00g(x) =limy, ne* + 2lnx = +oo car lim,_,,,e* = +oo et limy_, ;o Inx = 400

b. Calculons g'(x)
! _ X I __ x\/ I _ X 1 — pX 2
g'(x) =(e*+2Inx) = () +2(nx)" =e +2(;)—e +-
c. Etudions le sens de variation de g puis dressons son tableau de variation.
() = e+ 2
X)=¢€ —
9 X
Vax €]0; +oo[,e* > 0 et => 0
Donc g'(x) = e* +§> 0Vx e] 0; 4o0].

On en déduit que: g est strictement croissante sur ]0; +ool.

Tableau de variation

2. a. Démontrons que g(x) = 0 admet une solution unique a sur ]0; +ool.

g est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[
9(10; +oo[) = ]—00; 400l
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0 € |—o0; 0.

Donc I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a sur ]0; +ool.
b. Vérifions que 0,4 < a < 0,5.

g est continue et strictement croissante sur ]0; +o[ et en particulier sur [0,4;0,5]
g(0,4) = e%* +2In0,4 = —0,34

g(0,5) =e% +2In0,5 = 0,26

g(0,4)xg(0,5) <0

Donc 0,4 < a <0,5

Vx € ]0;af, g(x) <0;

c. Démontrons que : {VX €]a; +oo[, g(x) > 0.

Tableau de signe

g(x)

Signede g(x) — 0 B

On en déduit:
vx €]0; af, g(x) € ]—;0[ donc g(x) <0
Vx €| a;+oo[, g(x) € ]0;+oo[ donc g(x) >0

PARTIE B
P . . . f)
1. a. Déterminons lim,_, . f(x) et lim,_ =
o f(x)=e*+2xlnx—2x= x(ex—x+ 2lnx — 2)
ex
lim, 00 f(x) =limy x <7 + 2lnx — 2) = 400

. . e* .
car lim,_,, »x = +00;lim, — =t lim, , ;Inx = 400

f) e*

lim, — - limy 400 ™ +2lnx—2 =+

. ex .
car lim,_, o ~ = +oo et limy_,,Inx = 400

b. Interprétons graphiquement les résultats.

218



lim oo £ () = +00 € limy 400 L2 = +o00

donc (€) admet une branche parabolique de direction |'axe (OJ).

2. a. Démontrons que f est continue en O .

f(0)=1

lim, o f(x) = 1 car lim,_ge* = e® = 1;lim,_oxInx = 0 et lim,_,,2x = 0 lim,_,, f(x) = f(0) donc f est
continue en O.

fG)=f(0) _
0 o =

b. Démontrons que lim,_, —oo,

fx)—f(0) e*+2xlnx—2x—1 e*—1+x(2lnx—2)

X X X
x)—f(0) e*-1
@) f()= + 2lnx — 2
X X
lim,._, M = —oo car lim,_, % =1etlim, ,o2lnx —2 = —o0

c. La fonction f est-elle dérivable en O ? Justifions la réponse.

()= £(0) _

X

lim,_q

f)=f(0)
X

lim,_, n' est pas finie donc f n'est pas dérivable en 0.

d. Interprétons graphiquement le résultat de la question 2.b.

fE=£©) _
X

lim,,_,o —oo donc (C) admet en O une tangente verticale.

3. On admet que f est dérivable sur | 0; +oo].
a. Démontrons que : Vx €]0; +oo |, f'(x) = g(x).

f'(x) = (e*+2xInx — 2x)" = (e*)" + (2xInx)' — (2x)' = e* + 2Inx + Zx&— 2f'x)=e*+2Inx+2-2=
e* 4+ 2lnx = g(x)

b. Etudions les variations de f puis dressons son tableau de variation. vx € |0; +oo|, f'(x) = g(x)

Donc le signe de f'(x) est le méme que celui de g(x).

Vx € 10;a|, g(x) <O0;

Or d'aprés Partie A, 2.c.: {Vx € |a; +o|, g(x) > 0.

(Vx € 0;], f'(x) <O
Done: {Vx € |a; +ool, f'(x) > 0.

L est strictement décroissante sur |0; a],
On en déduit que: / ' ' 10; al
f est strictement croissante sur |a; +|.
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Tableau de variation

o tt @ +o0
(x) e 0 -+

1 + 00
£x) R T

4. Tragons la courbe ( (C) sur l'intervalle [0; 2].
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CORRECTION SESSION NORMALE 2011 SERIE D

EXERCICE 1

1. a. Démontrons que la suite (v,,) est convergente.
i iy n2+2n_1' n? +2n i nz_l
e = 1m(n+ 12 1mnz +2n+1 lmnz N

= limy, =1
limv, existe et est finie doncla suite (v,) est convergente.

b. Démontrons que la suite (v,) est croissante.

_n*+2n  n(n+2) _(+D((+D+2) (n+D(n+3)
MEmEDZ mADZ UM T T (DA D2 | (n+2)2
_(+1D)®m+3) nn+2) @+1)°(n+3) n(n+2)3
1 T T2 i+ D2 (n+ 22+ 12 (n+ 2)2(n + 1)2
_(m+1))(n+3)—nn+2)°
Unt1 —Un = (n + Z)Z(Tl + 1)2
_(+1D)*!(n+ D +3) —n®n+2)(n+ 2)?
U1 = Pn = (n+2)2(n+ 1)2
(@ +2n+ 1D +4n+3) — (n® + 2n)(n® + 4n + 4)
Pt T U = (n+2)2(n + 1)?
_ (n*+6n®+12n% +10n + 3) — (n* + 6n° + 12n* + 8n)
Pnt1 = Vn = (m+2)2(n + 1)
2n+3

Yt T T TN (1 1)2

2n+3 >
(n+2)?2(n+ 1)?

vneN,2n+3 > 0et(n+2)’(n+1)2>0> 0

Donc vn € N*, v, — v, > 0.

On en déduit que la suite (v,) est croissante.

Autre méthode
_ n?+42n _ (n+1)?+2(n+1)
Un = ar1)2 et Vn1 = (n+2)?

_ (m+1D)?+2(n+1)  n+2n _ (n+D2+2(n+1)+41-1  n?+2n+1-1

Vn+1 = Vn (n+2)2 (n+1? (n+2)2 (n+1)?
_ (n+1+1)%2-1 _ (n+1)2-1 _ (n+2)?-1 _ (n+1)?-1 I [ 1 ] _ 1 1
T (n+2)? (n+1)2 ~ (n+2)? (n+1)2 (n+2)2 (n+1)2] T (n+1)2 (n+2)?
I S 2 2 1 1 11
Vnt1 = Vn = i T e O +l1<n+2=n+1D)<n+2) < E > i) donc Y TR 0
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Ainsi Vvn e N*, v,,; —v, > 0.
On en déduit que la suite (v,) est croissante.

1 1
(n+1)2 ~ (n+2)2

ASlw

c. Démontrons que : yn e N*,= < v, <1

limv, = 1= v, <1 pour tout n € N*
La suite (v,) est une suite croissante.
Son terme le plus petit est son premier terme v;.

C'est-a-dire que Vn € N*,v; < v,.

or v- = 1242x1 142
7 @a+n? — (22

3 \
==>d'ol
4

|l w

< Up.

Finalement: > < v, < 1

2. On pose pour tout entier naturel non nul n,a, = v; X v, X - X v,

Id ’ +2
a. Démontrons par récurrence que : Vn € N*, on a:a, = 2(7;“)
3
an=171><172><~--><17n$a1 =171 =Z
n+2 1+2 3 3

MmEomrD M T2+ 200 4

La propriété est donc vraie a |I'ordre 1.

* c o _ktZ
Supposons que pour k € N*,ona: a, = 20kt 1)
_ (k+1)+2
Et montrons que a;,, = 2k 1)+1)

ak =171X1)2X~--X17k
V1 XV X XV XV g1

A1 = a
_ % _ k+2 (k+1)%+2(k+1)
Qe+1 = Qe X Vkt1 = 50005 % T (ke D+ 1)2
k42 (k+1)((k+1)+2)
e+1 = F0er1) (k+2)?
k42 (k+1)(k+3)
e+l = F0c41) (k+2)2
_ (k+2)x(k+1)(k+3) _ (k+3)
Ue+1 = ki) 2(k+2)

(k+1)+2
Ar+1 = 2((k+1)+1)

k+2
2(k+1)

On a supposé que a; =

222



, k+1)+2
et on a montre que a4, = (k+1)

2((k+1)+1)"
. . _ n+2
Finalement, on conclue que vn € N*, q,, = 201D
b. En déduisons la limite de la suite (a,,).
n+2 n+2 I I n+2 I n
= = = = = _ = =
Mo+ 1) 2n+z A T M 2 T M T2

3. On pose pour tout entier naturel n: b, = In(v;) + In(v,) + -+ + In(vy,)

a. Démontrons que (b,) est une suite a termes négatifs.
* 3 *
VnEN,ZSvn<1:>vn<1:>lnvn<ln1:>lnvn<0,\7’nEN

Donc(b,) est une suiteatermes négatifs
(car somme de valeurs toutes négatives)

b. Calculons la limite de la suite (b,,).

Ay =V X Vy X oo X Uy

Ina, =In(v; X v, X -+ X 1)

Ina, = In(vy) + In(v,) + - + In(v,,) = by,
= limb,, = lim(Ina,) = Inlim(a,) = ln%

= limb,, = In> = —In2

EXERCICE 2

1. a. Calculons E(X) |'espérance mathématique de X en fonction de a et b.
E(X) =220x0,08+4+ 230 % 0,104+ 240 X a+ 250X b + 260 x 0,16 + 270 x 0,15 + 280 x 0,04

E(X) = 17,6 + 23 + 240a + 250b + 41,6 + 40,5 + 11,2
E(X) = 133,9 + 240a + 250b
b. Sachant que E(X) = 250, justifions que a = 0,14 et b = 0,33.
E(X) = 250 < 133,9 + 240a + 250b = 250
De plus, ¥/_,Pi=1<0,08+0,1+a+b+0,16+0,15+0,04=1

< 053+a+b=1

133,9 + 240a + 250b = 250

On en déduit le systeme: {0’53 fath=1

., [133.9 + 2400 + 2505 = 250 (1)
132,5 + 250a + 250b = 250 (2)
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(1)-(2)=>14-10a=0=>-10a=-14=>a="2=014
053+a+b=1=b=1-053—a=047 —a =047 — 0,14 = 0,33

Finalement: a = 0,14 et b = 0,33

2. Calculons la probabilité pour que la masse de ce sachet de lait caillé soit au moins de 250 g.
P(X =250)=b+0,16+0,15+0,04 =0,33+0,16 + 0,15+ 0,04 P(X = 250) = 0,68

3. Calculons la probabilité qu'elle ait choisi exactement trois sachets de lait caillé de 220 g.

Chaque choix conduit a 2 éventualités : soit le sachet a 220 g ou non.
Chaque événement est donc une épreuve de Bernoulli de parametres 5 et 0,08 .
Ces épreuves de Bernoulli se répetent de maniére indépendante.

La probabilité qu'elle ait choisi exactement trois sachets de lait caillé de 220 g se calcule a |'aide de la
loi binomiale :

P(X =3) = C3(0,08)3 x (0,92)% = 10 x (0,00051) x (0,8464)
P(X = 3) = 0,00432

4. Arbre de probabilité

On note :

A : |'évenement «le sachet est accepté ».

E : I'événement «le sachet est éliminé ».

E

0
250 g <
3 A
0,68 0,7 E
0.14 240 g
0.3 A
Z

0,1 E
230 g
02 ~~ A
0,08 : 5
220 g <
0 A
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a. Justifions que la probabilité qu'un sachet de lait caillé de 240 g soit éliminé est de 0,098 .

Soit les événements G : « le sachet a 240 g » et E : « le sachet est éliminé».
P(GNE)=P(G) X Pg(E)

P(GNE)=0,14x0,7 = 0,098

b. Calculons la probabilité pour qu'un sachet de lait caillé de cette société soit éliminé.

P(E) =0,14% 0,7 + 0,1 X 0,8 + 0,08 x 1 = 0,098 + 0,08 + 0,08
P(E) = 0,258

PROBLEME
PARTIE A

Soit la fonction numérique dérivable sur ]0; +oo[et définie par : g(x) = — 2t

x2

+ Inx.

1. a. Calculons lim,._, 4, g(x)

limy, 400 g(x) = 400

limy 4 In(x) = +o0

cary . —2x+1 —2x . -2
llmx_,+oo x—z = llmx_,+oo ? = 1lmx_,+oo 7 =0

b. Calculons lim,_,,g(x)

limy o g(x) = —0o0

liquoln(x) = —00
>
cary - 2x+1 _ _ 5 5
lim,_,, — ¥z - —oo car lim,_,o(2x + 1) = 0 et lim,,ox“ =0 avec x* =2 0,Vx ER
x24+2x+2
x3

2. a. Démontrons que : Vx €]0; +oo[, g'(x) =

g'x) = (— x4 lnx), = (_2;2_1), + (Inx)’

2
_—2x?—(2x)(—2x-1) |, 1 _ —2x%+4x?+2x 1
- (x2)2 x x4 x
_2x%42x 1 2x%+2x | x3 x3+2x%+42x

x4 x  x* xt x4
_x(x%42x+2)  x242x+2
- x-x3 - x3
2
Donc Vx € 0; +o0 | g'(x) == +xzf+2

b. En déduisons le sens de variation de g.

X2 4+2x+2

Vx €]0; +oo[ ,g'(x) = x3

Vx €]0; +oo[ ,x3 > 0 donc le signe de g’(x) est le méme que celui de x? + 2x + 2.

225



Etudions le signe de x* + 2x + 2.

A=22—-4x1%x2=4—-8=—-4<0.

Le sighe de x? + 2x + 2 est le méme que celui du coefficient de x? qui est 1.
On en déduit que: x2 +2x +2 > 0 Vx € 0; +oo

Donc Vx €]0; +[,g'(x) > 0

Finalement, g est strictement croissante sur ]0; +oo] .

c. Dressons le tableau de variation de la fonction g.

g'(x) +

g(x) : ___/" T OC
— 00

3. a. Démontrons que x €]0; +[, g(x) = 0 admet une solution unique a.

g est continue et strictement croissante sur ]0; +oo|.
9(]0; +oo[ ) =] — o0; +oo[ .
0 €] — o0; oo

Donc I'équation g(x) = 0 admet une solution unique sur 0; +oo.
b. Justifions que : 2,55 < a < 2,56.

g est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[

et en particulier sur 2,55;2,56.

2,55) = —0,002 < 0
zgz 563 000658 }=> 9(2,55) X g(2,56) < 0
Donc 2,55 < a < 2,56.

c. Démontrons que :

vx €10;a[,g(x) <0
{Vx € Ja; +oo[,g(x) >0
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Signe de
g(x)

g est strictement croissante sur ]0; +oof,

Vx €]0;a[x<a= g(x) < g(a)or gla) =0 donc g(x) <0
Vx € la;+o[, x > a = gx) > g(a) or g(a) =0 donc g(x) >0

vx €]0;af,g(x) <0

On en déduit: {Vx € Ja; [, g(x) > 0

PARTIE B
1. a. Calculons lim,_ f(x) puis en donnons une interprétation graphique.

limf(x) = }Ci_r% G—lnx e =+4o0

x—0

car

(liml=+oo

x-0X

limlnx = —0 = limlnx =+
x—-0 x—0
lime™*=e%=1

x-0

La droite (OJ)d'équation x = 0 est asymptote verticale a (C)
b. Calculons lim,_, ., f (x) puis en donnons une interprétation graphique.

lim f(x)= xl_l)r_'l_’loo (i —1In x) e™™

X—+00
. 1 Inx
= lim (—-——
X—+00 xe* ex

im0 f(x) =0

. Inx
=0etlimy, ;o =

. 1
carlim,_ o poes —

x
(croissance comparée des fonctions Inxete™ )

La droite(Ol) d'équation y = 0 estasymptotehorizontalea(C)en +oo

2. Démontrons que : f(a) = _ Lt ea

a?

fla) = (é —In a) o=@
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2a+1 2a+1

Orgla)=0e -—+ha=0Ina==—
(1 2a+1\ _, a 2a+1ly _, a—2a—-1\ _,
:f(“)_(a_ a? )e :(?_ a? )e :( a? )e
—a—1\ _, a+1y _,
=>f(a)=( a? )e =<_ a? )e
donc f(a) = — e~

3. a. Démontrons que : Vx €]0; +oo[, f'(x) = e™* - g(x)

f’(x)=(—xi2——)e_x+<——lnx>(—e x):(_—z_———+1nx)e x
f’(x)=(—%——+lnx)e x=(—%—2§+lnx)e x

1+2
F/0) = (-t nx) e = g(x) - e~

Donc Vx €]0; +oo[, f'(x) = e™ - g(x)
b. En utilisant la partie A, déterminons les variations de f.

Vx €]0; +oof, f'(x) = e™* - g(x)
Vx €]0; +oo[ ,e™™ > 0 donc le signede f'(x) est le mémeque celuide g(x)

{VxE]O;a[,g(x) <0 d {VxE]O;a[,f’(x) <0
Vx € |a; +oo[,g(x) >0 Vx € |a; +oof, f'(x) >0

On en déduit que:

Sur 10; af , f est strictement décroissante

Sur |a; +oo[ , f est strictement croissante

c. Dressons le tableau de variation de f.

X 0 @ T

2 ; : .

S e SRR T N R ]
o2
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4. Démontrons qu'une équation de la tangente (T) & la courbe (C) au point d'abscisse 1 est :
3 4
y=—-x+-.

(M:y =D& -D+f(D)

’1—( 1+2X1+1 1) 1= 3+01—
)= 1 nlje™ =( )5=

1 1 1
f(1)=(1—1n1)e_1=(1_0);=;

T):y = 3+4
(T):y = SX T

5. Construisons la droite (T) et la courbe (C) dans le plan muni du repére (0,1, J).

On prendra a = 2,6.
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PARTIE C
1. Soit h la fonction dérivable sur ]0; +oo[et définie par: h(x) = e™™ - Inx

Démontrons que h est une primitive de f sur ]0; +ool.
En d'autres termes, il s'agit de montrer que : h'(x) = f(x)

h(x)=(* -Inx) =) x(nx)+ (¢7™) X (Inx)’
1 1
h(x)=(—e™) X (Inx) + (e™*) x (;) =(e™¥) x (; —In x)

1
W) = (S =Inx) ™) = F)
Donc h est une primitive de f sur ]0; +oo].

2. Soit 2 un nombre réel tel que 1 > 3.
a. Calculons, en cm? et en fonction de 4, I'aire A(1) de la partie du plan comprise entre (), (OI) et les
droites d'équation x =3 et x = A.
Sur |3; 4|, (C) est en dessous de (0I), donc
AW =~ [} F@) —0)dx-ua =~ [ fx)dx - UA

avec UA =2 cm X 10 cm = 20 cm?

A@) = —[h@)I4 x 20 cm? (car hest une primitive de f sur 0; +co |)
AQ) = —|h(2) —h3)| %20 cm? = —(e™ - InA—e~% - In3) X 20 cm?

A@ == (2= 51n3) x 20 em? = (22 — 22) x 20 cm?

b. Calculons lim;_,, ., A(1)

- = lim (&3 _In4 2 _In3 2
ll})erA(l) —/11_1)14‘{100(e3 el) X 20 cm® = —=x 20 cm

. InA . . ,
car lim = =0 ( croissance comparéedes fonctions In xetex)
A—>+00 €
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CORRECTION SESSION NORMALE 2010 SERIE D

EXERCICE 1
PARTIE A

1. Les racines carrées de 6 + 6iV3
Soit A = 6 + 6iV3

|A| = |6 + 6iV3| = /62 + (6V3)2 =36 + 36 X 3 = V36 + 108 = V144 = V12

Soit d = x + iy une racine carrée de A = 6 + 6iv/3,0Ona :

x2 +y2 = |A| x2+y2=12 (1) 2x2=18 (1)+ (2)
{xz —y2=Re(A) © {xz -y*=6 (2 e {Zy2 =6 (L-@
2xy =1 m(A) 2xy = 6v/3 xy = 33

x2=9 x=3o0ux=-3
ei{y?=3e y=vV3ouy=-V3
xy >0 (xetysont de méme sighe
On en déduit que les racines carrées de A = 6 + 6iV/3 sont:
d=3+3ietd =-3—-+3i
2. Résolvons dans C, I'équation 2z% — (1 + 3iv3)z — 4 = 0.

A=(1+3iV3)2—4x2x(—4) =1+2x1x(3iV3) + (3iv3)? + 32
A=1+46iV3-27+32=6+6iV3

Les racines carrées de A = 6 + 6iv/3 sont d = 3 ++/3 iet d’ = —3 —+/3i (voir 1.)

_~h-d _(+3iW3)-3-V3i_—2+42V3i 1 V3
A=y T 2% 2 T A
—b+d (1+3iV3)+34+V3i 4+4V3i
Zy = _{ ) = =1++3i
2a 2 X2 4
1 3
S@={1+\/§i;—§+7i}

3.a. Développons, réduisons et ordonnons : (2z + 1)[2z% — (1 + 3iV3)z — 4|

(2z + D[222 — (1 + 3iV3)z — 4] = 42° — 2(1 + 3iV3)2z% — 8z + 222 — (1 + 3iV3)z — 4
=473 -2(1+3iV3-1)z2— (8+1+3iV/3)z—4
= 473 — 2(3iV3)z% — (9 + 3iV3)z — 4
= 47% — 6iV32z2 - 333 +iV3)z—4
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b. En déduisons les solutions de (E).
47 —6iV3z2 —3(3+iV3)z—4=0e (2z+ 1) | [z2— (1 +3iV3)z— 4] =0
©2z4+1=00u2z%—(1+3iV3)z—4=0
1
©z=-5ou 222 — (143iV3)z—4=0

1 1 V3, ,
ZO——E,Zl ——E+7L,Z2 =1++3i
1 1 3,

SC_{_E'1+\/§1’_E+71}

4. Expression de z; z, et z, sous forme trigonométrique

_ 1
Zy = >
170l = |5 =
A )

arg(zy) = arg (— %) =7
1 V3,

Zq :—E+71

Iz,] = %(—1+\/§i)|=|%|x|—1+\/§i|=|%|>< /(—1)2+(\/§)2=%X\/Z=§=1

Soit 6 = arg(z;)

0 1
cosf = ——
21
Zlgz_

_ V3 3
sm0=7j

—1><( 2n+__ Zn)_ 2n+__ 2m
zy = cos 3 lSlIl3 = cos 3 isin 3

e z,=1++/3i

|2,] = |1+ 3| =,/(1)2 +(3)2=V4=2

Soit 6’ = arg(z;)

,_1
cos @ _Elg'_n
V37 3

., _ V3
sin 6 =7)
Z, =2 (cosg + ising)
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PARTIE B

S similitude directe de centre O , d'angle 6 = —g et de rapport k = 2.

1. a. Ecriture complexe de S.

z'=az+b
. = — — 1 3
a=ke? = 2el|7n| = 2<cos (?n) +isin(?n)> =2 §+i(_£> =1-—+3i

b
wzm:bzw(l—a)=0x(1—a):0

z' = (1—+3i)z

b. Justifions que S(M,) = M, et S(M;) = M,

o zb=(1-+V3i)z = (1—\/§i)(—%) =——+\/7§i=zl
zg =21 = S(Mp) = M

. zl’=(1—\/§i)z1=(1—V§i)(—%+§i)=—%+£i+§'+%

2 2
2 2V3
Z{=E+Ti:1+\/§izzz

zy =2z > S(My) = M,

2. Justifions que Z,., = (1 —V3i)z,
Mpy1 =S(Mp) © Zpyq = f(2) © Zpy1 = (1 — \/§i)zn

3. Soit (U,,) définie pour tout entier naturel n par U, = |z,|

a. Démontrons que (U,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier terme.

=2

Upsyr = |Zn+1| = |(1 —\/§i)Zn| =1 _‘/§i||Zn| = \/ZX |Zn| =2X |Zn| =2XUp Uy =2XU, = USH

Donc (U,) est une suite géométrique de raison g = 2 et de premier terme U, = |z,| = |—%| = %

b. Justifions que la distance OM;, = 2048

OM,, = |ZM12 _Zo| = |ZM12| = |z15| = Uy,

Or U, = Uyq"™ = %x 2" car (U,) est une suite géométrique U;, = % x 212 = % X 4096 = 2048

DOHC 0M12 = U12 = 2048.
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EXERCICE 2

M: Prise du médicament

M : Pas de prise du médicament

B: Baisse du taux de glycémie

B: Pas de baisse du taux de glycémie

Arbre de probabilité

B
0,8
M
0,6
0,2
B

0,1

0,4
AT
0,9
V=

1. La probabilité d'avoir une baisse du taux de glycémie sachant qu‘on a pris le médicament :
Py(B) =108

2. Démontrons que la probabilité d'avoir une baisse du taux de glycémie est 0,52 .

P(B)=P(MNB)+P(MnNB)
= P(M) x Py, (B) + P(M) x Py (B)
=0,6x0,8+04x0,1=0,52

P(B) = 0,52
3. Probabilité que I'individu ait pris le médicament sachant que |'on constate une baisse de son taux
de glycémie.
P(MNB) P(M)xPy(B) 06x0,8
Pp(M) = = =
P(B) P(B) 0,52
Py(M) = 0,93
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4. Soit p la probabilité d'avoir une baisse du taux de glycémie :

p=052,q=1-—p=0,48.
Le contréle sur un individu conduit a 2 éventualités :
e une baisse du taux de glycémie de probabilité p = 0,52
e ouune absence de baisse du taux de glycémie de probabilité q = 0,48.
C' est donc une épreuve de Bernoulli.
On répete 5 fois cette épreuve.
On calculera les probabilités a I'aide de la loi binomiale P(X = k) = Ckp*q™*

a. La probabilité d'avoir exactement deux personnes dont le taux de glycémie a baissé : P(X = 2) =
C2p?q® = 10 x (0,52)2 x (0,48)3 = 0,299

b. La probabilité d'avoir au moins un individu dont le taux de glycémie a baissé.
PX=>1)=1-PX=0)=1-C°°=1-q¢°>=1-(0,48)°>=0,975

5. Déterminons n pour que la probabilité d'avoir au moins un individu dont le taux de glycémie a
baissé soit supérieur a 0,98 .

PX>1)=1-PX=0)=1-C2’q"=1—q" =1— (0,48)"
P(X>1)>098 < 1— (0,48)" > 0,98 & —(0,48)" > 0,98 — 1
& —(0,48)" > —0,02 < (0,48)" < 0,02

< In(0,48)™ < In(0,02) < nIn(0,48) < In(0,02)

n092) s 5 > 5,33
In(0,48) ’

P(X>1)>098on=56

on>

PROBLEME
PARTIE A
1. a. Justifions que Vx €]0; +[, g'(x) =1+ 1Inx

1
g ) =0+xnx) = (xlnx) = (x) X (Inx) +x X (Inx)’ =1 X (Inx) + x X p
gx)=Ihx+1=1+Inx
b. Etude des variations puis tableau de variation de g

g (x)=1+Inx.

1
g’(x)>0<:>1+lnx>0(:>lnx>—1<:>x>e_14:>x>g
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(24

g'(x) - 0 +

1
Vx € ]0;;[, gx)<o0

1
Vx € ]g;+00[,g’(x) >0

, Sur ]O; 1[,9 est strictement décroissante.
On en déduit : L
Sur ];; +oo[, g est strictement croissante.

Tableau de variation

= 0 é +@0
g'(x) - 0 +
g(‘x) \ < —— 1

2. g admet sur ]0; +o[, ,== > 0 comme minimum absolu

Donc Vx €]0; +0 |, g(x) > 0

PARTIE B
f(0)=0
f) = 1+ xIlnx

1. a. Etude de la continuité de f en 0
f(0)=0

. . x 0 .
lim, o f(x) = lim,_, Tone = 130 = 0 car lim,_gxlnx =0

£(0) =lim,_,f(x) = f est continue en O .
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b. Etude de la dérivabilité de f en O

X
fO-fO) _T¥amx_°__x 1_ 1
x—0 x 1+xlnx x 14xlnx
lim,_, ———— f(x) f(o) = lim,_, ﬁ =1 car lim,_gxlnx =0
f(x) f( )
lim,_, ————— existe et est finie donc f est dérivableen O et f'(0) =1

c. Tangente au point d'abscisse O
M:y=f"0)x=0)+f(0)=1x(x—-0)+0
(M):y=x

d. Position relative de (C) et (T)

_ x—x-x2?Inx _ -x%lnx _  x?

X (—Inx) Vx € ]0; +oo[,g(x) =1+ xlnx > 0et x> >0

fO)—x= 1+x1nx T 14xlnx  l+xlnx  1+xinx
Donc le signe de f(x) — x dépenddusignede (—Inx)
fx)—x>0e -hx>0eohx<0ox<e’ox<l1
On en déduit :

Sur ]0; 1], (C) est au dessus de (T).

Sur ]1; 4+, (C) est en dessous de (7).

2. Démontrons que (OI) est une asymptote a (C) en +oo.

£00 X X 1 0
X)) = = = =
1+ xInx x(%+lnx) %+lnx

limy, 00 f(%) = limy_ 4o 1+11nx =0 car llmx_)Jroo =0et lim, elnx =400 lim,,,f(x) =0= (0]):y =0 est

asymptote a (C) en +co.

3.a. Démontrons que : f'(x) = (1+1x+::x)2

, )' XA+ xlnx) = (x) X (1 +xlnx)’
fre=( ) = ;

1+ xInx (1+xlnx)

1

, _1><(1+xlnx)—(x)X(0+1X1nX+X><§)_1+x1nx—x><(1nx+1)
fr) = (1 + xInx)? B (1 +xInx)?2
;oo 14xlnx—x—xlnx 1—x
F) =0 e - A+ xnn)?
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b. Etude des variations puis tfableau de variation de f

1—x
f'(x)=m
(14 xInx)? > 0 = le signe de f'(x) est celuide 1 — x
X 0 1 +oo
1—x + 0 -

vx €]0;1[, f'(x) >0 et Vx €]1;4oo[, f'(x) <0
On en déduit :
Sur ]0; 1, f est strictement croissante. Sur ]1;+oo[, f est strictement décroissante.

Tableau de variation :

= 0 1 +00
J'(x)
. + 0 -

o, T T~
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PARTIE C

l.a. Justifions que : Vx €]0; oo, f(x) < 1
f admet sur ]0; +o | ,1 comme maximum absolu et (1) = 1.
Donc Vx €]0; +oo[, f(x) < 1
s : : __r
b. Démontrons que : Vx € [1;¢],1 =S

x€[Le] ®1<x<eeInl<Inx <Inecarx ~ Inx est strictement croissante

oShx<loexhx<xoel+xlnx<1l+x

1 1 x x 1+x-1 x
—< —< <
1+x 1+xlnx 1+x 1+xInx 1+x 1+xlnx
1+x 1 X 1 x
———< 1 ——<L
1+x  1+x 1+xInx 1+x 1+xInx

©1-——<f(x)

2. Aest |'aire de la partie du plan limitée par (C), (0I) et les droites d'équations x =1 et x = e.

Démontrons que : 16(e — 1) + 16In (=) < A < 16(e — 1)

1+e

A=[ (fx)—0)dxxuA = [ f(x)dxxUA= [ dx XU A

e
11+ xlnx

UA=4x%X4=16 cm?

On a montré:

en l.a. que Vx € ]0; +oof, f(x) < 1

en 1.b. que Vx € [ e]1 — —— < f(x)

1
Donc vx € [1,8],1 —ES f(x) <1

1 1
1-—<fstef (1-22)dc <[] f@dx <[] 1dx
o Jf (1-25)dxx VA< [ fx)dx x UA < [} 1dx x UA
S [x—Inl1+x|]§ x16 <A <|[x]{ x16
e 16le—Injl+el—-(1-In|[1+1D]<A<(e—1)x16
o 16(e—In(1+e)—1+In2|<A<16(e—1)-

& 16[e—1+In| <A <16(c—1)
1+e

& 16(e — 1) + 16In (=) <A < 16(e — 1)
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CORRECTION SESSION NORMALE 2009 SERIE D

EXERCICE 1

1. Représentation graphique du nuage de points associé a la série double ( X,Y ).

[0y
S
J)

)

1

)

]

1
)
)

\
n
J

]

Al

. 3 5
= P = Py . T
O 50 100 150 200

2. a.Calcul de X le chiffre d'affaires moyen.

2X; 350+ 380+ 500+ 450 + 580 + 650 + 700 3610

X= = 515,714
N 7

b. Calcul de Y le colit moyen de production.

Y_ZYi_40+45+50+55+60+65+70_385_55
- N 7 7

3. a. Vérifions qu'un arrondi a |'entier de cov(X,Y) est égal a 1193.

Y- X; - -
cov(X,Y)=%X-Y
_ 350 X 40 + 380 X 45 + 500 X 50 + 450 X 55 + 580 X 60 + 650 X 65 + 700 X 70

7 — 515,714 x 55

cov(X,Y) = 1192,86 ~ 1193
240



b. Justifions |'existence d'un ajustement linéaire entre X et Y.

cov(X,Y)
JVX) -V ()
YX? _, 3502+ 3807 + 5002 + 4502 + 580% + 6502 + 7002
VX)==—+—-x%= — 515,7142
N 7
V(X) = 15224,6
XY? . 40%+45%+50% + 552+ 60 + 652+ 702 _
VY)=—7—-Y"= - 55
N 7
V(Y) =100
cov(X,Y) 1193
= = 0,967

"TVE) V() 152246 x 100

0,87 < |r| < 1:il existe alors une forte corrélation linéaire entre les variables X et Y. L'on peut donc
faire un ajustement linéaire entre X et Y.

4. a. Equation de la droite (D) d'ajustement de Y en fonction de X.
(D):y=ax+b

_cov(X,Y) 1193
V(X)) 152246

= 0,078
j=ax+b=b=y—ax=55-0,078x 515714 = 14,593
(D):y = 0,078x + 14,593

b. Construction de (D) (voir repére ci dessus).

((D) passe par le point moyen (515,714;55) )

Tableau de valeurs

X | 515,714 0

Y 55 14593

5. Colit de production Y de I'entreprise Ivoirbois de |'année 2007 si le chiffre d'affaires de |'année
2007 est de X = 800 millions de francs.

y = 0,078 x 800 + 14,593 = 76,993 millions
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EXERCICE 2

1. Représentation sur |'axe des abscisses des termes Uy; U;; U, et Us. Upyq = %Un + 1 on en déduit:
fx)=2x+1

. . . . / 5 5
2. a. Démontrons par récurrence que la suite (Uy,)nen est majorée par S Uo=0<3 donc U, est
. , 5 csa c o 71 ¢
majorée par - : la propriéte est vraie a |'ordre 0. Supposons que pour tout k élément de N, Uy est
ioré 5 : 558 ERVEI 358 3 3 5 5
maJoreeparEOna. Up <52 Uk <o X522 Uk <52 U +1 <5+ 12 Uk +1 <52 Upyg <35

rd . /7 5
donc Uy, est également majorée par .

Finalement, pour tout n appartenant a N, (U,,) est majorée par %

b. Démontrons que la suite (U,),en COnverge.

(U,) est majorée par g donc (U,) converge si est elle croissante.

Etudions les variations de la suite (U,,).

3 3 5 -
Un+1_Un=§Un+1_Un=§Un+1_§Un=?Un+1
U <2 2y S22 2 o 152 41> 1415220 4150
- — — X==— -1=>— - = —
nS5 T 5 nT gty T g on 5 " 5 n

Donc U, — U, > 0; par suite (U,) est croissante.
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(Uy) est croissante et majorée donc elle converge.

3. Soit la suite (V) ey définie par: ¥n € N, V,, = U, —

N0

a. Démontrons que (V) ey est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

5 5
Vann_EﬁVn+1=Un+1_§
3 5 3
=>Vn+1=§Un+1—5carUn+1=§Un+1
Sy _3U 3_3<U 5)—3V:>Vn+1—3
mlTgTm 275\ 2)7 57Ty 75

= (1},) est une suite géométrique de raison q = g et de premier terme V, = _75 b. Exprimons V,, puis U, en
fonction de n.

(V) est une suite géométrique de raison g = % et de premier terme V, = _75

~uy =24 = =1

c. Déterminons la limite de (U,)nen.
(V,) est une suite géométrique de raison g = %
-1<g<1=IlimV, =0

orU, =

N v

+ V= limUy, = 2+ limlj,

Donc limU,, = §+ 0 =§

PROBLEME
PARTIE A

On considére la fonction g dérivable sur R et définie par: g(x) = (1 —x)e'™* -1

1. a. Justifions que la limite de g en +o est -1.

Onpose X =1—-X

Quand x tend vers +o; X tend vers —o

limy 400 g(x) = lim,,_pxeX —1 = —1 (car,,,_q lim,_,_,xe* = 0)
b. Déterminons la limite de g en —co.

limy,_og(x) = +o0
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X

car lim,,_,1—x = +o et lim,_,_,el™ = lim,_,,,e* = +o

2. a. Démontrons que, pour tout x élément de R, g'(x) = (x — 2)e* ™™,
g =[1-xe'™-1'=1-x)e"*+A-x)('"™) -1

g@) ==+ 1A -0)(-e"M)=1+1-x)(-e"%) =2 -x)(-e")
g'(x) = (x—2)e'™

b. Etudions les variations de g et dressons son tableau de variation.
g'(x) = (x—2)e'™

Vx € R,e!™ > 0 donc le signe de g'(x) est le méme que celui de (x — 2)

gx)>0ex-2>0x>2

On en déduit que:

-Vx € ]—o0; 2[, g'(x) < 0. Donc g est strictement décroissante sur ]—oo; 2[
*Vx € ]2; +oo[, g’ (x) > 0. Donc g est strictement croissante sur ]2; +oo[

Tableau de variation de g

X —00 2 +oC
g ) - 0 +
g(x)| +% ]

\ e~ la) /

3. a. Démontrons que I'équation x € R, g(x) = 0 admet une solution unique a.

e g est continue et strictement décroissante sur | — o; 2[

g(—0;2)) =]-(e™* = 1);+oo[ or 0 € ]—(e™* — 1); +oo]

donc |I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a sur ] — oo; 2|
"Vx € ]2;+0o[,g(x) < -1 <0.

Donc I'équation g(x) = 0 n'admet pas de solution sur |2; +oo|

Finalement, I'équation g(x) = 0 admet une solution unique « sur R.
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b. Justifions que : 0,4 < a < 0,5.
g est continue et strictement décroissante sur ]—oo; 2[

et en particulier sur 0,4;0,5

g(0,4) = 0,04

g(0,5) = —0 1} 9(0,4) x g(0,5) <0donc 0,4 <a <0,5

5. Signe de g(x)

X —c0 a 2 =00
T
g(x)l +to 1 =
|
\?\ k /’
i —(e" " +1)
I
Signe :
de + 0 b
\g(’\.) :

On déduit du tableau ci-contre que :
{Vx €] — o; a, g(x) € ]0; +oo[ donc g(x) >0
Vx €la; +oo[, g(x) € ]-(e~t + 1);0[ donc g(x) <0

PARTIE B

1. Déterminons les limites de f en + et en —co.
2
f(x)=xel™ —x+2= x(el"‘— 1 +;>

limy o f(x) = —00

. _ RE 1-x _ 1: e _ . _
carlimy_  oox = +00;limy, e’ ™™ =limy_ o == Oetlim, ;o —1+ T= -1

fx)=xel™ —x+2= x(el_"— 1 +§)
limy,_o f(x) = —00
car limy,,_oox = —00; lim,,_ne!™ = lim, ;e = +o0 et lim, ;o — 1+ -=-1

2. a. Démontrons que f est une primitive de g.
fl(x) =[xel™ —x+ 2] = (xe?™)" + (—x + 2)’

1) = (/e +x(e! ™) + (—x +2) = el + x(—e' ) 1
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fle)=(1-x)e*-1=g()

f'(x) = g(x) donc f est une primitive de g

b. Etudions les variations de f et dressons son tableau de variation.
f'(x) = g(x) donc le sighe de f'(x) est le méme que celui de g

Vx €] — ooy, g(x) > 0;
] {Vx €la; +o[,g(x) <0

{Vx €] — oo; af, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur | — o; af;
Vx €]a; +oof, f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur Ja; +o |

Tableau de variation de f

J ) * o -
JEx) / S () \

3. a. Démontrons que la droite (D) d'équation y = —x + 2 est asymptote oblique a (C) en +oo.
fO)—(—x+2)=(xe"™ —x+2)— (—x+2) =xe'™

. . B . X
hmx—>+oof(X) — (—X + 2) = 1lmx_,_,_ooxe1 X = hmx—>+ooee_x =0

donc la droite d'équation (D): y = —x + 2 est asymptote a (C) en +oo
b. Etudions la position relative de (D) et (C).
f(x)— (—x+2) =xel™

Vx € R,e!™ > 0 donc le signe de f(x) — (—x + 2) est le méme que celuide x f(x) — (—x+2) >0 x>0

donc (C) est au dessus de (D) sur |0; +o0| f(x) — (—x +2) < 0 © x < 0 donc (C) est en dessous de (D) sur

, . . . f(x) xel™*—x+2

4. Démontrons que (C) admet en —co une branche parabolique de direction (OJ). ==

x(el_x—1+f—€)
X

lim,_,_q % = toocary_,_q lime!™ = lim,_,;,e* = +o0 et lim,_,_, — 1 +% = —15. donc (C) admet une

—el 142
X

branche parabolique de direction I'axe (OJ) en —co.

Déterminons une équation de la tangente ( T ) a (C) au point d'abscisse 1 .
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M:y=fOE-D+fD)
ff=g)=Q-Dett—1=-1letf(D)=D)et 1 -14+42=e+1=1+1=2
Myy=—-1xx—-—1)+2=—-x+3

6. Démontrons que f(a) =1—a + ﬁ

fl@)=ael™@ —a+2

J@=0e1-ae-1=06 (1-mel =16l =——

a+(1-a)(—a+2) _ a-a+2+a’-2a
1-a - 1-a

d'oﬂ:f(a)=axﬁ—a+2=

_2+a*-2a 1+a’-2a+1 (1-a)’+1
 1l-a 1—a 11—«

N2
donc f(a) =2+ L

1
=l-a+—
1-a 1-a

7. Justifions que pour tout nombre réel x, f(—x + 2) = e* 1 f(x)
f(x) =xel™ —x+2

flox+2) = (-x+2)e’ ™ = (-x+ D+ 2= (-x+ e 4 x -2 +2
X

f(=x+2)=(—x+2e ™ +x=e " (—x+2) + m]

fl=x+2)=e*tx+2+xe' ™| =e* xe ™ x+2| = f(x)

= f(—x+2)=e*1f(x)

8. Démontrons que si B est |'une des solutions de |'équation f(x) = 0 alors

—pB + 2 est I'autre solution.
On sait que: f(—x + 2) = e* 1f(x)

B est solutionde f(x) =0 f(B) =02 ef 1f(B)=0s f(—=B+2) =0 & —B + 2 est solution de f(x) =0
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9. Construction de (D), (T) et (C). (On prendra a = 0,4 et =2,5).

PARTIE C

1. Calcul de A(2) a|'aide d'une intégration par parties.
f(x)— (—x +2) =xe™
A = [ [f(0) = (—x +2)]dx xU A
AQQ) = fOA [xel™)dx xU A

On pose:
ux)=xu'(x) =1
v'(x) = el v(x) = —el™¥
fol (xel™)dx = [—xel™*]} - fOA (—el™)dx
= [~xe'™]§ — [e**]§ = [-xe'™* — &' *]§
= [(=x = De™[f[= [(=2 - De ™~ [(-0 - 1)e'~°]
=(-1-Det*+e

AQ) = [ (xe"™)dx x UA

A =[(-2—1e'™ +e] x UAavec UA =2 cm X 2 cm = 4 cm?
A = [(-21-1)e' ™ + €] x 4 cm?
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2. Déterminons la limite de A(1) lorsque 2 tend vers +oo,
AQ) =[(-2—1Det* +e|xUA=[(-1-De*xe+e| xUA
A =ex[(-1—-De*+1]|xUA=ex[-de?—e*+1] xUA

lim; ;A1) = e X UA = e X 4 cm? = 4e cm? = 10,872 cm?

c im0 — Ae™* = limy,_o, XeX
ar
limy, 0e ™ =limy,_eX =0
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CORRECTION SESSION NORMALE 2008 SERIE D

EXERCICE 1

Le plan complexe est muni du repere orthonormé (0, e7,e;).

Soit I'équation (E):Z € C,z3 + (6 — 5i)Z% + (1 —200)Z —14—-5i =0
1. a. Vérifions que i est une solution de |'équation (E).

i3+ (6—50)i?+(1—-20i)i—14—-5=-20+20=0

i est une solution de |'équation ( (E).

b. Résolvons dans C |'équation: Z? + (6 —4i)Z +5—14i =0

A= (6—4i)2 — 4(5 — 14i) = 8i

x*+y*=8 2x*2 =38 x2 =4 x=2o0ux=-2
xz—yzz()@ 2y2:8<: y2=4‘<: yzzouy:_z
2xy:8 xy=4 Xy>0 xy>0

d=24+2ioud =-2-2i

_ —6+4i+2+2i —4+6i

= = =-2 i
X1 > > +3i

_6+4i-2-2 -8+20_
X2 = 5 = > = i

Se={-2+3i;—4+i}

c. Résolvons a I'aide des questions qui précedent |'équation (E).

z3+(6—-50)2Z2+(1—-200)z—14—5i = (z—0)(z% + (6 — 4))Z + 5 — 14i)
Sc={i;—2+3i;—4+1}
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2. a.Plagons les points A4, B et D d'affixes u = i;v = —2 + 3i et t = —4 + i dans le repere.

S

b. Ecriture du nombre complexe Z = == sous forme trigonométrique.

u—v_ i—(=2+430)  2-2i 1-i (A-i(-1+0) 2i

v T A+ i—(2+3) —2-21 —1-i (1-D(1+) 2

= = = =
| | arg Cos— + isin

c. Déduisons que le triangle ABD est rectangle isocele en B.

- Zp—Z . . . N
Z=2="=24"E = Donc le triangle ABD est rectangle isocéle en B.
t-v ZD_ZB

3. Sest lasimilitude directe de centre A qui transforme D en B.

B’ est |'image de B par S.

a. Justifions que le triangle ABB' est rectangle isocele en B'.

S(A) = 4;S(D) = B;S(B) = B’ donc S(ADB) = ABB'.

Or ADB est rectangle isocele en B donc ABB' est rectangle isocele en B'.

(Car toute similitude directe conserve les angles)

b. Déduisons la construction du point B’ (voir figure ci-dessus).

ABB' est isocele en B’ donc B’ appartient a la médiatrice de [ AB].

ABB' est rectangle en B’ donc B’ appartient au cercle de centre le milieu de [AB].

4. a. Déterminons |'écriture complexe de S.
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S(A)=4; S(D) =B

z'=az+b

SA)=Az,=az,+b

SD)=B e zg=azp+Db|>z,—z5 = az, —azp = a|z, ~?P)
=a= Z—Z - li—((—24:3;;) =* 421 = %(1 — 0

Zg=azg+bob=2z4—azy=2,(1—a)

ob=i(1-30-0)=i(1-3+5i)=i(+3i)=—3+3i

D'oliz' =5 (1—i)z+5(-1+1)
b. Calculons |I'affixe de B'.

B'=SB) & Zy =5(1—0)Zp +5(-1+0) =51 - D(=2+3) +3(-1+1)
S Zy =2 (-2+3i+2i+3)—5+7i =5 (1+5) — S +i

1,5, 1,1. 6, .
SlZg=-+-i—=-+-i=-i=
pr =5t i—c+oi=2i 3i

EXERCICE 2

1. Le nuage de points associé a la série statistique.

®
®

4-0-24:2..8:4 5.6 7879 10 11-42:13° 14 .15 16 17°
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2. Les cordonnées du point moyen G du nuage.

 446+7+9+11+14+12+417 80

Xe=X= 3 =4 =10

g 3t4t6+8+1041249414 66 = 6(10;8,25)
G: = p—

=—=28,25
8 8

’ . . . ’ . . . 14 \ 57
3. a. Vérifions que la covariance cov(x,y) de la série statistique est égale a s
8

COV(X,Y):Z xiXyi—)?XY

i=1

4X34+6%X4+7X64+9%x8+11x104+14%x12+12%Xx9+17%x 14 66
COV(X;Y) = —

10 X —
8 8
774 660 114 57
CoV(X;¥) = ———=—=

8 8 8 4

b. Soit r le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y.

42 4+ 62+ 72 +92 + 112 4+ 142 + 122 + 172
VX) =

102—33—165
8 T2
ey _32+42+62+82+102+122+92+142 (33>2_203_1268
¥) = 8 4) 16 7
57 cov(x;Y)
COV(X;Y):T=14,25:>r:

VX)-V(Y) = 0,98
4. Déterminons une équation de la droite (D) de régression de Y en X.

COVEALY) o\ o o
V(X) e = a
_CoV(X;Y) 4 19

VX) 33 22

_ 66 66 190 1452-1520 68
b=Y—-aX=—-19x10=—— = =

y=ax+baveca=

- =17
2 8 22 22 176
Ly L9 +< 17) 19 17
= = —_—— sy = —yx — —
y=ax 22" 42) Y T2 T

5. Sur la base de cet ajustement linéaire, calculons la note probable de mathématiques d'un candidat
qui a obtenu 15 sur 20 en sciences physiques.

19 17 19 Y 22( +17>
= — _—_— — = —_— = — JR—
Y T T R T T T T\ T,

Pour y = 15, on obtient: x = 22 (15 + ) = 2 (22227) = Z(270)

Soit X = % =17,81~18
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PROBLEME
PARTIE A
1. Les variations de g et son tableau de variation.

oo 1 4x*-1 (2x)*-1 Qx-1DRx+1)
g(x)—4x—;— = = =

X X X

Sur 0; +w,@ > 0 donc le signe de g'(x) dépend de celui de (2x — 1)

Or‘,2x—1>0(:>2x>1<:)x>%

et2x-1<0e2x<lex<;

On en déduit que:

g'(x)<0six< % donc g est strictement décroissante sur |0;§|

g'(x)>0six> % donc g est strictement croissante sur E 400
, . 1

gx)=0six= >

Tableau de variation de g

b
o

0
A
~
'
(=
}

g(x)

3
\ §+1n.'2 /

2. Justifions que : Vx € |0; 40|, g(x) > 0

Le minimum de g(x) sur ]0; +oo[ est % +1In2 > 0 donc Vx €| 0; +o0], g(x) > 0.

PARTIE B

1. a. Calcul de la limite de f en +oo.

In x limy ,;002x —3 = +00

limy 40 f(x) =1limy ,;002x — 3 +—— = +oocary, Inx
X My 400 T =

b. Déterminons lim,_, f(x) puis interprétons graphiquement le résultat.

In x 1
f(x)=2x—3+7=2x—3+;><lnx
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lim,_¢2x —3 =-3

lim,_, f(x) = lim,_,2x — 3 + % X Inx = —oo car { o My f(x) = —o0 donc la

: 1 .
lim,_,q =t et lim,_olnx = —

droite d'équation x = 0 est asymptote verticale a (C).

2. a. Démontrons que (D) : y = 2x — 3 est une asymptote a (C) en +co.

Inx

fe) - (@x-3)=—

) ) Inx
11rnx—>+oo |f(x) - (Zx - 3)' = llrnx—>+oo T =

Donc la droite (D) d'équation y = 2x — 3 est asymptote oblique a (C). b. Position relative de (C) par
rapport a (D).

Inx 1
f(x)—(Zx—3)=T=;><lnx

Sur 0; +oo[| i > 0 donc le sighe de [f(x) — (2x — 3)] dépend de celuide Inx Or,Inx >0 & x > 1

ethhx<0ex<1

On en déduit que:

[f(x) — (2x —3)] < 0 six < 1donc (C) est en dessous de (D) sur ]0; 1[.
[f(x) — (2x —3)] > 0 si x > 1 donc (C) est au dessus de (D) sur ]1; +oo[

f(x) —(2x —3) 1= 0si x =1 donc 0;1(C) et (D) se coupent au point d'abscisse 1.

9

3. a. Démontrons que pour tout nombre réel strictement positif x, f'(x) = =

, _(2 3_l_lnx)'_ oy 3 ,+(1nx)'_2+(lnx)’x—x’lnx
fix) =(2x X = (2x = 3) <) = 22
) 1-x—Inx 1-Inx 2x2+1-Inx gX)
f(x)=2+x—2=2+ X2 x? T X2

b. Les variations de f et son tableau de variation.

gx)

x2

fle) =

x? > 0 donc le signe de f'(x) dépend du signe de g(x). Or, Vx € ]0; +o[, g(x) > 0 alors
Vx € ]0; +oo[, f'(x) > 0. Donc f est strictement croissante sur ]0; +oo].
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Tableau de variation de f.

f'(x) +

f (x) /'f

c. Equation de la tangente ( T ) a (C) au point d'abscisse 1.

y=f'Dx—-1+f1)=3(x—1)+(—1)=3x—3—1=3x -4y =3x — 4 est une équation de la tangente
(T) a (C) au point d'abscisse 1.

4. a. Démontrons que |'équation f(x) = 0 admet une solution unique a.

f est continue et strictement croissante sur ]0; +ool.

f(0; +oo[) = ]—o0; +oo[ et 0 € ]—o00; +0o[

donc |I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a sur ]0; +oo[
b. Justifions que : 1,3 < a < 1,4.

f est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[ et en particulier sur ]1,3; 1,4[.

;823 - 5’8'1228} = F(1,3) X f(1,4) <0

donc la solution unique a de |'équation f(x) = 0 est tel que: 1,3 < a < 1,4

PARTIE C
On pose ¢(x) = f(x) — (Bx —4) et h(x) = —x*+ 1 —Inx

1. a. Déterminons le sens de variation de h sur ]0; +oo.

1 2x%+1
R(x)=(-x*+1—-Inx) = (—x*+1)' = (Inx)" = —2x x

X

2
I (x) = =22 < 0Vx €]0; +oo[, donc h est strictement décroissante sur ]0; +oo

b. Calcul de h(1)
h(1)=-1241-In1=-1+1+0=0

Vx € 0;1, h(x) > 0;

Justifions que : {Vx € 1;+o, h(x) < 0.
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X 0 1 +o¢
h *(x) -

h (x) ==& ) S e Al
Signe

de h(x) i 0‘ 5

h est strictement décroissante sur ]0; + o],
{Vx €10;1[, x <1 h(x) > h(1) or h(1) = 0donc h(x) > 0;
Vx € ]1; 4+, x > 1 h(x) < h(1) or k(1) = 0donc h(x) <0

2. a. Démontrons que : Vx € |0; +oo|, ¢’ (x) = %
-3 2
(p’(X) = [f(x) —(3x — 4)]’ = f’(x) - (3x — 4)/ — gi‘;c) 3= g(x)xz X

2x*+1-Inx—3x* —x*+1-Inx h(x)

(p,(X) = XZ - xz xz

b. Les variations de ¢

b0 %2 > 0 donc le signe de ¢’ (x) dépend du signe de h(x).

Q') =37
Or,Vx € 0;1,h(x) > 0= ¢'(x) > 0 donc p est strictement croissante sur | 0; 1;
Et,Vx € 1;+ |,h(x) < 0 = ¢(x) < 0 donc ¢ est strictement décroissante sur 1;+oo |.

e Le signe de ¢(x) suivant les valeurs de x.
o(D=f1H)-Bx1-4)=f(H)-B%x1-4)=-1-(-1)=-1+1=0

X 0 1 ¢
@ (x) + o =
o (X) / O

e
Signe
de o(x) =

c. Position relative de (C) par rapport a la tangente ( T ).

Vx € ]0; +oo[, p(x) < 0= Vx € ]0; +oo[, f(x) —(Bx—4) <0
= Vx € ]0; +oo[, f(x) < (3x — 4)

Donc sur ]0; +ol[, (C) est en dessous de sa tangente (T )
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au point d'abscisse 1 qui a pour équation y = 3x — 4
PARTIED

1. Tracé de la courbe de (C), de la droite (D) et de la tangente (T).

2. Calcul de I'aire de la partie du plan délimitée par (C), (D) et les droites x = 1 et x =e.

Soit B I'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C), la droite (D) et les droites d'équations x = 1
etx=e.

21¢€
B=(JF0) — @x—)dr-UA= [ " dx-vA= [ Tinxdx A = [aan) ] A
1
_[@ne* @mn? (W @ 1

Ona:UA=2x2cm?=4cm?

B=LtUua=lx4cm?=2cm?
—E —EX cm”® = 2 cm
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CORRECTION SESSION NORMALE 2007 SERIE D

EXERCICE 1
UO = 4 VO = 9
Ona: {Un+1 = % et {Vn+1 = %(Un + 1)

1. Démontrons par récurrence que Vn € N,U,, > 0 et 1, > 0.

Uy=4>0

Vi=9> 0} = la propriété est vraie a I'ordre O
) =

On suppose que: Vp € N,U, >0 et 1V, >0
Montrons alors que Uy, > 0 et V1 >0

Uy>0etv,>0=U,+V,>0etU,xV,>0

S 2Up><Vp
d'ou U7, > 0 donc Upyq >0

Upy>0etV,>0=U, +V,>0
d'oti 2 (U, + V) > 0 donc Vpyy > 0

On conclue: vn e N, U, >0et 1}, >0

_ (Vn_Un)z

2. a.Démontrons que: Vn € N,V .1 —Upyq = 2 UtV
n n

2UnVy _ (Un+Vy)%—4UpV,

1
Vg1 = Upgq = Py (Un + Vn) -

UtV 2(Un+Vp)
v U _ URHVEH2Un V=AU,V UZ+VZ-2U,V,
ntl it 2(Un+Vp) 2(Un+Vp)

_ (Un_Vn)z

Voer1 — U =
n+1 n+1 Z(Un"'Vn)

b. Montrons par récurrence que : Yn € N, U, <V},

Uy=4 . T

VO _ 9} = U, <V, donc la propriété est vraie a |'ordre O
b =

On suppose que Vp € N, U, <1},

Montrons alors que Vp € N,Up,1 < Vg

2
(v — Up)
VP EN, vy — Upyy = —A—L2>0
4 p+1 p+1 Z(Up + vp)
= Vp+1 - Up+1 S 0 dOﬂC Up+1 S Vp+1

On conclue: vn € N,U,, <V,
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e Montrons que : Vi y — Upyy <5 (V= Up)

(Vn - Un)z 1 (Vn - Un)

vneN, V., —U ===, U,) ——————=
n n+1 n+1 Z(Un+l/;1) 2(11. TL) (Un+Vn)

vneNU, <V, =V, —U, >0
cependant vn € N,V,, — U, <V, + U,

LI (Vn_Un)
d'ou ) <

1 V=Up) _ 1
donc Vit1 = Uny1 = E(Vn - Un) (Un+Viy) = E(Vn - Un) X1

Finalement: vn e N,V,,; — Up4q < %(Vn - Uy)
c. Montrons par récurrence que : Vn € N, V;, — U, < >

n =5n

Vo—Up=9-4=5<
On suppose que Vp € N,v, — U, < Zin

5
Montrons alors que Vn € N, v;11 — Upy1 < 5557

1 1
vp+1 - Up+1 S E(vp - Up) = Up+1 - Up+1 S Z X 2_p

(car on a supposé que: V;, — Uy, < zip)

5

= Vp41 = Ups1 < 5557 la propriété est vraie a I'ordre n + 1

. 5
On conclue : vn e N,V — U,, < =

3. a. Démontrons que la suite (U,) est croissante

U U = 2UnVn _ 2UpVp—UZ—UpVy
ntl N U4y n Un+Vp
_ UnVTL_UTZL _ Un(Vn_Un
T UptVn | UtV )
V,>U,=>V,—U,>0
= Uy — Uy, = —2—(V, — U,) > 0 donc U,y — U, >0
Un+Vn

Finalement, U,, est croissante.

e Démontrons que la suite (V;,) est décroissante

1 1 1 1 1
Vn+1_Vn=§(Un+Vn)_Vn=§Un+§Vn_Vn_§Un_EVn
Ooru,<V,=>U,-V, <0
Donc Vs =V = 5 (Un = 1) < 0

260

- donc la propriété est vraie a l'ordre O



Finalement, (V},) est décroissante.
b. Montrons que la suite (U,) converge.

La suite (V) est décroissante d'ol Vn € N, V,, < V.
OrvneN, U, <V, = U, <V, = (Uy,) est majorée par V.
(U,) est croissante et majorée par v, donc (U,) converge.

e Montrons que la suite (V;,) converge.

La suite (U,) est croissante d'ou Vn € N, U, < U,,.

orvn € N,U, <V, = Uy <V, = (1}) est minorée par U,.

(1,) est décroissante et minorée par U, donc (V},) converge.
c. Démontrons que les suites (U,) et (1) ont la méme limite ¢
Vo = Uy < = 0F Ll oo o = 0 dONC limyyos oo Vy — Uy, = 0.

Par suite, lim,,_, .oV, = lim,_, o Uy,.

Donc les suites (U,,) et (V,) ont la méme limite notée 4.

4. a. Démontrons que pour tout entier naturel n, Uy, - Vi1 = Uy - Vy,

Uns1 - Vne1 = % : % (Un + V) = ZUZE/ZEU: ; )V”) =Un- Vi

b. Déterminons la valeur exacte de .

VnEN,Upi1 Vg1 =Up - Wy

d'ot Uy -V, =Upq -Vyoy=--=Uy-V; =Uy-Vy =4x9 =36 limU, -V, = 36

Or limU,, - V,, = limU,, - limV,, = limU,, - limU,, = (limU,,)? = 2
Donc #? = 36 = £ = /36 = 6(carU,, > 0 et V, > 0)

Finalement, limU,, = limj, = £ =6
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EXERCICE 2

PARTIE A
0,75 T
04 B
0,25 T
0,6 0,52 3
0,48
1. Précisons chacune des probabilités suivantes :
a. P(B) = 0,4
__P(BNT) _ 0,75X0,40 __
b. Ps(T) = S = 2728 = 0,75
c. PB(T) _ P(BNT) _ 0,6%0,52 =052

P(B) 0,6

2. P(A) =P(B) X Pg(T) = 0,4%0,75= 0,3

3. P(T)=P(BNT)+P(BNT)=P(B)xPg(T) + P(B) x Pg(T)
=0,3+0,5%0,52=0,612

Py(T) = 0,75

P(T) = 0,612 Pg(T) # P(T) donc les évenements B et T ne sont pas indépendants.

5. Soit C:"un éleve admis au test est bachelier"

P(C) = P(4) _ 03 300 25x12 25
P(T) 0612 612 51x12 51
PARTIE B
1. Tl s'agit d'une loi binomiale telle que n =5;p =03 et g =0,7
P(x = 3) = €3(0,3)3(0,7)2 = 0,1323

2. L'espérance mathématique de X est :
EX)=nxp=5x03=1,5

PROBLEME
PARTIE A
x—3 x+1-4  x+1 4 4
L = =5a T
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4

a.Vx€eDjetx+#0,g(x)=f(lnx)=1- (Inx)+1

4
eX+1"

b.vx e R h(x) = f(e*)=1-
2. @ limy, o f(X) =limy oo =T =1 et limy oo f () = limy oo =7=1

b. lim,_,_; f(x) = 400 car sur | — oo; —1[, x+1<0et lim,,_;x—3=-4<0lim,__;f(x) = —oo car sur
]—1;4c0[,x+1>0etlim,,_;x—3=—4<0

4
(x+1)2

/ _ (x=3) _1x1-1x(=3) _ 143 _ 4 e , _
3. /'@ =(5) = "G = Gy~ VHER- LS =

Donc f est strictement croissante sur |—oo; —1[ et sur |—1; +oo[

Tableau de variation de f :

X o0 -1 +00
f'(x) + | +
f(x) /+’f« / 1
1 —r
PARTIE B
1. a.g(0)=1

}Cl_r)r(l)g(x) =1 car )lcl_r)r(l)lnx = —oo et }Cl_r)r(l) THrEh

= lim,_,g(x) = g(0) donc g est continue en O .

4
b g(x)—g(0) _ 1-(Inx)"1+171 _ Tno+l . —4

x—0 x x xIn x+x

. x)—g(0 . -4
lim 9)-9(0) _ lim - —»
x—0 x—0 x—0 xXInx+x

g(x)—g(0)
R

donc (Cg) admet au point d'abscisse O une demi-tangente verticale.

4 —_—
(Inx|+1 -

2. a.limy,og(x) =lim,, 1 =1 car lim,_,,lnx = +oo et lim,_, o

N (Inx|+1

lim,_, 0 g(x) = 1 donc la droite d'équation y = 1 est asymptote horizontale a (Cg) en +o

0 1 4
b. hmx_%g(x) = hmx_%l T (nx+1
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limx_)l (nx)+1=0
e

car 4 1
limx_%m= —oocar (Inx) +1<0six< 2

li =i 1 * =

1mx_%g(x) = 1mx_% o) +1

limx_g (nx)+1=0
e

1
limx_%m = +00C31'(II’IX) +1>0six> E
limx_%g(x) =+ et limx_%g(x) = —o0

= la droite d'équation x = 5 est asymptote verticale a (Cg)

3 g'(x):(l— . ),:( - )I=—4><M

(Inx)+1 T (nx)+1 (Inx+1)2
1 1
R R I
(Inx + 1)? (Inx+1)2  x(lnx + 1)?
4

1 1
Vx € |0;=| U |-; g (xX)=————=>0
* ] e[ ]e +Oo[ 9t x(Inx + 1)2
. . 1 1
Donc g est strictement croissante sur ]0;;[ et sur ];; +00[

Tableau de variation

X 0 Cl) +00

g [ - :

g (x) /' o2 / 1
1 -0
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4. Tracé de (C,) et ses asymptotes dans le repere R;.

34

PARTIE C

4 4 =4
1 limy,_oh(x) = limy,_eo0' @1 = —3 car limy,_ee* = 0 et lim,__y, £

droite d'équation y = —3 est asymptote horizontale a (c;)

x = limyh(x) = -3 = la

iMoo h() = Ty o1 — == = 1 car limy e = +00 ef limy 4o — = 0 lim,_ . h(x) = 1= la droite

d'équation y = 1 est asymptote horizontale a (cp,)

2. h'(x):(l— 4 )’z(_ 4 )'=_4X—(e"+1)’_ 4e*

eX+1 eX+1 (1+e%)2 ~ (1+eX)2

3. VxeR A (x) = (11%)2 > 0 donc h est strictement croissante sur R.

Tableau de variation de h.

X —oC +L

h(x) +

h(x) |
3

4. a. Déterminons les coordonnées de chacun des points A et B.

e A point d'intersection de (C,,) avec la droite (0I) & h(x,) =0
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_ _ _ x _ X4 — _
1 exA+1—O<:>exA+1—1=>e A+1=4e*4A=3x,=In3

x4 =In3 et h(xy) =0= A(In3;0)
e B point d ‘intersection de (C,) avec la droite (0)) © xz =0

—h(x)) =h(0)=1———=1
¥e = h(xp) = h(0) e0+1 1+1 2

b. Equation de la tangente ( T) a (C,) en B.
y=h'(xg) - (x —xg) + h(xg) avec h(xg) =yg = —1let h'(xg) =h'(0) =2

Dot (T):y=2(x—0)+(-1)=2x—1
c. Démontrons que B(0; 1) est un centre de symétrie de (Cp).

VXERO—x=—x€D,=Ret0+x=x€D, =R

4 _ex+1—4_ex—3
eX+1  e*+1  e*+1

h(0+x)=h(x)=1-

4 _e‘x+1—4_e_x—3
e X*+1 e *+1 e *+1

h(0—x)=h(—x)=1-

ex—3+e_x—3_e°+ex—3e_x—3+e°+e‘x—36x—3
eX+1 e *+1 (e*+1De*+1)

h(0+x)+ h(0—x) =

1-2e7—-3+1-2e"—-3 —2e*—-2e"—-4 -—2(e+e*+2)
B ef+er+e*+1 S l4e¥+e ™ +1 (2+eX+eX)

h(0 + x) + h(0 — x) = =2

w = _72 = —1 = B(0; —1) est centre de symétrie de (Cy)

5. a. h est continue et strictement croissante sur R

donc h réalise une bijection de R vers h(]—oo; +oo[) = ]-3; 1|

b. Pour déterminer |'expression explicite de la bijection réciproque h~! de h, on résoud I'équation:
h(x) =y

h(x)=y<:>1_ x4- =y<:> x4' — _yc)ex+1=%
eX+1 eX+1 4 !
Seftl=— o= 1o =
1-y 1-y 1y
o x =ln(ii_;) d'ot Vx € ]-3;1[ A~ (x) =ln(%)
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6. Tracé de (T),(Cy) et ses asymptotes dans le repére R,.
Représentation graphique de ( T') courbe de la fonction h™* dans le repere R,.

(T): y=x-1

L]
1
I
I
1
I
I
I
I
1
I
!
U

((Ch)

.v.—:_j

B by
-
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CORRECTION SESSION NORMALE 2006 SERIE D

EXERCICE 1

1. Placé des points A, B et C tels que Z, = 2 + 6i;Z5 = 4 + 2i; Z; = 6i.

Zo—Z4
Zp—Z4°

2. a. Forme algébrique de Z =

Zo—Z,  0—-Q2+60) —2-6i  —2-6i
Zp—Z4 (4+20)—(Q2+60) 4+2i—2—-60i 2—4i
_(—2-6D)(2+40) (—2-60)(2+4i) 20— 20i
T 2-4D)2+40) 20 20

7 =

=>Z=1-1i

b. Forme trigonométrique de Z.

Z=1-i=|Z|=1—-i|=y12+12=+2

Soit 6 unargument de Z. ona:

c059=i=£ \
R e e O R C)
sinf = _ﬁ: _7J

c. Mesure de I'angle orienté (4B, A0).
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-Z

S Zo
mes(AB,A0) = arg

s
Zs _ZA> =argZ =arg(l—i) = ~2

3. Soit r la rotation de centre B et d'angle —%

a. Ecriture complexe de r.

f(z)=az+b

a=keI=eF = cos (— g) + isin (— %) = —i (eneffet, pour une rotation, k = 1)

f(zp) = zg © azg + b = zz (Bétant le centre dela rotation,Best invariant par r )
ob=zz—azg=zg(1—a)= @A +20)(1 - ()l b={4+201+i)=2+6i

Finalement: - f(z) = —iz+ 2 + 6i

b.L'image de O par r.
f(2)=—iz+2+6i=f(z9) = —izg+2+6i=—ix0+2+6i=2+6i=z

On en déduit que |I'image de O par la rotation r estle point A(2 + 6i)

c. En déduire que le triangle OAB est rectangle et isécéle en B.

r est la rotation de centre B qui transforme le point O en le point A = BO = BA donc OAB est un triangle
isocele en B. (1) r une rotation de centre B et d'angle —g qui fransforme le point O en le point A = mes

(BO, BA) = —% = (BO) L (BA) donc 0AB est un triangle rectangle en B.

Finalement, le triangle OAB est rectangle et isocéle en B.

4. a. Le centre et le rayon du cercle (C) circonscrit au triangle OAB.

Le triangle OAB étant rectangle en B, son hypoténuse [OA] est le diametre du cercle circonscrit.
Le centre du cercle (C) est donc le milieu de [OA].

Soit Q le centre du cercle (C) et z, son affixe.

_zZytzyg 0+2+60

z0 == S =1+3i=0(1;3)

Soit R le rayon de (C).

R est la moitié de la longueur OA puisque [OA] est le diamétre de (C).

_0A _|zg—2z| _|2+6i] 40

2 2 2 7 = V10

R

Construction de (C). (Voir figure précédente)

269



b. Démontrer que les points 0, A, B et C appartiennent d un méme cercle.

1%" méthode :

On montre que le point C appartient également au cercle (C) circonscrit au triangle OAB.
Vérifions pour cela que la distance QC est égale a V10, le rayon du cercle (C).

OC = |z¢ — zo| = |(6]) — (1 + 30)| = | — 1 + 3i| = V12 + 32 = /10.

Le point C appartient au cercle (C) circonscrit au triangle OAB donc les points 0,4, B et C sont
cocycliques.

*
ZO—ZB . Zo—Zc € R*

273me méthode: On montre que 22y 7o ze

Zo—Zp  0—(4+20)  —4-2 -2-i
Zy—Zg (+60)—(4+20)) —-2+4i -—-1+2i

Zo—Z5  (-2-i)(-1-20) 5i
Zi—2Z5 (—1+20(-1-20) 5 °

Zo—Zc _ 0—(6i) _ —6i

= = = —3j
Zi—Zc (2+6D)—-(60) 2 !

Zo—Z5 Zo—2 -1
0 “2.20 “C-ii(-3i))=— ER’
7y — 25 2 —Z¢ 3

Donc les points 0, 4, B et C sont cocycliques.

EXERCICE 2
PARTIE A
1. Nombre de cartes magnétiques que la banque peut distribuer a ses clients. Dans un numéro de
cartes magnétiques, |'ordre est important et on peut répéter les chiffres.

Il s'agit donc d'une liste de 4 éléments pris parmi les 10 chiffres du systeme décimal. card Q = 10*
cartes.
2. Probabilité pour que le code d'une carte magnétique commence par O.

Un code peut commencer par un des 10 chiffres du systeme décimal.
Le tirage étant équiprobable, il y a une chance sur 10 que le code commence par 0. D'ou la probabilité %

3. Probabilité pour que le code d'une carte magnétique soit composée des chiffres 2;4;5;7.

Le nombre de cartes dont le code est constitué uniquement des chiffres 2;4;5; et 7 est card 4 = 4! = 24,
Car il s'agit d'une permutation des 4 chiffres.

cardA _ 24 3

La probabilité est donc : P = —— = — = ——
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PARTIE B
1. Calcul de la probabilité de chacun des évenements suivants :

a. E: «Monsieur KONE réussit a retirer de I'argent au premier essai »

Le nombre de codes possibles est : card ' = 4! = 24 codes.

cardE _ 1

La probabilité de retirer de |'argent au premier essai est donc : P(E) = ——=—

b. F : « Monsieur KONE échoue au premier essai et réussit au deuxieme essai ».

, . . ey 2 23
I échoue au premier essai avec une probabilité P, = >=

. . Va . K ’ 1
Au second essai, il réussit avec une probabilité P, = =

Finalement,ona: P(F) =P, X P, = g X % = % (théoréme de la multiplication).

2. G: «Monsieur KONE retire de |I'argent ».

G = E UF avec E ef F incompatibles donc P(G) = P(E) + P(F) = 5-+ - = —

3. Calcul de la probabilité qu'il ait effectué le retrait au premier essai.

Il s'agit de calculer la probabilité conditionnelle de faire un retrait au premier essai sachant que le
retrait a eu lieu.

Pg(E) =

1
P(ENG) P(E) 77 1 12 12
1 2471 24

1
PG) P(G) 1 2471 24 2

1

4. Valeurs prises par la variable aléatoire X, qui détermine la taxe totale a payer sur |'ensemble des
essais faits par Monsieur KONE.

e 30 francs : retrait des le premier essai.
e 90 francs : échec au premier essai ( 60frs ) et retrait au deuxiéme essai ( 30frs ).
e 120 francs : échec aux deux essais ( 60frs + 60frs).

Les valeurs prises par X sont donc : X = {30;90; 120}

a. La loi de probabilité de X.

P(X =30) = P(E) = 5
P(X:90)=P(F)=i
P(X=120)=1-P(()=1-S=—==

12~ 24
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X 30 | 90 | 120 | Totdl

1| 1| 22
PX=x) | — | — | = 1
24 24 24

b. Espérance mathématique de X.

E(X) =30 X —+90 X — + 120 x 22
24 24 24

30+90+2640

E(X) = 222200

E(X)=22=115
PROBLEME
PARTIE A

Soit la fonction g dérivable et définie sur ]0; +oo [par : g(x) = x* —Inx — 1.

1. Leslimitesde g en0O et en +oo.

: 2 _
limy_ox* =0

. —1; 2 _ —1=
limy0g(x) = limy_ox Inx—1=+oocar {1imx—>0 —Inx = +oo

) . ) Inx 1
limyy00g(X) = limy 0x? —Inx — 1 = limy_ 40 (x v ;) =+

lim,_,;x = +00
car Inx

limx_>+oo 7 = limx_>+oo ; =0
2. Calcul de g'(x) :

1 2x%2-1
VxE]O;+00[,g’(x)=(x2—lnx—1)’=2x—;=

X

3. Etude des variations de g et tableau de variation.

2x%2—1 2 DH2x -1 2 1
g = :(\/_x+ Y(V2x ):(\/_x+ )(ﬁx—1)
X X X
Vx € ]0; +oo [,@ > 0 doncle signe deg' '(x) estle mémequele signe de (v2x — 1).
Or (\/Ex—l)>0<:>x>i<:>x>£
’ \/E 2

On en déduit que :

Vx € ]0;?[ ,9'(x) < 0donc g est strictement décroissante sur ]O;g[

Vx € ]g +00[,g'(x) > 0 donc g est strictement croissante sur ]g +oo[.
V2

Vx € {7},9’(3@ =0
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D'ou le tableau de variation ci-dessous :

X 0 _‘[2—% 0
g '(x) - 0 x
g(x) +0 0

4. a. Démontrons que |'équation g(x) = 0 admet deux solutions sur ]0; +ool.

2 1

e g est continue et strictement décroissante sur]O;
9 (J0:5]) = Jo (F)s oo er0€ ] (F)i4eo] carg (5) <0

donc |I'équation g(x) = 0 admet une solution sur]O;g[.

it

e g est continue et strictement croissante sur]g; +00[,

g (]‘/7E +00D = ]g (‘/;) ; +oo[ et0€ ]g (\/75) ; +00[ car g (g) < 0 doncl'équation g(x) = 0 admet une solution
sur ]g, +00[,
Finalement, I'équation g(x) = 0 admet 2 solutions sur ]0; +ool.

. s 1. V2
a est la solution appartenant a ]0, > [
b. Démontrons que 0,4 < a < 0,5.

g est continue et strictement décroissante sur ]O;g[ et en particulier sur ]0,4; 0,5[

g(0,4) = 0,076

3(0,5) = —0,057] — 904 xg(0.5) <0

donc 0,4 < & < 0,5

c.Calculde g(1): g(1)=12-In1-1=1-0-1=0.
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d. Signe de g(x)

X O a :/:—2.. l +00
2
g(x) L E :
e S T
Signe : i
deg(xff + © - 0 +

vx €]0;af ,x < a = g(x) > g(a) car g est strictement décroissante. Or g(a) = 0.
Donc vx €]0;a[, g(x) >0

vx € la;1[,g(x) € ]—%— an;O[ =g(x)<0

Vx € ]1;+o[,x > 1= g(x) > g(1) car g est strictement croissante. Or g(1) =0
donc Vx € ]1; +oo[, g(x) > 0.

Vx € 10;a[ U]1;4+o[, g(x) >0

On en déduit que { Vx € Ja;1[,g(x) <0

PARTIE B

1. a. Lalimite de f en 0. Interprétation graphique du résultat.

. 1
limy o f(x) = limy_,q (x +24 ln—x) = lim,_, l(x2 +2+Inx) = —oo car {hmx_’o = 1 lim, o f(x) = —0 =
*xox * lim,_olnx = —o0
la droite (OJ) d'équation x = 0 est asymptoteverticalea (C).
b. La limite de f en +.
2
limy 400 f (%) = limy 40 (x +24 ln—x) = +oo car ¥ xlnx
xrox xlim,_, ;o0 —= 0
2. Calcul de f'(x)
1
, 2 EXx—lnx 2 1—Inx x2—2+1—-Inx
Vx€]0;+0°[,f(3€)=1+(—;)+ x—z =1—F+< 2 ): 2
x?—1—-Inx x
=z or g(x) =x?—Inx—1donc f'(x) = g)gz)

3. a.Calcul de f(a).

_ +2+lna
f@=a+-+—
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orgl@)=0a’-lna—-1=0Slha=a%-1

2 2
a“-1 2 a 1 2 1 1
=a+-+———=a+-+a—=-=2a+-=-
(24 [04 a [04 a a 24

donc f(a) = a +=+
Finalement: f(a) = 2a +§

b. Etude des variations de f et tableau de variation.

) gx)
£ =25
Vx €]0; +oo[,x2 > 0 donc f'(x) et g(x) ont le méme signe sur ]0; +oo].

e six€]0;a[U]l;4+o[alors g(x) > 0= f'(x) >0
donc f est strictement croissante sur ]0; af et sur ]1; +oo|.

e six€l]a;1[alors g(x) < 0= f'(x) <0 donc f est strictement décroissante sur ]a; 1].

Tableau de variation

f(x) + 0 - 0 +

1
fx) : / o \3 / 2

4. Démontrer que la droite (D) d'équation y = x est asymptote a (C) en +oo.

_ +2+lnx _2+lnx
fx)—x=x ol x = ol
2 Inx hmx_)+oo ; = O . (4 .
lim, 1o (f (%) — %) = limy_, 4 (; + T) =0 car y I doncladroite (D) d'équation y = x est
My p0 —— = 0

asymptote oblique a (C) en +oo.

5. Position de (D) par rapport a (C).

Inx 2 Inx 2+4+Inx
) —x=x+-—+—-x=—+—=
X X X X X

sur ]0; +oo[, x > 0 doncle signe de f(x) — x dépend de celui 2 + Inx

2+Inx
X

(C)est au-dessus de (D) sur Je™2; +oo]

e fx)—x>0& >0 2+hx>0hx> -2 x>e?

. f(x)—x<0<:>2+1%<0<:>2+lnx<0(:>lnx<—2<:>x<e_2

(C) est en dessous de (D) sur 10; e~2[
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6. Tracé de (D ) et (C).

7. Aest|'aire en cm? de la partie du plan délimitée par (C), (D) et les droites d'équations
respectives x = e 2 et x = 1. Calccul de A.

1 1 /9 Inx 1 1

A=f (f(x)—J’)dX=f ( +—>dx-UA=f (x2+—x1nx)dx-UA
e~2 e—2 X X e—2 X

1

-2

1 1 1
A= [Zlnx + Eln2 x] -UA = [Zlnl +E(ln 1)% - (21n e %+ E(ln e'2)2>] -UA

A=[o+o-(zx(—ez)+%(—2)2)]-UA=[—(—4+2)]-UA=2><UA

A=2x8cm? =16 cm?
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CORRECTION SESSION NORMALE 2005 SERIE D

EXERCICE 1

Me(r)@|(1—i\/§)z—x/§—i|=6<=I(1—i\/§)|(2‘£7§)| =6

, (V3+D)(1+iW3) | . 4l
@l(l—lﬁ)lz—ml—6@|(1 l\/§)|(Z 4)l

e|1-i)|iz-i)=6e|1-iV3|lz—i| =6

: .6
(:)2><|Z—L|=6<:>|Z—l|:E

la. 6

MeM e |z—i|=3
b. |Z_l|:3@|ZM_ZA|:3<:AM:3
Donc (T) est le cercle de centre A d'affixe i et de rayon 3.

2.

s(A)=0 © azy+b =2

azg +b =
sB)=C & o %

aZA—aZB:ZO—ZC
a(zy — zg) = zp — Z¢
Zo—7Zc Zc—Zo —4i—0 —4i  —4i(V3+1)
Zg—2g Zg—Zp 3—i 3—i (3-DH3+1)
—4iv3+4 4-—4iV3
q= iV3 + _ l\/_=1—i\/§
3+1 4

a =

azg+b=zpob=2p—az;=0—(1—iV3) xi=—(1—-iV3) xi
©b=—-(+V3)=—-i—V3=—-V3-i

Doncz' = (1—-iv3)z—+3—i
b.z=1-iV3)z—-V3-1i
1-iV3|=12+V3 =VI+3 =4 =2
S est une similitude plane directe

e derapportk =|1-iV3| =2
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e d'angle 6 = arg(1 —iV3)

1
cosf = — \

2 9__E
ﬁf 3

ing = ——
sin 2

e de centre E(w)

_ b _ _—V3-i _ —V3-i_ (=V3-D(-iV3) _ 3i—V3 _ —3+3i _i§+.
O T A WE L BEwn 3 3 9T L

3.a. Nature et éléments caractéristiques de (C).
(C) est un cercle.

e derayonR=kxr=2x3=6

e decentre O l'image de A par S (en effet, (4) =0)

b. Construction de (C) et (T ) ( voir figure)
(C): Cercle de centre 0(0;0) et de rayon 6.

(T) : Cercle de centre A (0;1) et de rayon 3.

4.a. Construction des points E et D.(voir figure )

s

b. Le triangle ECD est un triangle équilatéral car : EC = ED et mesDEC = 3
c.D € [EB) et ED = 2EB = ED = 2EB = zp, — 2z = 2(z5 — zg)

=>ZD=2(ZB_ZE)+ZE=2ZB_ZZE+ZE=ZZB_ZE=2\/§+\/?§_1.




5.z2'=az+b
S(E)=E & azg+b=2zg

azc+b=zp

s(C)=D &
QZg — QZ, = Zg — Zp

a(zg —2¢) = zg — Zp

zg—zp 1 3
a= =-+—;
2 2

Zg — Z¢

3
:>b=wx(1—a)=zE><(1—a)=\/?_+i

©= 1—a
Donc z' = G+?i)z+\/§+i
EXERCICE 2
A f0) = SRS
L f@=2=44
_ ) 6x%+22x+20 6x°
limy 0 f(x) =limy ;0 Zroc 6 lim, ;0 ~z = 6
2. fx)=6-— x;}:;is obtenu apreés division euclidienne.
a1 = (0250 = 0 - (25 = o) -

b. Tableau de variation:

f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur [2; +oof.

=g =

X 2 +0

£(x) o

00 / 6
4.4

]

B. La variable aléatoire X ne dépend pas de n dans la question 1.a)

1. a. Xe€{3;4;5;6}.
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b. Loi de probabilité
Le nombre total de jeton dans I'urne étant +3 ,ona:

Pix =3 _CixCy 2 B 2 4+ 1) 4(n+1)! 3 4
X=3)= c2,,  _ (m+3)! T (43D T m+3) m+3)@m+2)n+1)! n2+5n+6
21n+3-2)! 2I(n+1)!
PX_4_C}><C,1+C§_ n+l 2+ Dn+1D! 2+ D+ 2n+2
X=4= C2,s T (m+3)! (n + 3)! T m+3Mm+2)(n+1)! n2+5n+6
21(n+3-2)!
POX =5 _CxCy 2n _4dn(n+1)! 4n(n + 1)! . 4n
&=5 2., _ (+3)!  nm+3)!  ®@+3)(n+2)(n+1)! n2+5n+6
21(n+3—2)!
n!
.G 2m=2 _  n 2!n+1)!  nl(n+1)!
P =0 = =t 202 i3 -2+ 3
2'(n+3-2)!
nn—1)Mn-2)(n+1)! nn—1) n?—n

=(n—2)!(n+3)(n+2)(n+1)!=(n+3)(n+2)=n2+5n+6

xi 3 4 5 6
4 2n+ 2 4n n®—n
P(szi) 2 > 2 —_
n¢2+5n+6 | n2+5n+6 | n2+5n+6 | n2+5n+6

2.a. Déterminons E(X) |'espérance mathématique de X :

4 2n+2 4n n’—n
E(X):3xm+4xn2+5n+6+5xn2+5n+6+6xn2+5n+6
E(X):12+8n+8+20n+6n2—6n=6n2+22n+20

n2+5n+6 n?+5n+6

b. Déterminons n pour que E(X) égale a5 .

6n® + 22n+ 20

n2+5n+6
on?-3n-10=0on=-2o0un=>5

EX)=5& =5& 6n?+22n+20=5n%+5n+6)

n=-2oun=>5etne€[2;+x[, on retient donc n = 5.
c. 44<EX)<6

En moyenne, on peut espérer obtenir une somme de points comprise entre 4,4 et 6.

PROBLEME
PARTIE A

2(x—1)(x%+x+1)
E—

l.a. Vérifions que : Vx €]0; + o [,g'(x) =
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2 ’ 2 2x3-2 2(¢*-1) 2(x-D(*+x+1
g’(x)=(§x3+1—21nx> =2x2 —— = — ( )= ( )( )

X X X X

b.
Vx €]0;+o[,x >0etx2+x+1>0
le signe de g'(x) dépend dusignede (x —1)orx—1>0=>x>1

doncg'(x)>0ex—1>0x>1

g <0ex-1<0ex<1
g'(x)=0<:>x—1:0<:>x:1

d. g est strictement décroissante sur ]0; 1|
g est strictement croissante sur ]1; +oo[

2.a. Tableau de variation de g.

X 0 ] 4+
g’(x) - 0 +
+0 + o0
|8 (x)
3
3

b. Déterminons le signe de g(x).

ges‘r le minimum absolu de g sur ]0; +oo].

Donc Vx €]0; + |, g(x) = g >0d'ol g(x) >0

PARTIE B
La. limy o f(x) = 40

. Inx . 1 Inx . 2
car limy_, o = lim, ;o —X——= 0etlimy, e 3X~ 1=+

: 2
)lcl_I;I(l)f(x) = chlz)r(l) §x -1+ x—lenx =—00
b. la droite d'équation x = 0 est asymptote verticale car lim,_,f(x) = —0
Inx nx Inx 1 Inx

2. a.(f(x)—y)=— =§x17donc limyy00 (F () =) = limysioo 5 =-X—==0 donc (D): y = %x -1

x2

est asymptote oblique a (C)
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Inx Inx

b.(f()—y) =—= % X — le signe de (f(x) — y) dépenddusigne deln x or Inx < 0 sur ]0; 1[ et Inx > 0 sur
11; +oo].

(C) est en dessous de (D) sur]O; ;1]

(C) est au dessus de (D) sur ]1; +oo[

1.2 2.4 2.3
2  =Xx“=2xlnx  =x*+x-2xlnx =x°+1-2lnx
Ba.fl)=2+——=T =5 = 90 by yx €]0; +oof, £ (x) = L3 donc

Vx €]0; 4+oo[, f'(x) > 0 car on a montré que Vx €]0; +o[, g(x) > 0 donc f est strictement croissante sur
]0; 4+o0].

c. Tableau de variation de f.

4.a. Justification de la solution unique.

f est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[ donc f réalise une bijection de ]0; +oo[ sur R.
0 € R donc |I'équation f(x) = 0 admet une solution unique sur ]0; +oo[.

b. 11,15;1,3[ < |0; +oo]

£(1,15) =~ —0,13 et £(1,3) ~ 0,02

£(1,15) X £(1,3) < 0 donc 1,15 < a < 1,3.
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c. Construction de (D) et (C).

2 _
5.a. [ X i = ln/1—%+1

1 x2 y
A@) =4(-22 -3 +1) cm?

b.limy_ ;A1) =4 cm? ou 4.
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CORRECTION SESSION NORMALE 2004 SERIE D

EXERCICE 1

1. On choisit 5 sacs parmi les 60 sacs du chargement.
card Q) = C2, = 5461512.

Soit A |'évenement : «Exactement 2 sacs contiennent le produit non déclaré ».

card 4 882000

=C% x (3 = = = =
card A = (o X C5p = 882000 = P(4) = —v =7 = 0,

2. Soit B: " 1'un au moins des 5 sacs contrdlés contient le produit non déclaré " L'évenement
contraire est B : « aucun des 5 sacs contrdlés ne contient le produit non déclaré "

_ B 5 _
Ona: P(B) =48 — % 04 D'ol: P(B)=1-P(B)=1-0,4=0,6.

cardQ  Cg,

IT.
1. a.Surletrajet, il y a trois barrages.

A chaque barrage, si le produit non déclaré est saisi, le camionneur paie 10000 F.

D'ot : X = {0;10000;20000;30000}.

L'expérience conduit a 2 éventualités : le produit non déclaré est saisi ou non.

Il s'agit donc d'une expérience de Bernoulli.

L'expérience étant répétée 3 fois (il y a 3 barrages), la variable aléatoire suit la loi bindmiale suivante :
P(X = k) = Cxp*q" ™ = C£(0,6)*(0,4)*7"

Carn=3;k€{0;1;2;3},p=06etq=04.

Sik=0: P(X =0)=C2(0,6)°(0,4)3° = (0,4)° = 0,064

Sik=1:P(X =1) = C}(0,6)'(0,4)% = 0,288

Sik=2: P(X=2)=C3(0,6)%(0,4)! = 0,432

Sik=3: P(X =3)=C3(0,6)3(0,4)° = (0,6)% = 0,216
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La loi de probabilité de X est :

X; 0] 10000 | 20000 | 30000

PX=x; | 0064 | 0288 | 0,432 | 0,216

b. L'espérance mathématique E(X).

E(X) =0x0,064 + 10000 x 0,288 + 20000 x 0,432 + 30000 x 0,216 = 18000.

2. On suppose que le camionneur ne peut payer la taxe.

Le produit est saisi dans les cas suivants :
o le produit est détecté des le 1°" barrage.

e le produit n'est pas détecté au 1°" barrage mais est détecté au 2™ barrage.
e le produit n'est pas détecté aux 2 barrages précédents mais est détecté au 3éme barrage.

La probabilité de saisir le chargement est : p = 0,6 + 0,4 x 0,6 + (0,4)? x 0,6 = 0,936.

EXERCICE 2
Zy = 4i,Zp = 24/3+ 2i et Z, = —2/3 + 2i.

1. |z4] = V42 = 4 soit 6, un argument de z,, ona:

0:0

cosBA:Z

[ \ T
izl d ou AT‘gZAng:E
4

sinf, =

|zg| = V4 X 3 + 4 = 4 soit 63 un drgument de zz, ona:

cos @ —2B_3
B — — 5 i

4 2 d'oll Argzg = 0 ==
. 2 1 6
Sln93=z=5

|z.| = V4 X3+ 4 = 4 soit 6, un argument de z., ona:

-2v3 V3
cosfg=——=—— -

1 AY 5

4 2 d'ot Argz, = 0, ==

, 2 1 6
SmGC:ZZE

2. Ona:lzy| =lzg| =|zcl| =4 0A=0B=0C
Donc les points A, B et C appartiennent au cercle €(0;4).

3. Démontrons que le triangle OBA est équilatéral.
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AB = |ZAB| = |ZB _ZAl = |2\/§_ 2l|* =4
Comme AB = OA = OB alors le triangle OBA est équilatéral.

4. Démontrons que OBAC est un losange.

CA = |ze4| = |24 — zc| = |20 + 23| = 4

Comme OB = BA = CA = CO = 4 et de plus ( OB ) est paralléle a (CA) ( carzpp = z¢,4. ) Donc le quadrilatere
OBAC est un losange.

5. Kest le milieu de [0A]; S est la similitude directe de centre O telle que S(B) =

a. Détermination de |'écriture complexe de S.

Méthode 1
st o OK _lzl _ 121 _2 _1
—-Lerapport kde S:k == = & —1-32
Zgp + 2 V4
Carzk—o A=A

L'angle orienté 6 de S :

NE
wl

0 = Ar g( ) Arg( ) Arg(z,) — Arg(zp) = r_
Z0B 2
Le centre de S st le point O tel que z, = 0.

(4 . 1 d
L écriture complexe est donc: z' = Eels - Z.

On en déduit : 2’ ——(£+2)z =

2

1+iV3
A
4

Méthode 2
L'écriture complexe de S est de la forme : z' = az + b avec a et b des nombres complexes et |a| # 1.
S(0)=0etSB)=Kd'ou:

b=20 b=
_oa iV3-i) o _1+3i
203+ (VB+03-) T 1

0=0Xxa+b o
2i = a(2V3+2i) +b

C s 1431
dolz' = ;ﬂz

b. L milieu de [AC] donc z;, = C+ZA = —V3+3i

1+\/_l

z] =

(\/_+31)——( V3-3i+3i-3V3) =2 =3

c. (LO) est la médiatrice du segment [AC]. Or S(0) =0 et S(L) =L'.
286



z; = —/3 alors L' € (0I). Donc ((0 L)) = (O).

L'image de la médiatrice (LO) est (OI).

PROBLEME
PARTIE A

P(x) = e?* —5e* +4
1. Résolvons |'équation x € R, P(x) = 0.
P(x) =0 e?* —5e*+4=0.
On pose X = e* avec e* > 0. L'équation devient: X2 —5X+4 =0

A=25—-16=9 =32
X_5—3_1. _5+3_4
1T TR TS
e*=1lex=0e*=4<x=In4

Les solutions de I'équation sont : {0;1n 4}.

2. P(x)=(e*—1)(e*—4)

Signe de P(x)
X -0 0 ind +0
P(x) + 0 = 0 +
L =

Vx €] — 00; 0[U]In4; +oo[; P(x) > 0
Vx €]0;In4[,P(x) <0

PARTIE B

fx)y=x—-1+

ex—2

1. Dy ={x€R/e*—2 %0}

e*—2#0oe*#2 x#In2 = Dy =| —0;In2[U [In2; +oo|
2. Calcul des limites
My yeX — 1 = 400 et limy, 4o e—l_z = lim,_ 4 o0 ei = 0 donc lim,_, o, f(x) = +0 lim,,_ox — 1 = —o0 et
limy, oo —— = —3 donc lim,,_q, f(x) = —o0 lim, 2" —2=0ete*—2>0six>In2; e¥-2<0si

x<In2
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N 1 . 1
d'ou llmx_)lnz prary = —o et hmx—>ln2 o = 400,

donc lim,_j, 5 f(x) = —o et limy_j,, f(x) = +o0

P(x)
(eX-2)2

3. a. Vérifions que : f'(x) =

’ 1 ' e* (ex_z)Z_ex
VxEDf,f(x)=(x—1)+(ex_2)=1—(ex_2)2= ™ —2)2

.. e—de*+4—e*  P(x)
PO~

b. Le signe de f'(x).

Vx € Dgr(e* —2)? > 0, donc le signe de f'(x) est celui de P(x).D'ol :
Six €] —0;0[U]In4; +oo |, f'(x) >0

Six€0;In2[Uln2;In4 |, f'(x) <0

Six €{0;In4}, f'(x) =0

c. Tableau de variation de f.

X - 0 In2 In4 +of

7(x) + {) - - ¢ B

f(x)

4. Démontrons que la droite (D): y = x — 1 est asymptote a (C) en +oo
[f(x)—y]=

1 . 1 .
P or 1lmx_,+oo o2 =0=> 11mx—>+00[f(x) - y] =0

D'ot la droite (D) d'équation y = x — 1 est asymptote a (C) en +co.

5. Sur JIn2; +oo[, (e* —2) > 0 donc [f(x) —y] > 0 alors (C) est au dessus de |'asymptote (D).

ex
2(e*-2)

1 3 1x24+e*-2
to=x—>+
eXx—-2 2 2 2(e*-2)

6.Vx€m¢@):x_1+]'—x_1_%+

ex—2

D'oll f(x) =x -3+

7. [f(x)—y]l= 2(::_2) or limy_,_q, Z(:Tx_z) =0carlimy,_oe*=0=lim _of(x)—y=0

D'ou la droite (A) d'équation y = x — ; est asymptote a (C) en —co.

8. Sur ]—oo;In2[, (e*—2) < 0ete*>0donc [f(x)—y] < O0alors (C) est en dessous de |'asymptote
4)
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9. Construction de (C).

PARTIE C

Soit A un nombre réel strictement négatif.

ex

L. A = [, - (f(x) —y)dx.4 cm? = [, — gy x4 em?

0 e 2 0 2
— — X
——ZL —(ex_z)dx-4cm =-2 [ln|e —2||A-cm

A(A) = —2[ln 1-— lnle}L — 2| ..cm? = 211’1(2 _ e’l) . cm?

2. a.limy,_,A(A) = 2In(2).cm? = In4 cm? car lim,_,_,e* = 0 b. Voir figure.

b. Voir figure
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CORRECTION SESSION DE REMPLACEMENT 2003 SERIE D
EXERCICE 1
1. Calculons u,
Ona:u = f(ug) =;up+3 =2,
2. a.les droites (D) et (A) sont tracées sur la figure
b. Plagons ug, uy, u,, us et u, sur la figure

Ona:ug =—4,u; = f(up) uy = f(wr), us = f(uz), uy = f(us).

figure 1

,,,,,
'

ug

c. Conjecturons la convergence de la suite u
Graphiquement, la suite u semble converger vers le nombre réel 4.
3. a. Démontrons par récurrence que : Vn € N,u, < 4.
Ona:uy,=—4,doncu, < 4
Soir k, un entier naturel quelconque.
Supposons que u;, < 4 et montrons que uy,q < 4.
Onaugyr = f(u) = iuk +3,

1 4 1
doncuk<4:>Zuk<2:2uk+3<1+3=>uk+1<4,'
dIOCI uk<4:>uk+1<4.

Conclusion: vn € N,u, < 4.
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b. Démontrons que la suite u est strictement croissante

Onavn e N u,1 —u, =%un+3—un = —%un+3 = —%(un—l}).

Or d'apres la question 3.a., Vn € N,u,, < 4 donc vn € N,u, —4 < 0.
On en déduit que Vn € N,u,; —u, > 0 car —% <0.

La suite u est donc strictement croissante.

c. Justifions que la suite est convergente

D'apres les questions 3.a. et 3.b., la suite u est strictement croissante et majorée par 4. Donc la suite
u est convergente.

4. OnposevneN,v, =u, —4
a. Démontrons que v est une suite géométrique

VnEN,vn+1=un+1—4:Gun+3)—4=iun—1—l

1
—Z(un—4) :Z'Un.

1
vneN, v, = 2V

. , sy . . 1 .
donc la suite v est geométrique de raison g = ; et de premier terme vo = uo — 4 = —8

-2
4n—-1

b. Démontrons que : Vn € N*,v, =

. 14 7/ . . 1 .
v est une suite géométrique de raison ; et de premier terme v, = —8,

_ -8 _ -2x4 _ -2

__Z; 4n 4n-1°

1 n
donc vn € N, v, = v,q™ = —8. (Z)

La formule étant vraie pour tout entier n, elle |'est aussi pour tout entier non nul, donc
-2
vn € N, v, =

4qn—1°

c. Déterminons la limite de la suite v

-2
4qn-1

1" méthode :vn € N*,v,, = ef lim,_ 4" ! = 400 donc lim,_, v, = 0.

e . , sa . . 1 1 .
2% méthode : v est une suite géométrique de raison S avec |Z| < 1. donc la suite v converge vers 0
d'ol lim v, = 0.

d. Déduisons la limite de la suite u
Ona: vn € N,v, =u, —4 donc vn € N,u, = v, + 4, or limy, =0, n - +oo

donc limu,, = 4.

5. a. Exprimons u, en fonction de n

-2 -2
vn €N, v, = et vn e N u, = v, +4, donc vn € N*,u,, = —+ 4.

4n—-1
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' . — -2 2
b. Trouvons une valeur de |'entier naturel k telle que |u;, — 4| < 107° Ona:|u, — 4| = |4k_1+4_4| = i

_ 2 _
lu, — 4] < 10 104:»4,{—_1< 10710;
4k—1 10
o 4k-1 > 21019,
& In(4%71) > In(2.101%);
& (k—1)In4 > In(2.101%);

2.1090
( ),car In4 > 0;
In4

+1;

©k—1>In

In(2.1010
In4

o k> 1811.

Toute valeur de |'entier naturel k supérieur ou égale a 19 convient. On choisit la plus petite valeur de
|'ensemble, d'ol k = 19.

EXERCICE 2
1. Vérifions que :
VZECZ3-2iZ?+4(1+i)z+16+16i = (z+2)[Z? —2(1 + 1)z + 8(1 + 1)]

VZEC, (Z+2)[Z%-2(1+1D)Z+8(1+1)]

=z3-2(14+)z>+8(1 +)z+ 222 —4(1+ i)z + 16(1 + i)
=723+ (-2-2i+2)z> +4(1 + )z + 16 + 16i
=2z3-2iz2+4(1+ i)z + 16 + 16i

dol: VZECZ3-2iZ? +4(1+D)Z+16+16i = (Z+2)[Z? - 2(1 +)Z + 8(1 + D)].

2. a. Déterminons les racines carrées du nombre complexe -8-6i

Résolvons |'équation: (E,):z € C,z2 = —8 — 6i.

Posons z = x + iy avec x et y réels. Ona :| — 8 — 6i| = V64 + 36 = 10.

{|2222|=|—8—6i|
(x +iy)* = —8 — 6i
x2+y%2 =10
( =% xz—y2—8—8
2xy = —6
x2+y2=10
& Jx?2 —y?2 =-8(2)
xy =—=3(3)

(1)+ (2) donne 2x2 =2d'olx =1oux =—1.
(1) - (2) donne 2y? =18 d'oly =3 ouy = —3.

L'équation (3) nous permet de déterminer les couples solutions (—1;3) et (1; —3). Les solutions de
I'"équation (E,), c'est-a-dire les racines carrées de —8 — 6i sont —1 + 3i et 1 — 3i.
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b. Résolvons dans C, |'équation (E;):Z* —2(1+{)Z+8(1+i)=0
Calculons le discriminant de (E;).
A=[-2(1+D]* -4 x8(1+i);
=4(1+0)%-32(1 +1i);
=8i — 32— 32i;

= —32 — 24i;
= 4(—8 — 6i);

A= 4(1 - 3i)* d'apreés la question 2.a.
Les racines carrées de A sont donc 2(1 — 3i) et 2(—1 + 3i).

Les solutions de (E;) sont donc :

21+ +2(1-3i 2(L+0)+2(—1+3i

( )2( )=1+i+1—3ie1‘ ( ) 2( )=1+i—1+3i
=2-2i

=4

donc S, = {4i,2 — 2i}.

c. Déduisons les solutions de |'équation ( E )
B)eZ+2=00uZ?-2(1+)Z+8(1+i)=0
oZ=-20uZ=4io0uZ=2-2i

S, = {—2,4,2 — 2i}.

3. Soit A(—2),B(4i) et C(2 — 2i)

a. (Voir figure 2).

b. Déterminons et construisons |'image (C') du cercle (C ) de diameétre [AB]
S est la similitude directe de centre A qui transforme B en K;
donc S transforme le segment [AB] en le segment [AK].

Ainsi le cercle (C ) de diamétre [AB] est. transformé en cercle de diamétre [AK]; donc ( C; ) est le
cercle de diametre [AK].
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c. Déterminons |'écriture complexe de S

L'écriture complexe de S est de la forme : z' = az + b avec a € C* et b € C. Le milieu K de [BC] a pour
ZB+ZC 4i+2-2i .
=—= 141,

Ona:S(A)=Ae —2a+b=-2etS(B)=K o 4ia+b=1+1i.

—2a+b=-2(1)

Résolvons dans C x C le systeme (S) : { _ _
4ia+b=1+1i(2)

3+4 3+i)(2—41 1-i 1-i
= (34X )=—,donc,a=—.
2+41 20 2 2

@)-(H)e 2+4Da=3+iea=
En remplagant a par % dans I'équation (1),
onaab=-2+2a=-2+1—-i=-1—1i,doncb=-1-1i.
L'écriture complexe de S est donc : z' = %iz -1-i.
d. Déterminons I'angle et le rapport de S
Ona:z' =az+baveca = %(1 —i).0r1—-i= \/E(cos(—%) + isin(—%)),
V2 —if

Donca=7e 4

s

Le rapport de Sest |a| = \/; et I'angle S est Arg(a) = -
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PROBLEME

e*-2
exX—2x"

f est la fonction de R vers R définie par: f(x) =

1. a Démontrons que Vx € R,e* — 2x > 0

La fonction u:x = e* — 2x est dérivable sur Ret u'(x) =e* - 2. u'(x) 20 e*>2 < x >In2 et
u(ln2) =2(1 -1In2);

d'ou le tableau de variation de u.

X - _In2_. i B
u'(x) = 0 b -
— ’_’___/"‘/“
u(x e
% T~ 2(1-In2)

D'apres |'étude ci-dessus, 2(1 —In 2) est le minimum de u sur R. Or 2(1 — 1,2) > 0 donc pour tout
nombre réel x,u(x) > 0, c'est-a-dire : Vx € R,e* — 2x > 0.

b. Déduisons |'ensemble de définition de f.
D'apres la., Vx € R,u(x) # 0, donc D¢ = R.

c. Déterminons les limites de fi en —o0 €t en 4+

e* -0
lim f(x) =0, car lorsque x - —o,{(e* —2) - =2
X—>—00
(e* —2x) » +
e*(1-%) 1-2¢7%
. L %) L _
xl—1>r-|1-1oof(x) N xl—l}-lr-loo ex(l—z—i) - x—l>+oo 1-2xe™*
e *-0

car lors uex—>+oo,{ _
q xe * >0

d. Donnons une interprétation graphique des résultats précédents

(T ) admet respectivement en —c et en +oo les droites d'équations y = 0 et y = 1 pour asymptote.

2. g est la fonction de R vers R définie par: g(x) = (2 —x)e* — 2
a. Démontrons que : Vx € R, g'(x) = (1 — x)e*
g est dérivable sur R et g'(x) = —e* + (2 — x)e*;
=(-14+2—-x)e%;
= (1—-x)e*.

Donc: Vx € R, g'(x): (1 — x)e*.
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b. Etudions les variations de gsurR

Vx ER,g'(x) = (1 —x)e*.

le signe de g'(x) est celuide 1 —x car e* > 0.
Donc : Vx €] —0;1[, g’ (x) > 0,

Vx €]1; +oo[, g'(x) <0

etg(l)=e—2.

On en déduit que la fonction g est strictement croissante sur J- «,1 ] et strictement décroissante
sur [1; 4ool.

c. Dressons le tableau de variation de g

i’ X — 00 i & co

d. Déterminons la limite de g en +

(2—x)> -
e* - +oo ’

lim, 1 g(x) = —c0 car lorsque : x — +oo,{
Démontrons que |'équation g(x) = 0 admet une solution unique a appartenant @ [1; +ool.

La fonction g est continue et strictement décroissante sur :

[1;+0o[ et g([1, +oo]) =]limy 40 g(x); g(1)] =] — 005 — 2].

La fonction g réalise donc une bijection de [1;+oo[ sur ] — ;e —2]. Or e > 2,donce—2>0,d'ou

0 €] — o0; e — 2]. Donc I'équation g(x) = 0 admet une solution unique @ appartenant a [1; +oo].

e. Calculons g(0) et démontrons que

Vx €] —00,0[,g(x) <0
Ve]0,a[, g(x) >0
Vx €]a, +oo[,g(x) < 0.

Ona:g(0) = 0.
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Complétons le tableau de variation de g.

s i o Fags “

X ! -— 00 O
gty | 3 TR :
e  a : Vv e—2 .
= | 3 -~ ~G~— \
J{X) | / s
l e S . A_i‘“‘ = o]

g est strictement croissante sur | — oo; 1] et g(0) = 0,
donc Vx €] — o0; 0[, g(x) < 0 et Vx €]0; 1]; g(x) > 0,
g est strictement décroissante sur [1;+o[ et g(a) =0,
donc Vx € [1;a[; g(x) > 0 et Vx €]a; +oo[; g(x) < 0.

Vx €] —00,0[,g(x) <0

On déduit donc que : {Vx €]0,a[,g(x) >0
Vx €la, +oo[,g(x) < 0.

3. a. Démontrons que Vx € R, f'(x) = (eiﬁ(z";)z
, _e¥(e*-2x)—(e*-2)(e*-2) _ —2xe*+4e*—4
7x € R'f (x) - (e*—2x)2 T (eX-2x)2

_2[(2—x)e* = 2]
T (eX¥ —2x)2

. 2g(x)
T (e* — 2x)2

b. Dressons le tableau da variation de f.

. , . 2
Le signe de f'(x) est celui de g(x) car Vx € R,m > 0.

D'apres la question 2.e., on déduit le tableau suivant :

X — 00 ) 0 o + o0
f(x) 0 g 0

f(x) F \ | / L

= sk

\II

4. a.Démontrons que : e® = ﬁ
Ona:g(@)=0& (2—a)e*—2=0;
=14 (2 — (x)ea =2

2
@e“za,car‘aiz

Déduisons un encadrement de « par deux entiers consécutifs.
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2
Ona:e“>0donc;>0,

c'est-a-dire 2 —a > 0,d'ol @ < 2. De plus a €]1; +oo[ c'est-a-dire a > 1.
On déduit donc que 1 < a < 2.

/7 . 1
b. Déduisons que : f(a) = —
e-2 P 2-4+2a
— 4 _ 2-a _ _4-
@)= et-2a -2 _2q 2-4a+2a?

2—-a

Ona:
_ 2(-1) _ 1
fl@)=os=

a—-1

c. Démontrons que 1,68 est une valeur approchée de f(a) a 2- 1072 pres :

1,60 est une valeur approchée de a a 1072 pres par exces ;

donc 1,59 < & < 1,60 d'o1 0,59 < @ < —1 < 0,60 donhc 0—160 < ﬁ < ﬁ d'oli 1,67 < f(a) < 1,69. Or

1,69 — 1,67 = 2.107% et 1,68 €]1,67; 1,69[. Donc 1,68 est une valeur approchée de f(a) a 2.1072 pres.

d. Tracons (I

]
] /|
/)
(
e w% A e
o 1 O

2(a—1)? )

5.Demontrons que l'aire en cm? de (E) est égale a ((z_a)(e_z)

AE) = (f f(x)dx) - ua, avec ua = 2 x 4 cm? = 8 cm?

a eX-2
1 ex—2x

or [ f(x)dx=[

= In[(e* — 2x)]§ = [In(e* — 2x)]{care* — 2x > 0
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=In(e* — 2a) — In(e — 2),care® = ﬁ

=In (Zf—a— Za) —In(e — 2)

= In (2229) _jnge - 2)

=[]

EPRY
donc : A(E) = 8ln [% cm?.
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CORRECTION SESSION NORMALE 2003 SERIE D

EXERCICE 1

1. a. Calculons la probabilité d'obtenir le numéro 2 avec le dé A
Soit E I'événement : "Obtenir le numéro 2 avec le dé A."
2 1
Onap(E) =z 3

b. Calculons la probabilité d'obtenir le nombre 421 avec le dé A

Soit F I'événement: "Obtenir le nombre 421 avec le dé A."
Ona:p(F) :%xgx%:—

2. Vérifions que la probabilité d'obtenir le nombre 421 avec le dé B est égate a 5—14
Soit G |'événement " Obtenir le nombré 421 avec le dé B".

Ona: p(G)=§x§x

[N Ry
wul
S

2

3. a. Démontrons que la probabilité d"obtenir lo nombre 421 dans cette expérience est égale a —

Désignons par M |'événement : "Obtenir le nombre 421."
N |'événement: "Tirer undé A"
L'événement " Tirer le dé B" correspond donc a N.

M=MnN)u(MnN)
d'oli p(M) = p(M N N) + p(M n N);

. 4 1 6 1
Ona _4t 61
10 108 10 54

1 1 4

T 270 ' 190 270"

Donc: P(M) = —

b. Calculons la probabilité qu'Egny ait joué avec un dé de type A sachant qu'il a obtenu 421

1

Ona: py (V) =280 = 28, donc py (N) ==

p(M) 270

EXERCICE 2
I)

1. Démontrons que la suite ( V ) est constante et donnons sa valeur :
Commea=1ona:
Vi1 = 2Up4q — Uy — Upya
=Upy1 —Upn
=V,
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d'ol: vn € N,V,,,, = Vy, donc la suite ( V) est une suite constante. On peut donc dire :

VnEN,Vn=VO=U1—U0
vneN,V, = 2.

2. Déduisons que (V) est une suite arithmétique ef que sa raison est
égale a 2

D'apres la question. ., ona:
VnEN, Uy, — U, =2
La suite (V) est donc une suite arithmétique de raison 2.

3. Exprimons U, puis S, en fonction de n

( U, ) est le suite arithmétique de premier terme U, et de raison 2.
Ona:vn€eN,U, = Uy +2n; d'ot Vn € N,U, = 3 + 2n.

S, étant la somme des n + 1 premiers termes de la suite arithmétique (U) ona:
n+1

Sy = T(UO +U,)=mn+1D(n+3).
IT)

1. Démontrons que (V) est une suite géométrique de raison 7

Comme a = —5ona: Vn € N,V = 7U,,1 — 7U, = 7V,. La suite (V) est donc une suite géométrique de
raison 7.

2. Exprimons V,, en fonction de n

VneEN,V, =Vy X 7" =2 x 7"

3. Exprimons la somme T, en fonctian de n

1-7 7"—1
Ona:T, =V, x = .
1-7 3

4. Exprimons U, en fonction de T,
On a: VO = U1 - Uo.

Vi=U,—-U;

Vo =Uz —U,.

V2 = Upq = Up—a.
Vo1 =Up —Up1.

En effectuant la somme membre a membre de ces n égalités, on obtient: T,, = U, — Uy dot U,, = T,, + 3.

5. Déduisons que la suite ( U ) est divergente

7m-1

Ona:vneN, U, = + 3.
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lim,,,, U, = +co d'ou la suite ( U ) est divergente.
PROBLEME
PARTIE A

1. Calculons les limites de h en +o et en —

Ona:
lim,,,oh(x) =lim, ;0,3 + (x — 1De™) = 3;
X

= liMypeo (5 — ) = 0.

car limy_, o (x —1)e™ b

limy,_oh(x) =lim,,_, (3 + (x —1)e™) = —oo;
carlim,_,_,(x — 1)e™ = —oo,

2. Démontrons que pour tout x élément de R, h'(x) = (2 —x)e™™
Ona:VxeRAM(x)=e*—(x—1De* =2 —x)e™™.

3. Etudions les variations de h et dressons son tableau de variation

Ona:Vx € R,e™ > 0; le signe de h'(x) est donc celui de (2 —x),

d'ol Vx €] — ; 2[, h'(x) > 0;

Vx €]2; +oo[,h'(x) < 0;

h'(2) = 0.

La fonction h est strictement croissante sur | — «; 2] et strictement décroissante sur [2; +o.

Tableau de variation de h :

X [~ 2 +0]
h'(x) -+ 0 i |
h{(2)
h(x) \\
-0 i\‘:; 7 F
s s s ad
h(2) =3 +e7 2

4. a. Démontrons que sur |'intervalle J- «; 2] | 'équation h(x) = 0 admet une solution unique «
Sur l'intervalle ]- ; 2] h est continue et strictement croissante.
Elle réalise une bijection de I'intervalle ] —oo; 2] vers h(] — o0; 2]) = 1 — o0; h(2)] (h(2) > 0).
Comme O € h(1 — o0; 2]) alors il existe un unique réel a €] — «; 2] tel que h(a) = 0.

302



b. Démontrons que -1 < a <0
Ona: h(-1) = 3 — 2e (h(—1) < 0).
h(0) = 2 (h(0) > 0)

0 €]h(=1); h(0)[ d'ol a €] — 1;0[.

5. Déduisons que Vx € R, si x < « alors h(x) < 0 et si x > a alors h(x) > 0

Complétons le tableau de variation de h :

X |0 O 2 4-00
h'(x) s 0 e
h(2)
h(x) 0/, \
/
- Q0 3

h est continue et strictement croissante sur | — oo; af;

d'ol: Vx €] — o; a[, h(x) < h(a), c'est-a-dire Vx €] — ; a[, h(x) < 0;
h est continue et strictement croissante sur ] a; 2[;

d'ol: Vx €]a; 2[, h(x) > h(a) c'est-a-dire Vx €]a; 2[, h(x) > 0;

h est continue et strictement décroissante sur ] 2;+oo[ et h(])2; +0[ ) est I'intervalle ] 3;3 + e72[;
d'ol Vx €]2; +oo[h(x) > 3.

Finalement, Vx €] — ; a[, h(x) < 0 et Vx €]a; +oo[, h(x) > 0.

PARTIE B

1. Calculons les limites de f en —o et en +o
Ona:

limx—>+oof(X) = limx_,+oo(3x +1—xe™)=+4o0. Car lor\sque
x— +0o,—xe ¥ >0et Bx+1) >+
lim f(x) = lim 3x+1—xe™*) = lim x(g +1_ e—x) — too,
xXo—e X—>—00 X——00 x

car lor'sque x> —0w,—e ¥ > —wef (3 + i) -3

2. Démontrons que Vx € R, f'(x) = h(x)

Ona: f'(x)=3—e*+xe ™
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=3+ (x—-1De™
donc : f'(x) = h(x).
3. Etudions le sens de variation de f et dressons son tableau de variation
Le signe de f'(x) est celui de h(x).
D'aprés la question .5 ).ona:
f'(x) <0 pour x €] — o; a[, donc f est décroissante sur | — «; af et
f'(x) > 0 pour x €]a; +oo[, donc f est croissante sur ]a; +of.

Tableau de variation

X =i tco |
£1(x) o 0, +
+co -+ co

f{x) \

{C)

4. Démontrons que la droite ( A ) d'équation y = 3x + 1 est asymptote a (e) en +o
Calculons lim,_, ;o [f(x) — (3x + 1)].
Ona:limy, o[f(x) —Bx+1)] =limy, 0 (—xe ™) =0,
d'ol la droite (A) d'équation y = 3x + 1 est asymptote a (e) en +oo.

5. Etudions la position relative de (C) et de (A )

Ona: f(x)—(Bx+1)=—xe ™.

X — o0 0 + oo
Signe de — xe + 0 -
Positionde () | () est au-dessus de | ( @) est en dessous de
par rapport a (A) (A) (A)

(C) et (L) se coupent en .

6. Démontrons que ( C ) admet en - - une branche parabolique de direction (OJ)
Calculons lim,_,_, %

Ona: limx_,_oo % = limx—»—oo (3 +§_ e—x) = —oo,

Donc la courbe (C) admet en —c une branche parabolique de direction (OJ).

(7) Déterminons une équation de la tangente (T) a (C) au point d'abscisse O
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Ona: (TM):y=f"(0)x+f(0)or f(0)=1et f'(0) =2;
donc (T) a pour équation y = 2x + 1.

8. Tragons (A), (T)et (C)

-
-

) §
L3

9. a. Calculons fo’lxe‘xdx a I'aide d'une intégration par parties Posons : u(x) = x et v'(x) = e™*;

dot:u'(x) =1etv(x) = —e™,

(A -x -x1A A —x
Ona: [, xe ™ dx = [-xe ™ ]§ + [, e dx;
= [ + e~}

=—ler—et+1;
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d'ou folxe‘xdx =1—-(+1e %

b. Calculons |'aire A(2)

Sur |'intervalle [0; 1] la droite ( A ) est au dessus de la courbe ( (0),
d'ol A() = [ [(Bx + 1) — £(x)]dx:
= folxe"‘dx;
=1-(1+1e™*
Ou A(A) = 4[1— (A + e~ *|cm?.
c. Calculons lim;_,; ,A(1)
Ona:limy,,0q(d) =limy o[1— A+ e | =1,

ou limy 1 A(A) = limy_ 10 4[1 — (1 + 1)e™*] = 4 cm?, car I'unité d'aire est 4 cm?
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CORRECTION SESSION DE REMPLACEMENT 2002 SERIE D

EXERCICE 1

1. a. Etudions les variations de f

Ona: Vx €]0; +oo [,f(x) =22

Donc Vx €]0; +o0 [,f'(x) =208 dlol () = .

xz !

On a Vx €]0; +oo[, f'(x) > 0 donc la fonction f est strictement croissante sur ] 0; +oo[.

Dressons le tableau de variation de f

Onalimy,,of(x) =4 et limy,of(x) = —oo.

3
X 0 4 4 co
f ‘(x) +
4
fo0 | /e/

b. Tragons (C) et la droite (D) d'équationy = x

) o

'/f e Uy Us s
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c. Construisons Uy, Uy, U, et Us

4U,—3
Vn:N,Un+1: U .
n

Un+1 = f(Uy), donc Uy = f(Uy), U, = f(U1), Us = f(Up).
( Voir figure ci-dessus).
2. a.Démontrons que : f([2;3]) c [2;3]

La fonction f est continue et strictement croissante sur |'intervalle ] 0; + [ qui contient |'intervalle
[2;3[

donc f([2;3D = [f(2); L .Or f(2) = % et f(3) =3
donc [f(2); f)[< [2;3[.
b. Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n, 2 <U, <3

Ona: U, =2donc U, € [2;3]
Soit k un entier naturel quelconque tel que 2 < U, < 3.

Comme f([2;3]) c [2;3 [ on déduit que 2 < f(Uy) < 3; or f(Uy) = Ug,q, donc si 2 < Uy < 3 alors
2 < Upyq < 3,

d'oli:VneN,2<U, <3.

c. Démontrons que la suite (Uy,) ey est strictement crolssante

1" méthode : étude de signe :

—y2 - - -
vn € N, Un+1 _ Un — Up+4U,-3 — (U-1(3 Un)'

Un Un
OrvneN,2<U,<3,doncvneN,U,—1>0et3-U, >0.

D'oli Vn € N, Uy, 41 — U, > 0. On en déduit que la suite (U,)ne;y est strictement croissante.

2°m¢ méthode : par récurrence :
OHGU0=2€TU1=§,dOHCUO<U1.
Soit un entier naturel quelconque k tel que 0 < Uy < Uy, ;.

La fonction f est continue et strictement croissante sur |'intervalle ] 0; +oo[ qui contient tous les
termes de la suite.

Donc f(Uy) < f(Uy4q) c'est-a-dire Uy, q < Ugyz,
d'ol si Uy < Ugyq alors Uyiq < Ugyz,

donc: Vn €N, U,, < U,,;. D'ol la suite (U,), ey est strictement croissante.
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d. Déduisons que la suite (U,) ey est convergente
Ona:vneN,2 < U, < 3,donc la suite est majorée par 3.
D'apres la question précédente, la suite est strictement croissante.
On en déduit que la suite (Uy,) ey est convergente.

3. a. Démontrons que la suite (V) ey est géométrique

Up—3

Ona:VneN,Vn=U -
=

La suite Vj, est bien définie car vn € N,U,, # 1

4U, -3
23
U 4U,-3-3U, U,-3
VEN,V = n = — ;
mES I ey, -3 T 40, —3-U,  3(U,- 1)
U,
1
vn € N, VTL+1 = gVn

Donc la suite (V,)ne;v est géométrique de raison %
b. Déduisons la limite de la suite (V) .ein

Ona |§| < 1 donc la suite géométrique (V,),¢;v de raison % converge vers 0 ,d'ou: lim,,,,V, = 0.
c. Déterminons la limite de la suite (U,)nen

Ona: Vn € N,V, ==

= D'ol:VnEN,(Uy— DV, = Uy —3 et Vy % 1

n

Ainsi : ¥n € N, U, = 2=

m—1

et lim,_ ;. V, = 0; donc lim,_, ;. U, = 3.

EXERCICE 2

Désignons par : A |'événement : "Le car choisi est révisé ";
B I'événement : "Le car choisi tombe en panne";

On a alors

A I'événement : "Le car choisi n'est pas révisé ";

B |'événement : "Le car choisi he tombe pas en panne ".
1. a. Calculons la probabilité de I'événement A
8
Ona:p(A) =—=08.
b. Calculons la probabilité pour qu'un car choisi ait été révisé et qu'il tombe en panne

Cela correspond a la probabilité de |I'événement A N B.

309



Nous savons que : p(B/A) = % d'ol p(ANB) =p(A4) -p(B/A).

Onaalors p(AnB) =0.8x 0.1 =0.08.
c. Calculons la probabilité pour qu'un car choisi n'di pas été révisé & qu'il tombe en panne

Cela correspond d la probabilité de |'événement AN B.

On a: p(B/A) =452 d'ol p(A 1 B) = p(A) - p(B/A);

d'od p(ANB) =0.2x% 0.6 =0.12.
d. Déduisons que la probabilité pour qu'il tombe en panne est 0,2 Ona B = (BN A) U (B N 4),
donc p(B) =p(BN A) +p(BnA) =0.08+0.12 = 0.2.

2. Calculons la probabilité pour qu'un car choisi ait été révisé sachant qu'il est tombé en panne

(AnNB) _ 0.08
Ona p(A/B) = ”p(B) = =04

3. Calculons la probabilité pour que huit cars au moins sur les dix ne tombent pas en panne

Désignons par X la variable aléatoire donnant le nombre de cars sur les dix qui ne fombent pas en
panne, et calculons la probabilité de I'événernent (x = 8).

10
p(X =8)= Z CF,(0.8)% - (0.2)107F,
. k=8

= (5,(0.8)8 - (0.2)2 + C{,(0.8)? - (0.2) + (0.8)1°
p(X >8)=0.68

Ona

PROBLEME
PARTIE A

g est la fonction définie sur R — {1} par: g(x) = (x — 1)? = 1 + In(|x — 1])

1. a. Calculons g'(x)

_2(x—1)%+1
T ox-1

Ona:g'(x)=2(x—1)+_—

b. Etudions les variations de g et dressons son tableau de variation

Etudions les variations de g
Le signe de g'(x) est celui de (x — 1).

Ainsi, pour x €] — o, 1[, g'(x) < 0; et pour x €]1,+oo[, g'(x) > 0;
donc g est strictement décroissante

et strictement croissante sur |1, 4oo[.

Calculons les limites de g aux bornes de son ensemble de définition
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_ e Cnzf4_ 1 InQx-1p) _
Am g(x) = lim (x—1) (1 -0z T e ) -t
In(x-1p _ . Inx

1
lim ——==0 lim = lim —=0 = |y —
car lim =z et lim = =, m -3 avec x = |x — 1|

. BT _ 2 _ _ - _
limg(x) = lim|(x —1)" =1 +In(jx - 1])| = —o0

car lim(x —1)2=0et lim|x — 1| =0
x—-1 x—1

lim g(x) = x1—1>r-|1:100 (x — 1)2 (1 1 " ln(|x—1|))

x>+ (x—1)2 (x—1)2

= 400

Dressons le tableau de variation de g :

X
g'(x)

a(x)

2. a. Calculons g(0) et g(2)
Ona:g(0)=0et g(2)=0.

b. Démontrons que : Vx €] — o; 0[U]2; +oo[, g(x) > 0 et x €]0; 1[U]1; 2[, g(x) <O .
g est strictement décroissante sur ] - o; 1[ et g(0) = 0;
d'ol : Vx €] — o0;0[, g(x) > 0 et Vx €]0;1[, g(x) < 0.
g est strictement croissante sur ]1; +oo[ et g(2) = 0;
donc: Vx €]1; 2[; g(x) < 0 et Vx €]2; 4+oo[, g(x) > 0.

Finalement : Vx €] — o0; 0[U]2; +o[, g(x) > 0 et bx €]0; 1[U]1;2[,g(x) <O

PARTIE B

In(x—-1)
x-1 °

1. f estlafonction définie sur R — {1} par: f(x) = x —

a. Déterminons limy-1 f(x) et limxo1 f(x)

< >
: -1)-0
limy- = —oo car lorsque 1, (x

1mx<1f(x) o orsque x — {x—1<0

et In(jx —1|) » —oo.

x—-1)-0

—1>0 et In(lx—1)—> —oo,

limy-1 f(x) = + car lorsque x — 1,{
>

On en déduit que la droite d'équation x = 1 est une asymptote a (C).
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b. Déterminons lim,_,_, f(x) et lim,_ ;o f(x)

B oo £() =l X + o2 = limy 01 — X+ avec X = 1 x;

carlimy_, ;o IHTX =0etlimy,;00(1—X) =+ + .

Mmoo f(X) = limy oo — l"(x_ll) =limy_, X +1— me avec X =1+x;x > +o0

car limy,po0 o = 0 et limy_ oo (X + 1) = +o0.

2. Démontrons que la droite (D) d'équation y = x est 'asympiote a (C) en — et en +

_In(jx-1])
x-1

Posons :h(x) = f(x) —x =

In(1-x . Inx
( ) = llmx_)+oo T =0

Ona: limy,_,h(x) =lim,__

_ In(x — 1) _ In x
et lim h(x) =—————= lim ——=0
x—>+00 x—1 x—>+00 X

On en déduit que la droite (D) est une asymptote a (C) en —o et en +co.

gx)
(x—1)2

3. a. Démontrons que Vx €/R — {1}; f'(x) =

1

Ona:vx e R—{1},f'(x) = 1— X (e-D=In(|x-1|)

(x-1)?

_ (x=1)%2-1+In(|x-1])
- (x-1)?2

On abien: vx € R— {1}, f'(x) = 252

b. Etudions les variations de f

D'apres la question A.2) b.,ona:

Vx €] — 00; 0[U]2; +00[g(x) > 0 et Vx €]0; 1[u]1; 2[g(x) < O.

Or le signe de f'(x) est celui de g(x); donc Vx €] — oo; 0[u]2; 400,
£'(x) > 0 et Vx €]0; 1[U]1; 2[, £/ (x) > 0.

On en déduit que f est strictement croissante sur chacun des intervalles } — o of et ]2; 4+ [ et que f
est strictement décroissante sur les intervalles 10; 1[ et ] 1; 2].
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Dressons le tableau de variation de f.

X -

()

0% S I
0 =
i /\I+\ /m
it 2

+00

4. Démontrons que le point Q(1;1) est un centre de symérrie de (C)

OnavVxeRx(1—-x)eER—-{1}et(1+x) eR-{1}. f(1—x) = 1—x—ln(1|1_;’:1|):1
et fA+x) =1+x -0 gy —2E

d'ol: f—(l_x);f“”) = 1.

On en déduit que le point Q(1; 1) est un centre de symétrie de ( C ).

5. a. Démontrons que pour tout nombre réel x différent de 1

In(|]x —1]) > 0 & x €] — o0; 0[U]2; +o].
Ona:vx#1,In(lx—1) >0 [x—1| > 1;

ox—1>1oux—-1<—1;
S x>20ux<0.

Nous avons bien Vx € R = {1};In(x — 1) > 0 © x €] — o0, 0[u]2, + 0.

b. Déduisons la position de (C) par rapport a (D)

La position de (C) par rapport d ( D ) est donnée par le signe de h(x) ol h(x) = f(x) —x =

X - 00 i 0 2 i
signe de 0
- ln(jx - 1|) 3 0 i < %
signe de (x—1) - & * e
signe de h(x) + 0 % G 0 =t
position de (&) est CBs (¢)est e
(¢)par | au-dessus desesr:)us au-dessus | esesnous
rapport a (D) de (D) de (D) de (D) de (D)

(C) et ( D ) se coupent aux points d'abscisses O et 2.
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6. Construisons (C) or (D)

4] (e
.l
2]
v (D)
SR N N

7. Calculons |'aire A de la partie du plan limité par (C), (D) € les droites d'équations x = 0 et

1
x=1—--
e

Onal-— é € [0,1[; et (D) est au-dessus de (e) sur cet intervalle ;

1
donc 4 = 4K cm? avec K = [, ®(x — f(x))dx.

1
K=/, ¢x-f(x)dx

12 In(jx — 1)
K = e "V

Jo pra

1_1 ln(l—x) 1_1 1
K=lo f-m— &=l °

<=3{n) <3

donc : A = 2 cm?.

1
x In(1 —x)dx = [E (In(1 - x))?

|

1—

e
| %
0
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CORRECTION SESSION NORMALE JUIN 2002 SERIE D

EXERCICE 1

1. a.Représentons sur |'axe (OI) les termes g, uy, u,, us, et u, de la suite u.

-~ ——— B Aenae mn TR as Ve s deeee e Smewees :’

”
-
%
|

!
i
1
SO f
b. Conjecturons la convergence de la suite u
On peut conjecturer que la suite u converge vers 3.
2. a. Démontrons que f([1;5]) c [1;5]

La fonction f est définie, continue et dérivable sur 10; +o[ telle que f'(x) = —=
Vx €,10; 4+oo[; f'(x) < 0; la fonction f est donc continue et stricteme decr‘oussan‘re sur ]0; +oo[ or
[1;5] €]0; +oo;

donc £([1;5]) = [£(5); f()] et £(5) = 25 f(1) = 5;
d'ot f([1;5]) = [%;5] ona [?;5] c[1;5]carl< ? < 5.

On en déduit que f([1;5]) c [1;5].

b. Déduisons au moyen d'un raisonnement par récurrence

vneN,1<u, <5

On a. Ug = 1 dOHC Ug € [1, 5].
Soit k un entier quelconque tel que u; — 1;5]. D'aprés ,.a.ona:

f(uwe) € [1;5] or f(uk) = ugyq donc ugyq € [1;5].
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On en déduit que vn e N, 1 <wu, <5.

, . , s . 1
3. a. Démontrons que v est une suite géométrique de raison —-

Up—3
vr:eN, v, = -+—,
Up+1
2un+3 2un+3—3up
V N —_ un+1_3 . uUn 3 — Un
neN, Un+1 = Upiq+1 — 2up+3 ‘1 — 2up+3+un
un Un
—Uu, +3 lu, -3 1
vneN, v, = = — =V

3u,+3  3u,+1 3

1
ona:vn €N, v, 4 =—=

Un.
3Vn

. , sy . . 1
donc v est une suite géométrique de raison —=.
, . 1
b. Déduisons que vn € N, v, = (-1)"*! x =
. ’ /7 . . 1 .
V est une suite geométrique de raison — et de premier terme 1y,

_ _ 1\ _ w3 _1-3 _ .,
donc-VnEN,vn—vox( 3) Vo—u0+1—1+1— L

Y 1 n 1
d'odvneN, v, = -1 x (-1)" X (_) = ()" x L,
3 3n

4. a. Exprimons u, en fonction de v, puis en fonction de n

¥n=3 4'ol vn € N, v, (uy, + 1) = u,, — 3;
Up+1

OnavneN, v, =

1 N . 3
c'est-a-dire vn € N,v,u, + v, = u, —3 donc vn € N,u, = %,carvn * 1.
—Vn

. . . _ Vn+3 _ 3n+1+(_1)n+1-
Exprimons u, en fonction de n: vn € N,u,, = P T

. 3n+1+(_1)n+1
vneNu, = s
b. Déduisons la limite de la suite u

. . sy . . 1 1
v est une suite géométrique de raison —setona-1<--<0;

donc v converge vers O , c'est-a-dire limv, = 0;

Vnt+
or‘un=1”

> donc limu,, = 3.

—Vn
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EXERCICE 2

1. Représentons le nuage de points correspondant d la série double (X,Y) (voir figure).

2. a. Calculons le salaire moyen Y du personnel de |I'entreprise en milliers de francs

Xi Vi XiYi x12

1 30 30 1

2 15 30 4

2 25 50 4

3 45 135 9

3 60 180 9

4 45 180 16

4 75 300 16

5 80 400 25

5 90 450 25

5 105 525 25

6 150 900 36

6 100 600 36

6 120 720 36

7 105 735 49

7 130 910 49
Yx; =66 | Yy; =1175 Yx;y; = 6145 Yx? = 340
X=44 Y =78,33 rv(X;Y) =6500 | V(X) =331

Ona:Y = % = % = 78,33 en milliers ( = 15 effectif total) le salair moyen du personnel de

I'entreprise est 78333,33 Francs.

b. Calculons le nombre moyen X de personnes a charge par agent

YXx; _ 66

Ona: X = T
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c. Plagons dans le repere RR le point moyen G

Voir nuage de points. On a G(4,4;78,33) c'est-a-dire G(X; Y).
3. Calculons la covariance Cov(X;Y)

Ona: cOvXY)—Zl;;"y‘ X7 =52 _44x7833 =65

4. a. Déterminons une équation de la droite d'ajustement (D) de Y en X par la méthode des

moindres carrés

p . Cov(X,Y) _ 340
(D) a pour équation y = ax + b, avec a = °VV(—X) etb=Y —aX(G e (D). V(X) = =
(4,4)% = 3,31
D'olia = 635301 19,64 et b = 78,33 — 19,64 x 4,4 = —8,09.

(D) : y = 19,64x — 8,09.
b. Tragons (D) (voir figure)

5. Estimons le nombre de personnes de la famille d'un agent de |'entreprise qui gaghe 80000 Francs

Belon cet ajustement si un agent gagne 80000 Francs ( 80 en milliers) par mois ona : 80 = 19,66x —

.yt 804817 _
8,17; d'ol x = YT 4,48.

Le nombre de personnes de la famille d'un agent de cette entreprise qui gagne 10000 Francs par mois

est de |'ordre de 5.

N
) I satlaire mensuei
150 en miiliers

140
130
120
110
100

= ~
o 3y =2 3 4 E 7 normbreos
personnes

(b
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PROBLEME

PARTIE A
1. Démontrons que la fonction g est solution de (E)

La fonction affine g: x — x — 1 est dérivable sur Retona: g'(x) = 1;
dotvxeR,g'(x)+29(x)=1+2(x—1)=2x—2+1=2x—1;

Donc la fonction g est solutionde ( E )
2. aRésolvons (E')

(ED:f'(x) +2f(x) =0

1" méthode :

(E) & (f'(x) + 2f ())e** = 0;
e (f(x)e*) = 0;

& f(x)e? =k avec k € R;

& f(x) = ke ** avec k € R.

2¢ méthode :

(E") est une équation différentielle du type f'(x) + af (x) = 0, avec a = 2. Ses solutions sont donc les
fonctions : x |- ke™%* avec k € R.

b. Démontrons que les fonctions f; sont solutions de (E)

Soit k eRet fi(x) =ke ™ +x — 1.
Les fonctions f, sont dérivables sur R et f;(x) = —2ke™* +1:

Vx €R, fr(x) + 2fi(x) = —2ke™?* + 2(ke ™ + x — 1)
= —2ke ?* + 1+ 2ke 2 +2x — 2;

Vx € R, fL(x)) + 2f(x) = 2x — 1.
donc les fonctions fi, (k € R) sont solutions de (E).
3. a. Démontrons que si f est solution de (E), alors f — g est solutionde (E')
f est une fonction dérivable sur IR. Si f est solution de ( E ) alors:
Fl0) +2f(x)=2x—1or g'(x) + 29(x) = 2x — 1;
d'ol f'(x) — g'(x) + 2[f(x) — g ()] = 0:
c'est-a-dire [f(x) — g(0)] + 2[f (x) — g(x)] = O;
d'ou si f est solution de ( E ) alors f — g est solution de (E').
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b. Déduisons les solutions de (E).
Soit f une solution de (E). f — g est alors solution de ( E’ ) donc il existe un nombre réel k tel que
f(x)—g(x) = ke™*, c'est-a-dire f(x) = ke ®* + g(x),d'ol f(x) = ke >* +x — 1,k €R.
Les solutions de ( E ) sont donc les fonctions :

fiix > ke ™ +x—1aveck €R

PARTIE B

1. a. Déterminons la limite de f en —oo.

lim,,_ oo f(x) = lim,,_,e 2*(1 + xe?* — e?*) = +

—2x

e - 400
car quand x —» —o{xe2* - (
e* 0.

b. Déterminons la limite de @ quand x tend vers —oo
150
, Q) _ 1 1 x
limy, o == =limy,_o —z+1-—=—o,car quand x - —o 4 2x
xe?* < 0.

c. Interprétons graphiquement ces résultats.

lim,,_o f(x) = +oo et xlim,_,_ @ = —

donc (e) admet une branche parabolique de direction (OJ).

2. a. Déterminons la limite de f en +o

e % 50
x—1 - 400,
b. Démontrons que la droite (D ): y = x — 1 est une asymptote a (C) en +o

limy_, 4o f(x) = +oo, car quand x — +00{

Ona: limyo o [f(x) — (x — D] = limy,y0e 2% = 0;
donc (D) est une asymptote a (C) en +oo.

c. Etudions la position de (C) par rapporta (D)
Onaf(x)—(x—1)=e"* et e 2* > 0, donc (e) est au dessus de (D) sur R.

3. a. Calculons la dérivée de f

Vx ER, f'(x) = —2e 2% + 1.

b. Etudions le sens de variation de f

1 1
fl(x) =0 e Si.ﬁxzzlnz;
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donc f est strictement croissante sur Eln 2; +oo[ et strictement décroissante sur ]—00;%1n 2]

c. Dressons le tableau de variation de f.

T (P Lo +o
£'() = ' &
+ o 9
A _’7.-7'
. s
fi )') ""‘—0..._ \ g ° S
-5+ ;E{rll i

5. a. Démontrons que |'équation : x € Eln 2;+oo[, f(x) = 0 admet une solution unique «

La restriction de f a Eln 2; + o[ est continue et strictement croissante. Donc f réalise une bijection
1 1 1
de [Eln 2; +o0 [sur [_E + Eln 2; +oo].

Comme 0 € [—%+ %ln 2; +oo[,= il existe alors un unique a € Eln 2; +oo[ solution de I'équation f(x) = 0.
b. Démontrons que a €]0,79;0,8[
1 1
10,79;0,8|c [~ +5In2; +oof;
£(0,79) ~ —0,00402 et f(0,8) ~ 0,0018
d'otl £(0,79) x £(0,8) < 0 donc a €}0,79;0,8].

c. Construisons (D) et (C)

6
(SEEE=E
]
!
:
|
I -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 ]
H
(D) &
H
H
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5. a. Calculons I'aire A(t)

A(t) = [, [f(0) — (x = D]dx x UA = [ e 2*dx x UA =9 [—%e‘zx]t

a
A(t) = ; (e2% —e~2)cm?

b. Calculons lim;_,, , A(t)

lim, 400 A(t) = ge_z"‘

carlim; ;e 2t =0
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CORRECTION SESSION DE REMPLACEMENT 2001 SERIE D

EXERCICE 1

1. Déterminons sous forme trigonométrique, les racines cubiques du nombre complexe U =

32v2(1 + 1)
Posons z = r(cos 0 + isin) avec r > 0.
Ona: z3 =r3(cos 36 + isi 330).
= U & r3(cos 36 + isin 360) = 32v/2(1 + i);
& r3(cos 36 + isin 30) = 64 (cos% + isin%),

Do r° =64 r=4
. T T
ou: 39:§+2kn,kez‘:’ 0= +2kZ, k€L

Les racines cubiques de U sont donc :

4( T[+ n) 4( 37r+,_ 37r> 4( 177T+ ) 177T>
Zn = COS— isin COS— Isin—|, z COS——— isin——
0 12 12 4 4 )72~ 12 12

7T
ouz, =4 [cos( ) + lsm( 5 )]
2im —2im

2. Démontrons que les racines cubiques de U peuvent s'écrire sous la forme 4p,4pe™s ,4pe 3

.31
— 3n . . 3T
Ona: p=e's = cos= -+ isin=~;

4p =4 (cos%ﬂ + isin%ﬂ),
donc 4p = z,.

4 21T7T_4( 37r+,_37r)( 27r+__27r)
pe = cos4 Lsm4 cos 3 lsm3

L))

17w
(COS )
12
2im

Donc : 4peT = 7,.

e 50 )28 (5
pe COS 7 1sin 7 COS 3 1Sin 3

4 %M_LL[ (3n 2n)+__ (3n 271)]
pe = 4|cos{~ 3 isin | — 3

4 —23/7'[ 4( T + T )
pe CoSs 12 151n12

—2im

donc 4pe 3 = z,.
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, . . s s 2+V6 . 6—2
3. Déduisons des questions précédentes que : cos - = ‘/_:‘/_ sin— = ‘/_4‘/_

D'aprés et on a: z, = 4 (cos% + isin %)

3 . . 31 2T . . 2T
=4 (cos — 4 isin —) (cos — 4 isin —),‘
4 4 3 3

R RAYEEREY
(FeB D)

=V2+V6 +i(V6 —V2).

V2Z+V6 . w62
= et sin— = .
4 12 4

Vs
4. Donc cos

Remarque: pour cet exercice, on aurait pu utiliser la forme exponentiel pour aboutir a la forme
trigonométrique.

T
U=32V2(1+i) = 64e'z

(T 2kT
On en déduit que les racines cubiques de U sont les nombres complexes de forme: : z;, = 4el( R

12773 ) ol
k € {0; 1; 2}.

3jm 17im

EXERCICE 2

1. Déterminons les fonctions g définies sur IR, solutions de |'équatio différentielle g’ = ag

L'équation différentielle g’ = ag a pour solutions les fonctions définies sur If par: g.:x - ce® ou
¢ € R. a. Déduisons de |'expression de f(t) en fonction de x,, k et t

—kt

La fonction f est une solution de |'équation différentielle g’ = ag, avec a = —k. D'oli f(t) = ce™** avec

c € R. Or f(0) = x,, donc ¢ = x,. Finalement f(t) = xoe *¢.
b. Déterminons le hombre d'années au bout duquel le nombre d'atomes de radium aura diminué de
moitié

X

Recherchons T pour que f(t) = 7‘)

- — 1
Ona: xye kt:%«:}e M= o -kt=-In2et=-"

1“72 ~ 149,064. Donc le rombre d'années recherché est 150.

PROBLEME
PARTIE A

1. Etudions le sens de variation de g

Pour tout nombre réel strictement positif x, ona:

(x-1)?

1
’ — 2 ——=—
g (x) x + X .
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On en déduit que : Vx €]0; +oo[\ {1},g'(x) < 0 et g'(1) = 0.

D'otl la fonction g est strictement décroissante sur ]0; +oo o.

2. Calculons g(1)

1) = 1+2 3—0
g = > 5=

3. Déduisons que Vx €]0;1[,g(x) > 0 et Vx €]1;+ + o[, g(x) <0

La fonction g est strictement décroissante sur ]0; +oo[ et g(1) = 0; donc: Vx €]0; 1[g(x) > 0 et
Vx €]1;4+o0o[,g(x) < 0.

PARTIE B

1. Etudions la continuité de f adroite en 0.

3
. . x x 2 2
On a:limyx—o f (x) = limx-o (—— +x%2 —=—xlnx + —) ==
6 2 3 3
x>0 5 x>0
. x x 2\ _ 2 ,
car limyx-o (—— +x%2 -4 —) ==-et limxsoxlnx = 0;
6 2 3 3
x>0 x>0

or f(0) = § donc f est continue a droite en O .

2. a. Calculons limy_o Z22=©
x>0
— 2
On a : limyoo L2 — jim, (—x— +x - % - lnx) = 400,
x>0 x x>0
2
car limx-o (— x-— 1) = — 2 et limysolnx = —o,
x>0 2 2 x>0

b. D'aprés la question

Cl., liquo w
x>0

= +oo donc f n'est pas

dérivable a droite en O .

c. Interprétons graphiquement le résultat de 2 a

Ona: limy-o M = 4o0; donc (C) admet une demi-tangent

x>0

verticale au point d'abscisse 0.
3. a. Démontrons que pour tout nombre réel strictement positif x, f'(x) = g(x)

Vx E]O'+oo[f’(x)=—x—2+2x—l—lnx—x><1'
) ) 2 2 xl

XZ

= +231
=-5t2x—5—Inx

= g(x)
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b. Déduisons de A) le sens de variation de f

f'(x) est du signe de g(x) car f'(x) = g(x).

D'apres les résultats de la question A.3). ;

ona: vx €]0; 1[, f'(x) > 0;Vx €]1;+oo[, f'(x) <0 et f'(1) = 0.

f est donc strictement croissante sur ]0; 1[ et strictement décroissante su [1; +oo].
4. a. Calculons lim,_, o f(x)

inx _

1 2 Inx . . 1
) = —0o, car llmx_,+oo =7 Oet llmx_>+oo (—g +

2x%2  3x3 x2

11 2)_ 1
x 2x2  3x3) 6

b. Dressons le tableau de variation de f.

X
(%) ¥ 0 =

e
B e iy, L

c. Calculons lim,_,, ., v'(x) et interprétons graphiquement le résultat On a:

. fx) _ 5. 2 1 1 1 Inx 2 _
llmx_,+ooT—x11mx_,+oox —g+;—2—)ﬂ—?+m = —o00,

On en déduit que la courbe ( C ) admet une branche parabolique de direction (0.]) en +. a.
Llémontrons que |'équation f(x) = 0 admet une seule solution a
dans I'intervalle [1;+ + o

La fonction f est continue et strictement décroissante sur [1; +oo[,

donc elle réalise une bijection de [1; +oo[sur f([1; +o[) =] — 0;1]. Or 0 €] — oo ; 1]; donc |'équation
f(x) = 0 admet une seule solution a dans |'intervalie [1; +oo.

b. Vérifions que 3,2 < a < 3,3
Déterminons le sighe de £(3,2) x f(3,3).
Ona: f(3,2) = 0,12 et f(3,3) ~ —0,02, d'oll f(3,2) X £(3,3) < 0.

On déduit que 3,2 < a < 3,3.
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¢. Tragons (C)

1~
§ ? ©
: : RO,
i
1
)
1
PARTIE C
1. Calculons I(t).
Ona:

2. Calculons J(t) a l'aide d'une intégration par parties.

Ona :J(t) = ftlenxdx.

Posons : u(x) =Inx et v'(x) = x.

. 1 X2 _[x? 2 2 x _[x? xzz_t2 t?
Ona u'(x) =< et v(x) ==, d'oll J(t) = [7lnx]t —J tdx = [71nx]t - [T]t =S -Cint+2m2-1.
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Déduisons en cm? |'expression en fonction de t de I'aire A(t) On a:

2
At) = 9] tt(o)dx = 9[1(t) — J(O)];

7 t* t3 t? 2t [t? t?

[5%‘?:‘?‘(2‘7‘“”21“2‘1)]X9
_ (10 t* 3 2t t? 5

A(t)—<——21n2+ﬁ—§—?+?lnt>x9cm

3
4. Déterminons lim,_,A(t)

Ona:limeoA(t) = 9 (5 = 2In2) = 30 — 18In2;

. t* 3 2t . t?
car. lim;_, [24 . 3] =0 et lim,, ?lnt =0
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CORRECTION SESSION NORMALE JUIN 2001 SERIE D
EXERCICE 1

1. Déterminons le nombre réel a pour que -2i soit une solution de (E)
—2i est une solution de (E) signifie que

(—20)% — (ia + 2v/3)(=2i)? + 2iaV3 + 4)(=2i) — 4ai = 0
8i+4ai+8V3+4aV3—¢---4ai =0
4a\3 = —8/3

a=-—2

2. Déterminons le polyndme q tel que

VZECZ3+ (2i —2V3)z2 + (4 — 4V3)z + 8i = q(2)(z — V3 — i)

17 méthode: par la division euclidienne:

24 Qi-2nB) 22+ (4-4n3) Z+8i |Z-[8-i
~Z%4 (i+3) 2% ' 22 1 (3i —[3 )2 — (2 + 21\/3)
(3 ~~f3) Z° + (4~ 4i[3) Z + 8
(=3i +~/3) Z%+ (i —\B)i +\[3) Z
(=2 - 2h[3) Z + 8i
(2.4 21/3) Z - 8i
0

On en déduit que:
VZECZ3+ (20 —2V3)Z? + (4 —4iV3)z+8i = (Z —V3 —)[z? + Bi —V3)z— 2 —2iV3]| d'oli q(2) = z* +
i —/3)z — 2 — 2iV/3.

2¢™e méthode : par identification :

Le coefficient complexe de z3 étant égal a 1;q(z) = z% + bz + C ou (b; ¢) € CxC. On a donc:
VZ € C 23+ (2i —2V3)z% + (4 — 4iV3)Z 4+ 8i = (Z2 + bZ + c)(Z =3 — i)

=23+ (b —-V3-Dz2+[c—b(3+D]z— (V3 +i)c

b—+V3—i=2i—2V3
On en déduit que : {c — b(v/3 +i) = 4 —4iV3
—(3+i)c = 8i.

D'oli b =3i—+V3etc=2iV3-2.

Donc Vz € C,q(2) = Z? + (3i —V3)z — 2 — 2iV/3.
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3. Résolvons ( E ) pour a = —2
(E) © 2% + (2i —2V3)z% + (4 — 4iV/3)z +8i = 0;
&[22+ @Bi—V3)z—2-2iV3](z—V3—i) =0:
Z=+3+i(1)
&4 Oou
724+ (Bi—V3)Z-2-2V3=0
Résolvons |'équation (2)

Son discriminant est :

A= (3i —V3)? + 8 + 8i/3;
A=2+2i\3=3-1+2iV3;
A= 3)?%+i%+2(3) x i
A =3+

—3i+/3-/3-i _ —3i+V3+V3+i
2 2T

Onadonc: z, =
7y = —=2i; 2, =3 —i

S¢ ={-2i;V3—i;V/3+i}.

Autre méthode :

a = 2, donc —2i est un zéro de q;
donc —2iz, = —2 — 2iV/3;

z, =3 —i.

Remarque:

On pourrait chercher un nombre complexe x + iy avec (x,y) € R?,

x2 _ yZ =2
tel que (x + iy)* = A. C'est-a-dire : {x2 + y2 = 4
xy > 0.

La résolution du systéme ci-dessus donne x =vV3ety=1oux =—V/3ety=—1.
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4. a.Représentons les points M,N et Q dans le repere (0,1,)).

}

b. Démontrons que le triangle TMQ est rectangle en M

1" méthode :

Les points M et T sont symétriques par rapport a ( 0/ ) donc (MT) L (0J). Les points M et Q ont la
méme abscisse; donc (MQ) // (OJ).

Il en résulte que (MQ) L (MT) c'est-a-dire que le triangle TMQ est rectangle en. M.

2° méthode :

Déterminons I' affixe du point T. Les points M et T sont symétriques par rapport a ( O] ) donc
T = _ZM = —\/§+1

Onaalors TM? = | =3 +i—+/3—i|?> =12.

MQ*=|V3+i—-V3+il>?=4
TQ?=|—-V3+i—V3+i>?=4]-V3+i>=16

D'ol TQ? = TM? + MQ?. Le triangle TMQ est donc rectangle en M.

c. Démontrons que les points M,Q, N et T sont cocycliques

Il nous suffit pour cela de démontrer que le triangle QMT est rectangle en N. Ona:
NQ(V/3;1),NT(—3;3) d'oll MQ.NT = (v3)(—V3) + 1 x 3 = 0, Donc (NQ) L (NT): le triangle QNT est
donc rectangle en N. On en déduit que les points M, Q, N et T sont situés sur le cercle de diameétre
[TQ]. D'ot la conclusion.
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EXERCICE 2

1. Calculons la probabilité P, pour que le joueur récupére sa mise Le joueur : scupere sa mise
' . Ve . ° ey, o 1 . ’ . ° eg 2 1
lorsqu'il tire le médaillon n°4 de probabilité - ou s tire le médaillon n°3 de probabilité -.

Ona:P1:%+

[N N

2. Calculons la probabilité P, pour qu'il perde 1500 F et qu'il perde sa
mise

Le joueur perd 1500 F et aussi sa mise, lorsqu'il tire le médaillon n°5, d probabilité % et retire un
médaillon autre que le n°5, de probabilité 2.

Ona: P, ==X

[N N
alun
|

3. a. Complétons le tableau définissant la loi de probabilité de ,variable aléatoire X
Déterminons d'abord le résultat financier associé a chaque partie.
S'il tire M,, ona: R, = (S + 3000 F) — S = 3000 F.
S'il tire M;,M, oli Mg, ona: R, =0—5 = —S8.

S. . Ms,ona:Rs=(S+0)—S=0.

"il tire
S'il tire M5 et M5, ona: R, = 2000 F—S.

S'il tire M5 et M; ou M, ou - M3 ou M, ou Mg, on a: Rs = —S — 1500F.
On en déduit donc que :

P(X =3000) = =; P(X = —S) =

=L et P(X = —S—1500) = =
36 36

— olw

P(X = 0) = =; P(X = =S + 2000

La loi de probabilité de la variable X est donc définie par le tableau ci-dessous :

X; —s | —s—1500 | O [ =S+ 2000 | 3000
1 5 1 1 1
PX=x) | = 57 = v -
2 36 6 36

b. Démontrons que |'espérance mathématique de X est

E(X) =-2s+ 25

EX) = X111

—185 — 55 — 7500 + 0 + 2000 — S + 18000
36 ’

EX) =

—24S§ + 12500

EX) = 36
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EX) =-25+3%

c. Déterminons la somme a miser par le joueur pour que son résultat financier moyen soit nul
Le résultat financier moyen du joueur est nul si et seulement si E(X) = 0.

C'est-a-dire: S = % La somme a miser est donc de 521 F.

PROBLEME
Ona: fifR->R
x H x(x + 2)e*t?
1. a. Calculons lim,_, . f(x)
Posons u = x + 2; quand x tend vers +o; u tend vers +co,
Ona: limy o f(x) =limy, u(u —2)e* = +oo,

car lim,_, ;o ue* = +oo et lim,_, ;o (U — 2) = +oo.

b. Calculons lim,_ %
X
x—+too X x—+00
= lim ue® ollu=x+2;
u—+oo
X
x—-+o0 X

c. Interprétons graphiquement les résultats précédents

D'aprésa.et b.ona: limy ;o f(x) = +o0 et limy_, ;o @ = 400, Donc (C) admet une branche

parabolique de direction (OJ).

2. a. Calculons xﬂ@wf(x)

Posons u = x + 2. quand x - —oo;u - —oo:

Ona:lim,,_,f(x) =lim,,_,u(u—2)e* =0, car lim,_,_,u?e* = 0 et lim,_,_,ue* = 0.

b. Interprétons graphiquement le résultat précédent
D'apres 2a. lim,_,_., f(x) = 0; on en déduit que la droite (OTI) est asymptote a (C) au voisinage de —o,

3. Vérifions que Vx € IR, f'(x) = (x? + 4x + 2)e**?

VX ER f'(0) = (2x +2)e*? + (2% + 20)e™ %
=e**2(x% +4x +2)
d'oli: Vx € R, f'(x) = (x* + 4x + 2)e**?
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4. a. Etudions le sens de variation de f

Vx € IR, e¥*2 > 0; donc le signe de f'(x) est celui de x% + 4x + 2.

En résolvant I'équation x% + 4x + 2 = 0, on obtient :

x;=—2—V2etx,=-2++2.

On en déduit que :

Vx €] — 00; —2 —2[U] — 2 + V2; +oo[; f'(x) > 0.

Vx €] —2—+2;-2+2[;f'(x) < 0.

fl(2-V2)=f'(-2+V2)=0

f est donc strictement croissante sur | — o; —2 —v2[ et sur ] — 2 + V2; + oo [ et strictement

décroissante sur | — 2 —v2; -2 + V2.

b. Dressons le tableau de variation de f

X |=eoo —2-[2 —244[2 + o0
f*(x) + 0 - 0 i
f(x) / f(—-2—'\/§)\ / oo
0 f(—2+/2)

f(=2—2)=2(1++2)e™V?
f(=2++2) =2(1 —2)e?

5. a. Déterminons une équation de chacune des tangentes (), (T") a (C) aux points d'abscisses
respectives -2 et O

Equationde (T )

(T):y=f"(-2)(x+2)+ f(=2) avec f'(-2) = —2et f(=2)=0;d'ot (T):y = —2x — 4.
Equation de (T')

(T"):y = f'(0)x + £(0), avec f'(0) = 2e? et f(0) = 0;

d'ol (T"):y = 2e?x.
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b. Tragons (T), (T ) et (C)

et

' (T) 1
ST, i f(-242)
(&) / \
'o—/—""//} " : ! ! } —

242 .

XL f(-212)

6. a. Démontrons d |'aide de deux intégrations par parties que 4; = 4 — 12e*+2

-2

-2
Ay =L f(x)dx =L (x2 + 2x)e*+2dx

Posons
u(x) = x? + 2x et v'(x) = e¥*?
ona: u'(x) =2x+2, et v(x) =e 2
D'ol: 4; = [(x? + 2x)e**2]3" — f/l_z (2x + 2)e**2dx
Intégrons fl_z (2x + 2)e**2dx par parties
Posons t(x) = 2x + 2 et y'(x) = e**2;
ona: t'(x) =2 et y(x) = e¥*?;
Jonc : fl_z (2x + 2)e* 2dx = [(2x + 2)e**?]37% — Zfl_zex”dx;
d'ot,ona:

Ay =0— (A% +2)eM? + 2 + (21 + 2)et*? 4 2[e**+2] 32
Ay = —22eM? +2 4 2eM2 4+ 2(1 — M2
Ay = 4 — 12et?
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b. Calculons lim,_,.A4;

On a: lim;,_o, Ay = limy,_o, (4 — 12e**2) = 4, car limy_,_,21%e**% = 0.

7. a. Déterminons les nombres réels u et v pour que F définie par F(x) = (x? + ux + v)e**? soit
une primitive de f sur R.

est une primitive de f sur R si st seulement si: Vx € R; F'(x) = f(x):
c'est-a-dire: Vx € R; [x? + (2 + w)x + u + v]e*t? = (x2 + 2x)e**2,

2+u:2d| \

Ce qui équivaut a {u +p=odou {7; : 8 et F définie par F(x) = x2e**? est donc une primitive de f sur

IR.

b. Retrouvons le résultat de 6.a

Ona:

-2 -2
A= [ e | feodx = RGN
A A

=F(=2)—-F®)
Ay =4 — 2%e?t?

On retrouve ainsi le résultat de la question 6.a.
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CORRECTION SESSION DE REMPLACEMENT 2000 SERIE D
EXERCICE 1
1. Déterminons |'année ol la production est de 278 tonnes
278 tonnes est la production de I'année de rang 6. L'année de rang 3 étant 1996, la coopérative a

donc obtenu 278 tonnes d'anacarde en 1999.

2. Complétons le tableau statistique

Ordre x; de |'année

de production

Année de production | 1994 | 1995 [ 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000

Production y;
118 146 184 247 267 278 255

(en tonnes)

3. Représentons le muge de points de la série statistique double ( x;y )

UA‘
| quantité de

-gny preduction

{

|

{

J' ~ 5 3 - 2
: % = 5 b "

! ! 2 3 A 9 = " prdra de l'année

de production
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4. Déterminons |'arrondi d'ordre 2 du coefficient de corrélation linéaire r de la distribution

statistique (x,y)

Complétons le tableau statistique. Ona:

X; 1 2 3 4 5 6 7 Total
Vi 118 146 184 247 267 278 255 1495
xy; | 118 292 | 552 988 | 1335 | 1668 | 1785 | 6738
x? 1 4 9 16 25 36 49 140
y? 13924 | 21316 | 33856 | 61009 | 71289 | 77284 | 65025 | 343703

Calculons les moyennes

f:lezﬁzl}
N 7
y=E8=1 221357

Calculons les variances

2
V) =ES -3 =4

V(y) =Y yf—j? =3488,28

Calculons la covariance de x et y

Cov(x;y) =222 — %5 = 108,29,
Cov(x;y)

~ 0,92.
VOV ()

d'olir=
5. Interprétons le coefficient de corrélation linéaire
|r| = 0,87 donc la corrélation est bonne.
6. Déterminons par la méthode des moindres carrés une équation de la droite de régression de x
eny

Cov(x;y)

Son équation est : x — ¥ = a(y —y) avec a = o,

Ona: a~ 0,031 donc |'équation cherchée est : x = 0,031y — 2,621.
7. Déterminons |'année ou la production sera de 350 tonnes

Pour y = 350 on obtient dans |'équation précédente x = 8,22. Donc la production atteindra 350 tonnes
ala 9° année ; d'ou la coopérative produira 350 tonnes en |'an 2002.
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EXERCICE 2

1. Calculons Vv,

OnaVy,=In GUO) = —In2.

2. Démontrons que (1},) est une suite géométrique de raison 2

Remarquons que : vn € N, U, > 0; donc V,, existe et ona:

3 3 \2 3
Vn+1 = ln (E Un+1) = ln (E Un) = Zln (E Un) = ZVn

(4,) est donc une suite géométrique de raison 2.

3. Exprimons V, en fonction de n

(V) est la suite géométrique de raison 2 et de premier terme V, = —In2 donc pour tout entier naturel
n,V, = —2"n2.

4. Calculons la limite de (1)

lim ¥, =| lim 2"|(~In2)

n-+oo n—»+oo
Or lim 2" =+wet —In2 < 0donc lim ¥, = —co,

n—-+oo n—+oo

3

5. Exprimons U, en fonction de V, et déduisons la limite de (U,) Vvn € N,V =1In (E Un) s ;Un =

2
en & Un = geVn_
Comme lim,,_, ;o V;, = —c0 on a lim,,_,,,e"* = 0. Ainsi lim,_, U, = 0.

6. a. Démontrons que S,, = (1 —2™)In2

(V,) étant la suite géométrique de raison 2 et de premier terme
Vo=-In2,0na: s, =(-In2)(*%) = 1 -29n2.
b. Justifions que T,, = (g)n esn
1" méthode
Ona T, = UgUsUp Uy - 1 or Uy = =e";

2 2 2
donc T, = sevoxse’ x .. x el

n

2 2
— (2 pvotvittvp_g — (2 Sn
(3>e (3) ¢

2% méthode :

OnaIn(T,) = In(Up) + In(Uy) + -+ + In(Up_y) or In(Uy) =V, + In3;
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d' ou In(Ty,) = (VO + lng) =+ (V1 + ]ng) 4 4 (Vn—l + lng);

2
= n1n§+ (VO + V]_ + "'+ VTl—l)

2 n
=ll’l(§) +Sn

2 2
donc T, = Ms*Sn = (g) esn,

c. Exprimons T, en fonction de n

Vo . . . 2\" n 2\" (1-2M)n2
D'aprés la question précédente ona T, = (5) eSnorS,=(1-2MIn2,donc T, = (5) e ou

T, = ()" x 202"

PROBLEME

PARTIE A
Ona: f:[0;4+o > R

{f(0)=0
xX -

f(x)=—=x+xlnxsix >0

1. Calculons f(1) ef f(e)

f()=—-1+1x0=-1let f(e)=—e+ex1=0.

2. Etude des branches infinies de f

a. Calculons lim,._, , o, f (%)

lim f(x) = xl_i)rllwx(—l +Inx) = 400 car quand x = +o,(—=1 4+ 1Inx) = +oo

X—+00

b. Calculons lim,_, ., 72

X x(—1+Inx
lim &= lim ¥= lim (—=1+1Inx) = 400

X—>+00 X

X—+00 X X—+00

c. Interprétons graphiquement ces résultats

Mo o0 f(x) = +00 et limy 4o @

= +oo donc ( ' ) admet une branche arabolique de direction ( OJ ).

3. Etude de la dérivabilité de f adroite en 0.

a. Démontrons que f est continue a droite en O

limy_o f(x) = limy_o(—x + xInx) = 0 car quand x - 0, —x > 0 et xlnx — 0.

Or f(0) = 0 donc f est continue a droiteen O .
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b. Etudions la dérivabilité de f & droite en 0

=1im 22 = lim (-1 + Inx) = -
x-0 X x—0

lim F)-1(0)
x—0 X

donc f n'est pas dérivable a droite en O.

c. Précisons la tangente a (I') en 0

fE-F(©) _

D'apres 3. b., lim,_, -

—oo0, donc (I') admet une demi tangente verticale en 0.
4. a. Déterminons f'(x) pour fou x élément de ]0; +ool.
Vx €]0; +oof, f'(x) =—1+Inx+1=Inx.

b. Dressons le tableau de variation de f

Etudions le signe de f'(x) et le sens de variation de f

ffx)=0ehx=0ox=1
ffx)y>0ex>1

donc f est strictement croissante sur |'intervalle ]1; + o[ et stricteme décroissante sur |'intervalle
10; 1[.

Tableau de variation :

X (0] 1 ] ~+o00
') — 0 +
0 + oo

" /

=

c. Donnons une équation de la tangente (D) a ( T' ) aus point d'abscisse e
D):y=f'(e)(x—e)+ f(e)avec f(e)=0et f'(e)=1; D'ou(D):y=x—ce.
5. Construisons (D) et (I') (voir figure).

6. a. Démontrons a l'aide d'une intégration par parties que A(t) = %ez + [—% + %ln(t)] t?

Sur l'intervalle [t; e ], () est en dessous de la droite (OI). on a donc :
h(t) = —f, fe)dx = [ (x — xInx)dx

= Exz]: - ftexlnxdx.
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Intégrons [ xInxdx par parties
Posons
u(x)=Inxetv'(x) =x; -
ona
"(x) =2 =12
u'(x) == et v(x) =5X

e
1 =lpg2_1.2 _[t, 2
2xdx-ze St In(t) [4x ]L

e

e
t t

On obtient ftexlnxdx = Elenx] —f

1,2 _3.2,102
et —t +2tln(

1 1 1 1 1 1
On a donc ut) = Eez —Etz —562 +Et21n(t) +Ze2 —th =3

_12 3,1 2
A@) =3¢+ (=2+2m@®)t
b. Calculons lim;_,,A(t)
lim Lo A(t) = lim_g [7eZ =262 +2¢%Int| = e,

4

PARTIE B

1. Calculons les affixes des points 0,4’ et B’

Onadonc z, =zp+1+2i
Zy =z4+1+20
Zgr =zp+1+2i
Soit Zo=1+2i
Zy =2+1
Zzgr=e+1+2i

donc les points 0', A’ et B’ ont pour affixes respectives 1+ 2i,2 +iet 1+e+ 2i.

2. Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de T

L'application complexe associée a T est dutype: z+—az+baveca=1letb=1+2i

T est donc la translation de vecteur & d'affixe 1 + 2i ¢'est-d-dire le vecteur 00’ .
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3. Construisons (T’)

o Iy ; /
Al
@ s
14y
y 7
+1 /{ 3 og 0?

o éf/ﬁ/y/ B

A
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CORRECTION SESSION NORMALE 2000 SERIE D

EXERCICE 1
1. Déterminons S(0) et S(A)

5(0) a pour affixe 3‘2”5 X0 —+/3+i=—/3+i. Donc S(0) =B.

S(4) a pour affixe *2 x (V3 +i) — V3 + i = V3 + i. Donc S(4) = 4.

On remarque que le point A est invariant par S.

2. Déterminons les éléments caractéristiques de S

Soit k le repport de S et 6 son angle. Ona :

( 2
) . cosf ==
k= |3_;‘/§| =+V3eth =Arg (3_;/5) tel que{ _@
; —_2
ksm@—\/§
V3
.. cos = — -
¢ est-a-dire 21; donc9=—g.
sin9=—5

3. a. Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de (C")

1" méthode :

(C") est I'image du cercle (C) de centre O et de rayon 2 par la similitude directe de centre A, de
rapport V3 et d'angle —%, or S(0) = B donc (C') est le cercle de centre B et de rayon 2v3.

2°™¢ méthode :
Ona: 0A=|V3+i| =2 donc le point A appartient au cercle (C).

Or S(0) = B et S(A) = Adonc (e’ ) est le cercle de centre B et de rayon BA

ol BA=|V3+i++V3—i|=2V3.
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b. Construisons (C'):

ST
_""-d-f-’..--‘—\-\"\
o 4%
, 'T"\
g ~
27 .~ S
el , y
4 \
/ 34 X
/ \

L ) B e

EXERCICE2

1. Déterminons |'année du début d'étude

1°*¢ méthode : par comptage direct.

En complétant le tableau des données sachant que 1999 est la septieme année, on obtient 1993 pour la
premiere année

2°me méthode : par calcul.

Soit x I'année du début d'étude. Le nombre d'années entre x et 1999 est 1999 — x + 1. Donc
1999 —x+1=7,d'ol x = 1993. C'est donc a partir de anneo 1993 que |'entreprise s'est intéressée a

ses stocks.

345



2. Représentons graphiquement le nuage de points

P ES [;Q{:_c”c '72 cm pour 1 ecm et 1 ¢m pour 200 articles
_“,.,..———~‘»———'-1r——————J3—
P
f
=
1000
1200
2800 +
b
2400
2000 -
1600
1200
4
800 4
400 -+
! + i } 4 { $ g
O ] .. 3 4 s 6 7 8 années

3. Calculons les coordonnées du point moyen G.

14243+445+6+7
On a: —

&
Il

3810+3860+3940+4020+4100+4180+4220
7

Et = 4019.

<l
I

D'ol G(4;4019).

4. Déterminons une équation de la droite de régression de y en x

Calculons la variance de x :
1 7 2 =2 1 2 2 2 2 2 2 2 2
V(x)=NZi=1x1 - X =7(1 +224+324+424+524+6%+7%)—4%2=4

Calculons la covariance de x et y :

7
1
Covixy) = ) xays =57

i=1
1
=§(1><3810+2><3860+3><394-0+4><4020+5><4100+6><4180

7 x4220) — 4 x 4019
= 288,28

Calculons le coefficient directeur a et I'ordonnée a I'origine b de la droite régression dey en x :
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a= % =721etbh=7y—ax=4019.—-72,1 x 4 = 3730,6.

Donc la droite de régression de y en x a pour équation : y = 72,1x + 3730,6.

5. Déterminons le nombre d'articles en stock en 2004

L'année 2004 correspond a la 12¢ année.
Donc pour x =12,ona:y =72,1x 12+ 3730,6 = 4595,9.

Le nombre d'articles en stock prévu pour I'année 2004 est 4596.

PROBLEME
PARTIE A ETUDE D'UNE FONCTION AUXILIAIRE

1. Calculons les limites de g en O et en +o

lim g(x) = +oo car lorsque x - 0,(x —1) > —1 et —In - +oo.

x>0
I — lim ox(1-1- 2% =
xlng(")—xlex( —1- 7)——'“

1 Inx
car lorsque x — +oo,(1 —;) - 1let - 0

2. a. Déterminons g'et étudions son signe

xX—2

2
\4 EO, , ! =1]1——=
x €105 +on|,g'(0) = 1 -2 =
g'(x) =0 pour x = 2;

g'(x) < 0 pour x €]0; 2[

g'(x) > 0 pour x €]2; +oo[
b. Déduisons le sens de variation de g et dressons son tableau de variation

D'apres les résultats du a. on déduit que la fonction g est strictement crolssante sur ]2; +oo[ et
strictement décroissante sur ]0;2]. D'ou le tableau de varlation qui suit :

| x J . -
P g, L
g'{x) - + »
.: 1 .
4 4co oo
<‘._"?
- }{\ ", \ _//
gix) 1 Y L :
| % Julna |
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3. Vérifions que g(1) =0

Onig(l)=1-1-2In1=0.

4. Démontrons qu'il existe un unique réel a €]3; 4[ tel que g(a) =0

La fonction g est continue sur ]2; +oo[ car elle y est dérivable ; elle es strictement croissante sur
]2, +oo.

Or ]3; 4[c]2; +oo[. Donc g réalise une bijection de |'intervalle ]3; 4[ su |'intervalle
19(3); 9(4)[; 0 €]g(3); g(4)[car g(3).g(4) <0

(g(3) = =0,19 et g(4) = 0,22).

Il existe donc un unique réel a appartenant a l'intervalle ]3; 4[ tel que g(a) = 0.

5. Déduisons des questions précédentes, le signe de g(x) suivant le valeurs de x

Complétons le tableau de variation de g

X0 1 oI
SN . :
(—+(D vr—{'m
: \‘\ .-f'jﬁ
g(x) I8 B "
- X e
¥ 2 1-Ind ~ )

D'aprés le tableau de variation de g, on déduit que :
Vx €]0; 1[U]a; +o[, g(x) > 0;
Vx €]1;a[,g(x) <0 et

vx € {1;a},g(x) =0.

PARTIE B
Détermination d'une valeur approchée de a.
1. Démontrons que Vx € [3;4], h(x) € [3;4].
La fonction h est continue sur ]0; +oof car elle y est dérivable. Ona: h'(x) = 2/,
donc h est strictement croissante sur ]0; +oo[ qui contient [3;4]. Ainsi Vx € [3;4],0ona: h(x) €

[R(3); R(4)]. Or h(3) ~ 3.19 > 3 et h(4) ~ 3.77 < 4, donc: [h(3); h(4)] < [3;4] d'ol
Vx € [3;4], h(x) € [3;4].
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2. a. Démontrons par récurrence que Vn € N, U,, € [3;4] Ona U, = 3,5 donc U, € [3; 4].

Soit k un entier naturel quelconque tel que Uy € [3;4]; d'aprés la question précédente, si x € [3;4]
alors h(x) € [3; 4].

On a Uy, € [3; 4] donc h(Uy) € [3;4]. Comme h(Uy) = Uy,1, on en déduit donc que si U, € [3;4] alors
Uk+1 € [3;4].

Donc vn € N, U, € [3;4].

b. Calculons |'arrondi d'ordre 3 de U;

Ona U; = h(3,5) = 3,506.

c. Démontrons par récurrence que la suite (U, ) ¢y est croissante
U, = 3,5 et U; = 3,506 donc U, < U;.

Soit k un entier naturel quelconque tel que Uy < Uy, ;.

La fonction h est continue et strictement croissante sur [3;4] et Vn € N, U; € [0;4]
Or Uy, < Ugyq donc h(Uy) < h(Uy,q), ¢'est-a-dire Uyq < Uyso,

car h(Uy) = Uyyq1 et h(Uys1) = Ugysa.

Ainsi, si Uy < Uy, alors Upyq < Upgs.

Donc la suite (U,),env est croissante.

d. Déduisons que la suite (U,),cy est convergenie
OnavneN,3<U, <4.

L. a suite (U,)nen est donc croissante et majorée par 4.

Par conséquent elle est convergente.
PARTIE C Etude de la fonction f

1. Démontrons que f est continue a droite en O

Ona:
. . x? .
limf(x) = 0 car lim (5 +x) et limxinx =0
x>0 x>0 x>0
ef f(0)=0

donc f est continue a droite en O .
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2. Etudions la dérivabilité de f & droite en 0 Ona :

lim L@ _ iy, (£+ 1-— Zlnx) = 400
x—0 x—0 x—-0 \2
x>0 x—0

car lim (E + 1) =1let lim-—2lnx » +oo,
x—0 \2 x—0

x>0 x>0
La fonction f n'est donc pas dérivable a droite en O.
3. Donnons une interprétation graphique du précédent résultat

Nous déduisons du résultat précédent que la courbe (C) admet une démi-tangente verticale on O.

4. Calculons la limite de f(x) quand x tend vers +o

: s 1 1 2]
Ona: llmx_,_,_oof(x) = llmx—>+oox2 (E + ; _ :x

)=+

1 !
Car lorsque: x — +0o, ~— 0 et == - 0 et x? - +oo,

5. Calculons la limite de @ quand x tend vers too puis interpréton, graphiquement ce résulta
s f(x) . 1, 1 2lnx
Ona: limyyo0 == = limy, 0 x (E T T ) = too.

On en déduit que la courbe (C) admet une branche parabolique de direction (O.J).
6. a. Démontrons que : Vx € JO;+ + 0/f'(x) = g(x)
Vx>0,ona:

f’(x)=27x+1—2(lnx+1)
=x+1-2(nx+1)
=x—1-2Inx
= g(x).

D'ol, Vx > 0,f'(x) = g(x).

b. Etudions le signe de f'(x)

Le signe de f'(x) est celui de g(x). Donc d'apres la question ona:
Vx €]0; 1[U]a; +oo[, f'(x) > 0
Vx €] af, f'(x) <0 et

vx € {1;a},f'(x) =0.
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c. Dressons le tableau de variation ce f

f {(x) +

- \ /
( f(a)

Ona f(a) = 0,8.

7. Tracons la courbe (C)

@)

+

8. a Utilisons une intégration par parties pour calculer I'aire A(t)

D'apres la représentation graphique de f, on a Vx €]0; +oo[, f(x) = 0, donc A(t) = ftlf(x)dx.

d xz 1 1 ! 1
A =, 7+x—2xlnx dx=(gx3+zx2)t—2ft xInxdx

1
Calculons [, xInxdx.

Posons: u(x) =Inx et v'(x) = x.

Ona: u'(x) = % et v(x) = %xz.

D os 1 1 1
D'ol [, xInxdx = Elenx] —%ft xdx;
t
1 1
=—Et21nt—z[x2]%
1

= -2t 42 -2
2 4 4

donc A(t) = (3+3) = (32 +362) —2(= 22t +1¢2 - 2);
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A = —<t> —t2 + t2int + 2
b. Calculons la limite de A(t) quand t tend vers O.

3
limA(t) =~ car lorsque t — 0, t?Int - 0 et (t— + tz) -0
t—0 6 t>0 6
£>0
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CORRECTION SESSION DE REMPLACEMENT 1999 SERIE D

EXERCICE 1

1. Calculons les aires A, de R;,A, de R, et A; de R,

R, est le triangle AJO rectangle en J.

Onadonc: 4; =30] x JA

0] =JA =1 ( car OIAJ carré de coté 1)

AIZE'

R, est la portion du plan limitée par la droite (D) et la parabole (P).

(D) :'tant au-dessus de (P) sur l'intervalle [0; 1]. On a donc:

1
A, = fol (x —x®)dx = Exz —§x3]0;

A_1 1
272 3

A; est la portion du plan limitée par (P) et les droites ( 0]); (OI) el (TA);
N _ 1 2 _ 1 3 1 _ 1
d'oll Az = [, x%dx = [gx ]0—5
1
A3 = 5.
2. a Calculons p,

Ici, la fléchette étant lancée, il n'y a que 2 possibilités : ou bien, elle atteint la cible ot bien elle ne
I'atteint pas. La probabilité d'atteindre la cible est de 2 donc la probabilité de ne pas I'atteindre est
1

5
1=1-5=%

/s 5 5 5
b. Démontrons que p; = —,p, = - et p3 = —

Remarquons que Ry, R,, et R; selon |'énoncé, sont trois régions disjointes du carré OIAJ.

Onadonc: Ry UR, UR; = OIAJ et la probabilité d'atteindre OIA.J est égale a la probabilité
d'atteindre R, ou bien R, oubien R; : Ona: p; +p, + ps =§ (D

car py, p, et p; sont respectivement proportionnelles a A, 4,, et As;
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on a donc:

PL_P2_Ps _
A1_A2_A3 k(k>0) 2
p1 = kA
p2 = kA,

Il résulte de (1) et (2) ce qui suit : ¢ p, = kA4,
5

k(A]_ + AZ + A3)k = g

1 1 1 ,
A1+A2+A3=E+g+§=1onadonc:k=—dou
5 1 5 5. 1_5 5 1 5
= — — = —X—-—=— - X == —
1= gy 12 P2 T 576736 '3 T 673718

3. a. Calculons la probabilité p, pour que le joueur ne marque aucun point
S'il ne marque aucun point, c'est qu'il a manqué la cible au 1°" lancer et au 2¢ lancer. On a donc:
(R 1
Pa =Ps X Ps (0U (p)?) d'olpg = .

b. Démontrons que la probabilité p;, pour que le joueur marque 2 points est 5—54

Ici, il n'y a que 2 éventualités : au 1°" lancer, le joueur manque la cible et atteint la région R; du carré
e qea s 1 5
au 2¢ lancer, de probabilité X

Ou, au 1¢" lancer, le joueur atteint la région R; du carré et manque la cible au 2¢me |ancer, de
ope I d 5 1
probabilité : —x~.

. . 1 5 5 1
Ainsi pb=gxl—8+1—8>(g=—

ENRICHISSEMENT DE I'EXERCICE

4. a. Définissons la loi de probabilité de X
Déterminons les valeurs prises par X :

les valeurs prises par la variable aléatoire X sont : 0,2,3,4,5,6,7 et 8

17 méthode : A partir d'un tableau & double entrée :

~_1"lancer | Manqué (0) | R,(83) | R (4) Rs (2)
. 1 £ 3 S
_ 18
2° lancer 6 s o~
Manqué ( 0)
1 ks L - e
6 36 72 216 108
R: (3)
5 5 25 25 25
12 72 144 432 216
Rz (4) |
ik 5 s 25 25
36 216 432 1296 648
R (2)
. 5 5 25 25 25
18 108 216 648 324




2¢ méthode : A partir d'un arbre de choix.

1*"lancer =*™¢ j1ancer points probakilité
- mangue (D)——-——p%xé

; T (3) — 1<
mangqué Hi (4) %K ;’5,%
Ra (2) —» %"" %

manogue (3) ——» %x %

/ R (6) —» 2«5

R “\"?__‘ Ra (7)) ————» !—32—8

~~ 3 (5) ———»

Y
®

. ](n ;'.J|‘r.n ;"‘_,‘01

pe

N
ra s B
wwam
-
K
&
0
Voo SO o0 S s, i
0O N&
¥
()
(/]
x x X X X X

X

Sloglogo o Do Gl
| :

{oglogia - 3o gogla®"

w
®

Il résulte du tableau a double entrée ou de cet arbre de choix que :
X(Q) ={0;2;3;4;5;6;7; 8}
Déterminons la loi de probabilité de X

De méme I'une ou |I'autre de ces deux méthodes nous permet d'obtenir ce qui suit :

piX=2)= (752)

¥ =4 _( ) ( ) 25 40 B 10
p( ) 216 108 324 324 81
2=

5

p(X_S)_(_ 18) 108
x—e—(5)2 (sxs) 25 25 _25x13 _ 325
pX =6)= 12 18" 18 RV 324 1296 1296
X—7—5><5X2—5X5—25
P =7 =15%36%2= 12" 18~ 216

5 2

X: = | —
pX=8) (36)
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D'o la loi de probabilité de X est définie par le tableau ci-dessous

Xj 0] 2 3 4 5 6 7 8

1 5 5 10 25 325 25 25
pX=x) | o= | = | = | ==
36 | 54 | 36 | 81 | 108 | 1296 | 216 | 1296

b. Calculons I'espérance mathématique E(X) du joueur.

E(X)=0x ! +2 X > +3 X% > +4><10+5>< 25 +6X% 325 +7X 25 +8x% 25 _
N 36 54 36 81 108 1296 216 1296
EXERCIGE 2
1. Figure
. \’
F % s
/
/'X P
//
/ Q
: \ /
CA- —+ ¢
B N e
Données

ABC ftriangle équilatéral
ANP triangle équilatéral

N milieu de [BC] FH

S
{_:,,-—’

Q milieu de [NP] —l——

e
Z >

S similitude directe telle que :

2. Déterminons le rapport de S

Soit k ce rapport. Comme S(A) = A et S(B) = N donc k = % 1

On sait que ABC est un triangle équilatéral et N milieude [ BC ];
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onh a donc :

AN = \/7§AB (2)

IS

Met (2)=k=

o

3. Déterminons la mesure principale de |'angle de S

Soit @ |'angle orienté de S. On a : mes (&) = mes(4B, AN). ABC est un triangle équilatéral direct et (

A

AN ) la bissectrice de I'angle. BAC ( car N est milieu de [ BC 1). On en déduit que mes (4B, AN) = -

Donc I'angle orienté de S a pour mesure principale =.

4) Justifions que S(C) =P

ABC et ANP sont des triangles équilatéraux et Q est le milieu de [NP],

(AC = AB
ona:{yn Z oy
Orona: AN=‘/7§AB donc AP =‘/7§AC (a)

s

Justifions que mes (AC, AP) = -
Il suffit pour cela de démontrer que (4Q) = (AC).
En effet, appelons R le point d'intersection de (AC) et (NP).

Ona: mes (NR,NA) = = car ANP est un triangle équilatéral et mes (AN, 4R) = = car (AN) est une
bissectrice du triangle équilatéral ABC.

On en déduit que : mes (RA,RN) = % c'est-a-dire : (AR) L (RN).

Or(AR) = (AC) et (RN) = (PN) (R € (AC) n (NP)) d'oli (AC) L (NP);

( AC ) est donc la hauteur de ANP passant par A.

ANP étant un triangle équilatéral, ( AC ) passe par le milieu Q de [ NP].
Donc (AQ) = (AC) par suite mes (AC, AP) = mes(AQAP) = %,'

(car(AQ) bissectrice de (AN,AP) ) (b)

(a) et (b) = S(C) = P.

5. Justifions que S(N) = Q
1" méthode :
ANP étant un triangle équilatéral tel que Q milieu de [NP],

40 =L AN
onha: o
Mes(AN, AQ) = 2
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on en déduit que S(N) = Q.

2° méthode

ANP est un triangle équilatéral et Q est le milieu de [NP] ;

D'ol AQ = ?AN

Justifions que mes (AC,AP) = %

Ona: mes (AN,AC) = %car (AN) est la bissectrice de BAC et mes (AN, 4AQ) = % car(AQ) est la
bissectrice de NAP; donc (AC) = (4Q)

d'otl mes (AN, 4P) = %

(a) et (b) = S(N) = Q.

6 a. Figure

b. Calculons I'affixe de N

Zp+tzZc
2

N est le milieu de [BC] donc zy = d'otizy = —1.
c. Déterminons la transformation complexe f associée a S
f:C->C

z+—z'

1S

3 T . . T
(COS— + lSln—).

telleque z' = az+ ol a = - <
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V3

a=Z+lT

B=(1-az doip=2-i%
f:C->C

D'ol V3 V3

3, .3 1.
Zl—>(—+l—)Z+——l—
4 4 2 2

PROBLEME

PARTIEA

f:R->R
x+3
x+1

Dy ={x € R; x+ 1+ 0};
D; = R—{—1} ou bien D; =] — 00; —=1[U] — 1; +oo].

1. Calculons les limites de f aux bornes de D

x
limy o f(x) =lim,_ 0 i 1

x+3-2
lim,,_;f(x) = too,carx > —-1> x+1>0.
x+1-0

x+3-2
lim,__;f(x) = —oo,carx - -1 <3{x+1<0.
x+1-0
x
lim,,_of(x) =lim,_,_ i 1

2. Calculons la dérivée f ' de f.

Pour tout nombre réel x différent de -1;

x+1—(x+3) _ 2

O == = e
PARTIE B
hR— R
{Ban six#0
X P {1+lnx
h(0)=1

1. Dp={xeR;x>0etl+In(x)#0}u{0};
orl+In(x) #0 e x #e~!,donc Dy = {x € R;x > 0etx # e '}U{0}; d'ouDy =[0;e ! [U]le™"; +ool.
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2. Calculons lim__1h(x) :

Posons u = 1 + Inx lorsque x — é,u -0:
. . 2
hmx_%h(x) = lim,,_,q -+ 1= —oo,

lim,_1h(x) = limyo 3 +1=+oo,

1" méthode :

3+lnx _ 2
1+lnx  1+lnx

h(x) =

. 1 2
llmx—>+ooh(x) =1car hmx_""oo 1+Inx =0

2¢™m¢ méthode :

Posons u = Inx lorsque x = +00,u = +oo,

3+u_

limx_)_mh(x) = limu_>+oo 1+—u =

On en déduit que la droite d'équation y = 1 est une asymptote a ().

3. Démontrons que h est continue a droite en O

Calculons la limite a droite en O :

Posons u = Inx. Lorsque x - 0,u - —co,

. . 3+u . u
lim,_oh(x) = lim — =lim -=1.
x—0 ( ) U>—=00 440, U—-—0 .,

Or h(0) = 1, on en déduit que h est continue a droite en O .

4. Démontrons que (T ) admet une demi-tangente verticale au point d'abscisse O
Etudions pour cela la dérivabilité de h a droite en O .
3+Inx

. h(x)-h(0 . .
lim ) (0) = lim 1+lnx = lim = lim
x—0 x x—0 x x—0 x(1+1lnx) x—0 xInx

= —00

On en déduit que h n'est pas dérivable en O mais ( I' ) admet une demitangente verticale au point
d'abscisse O.

5. Calculons la dérivée h ' de h

Pour tout nombre réel x appartenant a ]0;%[U] é; +o0].

1 1
, _ ;(1+lnx)—;(3+1nx) _ -2
h (x) - (1+Inx)2 " x(1+lnx)2

360



6. Etudions le sens de variation de h et dressons son tableau de variation

Vx E]O%[U]i; +oo[, x(1 +Inx)% > 0, donc h'(x) est négative sur chacun des intervalles ] 0;% [et ]%; +00
[ et par suite, h est strictement décroissante sur ]0;%[ et sur ]%; +o0].

Tableau de variation de h

X 0 g— +
h'(x) | i -
h (x) 1 + 0
00 \1

7. Tragons (T ), les asymptotes a (T) et (I')

(1)

1C1)

(D)

PARTIE C
Q: [O;é[ﬁ R
x h(x)six#0et p(0)=0

1. Démontrons que ¢ est une bijection de |'intervalle [O; é I sur unintervalle K a préciser

De par la définition de ¢ et des résultats de la question B) 6 , nous pouvons dire que ¢ est une
fonction continue et strictement décroissante sur [ 0;5 [etp ([0;&[) =] — oo0; 1]

Donc ¢ réalise une bijection de [0;&[ sur K =] — o0; 1].
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2. Déterminons ¢~1(1)
p(0)=1¢ ' (1)=0

3. Démontrons que pour tout hombre réel x appartenant d K \ {1} ¢~ 1(x) = exp (E)
Soity €] —owo; 1[ et x €]0;z[  tel que o7 (y) = x.

3+Inx,
1+Inx’

Onaalors y = ¢(x), c'est-a-dire y =

y+ylnx=3+Inx
(y—Dlnx=3-y

Inx=>""Y
nx = y— 1
-ea(5=5)
X = exp y—1
On en déduit que: Vx € ] —; 1 [,<P_1(x) = exp (E)
Autre méthode:
3—x
. .. . 3+In(x) 3-x\ _3h .

On sait que ¢ est une bijectionet vx < 1, (1+lr1(x)) Oexp (x_l) =ty X;

donc ¢~ 1(x) = exp (%)

4) Tragons la courbe (H)

Dans le repére (0,1,]), (H) est la courbe symétrique de (I') par rapport a la premiere bissectrice ( D )
d'équationy = x.

(1)

()

(D)
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CORRECTION SESSION NORMALE 1999 SERIE D
EXERCICE 1

1. Calculons x et y

. 14243444546 _ 21,
Ona: x = — ==

%=35.
12413415419 421422 102
Y= 6 ~ 76
y=17.

2. Représentons graphiquement le nuage de points ainsi que le point moyen G (voir figure 1)

Ona G(x;y) d'ol G(3,5; 17).

3. Calculons la variance V(x) de x et la covariance Cov(x;y) de x ei y

1w ,) ., 91 (7\® 35
v =(g), % )-#=5-(3) =5

4. Démontrons que y = gx + 9,2 est une équation de (D)

La droite ( D ) de régression de y en x par la méthode des moindres carrés a pour équation y = ax + b

__cov(x;y) e =
avec a = — == o et b = y — axcar(D) passe par G.

cov(x; 13 12 78
Or q =) _ 19,12 78

v(x) 2 735 35
b=17 78><7—46—92
B 3572 5 77

donc(D):y:§x+9,2.
5. Tragons ( D ) (Voir figure 1).
Estimons le chiffre d'affaires du pharmacien a la fin du 7° mois

Pour'x=7onay=§x7+9,2=24,8

Le chiffre d'affaires du pharmacien est estimé a 24,8 millions de francs CFA a la fin du 7° mois.

Ona G(xy) d'ot G(3,5; 17).
363



Ona G(x;y) d'ot G(3,5;17).

B e e - -

EXERCICE 2
PARTIE A

1. Calculons la probabilité de |'événement E : "un avion a 2 moteurs s'écrase"
Etant donné que les moteurs tombent en panne de maniére indépendante, on a: p(E) = 0,1 X 0,1 = 0,01.
2. Calculons la probabilité de |'événement F : « les 4 moteurs tombent en panne"

Les quatre moteurs d'un avion a 4 moteurs tombent en panne de maniére indépendante donc:
p(F) = (0,1)* = 0,0001.

3. Calculons la probabilité de |I'événement G : "pour qu'un avion d 4 moteurs ait exactement 3

moteurs en panne"

1°® méthode :

L'expérience qui consiste a examiner un moteur d'avion est une épreuve de Bernoulli dont les issues
sont :

e le moteur tombe en panne, de probabilité p = 0,1. (succes);

e le moteur est en marche, de probabilité 1 —p = 0,9. (échec).
On a un schéma dé Bernoulli a 4 épreuves. Pour obtenir exactement trois succes ona: p(G) = C; x
(0,1)>% 0,9 = 4x 0,001 0,9 =3,61073.
2% méthode :

Trois exactement des 4 moteurs tombent en panne avec la probabilité 0,1 et un fonctionne avec la
probabilité 0,9 . Mais celui qui fonctionne peut tre |'un des 4 moteurs.
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D'olip(G) = C} x 0,9 x(0,1)3=3,61073,

4. Déduisons la probabilité de |'événement H : «un avion a 4 moteurs s'écrase"

Un avion a 4 moteurs s'écrase s'il a 3 ou 4 moteurs en panne. Ona donc H = FU G. D'ot p(H) = p(F U
G) =p(F)+p(G) =3,7-1073 (car F et G sont deux événements incompatibles).

PARTIE B
Cas général

1. Démontrons que f(p) = p?
D'aprés les explications de la question A) 3 .ona f(p) =p xp = p*.

2. Démontrons que g(p) = p*(—3p? + 4p)

Un avion a 4 moteurs s'écrase si et seulement si :

e soit 3 moteurs fombent en panne, de probabilité
p(k =3)=cip*(1-p)
e soit ses 4 moteurs tombent en panne, de probabilité

p(k =4)=Cip*(1 —p)°
gp)=4xp*x (1 —-p)+p*
=p*(=3p* +4p)

3. a. Etudions le signe de h(p)
h(p) = f(p) — g(p) = p* — p*(—3p* + 4p) = p*(i + 3p* — 4p)

Dressons le tableau de signe de h(p) avec p € [0; 1].

—

p 0 % 1

p2 0 + +
(p -1)(3p —1) + 0 = 0
h(p) 0 + 0 — 0

sipe{0;1;5} onah(p) =0.

sip E]O;%[,h(p) > 0.

sip e]g; 1[, h(p) < O.

b. Déduisons suivant les valeurs de p dans quels avions il vaut mieux monter :

Sipe {0; 1;3, on peut monter dans I'un ou I'autre des avions puisque tous les deux ont la méme
chance de s'écraser (f(p) = g(p).

Sip e]0;§[,f(p) > g(p) donc il faut monter dans un avion a 4 moteurs car il a moins de chance de
s'écraser.

Sip €] %; 1[, f(p) < g(p) donc il faut monter dans le bimoteur car il a moins de chance de s'écraser.
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PROBLEME

PARTIE A

1. Déterminons Dy et calculons f(Ve)
Dy = {x € R/x > 0 et x2 # 0}, donc Dy =]0; +o0 [; f(Ve) = =.

2. Calculons les limites de f en O et en 4+ et interprétons graphiquement ces résuliats
I — lim5 e = ooy =
xlir(l)f(x) B xl—I:I(l) ? - xl—r>r(11f(x) -

donc I'axe des ordonnées est asymptote a (ef).

i i Inx
lim f(x) = lim 5?=0

X—+00 X—+00
lim_,_, ;o f(x) = 0 donc |'axe des abscisses est asymptote a (e;) en +oo,

3. Déterminons la dérivée f’ de f et étudions le sens de variation de f

5x(1-2lnx),

2

f est dérivable sur ]0; +oo[ et f'(x) =

x4

5(1-2lnx)
%3

d'ol Vx €]0; +oo[ et f'(x) =
Sens de variation de f :

le signe de f'(x) est celui de 1 — 2In xcar Vx €]0; +oo[,x3 > 0,
f’(x)>0<:>1—21nx>0<:>1nx<%<:>x<\/5.

On en déduit que: f est strictement croissante sur ]0; Ve[; f est strictement décroissante sur

We; +oo[.

4. Dressons le tableau de variation de f.

e e —— B ————

X I ) / = co |
| | O 7 . NE ) - _,:*.-.&._._..
65y | + 0 e .

Rl DU - A -,_,“__ e e et £

4 2 o~ z
T{X ) /// (j = \\ 7
s o |
PARTIE B

1. Déterminons les limites de gen O et en +oo :
Onag(x) = % X (Inx)? et lim,_, % = +o00;lim,_olnx = —oo;

Donc lim,_,o(Inx)? = 400, d'ol lim,_g(x) = +oo.
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10(1-Inx)Inx
x3

2. Veérifions que g'(x) =
g est dérivable sur ]0; +oo[ et Vx €]0; +oo[;

__ 10xlnx-10x(Inx)? _ 10(1-Inx)lnx
- x4 - x3

g'(x)

3. Etudions le sens de variation de g

Le signe de g'(x) est celui de (1 —Inx)lnx, car Vx €]0; +oo [, 2>o.

x3

orl-lnx—-0ehx<lel<x<e.

Tableau de signe :

X 0 e i
1 —Inx Bl o+ + 0 -
Inx - B + o
(A-In)inx | - 0+ 0 -

g est strictement croissante sur ]1; e|.
g est strictement décroissante sur 10; 1 [ et sur Je; +oo].

4. Dressons le tableau de variation de g

xX O 1 e —+-oco
gl — © 2+ O -
. ' e?
E O O
PARTIE C

1. Etudions le signe de h(x) suivant les valeurs de x

vx €]0; +00 |, h(x) = g(x) — f(x) = Sanx? _ sinx _ 2% (Inx — 1), donc le signe de h(x) est le signe

x2 x2

contraire de celui de (1 —Inx)Inx.
Le tableau de signe de (1 —Inx) | nx fait plus haut permet d'obtenir les résultats suivants :

Vx €]0; 1[U]e; +oo[,h(x) > 0

2. Déduisons la position relative de (C;) et (C,)
(Cr) et (C,) se coupent aux points d'abscisses 1 et e ;

(Cr) est au-dessus de (C;) sur ] 1; e [

(Cr) est endessous de (C,) sur ]10; 1[ et sur ] e; +oo.
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3. Tragons (C;) et (Cy).

5i2e ¢

Sletq

PARTIE D

1. Calculons I, a I'aide d'une intégration par parties

elnx
11 = fl x—zdx

Posons u(x) =Inx et v'(x) = xl—z

ona u'(x) =-et v(x) = -

d'oli I, = [—‘“"]i+ff%dx=—§—[ﬂi=—§+1=1—§.

X

2. Démontrons que:vn =2, I, = —§+ nl,_4

Posons p(x) = (Inx)" et q'(x) = iz,'

X

(Inx)*1

ona:p'(x) = n—-—et q(x) = —i}

Vs (Inx)™1¢ e (Inx)"1
doan22,1n=[—T]1+nf1 ——dx.
. 1
vn=2 i, = -t nl,_4.
3. Déduisons que : I, =2 —g
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dotl,=—2+2-2=2-3doncl,=2-2
e e e e
4. Interprétons graphiquement I; — I, et calculons I; — I,
1 1 1
h=<f) f@dx, I =2 [ g@)dx, donc I, — I, = = [ f(x) — g(x)dx,
or Vx € [L;e], f(x) — g(x) = 0 on en déduit que :

l; — I, représente en unités d'aire, le cinquieme de |'aire de la partie du plan comprise entre (e,), (eg)
et les droites d'équation x = 1 et x =e.

=L =—s+lcarly = —~+2I;
3

doncl,—I =—-+1--=1-2,

D'OCI 11_1222_1.
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CORRECTION SESSION DE REMPLACEMENT 1998 SERIE D

EXERCICE 1

1. a. Calculons la solution réelle
Soit x, la solution réelle de |'équation
(E): z3 — (7 +60)z% + (10 + 26i)z + 6 — 24i = 0.
Ona: x3 — (7 + 6i)x3 + (10 + 26i)xy + 6 — 24i = 0;
x3 —7x3 + 10xy + 6 + i(—6x + 26x5 —24) =0

X8 —7x3+10xy+6 =0

ce qui équivaut a (S) : {_6x5 +26x9—24=0

Résolvons |'équation (E;): —6x3 + 26x, — 24 = 0.

Ona:

(E}) © —3x2+13x,—12=0
A=13%2—-4x%x3x%x12=25=52

Donc I'équation ( E; ) admet deux solutions :

—-13-5 —1345 4
=3 et =-,
-6 -6 3

D'Ol:l Xog = 3 0l:| Xog = g
Or 3 est solution de I'équation: x® — 7x2 + 10x + 6 = 0.

Donc x, = 3.

b. Résolvons I'équation (E)

On sait que 3 est une solution de I'équation (E) ;

donc le polynéme complexe z3 — (7 + 6i)z% + (10 + 26i)z + 6 — 24i est divisible par z — 3.
En effectuant la division euclidienne de :

z3 — (7 4+ 60)z% + (10 + 26i)z + 6 — 24i par z — 3, oh obtient:

z3 — (7 +60)z% + (10 + 26i)z + 6 — 24i = (z — 3)[z% + (—4 — 6i)z + 8i — 2].

On en déduit que |'équation ( E ) est équivalente a |'équation :

(z—3) - [z2+ (-4 —-60)z+8i—2] =0.

Résolvons |I'équation (E'):z% + (—4 —6i)z+8i — 2 = 0.
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Ona: A= (—4—6i)?2—4(8i —2) = 4(4i — 3),
A # 0, donc I'équation ( E ') admet deux solutions.
Déterminons d'abord les racines carrées du nombre complexe 4i — 3.

Soit z = x + iy un nombre complexe, x et y étant des nombres réels, z est une racine carrée de A si et
seulement si :

x2+y?=5
xZ_y2=_3
xy >0

La résolution de ce systéme donne x =lety=2oux=—-1lety=-2.
On en déduit que les racines carrées de A sont les nombres complexes: 2 + 4i et —2 — 4i.

Les solutions de I'équation ( E ) sont donc les nombres complexes :

4+6i—2-4i .y 4+6i+2+4i .
— —=1l+iet ———=3+5i

On en déduit que |I'ensemble des solutions de |'équation ( E ) est :
{3;1+i;3+5i}

2. a.Plagons les points 4, B et C dans le repére (0,w, ¥) et démontrons que le triangle ABC est
rectangle en A

Voir figure 1 pour les points A,B et C.
Démontrons que BC? = AB? + AC?c’ est-a-dire :

|zc — zp|? = |z — 2a|* + |2¢ — z4|?
ol z,, zg et z. sont les affixes respectives des points 4,B et C.
Ona: |z — zg|* = 25; |z — z4|* = 5; |z¢ — z4|* = 20;
donc |z; — zg|? = |zg — 241% + |zc — 2412

On en déduit, par la propriété réciproque de Pythagore, que le triangle ABC est rectangle en A.

b. Déterminons le rapport et la mesure principale de |'angle orienté de la similitude directe S de
centre A qui transforme B en C
Ona:S(A) =AetS(B)=C.

25

Donc le rapport de S est égal a: % =z=2et la mesure principale de |'angle orienté de S est égale

\

a:

Mes(AB, AC) = Arg ((7=21) = Arg (577) = Are(2D) =
BT4A -

3. a. Déterminons I'affixe du point D tel que le quadrilatere ABDC soit un rectangle
Le point D est tel que : AB = CD; d'ol z, — z¢ = zg — 24 ol zp, est |'affixe du point D.
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Onendéduit que zp = zc+ 25 — 24 =3+5i+3—-1—i=5+4i.

b. Déterminons I'affixe Q du centre du rectangle ABDC

Le centre Q du rectangle ABDC est le milieu de la diagonale [BC].
L'affixe du point Q est donc égale &: == =3 +§ i.

c. Construisons |'image par S du cercle circonscrit au rectangle ABDC
Désignons par (C) le cercle circonscrit au rectangle ABDC.

(C) est le cercle de centre Q et de rayon r = BZ—C = g

L'image ( C' ) de ( C ) par la similitude directe S de rapport 2 est donc le cercle de centre S(Q) et de
rayonr’ = 2r = 5.

Remarquons que : B € (C) et S(B) = C; donc C € (C").

On démontre de méme que 4 € (C').

—
v
- \-\--
N\
\\\\‘\ i
—.-J'/

//
//
s
: X
s/ l\\\ ™
\\
TN
T\

EXERCICE 2

1. Calculons la probabilité pour que le dé se pose sur une face
donnée

Désignons par 1 |'ensemble des cas possibles.
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Ona: Q={1;3;7;10}.

Le dé étant régulier et homogene, les éventualités sont équiprobables. On en déduit que la probabilité
pour que le dé se pose sur une face donnée est égale a %.

2. a. Donnons I'ensemble des valeurs prises par X

Dressons le tableau suivant donnant les valeurs prises par X.

Numéro | Numéros | Somme des nombres
caché visibles visibles
1 3;7;10 20
3 1;7;10 18
7 1;3;10 14
10 1;3;7 11

On en déduit que |'ensemble des valeurs prises par X est {11; 14; 18; 20}.

b. Calculons la probabilité de |'événement (X > 14)
On a: |'événement contraire de |'événement (x > 14) est |'événement (X = 11).

1

p(X = 11) = p({10) =

3

donc p(X = 14) =1 -7 ==,
Autre méthode : p(X = 14) = p(X = 14) + p(X = 18) + p(X = 20),

=p{7}) +p({3}) +p({1})
3

4

3. a. Calculons la probabilité p,, pour que |I'événement (X > 14) se réalise au moins une fois au

cours des n lancers

Soit A |'événement: " (X > 14) se réalise au moins une fois au cours des n lancers ". A est donc
I'événement: " (X > 14) ne se réalise pas au cours des n lancers ".

n

Onap(Ad) = G)n dolp,=p4)=1- G)

Donc la probabilité pour que |I'événement (x > 14) se réalise au moins une fois au cours des n lancers

est égaledp, =1- G)n.

b. Calculons la plus petite valeur de n pour laquelle p,, > 0,999 :
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1 n
Ona:p, =0999 < 1— (Z) > 0,999
n

1
< (=) <£0,001
(@) =

1
= nan <In(0,001)

In(0,001) 1
n=————carln—-<0;
1 4
lnz

o n>498,etneN.

Donc la plus petite valeur de n pour laquelle p, > 0,999 est 5.

PROBLEME

PARTIE A
a. Calculons les limites de g(x) quand x tend vers +o et vers —oo

Ona:VxeR,gx)=1—(1+x)e*.

lim (1 + x)e* = +o0; donc lim g(x) = —c
x—+00 X—+00
,R,g(x) =1—e* —xe*
lim e* =0et lim xe* =0; donc lim g(x) =1
xX——00

X—-—00 X——00
b. Calculons g'(x) pour tous nombre réel x
VxERona:g'(x)=—e*—(1+x)e* =(-2—x)e*

c. Etudions le sighe de g'(x) et dressons le tableau de variation de g Pour tout nombre réel x, g’(x) a
le - me signe que (—2 — x) d'apres ie résultat de ia question 1. b.

On en déduit que : Vx €] —0; —2[,g'(x) >0
Vx €] — 2;+oo[,g'(x) <0

D'ou la fonction g est strictement croissante sur | — «; —2] et strictement décroissante sur [—2; +oo|.

T o N
19(X) + 0 BT
., 9D e
g(X) / \()\\ S
1 W

g=2)=1+e%~11
a. Calculons g(0)
g(0)=1—(0+1e’=0

b. Déduisons que : Vx €] — o0; 0[, g(x) > 0 et Vx €]0; +oo[g(x) <0
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La fonction g est strictement croissante sur J- —oo; 2[ et lim,_,_,,g(x) = 1, donc
Vx €] —o00; =2[,g(x) > 0.

La fonction g est strictement décroissante sur | — 2; +o[ et g(0) = 0, donc : Vx €] — 2;0[, g(x) > 0;
Vx €]0; +oo[,g(x) <0

On en déduit que : Vx €] — «; 0[, g(x) > 0 et Vx €]0; +oo[, g(x) < 0.

PARTIE B

1. a. Calculons les limites de f(x) quand x tend vers too et vers —co

Pour tout nombre réel x,ona: f(x) = x + 2 — xe*;

lim xe* =0et lim (x +2) = —o0; donc lim f(x) = —o0
X——00 X—>—00

X——00
Pour tout nombre réel x,ona: f(x) = 2+ x(1 — e*);

lim x(1 —e*) = —o0; donc lim f(x) = —c0
xX—+00 X—+0o0

b. Etudions le sens de variation de f en utilisant la question A)2.
Pour tout nombre réel x, on a:

flfr)=1—e*—xe*=1—-(1+x)e* = g(x)
On déduit de ce résultat et du résultat de la question A2)b. que :

Vx €] —o0; 0[, f'(x) >0
Vx €]0; +oof, f'(x) <0

D'oul f est strictement croissante sur | — «; 0] et strictement décroissante sur [0; +oo].

Tableau de variation de f :

X ) 0 o . )
f’(x) +- 0 ~
2
| (%) | / e N
l —— 00 i -— 00

2. a. Démontrons que la droite (D) d'équation y = x + 2 est asymptote d (e) en —oo

Pour tout nombre réel x, ona: f(x) — (x + 2) = —xe* et lim,_,_,,xe* = 0; donc la droite (D) d'équation
y = x + 2 est une asymptote a (C) en —co.

b. Etudions la position de (D) par rapport a (e)

Ona:VxeR, f(x)—(x+2)=—xe*,
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donc:

Vx €] —00;0], f(x)—(x+2)=0
Vx € [0; 4o, f(x) —(x+2)<0

On en déduit que (C) est au dessus de (D) sur ] — o0; 0] et en dessous de (D) sur [0; +oo].
f(x)

3. a. Calculons la limite de == quand x tend vers +o

Ona:VxE]0;+00[,¥=1+)2—c—ex.

2
lim (—e*) = —o et lim (1 +—) =1
X—+00 X—+00 X

donc: lim,_,, o @ =-—

On en déduit que (C) admet une branche parabolique de direction (OJ) en +oo.

b. Tragons (C) (Voir figure 2)

4. a. Démontrons que la courbe (C) coupe (D) en deux points A et B

Le nombre de points d'intersection de (C) et la droite (OT) est égal au hombre de solutions de
I'équation f(x) = 0.

Déterminons le nombre de solutions de cette équation

Ona: f esi continue et strictement croissante sur ] — o; 0], lim,_, ., f(x) = —o et f(0) = 2; donc f
réalise une bijection de ] — o0; 0] sur ] — «; 2]. Or 0 €] — o0; 2]; donc |'équsition f(x) = 0 admet une
seule solution a dans |'intervalle ] — o; 0].

On démontre de méme que |'équation f(x) = 0 admet une seule solution dans |'intervalle ] 0; +oo[.

On en déduit que I'équation f(x) = 0 admiet deux solutions ;
Donc (C) coupe la droite (OI) en deux points A et B.

b. Démontrons que « appartient a I'intervalle ] — 2,3; —2,2[
Déterminons le signe de f(—2,3) x f(—2,2).
Ona f(—2,3) ~ —0,069 et f(—2,2) ~ +0,043.
D'ol f(—2,3) X f(—2,2) < 0.
On en déduit que —2,3 < a < —2,2.

4 +2
c. Démontrons que e = ==

On sait que a est une solution de |'équation f(x) = 0,donc: f(a) = a +2 — ae* =0,

d'ol: e"‘=a+2.
a
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5.a. Démontrons que h est une bijection de ]—oo; 0] sur un intervalle K que |'on précisera
D'apres le résultat obtenu a la question 4a., f réalise une bijection de |—c; 0] sur ] — ;2 ]; donc la

restriction h de f @] — ;0 ] est une bijection de ]—oo; 0] sur ] — o; 2].

b. Tragons la demi-tangente (T) a (') au point d'abscisse 2

(voir figure 2).

c. Tragons (T) ( Voir figure 2).

PARTIE C

1. Calculons I'aire, A(t) de la partie du plan limitée par (C) , la droite

(D) et les droites d'équations respectives x =t et x = a

a
t

Ona:A(t) =, —xe*dx = —flaxexdx.

Calculons ftaxexdx en utilisant une intégration par parties ;
Posons: u(x) = x et v'(x) = e*.

Ona: u'(x) =1let v(x) =e".

D'oti:

ftaxexdx = [xe¥]¥ — ftaexdx;

= ae®* —te' — [e*]E;

=a-e*—tet —e*+ef. Donc: A(t) = tet —et + (1 — a)e”.
2. Calculons la limite quand t tend vers —oo de A(t)

On a: lim_,_,e' = 0 et lim,_,tet = 0; donc limq_,_,,A(t) = (1 — a)e®.

Figure 2
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CORRECTION SESSION NORMALE 1998 SERIE D

EXERCICE 1

1. Calculons a, et b,

2ag9+b 10 ag+3b 25
a; =" =—eth =20 =2
3 3 4 4

2 a. Démontrons que (d,) est une suite géométrique

Aps1 = bpy1 — Angq
_an +3b, 2a,+by

4 3
_ 3ay +9b, — (8a, + 4by)
Pour tout entier naturel n, - 12
= 12 (b — ay)

5
dn+1:Edner0:b0_a0:7

(d,) est donc une suite géométrique de raison % et de premier terme d, égal a 7 . On a donc pour tout

n
entier naturel n,d,, = 7 (15—2) qui est un nombre réel strictement positif.

b. Calculons la limite de la suite (d,,).

(d,) est une suite géométrique de raison % Oro< % < 1; donc lim,,_,,;nd, = 0.

, dn % d 2a,+b
a. Demon’rr'onsqueVneN,anﬂ—an=?"ebn+1—bn=—T”VnEN,an+1—an=a"T+"—an;
_bn_an
-3
dn
K
a, +3b
VnEN,an—bn:%—bn
bpyr — by =
4

(d,) étant strictement positive, (a,) est une suite strictement croissante et ( b, une suite
strictement décroissante.

b. Démontrons que : vn € N *, ay < a,, < b, < by

Pour tout entier naturel non nul n,

a, < a, car la suite (a,) est strictement croissante.
a, < b, car d, est strictement positive (d'apres 2).
b, < by car la suite (b,,) est strictement décroissante.
D'oli vn € N*, ay < a, < b, < by.
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c. Déduisons que les suites (a,) et (b,) sont convergentes

La suite (a,) est croissante et majorée par by, donc convergente.

La suite (b,,) est décroissante et minorée par a,, donc convergente.

a. Déduisons que pour tout entier n > 1,a, —ay = %(do +d;+-++dy_1) D'apres 3.a.ona: vne

dn

N,api1 —ap = 3

d'ou:

QU

0
a; —ap =

3
dy
a, —a, = ?
dn

-2

an-1 —Ap—2 =

Q.
S w

-1

3

ap —Qp-1 =
en sommant membre a membre ces n égalités, on obtient:
1
anp — Qo = §(d0 + dl +oeeet dn—l)

b. Déduisons la limite de la suite (a,) puis celle de la suite (b,)

do+d; + -+ d,_; est la somme des n premiers termes de la suite ométrique (d,) de raison 1—52 et de
premier terme do qui est égal a 7 . On en déduit que pour tout entier naturel non nul n,

51’1

1 1-(1) 5)"
an—a0:§x7x—5=4x 1_<E)
1__

12

5
12
I'égalité d,, = b, — a, et du 2. b., on déduit que la luite (b,) converge vers 5.

n
Puisque la suite de terme général ( ) converge vers O , la suite (a,) converge vers 5 . Aussi de

EXERCICE 2

1. a.Pour tout nombre complexe z,ona:

(1+i\/§)z+§+i§=z<:>—i\/§z=§+ﬂ2—§
__3+iV3
cz= 2iV3
_ _ iW3(B+i3)
ez= (—iv3)(2iV3)
<:>Z=—l+ig
2 2

iv3

S a donc un point J invariant d'affixe % +=-

b. La transformation complexe associée a S est de la forme z’' = az + b ol a est un nombre complexe
non nul et b un nombre complexe.
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S est donc une similitude directe.

Eléments caractéristiques de S
e Lerapport de S est: |1+ iV3|
|1+ iV3| = 2,5 est donc de rapport 2.

e J estinvariant par S. J est |'unique point invariant par S car le rapport de S est différent de 1.

J est donc le centre de la similitude S.

e La mesure principale de I'angle orienté de S est ARG (1 + iV3)
ARG (1 +iV3) = g S est donc la similitude directe de centre J, de rapport 2 et

2. a.d'angle orienté de mesure principale g

Une méthode de construction du point J.

OJ est égal a 1 donc ] appartient au cercle de centre O et de rayon 1.
L'abscisse de | est égale a —%. ] appartient a la droite d'équation x = —%.

L'ordonnée de J est positive. J appartient donc au demi plan de bord (OU) et contenant V.

Une méthode de construction du point S(A) = A’

3 43
zA,=(1+ix/§)zA+§+i7
1 V3
—27'7
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b. (€) étant le cercle de diametre [JA], (C) I'image de (C) par S est le cercle de diametre [JA'], car
la similitude transforme un cercle de diametre [AB] en un cercle de diametre [A'B'].

3. Pour fout nombre complexe z,

3 43
(1+i\/§)z+§+i7 =le|z|=1

S 0M =1
o M e (C)
o Me(C)
PROBLEME
PARTIE A

1Limite de g en +o

Pour tout réel x strictement positif,

e

1 X
g(x) x( Pt )
. 1 e* . 1 . e*
lim [1+———)=—oo|car lim (1+—)=le1' lim —— = —oo.
X—+00 X X X—+00 X X—+00 X

d'ol : lim, ;e g(x) = —0.'

Limite de gen —

lim,,_(x+1) = - et lim,,_,e* =0,d ol : lim,_,.,g(x) = —oo.
2. Pour tout réel x,g'(x) =1 —e”*.
3. Pour tout réel x :

gx)=0ea=0

gx)>0ex>0

gx)<0ex<0

Tableau de variations de g

X — 00 0 + o0
g'(x) + 0| -
g0, — S~y

g, étant strictement croissante sur | — «, 0] et strictement décroissante sur [0, +o[, admet en O un
maximun absolu qui est O . Donc pour tout réel x, g(x) est négatif ou nul.
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PARTIE B

1.a.-Limitede f en +

’ 3x2  3x
Pour tout réel x, f(x) = —~+t=

2
Ona:lim, e Z_ =0 ef limy o ei =0, donc lim,_, ;o f(x) = 0.
b. - Limite de f en —

lim,,_n3(x? + x) = 4 et lim,_,_,,e™ = 400, donc limy_,_, f(x) = +oo.
Pour tout réel x strictement négatif

@ =3+ 1e™*

lim,,_,,3(x +1) = —o et lim,_,_,,e ™ =+, d'ol :

lim. TG _

X—>—00 X -
c. De lim,_, ;o f(x) = 0, on déduit que |'axe des abscisses est asymptote horizontale a (C) en +oo.
De lim,_,_, f(x) = +o0 et lim,_,_o % = —oo, on déduit que (C) admet une branche parabolique de

direction I'axe des ordonnées.

2.a. Dérivée de f

Pour tout réel x,ona: f'(x) = 3[(2x + 1)e™ + (x? + x)(—e™™)]

=3(—x%+x+1)e™*

b. Signe de f'

f'(x) est du sighe de —x2 + x + 1 car 3e™* est strictement positif. D'ol pour tout réel x,

f/@) =0 xe 281105

Tableau de variations de f

1-+5 1+ 5
X — o0 ) 2 + oo
£(x) = 0 " 0 E

) *”\f(l-zﬁ)/f(lzﬁ)\o
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3. a.Une équationde (T) est:y = (x — 0)f'(0) + £(0)
y = 3x(carf'(0) =3 et f(0) =0)

b. Pour tout réel x,ona:
f(x) —3x =3(x%+x)e™ - 3x
=3(x% + x)e ™ — 3xe *xe*(care ¥xe* = 1)

=3xe *(x+1—-¢e%)
= 3xe *g(x)

c. Le signe de f(x) — 3x est celui de xg(x) car e est strictement positif.

D'apreés partie A 3., g(x) est négatif ou nul pour tout réel x, on en déduit que :

si x > 0 alors (C) est au-dessous de (T)
si x < 0 alors (C) est au-dessus de (T)
si x = 0 alors (C) coupe (T).

4. Tracé de (C) et de (T) (voir figure).
PARTIE C
1. Pour tout réel x,F'(x) = (2ax + b)e™ + (ax? + bx + ¢)(—e ™)
=[—-ax?+ a—b)x+ (b—c)]e™
F est une primitive de f sur R équivaut a F'(x) = f(x)

équivaut a F'(x) = (3x2% + 3x)e™™
équivaut & —ax?+ (2a—b)x + b —c =3x? + 3x
—-a=3
équivaut a {Za -b=3
b—c=0
= -3
-9

a
équivaut a {b
c=-9

donc F(x) = (-3x%2—9x —9)e™*

2. A(t) = fotf(x)dx car f est une fonction continue positive sur [0,t](t > 0). A(t) = [FX)]§ car F
est une primitive de f sur R

= F(t) — F(0) par définition.
=9— (3t2+9t+9)e”t.

3. (3t?2+9t+9et=3t2e t +9te t+9e7t
_3t2 9t 9

—t+ =+
et et et

. t2 . t . t .
Limgyo0 2z = 0,limy 400 7 = 0 € limy 00 7 = 0 donc lim,_,, A(t) = 9.
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Courbe (C)et (T)

J1

(&)
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CORRECTION SESSION DE REMPLACEMENT 1997 SERIE D

EXERCICE 1

1. a.Pour tout nombre complexe z,ona:
-3+ - =z*+({—V3)z3 —iz+ 1+ V3.
b. (E) équivaut d z=v3 —iouz® =i.
Résolvons 1 z€ C,z3 =i (1).

T

Les solutions de (1) sont les racines cubiques de i. Comme i vaut cos% +isinz, les racines cubiques de i

2k .. 2k . 3, 1. 5 . .5
sont les z, = cos (E+—n) + isin (E+—n),k =0,12.2zy = cos= + isin= = £+—1 zZ, = cos = 4 isin = =
6 3 6 3 6 6 2 2 6 6
-3, 1.
NS
2 2
37T+__ 3 )
Zy = coS— + isin— = —i
2 2 2

L'ensemble solution de (E) est donc S¢ = {V3 — i; 2g; 15 2, }.

2. a.voir figure
b. A, B, C étant les points images des racines cubiques d'un nombre complexe, le triangle ABC est
équilatéral.

3. a.lLe rapport de ¢ est % et I'angle orienté de ¢ est (m). (QA) est la médiane issue de B
du triangle équilatéral ABC, elle est donc la médiatrice de [AC]. Par conséquent :

Le triplet (Q, A, B) étant de sens direct, la mesure principale de (QA,ﬁ) est g ¢ est donc la similitude
directe de centre Q, de rapport V3 et d'angle %

b.

0 est le point de concours des médiatrices du triangle ABC. Comme (Q,0,C) est de sens direct, ona:

—_— s
Mes(Q0,00) = >

T = T
= tan; =3 (carmesQCO = g)

C est donc I'image du point O par ¢.
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EXERCICE 2

1. Placer 4 pions sur le damier, c'est choisir 4 cases parmi 16. Il ya donc C; = 1820 possibilités.

2. a.L'événement A est réalisé lorsque 4 cases sont choisies parmi les 10 autorisées (celles dont

les numéros vont de 14 10 ). CardA = Cf, = 210.
L'univers (1 de |I'expérience est constitué des dispositions issues des tirages.
D'apres 1. Card Q = 1820.

Comme il y a équiprobabilité, la probabilité cherchée est :

CardA_ 210 _ 3

PA) = rda 1820 ~ 26

b. Il y a 9 possibilités pour former un carré avec 4 cases voisines : {1,2,5,6},{2,3,6,7},
(3,4,7,8},{5,6,9,10},{6,7,10,11},{7,8,11,12},{9,10,13,16},{11,12,15,16}. La probabilité cherchée est :

card B

p(B) = card Q

9

= 1820
3. a.L'ensemble des valeurs possibles prises par X est : {0,1,2,3,4}.
b. (X = 0) est |'événement "aucun des 4 pions n'est disposé sur la premiere ligne".

Ci xCf, 495
1820 1820

p(X=0)=

(X = 1) est |'événement "un seul des 4 points tirés est sur la premiére ligne".

CixCi, 880
1820 1820

pX=1)=

CixC% _ 396

de méme p(X =2)= 1820 1820
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cixcl, a8

p(X =3)= 1820 1820
_ _cixed, 1
p(X =4) = ;820 1820
k 0 1 2 3 4
495 880 396 48 1
p(X =k)
1820 1820 1820 1820 1820
PROBLEME
PARTIE A

1.vx >0, f(x) = x2(3 — 2In 2x).

lim x? = +oo et lim (3 —2In2x) = —oo donc lim f(x) = —o0
X—+00 X—>+00 X—+00
vx > 0, % = x(3 — 2In(2x)), d'ol : lim,_, ;e @ = —oo, (€) admet donc une branche parabolique de

direction (OJ).

2. Vx> 0,%= 3x — 2xIn 2x

limx-03x = 0; limx—02xIn2x = 0 car limy—oulnu =0
x>0 x>0 u>0

,LOF© _

donc : limy—
x—0

x>0

f est donc dérivable a droite en O et le nombre dérivé de f a droite en O est O . (OI) est donc la demi-
tangente a (C). au point d'abscisse O .

3.

a. f est dérivable sur R%. Pour tout x de R%.
1
f'(x) =6x— <4xln 2x + 2x2x;)
= 4x — 4xIn 2x = 4x(1 — In 2x)
b. le signe de f' dépend de celui de 1 —In 2x; car 4x > 0. Pour tout x de R}, f'(x) =0 © In2x = 1
e
S x=-
2
f'x)>0en2x<1

<:>0<x<§ —In2x<1

e
f’(x)<0<:>x>z
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€
X - + oo
0 2
f(x) & 0 -
62
0 -+ _—
4. Pour tout x de Dy,
_ _ x#0
fx)=0ex=0o0u {3x2 —2x’In2x =0 x(3-— 21n2x>
x#0
S x=0o0u { x=0
3—2In2x=0
@x=00ux=%e3/2
Les coordonnées cherchées sont : (0,0), Ge3/2; 0).
PARTIE B
fx) =x
1. B)e {x e
PN | 3x —2xIn2x =1
x*0
3x—1
o In2x — =
x#0
o (&)
x+0
2. a.Pour tout x de R,
iy 11 2x-1
') =352 2
1
X 0 5
@'(x) 0 +

o(x)

|

b. Pour tout x de R},

p'(x)=0ox=
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1
(p’(x)<0<=>0<x<§

3. @ est continue et strictement décroissante sur ]0%[ La restriction de ¢ a ]0; %[ est donc une

bijection de ]0; %[ sur (]O; %D = ]—%; +00[. Oro0e ]—%; +00[ , donc ¢ s'annule une seule fois sur

]0: %[ Soit a cette valeur. ¢(0,2) =In(0,4) — % ~ 0,08 >0

0,75-1
¢(0,245) =In(0,5) — T ~—0,19<0

a est donc élément de |'intervalle ]10,2;0,245].

4. Pour tout x appartenant a Dy,

fX)=xex=00upkx)=0
ox=0oux=aoux=p

avec a e]O;%],ﬁ € E +oo].

D'autre part, Dy =|o; %] u E +oo[= R}.

Le nombre de point d'intersection de ( 4 ) avec (A ) est 3 . Ce sont en effet les points de
coordonnées (0,0), (a, a) et (B,B).

B. voir courbe ci-dessous.
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PARTIE C

1. Puisque f est continue et positive sur [0; 1],1 (a) vaut falf(x)dx.

I(a) = fal (3x? — 2x?In 2x)dx

= fal 3x%dx — 2 fal x%In 2xdx
= [x3]} -2 fal x%In 2xdx

=1-a®-2J(a) avec J(a) = fal x?In 2xdx

Calcul de J(a)
Posons u(x) = In2x et v'(x) = x?

Onau'(x) = % et on peut prendre v(x) = §x3

J(a) = [x;anx]l —§ '

x%dx
a

1

3
X 1
—In2x ——x3]
3 9% 1,

3 3
=imn2-2-Lm2a+<
3 9 3 9

I =1-a®—2( 2t Cn2as &
(a) = a 3n 93na3

2
2. limgsol(a) =1— 2ln2+2- car limg—oa3In 2a = limg—o = X 2aln2a = 0 <limu_>oulnu = 0>
a>0 3 K a>0 a>0 u>0

limg-ol(a) =——=In2
a>0 9 3
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CORRECTION SESSION NORMALE 1997 SERIE D

EXERCICE 1

1. Premiére méthode

Ily a 6 doubles possibles. Il y a une chance sur 6 d'avoir un double. La probabilité cherchée est %

deuxiéme méthode
L'univers Q de I'expér‘ience est {1;2;3;4;5;6} x{1;2;4;5;6}.

Les événements élémentaires étant équiprobables, la probabilité de chaque événement élémentaire

est:—— =L
"cardQ ~ 36

L'événement A "gagner un double" est : {(1;1),(2;2),(3;3),(4;4),(5;5),(6;6)}. La probabilité cherchée
est donc 244 = 1

cardQ 6

2.

a. arbre de choix

1¢f lancer 2° lancer 3¢ lancer Gain obtent
500 1500
500 <— 100 | 900
500 < 500 | 900
- 1oo<
—100- 300
< 500 900

500
-100 < ~100 | 300
500 | 300

_100<
-100 | -300

L'ensemble des valeurs prises par X est {—300;300;900; 1500}.

b. Loi de probabilité de X
A chaque lancer, nous avons deux éventualités exclusives : "faire un double" et "ne pas faire un

double" avec des probabilités respectives % et 2

L'expérience est donc un enchainement d'épreuves de Bernoulli répétées 3 fois dont le succes est
d'avoir un double.

0 3
La probabilité d'avoir 0 succés est P(X = —300) = €3 (3) (3) ==
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La probabilité d'avoir 1 succés exactement est P(X = 300).

(/5 75
P(X'=300) = C; (5)(3) =716

La probabilité d'avoir 2 succes exactement est P(X = 900).

, (12 5\ 15
P(X =1900) = (3 (5) (E)Zm

La probabilité d'avoir 3 succes exactement est P(X = 1500).

13 /5\° 1
rec=ssm - () (3 -5

Ce que |'on peut résumer dans le tableau :

k -300 | 300 | 900 | 1500
PX = k) 125 75 15 1
216 216 | 216 216

3. a.Les expériences sont répétées n fois dans des conditions indépendantes avec une probabilité
; N . 5\"
égale a - a chaque fois. Ona q, = (g) :
b. P, est la probabilité de |'événement contraire de |I'événement "n'obtenir aucun succes"
Pn=1-¢qn

5 n
P=1-(3)
c. Pour tout entier naturel n,
5

p, =08 1— (g)n > 0,8

o @n <0,2

p, > 0,8 nin (g) <1n0,2

In(0,2)
= In(5/6) (carln(5/6) < 0)

S n > 847
La valeur minimale de n est 9 .
EXERCICE 2

1.

a. Soit a un nombre réel.

a solutionde (E) © a® + (4 —2i)a’+ (8 —6i)a+8—4i =0
e (a®+4a?+8a+8)+i(-2a°2—6a—4)=0

{a3 + 4a% + 8a + 8 = 0(E,)
—2a? —6a—4 = 0(E,)
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Les solutions de (E,) sont -l et -2 .
Seul - 2 est solution de (E;), z, vaut donc -2 .

Remarque : En lisant attentivement le sujet, le candidat peut €tre conduit a vérifier que z, vaut +2 .
Cette demarehe est aussi correcte que la premiere cat ief il n'est pas fait mention de |'unicité de z,.

b. Pour tout nombre complexe z,
z3+ (4 -20)z2+(8—-6i)z+(8—4i) = (z+2)(z%+az+4—2i)
Par identification, on trouve a = 2 — 2i
Résolvons : z € C,z% + (2 — 2{)z + (4 — 2i) = 0(E3)
N=1-0)2—4+2
=—4
=(-1) x4
= (20)?
Les solutions de (E5) sont : z; = —1—iet z, = —1+3i.
L'ensemble solution de (E) dans C est {—2; —1 + 3i; —1 — i}.
2. a. Voir figure page 109

b. La transformation complexe f associée a r est définie par :

f(z) —zq = (Cosg + isin %) (z — zq)
dot:f(z) =iz+1+1i.

Onaf(zy) =f(—1+3i) =-2

f(zp) =z

B est donc I'image de A par r.
c.f(zp) =z, ©izp+1+i=—-1—-iezy=-2+2i

D est le point d'affixe —2 + 2i ou de coordonnées (—2,2).

I

~

o
B
C

T »0

On déduit que QA = QB et QD = QC
orOB=|—-2—-i|=vV5et QD =|—2+2i—i| =5,
donc QA = OB = QC = QD.

Les quatre points A, B,C et D appartiennent donc au cercle de centre Q de rayon V5.,
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b. L'affixe du vecteur AC est z. — z, = —4i,

celle du vecteur DB est zg — zp, = —2i;

—

d'ol : AC = 2DB

Les droites ( AC ) et (DB) sont donc paralléles et puisque ( AD ) et ( BC ) sont sécantes, alors le
quadrilatére ADBC est un trapeze. AD = BC (car r(A) = B et r(D) = C). Le quadrilatére ADBC est donc
un trapéze isocéle.

)
" O3
o o
o
NS
F.
ol
el
S
o N
2
¥
%.
A
R
X

o o
3
o
§‘

5
b
[

PROBLEME
PARTIE A

1. L'ensemble de définition de g est R.

Limite de gen —

lim e */%2 = 400 ( car lim e% = +00)

X—>—00 u—-+00
lim (—x) = 4o, d"ol lim g(x) = +
X—>—© X——00

Limite de g en 4+ :

lim,_,,e™*? =0 car lim,_,,,e =0

lim, ;o (—%) = —00, d'ol lim,_, ;g (x) = —®

2. g est une fonction dérivable sur R. Pour tout réel x,g'(x) = -1 — %e‘x/z qui est un nombre réel
strictement négatif. g est donc strictement décroissante sur R.
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Tableau de variation de g

X - 00 + oo

g'(x) -

8(X) + o0 \-—

3. gest continue et strictement décroissante sur R, g est donc une bijection de R sur g(R) = R

L'équation g(x) = 0 admet donc une seule solution a car O appartient a R.
De g(0,7) > 0 et g(0,71) < 0, on conclut que a est compris entre 0,70 et 0,71 .

4. g(a) =0 et g est strictement décroissante sur R; d'ou :

Vx €] — o, a[, g(x) > g(a), donc g(x) > 0.
vx €]a, +o[, g(x) < g(a), donc g(x) < 0.
PARTIE B

1. a.l'ensemble de définition de f est R.
Limite de f en — :
Vx €R, f(x) = (x — 2)(1 — 2¢*/?)

. _ — _ . _ /2 — . _
lim (x —2) o et xl_l)r_noo(l 2e%/2) 1(car‘ ul_l)r_nooe“ O)

X——0o

d'oll lim f(x) = —oo
Limite de f en +oo :
vx € R, f(x) = (x — 2)(1 — 2¢*/?)
limy, 4o (x — 2) = +00 et limy_, 1 (1 — 2€*/?) = —oo(carlim,, ;€™ = 0)

d'ol limy_ ;o f () = —o0

b. lim,_,, e @ = lim,_, 4o ("7‘2 (1- 2ex/2)> = —00

ou bien limy_, ;4 %x) = limy_ 40 [(1 - )2—6) + (3 - 2) ex/z] = —00

(C) admet une branche parabolique de direction (OJ) au voisinage de +.

c. lim [f(x)— (x—2)] = lim (4 — 2x)e*/?
X——00 X——00
lim (4 —2x)e*? = lim 4e*/? — lim 4(5) eX/2 =0
xX——00 xX——00 xX——00 2
car lim e*2 =0et lim (E) e*/2 = lim ue* =0
X——00 x——oco \2 uU—->—0o

La droite (D) d'équation y = x — 2 est donc asymptote a (C) au voisinage de —oo.
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d. f(x)—y = (4 - 2x)e*/?

X - 00 2 + o0

f(x) -y + 0 -

position de (€) | (€)estau-dessus|( €) est au-dessous
par rapport a (D)| de (D) de (D)

Au point d'abscisse x = 2, (C) et (D) coincident.
2. a.f est dérivable sur R. Pour tout réel x,

f’(x) =1+ (_Zex/Z) + (4 — 2x) x %ex/z

=1-—xe¥/?
b. Pour tout réel x, f'(x) = e*/?(e ™/? —x) = e*/?g(x).
c. Puisque e*/2 est toujours strictement positif, ona:
f'x)>0e gx)>0

& x €] — oo, af

f'x) <0 gx) <0
© x €]a, 4.
ffx)=0ex=a

Tableau de variation de f

X - co oL + oo
f'(x) + 0 .
f(o)
f(x) / i e S T

3. a.g(a) =0 < e%? :%

fl@) =a—2+(4—2a)e?/?
=(@-2)+@#-20);=—4+a+=

1 1 1 4 4
0,70<a<0,714:)m<;<q—7(:>0,7+m—4<f(a)<0,71+0_7_4

© 2,33 < f(a) < 2,425
©23< f(a) <25.

2,3 est donc une valeur approché par défaut de f(a) @ 2 x 107! pres.
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x -1,4 0] 2

arrondi d'ordre

2 de f(x)

-002 (2 ]0

4. a.Une équation de (T) est y = x + 2. (car f'(0) =1 et f(0) = 2)

b. Voir figure ci-dessous
5. Sur [0,2],(C) est au dessus de (D). D'oli: 4 = [ [f(x) — (x — 2)]dx

2
A= f (4 — 2x)e*/?dx
0

Posons u(x) = 4 — 2x et v'(x) = e*/?

Onau'(x) = —2 et on peut prendre v(x -) = 2e*/?

2
A=[2(4- 2x)ex/2](2) + 4f e*/?dx
0
= [2(4 - 20)e*?] +8[e*/?]. = 8 + 8¢ — 8

A = 8e —16.

o
—r

1
1

R R AN ¥
_ e NS

£

XXX OO AL S0
- :

X

SAAAAAASASAAAAAAAAAAARAAE X

\
XL XA F
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CORRECTION SESSION DE REMPLACEMENT 1996 SERIE D

EXERCICE 1
1. a. Pour tout entier naturel n,

2
An+1—1 _ 1+ayn

Wpy1 =

1
2 5 (par définition de la suite (a,) )

2-1-a, 1-ay
2+2+2a, 4+2a,

Wpy1 =

_(an - 1) _ 1

Ont1p +2) 29

. , o . 1
(wn) est donc une suite géométrique de raison —=.

1 4 . . 14 . \ . . .
|_E| étant strictement inférieur a 1, (w,)rey €st une suite de limite nulle.

b. Expression de a, en fonction de w,

Pour tout entier naturel n,

anp—1
wp == w(a,+2)=a,— 1
An+2

S wpa, + 2w, = ay — 1
sa,(1-w,) =14+ 2w,

/7 7’ 7’ 1 . rd 7/ . . 1 . 1 /7 N

wy étant le terme général d'une suite géométrique de raison —- et de premier ferme -, est egal a

1\"t+2
(=2
_ 14+2wy

w, he pouvant jamais &tre a1, on déduit que a, =

1-wy

calcul de la limite de (a,)

De la limite nulle de (w,) ey €tablie au a. ; on déduit que la limite de (a,)ney est 1.

1 ] AY _1 (4 /7 .
2. a.Onaa,=-,dota, #—. La propriété est vraie aurang O .

Supposons qu'elle soit vraie au rang n et démontrons qu'elle est vérifiée aurangn + 1,

[ N H -1
c'estadirea, ; # -
1 ] ’ ] N
ap # == 4da, # -2 (d'aprés |I'hypothése de recurrence).

= 4+4a, # 2
1 1

. . 1
Conclusion : pour tout entier naturel n,a, # —-
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b. Pour tout entier naturel n,

1 1
17 1
An+1 +§ ant;

Un+1 —Vn =
2

1 -1 1
Orapi, +5= + =
n+l T 2 7 4t4q, 2

_ —1+2+2a,
" 4+4a,

1+ 2a,
" 4+ 4a,

_ 4+4a, 2
T 1+2a, 1+42a,

D'Ol:l Un+1 - Un

_4+4a, -2
1+ 2a,

_2(1 4 2ay)
T 1+ 2a,

1
Vo = =4

a0+%

La suite (v,),en est donc une suite arithmétique de raison 2 et de premier terme 4.
c. Expression de a,, en fonction de v,,.

Pour tout entier naturel n,

© 2vpa, =2 -,

2-v.
©a, = v" (carvnqto)

Expression de a, en fonction de n :

(Vi)neny €tant une suite arithmétique de premier terme 4 et de raison 2 d'aprés 2 . b., alors pour tout
entier naturel n,v, = 2n + 4. On en déduit avec |'expression de a,, établie ci-dessus que

@ = 2—-(2n+4) n+1
n 22n+4) | 2n+4

d. lim a, = lim (—n—ﬂ)——l
C ot Mn n=>+® U 2n+ts 2"
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EXERCICE 2
1.

T cos?x T sin?x
I+]:f02€—xdx+f02 p dx

e

cos? x+sin? x
————dx

I+]=[2

s
ro_ . 1 _
=f02 e "dx(carcoszx+sm2x= let —=e ")

eX

T

=[—e*2=1—¢ /2

[+]=1—-¢T?2

2. Calcul de K
Posons : u(x) = e ™ et v'(x) = cos 2xdx
alorsonau'(x) = —e* et v(x) = %sin 2x

T

= T T T
1 _, . 175 _5 . 15 5 . S —x -
K= [Ee "stx]z +5f02e *sin 2xdx = Efoze *sin 2xdx Calcul de [ 2 e™*sin 2xdx
0

Posons u(x) = e * et v/ = sin 2x

_ 1
aglorsonau’' = —-e*etv= —5cos2x

T

T —_ s
J¢ e ¥sin2xdx = [—%e‘xcos Zx]2 —%fg e *cos 2xdx
0
1/ -2 1
=3(e72+1) -3k

14+e" /2
o

U 1 _
D'ot: K =3(e7™?+ 1)~ 1K et donc K =

3.

I _ gcos%cd gsinzxd _ gcoszx—sinzd
_]_fo ex x_f() ex x_f() eX x

T
— COS2x .
= J¢ —+—dx(carcos®x — sin’ x = cos 2xVx € R)

4. Onaadrésoudre

{1+]=1—e‘”/2
I-]=K

Dot/ =>(1-e ™2 - +K)et]=—(1—e ™2 k)

3 —2e7m/? 2 —3em/?

I c et] = z

(d'apres2.)

PROBLEME
PARTIE A

1. L'ensemble de définition de f est [0, +oo].
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f(x) —£(0)
Vx> 0,2~ = (Inx)?
x o (Inx)
limx—olnx = —oo, d'oll limx—o (Inx)? = +oo et donc limyoo LE2L@ = 4o
x>0 x>0 x>0 x=0

f n'est donc pas dérivable a droite en O mais la courbe de f admet une demi-tangente verticale au
point d'abscisse O .

2. limy_ olnx = 400, d ol limy_, ;o f(x) =+
x x
Vx > 0,% = (Inx)?2d'ol lim & = 4+

X—>+00 X

La courbe de f admet une branche parabolique de direction (OJ).
3. a.Vx €RLf'(¥) = (Inx)? +x [2(nx)x1| = (nx)? + 2Inx

b. Posons X =Inx

d'ol (Inx)? + 2lInx = X2 +2X = X(X + 2)

X24+2X=0X=00uX=-2)

X?24+2X>0e (X< —-2o0uX>0)

X24+2X<0&e -2<X<0

D'ou pour tout x élément de R},

f'lx)=0 (Inx=00ulnx =-2)

(:)(xz 1 oux=e‘2)

f'x) <0 (Inx < —-2oulnx > 0)

(:>(O<x<e‘2 oux>1)

ff)<0eoe?2<x<1

f est strictement croissante sur ]0; e~2 [et sur ]1; +oo[ et strictement décroissante sur ] e™2;1].

Tableau de variations de f.

o g &, 50 5

de2 + o0
) 0/ \ 5 /
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x e ? 1] 2 3

arrondi d'ordre

054 (0| 095 | 3,63
2 de f(x)

PARTIE B
1. Vx€eRY, g(x) =xf(x),dol: g(x)— f(x) = (x — )f(x) f étant positive d'apres partie A 3. b.,
ona:

vx €]0,1[, g(x) < f(x) et (') est au-dessous de (C) Vx €]1,+[,g(x) > f(x) et (I') est au dessus de (C)
(1) et (C) coincidentenO et 1

1. vx eR%, g(x) =xf(x),d ol :

g' (%) = f(x) +xf'(x) = 2f (x) + 2xInx d'apres partie A 3. a. par suite pour tout x élément de
Y, 59'(0) = f(x) +xinx.

2. Calcul de ftlxlnxdx
Posons u(x) =Inx et v'(x) = x

1 2
alors onau'(x) = - et v(x) = "7
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2 1 _ 42 241

ftl xln xdx = [x—lnx] — 20" xdx =—tlnt—l[x—]
2 t 27t 2 2021
t? 1(1 t2

2 2
=—=Int—= ———)=—t—lnt—1+t—
2 2\2 2 2 4 4

3. f est continue positive sur [t;1], d'ol : A(t) = [, F(0)dx. [, fF(x)dx = [, (39'(0) - xInx) dx
(d'aprés Partie C. 1)) = %ftlg’(x)dx — ftlxlnxdx

=@l - (-t -1+5) (d'apresc.2)

1 t? 1 t?

1 1 2 2
=———t?(Int)* +Int — =
4 2 2 4

At—1 1t21t2+t21t t
O) =7zt (nO"+5Int=7
2
4. lim¢»ot?(Int)? = 0 et lim¢—o %lnt =0; d'ol :limt-0A(t) = %.
t>0 t>0 t>0
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CORRECTION SESSION NORMALE 1996 SERIE D

EXERCICE 1
PARTIE A

1. a.L'univers Q de I'expérience est |'ensemble des paires d'éléments de |I'ensemble des 10

boules de I'urne. Card (Q) = Cf, = 45. Soit p la probabilité sur ®(Q) définie : pour tout w de Q

1 . . .
par p(w) = @) Cela est possible car les boules sont indiscernables au toucher.

L'univers image de X est X(Q) = {0; 1; 2}.

(X = 0) est |'événement "les deux boules tirées sont blanches".

cZ 15 1

(X =1)est |'événement "les deux boules tirées sont de couleurs différentes".

CixCc}P  6x4 8

P =D =" =" =

(X = 2) est |'événement "les deux boules tirées sont rouges".

k 0 1 2
1 8

x=K |2 | ZL

p( ) 3 15 | 15

1 8 2 4
2. 1° méthode

Les deux boules tirées sont de méme couleur si elles sont toutes les deux blanches ou toutes les deux
rouges. L'événement "les deux boules tirées sont de méme couleur" est (X =0) U (X = 2). (X = 0) et
(X = 2) étant incompatibles, ona:

p[(X=0)U(X=2)] =p(X=0)+P(X:2)=1ls'
2¢Mme méthode

L'événement "les deux boules tirées sont de méme couleur" est I'événement contraire de |'événement
"les deux boules tirées sont de couleurs différentes" qui est (X =1 ). La probabilité cherchée est
donc1-p(X=1)=—.8

1. Les deux boules tirées sont soit blanches soit rouges. Il faut donc tirer 2 boules blanches
parmi n, soit CZ tirages ou bien 2 boules rouges parmi (10-n), soit C%,_,. tirages.
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n(n-1) , (10-n)(9-n)
CE+Cn I S S 2n%-20n+90

C3n 45 90

2. Soit la fonction:
f:[2;8] » R}

2x%2-20x+90
H —_—

5o T coincide avec P sur [2;8] NN

X
2x-10

vx € [2,8] f'(x) = 2=,

f étant strictement décroissante sur 2; 5[ et

strictement croissante sur 15; 8], atteint son minimum en 5 qui est un entier naturel.

4

Le nombre cherché est donc 5 ; ce minimum est f(5); f(5) = P(5) = 5

EXERCICE 2
PARTIE A

1. Soit a une solution réelle de (E). On a donc
al—@Bi+2)a?+GBi—1)a—-2i+2=0

Do (@ —-2a2-a+2)+i(-3a?2+5a—-2)=0

a3 -2a*—a+2=0 (2)
—3a’2+5a—-2=0 (3)

Résolvons (3):

A =52 —24;A =1; les solutions de (3) sont : 1 et % Seul 1 est solution de (2) (E) admet donc une seule
solution réelle qui est 1.

2. Posons pour tout complexe z, p(z) = z3 — (Bi+ 2)z% + (5i — 1)z — 2i + 2

Cherchons deux complexes b et c tels que pour tout z de C,
p(z) = (z—1)(z%+ bz +¢)

p(z) = z*+ (b —1)z* + (c — b)z — ¢, d'ou par identification, on obtient :

b—1=-3i-2 b= 31
c—b=5i—-1 cequiéquivau’rc‘:{c:Zl.i2
—c=—2i+2 -

Par suite pour tout complexe z,p(z) = (z — 1)[z? — (3i + 1)z + 2i — 2]
Résolvons :z€ C,z2 — (i+ 1)z +2i—2=0;
A=@i+1)?-4QRi—-2)=-2i=(1-10)?2

Les solutions sont : 1 +iet 2 i. L'ensemble solution de (E) est donc {1,1 + i, 2i}.
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PARTIE B

1. 0 étant différent de A; et de 4,, il existe une (seule) similitude plane directe S de centre O
qui transforme A; en A,. Il faut maintenant montrer que S(A,) = A;

Méthode géométrique.

(0A,) est la bissectrice de I'angle 10A; car O et A, appartiennent a la premiére bissectrice du repére

. ~ A~ AR OA OA
(0,1,]). Par suite (0A;,04,) = (0A,, 0A3) de plus, oA = V2 = on. donc S(Az) = As.

Eléments caractéristiques de S

Le centre de S est O, son rapport est % = /2, son angle orienté est (0A;,0A;) de mesure principale
1
1

"
Méthode algébrique

Soit f la transformation complexe associée a S.

Il existe donc un complexe non nul a tel que pour fout complexe z,f(z) = az.

SA) =4, @a=1+i.0na:f(z,,)=fA+0)=1+i)?=2i=2z,dolS4,) = 4. Eléments
caractéristiques de S

Le centre de S est 0, son.rapport est |1 + i| qui vaut V2, son angle orienté a pour mesure principale
ARG (1 + 1) qui vaut Z.

Suggestions : On pourrait démontrer qu'il existe une (seule) similitude directe S qui applique 4, sur A,
et A, sur As, et en protuerait ensuite que son centre est O. La méhhode géométrique est quelque peu
délicate pour la série D.

2. N
143
s e
S o
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3. Puisque S est une similitude de rapport V2 qui applique A, sur A,.; et A, Sur Ap.,
ona: d(Api1,Anyz) = \/Ed(An:ArHl)-

Posons V, = d(A,, Ans1),  (V)nen est une suite géométrique de premier terme 1 et de raison v2. Pour
tout en‘ner‘ naturel non nul n,V, = (+v/2)*; 1

d'olL, =V, +Vy+ -V, = “ﬂ L= (VZ+ D[V - 1]

PROBLEME
PARTIE A

1. Df=R—{In3}=]— o0;In3[U]In3; +oo].

2. Premiére méthode

—4 4 (e¥-4)(e¥-3)+4 _ e**—7e*+16 _
Vx € Df‘ e” + ex—3 eX—3 - eX—3 - f(x)

Deuxiéme méthode
Posons X = e”*,

X%2-7X+16

4 e . ..
5 =X —4+t (division euclidienne ou poser = X — 3 )

x—3

3. a.Limitede f en + et en —»

lim =0et lim (e*—4)= +oo( car lim e* = +oo)

x—+oo0 eX¥=3 X—+00 X—+00
d'ot lim f(x) =+
X—+00
lim (e* —7e*+16) = 16 et lim (e* —3) = —3( car lim e* =0.)
X—>—00 X—>—00 X—>—00

D'od: lim f(x)=-2
X—>—00 3

Limite de f en In3
lim,_jp3(e*—4) =3 -4 = 1;lim,,3(x*—=3) =0

Vx € ]In3;+o[,——>0,d ol : llm3f(x)=+m

) x 3
xIn 3
f Vx €] — oo; ln3[ 5 <0, d'ot : limyin3 f(x) = —oo.
() x>In3
ic: _i 1, 4
b.Vx € Dy, == =———+_ X =

X

. . e . . 4 1 4
On sait que lim,._,, o —= +oo0 et puisque lim,_, (—; + o X ex_B) =0

fx)

alors limy, 4o == = 40

(€) admet donc une branche parabolique de direction (OJ) au voisinage de +oo.
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c. Delim, ;o f(X) = —% et lim,_p, |f(x)| = +oo établies au 3. a,,
on déduit quel les droites d'équationy = —% et x = In3 sont asymptotes a (C).

4. a.Enutilisantle 2.ona:
4e* _ (e*—3)2 -4 _ e*(e* —1)(e* - 5)
@37 ¢ -3 @37

b. (exe_z)z étant toujours strictement positif pour tout x de Dy, le signe de f(x) est

Vx € Dy, f'(x) = e* —

donc celui de (e* — 1)(e* — 5).
Pour tout élément de x de Dy,
ffx)=0 ©@e*—1=00ue*—-5=0.

Sx=0o0ux=1In5

p eX—1>0 e*—1<0

f(x)>0(:){ex—5>00 {e"—5<0
{e">1 u{e"<1
eX¥>5 e* <5

se*>50ue*<1

©x>In5Soux<0
& x € [—00; 0[U]In 5, +oo[
f(x) <0< x €]0,In3[U]ln3,In5].

Tableau de variations de f.

X — o0 0 In3 In5 + oo
f (x) + ol - @E&) - |0 +
e L + o0
f(x) / \
-16
3 —oof 3

5. L'asymptote paralléle a I'axe des abscisses ou asymptote horizontale a pour équation y = _716
d'apres 3. c.

Pour tout éléments x de Dy,

16 e*—7¢*+16 —16
= - =
f() 3 e* —3 3

& 3e2* —21e* + 48 = —16e* + 48
o 3e2X —5eX =0

o 3e*—5=0careX+0

=x=n(3)
?(,'—1'13
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Le point A a pour coordonnés (ln (g)_Tm) car ln( ) € Df.

6. Une équation de la tangente (T) en In4 est de la forme y = f'(In4)(x — In4) + f(In4). Puisque
f'(In4) = —12 et f(In4) = 4, une équation de (T) est y = —12x + 12In4 + 4.

7. Courbe

PARTIE B

1. Premiére méthode

4e% 3(ex—3)(ex—%)+4ex
3(eX-3) 3(e*-3)
_ 3e2¥—16eX—9e¥+48+4e¥
- 3(e¥-3)
_ 3(e?*-7e¥-16
3(e*¥-3)

= f0.

x _ 16
VxEDf,e 3+

Deuxiéme méthode

Vx € Dg, f(x) = e — 4 + —— d'apreés partie A 2.

(X3)

16 4 16 16 4 16
—e—a-Ph ot = (=) (G 54

3 X —3 3 3 eX—3 3
. 16 12+4ex— 12 « 16 4eX
(o)
3 3(e*X — 3) T3 —3)

2. Pour t <0, la courbe est donc au-dessus de |'asymptote d'apres le tableau de variations de f.
D'ol:
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A(t)=ft0 (f(x)+13—6)dx = fto <ex+§ex6i 3>dx= [ex+§1n|ex_3|](:

4 4
=1—et+§ln2—§ln(3—et)(car‘ pourt<Oonae’<1).D'ol|et—3|=3—¢!

. 4 4 4 2
3. lim,, ,A(t) =1 +§11’12 —gln3 =1 +§ln§

(car lim;,_, (3 —e') =3 et limy_3lnu =1n3.)
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CORRECTION SESSION DE REMPLACEMENT 1995

EXERCICE 1

1. aVx€ER f(x)=——=te g _ ¢

1+e* 1+e* 1+e*

X
— pour remonter le calcth.

Remarque : on peut partir de 1 — o

b. f étant une fonction continue sur R, elle y admet des primitives.

Une primitive F de f sur R est la somme des primitives M et N sur R des fonctions m et n définies
pour tout x réel par m(x) =1

etn(x) =——

On peut prendre M(x) = x et N(x) = —In(1 + %) (car e - m)

1+e* u(x)

avec u(x) = 1+ e*. On peut prendre pour tout réel x, F(x) = x — In(1 + %)

1 (1+e*)—e*
C. VX € RI g(x) = (1+€x)2 = (1+€x)2
S l+er (L+e¥)?
x
= X)) ————m/m/]m
O~ ey

pour remonter le calcul.

Remarque : on peut partir de f(x) — (::x)z

d. Puisque g(x) = f(x) — re x)z,G est la somme de F et d'une primitive

de x — (1+_X)2 En posant pour tout réel x,v(x) =1+ e*

eX v (%) e v 1
ON A o = o) Une primitive sur R de —— est .

Par suite on peut prendre pour tout réel x, G(x) = F(x) + —

2. a.l = [, f(x)dx = [F()I} = F(1) — F(0)

)+ln(2)=1+1n(12 )

=1+ln(

1+e +e
1 1 1
I, = dx = [G()] = [F(O} [ ]
o= | 9edx = (6600 = (PGl + [ ],
—1+1(2)+ LR - +1(2)
- n1+e 1+e 2 2 1+e n1+e
1 _ (+e*)-e* 1 e*

b. vn € N*,vx € [0;1],

(1+eX)n+1 - (1+eX)n+1 - (1+ex)n (1+eX)n+1

1 eX

D'Ol:l 1Vn € N*,In+1 = In — fO de.
* e*
3. aVx€|[0;1],vnEeN S rery > 0.
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1 e*

Par suite, on a pour tout n de N*, [, Trer™t

dx = 0 (propriétés des intégrales des fonctions continues
positives sur un intervalle).

* _ 1 e" . z .
vn e N Iy — Iy = [, ey dx 2 0. La suite I est donc décroissante.
b.vxe[0;1],e*=1=>1+e*>2
1

1+eX<§

1 1
SVneN,0<——< -
" (1+e9)n 20

=>O<f1 dx <J11d
o Ateon— )y ™

1
>0, <—

n—zn

=>0<

c. La suite I est décroissante et minorée d'aprés 3. a. et 3.c..
I est donc convergente.

Ona:0<1ly < etlimy e o = 0; d'oll limy el = 0.

EXERCICE 2
1.

Premiére méthode

Le repere (0,1,]) étant orthonormé, on a :

BC? = AB? + AC?. Le triangle ABC est donc rectangle en 4 d'aprés la réciproque du théoréme de
Pythagore.

Deuxieme méthode

Puisque les points A et B ont la méme ordonnée alors ( AB ) est paralléle a (OI). Et puisque les points A
et C ont la méme abscisse alors ( AC ) est parallele a (OJ). Les droites (OI) et (OJ) sont orthogonales
car le repére (0,1,]) est orthonormé. On déduit que les droites (AB) et (AC) sont orthogonales. Le
triangle ABC est donc rectangle en A.
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Autres méthodes

On démontre que 4B - AC = 0 ou ARG (ﬂ) € {—— —}.

ZB—ZA

2.

a. La transformation de C associée a S est telle qu'a tout z de C associe
z'=az+b,aeC,becC

S(A) =A e 2+2i=a(2+2i)+b.

SB)=Ce2—i=a(—4+2i)+b.

Ona:a=%ie1'b=3+i.

Cette transformation de C associe a tout complexe z le complexe %i + 341
b.C'=5(C) &z =5i(2— ) +3 +i

Szg =2+2i
. , . 7,
Le point C’" a pour couple de coordonnées (2 ; 2).

c.Le rapport de S est |%| qui vaut % le centre de S est A, I'angle de S est ARG (% i) qui vaut g S est
donc la similitude de centre 4, de rapport % et d'angle %
3. a. Les points A,B et C’ ont la méme ordonnée, donc ils sont alignés.

Premiere méthode

S(B)=C et S(C)=C'. On en déduit que CB,C'C est I'angle orienté de S dont la mesure principale est g Le
triangle BCC ' est donc rectangle en C.

Deuxieme méthode

. 2 . \ 2 (7 2 2 45 o 7 2 2 225
Ona: BC? = 45 d'aprés 1.CC _(5—2) +@+1)?=2BC _(—5—4) +(@2-2)? =2 0Ona
BC'? + CC? = BC?.

Le triangle ACC ' est rectangle en C.
b. Les points B et C appartiennent a la droite (D). (D) est donc la droite (BC).

Comme S(B) = C et S(C) = C'alors la droite (D") est (CC') car la similitude transforme une droite en
une droite.

c. Un vecteur directeur de (D') est CC ' de coordonnées G 3).

Soit M un point du plan de coordonnées ( x,y ).

M € (D') & dét (CM,CC)') =0

3
xX—2 5:0
y+1 3

©2x—y—-5=
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Une équation cartésienne de (D’ ) est donc 2x —y —5=0

PROBLEME
PARTIE A
1. Dg=R,.

Etude de la continuité & droite de g en O.

limx-o(1+x) =1, limxsoxinx =0 d'od limx-og(x) = g(0)
x>0 x>0 x>0

g est donc continue a droiteen O .

Etude de la dérivabilité de g en 0

=1-Inx

g(x)—g(0) _ 14+x—xlnx-1
Vx > 0, Pure

Ona: limy-o(1 —Inx) = +oo, car limx-olnx = —co
x>0 x>0

Donc g n'est pas dérivable en O .

2. Dérivée de g

Vx ERY, g'(x) =1— (lnx +x X %) =—Ilnx
Signe de g’

Vx € Ry,

g@) =0 -lnx=0
ox=1
gx)>0eInx<0

o x €]0;1]
gx)<0eInx>0
© x €]1; +oo[

Sens de variations de g

g est strictement croissante sur ]0; 1] et strictement décroissante sur ]1; +ool.

Limite de g en +oo.
Vx €ERL, gx) =1+x(1—Inx)

Ona:limy,,;0(1—Inx) =—o0, car lim,_,,Inx = +o0;

par suite lim,_,,g(x) = —o0
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Tableau de variations de g

X 0 | + co
g'(x) | + 0 =
)
o) 1/ \ 9

3. a. g est continue et strictement croissante sur [0; 1].1 est minimum de g sur [0,1] atteint en 0.g
ne sannule donc pas sur [0; 1].

g est continue et strictement décroissante sur [1; +oo[. La restriction de g a [1; + o[ est donc une
bijection de [1; +oo[ sur g([1; 4+oo[) qui est ] — oo; 2].

Comme O est élément de ] —oo; 2] alors |'équation : x € R, g(x) = 0 admet une seule solution # dans
[1; +oo].

Conclusion : I'équation : x € R, g(x) = 0 admet une seule solution dans [0; +o[,

b. Ona g(3,5) = 0,09 qui est strictement positif et g(3,6)  —0,01 qui est strictement négatif. Par
suite B appartient a ] 3,5;3,6][.

4. Courbe de g (voir figure)
PARTIE B

1. D¢ =]0; +oo].

Limite a droiteenOde f

. . 1 ] AY .
limyx-olnx = —oo et limx—o (:) =1d'ol: limxsof(x) = —
x>0 x>0 x x>0

Limite en 4+ de f
_ _ 1 —9y 1 Inx
Ona-Vx>0.f(x)—2+x(2_1c+1)lnx 2+§+1X x

. 1 .
llmx_>+oo <E> =1et llmx_,_‘_oo

X

1
FA+0)-Inx  14x-—xlnx _ g(x)
1+0)2 x(1+x0)?2  x(1+x)?

2. a.Vx €]0; +o [,f’(x) =

Comme x(1 + x)? est strictement positif pour tout x de ]0; + o[ alors le signe de f'(x) est celui de
g(x).

b. Etude du signe de f'(x)

Il résulte du tableau de variation de g et de partie A 3 . a. et b. que :

Vx €]0,+[, g(x) =0 x =
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g(x) > 0= xe[0;p]

g(x) <0 e x €]B; +oo

3. Soit M un point élément de (C;) d'abscisse x.
M€ (D) & f(x) =2

=3 ?Tz =0

Sx=1

Le point d'intersection A de (C;) et (D) a pour couple coordonnées (1;2),

4. Courbe de f (voir figure)
La droite (OJ) est asymptote a (¢;) car lim,_of(x) = —co.

La droite d'équation y = 2 est asymptote & (C) d"aprés partie B. 1.

PARTIE C

1. aaOnal+p—pPInp =0daprespartie4,3.a.D'oli: fInB =B +1.
Par suite Inp = %.
b. Posons I = [/ xIn xdx.

2
Posons : u(x) =Inx et v'(x) =x,onau'(x) = i et v(x) = %

2 B 2 B 2
B ! B !
I = [x?]nx]l —fl %dx: [x?lnx]l —Z[Xz]f = 7111,8 _Z(ﬁz - 1)
2 1 1 1 ! \ :
= %(%) — B+ (d'aprés partie C. 1)
_ B*+2B+1 _ (B+1)?

4 4
2. Comme g est continue positive sur [1; 3] d'aprés partie A. 2.,ona:

A= ff g(x)dx
A= ff (1 +x)dx—ff xIn xdx

298 2
=[x +%] -2 (d'apres € 1.b)

214 4
_pa B3 BP+2pt1
_ﬂ+2 2 4
_ B*+2p-7
- 4

. _ B*+2B-7
Soit A = —,
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Courbes (¢;) et (C;)
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CORRECTION SESSION NORMALE 1995 SERIE D

EXERCICE 1
1. Soit Q I'univers des éventualités. 1 est |'ensemble des paires de boules prises parmi 10. D'ou :

Card(Q) = Cf). On a C%, = 45. La probabilité p définie sur P(Q) est telle que p(w) = Car;m) ol

{w} est un événement élémentaire. Appelons A |I'événement : "Tirer 2 boules de méme couleur".
Pour que A soit réalisé il faut tirer 2 boules jaunes parmi 6, soit CZ tirages, ou tirer 2 boules
vertes parmi 3 , soit CZ tirages . Il y a donc CZ + C3 cas favorables & la réalisation de A. On a

C2=""=15et(}=2"=3

d'ol CZ + €% = 15+ 3 = 18. La probabilité cherchée est donc

card(A) 18 2 0.4
card() 45 5

p(A) =
2. a.L'univers image de X est X(Q) = {-2;2}.Ona: p(X =2) =04.
d'apréesl.etp(X=-2)=1—-p(X =2) =0,6.

b. Par suite E(X) = —2 x (0,6) + 2 x (0,4) = —0,4.
3. a. Pour trouver |'univers image de Y, utilisons un arbre de choix avec la convention suivante :

c. les boules tirées sont de méme couleur.

d. les 2 boules tirées sont de couleurs différentes.

1°" tirage 2? tirage 3° tirage Valeurs prises par Y.
] t: .. 16 :

L'univers image de Y est donc {—6; —2;2; 6}

Comme on remet la boule dans I'urne avant le tirage suivant, nous avons un schéma de Bernoulli. A
I'aide de |'arbre on obtient :

p(Y = —6) = (0,6)3 = 0,216; p(Y = —2) = C1(0,4) x (0,6)? = 0,432
p(Y = 2) = C2(0,4)% x (0,6) = 0,288

p(Y = 6) = (0,4)® = 0,64. La loi de probabilité de Y est donnée par le tableau ci-dessous :
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p(Y=k) | 0,216 | 0,432 | 0,288 | 0,064

b. E(Y) = (—6) x (0,216) + (—2) X (0,432) + 2 x (0,288) + 6 x (0,064) = —1,2.
c. E(Y) = 3E(X) car |'expérience est répétée trois fois et Y est la variable aléatoire égale a la somme
des trois valeurs obtenues par X.

EXERCICE 2

1. Les solutions z, de I'équation sont les racines cubiques de i. Puisque i est le nombre complexe

de module 1 et d'argument principal % onapour ke {0;1;2}: z = cos( + —) + 1sm( + &)

Premiére méthode

Zy —COS( )+lsm(:) ?+ ;29 = cos(56)+ls n(S:) —%§+—122 —cos(36)+lsm(36n) =—i

L'ensemble solution est donc {? + %%— 5 —i}.

Deuxiéme méthode

= o 2 (2] e () + (2]

m . my V3 1. 1 V3, V3
ZO=Cos(g)+lsm(g):7+§l;zlzzox(—§+7l>:_

3 V3 1. 1 3 _
Zy —ZOX<7+51>X<—E—71> —1

L'ensemble solution est donc {? + % — ? + % —i}

2. a.z’:2[cos( )+1sm( )]XZ—(1+1\/_)XZ
b.ZAr=(1+i\/§)XZA=(1+l\/_)><(7 2i) =2i
Le point A" a pour coordonnées (0; 2).
zg = (1 +iV3) x zg = (1 +iV3) x (—‘/; + %1) = —V/3 —i; le point B’ a pour coordonnées (—3; —1).
zer = (14 iV3) x z; = (1 + iV3)(—i) = V3 — i; le point C' a pour coordonnées (v3; —1).

3. Lasimilitude multipliant les aires par le carré de son rapport, ona: aire (4'B'C") = 22 aire
(ABC) = 4 aire (ABC).
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Premiére méthode

En s'aidant de la figure et des coordonnées des points, on constate que z,r = —2z
Zgr = —2Zp;  Zgr = —2Zp

Par suite |'homothétie de centre O et de rapport - 2 transforme globalement ABC en A'B'C’.

Deuxiéme méthode

Le triangle ABC est équilatéral car A, B, C sont les points images d'une racine cubique d'un complexe
non nul. Le triangle A’B’,C’ est équilatéral de centre de gravité O comme image du triangle équilatéral
ABC de centre de gravité O par une similitude. Soit h |"homothétie de centre O et de rapport 2 et r la
rotation de gentre O et d'angle Z.

S =roh =hor. La rotation r' de centre O et d'angle 2?" applique donc A’ sur B’; B’ sur C' et C" sur A’
Onar'oS=r'o(roh)=( r'or)oh =5, ohcarr'or' =S5, du fait que g +2?" =
Sy est I'homothétie de centre O et de rapport - 1.

S oh est donc |I'homothétie de centre O et de rapport - 2 .

S transforme ABC en A'B'C' et r' laisse A'B'C’ globalement invariant. S, oh transforme donc
globalement le triangle ABC en le triangle A'B'C'.
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PROBLEME
PARTIE A
1. Df=Rj. fest dérivable sur R} comme somme de fonctions dérivables sur R}, et ona:
vx e R}, [0 = 2x— 2= 271
Signe de f'(x). Pour tout x de R}, ona:
ff(x)=0ox=1.
f(x) >0 x> 1.
) <0 0<x<1.

f est strictement croissante sur ] 1; +oo[ et strictement décroissante sur ] 0; 1].

2. D'apres les variations de f, f(1) est le minimum de f sur R}.

Or f(1) = 3 qui est strictement positif, d'ol f est strictement positif sur R
PARTIE B

1. Dg=Rj.

Limite en + de g.

. 1 . ] AY .
lim,_, ;0 % =0 et limy,_ 00x = 400 d'ol lim,_, ;0 g(x) = +oo

Limite de g a droite en O.

limy_ox = 0; limlnx = —o0

x—->0x—-0

x>0x>0

. 1 1 AY . l . .

limy—o = = 400 d'oll limy—o — = —oo par suite limx-og(x) = —oo
x>0 % x>0 ¥ x>0

2. a.Vx€R},g'(x) =1+ 2x (3 xx—Inx)>
— 249
b. g,(x) _ 1_{_2(1 Inx) _x +2-2lnx =@

x2 x2 x2 "

3. D'apres partie A. 2. et compte tenu du fait que x — x? est strictement positif sur R%, g'(x)
est strictement positif, g est donc strictement croissante sur D,,.

Tableau de variations de g

X 0 + oo

gx) | +

g(x) / G




Inx

4, a.Vx>0,g(x)—x = ZIHTx: onalim,_ . e - = 0.
d'ol limy_ 40 [g(x) —x] =0
La droite (A) est donc asymptote a (C).
b.vx>0,g(x)—x= 21;“6
x 0 1
g(x) —x - 0 +
position
©) ©
(©) par
est au-dessous de | B | est au-dessus de
rapport
: ) @)
a (b

B est le point de (C) d'abscisse 1
5. a. Une équation de (T) est:y—g(1) = (x — 1)g'(1); ona g(1) = 1 et g’(1) = 3 Une équation de (T)
est donc y = 3x — 2.

b. Soit A le point d'intersection de (T) avec |'axe (OI),

(x4;v4) les coordonnées de A:y, =3x, —2ety, =0d'oll x, = % et y, = 0. le couple de coordonnées de
2
A est donc (5, 0)

c. Comme (C) est entierement située au-dessous de (T ), I'ordonnée du point de (C) d'abcisse g est
inférieure a celle de A. Puisque |'ordonnée de A est nulle, alors g(g) est négatif.

d. g est une fonction continue sur R}, a fortiori sur E 1]. De plus g est strictement croissante sur
E; 1] et puisque g (g) et g(1) sont de signes contraires, alors il existe un unique réel a appartenant a
2

[5; 1] tel que g(a) = 0.

6. Tracé de () (voir figure ci-dessous)

2Inx
dx
x

7. A=/

Posons : u(x) =Inx,ona u'(x) = i; ona:VxEe](l e],Zlnx = 2u(x) X u'(x).

X

Une primitive de x — 2u(x) x u'(x) sur [1;e] est la fonction x ~ [u(x)]%.

Par suite 4 = [(Inx)?]$ = ((Ine)? = (In1)?) =1;d'ot: 4 = 1.
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Courbe (0)

AN o 13 5,

B

g2
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CORRECTION SESSION DE REMPLACEMENT 1994 SERIE D

EXERCICE 1

1. vzeCo(z) = (cos + isin 6) Z= (3+i\/_)

a.zo=\/§(ﬁ—'ﬁ)=\/§(cos( +151n )

2

b.z = <P(Zo)—M 0|1|—|3+h/_| X |zo| = X\/_ \/_

3+i J_ 3+z\/_

Un ar'gumem‘ de z, est la somme d'un argument de

et d'un argument de z,. Un argument de
est = - et unargument de 1 —i est _Z Onadonc:

_T_r__T i — V6 ~ ) 4isin (=2
b1 =2—7= 12.P0r‘5u11'ezl—2[cos( 12)+lsm( 12)].

3.

. , sy . . . . 3+iv3
a. (zp)nen est une suite géométrique de premier terme 1 —i et de raison J:f.

b.vneN,z, = |3+1\[_| [3+h/_] (1-1i)

c.VnEN,rn=|2n|=[¥] [1—1i] 2(73) x V2.

Un argument de z, est la somme d'un argument de [3+1‘/§] et d'un argument de z,. Or un argument de
3+iv3]" nm

[ " ] est o

On peut donc prendre 6, = == —~.

d. (fn)nen st une suite géométrique de premier terme V2 et de raison ‘/;

(Bn)ney est suite arithmétique de premier terme g et de raison %

EXERCICE 2

1. L'univers image de X est {10; 15; 20; 25; 30; 35}.

algiffrcq

chiffres sumtés [ ¢ 0 |:0calsS

des dizaines
I 10 [0 | 10 | I35
| 10 10 | 10 | IS
2 20 20 | 20 | 25
3 30 30 US| 3D

301 3053041735
30 | 30 |30 |35

A S )
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D'apres le tableau le nombre des éventualités est 24.

La loi de probabilité de X est donnée par le tableau suivant.

k 10| 15|20 (25| 30| 35

pX=K) | o= | | = | o | g | o

2. Soit F la fonction de répartition de X.
Fx) =pX <x)

x<10,F(x)=0

6
10<x<15F(Xx) =—

24

15<x<20,F _8
<x , (x)—24
20<x <25 F _4u
<x , (x)—24
1
25Sx<30,F(x)=§
21
30Sx<35,F(x)=7

35<x, Fx) =1
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—10x® 2 3 El k) 3 _ 550 by
3. E(X) =10 X =+ 15 X o=+ 20 X =+ 25 X 2=+ 30 X =+ 35 X = = 2 E(X) ~ 22,92

PROBLEME
PARTIE A

fxX)=(x—-2)e*—x—2

x(e*—1)+2(e*-1)—4e* 4e* e*(x-2)—-x-2
b.Vx € Dy, f(x) = e =x+2-So=——
4e*

ex—1

D'oli: Vx € Dpf(x) =x+2 —

Remarque : On pourra aussi écrire :

(ax + b)(e* —1) +ce* (ax+b—c)e* — (ax+b)
e*x—1 - ex—1

fl) =

D'ol (ax + b + c)e* —ax — b = (x — 2)e* — x — 2. En donnant a x trois valeurs, on obtient
a=1

b=-—
c=—4

a. Limite de f en + o,
lim, ;o (x +2) = +o0, posons u = e*, ona: lim,, ;o u = +,

—4e*

d'0ll 1My oo (S ) = Ty oo (o) = —4

Par suite lim,_,, . f(x) = +oo.

Limite de fen —oo,

lim,,_ (x +2) = —o0, posons u = e*, onalimu =0,

d'ol lim,_,_q, (_4ex) = limy_, (;;jl;) =0

eX—1

Par suite lim,_,_ f(x) = —oo.

Limite de f en O.
limy_o(x + 2) = 2,lim,_o(—4e*) = —4,lim,_,(e*—1) =0

vx > 0,e¥—1>0d ol limf(x) = —o0

etvVx<0,e¥—1<0, d'ou lim f(x) = +oo
x<0
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e

b.vx € D, f(x) —(x—2) =x+2 —
(voir question précédente)

_I_(X_2)= 'Onalimx_)+oo(_—4):0

-4 -4
eX eX-1’ exX—1
La droite (A;) est donc asymptote a ( ¢).

C. VX € Dpf(®) — (x +2) = o, ona: limy,_, () = 0

ex—1' eX—1

La droite (A,) est donc asymptote a ( ().

3. a.(4)) et (A,) sont paralléles car elles ont le méme coefficient directeur.

La symétrique par rapport a O du point de coordonnées (0,—2) de (A;) est le point de coordonnées
(0,2) de (A;). Comme la symétrie centrale transforme une droite en une droite qui lui est paralléle
alors S[(A)] = (&)

b. Démontrons que f est impaire.

Soit x un réel non nul, —x est aussi un réel non nul. On a:

) = (—x—2)e*+x—-2 _ e [(=x — 2) + (x — 2)e”*] _ —(x —e22e_"1—x -2 ——f)

e ¥ —1 e *(1—eX)

f est donc impaire.

Par suite S[(¢)] = (¢)

eX(ex_l)_ezx
(e¥-1)2

4e*
(e¥-1)2

4, a.VxeDf,f’(x):1—4( )=1+

b.vx € Dy f'(x) > 0. f est donc strictement croissante sur chacun des intervalles ]—o; 0[ et ]0; +oof.
Tableau de variations

X0l 0 ‘ “T"‘ff‘;_
f(x) + +
. too | oo
f(x) -l gt
PARTIE B

1. f est continue et strictement croissante sur ] —oo; 0[ d'aprés Partie A. 4. f définit une
bijection de ] — o0; 0[ sur f(] — o0; 0[) qui est R d'apres Partie A. 4.b.;

0 est élément de R, il admet un unique antécédent a dans ] — «; 0[ . L'équation proposée admet donc la
solution unique a.

(In11-2)x11-2
10

2. a f(ln1l) = ,f(In(11)) ~ —0,0021

(In12 —2) x 12 — 2

et f(In12) = 4

,f(In(12)) ~ 0,1212

b. f(In(11)) < 0 et f(In(12)) > 0, par suite a appartient a JIn11;In12[
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3. Tracé de (C). (voir figure)

4, a. A, = f3k (x — 2 — f(x))dx, (car (e ) est au dessous de (A;) sur [0, k]).

ek —1
3

1) +4(3—k)

k 4e*
= f (—4 + )dx = 4[In(e* — D]¥ + (-4 [x]% = 41n(
3

e —1

e

b. 4, = 4In (‘3"(1—:‘1"")) + 43— k).

e3

k

e 1—e7*
Ak=4k+4lnﬂ + 12 — 4k = 4In + 12

e3—1
limy 4004 = 12 — 4In(e3 — 1)

Tracé de (C).
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CORRECTION SESSION NORMALE 1994 SERIE D

EXERCICE 1
1. a. Soit Q I'univers de |'expérience. (1 est |'ensemble des parties a 3 éléments dans un ensemble
a 9 éléments. Car cela revient a choisir 3 cases parmi 9 et a les marquer d'un trefle. Ily a
donc C§ cas possibles. On a 3§ = 84.
Soit G I'événement "le joueur achete un ticket gagnant". G est aussi |'événement "les trois tréfles
sont alignés ". G est réalisé si les trois trefles sont soit sur une des trois lignes soit sur une des trois
colonnes soit sur une des deux diagonales. Il y a donc 8 cas favorables a la réalisation de 6. La

probabilité p sur p(Q) est telle que la probabilité d'un événement élémentaire est Cars(m.

Onadonc p(G) = 8% = 22—1

b. Soit A, I'événement "la case A; contient un tréfle".

p(GNA;) _ card(GNA;)

La probabilité cherchée est : p(G/A;) = oA = card(Ay) -

Puisque la case A; contient un tréfle, les trois trefles sont alignés dans les seuls cas ot ils sont soit
sur la premiere ligne, soit sur la premiere colonne, soit sur la diagonale principale. Par suite card

(G N A;) = 3. Déterminons maintenant card (4,). Comme la case A; contient un tréfle, il reste a choisir
2 cases parmi 8 .

Par suite card (4;) = €& = 28.D'ot p(G/A,) = 23_8

c. 1°"¢ méthode
A, est |'événement "la case A, ne contient pas de trefles".

p(GNA4,) _ card(GnA4,)
p(4y) card(4;)

La probabilité cherchée est p(G/A;). D'ol : p(G/A;) =

car il y a équiprobabiliteé.

Déterminons card (G N A;). La case A, ne contenant pas de trefles, les trois cas d'alignement du b.
sont a écarter. Il reste donc 5 possibilités d'apres 1. a.

Par suite card (G N A;) = 5.

card(A,) = card(Q) — card(A,) = 84 — 28 = 56. Par suite p(G/A,) = 5—56

2¢ méthode

Comme la case A, ne contient pas de trefles, il reste a choisir 3 cases parmi 8 et a les marquer d'un
tréfle soit €3 choix possibles. Ona: C§ = 56.

La case A; ne contient pas de tréfles, les cas favorables du b. sont donc a écarter ; il reste donc 5 cas
favorables. On a donc p(G/A;) = %
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2. a.L'événement "le joueur achéte un ticket perdant" est G.
Ona:p(G) = g (carp(G) + p(G) = 1.) d'aprés 1. a. Comme le joueur achéte ses n tickets dans des

n
conditions indépendantes, la probabilité pour qu'il perde ses n tickets est (g) .L'événement "le

joueur a au moins un ticket gagnant sur les n tickets achetés" est |'événement contraire de
I'vévénement "le joueur achete n tickets perdants”.

D'ol:p,=1-— (g)n
b. vn € N*,

n n

>09e1 (19) >0,9 (19) <01
S1—(— S |—
Pn =" 21) =7 21) =7

19 In(0,1) 19
© nln (—) <In(0,1) ®n=—=g-;car-—€|0;1]

21 In (%) 21

A |'aide de la calculatrice on obtient n > 23,0066: n étant un entier, ona: n > 24.

EXERCICE 2
1. Premiére méthode
Onpose:z=x+iyl'affixe de M.

MeDe x-1D?+@W+1)2=2
(T ) est donc le cercle de centre A(1;—1) et de rayon 2.

Deuxiéme méthode

vzeC (1 —Dz+2i=1-D(z+2)or =200 =

e 1+i
D'oli:VzeC (1—i)z+2i=(1—-i)(z+ (-1+1)

Soit M un point du plan d'affixe z.

Me @& |(1-D(z+ (-1+1)] =2(car2 = (1 —i)(1 +1))

el—illz+(-1+D)| =2
eV2z+(-1+0)| =2
elz-01-)| =2

& MA =2 ol A est le point d'affixe 1 —i.

(T ) est le cercle de centre 4 et de rayon V2.
2. La transformation complexe associée a F est :
f:C->C
z- (1—-1)z+2i

Comme f est de la forme z » az + b avec (a,b) € C* x C, alors F est la similitude directe de rapport
|1 —i|, de centre Q, d'affixe w, et d'angle 6 tel que 6 = ARG(1 —i).
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2i

Ona:|1-i|=v2,w, = e

=2 et ARG(1 —i) = — 7.

F est donc la similitude directe de centre Q,(2;0), d'angle — et de rapport V2.

3. 1¢" méthode

F(®) est le cercle de centre F(Q) &t de rayon 1xv2 car la similitude transforme un cercle en un
cercle. F(12) est donc le cercle de centre le point de couple coordonnées (1;—1) et de rayon v2. Ona
F(T) = (D).

2¢me méthode

ona:z' =(1-0Dz+2i,d OCI:Z:(HD(Z#ZO
Soit M un point du plan d'affixe z.

MeX)e|z—-2-)|=1
e|l1+dz'-2]=1
s|1+D)EZ'-A-))|=2(car2=>1A-)A+1i))
ell+ilz—Q-Dl=2ez -1-D)|=V2

o AM' =2
o M e (D).

Par suite (I) = F(e).

PROBLEME
PARTIE A
1. a.Dg=R" =] - c0,0[U]0; +ool.

b. Calcul de la limite de g en —

Vx <0, g(x) =1+ x2In(—x) + 1);lim,,_,In(—x) = +o0

donc lim,_,_,, (2In(—x) + 1) = +oo d'ol : lim,_,_,g(x) = —

Calcul de la limite de g en +

Vx>0,g(x)=1+x2Inx+1)

lim, ;o In(x) = +00 = lim, ;6 (2In(x) + 1) = +o0 d'ol lim,_,; g (x) = +
Calcul de la limite de g en O

limxsoxlnx = 0 d'ol limx-og(x) = 1; limxsoxIn(—x) = 0 d'ol limxsog(x) = 1
x>0 x>0 x<0 x<0

liquog(x) =1 61' liquog(x) =1
x>0 x<0

Conclusion : lim,_,g(x) =1

2. a.La fonction h:x » |x| est dérivable sur R*, la fonction In est dérivable sur R%.

Comme h(R*) = R} c R*, alors g est dérivable sur R* comme somme et produit de fonctions
dérivables sur R*.
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Vx ERY, g'(x) =2In|x| +1+x ()2—6) (Caer € R, (ln(|x|)’ = %)

= 2In|x| + 3

b. vx € R
3
g x)=0¢eIn|x| =5

& |x| =e3/?

3/2 -3/2

S x=e” oux =-—e

—e~3/2 et e73/2 sont des éléments de Dg.

g'(x)>0<In|x| > —; & |x| > e 3/?

car la fonction exponentielle est strictement croissante.

g'(x) >0 & x €] — 00; —e~3/2[U]e3/2; +-00].

g est strictement croissante sur chacun des intervalles | — oo; —e=3/2[ et Je™3/%; + oo

et strictement décroissante sur chacun des intervalles | — e=3/2;0[ et ]0; e3/2].

Tableau de variations de g

o ek 3 0 ard = Eoe

gx)| + o - - 0 +

=32 F1 + 00
g(x) 1+2¢€
o~ R It \1-26‘3"“74

3. ag(-1)=1+(-DCIn(|-1D+1) =0.
b. g est continue et strictement croissante sur I, d'aprés 2. b. g(I) =] — o0; 1 + 2e73/2]

c. g étant continue et strictement croissante sur I, sa restriction h a I |'est également; h est donc
une bijection de I sur h(I),h(I) =].

d. D'aprés son tableau de variations, g est strictement décroissante sur ]0; e~3/2[ et strictement
croissante sur Je~3/2; +oo[. g atteint donc en e=3/2 son minimun sur |'intervalle ] 0; +oo[  qui est
1—2e73/2.0na:1—-2e73/2 ~ 0,553, d'ol : Vx €]0; +oo[, g(x) > 0. L'équation proposée n'admet pas de
solution dans ]0; +o[. g étant strictement décroissante sur | — e=3/2; 0[ et puisque lim,_og(x) =1,

alors : vx €] — e 3/2;0[, g(x) > 1 donc |'équation :x € R, g(x) = 0 n'admet pas de solution dans
1—e=3/%0].

D'apres 3. c., I'équation : x € R, g(x) = 0 admet une seule solution dans 1. Comme g(—1) = 0 d'apres
3. a., cette solution est donc -1.
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Conclusion : |'ensemble solution de |'équation proposée est {—13}.

4. D'apres la question 3. d.

Vx € R*,
gx) <0 e x €] —o0;—1[;g(x) >0 & x €] — 1;0[U]0; +oo|.

PARTIE B

x(xlnx + 1) six>0
L f(x)={x(xIn(-x)+1) six<0
kO six=0

Continuité de f en O
On a vu (partie A 1. b.) que lim,_oxIn x| = 0. D'ol lim,_f(x) = 0 = £(0)
f est donc continue en O .

Limite en + et limite en —o de f

D'apreés partie A 1. b, lim,_, o, f(X) = +o0 et limy,_o f(x) = +0

b. Etude de la dérivabilité en O .

VxER’;,w=xlnx+1
x—0

L fO-FO _ 4

limx—o (xInx + 1) = 1, par suite limx- posrs

x>0 x>0

donc f est dérivable a droite en O .

x)—f(0
Vx < O,M =xIn(—x) + L; lim(xIn(—x) + 1) =1
x—0 x-0
x<0
Par suite limx-o % —1q

x<0

f est donc dérivable a gauche en O et par suite dérivable en O (car la dérivée a droite est égale a la
dérivée a gauche).

La fonction h:x - |x| est dérivable sur R%; la fonction In est dérivable sur R} Comme h(R*) = R%,
alors f est dérivable sur R* comme somme et produit de fonctions dérivables sur R’; f est donc
dérivable sur R.

C.Vx R f'(x) =xIn|x| +1 +x(ln|x| +xx%)

=xln|x|+1+xIn|x| +x
=1+x2ln|x|+1) =g(x)

D'apres Partie A 4., f est strictement croissante sur ] — 1; 0[ et sur ]0; + o[ et strictement
décroissante sur | — oo; —1][.
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Tableau de variations de f

X — o0 = + oo
() - 0 +
{(X) +°°\_1/+°°

3. a. Une équation de la tangente (D) a (C) en O est de la forme y = xf'(0) + f(0).
Or f(0) =0 et f'(0) = 1 d'apres partie B 2. a.

Une équation de (D) est donc y = x.
b.vx € R*, f(x) = x © x(xIn|x| + 1) = x (car x est non nul)

exhn|lx|+1=1

S xln|x| =0

< In|x| =0( car x # 0)
o x| =1
ex=-1loux=1

La droite (D) coupe (C) aux points E et F de coordonnées respectives (—1; —1) et (1;1).

c. Etudions le sighe de f(x) —x sur R*

Vx € R*, f(x) —x = x(xIn |x| + 1) — x = x%In |x|. Le sighe de x?In |x| est celui de In|x| car x? est
strictement positif sur R*,

VXER Injx| >0 x| >1eox<—-loux>1Lnlx|<0e |x|] <1 —-1<x<1(C)est au-dessus de
(D) sur ] — o0; —1[ et sur ]1; +oo[;

(C) est au-dessous de (D) sur ] — 1; 1[.
4. f est continue et strictement décroissante sur ] - 1,8;—1,7 [ d'aprés le tableau varia tions de f. De
plus ona: f(—1,8) ~ 0,1 et f(—1,7) ~ —0,166.

On conclut que (C) coupe (OI) en un point K dont |'abscisse est élément de ]-1,8;—1,7].
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5.
Tracé de (C)

POIRNG

s et o

R
]
3

PARTIE C

1. Posons u(x) =Inx et v'(x) = x2, -
x3

d'odi:u'(x) = et v(x) ==

Posons I(a) = f;lenxdx, ona:
1 1 1

x3In x] ——
a

x%dx
a

1
I(a) =§

I(a)= %[x3lnx|b —%|x3|}x = %a3 —§a3lna —%

2. a. A(@) = [ '(x — f(x))dx car (C) est au-dessus de (D) sur [a; 1]
(d'apres partie B. 3. a.)
A(a) = [, (x - f(x))dx = —I(a) = —5a® +3a’Ina +3(d’ aprés partic C. 1)

. . N 1
b. limg—oa® = limg-oa®lna =0 D'oll limg-oA(a) = 5
a>0 a>0 a>0
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CORRECTION SESSION DE REMPLACEMENT 1993 SERIE D

EXERCICE 1
2

1. zo=ug+ivg;lz)|? = G)Z + (\/2—5) =1,d'ol|z]| =1

|Zn+1|2 = u%+1 + 17721+1

1, 23 2 2 2v3 1,
=§un—Tunvn+vn+un+Tunvn+§vn
=§(u%+v%)
=3 lzal?
donc |zp44| = %§|Zn|

. . , , . . . 2v3
La suite (|z,|)qey est une suite géométrique de premier terme |z,| et de raison \TF Ona:

Vi€ N, |z,| = (@)n

2. a.Vn€EN,z 11 = Uppq +iViyq

V3 . V3
Zn+1 — (7un - Un) +1 (un + 717”)

Zn+1 = (\/754' i) (up + ivy)
Zp41 = (\/;+ i) Zy.
b. |§+i| =%§;§ i=23£(cos§+ising); ARG(§+1) =1

c. Un argument de z,., est la somme d'un argument de \? + i et d'un argument de z,. Un argument de
Zn4q est donc 2+ 6y,

d. (6,)nen est une suite arithmétique de premier terme 6, = g et de raison g Par suite pour tout n de
N, 6, =nr+6, =% (n+1).

3. Ona:d'apres 2.
n
vneN,z, = (%g) (cos [(n +1) g] + isin [(n +1) g]) = u, + iv,. Par identification des parties réelles et
imaginaires, ona:

U, = (%E)n cos [(n +1) g]

243

v = (22) sin [+ 0 Z].

EXERCICE 2

1. Soit Al'événement "le feu A est vert" et B |'événement "le feu B est vert" Ona p(4) =
3 = 1 = 1
2 P(4) =_etp(B) =p(B) =
a. L'événement C "I'automobiliste rencontre deux feux verts" est An B. Comme B est indépendant de
A par hypothése, on a:p(An B) = p(A) x p(B) = >

Py
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b. L'événement "I'automobiliste rencontre au moins un feu vert" est A U B.

Ona:p(AUB)=p(A)+pB)—p(ANB) ==+

S lw

N =

o lw
|

2. a.L'univers image de X est {0; 1; 2; 3; 4}. Pour Chaque passage, il y a deux éventualités
exclusives : le feu est vert ou non.

Ces 4 passages étant supposés indépendants, on a un schéma de Bernouilli. Pour k élément de
{0;1;2;3; 4},

ona:pex =1 =5 () ()™

k 0 1 2 3 4
1 12 54 108 81
P(X = k)
256 | 256 | 256 | 256 | 256
1 12 54 108 81
b. ER) =0xXo+1X 42X —+3X_—+4x_-=3

La moyenne de X est 3. L'automobiliste rencontre donc en moyenne 3 fois sur 4 le feu vert. Cela est
prévisible car la probabilité de A est %.

PROBLEME
1. D¢ =] — 0;0[U]0; o[
e*(e¥—1)—e*(e*-3) 2"
@-D7 (@ -D?

Vx €]0; +oo, f'(x) =

La fonction f est strictement croissante sur ]0; +oo].
Limite de f en +o et en O

. X. - . . u-3
Posons:u=¢e*; ona: lim,_,,u =+, alors lim,_, . f(x) = lim,_ (E) =1
lim,_o(e* —3) = =2,lim,_o(e*—1) =0 et Vx €]0; +oo[,e* —1 > 0.

d'ol limy_of(x) = —oo.

Tableau de variations de f :

fx) b +

f(x) - / 1
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2.

a.Vx €D f(x) =0 x=1In3

Le point d'intersection de (C) avec |'axe des abscisses est le point de couple de
coordonnées (In 3;0).

b. Une équation de (T) est: y — f(In3) = f'(In3)(x — In 3).

I 3) — 2e3 2x3 3
3= e =G 2

Une équation de (T) est donc :y =~ (x —n3)  (car f(In3) = 0)

c. La droite d'équation y = 1 est asymptote a la courbe (C') au voisinage de |'infini et la droite
d'équation x = 0 est asymptote a la courbe (C' ) d'apres 1.

Tracé de la courbe ( C' ) (voir page 69).

X_3 —X_3 X_3 —JC_3 X
3. VX€D,LfO+0) +f(0-x) =S+ 2 =02 (2)8

1 e~*—1 e*—1 ex
ex—3+1—3ex_ex—3+36x—1
e*—1 1—e* e* —1
=4=2X2

Le point A(0; 2) est donc centre de symétrie de (C).(C) = (C") US,(C"). 4. Tracé de (C) (voir page 69)

5.

3 _ (3e*-2e%)-3 _ 3(e*-1)-2e% _ 3 2e¥

1 eX¥—1 e¥—1 e¥—1

e¥—
a.Vx € Dy, f(x) = 5=

b. L'aire D cherchée en unité d'aires est D = fllnn: |f (x)|dx. Comme f est négative sur [In2;1n 3] et
positive sur [In 3;1n9].

In3 In9
D = — d d
jm (—f(O))dx + fm [f (¥)dx
D = [-3x + 2In(e* — D3 + (3x — 2In(e* — 1)),

D=1In2
6.

a. h est continue strictement croissante sur ]0; +oo[( d'aprés 1.). h est donc une bijection de
I'intervalle ]0; +oo[sur h(]0; +oo[). K = h(]0; +oo[) =] —o0; 1[ d'apres 1.

b. () est le symétrique de (C') par rapport a la droite (A) d'équation y = x dans le repére orthonormé
donné. c. Soit x un élément de |'intervalle | — «; 1 [ et u un élément de |'ntervalle ]0; +oo].

e -3

hw) =x & ——

=X

se*—-3=x(e*-1)

oe'(x—1)=x-3
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-3 . .
& et = % car x est distinct de 1.

<:>u=ln(E),carpour‘toutxe]—oo;1[ ,ona:—>0

d. Cette portion du plan est le symétrique de celle de 5 . b. par la symétrie ortogonale d'axe (A). Ces
deux surfaces ont la méme aire car la symétrie orthogonale étant une isométrie conserve les aires.

7.

e*—3+e*-1 _ 2e*-4
eX-1 T oe*-1

aVxeR, f(x)+1=
Posons u = e*, |'inéquation s'écrit : % >0
ce qui équivaut a u élément de | — o0; 1[U [2; +oo[
D'ol: f(x)>—-1oe*<loue*>2

©x<0oux=In2
I'ensemble solution de |'inéquation proposée est | — oo; 0[U [In 2; +oo]
b. L'ensemble de validité de cette équation est D.
Pour m strictement négatif, [f(x)]? = 0, alors il n'y a pas de solution.

Pour les autres valeurs de m nous donnons une solution graphique et une solution géométrique.

A Solution graphique

Premier cas : m > 0
vx € Dp, (f @] = m & f(x) € {(—Vm,/m})

e Résolvons I'équation : f(x) = Vm
Soit (D,,) la droite d'équation y = vm

Toute solution de cette équation est |'abscisse du point d'intersection, lorsqu'il existe, des droites
(D) et (O).

0 <+/m < 1 équivaut a 0 < m < 1. (D) rencontre (C) en un seul point. Il y a donc une seule solution.

1 <+vm < 3 équivaut a 1 <m < 9,(D,,) ne rencontre pas (C), il n'y a donc pas de solution.
3 < +/m équivaut @ 9 < m, (Dp,,) rencontre (C) en un seul point, il a donc une seule solution.

e Résolvons I'équation : f(x) = —vVm
Soit (Ap) la droite d'équation y = —v/m
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Comme —v/m est strictement négatif, alors (4,,) rencontre (C) en un seul point il y a une seule solution
dans ce cas.

Deuxieme cas : m =0

(C) rencontre |'axe des abscisses en un seul point. Il y a donc une seule solution dans ce cas.
B Solution algébrique

Premier cas m > 0

Appelons (E) I'équation proposée

(B) = (522 = Vi ou =2 = —vim)

1

& (1 —Vm)e* = 3 —Vm(Ey) ou (1 + Vm)e* = 3 + Vm(E,))

Résolvons (E,)

Pour m = 1, (E;) n'a pas de solution
pour m distinct de 1:

(E))e (1-Vvm)e* =3 —-vm

3-m

1-Vm

S eX =

Le signe de 3V st déduit du tableau ci-contre :
1-Vm

vm 0) 1 3 +00
m 0 1 9
3 —+/m 3 0
1 —Vm| * " 2

0 <m < 1,(E;) a une seule solution.
1<m <9, (Ey) n'apas de solution.
9 < m, (E,) a une seule solution.

Résolvons (E,)

3+vVm
E) ©e* = ,carl+vVm #0
(E2) L4V
Comme 3tVm alors (E,) a une seule solution.

1+Vym
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Deuxiéme cas m = 0

Vx € Dy, (f(x) = 0 © x = In3). Il y a une seule solution qui est In3

Conclusion

m < 0, zéro solution

m = 0, une seule solution

0 < m < 1, exactement deux solutions
1 <m <9, une seule solution

9 < m, exactement deux solutions.

Courbes (C"), (), (C).
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CORRECTION SESSION NORMALE 1993 SERIE D

EXERCICE 1
L'univers (1 de |I'expérience est |'ensemble des 50 billets numérotés de 1a 50 . On a card () = 50. La
probabilité p définie sur p(Q) est telle que pour tout w de Q,

1

1
p(w) = card (Q) 50°

1. a.Ilya15 billets qui sont dans Q dont le huméro se termine par 3,6 ,ou 9 . Ces billets portent
les huméros : 3,6,9,13,16,19,23,26,29,33,36,39,43,46,49. Soités.

card(A) _ 15 _ 3
card() 50 10"

D'ol : card(A) = 15 et donc (4) =

b. Il y a 10 billets qui sont dans Q dont le huméro se termine par O ou 5 . Ces billets portent les
numeéros : 5,10,15,20,25,30,35,40,45,50. Soit B |I'événement "le client gagne 2000F "; les éléments de B
sont ceux qui portent les huméros de la liste précédente. On a : card(B) = 10.

card(B) 10 1

card() 50 5

p(B) =

c. Soit C I'événement " le client ne gagne rien".

Il'y a 25 billets qui ne gagnent rien, d'ot p(C) = %

On pourra aussi remarquer que : p(C) =1 — [p(4) + p(B)]

X(Q) = {0;1000; 2000}. Suggestions : pour aider a faire le calcul de |'espérance mathématique, nous
donnons le tableau de la loi de probabilité.

(X = 1000) = 4, (X = 2000) = B,(X =0) = C

k 0 1000 | 2000
5 3 2
x=K | 2| = il
PE=K | 5| 10 10

. 1 3 2
D OUE(X)—OXE+1OOOXE+ZOOOXE—7OO

2. Il'y a maintenant 50 — n billets en vente dont 10 — n terminés par O ou 5 .
15 billets terminés par 3, 6 ou 9 et les 25 billets qui ne gagnent rien.

a. Soit O, I'ensemble des 50 —n billets restants. X, (©,) = {0; 1000;2000}.

La loi de probabilité de X,, est donnée par le tableau ci-dessous :

k 0 1000 2000
25 15 10—n

X=k
p( ) 50—-n | 50—n | 50—n
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10 — n) 35000 —2000n

B 50—n

>+1000><( 15
50 50—n

>+2000><(
-n

E(X)—Ox( 25
no 50 —n

b. Soit n un entier naturel élément de ]0; 10].

35000 — 2000n
E(Xy) < 500 & —————— < 500

< 35000 — 2000n < (50 —n) x 500car(50 —n) > 0
© 15n > 100;n = 6,6

Le nombre minimal de billets a retirer est 7
3. Il reste maintenant 43 billets en vente dont 3 terminés par O ou 5; 15 terminés par 3, 6 ou 9 et
25 billets qui ne gagnent rien.

a. Soit D |'événement "le client gagne 4000 F avec ses 2 billets". Un tirage possible est une paire
d'éléments de |'ensemble des 43 billets.

Il y a donc C%; cas possibles. CZ; = 43;42 =903.

Un cas favorable a la réalisation de |I'événement D est une paire d'éléments de |'ensemble des 3
billets terminés par O ou 5 .

Le nombre de cas favorables est €. Ona: €% = 3.

‘ol & _3_ 1
D'ou p(D)_c§3_9o3_301

b. Soit E I'événement "le client ne gagne rien avec ses 2 billets tirés".

Un cas favorable a la réalisation de E est une paire d'éléments de |'ensemble des 25 billets perdants.

Il y a donc CZ; cas favorables. €% = 25;(24 = 300.

CZ; 300 _ 100
c%, 903 301

D'ol: p(E) =

EXERCICE 2
1. Cherchons un réel x tel que :%4 —(1+Dx3+6ix2+8(1—-i)x—10=0 (1)
= (g—x3+8x—10)+i(—x3+6x2—8x) =0
&[S -x%+8x—10=0et —x3+6x° —8x = 0]

< [2)

_x4

(1) ?—x3+8x—10=061‘X(x2—6x+8)=O]
ou

-

£ox +8x—10=0€1’x=0](3)

ou —10=0et x> —6x+8=0| (4)

4
Puisque O n'est pas solution de % —x3+48x — 10 = 0 alors (3) n'a pas de solution. Résolvons (4). Pour
celail faut résoudre : x e R, x> —6x+8=0A"=32-8=1,x;,=3—-1=2etx,=3+1=4

443



4 4
Examinons si 2 et 4 sont solutions de%—x3+8x—10 =0.0na: %—43 +8Xx4—10=214;214#0
4
ef%—23+8x2—10=0.

Seul 2 est solution de (4) donc z; = 2.

Cherchons maintenant un réel y tel que :

(iy)*
8

— (A +D>y)® +6i(iy)>+8(1 —i)(iy)—10=10
vt 3 ()3 2 _
(5)(:)[8—3/ +8y—10+i(y’ — 6y +8y)—0]
y4
@[g—y3+8y—10=Oe1'y3—6y2+8y=0

(6) est équivalent a (2), d'ot y = 2; donc z, = 2i.

2. Factorisons p(z) tel que p(z) = % —(1+Dz3+6iz> +8(1—i)z—10
Cherchons alors trois complexes a,b et c tels que :

vz € C,p(z) = (z— 2)(z — 2i)(az? + bz + ¢)

p(z) = az* + [b — a(2 + 20)]z3 + [c — b(2 + 2i) + 4ai]z? + [—c(2 + 2i) + 4ib]z + 4ic

Par identification, ona:

( _1 _1
-
b—a(2+2i)=—(1+10) 3
¢ — b(2 + 2i0) + 4ai = 6i AT G

—c(2 + 20) + 4ib = 8(1 — i) l 5
4ic = —10

NEE : 5.
vz € C,p(z) = (z— 2)(z — 2i) [§ZZZ(1 +1)z+§1

=2 (z—2)(z - 20)[z% = 6(1 + i)z + 20i]

Résolvons : z € C,z> — 6(1 + i)z + 20i = 0

AN =[-31+1D]?—-20i=-2i=(1-1)2

les solutions sont u et v telles que : u=3(1+i)+ (1 —i) =4+ 2i
etv=31+i)—-(1—-i)=2+4i

Ona: R(v) < Re(w)

dollzz=2+4ietz,=4+2i;S;={2;2;2+ 4i;4 + 2i}
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'
3?
ié
3;

On a AB(—2;2),DC(—2;2); d'oli : 4B = DC.
Comme A, B, C, D sont non alignés alors ABCD est un parallélogramme.
AC(0;4),DB(4;0);AC-DE=0x4+4x0=0

ABCD est un parallélogramme qui a ses diagonales perpendiculaires. C'est donc un losange.
AB(—2;2),AD(2;2),AB -AD = 0

ABCD est un losange qui a un angle droit, c'est donc un carré.

4. Soit g la transformation complexe associée a S.

La transformation complexe g est de la forme g(z) = az + b.

SA =B g(zy)=z,©2a+b=2i
SO =Deg(zz)=z,2a+4)+b=4+2i

a2 +4)+b =4+2i < b= 4i

Pour tout z de C, g(z) = —iz + 4i.

Le rapport de S est | —i|. Puisque | —i| = 1, S est un déplacement. Comme -i qui est le coefficient de z
est différent de 1 alors S est une rotation. Son centre est son unique point invariant.

Pour tout z élément de C,
gz) =z —iz+4d4i=z4i=(1+i)z

4 4i1-))
T1+i [1+i)?
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Le centre de S est le point k de couples de coordonnées (2; 2) qui est le centre du carré ABCD.

L'angle de S a pour mesure principale ARG(—i). On a ARG(—i) = —g. S est donc la rotation de centre k
et d'angle —g.

PROBLEME
PARTIE A

1. D, =] — 1; +oo[

/ _ 1 2(x+1)-1  2xP+4x+l
Vx€Dg g =20+ D) -r =" — ="

Le signe de g'(x) est celui de 2x? + 4x + 1.

-2—2 —2+2

N=22-2=2;x, = ——etx;=—";x €Dy

Vx € Dg,

gx) =0 x=1x
g'(x) >0 & x E]xy; +o]
gX)<0exe]l—1;x

g est strictement croissante sur ]x,; +oo[ et strictement décroissante sur | — 1; x,[.

2. De la question 1., on déduit que g admet un minimum en x, qui est %

Puisque 1+;—n2 est strictement positif, alors, pour tout x* de D;, g(x) est strictement positif.

b. limxs—1[1 + In(x + 1)] = —o0 et limy-—1 — = 400, par suite limy-_1 f(x) = —co
x>—1 x>—1 Xt1 x>-1

La droite d'équation x = —1 est asymptote a (C).
C.limy 4o (ﬁ) =0Posonsu=x+1,d'ol lim,_,;,u =+

In(x+1)

Inu Vo
lim (—) =0d'ot: lim f(x) =+
x->+00 X + U—+00 x—+00

u
Démontrons que la droite (D) est asymptote a (C).

1 In(x+1
4 ( )

Vx € Dg, —x =
x ff(x) X x+1 x+1

d'apreés ce qui précede, on a: limy_,, o, [f(x) —x] =0
La droite (D) est donc asymptote a (C).
Etudions la position de (C) par rapport a (D).

Pour cela examinons le signe de f(x) — x pour tout x de Dy.

__ 1+In(x+1)
x+1

Ona: f(x)—x
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Comme x + 1 est strictement positif sur Dy alors le signe de f(x) — x est celui de 1 +In(x + 1)

VXEDf

f)—x=0ehx+l)=-lox+l=-ox=-—1

f@-x>0eh@Ex+)>-1eox+l>- x> -1
1

f(x)—x<0<:)—1<x<g—1

Sur l'intervalle ] — 1;%— 1[, (C) est au-dessous de (D).

Sur |'intervalle ] % —1;+oo[, (C) est au-dessus de (D).

2. a. vVx € Df,
—x(x+1)—(1+In(x+1)) 1-1-In(14%)
! — xX+1 —
fro=1+ (x+1)2 =1+ (x+1)2
_ (x+1)%-In(x+1) _ g&)
- (x+1)2 T (x41)2

Le signe de f'(x) est donc celui de g(x). D'aprés la partie A. 2., g(x) est strictement positif sur Dy.
Par suite f est strictement croissante sur Dy.

Tableau de variations de f

X — 1 + o0
f'(x) [T +

A0l /Y+ —
f(x) | |—o0

b.
| |
0 S ecs efs | o
A 2 © 1
{ 3 22|
e, ol i |

L1 1
c.0na:f(2-1)<0<f(-3) <f0).
Comme f est continue et strictement croissante sur ]%— 1; —%[ alors il existe un réel a appartenant a

I'in‘rervalle]%— 1; —%[ tels que f(a) = 0.

d. Soit (x4;v,) les coordonnées du point A. Le coefficient directeur de (T) est f'(x4). Comme le
coefficient directeur de (D) est 1, alors (T) est paralléle a (D) si et seulement si f'(x,) = 1.
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_ (xA) _

‘:’9(9@4) = (x4 +1)2
(=4 (XA+1)2—ln(xA+1) = (xA+1)2
Sh(gy+1)=0exy+1=1x,=0

Le couple de coordonnées de A est (0; 1).

3. a. Soit (x5;y5) le couple de coordonnées de B.

1
Xg ==
Be(C)n(D) & g ¢ ) (d'aprés partie B 1. c.)
Yg =5~

Le couple de coordonnées de B est (— - 1 =— 1)

b. Courbe (C)

c. Sur l'intervalle [—1 + i ; 0], (C) est au-dessus de (D) d'apres partie B 1. L'aire cherchée est
[ %) alfG0) — xldx

1+In(x%+1) dx.
x+1

J2, @) = xldx = J _";5

Posons u(x) =1+1In(x+ 1), ona u'(x) = ey

Alor SM = u()u'(x):
C o8 (0 14InGerD) oo [A+n@+1)?]® 1 1 vz 1
R e I (C R D
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V. , 1
L'aire cherchée est >

4. a.f est continue et strictement croissante sur ]-1; +oo[, f est donc une bijection de ]—1; +oo[
sur f(] — 1; +oo[ ). Puisque f(] — 1; +oo[) = R; d'aprés partie B 1.b. et c. alors f ! est une
bijection de R, sur | — 1; 4ool.

b. Les courbes de f et f~* sont symétriques par rapport a (D) dans le repére orthonormé donné.
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CORRECTION SESSION NORMALE 1992 SERIE D

EXERCICE 1

1. Une disposition possible de ces 18 lettres est une bijection de |'ensemble des 18 jetons dans
I'ensemble des 18 cases. Le hombre de dispositions possibles est 18 .

a b c

Voici ci-dessus |'exemple d'une disposition possible des trois jetons portant les lettre a, b, c. Pour
avoir un cas favorable a la réalisation de |'événement E, il faut :

o Placer les trois lettres dans 3 des 6 cases de la premiére ligne. Cela revient a réaliser une
application injective de |'ensemble des trois jetons {a,b, c} dans |'ensemble des six cases de la
premiére ligne, soit A2 possibilités : A2 = 6 x 5 x 4 = 120. Il y a 120 fagons de placer ces trois
premiers jetons.

o Placer les 15 lettres restantes dans les 15 autres cases, soit 15 | possibilités. Il y a donc
A2 x 15 | fagons de réaliser |I'événement E.

_ AEx15!  120x15! 5
Donc p(E) = 181 18! 204

3. La premiere case étant occupée par le jeton portant la lettre d, il reste 5 cases sur la
premiére ligne sur lesquelles on place les jetons portant les lettres a,b, c; soit A fagons de
placer.

Ona: A} =5x4x3=60.Il faut ensuite placer les 14 lettres restantes dans les 14 autres cases,
soit 14 | facons de les placer. Il y a donc A x 14 | cas favorables a la réalisation de cet événement.

Ona: A x14!=60x 14|

Afx14! _ 60x14! 1
18! 18! 1224

La probabilité cherchée est :

EXERCICE 2
1. a.Posons:vzeCp(z) =23+ @2+1)z?+ (-3 +4i)z— 10 + 5i
Dot:p2-D=Q2-)*+QR+)R2-D*>+(-3+4)(2—-i)—10+5i
=Q2-D[2-D*+2+1)(2—1i)+ (-3 +4i) — 5]
=QR-D[B-4)+5+(-3+4i)—5]=0

(2 - i) est donc une solution de (E).
b. Cherchons deux complexes b, ¢ tels que pour tout z de C, on ait p(z) = (z— 2 +i)(z®> + bz + ¢)
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vz € Cp(z) =23+ [b+ (=2 +1i)]z* + [c + b(—2 4+ 1)]z + c(—2 + i) par identification, on
b+ (—2+0)=2+i

a:{c+b(-2+1i) = -3 +4id'ot |
c(=2+1i) = —10 + 5i

b=4
c=5

Par suite pour tout zde C,ona: p(z) = (z— 2 +i)(z% + 4z + 5).
c.Résolvons : z€ C,z2 +4z+5 = 0.

N=4-5=-1=i

Z1 = =241z, =-2—1i

L'ensemble des solutions de (E) est {2 —i; —2 + i; —2 — i}

2. a.

)

b. 1"¢ méthode : solution géométrique
Recherche du rapport de S

AC _

EZ'

S(B) =C et S(C) = A; Le rapport de cette similitude est égal a g. Ona:

Recherche de I'angle orienté de S

L'angle orienté de S est (BC, CA). Comme le triangle ABC est rectangle en C, on a : Mes (BC, CA) =~ car
le triplet (B, C, A) est de sens direct.

Recherche du centre de S (non demandée dans le sujet).
2éme méthode : solution algébrique

Soit g la transformation complexe associée a S.

gC->C

z-az+b;(ab)EC XC

SB)=Ceg(-2+i) =-2—-1i

Sa(-2+)+b=-2—-1i

SO =Aeg(-2—1) =2—i
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a=2i

{a(—2+i)+b=—2—i
b=3i

a(-2—i)+b=2-1i Ona:{

La transformation complexe g associée a S est telle que g(z) = 2iz + 3i

Le rapport de S est |a|. Ona: |a| = 2. L'angle orienté de S a pour mesure principale ARG(2i). On a
: ARG(2i) = 7

Le centre de S est son unique point invariant Q d'affixe w (non demandé)
S =0egw)=w

S2iw+3i=w
© (1-2)w =3i

3i 3i(1+20) 6 3,
[—1 = = = —- -
© =1 o s 5!
/ 6 3
Le couple de coordonnées de Q est (_E; s )

c. Soit A' I'image de A par S.

Ona: Mes (C4,44") = > Par suite les droites (CA) et (4") sont perpendiculaires. A’ se trouve donc sur
la perpendiculaire (D) a ( AC ) passant par A.

On a également Mes (BA",CA’) = % Les droites (BA) et (CA") sont donc perpendiculaires. A" se trouve
sur la perpendiculaire (D’ ) a la droite ( AB ) passant par C.

Justification

Comme les droites ( AC ) et ( AB ) sont sécantes alors les droites (D ) et ( D' ) le sont également. On
construit le point A’ comme point d'intersection des droites (D) et (D' ).

PROBLEME
PARTIE A

1. Dg = R*. Pour tout x de R*, -x est élément de R*.

g(—x) =x*—1+In|—x| =x?*—1+In|x| = g(x) : g est donc paire. g(1) = 0.

2. Dérivée de g

1 2x%2+1
Vx ER" g'(x) = 2x+;=

X

Signe de g’ (x)

2x% + 1 est toujours strictement positif, donc le signe de g'(x) est celui de x.
D'ot: Vx € R* (g'(x) > 0 © x €]0; +|);

Vx ER,(g'(x) <0 & x €] —o0;0])
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Sens de variations de g

g est strictement croissante sur ] 0; +oo[ et strictement décroissante sur ] —oo; 0].

Tableau de variations de g

X |= o ! 0 l +o00
g(x) . o +

o) |0

3. Comme g est paire d'apres 1.ona:g(—1) = 0. La lecture du tableau de variations de g permet
d'écrire :
vx € R*
gx)=0e xe{-1;1}

g(x) >0 x €] —o0; —=1[U]1; + o[
gx) <0 e x€]—1;0[U]0; +1].

PARTIE B
1. Df = ]R*

ln(—x)) C o

. : Inx : ,
}Cl_r%f(x) =L1_r)r(1) (x+1—7) = +00,}61_r)r(1)f(x) —chl_r)l‘(l) (x+ 1- <

x>0 x>0 x<0 x<0

Donc f n'a pas de limite en O . Cependant on peut conclure que (OJ) est asymptote a (C),

2. Q. liMy o =0 et limy o (@ +1) = +00, par suite  limy.,,of(x) = +o0
In(—x)

Vx<0,f(x) =x+1+
(=x)

Posons u = —x; on a limu = +oo

In(—x nu
limx_,_oo % = limu_,+oo T = 0; limx_,_oo (X + 1) = —00;

donc lim,_,_ f(x) = —0
b.vx e R, f(x) —(x+1) =

In ||,
__I

' \ . 7 N .1 lnlxl
d'apres ce qui précede, ona: limy_, o ——

In|x| _

0

=0etlim,,_o

La droite (D) est donc asymptote a (C) en +o en —co.

c.Vx € R,

In |x|

fx)=x+1e =0 In|x|=0

X

©lx|=1 (x=1oux =-1)
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Le couple de coordonnées de A est (1;2) et celui de B est (—1;0).
Position de ( ¢ ) par rapport a (D).

Vx € R},

fO>x+1eX<0f(x)>x+1ehx <0

© x €]0;1]

fX)<x+1o x€]l;+oo[.

Vx € RE,

In(—x)
f(x)<x+1<:)T>0

& In(—x) < 0 (car x est négatif)
& —x €]0;1[e x €] — 1;0[.
f(x)>x+1o x € —oo;—1].

Sur]—oco,—1[etsur]0,1[,(C)estaudessusde(D);sur]—1;0[etsur]l,+o[ (C)est au dessous de

(D).
dVxeR,fO+x)+f(0—x)=f(x)+f(—x)

In| — x| In |x|
=—x+1- +x+

=2=2x1

Le point J(0; 1) est donc centre de symétrie de ( ¢).

! l><x—1><ln|x| _ 2_
3. VxER" f'(x) = (x+1—¥) - Yy 1ty _xPoidingx 909

x2 x2 x2 x2

x? étant strictement positif pour tout x de Dy, le signe de f'(x) est donc celui de g(x).
On déduit de la partie A 3):

f'(x) >0 x €] —00; —1[U]1; +00[

f'x) =0 xe{-1;1}

f'(x) <0 & x €] — 1;0[U]0; 1]

f est donc strictement croissante sur | — oo; —1[ et sur ]1; +oo[; f est donc strictement décroissante
sur]—1;0[ et sur]0; 1]
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Tableau de variations de f

—1,4 est I'arrondi d'ordre 1 de f(—e); —2,1 est |'arrondi d'ordre 1 de f(— é)

b. Construction de (C) (voir figure)

On construit la partie de (C) correspondant aux abscisses positives puis on compléte par symétrie
par rapport a J.

PARTIE C

1. (voir courbe)

2 a. (voir courbe )
b. (voir courbe)

3. Comme (e) est au-dessus de (D) sur [—e; —1] et au dessous de (D) sur [—1; —ﬂ d'apres

Partie B 2. c., I'aire cherchée est. [ __el [f(x) — (x +1D]dx = [ __el (@) dx. Posons u(x) =

In(—x)

— = u'(x)u(x); par suite

In(—x); ona:

— -1
SO0 = (x4 Ddx = [71 (1n(_x))2]_e _ %

JEIG+ 1) = Feldx = [2anc-xp?] " =

L'aire cherchée est donc égale a 1 unité d'aire.

455



