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MATHEMATIQUES




NUMERIQUES

CHAPITRE | : COMPLEMENTS SUR LES FONCTIONS

1) RAPPELS

Tabieau recapitulatif

Ce chapitre est la suite de celui traité en classe de 1F, sur les limites,
continuité et dérivation des fonctions numériques. Il a pour objet de renforcer
les acquis de la 1F, sur ces notions mais surtout de montrer 'importance de Ia
limite dans I’étude d’une fonction numérique.
A toutes fins utiles nous donnons ci-aprés un tableau récapitulatif des
résultats des opérations sur les limites.

Limites d'une somme

f et g sont des fonctions ; [ et I’ des nombres réels ; aunnombre réel, +o0 ou —oo,

Si f apourlimiteena { l [ 400 | —oo +oo
Etsi g a pour limiteen a U 400 | —o0 | 400 | —oo —o0
Alors f + g a pour limiteen g [+1" | 40 | -0 | 400 | — O"S;ZE::LPHS

Limites d’'un produit

f et g sont des fonctions ; [ et I’ des nombres réels ; a un nombre réel, +co ou —oo.

Si f a pour limite en a { LI>0 | Li<0 | Li>0 | Ll<0]| 4o | 4o | — 0
Et sig a pour limite en a I8 +oo +o0 —oo —oo too | —oo | —oo | T g‘iﬂ

- s # On ne peut pas
Alors fg a pour limite en a Ix1 +oo —co —ao +oo +oo | —o00 [ 4oo

Limites d’'un inverse

g estune fonction ; [’ est un nombre réel ; @ un nombre réel, +o ou—oo.

0 0
Sigapourlimiteena I"+0 (g étant positive (g étant négative | —oo ou 400
sur K)* sur K)*
Alorsi a pour limiteen a % +o0 —co 0

Limites d’'un quotidien

f et g sont des fonctions ; I et I’ des nombres réels ; a un nombre réel. +ow ou—co.

Si f a pour limite en a { { l +o0 +o0 —0oo —00 0 | —= ou
—+co
Etsig apourlimiteena U#0 |+ || " I">0 U I<0 |, '>0|0I'I'<0]| 0 | < ou
; +co
Alors L a pour limiteen a i 0 0 +o0 —co —0oo 4co On ne peut pas
g I conclure
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2) Utilisation des limites dans I’étude d’une fonction
=1=4llon des limites dans i etude d'une fonction

L'éleve de terminale en plus de savoir calculer les limites doit étre capable de

donner :

a) Une interprétation analytique du résultat : continuité en un point ; continuité
sur un intervalle, dérivabilité en un point, dérivabilité sur un intervalle.

b) Une interprétation graphique du résultat : asymptotes, branches paraboliques,
points anguleux, tangentes verticales..

1) Limites et continuité

¢ Définition : Une fonction f est continue en un réel Xp de son ensemble de
définition Df si et seulement si lim f(x) = f(x,)
X =X,
» Interprétation graphigue : La continuité de f en x, se traduit pour sa courbe
(Cf) par l'absence de “saut‘ en ce point. c'est-a-dire si (Cf) peut étre tracée
“sans que le stylo ne quitte” 1a feuille.

f(x{,)_v f(x) —\/
¥ : 1] '

e Prolongement par continuité :

Sixo & Df et si f admet en x, une limite finie (lzm f(x) =[;1leR) alors on dit que

f est prolongeable par continuité en Xg-

Elle est prolongée par la fonction g définie comme su1t

g(x) = f(x)
Vx€eD

Py #

Exemple 1 :

Dans chacun des cas suivants f est une fonction définie de lintervalle ]0; 1[ vers R

et:

1) fl) =221 3 fe) =22
2) flx)="21 4 fl) =221

1) Peut-on prolonger f par continuité en 1 ?
2) Sioui, préciser le prolongement
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Exemple 2 : On donne la fonction g définie de R vers R

g(x)=% Six € ]—o0; 1]
par x
glx)=+v3x+1 Six e ]1; +oof

1) Peut-on prolonger g par continuité en 1 ?

2) Si oui, préciser le prolongement.
x—4
Va—2

Exemple 3 : On donne la fonction h définie de R vers R par h(x) =

1) Démontrer que I'on peut prolonger h par continuité en 4.
2) Préciser son prolongement

Exemple 4 . Soit lafonction : R—» R
x%2-x—6
x+2
1) Démontrer que [ est prolongeable par continuité en —2 .

2} Préciser son prolongement

X >

2) Limite et dérivabilite

e Définition :
Une fonction f est dérivable en un réel x, de son domaine de définition Df si et
seulement si son taux de variation en x, admet une limite finie quand x tend vers X

Cest-a-dire [imIELE0) — | ()¢ Ry

x—ox, ¥ %o

Le réel [ s'il existe est appelé nombre dérivé de f en x, et est noté f'(x,)

Exemple 1 : Soit la fonction f: R—» R
X FH»x2+2
1) Etudier la dérivabilité de fenx, = 1

Exemple 2 :Soit la fonction g:R —»R

x2 Sixe]—oo; 1]

> Sixe[l; +oo]
Etudier la dérivabilité de g en 1.

Exemple 3: Etudier la dérivabilité de la fonction fen 1dans chacun des cas

suivants.
1) Flx)=3x%*+5 3) fx)=vx+1
2) fx)=x*-9 4) f(x)= xil-l .
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e Interprétation graphique du nombre dérivé
Si [ est dérvable en x, alors f'(x,) représente le coefficient directeur de la tangente

(T) a la courbe (Cf) au point Mg (xg; f (%))

€H

|24

+ Equation de la tangente (T)

(T) a pour équation : y = f'(x,)(x — x0) + f (x0)

Exemple 1: On donne la fonction f: R——» R
x—»x? — 3x
1) Démontrer que f est dérivable en 2.
2) Etablir une équation de la tangente (T) a sa courbe en son point d’abscisse 2.

Exemple 2 : On donne le polynéme f tel que :
f(x) = x* — 3x% + 4. Le plan est muni d’un repére (O ,1,J)
1) Démontrer que la courbe (Cf) coupe I'axe (0I) en deux points A et B dont I'un
a pour abscisse —1 .
2) Déterminer les équations des tangentes a (Cf) en A et en B.

e Cas de non dérivabilité
Deux principaux cas peuvent se présenter :
1) f est dérivable en x, & gauche (fg (xo) existe) dérivable en x, a droite (f;(xg)
existe) mais fg (xq) # fi1(xo).
Le point Mg (xg; f(x0)) est un point anguleux

2) Le taux de variation de f en x, admet une limite infinie en x,
Timi FO)—fxo) _ a5
X=X, X—Xg

La courbe (Cf) admet en x, une demi-tangente verticale
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3) Limite et asymptotes

1) Asymptote verticale
¢ Définition : x, étant un réel ; si la fonction f admet en x, une limite infinie
alors la droite d’équation x = x; est une asymptote paralléle a I'axe

(0]) ou une asymvptote verticale a la courbe (Cf).

e lllustration graphique

iLoen

A0

2) Asymptote horizontale
Yo étant un réel, si la fonction f admet a l'infini une limite finie égale 2 ¥,

alors la droite d’équation y = y, est une asymptote paralléle a 'axe (OI) ou une
asymptote horizontale a la courbe (Cf).

Yo D)y=y, (€

Yo
It D)y=7y, 1]

of 1/ ol 1

La droite (D) est une asymptote I:a droite (D) est une asymptots
a (Cf) en + a(cf)en—ow

3) _Asymptote oblique
Silim [f(x) — (ax + b)] = 0 alors la droite (D) d'équation y = ax + b est
X - —00

une asymptote oblique a (Cf) en —w
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De méme si lim [f(x) — (ax +b)] = 0 alorsla droite d’équation y = ax + b est
x — +oo
une asymptote oblique a (Cf) en +.

Position de (Cf) par rapport a son asymptote oblique (D)
Le signe de I'expression d(x) = f(x) — (ax + b) permet de préciser la position de la
courbe (Cf) par rapport a la droite asymptote.

e Si [f(x)— (ax + b)] > 0 alors (Cf) est au- dessus de (D)
o Si[f(x)— (ax +b)] <0 alors(Cf) est en- dessous de (D)
e Si [f(x) — (ax + b)] = 0 alors (Cf) coupe de (D)

Nlustration graphique

(cf

(D))

/

4) Courbes asymptotes ' Deux courbes (Cf) et (Cg) représentant deux fonctions
f et g sont asymptotes l'une de lautre, si seulement si lim [f(x) — g(x)]=0 ou
x — —00

lim [ (x) — g1 = 0

x — +co
Comme précédemment I'étude du signe de I'expression d(x) = f(x) — g(x) permet

de préciser les positions relatives des deux courbes.

(€f)

\ (&:3)

]...

4) Limite et branches paraboliques

e Branche parabolique de direction (OI)

Si lim f”(xi) =0 oulim ﬁ;—) = 0 alors on dit que la courbe (Cf) admet en —
(regpgc?tf\?ement en 4’503)+u°?1e branche de direction'(OI) en —w ou +

CE MATHEMATIQUES DE L’ENSEIGNEMENT TECHNIQUE DE L'ECOLE WILLIAM PONTY Page®8



& _ g lim 19—

X - 4o ¥

~ » Branche parabolique de direction (0J)

- Si lim %2 = (en — »)ou lim f( it = oo(en + ») alors on dit que la courbe

(Cf) admet en—oo(respectivement en+oo) une branche parabolique de direction on.

lim 2= 4o

X — 4o x

lim {2

X —= —ooX

Dans tous les exercices qui suivent le plan est muni d'un repére orthonormé (O,L]).
et les fonctions sont définies de R vers R.

Exercice 1 : Dans chacun des cas suivants -

1) Déterminer le domaine de définition D f

2) Calculer les limites aux bornes de Df

3) Donner une interprétation graphique des résulitats

a) f(x) = X Q) 1) = X
) f0) = X33 &) fln)= 3

2
c) f(x) = ?;;jlz f) f(x) W
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Exercice 2 : On donne la fonction g telle quegx)=—x3+6x*—9x+5

1) Déterminer Dg
2) Calculer les limites aux bornes de D,
3) Calculer lim BY) ot lim ()

x— —ooc X x>+ X

4) Donner une interprétation graphique des résultats.

3x—2
x—1

Exercice 3 - On donne la fonction i telle que : h(x) =

1) Déterminer Dh
2) a) Calculer les limites aux bornes de Dh

b) Donner une interprétation graphique des résultats

b
3) Déterminer les réels a et b tels que h(x) =a + =3

4) Etudier la posifion relative de (Ch) par rapport a son asymptote horizontale.

x243x+4

Exercice 4 : Soit la fonction f telle que : f(x) = po

1) Déterminer son domaine de définition Df

2) Calculer les limites aux bornes de Df

3) Démontrer que f(x) = x + 3 +%

4) En déduire que la droite (D) ; ¥ = x + 3 est une asymptote a(cf) en+wo et
en —oo.

5) Etudier la position relative de (Cf) par rapport a (D)

3) FONCTIONS DERIVEES

1) Définition :

Soit f une fonction de domaine de définition Df et D le sous-ensemble de Df ou [
est dérivable. On appelle fonction dérivée de f la fonction notée f* qui, & tout réel x
de D associe le nombre dérivé de f en x ; c'est-a-dire :
f: D —»R
X —» f'(x)

2) Opérations sur les fonctions dérivables
Seit u et v, deux fonctions dérivables sur un intervalle [ et k£ un réel quelcongue

Alors les fonctions u + v ; ku ; u™ sont derivables sur | et si de plus la fonction =& r

. u 1 , .
s'annule pas sur [; les fonctions - et < sont dérivables sur .
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Théorémes Cas particuliers
Fonction Dérivée Fonction Dérivée
u+v u + v a 0
uv uv+v'u X 5
ku : ku' ax a
1 v T 1
- v+0 S, - x+0 ——
v 12 x x*
u u'v—vu
= v*0
v vz
u 1
Vi — VX —
2\u 24/x
un nufun-—l xn nxnfl

Exercice - Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

1) flx) =2x—-3
2) fG)=—5x2+3x—7
@
3 F= 3x2+4x—7
4) f) =22
_ 3
5 fay= (x_z)g
6) f(x) = @;{L—l
7) f(x)=vx—
9x+5
o) F) = 2x +3x—5

9) fx)==x3x+ 1)
10)f() = 115

11 ()= eos[3x +5)

12) f(x) = tan(—2x + 1)

13) f(x) = 4 sin3(4x + 3)
14) f(x) = cos x.sin 2x
15) f(x) = tan(—4x?)
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3x2+4x—5
2x%4+3x+1

) F(x) = (8x — 3)?
18) f(x) = V& — 3x

18) f(x) =

2
2x"+x—1
19) fG) =5

20) 1) =¥

21) f(x) = (2x = 5)*(x* + x)

22) f(x) =3

23) f’(x) =—2(x—7)

24) f(x) =2
25)  f(o) = Jl_g
26) (=% 72"

27)  f(x) = cos 3x + sin4x

28) f(x) = —sm2x+ 3tan x
29) Flx) = ¢as?(3x 1 8)

30) f(x) = sin(x? — 3x)




. 3) Application de la fonction dérivée :

une fonction f est dérivable sur un intervalle I ,alors le signe de f'(x) sur | permet
= determiner le sens de variation de f sur |

Emeffet - Si Vx € I, f'(x) = 0 alors f est croissante sur |

Sivxel, f'(x) <0 alors f est décroissante sur |

1 Sivx€el, f'(x) =0 alors f est constante sur I

S [’ s'annule en un réel x; et change de signe, alors f admet en x, un extremum
aximum ; ou minimum).

arque : Si f'(x) > 0 alors f est strictement croissante sur |
Si f'(x) < 0 alors [ est strictement décroissante sur 1

~ Exercicel :
On donne la fonction f définie de R vers R par f(x) = —x® + 6x2 —9x — 5
1) Déterminer son domaine de définition.
2) Calculer les limites aux bornes de Df.
3) Calculer f'(x).
4) Etudier le signe de f'(x) et en déduire les variations de f.
5) Dresser le tableau de variation de f..
6) Etablir une équation de la tangente (T) & la courbe (Cf) en x5 = 4.
7) Construire la courbe (Cf) dans le plan muni d’'un repére orthonormé (0,1, ]).
apres avoir rempli le tableau de valeurs ci-dessous.

x |—=1|/-05101112|3|4

f)
Exercice 2 :
Ix—2
~ Soit la fonction f définie de R vers R par f(x) = ;_ 1

1) Déterminer son domaine de définition
2) a. Calculer les limites aux bornes de ce domaine
b. Donner une interprétation graphique des resultats
3) Calculer f'(x)
4) Etudier les variations de f
5) Dresser son tableau de variation
| B8) a) Calculer les coordonnées du point A d’intersection de (Cf) et I'axe (0I) du repére.
b) Calculer les coordonnées du point B d’intersection de (¢f) et I'axe (0]) du repeére.
7) Construire la courbe (¢f) dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,1,]) d'unité
un centimétre.

e e e R S L e B A T T A R S e A e el
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x241
X

ice 3 : On donne la fonction g définie de R vers R par g(x) =

Déterminer son domaine de définition

a.) Calculer les limites aux bornes de ce domaine

b.) Justifier que 'axe (0OI) est une asymptote a (Cg)

a.) Démontrer que g est une fonction impaire

b.) Donner une interpretation graphique du résultat.

a) Démontrer que la droite (D), y = x est une asymptote a la courbe (Cg) en
s o et +o0.

b) Etudier la position relative de (Cg) par rapport a (D)

5) Calculer g’ (x)
6) En déduire les variations et le tableau de variation de g
7) Démontrer que le point d'intersection Q des deux asymptotes est un centre de
symetrie de (Cg).
8) Construire la courbe (Cg) ainsi que ses asymptotes dans le plan muni d’'un repéere
orthonormé (0, 1,]) d'unité 1 cm.

Exercice 4: Dans chacun des cas suivants étudier la fonction f (domaine de
définition, limites aux bornes, sens de variation, tableau de variation) et représenter
graphiquement f

1) fxy=x*+3x*—-14

2) f(x) =—x3+3x2
3) flx)=4x>+x*+1
4) f(x) = §x3 —x2—4x +15

Exercice 5 : Soit la fonction £ définie par : f(x) = x3 + bx? + cx + d
1) Déterminer les réels a, b, c et d pour que :
e [ présente un extrémumenx = —3 .
e La courbe (Cf) soit tangente & la droite d'équation y = 3x — 3 au point d’abscisse 1.
2) On donne la fonction g telle que g(x) = 3x® + 2x® — 4x + 1 et (Cg) sa courbe.
1) Calculer g(1)
2) En déduire que g(x) = (x — D(x*+3x—1)
3) Résoudre I'équation g(x) = 0
4) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation avec les limites
aux bornes de Dg

M
B e e PR S
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- Exercice 6 : On donne la fonction f telle que :
| f(x) =—-2x%+6x%—3 et (Cf) sareprésentation graphique.
1) Etudier f (domaine de définition, limites aux bornes de ce domaine, sens de
variations et tableau de variation) puis construire la courbe €n
2) Onnote f" la dérivée seconde de f (la dérivée de la dérivée)
a) Calculer f"(x)
b) Résoudre I'équation f"'(x) = 0 dans R
¢) Démonter que le point Q(x, ; f(x,)) ou X, est la solution de cette équation
est un centre de symétrie de (Cf).

Exercice 7 : Dans chacun des cas suivants étudier la fonction f (domaine de
définition ; limites aux bornes de ce domaine : interprétation graphique des limites :
variations et tableau de variation.) puis construire la courbe (¢f) dans le plan muni
d'un repére orthonormé (0,1, ).

2x-3 _ 5
1 f)= P 5) f(x)—m
4x—7 _ 4x-3
2) f=5— ®) S ==
S5x+1 __ 2—x
4
4) fx) =22 8) f(x) = 1rgz
Exercice 8 : .
. . +
1) Déterminer les nombres a, b, ¢ sachant que la courbe d’équation y = a;ﬂ passe

par les points B(—1; 6); C(4; 1) et admet une asymptote d'équation y = 2.

Exercice 9 : Dans chacun des cas suivants :
1) Faire I'étude de la fonction f (Df; limites aux bornes . interprétation graphique du
resultat (éventuellement) ; sens de variations ; tableau de variation).
2) a) Déterminer les réels a, b tels que f(x) = ax + b + @(x)
b) En déduire que la droite (D), y = ax + b est asymptote a (¢f).
¢) Etudier la position de (¢f) par rapport a (D)
3) Démontrer que le point d’intersection des asymptotes est un centre de symétrie
} de (Cf).
4) Calculer les coordonnées des points éventuels d'intersection de (Cf) et les axes
(O) et (O]) durepere.
5} construire la courbe (Cf) ainsi que ses asymptotes dans le plan muni d’'un repére

(O,LD.

e e e
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9 Fo) = x2+3;c+45
T fx)= %Z%C

b3 foo = 25208
) = ©ErtS
5 fv) =12

Exercice 10 : Le plan est muni d’un repére (0,1,]). On donne la fonction f telle que
fO)=x3—-2x*+1
1) Déterminer les points de la courbe (Cf) ou la tangente est paralléle a la droite

D):y=7x-9
2) Déterminer les points de (Cf) ol la tangente est perpendiculaire & la droite
(D).y=x+3

4) Propriétés des fonctions strictement monotones sur un intervalle :
1) Définition :
Une fonction f est dite strictement monotone sur un intervalle I si et seulement si elle

est strictement croissante (f'(x) > 0) ou strictement décroissante (f'(x) < 0) sur cet
intervalle.

2) Propriétés

1) Limage d'un intervalle I par une fonction strictement monotone sur I est un
intervalle noté f(I)

Plus clairement :

e Si f est strictement croissante sur [a; b] alors f([a; b]) = [f(a); f(b)]

Les réels de I et leurs images sont rangés dans le méme ordre

s Sif est strictement décroissante sur [a; b] alors f ([a; b)) = [f(B); f(a)]

Les réels de I et leurs images sont rangés dans I'ordre contraire

e Sif est strictement croissante sur Ja; b[ alors f(Qa; bD) = llim f(x); lim f )l

x> a x 2 b
e Sif est strictement décroissante sur ]a; b[ alors f(Ja; b[) = ]xlifabf {x): En_’l} j; et

<

Remarque : Pour déterminer l'image d'un intervalle 1 par une fonction f il est donc
nécessaire d’étudier le sens de variation de f sur cet intervalle.

-W
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X —co 1
F@ - |0
1
fx) \
—4
A

1) Déterminer Df
2) Donner les images des intervalles suivants par f

;o= 1130 1;=13; 4eal
I, =13;4[ Is = |—o0; 3]
[, = ]4; +o0]

Exemple 2 : Soit la fonction f définie de R vers R par f(x)=—-x*+4x—1
Déterminer image par f de chacun des intervalles suivants : [; = [0;%] X

I = [2;400]; Is= ]—o0; —11

: P 5
Exemple 3 : On donne la fonction g définie de R vers R par g(x) = xzj_ .
1) Déterminer son domaine de définition et calculer les limites aux bornes de ce

domaine.
2) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

En déduire I'image de chacun des intervalles suivants :. . I, =[0;4];1, =[3; too]

5) Bijection
1) Rappel: : _
A et B étant deux ensembles non vides, une relation f de A vers B est dite bijective
lorsque chaque élément de A a une image unique dans B et chaque élement de Ba
un antécédent unique dans A.
On dit aussi que f est une bijection

A
’--‘I""‘—\ B
‘; ; f est une bijection de A vers B
c 3
d 4
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2) Fonction bijective :
Une fonction f continue et strictement monotone (croissante ou décroissante) sur un
intervalie I réalise une bijection de I vers f(1).

Exemple 1 : Soit la fonction g définie de R vers R par : g(x) = 2¢° —2x+3

1 L — 1 5
Démontrer que g réalise une bijection de ]—oo; E[ vers ]E - +oo[

Exemple 2 : Soit la fonction f: R—> R
x—1
2x+3

X —»

) - L 3 ) ;
Démontrer que f réalise une bijection de ]—5 ;+oo[ vers un intervalle ] que l'on

précisera.

Exercice : Dans chacun des cas suivants démontrer que la fonction f définit une
bijection de I vers un intervalle que I'on précisera :

1) flx) =3x"=Te+ 3 ] = [2; +00]

2) flx) =222 I =115]

3) f(x) =—4x>+6x+5 [ =[1;+o]
2x+3

4 f@) 3x°—2x+8 L0;2]

3) Application de la bijectivité d’une fonction

Si la fonction f est bijective de Ivers f(1) alors pour tout réel m élément de f(I)
~ Féquation f(x) = m admet une solution unique dansl.

- En particulier si 0 appartient & f(1) alors léquation f(x) =0 admet une solution
~ wnique dans 1. Cette propriété permet :

1) De déterminer le nombre de zéros de f sur tout son domaine de définition

2) D'étudier le signe de f(x ) a partir de son tableau de variation.

~ Exemple 1 : On donne la fonction définie de R vers R par fl=2+8+1
" 1) Déterminer son domaine de définition
- 2) Calculer les limites aux bornes de ce domaine.
3 Etudier les variations de f
-;;;_r ) Dresser son tableau de variation
'S Déduire de ce qui précéde que I'équation f (x) = 0 admet une solution unique o .
& Justifier que « € 1-0,7; —0,6]
En déduire le signe de f(x) suivant les valeurs de x
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Exemple 2 : On donne la fonction g définie de R vers R.

Dans chacun des cas :
1) Etudier la fonction (domaine de définition, limites aux bomes, sens de
variation, tableau de variation). |

2) Déduire de ce qui précéde le signe de g(x) sur son domaine de définition
a) gx)=—x>+6x>—9x—5
b) glx) = x3+2x* —4x+1
c) glx) = §x3 —x?—4x—-15
d) g(x) = —x2+3x% -2
e) g(x) = %(x3 +x2—5x+3)

Probiéme1

x%+ 6
On donne la fonction définie de R vers R par f(x) = 2—+§
1) Déterminer son domaine de définition
2) a. Calculer les limites aux bornes de ce domaine

b. Donner une interprétation graphique des réesultats
3) a. Démontrer que f est une fonction paire.

b. Donner une interprétation graphique du résultat
4) a. Etudier les variations de f

b.

Dresser son tableau de variation
5) Démontrer que I'équation f(x) = 1,5 admet exactement 2 solutions « et f3.

Probléme2 : Partie A :

On donne la fonction g définie de R vers R par glx) = Tt — 3x2+8

1) Déterminer son domaine de définition

2) Calculer les limites aux bornes de ce domaine

3) a) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation

b) Déduire de ce qui précede que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique « et
que x€ |—2;—-1[ .
4) De tout ce qui précede, deduire que : -
Ve ]-o; x|, g(x) <0 et V € Joi; +oof , g(x) >0 4

Partie B : On considére maintenant la fonction f telle que f(x) = 2=

1) Déterminer son domaine de définition
2) a) Calculer les limites aux bornes de ce domaine
b) Donner une interprétation graphique du résultat le cas échéant
_ gl -
@1’

3) a) Démontrer que f'(x) =
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b) Etudier les variations de f (on utilisera la question 4 de la partie A)
c) Dresser son tableau de variation
4) Justifier que ia restriction h de f al'intervalle ]1; 4-0o[ est une bijection.

4) Bijection réciprogue

1) Définition : Toute bijection f de I vers f(I) admet une bijection réciproque notee
£~ définie de lintervalle f(I) vers]

M

f) =y e [ =x

Elle permet & chacun des réels y de f(I) d'associer son unique antécédent x

2) Etude de 1

1) Domaine de définition : Df ™ = f(I)
2) Sens de variation : f ! a le méme sens de variation que f
3) Tableau de variation de !

X a b x a b
f{x) F f(x) =
f(b) f(@ . =
F(a) - f(b)
' ==
x f(a) f ) x f(b) f(a)
(F ' 1 ' -
b b
| — | T,
a
a

3) Représentation graphigue de ™'
Dans le plan muni d’un repére orthonormé (0,1]) la courbe de f ! est 'image de la

courbe (Cf) par la symétrie orthogonale daxe (A); y =X (appelée la 1%°
bissectrice).

s et
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4) Dérivabilité de f~! en v,

» f~!estdérivable en y, si et seulement si Flie,) =1

° s =_1
(Y00 = 7

Méthode
Pour étudier la dérivabilité de £~ eny, on peut procéder comme suit :
1) On détermine x, en résolvant I'équation f(x) =y, (v, est donné dans
I'énoncé).
2) a) On calcule f'(x,)
b) Sif’'(xp) # 0 alors £~ est dérivable en Yo

3) On calcule (1) (y,) = -1
) On calcule (f ) (o) 7y

Exemple : On donne Ia fonction définie de 11; +oo[ vers R par f(x) = 2x3 — 3x%2 + 8
1) Démontrer f réalise une bijection de [1; +oo[ vers sur un intervalle I que I'on
precisera
2) Donner le sens de variation de f~' etdresser son tableau de variation
3) Déterminer f~1(8)
4) a) f~1 est-elle dérivable en 8 ? Justifier ?
b) Si oui, calculer (f~1)'(8)
5) Démontrer que f~! n'est pas dérivable en 7.
6) Dans le plan muni d’un repere orthonormé (0,1,]) construire la courbe (Cf) eten
déduire (Cf 1),
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ie | - On donne la fonction P telle que : P(x) = —2x3 +3x* + 1

1) Etudier la fonction P (domaine de définition, limites aux bornes, variations et
tableau de variation)
2) En déduire que 'équation P(x) = 0 admet une solution unique a et que
x€]1,6 1,7]
3) Justifier que dans lintervalle ]—o0; | P(x) >0
et que dans l'intervalle ]«; +oo| P(x)< 0

5

1341

Partie Il : Soit la fonction f définie dans R par f(x) = 75—

1) Déterminer son domaine de définition

2) Calculer les limites aux bornes de ce domaine

3) En déduire que la droite (A) d’équation x = 1 est asymptote a(cf)
P(x)

(1-x°

5) a) En utilisant les résultats de la partie |, étudier les variations de f

b) Dresser son tableau de variation
6) Etablir une équation de la tangente (na(fenO

7) a) Justifier que la restriction h de f a]—oo; 0] est bijective

4) Démontrer que f'(x) =

b) Dresser le tableau de variation de ht.
h-1 est-elle dérivable en 0 ? Si oui, calculer (h™1)"(0)

8) Construire les courbes (Cf) et (ch' ") dans le plan muni dun repere
orthonormé (0, 1,]) d’'unité 4cm.

M
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CHAPITRE Il : PRIMITIVES - INTEGRALES - |
CALCULS D’AIRES

1) PRIMITIVES

1) Définition : Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [ de R. On
dit qu’une fonction F est une primitive de f si F est définie et dérivable sur | et
pour tout élément x de I ; F'(x) = f(x)

Exemples: f:R—>R F: R—"R
x 2 X bt 243

>

1) Démontrer que F est une primitive de f

2) Trouver d'autres primitives de f sur R

2) Théorémes : A . ¢ Sy
U”e {ﬂ/t{f/é _é'(’t %JLM/ l%‘

1) Toute fonction f continue sur un intervalle I admetdes primitives sur [.

2) Si F est une primitive de f alors toute fonction G telle que G=F+C(Cune
constante) est aussi une primitive de f
 Eneffet (G =(F+C)' =F +0=F =f doncG aussi est une primitive de f

1¥
-— - o

Conséquence : Une fonction f continue admet une infinité de primitives
3) Primitive d’une fonction satisfaisant une condition donnée : Si x; et y, sont
des éléments de I, il existe une primitive F et une seule telle que F(xy) = yo

Exemple : Soit f {1 R —* R

x =% =3

1) Déterminer la forme générale de toutes les primitives de f sur R ‘
2) Déterminer la primitive F de f qui prend la valeur 5 en 2.
4)Opérations sur les primitives

Sous réserve de leur existence nous donnons ci-aprés les primitives des fonctions,

somme, produit, quotient et puissances.
1) Fonctions élémentaires

, Fonction f Une primitive de f
lx —» a (a ER) X —»ax
r+1

b e BT (r e Q\{-1}) X —> ’;H

X F——» cosx X —» sinx

X b sinx X —»—Cc0sXx

1
¥ b= 5 X —a—eptan x
cOos~X
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2) Opérations.

Fonction f Une primitive de f
au’ au
U+ v u+v
ur+1
uwu” reR\{-1}

r+1
u cosu sinu

u' sinu —cosUu

ul
ta
cos?u e

Exercice 1 : Déterminer les primitives des fonctions suivantes

) f)=x3+4x> -7 2) f(x) =4x5 +8x* —5x+ 11
I D SV _3.6_2,4_5.3
3) fly=zx +5x—11 4) f(x)-4x A +1
3 4,1 _11 4 3
3) f(x)=;3-*§;z+§ B} fx) ==
7 f(x) =cosx+2sinx 8) f(x)260;764—1—1-x2

- Exercice 2 - Dans chacun des cas suivants déterminer la primitive de f qui prend la
valeur ff pour x =

1) flx)=4x3—3x*+2x~1 x=-2;8="5
2 [ =% x=4:f=7
3) f(x)=(x—1)4 c(:Z,ﬁ::()
- 1 _ : .
4) f(x)_”(léx)s x=0;=0

. Exercice 3 : Déterminer les primitives des fonctions suivantes
1) f(x) = (5x + 1)°
2) flx) = (x* 4+ 3x=2}2x + 3)
3) fx) = (23 + 4x +5)°(3x* + 4)
4) f(x) =R +4x-1)x+1)

5) F(x) = — - :

Gxi1): @xts)’ | 42x—1)°

6) f() = 7

7) () =
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8) f(x) = 4cos(4x + 8) 13) f(x) = x cos(x* + 2)

9) f(x) = sinx cos®x 14) f(x) = sin(wx + 4)
10)f(x) = sin®*x cosx 15) f(x) = cos(wx + 4)
M) == 16) f(x) = cos?x
12)f (x) = cos?3x 7% flack= Sin'x

Exercice 4 : On donne les fonctions f et F définies de R vers R par :
fx) =xVx? +4etF(x) = (ax?® + bx + c)Vx? + 4
1) Déterminer les reeis a,b et ¢ pour que F soit une primitive de f sur son

domaine de définition.
2) Déterminer F telle que F(0O)=0

i) INTEGRALES

1) Définition : Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a, b deux réels de L
f admet donc des primitives F sur I

On appelle intégrale de a a b de f, le réel noté f; f(x)dx ettel que
[7 FGdx = F(b) ~ F(@). ' - o T onb)r
Notation : J’f F(x)dx = [F(x)]5 = F(b) - F(a) g T

3 , 4 AR PN &
Exemple : Calculons [, x*dx T e e

S
<

Ona:f(x) =x3 = F) =7

F@3) = %1—
F(2) =5
donc F(3) —F(2) = 8—4}5 - zﬁ- = %5

3 65
[Cxtdx =—
2 4

2) Vocabulaire : Le réel a est appelé borne inférieure de lintégrale
Le réel b est appelé borne supérieure de lintégrale

Une intégrale dont les 2 bornes sont égales est nulle f; fO)dx =90
3) Propriété de Pintégrale
a) Relation de Chasles ff Flx)dx + f; f(x)dx = f: flx)dx

o) 7 f(x)dx = — [, f()dx
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= Linéarité: [ (o< f(x) + fg(x))dx = [« f(x)dx + [ Bg(x)dx

= [ f(x)dx + B [ gx)dx
- d) Inégalité de la moyenne
Sim<f(x)<M alors mb—a) < 2 feo)dx < M(b—a)
Exercice : Calculer les intégrales suivantes : 1
': k. 3 o 2 dx i
, Io (x — 4)dx | le= fl 5
L bzfg 2 d_x l "‘J-H( 1 d
| 0 @x13)’ k=4, (cosx )dx é @
T
=[(2x — 1+ Fdx  tg=fZ sinx dx
: 3
B 1 dx _ 1!/4 1
14_.[_1 2% IQ""J-T!/B —_ dx ] ‘ﬁ/«z_-
2hx— a
'5=f14 4x>dx 110=f12x -:(: 2 dx S

4) Valeur moyenne d’une fonction

1) Définition . Soit f une fonction continue sur [a,b]. On appelle valeur moyenne
j2 fondx

b—a
2) Exemple : Calculer la valeur moyenne m de la fonction sinus sur [%;%]

de f sur [a, b] le nombre réel m =

5) Technique d’intégration par parties

Lorsqu’aucune formule usuelle ne permet de déterminer une primitive de. la fonction
sous intégrale on utilise la technique d'intégration par parties.

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I et si leurs dérivées u' et v’
sont aussi dérivables surlona:

12w () v0dx = [w(x)wElh — f; w@) v'(@)dx

w
Exemple : 1=/ /2 xcosx dx
Soit u'(x) = cosx et v(x) =x
uw(x) = cosx = yx)=sinx

() =xe" = v)=1

Tvcinal 2 =125
| = [xsinx],/? — f, /% sinx dx

o Fsacanac] 12 2 [ore )
| = [xsinx], © + [cosx], * = [xsinx + cosx],
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Exercice : A l'aide de la technique d’intégration par parties calculer les intégrales
T
suivantes : 1=/ Dﬁ xcosx dx =, /2 x2sin2x dx
T
I3=f0nxzcos3x =], /2 xcos?x d(x)

=/ x%sinx d(x)

1)) Application des intégrales : calcul d’aire

1) Définition du mot aire

» . L’aire est le nombre qui mesure une surface

e Unité d’aire : Le plan étant muni d’un repére orthogonal (0,1,7), on
appelle unité d’aire (et on note ua) . l'aire du rectangle dont les
dimensions sont ||7]|et |[7]]

lua

7

—

2) Calcul d’aire : ’

= f étant une fonction continue (elle admet des primitives) et positive (sa courbe
est au -dessus de I'axe (0I)) sur un intervalle [a, b], I'aire du domaine du plan limité
par la courbe (Cf) ; 'axe des abscisses et les droites d'équation x =a et x = b est .

A= f(x)dx (€f)

Exemple : Soit f: x—»x? et (Cf) sa courbe dans le plan muni d’'un repére

orthonormeé (0, 1,]).

1) Hachurer le domaine du plan limité par la courbe (Cf) 'axe (OI) et les droites
d'équationx =1 etx =2

2) Calculer I'aire A de la partie hachurée.

| 1

o 1] |2
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£ étant une fonction continue et négative (sa courbe est en dessous de 'axe(0I))
sur un intervalle[a, b], I'aire du domaine du plan limité par la courbe (Cf). I'axe

(OI) et les droites d’équationx = a etx = b est:

'l —— fjf(x)dx = f;f(x)dx

fétant une fonction continue sur [a, b] et dont la courbe sur [a, b] a l'allure ci-
dessous : I'aire de la partie du plan limitée par (Cf), l'axe (0,1) et les droites
déquationx =a etx =D est

A= f(dx - [ f()dx

Exemple : f(x) = cosx

1) Construire la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére
orthonormé (0,1,]) d'unité 2 cm.

2) Hachurer le domaine du plan limité par (€f); laxe (OI) et les droites

g.x . T 3T
d'équation x = ” etx = Y

3) Calculer en cm?’ I'aire de la zone hachurée.

e fet g sont 2 fonctions continues sur un intervalle [a,b] et f=g sur[ab] (la
courbe (Cf) est au- dessus de (Cg) sur [a,b]); l'aire du domaine plan limité par
les courbes (Cf) et (Cg) et les droites d'équation x = a etx = b est

A=["1f (%) — g(x)]dx - (Ce)

it / ©n

Exemple d’application : Dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,1,]) d'unité
1cm, représenter la fonction f: x—» x? et la droite (A) d'éguationy = x
1) Hachurer le domaine plan limité par la courbe (Cf).(A) et les droites
d’équation x =1etx =4
2) Calculer I'aire A de ce domaine en cm?2,
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- 1) Définition :
2 fonction inverse c'est-a-dire la fonction f: x — o est une fonction rationnelle.

e est donc continue sur 10; +oo[ . D’ou elle admet des primitives sur cet intervalle.
_ » appelle fonction logarithme népérien, la_primitive sur 10; +oo[ de la fonction
WErse qui prend la valeur O en 1
Dn la note _In.
RS @il sw N0
raduction de la définition
y  Din = ]0; +o|
n1=20

Pour tout réel x élément de ]0; 4-oo[ In'(x) =

==

~ 2) Ensemble de définition de fonctions composées avec In
’l!'ap'rés ce qui précéde la fonction :
R — R
. x — [nfu(x)] a pour ensembie de définition
Df = {x € R/x € Duet u(x) > 0}
gt la fonction g: R — R
| x s In[lu()]]
- 2 pour ensemble de définition : Dg = {x € R/x € Duet u(x) # 0}

. Exemples : Dans chacun des cas suivants déterminer le domaine de définition de la
fonction f définie de R vers R

1) f(x) = in(2x + 3) 2) flx) = In(—x+ 4}

3) f(x) = In(3x* + 5x — 2) 4) f(0) = (G

5) £(x) = Inlx — 4| 6) f() =mnf>

7 f ) = Wifx*— %4+ 1) 8) f(x) = Inx — In(x* — 9)

%) flxy=mQ-x)+n(2x+ 1) 10) f)=In(x— 1D +in(2x+ 1)
Un I epigte oK A £O
3) Propriétés algébriques de In:

1) Propriéte fondamentaie :

Compléter a l'aide de la calculatrice le tableau ci-dessous et conjecturer une relation
entre Ina ; Inb et In(a b) | -

\
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ab |in(ab) | Ina |Inb|ma+Inb

a b
3 2
4 7
7 6
25 4
5 0,8
Propriété

lPour tous nombres réels a > 0 et b > 0, on a In(ab) = Ina + Inb

Traduction : In transforme le produit de deux réels strictement positifs en la somme
2e leurs images.

2) Conséquences de la propriété fondamentaie

La propriété ci-dessus permet de trouver :
a) L’image de 'inverse d’un réel

- Enremplagant b par-:;ona:
? En(cl><1)=lna—l~lnl oraxi=1
i a a a

] 1 i
_ donc in (a X E) =lha+ ln(—;) = Inl

o lna+ln(-‘1;)z0 =2 ln(2)=-lna

b) L’image d’un quotient

En remplacant b par% ona:
1 1
fn(a XE) =ina+ ln(g)

= Ina— Inb

3

ln% =Ina—Inb

¢) L'image d’une puissance
En remplacant b para on a:
In(a X a) = Ina + lna
< ina? =2lna
Et d’'une maniére générale

In(a*) = nina

V neRrR

En particulier Inva = Ina'/z = %lna
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- Exemples : Ecrire sous forme de [nA chacun des nombres suivants :
i 2
1) 3In2 — In7 + In4 4) In(1+V2) + in(1+v2)

2) In4 +=n9 — 2in5 5) I (ﬁzﬂ) i (\/iﬂ)

3) In5— 3in3 — In2 6) in(1-v2)" + in(1+v2)"

8 Le nombre de Neper
On appelle nombre de Neper (du nom du mathématicien ecossais Neper)
Funique réel noté e tel que ine = 1

cela on dit que e est la base de /n

£ est un nombre irrationnel (C’est-a-dire un nombre a écriture décimale illimitée non
periodique).

L= calculatrice donne € ~ 2,718 281 828 456 .

ice : Calcuier la valeur exacte de chacun des nombres suivants -

1) In(e?) 2)Zn(j—;) 3)In(%) 4)in(e?Ve)
5) In(vVe)  6) n(Ve)* +In()  7) lneg+m;3)—eln(e—13—)

) Etude anaiytique de in

1) Variation de In et conséquences

~ e une Sonchon swnciement croissanie sur io; +oo| car sa dérivée In’ est
strictement positive sur cet intervalle.

Conséquence 1: Elle est une fonction bijective. Ce qui signifie que pour tous réels
x>0ety>0, Inx = Iny ox=y

Traduction : Deux réels a images égales par In sont &
de résoudre les équations contenant n.
Methode : Pour résoudre une équation (E
suit :

- On deétermine le domaine de validité de (E) noté DV

On transforme I'équation de facon a obtenir une égalité de Ia forme Ing = InB
- Onlaisse “tomber‘ les Inetona: A =B

- Onresoud I'équation A = B et on retient seulement les solutions qui
appartiennent a DV. '
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Exemple 1 : Résoudre dans R les équations suivantes :

1);In(5—2x)=0 (E7) ; In(4 — x?) = In(3x)

2); In(x* —4) = In(1 — 4x) (Eg); In(5x +2) —In(x + 2) = In(x — 2)
Es) ; In(x? — 3) = In(x) (Eo);3ln(x+1) =1z
{Es) ; in(x —3) =In(2 + x) (Ewo); Inx—D+In(x+1)=n2+x)
{Es) ; In(x — 4) = In2 + In3 R (Eq1) ; In E—f—x[ = In|x|
Es); 1+ In(x+2)=0 (Ev2);Inlx -1+ In]2x+ 1] =0

Exemple 2 : Résoudre dans les équations suivantes
(E1); (Inx)°+Inx—12=0

(E2); (Inx)?2 —Inx —2 =0 %

(Es); (Inx)® — 4(Inx)?> — 7Inx + 10 = 0

(Es) ; (Inx)® — 6(Inx)? + 8Inx = 04

(Es); (Inx)* — (Inx)?—12=0

(Es) ; (Inx)* + (Inx)® — 7(Inx)> —Inx + 6 = 0
(E7) : 2(Inx)? —3Inx + 1 =0 |

(Es); 2(Inx)® = 5(Inx)* —Inx +6 =0

(Eo) : 3(Inx)? — Tlnx +2 = 0

Conséquence 2 : [n est une fonction strictement croissante sur ]0; +w[ donc 2 réels
quelconques de cet intrvalle et leurs images sont rangés dans le méme ordre.
Cest-O-direvx>0etvy>0 Inx>lny < x> v

Cette propriété permet de résoudre les inéquations contenant In.

Méthode : Pour résoudre une inéquation (I) contenant In on peut procéder comme
suit :
- On détermine le domaine de validité DV de (1)
- On transforme l'inéquation de fagon a obtenir une énégalité du type inA > InB
(par exemple)
- On laisse “tomber* les In et on obtient (I') ,A > B
- On résoud l'inéquation (1")
- On détermine 'ensemble solution de |
Smy = S(If) NnDV .
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- Exemple : Résoudre dans R les inéquations suivantes :
(k) : Inx < 3In2

(k) (1—-Inx)(2+Inx) =0

() In(x* —x+1) < In(2 — x)

(L): (Inx)* <1

(ls): In(x?) > 1

(le): In(x +5) + In(x — 1) < In(5x + 7)

(I7): In(2x + 3) + In(—5x + 4) > In(—7x + 2)

2) Etude des limites aux bornes de Din

Compléter le tableau ci-dessous et conjecturer les limites suivantes :

2 . . , inx i inx % Inx
liminx ; limxinx ; liminx ;lim — : lim = et lim —
xX—o0 XD x> +0X yx—o0 X x—=1x1
X —» +co
> > >

x | 107%° 1073% | 1072° | 107 | 1 | 10%°| 10%°| 103°| 10%°| 105°

Inx

x—1
Limites de référence
1) limInx = +oo

x — +oo

2) limlnx = —
X —0
>

3) lim =9

X — +oo x

4) limxlnx = 0
X —=>0
>

. nx __
- =l
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Exemple 1: Calculer les limites suivantes

. Inx ; 2 [
1)xl—l;1:-1m x+1 2)xh-711§x 1) 3)35 MM o x—Inx
>
‘ 5 ) : Inx+3
4 minG 1) HunEaI—d O e
7 B, =
x — +o0 VX

Exemple 2 : Dans chacun des cas suivants, calculer les limites de la fonction f pour
les valeurs donnees :

1) f(x)=i—lnx en 0 eten +o
2) f(x)zl—Lnx en1eten +
3) fx) = 1—:13: en 0 eten +oo
4) f(x) =In(1—x) en1eten —
5) f(x) =In(x+ %) en 0 et en +o0
8) f(x) = ln(z—i%% en5eten +o
7) f(x) = (x — 2)In(x — 2) en2eten +
8) f(x) =x(1 - Inx) enOeten +o
9) fx)=In ;%i enieten?2

3) Tableau de variation de In

4) Interprétation graphigue de certaines limites
1) la courbe (CIn) admet une asymptote verticale d’équation x = 0 car

liminx = —
X
>
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2) la courbe (CIn) admet une branche parabolique de direction celle de I'axe (0D

. In
en +cocar lim — =
x> too X

5) Construction de la courbe (€in)

(Cin)

5) Dérivées des fonctions composées avec In :
Si la fonction u est derivable sur un intervalle 1 alors la fonction f =In(u) est

dérivable sur 1 et

)
(lnu)' = -

et d'une fagon générale

I ¥
(nful) =2

Exemple : Determiner la dérivée f” de la fonction f dans chacun des cas suivants

1) () = In(x? — 2x + 1) 2) f(x) = In(]1 - 2x|)
3) flx) === 4) f(x) = Invx — 5%
5) () = ot 6) f(x) = xinx
7) o) = 8 fW=i-ne-2)
9) f(x) = In(x + 1) — In(x — 1) 10) f(x) = xlnx — x

1) = inx = f(x) 12) f(x) =x+ 120X

13) f(x) = (1 + D)inx 14) f(x) =x+1— Inx

15) f(x) = V,i;+ Inx

6) Primitives des fonctions comportant in :
u étant une fonction dérivable sur un intervalle 1 et sur lequel elle ne s’annule pas

r

alors 3;— a pour primitives les fonctions F = In|u| + C (C € IR)
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f
u;— a pour primitives : F = Infu| +C

Exercice 1 : Déterminer les primitives de la fonction f dans chacun des cas suivants
sous réserve de leur existence.

1) f(x):—% 2) f(x)=§5_7c
3) flx) = 2% 4) f&) =t
5) f(x) =& 6) f() =2
7) FOO =4 8)f(x)=ﬁ3—§;
e xercice 2 On donne la fonction  telle que f(x) = 21222

1) Déterminer lesréelsa,betc telsque f(x) =ax+ b+

3x—1

2) En déduire les primitives de f sur E ; +oo[ puis sur ]—oo;ﬂ

. . : . _ 2x-5
Exercice 3 : Soit la fonction g telle que g(x) = P T
1) Déterminer les réels a et b tels que g(x) = ;% + 1—?—3;

2) En déduire les primitives de g sur 12; 400

Probléme1 :
Partie A .

Soitg: R— R

X — X2 —1+Inx

1) Déterminer son domaine de définition

2) Calculer les limites aux bornes de ce domaine

3) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

4) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique X et que € [1;3]
5) En déduire le signe de g(x) sur son domaine Dg

Partie B : On donne f: x;———»x—l—l“?x

1) Déterminer son domaine de définition
2) En déduire que (€ f) admet une asymptote verticale

3) Montrer que flx) = %—?—

4) En déduire les variations et le tableau de variation de f
5) Montrer que la droite (A):y=x—1est asymptote a (Cf) en +=
6) Etudier la position relative de (Cf) et (d)
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7) Construire la courbe (Cf) ainsi que ses asymptotes
8) Calculer l'aire de la partie du plan limitée par (€f) ; (A) et les droites d’équations
x=€e,x =2

Probléme2

Partie A :

Soit la fonction g dérivable et définie sur 10; +oo| parg(x) = x* —lnx — 1
1) Calculer les limites de g en Oeten +ow
2) Démontrer que, pour tout nombre réel strictement positif X,

g, (x) _ 2x2—1

X
3) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation

4) a) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet deux solutions sur 10; +oo|
b) On désigne par a la plus petite des solutions. Démontrer que 0,4 < a < 0,5
c)Calculer g(1)
d) En déduire que, pour tout nombre réel strictement positif x :
si x €10;a[ U]1; +oo[ alors g(x) >0
{si x € la; 1] alors g(x) <0

Partie B :
2 1
Soit f la fonction dérivable et définie sur ]0; +oo[ par f {x) = x+ = + —zle

On note (€) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthogonal (0,1])

L'unité est 4cm sur (OI) et 2cm sur (0]).

1.a) Déterminer la limite de f en 0. Donner une interprétation graphique du résultat. -
b) Déterminer la limite de fen+oo.

gx)

2) Démontrer que, pour tout nombre réel strictement positif x. ' (x) = -

3 .a) Démontrer que f(a) = 2a —I—i

b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
4) Démontrer que |1a droite (D) d’équationy = X est asymptote a (€) en +
5) Etudier la position de (D) par rapport a (€)
6) Tracer (D) et (€) . On prendra a = 045etf(a) =31
7) Soit A laire en cm? de la partie du plan délimitée par(c) .(D) et les droites
d'équations respectives x = e?2 et x = 1. Calculer A

—
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CHAPITRE IV : FONCTION EXPONENTIELLE
NEPERIENNE

1) Définition :

On rappelle que [n réalise une bijection de 10; +oo[ vers ]—oo; +oof. Or toute bijection
admet une reciproque.

On appelle fonction exponentielle népérienne la bijection réciproque de In.

On la note exp.

Par convention 'image d'un réel x par cette fonction se note e*

Cest-a-dire : exp(x) = €*

2) Conséquences de la définition

e Le domaine de définition de exp = ]|—o0; +oo[
e Pour tout réel x . e* € ]0; +oo[ ce qui signifie que 'image d’'un réel x par exp est
strictement positive.
vxeER; ¥ >0
Par conséquent les équations du genre e* = g n'ont pas de solution si le réel a est
négatif.

vireR;; e =x
vx €IR; In(e") =x

3) Propriétés algébriques de la fonction exp

On rappelle que [n transforme Ie produit de deux reels strictement positfs en la
somme de leurs images, exp sa réciproque transforme donc la somme de deux réels
quelcongues en produit de leurs images c'est-a-dire :

vx €R " g
e = e*. ¥ Propriété fondamentale

VyeR

Conséqguences .

e Remplacant y par —y on obtient
. N =greV =L
ey
3 1
e &7 = -e—);

® (e")r o ok

e QC‘MFB) - Qﬂ'){ Qld

M
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Exemple 1 : Calculer

a= ln(e—4) d — e(1+ln2)
b =™ e = Ine®”
c= 8(21n3—1) f= e-Ban

Exemple 2 : Simplifier les expressions suivantes :

a= (e - DA+ o = e® —AY(1 +4e"%)
b= (1+2Ve)(1—2vVe) f = g HE gt

_1-et _ 3e?-e
E=— g=1+ 5

d=(3+2e*)(2 - 3e7%)

4) Etude analytigue de exp : (e¥) =e*

1) Variations de exp et conséguences :

La fonction In est une bijection strictement croissante donc sa réciproque exp lest

également sur R.

Conséquence 1 :

VXeER:VYER e*=eYox =Yy

Cette propriété permet de résoudre les équations contenant la fonction expo.
Méthode : Pour résoudre une équation (E) contenant exp on peut procéder comme
suit
- On détermine 'ensemble de validité DV de (E)
_ On transforme 'équation de fagon & obtenir une égalité de la forme et =¢é’
_  On laisse “tomber* les exp et on résoud P'équation (E); A=B en retenant

seulement les solutions appartenant a DV '

Exemple 1 : Résoudre dans R les équations suivantes :

(E); =7 () € +3=2
(Es); e 3=1 (Es); € '— % g =1
(Es); e¥'=6 E): To=3

| (E); e*t-6=0 ) £2=1
Eo); e*3+2=1 (Esd) : e
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Exemple 2 : Résoudre dans R les équations suivantes
(E); e*—3e*+2=0

(E2) e¥* —5e"+6=0
(Es); 2 +5e* -3=0
(Eq); € —4€e*+3=0
(Es); —e¥* +7e*—6=10
(Eg) ; 2€°* — e?* -5 —2 =10
(E7);: e +4e** —e*—4=0

Conséquence 2 : exp est une fonction strictement croissante sur R, donc deux réels

quelconques et leurs images sont rangés dans le méme ordre c'est-a-dire.
VXER;VYER; e¥*>e¥ox>y

Cette propriété permet de résoudre les inéquations contenant exp.

Méthode - Pour résoudre une inéquation (I) contenant exp, on peut procéder

comme suit :

- On détermine I'ensemble de validité DV de (I)

_ On transforme (I) de facon & obtenir une inégalité du type e” >e® par
exemple

- On laisse “tomber” les exp eton obtient (I') ; A>B

- On résoud l'inéquation (I") et Sy = Sy N DV

Exemple 1 : Résoudre dans R les inéquations suivantes

Mg B8 59 (ly; e >3 >6

(ls); e**-820 (ly; 2—e*<0

(ls); e °>1 (le); 1—e*=0

() e3+5<2 ()); 46— eX<0

41 _ 4 _

(Ie); S>3 (ho); (€ —2)(e*—1)<0

Exemple 2 : Résoudre dans R les inéquations suivantes :

(ly): e¥*—5e*+6>0 (l) ; 2e3 —e** —5e*—22>0
e*-1

(l); e*—7e*+6<0 () —=5=0

(l); 2 +5e*—-3<0 ls); 1—eH(1+e")>0

(ly); €¥*—4e*+3>0 (lo); (€*=3)(3—-e)<0
3e” "

(Is) ; —e*47e*—6>0 (lo) ; - <0

CE MATHEMATIQUES DE L'ENSEIGNEMENT TECHNIQUE DE L'ECOLE WILLIAM PONTY Page39




2) Etude des limites aux bornes de Dexp
Compléter le tableau ci-dessous et conjecturer les limites suivantes :

X
lim e* X lime* : lim £
X — —o x — 400 x - +oo
lim xe* et lim &=L
x = —o0 x>0
X —50| —40 ~—307 =20 —-10| 0 10 | 20 | 30 | 40 50
e I 7
xe* Puilabad : fo .
T e SUIVIKE
e* —1
W
X @3
Limites de référence
1) lime* =0 . 2) lime* = 4w ;3) lim L= 4w
X = = X — +oo X = +oo
; % s er-1
4) limxe* = et 5) lim =1
X = —oo x—=0 X
Exemg'ie 1 : Calculer les limites suivantes :
: x
1) 1i ex _ . e
) xlz’l—goo x) 2) X ETOUSX'—?)
- X
3) lim — 4) lim(9x — 3)e*
x = oot —X X — —oo
5) lim e3x+3 6) lim e 3x+3
X — —o0 X — 4o
T -l .
7)x ﬂhl?}o e*+1 o xllfﬂoe’%l
X__ 2
9) Iim&=1 10) lim L px
x—=0 X x——c0 X

3) Tableau de variation de exp

X —oo +co
(exp) () +
. +0c0
expx /
0
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4) Interprétation graphique de certaines limites
1) La courbe (Cexp) admet une asymptote horizontale d'équation y = 0

en —owcar lime* =0
X — —o0

2) La courbe (Cexp) admet une branche parabolique de direction celle de I'axe (OJf)

X

3 e
en +oo car lim —= +o
x—>+w X

5) Construction de la courbe (Cexp)

(Cin)

(D)

(Cexp) et (Cln) sont symétriques par rapport a(D):y=x.
Une autre limite a retenir :

5) Dérivées des fonctions composées avec exp
Si la fonction u est dérivable sur un intervalle I, alors la fonction f = e* est dérivable
surlet | ' =qy'e"

Exemple : Déterminer la dérivee f' de f dans chacun des cas suivants :

1) f() = (& +4)e" 2) G =

3) ) =55 4) fG) =€

5) f@=2-€ 6) F(x) =T

7) fG0) = (@x+2)e" 8 f(x)=(*-3)e
9) f(x)=(2x% —6x+ 7)€" 10) FQ) = (x2 — a)e”
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6) Primitives des fonctions comportant exp :

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle ] alors u'e* a pour primitives les
fonctions F = e + C(C € IR)

Exemple 1: Déterminer les primitives de la fonction f dans chacun des cas suivants
Sous réserve de leur existence.

0 fG)=e™* 2) fx) = (~2x +3)e "+
3 [ =e” Y =5
5) )= 3xex2 —1 6) f(x) _ 2ex+3

Exemple 2 : Déterminer les réels g et b pour que la fonction : F- X—(ax + b)e™
Soit une primitive sur R de la fonction [i X ——(2x + e™

Exemple 3 : Soit la fonction f telle que (x% — 4)ezx

1) Déterminer les réels &, B, pour que Ia fonction F: X —> (X x* + Bx + r)ezx
soit une primitive de f sur R.
2) Déterminer la primitive de f qui s’annule en 0.

Exemple 4 : On considére |a fonction £ telle que ) = —~1—?
(e*+2)
1) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que :
1 bx cx
b2z~ ot (x+2)2

2) En déduire une autre écriture de f(x)
3) Determiner les primitives sur R de f.

Probiéme1 :

Dans tout ce probléme on note :

- f lafonction numérique de Ia variable réelle x définie sur R par :
f)=(x—-2)e*+x

- (€) la courbe représentative de [ dans le plan muni d'un repére orthonormé
(o, i’,j’) (unité de longueur sur les axes 1cm).

- glafonction numérique de Ia variable réelle x définie sur IR par :

gx) =(x-1e*+ 1

Le probléme comporte trois parties liées A, B et C
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Partie A
1) Calculer les limites de g en —o et en 4
2) Calculer la dérivée de g et dresser son tableau de variation de g
3) En déduire le signe de g(x) sur R.

Partie B
1) a) Calculer la limite de f en —o0

b) Démontrer que la droite (D) d’équation y = x est asymptote a la courbe
(¢)en —o
Etudier la position de (€) par rapport a (D)

2) a) Calculer la limite de f en +oo

b) Calculer la limite quand x tend vers +o du rapport LE—?; interpreter

graphiquement ce résultat.
3) Calculer la dérivée de f et en déduire le tableau de variation de f
4) a) Démontrer que (€) coupe I'axe des abscisses en un unique point d'abscisse a
b) Calculer les valeurs exactes, puis les troncatures a trois décimales de f (1,68)
et £(1,7).
En déduire une valeur approchée de a a 10 prés par défaut.
5) Tracer (€).

Probleme 2
Partie A
Soit g la fonction dérivable sur R et définie par : g(x) = e* —e** +1
1. Démontrer que pour tout nombre réel x , g'(x) = e**(3e* — 2)
2. Etudier le sens de variation de g puis établir son tableau de variation.
(Il est inutile de calculer les limites de g en —oo et en +0)
3. Démontrer que pour tout nombre réel x , g(x) > 0

Partie B :
Soit f la fonction définie et dérivable en tout élément de ]—oo; O[ U 10 ; +oo[ par:
2 gi*
f@) =x+7—gr

On note (€) la représentation graphique de f dans le plan muni d'un repere

orthogonal (0, ]).

Unités graphiques : Ol = 2cm et O] = 1cm

1. Calculer la limite de f en 0 & gauche et a droite. Donner une interprétation
graphique des résultats obtenus.

- 2. DémontrerqueV x € |—co; 0[U 0 ; +oo] , f(x) :x+2+%§—)

S e el
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3. a) Cailculer la limite de f en —o
b) Démontrer que la droite (D) d’équation Y = x + 2 est une asymptote 3 (€) en —w
¢} Démontrer que (C) est au- dessus de (D) sur lintervalle ]—co; 0]
4. a) Démontrer que : V x € ]|—o0; 0[ U ]0; +oo[
ex
1-e*
b) Calculer la limite de f en 4o (on pourra mettre e* en facteur)
c¢) Démontrer que la courbe (€) admet une branche parabolique de direction (0])
en +oo

f)=x+2+e*+

5. a) Démontrer que : Vx € ]—oo; [ U]0; +oo] ) = (1—23‘(;37
b) Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation
6. a) Démontrer que I'équation:x € ]—oco; 0[UuJO;+o] |, f(x) =0 admet
exactement deux solutions a et (a < 0).
b) Démontrer que —2,23 < a < —2,22 et 0,31 < B <0,32
. Construire (D) et (€) dans le méme repére. (onprendraa = —2,2 et f§ = 0,3)
Soit h I'application définie de |—co ; 0] dans R par h(x) = f(x)
a) Démontrer que h est une bijection

o =~

b) On note h™" la bijection réciproque de h.

(1—e®’
g(a)

. Déterminer une primitive F de f sur ]—co; 0[ .

Démontrer que (h™1)'(0) =

Lo}
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< CHAPITRE V : NOMBRES COMPLEXES __~>

Dans 'ensemble R des nombres réels, beaucoup d’équations notamment celles &
discriminants négatifs n'admettent pas de solutions.

Exemple : L'équation (E); x*+1=0 nadmet pas de solution car x% = —lest
impossible.

Il a fallu donc imaginer un nouvel ensemble qui contient R et un nombre i
(imaginaire) tel que i* = —1

Dans ce nouvel ensemble noté C et appelé ensemble des nombres complexes toute
équation de degré n admet exactement 1 solutions

Exemple x%2 = —1

o x? =il

ox =1 ou x ==i

NB : En physique, on utilise ; au lieu de / pour ne pas confondre avec lintensité ¢

2) Présentation des nombres complexes

Tout nombre complexe 3 s'écrit de fagon unique sous la forme 3 = a + ibouaeth
sont des réels. Cette écriture est appelée forme algébrique de 3.
Le réel a est appelé partie réelle de 3 et est noté 97 (3) He(3d) =a
Le réel b est appelé partie imaginaire de 3 et est note Jm@3).
Exemple:3 =3 — 4i He(3) =3
“Jm3) = —4
Cas particuliers
e Sib=20 alors3 =adonc3 €R

De tels complexes sont des réels et leur ensemble est R

Exemples:3 = 3

3= -5
5

3 =7
e Sia=0 alors3=0+1ib=ib

De tels complexes sont appelés imaginaires purs et leur ensemble est [

¥

M
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Exemples : 3 = 2i
3= —4i
_1
§=t
o Sia=0eth=0 alors 3=0+0i=0

3) Opérations dans C

1) Egalité de deux complexes

Soit 3 et 3’ deux nombres complexes
3=a+ibet3 =a +ib

3=3 <o a+ib=d +ib

s i = g

S

Conclusion:3 =3 o {9?&(3) - (3,)
Jm@) =gm (3)

2) Addition dans C
3+3 =(a+ib)+(a +ib) = (a+a)+ib+h)

Exemple : Calculer: Z; = (24 5i) + (=1 + 2i)
Z,=(14-90)+@22+1D)
Zy=(1-0)+(3-2D)

3) Multiplication dans C
33’ = (a + ib)(a + ib)
=aa’ +aib’ + a'ib — bb' (i* = —1)
=aa’ — bb' + i(ab’ + a'b)

Exemple : Calculer: 2, = (3 + 4i)(1 — i)
Z,=(2-3D@1+2D)

4) Puissances entiéres de i

10 — il :/{/ iz - )’1_ ig :--L ]
. " o - ) e
1'4 5 iy I,S =~ l6 1 ’1. 17 = K
i8 A ig — /\l ilO z’il" ill =‘N
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Remplir ce tableau et constater que VneN: i* =1; i** =i; " =1,

FAn+3

[ —i

Exercice - Calculer A = i%? —3i° +3i"*

122 4 202 —

;2002

i »1998

+ 21

I

3i14 +-3i2000

Il

B=i

€

D

E = 14i%%% + 14i®

I

F=i341*4+i%+ (*® + 14i°
Exemple : Calculer A = (1 + 2i)°
B = {2 + ZL)(51 —2)
C =—aipy 40y
D=(@2-0D)(2+ D) +180)

4) Conjuqué d’'un compiexe
1) Définition :

Soit 3 = a + ib un nombre complexe. (On appelle conjugué de 3 le complexe noté 3
(lire 3 barre) tel que : 3 = a — ibdonc #e(}) = (3)
Jm@3) = —-Jm@3@)

Exemples : 3 = 2 + 30 3=1
3=2-30 =1
3=2i
3= —2i

2) Propriétés du conjugué
1)3=3
2)3ER & 3=3

3)3€iR < 3=-3
4 3+3=a+ib+ a—ib=2a=2%(®)
5 3—3=a+ib— a+ib=2ib = 2iIm(3)

6) 33 = (a + ib)(a — ib) = a* + b*

s P St
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La propriété 6 du conjugué permet de mettre sous forme algébrique :

1) L'inverse d'un complexe non nul. Eneffet: 3 = a + ib
1 1 a—ib __ a—ib a T

. ~— = =
3 a+ib  (a+ib)(a—ib) a?+b?  a2+b? aZ+b?

Exemple : Ecrire sous forme algébrigue les inverses des complexes suivants :
a=1;b=114+2i; c=4i—3
d=—-2-5i ;e=4i , f=3-2i
2) Le quotient de deux nombres complexes : Il suffit de multiplier le numérateur
et le dénominateur par le conjugué du dénominateur.

Exemple 1 : Ecrire sous forme algébrique les complexes suivants :

1-7i 11-9i 2+i 3+2i
4+3i 1-i i i—2
_ 3-5i  1-i e 1-9i  5+12i

2i=-3 4i

e = ] X
2+3i —-3+2i

Exemple 2 : Résoudre dans C I'équation
(1+20)?3-5+8i=0

5) Représentation géométrique d’'un complexe

1) Définitions
Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (0, i, 7).
A tout nombre complexe 3 = x + yi, on associe l'unique point de couple de
coordonnées (x, y)
On dit que M a pour affixe 3 ou encore que M est le point-image de 3. On note M(3).
On dit de méme que le vecteur OM a pour affixe 3 ou que OM est le vecteur-image
du complexe 3. On note W(g).

Remarque
L'axe (0,1) des abscisses est 'ensemble des point-images des complexes réels. On

I'appelle pour cela “axe des réels”.
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L'axe (0,v)des ordonnées est l'ensemble des point-images des complexes
imaginaires purs. |l est donc appelé “axe des imaginaires purs"‘.

Exemple : Placer dans le plan complexe muni d’'un repére orthonormé direct (0, U, V)
les points A, B,C et D,point-images des complexes suivants :
1—-2i ; —2i ; 25 ; 3+4i
2) Calculs vectoriels avec les affixes
1. SiAG3,) et B@g) alors AB(3, —3p)
2. Si U3, et ¥(3y) alorsiu+ ¥ apour affixe 3 + 33

3) ku apour affixe k3y

O0A Tl

4) Le milieu I de [AB] a pour affixe 3, = ->—?

o]

1

Exemple - On donne A(=2 + i) ; B(3 + 3i) et C(1+=0)

1) Calculer les affixes des vecteurs AB et AC
2) En déduire que les points A, B et C sont alignés.
3) Calculer 'affixe du milieu I de [AB]
4) Soit le point D(3,)
a) Calculer I'affixe de D
b) Deéterminer I'affixe du point E tel que ABDE soit un parallélogramme
6) Forme trigonométrique d'un complexe

=4
t
~

La position du point M dans le plan est déterminée par le couple (x,y) de ses
coordonnées mais aussi par I'angle orienté (OU, OM) de mesure 8 et de la distance OM

Le réel O est appelé un argument du complexe 3 et la distance OM est appelée

module de 3
On note 8 = arg(})

EtOM =7 = [3| =+/33 = /22 + 2
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* Module d’un complexe

Remarque : Le module est dans C ce que la valeur absolue est dans R d’ou les
propriétés.
Pi: v3ec [3l=o0

Ps: lal:{] < 3=0

Ps: [33'] = [31[3']
.3 3]

Pl |5 ==

N PY 3’|

Ps: 3" = 13]™

Pe: [3+3'] < 3] + |3']

Exemple : Calculer |e module de chacun des nombres suivants :

1) 1—-2i 2) 1-5i 3)3+4i 4)3 + 4
5 1-7i  7) 5+3i 8) 2i 9) i

5+i 5+i -
10) —5 1) == 12) 2 13) 2-1)

14) (1 + 20)°(1 + 31) 15) (22:43;;)((13;_?) 16)V3 + iv32

* Argument d’un complexe

e
=

Trouvons une relation entre les grandeurs suivantes - e couple (x,y)d’une part et le
module r et 'argument 8 d’autre part puisqu'elles caractérisent |g méme position de M.
Dans le triangle OMH rectangleen Hon a :

OH «x x
cosf@ =—==2= cosf =<
=

OM T r
: MH y . _y
sinf = o sinf ==
i oM r r
Ce systéme permet connaissant x, y de déterminer une mesure O de I'angle (%, OM)
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Exemple :si3 =1+ i alors

1 vz
cos(—}==:? N

E o 0==4+2kn ke€eZ
. MH 2 4
Sing = —=—

OM 2

La mesure principale de (ﬁ_,_d_ﬁ) est appelée argument principal de 3 et noté ARG(3)

o Opérations sur les arguments
Si ARG(3) = 0 alors

ARG(3) = —ARG(3) = -6
ARG (%) = —ARG(3) = —9
ARG(—3) = ARG(3) + T
ARG(3) =0< 3ER

ARG(3) =3 ou—3 si 3 € iR’

ARG (33') = ARG(R) + ARG (3)

ARGE) = ARG(R) — 4ARG(3)
3
ARG(3™) = n ARG(3)

Remarqgues : les relations restent valables avec les autres arguments. Il suffit
d’ajouter 2k au membre de droite.

NB : Le complexe 0 n’a pas d’argument.

]
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Rappels de trigonométrie : on donne ci-dessous les lignes trigonométriques

(cos et sin) des angles remarquables dans le cercle trigonométrique.

1] 7009

damm

~

e
N
o

Ll

P

Exemple : Déterminer les arguments principaux des complexes suivants

3, =1 32 =1+ V3

. V3-i
33=1+l\[§ 34 ="
35:%+_if§ 36 = (22D -1

2
4
57=(‘€; ) 38=("1_i)4
39 = i(V6 — iV2)
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Forme trigonométrique de 3 : c'est I'expression du complexe 3 en fonction de son

module 7 et de son argument 8.

g_x

cosd == x=rcosd
sin9=*§ 7 y=rsind
Or 3=x+yi

3 = 1cos8 + Ti sin® = 1(cosd + i sinb)

3 = r(cosO + i sin@)

Exempie 1 : Ecrire sous forme trigonométrique ies compiexes suivants :

3, = —4+4 32_—_1_—;'\/5

33 =1+1 34=(\[§+i)4

35 =—3— 13 36 = (V3 + (-1 + 1V3)
37 = (-1 Di = (3D

39 = 1;:/5 310 = (V3 + i)3

1+
Exemple 2 : On donne le complexe 3 = N

1) Ecrire 3 sous forme trigonométrique puis sous forme algébrique
T

. 2 T s
2) En déduire les valeurs exactes de cos = et sin =

Exemple 3 :
1) Déterminer le module et un argument des complexes suivants: 31 = 1—iet
32 =1+ iV3 puis 33 =3§~
2
2) Ecrire 33 sous forme algébrique

%5 7T . T
3) En déduire les valeurs exactes de cos — etsinT
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7)Eorme exponentielle d’un complexe

L'écriture 3 = re'® est appélée forme exponentielle du complexe 3

Cette forme est la plus commode dans les calculs de produits, puissances et
guotients des complexes. En effet,

Siz=reet3 =71'e

1) 33 = rr'el®+®)
i0
2 -3—: TB. - = Lei(e—a,)
} ai .rie'tﬁ ol
i1 1,8
%) 3 rlei® 7 €
) 5= ga
5) =i == ret(ﬂﬂt)

8) _Application des nombres complexes en trigonomeétrie : Formules de

= B
Moivre -Formule de Euler

1) Formules de Moivre :
Le mathématicien de Moivre a utilisé les nombres complexes de module 1 pour

faciliter les calculs trigonometriques notamment I'expression de cosné et sinnd en
' fonction de cosH et sinf.

En effet - si 3 = cosb + isinB alors

3" = (cos® + isind)"

3™ a pour argument 8 donc: 3" = cosno + sinno dol

(cos0 + Lsing)" = cosnd + isinnod

Exemple :
1) Exprimer cos28 et sin26 en fonction de cosO et sin®

2) Exprimer sin30 et cos30 en fonction de cos8 et sind
3) Exprimer cos46 et sin4@ en fonction de cos6 et sind

2) Formules de Euler :

S e ————

Le mathématicien Euler utilise 'expression exponentielle des complexes de module 1
- pour effectuer les calculs trigonométriques

En effet : 3 = cosO + [sind = el @
3 = €osb — ising = e % @
3™ = cosn® + isinn® = gHe @
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3™ = cosn® — isinnd = g @

e“’+e-e
®+@ donne c0s6 =

ewge
@ donne sind = -
ems_l_e—me
@ + @ donne cosnB = .
. eine_efine
@ —@ donne sinnB = y
. - N
= 2
3 Bietefie
SN =—————
21
cosnd = emue’inﬂ
N 2
sinne ginﬂ _Bf-inn
L =
20

Application a ia trigonométrie

Euler a utilisé ces égalités pour exprimer cos™6 et sin™@ en fonction

trigonométriques affines c'est-a-dire les linéariser

Exemple 1: Lmeanser les fonctions suivantes :

1) f(x) = cos’x 2) f(x) = cos3x

3) f(x) = cos*x 4) g(x) = sinx

5) g(x) = sinx 6) g(x) = sin’*;'c
Exemple 2 :

1) 8 étant un nombre réel, linéariser sin 330 cos’0
2) En deduire une primitive sur R de la fonction f: x ——» SiN 33x cos?x
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Point méthode : Pour le développement de (a + b)™ on peut utiliser le triangle de
' Pascal pour trouver les coefficients du développement.

(a+b)°

(a + b)! 1

(a + b)* 2 4

(a + b)? 3 3 1

(a+ b)* 4 6 4 1

(a + b)° 510 10 5 1

(a + b)® 6 15 20 15 6 1

9) Racines n*™ d’un nombre complexe écrit sous forme exponentielle

Définition :
n étant un entier naturel non nul et Z un nombre complexe de module p et

d'argument 8, on appelle racine n®™e de Z tout nombre complexe 3 tel que 3" =5

Résolvons donc cette équation dinconnue 3 = re™™

Pna:3" =2
o T.‘n.ei’n.oc ___péie
n -
= {T =P
n«=9+ 2kn keZ
r="p
=
x= 24 28 keZ
n n

L’équation admet donc exactement n solutions correspondant aux valeurs

Conclusion :

1) Tout nombre complexe 3 admet donc exactement n racines n
2) Les points-images de ces racines sont situés sur le cercle de centre O (origine du

repére) et de rayon /p.

emes

Exemple1 : déterminer les racines cubiques de 1 et placer leurs points-images dans
le plan muni d'un repere orthonormé direct (0,4, ¥)

Exemple 2 : Résoudre dans C I'équation =1
Exemple 3 : Déterminer les racines cubiques de Z = 8i

Exemple 4 : Résoudre dans C I'équation 36 = =1
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10) Equations du 2" degré dans C

E):3€C; ag® +b3g+C =0
aecC\{0} ; beC etCeC

2) Racines carrées d’un complexe écrit sous forme algébrique

Soit le complexe Z = a + ib
On se propose de déterminer les racines carrées de Z c'est-a-dire les complexes 3

fels que 32 =2z
On résoud donc I'équation 52 =2Z
Avec3 = x + Yl
(x +yi)* =a+ib
e x2-—y?+2xyi=a+ib

x2—yi=a
= {2xy=b

‘bour faciliter la résolution de ce systéme on y ajoute 'équation suivante |3%] = |Z|
o =3 o x*+y° =a? + b?

x2-y’=a @
Donc le systéme devient x2 +y*= JaZ + b2 @

2xy=>b
La résolution de ce systéme donne 2 complexes opposés qui sont les racines
carrées de Z.

Exemple :
Déterminer les racines carrées des complexes suivants :

Z, =7 +241 C By =i

3) Résolution de (E)
Méthode : Pour résoudre (E) on procéde comme suit :
+ On calcule le discriminant A= b* — 4ac de (E)

« On détermine les deux racines carrées g et —g de A

« On calcule les solutions 31 et 32 de (E)

—b+0o —b—0
et 32 =

‘31 T 2a 24
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Exemple : Résoudre dans C les équations suivantes
E); 3 +(6—4i)3+5—-14i=0

E); 3> —(4+D3+10i=0

E): 3% —2(1 +V3)3+5+2V3=0
(E); 32 +(2—60)3—-(9+6D)=0
(Es); 32— (2+20)3+8+8i=0
(Eo); 32 +3+1=0

37+ 11=0

(Es); 33° +23-3=0
(Eo): 3 —43=0

11) Equations de degrés supérieurs a 2

. Exercices 1 : On considére I'équation

E);3e¢C; 3 —2i3°+(@4+4D3+16+161=0
1) montrer que —2 est une solution de (E)

2) En déduire que (E) équivaut a :

E); G+2@E —-2(1+D3+8+8)=0

3) Résoudre (E’) et en déduire les solutions de (E)

Exercice 2 : On donne le polynome P tel que :

PR) =3+ @+ D3t +(-3+4)3-10+5i=0
1) Verifier que 2 — i estun zéro de P
2) Déterminer les nombres a et b tels que :

PR) = (3—-2+DE" +a3+b)
3) Résoudre dans C 'équation PR) =10

. Exercice 3 : Soit 'équation (E) telle que :

€): 3 —4iz? —(6+D)3+3i—-1=0

1) Démontrer que (E) admet une solution imaginaire pure 3q

2) Ecrire I'expression 33 - 41'32 — (6 + D)3 + 31 — 1 sous laforme

P =@—=2+1) (32 + a3 + b) ou a, b, sont des complexes a déterminer.
3) En déduire les solutions de (E)
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.Exercice 4 : On considére 'équation (E) dans C telle que :
3+ (1-90)3°— (20 +130)3 — 42+ 42i = 0
1) Démontrer que (E) admet une solution réelle 35 que 'on déterminera
2) Justifier que
(E) équivaut a 3+ 3)[32 — (2 +91)3 — 14+ 14i] =0
3) Résoudre alors dans C I'équation (E)

Exercice 5 : On pose P(3) = 34 = 333 *+ 32 — 33+ 1
1) Montrer que si un complexe o est une solution de I'équation P(3) = 0 il en est

) = &
de méme de < et -

2) a) Calculer P(1 + i)
b) En déduire trois solutions de I'équation P(3) = 0
c) En déduire une factorisation de P(3)

3) Résoudre dans C 'équation P(3) = 0

Exercice 6 :

1) Calculer (1 + i)? et (1 —0)?

2) Soit l'équation (E) : 3* + 8i3% + 48 = 0

Montrer que si un complexe X est solution de (E) alors — aussi est solution de (E)
3) Développer, réduire et ordonner (52 + 121')(32 — 41)

4) Reésoudre alors I'equation (E) dans C

T e R S S S
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@AP%TRE Vi

ET GEOMETRIE

- NOMBRES COMPLEXD

1) Nombres complexes et configurations du plan

La triple relation bijective entre les ensembles :
iP' Ensemble des points du plan muni d'un repére (0,1 ))
v - Ensemble des vecteurs du plan

C - Ensemble des nombres complexes, est résumée dans le tableau ci-dessous.

'Langage Langage Langage Formules
géométrique vectoriel complexe
Distance OM loM|] 1Z| Jxz+y?
Distance AB 28| 1Z5 — 24l J(xs — xA)z + (s — YA) )
Angle orienté (OI, OM) ARG(Z) =6 cos8 = ‘ZLsmB = I_Z_l_
Angle orientée AC ARG (Z s ZA)
g € (AB,AC) o —
"y — ZC - zA o ZC = ZA T
h Ag— AN g
Orthogonalité AB L AC Z, — 2, SRA ARG (ZB = Z) = 2
Colinéarité AB //AC Ze — Za R" ARG( E ZA) =0ourm
Zg — Zp Zp — 2y
Alignement de ey oy Ze—2Zp _ o (Zc - ZA) _
points AB // AC Z, -2, eR ARG Z. -2, =Q0our

Exercice 1 soit A(2) ; B(i) et C(1—20)
Déterminer la nature du triangle ABC

Exercice 2 - Soit un point M d’affixe 3 avec 3 € C\{1; -2}
1) Interpréter géométriquement :

o |32z

o w37

2) a) Determlner rensemble (D) des points M(3) tels que ARG

b) Construire 'ensemble (D).

(§m1) -3

Il

3) Déterminer et construire 'ensemble (€) des points M(3) tels que 371 soit unréel

3+2L

M
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Exercice 3: Quel est 'ensemble des points M(3) du plan tels que L soit un

3—1

imaginaire pur ?
Exercice 4 :

1) Interpréter géométriquement régalité |3+ 2| = 13 — 3 + i

2) Déterminer et construire rensemble (E) des points M(3) tels que

3+2l=13-3+i|

Exercice 5 : A(—V3 + i) ; B(—V3 — i) et C(20) sont trois points du plan
Démontrer que A, B, C sont sur le cercle de centre O et de rayon 2.

Exercices d’application
Dans tous les exercices, le plan est muni d’un repére orthonormé direct ( 0,U, V)

Exercice 1 : On donne les points A(—V3 + 30); B2D, C(—I) et D3 — 20)
Démontrer que ABCD est un parallélogramme.

Exercice 2 - On donne A(—i) ; B(1 +1) et C(1—30)
Démontrer que le triangle ABC est isocele.

Exercice 3 : Soit A(—1—1); B(2 +3i) et C(—10— 131)
Démontrer que les points A, B et C sont alignés.

Exercice 4 - Soit A(—1—1i); B(4+1) et C(=2+ 1,5i)
Démontrer que les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires.

Exercice 5 - On donne les points A(3 + i) ; B(2i) et C(2 — )

1) Placer ces points

2) Démontrer que ABC est un triangle rectangle et isocéle en A

3) Déterminer l'affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme. Placer D.

4) a) Déterminer 'ensemble (€) des points M(3) du plan tels que [3 — 2 + 2i] =10
b) Les points A, B, D appartiennent-ils a (¢) ?
c) Construire (C)

- Exercice 6 : Soit A(i); B(1—1i) et C(2+20)

. Calculer gB_sA

et en déduire la nature du triangle ABC
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I) Nombres complexes et transformation du plan
On rappelle qu’une transformation du plan P est une application de P vers P qui, a
' tout point M associe un unique point M’ appelé son image.

Exemple : La translation, la rotation, 'homothétie, la symétrie centrale, la similitude.
Puisqu'il y a entre P et C une relation bijective alors a toute transformation F du plan

est associée une transformation f dans C qui, au complexe 3 (affixe de M) associe le

complexe 3’ (affixe de M")
C’est-a-dire :
P = P
M F— M
- C — C

- JE—

Afin d’alléger le cours nous donnons ci-dessous un tableau récapitulatif donnant les
transformations complexes associées aux principales transformations planes.

Transformations du plan et nombres complexes

Le point M'(2Z") est I'image de M(2) par la transformation

Transformation Définition géométrique | Définition complexe
Translation tu avec u(Z;) MM’ =u 2'=Z + 2,
Symétrie centrale S, avec P e Z'—2Z,=—(2 - Z,

Y I 0 aM’ = OM 0 ( 0)
0(Z,)
Homothétie h de centre Q(Z, i s Z'—Zy=k(Z -2
(Z0) Y 0 = k(Z — Z0)

et de rapport k h(Q; k)
Rotation r de centre Q(Z,) et QM’ = OM : Z'— 2, = e (Z - )
danglea () Mes (OM, OM’) = a

g g = kT - Zy)
Similitude directe de centre OM’ = kOM ouzZ'=az+b
0(Z,) de rapport k et d'angle { T

a S(Q, k: a) Mes (Q.M, OM ) =a ae (C*

beC
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Application

Dans le plan complexe on donne les points Q(—2 + i) et A(l—-1D)
Dans chacun des cas suivants déterminer I'écriture complexe de la transformation
plane et en déduire I'affixe de l'image A’ de A.

a) Symétries de centre ()

b) Rotation r de centre (1 et d’angie £
c) Homothétie h de centre () et de rapport 2.

d) Similitude plane directe S de centre (, de rapport 3 et d'angle de mesure =

e) Translation tu avec 1(1 + I).

Comment déterminer la nature et les éiéments caractéristiques d’une
transformation plane a partir de son écriture complexe :

3 =az+b;a€C,beC

Tous les cas sont résumés dans I'organigramme ci-dessous

— ¥
adcis ¢

non
lal| =17
Translation Homothétie Rotation Similitude
tu avec h(Q; a) avec r(Q; x) avec plane directe
- b b
U.(b) =T o =Tet S(ﬂ,k,oc)
a e avec
o= ARG(G,) _ b
=1,
k= lal

NB : Toute homothétie de rapport a est une similitude plane directe de rapport |al
Toute rotation est une similitude plane directe de rapport 1.
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Exercice 1: Dans chacun des cas suivants déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de la similitude directe dont on donne une écriture complexe :

1) fC —*§

3 —» —33+1—2i
2y € ==

3 —» (1+0)3+20

B EE —¥% L
3 —»3+1—50

4y i € === [
3 —»i3+1-—1

Exercice 2 : On donne les points A(—1 — i) ; B(1); C(1 + 3i) D(5 + i)
Soit S la similitude plane directe telle que :
S(A)=C etS(B) =D
1) Déterminer le rapport k de S
2) Déterminer 'angle 8 de S
3) Déterminer I'écriture complexe f associée a S
4) Déterminer I'affixe w du centre (1 de §
5) Déterminer les caractéristiques (centre et rayon) de I'image (C') du cercle (C)
de centre A et de rayon 2.
6) Dans le plan complexe muni d’'un repére orthonormé (0O,L]) d'unité 2cm,
placer les points A; B; C; D et construire les cercles (C) et (C').
7) Justifier que les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires.
Exercice3 : Dans le plan complexe muni d’'un repére (0,4, %) d'unité 4cm. On donne

A(2i) ; B(1) etCG+ 1_2@

Soit la transformation f: € ——» C
3> 2¢" 334 1V3

1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation R
du plan associée a f.

2) Soit (€) 'ensemble des ponts M(3) tels que |3 — 2i| = 2
a) Déterminer et construire 'ensemble (C)
b) Déterminer et construire 'image de (C) par R

3) Soit (A) 'ensemble des points M(3) tels que :

I PO SR E
l3— 1] = |a s £|
d) Déterminer et construire (A)

e) Déterminer et construire I'image de (A) par R
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Exercice 4:

Dans cet exercice, Z désigne unnombre complexe quelconque et (P) le plan
complexe muni d’un repére orthormé R(0, €, €).

" 1) a) Développer réduire et ordonner par rapport aux puissances décroissantes de Z
I'expression : (Z2+2)(2% — 6Z + 34)

b) Soit (E) I'équation : 2° — 42° + 222 + 68 = 0. Démontrer que (E) admet un entier
comme solution.
c) Résoudre (E) dans I'ensemble des nombres complexes.
2) A, B et C désignent trois points de (P) d'affixes respectives —2;3 + 5i et3 —5i. La
droite (BC) coupe I'axe des abscisses en K.
a) quelle est la nature du triangle ABC ? Justifier votre réponse.
b) R désigne la rotation du plan teile que R(K) = K et R(B) = A. Préciser la
mesure principale de I'angle de R.
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 -a CHAPITRE VI : EQUATIONS DIFFERENTIELLES -

1) Définition : -
On appelle équation différentielle une équation dans laquelle Finconnu est une
fonction numérique et qui (I'équation) contient une au moins des dérivées
successives de la fonction inconnue.

- Exemple : (E); 3f"=2f=0

(E): —2F +4f =g

(E) ; —4f" +2f'+4f =0
Résoudre une équation différentielle revient a déterminer toutes les fonctions
b qui la vérifient.

Remarque - Souvent au lieu de dire résoudre une équation différentielle on dit
intégrer 'équation différentielle.

2) Equations différentielles du 1* ordre sans 2" membre

Ce sont des équations du type :
(E);af +bf=0ocuaeRet heR

Exemple : (E1) ; 2f' +3f =0
(B2) 5 —%f'=2f
(Es); —7f'+f =0

Résolution - On démontre que toutes les fonctions f solutions de I'équation (E) sont

telles que : b, -

f(x) =Ae a~ avec AR

Exemples : Résoudre 'équation (E) ; f "+3f=0
Les fonctions f solutions de (E) sont telles que flx) = Ae~ 3% avec AER

Exercice 1 Résoudre chacune des équations suivantes et déterminer la solution
satisfaisant la condition donnée :

(E)); f'—2f=0 et f(0)=2
(E); fl+7f=0 et f(1)=2
(Es);—6f’+f=0 et f(3)=3
(E);2f —Zf=0 et f(-1)=2
(Es); f'+3f =0 et f(0)=-5
(Eo) ; 2V3f +f' =0 et f(0)=1
(En); —2f' —4f =0 et f(0) =2
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Exercice 2 :

1) Résoudre I'équation différentielle (E): 2f '+ f =0
2) Déterminer la solution particuliere g dont la courbe représentative passe par le
point de coordonnées (2; 1).

Exercice 3 :

Soit léquation différentielle (E): f' + 2f = x?+1
1) Résoudre I'équation différentielle (Fy:f'+2f=0
2) Déterminer une fonction polynéme g du second degré, solution de (E).
3) Démontrer qu'une fonction h est une solution de (E) si et seulement sih — g

est une solution de (F).
4) En déduire les solutions de I'équation différentielle {E).

Exercice 4 :

Soit I'équation différentielle (E): f'+2f = 5cosx
1) Résoudre I'égquation différentielle (F): f' +2f =0
2) Déterminer les nombres réels a et b tels que la fonction g définie sur R par:
g(x) = acosx + bsinx estune solution de (E)
3) Démontrer qu'une fonction h est une solution de (E) si et seulement sih — g
est une solution de (F).
4) En déduire les solutions de I'équation différentielle (E).

Exercice 5 :

La proportion d'atomes de carbone 14 présents dans un organisme mort est une
fonction f du temps £ (en années ) qui vérifie 'équation différentiell‘e
(E): f' +0,000121f = 0

1) Résoudre 'équation différentielle (E).

2) Déterminer la solution particuliére g telles que g(0) =1.

3) On appelle période dun élément radioactif, le temps T au bout duque! la

oitié des atomes initialement presents s sont désintégres.

4) Calculer, 2 10 ans prés, la période du carbone 14.
5) Quel est l'age, 3 100 ans prés, d'un 08 fossile qui contient 23% d’atomes de

carbone 14 par rapport & un 0s contemporain ?

 S—
R e R T e T T e
- e e P S e Rt S R
B M BT TR T e
Ea 2



3) Equations différentielles du 2™ ordre sans 2" membre

Ce sont des équations du type :
- (E):af"+bf +cf=0 aveca e R*;beR et ceR

Exemple :
2f”~2f'+f=0
_3]6” _f! — 0
4_]:'" — sz — O

Résolution de (E) : ,

Pour résoudre une telle éguation on procéde comme suit -

_ Etablir l'équation caracteristique (E") de (E) dela facon suivante
(E’);ar2+br+c=0 reC
En remplagant /" par r2: f'parretfparl.

. Résoudre Péquation (E") :

_ La forme des solutions de (E) dépend de la nature des solutions de (E")

Puisque (E") estune équation du 2™ degré on distingue 3cas:

* 4% cas : Le discriminant A= b? — 4ac est strictement positif (4> U)

- —b—/A —b—/A
(E") admet 2 solutions réelles distinctes 73 = zf et 1, = Z;F

Les fonctions f solutions de (E) sont telles que

f(x) = AeT1* + BeT2* avec AER, BeR

Exemple : Résoudre réquation (E) ; f "o -2f=0
o —b
*9a cas: A= 0, Yequaion (B admet une racine réelle double 75 =
Les fonctions f solutions de (E) sont dans ce cas telles que :f(x) = (Ax + B)e'o*
Exemple : Résoudre dans R I'éguation
®:f - f =0

* 33 cas: A<O; réquation (E") admet deux racines complexes conjuguées
r, =« +iff et 72 =x —if§

Les fonctions f solutions de (E) sont dans ce ¢as telles que

f(x) = (Acospx + Bsingx)e™* avec (AERBE R)

Exemple : Résoudré dans R 'équation

@®;fr+frf=0
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Exercice 1 : Dans chacun des cas suivants résoudre I'équation (E) et déterminer la

solution qui satisfait la condition donnée :
1) (E); f"—5f"+4f =0 avec f(0)=1 et i) =0

2) (B);f"+6f +9f=0 avec f(1)=0et f'(2)=3

3) (E); f"—2f +5(=0 avec f(0)=0 et f'(m) =1

&) (B):f"+2f +3f=0 avec fO) =0 et f'(3)=-1

5 f"—f=0 avec f(5)=3 et f'(2) =4

6) f'+9f=0 avec f(3) =2 et 5 =3

7 f'+4f =0 avec f(m)=0 et f'(0)=1
Exercice 2 :

Soit les équations (E, ) et (E;) telles que : (E;) : f” +4f = 0 et
(E,): f" + 4f = 3cosx ol f est une fonction numerique deux fois dérivable

1) Déterminer les fonctions g solutions de (Ey)
2) Vérifier que la fonction cosinus est solution de (E,)
3) g étant solution de (E,) vérifier que toute fonction h telle que h(x) = g(x) + cosx est

solution de (E;)
4) Parmi les fonctions h solutions de (E,) déterminer celle qui vérifie h C:D =0 et

h (’1) =1
2
Exercice 3 : On donne 'équation (E) telle que :
EB): f"—f+3f =0
1) Résoudre (E)
2) Déterminer la solution g de (E) qui vérifi

- Sa représentation graphique (Cg) passe par le paint A(0; 4)
_ Latangente a (Cg) au point d'abscisse 2 a pour coefficient directeur 0.

e les conditions suivantes :
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Exercice 4 : Soit 'équation (E) ; v +2y' + 5y =0
1) Veérifier que les fonctions f; et f; telles que fi(x) = e *cos2x et
f>(x) = e *sin2x sont solutions de (E).

" 2) On admet que toute solution P de (E) est de la forme P(x) = Afy(x) + Bf,(x)

(A€ R,BeR).
3) Démontrer qu'il existe une solution f et une seule de (E) dont la courbe passe
par le point A(0; 1) et admet en ce point une tangente de coefficient directeur —3.

Exercice 5 :

1) Résoudre 'équation (E) ; 16f" +f =0

2) Déterminer la solution f de (E) vérifiant f 0 =1et f2n) = —3
3) Démontrer que f(x) = ZCOS(E + %)

e e o P =
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__SUIET N°1 BAC2010

Exercice 1
On considére |'équation différentielle (E) : y" —3y' + 2y = 6xe ™™
1) a) Résoudre sur R I'équation différentielle (Eg) : y" — 3y’ +2y =0
b) Démontrer que la fonction g définie sur R par g(x) = (x + %) e~ est une solution
= de (E).
En déduire la solution générale de (E).
2) Le plan est muni d’'un repére orthonormeé (0,1, J). Soit f la solution de (E) dont

la courbe passe par A(0; —%) et admet en ce point une tangente paralléle a la

droite d’'équation = —gx :

a) Déterminer f(x)
b) Calculer a I'aide d'une intégration par parties, l'intégrale | = fol g(x)dx
c) Calculer K = f; fx)dx

Exercice 2 :

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé direct (0,4, 7) (unité
graphique : 2cm) ; on considere les points A et B d'affixes respectives Z, et Zg telles
que Z, = e et Zp = —1+ V3.

1.a) Déterminer le module et un argument de Z; puis écrire Z; sous forme
exponentielle.

b) Ecrire Z, sous forme algébrique.

c) Placer les points A et B dans le repére (0,14, 7).

2) Soit Z un nombre complexe non nul d'argument principal 6 et de module r.

a) Ecrire Z* sous forme exponentielle.

b) Déterminer les valeurs de 6 pour lesquelles Z2 est un nombre réel.

3) Soit (D) 'ensemble des points M d'affixes Z pour lesquels Z2 est un réel.

a) Vérifier que A et B appartiennent a (D)

b) Déterminer la nature de (D)

¢) Construire (D)
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__SUIET N°2 BAC 2011 |

Exercice 1

‘ On considére la fonction f définie sur ]O; 7| par

fo) = 52225 o1 = 7 f(x) dx

2(1—cosx)
Ccosx 1 .
1- Démontrer que, pour tout x appartenant a 10;z[,f(x) = r— + b Sin x
T
5 COSX
2- Calculer | = [2—"=dx
gz Sinx
3- a) Démontrer que, pour tout x appartenant a 10; [, —S% = %(ﬁgﬁx 1?2;;{)
m
5 1
b) Calculer K = [# ——dx
z Sinx

c) Alaide de ] et K, calculer 1.

Exercice 2 :

On considere sur ]0; +oo[ |, 'équation différentielle
(E);y" — 2y = =~ 2inx

1- Résoudre 'équation différentielle (E,) ; y’ — 2y = 0

2- a) Démontrer qu'une fonction f définie sur ]0; +oo[ est solution de (E) si
seulement si la fonction g définie sur ]0; +oo[ par g(x) = f(x) — Inx est

‘ solution de (E,) .

b) A l'aide d’'une intégration par parties, calculer f 1x Intdtol x> 1

3- Déduire de la question 2) la solution générale de (E)

4- Déterminer la solution particuliére f de (E) telle que £(1) = 0 et F{1)= e?
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Probiéme
X
3+e*
On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repere
orthonormé (0,1,]) (unité graphique : 2 cm)

On considére la fonction f définie sur R par fxX)=x+2-

Partie A
1- a) Calculer la limite de f en —o
b) Démontrer que la droite (D,) d'équation y = x + 2 est asymptote a (C) en
—Q0
Etudier la position relative de (C) par rapport a (D).

2- @) calculer la limite de f en +o0

b) Démontrer que V X € B flx) =X 2+e—,%i—3

¢) En déduire que la droite (D,) d’équationy = x — 2 estune asymptote a (C) en +o
d) Etudier la position de (C) par rapport a (D).

Démontrer que le point A(In3; In3) est un centre de symetrie de ().

4- On suppose que f est dérivable sur R.

w
1

x_
a) Démontrerque VX ER, f "(x) = (2x +§)2

b) En déduire le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.

c) Démontrer que I'équation f (x) = 0 admet une seule solution X et que &
appartient a l'intervalle |—1,8; -1,71 .

d) Déterminer le signe de f (x) suivant les valeurs de x.

Déterminer une équation de la tangente (D3) a (C) au point d’abscisse 0.

Placer le point A ; tracer les droites (D;) (D,) (D3) puis construire ©)
On prendrax =~ —1,75

()N e) |
] T

Partie B
ex
e*+3
5_ Soit A un réel strictement négatif. On note A(A) 'aire en cm? du domaine du plan
délimité par (D,) ; (C) et les droites d'équations x = Aetx=0
a) Démontrer que A(A) = 16In4 — 16111(6’1 + 3)
b) Calculer lim A(A)

— —o0

1- Déterminer une primitive de la fonction g définie sur IR par g(x) =

___——__——_'———M
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SU'ETNog BAC 2012

Exercice 1:
On considére le polyndme P défini sur R par P(x) = 9x> +3x2 —5x+1
1-a) Calculer P(—1) . En déduire une factorisation de P(x) en produit de polynémes
‘du premier degré
b) Etudier le signe de P(x).
- Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes !
a) 2lnx +In3 =in(x—-1)—-mGBx+1)
b) 9(inx)* + 3(Inx)* — 5(lnx) + 1 <0
c) 9e** +3e*+e*-5>0

Le plan complexe est rapporté & un repere ortnonormé (O, €y, €;) (Unite graphicue - 2 om)
1- Résoudre dans C, I'équation 32 — 2\/53 +4=0
. 2. On considére les points A et B d'affixes respectives 3, et 3, telles que
3y = V3-—i, 3 = V3 + i et C le milieu du segment [OB] d'affixes 3
a) Calculer 3. puis déterminer le module et une argument de chacun des nombres
complexes 3, , 3 €t 3,
b) Placer les points A , B et C dans le repére (0,51, ?2’2).

c) {',‘alculeré—“L sous forme algébrique puis en déduire la nature du triangle OAB
B

3- Soit f rapplication du plan qui, a tout point M d’affixe 3 associe le point M’
d’affixe 3’ tel que 3’ = —i3

a) Soit D limage du point C par 'application f

1 3

Démontrer que 3, =5 — —Z—i

b) Soit E le point du plan tel que DE = 2€;
1 .
Démontrer que l'affixe 3. de Eest3, = [1 + {4~ \/§)]

c) Démontrer que les points A, C et E sont alignés.
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Probléme

Partie A

Soit g la fonction définie sur [0; +oo[ parg(x) =x— 1+ e™*.
1- a) Calculer la limite de g en +o0

b) Etudier les variations de g puis dresser son tableau de variation.
2- En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B
On considére la fonction f définie sur [0; +oo[ par
1
{f(X) =xe x si x B4
f0)=0

et (C) sa représentation graphique dans le plan muni d’'un repére orthonormé O,L]D
(Unité graphique : 4 cm)

1- a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f & droite en 0. En déduire une
équation de la tangente & (€) au point d’abscisse 0.
b) Calculer la limite de f en +co.

2- On suppose que f est dérivable sur l'intervalle ]0; 4o
a) Calculer f'(x) pour tout x strictement positif puis justifier que f est strictement
croissante sur [0; +oo[
b) Dresser le tableau de variation de f.

3- a) Démontrer que pour tout x strictement positif, on a :
1
[ —x-1)=xg®)

1 ’ 1
b) En posant X = -, calculer lim xg(;)

En déduire que la droite (A) d'équation y = x — 1 est une asymptote a (€) en +o

¢) Etudier les positions relatives de (C) et (A) (on utilisera la partie A).
1
4- a) Donner une équation de la tangente (T) & (C) au point d’abscisse .

5- Construire (T) , (A) et (€) dans le repére (0,1, ]).
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Partie C

1- a) Démontrer que léquation f(1) =1 admet

une seule solution o« dans
lintervalle [0; +oo[

b) Démontrer que appartient a lintervalle ]1,76; 1,77]

c) Déterminer le signe de f(x) = 1 suivant les valeurs de x.

2- Soit A laire en cm? dy domaine du plan délimité par (C) et les droites

; : 1
d’équations respectives y=1,x= % etx = 7

a) Démontrer que V x € [0; 1], 0<f(x) <x
b) En déduire un encadrement de A.

CE MATHEMATIQUES DE L’ENSEIGNEMENT TECHNIQUE DE L’ECOLE WILLIAM PONTY Page 78




e + B3 L g R
& Z ——
CORRECTION DU SUJET N°1 - = ~o 3
BAC 2010 ., ' R i
Exercice 1:
(E);y" ~3y" + 2y = 6xe—x
1) a)Résolvons dans R I'équation :
(Eo);¥" =3y"+2y =0
(Eo) a pour équation caractéristique :
(E) ;72 =3r+2=09¢ /-A':(’?'gi'dxj'_/“
A=9‘—4(2)><1=1 ,
3+1 3-1
?‘1—7 2 et 7‘2—-‘—2——1 [

Les fonctions y solutions de (E) sont donc telies que _—

: 56
AER;BER /f»") ,4/6

, y(x) = Ae?* + Be*

b) Démontrons que g est solution de (E)
g(x) = (x + g)é""x
g'(x) = [(x + g)e“"]

=(x+ g)’e“x +E ) (x+ g)

—X

- 5
=e —ex@+?

- 1
=g x(-—x+g)

8" = [g'®] = [e*(-x+ ]

- 1 —
= X _ A I X
= —€ (x+6) e
iy
- p—X —e
== € (x 6)

g"(x) —3g'(x) + 28(x) = e~ *(x ~ Z) —3(—x + l)e_x + 2(x + -—)e“x
= e“x(x——-+3x—~~—+ 2x+3)
= e *(6x) = 6xe™ x

donc g est solution de (E)
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2) a) Deéterminons la fonction f solution de (E) telle que (Cf) passe par A(0; —%) et

La solution générale de (E) est telle que : y(x) = Ae®* + Be* + (x+ %)e“"f

e . . : 5
admet en A une tangente paralléle a la droite d’équation y = — zx

s [ est solution de (E) donc:
f@x) = Ae® + Be* + (x + e
» La courbe (Cf) passe par A(0; — '16) donc f(0) = —%
@ =-7

o e + Beo gl o s
6 6
< A+B + == __%
< A+B=-— @
e lLa tangente en A a (Cf) est paralléle a la droite d’équation y = —gx signifie que
fl0)=-=

Calculons f'(x)

i

[/ = [Ae* + Be* + (x + e
= 24e%* + Be* + (x + %)'e—x + (€@ (x+ g)

—Ae?* +Be¥ +e ¥ —e X (x+ %)

5 5
f'(0) = ——<:>2Ae + Be? + e® eo(0+g)=_E
<:>2A+B+1—§=_%
S| 2A+B=-1

Des égalites @et @ ona:

{2134188__:11 e {B= 21

Donc la fonction f est telle que f(x) = —e* + (x + g)e‘x

f(x)=—€e*+(x +%)e—x

b) Calculons l'intégrale | = fol g(x) dx a l'aide d’'une intégration par parties
I= fal g(x)dx = f;(x + %)E”x dx .
Posons u'(x) = e *donc u(x) = —e™*

O e S T S e e e
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v(x)z(x+—2—) doncv'(x) =1
_ S e
donc 1= [-e x(x+g)]0 — [l(—e ) dx
_ 5.1
=[-e @+ D] - e
=i e ——1—1 —xl
(= 5)¢ L
=(<1-Ye-y U0 17 4 1
=CLl-Re gl =-Teli =

(=117 1 _11-17¢71
6 6 - 6

Calculons l'intégrale K = fUI f(x)dx

K= [, f()dx = ['(~e* + g(x)) dx
=[-e™ )5 +1
=—e li+1+41
11-17e~1
6
—6e ligt11-17¢~1
6

=—e 1414

_17—23e~1

K 6

27,

Exercice2:3, = e 3" et 35 =—-1+iV3

" 1)a) Déterminons le module et un argument de 3,

3= —1+ i3
3] = \/(—1)2 + (V3 =Vit3=+2=2

ggﬁizz

Soit- 6 un argument de 3,

cosf 2
_ = P ~
Ona: ’ 2 done {G_Z?j ARG 3, ==
R V3 3 2
sinB = —
2
Forme exponentielle de 3s i2n
. ﬁﬁ = Z2e 3
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b) Expression algébrique de 3a
27

= 2T s 2w
34 = 23" = cog(— ) + isin(— =)
or co (~ day o
R E
5 2 \/§
et sin (—-?—)- = ~—é—
1 V3.
donc 3, = —=_ V3 [
da 273

c) Représentation des points A et B

b) Déterminons jes valeurs de 8 pouyr lesquelles 33 est réel
3% = ?"3((_‘0339 + isin30)
3% estun nombre réel sj ot seulement gj Jm(53) =0

< sin38 =
‘ @38=U+2kﬂ;kEZOU39=H+2kTE;kEZ

2k
@8227?3 kez ou 9=§+-—3——ﬂ kez

Pourk=00na:80=0 ou *Pourk=00na:90=-;—t

. Pourkzlona:@l——-%?—t ou *Pourk=1ona:91=7t
2 1

Pour k = Zona:p, = T3 Ou *Pourk =20na:Q, = -3
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En conclusion les valeurs de 0 pour lesquelles 33 est un reel sont :
L2l 2 w m e
O R = T

531 3 1131 3

3) (D) est Il'ensemble des points M (3) pour lesquelles 3 est un réel

a) Veérifions que A et B appartiennent 4 (D) .

Arg 3y = —%—rdoncA € (D)

~ De méme ARG 3g = %—T donc B € (D)
b) L'ensemble (D) est la réunion des demi-droites
[OU) ; [DA) et [OB)privées de 0.

c) Construction de (D) (voir figure)

Probiéme :

Partie A : La fonction g est définie sur 10; +oo[ par g(x) =x—1-2xinx
1) a) Caiculons la limite de g en 0 et en 4+

lim g(x) = lim(x — 1 — 2xInx)

X—=0 X =0

> >

o lim(x—1)=-1 et lim2xlnx =0 car lim xlnx = 0
X =0 X —0 X =0
> > >

Donc lim g(x) = —1
X =0

=

lim g(x) = lim(x — 1 — 2xInx)

X — 4o X — oo 1
=limx(1———21nx)=—oo
x = 4o x
(limx = 4o
X — +oo
a . bk
car < lim==0
X
x — 4o
L lim—Inx = -
X — J4oo

limg(x) = 4o

X — +oo

b) Etudions les variations de g
g'(x) = (x — 1 - 2xinx)
=(x—1) —2(xinx)'
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=1-2(x'lnx+(Inx)'x)
=1-2(nx+1)
=1—-2lnx—2=-1-2Inx

g'(x) = —-1-2inx

Signe de g’ (x) et variations de g
gx)=0 « 2lix—1=0

o 2lnx = -1
1 _1
<:>lnx=—§ S x=e 2
1
x 0 e 2 +oo
—1—2Inx - 0 —

1 1
Vx € ]0; e_?[ g'(x) > 0 donc g est strictement croissante sur ]{); 8_2[

1 i

Vx € ]E_f; +00[ g'(x) < 0 donc g est strictement décroissante sur ]6_2; +00[
o

Ene 2z gadmetun maximum

Calculons la valeur de ce maxinmum

_1 _1 11
g(e 2)26‘ 2—1-—2e 2ine 2

1 1 1
= 2*1+2X'2—€ 2
L _1 1
=¢ 2—-14+¢€ 2=2e 2-1
2
2@
~ Ve

m
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Tableau de variations de g

|8 + 0 | ~
2“*-;’?
g(x) Ve
1 o

1
2) a) Démontrons que g admet un unique zéro X € ]0; B—E]

- |
g est continue et strictement croissante sur}o; € 2}

2l o -1 — 2—E
Elle réalise donc une bijection de |0; € 2] vers gl 10;¢e 2| = ]ml; e

—Je _1
Or0 e ]—1; %—] donc g admet un unique zéro a € ]0; e 2]

g(0,2) = —0,15; ¢(0,3) =0,02; 0€]-0,15;0,02[donc a € 10.2:0,3].
. i
b) g est continue et strictement décroissante sur ]e_?; +00[. Elle réalise donc une

J- "]
2—e

1
Or0e ]w—oo; 7e [ donc g admet un autre zéro dans l'intervalle ]8_2; +00[

1 _1
bijection de Je"i; +00[ vers g (Je ¥id, +ooD —

De p!ds g(l) =1—-1-2xX1ln1=0 donc le 2™ zéro de g est 1 car 1€
1
e

4) Déterminons le signe de g(x)
D’aprés ce qui précéde on a :
g(]0; <) = ]-1;0[ donc g(x) < 0 vx € ]0; [

() -

g(]e_%; 1D = ]0; 2;%/?[ donc g(x) >0 Vx € ] e_% : 1[

g(]1; +oo[) = ]—o0; 0] donc g(x) < 0 vx € |1; +oof

_ 1
2@\@[ donc g(x) > 0 vx € ]O:; e_i[

T e S s
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Vx € Jec; 1] glx)>0

vx € {; 1) glx) =0
Partie B :
{f(x)= 1—x+x% — x%Inx §i % S
f(0)=1

1) a) Etudions la continuité et la déri
Continuité

vabilité de f en 0

lm f(x) = lim(1 — x+x2 — x%lnx) =1

X =0
>

X =0

>
car im(1—-x+x2) =1et lim x2nx = 0
X =0

X =0

>
Donc lim f(x) = £(0) = 1 d'ou f est
X = Q

>
Dérivabilité - 7im £&-F(0)
x—o0Xx—0
>

( 1_—x+x2 ——lenx)‘l

= {im
X =0 X
>
XX —x2Inx
=lim—— = %
X =0 X
>
=lm(-1+x — xinx) = —1

>
continue en 0 3 droite.

m(—1+x) =—-1

X =0 X =0 X =0
> o>
car et lim xinx = 0
X =0
o
gmg(—fc)—_—];—m—) = —1 donc f est dérivable en 0 a droite et f4(0) = -1
L

>

b) Equation de Ia tangente (Ta(®)eno:

(T); y= f:(ﬂ) (x —0) + £(0)
=f0)x+ f(0)

L(T); Y=-x+1 f
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c) Etudions les positions relatives de (C) et (T)
Pour cela, on étudie le signe de I'expression d(x) = f(x) —
d(x) =1 — x+x° — x2Inx — (1 — x)
= x2 — x%Inx
d(x) = x2(1 — Inx)
Tableau de signe de d{(x):

55 0 e +0oo

%= + + +
1-—Inx + 0 =
Positions (C) est au © ) est en-
relatives de | dessus de (T) | coupe | dessous de (T)
(&) et(T) (T)

2) a) Calculons la limite de f en +o0
lim f(x) = lim(1 — x+x? — x%Inx)

x — +oo x = 4o

=ﬁmx(§—m+1—m@ o~

x — +0oo
car limx? =+ et
X — +oo

liml=0 et

X —4oX
lim—Inx = —o0
x — +oo
limf(x) = —o0
X - 4o

b) Calculons lim iG]
x — +oo X
f(x) (1—x+x2—x21nx)
= lim o = tim’——
x — too
) 1
= hmx(—z———i— 1 —I'n,x) = —00
x — +oo X x
; 1
car lim —=10
x — +ooX
lim —=0
X — focX
lim — Inx = —0
X — +oo
o fG)
X — 400 X
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Interprétation graphique du résultat precédent.
La courbe (€) admet une branche parabolique de direction (0]) en —co
3) a) Démontrons que f'(x) = g(x)
£/ =(1—x+x?— lenx)’
f
= (1-x)+(x?) — (x%Inx)
= —1+2x — [(x®) Inx + x2(inx) ]
1
= ~1+2x—[2xlnx+x2 x—]
X
= —142% — 2xInx' — %

=—-14+x— 2xinx
=x — 1 - 2xlnx = g(x)

fx) =g

b) Etudions les variations de

Le signe de f'(x) est celui de g(x) Or d'aprés la question 3.Aon a:
vxelo;x[ull;+oof g(x) <0 (f(x)<0)donc f est strictement décroissante ~ ~
sur |0; «[ et sur ]1; +ool.

vx € Jog; 1] g(x) >0 (f’(x) > 0) donc f est strictement croissante sur ]oc; 11.

en &, f admet un minimum

en1, f admetun maximum

Tableau de variation de f

x 0 o 1 +oo
flo)| -1 — 0 % 0 -
1 j
F(x) \\\
£ | ¢ —

f)=1-1+12-1%m1 =1

4) Construction de (C) et (T) (voir graphique)
5 1€e]o;«|

a) Calculons l'aire A(A)
AR = [Tf(x) - yldx x 4 cm?

= f;(xz — x%Inx)dx x 4 cm?

e e
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= [l x2(1 - nx)dx

Posons 1’ (x) = x2 donc u(x) =
1

x3
]
v(x) = 1—Inxdonc v'(x) =—=

4 4 4 a’ma 42

Finalement A (1) = T haa .
_ 162 N a23ind | 16
- 9 3 9
3 3 o
164 427 Ind 16 2
A(A) = - 9 -+ 5 + 3 cm
162°  42%ma

i . 16
b) %lglacﬂ(/l)—.!irg([-)— ———s +_9_)

3
1 . —1
= car ¢lim a4 =0
4 16 2
3
1-03
fiws R = it
A=0 ‘ 2
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CORRECTION DU SUJET N°2 : v
' BAC 2011 T

Exercice 1 :
1) f est défini ; -
} f éfinie sur ]0; 7| par f(x) T e
Démontrons que f(x) = L T sinx

sinx  sinx
Du cours de premiere, on sait que :
sin2x = 2sinx cosx

et que sin’x + cos’x =1 < sin?x =1 - cos?x @

2x = (1 - cosx)(1 + cosx)
2

< (1 -cosx) = S @

1+cosx

& sin

En utilisant les égalités @ et @ f(x) devient:

Tl = 2sinxcosx _ cosx(1+cosx)

sinx sinx
1+cosx)
2 A
_ OSXCOS™X _ LosXFA-sin X
- sinx - sinx
SX 1 sinzx COSX 1
_co £ SHLX LK. - sinx
sinx ' sinx sinx ~ sinx = Sinx
coSx 1 :
= — — sinx
f(x) sinx L Sinx sin
Z cosx
5 EOF
2) Calculons ] = f,z‘ —dx
Z Sinx
. . CO0SX
Soit la fonction g telle que g(x) = S

Il nous faut trouver une primitive G de g. Or (sinx)’ = cosx

| (sinx)
donc g(x) = sinx

d'ou G(x) = In|sinx| + C
avec x € Eg—] G(x) = In(sinx) + C

o
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par conséquent | = G (E) sy (E)

2 6

_ . T .

= In (sm-Z») —In (sm g)

— 1 —in(L

=inl-In (2)

=10 +Iin2
j=In2

, 1 1 si '
3) a) Demontrons que — = 5 1?2535 1ilz;xsx)

1(¢ sinx sinx smx 1
2\T—cosx * T¥cosx (1 cosx * 1+Cosx)

sinx (1+cosx+1—cosx)
Z 1—cos?x

_sinx( 2 ) sinx

2 ;2 .
sin“x/  sin"x
1
~ sinx
1 1/ sinx | sinx \
sinx E(l—cns‘x T 1+¥cosx)

T

b) Calculons K = f,r —1- —dx

‘}'E

1 sinx sinx
En utilisant le résultat précédent K = fn ——dx = fﬂ 5l g +COSI)
f (1 cosx) _[ (1+cosx) dx
Z 1-—cosx T 1+4cosx

%[ln(l —cosx) — In(1 + cosx)]g
6

19

_ _1_ [ln 1—wcosx]2
2

14cosxIz
6
1, 1—cos ] 1-—(.’05%]
2] n T+cosy & 1+cosg
1| 1-2
V3
21 1+
_ 1,2+
2 AR
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2
_1 . @2H3)
=5 In—7=

= ln@+ 3

K =In(2++/3)

4) CalculonsI alaidede]etK

T

-1 fcosx 1 .
Ona:1=f£§( +——smx)dx

6

sinx  sinx

rfsiniis
— Sinx

T b4 T
—_— it 1 ki .
I = f “Zdx + [Z——dx + [#(-sinx) dx
P ' sinx )

=]+ K+ [cosx]g
6
=m2+mm@2+J3)+ [cosg — cos%]

— 2+ In(2 +3) -2

I=mm2+n2+V3) -2

Exercice 2: (E);y" —2y' = %— 2Inx

1) Résolvons I'équation (E;) ;¥' —2y =0
(E,) est une équation différentielle du 1% ordre sans second membre donc ses
solutions sont les fonctions y telles que y(x) = Ae** avec A€ R

y(x) = Ae*

Ae R
2) a) g(x) = f'(x) — Inx et g solution de (E,) équivauta : g'(x) — 2g(x) =0
Ona:g'(x) = (f"(x) — Inx) ’
= () — (nx)’
=f"() —%
Etg'{x)—2g(x) =0
& 100 — = 2(f'(x) — (Inx) = 0
o f'(x) _“;1(.,_ 2f'(x)+2lnx=0

& f7(x) = 2f () =+ — 2lnx

Cette derniére égalité signifie que la fonction f est solution de I'équation (E). (ce qu'il
fallait demontrer).

B e  —
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b) Calculons flx Intdt x >1 araide d'une intégration par parties
Posons u'(t) = 1 alors u(t) =t

v(t) = Int alors v'(t) =%

donc flx Int di = [tin £]% - flxt X %dt

= xlnx — ["dt
= xlnx — [t]f
=xlnx —x+1

X

J, Intdt = xlnx — x + 1

3) Déduisons de la question 2) la solution générale de (E)
Ona: g(x) = f'(x) — Inx

< f(x) = g(x) + Inx = Ae® + Inx

<Sf)=GH)+C+ fle(t) dt ol G est une primitive de g

A
=Ee2"+c+xlnx—x+1 CER: Ae R

=§ezx+xlnx——x+C+1 ;CeR; Ae R

» A i o .
fx)=se* +xlnx ~x+C+1 ,CER; Ae R
2

4) Déterminons la solution particuliere f de (E) telle que f(1) = 0 et FH1) = g2
[ estsolutionde (E) o f(x) = fz’ieu +xlnx —x+C+1

fMD=0 & Se*+1nl-1+C+1=0

o Aeric=0 (1)

Calculons f'(x) : d'aprés ce qui précéde
() = g(x) + Inx = Ae®™ + Inx
Donc f'(1) = e?

o Ae? +inl = e?

o Ae? = ¢?
< A=1

— .4 1
Remplagons A par 1 dans I’egal:te@ - on obtient Eez +C=0 o C=— 582

En définitive la fonction f cherchée est telle que

flx) == e 4 xlnx — x — =g 1
J E .t.‘;;
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Probleme -

X
f est défnie sur R par f(x) = x + 2 — ;reex

Partie A :

1) a) Calculons la limite de fen—co
lim(x + 2 - 4exx)
x -~ 3+e

e lim(x+2)=limx = -

X = —wo X — —o0

433‘ ]
o [lim =0 car lime*X =g

x— —w3+€ X — —o0

donc limf(x) = —oo

X = —<0

b) Démontrons que Ia droite M) y=x+2est asymptote a (C) en —co

ex
lzm[f(x) (x+2)]—llm[x+2—+ —Xx— 2]
X — mx
5 X ...
Slmzg=0 (imer=o)

donc (D, ) est asymptote & (C) en —x

¢) Etudions la position relative de (€) par rapport a (DI)

4 X 2.4

fx)—y=-— 31ex St VXER; " 31ex < 0donc (C) est en dessous de (D) sur R

2) a) Calculons la Ilmite de fen+o
Um f(0) = lim(x + 2 — x)
X — +oo X — 4w 3+
e lim(x+2)=limx = +oo

X = +oo X = +4oo

4e* 4e* :

e [lim =lm—a——=lim="— = 4 car lim= =
x - oo 3+e* % - +@‘x(§y+1) e_:’;r_l.]_ ex
donc

lgm;"(j;} = 4o

X — }oo
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12
e*+3

c) DémontronsqueVx € R; f(x) =
1°"° méthode
4e* (x+2)(€x+3)—4ex xe*—2e*+43x+6

f)=x+2- eX+3 e*+3 e*+3
ooy 12 _ (x=2)(e*+3)+12 _ xe*—2e%+3x+6 @
ex+3 e*+3 e*+3
Les égalités @ et @ donnent f(x) =x— 2+ ex+3
2°" méthode
4e*
fR)=x+2-——~
4e*
=% +2—R+2—p s
4e*
= = 2+ — o713
X
_ 4(e*+3)—4e” 4e*—4e*+12
12
=X-24 s
Donc po— $
= e*+3

c) En déduisons que la droite (D,): y = x — 2 est asymptote & (C) en +oo

lzm[f(x)—(x—Z)]—hm[x 2—— —x+2]
R, o e*+3
g 1B L _
~lime =0 {pge3=o

donc (D,) est asymptote a (C) en +co

d) Etudions la position relative de (C) par rapport a (D)

f@) — (x—2) = =2

R
3) Démontrons que le point A(In3; [n3) est centre de symétrie de (C).
Df = R donc il est symétrique par rapport a [n3 cest-a-direVreR ; In3—7 €R

et iIn3+71 ER.

fIn3—r)+f(In3+1)
2

fm3—=-r=m3—-F—=2+

o et VXeER 1_?_3 > 0 donc (C) est au-dessus de (D,) sur

Calculons

12
ln3—r+3

=n3—r—24+—
3e T+3

S e e sy ey
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=n3-r—-2+
=3 —-r—2+4+—-
fn3+ry=n3+r—-2+

=n3+r—-2+4+—=-

f(ln3——r)+f(ln3+r) =n3-r—-2+

=23 ~ 4+ 4(5

12e”

3+3e”

4eT

e +1
12

ln3+r

+3
12
3e"+3
4

er+1

T'
e’"+1
e"+1

AT

1)

= 2In3

f(ln3—r)-2|- fUn3+r) _ o

Donc A est centre de symétri

4) a) Démontrons que f (x) = (

I

3

File) =

; ;)
(X =2) +12(5

@ +3) }
@*+3)°

]

1+12[-

—ex
€*+3)

1+12[

(€*+3)° —12¢*

@ +3)

+6e +9-12e*

e de (G)

)2

ex+3

2x—6ex+9

(e* +3)

e*-3

(e _3) )2
e*43

@z

=

b) Sens de variation de f

(€43

X
s ev‘3~32
¥ ol
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T —— e oo S £ s Gl

VX €E€R f'(x) 20 donc f est croissante sur R

Tableau de variation de f

B
X Q0 +oo
f'(x) +
+o0
|

—e e
S R e I,

c) Démontrons que I'équation f(x) =0 admet une solution unique X et que

x€]-1,8;-17[

» [ estcontinue et strictement croissante sur R
¢ Elle est donc bijective sur R

De plus f(R) = ]—o0 ; 400

Or 0 € ]—o0; +oo[ donc I'équation f(x) = 0 admet une unique solution o € R

Justifions que € 1-1,8; —1,7[
12

-18)=-18-24+——= -0,008
Ji=i,8) 18,3
12
—17)=-17-24+—5— = 0,071
f&=17) e L743

0 € 1-0,008; 0,071 donc « e 1-18;-1,7]
d) signe de f(x) suivant les vaeurs de x
D’aprés ce qui précéde : f est croissante sur R
Donc f(]—e0; +00[) = J—00; f ()] = ]—00; 0]
DoncVx € |—oo;a] f(x) <0
f(log; 400} = [f(ec) ; +oof
= [0; +oof
DoncvxeR; f(x) >0
En conclusion v x € |-—co; o[ flx) <0
VX€E]x;40] f(x)>0
Vxe{x} flx) =0

5) Equation de la tangente (D3)a(C)eno.

(D3) y = £ (0)(x —0) + £(0)
fm)x+fm)
4 1

f(O)-_(e +3)2 (1+3)2 16 2

0)=0- 2+——=—2+—=~2+3—-1
f(0) 023

1
Donc y=7x+1
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(D3); y=%x+1

6) Constructionde (€C); (D) ; (D) et (D3) .

Partie B :
1) Déterminons une primitive de g telle que
_ex4g
g(x) =

ex+3 e®+3
Donc les primitives G de g sont telles que :
CeR

Gx) =In(e*+3)+C

2) a) Calculons Paire A(A) en cm?

AQ) = ff[y — F(0)]dx X 4 cm?
0 4e*
A ex+1

= 16f x+3 ——dx = 16[In(e* + 3)],
= 16[In(e® + 3) — in(e* + 3)]

X 4 dx

A(X) = 16In4 — 16in(e” + 3) = ks
i £ e "+3

) lim AQR) = lim16in4 - 16in(e* + 3)

A= —o

= 16In4 — 16in3 car lime* =0

A— —oo

= 16(In4 — In3) cm?

( CORRECTION DU SUJET N°3 :
. BAC 2012

e sSS e
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Exercice 1 : Le polynéme P est défini sur R par P(x) = 9x> + 3x%2 — 5x + 1

1)a) Calculons P(—1) et factorisons P(x)

P(—-1)=9(-1)*+3(—1)2-5(-1)+1
=—094+34+54+1=-9+9=40

P(-1) =0

P(x) est donc factorisable par x + 1 c'est-a-dire P(x) = (x + 1)Q(x) ou Q est un
polynédme du 2™ degré
P(x) = (x + 1)(ax2 + bx + ¢)

Déterminons les réels a, b et ¢ par la méthode de Horner

Coefficients 9 3 -5 1
de P

X =—1 —9 6 - |
Coefficients v —6 1 0
de Q 9

donc Q(x) = 9x° — 6x + 1
d’ou

Px)=(x+1)3x—-1)3x-1)

b) Signe de P(x)
Tableau de signe

x —o0 = 1/ +o0
(3x — 1)? + + + 0 +
x+1 - 0 + + +
P(x) - 0 - 0 -
Vx € |—oo; —1f P(x) <0
Vx € ]——1; —51,)-[ U ]%, -l—oo[ P(x)>0
vxe{-13} P(x) =0

1) resolvons dans R les equations et inéquations
a) Equation 2inx + In3 = In(5x — 1) — In(3x + 1)
Domaine de validité
DV={xeER/x>0et5x—1>0et 3x+1>0}
x>0etbx—1>0et3x+1>0
< x>0etbx>1et3x>-1

1 1
= x>0 etx>§ etx>—§
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Résolution

2inx + In3 = In(5x — 1) — In(3x + 1)
5x—1

3x+1

5x—1

3x+1

< Inx?+ 3=

< mx*x3)=In

__ px—=1
T 3x+1

< 3x°(Bx+1)=5x—-1

& 3x2

< 9x3+3x2—5x+1=0
< Plx)=10

1
x—§ ou x=-1

1
gE DV et —1 & DV

b) 9(Inx)® + 3(Inx)* — 5(Inx) + 1 < 0
Domaine de validité
DV ={x€R/x > 0}
DV = ]0; +oo|
Résolution :
Posons X = Inx ; 'inéquation devient :
9x° + 3X* — 5X + 1 < 0 et d'aprés la question 1).b

X € |—o0; —1]
A E—1

o nx <-1
osx<el

donc x doit satisfaire les 2 critéres suivants
XEDVe x>0
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etx <e

8= 10: 277

c) 9e** +3e*+e*—5>0
Domaine de validité
DV =R

Résolution :
9e* +3e* +e*-5> 0
o 9™ + Bex+$—5 >0
< 9e* +3e* +1-5e* >0
= 9(e*)® +3(e*)?-5(eH+1>0
Posons X = e* et I'inéquation devient
9%% + 32 —5X+1>0
<PX)>0
1 1 e .
< XE ]0; 5[ U ]5; +oo[ d’aprés la question 1.b.

1
c>0<X<§0uX>%

i | 1,
<> 0<ex<§ ou e">§

< x € ]—oo; —In3[ ou x € |-In3; +oo[

S = |—o0; —In3| U ]-In3; + o]

i
i

Exercice 2
1) Résolvons dans C I'équation : 32 s 2\[53 +4=0
Le discriminant A de I'équation est :
A= (-2V3)2 -4 x4
A=12 - 16 = —4

A= —4 = 4*
Les deux racines camées de A sont donc 0 = 2i: o’ = —2i les solutions de
I'équation sont :
_2B2i o 232
31 - 2 e 52 - 2

=v3+i et =+v3—i
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Sc={V3+i;vV3-i)

2) a) Déterminons I’affixe de C milieu de [OB] avec :
A(V3—i) etB(W3+i) et 0(0)
_ 3035 _ O+V3+i  V34i

aC 2 2 2
J3 i,
C(2 +50D

Déterminons le module et un argument de chacun des nombres 35 35 et 3¢

2
e Module et argument de A ,5Al = ,\E = i, = \/(\/5) +(-1)¥=/4=2

soit 8, un argument de 3a

cosBA=\/7§ g, =
, 1 T YaT g
smSA——-——E
34l =2
T
ARG@,) = -2

® Module et argument de 3., ,On constate que : 3 = 3A

‘313‘ = lgAl = ,3A, =2
et ARG(3,) = ARG(3,) = ~ARG(3,) = _T6_[

3] = 2

ARG@3,) = %

- 3 1
e Module argument de 3c [3(:] — ,—\;:+Ell = Z+Z =1
Soit 8. = ARG(gC)

cosO¢c = .
< BC - g
Sinec =

ST

3] =1

ARG =<
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b) Construction du triangle ABC

c) calculons —g-*i sous forme algébrique
B
V3-i _ (V3-H/3-D) _ 3-2v3i-1 _ 1-3i
V3+i 4 - 4 2
3a _1_y3,;
3y 2 2
Nature du triangle OAB

3a _ 370 3473 _1 3
3 30 33, 2 2

Donc ARG (3—A) = ARG (32230) = MES(0B; 04)
3B 3830

Or ARG (% —‘[757{) =T

Donc MES (0B ; 04) = —2 (1)

De plus g—: = g’;‘—:-g—g 21%_‘/221- -

Donc%= 1 & OA =0B @

Les égalités @ et @ signifient que le triangle OAB est équilatéral
3IIMGB) M'@) et3 =-i3
. 1 V3,
a) Démontrons que 3=z X

2
Fic) =D done 3p, = 13

N AN N
=t ( 2 )_“ 2 Tg
1 V3

3p =773

— | s 1 3
b) DE = 2€, Démontrons que 3p = 2 [1 +i(4— \/§)]
DE = 26, © 3; = 23€,

- 1
© 3, =3, + 236, =5~

3, =5[1+i(4-+3)]
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c) Démontrons que les points A, C et E sont alignés.
Calculons les affixes des vecteurs AC et AR

SE =3c— 3= \/§2+i _ (\/’3—’ B i) _ \[§+i—.22\[§+2i
—/3+3i
=== @

=38, =3 [1+ i - VD] - B - b

14+i(4—/3)—23+2i
2

1—2y3+i(6—3) @
2

ar 2V3-—-1
. Justifier que : éA—E:- {/_§

3ac

Donc les vecteurs AE et AC sont colinéaires d’oli les points A, C et E sont alignés

Probléme :
Partie A : La fonction g est définie sur [0; +0o[ parg(x) = x— 1+ e™*

1) a) Calculons la limite de g en +oo

imgx) =lim(x—1+e™) =lim(x—1+=) =+
X — 4o X — +oo ] X - foo €
r lim(x —1) = +o0
Car X — +coo
li'm-él; =0
X — +oo
lim g(x) = +oo
x = Foo

b) Etudions les variations de g
Calculons g’ (x)

g@=@x-1+e%
=@x-1) + (@™
1

=1-~€_x:1—;€-
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e*—1
ex

g'(x) =

Signe de g'(x) et variationde g

x € ]0; +o[ e* > 0 donc le signe de g’ (x) est celuide e* — 1
Posonse®* -1=0 & e*=1 & x=0

Tableau de signe de e* — 1

x 0 +o0
+

é* .4

x € [0; +o[ g'(x) > 0 donc g est strictement croissante sur ]0; +oo[

Tableau de variation de g

% 0 + oo
g'(x) +
+co
g(x) /
0

2) signe de g(x) suivant les valeurs de x
g est continue et strictement croissante sur [0; +oo[. Elle est donc bijective.
De plus g([0; +oo[) = [0; +oo[ donc V x € [0; +oo] g(x) >0
Partie B : La fonction f est définie comme suit
{f(x)=xe‘% si x>0
f0)y=0

1) a) Etudions la continuité de f en 0.

1
lim f(x) = lim(xe™x) = lim (—f—) =0
X =0 X =0

x = 0\eg/x

> > >
limx=10
X =0

>
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. .
car lim-= 4w
x—->oX
>

etlimeX = +oo quand X — +o0
limf(x) =0 or f(0)=0
X =0

>
Donc f est continue en 0 & droite.
Dérivabilité de f en 0
1
—f(0 Tr—
Calculons limw =l e =0
w5 g 20 N |
> >

; f——_._(x)";(o) = 0 donc f est dérivable en 0 a droite et £1(0) =

L& courbe (€f) admet au point d’abscisse 0 une tangente d’équation : y=20

b)Calculons la limite de fen+oo
1
lim f(x) = limxe™x = lim (-Tx-) =4
X > 400 X = +oo x - 4oo\e'/x

car lim-—=20

limeX = 1quand X — 0

x—-0

limx = 4co
X — oo

limf(x) = 4+

X = 4w
2) a) Calculons f'(x)
1 , 1 1
ff(x) = (xe™ %) =xex + (e x)x
1 1o, 1
=€ x+ (—;),6 X, X

1 1., 1
=e x+(—;)’e XX
1 1 1

= e‘f+~§eﬁf.x
x
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Signe de f'(x) et variation de f
V x €]0;+oof f'(x) > 0donc f est strictement croissante sur ]0; +oof

b) Tableau de variation de f

X 0 +oo
fl)y | 0 +
, —
f{x)
0 N

3) a) Démontrons que f(x) — (x — 1) = xg(%)
fx)—(x—1) =xe_%—x+ 1

1 1 L
xg(;) = JC(;— 148 x)

1 1
=l—-x+xex=xe x—x+1=f(x)-(x—-1)

f@) - (x-1) = xg)

b) Posons X == et calculons limxg(- )
x — 400
1

X = E

¢ quand x tend vers +oo alors X tend vers 0.
i .

e X= doncx =%

Onadonc: ltmxg( ) = ltm < 8(X)

X = tco

= limoX—14 g%
X—)OX( )

lsz(X— 1+ X)
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car

llmi—l
X-o0€

donc : limuxg (X ) = um “8(X) =0

X — oo

d’ol lim[f(x) - (x ~1)]=0

On en déduit que la limite (A) est asymptote a (C) en +oo
c) Etudions la position de (€) par rapport a (A)
On étudie le signe de f(x) — (x — 1)

D’aprés ce qui précéde f(x) — (x — 1) = xg(%)
Le signe de I'expression dépend de celui de xg(%).

De plus x > 0 donc le signe est celui de g(;lc-) .
En posantX = % on est ramené a I'étude du signe de g(X).
D’aprés la question2 de la partie A g(X) 2 0, doncVx € ]0; +oo[f(x) —(x —1) >0
. 1
4) a) Equation de la tangente (T) en >
T 1 i gt R

@ y=rRE-)+e r(g)=ier=ze
® f /1)

(T); y=3e Z(x )+1€ 2
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b) Construction de (C) ; (T) et (A)

Partie C :

1) a) Démontrons que réquation f(x) = 1 admet une seule solution o< dans
Pintervalle [0; +oof.

f est continue et strictement croissante sur [0; +oo[. Elle est donc bijective. De plus

£10; +o0[ = [0; +oo[. Or 1 € [0; +oo[ donc Péquation f(x) = 1 admet une unique

solution « dans [0; +oo[.

b) Démontrons que X € |1,76;1, 771
b
£(1,76) = 1,76 7% = 0,997

fQ,77) = 1,778‘”17177 = 1,006

1 €1f(1,76); f(1,77)[ donc X € 11,76;1
c) Etudions le signe de flx)—1

On compare f(x) et1

D'aprés la question précédente f(x) = 1 et puisque [ est strictement croissante on

g r
771

a:

F([0; ) = [£(0); f(e)] = [0;1] donc V x € [0; «]

e 0<sf(x)=s1

o 0<fx)-1<0

o f(x)—1<0

DouV x € [0;x], flx)—1=<0

f(loc; +o0[) = [1;+0of

Donc V x € [o; +oo[ ; f(x) € [1;+oo[ ce qui donne f(x) =1 file)—1.=24

En conclusion

vV x € [0; x| Flr)—1<1
v x €lo+oof f(x)—1>0
v x € {x} fx)—1=0

2) Calcul d’aire : le domaine plan est limité par les droites d’équations x =

1
4'
L.
x=§,y=let((3).
a) Démontrons queV x € [0;1] 0 < f(x) =x
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xel0;1]e0<sx<1
@05—1-31
X
o -1<-1cyp
X

i

<e x<g’

1

scelcex<c1
1

o xe i <xe x<x

S 0 f(x)<sx
donc

~= 1

VXE[0;1] 0 f(x)<x

b) Encadrons I'aire A en cm?.

. 1
L’intervalle [Z 5] c [0;x]etV x € [0;«], f(x)< 1donc sur[

(Cf) est en- dessous de la droite d’équation y=1
1

d'ot A = [7[1 - f(x)] dx
4
Encadrons d’abord A en unités d’aires Encadrement en cm?

4’ 2]

Ona: 0<sf(x)<x (gizsc/lsi)xlécmz

& XS —flx)y<D

5X16 16
S 1l-x=1—-f(x)=1 @(:2 sﬂs—;) cm®
1
&5 1— x)dx < [2(1 — f(x))dx < [2d 5
fl( ) f( fa) dx < [fdx i Iy
2l 1 - ‘
2 =
@xm%]qus[x]%
4

e S Sl o
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