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A cette occasion, le

MATHEMATIQUES __ PROGRESSION

T!le C __ 2024-2025

Volume horaire annuel : 240 heures (8 heures par semaine)

Trimestre Mois Sem. Lecons Vol. hor. Taux d’exécution
0,
1 1. Barycentre et lignes de niveaux 9h i:g: ,,2 gggz;
2 Régulation 1h 4,46 % (10/224)
0,
Septembre 2. Limites et continuité 11h ;;’;‘ G gfggg
3 Régulation 1h 9,82 % (22/224)
10,71 % (24/224)
4 3. Divisibilité dans Z 11h 14,28 % (32/224)
14,73 % (33/224)
1¢" Trimestre 5 Régulation 1h 15,17 % (34/224)
0,
Ostobre 4. Dérivabilité et étude de fonctions 11h ;ggg G ggﬁgg
6 Régulation 1h 20,53 % (46/224)
0,
Devoir de , 5. Géométrie analytique de I'espace 9h glzgé 02 ggﬁgg
niveau Régulation 1h 24,99 % (56/224)
6. Primitives 7h 28,12 % (63/224)
8 Régulation 1h 28,57 % (64/224)
9 . . 32,14 % (72/224)
7. Fonctions logarithmes 11h 33,48 % (751224)
Novembre 10 Régulation 1h 33,92 % (76/224)
. 35,71 % (80/224)
8. Coniques 9h 37,94 % (85224)
11 Régulation 1h 38,39 % (86/224)
0,
12 9. Fc::;:;i:::ezxponentielles et fonctions 15h ig’gg (Q Eggggg
P 45,08 % (101/224)
Décembre 13 Régulation 1h 45,53 % (102/224)
46,42 % (104/224)
14 10. Nombres complexes 11h 50 % (112/224)
2¢ Trimestre 50,44 % (113/224)
15 Régulation 1h 50,89 % (114/224)
. . 53,57 % (120/224)
11. PPCM et PGCD de deux entiers relatifs 11h 55,80 % (125/224)
Janvier 16 Régulation 1h 56,25 % (126/224)
57,14 % (128/224)
17 | 12. Suites numériques 13h 60,71 % (136/224)
, 62,05 % (139/224)
Dﬁf‘fégg‘* 18 Régulation 1h 62,50 % (140/224)
62,28 % (144/224)
19 | 13.Isométries du plan 15h 67,85 % (152/224)
69,19 % (155/224)
Février 20 Régulation 1h 69,64 % (156/224)
71,42 % (160/224)
21 14. Calcul intégral 15h 75 % (168/224)
2 76,33 % (171/224)
Régulation 1h 76,78 % (172/224)
23 78,57 % (176/224)
15. Similitudes directes du plan 13h 82,14 % (184/224)
Mars 82,58 % (185/224)
3¢ Trimestre 24 Régulation 1h 83,03 % (186/224)
16. Probabilité conditionnelle et variable 13h 85,71 % (192/224)
25 aléatoire 88,83 %(199/224)
Régulation 1h 89,28 % (200/224)
26 17. Nombres complexes et géométrie du 9h 92,85 % (208/224)
plan 93,30 % (209/224)
Régulation 1h 93,75 % (210/224)
I 0,
Dﬁ}"fégg‘* Avril 27 | 18. Statistique a deux variables 7h ggg .,2 g:sg;z;
Régulation 1h 97,32 % (218/224)
19. Equations différentielles 5h 99,55 % (223/224)
28 Régulation 1h 100 % (224/224)
Mai 29 Révisions 16h
30 M.E.N.A.
gulation consiste & mener des activités de rémédiation relativement aux contenus de la legon.

ménera é

des activités

Le professeur peut en faire des séances de travaux dirigés.
Remarque :
Le respect de la progression est obligatoire afin de garantir I'achévement du programme dans le temps imparti et de permettre I'organisation des devoirs de niveau.
Les volumes horaires indiqués comprennent les cours, les exercices et les travaux dirigés (75%) et IE, DS et comptes rendus (25%)

=
o
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d'évaluer et de renforcer les acquis des éléves. C'est le cumul du temps de régulation qui fait 1 h.
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Théme : géométrie du plan

Lecon2 : BARYCENTRE — LIGNES DE NIVEAUX

A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Une baignoire de bébé peut contenir 30 litres d'eau. i

Sur les conseils d'un pédiatre, une jeune maman cherche a la

remplir d'eau a 34 °C pour le bain de son bébé. Elle dispose pour

cela d'eau froide & 10 °C et doit faire bouillir de l'eau & 100 °C

pour faire un mélange afin d’obtenir cette température. Mais elle Q
eprouve des difficultes. 0
On admet que la température de l'eau est la moyenne des
températures de I'eau froide et de I'eau bouillante affectées des
coefficients égaux a la quantité d'eau froide et d'eau bouillante.

Elle te sollicite pour trouver une solution a son probleme. A ton

tour, tu soumets le probléme a tes camarades de classe pour
déterminer les quantités d'eau froide et d’eau qu’il faut faire

bouillir.

B. CONTENU DE LA LECON
Dans toute la lecon, (A;,a4), (A, , a3), ..., (A, , a,) sont n points pondérés, n € N \ {0; 1}.

I.  Barycentre de n points pondérés

1. propriétés
Propriété et définition

Soit (A1, o), (A, 0a3), ..., (A, , &), n points pondérés.
Si oy + ay + ...+ a, # 0, alors il existe un unique point G tel que :
a,GA; + o,GA, + ... + a,GA, = 0.

Ce point G est appelé barycentre des n points pondérés (A; , o), (A, ), ..., (A, , o).

Remarques
- Sia;+ a, + ...+ a, = 0, alors le barycentre des n points pondérés
(A1, 7)), (Ay,03), ..., (A, , o), nexiste pas.

propriété



- Sia;+ a, + ...+ a, #= 0, alors le barycentre G des n points pondérés
(A, 7)), (A, 035), ..., (A, ,ay,) est tel que :

_— o on _—

- % S, %3 SO | S
A,G = o1+ Ot ot Oy ArA; + 0+ Ot ot Oy Arfz + -+ 0+ Ugt ot Oy ArhAn
Dans le cas particulier de deux points pondérés (A, ); (B,B), ona: AG = %Bﬁ.

Remarque on peut également exprimer le vecteur 4, G pour k € {1;2; ...; n} en fonction des
Vecteurs AA, pouri € {1;2; ..;k — 1,k + 1; ...;n}

Notations

Onnote : G = bar {(A;, o), (A, , a3), ..., (A, ,a,)} ou

Al A2 N An

G = bar a, a, | ... an

(Ar, 1), (A, 03), ., (Ay ,a) senote (A5 &)1 < i<n
Lasomme: a; + o, + ... + a, Se note Zn:ai
i=1

n
alG—Al>+ ocZG—A2)+ .+ oanA_n) se note Z ocl-G—A:

i=1
Exercice de fixation
ABCD est un parallélogramme.
On considére les points pondérés (A; —1) ;(B;1);(C;1);(D;4)
1) Justifie que ces points ponderés admettent un barycentre G.
2) Exprime le vecteur AG en fonction des vecteurs AB et AD.
Solution
1)Ona:—-1+1+1+4=5et5 # 0, par suite ces 4 points pondérés admettent un barycentre G.
2)G=bar{(A,—-1),(B,1),(C,1),(D,4)}
Ona:
—GA+ GB+ GC+ 4GD = 0;
~GA+ GA+ AB+ GA+ AC+ 4GA+ 4AD = 0 ;

5GA= —AB— AC— 4AD;
AG= -(AB+ AC+ 4AD);
5

—

AG = §(2ﬁ+5ﬁ),carﬁzﬁ+ AD.



2. Isobarycentre
Définition
Le barycentre de n points pondérés (A;, o), (A, , @), ..., (A, ,a) ol a # 0 est appelé isobarycentre des
n points A, Az, ..., An.

Remarque
- Sin = 2, alors G est le milieu de [A;A,].
- Sin = 3etque les points A1, A2 et Az sont non alignés, alors G est le centre de gravité du
triangle A1A2As.

—

- SiG est I’isobarycentre de A1, A, ..., An, alors: Y7, GA, = 0.
Exemple
Dans le parallélogramme ABCD de centre O, le point O est ’isobarycentre des points A, B, C et D car

—

OA + OB+ OC+ OD = 0.
3. Propriétés
a. Homogénéité
Le barycentre des n points pondérés ne change pas lorsqu’on multiplie tous les coefficients par un
méme nombre réel non nul.
Autrement dit :
Sik # 0OetG=bar{(A;,a,),(A,,a;),...,(A,,a,)}, alors
G = bar {(A; , kay), (A, , kay), ..., (A, kay,)}

Exercice de fixation
A et B sont deux points distincts du plan et G est le point défini par : AG = %ﬁ.

Détermine parmi les cas suivants ceux pour lesquels le point G est le barycentre :
a) (A /1)et(B,?2)
b) (A, 2) et (B, 6)
c) (A —2)et(B,?2)
d) (A 2)et(B,—3)

) (a-3)et(B-3)

Solution :
AG = zﬁ = ;—lﬁ ; donc G est le barycentre de (A, 1) et (B, 3).
Seuls les cas b) et €) conviennent.

b. Réduction de > o;MA,

i=1

Propriété



Soit (A;, ;)1 < ; < n 1 points pondérés. Pour tout point M du plan, ona:

e Si Yo #0, alors Y oMA, =(Zai]m, ol G est le barycentre des points pondérés

i=1 i=1 i=1
(Ai, o)1 <i<n

e Si Z“i =0, alors: Z“i MA, est indépendant de M (c’est un vecteur constant).
i=1

i=1

Exercice de fixation
ABCD est un parallélogramme et M un point quelconque du plan. Réduis les sommes vectorielles

suivantes :
1) 3MA + MB + MC— 2 MD

2) 4MA — 5MB + 2MC — MD

Solution
1) Ona:3+1+1—-2=3et3+*0,donc (A, 3),(B,1),(C,1)et(D,-2)ontun barycentre G.

Par suite : 3 MA + MB + MC — 2 MD = 3 MG
2) Ona:4—-5+2—-1=0,donc 4MA — 5MB + 2MC — MD est indépendant de M (vecteur
constant).
Par suite, en remplagant M par A dans le vecteur 4MA — 5MB + 2MC — MD, on obtient :
4MA — 5MB + 2MC — MD = — 5AB + 2AC — AD.
D’ot : 4MA — 5MB + 2MC — MD = —3 AB + AD. Car : AC = AB + AD.

c. Coordonnées du barycentre

Propriété

L’espace & est muni d’un repére (0 ; T,7,K). Soit (A;, )5 < ; < n, 1 pOints pondérés admettant un
barycentre G.

Si (x;,y;,2;) sont les coordonnées du point A; (1 <i < n) alors celles (xg,yg ,zg) du barycentre

G vérifient :




Exercice de fixation
Dans I’espace muni d’un repére (O ; 7,7, K), on considére les points A(0; —1;2) , B(8;5; —1)
et C(8; —5;—2). Soit G le barycentre des points pondérés (A,—1);(B,1) et(C,—1).
Parmi les triplets de nombres réels ci-dessous, un seul est le triplet de coordonnées de G.
Détermine-le.
a-— (-11;1;2) b-— (0;-11;1) c— (8;5;0)

Réponse :b car :

., = T1X0+1x8-1x8 _
G —1+1-1 -

0.

d. Barycentre partiel

Propriété et définition

On ne change pas le barycentre G de n points pondérés (n = 3) en remplacant p d’entre eux

(1 < p < n), dont la somme des coefficients est non nulle, par leur barycentre H affecté de la somme
des coefficients de ces p points ponderés.

Le point H est appelé barycentre partiel.

Remarque

bar{(A;,ay), (A;, ), ..., (Ap , )} = bar{(H, oy + ap + ...+ o), (Ap+1 ,ocp+1), s (A, )}

Exercice de fixation

Soit un triangle ABC tel que AB = 3 cm et AC = 2 cm.
En utilisant la propriété du barycentre partiel, construis le barycentre G des points pondérés
(A; =2); (B; 1) et (C;3).

Solution
Ona:—2+43+# 0. Posons: | =bar{(A;-2),(C;3)}. D’ou: G = bar {(I ;1),(B ;1)}.

On construit | tel que Al = 3AC et G comme milieu de [IB].




Il.  Lignes de niveau
1. Définition
Soit f une application du plan .”’dans R et k un nombre réel.

On appelle ligne de niveau k de f I’ensemble des points M du plan tel que : f(M) = k.

2. Quelques lignes de niveau

a. Ligne de niveau M— > o,MA?

i=1

Propriété : Réduction de ) o,MA’

i=1
Soit (A;, ;)1 < ; < n 1 points pondérés du plan.
Pour tout point M du plan, ona:

i=1

e Si Y o;=0,alors: Y o, MA? = ( ZaiJMGz + > a; GA? ol G est le barycentre des points
i=1 i=1 i=1
pondérés (A;, ;)1 < i < n

o SiY a =0, alors: > o, MA? =Y o, 0A” - 2 [Zai TA]W (O est un point quelconque du
i-1 i1 i1

i=1

plan).

Propriété
Soit k un nombre réel.

Soit f est I'application M— > a,MA?.

i=1

e Si Zai # 0, alors la ligne de niveau k de f est : @, { G } ou un cercle de centre G ; avec
i=1

G=bhar{(A;,a,),(A;,a5), ..., (A, , o)}

e Si Zai =0, alors la ligne de niveau k de f est:

i=1

» D’ensemble vide ou le plan si Zai ?A =0

i=1



n > n > -
> une droite de vecteur normal ) a; OA; si Y a; OA; = 0.

=1 i=1

Remarque : dans I’espace,

e Si Z“i # 0 , alors la surface de niveau k de f est : @, { G } ou une sphére de centre G ; avec
i=1

G =har{(A;, 1), (Az,02), ..., (Ay , o)}

n

e Si Z“i =0, alors la surface de niveau k de f est :
i=1

B —

» I’ensemble vide ou I’espace Si Zai OA =0

i=1

n - n - -
> un droite de vecteur normal ) o; OA; si Y 0;OA; # 0

i=1 =1

Exercice de fixation
A et B sont deux points distincts du plan. Dans chacun des cas suivants, détermine 1I’ensemble des
points M du plan Vérifiant la condition :

1. MA? — 2MB? =400AB =2;

2. MA? — MB? = 160U AB = 4.

Solution
1. Déterminons ’ensemble des points M du plan tels que : MA? — 2 MB? = 4 oU AB = 2.
Ona: 1-2# 0. Soit G=bhar{(A,1),(B,—2)}.

D’ou:
AG = 2 AB, soit : AG2 = 4 AB? ;
BG = — BA, soit BG? = BA?;
MA? — 2 MB? = — MG? + GA? — 2 GB%;
Ona:MA? — 2MB? =4 & MG? = 4.
L’ensemble des points M du plan tels que : MA? — 2 MB% = 4 ol AB = 2 est le cercle de centre G et
de rayon 2.
2. Déterminons I’ensemble des points M du plan tels que : MA? — MB? = 16 ol AB = 4.
Ona:1-1 = 0, donc le barycentre de (A, 1) et (B;—1) n’existe pas.
MA? — MB? = (MA — MB). (MA + MB). Par suite : MA? — MB? = BA. (MA + MB)



Soit | le milieu de [AB]. Ona:

MAZ — MB2 = 2 MI.BA

MAZ — MB2 = 16 < IM.AB = 8.

Soit H le projeté orthogonal de M sur (AB). Ona: IM .AB = TH x AB.

8XAB _

o - = 25 Dot H est le point B.
AB 2

MA? — MB® = 16 & IH = —. Ce quiéquivautaIH =

L’ensemble des points M du plan tels que : MA? — MB? = 16 ol AB = 4 est la droite perpendiculaire
a (AB) au point B.
MA

b. LignedeniveauM +— —
MB

Propriété
Soit A et B deux ponts distincts du plan, k un nombre réel strictement positif.
e Sik = 1, alors la ligne de niveau k de I’application : M +— % est le cercle de diamétre [G;G,]
ou G, =bhar{(A,1),(B,k)} et G, =bar{(A,1),(B,—k)}
e Sik =1, alors la ligne de niveau 1 de I’application : M +— % est la mediatrice du segment

[AB].
Remarque
MA?

2

L
MB

On peut aussi se ramener a la ligne de niveau précédente en écrivant

Exercice de fixation

A et B sont deux points distincts du plan. Détermine puis construis 1’ensemble (E) des points M tels

. MA 1

que: — = -,
MB 2

Solution

% # 1, Pensemble des points M cherché est le cercle de diamétre [G;G,] ou

G, =bar{(A,1),(B,3)} et G, = bar{(a, 1), (B,-2)}
ou bien G, = bar{(A,2),(B,1)} et G, =bar{(A,2),(B,—1)}

c. Ligne de niveau M +— Mes (mﬁ)
Propriété 1
Soit A et B deux points distincts du plan.
e L’ensemble des points M du plan tel que Mes (m,ﬁ) = 0 est la droite (AB) privé du

segment [AB]



| © SR O
M A B

e L’ensemble des points M du plan tel que Mes (m,ﬁ) = 7 est le segment [AB] privé des
points A et B.

Propriété 2

Soit A et B deux points distincts du plan, o. un nombre réel de]—m,0[ U ] 0,m [.

O est le point de la médiatrice de [AB] tel que : (ﬁfoﬁ) =2a.

(C) le cercle de centre O passant par A et B.

L’ensemble des points M du plan tel que Mes(ﬁf@) = a est un arc du cercle (C) d’extrémités A et
B.

M est situé dans le demi-plan de bord (AB) contenant le point O si et seulement si : —-<a <

NIE

Exercice de fixation

ABC est un triangle rectangle et isocéle en C de sens direct et (C) son cercle circonscrit.
Réponds par vrai (V) ou faux (F) a chacune des affirmations suivantes :

1) L’ensemble des points M du plan tels que Mes (M_X\W) = 0 est la droite (AB) privée du
segment [AB].

2) L’ensemble des points M du plan tels que Mes (Wrﬁ) = 1t est le segment [AB] privée des
points A et B

3) L’ensemble de points M du plan tels que Mes (m, ﬁ) = g est I’arc AB — {A; B} contenant C

4) Le point C appartient  la ligne de niveau %de I’application M = Mes (m; W)



Réponse: 1)V ;2)V;3)V;4)F

C. SITUATION COMPLEXE

Lors d’une recherche en Physique-Chimie par des H G
eleves de terminale C portant sur I’étude des solides, :
ils découvrent le solide dont on veut déterminer le i o e
centre de gravité. Le solide homogene de forme P
cubique de centre O est amputé d’une partie comme ‘0
I’indique la figure ci-contre.
Le coté du petit cube est la moitié de celui du grand N

cube.
Les éleves savent que le centre de gravité d’un cube
homogéne est son centre, et qu’il est affecté de la
masse de ce dernier. L’un d’eux affirme malgré
I’amputation, le centre de gravité n’a pas changé. Ce
qui n’est pas de I’avis des autres. Ils te sollicitent.

En utilisant les outils mathématiques au programme, départage les deux groupes.

Solution
» Pour départager les deux groupes, on va utiliser les barycentres de points pondérés .
> Nous allons déterminer la masse du cube retranché
» Nous allons déterminer la masse du grand cube.

Soit a 1’aréte du grand cube et p sa masse volumique.
3 7 3

La masse du petit cube retranché est a—8p et celle du grand cube évidé est P , puisque le grand

8

cube est 8 fois plus volumineux que le petit. Les coefficients affectés aux points O et K sont

7a3p | —ad
et

respectivement (masse retranchée).

7a3p
8

On en déduit que G = bar{(O ; ), (K — a%p)} =bar{(O;7), (K;-1)}

—_— 1 —

P L —— 1
On deduit de ce qui précéde que : 0G = —s OK=—0D.

. . . — 1 —
Donc le centre de gravité de ce solide est le point G du segment [OD] tel que : OG = o OD.

Donc I’affirmation de I’éléve n’est pas exacte.

IV-  EXERCICES

Exercice 1
ABC est un triangle équilatéral direct de coté 4cm et de centre de gravité K. P milieu de [AB].

10



Pour chacune des propositions suivantes, une seule des trois réponses proposées est exacte.
Indique la bonne réponse. (Exemple 6- A)

Réponses

N° Propositions A B C

1 [{M€eP/MA? + MB? = 8} est {P} Un cercle {}

2 {MePIMA? + MB? + MC? = 0} est {K} Un cercle {}

3 {Me:P/Mes(M_X,\W)zn} est Un segment | Un arc de cercle | Une demi-droite

4 {MeP/MB? — MC? = 8} est Une droite Un segment Un cercle

5 {MeP/MA? + MB? + MC? = 32} est {K} Un cercle {}
Solution
1-A; 2-C; 3-A; 4-A; 5-B;
Exercice 2

Soit ABC un triangle équilatéral de coté 3 et G le barycentre des points pondérés (A, -2); (B ,1) et
(C,3) . Construis le point G

Solution
Ona 7z _ SAB + 2 AC

Construction de G.

ﬁ"-..“ ”
— #
/T~ G 7
f
cC_ 7 L7 T~
4
”
F4
’
Fa
i
A
ry
Fd
&~
/ B
f‘
Exercice 3

Soit ABC un triangle et I, J et K les points définis par : I est le milieu de [AB], JC = EJK et
11



BK = 3BC.
1- Exprime | comme barycentre de A et B, J comme barycentre de A et C, et K comme
barycentre de B et C.
2- Démontre que les droites (AK), (BJ) et (CI) sont concourantes en G, barycentre de
(A;2),(B;2) et (C; —3).

Solution

1) Ona:lI=bar{(A; 1), (B; 1)}, J=bar{(A; 2), (C;-3)} et K=bar{(B ; 2), (C; -3)},
2) Comme G=bar{(A; 2), (B; 2)}, (C; -3)}, d’apres la propriété des barycentres partiels, on a :
o I=bar{(A;1), (B; 1)} entraine G=bar{(l; 4), (C;-3)} donc Ge(Cl)
e J=bar{(A; 2), (C; -3)} entraine G=bar{(J; -1), (B; 2)} donc Ge(BJ)
o K=bar{(B; 2), (C;-3)} entraine G=bar{(K; -1), (A; 2)} donc Ge(AK)
Les droites (AK), (BJ) et (CI) sont donc concourantes en G..

Exercice 4
ABC est un triangle. | est milieu de [AB]. J et L sont définis par : A] = gﬁ et AL = 3CA.

La droite parallele a (AC) menée par J coupe la droite (BC) en K.
1- a) Exprime | comme barycentre de A et B, et L comme barycentre des points A et C.
b) Exprime J comme barycentre des points A et B.
2- Exprime K est comme barycentre de B et C.
3- Démontre que les points I, K et L sont alignés et préciser la position de ces trois points

Solution

1- a)Ona:lI=bar{(A; 1), (B;1)}etL=bar{(A;4), (C;-3)}
b) Ona:J=bar{(A;3),(B;2)}
2- Les projetés sur (BC) parallelement a la droite (AC) des points A, B et J sont respectivement

C, B et K. Par conservation de du barycentre par la projection, on a:
K=bar{(C; 3), (B ; 2)}

. —_ P — —_ 1—) 3—> J— N _— 1—> —
3- Ona: KI =KB +Bl = BA—-BC IL=TA+AL= SBA+3AC

Donc IL = —EBA+BBC = -5 (EBA_EBC> d’ouIL = —=5KI .

On en déduit que les points I, K et L sont alignés.

Exercice 5
Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
On considere dans le plan, un triangle ABC rectangle en A tel que AB = 2a et AC = a,ou a est
un nombre réel strictement positif donne.
1- a) Détermine et construis le barycentre G des points pondérés
(A,1),(B,-1)et(C, 1).
b) Détermine et construis I’ensemble (C) des points M du plan tels que :
|M4 — MB + MC || = || M4 + MB — 2MC ||

_— 1—) —_
AH = > 4B - AC 12



2- Soit H le point du plan defini par :

a) Démontre que le point H est le barycentre des points pondérés
(A,3),(B,1)et(C,-2).

b) Pour tout nombre réel k , on désigne par E;, 1I’ensemble des points M du plan tels que :
3MA? + MB? — 2M(C? = ka? .
Détermine la valeur de k pour laquelle, E; contient le point C.

c) Détermine et construis I’ensemble (T') des points M du plan tels que :
3MA? + MB? — 2M(C? = 8a?.

Solution
1) a)Ona:AG = —AB + AC
Construction de G

(C)
c
)
b) |MA - MB + MC || = | MA+ MB — 2MC | équivauta  3MG = 2IC ol | est le milieu

de [AB].
A 2 2
On en deduit que MG = 3 IC. Donc (C) est le cercle de centre G et de rayon 3 IC.
Ona IC? =1A% + AC? donc IC = av/2. (Construction de (C) : voir figure)

2) a)Ona:24H = AB — 2AC, on en déduit que 34H + BH — 2CH = 0.
Donc H=bhar{(4; 3), (B; 1), (C; —2)}
b) On sait que 3MA% + MB? — 2MC? = 3CA? + CB? = 8a?, donc pour k=8 on a : CEE},
c) OnaCe(T), donc (I est le cercle de centre H passant par C.
13



(Construction de (T') : voir figure)

14



THEME : FONCTIONS NUMERIQUES
Durée : 10 heures

Lecon 1 : Limites et continuité d’une fonction
A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Les éléves de Terminale s'exercent a la photographie au sein du club photo du lycée. On les informe
qu'en photographie, la profondeur de champ correspond a la zone de I'espace dans laquelle doit se
trouver le sujet a photographier pour en obtenir une image que I'ceil considérera nette.

En optique, pour que la netteté s'étende d’une distance a a une distance r, la mise au point doit étre
. N . 2 - - N
faite a la distance : P = ﬁ (les distances sont exprimées en metres).

Les eleves souhaitent que la netteté s'étende de «5m a I’infini ».
1 . 50 ., .
Un éléve affirme alorsque : P = 10 — . Ce qui n’est pas de I’avis des autres.

Ensemble ils déecident de vérifier cette formule et de faire des calculs pour déterminer la distance
de mise au point a choisir quand I’objet s’¢loigne.

B. CONTENU DE LA LECON
1. Limite d’une fonction composée

Propriété
Soit fetg deux fonctions numériques. a, b et £ sont des éléments de R U {—o0; + 0}

Silimf(x) = bet lirrg g(x) =4 alorslimgof(x) =+
X— X—a

X—a

Exercice de fixation

2
x241°

1 Calcule la limite en +co de la fonction h définie sur IR par : h(x) = |4+



sin2x

2. Calcule la limite en O de la fonction f définie sur IR* par : f(x) =

X

Solution
1. h(x) = go f(x) avec f(x) = 4 + —— et g(x) = Vx

x2+1

2 2 2
Nous avons: lim (4 + ) =4 car lim ( ) = lim (—) =0
x2+1 x2+1 X2

X—>+ 00 xX—>+ 00 xX—+ 00

et limx =2

x—4

donc limh(x)=2.
X—>+00

2. f(x) =

szx=2x%=uov(x)oﬂv(x)=2xetu(x)=2x%

X

Ona: limv(x) = lim2x = 0 et limu(x) = lim2 X sinx _ 9
x—0 x—0 x-0 x—0 X

donc limf(x) =2 .
x—0

2. Limite d’une fonction monotone sur un intervalle ouvert
Propriéte 1

a et b sont des éléments de

R U {—o0; +0} et f une fonction
numérique.
Si f est croissante et majorée par un
nombre réel M sur I’intervalle
]a, b[ alors f admet une limite finie
fenb.
De plus £ < M.

Propriété 2

a et b sont des éléments de

R U {—o0; +0} et f une fonction _ o :
numérique. SO0 OO0 000 OO OO0 OO0 OV U0 OO0 JONE FOOL OO OO
Si f est décroissante et minorée par un el X
nombre réel m sur Iintervalle S
]a, b[ alors f admet une limite finie

fenb.

De plus £ = m.




Exercice de fixation

1
14x2

Soit f la fonction définie sur R telle que f(0) =0 et Vxe R, f'(x) =
Sachant que : Vx€ [1 ;+oo[,ona: f(1) < f(x) < _§+ 1+ £(1).

Justifie que fadmet une limite finie £ en +oo et donne un encadrement de €.

Solution

Vx € R, f'(x) > 0donc f est strictement croissante sur [1;+of,
e[l 4o, ona: f(1) < f(x) < — =+ 1+ f(D).

E[l; +oof, -=<Odonc f(x) < — =+ 1+ f(1) < 1+f(1).
La fonction f est croissante sur [1 ;+wo/ et majorée par 1 + f (1) donc f admet une limite finie €
en+oo. Dou: f(1)< € <1+f(1).

3. Branches paraboliques

Définition
Soit f une fonction numeérique et (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére
(0,1,3)

e Ondit que (C) admet en 4+ une branche parabolique de direction celle de (OI)

lorsque  lim f(x) = 4 (ou— ) et lim " =0,
X—>+00 x>+ X

e Ondit que (C) admet en 4+oco une branche parabolique de direction celle de (OJ)

6

lorsque liJrrn f(x) = +oo(ou— ) et lim = +oo(ou — ),
X—+4+00 X

—+00

Remarque : On définit de maniere analogue les branches paraboliques en —oo .

Exercice de fixation
Soit f la fonction de R vers R définie par : f(x) = ﬁ —+/x + 1 et (C) sa courbe représentative

dans le plan muni d’un repere orthonormé (O,1,J).
Démontre que (C) admet en +co une branche parabolique de direction celle de (Ol).

Solution

f est définie sur [-1;1[U]1;+oo[. On a: lim (L) = lim (3) =0;

X—+00 \Xx—1 Xx—+00 \X
liJrrn (x+1) =+wet liJrrn\/i=+00donc liJrrn\/x+ = 4o .

D’ou: lim f(x) = —0 .
X—+00



. fO_ 2 Vx+1 _ 2 1+§ o 2 Y 2\ _
VX € 1], X _1 x2-x x xzix \/m'on & XE-{I-IZO (xz—x) - xLl-{Ic}o (xz) =0
Ona: lim (1+ —>=1car lim (—)zO,deplus limvx+1 =400
X—+0co X x—+00 \ X X—+00

donc: i L = 0.0n conclut que : lim £& =0

L= e que: Im=~=0.

Ona: hin f(x) = —c0 et liin % = 0, donc (C) admet en +oo une branche parabolique de
X—+ 00 X—>+00

direction celle de (Ol).
4. Continuité sur un intervalle

4.1-Définition
On dit qu’une fonction f est continue sur un intervalle I si elle est continue en tout élément
de I.
Exemple
Les fonctions polyndme, rationnelle, sinus, cosinus, racine carrée, puissance, valeur absolue et
tangente sont continues sur tout intervalle inclus dans leurs ensembles de définition respectifs.

4.2-Prolongement par continuité
Propriéte et definition
Soit fune fonction d’ensemble de définition Dy et a un nombre réel n’appartenant pas a Dy.
Si fadmet une limite finie £ en a , alors on dit que f est prolongeable par continuité en a et la

vx € Df,g(x) = f(x)

fonction g définie sur D U {a} par : {
gla)=+¢

est continue en a et est appelée le prolongement par continuité de f en a.

Exemple

sinx

Soit f la fonction de R vers R définie par : f(x) = —
Ona: Df=R-{0} et limf(x) = 1.

x—0
vx € R—{0},g(x) = f(x)
g(0)=1

est le prolongement par continuité de fen 0.

La fonction g définie sur IR par :{

Exercice de fixation
1. Soit f la fonction de R vers R définie par : f(x) =

x-9

Vx=5-2"

Démontre que f admet en 9 un prolongement par continuité ¢, et définit le.
2. Soit g la fonction définie sur IR\ {—1;0;1} par: g(x) =

x%4x

x2—|x|
g est —elle prolongeable par continuité en 0 ? Justifie ta réponse.



Solution

1.D;={xéR/x—5 = O0et Vvx—5-2+0}
x—5=>20&x =25
Vx—5-2=0x-5=4ox=09.
Donc : Dy = [5;9[U]9 ;+oof .

__ -9(x=5+2) _ x-9(Vx=5+2) _ —F¢
vx€&Dyp, f(x) = (Vx=5 -2)(Vx—5+2) x—9 = Vx—=5+2

Ona: limf(x) = i@(ﬂ+ 2)=4

Ainsi, 9 & D, et f admet une limite finie en 9. Donc f est prolongeable par continuité en 9.
La fonction ¢ est définie sur [5 ; +oof par: (9) =4 et VxEDs, p(x) = f(x)estle
prolongement par continuité de f en 9.

Remarque: ¢ est définie sur [5 ; +oof par: p(x) = vx =5+ 2.

2.
x%+x
Pour toutx € ]—oo;—1[U]—1; 0[; = 2
our toutx € |—oo; —1[ U] [;g9(x) Tt
On a donc chi_r)rolg(x) =1
<
x2+x_x+1

Pour toutx € ]0;1[U]1; +oo[; g(x) =

On a donc li - i 1
na Oncx%g(x)_x%x—l_

x2—x x-—1

§ 1

>
lim glx) # lim g(x),ainsi g n’admet pas de limite en 0,donc g n'est pas prolongeable
< >
par continuité en 0.

4.3- Image d’un intervalle par une fonction continue
Propriété 1
L’image d’un intervalle | par une fonction continue sur I est un intervalle ou un singleton.

Exercice de fixation

Détermine I’image de I’intervalle |- 7r; 7] par la fonction cosinus.
Solution

La fonction cosinus est continue sur |- ; ]

Or pour tout nombre réel x appartenant a |- m; ], —1 < cos(x) < 1.
De plus cos(r) = —1 et cos(0) = 1.

Donc I’image de I’intervalle |-7; 7] par la fonction cosinus est [—1; 1].



Propriété 2
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I, a et b deux nombres
réels tels

quea<b.

Intervalle | | f est strictement croissante sur | f est strictement décroissante sur |
[a; b] f([a; b]) = [f (a); f (B)] f([a; b]) = [f (b); f (a)]
[a; b[ f([a; bD) = [f (a); lim £ (O] f(a; bD) =]lim £ (x); f(@)]
la; b] f(a; b)) = ll% (x); f(b)l f(]a;b])=[f(b);,lci_r)§11f(x)[
la; b[ f(a; bD = Jlim f () ; llmf(x)[ fQa; bD = Jlim £(x); lim £ GO
Lo+l f(las+oo)) = [F(@); Jim FL | Flla+ooD) =] lim £(); £ ()]
]—o0; +0o[ | f{l = 05 +00[) f(] = o0; +00[)

]llm fx); llm e[ = Jlim f(x); 11m e[

Exercice de fixation

Le tableau de variation ci-dessous est celui d’une fonction f définie et continue sur les intervalles
1-0:0 et ]0; +oof.

X —00 -1 0 400

f'(x) + 0 - -




fo 7 N | T,

Détermine 1’image par f de chacun des intervalles suivants : ]-o ;-1], ]O ;+oo/et /-1 ;0.
Solution
e f est continue et strictement croissante sur ]-o ;-1] donc :

fQo 1) = | tim G f(-1)] =125,

e f est continue et strictement décroissante sur JO ;+oo[ donc :
£{0 ;+eo]) :Ll_iffoof (x); lim f (x)[ =]1 5ol
>
e f est continue et strictement décroissante sur [-1 ;0[ donc :

F([-1:0D :];ggrg, f(x);f(—l)l= 11:5]

4.4-Operations sur les fonctions continues
Propriéte 1
Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, alors :
v' les fonctions f + g, fg , f™ (n € N)et | f | sont continues sur 1.

v’ si g ne s’annule pas sur I alors la fonction iest continue sur I.

v’ si f est positive sur | alors fonction \/7 est continue sur .

Exercice de fixation

Soit g et h deux fonctions définies de R vers R par : g(x) = x3 + sinx et h(x) = Vx2 —1
1) Justifie que g est continue sur R.

2) Justifie que h est continue sur ] — oco; —1].

Solution

1) g est la somme des fonctions x — x3 et x +— sinx qui sont continues sur R. Donc g est
continue sur R.

2) La fonction x — x* — 1 est continue et positive sur ] — oo; —1].

Donc h est continue sur | — co; —1].

Propriété 2
Si f est continue sur un intervalle | et g continue sur I’ensemble f(l), alors gof est continue
sur l.

Exercice de fixation
Soit g et f deux fonctions définies de R vers R par : g(x) = ;—i et f(x) = cosx
Justifie que gof est continue sur R.



Solution

La fonction f est continue sur Ret f(R) = [—1;1] .
La fonction g est continue sur [—1; 1]

Donc la fonction gof est continue sur R.

5. Fonction continue et strictement monotone sur un intervalle
5.1-Propriétés

Propriété 1
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle | alors :
e £ est une bijection de I sur I’intervalle f(I).
e la bijection réciproque f~! de f est continue et strictement monotone sur f(1).
e f~1ale méme sens de variation que f.
Remarque : Les courbes représentatives de f et de f~* dans le plan muni d’un repére
orthonormé sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

Exercices de fixation
Exercice 1

Soit f: [0; +oo[ — R

x2

1+ x2

X —

1. Démontre que f est une bijection de [0; 4+oo[ sur un intervalle K que ’on précisera.

2. Déduis en le sens de variation de la bijection réciproque f 1.

Solution
Ona: limf(x)= lim (x—z) = liml=1
.x—>+oo - X—+ 00 x2 o X—>+o00 B
L. ) ) , _2x(14x?)-2x(x%) _ 2x
f est dérivable sur [0; +oo[ et pour tout x € [0; +oo[, f'(x) = ) = T

Pour tout x €]0; +oo[ , f'(x) > 0carVx €]0; +o[,2x > 0et(1+x%)?>0.
f est donc continue et strictement croissante sur [0 ;4oo[; par suite f est une bijection de
[0; +oo[ surf([0; +oo[ ) =[0;1].

2. f~1 est donc définie sur [0 ;1[. £~ a le méme sens de variation que f, donc f~1 est
strictement croissante sur [0;1].

Exercice 2
Soit la fonction g : [1;3] —» [0;4]



x+— —x?+2x+3
1. Démontre que g est une bijection.
2. Détermine 1’expression explicite de la bijection réciproque g1 de g.

Solution

1. g est dérivable sur [1;3].Vx € [1;3],9'(x) =- 2x + 2.

X 1 3

—2x+2|0 -

Vx €]1;3],g(x) < 0
La fonction g est continue et strictement décroissante sur [1;3] et g([1;3]) = [g(3);9(1)] = [0;4]

donc g est une bijection.

2. Soity € [0 ,4]. Pour tout nombre réel x de l'intervalle [1;3], on a les équivalences suivantes :
gx)=y o x-1?-4+y=0
©x=1+. /24—y, carpoury €[0;4], 1+,/4—y €[1;3]
D’out la bijection réciproque g~! est définiede [0;4]sur [1;3] par: g~1(x) =1+

V4 —x.

Propriété 2 : Theoreme des valeurs intermediaires
Soit £ une fonction continue sur un intervalle 1, a et b deux élements de 1.
Pour tout m compris entre f(a) et f(b) ,I’équation: f(x) = m
admet au moins une solution comprise entre a et b.

Corollaire 1

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I, a et b deux éléments de I.
Pour tout m compris entre f(a) et f(b) ,I’équation : f(x) = m

admet une unique solution comprise entre a et b.

Exercice de fixation

On donne ci-contre le tableau de variation [Z0)
d’une fonction f définie et continue sur [-

1;+o0[ 5
\

1. Justifie que I’équation : f(x) = —10 f(x)
admet une unique solution dans [-1;+oo[ .

-00




2. L’équation : f(x) = 13 admet-elle une
solution dans [-1;+oo[ ? Justifie ta réponse.

Solution

1.f est continue et strictement décroissante sur [-1;+o/, f([—1; +o[) =] — ;5] et-10 €]-

o ;5] donc ’équation : f(x) = —10 admet une solution unique dans [-1 ;+oo/ .
2. 13 £&]-0,5] donc ’équation : f(x) = 13 n’admet pas de solution dans [-1 ;+of .

Corollaire 2
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; b] et si
f(a) X f(b) < 0 alors I’équation : f(x) = 0 admet une solution unique dans ]a; b[.

Exercice de fixation
Démontre que I’équation : x €]0;1[,2x3 + 3x — 1 = 0 admet une unique solution a.

Solution

Soit f la fonction définie sur [0;1] par: f(x) = 2x3 + 3x — 1. f est dérivable sur [0;1].
Pour tout x € [0;1],f’(x) = 6x?% + 3. Par suite, pour tout x € [0;1], f’(x) > 0, donc f est
strictement croissante sur [0;1].

£(0) = —1etf(1) = 4.

f est continue et strictement croissante sur [0;1] et f(0) X f(1) < 0O,
donc I’équation f(x) = 0 admet une unique solution o dans ]0 ;1[.
5.2. Valeur approchée de la solution a d’une équation

Méthodes pratiques de détermination d’une valeur approchée de la solution o d’une
équation

L’équation: x €]0;1[,2x3 + 3x — 1 = 0 admet une unique solution a.
Donne une valeur approchée de o.a 10~ pres.

Solution
Posons f(x) = 2x3® +3x—1

e Meéthode 1 : Méthode de balayage

Pour obtenir une valeur approchée de o.a 10~ pres, on effectue un balayage de [0;1] avec un
pas égal a 0,1 jusqu’a trouver les deux premiers nombres dont les images sont de signes
contraires.

10



x |0 01 |02 0,3 0,4

f(x)|-1 |-07 [-038 |-005 |03

Ona:f(0,3)xf(0,4) < O0donc0,3<a<204.
Une valeur approchée de oo a 1071 prés est 0,3.
e Meéthode 2 : Méthode de dichotomie

f est une fonction dérivable et monotone sur I’intervalle [a; b] tel quef (a)et f(b) sont de signes
contraires. 1l existe a élément de [a; b] tel quef (a) = 0. Il s’agit de trouver un encadrement de
a d’amplitude réduite . On procede comme suit :

a+b

v Oncalcule : f(a)et f&)

a+b

v Sif(a)et f (=) sont de signes contraires alors a € [a, ‘”b]

2
. b A . b
Si f(a)et f(*3) sont de méme signe alors a € [% b]
v On répete le méme processus dans le nouvel intervalle trouvé auquel appartient a jusqu’a

trouver un intervalle d’amplitude demandé.
v

Appliquée a notre exercice, cette méthode donne ce qui suit :

v f(0) =—-1et f(0,5) = 0,75, donc f(0)et f(0,5) sont de signe contraires, par
conséquent a € [ 0; 0,5]

v f(0) = —1et f(0,25) = —0.22, donc f(0) et £(0,25) sont de méme signe, par
conséquent « € [ 0,25;0,5]

v £(0,25) = —0.22 et £(0,375) = 0,23 donc £(0,25) et £(0,375) sont de signes
contraires par conséquent a € [ 0,25;0,375]

v' £(0,25) = —0.22 et £(0,3125) = —0.0014 donc f(0,25) et £(0,3125) sont de méme
signe, par conséquent a € [ 0,3125;0,375]
En finalement a I’ordre 1 on conclue que a € [ 0,3 ; 0,4] d’ou une valeur approchée de a
a10~1 présest0,3.

6. Fonction racine n*®™, fonction puissance d’exposant rationnel

6.1-Fonction racine n'me
Définition
Soit n un nombre entier naturel tel que n > 2.

La fonction racine n®™est la bijection réciproque de la fonction

11



f:10; +oo[ — [0; +oof

x +— x"

. . . L
La racine n'®™ d’un nombre réel positif ou nul x est notée /x ou xn.

Conséquences :
{x € IR* {y € IR*
n— S
y = \/E x=y"
1
vx € IR*,(Vx)" = x ou (xn)" = x et Vx™ = x.
Exemples

x€IRY, x3=5&x=35; x€IR',x2=7T=x=Y7=7 .
Y16 =2 ;31205 =120.

6.2-Puissance d’exposant rationnel d’un nombre réel strictement positif
Définition
Soit p un nombre entier relatif non nul et g un nombre entier naturel tel que q > 2.
p 1

Pour tout nombre réel a strictement positif, on pose : a¢ = (a9)? = (Va)? = Va?
Exemple
Propriétés

Pour tous nombres rationnels r et r’ non nuls et pour tous nombres réels strictement positifs
aetbona:

r r! r+r' 1 -r a r'—r
Mo xXa =a Wm—=a B —=a = -
ar ar aT—T
r

TN — 1T r 7 r a _
H@)" =a Mo xXb" =(ab)” WM —=

a
br (E)
Exercice de fixation
1. Soit a un nombre reel strictement positif. Mettre sous la forme a*ou a est un nombre rationnel,

3
les nombres réels suivants : /\/\/E;\/% 3axVa.

10
2. Justifie que ; 2 LY N3
3256

3. Justifie que pour tous nombres réels a et b strictement positifs : i/\/a5b X \/3\/ab5 = ab.

Solution

=
@)
>
QD
PN
Il
7\
QD
N |-
N——
N
Il
QD
N
X
N |-
X
N |-
Il
QD
|-
Q
w
I
QD
w
I
|9>
I
QD
w
ol
I
QD
ol
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3 3 23

8 1 4

/256 (ng 252 25

2. Ona:

1 1

3 %/\/ﬁ X \/ﬁ = [(asb); ’ X [(ab5 )% ]2 = aSX%X%b%X% % a%X%bSX%X%
1

C.SITUATIONS COMPLEXES

Situation 1

Des éléves de terminale étudient le refroidissement d’un objet porté a 210°C. L’étude du phénomeéne

thermique conduit a f(t) = % + 10 ou f (t) désigne la température de I’objet en degrés Celsius

(°C) a I’instant t (t est exprimé en minutes).

Les éleéves effectuent un contrdle de la température de I’objet aprés chaque minute ( le premier
contrdle ayant lieu a I’instant t = 1). lls n’arrivent pas a déterminer la température de 1’objet apres
une trés longue période de refroidissement.

En utilisant tes connaissances, détermine cette température.

Solution

Dans cet exercice, les eleves cherchent a déterminer la température apres une longue période de
refroidissement.

Pour déterminer la température de ce corps apreés une longue période de refroidissement

- Jutilise les limites de fonction.

- Jecalcule la limite de la fonction donnée en +co

- Jinterpréte le résultat trouvé.

La température de ’objet en degrés Celsius (°C) a I’instant t est f(t) = ? + 10

. . 200

La température de ce corps aprés une longue période de refroidissement est de 10°C.

Situation 2

Les éleves du club photo de ton établissement s'exercent a la photographie. Ils savent qu'en
photographie, la profondeur de champ correspond a la zone de l'espace dans laquelle doit se trouver
le sujet a photographier pour en obtenir une image que I'ceil considérera nette.

Ils savent également qu’en optique, pour que la netteté s'étende d’une distance a a une distance r,
la mise au point doit étre faite a la distance P moyenne harmonique des distances a et r

(les distances sont exprimées en metres)

Les éléves souhaitent que la netteté s'étende de «5m a I’infini ». lls te sollicitent a cet effet.

En t’appuyant sur tes connaissances, détermine la distance de mise au point a choisir.
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Solution
Dans cet exercice, les éléves souhaitent que la netteté s'étende de «5Sm a I’infini ».
Pour déterminer la distance de mise au point a choisir

- Jexprime P en fonctionde a et r .
- Jutilise les limites de fonction.
- Je calcule la limite de la fonction correspondante en +oo

- Jinterpréte le résultat trouvé.
2ar

. . 2 1 1 T
P est la moyenne harmonique des distances a et r donc S=-+- c’est-a-dire P = —
Pour que la netteté s'étende de «5m a I’infini », la mise au point doit étre faite a la distance : P =

10
=< pour x tendant vers +oco.

5+x

. . 10 x

lim P = lim (—)=10
xX—+ 00 x—+00 \ 5+Xx .

La distance de mise au point a choisir pour que la netteté s'étende de «5m a I’infini » est de 10
meétres.

D. EXERCICES RESOLUS

Le plan est muni d’un repere orthogonal (O,1,J).

Exercice 1
La fonction f est continue sur ]-00;0[ et sur J0; +oo[ et a pour tableau de variation le tableau

suivant :

X —00 -2 0 400
£ 0 - :
5 400
) \ \
-2 1
1

En utilisant ce tableau, donner les limites suivantes :

limf<—2+%> ; lim fG2); limf (_71) , limf(zx_ 1).

X——00

SOLUTION

14



Ona:

. 1 _ . _ . _ l _
> lim (—2+7)=—2et limf(x)=-5 donc limf(-2+7)=5.
>  lim (x%) = +oo et liin f(x) =1donc lim f(x?) = 1.
. -1 — . _ . —_1 _
> () = - et imfG) =2 donc Jigf () = 2.
> >
. 2x—1 . 2x . 2 . . 2x—1
> dim (570) = lim (5) = tim (%) = 0 et limfGx) = +o0 done lim f (5] =
>
+o00.
Exercice 2
Nevawn (x5
Calcule les limites suivantes lim ( x2+1) et lim (M)
X——00 X X—+o00 X
SOLUTION
Calculons lim (“x2+1>
X——00 X
Iy /x2(1+i) x| (14— —-x |14
lim ( x2+1> = lim [ Y—*Z | = im 2 = lim [ ——22
X——00 x X——00 X X——00 X X—>—00 X

lim (— /1 + %)
X——00 X

=-1.

: 5
Calculons lim (M)
X—+ 00 X

Onrappelleque VT € R,—1 < sin(T) < 1.En particulier Vx € R,—1 < sin(x%) <
1.

E 2 3 5 _ . 5
Pourx >0, = < 25 < L or lim (1) = lim (Z)=0donc lim ("2 =
x x X x—too \X xX—+oo \ X X—+00 x
0.
Exercice 3

Soit la fonction k définie sur R par k(x) = E(x) + (x — E(x))? ou E (x) désigne la
partie entiere du nombre réel x .
1. Soit n un entier relatif.
Justifie que la fonction k est continue en n.
2. Justifie que la fonction k est continue sur R.
Solution
La fonction k est définie sur R par k(x) = E(x) + (x — E(x))? ou E (x) désigne la partie
entiere du nombre réel x .
1. n étant un entier relatif, k(n) = E(n) + (n—E(n))?’=n—-0=n.
Calculons la limite de k a gauche en n.
Pour n—1<x<n,E(x)=n—-1donc k(x)=n—1+ (x—n+ 1)
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)}i_)r;llk(x)zn—1+(n—n+1)2 =n
<
Calculons la limite de k a droite en n.

Pour n<x<n+1,E(x)=ndonc k(x) =n+ (x —n)2
}i_gllk(x)=n+(n—n)2 =n.

>
Ona: lim k(x) = lim k(x) = k(n) , donc la fonction k est continue en n.
< >
Exercice 4

On considere la fonction f de IR vers IR définie par :f (x) = vx?+x+1 —x.
1. Calcule la limite de f en + oo puis interprete graphiquement le résultat.

2. Démontre que la droite (D) d’équation y = —2x — % est asymptote a la courbe
représentative (Cr) de f en -
3. Etudie la position de (C) par rapport a (D).

Solution
VxZ4x+1 —x)(Vx? +X+H1+X)
llrn = llm vV 1 —x)= lim (
f(x) ( X tx+ x) xX—+00 Vx24+x+1+x
lim X +x+1 —x° 24 x+1 —x?
X—+ 00 Vx2+x+1+x
= lim — W, lim &= lim x(1+’lc)
xX=+oo fx2(1+§+xi2) A P /1+§+xi2 +x X7t x< }1+)—1C+xi2 +1>

Interprétation graphique : la droite d’équation y = %est asymptote horizontale a la
représentation graphique (Cr) def en + co.

2. Démontrons que la droite (D) d’équationy = —2x — % est asymptote a la courbe
représentative (Cr) de f en - oo.

dim (F) +2x+) = lim (Va2 Fx+1+x+)) =

lim (\/x2+x+1;x)(\/x2+x+1+x) n 1
X——00 X“+x+1—x 2
1 1
. 24x+1-x% 1 . X1+ 1 . 1+ 1
= lim —xxzf-x+1xx + 5= lim ( 1")1 + 5= lim — xl + 3
X—>—00 - X—>—00 X—>—00
x(— 1+;+x—2—1> - 1+;+x—2—1
1 1
=—=+==0.
2 2
. ., . 1 \ ) .
Donc la droite (D) d’équationy = —2x — > est asymptote a la courbe représentative

(Cr) defen - oo,

3. Etudions la position de (Cy) par rapport a (D).



f(x) =+vx2+x+1 etuneéquationde (D) esty = —2x — %
Vx€ER,(x+5)2+2 > (x+5)2doncvx € R,VxZ+x+1> |x+§| c’est-a-dire :
Vxe]R,\/x2+x+1>x+% et Vx?+x+1> —2x—%.

ParsuiteVx € R, f(x) > —2x — % donc (Cy) est au-dessus de la droite (D).

Exercice 5

Partie A . g est la fonction définie sur IR par g(x) = 2x3 - 3x? — 1.

1. Calcule les limites de g en -co et en +co.

2. Etudie les variations de g et dresse son tableau de variation.

3. Démontre que I’équation x € IR, g(x) = 0 admet une solution unique e etque 1,6 < a <
1,7. 4. Démontre que : Vx € |—oo;af,g(x) < 0 et Vx € |Ja;+oo[,g(x) >0

1% On note (C) sa courbe
1+ x

représentative dans le plan muni d’un repere orthonorme (O ;1 ;J). L’unité graphique est 2 cm.
1. Calcule les limites de f en -1 et en +oo puis interpréter graphiquement les résultats.

. ) ) 9x)
2.0) Démontre que 1V x €] —1; +oo [, f'(x) = 755

b) Etudie les variations de f et dresser son tableau de variation.

c¢) Donne une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.
d) Etudie la position de (C) par rapport a (T).

3. Trace (T) et (C).

Partie B. f est la fonction définie sur ]—1;+o0 [ par: f(x) =

Solution
Partie A Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = 2x3 — 3x2 — 1.

3 =

1. Lim g(x)= lim(2x3 —-3x2—-1)= lim2x —o00.
X—>—00 X——00 X—>—00
Limg(x)= lim (2x3 — 3x? —1)= lim 2x3 = +oo,
xX—+00 xX—+co0 X+

2. g est dérivable sur IR. Vx € IR, g'(x) = 6x? — 6x.

gx)=0&x =0oux = 1.

Vx €] —oo; 0[U]L;+00[,g’(x) >0

Vx €]0;1[,g'(x) <0

On en déduit que : g est strictement croissante sur ] -0 ; 0] etsur [1,+o /, g est
strictement décroissante sur [0;1]

Tableau de variation de g.
X -00 0 1 ~+00
g'(x) + 0 -0 +




+00

g(x)

4. - Lafonction g est dérivable sur] -0 ; 1], et g’ s’annule en 0.
Par ailleurs, pour tout x € |—;0[, g’'(x) > 0 et pour toutx € 10;1[,g'(x) <0
Par suite g(0) est le maximum de g sur ] -« ; 1].
D’ou:Vx €]-0;1], g(x) < g(0) et comme g(0) < 0, finalement,vVx € ] - ;1],
gx) < 0. - La fonction
g est continue et strictement croissante sur [1,;+oo/ ; g([1;+tof) = [-2;+tx/,
Or 0 € [-2,;+xf, donc I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans [1,+x/.
On conclut : I’équation x € IR, g(x) = 0 admet une solution unique a.
1,6 et 1,7 appartiennent a [1,+x[ ; g(1,6) = -0,49 et g(1,7) =0,16 ;
g(1,6)x g(1,7) <0donc 1,6 <a< 1,7.

4. -1l a été démontré a la question 3) que Vx € ] -»;1], g(x) < 0.

- Lafonction g est continue et strictement croissante sur [1; a [ etsur ] a,+w/, d’ou :
g(L; a[) = [-2;0[etg(] @;+0o0[) =]0;+oo[ donc :

Vx€ [1; a[,g(x) < Oet Vx E]a,;+x/, g(x) > 0.

On conclut :

Vx €]-0af, (x) < 0OVx €]a,+x/, g(x) > 0

Partie B
1. Limiteen —1:
1—x 1
Pour tout x > —1, f(x)=1+x3=1+x3(1—x)
pourx > —1,ona x3 > —1,soit x3+1 >0 ,par suite lim 5 = +o0
x—>>—1 14+x
et comme liml(l —x) =2 alors xlimlf(x) = 400
X—— ——
>
Donc la droite d’équation x = —1 est asymptote a (C).
* Limite en 4o
_ : _ L 1-x o —x _ R
Ona: xilmof(x) = lm —5= lm—Z=lim=5=0
La droite d’équation y = 0 est asymptote a (Cf) en +oo.
2. ) f estdérivable sur] —1, +o /,
Vx €] —1; +oo , _ —(1+x3)-3x2(1-x) _ —1-x3-3x2 +3x3 _ 2x3-3x%-1 _ g(x)
X ’ [ ) = (1+x3)2 - (1+x3)2 T a+x3)2 T (1+x3)2

b) vx €] —1; +oo /,(1 + x3)? > 0 donc le signe de f’(x) est celui de g(x) déterminé a la fin de
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la partie A, par suite :

Vxe]-1; al,f'(x) <0 ; Vx€la; +of,f'(x) >0 et f'(a) =0.

On en déduit que f est strictement décroissante sur ] -1;a] et strictement croissante sur [« ,+oo/.
Tableau de variation de f,

X a +o0
fx) - 0 +
f(x) +o0 0

AN

\ f(a) /

c) Une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0 est -
y = f(0)(x—0)+ f(0)
f0)=-1;f(0)= 1

Ainsi une équation de la tangente (T) est: y = —x + 1.
2_ -
d) Pourtout x > — 1, f(x)- (—x +1) == _ x(x-1)

1+x3 1+ x3

Vx €] -1, +oo [,1 + x3 > 0 donc le signe de f(x) — (—x + 1) est celui de x(x — 1).
fxX)—(—x +1)=0x = 0oux = 1.

Vx €] —1;0[U];4+o [, f(x)—(—x +1)>0et Vx €]0;1[, f(x)—(—x +1) <0
On en déduit que :

(C) est au-dessus de (T) sur ] -1; 0[ U]1,+o /,

(C) est au-dessous de (T) sur ]0 ;1[

(C) et (T) se coupent aux points d’abscisses 0 et 1.

3. Representation graphique de (T) et (C).

N b

y
24
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E. EXERCICES

| - EXERCICES DE FIXATION

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O,1,J).
Exercice 1

Dans chacun des cas suivants, f est une fonction de IR vers IR. Détermine les limites de f aux
bornes de son ensemble de définition.

Q) f(x) = L b) f(x) =VXTFx=2 +x—1;
¢) f(X)=V2xZ+1-x+3; df(x) =VxZ2 + 1 -vx + 2;

&) f(x) = |2 f) £ (%) = xc0s (=) ;

Q) f(0) = h) f(x)=vV2xZ+ 1-x+3.
Exercice 2

Soit f la fonction définie sur [0 ;+oof par : f(x) = V4xZ+ x et (Cy) sa courbe représentative
dans le repére (O,1,J).

Démontre que la droite d’equation y

1
= 2X — 1 est une asymptote oblique a (Cf) en + oo

Exercice 3
2x—1

Vx

Soit g et h les fonctions définies sur ]O ;+oof par : g(x) = 2x2 — i et h(x) = , dont les

courbes représentatives sont données ci - dessous :

T e (Eg) Y

S

| DUUUE SUUEN BUUON GOSN SUPRN SUURN |

T

o=

: im 8%
Calcule xL‘i%o g(x) et leRO "

he)

X—>+o0o X

puis lim h(x) et lim
X—>+0

Interpréte graphiquement les résultats

Exercice 4
On considéere les fonctions f et g de IR vers IR définies par :

flx) = 2’:‘;; et g(x) =vVxZ +1-3x2.
On note (Cy) et (Cg) les courbes représentatives de fet g.
1. Démontre que (Cy) admet en + co une branche parabolique de direction I’axe des abscisses.
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2. Calcule les limites de g(x) et de % lorsque x tend vers —oo et interpréte graphiguement les
résultats.

Exercice 5
Etudie la nature de la branche parabolique a la courbe représentative ( Cy) de f en+oo dans chacun
des cas suivants

8) f(x) = 2 b) f(x) = 2= - Vx+1

) f(x) = 2x? —3\/§; d f(x) = Vx3+8.

Exercice 6

Etudie la Iimite de fen a dans chacun des cas suivants

a) f(x) = T=;a = 0; bf(x) = 22, ¢ = 0;
cosx _ sm2x _ .

C)f(X)— 7; Ia’_z) d)f()_SIH?)X, a_Oa

e) f(x) 1- cosx’a = 0.

Exercice 7

f est une fonction de IR vers IR. Dans chacun des cas suivants, démontre que f admeten a un
prolongement par continuité et définis ce prolongement.

AFC) = 2= a=9;  bf() =T a=0; Of (x) = La=-2

x+1]-1"'

Il - EXERCICES DE RENFORCEMENT

Exercice 8
Soit P la fonction définie et dérivable sur I; R dont le tableau de variation est le suivant :

x -00 -2 2 “+00
P’'(x) -0+
P(x)

1. Détermine le nombre de solutions de I’ equation :x € IR, P(x) = 0. Justifie.
2. La courbe représentative (C) de P présente-t-elle des asymptotes horizontales ou verticales ?

Exercice 9
1. Démontre que I’équation : x € IR, x* —x? + 1 = 3 admet une solution unique a dans
112 .
Donne une valeur approchée de a a 107 prés.
2. Démontre que I’équation cosx = x admet une unique solution a dans ]0;1].
Donne une valeur approchée de a a 10prés.

111 - EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT
Exercice 10
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3
Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) =- x? + x% + 3 et (Cr) sa représentation graphique

dans un repére orthonormé.

b) Etudie les variations de f et dresser son tableau de variation.

2. a) Démontre que ’équation : x € IR, f(x) = 0 admet une solution unique e etque 3 < a <

4, b) Donne une valeur approchée de a & 107 prés.
3. Trace (Cy).

Exercice 11
Soit f1] -0 -3 [ = 150
x—3
X —>
2x+1

(Cy) sa representation graphigque dans un repere orthonorme.
1. Démontre que f est une bijection et détermine sa bijection réciproque f 1.
2. Trace la représentation graphique de f, puis déduis en celle de 1.

Exercice 12

Partie A

Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = x3 + 2x — 2.

1. a) Démontre que I’équation : x € IR, g(x) = 0 admet une solution unique a.
b) démontre : 0,77 < a < 0,78.

2. Démontre que :
Vx€]-o;al,glx)<0 ,
Vx€]a;+o[g(x) > 0.

Partie B

Soit f la fonction définie sur ] -o0; 0 [U] 0;+0 [ par :f (x) = x — % + %

On note (C) sa courbe repréesentative dans un repére orthonormé (O,1,J). Unité : 2 cm.
1. Calcule les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

2.a) Démontre que la droite (D) d’équation y = x est asymptote a (C).

b) Etudie la position de (C) par rapport a(D).

3.a) Démontre que :

vx €IR*, f(x) =25

b) Dresse son tableau de variation.

c¢) Donne une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1.

4. Trace (T), (D) et (C).

Exercice 13

3 2
On consideére la fonction f définie sur I; R\{-1 ;1} par f(x) = xx:f’lc ,
(Cr).

1. Soit g la fonction définie sur IR par : g(x) = x3 - 3x - 4.
a)Etudie le sens de variation de g et

et calcule ses limites en + oo et en - o,

b) Montre que I’équation g(x) = 0 admet sur |;R

de courbe représentative

22



une unique solution notée a.
c) Donne un encadrement de o d’amplitude 0,1.
d) Déduis en le signe de g(x) selon les valeurs de x.
2. a)Détermine les limites de f en+ coeten - oo.
b) Détermine les limites de f a gauche et a droite en -1 et en 1.
Interprete graphiquement les résultats obtenus
c)Montre que pour tout x €l; R\{-1;1},
ey Xg(x)

f'x) = G2 1)
d) Déduis en les variations de f et dresser son tableau de variation.
3.a)Détermine les nombres réels a, b, c et d tels que pour tout x €1; R\{-1 ;1},

f(x)=ax+b+ C?d.

x“—1

b) Déduis en que (Cr ) admet une asymptote oblique (D) d’équation y = x + 2.
- -y = f -

¢) Etudie la position relative de (Cy ) et (D).

d) Montre que les abscisses des points B et B’ ou (Cr) admet une tangente parallele a (D) sont -
2++/3 et -2-4/3

4.Donne une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 2.

5. Détermine les points d’intersection de (Cr ) avec la droite (Ol).

6. Trace (C ) et la tangente (T ).
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THEME : ARITHMETIQUE

Durée : 10 heures

Lecon 4 : DIVISIBILITE DANS Z
A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Des ¢leves d’une classe de premiere C passionnés d’astronomie ont lu dans une revue les
informations suivantes :

« Un corps céleste A qui apparait périodiqguement tous les 105 jours a été observe un jour Jo par
un astronome. Six jours plus tard (Jo + 6), il observe le corps B, dont la période d’apparition est
de 81 jours. Il est mentionné dans la revue que les deux corps celestes apparaissent
simultanément a certaines dates ».

Voulant en savoir davantage sur ces dates, ils te sollicitent. Tu poses le probléeme a toute ta classe
de TC et ensemble vous décidez de faire des recherches sur les dates d’apparition simultanées de
ces deux corps célestes.

B. CONTENU DE LA LECON

I. DIVISIBILITE DANS Z

1. Diviseurs d’un nombre entier relatif
a. Définition
Soit a et b deux nombres entiers relatifs tels que :b # 0.

On dit b est un diviseur de a s’il existe un nombre entier relatif k tel que :a = kb.
Lorsque b est un diviseur de a, on dit aussi que b divise a ou que a est un multiple de b.

Notation
b divise a est notéb|a

Exemple
28 = 7 X 4, donc 28 est un multiple de 7 et de 4.
7 et 4 sont des diviseurs de 28 (on peut aussi dire que 7 et 4 divisent 28)

Remarques
e 1 et —1 divisent tout nombre entier relatif
e 0 est multiple de tout nombre entier relatif
e Tout nombre entier relatif non nul divise 0 mais 0 ne divise aucun nombre entier relatif

Notation



Soit a un nombre entier relatif.
L’ensemble des diviseurs de a se note D(a)

b. Propriétés
Soit a, b et ¢ trois nombres entiers relatifs non nuls

(1)  Sibdivise a, alors |b| < |a|

2 a divise a

(3 sialbet blaalorsa=boua=-b
(4)  siadivise b et b divise c, alors a divise ¢

(5) Si adivise b et c, alors pour tous entiers relatifs p et g , a divise pb + qc
(en d’autres termes, Si a divise b et c, alors a divise toute combinaison linéaire de b et c)

Exercice de fixation

15n248n+6 ., )
o - est irréductible.

Soit n € N, démontrez que la fraction r = —————
30n“+21n+1

Solution

Posons a = 30n? +21n+ 13 etbh = 15n* +8n + 6.
Ona:a—2b=5n+1etb=(0GBn+1)3n+1)+5.

Soit d = PGCD(a; b).
Comme dla et d|b alorsd|(a — 2b),d’oud = PGCD(b; 5n + 1).
Il existe deux entiers naturels k et [ tels que
(5n+1)=dk et(5n+1)(3n+1)+5=4dl, d’ou
dk(3n+1)+5=dle5=dl—dk(3n+ 1) =d(l— k(3n+ 1)).
Donc d|5 et d|(5n+ 1) etd|[(5n+ 1) — 5n], c-a-d que d|1.
Conclusion: d = PGCD(5;1) = 1.30n? + 21n + 13 et 15n% + 8n + 6 sont premiers entre
15n2+8n+6

——————est irréductible.
30n“+21n+13

eux donc la fraction r =

2. Division euclidienne
a. Division euclidienne dans N
Propriété

Soita et b deux nombres entiers naturels telsque b # 0.
Il existe un unique couple (g;r) E NXN telque: a=bg+ret0<r<b

Remarque
e Effectuer la division euclidienne de a par b consiste a déterminer 1’unique couple
(g;r) ENXN telque: a=bg+ret0<r<b
e g et r sont respectivement appelés quotient et reste de la division euclidienne de a par
b.
e Sile reste de la division euclidienne de a par b est égal 0, alors b divise a.

Exercice
Effectue la division euclidienne de 72 par 5.

Solution



72=14x5+2avec0<2<5
14 et 2 sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de 72 par 5.

b. Division euclidienne dans Z
Propriété

Soit a et b deux nombres entiers relatifs tels que b # 0.
Il existe un unique couple (g;7r) €EZ XN telque: a=bg+ret0<r <|b|.

Remarque :

e Soit (a; b) € Z x N* il existe un unique entier

q€eZtelsquebg<a<blg+1)ebg<a<bg+beo0<a—-bg<b
Enposantr =a—bqg ona a=bg+1r et0<r <b.

e Effectuer la division euclidienne de a par b consiste a déterminer 1’unique couple
(q;r) €EZxNtelque:a=bg+ret0<r<|bl.

e Le reste d’une division euclidienne dans Z est toujours un entier positif.

e Sile reste de la division euclidienne de a par b est égal 0, alors b divise a.

Exemple :
Effectuez la division euclidienne de -17 par 3.

—-18< —-17< -15 © 3 x (—6) < =17 < 3 x (=5), donc le quotient est g = —6, le reste de
la division euclidienne de —17 par 3estr = (—17) — (—18) = 1.

Exercice de fixation 1
1) Chaque écriture suivante traduit-elle une division euclidienne ?

Répond par vrai ou par faux.

N° Ecritures Réponses
1 71=7%Xx9+8

2 27 =4x54+7

3 —-161=-12%x13 -5

4 —127=-15%x9+8

2) Donne le quotient et le reste de la division euclidienne de :

a) 361 par23 b) 361 par — 23 c) —361 par 23 d) —361 par — 23.
Solution
1)
N° Ecritures Réponses

1 71=7%x9+8 vrai




2 27=4%X5+7 faux
—-161=-12%x13 -5 faux
4 —127=-15%x9+8 vrai

w

2) a)361 = 15x23+16 ;q=15etr = 16.
b) 361 = (—=15) x(=23)+16 ;q=—15etr = 16.
c) —361 = —(15%x23+16) =—-15%x23—-16=—-15%x23 - 16+ 23 — 23
—361=-16x23+7,q=-16¢etr = 16.
d) —361 = —(15x23+16) = 15 x (—23) — 16 = 15 X (—23) — 16 + 23 — 23
—361=16x%(—23)+7;q=16¢etr =7.

Exercice de fixation 2
Le reste de la division euclidienne de m par 17 est 8, celui de n par 17 est 12.

Déterminez le reste de la division euclidienne par 17 de :

a- m+in.
b- mxn.

c- m? .

Solution

Ecrivons euclidienne de m et de n par 17 : il existe deux entiers naturels g et q' tels que
m=17q+8 et n=17q" + 12.
a m+n=17q+8)+(17q¢' +12) =17(q+q') +20=17(q + q¢' + 1) + 3 ; le reste
de la division euclidienne de m + n par 17 est 3.
b. mxn=(17q+8)(17q' + 12) = 17%qq' + 17 x 12q + 17 X 8¢’ + 96
mxn=17(17qq’ + 12q¢ +8q') + 17 x 5 + 11,
mxn==17(17qq' + 12q + 8q' + 5) + 11.
Le reste de la division euclidienne de m x n par 17 est 11.
c. m?=(17q+8)2=172¢2 +2x 17q x 8 + 82 = 17%2¢% + 17(16q) + 64
m? = 1722 +17(16q) + 17 x 3+ 13 = 17(17¢% + 16q + 3) + 13.
le reste de la division euclidienne de m? par 17 est 13.

3. Congruence modulo n(n est un entier naturel non nul)

a. Définition
Soit a et b deux nombres entiers relatifs et n un entier naturel non nul.
On dit que a est congru a b modulo n si n divisea — b.

Notation
a est congru a b modulo n estnoté a = b [n] oua = b (mod n).

Exemple
e 23=3][5] car23—3 =20 et5 divise 20.
e 39=-1[8] car39 —(—1) =40 et 8 divise 40.



Remarque
Sia=b[n]et0 < b <n,alors b est le reste de la division euclidienne de a par n.

b. Propriétés
Propriété 1
Soit a, b, c et d quatre nombres entiers relatifs, n et k deux entiers naturels non nuls
1) a=aln]
(2 si a = b[n],alorsh = a [n]
(3) si a=b[n]eth =c[n]alorsa = c [n]
4) Sia=b[n] et c =d]|[n],alors:
e (a+c)=(Mb+d)n]
e axXc=bxd]|n]
o aFf =b¥[n]

Exercice de fixation
Soita= 51leth = 126

Détermine les restes respectifs de la division euclidienne de ab, 6a — 5b et a* par 8.

Solution

e a= 3[8]ethb=6[8]alorsab =3 x 6]8]

Onadonc ab = 18 [8] d’ou ab = 2 [8]. Comme 0< 2 < 8, alors 2 est le reste de la division
euclidienne de ab par 8.

e a= 3[8]etb=6[8]alorsba—5b=6x3—5x6][8]

Onadonc 6a —5b = —12 [8] d’ou 6a — 5b = 4[8]

Comme 0 < 4 < 8, alors 4 est le reste de la division euclidienne de 6a — 5b par 8.
e a = 3[8]alorsa* = 3*[8]. Onadonc a* = 81 [8], d’oua* =1 [8].

Comme 0 < 1 < 8, alors 1 est le reste de la division euclidienne de a* par 8.

Propriéte 2

Soit n un nombre entier naturel non nul, a et a’ deux nombres entiers relatifs, r et r’ les restes
respectifs des divisions euclidiennes de a et a’ par n.

Ona:a=d[n]jer=r.
Exercice
Soit a un nombre entier relatif et  le reste de la division euclidienne de a par 13.
Sachant que a = 2020[13], détermine 7.

Solution



2020 = 5[13], Comme 0 < 5 < 13, alors 5 est le reste de la division euclidienne de 2020 par
13.

Onadonc,a = 2020[13] & r = 5.

4. Numération

a) Propriété
Soit b un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2.
Tout entier naturel x non nul peut s’écrire de fagon unique
n
x = z Qub* = agh® + asb' + ayb? + -+ apb”
k=0
ou les a; sont des nombres entiers naturelstelsque: 0<a, <b et a, #0.

On appelle écriture de x en base b I’expression x = @, a1 ... A, 010"
Par convention les écritures «sans barre » sont en base 10.

Remarque
o X =0T,0,1...0,0,05" = a,b™ + a,_b" ' +...+ a,b* + a;b +a,
* X =0a,0, 1 ...azalaob
Lorsque b = 2 on dit que x est écrit en base 2 ou base binaire.
Lorsque b = 10 on dit que x est écrit en base 10 ou base décimale.
Lorsque b = 16 on dit que x est écrit en base 16 ou base hexadécimale.

Exercice de fixation
Ecris en base 2 le nombre 222
Solution

FF



0 111 2
1 552

1}’2712

1‘13 2

s

0

2

312
111

Donc 222=1101111072

b) Bases de numération

Exemples de systemes de numération :

Le systéme décimal (base 10) utilise I’ensemble des chiffres {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Le systéme binaire (base 2) utilise I’ensemble des chiffres {0, 1}

Le systéme octal (base 8) utilise ’ensemble des chiffres {0,1,2,3,4,5,6,7}

Le systeme hexadécimal (base 16) utilise I’ensemble des chiffres et des lettres :

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D, E, F} tels que A=10 ; B=11; C=12 ; D=13 ; E=14 ; F=15

Exercice

Ecris en systeme décimal le nombre 102543,

Solution

102548 =4 +5x 81+ 2x8%2+0x 83+ 1x8*=4268.

c. Quelques criteres de divisibilité

Soit x* = YpYp—-1Yp—2 - V1Yo dans le systeme décimal ; ona x = izoykmk.

v CONGRUENCE MODULO 2

10° = 1[2] et pour tout k € N*; 10% = 0[2] donc x = y,[2].
x =0[2] © y, = 0[2].

CONGRUENCE MODULO 3
Pour tout k € N; 10% = 1[3] donc x = (X}_, ¥x)[3]; d’ou

x=0[3] & (Zi_ov) =0[3]

CONGRUENCE MODULO 4
10° = 1[4]; 10 = 2[4], pour tout k € N, k > 2; 10* = 0[4]; donc

x = (yo + 71109 [4] & x = (v, + 2y1)[4]



x =0[4] © (0 + 2y,) =0[4] © (yo + 10y,) = 0[4] & Le nombre y;y, est divisible
par 4.

v CONGRUENCE MODULO 5
Pour tout 10° = 1[5] ; pour tout k € N*, 10% = 0[5]. Donc x = y,[5].
x = 0[5] © y, = 0[5].

v" CONGRUENCE MODULO 6
10° = 1[6] ; Pour tout k € N*, 10% = 4[6] ; donc x = (y, + 4 X _, Vi) [6]

x =0[6] © (yo +4Xh_,vk) = 0[6]

v CONGRUENCE MODULO 8
10° = 1[8]; 10! = 2[8] ; 10% = 4[8] ; pour tout € N, k > 3; 10% = 0[8] , donc x =
(Yo + ¥110" + 7, 10%)[8] = (yo + 2y1 + 47,)[8]. x = 0[n] & (vo + 2y, + 4y;) =
0[8] & .Le nombre y,y,y, est divisible par 8.

v CONGRUENCE MODULO 9
Pour tout € N, 10% = 1[9] , donc x = (Xh_, ¥x)[9] . D’ou
x =0[9] & (Xh_,7x) = 0[9].

v CONGRUENCE MODULO 25
10° = 1[25]; 10* = 10[25] et pour tout k € N,k > 2,10% = 0[8] donc
x = (yo +v110)[25]. D’ou x = 0[25] © (¥, + ¥110) = 0[25] © Le nombre y,y, est
divisible par 25.

e Critére de divisibilité par 2
Un nombre entier naturel est divisible par 2 s’il est pair ; en d’autres termes si le chiffre des
unitésest 0; 2; 4; 6 ou 8.

e Critére de divisibilité par 3

Un nombre entier naturel est divisible par 3 si la somme de ses chiffres est divisible par 3.
e Critere de divisibilité par 5

Un nombre entier naturel est divisible par 5 si le chiffre des unités est 0 ou 5.

e Critere de divisibilité par 9
Un nombre entier naturel est divisible par 9 si la somme de ses chiffres est divisible par 9.
e Critere de divisibilité par 10
Un nombre entier naturel est divisible par 10 si le chiffre des unités est 0.
e Critere de divisibilité par 11
Un nombre entier naturel est divisible par 11 si la somme de ses chiffres de rang pair soustraite
de la somme de ses chiffres de rang impair est divisible par 11.

Exercice de fixation
En appliquant les critéres de divisibilités, justifie que 6485958017 est divisible par 11.

Solution



6+8+9+8+1)-(4+5+5+0+7)=11
11 divise 11, donc 6485958017 est divisible par 11.

Il. Les nombres premiers
1. Définition
On dit qu’un nombre entier naturel p est premier s’il posséde exactement deux diviseurs
positifs : 1 et p.

Exemple
7 est un nombre premier car les seuls diviseurs positifs de 7 sont 1 et 7.

Remarque
J 0 et 1 ne sont pas des nombres premiers
o 2 est le seul nombre premier pair

Propriétés
o Tout nombre entier naturel n strictement supérieur a 1 a au moins un diviseur
premier.
o Si un nombre entier naturel n strictement supérieur a 1 n’est pas premier, alors il

existe un diviseur p premier de ntelque :2<p <+vn
o Il existe une infinité de nombres premiers

Exercice de fixation
Les nombres 983 et 2419 sont-ils premiers ?

Solution

e 1983 = 31,35

Les nombres premiers inférieura3lsont:2;3;5;7;11;13;17;19;23;
29 ; 31.

Aucun nombre premier inférieur ou égal a 31 ne divise 983. Donc 983 est un
nombre premier.

o 2232=31x72.
Donc 2232 n’est pas un nombre premier.

2. Décomposition en produit de facteurs premiers
Propriété et définition
Soit n un nombre entier naturel strictement supérieur a 1



e |l existe des nombres premiers p;, p,, ps, --., P€t des nombres entiers naturels
oCq, Xy, X3, ..., € tels que :

n= P1°<1 X pzocz X p3°<3 X ... X pk“k ou P1 < P2 < D3 R Dk

e Cette déecomposition est unique et est appelée décomposition de n en produit de
facteurs premiers.

Exercice fixation

Décompose le nombre 1092 en produit de facteurs premiers

Solution
1082 | 2
46 | o
273 | 3
911 7
13 (13
1
1092 =22 x3x7x13.
Propriété

Soit n un nombre entier naturel strictement supérieur a 1 et admettant la décomposition en
produit de facteurs premiers : n = p; %t X p,%2 X p3*3 X ... X p %k

e Les diviseurs positifs de n sont de la forme :
n=pP1r xp,P2 xpPs x .. xpPravec0 < B <a;etl1<i<k
e Le nombre de diviseurs positifs de n est :

1+a)A+ay) X ..x(1+ay)

Exercice de fixation
Détermine le nombre de diviseurs positifs de 1092.

Solution

1092 =22x3x7x%x13
Le nombre de diviseurs positifs de 1092 est : (1+2)(1+1)(1+1)(1+1)= 24

C. SITUATION COMPLEXE



Un éléve de terminale C, passionné par I’émission « fort boyard » y découvre le jeu suivant :

Le principe du jeu est que 1’on dispose de 20 batonnets placés sur une table comme le montre
la figure ci-contre.

Deux joueurs prennent chacun, a tour de role un,

Deux ou trois batonnets.

Celui qui prend le dernier batonnet perd la partie.

L’¢leve pense qu’il existe une stratégie de gagner pour le joueur qui commence la partie.
N’étant pas tres sr, il te propose de I’aider a trouver cette stratégie.

A I’aide d’une production argumentée, trouve cette stratégie.

Solution

» Pour découvrir la stratégie nous allons utiliser I’arithmétique.

Le joueur qui commence doit toujours laisser a son adversaire un nombre de batonnets congru a
1 modulo 4. Ainsi a un moment de la partie I’adversaire se retrouvera avec 5 batonnets, car 5=
1[4]. Donc quel que soit le nombre de batonnets pris par ce adversaire, il aura a la fin un dernier
batonnet.

D. EXERCICES

Exercice 1

m et n sont des nombres entiers relatifs. Pour chacun des énoncés suivants, une seule des trois
réponses proposees est exacte.

Indique la bonne réponse. (Exemple 5- A)

Réponses
IN° |Enoncé A B |[C
1 |n(n+ 1) est un multiple de 3 2 6
2 |[n(n—1)(n+ 1) est divisible par 7 |5 3
13 [Le reste de la division de 23 par —3 est 2 |2 |1

Exercice 2

1) Détermine les entiers naturels n tels que : 5™ = —1 [13].
2) Détermine les entiers naturels n tels que 13 divise 5™ + 52",
Solution

1) On calcule les premiers termes et on trouve 5° = 1 [13], 5! = 5[13], 52 = —1 [13],
53 =-5[13],5*=1[13],5% = 5[13], 57 = —1 [13],... On voit clairement apparaitre
le cycle 1,5,—1,—5,1,5,—1, ce qui nous incite a démontrer par récurrence sur p € N la
propriété suivante : 5*? = 1 [13], 5*P*1 = 5 [13], 5%P*2 = —1 [13], 5%P*3 = -5 [13].
* La propriété est vraie pour p = 0 comme le montre le calcul précédent.



« Soit k € N tel que 5% = 1 [13], 5%k*1 = 5 [13], 5%*2 = —1 [13], 5%*3 = —5 [13].
Alors on a54(k+1) = 54k x 54t 54(k+1) = 1 x 1 [13].

La démonstration pour les trois autres cas est exactement similaire.

Donc la propriété est vraie pour k + 1.

* Pour toutp € N, 5% = 1[13], 54?*1 = 5[13], 5%P*%2 = —1[13], 5%P*3 = —5 [13]

Ainsi, les entiers naturels solutions de 5™ = —1 [13] sont exactement les entiers de la
forme 4p + 2,avecp € N

2) Onab5™+ 52" =5m(1 + +5M).
Si 13|5™ + 52", puisque 5A13=1, le théoréme de Gauss assure que 13|1 + +57,
autrement dit que 5™ = —1 [13]. D'aprés la question précédente, ceci est équivalent a
dire que n = 4p + 2, avec p € N. Réciproquement, sin = 4p + 2 pour un certain p € N,
on sait que 13|1 + +5" et donc 13|5™(1 + +5"), c’est a dire 13|5™ + 52,
Les entiers n solutions sont donc exactement ceux qui s'écrivent 4p + 2, avec p € N

Exercice 3

Démontre que 11|(1742772625> —1) .

Solution

174277 = (7—-7+2—-4+7—-1)[11] = 4[11].

2625 =5x525;

174277%6%% = 42625[11] = 45%525[11] = (45)%?°[11] or 4° = 1024 = 1[11].
Donc 1742772625 = (1)525[11] = 1[11] & (1742772625 — 1) = 0[11]

Conclusion : 11|174277.

Exercice 4
On donne a = 17 dans le systéme décimal. En remarquantque a = 16 + 1 ;

Ecris dans le systeme de numération hexadécimal les nombres : a; a?; a3; a*.

Solution

Les chiffres du systéme hexadécimal sont : 0; 1;2;3;4;5;6;7;8;9;A4;B;C; D; E; F.
a=17=16+1=1x 16 +1 x 16°.
Donca = 11.

a’?=(16+1)2=162+2x16+1=1x16>+2x161+1x16°.

Donc a? = 121.
a=(16+1)3=163+3x%x162+3%x16+1=1x163+3x162+3 x 161 +1 x 16°



Donc a3 = 1331.

4 5 5 N 121
a* = a” X a* . Je pose I’opération
121

121

242
121

14641

a* = 14641,

Exercice 5

Soit I’entier naturel x = 2™ — 1,n > 2 dans le systeme décimal.

1) Déterminez I’écriture de x dans le systéme binaire.

2) Soient les entiers y et z d’écriture binaire respective 11111 et 1111111111 ;
Démontrez que y|z.

Solution

1) x=2"—-1=Q-1D@"1+2"2+...4+2+4+1)=2"14+2"2+...4+2+1. Donc
ona:x =111..1 ou il yan chiffres 1.

2) y = 11111 donc en systéme décimal y = 25 — 1
Z = 1111111111 donc en systeme décimal z = 21° — 1.
z=210_1=225_1=(252-1=(25-1)(25+ 1) = y(25 + 1).
Comme (2°+ 1) € Nalors y|z.
Autre méthode :
y=25—1=31et z=2'%—-1=1023 =31x%33.Donc y|z.

Exercice 6

Démontrez que le nombre entier naturel x qui s’écritenbasea,a >1; 11111..111 ,n
a™-1

a-1 "'

chiffres égaux a 1 s’écrit x =
Solution

Soit x I’entier naturel qui s’écritenbase a,a > 1 ;x = 111...1 ou il y a n chiffres 1.

Onsaitque:x =a"1+a" 2 +-+a’+a+1,
or(a— D@ *+a"?+-+a+1)=a"-1.

n_
Comme a # 1, alorsaa—_l1 =a"1+a" 24 -t+a+1=x.

Exercice 7



1) Soit g € N, on veut démontrer que q impair & q? est impair.
a- Démontrez que si g est impair alors g2 est impair.
b- Démontrez que si g2 est impair alors g est impair.

2) Démontrez que si g est impair alors g2 = 1[8] .

Solution

1°) Soitg € N..
a. Supposons que q soit impair, il existe k € Ntelqueq =2k + 1.

q> = 2k +1)2 =2(2k?*+ 2k) + 1 = 2l + 1 avec | = (2k? + 2k) € N. Donc g2 est
impair.

b. Supposons que g? soit impair, il existe k € Ntelque g2 =2k +1 o q?> —1 =2k

Soit (g —1)(g+ 1) =2k & 2|(q —1)(q + 1) . Comme 2 est un nombre premier alors
2l(q — 1) ou 2|(q + 1) d’apreés le théoréme de Gauss.
Doncqg=2l+1 ou q=21l—-1,l € N.D’ou q est impair.

2°) Supposons que g soit impair, il existe k € Ntelque g = 2k + 1 ;

qg> =4k*+4k+1=4k(k+ D) +1oq¢*—1=4k(k+1).
> Sikestparalorsk =21,leN.q?>—-1=4Q2DR2L+1)=8l121+1).
» Sikestimpairalorsk =2l+1,leN.
> —1=4QI+1)Q2l+1+1)=8(I+1)2l+1)
> Dans tous les cas si g est impair, 8|/(q? — 1), donc (¢ — 1) = 0[8] .

Exercice 8

1) Démontrez que si un entier naturel n est premier alors n 4+ 7 n’est pas premier.
2) Soita €Z;
a- Développez le produit (a> —a+ 1)(a® +a+1).
b- L’entier a* + a? + 1 peut-il &tre un nombre premier ?
3) Déterminez I’ensemble des entiers x tels que :
a- (x+5)=3[8].
b- 3x =5][8].
4) Démontrez que si 2|(a? + b?) alors 2|(a + b)? ;ou a et b sont deux entiers.

Solution

1) Soitn € N, supposons que n soit un nombre premier.

» Sin=2alorsn+7=2+7=9=3x3,n+ 7 n’est pas un nombre premier.

» Pourn > 2, tout nombre premier plus grand que 2 est un nombre impair.
Doncn=2k+1,keN aveck#0;,n+7=2k+1+7=2k+8=2(k+4).
n + 7 est un nombre composé car k + 4 > 4, donc n 4+ 7 n’est pas un nombre premier.

Conclusion :
Sin est un nombre premier alors n + 7 n’est pas un nombre premier.
2) Soita€eZ.



a(a?—a+1)(@+a+1)=[(@a*+1)—al[(a®*+1) +a] = (a®+1)? —a?;
(a?—a+1D(a*+a+1)=a*+a®+1.
b.Si(a?—a+1)=1alorsa?—a=0;cequidonnea=0oua=1.
e Poura=0,a*+a%+1=1n’est pas un nombre premier.
e Poura=1,a*+a?+ 1= 3estunnombre premier.
Si(a?+a+1)=1alorsa?+a=0;cequidonnea=0 oua=—1.
e Poura=0,a*+a?+1=1n’est pas un nombre premier.
e Poura=-—1,a*+a?+1=3 estunnombre premier.
Poura#leta + —1;
e Sia=>2alorsa?>4;cequidonnea?+a+1=>7.

a?—a+1=(a—-32+3orpoura=2;a—2>2 donc (a—2)2=2.
) 3 2 4 2 2 2 4

Dou (a —2)? + 2= 3.

Commea*+a’+1=(a?—-—a+1)(a®>+a+1)avec

a’+a+1=>7eta’?—a+1=>3,alors a* + a? + 1 n’est pas un nombre premier.
e Sia< —2alorsa?>4;cequidonnea? —a+1=>7.

a’?+a+1= (a+%)2+z, ora < —2 entraine (a+%) < —%,cequidonne
(a+§)2 2% ; donc (a+%)2+22 3.
Commea*+a’+1=(a?—-a+1)(a’>+a+1)avec
a’?—a+1>=7eta’?+a+1 > 3,alors a* + a? + 1 n’est pas un nombre premier.

3) aa(x+5)=3[8]ex+5=3+8kk€eZex=-2+8kkeL
©Sx=6+8kkeZo x=06[8].
b. Remplissons un tableau de multiplication modulo 8

x 0 1

sallhl

IR
91|

N

»—\|w

2
6

3x 0 3

Onendéduitque3x =5[8] @ x=7[8] ©x =7+ 8k, k € Z.
4) Supposons que 2 divise (a? + b?), il existe k € Z tel que (a? + b?) = 2k, or
(a® + b?) = (a + b)? — 2ab, donc
(a + b)? = (a? + b?) + 2ab = 2k + 2ab = 2(k + ab).
Comme a € Z, b € Zet k € Z alors (k + ab) € Z.
Conclusion :
Si 2[(a® + b?) alors 2|(a + b)?.

Exercice 9

CODAGE AFFINE.

Le codage est défini par ’application

ff:y? , 0u y est le reste de la division euclidienne de x + 10 par 26 :

x+10 =26k +vy,0<y<26,cest-a-dire que : (x + 10) = y[26], 0 <y < 26.



a- Codez le mot MATHS.
b- Démontrez que tout élément a € F est I'image par f d’un seul élément de F .
c- Décodez le mot : VIWK

Solution

a- Codage du mot MATHS.

M A T H S
X 12 0 19 7 18
y 22 10 3 17 2

e 124+10=22=0Xx26+22
e 0+10=10=0x26+10
e 194+10=29=1Xx26+3
e 7+10=17=0x26+17
e 18+10=28=1X%26+ 2.

Le codage du mot MATHS est : WKDRC.

b- Soita € F.
f)=a ©(x+10)=26k+a,0<a<26,k€eZ.
fW)=aex=(@@—-10)+26k,k€Z & x = (a—10)[26] . Or —10 = 16[26] .
Donc f(x) =a e x = (a + 16)[26] .
Conclusion :
Six = (a+16)[26]alors f(x) =a .
c- Décodage de VIWK.

\ | W K
a 21 8 22 10
x 11 24 12 0

e 21+16=37=1x26+11
e 8+16=24=0x26+24

e 22+16=1x26+12

e 10+16=26=1x26+0.

Le mot codé par VIWIK est LYMA.
Exercice 10
CODAGE EXPONENTIEL.

On affecte a chaque entier compris entre 0 et 28 une lettre de I’alphabet ou un symbole.



Lettres |A |B |C |D |E |F |G |H |I J K |[L |[M |N
Chiffres | O 1 12 |3 [4 |5 |6 |7 |8 |9 |10 |11 |12 |13
Lettes |O |P |Q |R |S |T |U |V [W X |Y |Z a | B |y
chiffres |14 |15 |16 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 |24 |25 |26 |27 | 28

On définit ainsi I’ensemble G suivant :

G=1{0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;10; 11; 12; 13; 14; 15; 16; 17; 18; 19; 20; 21; 22; 23; 24; 25; 26; 27; 28}

Le codage est défini par :

I9>% oUy est le reste de la division euclidienne de x3 par 29

xey

x3 =29 +y,0 <y <29, cest-a-dire que : x3 = y[29], 0 < y < 29.

Soitg(x) =x3. f(x) =y © gx) = y[29].
Codez les mots : MER et LYCEE.
En remarquant que 3 X 19 — 28 x 2 = 1, démontrez que 3 et 28 sont premiers entre

eux.

Solution

a) Codage du mot MER.

Démontrez que si f(x) = f(x") alorsx = x" .
En déduire que deux éléments différents de G ont des images différentes par f.
Soit (x;y) € G X G tel que y = x3 . Démontrez que y*° = x[29].
Décodez alors les mots : TWESTIG et ZMaR .

M E R
X 12 4 17
y 17 6 12

123 =1728 =29 x 59 + 17
43=64=29%x2+6
173 = 4913 =29 x 169 + 12.

Le codage du mot MER est : RGM.
Codage du mot : LYCEE.

L Y C E
X 11 24 2 4
y 26 20 8 6

113 = 1331 =29 x 45 + 26
243 = 13824 = 29 x 476 + 20

22=8=29%x0+8

43 =64=29%x2+6.

Le mot LYCEE est codé par : aUIGG .




b —

a-

3x19—-28x 2 =1 d’apres le théoréme de Bézout 3 et 28 sont premiers entre eux.

Soit (x;x") e G xGtelque f(x) =f(x").
x3 =29+ f(x),k €Z et x'*=29k"+ f(x'), k' € L.
f(x)=x3—-29, keZ
{f(x’) = (x")3 - 29k’ k' € Z
Donc (x3)'? = ((x")?)1°[29] © x3%19 = (x")3*1°[29];0r3x19—-28x2=1
d’ou
3x19=2x28+1 et x28X2+1 = (x/)28X2+1[29] & x2%28 x x = (x')2*28 x
x'[29]
Soit (x28)2 x x = ((x")?8)2 x x'[29],
Comme 29 est un nombre premier et ne divise pas x et X’ (x < 29 et x' < 29) alors
d’aprés le petit théoréme de Fermat x28 = 1[29] et (x")?® = 1[29].
D’ou (x28)? = 1[29] et ((x")?8)? = 1[29].
[x28]%2 x x = x[29]
[(x)?8]? x x' = x'[29]
Comme x < 29 et x’' <29 alors x' =x.

e x3 = (x)3[29].

On a alors { o x =x'[29].

Donc par contraposée, si x’ # x alors f(x') # f(x).
d- Soit (x;y) € G X G telque y = x3[29].

yl

9 = (X3)19[29] PN y19 = x3><19[29] ,

Or3x19—-28x2=1©3x19=28x%x2+1donc

y19 = X28X2+1[29].
Comme 29 est premier et ne divise pas X (x < 29 ) alors d’aprés le petit théoreme de
Fermat,

x?® = 1[29] © (x?8)2 = 1[29] ; y'° = x?82 x x[29] & y'° = x[29] .

e— Décodage.
Le mot : TWPBTGI .
T W B T
Y 19 22 27 19
X 8 13 3 8

19=184+1=2%x9+1.
> 1919 =198 x 19 =(19%)? x19;192=361=29%x 12+ 13
192 = 13[29] donc 19'® = 13°[29] = 5[29]. On en déduit que :
191° = 1918 x 19 = 5 x 19[29] = 8[29].
222 =20[29] donc 2218 =20°[29] ;20° = (20%)2 x 20 or
20* = 7[29] d'ou 288 = 72[29] = 20[29] et
20° = 20 x 20[29] = 23[29].
Conclusion : 22'° = 23 x 22[29] = 13[29].
2719 = 2718 x 27 = (272)° x 27.
272 = 4[29] donc (272)° = 4°[29] = 13[29] .
279 =13 x 27[29] = 3[29].



> 619 =618 x6=(6%)2x6,6°=22[29] donc 618 = 222[29] = 20[29]
619 = 20 x 6[29] = 4[29].
> 819 =818 x8=(8%2x8;8%=6[29],dou

(8%)° = 6°[29] = 22[29]. Donc 8'° = 22 x 8[29] = 2[29].

D’ou le mot TWBTGI correspond @ INDICE.

Le mot: ZMaR .
Z M a R
Y 25 12 26 17
X 20 17 11 12

2519 = 2518 x 25 = (252)° x 25 ; 252 = 16[29] donc

2518 = 169[29] = (162)* x 16[29] = 24* x 16[29] = 16 x 16[29] d’ou
2518 = 24[29] et 25'° = 24 x 25[29] = 20[29].

261° = 2618 x 26 = (262)° X 26 ; 262 = 9[29] d’ou

2618 = 99[29] = 6[29] et 261° = 6 x 26[29] = 11[29]

1219 = 1218 x 12 = (122)° x 12 or 122 = 28[29] = (-1)[29].
1218 = (122)°[29] = (—1)°[29] = (-1)[29] = 28[29].

1219 = 28 x 12[29] = 17[29].

1719 = 1718 x 17 = (172)° x 17 ; 172 = 28[29] = (=1)[29].
1718 = (=1)°[29] = (=1)[29] donc

1719 = (—1) x 17[29] = (—=17)[29] = 12[29].

Donc ZMaR correspond au mot : URLM.



THEME : FONCTIONS NUMERIQUES

Durée : 10 heures

Lecon 3 : DERIVABILITE ET ETUDE DE FONCTIONS

A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

En visite dans une usine de fabrication et de commercialisation de sachets de poudre de cacao des
¢leves d’une classe de Terminale D recoivent les informations suivantes :

« La capacité journaliére de production de I’'usine est comprise entre 1 000 et 5 000 sachets. Toute
la production journaliere est commercialisée. Une étude a révélé que le bénéfice journalier, exprimé
en millions de francs CFA, réalisé pour la production et la vente de x milliers de sachets est

modélisé sur I’intervalle [1 ; 5] par la fonction B définie par : B(x) = — §x3 +9x + 2 ».

Le Directeur de I’'usine veut accroitre le bénéfice de ’entreprise. N’ayant pas de personnel qualifié,
il demande aux éléves le nombre de sachets a produire en un jour, a I'unité preés, pour que
I’entreprise réalise un bénéfice maximal. D¢s leur retour en classe, les éléves s’organisent pour
répondre a la préoccupation du Directeur.

B. CONTENU DE LA LEGON

| - DERIVABILITE

1 Dérivabilité a gauche-dérivabilité a droite d’une fonction en un point
a) Propriété et définition
e Une fonction numérique f définie sur un intervalle ouvert K est dérivable a gauche en un
£ ) ~f(x0)
A0

nombre réel x,de K si et seulement si lim
X—>Xo X—X

<
Dans ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé de f a gauche en x; et se note f;"(x).

existe et estfinie.



La demi-droite passant par le point M(xo, f (x,)) et de coefficient directeur f;’(x,)est
appelée demi-tangente a gauche au point M(x,, f (xo)) .
e Une fonction numérique f définie sur un intervalle ouvert K est dérivable & droite en un
nombre réel x, de K si et seulement si )}Lr?o%existe et estfinie
>
Dans ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé de f a droite en x, et se notef,;’(x,).
La demi-droite passant par le point M(x,, f (x,)) et de coefficient directeur f; (x,) est

appelée demi-tangente a droite au point M(x,, f (xo)).

Exercice de fixation

Soit la fonction f définie sur R\{0; 2}
v € ]-o0;0[U]0; 1], f () = —

par : —12
Vx € [1;2[ U]2; 4o, f(x) = —

X

®

et (C) sa courbe représentative donnée ci- contre
dans le plan muni d’un repére orthonormé

O, 1,J).

1. Etudie la dérivabilité de f a gauche et a droite
enl

2. interprete graphiquement les résultats.

3. Trace les demi-tangentes a (C) au point
d’abscisse 1.

Solution
1.0Ona:f(1) = —-1.
fim T et
x-1 x-1 x-1 x-1 x—>1x-2 !

< < <

x)—f(1
f est donc dérivable a gauche en 1 car chl_r)r}% est finie etfg(1) = —1.
<
-1

f)-fy o +1 1
lim ——— = = lim =lim—-=1
x-»1 x—-1 x-1 x —1 x-1lyx

> > <

f(x) — f(1

f est donc dérivable a droite en 1 car )lcl_r)r} % est finie et f3(1) = 1.

Interprétation graphique :
(C) admet au point d’abscisse 1 une demi-tangente & gauche de coefficient directeur -1 et une demi-
tangente a droite de coefficient directeur 1.



Rappel |: Connaissant f; (x,), un vecteur
directeur de la demi-tangente & gauche au point
d’abscisse I est U (-1 ;- f5(xo))-

Un vecteur directeur de la demi-tangente a
gauche en 1 est u (-1 ; 1) et un vecteur directeur
de la demi-tangente a droite en 1 est v (1 ; 1).
On trace alors ces deux demi-tangentes.

Voir figure ci — contre.

N

b) Propriété
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert K et x, un nombre réel de K.
f est dérivable en x, si et seulement si f est dériable a gauche et a droite en x, et

fa(xo) = fé(xo) .

Exercice de fixation
—0o0: = x2
Soit la fonction £ définie sur R par :{:;C EE EO?OS[[;((;)) _ ;3

Justifie que f est dérivable en 0.

Solution
— 2
ona :lim 270 — jim X = limx = 0 ;
x->0 x-0 Xx—0 X x—0

<

f est donc dérivable a gauche en 0 et fg(0) = 0.
— 3

ona:lim =@ _ jim X — limx? = 0;

x->0 x-0 Xx—0 X x—0

>
f est donc dérivable a droite en 0 et f5(0) = 0.

Comme fg(0) = f4(0), donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

c) Demi - tangente verticale
f)—f (xg)
X=X
représentative de f dans le plan rapporté a un repere orthogonal admet une demi-tangente

verticale au point de coordonnées (x,; f (xg))-

Six - admet une limite infinie a gauche ou a droite en x,, alors la courbe

Exercice de fixation

Soit la fonction f définie sur R* par : f(x) = vx — x.

On note (C) la représentation graphique de f dans le plan muni d’un repere orthonormé (O, 1, J).
Etudie la dérivabilité de f en O puis interpréte graphiquement le résultat obtenu.



Solution

Ona: Lim X9 _ Y22
x—0 x-0 x-0 Xx
> >
x) — f(0 Vx 1
g L = 1 = i1 = e
> x = > x > \/E
! o \ . . f(x)—f(O) . . .
Donc f n’est pas dérivable a droite en 0 car )lcl_r)r(l) — o, est infinie.

>
Interprétation graphique :(C) admet en son point d’abscisse 0 une demi-tangente verticale.

2— Dérivabilité sur un intervalle
a)Définition
e Une fonction numérique f est dérivable sur un intervalle ouvert K si f est dérivable en
tout nombre reel de K.

e Une fonction numérique f est dérivable sur un intervalle fermé [a ; b] si f est dérivable
sur I’intervalle ouvert |a ; b[, dérivable a droite en a et dérivable a gauche en b.

b) Exemples
v' Lafonction x ~ +/x est dérivable sur J0; +ool.
v Toute fonction polyndme est dérivable sur R.

3 — Dérivabilité d’une fonction composée

a) Propriété
Soit K un intervalle ouvert ; f et g deux fonctions numériques telles que fog est définie sur K ; x, € K.
Si g est dérivable en x, et f dérivable en g(x,) alors la fonction f o g est dérivable en x, et :

(feg)' (x0) = g'(x0) X (f" o g)(x0) = g'(x0) X f'[g(x0)] .

Exercice de fixation
Soient les fonctions f et g de R vers R définies par :f (x) = i%; et glx) =x— % + 2.
Démontre que f o g est dérivable en 3 et calcule(f o g)'(3) .

Solution

g est dérivable sur ]—oo ;0[ et sur ]O ;+oo[, donc g est derivable en 3.
f est dérivable sur J—oo ;2[ et sur ]2 ;+ool.

g@) = % , comme g(3) # 2 donc f est dérivable en g(3).

On conclut que f o g est derivable en 3.

Pour tout X0, g'(x) = 1+ . Donc g'(3) =" .
-1
(x—2)2

. Donc f’(l—:) =—2

Pour tout x #2, f'(x) = ”

On conclut que : (f o g)'(3) :% % (_%) = _%_



b) Conséquences
u est une fonction dérivable sur un intervalle K.

Fonctions Dérivées
u™ (n € Q) nu'u™"1
Vuavecu >0 sur K o
2vu
cos(u) —u'sin(u)
sin(u) u'cos(u)
tan(u) avec cos(u) # 0 Sur K u' x [1 4 tan?(u)] ou —

cos?(u)

Exercices de fixation

Exercice 1

Dans chacun des cas suivants, f est une fonction dérivable sur R.
Calcule sa dérivée.

a) f()=(x? —3x+1)°; b) f(x)=Vx2+3x+5; ) f(x) = cos(x?)

X

d) f(x) = sin(sinx); e) f(x) =
Solution

a)Vx€R, f'(x) =52x—3)(x? —3x + 1*
b) Vx € ]R,f’(x) =%.

AvVx € R, f'(x) = —2xsin(x?).
d)Vx € R, f'(x) = cosx X cos(sinx) .

\/x2+1—x><z z:zc - 1
7] — X“+1__
e vx € R f(x) = x%+1 T (2410 VaZ+1

Exercice 2
Soit la fonctionf définie sur E; +oo[par f(x) =@x—1Vix -1 .
1. Etudie la dérivabilité de f en i .

2. On admet que f est dérivable sur E; +oo[.CaIcuIe f'(x) pour tout x de E; +oo[

Solution
1
f -1 4x — DVax — 1
1.lim — = lim ¢ ) . = lim(4V4x—1) =0
x—>z X — Z x—% X — Z x—%
1
. 1 -
donc f est dérivable en 1 car lim ——————est finie; f (Z) = 0.

x—: X—Z



2.f est derivable sur E; +oo[et VxE€ E; +oo[, f'(x) =6vix — 1.

4 — Dérivabilité d’une bijection réciproque
a) Propriété
Soit K un intervalle, f une fonction numérique dérivable et strictement monotone sur K ,
xo € Ket yo = f(x0).
Si f'(x,) # 0 alors la bijection réciproque £~ de f est dérivable eny, et

N _ 1 1
F'G0) = 5= = 7o

IPoint méthode}

Pour calculer le nombre dérivé de £~ en y,, on peut procéder comme suit :
e Ondétermine x, € K, tel que f(xy) = yo;
e Oncalcule f'(x,) eton vérifie que f'(xy) # 0;
e On conclut alors que f~1 est dérivable en yy ;

. —1N7 _ 1
e Oncalcule enfin (f 1) (yo) = o

Exercice de fixation
Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = x? — x.
1. Démontre que f réalise une bijection de ]—oo; %] sur [—i; +oo[.

2. Soit g la restriction de fé]—oo; %]
Démontre que g~ est dérivable en 2 et calcule (g~1)'(2).

Solution
1.f est dérivable sur R, et pour tout x élément de R ,f’(x) = 2x — 1.

) =0 x =—etVrxel—o; [, f(x) <0
Ona: lim f(x)= lim xX*—x)= limx? = +oo,
X——00 X—>—00 X—>—

Ainsi, f est continue et strictement décroissante sur]—oo; %]doncfréalise une bijection de]—oo; %]sur

f(J=eo3]) = |55+l
2. Larésolution de I’équation x € ]—00; %] ,g(x) = 2donne: x = —1.

Ona:g(-1) = 2; g'(-1) = =3 ; comme g’'(—1) # 0,donc la bijection réciproque g~* de g est
1 1

g(-1) 3"

dérivableen 2etona: (g71)'(2) =

5 — Dérivées successives
Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle K.
e Sif est dérivable sur K, alors sa fonction dérivée est la dérivée premiére de f.
df

dx

On lanote :f'ou



e Sif’est dérivable sur K, alors sa fonction dérivée est la dérivée seconde de f.
d2
On la note :f"ou d—x’; ou f®,

e De proche en proche, Si f™~1 est dérivable sur K, alors sa fonction dérivée est la
dérivée n'™ de f ou la dérivée d’ordre n de f.
On la note :f™ou &L,
dx
EXERCICE DE FIXATION
Détermine les 4 premiéres dérivées successives de la fonction f définie sur Rpar : f(x) = x3 — 2x2 + 3.
SOLUTION
Vx €R, f'(x) = 3x% — 4x;
Vx € R, f"(x) =6x— 4;
Vx€ER, fE(X)=6;
Vx€R, f®(x) =0.
6 — Inégalités des accroissements finis
Propriété 1
Soit a et b deux nombres réels tels que a < b et f une fonction numérique derivable sur
[a;b].
S’il existe deux nombres réels m et M tels que :vV x € [a;b], m < f'(x) < M,
alors:m(b —a) < f(b) — f(a) < M(b — a).
Exercice de fixation
ifi L _ A
Justifie que : —— < V19 —17 < v

Solution
On pose f(x) = vx.
f est dérivable sur [V17;vV19]et V x € [V17;v19], f'(x) = L

2Vx"
1 , 1
v x € [V17:19], V17 < vx < V19, donc ;7= < f'(x) < ;7=
D’aprés I’inégalité des accroissements finis, on a :
1 1 1
55 (19-17) < f(19) — f(17)) < 57= (19 — 17) ; Donc = < V19 —17 <

._.|._.
\l-

Propriété 2
Soit f une fonction numérique dérivable sur un intervalle I.
S’il existe un nombre réel M tel queV x € I, |f'(x)| < M, alors pour tous nombres réels a et b
del,ona:|f(b) — f(a)| < M|b —al.

Exercice de fixation
Démontre que, pour tous nombres réels x et y, on a :|cos(x) — cos(y)| < |x — y|.

Solution
Soit la fonction f définie sur R par : f(t) = cos(t).
f est dérivable sur RetV t € R, f'(t) = —sin(t).



Ona:|f'(t)| < 1 pour tout nombre réel t.

Donc d’aprés I’inégalité des accroissements finis, pour tous nombres réels x et y,
ona:|f(x) - f(MI < L.lx—yl.

Comme f(x) = cos(x) et f(y) = cos(y), donc pour tous nombres réels x et y,
ona:|cos(x) —cos(¥)| < |x — y|

Il - ETUDE DE FONCTIONS

Exercice 1
fX)=x>+xsix<0
fG)=Vx—xsix=0
On note (C) la représentation graphique de f dans le plan muni d’un repere orthonormé (O, 1, J).
1. Etudie la continuité de f en 0.
2. Etudie la dérivabilité de f en 0 puis interpréte graphiquement les résultats obtenus.
3. a) Calcule les limites de f en —oo et en +oo.
b) Justifie que la courbe (C) admet en —oo une branche parabolique dont on précisera la direction.
4. On admet que f est dérivable sur |—oo; O[ et sur ]0; +ool.
Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
5. Trace (C) et les demi-tangentes obtenues dans la question b).

Soit la fonction f définie sur R par :{

Solution

1. f(0) =0

. _ . 2 _
lim f(x) = fffol(x +x)=0

lim f(x) = lim(Vx —x) = 0

>
lim fx) = lim f(x) = f(0) donc f est continue en 0.

< >
x) — f(0 x% +x
2.limM=Iim( )=Ilim(x+1)=1
x:o x—0 x>0 X x-0

p o X [ - f(0) . vy

f est donc dérivable a gauche en 0 car Jlclm v — est finie et f;(0) =
0 —
lim M = lim \/_ ) = hm(ﬁ— 1) = llm(—— 1) =+
x:O x—>0 X x—0 x-0 VX
0

f n'est pas dérivable a droite en 0 car )lcim w est infinie

Conclusion : f n’est pas dérivable en 0.

Interprétation graphique : (C) admet au point d’abscisse 0 une demi-tangente a gauche de coefficient
directeur 1 et a droite une demi-tangente verticale.

3.a) Limites de f en —co et + ©

xl_l;moof(x) = xl_l;moo(xz +x) = xl_l;moo(xz) = 4o



lim f(x)= lim (Vx—x) = lim (Vx (1 —+x)) = —oo car
x—>+oof( ) x—>+oo( ) x—>+oo( ( )) liT (1—+vx)=—
X—+00
b)Ona: lim 1G) i o im (1+4x) =—oco.
xX—>—0o X xX—>—o00 X X—>—00

Donc (C) admet en —oo une branche parabolique de direction celle de (OJ).
4.f est dérivable sur |—oo; O[ et sur ]0; +oo[

Vx € |—0;0[, f'(x) =2x + 1
112
2Vx 2Vx

Vx €]0; +oof, f'(x) =

" x€]-0;0[f'(x) =0 &x= —%
f'(x) >0 o x¢€ ]—% ;O[et f'lx) <0 ox€ ]—oo; —%[ Ainsi, f est strictement croissante

sur[—%; 0] et f est strictement décroissante sur]—oo; —%]
= Pour tout x € ]0; +oo[,2+/x > 0 donc f’(x) ale signe de 1 — 2v/x .
1
fx)=0 4:)1—2\/§=04:>x=2

flG)>0 ©1-2Vx>0 ©0<x <.

Ainsi, f est strictement croissante sur[O; ﬂ et f est strictement décroissante surE; +oo[.

f') - 0

0 L
f(x) \ / 4 \
0 —0

\t‘g\
el




Exercice 2

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O, I, J) (I’unité graphique est 2 cm).
Soit h la fonction définie sur R par : h(x) =x ++/|x? — 1] .
On note (C) la courbe représentative deh.
Vx €]—o0;—1]U[1;4+o[,h(x) =x +Vx2 —1
Vx €[-1;1],h(x) = x +V1 — x?

2Démontre que (C) admet aux points d’abscisses—1 et 1 des demi-tangentes verticales.
3. Démontre que la droite (Ol) est une asymptote a (C) en —oo.
4.a) Calcule la limite de h en +oo .
b) Démontre que la droite (D) d’équation y = 2x est asymptote a (C) en +oo .
c) Justifie que (C) est au-dessous de (D)sur ]Lf +oo[.
5.a) On admet que hest dérivable sur les intervalles | —oo; —1[et]1; +oo[ ; et
pour x| >1,|x| > vx2 —1.
Etudie les variations de hsur les intervalles |—oo; —1[et]1; + oo .

b) On admet que h est dérivable sur I’intervalle]—1; 1[.

Justifie que h est croissante sur I’intervalle [—1 ; g] et décroissante sur ’intervalle [g ; 1].
c) Dresse le tableau de variation de la fonction h sur R
6. Trace(D) et (C).
7. Soit kla restriction de h a]—o0 ; —1].
a) Justifie que k réalise une bijection de |—oo ; —1] sur [-1; O[.
b) Calcule k (—v/2).
¢) Soit k=1 la bijection réciproque de k.
Démontre que k= est dérivable en 1 —+/2 et calcule(k~1)'(1 — /2).

1.Justifie que :{

Solution
1.
X —00 -1 1 +o00
x? =1 * O q +
|x? — 1| x? -1 1—x2 x? -1
h(x) x+Vx?2 -1 x+yJ1—x2 | x++x2-1

Done .{Vx €]-o0; —1] U [1;+00[ , h(x) = x + Va2 —1
' Vx €[-1;1],h(x) = x +V1—2?



2.Dérivabilité de h a gaucheen-1:

h(x) — h(-1) ox+Vx2—1+1 ] x2—1
—_— =] =xl_l)7111 1+

im = lim
x=-1 x+1 x->-1 x+1 x+1
< <
L. _ _ . ; — . x-1 - _
Ona: xl_lﬂll(x =-2et xl_z)rzllm +00,donc xl_l)?’lll 1+ Npra 0,
< < <
D’ou :xlirgl% = —oo donc hn'est pas dérivable a gauche en — 1.

<
Par conséquent, (C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse -1.

Dérivabilité de h a droiteen 1

o h(x)—h(1) | x+VxZ-1-1 ) x? -1
lim———————=1lim =lim|1+——
x-1 x—1 x-1 x—1 x—-1 x—1

> > >

. x+1
-l g e
> x-—1
1
car lim(x+1) =2 et lim =+
x—-1 x—-1 x2 —1
> >
hG) — h(1) , o
lim—————— = +oo donc hn'est pas dérivable a droite en 1

x-1 x—1

>
Par conséquent, (C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 1.
3.

Vx < —1h(x)= BN 1
X—VX 1 X—VX 1

Ona: lim yx?2—1 = +4owcar llm (x2—-1) = +wet lern Vx = 4o

X—>—00 X—+00
Comme llm (—\/x2 1)=—oet lim x = —ocodonc lim (x —/x?% - 1) = —00

X——00 X—>—00
Par suite lim ———==0; Ainsi, lim h(x) =0
x—>—oox_1/x2_1 X——00 ( )

D’ou la droite (OI) est asymptote a (C) en —

4.a)
Ona: lim \x2—1 =+4oocar lim (x> —1) = 4+ et lim \/_ +o0

X—+00 X—+00 y—+oo

Comme lim Vx?2—1 = +4owet lim x =+ alors llm (x+ x2 — 1) =400

xX—+00 xX—+00

Ainsi, llm h(x) = 4o
b) Calculons lim [h(x) — 2x]

X—+00

[\/x2 —x|[VaZ-1+4x] _ -1
— =/y2 —
Vx>l h() —2x =Vxf-1- P N

Ona: lim x+Vx2%2—1=

X—+ oo -|-OO d Ou ngloo x+Vx2
Ainsi, liln [A(x) — 2x] = 0.
X— (00

=0.

D’out la droite (D) d’équation y = 2x est asymptote a (C) en +co.
c) Etudions le signe de h(x) — 2x.

® Pour toutx € ]g, 1[,0n a: h(x) —2x=v1—x?—x.
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1-x2>0
h(x) —2x <0eJl1-x*<xo x>0

1—x%<x?

—1<x<1 “l=sx=1
x>0

S 1—x2f2050® xe]—oo __] [f +oo[donc h(x) — 2x <0<:>xe[ 1]

® Pour toutx € [1;+oo[,0na:

_ T _ [VaP-1-x][VaZ-14x] _ -1
h() —2x=Vxt -1 —x = —— e =

Pour toutx € [1;+o[, VX2 —1>0et x > 0doncvx € [1;+oo[,Vx? —1+x > 0.
Par suite, pour toutx € [1; +oo[, h(x) —2x < 0.

Ainsi Vxe] 1[ etVx € [1;4+[, h(x) —2x < 0.

]\/—

On en déduit que (C) est au-dessous de (D) sur +oo[

X
5.a)Vx €] —oo; —1[U]1; 4o, (x) =1 + N_ 1+m
V X €]1; +oo[,h’(x) > 0 donc hest strictement croissante sur]1 ; +oo.

Vx€]l—oo;—1[, K'(x) = ¢—+x Vx €] — o0 ;—1[,Vx? — 1 > 0 donc le signe de h'(x)

est celui de Vx2 — 1+ x. Or|x| >Vx? —1 ,doncpour x €] —oo; —1[, —x > Vx? — 1,
d’oupour x €] —oo; —1[[Vx?2 —1+x < 0.
Donc Vx €] — o0; —1[, h'(x) < 0 et par suite h est strictement décroissante sur | — oo ; —1],

On conclut donc que h est strictement deécroissante sur | — oo ; —1[ et strictement croissante
sur ]1; +oof.

b)V.XE]—l;l[ h(X)—]. ﬁzl— =
donc vx € ]—1;0],h’(x) > 0.
VX €E]0; 1] () = B2

Vx €]0;1[,V1 — x? > 0 donc le signe de h'(x)est celui de V1 — x? — x.

hx)<0eVl-x?-x<0eVl-x?<xeoxE€ [g ; 1]. (D’aprés la question 4.c¢))
doivx € [0 2] () > 0.
Donc h est décroissante sur ’intervalle [g ; 1] et croissante sur [—1 ; \/2_7]

c)Tableau des variations de h

12



h'(x) _ % N

%

h(x) \ /ﬁ\l/m

-1

6.Représentation graphique

7.a) h est continue et strictement décroissante sur |—oo ; —1]. k étant la restrictionde ha |—oo; —1]
donc k est continue et strictement décroissante sur ]—co ; —1].

D’ou k réalise une bijection de | —co ; —1] sur k(]—o0 ; —1]) = [—1;0[.

b) k(—vV2)=1-+2,

) k(—vV2)=1—-+2 etk’(—/2) =1 —+/2. Comme k’(—V/2 ) # 0 donc k~? est dérivable en
1—+v2etona:(k~1)'(1-+2) =1_—1ﬁ= -1-v2.

Exercice 3
Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O, I, J).

Soit f la fonction définie de R vers R par : f(x) =tan (gx)
On note (C) la courbe représentative def.
1. Détermine, D¢, ’ensemble de définition de la fonction f.
2. a) Justifie que f est periodique de période 2.
b) Justifie que f est impaire.
¢) Démontre que la droite d’équation x = 1 est une asymptote a (C).
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3. a) Démontre que, V x € D, f'(x) = g(l + tan? (gx))

b) Dresse le tableau de variation de f sur [0; 1[.
4. Trace (C) sur [0; 1] puis sur ]—3; 3[.

Solution

1. DétermineDf
T T
xeDf@Ex¢E+kn,keZ=>x¢1+2k,kEZ

DoncDy = R\ {1 + 2k}, k€ Z
2. a) Justifions que f est périodique de période 2.
Pourtoutx €e R\ {1 +2k},k€Zona:x+1+2k, k€L
Doncx+2+3+2kk€Z x+2+1+2k'k'€Z
D’oupourtout x e R\ {1+ 2k}, k€Z,x+2€ R\ {1+2k},k€eZ
f(x+2) =tan <% (x + 2)) = tan (gx + n) = tan (gx)
f(x+2) = f(x),donc f est périodique de période 2.

b) Justifions que f est impaire.

Pourtoutx € R\ {1 +2k},k€Zona:x#1+2k, k€L

Donc —x#—-1-2kk€eZ, - x+1—-1—-1-2k,k€Z

Dou —x # 1+ 2(—1—k),k € Z c’est-a-dire —x # 1 + 2k", k' € Z
D’ou pourtout x € R\ {1+ 2k}, k€Z,—x € R\ {1+ 2k},k€eZ

f(=x) = tan (—gx) = —tan (gx)

f(=x) = —f(x) , donc fest impaire.

c) Démontrons que la droite d’équation x = 1 est une asymptote a (C).

. — . n — . —
lim f (x) = lim tan (Ex) = limtan(X) = +oo
< < <2
. . T Yy —
et lim f (x) = lim tan (5.x) = iz_r%ttan(X) =—
> >
>

Donc la droite d’équation x = 1 est une asymptote a (C).
3. a) Démontrons que, V x € Dy, f'(x) =~ (1 + tan’ (gx)).

Vx €Dy f'(x)= (Ex)’ (1 + tan? (gx» = g(l + tan? (gx)).

2

b) Dressons le tableau de variation de f sur [0; 1[.

V x € Dy, f'(x) >0 donc f est strictement croissante sur [0; 1[.
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X
0 1
+
f'(x)
+ oo
fG) /
0

4. Tracons (C) sur [0; 1] puis sur ]—3; 3.

C. SITUATIONS COMPLEXES

Situation 1
En visite dans une usine de fabrication et de commercialisation de sachets de poudre de cacao des

éléves d’une classe de Terminale scientifique recoivent les informations suivantes :

« La capacité journaliére de production de I’'usine est comprise entre 1 000 et 5 000 sachets. Toute
la production journaliere est commercialisée. Une étude a révélé que le bénéfice journalier, exprimé
en millions de francs CFA, réalisé pour la production et la vente de x milliers de sachets est

modélisé sur I’intervalle [1 ; 5] par la fonction B définie par : B(x) = — §x3 +9x + 2 ».

Le Directeur de I'usine veut accroitre le bénéfice de I’entreprise. N’ayant pas de personnel qualifié,
il te demande le nombre de sachets a produire en un jour, a I'unité prés, pour que 1’entreprise réalise
un bénéfice maximal.
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En argumentant, détermine le nombre de sachets de poudre de cacao a produire pour obtenir un
bénéfice maximal.

Solution

Pour répondre a la préoccupation du Directeur de 1’usine,

- J’étudie les variations de la fonction B modélisant le bénéfice journalier de 1’usine.

- Je détermine la dérivée de B

- Jétudie le signe de la dérivée de B

- Je détermine le zéro de la dérivée de B sur I’intervalle

- Jedonne le nombre de sachets de poudre de cacao a produire pour obtenir le bénéfice journalier
maximal de 1’usine.

Le benéfice journalier, exprimé en millions de francs CFA, réalisé pour la production et la vente
de x milliers de sachets est modélisé sur I’intervalle [1 ; 5] par la fonction B définie par :

B(x) = —§x3 + 9x + 2 . Etudions les variations de B.

- Dérivée de B :
B'(x)=—x?+9 =—(x—3)(x+3)

- Signe de la dérivée de B
Pour x € [1;5],x +3 > 0 donc B'(x) a le

x 1 3 5 méme signe que —(x — 3). Or
. —-(x-3)20=x-3<0
B'(x) - 0 + o x<3

Donc pour x € [1;3],B’(x) = 0 et
pour x € [3;5],B'(x) <0

- Les variations de la fonction B.
B est croissante sur I’intervalle [1; 3] et décroissante sur I’intervalle[3; 5].
- B atteint son maximum en 3. Ce maximum est B(3) = 20.

Le nombre de sachets de poudre de cacao a produire pour obtenir le bénéfice journalier maximal
de I'usine est 3000.

Le bénéfice journalier dans ce cas est d’environ 20 millions.
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D. EXERCICES CORRIGES
Exercice 1
f(x) =1—x2si x €]—o0;—1]

fG) ==si x € [—1;+oo

f est la fonction continue sur R et définie par : {
x+

Etudie la dérivabilité de f en —1.

Solution

Dérivabilité de f a gauche en -1 :
—f(— 2
lim (M) = lim (u) = liml(l — x) = 2 donc f est dérivable & gauche en -1 et
x——

x—-1 x+1 x——1\ x+1
<
f’g(—l) =2.
Dérivabilité de f a droite en -1 :
e 2x+2_0
lim (M) = lim <L> = lim (L) = 2 donc f est dérivable a droite en -1 et
x—-1 x+1 x—-1 x+1 x——1 \x+2

>
f,=1)=2.
On af’g (=1) = f" ,(=1) par suite f est dérivable en -1.

Exercice 2

k est une fonction dérivable sur un intervalle [a; b] telle que Vx € [a;b],
Justifie que k(b) € Jk(a) — 0,2(b — a); k(a) + 0,2(b — a)[.

k' (x)| <0.2.

SOLUTION
k est une fonction dérivable sur un intervalle [a; b] telle que Vx € [a;b],
D’aprés ’inégalité des accroissements finis |k(b) — k(a)| < 0,2(b — a).
Par suite : —0,2(b —a) < k(b) —k(a) < 0,2(b — a)

k(a) —0,2(b—a) <k(b) <k(a)+0,2(b—a)
Donc k(b) € lk(a) —0,2(b — a); k(a) + 0,2(b — a)[.

k(x| <02

Exercice 3
Soit n un entier naturel.

Démontre par récurrence que : Vx € R, cos™(x) = cos (x + n%)
Solution
Pourn=0:Vx € R, cos®(x) = cos(x) = cos (x + 0 X %)

Supposons 1’égalité a un rang k; k € N.
Aurang k + 1,

Vx € R, cos®tV(x) = (cos("))’(x) = cos’ (x + k%) = —sin (x + kg) = cos (x + k% + g)
= cos (x + (k + 1)%).
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Donc Vx € R, cos™(x) = cos (x + ng)

Exercice 4
Soit la bijection dérivable f : 55l ®
x— tan(x)
et ¢ sa bijection réciproque.
1
1+x2

1. Démontre que ¢ est dérivablesur R et Vx € R, ¢’ (x) =

2. Démontre que Vx € ]0;+oof, o(x) + ¢ G) = %

3. Détermine ¢(x) + ¢ G) pour x € |—o0;0[.
Solution
1. f est une bijection dérivable sur ]—g g[ et Vx € ]—g;g[,f’(x) =1+ tan?(x).

n [ [ Ari ' = .
Vx € ]—;,;[,f (x) > 0 donc ¢ est dérivable sur R et vVx € R, ¢'(x) = Pt

Orvx e |-Z;%,f/(x) = 1+ f2(x). Donc v € R, f'((x)) = 1+ f2(p(x)) = L+x2.
D’ou Vx € R, ¢'(x) = 1+1x2.

2. Posons :

vx € ]0; +oolu(x) = @) +¢ G)

Dérivons la fonction u
Vx € ]0;4+o[,u'(x) = ¢'(x) —% (p’(

1+x%2  x2 1+(1)2 T14x2  1+x2
X

i) — 1 1 1 1 1
Vx € ]0;4oo[,u’(x) = 0 donc la fonction u est constante sur ]0; +oo.
Par suite Vx € ]0; +oofu(x) = u(1) = (D) +¢ () =2x (1) =2x%=
3. f etant impaire, ¢ est impaire.

X € |—0;0] @ —x € ]0;+00][.

0@ +0(3)= —o(-0 -0 (-3)=-(s(-0+9(-3)) =-3.

X

T
2

Donc (p(x)+(p(§) = —%. pour x € ]—o0;0[.

Exercice 5

f est la fonction de IR vers IR définie par : f(x)= /;—i On note (C) sa courbe représentative dans le plan

muni d’un repere orthonorme (O, I, J). L’unité graphique est 4 cm.

1. Détermine I’ensemble de définition de f.

2. Etudie la dérivabilité de f en 1 puis interpréte graphiquement le résultat.
3. Calcule la limite de f en -1 puis interpréte graphiquement le résultat.

4. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
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5. Trace la courbe (C).

6. Démontre que f réalise une bijection de |- 1; 1] sur[0; +oo[ .

7. Justifie que la bijection réciproque £~ de f est dérivable en 1 et calcule(f~1)’(1).
8. Trace la courbe représentative (C’) de f~1sur le méme graphique que (C).

Solution
1_
1D ={x€IR/ 1+x#0et >0 }.

x -0 -1 1
+00
1—x + + 0 -
1+x - 0 + +
1-—x — + 0 B
1+x
Donc:Dy =] —1;1].
2. Dérivabilité de f en 1.
1—x 1=x A
Cf)—-f@ . A1+ 1+x4] 14x -1
gf—nT gcl—th_1=£cl—r>r1l _llm—z_oo
< < (x-1) |7 EHCEE) =
carllm(x+1)’ Oet(x+1)’ >0pourx€] 1;1]
f( )—f(@)

Ainsi f n’est pas dérivable en 1 car gcmll n‘est pas finie.
-

x—1

Interprétation graphique
(C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 1.

3. Limiteen -1
. 1—x
lim ——=+4wet llm (1 —x) =2 donc llm = 400
x--11+x x--11+x
> >
1-x
Par ailleurs lim Vx = +o,donc : llm 0o
xX—+00 1+x
D’ou limlf(x) = +o00. La droite (D) d’équation x = —1 est asymptote a (C).
x—--
>
—(x+1)—(21—x)
4. f est dérivable sur ] — 1; 1[.Pour tout x€ ] —1;1[, f/(x) = —&22 - ~1

ZJ% (1+x)2\/;
vx €] - 1;1[,—1 < Oet(x+ 1)? / > 0.Doncvx €] — 1; 1], f’(x) < 0.festdonc strictement

décroissante sur | — 1; 1],



f1() -

+00

f)

5. Courbe représentative de f.

@)

©)

6.f est continue et strictement décroissante sur | — 1; 1] donc f réalise une bijection de ] — 1; 1] sur
fA=11] = [0; +oof.
7.0na:f(0) = 1 etf’(0) = —1 ;comme f’(0) # 0 donc la bijection réciproque f~* de f est

Lo 1y (1= L
dérivableen 1 etona: (f~1)'(1) 1 0)

8. Les courbes représentatives (C’) et (C) sont symétriques par rapport a la droite (A) d’équation
y = x (voir figure).

IV. EXERCICES
| - EXERCICES DE FIXATION



Exercice 1
f est une fonction dérivable sur I’intervalle I. Dans chacun des cas suivants, calcule f'(x) pour tout x de .

a) f(x) = —3x% + 4x% — Tx + 2, I=IR; Df@) =S+ +T —x+1, 1=IR;
c) (x) = 3x —£+x—12—x—73 I =10; +oo[;d) f(x) = 2x2/x ,] = ]0; +of;

e)f()—zx3 A =]—00;—1[; f) f()=(@x%-3x+1)°, I=IR;

9) f(x)—\/m,1=]§;+oo[; h) f(x) = 2)2 1 =11; +oo[;
Nf()=VaZ—3x+5, I=IR; ) o) = m 1= 4ol

K) f(x) =xcos2x, I=IR; ) f(o) =m I = ]—oo;%[;

m) f(x):ﬁ, I=IR; n  fx) = x3(1-x)?%, I=IR;

0) f(x) = sinxcos®x, I=IR; p) f(x)= §+ 1 _(x—%)Z’I = ]|—oo; 1[.

Exercice 2
f est la fonction définie sur |—oo; —2] U [1; +oo[ par : f(x) = Vx? + x — 2
Etudie la dérivabilité de fen -2 eten 1.

Exercice 3
Démontre que :

1. vxe [O;%[. tanx = x.

1 1
2. Vx€]0tofonaz—<Vx+1-Vx< =
Exercice 4
TL' Tl’
- [-1;1
Soit la fonction T : [ [, ]
xr—>smx

1. Démontre que f admet une bijection réciprogue ¢

2. Démontreque: Vx €] —1;1[,¢'(x) = \/%
—-X

Il - EXERCICES DE RENFORCEMENT /APPROFONDISSEMENT

Dans les exercices qui suivent, on note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére
orthonormé (O, I, J).

Exercice 5
f est la fonction définie sur IR par : f(x) = x|x-3[+2.
1. Etudie la continuité de f en 3.
2. Etudie la dérivabilité de f en 3. Interpréte graphiquement le résultat.
3. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
4. Trace (C).
Exercice 6
f est la fonction définie sur [0; +oo[par :f (x) = x? — 2vx.
1. Etudie la dérivabilité de f en O puis interpréter graphiquement le résultat.
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2. Calcule les limites de f(x) et % lorsque x tend vers +oo puis interpréte graphiquement les
résultats.
3. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
4. Trace (C).
Exercice 7

f est la fonction de IR vers IR définie par: f(x) =

NouorwbE

X
|x|+1

Précise I’ensemble de définition de f

Etudie la continuité de f en 0.

Démontre que (C) admet au point d’abscisse 0 une tangente dont on précisera une équation.
Etudie la parité de f et en donner une conséquence graphique.

Calcule la limite de f en +oo. Interpréte graphiquement le résultat.

Etudie les variations de f sur [0; +oo[ et dresse le tableau de variation de f.

Trace la courbe (C).

Exercice 8

f est la fonction définie sur IR-{-1} par: f(x) =

S

6.

x2+|x—2|

e g

Etudie la continuité de f en 2.

Etudie la dérivabilité de f en 2. Interpréte graphiquement les résultats.
Calcule les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.

a) Démontre que les droites (D) et (D2) d’équations respectives y = x — 2 et y = x sont
asymptotes a (C) respectivement en -co et en + oo .

b) Etudie la position de (C) par rapport a (D1) sur | — o0; —1[U] — 1; 2].

c) Etudie la position de (C) par rapport a (D.) sur [2; +o].

Trace (Da), (D2) et (C).

Exercice 9

f est la fonction de IR vers IR définie par : f(x) =Vx? + 3x + 2.
Partie A

1.

o o

6.

7.
8.

Justifie que I’ensemble de définition de f est | — co; —2]U[—1; +oo].

Etudie la dérivabilité de f en —1 et en —2 puis interpréte graphiquement les résultats.
Calcule les limites de f en — o et en +co.

Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.

Démontre que les droites (D1) : y = —x — ;et Dy):y=x+ % sont asymptotes a (C)
respectivement en —oo eten+ oo .
Démontre que la droite (A) d’équation x = — ; est un axe de symétrie de (C).

Donne une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.
Trace (Da), (D2), (T) et (C).

Partie B
Soit g la restriction de f 4 [-1; +oo [.

1.
2.

Démontre que g est une bijection de [-1 ; +oo [sur [0 ; +oo [.
Justifie que la bijection réciproque g~* de g est dérivable en v/2 etcalcule (=)' (v/2).
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Exercice 10
f est la fonction sur définie sur IR par: f(x) =1 +V%

1. Démontre que f est une bijection de IR sur un intervalle K que 1’on précisera.
2. Justifie que la bijection réciproque £~ de f est dérivable en 1 et calculer (f~1)'(1).
3.

a) Trace (C).

b) Trace (C’) la courbe représentative de f 1.

Exercice 11
f est la fonction définie sur [0 ; 1] par: f(x) = x — 2v/x +1.
On prendra pour unité graphiquel0 cm.
Etudier la dérivabilité de f en 0.
1. Interpréte graphiquement le résultat.

2. Démontre que f est une bijection de [0 ;1] sur [0 ; 1]
3. Démontre que pour tout x € [0; 1],f © f(x) = x.
4. Déduis en la bijection réciproque de f.
5. Construis (C).
Exercice 12

f est la fonction de IR vers IR définie par : f(x) = (2 -x)V4 — x? .
L’unité graphique est 2cm.
1. Etudie la dérivabilité de f en -2 et en 2 puis interpréte graphiquement les résultats.
2. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
3. Donne une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.
4. Trace (T) et (C).

Exercice 13
f est la fonction de IR vers IR définie par : f(x) = Vx2 +1 —x.
1. Calcule la limite de f en +co.
Interprete graphigquement le résultat.
2. Calcule la limite de f en —oo.
3.
a) Démontre que la droite (D) d’équation y = —2x est asymptote a (C) en—oo .
b) Etudie la position de (C) par rapport a (D).
4. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
5. Trace (D) et (C).

Exercice 14
f est la fonction définie sur | — co; —1] U [1; 4oo[ par :
X x? -1
- f(x) = _E + T
Partie A

g est la fonction définie sur ]1; +o[ par: g(x) = 2-x?vVx2 —1
1. Calcule la limite de g en +o .
2. Etudie les variations de g et dresse son tableau de variation.
3.
a) Démontre que I’équation x €]1; +oo[, g(x) = 0 admet une solution unique « et que
I<a<?2
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4.

Partie B
1.
2.

w

5.

b) Donne une valeur approchée de a & 107 pres.
vx €]1;a[,g(x) >0

Justifie que : {VX E]a ; +0°[;g(x) <0

Etudie la parité de f.

a) Calcule la limite de f en +oo.

b) Démontre que la droite (D) d’équation y = — 2 +1 est asymptote a (C) en +oo .

c) Etudie la position de (C) par rapport a (D) sur ]1; 4+oo.
Etudie la dérivabilité de f en 1 puis interpréte graphiquement le résultat.

a) Démontre que: V x €]1; +oo[,f'(x) = %
b) Dresse le tableau de variation de f.
Démontre que : f(a) = — ~+ %
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THEME : GEOMETRIE DE L’ESPACE
Durée : 10 heures

LECON 6 : GEOMETRIE ANALYTIQUE DE L’ESPACE

A. SITUATION D’APPRENTISSAGE
Des éléves de terminale du club architecture
d'un lycée veulent concevoir la maquette de |
I’espace d’exposition de leurs travaux de fin fﬂﬂ
d’année. Ils n’arrivent pas a positionner dﬂ}] A
correctement les murs de cette maquette qui Flﬂﬂ
s'écroulent a chaque tentative. ;
Pour qu’elle reste stable, I’'un des eleves v
suggere que les murs soient paralléles ou
perpendiculaires. Pour cela, ils décident
d'étudier les positions relatives de deux plans
dans I'espace.

plan frontal

o, |

v i

B. CONTENU DE LA LECON
Dans cette lecon, sauf indication contraire, I’espace £ est muni d’un repére orthonormé (0,7, J, l_c)).

I. EQUATIONS CARTESIENNES D’UN PLAN

1. Vecteur normal & un plan

a) Définition

Soit (P) un plan de &, de vecteurs directeurs i et v

On appelle vecteur normal a (P), tout vecteur non nul 7 orthogonal a #eta v.

Tﬁ

Exemple



ABCDEFGH est un cube et K un point du plan (ABC).

H
G
|
' F
E 1
|
|
|
|
|
1 D
L e I C
//
// x K
A

Les vecteurs AD et DC forment une base du plan (ABC). Le vecteur DH est orthogonale & AD et a
DC donc le vecteur DH est un vecteur normal au plan (ABC).
b) Propriétées

e Soit A un point et 7 un vecteur non nul de I’espace.
Il existe un plan et un seul passant par A et de vecteur normal 7

e Soit (P) un plan, 71 un vecteur normal a (P) et A un point de (P).
Pour tout point M de I’espace, ona: M € (P)& AM L 7.

Remarques
Soit (P) et (P”) deux plans de vecteurs normaux respectifs 77 et 77’ on a :

e (P) et ( P’) sont paralléles si et seulement si 7 et 71'sont colinéaires.
e (P) et ( P’) sont perpendiculaires si et seulement si 71 et 72'sont orthogonaux.

Exercice de fixation
ABCDEFGH est un cube et M un point du plan (ABC).

H
G
1
' F
E 1
1
1
1
1
1
I D
- L __J¢
//
Sox M
A Kk




1. Donne le plan passant par H et de vecteur normal AB.

2. Justifie que les vecteurs AM et BF sont orthogonaux.

Solution

1.Le plan (ADE) est le plan passant par H et de vecteur normal AB.

2.Le vecteur BF est un vecteur normal a (ABC). M € (ABC) donc les vecteurs AM et BF sont
orthogonaux.

2. Equations cartésiennes du plan

a) Propriété

Soit a, b, ¢ et d des nombres réels tels que : (a, b, ¢) # (0, 0, 0).
Tout plan de vecteur normal 7i(a, b, ¢) a une équation cartésienne de la forme :
ax+by+cz+d=0.
Toute équation de la forme ax + by + cz + d = 0 est une équation cartésienne d’un plan de
vecteur normal 7i(a, b, c).

A

n

(P)

Exercice de fixation

Détermine une équation cartésienne du plan passant par I’origine du repere et de vecteur normal
n(1, -2, -3).

Solution

Une équation cartésienne du plan est de la forme : x — 2y —3z+d =0

Comme le plan passe par I’origine du repére, alors (0) — 2(0) — 3(0) + d = 0. On en déduis que
d=0.

Ainsi, Une équation cartésienne du planest : x —2y —3z =10

Remarques

e Dans n’importe quel repére, méme non orthonormé, tout plan admet une équation cartésienne
de la forme ax + by + cz + d = 0 et toute équation de cette forme est ’équation cartésienne
d’un plan lorsque a, b et ¢ ne sont pas tous nuls. Mais, lorsque le repere n’est pas orthonormé,
le vecteur 7i(a, b, ¢) n’est pas un vecteur normal au plan.

e Siax+ by +cz+d =0 estune équation cartésienne de (P), pour tout nombre réel k non
nul,
k(ax + by + cz+ d) = 0 est aussi une équation cartésienne de (P).



3. Distance d’un point a un plan

Propriété
Soit A(xy, Yo, Zo) Un point de € et (P) le plan d’équation cartésienne

ax+by+cz+d=0.

La distance du point A au plan (P) est : d(A; P) = %

S)
—>

(H) ¢ H

Exercice d’application

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0,17, K).

Soit (P) le plan d’équation cartésienne : 2x —y + 3z +5 =0 et A(3;2; 1) un point de I’espace €
Détermine la distance du point A au plan (P).

Solution

. . ) D) _ 2x3-1x243x1+5] _ 614
La distance du point A au plan (P) est : d(A; P) = ST

Il. REPRESENTATIONS PARAMETRIOQOUES D’UNE DROITE
Définition

L’espace est muni du repére(0, 1,7, K). Soit (D) la droite passant par A(x,, Vo, z) €t de vecteur

X = X9+ ta
directeur %(a; b; ¢).On dit que le systeme {y = y, + tb, avec t € R est une représentation
zZ=2zy+tc

paramétrique de (D).

Remarque

Le choix de A et de ¥ n’étant pas unique, une droite admet plusieurs représentations paramétriques.
Exercice de fixation

Détermine une représentation paramétrique de la droite (D) passant par : A(2; 3; 0) et vecteur
directeur u(—1; —1; 1).



Solution

x=2-2
Ona (x0,¥0,20) = (2;3;0) et (a; b;c) = (—1;—1; 1), donc le systtme {y =3 — 1, A € Rest une
zZ= A

représentation paramétrique de la droite (D).

I11. POSITIONS RELATIVES DE DROITES ET PLANS
1. Positions relatives de deux droites

(D) et (D’) sont deux droites de P’espace, de reperes respectives (4,u) et (B, V)

La droite (D) est paralléle a la droite (D’) si et seulement si i et ¥ sont colinéaires.

A u
(D)
. B
v
(D,)///

(D) et (D’) sont paralleles
N.B :(D) = (D’), lorsque, de plus,AB est colinéaire a % et .

Si les vecteurs % et ¥ sont non colinéaires alors les droites (D) et (D”) sont sécantes ou
non coplanaires.

v
A

<l

|
I
|
(D) (D)
1
|

AB, uetv sontcoplanaires

(D) et (D) sont sécantes AB, Wet? sontnon coplanaires
(D) et (D’) sont non coplanaires.




Remarque

Si 4.7 = 0 alors (D) et (D) sont orthogonales.

Exercice de fixation

Soit (D), (D°), (D) les droites de représentations paramétriques respectives :

y=1+2(A€eR){y=2—-4u(pueR){y=1-2v (v ER)

{x= 3 {X= 2u X = 1
z=-22 z=2-2u z=—-1+4v

a) Démontre que les droites ( D) et ( D) sont strictement paralleles.

b) Démontre que les droites (D) et ( D) sont sécantes en un point A dont on calculera les
coordonnées.

c) Démontre que les droites (D) et (D) sont non coplanaires mais sont orthogonales.

Solution

a) Les vecteurs 1 (0; 1; —2) et u_’;(O; —2;4) sont des vecteurs directeurs respectifs des droites

(D)et(D’’).Ona 2w = —2% alors (D) et (D”) sont confondues ou strictement paralléles.
Or tout point de (D) a pour abscisse 3 et tout point de (D’”) a pour abscisse 1.

Donc les droites (D) et (D’’) sont strictement paralléles.

NB : Pour justifier que les deux droites ne sont pas confondues, on peut choisir un point de

la droite (D) et vérifier que ce point n’appartient pas a (D’”) puis conclure.

b) Les droites (D’ ) et ( D*”) ont pour vecteurs directeurs respectifs ?(2 ;—4;—2) et

(0, -2;4).
Siu'etu” sont colinéaires, alors il existe un nombre réel non nul k tel que : v =ku”
2=0 2=0
C’est a dire que :{—4 = —2kdou{ k= Zl(absurde) donc les vecteurs u " et u'’ ne sont
—2 =4k k=—->

2

pas colinéaires.

u et u''sont non colinéaires, donc ( D’) et ( D”’) sont sécantes ou non coplanaires.

(D) et (D) ont un point commun si et seulement s’il existe deux nombres réels et 4 et v

2u=1

tel que : { 2 —4pu =1 - 2v Ce systeme admet un couple solution : (%;%) ; Donc les droites
2—2u=-1+4v

sont sécantes en A(1;0; 1)

c) Lesdroites (D) et (D) ont pour vecteurs directeurs respectifs 17(2; —4;-2) et u(0; 1; -2).

Ces vecteurs sont non colinéaires, donc (D) et (D’) sont sécantes ou non coplanaires.



(D) et (D’) ont un point commun si et seulement s’il existe deux nombres réels A et u tel que

3=2u
41+ A =2 — 4u. Ce systéme n’admet pas de solution, donc (D) et ( D’) sont non coplanaires.
—21=2-2u

2. Positions relatives d’une droite et d’un plan

Soit (D) est une droite de repére(4; i) et (P) un plan passant par B, de vecteur normal 7.
Si les vecteurs i et 71 sont orthogonaux alors la droite (D) est paralléle au plan (P).
Si les vecteurs i et 71 ne sont pas orthogonaux alors la droite (D) est sécante au plan (P).

ABi=0 |AB.ii=0
u
A
(D) {7
L (D)
u
B
A
B Uu
(P) (P)
(D) et (P) sont strictement paralléles
(D) est incluse dans (P)

)
31
+
(@]

N}

—
3

(P)

(D) et (P) sont sécants




Remarque : Si 4 et 7 sont colinéaires, alors (D) et (P) sont orthogonaux.
Exercice de fixation

Soit (D) et (D) les droites de représentations paramétriques respectives :

x=2-241 x=1—-p
y = 22(A€R), {y=2-2u(p€NR),
z=2-32 z=1+2u

Soit (P) le plan d’équation cartésienne : 2x +y +2z—4 =10

a) Démontre que la droite (D) et la plan (P) sont sécants en un point A dont on déterminera les
coordonnées.
b) Démontre que la droite (D) et le plan (P) sont strictement paralleles.

Solution

a) u(—2;2;—3) est un vecteur directeur de la droite ( D) et 71(2; 1; 2) est un vecteur normal
au plan (P). Ona: u.7 # 0; donc, ( D) et (P) sont sécants.

Les coordonnées de leur point d’intersection vérifient les équations de (D) et de (P)

Onadonc: 2(2—2A)+R2A)+22-31)—-4=0. Cequidonne/1=%
Donc (D) et (P) sont sécants en A(1; 1; %).

b) La droite (D’) a pour repére(B,?) avec B(1;2;1) et ?(—1; -2;2)

—

Ona:u'.nn = 0;donc (D) et (P) sont confondus ou strictement paralléles.
Or les coordonnées de B ne vérifient pas I’équation de (P); donc B € (P)

Par conséquent ( D) et (P) sont strictement paralléles.



3. Positions relatives de deux plans

(P) est un plan passant par A, de vecteur normal 7 et (P’) un plan passant par B, de vecteur normal n.

e Sifi etn sont colinéaires alors les plans (P) et (P’) sont paralléles.

e Si7 etn' nesont pas colinéaires alors les plans (P) et (P”) sont sécants.

AB.7i # 0 et (AB.7 # 0)

1

n et n’ colinéaires

—

(P)

7

=1

1n
WK

(P)

4

(P) et (P”) sont strictement paralleles

(P) et (P’)sont confondus

® /

71 et n’ non colinéaires

(P)

(P) et (P’) sont sécants.




Exercice de fixation

Soit (P) et (P’) les plans d’équations cartésiennes respectives
2x+y+2z2—6=0¢et2x—2y—2z+3=0
1. Démontre que les plans (P) et (P’) sont sécants et détermine une représentation paramétrique
de leur droite d’intersection ( A ).
2. Démontrons que les plans (P) et (P”) sont perpendiculaires.

Solution

1. Les plans (P) et (P’) ont pour vecteurs normaux respectifs 7(2; 1; 2) et W(Z ;—2;—1)
On vérifie que ces vecteurs ne sont pas colinéaires car : g * _iz , donc les plans (P) et (P”) sont

sécants suivant une droite (A ) .
Tous les points de la droite d’intersection (A ) ont leur coordonnées qui vérifie le
2x+y+2z—6=0
2x—2y—z+3=0
Pour déterminer une représentation paramétrique de cette droite, on peut poser z = A dans le

systéme précedent et exprimer x et y en fonction de A
3 1

systéme :{

2x+y=6—ZA X=E—EA
Onobtlent:{2x—2y= —3+ A1 puis: y=3-21
z= 1 z= A
X = %— )
Donc, une représentation paramétrique de (A ) est : y = 3 — pavec Aun réel
z= 21

2. Ona:in = 0; donc, les plans (P) et (P’) sont perpendiculaires.

C. SITUATION COMPLEXE

M. Yéo est un artiste sculpteur qui dessine ses ceuvres avant de les réaliser en se basant sur des
figures géomeétriques. La figure ci-dessous est le dessin de I’une des ceuvres qu’il compte réaliser.

Elle est constituée d’une base BDE qui a la forme d’un triangle équilatéral inscrit dans un cube et
d’une barre de fer (AG). Yeo affirme que la droite (AG) est perpendiculaire au plan (BDE) qui
assure la stabilité de I’ceuvre.



Son jeune frére Koffi, éléve de ta classe de terminale C fasciné par cette ceuvre n’est pas d’accord
avec I’affirmation de son grand frére, il cherche a le vérifier en te sollicitant.

En utilisant tes connaissances mathématiques justifie que la droite (AG) est effectivement
orthogonale au plan (BDE).

Solution

> Pour répondre a la préoccupation de Koffi, je vais utiliser la géométrie analytique de
I’espace.
» Dans un repere orthonormé bien choisi, je vais déterminer les coordonnées du vecteur

AG puis vérifier si AG est un vecteur normal au plan (BDE).

> Je considére le repére orthonormé (4, AB; AD; AE) qui est un repére orthonormé de
I’espace.

-Je détermine dans le repére (4, AB; AD; AE), les coordonnées de chacun des points A, B, D, E et
G.

Ona:A(0;0;0,B(1;0;0,D((0;1;0),E(0;0;1)etG(1;1;1).
- Je détermine un vecteur normal au plan (BDE).
BD(0—1;1—0;0);BD(—1;1;0)
ED(0;1—0;0—1);ED(0;1;—1)
Soit #i(a; b; ¢) un vecteur normal & (BDE), ona: BD L A et ED L 7 donc BD.7 = 0 et

ED.7i=0
{—a tb=0_ {a =D gig=1alorsh=1etc=1Donc#(1;1;1) un vecteur normal
b—c=0 b= c
a (BDE).
- Je détermine les coordonnées du vecteur AG.
AG(1;1;1)
Ona: AG = 7, alors AG est un vecteur normal a (BDE) donc la droite (AG) est orthogonal a
(BDE).

> La barre de fer est effectivement orthogonale au plan (BDE).

D. EXERCICES
1. EXERCICES D’APPLICATION

Exercice 1

Le plan est muni du repére orthonormé (O,T,T,K).
Soit E (4; 2; —1) et (Q) le plan d’équation cartésienne 3x — 4y + 6 = 0.
Calculer la distance du point E au plan (Q).

Solution

|3x4—4x2+6] 2

La distance du point E au plan (Q)est : d(E; (Q)) = i s



Exercice 2

On considére les points A (5; 2; 3), B (4; —2;1) etC (2;4; —5)

Détermine une équation cartésienne du plan passant par le point C et orthogonal a la droite(AB).

Solution

(AB) est orthogonal au plan donc AB est un vecteur normal du plan.

Ona: ﬁ(l; —4; —2)donc une équation du plan est de la forme x —4y —2z+d =0

C appartient au plandoncona:2 —4(4) —2(=5)+d =0,doncd = 4

une équation cartésienne du plan passant par le point C et orthogonal a la droite(AB) est :

xX—4y—2z+4=0

2— EXERCICES DE RENFORCEMENT

Exercice 1

Le plan est muni du repére orthonormé (0,17, k).
Soit A (—2; 0; 0), B (0; 3;0), C (0;0; —4)

1. Détermine une équation cartésienne du plan (ABC).

2. Détermine une équation du plan (P) passant par A et orthogonal a (ABC).

Solution

Exercice 2

1. Soit 7(a; b; ¢) un vecteur normal a (ABC)

Ona:n LABeti L AC
AB(2;3;0) et AC(2;0;—4)

2a+3b=0
2a—4c=0

1(6; —4; 3) est un vecteur normal & (ABC)

7. AB = 0 et7i. AC = 0 donc { . doupoura =6b=—4etc=3.

Une équation cartésienne de (ABC) est de la forme : 6x —4y +3z4+d =0

Les coordonnées de A vérifié 1’équation donc d = 12.

Une équation cartésienne de (ABC) est : 6x —4y +3z+12=0

(P) est orthogonal & (ABC) donc si n’(a’; b; ¢) est un vecteur normal & (P) alors
ALin

Onadonc 7.7’ = 0 alors 6a’ — 4b" + 3¢’ = 0 d’ou 1/ (0; 3; 4)

Une équation cartésienne de (P) est de la forme : 3y +4z4+d =0

Les coordonnees de A vérifié 1I’équation donc d = 0

Une équation cartésienne de (ABC) est :3y +4z =10



Soit (P) le plan d’équation x - y +3 = 0 et ( D) la droite intersection des plans (Q) et (Q’)
d’équation cartésienne respectives x —z—2=0et2x+y—-3z+1=0
1. Démontre que (D) est paralléle a (P).

2. Détermine une équation cartésienne du plan (IT) contenant ( D) et perpendiculaire a (P).

Solution
1. Déterminons une représentation paramétrique de (D).

x—z—2=0

(D) est I’ensemble des points M (x ; y; z) tels que : {Zx +y—3z41=0

(x=2+t
Posonsz =t,(t € R).ona: {y= f_t
x=2+t
Une représentation paramétrique de (D) estdonc:{y = -5+t ; t€R
z=1t

1(1;1; 1) est un vecteur directeur de (D) et 7i(1; —1; 0) est un vecteur normal a(P).
n.i = 0alors# L 4, donc (D) est paralléle a (P).

2. (1) contient ( D) et est perpendiculaire a (P) donc si n’(a’; b'; ¢") est un vecteur

normal a (I1), alors nldetnln.

a+b +c =0

,ainsia=1,b=1etc = —-2.
a—-b'=0 “ ¢

Onadonc:{

n(1;1;-2)
Une équation cartésienne de (IT) estde laforme : x + y—2z4+d =0
Le point E(2; —5; 0) de la droite (D)appartient a (IT)donc d = 3

Une équation cartésienne de (I)est :x+y —2z+3 = 0.

3-EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice

Soit a et b deux nombres réels.
1. On considére les plans (P) et (Q) d’équation cartésienne respectives x + y + z = 0 et
ax+y+z+b=0
Pour quelles valeurs de ales deux plans (P) et (Q) sont sécants.
2. Cette condition étant réalisée, on désigne par (D) la droite d’intersection des plans (P) et (Q)

et on considere la droite ( D) de représentation paramétrique :

x=1
y = —3 + bAAvec A un nombre réel.
z=—-1+4

Pour quelles valeurs de a et b les droites (D) et (D’) sont-elles orthogonales ?

Solution



1. 7(1;1;1) est un vecteur normal & (P) et n’(a; 1; 1) est normal & (Q).
(P) et(Q) sont sécants si et n'ne sont pas colinéaires.
fiet n'sont colinéaires s’il existe k € R*, tel que 71 = k‘r—l7, c’estadiresia = 1.
Donc (P) et(Q) sont sécants si a # 1.

2. Déterminons une représentation paramétrique de (D).
x+y+z=0

ax+y+z+b=0
b

(D) est I’ensemble des points M (x ; y; z) tels que : {

xX=—-——
Posonsz =t,(t € R).ona: “
y=—-t+—
a-1
b
X=-a
Une représentation paramétrique de (D) est donc : b StE R
a-1
z=1

u(0;—1;1) et ?(0; b; 1) sont deux vecteurs directeurs respectivement a (D) et (D).
(D) et (D") sont orthogonaux si #.u' = 0 donc si b = 1.
(D) et (D”) sont orthogonauxsia + 1 et b = 1.
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THEME : Fonctions Numériques

DUREE : 06 Heures

Lecon 4 : PRIMITIVES

A- SITUATION D’APPRENTISSAGE

Le ministére a entrepris la construction d’une
piscine dans I’enceinte d’un lycée d’excellence.
L’entreprise chargée de 1’ouvrage a affiché une
image accompagnée d’un schéma de ce que sera
cette piscine (voir image ci-contre).

Rimon éleve de TAL et amateur de natation, veut
comparer la taille de la piscine de son lycée a celle
du lycée professionnel de la ville. 1l tente de
calculer son aire mais n’y arrive pas. Il pose le
probléme a ses camarades de classe qui décident de
I’aider a déterminer I’aire totale de la piscine en
construction.

B. CONTENU DE LA LECON
I. Notion de primitive

1. Définition

12m

4m

8m

f est une fonction definie sur un intervalle 1. On appelle primitive de f surl , toute fonction F

dérivable sur I telle que f soit la dérivée de F.

Remarque

A partir de la définition, on peut écrire : pour tout x € I, F'(x) = f(x).

Exemple
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = 3x% + 1.

Une primitive de f sur R est la fonction F telle que : F(x) = x3+x—-9,

En effet : F est dérivable sur R et vVx € R, F'(x) = 3x% + 1 = f(x).



EXERCICE DE FIXATION

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2x + 5.

On donne les fonctions F, G, H dérivables sur R, la fonction P dérivable sur R* et définies
respectivement par :

1
F(x) =x% Gx)=x?+5x—7; Hx) =x?+5x; P(X)=X2+5X+;

Parmi les fonctions F,G,H et P, cite celles qui sont des primitives de f sur R

Solution
On vérifie que : pour tout x € R, G'(x) = f(x) et H'(x) = f(x).
Donc G et H sont des primitives de f sur R.

2 . Propriétés
Propriétél : Condition d’existence d’une primitive
Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive sur I.

EXERCICE DE FIXATION
Soient f,g,h et u les fonctions de R vers R définies respectivement par :

(0=x-1; gW=-; hW=V&; u=

Entoure celles qui admettent des primitives sur R.

X
x2+1

Solution
On entoure f et u, car ces deux fonctions sont continues sur R.

Propriété2 : Ensemble des primitives d’une fonction

Soit une fonction f continue, admettant une primitive F sur un intervalle I.
Toute primitive de f sur I est de la forme : x » F(x) + ¢, ou c est un élément de R.
Conséquence : toute fonction continue admet une infinité de primitives.

EXERCICES DE FIXATION

Exercicel

3 2
Soient fet F les fonctions de R vers R et définies par : f(x) = x2 —x et F(x) = X? — X;
Vérifie que F est une primitive de f sur R, puis trouve deux autres primitives G et H de f sur R.
Solution
vx € R, F'(x) = f(x). Donc, F est une primitive de fsur R .

Toutes les primitives de f sont de la forme : x » F(x) + c,avec c € R



Deux autres primitives de f sur R sont les fonctions G et H définies respectivement par :
x3  x? x3  x?
G(x) —?—?—29 et H(x) —?—;-F 546.

Exercice2
Détermine les primitives sur ]0; +oo[ de la fonction fdéfinie par f(x) = —Xiz .
Solution

Les primitives sur ]0; +oo[ de f sont les fonctions : x +— §+ ¢, ou c€R.

Propriété3 : La primitive d’une fonction vérifiant une condition initiale
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, x, un élément de I et y, un nombre réel .
Il existe une primitive de fsur I et une seule qui prend la valeur y, en x, .

EXERCICE DE FIXATION

Soit g la fonction définie sur R par: g(x) =2x—1
On suppose que la fonction G définie par G(x) = x? — x est une primitive de g sur R
. Détermine la primitive H de g qui prend la valeur 5en —1

Solution

La primitive cherchée H est de laforme H(x) = G(x) + c=x®>—x+c,0olc€ R.
Cherchons ¢ :

H-1) =5 (-1)?-(-1)+c=5. Dou: c=3

Donc: H(x) = x? — x + 3.

Il. Détermination d’une primitive
1. Primitives de fonctions usuelles

Fonction f Primitives de f (c € R) Sur Pintervalle
x+—a (a€eR) X—ax+c R
x—x" (reQ\{-1}) (L R,R,, R} ou R-
r+1
1 -1 R% ou R*
XHF (rEQ\{l}) XHW-FC
< 1 x+— 2Vx+c R}
Vx
X — COSX X — sinx + ¢ R

X — sinx X +— —COSX + C R




T T
= 2 ]——+kﬂ;—+kn[,kEZ
cos?x 1+ tan“x X — tanx + ¢ 2 2

X —

= 1 + cotan®x

X sin?x X — —cotanx + ¢ Jkm;t+ kn[, k€ Z

EXERCICE DE FIXATION

Dans chacun des cas suivants, détermine toutes les primitives sur ]0; +oo[ de la fonction f

a. f(x)=x%® b. f(x)= Xis c. f(x)=x/3

Solution

a. xn—>ix4+c (ceR) b X'—>—$+C (ceR) c X —3x"3 + ¢ (ceR)
2. Opérations et compositions

Propriétél

Soient u et v deux fonctions admettant respectivement pour primitives sur un intervalle I les
fonctions U et V. k est un nombre reel.

e U+ V estune primitive sur I de la fonction u + v.

e KU est une primitive sur I de la fonction ku.

EXERCICE DE FIXATION
Dans chacun des cas suivants, détermine toutes les primitives sur R de la fonction f.
a. f(x) =x+sinx b. f(x) =sinx+cosx ¢ f(x) =8x*+5x—9

Solution
a. X|—>§x2—cosx+c (ce R)
b. x+— —cosx+sinx+c¢ (c € R)
C. X|—>§x3+§x2—9x+c (ce R)

Propriété2

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et v une fonction dérivable sur un intervalle
contenant u(l).

Une primitive sur I de la fonction u’ x (v'ou) est la fonction v o u.

On en déduit le tableau suivant :

Fonction f Une primitive F de Conditions
fsurl
uu' reQ\{-1}) 1 u>0 surl
r+1u




-1 u>0 surl
u’ 2+/u u>0 surl
Yu
u’cosu sinu
X +— cos(ax + b) x — =sin(ax + b) a#0
a
u’sinu —cosu
X — sin(ax + b) a*0

1
X+ —;cos(ax +

b)

EXERCICES DE FIXATION

Exercicel

Dans chacun des cas suivants, détermine une primitive F sur ]0; +oo[ de la fonction f.

a. f(x) =3sin2x b. f(x) =2v2x+1 ; c. f(x)=
(3x+5)2
Solution
a. F(x)=3x (—%cost) = —%cost
b. () = 2(2x+ 1)z . Donc F() = @+ 1) =2 @x+ 1)z

2
1 _ 1

(2-1)(3x+5)2-1  3x+45

c. Fx) =—

Exercice2

Dans chacun des cas suivants, détermine une primitive H sur R de la fonction h.

_ 2 3 _ 2X+3 _ . 5
a. h(x) =2x+1)(x*+x+6) b. h(x) = a3y c. h(x) =sinxcos’x
2x+1
d h®) = remm
Solution

a. h(x) = u'(x) x (u(x))*avec u(x) = x? + x+ 6,donc H(x) = ; (x* + x + 6)*

b. h(x) = (Z(S;;avec u(x) = x? 4+ 3x+ 3,donc H(x) = —

c. h(x) = —u'(x) x (u(x))> avec u(x) = cos(x), donc H(x) = —lcos6x .

d. h(x )—\/Q avecu(x) =x? +x+ 1,donc Hx) = 2vx2 +x+ 1

1
3(x2+3x+3)3




C. SITUATION COMPLEXE

Le car loué par le lycée pour sa colonie de vacances doit effectuer un trajet de 1500 km.
Lorsque ce car roule a la vitesse moyenne v, exprimée en km/h, la dérivée de sa consommation
C(v),

exprimée en litres pour 100 km, selon les études d’un expert sur ce type de véhicule, est donnée

. —-300 1 . . ‘ . .
par la relation : C'(v) = — 3 Une information complémentaire fournie par le chauffeur au

moment de la location du car est qu’il consomme 25 litres au 100 pour une vitesse moyenne de
60 km/h.

Le salaire horaire du chauffeur est de 900 F CFA et le litre de gasoil colte 600 F CFA.

Les organisateurs de la colonie veulent déterminer la vitesse moyenne a laquelle le chauffeur
doit rouler pour minimiser le codt total du voyage. Ils te sollicitent pour leur venir en aide.
Propose - leur une solution argumentée basée sur tes connaissances mathématiques.

Solution
» Pour répondre a la préoccupation des organisateurs du voyage, nous utilisons les
primitives.
» Nous allons déterminer le cout total du voyage

Modélisation
e Détermination de C

De la relation C'(v) = =X

2

300

+ § on obtient: C(v) = + g + k. Le car consomme 25 litres au

v
100 pour une vitesse moyenne de 60 km/h, d’ou : C(60) = 25. Or C(60) = % + 6?0 +k=25+

k, donc k est nul. La formule donnant la consommation en litres pour 100 kmest : C(v) =
300 v

v 3’

e Détermination du co(t total du voyage.

Ce colt total P(v) dépend de la vitesse v.

La durée du trajet de 1500 km a la vitesse v, est t = %

1500 _ 1350000

Le salaire du chauffeur sera donc 900 X ~
300

La consommation en litres pour 1500 km (1500 = 15 x 100) sera de 15C(v) = 15(7 + g)

Comme le litre colte 600FCFA, alors le colt du carburant sera de : 600x 15(317ﬂ +
300

" —0000(3% 4 7
%)=9000(2> + 9.
P(v) = 222990 4 3000v.

v

e Calcul de la vitesse qui minimise le codt total du voyage (résolution du modele)
Pour minimiser le co(t total du trajet, il faut étudier les variations de la fonction P.



Etudier les variations de la fonction P revient a étudier le signe de sa dérivée.
P est dérivable sur l'intervalle ]0; +oo [.

—~4050000
P'(v) =

+ 3000

P'(v) = 0@17-\/1350 =37, carv =0

v |0 V1350 +oo

P'(v)

P(v) \ i /'

m = P(v/1350) = 220500

> conclusion

Pour minimiser le codt total du voyage, le chauffeur doit rouler a une vitesse moyenne de 37
km/h. L’organisation de cette colonie leur cotterait alors 220 500 FCFA.

D. EXERCICES

1. Exercices d’application

Exercicel
Réponds par VRAI (V) ou par Faux (F ) a chacune des affirmations suivantes

N° AFFIRMATIONS REPONSES
Une primitive sur R de la fonction définie par : f(x) =3x?—4x+1estla
1. | fonction définie par : F(x) = x3 — 2x% + x —
) La primitive sur ]0 +oo[ de la fonction deflnle par p(x) = x — Xi - — qU|
" | prend la valeur —5 en 1 est la fonction définie par P(x) = EX + ; — 2\/_ +
1
3. | Une primitive sur un intervalle I de la fonction u’v + uv’ est la fonction u x
\%
Solution
1.V 2. F 3.V
Exercice2

Dans chacun des cas suivants, détermine les primitives sur I de la fonction f.

1 f(x) = — -1_]—§;+oo[

(2x+5)2 ’

2. f(x) = Bx+2)Bx*+4x+7)3; I=R




4x3

3. f(x)=m ; I=R,
solution
5 1 2
1. VX € ]_E’ +00[,f(x) ==X el

Donc, les primitives sur ]—2; +oo[ de f sont de la forme : x — —
(c € R).
2. Vx€R ,f(x) = %(6){ +4)(3x + 4x + 7)3.
Donc, les primitives sur R de f sont de la forme : x — %(3X2 +4x+7)*+ ¢
(c € R).
3. Les primitives sur R, de fsont de la forme : x — 2vx* + 1 + ¢ (c € R).

2(2x+5)

Exercice3
On donne les fonctions fet F définies sur ]0; +oo[ respectivement, par :

f(x) = x(5vx + 4) et F(x) = 2x*(Vx + 1)

Démontre que F est une primitive de f sur ]0; +oo] .

Exercice4
Dans chacun des cas suivants détermine les primitives sur I de la fonction f.
1 f(x) = 22348 1 _10; 4o
2x4 ' !

2. f(0) = = ; 1=13; +oo]
3. f(x) =(x—-1x*—-2x+5)%; I=R
4. f(x)=sin(3x—§) =R

2. Exercices de renforcement

Exercice5
On consideére les fonctions fet F définies sur ]—oo; 2[ respectivement par :

f(x) = xv/3 — 2x et F(x) = (ax? + bx + c)v3 — 2x, 0l a, b et c sont des nombres réels.
Détermine a, b et c pour que F soit une primitive de f sur ]—oo; 3[

Réponse
Ona:vxe ]—oo;g[,F'(x) = f(x).
ax?’ +bx+c

F'(x) =f(x) © (Qax+b)V3 —2x — ——— = xV3 — 2x
() = f(x) = (ax + b)V =/
& —5ax? + (6a — 3b)x + 3b — ¢ = —2x? + 3x.

—5a=-2
Par identification : {6a —3b =3
3b—c=0



On obtient : a=E , b=—l et c=—§.
5 5 5

Exercice6

On donne les fonctions fet h définies sur R respectivement par :
—x34+2x%+2 x*+3x%—4x

fGo) = x?+1 et hx) = (x2+1)2

1. Justifieque:Vx € R, h(x) = —f'(x) — 2+1)2 .

2. Détermine la primitive H de h sur R , qui prend la valeur 2 en 0.

Réponse

—x*-3x%2 —x*—3x%+4x—4x x*+3x%-4x 4x
1 vxeR,f(x)= x2+1)2  (x2+DZ (x+D? (@412 hG) -

Donc: h(x) = —f'(x) —

2+1)2 )

(x2+1)2 '

2. Ona: Vx€R,hx) =—-f'(x) —2x

2X
(x 2+1)2 )

La primitive cherchée H est de la forme: H(x) =
H(0) = —f(0)+2+c=2. AlorS' c = f(0) = 2.
Donc: Vx € R, H(x) =

Exercice7

On considére la fonction f définie sur R, par : f(x) = xcosx.
1. Calcule la dérivée de la fonction g définie sur R, par : g(x) = xsinx.
2. Déduis-en une primitive de fsur R.

Exercice8
Dans chacun des cas suivants, détermine une primitive de la fonction f sur ]0; +oof.
Xsinx+cosx sinx—xcosx
1. f(x) = — 2. f(x) = —
Exercice9

Dans chacun des cas suivants, détermine une primitive F sur I de la fonction f.

—3x+1

1. f(x) = Gz [=]1;+oo]

2. f(x) =sin7xcos37x ; [ = R

3. f(x) = (B —-2x)sin(x*—3x+1); I=

TC
4. f(x) = cos (3x _E) [=R
COS2X

. f()_snz’ ]0 [

6. f(x)—m , 1 =1]1; +oo].
Exercicel0

. . P m m . _
Soit la fonction f définie sur ]—2;5[ ,par: f(x) = —

1. Vérifie que : —— = =,

1-sinx COS“4X

2. Déduis-en les primitives de f sur ]—gg[



Exercicell
Sans linéariser I’expression cos®xsin®x, détermine une primitive sur R de la fonction
f: x > cos3xsin3x.

3. Exercices d’approfondissement

Exercicel?
1. Linéariser I’expression cos*x.
2. Déduis-en les primitives sur R de la fonction : x — cos*x.

Réponse
2
1. cos*x = (1+COSZX) = i(l + 2c0s2x + cos?2x)
. _1 1 2+1 25 _1+1 2_|_1<1+cos4x>
COS*X = 2 2cosx 4cos X 2 2cosx 2 >

3 1 1
cos*x = 5 T 5C0s2x + —cos4x.
2. Les primitives sur R de la fonction : x — cos*x sont les fonctions :
3 1. 1.
x—-x+ Zstx + 551n4x + ¢ (c € R).

Exercicel3
—x?-8x+8
x—2)2
1. Détermine trois nombres réels a, b et c tels que D VX €]2;+0of, f(x) =ax+b +

Soit f la fonction définie sur ]2; +oof , par : f(x) =

2)2 )
2. Déduis-en les primitives de f sur ]2; +oo.

Réponse
1. A l’aide d’une division euclidienne onobtient:a=1, b=3 et c=—4.

2. VX E]2;+0o[, f(x)—x+3—

2)2

Les primitives de f sur ]2; +oo[ sont de la forme : x — §x2 +3x+ ):—2 +c¢ (ce R).

Exercicel4d

On considere la fonction f définie sur E +oo[ , par : f(x) = sin3x — (3;1)2 .

Détermine les primitives de f sur E +oo[.

Exercicel5
On considére les fonctions h et g définies sur R, par : h(x) = cos?x et g(x) = sin®x.
1. Calcule h(x) + g(x).
Déduis-en la primitive S de h + g sur R, qui s’annule en O.



2. Détermine h(x) — g(x).
Déduis-en la primitive D de h — g sur R, qui s’annule en 0.

3. On désigne par H et G des primitives respectives de h et g sur R.
Déduis des questions précédentes H et G.

Exercicel6
. - fgr 1 ) _ X
Soit h la fonction définie sur R\ {— E}’ par: h(x) = el
2 . . . 1 _ a b
1. Détermine les nombres réels a etb tels que : ¥x € R \{ 2}, h(x) = o T aan

2. Déduis-en une primitive H de h sur ]—%; +oo[.



THEME : FONCTIONS NUMERIQUES

Durée : 10 heures

LECON 05: FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

A. SITUATION D’APPRENTISSAGE
Le médico-scolaire de ta commune organise une campagne de dépistage de la fiévre typhoide dans ton
établissement. Apres avoir examiné n éléves pris au hasard, le médecin-chef affirme que la probabilité d’avoir
au moins un éléve non atteint de la fiévre typhoide dans cet établissement est de 1- (0,325) ".
Afin de sensibiliser davantage les éleéves contre cette maladie, le chef de I’établissement veut connaitre le
nombre minimum d’éléves tel que la proportion d’avoir au moins un éléve non atteint de la fievre typhoide soit
supérieur a 98%. Il sollicite ta classe.
Apres plusieurs essais infructueux avec la calculatrice, la classe décide de s’informer sur la résolution de ce
type d’inéquation aupres de son professeur de mathématique.

B. CONTENU DE LA LECON

I- La fonction logarithme népérien

1. Définition
La fonction logarithme népérien, notée In, est la primitive de la fonction x — i définie sur JO ; +oo[
et qui s’annule en 1.

2. Conséquences
eIn1=0
e L’ensemble de définition de la fonction In est ]O ; +oo].
e La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]O ; +oo[ et pour tout x > 0, In’(X) = i

e Pour tout x>0, i > 0, donc la fonction In est strictement croissante sur ]O ; +ool.

3. Propriétés algébrigues

Propriété fondamentale :
Pour tous réels a et b strictement positifs,
In(axb)=Ina +Inb

Conséquences : Pour tous réels a et b strictement positifs :
e In % =-In(b) e In % =In(a) — In(b)

e pourtout r € Q In(a”) = rlin(a), en particulier, In (\/5) = % In(a).

Exercice de fixation

Ecris sous la forme In a, ou a > 0, chacune des expressions suivantes :



A:In8+ln10+ln£ X B=In3x-In3 ,x>0 ; C:Inz+ln§—ln23
D=In(73)+21In49 E=4In25-21In+/5

Solution

A =1In8 + In10 +1ni=1n(8><10><i)=1n2
40 40
B =

3x
1n3x—ln3=ln(?)=lnx
3 8 2 1
S e 3y — _ 3y — i) =
€ =Inj +Ing -In@2) =2 -1n@") =1In(5) = (7).
D=In(73)+2n49=1n(7"2) +1n (49%) = In(773 x 7%) = In7
E = 4In25- 2In\/5=8In5-In5 = In5".

4. Equations, inéguations

Propriété : Pour tous réels a et b strictement positifs,
e Ina>Inb equivauta a>b
e Ina=Inb equivauta a=b

e Inx=0 équivauta x=1
e Inx<0 équivauta 0<x<1
e INnx>0 équivauta x=>1

Le nombre réel e

La fonction In est continue et strictement croissante sur ]2 ; 3[.
In2~=0,69¢ctln3~=1,09;commele]lIn2;In3[, il existe un unique réel noté e € ]2 ; 3[ tel que
In(e)=1.0Ona:e=2718.

Remarque :
Pour tout nombre rationnel r, In (e") =r.

Résolution d’équations et d’inéquations

a)_Equations du type In u(x) =m

Exemple de resolution
e Résous dans R, 1’équation : In(x) =3

solution
In(x) = 3 équivaut a x €]0; +oo[ et x = €2,
Sg = {€3}
e Résous dans R, I’équation : In(2x —1) =-5

Solution

In(2x — 1) =-5 équivaut & x €] %; +oo[ et 2x — 1 = &>, On obtient : x = et

Sp = {e‘5+1}.

2

b)_Inéquations du type In u(x) <m

Résous dans R, I’inéquation : In(x + 1) <2



Solution
In(x + 1) < 2 équivaut a X €]—1; +oo[ et In(x + 1) < In (e?)

équivaut a0 < x + 1 < e?,
Donc-l<x<e?—1.
Sg =]-1;e2—1[.
¢) Equations du type a (Inx)2+blInx+c=0

Résous dansR, I’équation : (In x)2—-31Inx -4 =0.

Solution
L’ensemble de validité est] O ; +oo [.
On pose X = In x et on obtient ’équation : X2—3X-4=0
A = 25. Les solutions sont alors : X1=-1 et X>=4.
On résout alors les équations :
Inx=-1 etonobtient : x =¢*
Inx =4 eton obtient : x = e*.
Sp={e71; e4}

e Méthode : Pour resoudre une équation du type In u(x) = Inv(x) (respectivement une inéquation
dutype Inu(x) > Inv(x)):

- on détermine I’ensemble de validité c’est a dire I’ensemble des réels x tels que u(x) >0 et v(x) >0
(dans ce cas I’équation est bien définie);

- onrésout dans cet ensemble 1’équation u(x) = Vv(x) (respectivement 1’inéquation u(x) > v(x)).

e Exemple : Résous dans R, I’équation : In(x2 — 4) = In(3x).

L’équation sera alors résolue dans ’ensemble E = ]2 ; +oo].

- de plus x2—4 =3x signifie x2—-3x-4=0.

On trouve A = 25 et les solutionssont x; =-1 et xo=4.0r4 € E et -1 ¢ E,

donc la seule solution de 1’équation In(x2—4) = In (3x) est 4.

e Résous dans R, I’inéquation : In(2x + 4) > In(6 — 2x).

e Oncherche lesréels x telsque 2x + 4 >0 et 6 —2x >0, c’est a dire tels que X > -2 et x < 3.
L’inéquation doit alors étre résolue dans I’ensemble : E =]-2 ; 3.

De plus, 2x + 4 > 6 — 2x équivaut a X 2% . L’ensemble des solutions est alors : E N [%; + o[, c’est a
dire [ ; 3[.

Exercices de fixation

Exercicel
Résous dansR, I’équation : In (2x —4) =0

Solution

On cherche les nombres x tels que 2x —4 >0

Or 2x —4 >0, lorsque xe€]2; +oof .

L’équation sera alors résolue dans I’ensemble V =] 2 ; + oo[.

In(2x —4) =0 équivauta 2x —4 =1, c’est a dire X =
donc Sy = {g}

N |0

Or =2 ¢E.
2



Exercice2
Résous dansR, I’inéquation : In(x —10) <0

Solution
L’équation sera alors résolue dans I’ensemble E =] 10 ; + ool.

Deplus:x—10<1. D’ou:x < 11.
L’ensemble des solutions est : Sg = E N]-o0 ; 11][c’est-a-dire] 10;11[.

5. Etude de la fonction In
a- limite en +oo et en 0
e lim InXx=+ow.

X—+00
° lirr(l)ln X = -00

X
Conséquence : L’axe des ordonnées est une asymptote verticale a la courbe représentative de la
fonction In.

b- Variation de la fonction In
la fonction In est dérivable et strictement croissante sur ]O ; +oo[. On a:

0 +00

In(x) /

=00

=R | =X
+

+o0

(T) est la tangente a la courbe
représentative (C) de la fonction In
au point A d’abscisse 1.
Une équation de (T) est:y=x-1
La courbe est au-dessous de T sur
10 ; +oo[, donc pour tout x > 0,
Inx<x-1

Inx

e limite en +o© deT

Propriété : ligrn l"Tx =0
X—>+00
Démonstration : f est la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par f(X) = Inx — 2\/;<.
A . sy — 11 _1-Vx

f est dérivable sur ]O ; +oof, et pour tout x > 0, f’(x) = T ES
Sur J0 ; +of, f *(x) est du signe de 1 —/x. x |0 1 +00
Le tableau de variation permet d’affirmer que, pour f’(x) + 0 —
tout x > 0, f(X) <0, c’estadire Inx < 2\/;(, /' -2

op 2 00 T
d’ou — < NES = 0

Inx 2 . 2 _ . inx -

Orpourtoutx>1, 0< — < N et xl_l)l}loo N 0. Donc xl—l>rPoo . 0.
e Autres limites

i = In(1+x o Inx
)}1_)1101x Inx =0 i P+ lim — 1

> x—0 x x->1x—1



Exercices de fixation
Exercice 1

Calcule la limite en +oo de la fonction x— 2x — 3 — Inx

Solution
lim (2% — 3 —Inx) = lim x(2 — > — ™
liJrrn X = 4o
Or‘ X—>+00
lim 2-2-2%=2
X—+00 X X

Donc : liJrrn (2x =3 —Inx) = +o©
X—>+00

Exercice 2

Calcule :
a. la limite en 0 de x~ x3Inx

b. la limite en +c0 de x— xIn (1 + g)

Solution

a. limx3Inx =limx?xxlnx =0
x—0 x—0

Car: limx?=0 et limxlnx =0
x—0 x—0

b.Ona: xln(l + %):2 X In(1+7)

2
Par composé et
P lim E =0 et lim 2 ln(l + X) _
x>+ X X0 X -
2
Donc : lim xln (1 + —) =2
X—=+0o X

4. Etude de Fonction du type In u

1. Dérivées de In u et In|u|
Propriétés
e Siu est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I,
alors la fonction Inu est dérivable sur I etona: (Inu)’ = %



e Siu est une fonction dérivable et ne s’annulant pas sur un intervalle I,
- P N ur
alors la fonction In |u | est dérivable sur I et : (In |u]) =—

Exercice de fixation

Dans chacun des cas suivants, précise 1’ensemble de dérivabilité, puis détermine la dérivée de la
fonction f:
a. f(x)=In(x2+1) b. f(xX)=In|2x - 1|

Solution

a. Le polyndme u définie par u(x) = x2 + 1 est strictement positif et dérivable sur R.

Donc f est dérivable sur R et pour tout x € R f’(X) = xfil.

b. Ona: 2x-1+#0 pourx;t%.

2
2x—1"

La fonction f est dérivable sur ]—oo;%[ et sur E +oo[ et pour tout x € R\ {%} . flx) =
2. Primitive de “:'

Propriété

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, ne s’annulant pas sur I, alors, une primitive sur

| de la fonction %’ est la fonction In |u] .

Remarque
e Injul=1Inu si u>0sur/;

e Injul =In(—u) si u>0surl

Exercice de fixation

Dans chacun des cas suivants, détermine une primitive F de la fonction f sur I’intervalle K
a. f()==, K=]-00;0[

Solution
a. Une primitive sur ]-oo ; O[ de la fonction x % est donc la fonction x — In|x].
Or : pour tout x € |[—o0;0[ , x < 0. F(x) = In|x| = In(—x).

4x3
4

b. La fonction f: x> g Se présente sous la forme % avec u(x) = x* + 2.
Or:pourtout x € R, x*+2>0.Donc F(x) = In|x* + 2| =In(x* + 2).

I1._La fonction logarithme de base a

Définition :
On appelle fonction logarithme de base a (a >0 et a # 1) , notée log, , la fonction définie sur JO ; +oo[
: _ n®
par : log,(x) = o
Remarque :

e La fonction logarithme décimal, notée log, est la fonction définie sur ]O ; +oo par :

log x = 2%
9 " 1o

e Pour tout entier relatif n, log (10") = n.
o log,(a)=1.

e log(1) =0, log(10) = 1.



C. SITUATION COMPLEXE

A la fin de chaque mois, une nouvelle entreprise de fabrication de boissons gazeuses fait le bilan de ses recettes
du mois écoulé.

Un expert en finances et ami du chef de I’entreprise, ayant obtenu des chiffres sur 1’évolution financiére de
cette entreprise, fait une modélisation des recettes par la fonction r telle que :
1
pourtoutx > 1,r(x) = 3x — xlnzx,
ou x designe le nombre de mois d’existence de I’entreprise et r(x) est exprimée en millions de francs CFA.
Le chef, pour surmonter d’éventuelles difficultés que pourrait connaitre son entreprise, voudrait savoir le mois a
partir duquel une baisse des recettes sera enregistrée, en vue d’accroitre le capital d’investissement.
Il te sollicite.
Réponds a la préoccupation du chef de I’entreprise.

Solution

e Pour répondre a sa préoccupation je vais utiliser la fonction logarithme népérien.
e Apres avoir déterminé le sens de variation de la fonction je vais répondre a sa préoccupation.

Etudions le sens de variation de la fonction r sur [1; +oo[ et dressons son tableau de variation.
. r(1) =3+ In2
. Pour toutx € [1; +oo[, 7'(x) = 2 — ln%x.

rx) >0 © x < 2e?

vx € [1;2e?[, r'(x) >0

On en déduit :{
n en dedutt que Vx € ]2e%;+[, 1'(x) <0

Sens de variation de r

r est strictement croissante sur [1; 2e?[
r est strictement décroissante sur ]2e?; +ool.
Tableau de variation

X 1 ZQZ +00

r’(x) + , -

r(x) / \
r(1) =3+ In2 - 00

Ona: 14 < 2e?><15.
L’entreprise va enregistrer une baisse de ses recettes mois a partir de son 15°™ mois d’existence.

D. EXERCICES

1. Exercices d’application



Calcule les limites suivantes :

a. lim In(7x). e. lim In(x\/2).
. i . X
o, f lim in(-3)
. _ . In(0,8x)
C. xl_l)I_Eloo(X In(x)) g. xl_l)rlloo —
d. lim In(4 - 3x)
X——00
. 1 - T s _
a. xl—l>£-nw In(7x) xl—lgloo In(X) 0 ; e }Cl_r)ré In(X\/é) )1(1_r>r(1) In(X)=0
b. lim == lim %=+Oo ; f.  lim ln(—f) = lim In(X) =+
x—+co Inx xX—+00 - X——00 3 X—+00
- lir+r1 x=+o00
. s n(x)\ _ xX—+00 )
O R T
x_i+°(<)) 8 y In(0,8x) In(X)
d. lim In(4—-3x)=lim (X)=+o0 ; g lim 2= jj;m 08x2 = |y 08x2X = o8
xX——00 X—>+o00 x—+00 x x—+00 0,8x X—+o00 X

Dans chacun des cas suivants, détermine une primitive de la fonction f sur ’intervalle K

a. f(0=—, K =]~
b. f(x)=2x-7+—=, K=19+c]

Solution
a. f admet pour primitive la fonction F avec F(x) = In|1 — 2x].
b. f admet pour primitive la fonction F avec F(X)=x2 — 7x + 4In|x — 9.

Exercice 3

. . 1+1
Soit la fonction f: X > 2=
1-Inx

Justifie que la fonction f admet le tableau de variation ci-dessous :

X 0 e +o0

+o0 -1

f(x) ; __— _—

=00

Solution

f est une fonction dérivable sur ]0; +oo[ etona:
l><(1—lnx)+1><(1+lmc) 2

. ! — X X —

pour tout x € ]0; +oo[, f '(x) = i) =

]0; +oof, f '(x) >0 donc f est strictement croissante sur ]0; e[ et sur Je; +oo[ d’ou le tableau de variation.

Onadonc : pour toutx €

2. Exercice de renforcement



Exercice 4

a. Résous dans R, I’équation : [n(2x — 3) = 2In(6 — x) — Inx
b. Résous dans R, I’inéquation: In24 + In(3 — x) < In(x + 1) + In(25x — 49)

Solution
a. In(2x—-3) =2In(6 —x) — Inx

On cherche les réels x tels que 2x -3>0, et 6 —x>0et x > 0, c’est a dire tels que :
x>§ , x<6etx>0.

L’équation doit alors étre résolue dans I’ensemble : E = E ; 6[

N2
Ona: 2x —3 ="

X
On obtient : x = 3 oux = —12.
3 € E, mais —12 & E. Donc I'unique solution de I’équation est 3.

b. In24+In(3—x) <In(x +1) + In(25x — 49)

On cherche lesréels x telsque 3 —x >0, et x+1 >0 et 25x —49 > 0, c’est a dire tels que :
x<3,x>-1 etx>g.

L’inéquation doit alors étre résolue dans I’ensemble : E = ]g ; 3[
Ona: 24(3—x)<(x+ 1)(25x —49)

25x2—-121>0

Alors : x € ]—oo; —%[ U ]% +oo[

On en déduit que ’ensemble des solutions de 1’inéquation est :
s ]49 3[0 ] 11[U]11 4 [
= |—: —00; — — —: 400
R = 5503 N(|=2i—3 5+

Se =53]

3. Exercice d’approfondissement

Exercice 5

1. Soit f la fonction définie sur JO ; +oof par : f(X) =x -2 -2x Inx.
a. Détermine son sens de variation.
b. Déduis-en le signe de f(x).

2. Soit g la fonction définie sur JO ; 2[U]2 ; +oo[ par : g(x) =

Inx
(x-2)% "
On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, J).
a. Calcule les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.
Interpréte graphiquement les résultats obtenus.
f(x)

b. Démontre que : pour tout x de ]JO ; 2[U]2 ; +of, g’(X) = T2)?
c. Détermine le sens de variation de g et dresse son tableau de variation.

d. Détermine une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse 1.
e. Construis (C) et (T) dans le repére (O,1, J) (unité 2 cm).

Solution



1. a. Pourtoutx €]0; +oof , f'(x) = —1 - 2Inx
1

flx) >0 & x<e-.
On en déduit que :

Vx € ]O;e_%[, f'(x)>0
Vx € ]e_%; +00[, f'(x)<o0

Sens de variation de f

1
e f est strictement croissante sur ]0; e‘E[

1
e f est strictement décroissante sur ]e‘i; +oo[

a. Signe de f(x)

Utilisons le tableau de variation de f.

X 0 e_% +o0
@) | + b -
=12
1165 / ve \
0

2
vx €10, +of, f(X) S =-2<0

2. a. Limites de g aux bornes de son ensemble de définition.

I () =1i Inx
N o CAR
I (x) = l Inx _ 4
= _— (0]
1mg X im - 22
lim g () =1 mx__ .
= —_—— (0'0)
1mg X im Lo 22
y y Inx y Inx 1 C0x0=0
A, 9 = lim sy =l X g = 0% 0=

x—4+%
Interprétation graphigue des résultats

e Les droites d’équations x = 0 et x = 2 sont des asymptotes verticales a (C).

e Ladroite d’équations y = 0 est une asymptote horizontale a (C) en +oo.

b. Vx €]0; 2[U]2; +oof,

1 1
_ ;(X—Z)Z—Z(X—Z)lnx _ ;(X—Z)Z—Z(X—Z)l”x _ (x-2)%-2x(x—2)lnx _ x-2-2xilnx _

JC3)

g(x) = (x—2)* - (x—2)* - x(x—2)% T x(x-2)3

c. Détermine le sens de variation de g.
Vx €]0; 2[U]2; +oo[ , x > 0. Donc, le signe de g(x) est celui de

e Vx€]0;2[,(x—2)3<0etf(x)<0,doncg'(x)>0

f()
—2)3

T x(x-2)3



o Vx€]2;+0[,(x—2)3>0c¢tf(x)<0,donc g'(x) <0
Donc : g est strictement croissante sur 0 ; 2[
g est strictement décroissante sur ]2; +oo[
Tableau de variation de g

X 0 2 400
g (x) + -
+oo || 400
g(x) / \
o0 0

d. Détermine une équation de la tangente (T ) a la courbe (C) au point d’abscisse 1.
Une équationde (T )est: y=g'(D(x—1) + g(1)
g(1)=0¢et g'(1)=1
Donc, une équationde (T )est: y = x — 1.

e. Construction de (C) et (T) dans le repere (O,1, J) (unité 2 cm).




THEME 1 : GEOMETRIE DU PLAN
LECON 07 : CONIQUES

A - SITUATION D’APPRENTISSAGE

Des éléves de terminale C passionnés d’astronomie découvrent lors de leur lecture que ’orbite d’un
satellite peut étre circulaire, elliptique, parabolique ou hyperbolique.

L’un d’eux pense qu’on peut déterminer une équation mathématique pour chacune de ces figures.

Les autres étant sceptiques, ils décident ensemble d’en savoir plus en s’informant auprés de leur
professeur.

B - CONTENU DE LA LECON
1- ETUDE GENERALE DES CONIQUES

1) Conique définie par foyer et directrice

a) Definition

Définition : Soit (D) une droite, F un point n’appartenant pas a (D) et e un nombre réel strictement
positif.

On appelle conique de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité e, I’ensemble (I") des points M du
plan tels que % = e OU H est le projeté orthogonal de M sur (D).

Sie = 1 alors (I") est une parabole.
Si0 < e < 1alors (T') est une ellipse.
Sie > 1 alors (T") est une hyperbole.
Exemples

Soit (D) une droite du plan.

- I’ensemble (T') des points M du plan tels que % = 1 ou H est le projeté orthogonal de M
sur (D) est la parabole de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité 1.

- I’ensemble (T') des points M du plan tels que % = g ou H est le projeté orthogonal de M sur
(D) est ’ellipse de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité §

- I’ensemble (T') des points M du plan tels que % = 2 0U H est le projeté orthogonal de M
sur (D) est I’hyperbole de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité 2.

b) Propriétés

Proprieté 1 : Soit (I") une conique de foyer F et de directrice (D).
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La droite (A) passant par F et perpendiculaire a (D) est un axe de symétrie de (T") .

(A) est appelée 1’axe focal de la conique (T).

Exercice de fixation

Soit (T") une conique de foyer F, de directrice (D).

On note (A) la droite passant par F et perpendiculaire a (D).

Soit M un point de (T'). On note M’ I'image de M par la symétrie orthogonale d’axe (A).
Justifie que M" € (T) .

Solution

(D)

+2

(A)

<+

M € (T) et Spy(M) = M’, comme est (A) est un axe de symétrie de (') alors M" € (T).
Propriété 2

Soit (I") une conique d’excentricité e et d’axe focal (A).

- Sie =1, alors (I') coupe (A) en un point S. Le point S est appelé sommet de la parabole.

- Sie # 1, alors (I') coupe (A) en deux points A et A’. Les points A et A’ sont les sommets de la
conique situés sur I’axe focal.

Remarque
Soit K est le projeté orthogonal de F sur (D).

- Sie =1, alors S est le milieu de [FK].
- Sie#1,alors A = bar{(F,1); (K,e)} et A’ = bar{(F,1); (K,—e)}.

Exercice de fixation
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, 1,)).
On donne le point F(2; 3) et la droite (D) d’équation x = —4.

Soit (I") une conique de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité é

1. Donne une équation de I’axe focal de (T').
2. Détermine les coordonnées des points A et A’, les sommets de la conique situés sur 1’axe
focal.
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Solution

1. L’axe focal (A) est la droite passant par F et perpendiculaire a (D), donc une équation de
(A)est:y=3.
2. K est le projeté orthogonal de F sur (D) donc K(—4; 3).
o A= bar{(F,1);(K, )} donc 4 = bar{(F,3); (K, )}.
3X2+1X(—4) 3X3+1x3 . | 1,
4 ! 4 ) A(z i3)

o A =bar{(F,1);(K,— D)} donc 4’ = bar{(F,3); (K, ~D)}.

3><2—12><(—4); 3><3;1><3 ) ; A'(S; 3 )

A(

A'(

2) Reégionnement du plan par une conique

Définition

Soit (I") une conique de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité e.

Pour tout point M du plan dont le projete orthogonal sur (D) est H,ona:

- M est intérieur a (I') si MF < eMH.

- M est extérieur a (I') si MF > eMH.

Remarque :

- Le foyer F d’une conique est intérieur a cette conique.

- Tout point de la directrice (D) d’une conique est extérieur a cette conique.

I1- EQUATION REDUITE D’UNE CONIQUE

1) Equation réduite d’une parabole

Propriété et définition :

Soit (P) une parabole de foyer F, de directrice (D) et de sommet S.

Dans le repére orthonormé (S,7;) avec 7 = éﬁ , (P) est la courbe d’équation y? = 2px avec
p = KF, K etant le projeté orthogonal de F sur (D).

- Cette equation est appelée équation réduite de la parabole (P).

- Le nombre réel strictement positif p est appelé paramétre de la parabole (P).

- L’axe focal est (S,7) ; le foyer est F(; 0) et la directrice est (D): x = — 2.

Remarque :

- En échangeant les droites (S,7) et (S, ), on obtient une équation réduite de la forme x? = 2py,

p

I’axe focal devient la droite (S, ), le foyer est F(O;g) et la directrice est la droite (D):y = -
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- Dans le repére orthonormé (0,7,]), la courbe d’équation y? = 2ax avec a # 0 est une parabole

de sommet 0, d’axe focal (0,7), de paramétre |a|, de foyer F(g; 0) et de directrice (D):x = —%.

Exercice de fixation

Le plan est muni du repére orthonormé (0, 7; ).

On considére la parabole (P) d’équation : y2 + 4x = 0.

Détermine I’axe focal, les coordonnées du foyer F et une équation de la directrice (D).

Solution

Ona:y?+4x =0 y? = —4x

(P) est la parabole de sommet 0, d’axe focal (0,7) , de foyer F(—1;0) et de directrice (D):x = 1

2. Equation réduite d’une conique a centre

Propriété
Soit (I") une conique de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité e avec e # 1.

On désigne par A et A’ les sommets de (T') situés sur I’axe focal.

Dans le repere orthonormé (0,7, 7) tel que O soit le milieu du segment [AA"] et 7 = OLAO_A’.

y? N
——z=10ua=0A¢etc=0F.

a2 2

2
Une équation de la courbe (T') est : Z—Z +

Cette équation est appelée equation reduite de la conique (I).

Remargue
2 2
- Si on échange les axes (0,7) et (0,]), on obtient une équation de la forme bzx-cz + z—z =1,

2
I’axe focal est (0,)), le foyer est F(0; c), la directrice est (D):y = DT, les sommets situés sur I’axe
focal sont B(0; b)et B'(0; —b).

2 2
- Dans le repére orthonormé (0, 7,)), la courbe d’équation Z—Z +—2_—=1aveca>0;c>0et

a2—c2

2
a # c est une conique de foyer F(c; 0), de directrice (D): x = = et d’excentricité e = =.

-si0 <e < 1,alorsc < a.Onpose : b? = a? — c? et I’équation réduite de ellipse est:

2 2

Yo
+L=1.

X
a2

-sie > 1,alors ¢ > a. On pose : b? = c? — a? et I’équation réduite de I’hyperbole est :

Conséguences

Soit (T) une conique d’excentricité e avec e # 1 et d’axe focal (A).

On désigne par A et A'les sommets de (T) situés sur 1’axe focal.
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- La médiatrice du segment [AA’] est un axe de symétrie de la conique (T').
- Le milieu O du segment [AA’] est le centre de symétrie de la conique (I").

De telles coniques sont appelés coniques a centre ; le centre de symétrie est appelé le centre de la
conique

Remargue

Le point F' et la droite (D"), symétriques respectifs de F et (D) par rapport a 0, sont également un
foyer et une directrice de la conique (T).

La conique (T') est parfaitement déterminée par la donnée de F'; (D') et e.
Ona: FF' = 2c; FF' est appelé distance focale de la conique a centre.
Exercice de fixation

Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1;)).

Dans chacun des cas suivants, donne la nature de (T'), son axe focal, son centre, son excentricité, ses
foyers F et F’, ses directrices (D) et (D’), ses sommets A et A’situés sur ’axe focal.

2

1. Soit (') la courbe d’équation : 2—5 y; =1.
2

2. Soit (T) la courbe d’équation : x: a5 4"

Solution

2 2
1. ’26—5+y?=1,ona:a=5etb=3d0ncc=\/a2—b2=4

Nature : (T) est une ellipse.
Axe focal : ’axe (0,7)
Centre : le point O

Excentricité : e = 2 =
Foyers: F(4;0) et F’(—4;0)

Directrices : (D) : x = % et (D) :x = _%
Sommets situés sur I’axe focal : A(5;0)et A'(—5;0).

ul |

x2

2. —~—y*=1lona:a=2eth=1doncc=va?+bh? =+/5
Nature : (T') est une hyperbole

Axe focal : I’axe (0,7)
Centre : le point O

Excentricité : e = 2 = g
Foyers : F(\/5; 0) et F'(—V5 ; 0)
Directrices : (D) : x = —4—‘5/§ et(D):x = _%

Sommets situés sur I’axe focal : A(2;0) et A'(—2;0).

II-ELEMENTS CARACTERISTIQUES DES CONIQUES
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Le plan est muni d’un repére orthonormé (0,7, 7).

1) Eléments caractéristiques de la parabole

TABLEAU RECAPITULATIF DONNANT LES ELEMENTS

CARACTERISTIQUES D’UNE PARABOLE

Lorsque le sommet est ’origine du repére on a le tableau ci-dessous :

équation y? = 2ax x? = 2ay
parameétre la lal
sommet o 0
Axe focal (0,0 (0.))
foyer F(;0) F(0;)
directrice D):x=—- (D):y = _g
courbe °]
l 4
D 4
|~ P1 P2
E F
T T . T .‘
-4 2 ) 2 4 5 . : . .
b O ) ] u L -r
_ .
kA
a>0
a>0
2 4
4 (D)
1 F T
D 5 a4 2 /0 4
2 4]
P3N -
k
T T T T ' :
0o -8 -6 -4 -2 0 2 4
-2 5
-4
a<o0
a<0
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2) Eléments caractéristiques de I’ellipse

TABLEAU RECAPITULATIF DONNANT LES ELEMENTS CARACTERISTIQUES

D’UNE ELLIPSE

Lorsque le centre est ’origine du repére on a le tableau ci-dessous :

remarquables

Cercle secondaire C(0; b)

Cas a>b a<b
équation a_z_l_z_i:l z_z_'_i_i:l
Demi - distance c =Va? — b2 c =Vb? — a2
focale
excentricité e= E e= %
sommets A(a;0); A'(—a;0); B(0; b); B'(0; —b) | Ce sont les mémes
axes Axe focal AA") Axe focal (BB")
Grand axe (44") Grand axe (BB'")
Petit axe (BB") Petit axe (AA")
foyers F(c:0); F'(—c;0) F(0;c); F'(0;—c)
drectries ix =L @yx=- @y =25y =2
Cc Cc Cc C
Courbes Cercle principal €(0; a) Cercle principal C(0; b)

Cercle secondaire C(0; a)

courbes

(D))

(D)

Remargue

Lorsque a = b, I’ellipse (T') est le cercle de centre O et de rayon a.

3) Eléments caractéristiques de I’hyperbole
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TABLEAU RECAPITULATIF DONNANT LES ELEMENTS CARACTERISTIQUES

D’UNE HYPERBOLE

Lorsque le centre est ’origine du repére on a le tableau ci-dessous :

Equation 2y _ _xXE Ly
réduite @ ! 2ty =l
Demi-distance c=+a? + b2 c=+az + b2
focale
excentricité e=%< e=2%
a b
sommets A(a; 0); A'(—a; 0) B(0;b); B'(0; —b)
Axe focal (AA") (BB")
foyers F(c;0); F'(—c;0) F(0;c); F'(0;—c)
directrice a? a? b? b?
D)ix=—; D')ix=—— D):y=—;D)iy=——
C C c C
asymptote b b Ce sont les mémes
yme (B):y = ~x; W)y = —~x
a a
courbes
Remargue

Si a = b alors ’hyperbole est dite équilatére.
C - SITUATION COMPLEXE

Monsieur Coulibaly veut construire une piscine prés du mur de son jardin non loin d’une pompe a
eau. Par soucis d’espace, il veut que la distance de chaque position du bord de la piscine a la pompe
soit la moitié de la distance de ce bord au mur de la maison.

Il parle de son projet a un ami, professeur de mathématiques, qui décide de lui donner un coup de

main.

Ce dernier, apres observation de 1’espace, définit un repére orthonormé (0, 1,]), d’unité 2 m dans le
jardin, considere la position de la pompe a eau comme un point F et le mur comme une droite (D).
Aprés quelques calculs il réalise que les coordonnées des points du bord de la piscine vérifie la
relation suivante: 3x% + 4y% + 6x — 9 = 0.
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Etant appelé a la maison pour une urgence, il remet le résultat de ses analyses a monsieur Coulibaly.
Ne pouvant pas rendre opérationnel cette aide, Monsieur Coulibaly demande a son fils qui est en
terminale C de le faire.

Le fils te sollicite pour représenter avec lui la piscine de son peére.

Utilise les outils mathématiques au programme pour aider le fils de monsieur Coulibaly a réaliser ce
schéma.

Solution

e Nous allons utiliser les coniques pour réaliser ce schéma.

e Nous allons déterminer une équation réduite de la conique d’équation:
3x2 + 4y? + 6x — 9 = 0, dans le plan muni d’un repére orthonormé (0, I,]). Unité
graphique :2cm.

(x+1)? +£ -1

Ona:3x2+4y2+6x—9=0@3(x+1)2+4y2=12<=>T .

2 2
—(x:ﬂ + y? = 1 est I’équation réduite d’une ellipse.

- Nous allons déterminer dans le repére (0, I,]) les coordonnées du centre  de I’ellipse, les
foyers F et F', les sommets A et A’situés sur I’axe focal, B et B’ les autres sommets.

x+1=0 x=-1
y=0 { 0 donc Q(—1;0)

Ona:{

a’?=4eth?=3donca=2b=vV3c=v/4-3=1
L’axe focal est () car a > b.
Dans le repére (Q,1,]), on : F(1;0), F'(—1;0),A(2; 0), A'(=2; 0), B(0;V3) et B'(0; —V3).

x=-14+X
=Y

Soit M(X;Y) dans (Q,1,]) et M(x; y) dans (O,1,]),0ona: OM = 00 + OM, alors{
Donc dans (0,1,]), A(1;0); A’(=3; 0); B(—1;V3); B'(—1; —V3); F(0; 0) et F'(—2; 0)
- Nous allons déterminer une équation des droites (D) et (D").
Dans le repére (Q,1,]),on: (D):x =4 et (D"):x = —4
Dans le repere (0,1,]),on: (D):x =3 et (D):x = =5
- le schéma du bord de la piscine a I’échelle % est réalisé par la construction de 1’ellipse

2 2
d’équation réduite : @ + y? = 1 dans un repere orthonormé(0, I, J). Unité graphique :

2cm.
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D - EXERCICES

1. EXERCICES DE FIXATION

Exercice 1

Le plan est muni du repére(0,1,7).
Dans chacun des cas suivants, détermine le sommet, ’axe focal et le foyer de la parabole
d’équation :

1) 2y2+3x=0

2) x?—-2x=-3y—1

Solution

1) 2y*+3x=0oy?= —zx,aveCa:—%

Le sommet de la parabole est O, ’axe focal est I’axe (0, 1) et le foyer est F(—Z, 0)
2) x*=2x=-3y-1ex-1)*= —3y,aveCa:—§

Le sommet de la parabole est S(1; 0), I’axe focal est I’axe (S,7).

Dans le repere (S,1,7), on a : le foyer des F(0; — Z)

Soit M(X;Y) dans (S,1,7) et M(x; y) dans (0,1,7),ona: OM = 0Q + QM, alors {x ;i X

En remplacant X par 0 et Y par —Z on obtient dans (0,1,7), F(1; — Z).
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Exercice 2

Le plan est muni du repére (0,1,7).

Dans chacun des cas suivants, donne la nature de la conique (), le centre, I’axe focal et les foyers
de la conique d’équation :

2 2
) S+-=1

PRY 2
2) _w:>+w?)=1

Solution

2 2
) S+-=1
(") est une ellipse de centre O.
a=3etbh = 4, comme a<b alors I’axe focal est (0,7).

c =Vb% — a? = /7 donc les foyers sont : F(0;v/7)et F'(0; —/7)

PRY 2
2) —@:)+@f)=1

(T) est une hyperbole de centre Q(1; —2), d’axe focal I’axe (£,7).
a=2eth = 3,doncc=+Va? + b2 =+/13.
Dans le repére (Q,1,7), on a : les foyers F(0;v/13) et F'(0; —V13)

Soit M(X;Y) dans (Q,1,7) et M(x; y) dans (0,1,),ona: OM = 0Q + QM, alors

{x=1+X
y=-2+Y

En remplacant X par 0 et Y par v/13, on obtient dans (0,1,7), F(1; =2 + v/3).
En remplacant X par 0 et Y par —/13, on obtient dans (0,1,7), F'(1; -2 — v/3).

2. EXERCICES DE RENFORCEMENT

Exercice 3

Le plan est muni du repére(0,1,7).

Détermine une équation de la parabole (T") dans chacun des cas suivants :
1) De foyer F(3;2) et de directrice la droite (D) d’équation X = 1.
2) De foyer F(1;4) et de directrice la droite (D) d’équationy =2

Solution

1) Soit K le projeté orthogonal de F sur (D).
Ona:K(1;2)etKF =2 =a.
$(2;2) le milieu de [FK] est le sommet de la parabole.
Dans le repere (S,71,7), une équation de la parabole est : Y2 = 2 X aX d’ou Y? = 4X
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Dans le repere (0,1,7), une équation de la parabole est : (y — 2)% = 4(x — 2)

2) Soit K le projeté orthogonal de F sur (D).
Ona:K(1;2)etKF =2 =a.
$(1;3) le milieu de [FK] est le sommet de la parabole.
Dans le repere (S,71,7), une équation de la parabole est : X? = 2 x aY d’ou X? = 4Y
Dans le repere (0,1,7), une équation de la parabole est : (x — 1)? = 4(y — 3)

Exercice 4

Le plan est muni du repére(0,1,7).

(") est une conique a centre de foyer F de directrice associée (D) et d’excentricité e:
Dans chacun des cas suivants, détermine une équation de (I").

1) F(1;0); (D):x=10;e =1

2) F(4;,-1) (D):y=0;e=3.

Solution

1) F(1;0); (D):x=10;e =7

e < 1 donc (I") est une ellipse.

L’axe focal a pour direction ’axe (0,1)
Soit K le projeté orthogonal de F sur (D).
Ona: K(10;0).

A = bar {(F,1); (K, 5} = bar{(F,5); (K,4)} ; donc A(5; 0)

A= bar {(F, 1); (K, -} = bar{(F, 5); (K, —4)} ; donc A'(~35;0)

AA' = 20 = 2a donc a = 10.
S(—15;0) le milieu de [AA'] est le centre de Iellipse.

L’axe focale est ’axe (S,7) alors e = 2 doncc =ae =8

c? = a? — b? donc b? = a? — c? = 36.

2 2
Dans le repere(S,1,7), une équation de I’ellipse est : % + :—6 =1

\ > A T L(x+15)% | y?
Dans le repere(0,1,7), une équation de ellipse est : oo T 1.

2)F(4;,-1) (D):y=0;e=3
e > 1 donc (I") est une hyperbole.

L’axe focal a pour direction I’axe (0,7)
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Soit K le projeté orthogonal de F sur (D).
Ona: K(4;0).

B = bar{(F,1); (K,3)} ; donc B(4; —3)

B' = bar{(F,1); (K,—3)}; donc B'(4;7)

BB' =3 =2pdonch =2,
4 8

S(4; é) le milieu de [BB’] est le centre de I’hyperbole

L’axe focale est ’axe (S, j) alorse = % donc c = be =

9
c2=a2+b2donca2=c2—b2=§

2 2
Dans le repére (S,1,7), une équation de I’hyperbole est : — (Xg) + YY =1
8 64
. - . . , L ea? | —3)?
Dans le repére (0,1,7), une équation de I’hyperbole est :— ~—5—+ —*—=1
8 64

3. EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 5
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0, €;, €,)

1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la courbe () d’équation :
3x2—y?+2x+1=0

2) a) Démontrer que les points A; M et M’ d’affixes respectives 1 ; z et z* sont alignés si et
seulement si 1 + z + z2 + z3 est un nombre réel

b) En déduire I’ensemble points tels que M (x; y)
Solution

12 2
1)3x2—y2+2x+1=0<=>—(x+z3) +

9

=1

w|N|‘<

(H) est une hyperbole de centre Q(—g; 0) , d’axe focal (Q, é,)

2 2 8
ona:azzgetbz=§doncc2=a2+b2=5

.., c 2\3
I’excentricité e = =

Dans le repére (Q,1,7) :

Sommets situés sur ’axe focal : B(0; \E)et B'(0; —\E)

Foyers : F(0; ?) et F’(0; —?)

V2

Directrices : (D) : Y == et (D) :Y = _g
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Asymptote : (A): Y =+/3X et (A):Y = —/3X

Dans le repére (0,1.]) :

Sommets situés sur I’axe focal : B(—g; \E) et B’(—i; —\E)

V8

Foyers : F(—g; ?) et F’(—g; -3)

Directrices: (D) :y = 2 gt (D"):y=-—

2

Asymptote : (A) :y = V3(x + i) et (A):y=—/3(x+ é)

2 V2
2

4_
2) a) A; M et M’ sont alignés < % est un nombre réel< 1+ z + z2 + z3 est un nombre réel

b) L’ensemble de tels points M
onpose z =x +1iy
Ona:l4+z+z2+z3=14+x+yi+ (x+yi)?+ (x +yi)?
=(1+x+x2—y+x3-3xy?)+yBx? —y2+2x+1)i
1+z+ 2%+ z3estunnombre réel= y(3x2 —y2+2x+1) =0
©Sy=00U3x2—y?+2x+1=0
L’ensemble de tels points M est la réunion de I’axe (0, ;) et de I’hyperbole (H)
E -DOCUMENTS
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THEME : FONCTIONS NUMERIQUES

Lecon 7 : FONCTIONS EXPONENTIELLES ET FONCTIONS PUISSANCES

A- SITUATION D’APPRENTISSAGE

Pour son premier stage pratique dans I’infirmerie de ton établissement, un étudiant en médecine recoit un éleve
malade. I1 lui donne un médicament qu’il prend immédiatement.

La fonction qui modélise la masse M, en mg de ce médicament encore présent dans le sang, t heures apres sa
prise, est la fonction telle que : M(t) = 50.e%™

L’étudiant affirme que la prochaine prise de ce médicament se fera lorsque le taux de présence dans le corps
de la premiére prise est en dessous de 20%.

L’éléve malade veut savoir quand il pourra effectuer la prochaine prise. Pour cela il te sollicite.

Motivés pour la cause, les éléves de la classe s’organisent et décident de faire des recherches sur le
comportement de cette fonction.

B-CONTENU DE LA LECON

I. FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE

1. DEFINITION - PROPRIETES ALGEBRIQUES

a) Définition

On appelle fonction exponentielle népérienne, notée exp, la bijection réciproque de la fonction
logarithme népérien.

Notation :
exp: R—> ]0;+o0]

x — exp(x)

Pour tout nombre réel x, le nombre exp (x) se note également e* : exp(x) = e”.

b) Conséquences

= La fonction exponentielle est définie sur R
= Pour tout nombre réel x et pour tout nombre réel strictement positif y,ona:e* =y < x =Iny

= Pour tout réel x, e*>0
« e'=1 . e'=e
= Pour tout nombre XG]OH—OO[ ,ona:e™ =x

= Pour tout nombreréel y, ona: In(e¥) =y
= La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.



c) Propriétés algébriques

Pour tous nombres réels a et b et pour tout nombre rationnel r, ona:

_ 1 —
e x b = gath b — = Z_b = e b gt (e?)" = ea*"
Exercice de fixation
e2x
Ecris plus simplement :Inve ; e®*"9 ; =
e
Solution
1 1 (x+In3) n3 2 2x . —
|nx/g=ln(e2)=— ;e = e¥e™=3e* ; —=ee ="

2

d) Equations et inéquations

Propriété

Pour tous nombres réelsaetb,ona:e? <e? @ a<b et

Exercice de fixation

Résous dans R chacune les équations suivantes :

1) e2x—1 — gx+5

2) e¥"2=5

3) e+ e¥—6=0
Corrigé

el =el sa=5»b

1) Ensemble de validité V

V=R
e2x—1=ex+5

S2x—1=x+4+5

Sx=6

Comme6 €V, Si={6}

2) Ensemble de validité V
V =R

e*2 =5

<:>ex—2:eln5
S x—2=1n5
S x=2+4+1In5

2+1In5€V,Sg ={2 + In5}

3) Ensemble de validité V
V =R

e+ e¥—6=0

S (e¥)2+e*—6=0
Posons : X = e*. Donc X >0
L’équation devient : X> + X — 6 =0
Résolution de cette équation :
A= 14 (—4) x (—6) = 25 = 52
X_—1—5 X_—1+5

— T2 T
X=-3 ou X=2,
X = - 3 est impossible car X > 0.
X=2ef=2x=1In2

In2 € V, Sk ={In2}




Résous dans R chacune les inéquations suivantes :

1) e?*1 <8
2) eX—5e¥4+ 6>0

Corrigé
1)Ensemble de validité V 2)e** — 5eX— 6=>0
V=R Ensemble de validité V:V =R
e2X—1 <8
Posons e* = X,doncX>0 .0Ona X?—-5X+6>0
< In(e?* 1) < In8 A=25-24=1
& 2x—1<1In8 X=2 ou X=3
o x < 18 Etudions le signe de X* — 5X + 6
1+In8 X —® 2 3 +oo
@XE]—OOF [ X2 —5X+6 + o] - Jo| +
1+1n8 X2 —5X+6 >0 < Xe]—; 2] U [3; +o
SR:Vn]—oo; [ D’ou e?X — 5eX — 6 > 0 & eX €]—o0; 2] U [3; +oo[
1+ln82 Sef<2o0ue*>3
=]—oo; [ & x<In2oux > In3
2 & X € |—00;In2] U [In3; + o[
Sk =V N (J—o;1n2] U [In3; +0[)
= ]—o0;In2] U [In3; + o[

2- ETUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

a) Limites de référence

. . . . e* . e*-1
lim e*=0; lim e* = 4o ; lim xe*=0; lim — = 4o et lim =1
X—>—00 X—+00 X—>—00 xX—>+00 X x-0 X

Exercice de fixation

Calcule les limites suivantes : lim (x + 1)e* et hrf x(e™ +1)
X——00 X—+0

Solution
lim xe*=0
. ; X = 1 x Xy = xX——00
x1_1>r£100(x+1)e xl_l)rzloo(xe +e*) =0 car m e* = 0
X——00
. liIP X =+
. . —x — . 1 — X—+00
xl—lg-loox(e + 1) xgr-ll-loox (ex * 1) oo e { lim L +1 =1
X—+ 00 ex
b) Dérivée

La fonction exponentielle népérienne est dérivable sur R et sa fonction dérivée est :x — e*



3 Tableau de variation et courbe représentative

La fonction exponentielle népérienne est strictement croissante sur R.

&

©

exp’(x) -

“+oo
exp(x) / R e

3. DERIVEES - PRIMITIVES

a) Dérivée de la fonction x - e*®

Propriété
Si u est une fonction dérivable sur un intervalle K, alors la fonction x — e*®) est dérivable sur K

Pour tout x élémentde Kona:ona: (e%)'(x) = u'(x) x e*™
Exercice de fixation
Calcule les dérivées sur IR des fonctions suivantes : f(x) = e25* et g(x) = e* ~4x~1
Solution

e Pour tout nombre réel x, f'(x) = (—Zsinx)ezc";x
e Pour tout nombre réel x,g'(x) = (—3x2? — 4)eX 41

b) Primitive de la fonction : x = u'(x) x e*™)
Propriété
Si u est une fonction dérivable sur un intervalle K alors la fonction : x = u'(x) x e*™) a pour
primitives sur K , les fonctions : x = e*® + ¢ avecc € R

Exercice de fixation

Détermine sur R les primitives de chacune des fonctions suivantes :
a) f(x) = e¥, b) f(x) = (sin2x)ec°s2X, ¢) f(x) = xe¥’

Solution

a) Déterminons les primitives de la fonction f telle que : f(x) = e* sur R..
Les primitives de f sur R, sont les fonctions F telles que : F(x) = e* + a (a€ER)

b) Déterminons les primitives de la fonction f telle : f(x) = (sin2x)e°s?* sur R .



Soit u(x) = cos2x et u’'(x) = —2sin2x ,0na: u’(x)e"® = —2(sin2x)e s ;f(x) = _71 v (x)ev®

Les primitives de f sur R sont les fonctions F telles que : F(x) = —%e“’szx + a (aER).

c) Déterminons les primitives de la fonction f telle que : f(x) = xeX" surR .
Soitu(x) = x2etu’(x) = 2x,0na;: u' (x)e"® = 2xeX* : f(x) = % u' (x)ev"®

Les primitives de f sur R sont les fonctions F telles que : F(x) = %exz +a (aER)

1. FONCTIONS EXPONENTIELLES ET FONCTIONS PUISSANCES

1- Fonction exponentielle de base a

a- Définition
Soit a est un nombre réel strictement positif.
On appelle fonction exponentielle de base a, notée exp, , la fonction : x —» a* et
définie sur R par : exp,(x) = a* = e¥n@

Remarques
« Pour tout nombre réel x, a* > 0

« La fonction exponentielle de base 1 est la fonction constante : x — 1
« La fonction exponentielle de base e est la fonction exponentielle népérienne
Exercice de fixation

Exprime sous forme e*® |es expressions suivantes : 5* et 12*

Solution
5X — gXIn5 ot 12X — pxinl2

b- Dérivée et sens de variation de la fonction exp,
Propriété

= Pour tout nombre réel a strictement positif et différent de 1, la fonction exp, est
dérivable sur R et pour tout nombre réel x on a: exp,'(x) = In(a) X a*

*Si 0<a<1,In(a) <0 alors lafonction exp, est strictement décroissante sur R.
*Si a>1,In(a) >0 alors lafonction exp, est strictement croissante sur R .

Conséquence

Pour tout nombre réel strictement positif a, et pour tous nombres réels x ety ona:
> a*=a" o x=y
» Si0<a<1l,aors a*<a”=x>y
» Sia>1l,alors a*<a’ o x<y

c- Limites de référence

» SioO<a<1,alors lim a*=0 et lim a* =+

xX—+00 X——00

» Sia>1,alors lim a*=+c et lim a* =0

xX—+00 X——00



d- Représentation graphigue

Exercice de fixation
Résoudre dans R

l) 2x—9 — 83x+1

2) (0’7)—x — (0’7)—5x+1

Solution
1) 2779 = 8% & 2770 = 207 o x -9 =3@x+ 1) @ x=2; S = {2}
2

2) 0N *< (0, o —x >-5x+lex> % ;SR =X € E; +00[

2- Fonctions puissances d’exposant o
a- Définition
Soit @ un nombre réel non nul.
On appelle fonction puissance d’exposant «, la fonction : x = x¢
Cette fonction est définie sur ]0;+oo[ par: x% = %

b- Remarque

Les regles de calculs sur les puissances d’exposants rationnels s’appliquent pour ces
fonctions puissances d’exposants réels

3- Croissances comparées

Propriété
Soit @ un nombre réel strictement positif, on a :

: ln_x - . : a —N - : é — . : a,—X—
(¢D) xl_l)rzrlm gl - 0; (2 }Cl_r}gx Inx=0; (3) xl—l}}—loo ==t 4) xl_l)r;noox e *=0
>

Exercice de fixation

Calcule les limites suivantes

® Jm 5 @ gt @ N 5= @) st
>
Solution
(1) lim Z£=0; () limx?nx=0; (3) xlirpwz—zz +00; (4) lim xPe™*=0

>

C- SITUATION COMPLEXE

Des éleves de terminale travaillent les samedis dans le service marketing d’un grand magasin. Ce
magasin veut informer la population des nouvelles offres promotionnelles. Le service marketing a
observé que la proportion P de la population qui est au courant de ces nouvelles offres apres t jours

d’annonces publicitaires est donnée par la fonction : P(t) = 1 — e =021t



Le magasin veut arréter cette publicité lorsque au moins 90 % de la population sera au courant des
nouvelles offres. Un de tes camarades de classe affirme que cela n’excédera pas une semaine.

Donne ton avis argumenté sur I’affirmation de cet éléve.

Solution

v Pour donner mon avis sur I’affirmation de cet éléves ,je vais résoudre une inéquation en
utilisant les propriétés de la fonction exponentielle et conclure .

v Déterminer le nombre de jours nécessaires au grand magasin pour faire la publicité de ces
nouvelles offres revient a déterminer le nombre de jours pour que la proportion de la
population qui est au courant de ces nouvelles offres atteigne 90%.

n0,1

Cest-a-dire 1 1 -e#1> 0,9, soit e ®** <0,1donc —0,21¢t < In0,1, ainsi t > —

et donc t>10,96 donc on peut prendre t =11

Conclusion : puisque 11> 7, I’affirmation de cet éléve est fausse.

IV- EXERCICES

C.EXERCICES DE FIXATION

Exercice 1

Ecris plus simplement chacun des nombres suivants :
6 -3 5 -2
e e e’ xe
A=— ; B=— ;| C=—3 ;
e e e

D=e®xe™ ; E=(e“‘)3

Exercice 2
Ecris plus simplement chacune des expressions suivantes :

) (e¥)3e
b) (e—x)z ) eX—y

Exercice 3
Résous dans R chacune des équations proposeées :

a) e3 X =1 b) e2X?+3 — o7x

c)(e*—2)(e™*+1)=0 d)2-eX=0

Exercice 4



Détermine la limite des fonctions suivantes en a :
a)f(x)=e*-2x+1, a=-o; b)g(x)=-e*—x—-3,a=+w;
c) h(x) =xeX—-x?-2x+2,a=0.

Exercice 5

Détermine la limite des fonctions suivantes en a :
—_ X 1 —
af(x)=(2x+1)e*+ = ,pour a=+w ;
X

b) g(x) = (2x—3)e™*, pour a=-wo;

Exercice 6

Détermine la limite des fonctions suivantes en +oo et en -0 :
a)fx)=(2-3x)e* ; b) gx)=(x+1)e™ ; c)h(x)=3-2x+¢*
Exercice 7

Dans chacun des cas suivants, on admet que la fonction f est dérivable sur R.
Calcule la fonction dérivée de f.

a) f(x) = e™2x*1 b) f(x) = x+ 2 — ¥ c) f(x) = (1 —x)e*
Exercice 8

Détermine la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

fx) = (-2x+5) e* 5 g(x)=(-3x*+5)e" ; h(x):eXJ:l1 ;o k(x) -

e 42
o ax1

Exercice 9

Dans chacun des cas suivants, détermine une primitive de la fonction f sur R.

a) f(x) = e™™ + 2x b) f(x) = 2xeX’
o) f(x) = ez’; d) f(x) = x — 5 + 3e~ &1
1+e2X
Exercice 10

Détermine une primitive de chacune des fonctions suivantes :
f(x)= 3% ;g (x)=e*+1 ; h(x)= 2xe*

C, EXERCICES DE RENFORCEMENT

Exercice 11

Résous dans IR les équations suivantes :(1) e-¥*+2x+4) = 5 (2)e**—3e*+2=0



Exercice 12
Résous dans IR les inéquations suivantes
(1) e?* —3e¥+2<0

(2) e(—x2 +2x+4)s 1

Exercice 13

Résous dans R les équations suivantes d’inconnue xen posant X = ex.
a)exx+ex4+3=0; b) ex+ex-2=0;
c)ex-2ex+1=0; d) - 3e2x-9ex+ 12 = 0.
Exercice 14

Résous dans R chacune des inéquations suivantes :

eX+1>O L d) X(efx_l)
x+2 x—3

a) 22X —3eX—2<0; b)y(ex +1)(e—x-1) <0 ; ¢

Exercice 15

Résous dans R I'équation suivante: 2¥ + 14+ 27% =0

Exercice 16
1. Ondonne p(x)=2x> —7x* —=5x + 4.
a) Veérifieque p(-1)=0
b) Résoudre dans R I’inéquation suivante :

2e3 —7e” —5e* +4 <.
Exercice 17

Calcule la dérivée et étudie les variations de chacune des fonctions suivantes :
f(x)=xe?*-1 ; g(x)=x-1+¢*
Exercice 18

Détermine la limite en +oo et en - oo de chacune des fonctions suivantes :

e*+1 e*+2 X
a)f(X)ZeXJrZ » b) g(x): X+

Xe
X+1

; C) h(x)z

Exercice 19
Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = (x — 2)e*

a) Calcule lim f(X) et lim f(X).

X—>+0 X—>—0

b) Calcule la dérivée f' de f
c) Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.

Exercice 20



Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = (x2 — 4)e?*
1) Détermine les nombres réels a; B et y pour que la fonction F définie sur R par:
F(x)= (a x? + Bx + ¥ )e?* soit une primitive sur R de la fonction f
2) Détermine la primitive sur R de la fonction f qui s’annule en 0

Cs EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 21

Le plan est muni d’un repere orthonormé (O, I, J). L’unité graphique est le centimetre.
On considere la fonction f dérivable et définie sur |—oo ; 2] par f(x) = (—2x + 3)e*.
On note (C) la représentation graphique de f dans le repére (O, 1, J).

1.calcule lim f(x) = 0, puis interpréte graphiquement ce résultat.
X——00

2.a) détermine , f'(x) sur |—oo ;2]
b) Etudie le signe de la dérivée f’ sur |—oo ; 2] et Déduis-en les variations de f sur]—oo ; 2].
c) Dresse le tableau de variation de f sur]—oo ; 2].

3. Soit A le point d’intersection de (C) avec 1’axe des abscisses et B le point d’intersection de (C)
avec I’axe des ordonnées.

Détermine les coordonnées respectives des points A et B.

4. Construis (C) sur I’intervalle |—oo ; 2].

Exercice 22

Soit f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par: f (X) = (2— X)ex .

a) Calcule lalimite de f en +oo.

b) Calcule la dérivée f' de f

c) Etudie les variations de f

d) Dresse le tableau de variation de f sur [0 ; +oo [.

e) Trace la courbe représentative de la fonction f dans le repére orthonormé (0O, |, ]).
f) Démontre que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a sur [1 ; 2].

g) Déduis-en une étude du signe de f(x).

Exercice 23

Soit la fonction f de R vers R définie par : f(x) = 1 — x + e*. On note (C) la représentation graphique de
f dans le plan muni d’'un repere orthonormé (0, [, ]),

1. Précise 'ensemble de définition de f, noté Dy.



2. Calcule la limite de f en —oo.

1 e*
3.a) Vérifie que pour tout nombre réel x # 0, f(x) = x (; -1+ ¥)

b) Déduis-en la limite de f en +oo.
4. a) Démontre que la droite (A) d’équation y = —x + 1 est asymptote oblique a (C) en —oo
b) Précise la position relative de (C) par rapporta (A).
5.a) On admet que f est dérivable sur R. Calcule f'(x).
b) Résous dans R I'’équation f'(x) = 0
¢) Résous dans R I'inéquation f'(x) > 0
d) Déduis-en les variations de f et dresse son tableau de variations.

Exercice 24
PARTIE A

On considere la fonction g deRvers R définie par : g(x) = 1 —x — 2e™™.
Etudier les variations de g (on ne demande pas de calculer les limites).

a) Calculer g (In2).

b) En déduire que pour tout réel x ; g(x) < 0.

PARTIE B

On considére la fonction fde Rvers Rtelle f(x) = e™*(x + e ™) e™*
On appelle(C) sa représentation graphique dans le repere orthonormé (O ; | ; J). Unité graphique
2cm.
1- a) Calculer la limite de f en+co.
b) Interpréter graphiquement le résultat.
2- a) Montrer que f(x) = e ?*(xe* + 1).
Calculer lirp f(x) et lim % et interpréter graphiquement le résultat.
X—>+00 X—>—00
a) Démontrer que pour tout XeR, f’(x) = e*g(x).
Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.
Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.
5- a) Justifier que f est une bijection puis dresser le tableau de variation de f.
b) Calculer £(0)
c) Calculer (£ (1).
d) Tracer (T) ; (C) et (C’) la courbe de f.

PARTIE C
On considére la fonction F de Rvers R définie par: F(x)= e (ax +b+ ce™.

1) Déterminer les réels a ; b et ¢ pour que F soit une primitive de f.

2) Déterminer une pimitive F de f qui prend la valeur O en 1

Exercice 25

Soit f la fonction de R vers R définie par: f(x) = (2 —x)e* + 2 — x.



On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repere orthonormé(0; I; J),
unitél cm.

Partie A
On donne la fonction h de R vers R définie par: h(x) = (1 — x)e* — 1.

1- Etudier le sens de variation de h puis dresser son tableau de variation.
(on ne calculera pas les limites en — o et en + )
2- En déduire que V x € | —o0; 0[ U ]0; +oo[, h(x) < O.

Partie B
1- Calculer les limites de f en —oo et en +oo.
2- a.Justifierque Vx e R, f'(x) = h(x).
b. Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.
3- Montrer que la droite (D) d’équation y = 2 — x est une asymptote a (C) en —co.
4- Etudier la position relative de (C) et (D).
5- Déterminer les coordonnées du point K de (C) ou la tangente (77) a (C) est parallele a (D).
6- Déterminer les coordonnées des points A et B ol (C) coupe respectivement les droites (0I)
et (0)).
7- Construire (C), (D) et (T) ; (on ne déterminera pas une équation de (T)).
Partie C

2

Soit g la fonction dérivable sur R et définie par g(x) = (3 — x)e* + 2x — x;
1- Justifier que g est une primitive sur R de f.
2- Déterminer la primitive F sur R de f qui prend la valeur % en 0.

4. SITUATION COMPLEXE

Exercice 27

Le président du conseil régional fait mener une étude sur I’évolution de la population dans une zone
de son territoire qui compte 10200 habitants en vue de prévoir la construction de centres de santé.
L’expert lui dit que I’évolution de la population dans cette zone se fait suivant la formule :
10200 e%5™ oU n est le nombre d’années écoulées. Le président veut savoir au bout de combien
d’année cette population dépassera 20000 habitants. L’expert étant parti, il te sollicite.

Réponds a la préoccupation du président.

Exercice 28

Une conférence a été prononcée dans une ville pour inviter la population a investir. Les éleves de la
de ta classe y ont été aussi invités. A cette occasion, le conférencier a affirmé que le pouvoir
d’achat d’un dollar actuel dans t années sera donné par la formule suivante : A(t) = 0.95".

D’autres personnes de ton quartier présentes a cette conférence et soucieuses de I’avenir, veulent
savoir dans combien d’années le pouvoir d’achat sera la moitié de ce qu’il est aujourd’hui. Elles te
sollicite. Réponds a leur inquiétude.



Corrections d’exercices

Exercice 3

el *=13-x=In(l)©3-x=0

b) eZX°+3 = e7* = 2x2+3=7x = 2x2—7x+3=0
c)(e*—2)e*+1)=0=((*-2)=00u(e*+1)=0=(e*—2)=0=e*=2
d)2-e*=0=e*=2

Exercice 10

F(x) =ex3;G(x) =e*+x; H(x) = g¥*-1

Exercice 11

(1) eC**+2x+49) = 5 & —x2 4 2x + 4 = In (5)

(2) e?* —3e* + 2 = 0 posons X= e*
ainsi e —3e*+2=0 © X?—-3X+2=0 & X=1ouX=2,donce* =1oue* =

Exercice 20

1) F(x)= QRax +B)e**+ a x? + 2px + 2y )e**=[2a x?> + 2a + 2B)x + (B + 2y )]e**
donc

2a=1;2a+2=0et f +2y = —4,ainsi:a=%; =—%ety=—£

2) F(x)= (%x2 - %x - z)e2x+ CorFx)=0& —Z+ C=0 donc C= Zet ainsi la primitive
cherchée est F(x)= (Gx2 —2x — D)e?*+ L
2 2" 4 4
Exercice 21
1. lim f(x) = lim —2xe* +e*
X——00 X——00

=0, car lim —2xe* =0 et lim e* = 0 donc I’axe des abscisses est asymptote

X——00 X——00

horizontale a la courbe en —co
2.a) pour tout élément x de |—o0; 2], f'(x) = —2e* + (—2x + 3)e*
=(—2x + 1)e*
Donc pour tout élément x de |—o0; 2], f'(x) = (—2x + 1)e*
b) Etudions le signe de la dérivée f' sur |—oo; 2].

pour tout élément x de |]—oo ; 2], e*> 0 donc le signe f' est celui de —2x + 1, ainsi,



pour tout élément x de ]—oo %] f'(x)>0 et pour tout élément x de E ;2], f'(x) <0

Ainsi : f est croissante sur de ]—oo %] et decroissante sur E ;2]

c) Dressons le tableau de variation de f.

X | -0

;
f'(x) + 0 —
2e
f(x) /' \
0 —e?

3)f(0)=3 etf(x):0<:>x:§ , on en déduis que : A(%;O)etB(0;3).

N[ =

4)

1

-2

-3

—4

-5

Exercice 26

Déterminer le nombre de jours nécessaires au grand magasin pour faire la publicité de ces nouvelles
offres revient a déeterminer le nombre de jours pour que la proportion de la population qui est au
courant de ces nouvelles offres atteigne 90%.

n0,1
-0,21

C’est-a-dire : 1 — 021t = 90%, soit e %%t = 0,1 donc —0,21t = [n0,1, ainsi t = etdonc t=

11

Le grand magasin fera la publicité pendant 11 jours.



THEME : CALCULS ALGEBRIQUES
DUREE : 10 heures

Lecon 6 : NOMBRES COMPLEXES

A - SITUATION D’APPRENTISSAGE

Des ¢leves d'une classe de terminale s'interroge sur ce qu’ils viennent de découvrir a
I'exposition sur les journées mathématiques organisée par la Société Mathématique de Cote
d'Ivoire (SMCI). Dans un stand sur les equations on peut lire :

Au debut du XVIeme siécle, le mathematicien Scipione dal Ferro, propose une formule
donnant une solution de I'équation du 3éme degré x3 + px = q

X = i[q—\/q2+4p3/27 n 3\[q+\/q2+4p3/27
2 2

A la fin du XVIeme siecle, le mathématicien Bombelli applique cette formule a I'équation
3 —
x* - 15x =4,

Il obtient littéralement : x = v/2 — 11vV=1 + /2 + 11V—1 .

Les éléves sont intrigués par la notation v/—1 car depuis la classe de troisiéme ils savent que la
racine carrée d'un nombre négatif n‘existe pas. Leur professeur de mathématique explique qu'en
mathématique, lorsqu'une équation n’a pas de solutions dans un ensemble, une démarche
naturelle (et historique) consiste a en chercher dans un ensemble plus grand. L’ensemble
numérique le plus grand que 1’on a rencontré est R. Pourtant, I’équation X2 + 1 = 0 n’a pas de
solutions dans R. Il a fallu envisager un autre ensemble dans lequel I’équation ci-dessus admet
des solutions.

Les eleves décident d'en savoir d'avantage sur ce nouvel ensemble.

B - RESUME DE COURS

I. ETUDE ALGEBRIQUE

1. Notion de nombre complexe

a- Définition

on appelle nombre complexe tout nombre de la forme a + ibotla € R,b € R et i? = —1
L’ensemble des nombres complexes est noté C .

Propriété et définition

Tout nombre complexe z s’écrit de fagon unique sous la forme z = a + ib;



La forme a + ib est appelée forme algébrique du nombre complexe.
Le nombre réel a est appelé la partie réelle du complexe, on note : a = Re(z2).
Le nombre réel b est appelé la partie imaginaire du complexe, on note : b = Im(z).

Un nombre complexe dont la partie réelle est nulle est un nombre complexe imaginaire pur.
L’ensemble des nombres complexes imaginaires purs est I’ensemble noté iR.

Un nombre complexe dont la partie imaginaire est nulle est un nombre réel.
Ona: Rc C ¢t iRcC.
Le seul nombre complexe a la fois réel et imaginaire pur est le nombre nul 0.
Les calculs se font dans C comme dans R en tenant compte du fait que i2 = —1.
Exemples :

e z =3 — 2iestunnombre complexe de partie réelle 3 et de partie imaginaire —2.
e z = 5iest un nombre complexe de partie réelle 0 et de partie imaginaire 5, z = 5i est
un complexe imaginaire pur.

b- Opérations dans C

Soientz =a +ib et z' = a’ + ib" deux nombres complexes donnés.

e z+z =(a+ad)+i(b+Db");
e zxz =(aa' —bb")+i(ab’ + a'b).
a . b

1
e Pour tout nombre complexe non nul, (a; b) # (0;0) et = —— —i——.

. 1
e Soient z et z’ deux nombres complexes tels que z # 0 ; Z;' =2z x ~.

Exercice de fixation

Donne la forme algébrique de chaque nombre complexe z :

2
1-3i "

Dz=Q2+4i))+(-5+1i);2) z=2—-i)(3+2i);3)z=

Solution
) z=Q2+4)+(-54+i)=2-5)+@+1)i=-3+5i.

2z=02-D)@B+2)=2%x3-(-1x2))+(2x2+3%x(-1))i=8+1i.

2 1 1 . (=3 \_.(1,.3\_1,63.
3)Z_1—3i_2><1—3i_2<12+(—3)2 112+(—3)2)_2(10+110)_5+51'

c) Propriété

Soit z et z’' deux nombres complexes.



z =7 & Re(z) = Re(z') et Im(z) = Im(z").
z=0 Re(z) =0etIm(z) =0.

Exercice de fixation
Soitz=a+2+i(b+5)etz’ = —1+ 3i deux nombres complexes.
Détermine les réels a et b pour que z et z’ soient égaux.

z=7 & Re(z) = Re(z') et Im(z) = Im(z")
a+2=-1_.(a=-3
TIPS

z et z' sont égaux lorsque a = =3 et b = —2.

on a donc {

Remarque :

Pour tout nombre entier naturel n, ona : i*" = 1; i*"*1 = j; "2 = —1; ("3 = —|
Exercice de fixation 1

Calcule l'2019 et l'1000000000

Solution

;2019 — j4X504+3 — _; - ;1000000000 — ;4X250000000 — {

i i —i ;i i

Exercice de fixation 2
Détermine la forme algébrique du nombre complexe : (1 - 2i)°

Solution
(1-20)°=3X5_,Ck15-F(=20i)k

(1—20)% = C215(—20)° + C21*(—2i) + C213(—20)? + C312(—20)3 + CA1(—2i)?
+ C510(—20)5

(1—20)% = 15(=20)° 4+ 5 x 1*(—2i) 4+ 10 X 13(—2i)? + 10 x 12(=20)3 + 5 x 1(=2i)* +
1% 19(—20)°
(1—2i)% =1—10i — 40 + 80i + 80 — 32i = 41 + 38i.

2. Conjugué d’un nombre complexe

Définition

Soit un nombre complexe ztelque z =a+iboua € R,b € R . Le nombre complexe
conjugué de z est le nombre complexe noté z tel que z = a — ib.

Exemples :



Vz=1;,z=1;2z=i;z=—-1;3)z=1+3i;z=1-3i;
4)z=2i-3;7=-3-2i

Propriété 1
Soit (z;z’) ECxCn€eN
).z = z

(i). z+2z =Z+2';2+7Z=2Re(z);z—Z = 2iIm(2).

n

5|
N

(ii).zxz =Zx2z ;2" =

N||N~|

. EN 1 z!
(iv). pour z # 0, (;) == (;) =
(V). Pourz=a+ib,zxz = a?+ b?

Exercice de fixation 1

1)Soit z = 1 — 3i un nombre complexe

Calcule:zx z,z+zZetz—2Z.

2) Détermine le conjugué de chacun des nombres complexes suivants :

z=i(V2 — 3i)etz' = (4 + 3i) + (=5i- 1).

Solution
1)
z X Z = (Re(2))? + (Im(2))? = 12 + (—-3)% = 10.

z+Z=2Re(z) =2x1=2.
z—27=2iIm(z) = 2i(-3) = —6i.

2)

z=i(V2 — 3i) =i(V2 - 3i) = —i(vV2+ 3i) =3 - iV2.
Z=4+3i+-5—1=4—3i+5i—1=23+2i.

Conséguences :
. * 1 _z _z 77Xz 71Xz
Pour tout (Z'Z) €l xG z  zxz a’+b®’z  zxZ a?+b?
Propriété 2
Soit z € C*;

()-zeReIm(iz) =027z =z

(i)-z€eiRe Re(2)=07z =—2z



Exercice de fixation
- 2-3i , - e .
Soit le nombre complexe z = F;x € R. Détermine le nombre reel x tel que z soit :

1) Un nombre réel ;
2) Un nombre imaginaire pur.
Solution

Comme x € R alors le nombre complexe z est bien défini.

g = 273 (230D _ 2x-3  3x+2

x+i x2+12  x2+1 x241°
3x+2 2 ,
1)z e R o Im(z) =0<:>x’§+1 =0e3x+2=0ox= —E.zestdoncreel lorsque x =

2

3"

2) z est imaginaire pur & Re(z)=0

2x-3 3
~-~=0o2x—3=0& x="=zestdonc
x“+1 2

. .. 3
imaginaire pur lorsque x = b

3. Module d’un nombre complexe

Définition

Le module du nombre complexe z = a + ib est le nombre réel positif noté |z| tel que

|z| = Va? + bZ.

|z| =Vz x z.
Exemple
13— 4i| =/32+ (—4)2 =9+ 16 = V25 =5.
li] = 1.
Propriétés

Soit (z;z) eCxC,neN:

(). Siz =a,a € IR alors |z| = |al|.

(ii). Siz=1ib,b € IR alors|z| = |b]|.

(iii). || = |—=z| = |z|; |1z x 2| = |z|.|Z'|; |z"] = |z|".

zr| |z

(iv). Pourz # 0, |§| = —

|z

1|
|z

|z|

(V). |z + Z'| < |z| + |Z'| (inégalité triangulaire).



Wi). |zI? = zx Z = (Re(2))? + (Im(2))?

Exercice de fixation
Détermine le module du nombre complexe z chacun des cas suivants :

KA

Dz=(@B-0Bi-2);)z=Q2+D) + (8- 0D;9z= Zmdz=CB+0"

Solution
D0zl =13-i)@Bi—2)|=[3—-i|x|[3i—-2]= JSZ + (—1)? x \/32 + (—2)% = V130.

lzl=12+i) +B-D=12+8)+i(1—-1)|=]10]| = 10.

3)|Z|_|3_i _ 13-l _ V10 _ <5
" la-ivzl T |a-ivz| T vis T 3

4) |zl =13 + D = 13 +i|® = (vV10)* = 10V10

I1- Représentation géométrique d’un nombre complexe

Dans la suite de ce chapitre, le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0; u’,v) ; on
I’appelle aussi plan complexe.

» Atout nombre complexe z = x 4+ iy on associe le point M (x;y) du plan.
Réciproquement a tout point A(a; b) du plan on associe le nombre complexe z, =

a+ib.

On établit ainsi une bijection entre C et P (plan).
Le nombre complexe z = x + iy est appelé affixe du point M. On note z,.
Le point M (x; y) est le point image du nombre complexe z = x + iy . On note M(z) .

» Onassocie également a chaque vecteur w’(a; b) du plan le nombre complexe z =
a + ib appelé affixe du vecteur w’. On note z;» = a + bi.
Le vecteur w’(a; b) est le vecteur image du nombre complexe a + ib.

e (0,u) est appelé I’axe réel ;
e (0,7v) est ’axe imaginaire.

Soitw’, w’ deux vecteurs du plan, M et M' deux points du plan et k € R.
Zyrywi = Zw + Zwi 5 Zigp = Zmr — Zm €U Ziw =k X Zg

Exemple

Soit A(2 + i) et B(—4 + 7i) deux points du plan complexe.

Ona:zz=2zp—24,=—-4+7(—2—-i=—-6+60 et
Zy a5 = 3 X Zz5 = 3(—6 + 6i) = —18 + 18i.

Interprétation géométrique du module d’un nombre complexe.



z est un nombre complexe de point image M. Le point M et le vecteur OM ont le méme affixe

||07W|| = OM = |z| , on en déduit que le module d’un nombre complexe z d’image M est la
distance entre les points O et M.

|ZW| =\|zy, —zy| = MM'.

1. FORME TRIGONOMETRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL.

Le plan complexe est muni du repere orthonormé direct (0; u’,v).

1. Forme triconométrique d’un nombre complexe non nul

a. Argsument d’un nombre complexe non nul

Définition

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (0; u’, V"), soit z € C*
d’image M.

Un argument du nombre complexe z est une mesure en radian de I’angle orienté
w;0M) .

Si ¢ est une mesure de 1’angle orienté (u’; OM ) alors arg(z) = ¢ + 2km, k € Z

_ cos(¢) = —azjbz
Siz=a+ib,(a;b) # (0;0) et ¢ = arg(z) alors ona:y b -
sin(g) = ——

Sia # 0 alors tan(¢) = b

a.

Remarque



Tout nombre complexe non nul z admet un unique argument appartenant a I’intervalle
|—m; m] appelé argument principal et noté Arg(z).

Exemples
(i). Pourz =a,a € R*;arg(z) = km, k € Z
(ii). Pour z = ib,b € R*; arg(z) = ~ + kn, k € Z.
Exercice de fixation :
Détermine un argument du nombre complexe z dans chacun des cas suivants:

Dz=vV34i:2)z=1—iV3 ;3)z=1+1i.

1) |z| = /(\/3_)2 + 12 = 2. Soit ¢ un argument de z .

NED

cos(p) = -
sin(p) = >

arg(z) = % + 2km , k € Z.

, on en déduit qu’un argument de z est % et tout argument de z est de la forme :

2) |z| = \/12 + (—V/3)? = 2. Soit ¢ unargument de z .

cos(p) =

, on en déduit qu’un argument de z est — g et tout argument de z est de la

<‘Nlr-\
w

sin(¢) =
forme : arg(z) = —g + 2km , k € Z.
3) |z| = V12 + 12 = /2 . Soit ¢ un argument de z .

cos(g) =

BN

, on en déduit qu’un argument de z est %et tout argument de z est de la forme :
sin(g) ==
arg(z) = % + 2km , k € Z.
Propriétés
Soient (z;z') e C* X C",n € N :

o arg G) =arg(z) = —arg(z) + 2kn,k € Z
o arg(zxz')=arg(z) +arg(z’) + 2k, k € Z



o arg(z™) =n.arg(z) + 2km, k € Z
o arg (Z;') = arg(z') — arg(z) + 2km, k € Z.

Exercice de fixation

Détermine un argument de chacun des nombres complexes suivants :

z=(—V3+i)(1-10); 2)2—L 3)z=(1-1i)3(—V3 + )2

Solution
Posons z; = —V/3 +ietz, =1 —1i.
-3
cos(p) = —
|z4| = \[(—\/?T)Z + 12 =+/4 = 2 ; Soit ¢ un argument de z,, .(QD) 2
sin(p) =3
on en déduit qu’un argument de z est 5?11 et tout argument de z est de la forme :
@ =5?”+2k7t,k € Z.
\ cos(0) = £
|z, = /12 + (—=1)2 = /2 ; Soit 6 un argument de z,,
_ \/_
sin(f) = —
on en déduit qu’un argument de z est — % et tout argument de z est de Ia forme :
0=—7+2kn,kez.
1) z = z4 X z, , donc
arg(z) =arg(z,) + arg(z,) + 2kn = 5?71 + % + 2km = Z—Z + 2km , k € Z.
2) z == ,donc
Z1
m 5m 13m
arg(z) = arg(z,) — arg(z,) + 2kn = s + 2km = BET) + 2km
_ iz + 2km,k €Z
VI

3) z = z,% x z,3, donc

5 T 11w
arg(z) = 2arg(z,) + 3arg(z;) + 2km = 2 X 3 +3x (— Z) + 2km = 1z + 2km, k
EZ

Remarque

Si z est I’affixe du vecteur w” alors arg(z) est une mesure de I’angle orienté (u , W)

Si z, et zg sont les affixes des points A et B alors arg(zg — z4) est une mesure de I’angle

——

orienté (@, AB)



b. Forme trisonométrique d’un nombre complexe non nul

Définition
Soit z = a + ib un nombre complexe non nul ; r = |z| et 6 un argument de z.
z s’écrit de facon unique sous la forme :
z = r(cos(0) + isin(H)).
Cette écriture est appelée la forme trigonométrique du nombre complexe z.
Exemples

2 +2i = 2v2(cos()) + isin()) ; 4i = 4(cos(3) + isin()) ; 5 = 5(cos(0) + isin(0)).

Exercice de fixation :

Détermine la forme trigonométrique du nombre complexe z = —V/3 + i.

Solution
cos(p) = =5
|z| z\[(_\/?)2+12 = /4 = 2 ; Soit ¢ un argument de z, f
sin(g) =

L. s 5 . . .
on en déduit qu’un argument de z est ?” et la forme trigonométrique de z est :

z= Z(COS(S?H) +i sin(s?n)).

Passage d’une forme a ’autre :

Ifr =4 a?+ b?
a
4 cosa = —
T
| b
k sina = —
T

Forme trigonométrique
Forme algébrique z =r(cosa + isina)
z=a+ bi
{a = rcosa
b = rsina

c. Forme exponentielle d’un nombre complexe non nul.
On pose e = cos(0) + isin(0).

Définition



Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument 6 .

On appelle forme exponentielle de z 1’écriture z = re'®.

Exemples

2 +2i=2V2e's ; 4i=4e2; 5=5el,

Exercice de fixation

Détermine la forme exponentielle de chacun des nombres complexes z suivants.
Dz=1+i; 2)z=1+iV3.

Solution

1) |z| = V12 + 12 = V2 . Soit ¢ un argument de z .

N3
C?S(q)) - \/7; on en déduit qu’un argument de z est: Z—. L’écriture exponentielle de z est:
sin(g) ==

7 =VZe's.

2)3) 2l = |12 + (/3))2 = 2. Soit ¢ un argument de z .
cos(p) =

J3>onen déduit qu’un argument de z est: g L’écriture exponentielle de z est:
sin(p) = —
2

z = 2e’s.
Remarques :

» Pour déterminer la forme trigonométrique d un nombre complexe on calcule d’abord
le module de z puis un argument de z.

» La forme trigonométrique d’un complexe est bien indiquée pour déterminer les
produits, les quotients ou les puissances d’un nombre complexe.

Propriété
Soient z = re'® et z' = r'e'? deux nombres complexes non nuls.

. ;L r'=r

(i) Z_Z‘:’{<p=9+2kn,kez
T’ 7 — o0 .1 _1 _ig

(i) Z=re ,Z'—re .

(i) 2’ xz=rrei®+o)

(iv) Pourtoutn € N,,z" = r"e"f,



(v) Z;’ = %’ei(q)—m

Exercice de fixation

, - - 1+i
Détermine la forme exponentielle de z = =
1+iV/3
Solution
z=§—1 avecz, =1+i et z,=1+iV3.
2
.TT .TT
z, =2 xe'r etz, =2xe's.
i T T T
= Z = \/z_er: = Q X el(Z_E) = E X e_‘E_
72 2xe'3 2
Remarque

arg (ZC_ZA) = mes(AB,AC) + 2km.

ZB—ZA

2. Formule de MOIVRE et applications

a- Formule de Moivre

Propriété

Soit & € R et pour toutn € Z .
Ona:(cos(8) + isin(0))™ = cos(nb) + i sin(no).
On appelle cette propriété la formule de Moivre.

Exercice de fixation
Soitz = (3 +12)%.
En utilisant la formule de Moivre justifie que : z = 1.

Solution

z= (% + i§)300 = (cos(g) + isin(g))%o — Cos(3°3°") + isin(3°3°")

z = cos(100m) + isin(100m) = 1.

b. Formules ’EULER

Propriété



SoitBER etneZ;

i0 4 p—if ] i6_,—if
COS(G) =2 *° et 51n(0) =¢ 2ie
., in9+ —in6 . in6 _ ,—in6
En général : cos(n@) = % et sin(n@) = %
Remarque

Les formules d’Euler permettent de linéariser des expressions du type cos™(x)ou sin™(x).

Exercice de fixation
Soit @ un nombre réel et n un nombre entier relatif.
Exprime cos*(a) en fonction cos na et sin na.

Solution

eia+e—ia)4

cos*(a) = ( .

COS4((Z) =E(C4(_)(ela)4(e_1a)o 4 Ci(ela)S(e—wz) + Cf(ewz)z(e—wz)z + Cf(ew‘)l(e““)3
+ C‘;}(eia)O(e—ia)A}
COS4((Z) — i(ei‘m + 4ei3ae—i0{ + 6ei2ae—i2a + 4eiae—i3a + e—i4a)
16
cos*(a)= 1—16 (e™® + 42 + 6 + 4124 4 g~l4@)
cos*(a)= 1—16 (e + 7@ 4 4(e2% + ¢712%) + 6)
cos*(a) = % (2 cos(4a) + 8 cos(2a) + 6)
cos*(a) = %cos(4a) + % cos(Ra) + Z.

- EQUATIONS DANS C

1.Résolutions d’équations dans C

1°) Racin arreé ’un nombr mplex
a- Définition

Soit un nombre complexe z,, on appelle racine carrée du complexe, z, tout nombre
complexe ztel que : z2 =z, .

Méthode



x?+y*=lz| (1)
Soit z=x+1iy;z? =27y {x?—y?=Re(zy) (2)
2xy = Im(zy) (3)

b- Remarques :

= Tout nombre complexe non nul admet deux racines carrées opposées.

= Siz, € R avec z, > 0 alors les racines carrées de z, sont :

—\/Zy et\/zy.

» Siz, € Ravec z, < 0 alors les racines carrées de Z, sont
—i\/—z et i\/—z, .

Exercice de fixation.

Détermine les racines carrées de chacun des nombres complexes suivants :
1)Z, = 8 — 6i.
2) zo = =5
Solution

1)

1Zy| = /8% + (—6)2 =+/100 = 10.
x2+y?2=10 (1)
Soit z = x + iy une racine carree de z,.Ona: x?2—y2=8(2)
2xy = —6 (3)
(D) + (2) entraine 2x2 =18 ®x>=9 o x = -3oux =3
En remplagant x par 3dans(3) onay = —1.
Donc les racines carrées de Z, =8 —6isont3 —i et —3 + i.

2) (iV5)% = —5i, donc les racines carrés de z, = —5 sont —iv/5 et iV/5 .

2. Equations du second degré.

Propriéte
Soit a, b et ¢ sont des nombres complexes avec a # 0. Soit A= b? — 4ac.

Si & est une racine carrée de A, alors les solutions de I’équation az? + bz + ¢ = 0 sont :




Exercice de fixation

Résoudre dans C chacune des équations suivantes :

1) (E)):z>+5z—14 = 0.

2) (Ey):z? —2iz—1=0.

3) (E3):z2+2iz+3 =0.

4) (E)):z*—(1+i)z+2—i=0.

Solution

1)

(E):z2+5z—14=0.

A= 81 .0Onobtient S = {—-7: — 2}.

2)

(Ey):z?> —2iz—1=0.

A= 0. On obtient S = {i}.

3)

(E3):z2+2iz+3=0.

A= —16 = 16i% = (41)?. Une racines carrée de —16 est 4i.
On obtient S = {—3i;i}.

4)

(Ey):z?—(A+i)z+2—-i=0.

A= —8 + 6i . Soit § = x + iy une racine carrée de A.

x2—y2=-8 (1)
x?+y2=10 (2)
2xy =6 (3)

MD+@2)=x=1o0oux=-1.

En remplacant x par 1 dans (3)ona 6§ = 1+ 3i.

_ —(=1-D-(1+30) _ 1+i-1-3i _ —2i
1 2x1 2 2

—(—1-i)+(1+3i 1+i+1+43i 2+4i .
Zy = (143D = = =1+ 2i.
2X1 2 2




Onobtient S = {—i; 1 + 2i}.

Remarques :

o Sia,betcdesréels avec a # 0 et A= b? — 4ac < 0 alors I’équation
az? + bz + ¢ = 0 a deux solutions complexes conjuguées.

o Pour résoudre une équation du second degré dans C, on a pas besoin de
déterminer les deux racines carrées de A.

3°) Racine n-iéme d’un nombre complexe.

a. Racine n-iéme d’un nombre complexe.

Définition

Soit un nombre complexe Z, # 0 et n € N avec n = 2. On appelle racine n-iéme de Z,

tout nombre complexe z tel que z™ = Z,,.
Propriéte 1

.0+2km

Soit Z, = Re' ; les racines n-ieme de Z, sontz, = VR xe'" n aveck €
{0;1;...;n— 1}

Propriété 2

Les racines n-iéme d’un nombre complexe sont les affixes des sommets d’un polygone
régulier de n co6tés inscrit dans un cercle de rayon /R .

Exercice de fixation
Soit: Z = 8(1 + iV3).
Détermine les racines 4-ieme de Z.

Solution

Ona: Z=16 (cosz+ isinE).
3 3

Soit z = p(cosx + isinx) , p>0 et x € R. Alors z* = p*(cosdx + isindx).

. p*=16 . (p=2
=1 e 4x="+2km, k€Z Dou: x=f—2+"7”,ke{o;1;2;3}

e Pourk =0, le, Zy =2 (cos£+isinl)
12 12 12



7 7 .. 7
e Pourk=1,x==, z, =2 (cos—”+lsm—”)
12 12 12

13 13 . . 13

e Pourk =2, x=—”, Zy = 2 (cos—”+lsm—n)
12 12 12
19 19 . . 19

e Pourk =3, x=—”, Zz3 =2 (cos—”+Lsm—”).
12 12 12

Les racines 4-ieme de Z sont z, ; z;; z, et zs.

b. Racine n-iéme de I'unité.

Définition :
Une racine n-iéme de I"unité est une solution dans C de I’équation : z" = 1.

Les racines n-iéme de ’unité sont :

.2km
Zy=e"n = cos(ZRTn) +i sin(ZRT”) aveck € {0;1;..;n—1}.

Exercice de fixation :

Détermine les racines n-iéme de 1’unité dans chacun des cas suivants.
Dn=2;2)n=3;3)n=4;4)n=>=5.
Solution

v Pourn=2;z%*=1.

2k
Les solutions : z, = e" 2z ,k € {0;1} ;s0itzy = 1 et z, = —1.

v Pourn=3;z3=1.

2kT
Les solutions : z, = e s ,k € {0;1;3}

1 .3 1 .3
20:1; le—g+lT etzzz—g—lT.

Onposej=—%+i‘/73_,ona:j2=f etj?+j+1=0.

v Pourn=4;z*=1.

.2kt
Les solutions : z, = e« ,k € {0;1;2;3}; soit
Zozl;lei;Zzz_l;Z3:_i.
v’ Pourn=5;z°=1.
2kt

Les solutions : z, = e" s ,k € {0;1;2;3;4}.

Remarques :



o Les images des racines n-iéme de I'unité sont les sommets d’un n-polygone
régulier inscrit dans le cercle trigopnométrique.

o Siz, # 1 estuneracine n-ieme de 1'unité alors z;, = z,_.

o Sizy # 1 est une racine n-iéme de I’'unité alors les racines n-ieéme de I’'unité
sont : z, = zy* avec k € {0;1;...;n— 1}.

o Sizgk €{0;1;...;n— 1} sont les racines n-iéme de I’unité
alors.) o zx = 0.

Si z, est une racine n-ieme de Z, alors les racines n-ieme de Z,, sont
2k

. v
Z, =zo X e n aveck € {0;1;...;n— 1}

C- SITUATION COMPLEXE

Des éleves d’une classe de terminale scientifique découvrent en préparant un exposé sur les
ensembles de nombres dans la bibliotheque de leur Lycée, la propriété suivante :

« On dit qu’un entier naturel A est la somme de deux carrés, s’il existe deux entiers
naturels x et y tels que A = x? + y? . Si A est la somme de deux carrés, alors A™ est
aussi la somme de deux carrés pour pour tout entiern > 1 » .

Un éléve ne faisant pas partie du groupe chargé de I’exposé ne comprend pas cette
information. 11 sollicite ses camarades pour 1’aider.

Ils informent leur professeur de mathématique, qui leur dit d’utiliser leur connaissance sur les
nombres pour Vérifier cette information.

Demontre cette proprieté pour ton ami.

Solution

Pour confirmer cette information, je vais utiliser les nombres complexes.
J'utilise un nombre complexe bien choisi.
Le carré du module de ce nombre complexe est le nombre que je choisis.
Développement :
Soit A = x? + y%. Posons z = x + iy avecx € Zety € Z.
OnaA = |z|%.
Soit n€ N,n # 0.
e Enutilisant un raisonnement par récurrence, je justifie que pour tout n >
1,z" = x, +iy, avecx, €EZ et y, € L.
z'=z=x+1iy avec x € Z et y € Z. La propriété est vraie au rang 1.
Soitn e N,n > 1;
Supposons que z" = x,, + iy, avecx, €EZ ety, € Z (R);

YV VYVYY



Démontrons que z"*1 = x,,,1 + iV, avec x4y EZ et y,,q €L
z"l =z x z" = (x + iy)(x, + iy,) d’apres (R).
z™Mt = (xxn = yyn) + i(xn + x¥n)

72" = Xyt Yner avec Xpiq = (XX — YY) EZet Ypyq = (VX +XxY,) € L.

La propriété est vraie au rang n+1.
Conclusion : pourtoutn > 1,z" = x,, + iy, avecx, €Z ety, € ZL.
Siz=x+1iy avecx € Zet y € Z alors

e SoitA = x?+ y?2.
On a:A = |z|?.
Soitn € N,n > 1.
A* = (|z|)™ = (12")? = x> + >

» Conclusion : si A est la somme de deux carrés, alors A™ est aussi la somme de deux
carrés.

D- EXERCICES

1. EXERCICES DE FIXATION

Exercice 1

Ecris sous forme algébrique les nombres complexes suivants :z = (14 i)(v/3+ i) et z' =
1+i

V3+i
Solution
z=1+)(V3+i) =V3+i+iV3+i2=V3-1+i(1+V3)
o140 A+D03-0) (VB+1)+i(V3-1) (V3+1) (3-1)
YT B i (BrDEE-D) 4 -1 '
Exercice 2

Ecris chacun des nombres complexes 1 + i et+/3 + i sous forme trigonométrique et sous
forme exponentielle :

Solution
e |1+4il=+2
Soit = arg(1 + i)
V2
- cosa = 7 -
Ona: . e > a= "
Sina = 7

Donc1l+i= \/f(cos% + isin%) = \/Eeiz



o [V3+i|=2
Soit & = arg(1+ i)

cosO = V3

Ona: =>6=§

sin@ =

N[, N

DoncvV3+i=2 (cos% + ising) =2e'%

2. EXERCICES DE RENFORCEMENT

Exercice3

Ondonne:Z = (1+i)(V3 +1)

1. Ecris le nombre complexe Z sous forme trigonométrique et sous forme algébrique.
51

, . 5 .
2. Déduis-en les valeurs exactes de cosl—’; et sin S

Exerciced
Résous dans CI’équation suivante

(=24+i)z?+(4—-5))z+3—-i=0

3. EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 5

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0, €;, €,). Unité graphique : 2cm

1) Déterminer les racines carrées du nombre complexe 8 — 6i

2) On considére le polyndme P défini par P(z) = z3 + (-1 +i)z? + (2 + 2i)z + 8i

a) Démontrer que P(z) admet une unique racine imaginaire pure ai qu’on déterminera

b) Déterminer les complexes a; b et ¢ tels que P(z) = (z — ai)(az? + bz + ¢)
c) Résoudre dans C I’équation P(z) = 0

3) On considére les points A; B et C d’affixes respectives —1 —i; 2 — 2i et 2i
a) Placer les points 4; B et C

b) Quelle est la nature du triangle ABC ? Justifier votre réponse



¢) Déterminer ’affixe du point D tel que le quadrilatére ABCD soit un parallélogramme
4) On considére le point E d’affixe 2 + 2i
a) Placer le point E

b) Demontrer que les points A; B; C et E sont situés sur un méme cercle dont on précisera
le centre et le rayon

Solution
1) Déterminons les racines carrées de8 — 6i

Posons:Z =8—6i. |Z]| =10
Soit: z=x+iy (x€R,y€R)

x%+y2=10
z2=7={x*-y%2=8
2xy = —6

2x% =18

x>=9 ,dou x=30ux=-3.
Pour x = 3, 2X3y=-—6. Douy =-1
Pourx = -3, 2x(=3)y=—-6. Douy=1
Donc, les racines carréesde 8 — 6isont: 3 —i et —3 +i.
2) P(2)=z3+(—1+i)z?+ (2+ 2i)z + 8i
a) Démontrons que P(z) admet une unique racine imaginaire pure ai
aiest une racine imaginaire pure de P(z)signifie que :
(@i)*+(-1+ ) x(ai)*?+(2+2))Xai+8i=0
—i o3+ a? —ia?+2ia—2a+8i=0
a? —2a+i(—*—a?+2a+8)=0

a’?—-2a=0
—3—a?+2a+8=0

On obtient le systéme:{
a?—2a=0=a=0o0ua=2
Ona: —03-024+2x0+8=8, 8+0
—23-2242%x24+48=-8—-4+4+8=-124+12=0

Donc, la racine imaginaire pure de P(z) est 2i.



b) Déterminer les complexes a; b et c tels que P(z) = (z — ai)(az? + bz + ¢)
Ona:P(z) =(z—-2i)(az?+bz+c) =az®+ bz? + cz — 2iaz? — 2ibz — 2ic
=az?®+ (b — 2ia)z?> + (c — 2ib)z — 2ic
a=1
b—-2ia=-1+1i

c—2ib=2+2i
—2ic = 8i

Par identification :

Onendéduitque:a=1, b=—-1+3i , c=—4
Dou: P(z) = (z—20)[z?+ (-1 +3i)z— 4]
c) Résolvons dans C, I’équation P(z) = 0
P2)=0=2z—-2i=0o0uz?+(—1+3i)z—4=0
z=2iA=(—1+3i)2—4x1%x(—4)=8—6i
D’apres la question 1, les racines carrées de A sont: 3 —i et —3 + i.

1-3i+3-i . 1-3i—3+i .
Z; = =2—-2i et z, = =-1-1i
2 2

Donc Sc={2i;2—2i; —1—i}.
3) a) Placons les points A, B et C (Voir graphique)
b) Nature du triangle ABC

zg—2z, 2—2i+1+4+i 3-i —i(1+3i)
Zc—2z,  2i+1+4+i  1+3i  1+3i

Donc, le triangle ABC est rectangle et isocele en A.
¢) Déterminons I’affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme
Pour que ABCD soit un parallélogramme il faut : zz5 = z5
Zp —Zc = Zp —Zp
Zp—2i=—-1—i—2+2i. Dou: zp =—3+3i
4) a) Placons le point E d’affixe 2 + 2i (Voir graphique)
b) Démontrer que les points A; B; C et E sont situés sur un méme cercle.

e Letriangle ABC étant rectangle en A, donc il est inscrit dans le cercle de diamétre [BC].
Zc—Zp __ 2i—2-21 -2 _ —ll'
zp—zp  2-2i-2-2i —4i 2




—%i € iR*, alors le triangle BCE est rectangle en E.

Donc, il est inscrit dans le cercle de diamétre [BC].
Ainsi, les points A; B; C et E sont situés sur le cercle de diamétre [BC].

Son centre est le milieu de [BC]. Son affixe est % =1, donc c’est le point /.

Sonrayonest = IC = |z, — z;| = |-1+ 2i| =+/5.

Exercice 6

1) Détermine le module, un argument, la partie imaginaire et la partie réelle des racines
quatriémes de - i

2) Place dans le plan complexe les points images de ces racines

3) Calcule la somme et le produit de ces racines

Exercice 7
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O ; U; V) d’unité 1 cm.

On considére dans C 1’équation (E):z3 4+ (=8 +i)z? + (17— 8i)z+ 17i = 0.
1) Démontrer que (E ) admet une solution imaginaire pure z, que 1’on précisera.
2) Déterminer les nombres complexes a et b tels que :

23+ (-8+1i)z2+ (17 -8i)z+ 17i = (z — 2z5)(z* + az + b)

3) Résoudre I’équation (E).



4) Soit A, B et C les points d’affixes respectives 4 +1, 4 — i et -1i.
a) Placer ces points dans le repere (O ; u; V)

b) Q est le point d’affixe 2. Calculer I’affixe du point S tel que QAS soit un triangle isocéle et
rectangle en Q de sens direct.

c) Démontrer que les points B, A, S et C appartiennent a un méme cercle (I' ) dont on
précisera le centre et le rayon.
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THEME : ARITHMETIQUE
LECON 11 : PPCM ET PGCD DE DEUX ENTIERS RELATIFS

A SITUATION D’APPRENTISSAGE

Des éléves de terminale, passionnés d’astronomie, observent au jour J, le corps céleste A, qui
apparait périodiquement tous les 105 jours. Six jours plus tard, ils observent le corps céleste B
dont la période d’apparition est de 81 jours.

L’un d’eux affirme qu’on peut prévoir des jours d’apparition simultanée de ces deux corps
célestes.

Intrigués par cette information, ils décident d’en savoir plus.

B.CONTENU DE LA LECON

I. PPCM DE DEUX NOMBRES ENTIERS RELATIFS
1) Definition

Soit a et b deux nombres entiers relatifs non nuls.

On appelle Plus Petit Commun Multiple de a et b et on note PPCM (a; b) le plus petit élément
strictement positif de aZ N bZ ou aZ désigne I’ensemble des multiples de a.

Exemple :
Déterminons le PPCM (4; 6)
Ona:
47 ={...— 24;-20;—16;—12; —8; —4;0;4;8;12;16;20;24; ...}
6Z ={..—24; —18; —12; —6;0;6;12;18;24; ...}
47N 6Z ={....; —24; —12;0;12;24; ...}
Donc PPCM(4;6) = 12
Remargue :
- Pour tous nombres entiers relatifs a et b ; ona : PPCM(a; b) = PPCM(|al; |b])

- Pour tous nombres entiers naturels non nuls a et b, on a: Max{a; b} < PPCM(a; b) < ab



- Pour tous nombres entiers naturels non nuls a et b,ona: PPCM(a;b) =a & a € bZ

& aestun
multiple de b.

2) Propriétés
Propriétél
Soit a et b deux nombres entiers naturels non nuls et u leur PPCM. Ona : aZ N bZ = uZ

Exercice de fixation :

Justifie que 4Z N 6Z = 127

Solution

On montre que PPCM (4;6) = 12 donc 4Z N 6Z = 127

Propriété2

Soit a; b et k trois nombres entiers relatifs non nuls. Ona : PPCM (ka; kb) = |k|PPCM(a; b)

Exercice de fixation:

Sachant que M (4;6) = 12, détermine PPCM (40; 60)
Solution
40 =10x4 et 60 =10 x 6 ; donc
PPCM(40;60) =10 x PPCM(4;6)
=10x12
On en déduit que PPCM(40;60) =120

II. PGCD DE NOMBRES ENTIERS RELATIES

1) Définition et propriétés

a. Définition
Soit a et b deux nombres entiers relatifs non nuls.

On appelle Plus Grand Commun Diviseur de a et b, noté PGCD(a; b), le plus grand élément
de ’ensemble D(a; b) ou D(a; b) désigne I’ensemble des diviseurs communs a a et a b.

Exercice de fixation :

Sachant que : D(18) = {—18; —9; —6; —3; —2; —1;1;2;3;6;9; 18} et

D(15) = {—15; —5; —3; —1;1;3;5; 15}, détermine PGCD(18;15)



Solution

Ona:D(18;15) = {—3; —1;1; 3}, donc PGCD(18;15) = 3.

Remarques :

- Pour tous nombres entiers relatifs non nuls a et b, ona : PGCD(a; b) = PGCD(lal; |b]).
- Pour tous nombres entiers naturelsnonnulsaetb ,ona:1 < PGCD(a;b) < Min{a; b}.
- Pour tous nombres entiers naturels non nuls a et b, ona: PGCD(a; b) = a < a € D(b).
b. Propriétés

Propriété 1

Soit a et b deux nombres entiers naturels non nuls et § leur PGCD. Ona: D(a; b) = D(6)

Exercice de fixation:

Justifie que : D(18;15) = D(3)

Solution

Ona: PGCD(18;15) = 3 doncD(18;15) = D(3).

Propriété 2

Soit a, b et k trois nombres entiers relatifs non nuls. Ona : PGCD(ka; kb) = |k|PGCD(a; b)

Exercice de fixation :

Sachant que D(18;15) = 3, détermine PGCD(36; 30)

Solution

Onsaitque 36 =2 x18et30 =2 x 15

PGCD(36;30) = PGCD(2x 18;2x 15) = 2 X PGCD(18;15)=2%x3 =6
Propriété 3

Soit a et b deux nombres entiers relatifs non nuls et § leur PGCD

Un nombre entier relatif m est un multiple de § si et seulement s’il existe deux nombres
entiers relatifs u et v tels que m = au + bv.

Remarque : §Z = {au + bv;u € Z; v € Z}

Exercice de fixation

Justifie qu’il existe deux entiers relatifs u et v tels que : 144 = 18u + 15v



Solution

Ona: PGCD(18;15) = 3 et 144=3x18 donc 144 est un multiple de 3 ;par suite :il existe
deux nombres entiers relatifs u et v tels que : 144 = 18u + 15v.

2) Algorithme d’EUCLIDE

» Soit a et b deux nombres entiers naturels non nuls tels que a > b et r le reste de la
division euclidienne de a par b

-Sir =0alors D(a; b) = D(b)
-Sir # 0 alors D(a; b) = D(b;7)

» Soit a et b deux nombres entiers naturels non nuls tels que a > b et r le reste de la
division euclidienne de a par b

-Sir =0alors PGCD(a;b) = b
- Sir # 0 alors PGCD(a; b) = PGCD(b; 1)

Exercice de fixation:

1) Détermine a I’aide de I’algorithme d’Euclide le pgcd de 2016 et 1188.
2) Trouve un couple d’entiers relatifs non nuls (u, v) tel que : 36 = 2016 u + 1188 v

Solution

1) On effectue la division euclidienne de a par b. Soit r et g respectivement le reste et le quotient
de cette division. On obtient le tableau suivant :

2016 1188 828 360 108
1188 828 360 108 36
r 828 360 108 36
q 1 1 2 3

Donc : pged (2016;1188) = 36

2) Trouvons un couple d’entiers non nuls (u, v) tel que : 36 = 2016 u+ 1188 v

36 =360 -3 x108

36 =360 —3 x (828 -2 x 360)

36 =7 X 360—-3 x 828

36 =7 x (1188 —828) — 3 x 828

36 =7 x 1188 — 10 x 828

36 =7 x 1188 — 10 x (2016 —1188)




36 =17 x 1188 — 10 x 2016

Ona:2016 x (—10)+ 1188 x 17 = 36

Donc le couple (—10,17) vérifie I’égalité : 2016 u + 1188 v = 36

REMARQUE

Le couple (23, —39) vérifie aussi I’égalité précédente.

Dans le cas général, ona : Si pged (a,b) =d, alors il existe (u,v) € Zx Ztelque:au+bv=d

1. NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX

1) Définition et propriétés

a.Définition
Soit a et b deux nombres entiers relatifs non nuls.

On dit que a et b sont premiers entre eux si PGCD(a; b) = 1 ( les seuls diviseurs communs
deaetbsont—1etl)

Exemplel

Soit p un entier premier et a un entier relatif.

Sia € pZ,alors pged (a,p) =p

Sia ¢ pZ,alors pged (a,p) =1

Tout entier premier p non diviseur d’un entier a est premier avec celui-ci.

Exemple2

Justifions que 25 et 7 sont premiers entre eux.

7 est un nombre premier et ne divise pas 25 donc 25 et 7 sont premiers ente eux.

Remarque

Soit a et b deux nombres entiers relatifs non nuls et d un diviseur commun a a et b
» Ona:a=da eth=db aveca’ € Zeth' € Z

PGCD(a; b) = PGCD(da'; db") = d x PGCD(a'; b")

> destle PGCD de a et b si et seulement si a’ et b’ sont premiers entre eux.

b.Théoréme de BEZOUT

Soit a et b deux nombres entiers relatifs non nuls.



a et b sont premiers entre eux si et seulement s’il existe deux nombres entiers relatifs u et v
tels que au + bv = 1.

Exercice de fixation:

Justifie en utilisant le théoréme de Bézout que 25 et 7 sont premiers entre eux.
Solution
Ona:25x2+7x(—7)=50-—49 =1donc 25 et 7 sont premiers entre eux.

c.Théoréme de GAUSS

Soit a, b et ¢ trois nombres entiers relatifs non nuls.
Si a divise bc et si a et b sont premiers entre eux, alors a divise ¢

Exercice de fixation :

x et y sont deux entiers relatifs, tels que 2x — 5y =0

Justifie qu’il existe k € Z telsque y = 2k etx = 5k

Solution

2x — 5y =0 = 2x = 5y = 2 divise 5y.

Or PGCD(2;5) = 1 donc, d’apres le théoréme de GAUSS, 2 divse y = y = 2k
avec k €Z;

2x =5y = 2x =5 X2k = x = 5k.

d. Conséguences

Soit a, b et ¢ trois nombres entiers relatifs non nuls.

- Si a et b sont premiers entre eux et si a et ¢ sont premiers entre eux alors a et bc sont
premiers entre eux.

- Si a et b divisent c et si a et b sont premiers entre eux alors ab divise c.

- Si a et b sont premiers entre eux alors PPCM(a;b) = abaveca > 0eth >0

Exercice de fixation :

Justifie que PPCM(4;3) = 12



Solution
PPCM(4;3) = 4 x 3 = 12 car 4 et 3 sont premiers entre eux.

e. Autres propriétés

Propriétél

Soit n un nombre entier naturel non nul et a, b et ¢ trois nombres entiers relatifs avec a # 0
Si a et n sont premiers entre eux et si ab = ac[n], alors b = c[n].

Exercice de fixation

Soit a un entier relatif non nul tel que 25a = 100([7] ; justifie que a = 4[7]

Solution

25 et 7 sont premiers entre eux et 100 = 25 x 4 ainsi a = 4[7]

2) Relation entre PPCM et PGCD

Propriéte 2

Soit a et b deux nombres entiers naturels non nuls. Ona: PPCM(a; b) x PGCD(a; b) = ab

Exercice de fixation

Sachant que PGCD(18;15) = 3, déduis-en le PPCM(18;15).
Solution

Ona:PPCM(18;15) x PGCD(18;15) = 18 x 15=270donc : 3 x PPCM(18;15) = 270
ainsi PPCM(18;15) =90

3) a. Equations du type : (x;¥) EZ X Z, ax + by = ¢ oua; b et ¢ sont des entiers relatifs.
Propriété
Soit a, b et ¢ des nombres entiers relatifs. On pose d = PGCD(a, b).

L’équation (x;y) € ZXZ, ax + by = ¢ admet des solutions si et seulement si d divise c.

Exercice de fixation

Pour chacune des équations suivantes vérifie si elle admet des solutions dans Z x Z.
1) (E)4x—-6y=1
2) (F):3x—5y=-2

Solution
1) PGCD(4; 6) = 2 et 2 ne divise pas 1 donc (E) n’admet pas de solution dans Z x Z.

2) PGCD(3;5) = 1 et 1 divise -2 donc ( F ) admet des solutions dans Z x Z.



b. Résolution des Equations du type : (x;y) EZX Z, ax + by = ¢ oua; b et ¢ sont des
nombres entiers relatifs.

Exercice de fixation
Résous dans Z X Z I’équation : (F ) : 3x — 5y = —2.
Solution

PGCD(3;5) = 1 et 1divise -2 donc ( F) admet des solutions dans Z x Z.
Le couple (1; 1) est une solution particuliére de (F).

3x —5y=-2 N N o _
Yo =3 -5 -1 =0=3(—1) =5¢ - 1. (1)

5 divise 3(x —1) et 5sont3 sont premiers entre eux donc d’ aprés le Théoréme de GAUSS, 5
divise x — 1.

Il existe un entier relatif k telque x — 1 =5k c’est-a-direx =1+ 5k
Remplagons x — 1 par 5 k dans I’équation (1 ) ; on obtient 3 x5k =5(y—1)douy—1=3k.

) x=1+5k
Parsmte{y:1+3k avec k € 7.

Réciproguement pour tout entier relatif k, 3(1 +5k) —5(1 + 3 k) =3 + 15k — 5 — 15k = —2.

S={(1+5k,1+3k),keZ}.

b. Equations du type : x € Z, ax = b[n] avec (a;b) € Z x Z et n € N*.
Propriété

Soit a et b des entiers relatifs et n un entier naturel non nul. On pose d = PGCD(a, n).
L’équation x € Z, ax = b[n] admet des solutions si et seulement si d divise b.

Exercice de fixation
Résous dans Z les égquations suivantes :
a. 2x=3[5]; b. 8x=1[4]

Solution
a. PGCD(2,5) = 1et 1 divise 3 donc I’équation 2x = 3[5] admet des solutions.

Résolvons cette équation a I’aide d’un tableau de congruence.

x 0 1 2 3 4
2x 0 2 4 1 3

D’apres le tableau de congruence ci-dessus , 2x = 3[5] & x = 4[5]

< x=4+5kavecke€Z.



S={4+5k,keT}

b. PGCD(8,4) = 4 et 4 ne divise pas 1 donc I’équation 8x = 1[4] n’admet pas de solution.

$=0
C-SITUATION COMPLEXE

Un pére et son fils en classe de terminale C, décident de communiquer de fagon codée.
Pour cela, le pere définit le mode de codage suivant :
Il assimile chaque lettre de I’alphabet frangais, pris dans 1’ordre alphabétique a un nombre
entier naturel de 0 a 25.
EXEMPLES : La lettre A est assimilée au nombre 0 ; la lettre B est assimilée au nombre
1; la lettre Z est assimilée au nombre 25
f:{0,1...,25} — {0,1....,25}
Il considere la fonction de codage

x = f(x)

Avec f(x) =29x + 13[26]. (Autrement dit, f(x) est le reste de 29x + 13 dans la division
euclidienne par 26 )

On code tout nombre entier x compris entre 0 et 25 de la maniére suivante :
= On détermine le reste r de la division euclidienne de f(x) par 26
= x est alors codé par r

Son fils qui a passé un concours, envoie le mot NWXLP a son pere en lui signifiant que ce mot
est le reésultat de son concours. Le pére excité, veut savoir le résultat de son fils.
Malheureusement, il ne sait pas comment decoder ce mot. Il te sollicite. Réponds a sa
préoccupation.

Solution
Pour répondre & la préoccupation du pére, je vais utiliser I’arithmétique
Je vais déterminer un entier u tel que 29u = 1[26] avec 0 <u < 25.

Je vais en déduire la fonction de décodage g associée a f.
Je vais Décoder alors chaque lettre du mot NWXLP.
Je vais alors répondre a la préoccupation du pere.

YVVVY VYV

Je détermine un entier u tel que 29u = 1[26] avec 0 < u < 25.
29u =1[26] ©29u=1+26v[,avec0<u<25etv €Z.
S29u—26v=1, avec0<u<25etv el

» Jutilise le tableau de 1’algorithme d’Euclide pour déterminer une solution particuliére de
I’équation : 29u — 26v = 1.



a 29 26 3 2
b 26 3 2 1
r 3 2 1 0
q 1 8 1 2

D’apres le tableau de 1’algorithme d’Euclide, PGCD(29 ;26) =1 ,donc 29 et 26 sont premiers entre
eux.

1=3-2x1; 1=3-(26-8x3) ; 1=3%9-26 ;1=(29-26x 1) x9-26 ;1=29x9-26x10.

Le couple (9 ; 10) est une solution particuliére de I’équation : 29u — 26v = 1.

lettres N W X L P
y 13 22 23 11 15
9y + 13 130 211 220 112 148
0 3 12 8 18

Code A D M | S

» Je détermine un entier u tel que 29u = 1[26] avec 0 < u < 25.

{ 29u—26v=1

20%9 —26x10 =1 — 20w =9 —26(v-10) =0.

= 29(u—9) = 26(v — 10)

26 divise 29(u —9) et est premier avec 29, donc d’aprés le théoréme de Gauss
26 divise u —9;d’ot =9 = 26k = u =9 + 26k ,k € Z.
0<u<25=0<9426k<25 = -035<5 k<07=k=0.douu=09.

> Je vais en déduire la fonction de décodage g associée a f.
29x + 13 = y[26] = 29x = —13 + y[26]
& 29x = 13 + y[26].
& 9X29x =9 X% 13 +9y[26].
o x =13 +9y[26].

g:{0,1....,25} > {0,1 ....,25}
J’en déduis la fonction de codage
y=g®)

Avec g(y) =9y + 13[26]. (Autrement dit, g(y) est le reste de 9y + 13 dans la division
euclidienne par 26 ).
» Je décode chaque lettre du mot NWXLP.

Lettre |A (B |C |D |E |F |G |H |I |J |K |[L |M
Nombre|O |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 10 |11 |12
Lettre |N |[O (P |Q |R |S |T |U |V |W X |Y |Z
Nombre|13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |20 (21 |22 |23 |24 |25

(e0)
©




Le mot NWXLP, apres, décodage donne le mot ADMIS.
D. EXERCICES

1. EXERCICES DE FIXATION

Exercice 1

Détermine dans chaque cas le PPCM (-3, 8)

Solution

PPCM (-3, 8)=PPCM (3, 8) = 24 car 3 et 8 sont premiers entre eux

Exercice 2

Soient a et b deux nombres entiers relatifs non nuls, détermine dans chaque cas le PPCM
deaceth

e a=48et b=12
e a=160et b=200

Solution

e 12 divise 48 donc PPCM (12, 48) =48
e 160 =40x4 et 200 =40x 5, donc PPCM (160, 200) =40 xXPPCM ( 4,5)=40 car 4
et 5 sont premiers entre eux.

Exercice 3

Détermine dans chaque cas le PGCD de -75et -25

Solution

PGCD (-75, -25) = PGCD( 75, 25) = 25 car 25 divise 75

Exercice 2

Soient a et b deux nombres entiers relatifs non nuls, détermine dans chaque cas le PGCD
deaeth

o a=24et b=24
e a=132et b=-96

Solution
e PGCD(24;24)=24

e PGCD(132:-96) =PGCD(132 ;96 ) = 12 PGCD(11 ; 8 ) =12 car 11 et 8 sont
premiers entre eux.



2. EXERCICES DE RENFORCEMENT
Exercice 4

PGCD(x;y) = 354

, 2 \ H .
Resous dans IN“ le systeme suivant { X +7y = 5664

Solution

= 354x'
PGCD(x;y) = 354 = , o
{ x +y = 5664 ﬁ{ y =354y’ avec PGCD(x";y") = 1 donc

x+y=5664
x = 354x’
PGCD (x; = 354 ' . . .
{ GCD(x;y) = 35 &< y =354y avec PGCD(x’; y") = 1 donc les (x';y") possibles
x+y=>5664 X4y =16

sont : (1;15); (15;1); (3;13);(13;3) ;(5;11) et (11;5)

Donc les solutions du systéme sont : (354;5310); (5310; 354);
(1062;4602); (4602;1062):(1770;3894) et (3894;1770)

Exercice 5

PGCD(x;y) = 28

z 2 A H .
Résous dans IN“ le systeme suivant : { Xy = 8624

Solution

x = 28x’
{PGCD(x' ) =28 ‘:’{ y = 28y’ avec PGCD(x;y") = 1 donc

xy = 8624 Xy = 8624
x = 28x’
{PGCD (x;y) =28 &< y =28y avec PGCD(x';y") = 1 donc les (x';y") possibles sont :
xy = 8624 X'y =11

(1;11) et (11;1)

Donc les solutions du systéme sont : (28;308) et (308;28) .
Exercice 6

Résous dans Z X Z I’équation 2x — 5y = 0

Solution

2x — 5y =0 = 2x = 5y = 2 divise 5y. Or PGCD(2;5) = 1 donc , d’apreés le théoréme de
GAUSS, 2 divsey = y = 2k avec k € Z

D’ou2x =5y = 2x =5 X2k = x =5k

Réciproquement, tout couple de la forme (5k; 2k) avec k € Z, est solution de I’équation 2x —
5y=0



S ={(5k; 2k); k € Z} .
Exercice 7

Pour chacune des équations suivantes vérifie si elle admet des solutions dans Z x Z et résous-la.
1) (E)i4x—-6y=1
2) (F):3x—=5y=-2

Solution
1) PGCD(4; 6) = 2 et 2 ne divise pas 1 donc (E) n’admet pas de solution dans Z X Z.

2) PGCD(3;5) = 1 et 1 divise -2 donc ( F ) admet des solutions dans Z x Z.
Le couple (1; 1) est une solution particuliére de (F).
3x —5y=-2 N a1y — 1y — _
_1)_ {3 D =3 - D -5p-D=0=3G - D =5~ 1.()
5 divise 3(x —1) et 5sont3 sont premiers entre eux donc d’ aprés le Théoréme de GAUSS, 5

divise x — 1.
Il existe un entier relatif k telque x — 1 =5k c’est-a-direx =1+ 5k
Remplagons x — 1 par 5 k dans I’équation (1 ) ; on obtient 3 x5k =5(y—1)douy—1=3k.

x=1+5k

y=1+3kaveckeZ.

Par suite {

Réciproquement pour tout entier relatif k, 3(1 + 5 k) —5(1 + 3 k) =3 + 15k — 5 — 15k = —2.
S={(1+5k,1+3k), keZ}

b.Résolution des Equations du type : (x;y) EZ X Z, ax + by = ¢ oua; b et ¢ sont des entiers
relatifs.

2) PGCD(3;5) = 1 et 1 divise -2 donc ( F ) admet des solutions dans Z x Z.
Le couple (1; 1) est une solution particuliére de (F).

) (5 =3 D-50 - =0=3G- D=5~ 1. )

5 divise 3(x — 1) et 5sont3 sont premiers entre eux donc d” aprés le Théoréme de GAUSS, 5
divise x — 1.

Il existe un entier relatif k telque x —1 =5k c’est-a-direx =1+ 5k

Remplagons x — 1 par 5 k dans 1’équation (1 ) ; onobtient 3 x5k =5(y—1)douy—1=3k.

Parsuite{x =1+ok

y=1+3kaveckeZ.

Réciproguement pour tout entier relatif k, 3(1 +5k) —5(1 + 3k) =3 + 15k — 5 — 15k = —2.

S={(1+5k,1+3k),keZ}



Exercice 8

On considere dans Z X Z 1’équation (E) : 13x +47y =1

1)
2)
3)

4)

Justifie que (E) admet au moins une solution (x, ; y,) dans Z X Z
A I’aide de I’algorithme d’Euclide, déterminer une solution particuliére de (E).
Soit (x ; y) une solution de 1’équation (E)
a) Démontre que 8y = 1[13]
b) Résous dans Z , I’équation 8y = 1[13]
c) Démontre que I’ensemble des solutions de I’équation (E) est : {(47k —
18; —13k +5); k € 7}
Pendant son séjour a Abengourou pour ses affaire, Mr CHAUKAUD a effectué des
réservations dans deux types d’hébergements : I’hébergement A et ’hébergement B.
Une nuit en hébergement A colte 13.000 Fr CFA et une nuit en hébergement B co(te
47.000 Fr CFA. Le codt total de sa réservation a été de 524.000 Fr CFA.

Déterminer le nombre de nuitées passees respectivement en hébergement A et en
hébergement B.

Exercice 7
Solution
a 47 13 8 5 3 2
b 13 8 5 3 2 1
r 3 2 1 0
q 1 1 1 2| pGep(a7:13) =1.

D’aprés le théoréme de BEZOUT, il existe deux entiers relatifs x, et y, tels que 13x, +
47y, =1

D’ou I’équation (E) admet au moins une solution (xy; y,) dans Z X Z

1.

2.

Une solution particuliére de (E)

1=3-2=3-(5-3)=3%x2-5
=(8—-5)x2—-5=8%x2—-5x%x3
=8%x2—-(13—-8)x3=8x5—-13x3
=(47-13%x3)Xx5-13x5=47%x5-13x18
1=13%x(—-18)+47 x5

Dans le couple (—18; 5) est une solution particuliére de 1I’équation (E)
a) Démontrer que 8y = 1[13]

(x; y) est une solution de (E)

= 13x+47y=1 = 13x+39y+8y =1

= 13(x+3y)+8y=1 = 8y=13(—x—-3y) +1
8y = 1[13]



b) Résolution de 8y = 1[13]

Nous allons utiliser un tableau de congruence.

Reste de la division ol1l2l 3 145/6l7 8 1ol 10| 11 | 12
de y par 13
Reste de la division olslal 1116 1l9lal1217] 2 | 10| 5
de 8y par 13

8y = 1[13] & y = 5[13] < y=13k+5 aveck €Z
S={13k+5; keZ}

c) Résolution de 1’équation (F)

(—18;5) est une solution.

Equation sans second membre

13x+47y =0 < 13x = —47y

13 divise —47y et PGCD (13; 47) =1
D’apres le théoréme de Gauss, 13 divise —y
= —y=13k ;k€Z

= y=-13k ;k € Z

D’ou 13x = —47k x (—13k)

= x =47k ;kEZ

Réciproquent, tout couple de la forme (47k; —13k) avec k € Z est solution de I’équation
13x+47y =0

Siy = {(47k — 18;-13k +5); k € 7}

4-nombre de nuitées passées en A et en B

Soit x et y les nombres respectifs de nuitée passées en hébergement A et en
hébergement B

ona:13000x + 47000y = 524000

& 13x + 47y = 524

Le couple (—18 x 524 ;5 x 524) c'esta dire (—9432;2620) est une solution
particuliere de ’équation 13x + 47y = 524

On obtient par suite :

x =47k — 9432

y =—13k + 262 avec k € Z

x>0 et y>0 = 222
47 13



232 < 200,68 et 222° ~201,5
47 13

= k =201
= x=15ety =7
Mr CHAUKAUD a passé 15 nuitées en A et 7 nuitées en B.



THEME : FONCTIONS NUMERIQUES
Durée : 14 heures

Lecon 12 : SUITES NUMERIQUES

A- SITUATION D’APPRENTISSAGE

Dans le souci d’avoir assez de revenus pour 1’organisation des festivités de fin d’année, le président de la
promotion terminale veut effectuer le placement de la somme de 300.000 Francs CFA que la promotion a
dans sa caisse au premier Janvier 2021.

Il se rend dans une structure bancaire et le banquier lui propose deux options.
Option 1 : le capital place est augmenté de 2500 Francs CFA a intéréts simples par mois.
Option 2 : le capital placé augmentera de 5% de mois en mois pendant la durée du placement.

Le budget de la manifestation étant de 400.000 Francs CFA, le président voudrait connaitre I’option la plus
avantageuse pour obtenir rapidement cette somme avant la date de la manifestation fixée au debut du mois
d’aott 2022.

Le président veut savoir laquelle des deux options est plus avantageuse.

Les eleves de terminale décident d’aider le président a faire le meilleur placement.

B. CONTENU DU COURS

1. Rappel sur les suites arithmétiques et les suites géométriques

Nature de la . . NS

. Suite arithmétique Suite géométrique
suite

{ uo =a
Définition Unty =Upt7, TER { Uy =a
Uppp = qUp 59 ER

Raison r q
Caractérisatio U, =nr+u, Vo1 = Q"
n par une * Pourtousne NetpeN, *Pourtousne NetpeN,
formule U, =(n—p)r+u, vy = vpq" P
explicite
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Ug + Uy + Uy = (n+1)“0“2‘_“n_ siq # 1alors
v0+v1+"'+vn

= vy X
Somme des 0
termt?s ; Uy + o+ Uy = (n—p+1)u’:—u"0fj Si q # 1alors .
. e
consecutits n et p sont des entiers naturels tels que Dy 4t Ty = 1y X 1=

n=p

telsquen=>p

ou n et p sont des entiers naturels

Exercices de fixation

Exercice 1
1) (u) est une suite arithmétique de raison —3. Détermine une relation entre u,,,., et u,.
2) (v) est une suite géométrique de raison —3. Détermine une relation entre v, et v, .

Solution

Dunyr =y — 3
2) Vpy1 = —30p
Exercice 2

1) (u) est une suite arithmétique de raison 2 et u; = —5. Exprime u,, en fonction de n.
2) (v) est une suite géométrique de raison —% et v, = 16. Exprime v,, en fonction de n.

Solution
1) up=m-3)r+u;
u, =2(n—-3)-5;
soit : u, = 2n—11.

2) v, =v,xq"*
vy =16 X (=",

Exercice 3

1. (w) est une suite arithmétique de raison —3 et u, = 7.
Calcule lasomme : uy + uy + -+ uy,

2. (v) est une suite géométrique de raison —2 et v, = 16.
Calcule lasomme : v, + v3 + -+ + vy

Solution
Loug+up + -+ Uy = (20—0+1)(@)
Ona:u,=Mm—-2)r+u, =-3(n—2)+7;soit:u, =—3n+ 13; donc, u, = 13 et
Uy = —47.

Par suite : ug +uy + -+ uyy = (20—0+1)(

u0+u20)
2

13 —47

uo+u1+"'+u20:21( 2 )
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Donc:uy +u; + -+ uyy =21 x (—17) = — 357
_q21—2+1
1-q
Ona:v, =v,xq"*=16x (=2)"*;donc: v, =16 X (—2)*"* =16 X (— %)2 ; Soit v, = 4.

2. vz +173 + "'+U21 = Uz(l

—(— 20
Par suite : v, + v3 + - + vy = 4 (1(1%) _ 3(1 — ()™,

2. Raisonnement par récurrence
Le raisonnement par récurrence s’applique aux propositions dont 1’énoncé dépend d’un entier naturel n.

Méthode

Pour démontrer qu’une proposition dépendant d’un entier naturel n est vraie pour tout n > n, (n, étant
un entier naturel donné), on procéde en trois étapes :

* On vérifie que la proposition est vraie lorsque n = n,. (Initialisation)

* On suppose que la proposition est vraie pour un entier k = n, et on démontre qu’elle est vraie pour
I’entier suivant k + 1. (Hérédité)

* On conclut que la proposition est vraie pour tout entier naturel n = n,. ( Conclusion)

Exercice de fixation

qu—l

Soit la suite (u,) ey définie par : {un+1 _ %un 43

Démontre par récurrence que : vn € N, u,, < 6.

Solution :
Soitn € N.
Notons la proposition : < u, <6 >.
» Verifions que la proposition est vraie au rang 0, c¢’est-a-dire que : u, < 6.
Ona:u,=—1. Alors u, < 6. Donc est vraie la proposition est vraie au rang la proposition est
vraie au rang la proposition est vraie au rang 0.
» Soit k un entier naturel tel que k > 0.
Supposons que la proposition soit vraie au rang k ¢’est-a-dire que : u;, < 6, démontrons que la
proposition est vraie au rang k+1 ¢’est-a-dire que : u,,, < 6.
D’apres I’hypothése de récurrence ci-dessus, u;, < 6.

On en déduit que : %uk <3,
%uk +3<3+3 ;soit%uk + 3 < 6,c’est-a-dire : uyyq, < 6.

D’ou la proposition est vraie au rang k+1 est vraie.
» Conclusion: vn € N, u, < 6.

3. Suites croissantes, suites décroissantes
Définitions

Soit (u,,) une suite de nombres réels et E son ensemble de définition. On dit que :

= |asuite (u,) est croissante, lorsque pour tout entier naturel n de E, u,, < u,44.

= |asuite (u,) est décroissante, lorsque pour tout entier naturel n de E, u,, > uy44.

= |a suite (u,) est strictement croissante, lorsque pour tout entier naturel n de E,
Un < Unt1- ) _ )

= |asuite (u,) est strictement décroissante, lorsque pour tout entier naturel n de E,
Un > Unt1.

= |a suite (u,) est constante, lorsque pour tout entier naturel n de E, u,, = u,,;.
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= la suite (u,) est monotone, lorsqu’elle est soit croissante, soit décroissante.

Méthode
Pour étudier le sens de variation d’une suite numérique (u,,) définie sur une partie E de N, on peut
utiliser I’'une des méthodes suivantes :

a) La méthode algébrique
> On étudie le signe de : up.q — Uy,
= Sipourtoutn de E,u,,, —u, = 0, alors la suite (u,,) est croissante.
= Sipourtoutn deE, u,,; —u, < 0, alors la suite (u,) est décroissante.

» On compare le quotient @ a 1 si pour tout entier naturel n de E, u,, > 0.

* Sipourtoutn deE, nl > 1, alors la suite (u,,) est croissante.

* Sipourtoutn deE, nls < 1, alors la suite (u,,) est décroissante.

Un

b) La méthode a I’aide d’une fonction
Siu, = f(n), alors (u,) a le méme sens de variation que la fonction f.
On étudie donc les variations de la fonction f sur | contenant E.

= Si f est croissante sur I, alors la suite (u,,) est croissante.

= Si f est décroissante sur 1, alors la suite (u,,) est décroissante.

c¢) Utilisation du raisonnement par récurrence

Exercices de fixation

Exercice 1
Soit la suite (w,,) définie sur N par : w,, = n? + 3n. Démontre que la suite (w,,) est croissante.

Solution

Pour tout entier naturel n, w,.; — w, = (n+ 1)?2+3(n+ 1) — (n? + 3n)
Wpi1— Wp=2n+4;donc:VvneN, wyy; — w, >0.

Par suite, la suite (w,,) estcroissante.

Exercice 2
Soit la suite(v,,) définie sur N par : v, = e~2"*1,
Démontre que la suite (v,,) est décroissante.

Solution
vn € N, v, > 0. Calculons:%.
n
Ona:lmt— "7 _ -2 ldonc:vn € N, 2t < 1
B = =et ore” 2<1donc:vVn € LS

Donc la suite (v,,) est décroissante.
4. Suites majorées, minorées, bornées

Définitions

Soit (u,,) une suite de nombre réels et E son ensemble de définition. On dit que :

* La suite (u,,) est majoree, s’il existe un nombre réel M tel que pour tout entier naturel n de E, u,, < M.
* La suite (u,,) est minoree, s’il existe un nombre réel m tel que pour tout entier naturel n de E, u,, = m.
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* La suite (u,,) est bornée, si elle est a la fois majorée et minorée.

Remarque : On peut utiliser un raisonnement par récurrence pour démontrer qu’une suite est soit

minorée, soit majorée, soit bornée

.Exercice de fixation
Soit (u,,) une suite de nombres réels.
Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations suivantes :

N° Affirmations

Réponses

1 | Sipour tout entier naturel n, u,, < —3, alors la suite (u,,) est minorée par —3

S’il existe un entier naturel n, tel que u,, = 0, alors la suite (u,,) est minorée
par 0

3 | Sipour tout entier naturel n, u,, = 2, alors la suite (u,,) est majorée par 2

4 | Si pour tout entier naturel n, |u,| < 1, alors la suite (u,,) est bornée

Solution
1. Faux 2. Faux 3. Faux 4. Vrai

(621

. Convergence d’une suite numérique

. Définition
On dit qu’une suite (u,) est convergente lorsqu’elle admet une limite finie.
Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.

QD

Propriété

e Siune suite numérique admet une limite, alors cette limite est unique.

e Soit (u,) la suite de terme général u,, = f(n), ou f est une fonction définie sur un intervalle de la

forme [a; +oof.
Si lirp f(x) =1, (l € Roulestinfini) alors lirp u, = L.
X—+00 n—-+oo

Exercices de fixation

Exercice 1
Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations suivantes :

N° Affirmations Réponses

La suite de terme général v/n est convergente.

. s 1
2 | Lasuite de terme général — est convergente.

3 | Lasuite de terme général cos(n) est convergente

Solution
1. Faux 2. Vrai 3. Faux

Exercice 2

. . - 3n?-2n+1
Soit la suite (u,)nen- de terme général u,, = ———

713
Calcule la limite de la suite (u,,)nen®
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Solution

2_
Soit f la fonction définie sur [1; +oo[ par : f(x) = =21
Pour tout n € N*, u,, = f(n).

x3

. . 3x2-2x+1 . 3x? . 3 .
Ona: lim f(x) = lim 222 = |im & = lim 2=0. Donc: lim u, = 0.
X—>+00 X—+ 00 x3 X—+ 00 x3 X—>+00 X n—-+oo

b. Limites de référence
Propriété

. . 1

lim n¥* =+4+o0, (¢ €R}); lim — =0, (a €RY).
n—-+oo n->+oon
Remarque :

Les propriétés concernant les limites de la somme, du produit ou du quotient de deux fonctions
numeériques a variables réelles demeurent applicables aux limites de la somme, du produit ou du quotient
de deux suites numeériques.

Exercice de fixation
Détermine la limite de la suite (u,,) de terme genéral u,, dans chacun des cas suivants :

1) unzln(n—ﬂ) Du,=Vvn?+1—n
n

Solution
1 1 1 1 1
1) Ona R+D) _ Intd)  ntt
n n+1 n
s . 1 +1 . +1 .
D’ou: lim (M) =0et lim —=1.Donc: lim u, = 0.
n—-+oo n+1 n-+oc N n—-+oo
2 ey =
2)Ona:vn?+1—n NI
Dou: lim u, = lim —m— =
"notoo P pStwVnZ+i+n

c. Propriétés : convergences des suites monotones

Toute suite décroissante et minoree est convergente.
Toute suite croissante et majorée est convergente.

Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —oo.
Toute suite croissante et non majorée diverge en +oo.

Exercice de fixation

Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations suivantes :

N° Affirmations Réponses
1 | Toute suite décroissante et a termes positifs est convergente.

2 | Toute suite croissante et non majorée est convergente.

3 | Toute suite croissante est nécessairement convergente

4 | Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —oo.

Solution
1. Vrai 2. Faux 3. Faux 4. Vrai
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Remarque : Euler a démontré que :

6. Compléments sur les limites de suites numériques

lim
n—-+o

(1+5+5++5)==.

2

6

a. Croissances comparées des suites (a™), (n%) et (Inn)
Les résultats concernant les limites des fonctions exponentielles, puissances et logarithmes s’appliquent

aux suites.
Propriété 1
Suite Hypothese Conclusion
Si—1<a<1 |alors lir+n a*=0
n—+0oo
(@)nents a ER Sia=1 alors lim a" =1
Suite géométrique de raison a Sia>1 alors lim a® = +o
n—+oo
Sia< -1 alors la suite (a™) n’a pas de limite
Sia<0 alors lir+n n*=0
n—-+oo
a
(n_)”EN_’ a€R Sia=0 alors lim n* =1
Suite puissance no+o
Sia>0 alors lirln n% = 4oo
n—-+oo

(ln n)nEN*
Suite logarithme

lim (Inn) = +o
n-+o

Exercice de fixation

Pour chaque limite, parmi les quatre lettres A, B, C et D, choisis la lettre correspondant a la réponse juste.

A B C D
1 nl_i)rjloo n= = 0 +00 n’existe pas
2
2 lim n3 = 0 1 +o00 n’existe pas
n-+o
3 nl_i)rjloo( —3)" = 0 1 +o00 n’existe pas
4 2 "
lim (= )" = 0 1 +o0 n’existe pas
n—-+oo e
5 s .
lim n s = 0 1 +0o0 n’existe pas
n—+oo
: P -
6 nl_lgl()()( "= 0 1 +oo n’existe pas
Solution
1.A; 2.C; 3.D; 4A; 5A; 6.C

Remarque : Les propriétés de croissances comparées des fonctions exponentielles, puissances et

logarithmes s’appliquent aux suites de types (a™), (n%) et (Inn).

Propriété 2 (Croissance comparée)
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Sia > 0,alors lim n—; =0.

n-+oo N

Sia>1et a >0alors lim ”—:=0.

n-+oo a
Si0<a<leta<0,alors lim Z—n=+00.
n—+oo
Exercice de fixation
Calcule la limite de chacune des suites (u,), (vy,) et (w,,) définies par :

_n — .2 _ on+3 _ nx3"
Up =7 Up =1 -2 etw, = e
Solution
e Ona:— L. lnn Puisque lim —1 =0, donc lim u, = +oo.
Inn  —= n-+o 5 n—+oo

n2
n2

e Ona:(n—-2"%) =2n(% - 8).
Or: lim 2™ = 4oo et lim (—2—8) = —8, car lim L 0. Donc lim v, = —oo.

n-+oo n-+oo \2" n-+oo 2™ n—-+oo

e Ona:sia>1let a >0alors lim "—:=0.

n—-+oco a
nx3n n
o Weta——eta>1 ;a = 1et a> 0.Tapez une équation ici.
Donc: lim w, = 0.
n—-+oo

b. Propriétés de comparaison
Les propriétés de comparaison concernant les fonctions sont applicables aux suites.

e Soit (u,) et (v,) deux suites numériques convergentes.

Siu, < v, apartir d’un certain rang, alors llm u, < nl—l>r-|l:100 V.

e Soit (u,) une suite numerique.

- S’il existe une suite (v7,) telle que u,, < v, a partir d’un certain rang et si 11m v, =—0, alors
lim u, = —oo.
n-+oo

- S’il existe une suite (v,) telle que u,, = v,, a partir d’un certain rang et si lim v, = 400, alors
n—+oo

lim u, = +o
n-+o

e Soit (u,) une suite numérique et [ un nombre réel.
S’il existe deux suites (v,) et (w,,) telles que v, < u,, < w, a partir d’un certain rang et si (v,,) et
(wy,) convergent vers [, alors la suite (u,,) est convergente et sa limite est L.

Conséquence

Soit (u,,) une suite numérique et [ un nombre réel
S’il existe une suite (v,,) telle que |u,, — I| < v, a partir d’un certain rang et si (v,,) converge vers 0,
alors la suite (u,) est convergente et sa limite est .

Exercices de fixation

Exercice 1
2 2

Soit les suites (u,,) et (v,) définies par : u,, = Z—n —8etv, = Z—n

Justifie que : hm u, < lim v,.
n—+oo
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Solution
Ona:vneN, u, <v,,donc lim u, < lim v,.

n—+oo n—+oo

Exercice 2

Soit les suites (u,,) et (v,) définiessur N par: u, = —n + cosn etv, = n? + (—1)".
Calcule la limite de chacune des suites (u,) et(v,).

Solution
e Commecos(n) <1, VneN,u, <-n+1et lirln (—n+1) =—o0;
n—-+oo
alors lim u, = —oo.
n—-+oo

e Comme (-1)"=-1, VneN,n’—1<y,et lim (n®—1) =+co;
n—->+0o
alors lim v, = +oo.

n—»+oo

C. Limite d’une suite du type : v,, = f(u,)

Propriété
Soit £ une fonction, E son ensemble de définition et (u,,) une suite d’éléments de E .La suite (v,,) définie

par v, = f(uy).
Si lim u, =aetlimf(x)=1,alors lim v, =1, (L € R).
n—-+oo x—a n—+oco

Exercice de fixation
, . .. . L ik .1
Détermine la limite de la suite (v,,)de terme général v, = n sin ~

Solution

sin(3)

Pour toutn € N*, v, = (1) .

n
sin x

Posons : pour tout € N*, u,, = % . Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par: f(x) =

Ona: v, = f(uy).

Ona: lim u, =0 etlimf(x) =1, donc:
n-+oo x—0

x .

lim v, =1.
n—-+o

d. Suite récurrente
Propriété
Soit f une fonction continue sur un intervalle K et (u,,) une suite a valeurs dans K définie par la formule
Uy =a,a€R
Un1 = f(Un)
Si la suite (u,,) est convergente, alors sa limite est une solution de 1’équation :
x €K, f(x)=nx.

de récurrence : {

Exercice de fixation

uo = 0,8
1 Upy -
vVneNu,,4 = Eun(l +

On suppose que la suite (u,,) est décroissanteetque :vn €N, 0 <wu, < 1.
Démontre que la suite (u,,) est convergente et détermine sa limite.

Soit la suite (u,,) définie par : {

Solution
La suite (u,,) est décroissante et minorée par 0 ; donc elle converge.
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Ona: .y = f(uy) 0l F(x) = x(1 +3%).
La fonction f est continue sur [0; 1] etV n € N, u,, € [0; 1] ; donc la limite de la suite (u,,) est solution
de I’équation : x € [0;1], f(x) = x
1 1
f(x)=x<:)§x(1+§x>=x<=>x2—2x=0(:)x=00ux=2
Puisque, 0 € [0;1] et 2 ¢ [0; 1] donc, 0 est I'unique solution de 1’équation : x € [0;1], f(x) = x.
Par suite, lim u, = 0.

n—-+oo

C. SITUATION COMPLEXE

Une entreprise achéte un véhicule a un colt de 30 000 000 F CFA. Ce véhicule se déprécie de 20% par
an ; c’est-a-dire que son prix de revente baisse de 20% par an, pendant la méme période, les prix des
véhicules neufs de ce type augmentent de 3% par an. L’entreprise prévoit remplacer ce véhicule dans cinq
ans en le revendant a un employé si la différence du prix d’achat du nouveau véhicule et le prix de
revente de I’ancien véhicule n’excede pas 25 000 000 F CFA. Ton pére est employé dans cette société et
désir acquérir le véhicule au bout de cing ans si son prix n’excéde pas les 10.000 000 F CFA. 1l se
demande si la société acceptera de lui céder ce vehicule. Il te sollicite pour savoir s’il peut ’acheter.

En utilisant tes connaissances mathématiques donne-lui une réponse argumentée.

Solution

» Pour répondre a la préoccupation de I’employé, je vais utiliser les suites numériques.
> Je calcule le prix de vente de chaque véhicule dans cing ans.
> Je fais la différence des deux prix pour repondre a la préoccupation de I’employé.

e Soit u, le prix de revente de ’ancien véhicule aprés n années d’utilisation
Ona:u,;1=u, —0,2u,=0,8u,
Donc us= 30000000 x (0,8)>=9 830 400 .

e Soit v, le prix d’achat d’un nouveau véhicule apreés n années
Ona:v,,1=v, +0,03u,=1,03 u,
Donc vs= 30000000 x (1,03)> ~ 34778222.

o vy —us =34778222 —9830400 =~ 24 947 822
» Comme 24947 822 < 25 000 000 alors ’employé pourra acquérir ce véhicule aprés cinq
ans.
D. EXERCICES

1. Exercices de fixation
Exercice 1

Soit (u,,) une suite géométrique de raison q et de premier terme u,
Relie a chaque élément du tableau de gauche 1’élément du tableau de droite correspondant.

Sig>1etu,>0, »| () n’a pas de
alors  limite
Si -1<g<1l,alors| s o (u)diverge vers +oo

Siu,<0etg>1,

.| (u) converge vers 0
alors
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Exercice 2

Soit (v,,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme v,
Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations contenues dans le tableau ci-dessous.

N° Affirmations Réponses
1 |Siv, > 0, alors (v,) diverge vers +co.
Sir < 0, alors (v,,) diverge vers —co.
3 | Sir =0, alors (v,) converge vers v,

Solution
1) faux ; 2) vrai ;3) vrai.

Exercice 3

Soit la suite(u,,) définie pour tout entier naturel n > 2 par : u,, = Vlnn.
Etudie le sens de variation de la suite (u,,)ns2-
Solution

Considérons la fonction f définie sur [2; +oo[ par: f(x) = VInx.
Pour tout entier naturel n > 2,0na :u, = f(n).

, _ 1 ] , . .
Vx € [2; oo, f'(x) = i V x € [2; +oof, f'(x) > 0. Donc la fonction f est croissante
sur[2; +ool.
Par conséquent, la suite (u,),>, €st croissante.

Exercice 4

Etudie la convergence de la suite numérique de terme général (—1)™.
Solution

Tous les termes de rang pair de cette suite sont égaux a 1 et ceux de rang impair a —1.
Donc cette suite n’admet pas de limite. Elle est divergente.

Exercice 5
. . Lo g +3n?

Soit (i) nen+, la suite numérique définie par : u, = "1+n"2 .

Démontre que la suite (u,,),en+€St Minorée par 2.

Solution
+3n? Zyn-2 -1)(n+2

Pourtoutn € N*,ona:u, —2 =220 _ 2 = A2 - goper gy, — 2 = B2DEED
1+n 1+n 1+n

neN" =n=>1,dou: w
+n

On conclut donc que la suite (u,,),en-€St minorée par 2.

Exercice 6

>0.Donc:u, —2 >0, c’est-a-dire : Vn € N*, u,, > 2.
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- s . e - 2
On considere la suite v définie sur N par : v, = 4 ——

Démontre que la suite v est minorée par/2 et majorée par 2.
Solution

Pour tout entier naturel nde N,ona: 1< 1+ n?.
1+n°>10<

1+n2~
2

=
0<1+n2

S —-2< —

1+ n2

S 2<4- <4

1+ n2

2
SV2L [4——< 2.
Vz< 1+ n?

Donc:Vn € N,v2 < v, < 2,donc, la suite v est donc bornée (minorée par v/2 et majorée par 2).

Pour tout entier naturel nde N,ona:1 <1+ n?.

1+n?>1<0< <1

1+ n?
2

<2

S0<
1+7é2

S —-2< - <0
- 1+ n?

<4

S 2<4-—
- 1+ n2

<2

SN2 |4 -
V2 < 1+ n2

Donc:Vn € N,v2 < v, < 2,donc, la suite v est donc bornée (minorée par +/2 et majorée par 2).

Exercice 7
On considére la suite (uy,)en+ de terme général u,, = ’,@zlk—lz =1+ ziz + 3% + -4 %
a) Etudie le sens de variation de la suite (u,;)qen*-
b) Justifie que la suite (u,,),en*€St majorée par 2.
(On pourra utiliser I'inégalité : V k > 2; k_12 < ﬁ — % :
c) Démontre que la suite (u,),en+€St CONVergente.
Solution

a) Ona: vn € N*,
1 1 1 1 1 1 1 1 )
Upy1 — Uy = 1+2_2+3_2+.“+ﬁ+(n+1)2_(1+2_2+3_2+“.+F) —m ;
: . 1 _
Or:vneN D > 0;
Donc la suite (u,),en+ €St Strictement croissante.

b) En utilisant I’inégalité : V k > 2; iz < L2 ,
K k-1 k

onobtient: vn e N*, u, <14+ (1 —%)+ (%—i) + -4 (n—il—%)

Ce quidonne : vn € N*, u, SZ—%<2,car%>0.
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Donc la suite (u,)nen+€St majorée par 2.
c) Lasuite (u,)nen+ €St croissante et majorée par 2 ; donc elle converge.

d) Ona: vn € N*,

1 1 1 1 1 1 1 1 .
Unt1 = Un = 1+z_z+3_z+"'+P+(n+1)2_(1+z_2+3_2+"'+¥)_(n+1)2 ’
Or:vn € N*,—— > 0;
(n+1)2

Donc la suite (uy,),en+ €St Strictement croissante.

e) En utilisant ’inégalité : V k > 2; iz < L 1 ,
k k-1 k

onobtient: vn € N*, u, <1+ (1 —%)+ G—é) + -+ (L—l).

n—-1 n
Cequidonne :vn e N*, u,, <2 —% <2, car% > 0.
Donc la suite (u,)nen+€St Mmajorée par 2.
f) Lasuite (u,)nen+ €St Croissante et majorée par 2 ; donc elle converge.

Exercice 8
Soita € E 1[ et les suites (u,) et (v,) tellesque ug = 2; vy = 3 Upy; = au, + (1 —

a)v, et vy, = (1 —a)u, + av,.

1) Démontre par récurrence que pour tout entier n € N, v,, — u,, > 0.
2) a- Démontre que la suite (u,,) est croissante.
b- Démontre que la suite (v,,) est décroissante.
c- Démontre que les suites (u,,) et (v,) sont convergentes.
3) Soit la suite (w,,) définie par w, = v,, — u,, .
a- Démontre que la suite (w,,) est une suite géométrique a déterminer.
b- En déduire que les suites (u,,) et (v,,) ont la méme limite.
4) Soit la suite (t,,) définie par t, = u, + v, .
a- Démontre que la suite (t,,) est une suite constante.
b- En déduire la limite commune des suites (u,) et (vy,).

Solution

1) Démontrons par récurrence que pour tout entier n € N, v, — u,, > 0.
» vy—1uy;=3—2=1>0,donc la proposition est vraie au rang 0.
» Soitk € N.
Supposons que vy, — ug > 0, démontrons que vy, — Uk > 0.
Vip1 — Uks1r = (1 — Qug + avy — (au + (1 — a)vy) = 2a — 1) (v — wy),
D’aprés ’hypothése de récurrence v, — u;, > 0, par définition, a € E 1[ ©0<2a-1<1
Donc vy41 — ug41 > 0 et la proposition est vraie au rang k + 1.

» Conclusion : pour tout entier n € N, v, —u,, > 0.
2)

A Upp —Up=au,+ (1 —a)v, —u, =1 —a)(v, —uy,).
D’apres 1) pour tout entier n € N, v, —u,, > 0, de plusa € E, 1[ donc (1 —a) > 0.
D’ou pour tout n € N, u,,.; — u, > 0 et la suite (u,,) est strictement croissante.

b. V1=V =V =0-u,+av, —v, =1 -a)(u, —v,) = —(1 - a)(vn — Up).
D’aprés a. pour tout n € N, v,,,; — v, < 0 et la suite (v;,) est strictement décroissante.

c. Lasuite (u,) est croissante donc pour tout entier n € N, u, < u,.

La suite (v;,) est décroissante donc pour tout entier n € N, v, < v,.
D’aprés 1) pour tout entier n € N, v,, — u,, > 0, ¢’est-a-dire pour tout entier n € N, u,, < v,.
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D’ou pour tout entier n € N, uy < u, < v, < vy.

La suite (u,,) est croissante et majorée par v, donc elle est convergente.

La suite (v,) est décroissante et minorée par u, donc elle est convergente.
3) Soit la suite (w,,) définie par w, = v, — u,.

A Wpi1 = Vppq — Uper = 1 — Qu, + av, — (au, + (1 — a)v,) = 2a — 1)(v, — u,) donc
Wpt1 = (2a — 1)w,. La suite (w,,) est la suite géométrique de premier terme wy = vy —uy = 1
et deraison q = 2a — 1.

b. ae|};1donci<a<1soitl<2a<2et0<2a—1<1.

La suite geométrique (w,,) a pour raison g = 2a — 1 avec 0 < q < 1 donc elle converge vers 0
et lim (v, —u,) =0 & lim v, = lim u,.
n—->oo n—-oo n—oo
Conclusion : les suites (v,,) et (u,) ont la méme limite.
4) Soit la suite (t,,) avec t, = u, + v, pour tout entier n € N.

A tpyr =Uppr +Vppr =au, + 1 —a)v, + (1 —au, + av, =u, + v, = t,.
Donc pour tout entier n € N, t,,,1 = t,,.
La suite (t,) est constant.
b. pourtoutentiern € N,t, =ty =uy+vy=3+2=5.
Soit [ la limite commune de (u,,) et de (v,,). Comme la suite (t,,) est une suite constant alors elle
est convergent.

e D’une part : lim n = lim 5=>5
n - 4o n— 4o
, . lim _lim _lim lim _
. DautrepZtrt:.n_)_l_oo ”_n—>+oo(u"+v")_n—>+oou"+n—>+oov"_21'

o Onadonch=5<:>l=§.
lim _lim
U, =
n - 4o n - 4o

4 M5
n 2"
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THEME : TRANSFORMATIONS DU PLAN
LECON 15 : ISOMETRIES DU PLAN

A - SITUATION D’APPRENTISSAGE

Dans une unité de production de jouets, on utilise deux robots pour déplacer un objet d’un ouvrier A
vers un ouvrier B

Ces robots sont installés de telles sortes qu’apres avoir marqué deux droites (D) et (D) paralleles sur
le sol (surface plane) :

-le premier robot déplace I’objet de 1’ouvrier A suivant la symétrie orthogonale d’axe (D)

-le deuxieme robot déplace ensuite I’objet suivant la symétrie orthogonale d’axe (D’) vers I’ouvrier B
En visite dans cette usine, un des éleves affirme qu’on peut repositionner et reprogrammer un seul
robot qui déplacera 1’objet d’une seule fois de ’ouvrier A vers 1’ouvrier B. Cette information intéresse
le chef d’entreprise qui sollicite les éléves.

Les éleves informent sollicitent leur professeur pour vérifier cette information.

B. CONTENU DE LA LECON

Le tableau suivant présente des applications du plan que nous avons vues dans des classes anterieures.

) . e Caractérisation et
Représentation géométrique ]
Conséquence

U

(D
M |M
N [N

M, M
Translation de / /
vecteur U N4 " M'N’ = MN

Par suite M’N’= MN.
Toute translation
conserve la distance.

Vs
. m
(D) \ + °()
: YIRYR

i \ N N’

Symétrie N Les segments [M’N’] et
orthogonale sp, v [MN] ont la méme
d’axe la droite (D) . SiM¢ D) longueur.

f T Par suite M’N’= MN.
=M < .
zég)rgl(\e/[n)t [Ml\'/\lﬂ,] (D) est la médiatrice du Toute symétrie

. orthogonale conserve la
e SiME€ (D) alors spy(M) =M distance.

Applications du plan
dans lui-méme

tz(M) = M’ & MM’ = @
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=z

/R

K étant un point du %},%/ M | M
plan et 6 un réel 3 N | N
N Ona:
Rotation r de centre M™%, :'f,/"_“‘ o M'N'= MN
K et d’angle orienté K o=
(M)=M’= Kif\KM Toute rotation conserve
mes (KM, KM') = 6 la distance.

— N m

K étant un point du M M

p]an et A un nombre M N | N

réel

Homothétie h de M M'N’ = AMN

centre K et de N’ Par, Su’ ite

rapport 1 — — M’N’=(] MN, _
hM)=M’< KM' = 1 KM Toute homothétie de

rapport different de 1 et
Figure pour 1 = — . de -1 ne conserve pas la
2

distance.

I. DEFINITION ET PROPRIETES

1. Définition

Une isométrie plane est une application du plan dans le plan qui conserve la distance.

Exemple :

Les translations, les symétries orthogonales, les rotations sont des isométries planes.

2. Propriétés

Toute isométrie plane est une transformation du plan, c'est-a-dire une bijection du plan dans le plan.

Images de figures simples :

Toute isométrie plane f transforme :
- une droite (D) en une droite (D”), un segment [AB] en le segment [f(A)f(B)] ;
- un cercle (C) de centre O en un cercle (C’) de centre f(O) et de méme rayon.

Propriétés de conservation :

Toute isométrie plane f conserve :

- le produit scalaire : si f{A) = A’, {B) = B’, f(C) = C’et f{D) = D’, alors AB.CD = A'B’.C'D’;
- le barycentre : si G = bar{ (A;, &;)1<i<n } alors f(G) = bar{ (f(A,), &) 1<i<n };

- le parallélisme, 1’orthogonalité, les angles géométriques, le contact.
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Exercice de fixation

Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations suivantes.
Toute isométrie transforme :

a) un carré en un carreé ;

b) un triangle équilatéral en un triangle équilatéral ;

c) Un angle droit en un angle plat.

Solution
a) Vrai; b) Vrai; c)Faux

Il. DECOMPOSITION D’UNE TRANSLATION ET D’UNE ROTATION
1. Décomposition d’une translation.

a) Composée de deux symétries orthogonales d’axes paralléles
Propriété

Si (D) et (a) sont deux droites paralléles, alors
la composée de la symétrie orthogonale d’axe ©)
(D) et de la symétrie orthogonale d’axe (A) est
une translation.

S(a) ° Sy = tpr €U S) °Sa) = tgn

|_I

(A)
ou H est un point quelcongue de la droite (D) et Y

K est le projeté orthogonal du point H sur la H' est le symétrique de H par rapport 4 K
droite (A).

Remarque . S(a) ° S(p) * S(p) ° S(a)

Cas particulier

Pour toute droite (D), la composée de la symétrie d’axe (D) par elle-méme est ’application identité du
plan. Ona: S(p) ° S(D):Id(g:).

Exercice de fixation

ABCD est un rectangle. I,],L et K sont les D J c
milieux respectifs des segments[AB],
[DC],[AD] et [BC]. Li 1K
Détermine les composées s(;;0s4p) €t A | 5
S(IK)OS(IK)'

Solution

e les droites(I]) et (AD) sont paralleles et | est le projeté orthogonal de A sur(I]) donc
S 0Snp)=lyzi = tzp
* Su)0Sux) = ld)
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b) Décomposition d’une translation

Propriété 1

Pour toute droite (A) de vecteur normal u, il
existe une unique droite (D) telle que :

tﬁ = S(D) o S(A)-

Ona: (D)=ti,(a).

Soit ty une translation de vecteur non nul u.

Illustration graphique

Propriété 2

Soit ty une translation de vecteur non nul u.
Pour toute droite (A) de vecteur normal , il
existe une unique droite (D’) telle que :

5 =S ° Son-

Ona: (D’) =t_15(4).

Remarque

Soit & un vecteur non nul tel que : tg = S(p,) ° Sy
« Si la droite (D) est donnée alors (D) = tlﬁ(D) :

2
« Si la droite (D) est donnée alors (D) =t_ lﬁ(D’).
2

Exercice de fixation

suivantes :

L.tz =S@p) ° Sap
2. tag = S(BC) ° Sp) >
3. tag = sy ° Sap) ;
4. tﬁ = S(AB) o S(KL) ;
5. tﬁ = S(CD) o S(KL) ;
0. tﬁ = S(KL) o S(AB) ;

ABCD est un rectangle. I, J, L et K sont les milieux
respectifs des segments [AB], [DC],[AD] et [BC].
Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations L K

Solution :
1-F; 2-V:3.V: 4-F: 5-V; 6-V.

2. Décomposition d’une rotation

a) Composée de deux symétries orthogonales d’axes sécants
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Propriété :

Le plan est orienté.

(a) et (D) sont deux droites de vecteurs
directeurs respectifs u et v.

Onpose: a = Mes (i, V).

Si () et (D) sont sécantes en un point O,
alors la composée de la symétrie
orthogonale d’axe (D) et de la symétrie
orthogonale d’axe (A) est une rotation.

Le centre de cette rotation est O et son
angle a pour mesure 2a.

Sm)°S) ~To.z2a

Cas particulier
Lorsque les droites (a) et (D) sont perpendiculaires en O, la composée de la symétrie orthogonale d’axe
(D) et de la symétrie orthogonale d’axe (A) est la symétrie centrale de centre O.

S) ° S(a)=S(a) ° S(d)=So

Exercice de fixation

Dans le plan orienté, on considéere un triangle

equilatéral ABC de sens direct et de centre G. ‘
I, J et K sont les milieux respectifs des segments
[BC], [CA] et [AB].

Détermine les composées I
1-Sen °Sus)

2= S(an ° S(ck) - CO
3-S(CB)OS(AI) / B\

Solution

1- Lesdroites (AI) et (AB) sontsécantesen A donc Sy © Siap)= r( —_——\ = r(A ™)

A,z(AB,AI)) 5

2- Lesdroites (AI) et (CK) sont sécantesen G donc sS4 © Sck)= r(az(ﬁ)) = r(G =)
’ ’ 73

3- Lesdroites (AI) et (CB) sont perpendiculaires en I donc scgy © Scap) = S;

b) Décomposition d’une rotation

Propriété 1 [llustration graphique
Le plan est orienté.

Soit r la rotation de centre O et d’angle a.
Pour toute droite (A) passant par O, il existe
une unique droite (D) telle que :

F=S) ° S(a)-

(D) est I'image de la droite (A) par la rotation

de centre O et d’angle % a.

u est un vecteur directeur de la droite (A).
¥ est un vecteur directeur de la droite (D).

Ona;mes(ﬁ,ﬁ):%a+kn;kez.
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Propriété 2 [llustration graphique
Le plan est oriente.

Soit r une rotation de centre O et d’angle a.
Pour toute droite (A) passant par O, il existe
une unique droite (D’) telle que :

r :S(A) o S(DI).

(D’) est 'image de la droite (A) par la
rotation de centre O et d’angle —% a.

u est un vecteur directeur de la droite (a).
v’ est un vecteur directeur de la droite (D).

Ona;mes(ﬁ):—%a+kn;kez.

Remarque
Soit la rotation r de centre O et d’angle o telle que r(o . o) = Sp)0Sp) :
« Si (D) est une droite donnée alors : (D") = r(o 1a) (D);

’2

« Si (D") est une droite donnée alors : (D) = r(o;-la) (D).

Exercice de fixation

Dans le plan orienté, on considére un triangle équilatéral ‘
ABC de sens direct et de centre G.

I, J et K sont les milieux respectifs des cotés [BC], [CA] et
[AB].

Détermine la droite (A) dans chacun des cas suivants.

1) F(G; _zTn) = S(a) ° Scan)-

2) F(B; k. = S(BG) © S(n)- / K “B\

3) sk = S¢u) ° S(ca)

Solution

1).Les droites (Al) et (JB) sont sécantes en G et Mes (Ef @) = —g donc sggy © Scan = r(G LT
’ 3

Dou (A) =(JB) ;
2).(4) = (BC);
3). (A) =(AB)

I11. COMPOSEES D’ISOMETRIES

1. Composée d’une translation et d’une rotation

Propriété

La composée d’une translation et d’une rotation d’angle non nul o est une rotation d’angle a.

Remarques

* Sir est une rotation d’angle nul, alorsre t = t.

* Sir est une rotation d’angle non nul o, alors ro tett o r sont deux rotations d’angle a.
*Engénéral rot #tor.

Exercice de fixation
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Dans le plan orienté, on considere un carré ABCD
de centre O et de sens direct. c

L B
(A) est la médiatrice du segment [CB],
Onpose:f= tezor , mn.
P _ CB" (ps3)
Détermine la nature et les éléments
caracteristiques de f.
D A
(A
Solution
- La nature de f.
f étant la composée d’une rotation d’angle g et de la translation
de vecteur CB  donc f est une rotation d’angle g B
- Déterminons le centre de f.
Ona:f= tgeor .
B~ " (p;3) 0
Orr (D;E) = S(pe) ° S(Do) et tC—B) = S(a) ° S(DC)-
2
Ona:f= sw)°sme) © Swe) ° Sop) = Sa) ° S(op) A
(A) et (OD) se coupent en O. Donc s,y © Sopy €st une rotation de A)
centre O.
En conclusion, f = tegor , = =1/, =
c8° " (p:3) ~ "(0:5)
2. Composée d’une translation et d’une symétrie orthogonale
a) Symetrie glissée
Définition
Etant donné une droite (D) et U est un > M’

vecteur directeur de (D), on appelle
symétrie glissée d’axe (D) et de vecteur u’,
la composée de la symétrie orthogonale
d’axe (D) et de la translation de vecteur u’.

tﬁ' o S(D) = S(D) o tﬁ

M' = sy (My) = sy (ta(M)) = spy o tz(M)

M’ = tz(My) = ti (500) (M) = ts(0y (M)

Remarque : une symétrie glissée est caractérisée par son axe et son vecteur.

Propriétés
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Propriété 1

Une symétrie glissée n’admet pas de point invariant.

Propriété 2
Le milieu du segment formé par un N
point M et son image M’ par une
symétrie glissée f, d’axe (D), /
appartient a la droite (D).

f(M) = M’ et  milieu de [MM’']
f(A) = A’ et C milieu de [AA’]
(D) = (I0)

Point méthode

Détermination de ’axe (D) et du vecteur U
d’une symétrie glissée f

» M et N sont deux points distincts donnes, tels ) S ¥ I
que: M’ = f(M) et N' = f(N). K et L sont les :
milieux respectifs des segments[MM'] et [NN'].
(D) est la droite ( KL) . Y
« Soit f une symétrie glissée et u son vecteur. \
Soit A un point donné d’image A’’ par fo f.

— 1577
Ona: u=ZAA". A -

I

-
o — — — —

e (D)

Exercice de fixation

ABC est un triangle équilatéral de centre G. |3
D est le symétrique du point B par rapport a :
la droite (AC).

I, J, K et L sont les milieux respectifs des
cotés [BC],[CA], [AB] et [CD].

1) Soit f la symétrie glissée d’axe (1J) et de
vecteur BK.

Détermine I’image de chacun des points A, B

et | parf.

2) Soit g la symétrie glissée telle que : / K \
g(C)=B et g(L)=K.

Détermine 1’axe et le vecteur de g.

+-
0

.,

Solution
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1)f(A)=D; f(B)=C et f(I)=J b

Plus de details ;
2) Axe de g passe par les milieux des
segments [CB]et [LK], I’axe est (1J)
Le vecteur de g est KB.

_}_|—
(@)

(41

A BN

b) Composée d’une translation et d’une symétrie orthogonale

Propriété

La composée d’une translation de vecteur U non nul et d’une symétrie orthogonale d’axe (A) est :
e une symétrie orthogonale si U est normal a (A) ;
e une symétrie glissée si U n’est pas normal a (A).

Remarques

> SiU est normal a (A), s¢a) © ty €t ty © 55y sont deux symétries orthogonales.
> Sit n’est pas normal & (A), sa) © ty €t ty o 54 sont deux symétries glissées.
> En général, S ° tg Ftgo S() -

Illustration graphique

Premier cas : Le vecteur u est normal a la droite (A).

On décompose ty en utilisant s,).

A .
Ona: tg = S(A)OS(D,) = S(D)OS(A). (D) “@ (D)
u
Ona: (D):t%ﬁ( (A)) et (D) =t_%ﬁ( (A)). .
Posons f=tg o sa) Bt Q=5 (a) ° ty N
-u/2

f=sm)°s os@=sm).
=5 @) °S@) °Smn=SDn

Deuxiéme cas : Le vecteur u n’est pas normal a la droite (A)

On décompose le vecteur U en la somme de deux
vecteurs dont 1'un est normal a (A) noté 1 et
I’autre, un vecteur directeur de (A), noté T.
u=n+7

On considere les droites (D) et (D),

(D) = t_1-(4) et

2
(D) = t1; ()
2
Posons f=tg o sa) 8L Q=5 (a) ° ty
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On sait que itg = tgrz=tg otz = tz o tg et que :tg o S(A) = S(D) et
S(A) oty = S(DI)'

Posons : f= ty o sa) Bt g = s(p) © ty, alors 1 f= tz o tg o s, €t
8= Swu °tg oty

f= tz o S(p) etg= Smn ° tz

f et g sont des symétries glissées.

Exercice de fixation

ABCD est un carré de centre O. c

I, J, Ket L sont les milieux respectifs de [AB], [BC], [CD] et [DA].
Onpose:g= tgz ° squ) et = tzz ° sk

a) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de g. K-
b) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de f.

Solution

a)Nature de g : Le vecteur BC est normal a la droite (JL). Donc g

est une symétrie orthogonale. c
Elément caractéristique de g : g = tgz © Sgu)-

Or tﬁf = S(cp) ° S(L) » donc

&= S(cpy ° Sgu) ° Sgu) = S(cb).

L’axe de g est la droite (CD).

Conclusion : g est la symétrie orthogonale d’axe(CD).

b) f = tac © Sx-

Nature de f : Le vecteur AC n’est pas normal a la droite (KI), donc
f est une symeétrie glissee.

Eléments caractéristiques de f

On décompose le vecteur AC.

AC = AB + BC

tic = tag © tge = tge © tag

Ona: f= taic o Sxp =tge ° tz5 © S(KI)-

Oritzg = SBe) ° SKI)-

Donc : f=tgz © s@c) © Sk ° Sk = tge ° Sio
Conclusion : fest la symétrie glissée d’axe (BC) et de vecteur BC.

Meéthode

Posons f=tg o sy et g=s(a oty

« Lorsque le vecteur u est normal a(A)
On décompose ty en utilisant sy).

Ona tg = S(A)OS(D,) = S(D)OS(A).
Ona: (D)= t%a A et (D)= t_%ﬁ(A).

f=tg 050 =Sm)°S@) °Swn) =Sm)
9 =5 ° W =5S@) °Sw) °Smn= S

e Lorsque le vecteur u n’est pas normal a(A)
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On décompose le vecteur U en la somme de deux vecteurs dont 1’un est normal a (A) noté 1 et I’autre,

un vecteur directeur de (A), noté T.

U=1n+7

On considere les droites (D) et (D") telles que :

(D) = t_ b(A) et (D) = tlﬁ (A)

Comme n est normal a (A), on a: tgoS, = Spy €t sy ° tg = Spn.
f= tg ° Sia) = tz oty o S =tz o S(D)

E§=5sSun °tg=spy ot etz =Sy ° iz

f= tz o S(p) etg= Smn ° tz

f et g sont des symétries glissées.

3. Composée d’une symétrie orthogonale et d’une rotation

Propriété

Soient (D) une droite et K un point.

La composée d’une rotation de centre K et de la symétrie orthogonale d’axe (D) est :

« une symétrie orthogonale si K €(D),
* une symétrie glissée si K ¢(D).

Remarque

Soit r une rotation de centre K.

* SiK €(D), sy oretro s sontdeux symétries orthogonales.
* SiK (D), s(py o retro sy sont deux symetries glissées.

* En général: I oS * Smy°T.

Illustration graphique

Premier cas : K € (D)

Soit r une rotation de centre K. Notons 0,
I’angle de r.

Posons:f=r o spyetg= spy or

On decompose r en utilisant spy,.

On a.Ir'= Smy ° Sia,) = S, ° S(D) ©)
(AZ) = r(K'le) (D) et
’2
(Al) — F(K u 19) (DI) (AZ)
’ 2
Alors :

f=su, °sm °sm = S@y
el = Sm) ° Sm) ° S, = Sy

(A)

Deuxiéme cas : K ¢ (D)
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Soit H, le projeté orthogonal du point K sur la
droite (D) et (D), la droite passant par K et
parallele & (D).

On consideére les droites (A;) et (A,) (comme

r=r (K 0) )
Posons:f=r o spyet g= sy o I E\

dans le premier cas).

4,) = I‘(K;_%g)((D))-

A,) = r(K;%g)((D)) et /

Onair= spry © Su,) = Sa, ° So)

Alors =1 e sy = S, © S © So) = Sy ° Lk
f est une symeétrie glissée car le vecteur HK n’est pas normal a la droite (A,).

Deméme:g=sp) °r=sm °Sw) ° S@y = Lxa ° Say
g est une symeétrie glissée car le vecteur KH n’est pas normal a la droite (4;)

Exercice de fixation
Le plan est orienté.

[AB].

On pose : f=s(xq) © F(G’z?n) etg= I'(G‘Z?n) © S(AB)-
a) Détermine f(A) puis la nature et I’élément
caractéristique de f.

b) Détermine g(A) et g(B) puis la nature et les élements
caractéristiques de g.

ABC est un triangle équilatéral de sens direct et de centre G.
I, J et K sont les milieux respectifs des cotés [BC],[CA] et

solution

a) f(A)=S(ag) © I(g2m) (A)

= S(AG)(B) =C.
Nature : Ge (AG) donc
f est une symétrie orthogonale.
Elément caractéristique : L’axe de fest la médiatrice du
segment [AC] qui est la droite (GB).

b) g = F(gZm) ° Scap) g(A)=B et g(B)=C

Nature : Gé& (AB) donc g est une symétrie glissée.
Eléments caractéristiques :

Axe : la droite (KI) Vecteur : JC a detailler
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IV. CLASSIFICATION DES ISOMETRIES
1. Caractérisation d’une isométrie par les points invariants

Propriétés

e Une isométrie du plan qui laisse invariant trois points non alignés est I’application identique.

e Une isométrie du plan qui laisse invariant deux points distincts A et B et qui n’est pas 1’application
identique, est la symétrie orthogonale d’axe (AB).

e Une isométrie du plan qui laisse invariant un seul point A, est une rotation de centre A.

e Une isométrie du plan qui ne laisse aucun point invariant, est soit une translation, soit une symétrie
glissée.

Exercice de fixation

Remplace les pointillés par le groupe de mots qui convient : 1) est soit une translation, soit une
symeétrie glissée ;2) est la symétrie orthogonale d’axe (AB) ; 3) est une rotation de centre A ; 4) est
I’application identique

A. Une isométrie du plan qui ne laisse aucun point invariant, .............c..ceveeveeennnnn.
B. Une isométrie du plan qui laisse invariant un seul point A, ..................cooeevnene.
C. Une isométrie du plan qui laisse invariant deux points distincts A et B et qui n’est pas
Iapplication IdeNtIQUE, .......c.veiniiit it et
D. Une isométrie du plan qui laisse invariant trois points non alignés .....................

Solution

A-1;B-3;C-2;D-4

2. Déplacement et antidéplacement
a) Définitions et propriétés

Définitions

e Un déplacement est une isométrie qui conserve les angles orientés.
e Un antidéplacement est une isométrie qui transforme tout angle orienté en son opposé.

Propriétés

e Toute isométrie est un déplacement ou un antidéplacement.

e Tout déplacement est une translation ou une rotation.

e Tout antidéplacement est une symétrie orthogonale ou une symeétrie glissee.
e La transformation réciproque d’un déplacement est un déplacement.

e La transformation réciproque d’un antidéplacement est un antidéplacement.

Remarque :
L’application identique est un déplacement : c’est la translation de vecteur nul ou une rotation d’angle
nul.

Exercice de fixation

Réponds par vrai ou faux

1. La transformation réciproque d’un antidéplacement est un déplacement
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Tout antidéplacement est une symétrie orthogonale ou une symétrie glissée.
Tout déplacement est une translation ou une rotation.

La transformation réciproque d’un antidéplacement est un déplacement.
Toute isometrie est un déplacement et un antidéplacement

ok~ wn

Solution
1. faux ; 2.vrai ; 3.vrai ; 4.faux ; 5.faux
b) Composition de déplacements et d’antidéplacements

Propriétés

e La composée de deux déplacements ou de deux antidéplacements est un déplacement.
e La composée d’un déplacement et d’un antidéplacement est un antidéplacement.

c) Tableau récapitulatif

Ensemble des

points invariants Le plan | La droite (D)

Le singleton {A} 1)

Rotation de centre

A et d’angle non Translation de

Déplacement
vecteur non nul.

7 Symétrie glissée

Exercice de fixation

Le plan est orienté. Compléte le tableau suivant en mettant une croix
ABC est un triangle équilatéral de sens | dans la case qui convient,

direct et de centre G. Onpose:ror =12,

I, J et K sont les milieux respectifs des || Isométries Déplacement | Antideplacement
segments[BC], [CA] et [AB]. r2

r est la rotation de centre G et d’angle San°r

de mesure 2?“ Sg)) ° SI

Sy ° ldp)

¥ Scpp © ton
(B ~ “ac

San ° S(ck)

tig o tg
K
Solution
Isométries Déplacement Antidéplacement
72 X
Saanp°r X
S@)) ° S X
S ° 1) X
S ° tac X
S(an ° S(ck) X
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V. DETERMINATION D’UNE ISOMETRIE
1. Détermination d’un déplacement

Propriété
Le plan est orienté.

A, B, A’ et B’ étant quatre points du plan tels que AB=A’B’ et A#B, il existe un unique déplacement

f transformant A en A’ et B en B’.
0 SiAB = A'B’ alors fest la translation de vecteur AA’ :

0 SiAB # A'B’ alors fest une rotation d’angle orienté (AB, ﬁ’).

Exercice de fixation

Le plan est orienté.

Soit (T) un cercle de centre O et de diametre [BC].

A le point de (T) tel que Mes(BA; BC) = I,
A’ le point diamétralement opposé a A sur (I') et | =
S@c)(A).
1. justifie qu’il existe une translation f telle que f(A) =
Cetf(B)y=A".
2.a) justifie qu’il existe un unique déplacement g tel
que g(A) =Cet

g(B) =0.

b) justifie que g est une rotation dont on précisera
I’angle.

(9]

Solution

1. flA)=C et f(B)=A"

AB = —A'C o0 AB = CA’

Donc il existe une translation qui applique A sur C et B
sur A’. Son vecteur est AC.

2.a) g(A)=C et g(B)=0. OA= OB, le triangle OAB est
isocéle et possede un angle de g , donc équilatéral. D’ou
OB =0C donc AB =OC, il existe un unique
déplacement g tel que g(A) = C et g(B) = O.

b) AB # €O, donc g est une rotation.

Mes(m) = Mes (ﬁ) = g

()

2. Détermination d’un antidéplacement

Propriété

Soit A, B, A’ et B’ quatre points du plan tels que AB=A’B’ et A#B.
Il existe un unique antidéplacement g transformant A en A’ et B en B’.

0 Si les segments [AA'] et [BB'] ont la méme médiatrice (A), alors g est la symétrie orthogonale d’axe

(a).

0 Si les segments [AA’] et [BB'] ont des médiatrices différentes, alors g est une symétrie glissée.
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Exercice de fixation

Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC
rectangle en B et tel que Mes(A_]i; E) =2

On désigne par O le milieu de [AC] et par | le milieu de
[OA] et par K le milieu de [AB].

1) justifie qu’il existe une symétrie orthogonale f qui
transforme Ben O et Ken .

2) Soit g I’antidéplacement qui transforme B en A et A en
0.

justifie que g est une symétrie glissée puis détermine ses
éléments caractéristiques.

Solution

1) f(B)=0 et f(K)=I
KB = iAB etol = §A0 or AOB est un triangle équilatéral (car

isocele et possede un angle de mesure g.) Donc AB = AO d’ou KB
=0l.

Par ailleurs les segments [KI] et [BO] ont la méme médiatrice. (En
effet AIK et ABO sont des triangles équilatéraux et (KI)//(BO)).
Donc f est une symétrie orthogonale.

2) g(B)=Aet g(A)=0O

AOB est équilatéral, donc AB=AO0.

Par ailleurs les segments [AB] et [AO] ont des médiatrices
différentes.

Donc g est une symétrie glissée.

Axe : droite (KI)

Vecteur :%B—d = KI

C- SITUATION COMPLEXE
A changer

Motif dun pagne

Lors d’une sortie détente du club de Mathématiques
d’un lycée, on propose un jeu dont le support est la
figure ci-contre.

Dans cette figure, les triangles BAC, BOC, CIA, BAJ
sont isoceles rectangles et superposables

Ce jeu consiste a trouver les transformations du plan
permettant de transformer le triangle CIA en chacun des
cing triangles de la figure.

Aucun éléve de terminale C n’ayant participé a cette
sortie, les éléves présents éprouvent des difficultés pour
trouver toutes les solutions.
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En utilisant les outils mathematiques au programme, trouve la solution a ce jeu.

Solution
» Pour répondre a ce jeu, je vais utiliser les transformations du plan

Les cing triangles sont : CIA ; BAC ; BOC ; BAJ et 10J

L’application identique transforme CIA en CIA

La translation de vecteur IA transforme CIA en BAJ
La translation de vecteur IC transforme CIA en BOC
La composée de la translation de vecteur ICetla symétrie orthogonale d’axe (BC) (symétrie

glissée) transforme CIA en BAC

L homothétie de centre I et de rapport 2 transforme CIA en OIJ

D- EXERCICES

D1- Exercices de fixation

EXERCICE 1
Pour chaque affirmation, écris le numéro de I’affirmation suivi de la lettre correspondant a la bonne
réponse.
N° Affirmations A B C
Si ty et ty sont des translations alors tg o
Lo . tiv i ti-v
Vv
Si (D) et (D’) sont des droites parall¢les et Svmétri
2 | que Spy et S(p,y sont des symetries Translation |  Rotation o rt?\/cr)neoglaele
orthogonales alors Sp © S(p') est une g
Sir et t sont respectivement une rotation Symétrie
3 | d’angle non nul et une translation alors ro | Translation Rotation orthogonale
t est
Si S, et ty sont respectivement une
4 symétrie orthogonale d’axe (A) et une Translation Symétrie Symeétrie
translation de vecteur W normal a (A) alors glissée orthogonale
S(A) oty est
Si S(a) et ty sont respectivement une . d est un u nest ni un
e ) u est vecteur directeur
symétrie orthogonale d’axe (A) et une \ vecteur :
5 . - _ normal & : de (A) niun
translation de vecteur u alors Sy © ty = directeur de )
(A) vecteur normal a
tg © S(a) lorsque a) )
Si S(a) et r sont respectivement une - -
6 | symétrie orthogonale d’axe (A) et une Rotation Sylr;r;itége orst%/gw(:rr]Iaele
rotation de centre O €(A), alors S,y o r est g g
EXRCICE 2

Le plan est orienté.

ABC est un triangle équilatéral de sens
direct et de centre G.

I, J et K sont les milieux respectifs des
segments[BC], [CA] et [AB].

Compléte le tableau suivant en déterminant la
composée de chaque élément de la premiére
colonne et de chaque élément de la premiéere ligne.
Onpose:ror =12,
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r est la rotation de centre G et d’angle
de mesure 2?" o~ |Idpy| T | T
ldp
c r

San | S) | S(ck)

Sean
S(B))
K S(CK)

EXERCICE 3
ABC est un triangle équilatéral de centre G. D [L
est le symétrique du point B par rapport a la -
droite (AC).
I,], Ket L sontles milieux respectifs des cotés
[BC],[CA], [AB] et [CD].
Soit f la symétrie glissée d’axe (I]J) et de
vecteur AK.
Détermine I'image de chacun des points A, C,

JetL parf. / K “B\

EXERCICE 4
ABCD est un carré de centre O. C |J B
I,], K et L sont les milieux respectifs de [AB], [BC], [CD] et [DA].
Onpose: f= Sy o tge etg=Swk ° tzg o
a) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de f. K— —
b) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de g.
[
D L A
EXERCICES
ABCD est un carré direct de centre O. Déterminer la transformation f dans chacun des cas suivants :
1.f= S(DC) (0] S(AB)' 2.f= S(AC) (0] r(A; 1'(/2). 3.f= S(DC) 0 S(AC)'
4.f=r(c;—7n)o I‘(A;;) 5.f:tm0 I‘(A;—z_n) 6.f= tﬁotﬁ.

7.f= I‘(C;g) oSpo F(A;E)

2

EXERCICE 6

ABC est un triangle équilatéral.

I, J et K sont les milieux respectifs des segments
[BC], [CA] et [AB].

Dans chacun des cas suivants, détermine la droite
Q)

1 teg =s@) °sap
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2. tﬁ = S(IK) o S(A)
3. 1z = S@) ° S@o)
4, tﬁ = S(CK) o S(A)

Exercice 7

Dans le plan orienté, on considére un triangle équilatéral

ABC de sens direct et de centre G.

I, J et K sont les milieux respectifs des cotés [BC],[CA] et

[AB].

Détermine la droite (A) dans chacun des cas suivants.

D r(g, zm) = Scew ° Sw)-
2) I'(A; _;) = S(A) o S(AI)-
3)T(6;-2m) = Seep ° Sea)

D-2 Exercices de renforcement

EXERCICE 8
ABC est un triangle équilatéral de centre G. D b

4+

est le symétrique du point B par rapport a la
droite (AC).

I, J, Ket L sont les milieux respectifs des cotés
[BC],[CA], [AB] et [CD].

Soit f'la symétrie glissée d’axe (1J) et de vecteur
AK.

Détermine 1’image de chacun des points A, C, J
et L par f.

EXERCICE 9

o,

Dans le plan orienté, on considere le
carré ABCD de sens direct et de centre O,
ci-contre.
(A) est la médiatrice du segment [CB].
Détermine la nature et les éléments
caractéristiques de chacune des
transformations suivantes :

= o {—
1.f=r (D;g) teg

2.g= r(B;E) ° tgg

3.h =t I‘(O;g) ° tyz

)
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Exercice 10

Dans le plan orienté, on considere un carré ABCD de centre I, tel C B

que Mes(AB, AD)= g . M
Etant donné un point M du segment [BD] distinct de B et de D, I

on appelle N et P les projetés orthogonaux de M respectivement Q
sur les droites (AB) et (AD). Q est le point du [MP] tel que le

triangle IMQ est rectangle isocele en | et de sens indirect. D A
On considére la rotation r de centre I et d’angle — g

'

a) Determine r(B) et r(M).
b) Démontre que r(N) =P.
c) Déduis-en que: NA.NB = PA.PD.
d) Justifie que : (NC)L(BP) et NC=BP.

D-3 exercices d’approfondissement

EXERCICE 11
ABCD est un carré de centre O. c ] B
I, J, K et L sont les milieux respectifs de [AB], [BC], [CD] et [DA].
Onpose: f= Sy °© tgg et 9=Sx ° tze o
a) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de f. K-— —1
b) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de g.
|
D L A

EXERCICE 12

Soit ABCD un quadrilatére convexe de sens direct. On construit, a ’extérieur de ce quadrilatére,
les triangles rectangles isoceles IAB, JBC, KCD, LDA de sommets respectifs I, J, K, L.

On désigne par O le milieu de [AC].

a) Soit et ry les rotations d’angles g de centres respectifs | et J.
Etudier la transformation ry o ry . En déduire que le triangle OIJ est rectangle isocele en O.

b) Démontrer de méme que le triangle OKL est rectangle isocéle en O.
c) Démontrer que IK = JL et que les droites (IK) et (JL) sont perpendiculaires.

Exercice 13

Soit " un polygone régulier de centre O.

1. Démontre que si f est une isométrie laissant globalement invariant I', alors O est invariant par f.

2. Déduis-en que toute isométrie qui n’est pas I’application identique, laissant globalement invariant T,
est une rotation ou une symétrie orthogonale.

Exercice 14
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Soit f une application du plan dans lui-méme qui conserve le barycentre et transforme tout repére
orthonormé du plan en un repére orthonormé du plan.
Démontre que f est une isométrie plane.

Exercice 15

f et g sont deux isométries planes.
Justifie que :

1) la composée gef est une isométrie.

2) la réciproque f~1de f est une isométrie.

Exercice 16
ABCD et AEFG sont des carrés de sens direct et H est le point tel que ADHE soit un parallélogramme.
Démontrer que les droites (BH) et (CG) sont perpendiculaires et que BH = CG.

Exercice 17
ABC est un triangle équilatéral de sens direct. On désigne par (C) le cercle circonscrit a
ABC et O son centre. La médiatrice de [BC] coupe (C) en A et D. On note A’ le point d’intersection
des droites (BD) et (AC).
1) Démontrer que A’ est le symétrique de A par rapport a C.
2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations suivantes :
a) S(BD) o S(DC)'
b) S(CA) o S(AB)-
C) S(DC) o S(CA)'
3) On nOtEf = S(BD) 0 SCO S(AB)'
a) Déterminer f(A) puis la nature et les éléments caractéristiques de f.
b) En déduire la nature de la transformation S¢gpy 0 Sc.

EXERCICE 18

Dans un plan orienté on considere un losange ABCD tel que AB = BC = CD = DA =5 et
Mes(ﬁ, ﬁ)z % On désigne par I, J, K, L et O les milieux respectifs des segments [AB], [BC],
[CD], [DA] et [BD]. On note (4) la mediatrice de [AB] et (4") celle de [CD].

1. Soit f I’isométrie du plan définie par f(A) = B, f(B) =D et f(D) = C.

2. a) Prouve que f est un antidéplacement.

b) Démontre que f est une symétrie glissée.

3. Soit S la symétrie d’axe (4) et r la rotation de centre B et d’angle — .
) 3
a) Démontre que f =105y .
b) A-t-on f = S(A) or?
4. Soit S gy la symétrie d’axe (BC).a) Déterminer I’axe de la symétrie orthogonale s telle que 7 =

S(BC) °S.
b) Deéduis-en que f peut s’écrire sous la forme f = Sg¢y © t; OU t;est une translation dont on précisera
le vecteur.

5. Soit t, la translation de vecteur %ﬁ onpose g =t;1of.

a) Détermine g(D), g(I) et g(0). Détermine g.
b) Déduis-en 1’axe et le vecteur de f.

C-4 SITUATION COMPLEXE

Exercice 19
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Lors d’une sortie détente du club de Mathématiques
d’un lycée, on propose un jeu dont le support est la
figure ci-contre.

Dans cette figure, les triangles BAC, BOC, CIA, BAJ
sont isoceles rectangles et superposables

Ce jeu consiste a trouver les transformations du plan A
permettant de transformer le triangle CIA en chacun des
cing triangles de la figure.

Aucun ¢leve de terminale C n’ayant participé a cette
sortie, les éleves présents éprouvent des difficultés pour |
trouver toutes les solutions. O C

En utilisant les outils mathématiques au programme, trouve la solution a ce jeu.

CORRECTIONS D’EXERCICES

EXERCICE 3

L f(A)=C | f(©)=B  [f(Q)=I [f(L)=K |

EXERCICE 4

f=Sap) et gestlasymétrie glissée d’axe (AD) et de vecteur BC.

EXERCICE 9
1. f est une rotation d’angle g

f=r (D:g) o taa' = S(DO’) o S(DC) o S(DC) o S(L) = S(DO') o S(L) = r(O’;g)
On a (DO’) est I'image de la droite (DC) par la rotation de centre D et d’angle E.
(L) est'image de la droite (DC) par la translation _71C_B>

2. g est une rotation.

T TC
g=r (B; 5) ° the = SmB0) ° S(BC) ° S(BC) ° S(00/) = S(BO) ° S(00n) = T (0; g)

3. h est une rotation
T TC
h = ta)’ or (O, E) tD—A’ :ta)’ ° 5(Ac) ° Sa)° Sa) ° S(DC):ta)' or (C, E)

=S(00n ° SBC) °SBC) ° Sac) = Soor) ° Sap)=T (0; g)

Exercice 10
a) r(B)=Aet r(M)=Q.
c B b) r(AB) = (AD) et r(MN) = (MP) car M, Q et P sont alignés.
M2 N or {N} = (MN)N(AB) et {P} = (MP)n(AD) donc r(N) = P
| c) r conserve le produit scalaire donc
Q r NA.NB = r(N)r(A) .r(N)r(B) =PD .PA

N_|P = PA.PD.

D A A |D
B |A
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d)

r Donc (NC).L(BP) et NC=BP car r est une rotation
C |B d’angle — =
P 2

Exercice 13

1. Soit {A;, 1 < i < n} ’ensemble des sommets de I

O =isobar{A;, 1 < i < n}. f étant une isométrie , f conserve le barycentre d’un systéme de points
pondérés en particulier f(O) = isobar {f(A;),1 <i < n}.

Orf(I') =T clest-a-dire {f(A;),1 <i<n}={A;,1<i < n}.Parsuite f(O)=0.

2. Soit g une isométrie différente de 1’identité et laissant globalement invariant I'.
On a: O est un point invariant de g d’apres 1) . L’ensemble des points invariants de g est non vide. g
est donc soit une symétrie orthogonale, soit une rotation.

Exercice 19

Les cing triangles sont : CIA ;BAC ; BOC ; BAJ et 10J

e L’application identique transforme CIA en CIA
e La translation de vecteur IA transforme CIA en BAJ
e La translation de vecteur IC transforme CIA en BOC

e Lacomposée de la translation de vecteur IC et la symétrie orthogonale d’axe (BC) (symétrie
glissée) transforme CIA en BAC
e [’homothétie de centre I et de rapport 2 transforme CIA en OIJ
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LECON 10 : CALCUL INTEGRAL

A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Dans ses recherches sur internet, un éléve de Terminale scientifique découvre le document suivant :
Densité de flux magnétique

N
- =
[ P = - »
T _\\. ",‘ }-
— Xy >
_____ i *Tg -
B . > ”
b ul =y > >
o A \". e
i, T-...:"_"—

La densité du flux magnétique dépend du flux magnétique traversant la zone A :

® =] B x dA.

Si le champ magnétique est homogene et la surface A uniforme, le flux magnétique @ est calculé avec
le produit suivant : ® =B x A.

Il montre le document a ses camarades de classe qui sont intrigués par la formule

® =] B x dA.

Ils décident de s’informer pour comprendre cette formule.

B. CONTENU DU COURS
I. Intégrale d’une fonction continue
1. Notion d’intégrale

a) Propriété et définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K et F une primitive de
f sur K.

Le nombre réel F(b) — F(a) ne dépend pas de F.

Il est appelé intégrale de aab de f

Notation :
On note :

. fab f(x)dx et on lit « intégrale (ou somme) de a a b de f(x)dx »

ou
*« [F(x)]2 etonlit : " F(x) prisentreaetb".
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Donc, ona: [ f(x)dx = [F(x)]t = F(b) — F(a)

b) REMARQUES
« a et b sont appelés bornes de I’intégrale fab f(x)dx

« La lettre x n’intervient pas dans le résultat de fab f(x)dx.
On peut donc la remplacer par toute autre lettre différente de a et b. On I’appelle variable muette.

ona:f. f()dx =[O f(Ddt = [ f(2)dz = - = F(b) — F(a).

c) Conséquences de la définition
. faaf(x)dx =0
o [ feodx=—f] f)dx

Exercice de fixation :
Calcule les intégrales suivantes:

1 1 1 1 —-12
szxzdx; P=jzzdz ; ]=j(1——)dt et H=J xV3 — xdx
0 0 3 t “12

Solution :

« Considérons la fonction continue sur [0; 1] et définie par : f(x) = x2.

Une primitive de f sur [0; 1] est la fonction F définie par : F(x) = §x3 :
(a2 = [2,3] 2230 212

Donc I = [, x*dx = [3x ]0—3><1 0=

1 .
P =|= 5 car la variable z est muette

« Considérons la fonction continue sur [1; 3] et définie par f(t) = (1 — %)

Une primitive de f est la fonction F définie par F(t) = t—Int.
Donc:] = f; (1 — %) dt
= [t — Int]}
=(1-1In1) — (3—1n3)
=1-—3+1n3
J=-2+4+1In3

*H= f_—1122 xV3 — xdx = 0 car les bornes de I’intégrale H sont identiques.

d) Interprétation graphique de I’intégrale d’une fonction continue et positive

Propriété

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b] et (Cf) sa courbe représentative dans
le plan muni d’un repere orthogonal (O, 1, ]).

fab f(x)dx est l'aire A (en unités d’aire) de la partie du plan limitée par la courbe (C;), I’axe (OI),
les droites d’équations x = aetx = b.
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L’ujnité d’aire est I’aire du rectangle OIAJ
lu.a = 0OIx0OJ
Ona:eA = [ f(x)dxu.a
Remarques
« La partie du plan limitée par la courbe (C;), I’axe (OI), les droites d’équations x = a et x = b est

as<x<b

aussi I’ensemble des points M(x; y)du plan tels que : {0 <y<f(x)

Exercice de fixation :

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O ; I ; J). Unités : 2 cm sur I’axe des abscisses et 3 cm sur
I’axe des ordonnées.

On considére la fonction f définie par : f(x) = 2x + 1.

1) Justifie que f est continue et positive sur [0 ; +oo]

2)Interprete graphiquement fosf(x)dx :

Solution

1)

» f étant une fonction polyndme, f est continue sur R donc sur [0 ;+oo].
*2X+1>20x2 —% . Donc f est positive sur [—% ; +oo[, en particulier sur [0 ; +oo[.

2) fos f(x)dx représente ’aire de la partie du plan délimitée par la courbe de f, la droite (OI), les
droites d’équations x = 0 et x = 5. L’unité d’aire u.a est 6cm?

2) Propriétés de I’intégrale
a) Propriétés algebriques

Propriété 1 : Egalité de Chasles
Soit f une fonction continue sur un intervalle K ; a, b et c trois éléments de K.

ona: [} f(x)dx = [ f(x)dx + [ f(x)dx

Exercice de fixation :
fx)=2x—-1,six<1

Soit la fonction f continue sur R et définie par : {f(x) :% Csix>1

Calcule A = foef(x)dx

Solution

A= foef(x)dx = folf(x)dx + flef(x)dx
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=[y (2x— 1dx + [ (3) dx
= [x? — x]p + [Inx]{
=1-1-0+(1-0)
=1

Propriété 2 : Linéarité

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle K ; a et b deux éléments de K et oc un nombre réel.

Ona:
o [IFG)+g00ldx = [P FG0dx + [0 g(0)dx
o JP o f)dx =a [P f(x)dx.

Exercice de fixation :
Calcule fom(—3cosx + 2sinx)dx .

Solution

fOZH(—3cosx + 2sinx)dx = fozn(—3cosx)dx + fOZR(Zsinx)dx
-3 fozn cosx dx +2 fOZH sinx dx
—3[sinx]4" + 2[—cosx]&"
-3(0-0) + 2(-1+ 1)

0

b) Propriétés de comparaison

Propriéte 1
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b].
Sif =0sur [a;b], alors fabf(x)dx > 0.

Exercice de fixation :
On considére la fonction f de R vers R definie par : f(x) = x2

Justifie sans calcul que : f_72 f(x)dx=0.

Solution
Pour tout x élément de [-2 ; 7], x2 = 0, donc f_72f(x)dx >0.

Propriété 2
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b].
Si f < g sur [a; b] , alors f;f(x)dx Sf;g(x)dx.

Exercice de fixation:
Démontre que : fol(x2 + 1)dx > f01 2xdx

Solution
Pour tout x, élémentde [0; 1], (x —1)2>0,0na: x?+12>2x

Donc fol(x2 + 1)dx > fol 2xdx

Propriété 3 : Inégalité de la moyenne
f est une fonction continue sur un intervalle [a; b], m et M sont deux nombres réels.
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» Sim<f <Msurla;b],alors m(b—a) < f:f(x)dx <M —a).
= Silfl <M, (M > 0)sur [a; ], alors |f f(x)dx| < M(b - a).

Exercice de fixation :

En supposant que : Vx € E%] 1< T < V2, justifie que : - < fE @d x < i.
4

Solution

Onsait que : Vx € [ ] 1< @ < /2. D’aprés I’inégalité de la moyenne, ona :

3 T % 1
1X( - —)an,—de\/fx(;— )
< dx <m0

- 4
: lTLx

Donc

4=|=|

3) Valeur moyenne d’une intégrale

Définition
f est une fonction continue sur un intervalle [a; b].
On appelle valeur moyenne de fsur [a; b], le nombre réel ﬁf:f(x)dx

Interprétation graphique :
Posons : u = ﬁf;f(x)dx

")
iz C; / f(x)dz

Ja

i x(b—a)

b
/ f(z)der = pu X (b—a)

Dans le cas d’une fonction positive,

La valeur moyenne u de fsur [a; b] est la hauteur du rectangle de base (b-a) ayant la méme aire (en
unités d’aire) que la partie du plan limitée par la courbe (C;), 'axe (OI), les droites d’équations x = a

etx = b.

Exercice de fixation :
Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = x — sinx.
Calcule la valeur moyenne de fsur [0; rt].
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Solution

= f)dx

U= ﬁf:(x — sinx)dx
=2 [lxz + cosx]z

L2
L(2m2-2)

=11
_n(z
n%—4

2

Il. Techniques de calcul d’une intégrale
1) Utilisation de primitives

Exemple 1:
X
Calculons I'intégrale | telle que I = f01 1-T-ex dx
X
Considérons la fonction f continue sur [0; 1] et définie par : f(x) = 1iex-

Posons u(x) = 1 +e*,u'(x) = e* ;festde la forme”:'

Une primitive de fsur [0; 1] est la fonction F définie par : F(x) = In(1+ e*).Donc [ = fol ::x dx
= [In(1 + eM)]g
=mn(1+e)—In(1+1)
=In(1+e)— In(2).

()

Exemple 2

Calculons I’intégrale J telle que | = folxexzdx
Indication

Posons : u(x) = x? ; xe*” = %u'(x)eu(x)
Exercice 3

Calcule I'intégrale K telle que K = [3 cos3tdt

Indication
cos3t = (cost)(1 — sin?t)
= cost — costsin®t

2) Intégration par parties
Propriété

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a; b].
Si les dérivées u' et v’ sont continues sur [a; b], alors :

b b
f u(x)v' (x)dx = [u(x)v(x)]? —f u' (x)v(x)dx

Exercice de fixation :
Calcule I = flelenx dx

Solution
Posons u(x) = Inx donc u’(x):i

v'(x) = x? et prenons v(x)= §x3
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Ainsi fleu(x)v’(x) dx=[u(x)v(x)]§ — fle u'(x)v(x)dx
fle x%inx dx = Ex3lnx]1 — flei(§x3)dx

- 1,3 ¢ _(e1l.2

= [3x lnx]1 J; 5 x?dx

[ € 1 €

= [ - 5],

_2e3+1

9

3) Changement de variable affine

Pour calculer fff(oc x + B)dx, o« et 8 sont des nombres réels tel que <+ 0, on peut procéder
comme suit :
> Faire le changement de variable : t = x + 8
Ona:dt =xdx. D’oudx = édt
x=aet=xa+f
x=bot=xb+p.
> Utiliser Pégalité: [ f(oc x + B)dx = foj‘::f 194t
Exercice de fixation

Calcule P = [° dx

1\/2 +3

Solution :
Posons f(x) = \/iz donc f(2x + 3) =
Posons t = 2x + 3 on déduit :
o dt =2dx donc dx = %dt
e x= -1 t=1et
x=0< t=3
Par conséquent

1
V2x+3

3
P= ff(z +3)d f f(l)xldt
= x x = = |l—=]X3
V2x +3 J vt/ o2
3
[ La
1 Zﬁ
= [vel;
P=+3-1
4) Intégration des fonctions paires, impaires, périodiques
Propriétél

Soit f une fonction continue sur un intervalle K symétrique par rapport a 0.
Pour tout élément a de K, ona:

e Sif est paire, alors : f_aaf(x)dx =2 foaf(x)dx

e Si f est impaire, alors : f_aaf(x)dx =0

Exercice de fixation :

T T

Calcule [*zcos2xdx et [*nsin2xdx

4 4
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Solution :
> La fonction x + cos2x est paire et continue sur [—%ﬂ donc

T T T

4 4 4
]costdx =2 j cos2xdx = f 2cos2xdx = [sin2x]g =1
= 0 0

4

> La fonction x + sin2x est impaire et continue sur [—%ﬂ donc

T

4

]siandx =0

71'
4

Propriété 2
Soit f une fonction continue sur R et périodique, de période T.
Pour tous nombres réels a et b, on a :
b+T b
o Jorr FGdx = [ f(x)dx
a+T

. fO)dx = [ f(x)dx

a

Exercice de fixation :

3

Calcule [»* cos2xdx
2

Solution :
La fonction x = cos2x est continue sur R et périodique, de période 7, donc
3n T
Z 2T n
f cos2xdx = f cos2xdx = f cos2xdx =0
n 0
2

I

1. Calcul d’aires

Propriétés
Le plan est muni d’un repere orthogonal (0, 1,]).
1) Soit f une fonction continue sur [a; b], (C;) sa courbe représentative.
A est laire de la partie du plan limitée par (Cf), I’axe des abscisses (0I), les droites d’équations
x=aet x=h.
a) Si f est positive sur [a; b], alors : A = f;f(x)dx.ua

b) Si f est négative sur [a; b], alors : A = —f; f(x)dx.ua

Par exemple, sur la figure ci-dessous, f est une fonction continue et négative sur I’intervalle [a; b], on
b
a :A=—[ flx)dxua

—
o
w

;
—fjbf':irjffr +—

- e RS -

W omm e
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c) Si f ne garde pas un signe constant sur [a; b], alors on subdivise [a; b] en des intervalles sur
lesquels f garde un signe constant.

Par exemple, sur la figure ci-dessous, on subdivise [a; b] en [a; c], [c; d] et [d; b].
f est positive sur [c; d] et f est négative sur [a; c] et sur [d; b]

/ (c;)

Ona:A = (— facf(x)dx + fcdf(x)dx - f; f(x)dx) ua
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2) Soit f et g deux fonctions continues sur [a; b], (C;) et (C,) leurs courbes représentatives
respectives.

A est I"aire de la partie du plan limitée par (C;), (C,), les droites d’équations :
x=aetx=h.

a) Si f < g sur[a; b], alors : A = (f;[g(x) —f(x)]dx)ua.

b) Si f — g ne garde pas un signe constant sur [a; b], alors on procéde comme au
1)c.

Par exemple, sur la figure ci-contre :

J1 , :\'\/\ (Cg)

b
D

(¢r)

ona: A = ([{If(x) — g(0)ldx + [ [g(x) - f(@)]dx ) ua

Exercice 1

Le plan est muni d’un repere orthogonal (O, I, J). Unités : 2 cm sur I’axe des abscisses et 4 cm sur
I’axe des ordonnées.

On considére la fonction f définie par : f (x) =—x2.
Calcule en cm?, I’aire de la partie du plan limitée par la courbe de f, I’axe des abscisses et les droites
d’équations : x =1 et x = 3.

Solution
f est continue et négative sur R, A = — flg(—xz)dx en (u.a)
L’unité d’aire en cm? est 2x4 cm?, donc A = ( f13 —(—x*)dx)x8 cm2
A =( ff x?dx)x8 cm?

=8 X [§x3]i cm?

=8(9—- g) cm?
A= 208 cm?
3
Exercice 2

Soit la fonction f définie par f(x) = x3. On désigne par (Cf), la courbe représentative de f dans le
plan muni d’un repere orthonormé (0, I,]) d’unité graphique 2cm.

Calcule en unités d’aires, ’aire A de la partie du plan limitée par(Cf), I’axe des abscisses (0I), les
droites d’équations x = —1 et x = 1.

Solution :
f étant continue, négative sur [—1; 0] et positive sur [0; 1]
A= (- f_01x3dx + f01x3dx) ua
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0 1
:<_ [lx4] + [lx4] )x 2 X 2cm?
4 -1 4 0
=(-(0-3)+(-0)) x 4cm?
A =2 cm?

IV. Fonction du type F: x - f‘ff(t)dt

Propriété :
Soit fune fonction continue sur un intervalle K et a un élément de K.
La fonction de K vers R, x ~ f:f(t)dt, est la primitive de f qui s’annule en a.

Conséquence :
Si F est une fonction définie sur un intervalle K par : F(x) = f;f(t)dt, alors: V xeK, F '(x)=f(x)

Exercice :
Justifie que la fonction logarithme népérien est la fonction F définie sur ]0, + oo [ par F(x)= fl’c%dt

Solution :

La fonction In, est I’unique primitive sur ]0, + oo [ de la fonction, x i et qui s’annule en 1. On en
déduit que In(x) = [ dt.

C- SITUATION COMPLEXE

Un de vos camarades de classe rend visite a I’ancien
professeur de mathématiques de son pére a la retraite. 11
remarque les formes géométriques particulieres de la
terrasse de celui-ci (voir figure) : la partie en vert est
délimitée par un rectangle de largeur 2 m et de longueur
4m et la partie en rose est délimitée par une portion de
parabole et par un segment [AB]. Amusé par le regard de
votre camarade, I’ancien professeur de mathématique le
met au défi de lui calculer I’aire totale de la terrasse en
vue de lui donner une idée du codt des travaux de
revétement de cette terrasse.

Il lui présente le plan de la terrasse en précisant que
pendant la construction, il a veillé a ce que la parabole qui
apparait dans le plan ait pour équation y = —x*+4 dans le
repere orthonormé d’origine O et d’unité 1m, avec

A (-2,0) et B(2,0).

Aide ce camarade a relever ce défi.

Solution

Pour résoudre le probleme, nous allons utiliser le calcul intégral.

Nous allons utiliser particulierement le calcule d’aire

puis faire la somme des deux aires apres les avoir calculées .

Aire A, de la partie en rose délimitée par la portion de la parabole

Ay = [5(-x% +4)dx = G(2) - G(-2) 0l G(x) = —3 x® +4x

Page 11 sur 16



= - 2+8+2+8=16
3 3

Aire A, de la partie rectangulaire

AIRE TOTALE DE LA TERRASSE

A+A, =16 m?2 +8m? = 24 m?
D. EXERCICES

1. Exercices d’application
Exercice 1
Calcule les intégrales suivantes:

T in x4+ x2 _revinz+2 1 263t
I3 (cosx + 2x)eEM ¥ Vdx ; [} ====dz et f—Z(t4—t2+3)4 dt.

Exercice 2
Calcule P = [°, |x + 3|dx

Exercice 3
1) Justifie que, pour tout nombre réel t, cos3t = (1 — sin®t)cost.

2) Calcule [? —4costdt

Exercice 4

Démontre que : f:xzcosxdx Sfonxzdx :

Exercice 5

Soit a et b deux nombres réels de [0;%[ telsque a < b.
a) Démontre que : Vx € [a; b] ,w;za < co.:zx < co.:zb
b) Déduis-en que ci;fa < tanb — tana < Cl;;fb

Exercice 6
Soit f la fonction définie sur Rpar: f(x) = 3x + cosx

Calcule la valeur moyenne de f sur [— g ; g]

Exercice 7
Calcule les intégrales suivantes :
T T

T
3 COSX

J# cosxdx ; [3 ——dx et Jz ©cosStsinStdt
4 3

4
Exercice 8
Calcule les intégrales suivantes :

flz xV3 — xdx ;fol(x +1)e*dx ; [# xcosxdx ; f23 Inxdx et fozxzexdx (par deux intégrations par
4

parties)

Exercice 9

Calcule les intégrales suivantes en utilisant un changement de variable affine

[5(2x+5)7dx, [° ——dx et fol xvVx + ldx
2

—-12x+3
Exercice 10
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T T 51

Calcule: [®rxSsinxdx; [®zx®cosxdx et [* cosxdx
6 6 2

Exercice 11

Soit les fonctions f et g définies par: f(x) =x+2 et g(x) = x?

On désigne par(Cy), (C,)les courbes représentatives de f et g dans le plan muni d’un repére
orthonormé(0, 1,]) . Unité graphique: 2cm

Calcule encm?, I'aire A de la partie du plandélimitée par (C;), (C,) et les droites d’équations : x =
—letx=2

Exercice 12

Un corps est laché, avec une vitesse initiale a I’instant to= 0, d’une hauteur de 2000m et il est soumis
a ’accélération de la pesanteur g = 9,8m.s

1) Justifie que la fonction D définie par : D(x)= fox gxtdt est la distance parcourue apres x secondes
de chute.

2) Calcule I’instant T (en seconde) mis pour qu’il soit au sol.

2 . Exercices de renforcement

Calcule les intégrales suivantes :

2
folx\/1—x2dx ;fee : dx;fEZ(gx—stx f_1§2|2x+3|dx;f25 2 gy
3

x(Inx)? x—4) 4 x245x—6
T T
6 -2 3
. t?+3t—2 e
cos’tsin tdt ; ————dt et | sin®xdx
t+1
g -4 0

2. Exercices d’approfondissement

Exercice 1 :

Onpose :Vx € R, f(x) =x + 1 — e* et on admet que la fonction f est dérivable sur R.

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (0, 1, ])
d’unité graphique2cm.

1) Calcule les limites en +co0 de f(x) et de % .

Interpréte graphiquement les résultats obtenus.

2) a) Calculer la limite en —oo def (x).

b) Montrer que la droite (D) d’équation y¥=-x y=x+1 est asymptote a (C) en —oo.

c) Etudier les positions relatives de (C) et (D).

3) Dresse le tableau de variation de f.

4) Trace (D) et(C).

5) Calcule en cm?, Paire A (A)de la partie A du plan limitée par (C), la droite (D),les droites
d’équations x = —2 et x = 0.

SOLUTION

1) lim x+1-e*=lim x(1 +l—e—) =
X—+0oo X—+00 X X

lim I _ lim 1+1—e—:—oo
X X
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Interprétation graphique : La courbe (C) admet en +oo une branche parabolique de direction
I’axe des ordonnées.
2.a) lim f(x) = lim x+ 1-e*=—ococar lim e* =0
X——-00 X——-00 X——00
b) Il s’agit de justifier que lim f(x)-(x + 1) = 0.
X——-00
Ce qui est évident car f(x)—(x+1) =— e* et lim e*=0
X—>—00
¢) Il s’agit ici d’étudier le signe de f(X)—(x+1) suivant les valeurs de x .
Or f(x)— (x+1) =-e* et-e* < 0V x € R. Donc La courbe (C) est en dessous de la droite (D).

J)VXER, f'(x)=1-¢e* Orl-e*<0&e 1< e*
<x=0

X —o0 0
+00

f°(x) + -

f(x) / \

4) La courbe de la fonction

5. Calcul d’aire
A(D) = [ x +1-f(x) = 4x [e¥]%, = 4(1-¢2).

Exercice 2 :
Xe

t
Soit F la fonction de R vers R définie par F(x) = fl —dt.

On désigne par (Cg) la représentation graphique de F dans le plan muni d’un repére orthogonal (0, 1,])
tel que : Ol = 2cm et O] = 1cm.

1) Détermine I’ensemble de définition de F.

2) Etudie le sens de variation de F

3) Soit f la fonction définie par : f(x) = F(x) — Inx.

a) Justifie que : Vx € ]0; +oo[, f(x) = [ ett_l dt
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{ vx €]0;1[,f(x) <0
Vx € ]1;4oo[,f(x) >0
c) En utilisant les propriétés de comparaison, détermine les limites de F en 0 et en+oo.
4) Dresse le tableau de variation de F

5) Justifie que (Cr) admet une asymptote verticale.

6) Soit x € ]1; +oo].

a) Démontre que : Vt € [1; ],e—tt

b) Déduis-en que =2 > x;e

C )Démontre que (CF) admet en +oo une branche parabolique de direction celle de (O]J).

b) Justifie que : Vt € ]0; +oo , &

t
> < et que F(x) > %flx etdt

X

SOLUTION
1) F est définie sur R.

X X
2) Festdérivablesur R} etV x € R}, F'(x)= e? ; e? étant positive pour toute valeur strictement
positive de x, F’(x) est strictement positive sur R7. Par suite, F est strictement croissante sur R.
3) a) Soit f, la fonction définie par : f(x) = F(x) — Inx.

t

Ona:f(x) = f"e dt— [ =dt= [ (& -t f” 2 .

t_
3.b) vt € ]0; +oof , e—t1> O car Vt € ]0;+oo[ ,et > 1

Déduction
vx € ]0; 1], f(x) = fxe dt. Or . 1 > 0 et au niveau des bornes de I’intégrale, x < 1. Par
conséquent, f(x) < 0.
vx € ]1; +oof, f(x) = [
conséquent, f(x) > 0.
3.c) On a montré que Vt € ]0; 4+oo[ , =

et—1

i1,

Cequipeuts’écrireaussi'VtE]O'l[ —>— Par suite V x € ]0; 1], fletdt>f —dt ou encore

vx€e]o;1], f dt<f —dt c’est-a-dire Vx € ]0; 1[, F(x) < Inx
qu—>0,lnx—> OOdoncF(x)—> o

De la méme maniére, Vt € ]1; +oo[ , =

t
Ce qui peut s’écrire aussi : Vt € |1; +oo], eT > % . Par suite V x € ]1; 4o, f dt > f = dt

ouencore V x € |1;+oo[, ,F(x) > Inx.
Or gd x— 4, lnx » +o;donc F(x) » +o

4.) Tableau de variation de la fonction F

X |10 1 oo
F’(x) + E-1 +
F() }/'
<
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5. lin(l) F(x) =0 ; par conséquent, (Cr) admet la droite d’équation Xx=0 comme asymptote verticale
X—

6) Soit x € ]1; +ool.

a) Démontrons que : Vt € [1; x]

et
"t

t
> et que F(x) 2 iflx etdt

te[Lx]e 1St<xe -< =<1
t t

x t
= [ Sdi< [ St
x 1t

C’est-a-dire : iflx et dt < F(x)

e*—e

b) Déduction de 22 > £
X

En passant aux calculs dans cette inégalité (i ) f et dt < F(x)) on obtient :

X

i (e*—e)<F(x) ce quirevienta F(x)=> i (e*—e). Et en multipliant les deux membres par i qui est

strictement positif , on obtient : i F(x) = % (e*—e) .

c) On sait que liErn % (e*-e)= +oo. On en déduit que lim F®)
X—>+ 00

X—>+o0 X
la courbe (Cr) admet une branche parabolique de direction 1’axe des ordonnées (OJ).

Remarque : o _1

X

= +oo . Par suite, on peut affirmer
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LECON 16 : SIMILITUDES DIRECTES DU PLAN

A. Situation d'apprentissage

Lors d'une sortie éducative dans une sociéte de
confection de pagnes, les éleves d’une classe de
terminale C remarquent des motifs ci-contre sur
un pagne.

Un éleve affirme qu’avec une homothétie on peut
reproduire ces motifs. Un autre éléve n’est pas
d’accord. Ils décident de consulter leur professeur
de mathematique qui parle plut6t d'une autre
transformation du plan qui permet de passer d’un
motif a I’autre. Les éleves décident de faire des
recherches sur cette transformation.

\

B. RESUME DE COURS

I. Définition et composition

1. Définition d'une similitude directe

On appelle similitude directe toute composée d'une homothétie et d'un déplacement.

Conséquence immédiate

Toute similitude directe est une transformation du plan

Exemple

Tout déplacement, toute homothétie est une similitude directe.

NB:

On appelle similitude indirecte toute composée d'une homothétie et d'un antidéplacement.

Les similitudes indirectes ne sont pas au programme de cette classe.

2. Rapport et angle d'une similitude directe

Propriété 1

Une transformation du plan est une similitude directe du plan si et seulement si elle conserve

le rapport des distances et les angles orientés.
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C'est-a-dire, pour tous points Aet B, M et N (A# B et M # N) d'images respectives A', B, M' et
M'N’ _ aBr
MN 4B

Mes (ﬁﬁ’) = Mes (W\fm’)

N' par une similitude directe, on a:

Propriété et définition
Pour toute similitude directe S du plan, il existe un nombre réel k strictement positif et un réel
0 de ]-m; w] tels que pour tous points distincts M et N d'images respectives M' et N' par S, on

_ M'N’ = kMN
alt: {Mes (MNM'N') =6 -
Le nombre réel strictement positif k tel que M'N' = kMN est appelé le rapport de la
similitude directe S.

Le nombre réel 0 de |-n ; 7] tel que Mes (W M’N’) = 0 est appelé I'angle de la similitude
directe S.

Exemples
 Toute translation est une similitude directe de rapport 1 d’angle nul.

 Toute rotation d'angle 0 est une similitude directe de rapport 1 et d'angle 6.
e Toute homothétie de rapport k (k>0) est une similitude directe de rapport k et d'angle nul.
» Toute homothétie de rapport k (k<0) est une similitude directe de rapport -k et d'angle .

Exercice de fixation

On donne un triangle équilatéral direct c
ABC du plan orienté.

On note I le milieu de [BC].

On consideére la similitude directe s telle
que :s(I) =Bets(B) = A.

Détermine le rapport et I'angle de s.

Solution

Soit k le rapport de s et 0 son angle. C
s(h=B _, [ BAZME
s(B)=A ~ |Mes (IB,BA) = 0

* k= BA — 2 1B |

IB IB
k=2

*0 = Mes(ﬁ, Eél))

21
0=-5~

3 27
Donc s est une similitude directe de e

2n
3 -

rapport 2 et d’angle -

3. Composée de deux similitudes directes et la réciproque d’'une similitude directe
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Propriété

Le plan est orienté.

e La composée de deux similitudes directes de rapport respectifs k1 et k2 et d'angles respectifs
01 et 02 est une similitude directe de rapport kik; et d'angle 61 + 0.

e Laréciproque d'une similitude directe de rapport k et d'angle 0, est une similitude directe de
rapport % et d'angle -6.

 Toute similitude directe de rapport k est la composée d'une homothétie de rapport k et d'un

déplacement.

Exercice de fixation
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct.
Soit f une similitude directe de rapport 3 et d’angle % .

Soit g une similitude directe de rapport g et d’angle — 2?”
Détermine le rapport et I'angle de chacune des applications suivantes :

a)feg;
b)gef;
c) g L.

Solution

a) f o g estune similitude directe de rapport et d’angle — %.

32
2
b) g o f estune similitude directe de rapport B2 et d’angle — %.

2
¢) g~! estune similitude directe de rapport v2 et d’angle 2?71

REMARQUE: g o f et f o g n’ont pas le méme centre en général
4., Propriétés géométriques

a) Toute similitude directe conserve :
- L'alignement;
Les images de trois points alignés par une similitude directe sont trois points alignés.

- Le parallélisme ;
Les images de deux droites paralleles par une similitude directe sont deux droites paralléles.

- L'orthogonalité ;
Les images de deux droites perpendiculaires par une similitude directe sont deux droites
perpendiculaires.

- Le contact;
Les images par une similitude directe de deux courbes tangentes en un point sont deux courbes
tangentes en 'image de ce point par cette similitude directe.

- Le barycentre ;

L’image par une similitude directe du barycentre de n points pondérés est le barycentre des
images de ces points pondérés par cette similitude directe.

- Les angles orientés ;

La mesure principale de I'image d'un angle orienté par une similitude directe est égale a la

mesure principale de cet angle orienté.

- Le rapport de distances.
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Si quatre points A, B, C, D distincts deux a deux ont pour images respectives A’, B’, C’ et D’ par une

. .- . Ar'Br CiDr
similitude directe alors : T

cD

b) Toute similitude directe de rapport k multiplie :

- Les distances par 4.

Si deux points A et B ont pour images respectives A’ et B’ par une similitude directe de rapport &
alors A'B’ = kAB.

- Les aires par &2.

Si une partie du plan a pour aire A alors son image par une similitude directe de rapport k a pour
aire K2A.

¢) Toute similitude directe de rapport k transforme:

- une droite en une droite.

L'image de la droite (AB) est la droite (A'B") ou A’ et B’ sont les images respectives de A et B par
la similitude directe.

- une demi-droite en une demi-droite.
L'image de la demi-droite [AB) est la demi-droite [A'B") ou A’ et B’ sont les images respectives de
A et B par la similitude directe.

- un segment en un segment.
L'image du segment [AB] est le segment [A'B'] ou A’ et B’ sont les images respectives de A et B
par la similitude directe.

- un cercle de rayon ren un cercle de rayon k r.
L'image du cercle de centre A et de rayon r est le cercle de centre A' et de rayon Ar ou A’ est
I'image de A par la similitude directe.

Exercice de fixation
On donne trois points A, B et C deux a deux distincts et un point D tels que :
AD = 24B —5CD.
On considere la similitude directe s telle que : s(A) = A', s(B) =B',s(C) =C'ets(D) =D".
Justifie que: A’D'" = 2A’B' — 5C'D’.

Solution de I'exercice
AD = 2AB — 5CD<> —6AD + 24B + 5AC = 0.
< A=bar{(D,-6); (B, 2); (C 5}
Toute similitude directe conserve le barycentre.
D'ou, A' = bar{(D',-6) ; (B, 2); (C', 5)}.
Donc, —6A'D’ + 2A'B’ + 54'C' = 0.
Par suite A'D' = 2A'B' — 5C'D’.

II. Caractérisation d’une similitude directe
1. Eléments caractéristiques d'une similitude directe qui n'est pas une translation
Propriété et définition

Toute similitude directe du plan qui n’est pas une translation admet un unique point invariant.
Ce point s’appelle le centre de la similitude directe.

Propriété
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Une similitude directe S, autre que l'identité, de rapport ket d’angle 0 est :

e soit une translation (si ks =1et8=0);

* soit la composée commutable d’une rotation r de centre () et d’angle 6 et d’'une homothétie h
de centre Q et de rapport k : S=h ) ° Ta.,0) = T'(@.0) ° ")

Définition

Dans le cas ou S est une similitude directe de centre (), de rapport ket d’angle 6, sa
décomposition sous la forme : S = h(q i) © 70 9) = T'(a,6) © Mok est appelée forme réduite ou
décomposition canonique de la similitude directe.

Conséquence

Toute similitude directe, différente d’'une translation, s’écrivant de fagon unique comme la
composée d'une rotation et d’'une homothétie, est donc entierement déterminée par la donnée de
son centre, de son rapport et de son angle.

Le centre, le rapport et I'angle s’appellent les éléments caractéristiques de la similitude directe.

Onnote : S = S(qk,9)-

Remarque
La forme réduite d’'une similitude directe permet de W
construire géométriquement l'image d'un point (sans
utiliser I'affixe de I'image du point).

r h
S=hor:M| M | >M' M
S=roh:M|—"5M | — M

Al

=
=+
(=]

Exercice de fixation
Soit A et M deux points distincts du plan orienté.
a) Ecris la décomposition canonique de S, 2; — g).

b) Construis I'image M' de M donné par la similitude directe S(A, 2 — g).

Solution
D S(a 2 1) =T(a 1) O MA D TA 2O (A 1)

* restlarotation de centre A d'angle — g

* hest1'homothétie de centre A et de rapport 2.
h
b)S=hor:M|——M;|— M.
S=roh:M|—" M |—M.

2. Nature d’une similitude directe dont on connait I'écriture complexe

Propriété
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct.
Une application du plan dans lui-méme est une similitude directe si et seulement si son

écriture complexe est de laforme: z' =az+ boua € C*etb € C.
Exercice de fixation
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Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct.

On considere l'application s du plan dans lui-méme qui a tout point M de coordonnées (x, y),
: : 1 7 1 ' . Xl =X+ y - 3

associe le point M' de coordonnées (x', y') telles que : {y. —Xty+2

1) Trouve l'écriture complexe de s.

2) Déduis-en que s est une similitude directe.

Solution
1) Posons:z=x+iyetz'=x'+iy' ouz etz sont les affixes respectives de M et M.
Z=X+1y
z'=x"+1y’
z'=(x+y-3)+i(-x+y +2)
zZ'=x+y-3+-ix +1y +2i
=1-HDx+A+Dy-3+2i
=(I1-Dx+(1-Diy-3+2i Jon met i en facteur dans le bloc (1+1)y
=1-D(x+iy)-3+2i
=1-nz-3+2i
L'écriture complexe de Sest: Z =(1 -0)z-3 + 24
2) L'écriture complexe de s est de la forme:z'=az +boua e C*etb € C.
D'ou, s est une similitude directe.

Propriété

Soit s une similitude directe d'écriture complexe: z' = az + b ouaeC* et beC.

*Si a=1, alors s est la translation de vecteur d'affixe b.

*Si a= 1 alors s est la similitude directe de centre Q2 d’affixe La, de rapport |a| et d'angle

Arg(a). -

Tableau récapitulatif
Le plan complexe P est muni d'un repére orthonormé direct.

On considere la similitude directe s d’écriture complexe z' = az 4+ b ou aeC” et beC.

g;);l(;ltlons vérifiées Nature et éléments caractéristiques de S
a=1 S est la translation de vecteur u d’affixe b
R\ {1} S est ’homothétie de centre Q d’affixe i—a et
Si,r,nillitude directe 5| %€ de rapport a.
d’écriture S est la rotation de centre Q d’affixe b et
complexe lal =1 ’ 1-a
zZ=az+bh d’angle Arg(a)
ola€eCethbeC |SiaeC\R S estla similitude directe de centre
lal #1 Q d’affixe :—a ,de rapport |a| et d’angle
Arg(a)

Exercice de fixation
Détermine dans chaque cas, la nature et les éléments caractéristiques de la similitude directe
s définie par son écriture complexe :
a) z=5z+2i ; b)zZ=z+1+3i;

, 1. 3. 1 3. , .
C) Z :(E+?l)Z+E—7l B d)Z :(-1+1)Z+2.
Solution
a) a =5,ae R*\ {1}, S est une homothétie de rapport 5.
Déterminons l'affixe zo de son centre.
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21 1

0= ——=—<= i

1-5 2
Donc s est I'homothétie de rapport 5 et de centre d’affixe — % L.
b)a=1
D'ou, s est la translation de vecteur d'affixe 1+3i
c)a=%+?i,ae C\R

V3

1,932 1, By g 2t
IS+ i1=1LArgC+ i) =7 et il 1

D'ou, s est la rotation de centre d'affixe 1 et d'angle %.
d)a=-1+iaeC\R

|-14i] = V2, Arg(-1+i) = 2% et ——— =220 __ 2, 2;

1-(-1+i) (2-)@+i)) 5 5
D'ou, S est la similitude directe de centre d'affixe g + % i, de rapport V2 et d'angle =

Propriété

Le plan rapporté a un repere orthonormé direct.

L’écriture complexe de la similitude directe de centre A, de rapportk et d'angle 0 est:
7 =ke'%(z-2,) + z,

Exercice de fixation
Détermine I'écriture complexe de la similitude directe de centre A d’affixe i de rapport V2 et
d’angle Z.

Solution
z'= \/Eeil(z —Zp) + Za
" V2 | .2 . 4
Z—\/E(Z +1i 2)(2 )+
z=(1+(z-i)+i
z=(1+iz+1
L’écriture complexe de la similitude directe s est : z'= (1 + i)z + 1.

[I1. Déterminations d’une similitude directe

1. Similitude directe définie par ses éléments caractéristiques

Propriété
Soit s une similitude directe de centre A, de rapport ket d'angle 6 (0 € |-« ; n]).
AM' = kAM

Pour tout point M du plan distinct de A, s(M) = M' & {Mes (m’ W) —9

Exercice de fixation
Sur la figure ci-contre, ABCD, AEFG et AHI]J

, . D C
sont des carrés de sens direct. G =
On consideére la similitude directe s de
centre A, de rapport v2 et d’angle %. ] I
Détermine I'image par s de chacun des
points H, E et B.

Solution
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Al = V2AH

v d H) =1
Mes (AH,AI) =z onc s(H)

e Dans le carré direct AHIJ,on a:

e Deméme s(E) =F et s(B) =C.

Conséquence
Soit s une similitude directe de centre A, de rapport ket d'angle 0 (0 € |-« ; «]), soit M un

point du plan distinct de A et d'image M' par s.
Tous les triangles AMM' sont de méme nature et de méme sens et ont le centre A de la
similitude directe comme sommet commun.

Tableau récapitulatif des triangles QOMM' associés a certaines valeurs du rapport et del'angle
de la similitude directe
Nature du triangle QMM' pour certaines valeurs de k et de 0 et réciproquement.

R tkdel . '
Valeurde § | - PPOT ¢ Nature du triangle QMM
similitude directe
QMM' est rectangle isocéle en M ou M'
Exemple: 0 = % et k= g
§ QMM est
es
I ou-I g ou V2 isocéle
rectangle
en M et de
~ sens direct
Ml 4 0l
QMM' est un demi-triangle équilatéral,
rectangle en M ou M'
Exemple : 0 = % et k=2
MI
% ou % % ou 2 QMM' est
rectangle en
M et de sens
direct.
a
[] N
Q M
Soit N le symétrique de Q par rapporta M.
QNM' est un triangle équilatéral.
QMM' est un demi-triangle équilatéral.
QMM' est un demi-triangle équilatéral,
T ou-X NERPSNE] rectangle en M ou M'.
6 6 2 3 23
Exemple : 0 = -% et k= 5=
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QMM' est
rectangle
enMet de
sens
indirect.

M

' [

Soit N le symétrique de Q par rapport a M.

QNM' est un triangle équilatéral.
QMM' est un demi-triangle équilatéral.

Exercice de fixation

Dans le plan orienté, ABC et ADE sont des D
triangles équilatéraux de sens direct.
On note I et ] les milieux respectifs des

segments [AB] et [AD].

On consideére la similitude directe de centre A,

I

de rapport 2 et d'angle 3

EX— A

Détermine l'image par s de chacun des points I

et].

Solution

o>

* Le triangle AIC est un demi-
triangle équilatéral, rectangle en
[ et de sens direct et | appartient

A [AB].

L AC’=\2AI
D'ou, {Mes (KI: R) = g

Dongc, s(I) =C.

* Le triangle AJE est un demi-
triangle équilatéral, rectangle en
] et de sens direct et ] appartient
a[AD].

AE = 24]
D'ou, {Mes (KL ﬁ) _ g
Dong, s(J) =E.

2. Similitude directe déterminée par son centre, un point et son image

Propriété

Soit A, M et M' trois points du plan tels que: A= M et A= M".
Il existe une unique similitude directe de centre A qui transforme M en M'.

Exercice de fixation

Dans le plan orienté, on considere un carré direct ABCD de centre 1.
Démontre qu'il existe une similitude directe de centre A telle que s(B) =C
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Solution

A, B et C sont trois points tels que A= B et A= C. Donc il existe une similitude directe de

centre A telle que s(B) =C
3 Similitude directe déterminée par deux points distincts et leurs images

Propriété
Soit A, B, C et D quatre points du plan tels que : A= B et C = D.

Il existe une unique similitude directe qui transforme A en C et B en D.

Exercice de fixation 1

Dans le plan orienté, on considére deux carrés de sens direct ABCD et DCEF.
On note O le centre du carré ABCD.

Soit la similitude directe s telle que : s(B) = Cet s(0) =D.

a) Détermine le centre de s.

b) Détermine l'image du point C pars.

Solution

a) Les triangles ABC et AOD sont rectangles E c
isoceles respectivement en B et O et de
sens direct et de sommet commun A.
D'ou, le centre de s est A. 0O
b) Les triangles ABC et ACF sont rectangles
isoceles respectivement en B et C, de sens
direct et de sommet commun A.

D'ou, s(C) =F.
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Exercice de fixation 2

On donne quatre points A, B, C et D d'un repere orthonormé ou l'unité graphique est 1cm.

T----

[
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1 D
------ e i i
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 Ic ! ! ! !
1 1 i | | 1 1
""" [ty Bl iy Sl et Bttt
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 I'B 1
______ e S [ SR 3. S
1 1 1 1
1 1 A 1 1
1 1 1 1
1 1 ! !
1 1 1

Construis le centre Q) de la similitude directe s telle que : s(A) = Cet s(B) =D.

Solution

s(A) =C,s(B) =D et AB = CD.

AB # CD donc s n’est pas un déplacement.
(AB) et (CD) ne sont pas paralléles donc s
n’est pas une homothétie.

Soit ) le centre de la similitude directe s.
Notons K le point d'intersection des droites
(CD) et (AB) et 6 la mesure principale de
I'angle de S.

D'apres la propriété caractéristique des
similitudes directes :

(B,cD) = (KA KC) = (KB,KD) = (B).
(£ ac) = (8)
(KA KC) = (8)
D'ou, les points Q, K, A et C appartiennent a
un méme cercle (C1).

(a5,) = (0)

(KB,KD) = (8)
D'ou, les points Q, K, B et D appartiennent a
un méme cercle (Cz).

*Q estle point d'intersection de (C1) et (Cz)
autre que le point K.

————d = ]

Conséquence 1

Soit A, B et C trois points du plan tels que: A= B et B # C.
Il existe une unique similitude directe qui transforme A en B et B en C.

Conséquence 2

Soit ABC et A'B'C' deux triangles de méme sens, de sommets homologues Aet A', BetB'et C et

A'B" A’

C' telsque mes(4A ) = mes(4") et = e

Il existe une unique similitude directe qui transforme Aen A',BenB' et Cen C'.

Page 11 sur 33



Vocabulaire
De tels triangles sont dits directement semblables.

Définition
Deux figures F et F’' sont dites directement semblables s'il existe une similitude directe
transformant I'une en l'autre.

Propriétés des triangles directement semblables

. . A DE _EF _ DF R
» Si deux triangles ABC et DEF sont de méme sens et BB ac’ alors, il existe une
unique similitude directe qui transforme Aen D, Ben E et Cen F.

» Si deux triangles ABC et DEF sont de méme sens et % = z—z et (@); E):(D_E); ﬁ),

alors, il existe une unique similitude directe qui transforme Aen D, Ben E et Cen F.

Exercice de fixation
Dans le plan orienté, on donne les triangles ABC et DEF suivants :

F
1,5
A cC
3,9
N\ [1.75
B D E
4

Justifie que les triangles ABC et DEF sont directement semblables.
Solution
* 22 B et X =2

AB BC AC
* Les triangles ABC et DEF sont de méme sens et % = g = %, d'ou les triangles ABC et

DEF sont directement semblables.

4. Similitude directe déterminée par son rapport, son angle, un point et son image
Propriété

Soit k un nombre réel strictement positif, 6 un nombre réel, A et B deux points distincts du

plan.
Il existe une similitude directe de rapportk, d'angle 6 qui transforme A en B.
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Exercice de fixation 1

L'unité graphique est le centimetre.

On donne deux points distincts A et B du plan orienté tel que : AB = 6.
n
4
1) Détermine et construis I'ensemble (E1) des points M du plan tels que :

Mes(m) = %

On considere la similitude directe s de rapport 4, d'angle

MB _

2) Détermine et construis I'ensemble (Ez) des points M du plan tels que : MA

3) Justifie que le centre K de s appartient a (E1) et a (Ez). Place le point K.

Solution

n

4

* Tragons la droite passant par le point A et dirigée par un vecteur u tel que :
Mes(ﬁ’, ﬁ) = %

* Tracons la droite (D1) perpendiculaire a la droite (T) en A.

1) (E1) estl'arc capable du segment [AB] et d’angle de mesure

qui transforme A en B.

4,

* La médiatrice (D2) de [AB] coupe la droite (D1) au point O, centre du cercle (C) passant par A.
* (E1) estla partie de (C) située au-dessus de la droite (AB) et privée des points A et B.

2) Notons : [ est le barycentre des points pondérés (A, 4) et (B, 1).
] est le barycentre des points pondérés (A, -4) et (B, 1).

=1 a8=12%5p
Al = 7 AB = 4 AB

—L —_— .=
4] = ;~;AB=-3 4B

(E2) estle cercle de diametre [IJ].

3,
s\
K [K
A |B
KB = 4KA % — 4
{Mes (KAKB) = % Mes (KA KB) = z

d'ou, le centre K de s appartient a (E1) et a (E2). (Voir construction).

Page 13 sur 33



(D,) 0,

Page 14 sur 33



Exercice de fixation 2

On donne un triangle ABC rectangle en C et de sens direct du plan orienté tel que :

Mes(m) = %

On considere la similitude directe de rapport 3, d'angle % tel que : s(A) = B.

Construis le point D tel que : s(C) =D.

solution de I'exercice 2

s(A)=B [ BD=34C
s(C)=D |Mes(AC,BD) = Z.

On place un point F tel que AC et BF sont colinéaires et de méme sens.
On place un point G tel que : Mes(B_ﬁ, B_(f) = % :
Le point D est sur la demi-droite [BG) tel que : BD = 3AC.
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IV. Utilisation des similitudes directes

1. Pour démontrer une propriété

Exercice
ABC est un triangle de sens direct.
I, ] et Ksont des points tels que les triangles IBC, JAC et
KBA sont de sens direct, rectangles et isocéles
respectivementen |, ] et K.
1.a) Détermine l'angle et le rapport de la similitude
directe s1 de centre A, qui transforme C en J.
b) Détermine l'angle et le rapport de la similitude directe
s2 qui transforme Aen Ket Cen L.
2) Déduis de ce qui préceéde que le quadrilatere IJAK est un
parallélogramme.

Solution
1. a) Notons 01 la mesure principale de I'angle de s1
et ki son rapport.

Le triangle AC]J est rectangle isocéle en ] et de sens

direct.

k=L = A _ v2
AC ANz 27

01 =Mes(ﬁ; T])= %.

D'ou: 01 = % etk = g

b) Notons 0; la mesure principale de I'angle de s et k»

son rapport.

Les triangles BAK et BCI sont de sens direct,

rectangles et isoceles respectivement en I et K et de

sommet commun B.
T N2

D'ou, le centre de sy est B et 0, = 1 etky = 5

2) Posons:s=s10s;1

* sp'1 est la similitude directe de rapport \/E et d'angle -% .

* Notons 6 la mesure principale de I'angle de s et k son rapport.

ezﬁ-% =0etk=ks X (kz2)1=1.

D'ouy, s est une translation.
*s(K) = (s10s21)(K)
= s1(s27'(K))
=s1(A) car s’ 1(K)=A
= Acar s1(A) = A
Et, s(I) = (s10s21) ()
= s1(s2(D))
= 51(C) car sx’}(I) =C
=] car s1(C) =].
Dongc, le quadrilatere IJAK est un parallélogramme.
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2. Pour résoudre un probléme de construction

Exercice

Soit (D1) et (D2) deux droites disjointes et horizontales, du plan orienté, telles que (D1) est
au-dessus de (D2).

Et, soit A un point appartenant a la bande de plan comprise entre (D1) et (D2).

Construis un triangle ABC, rectangle en B, tel que: Mes(ﬁ, _A_(f) = %, B € (D2) et Ce(Dy).

Solution de 'exercice
AC = 2AB

ABC est un demi-triangle équilatéral tel que : Mes ( AB, AC) _ I -
D'ou, C est I'image de B par la similitude directe s de centre A, de rapport 2 et d'angle % .
*B e (D2), d'ou, C appartient a I'image (D2") de (D) pars.
Par suite, C est le point d'intersection de (D1) et (D2").
* Soit E et F deux points distincts de (Dz).
Construisons les points E' et F' tels que : s(E) = E' et s(F) = F'
(D2") = (E'F"), d'ou, le point C.
* La transformation réciproque s! de s a pour centre A, pour rapport 1 et pour angle -% .

2
B = s1(C).

E B F / E (D,)
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3. Pour rechercher un lieu géométrique

Exercice
Le plan est muni d'un repere orthonormé direct.
On donne un cercle (C) de diametre [I]] et un point A extérieur a (C).

Soit K un point de (C) et B le point tel que le triangle AKB est rectangle isocele en B et de sens

indirect.
Détermine et construis le lieu du point B lorsque K décrit (C).

Solution de I'exercice

B estl'image de K par la similitude directe s de centre A, de rapport % et d'angle
Posons:s(I) =1"ets(]) =]

Le triangle AIl' est rectangle isocéle en I' et de sens indirect.

Le triangle AJ]' est rectangle isocele en ]' et de sens indirect.

K décrit (C).

D'ou, le lieu de B est le cercle (C') de diametre [I']'] image de (C) par s.

I
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V. Exercices de synthese corrigés

Exercice 1

[On suppose que l'image d'une ellipse de sommets A, A', B et B’ par une similitude directe s est
une ellipse de sommets s(A), s(A"), s(B) et s(B")].

Le plan est muni d'un repere orthonormé direct (0O, [, ]). L'unité graphique est le centimetre.
On consideére la courbe (E) d'équation : 25x2 + 25y2 + 14xy - 144 = 0.

On donne la similitude directe s d'écriture complexe : z' = (1 - i)z.

Onpose:z=x+iyetz' =x'+iy' oux,y, x' ety' sont des nombres réels.

Et, on note M' le point d'affixe z', I'image du point M d'affixe z pars.

x=5(x"-y)

y=2(x"+Y)

2) Justifie que M appartient a la courbe (E) si et seulement si M' appartient a la courbe (Eo)
d'équation : 9x? + 16y? - 144 = 0.

3) Justifie que (E) est une ellipse puis détermine les coordonnées de ses sommets.
4) Construis (E) et (Eo) dans le méme repeére (0O, [, ]).

1) Justifie que :

Exercice 2

[On suppose que I'image d'une ellipse de sommets A, A', B et B' par une similitude directe s est
une ellipse de sommets s(A), s(A"), s(B) et s(B")]

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O, I, ]). L'unité graphique est le centimetre.
On considere la courbe (E) d'équation : 25x2 + 25y? + 14xy - 144 = 0.

On donne la similitude directe s d'écriture complexe : z' = (1 - i)z.

Onpose:z=x+iyetz =x'+iy' oux,y, x' ety' sont des nombres réels.

Et, on note M' le point d'affixe z', I'image du point M d'affixe z par s.

x=%(x"-y)

y=5(x"+y)

2) Justifie que M appartient a la courbe (E) si et seulement si M' appartient a la courbe (Eo)
d'équation : 9x2 + 16y? - 144 = 0.

3) Justifie que (E) est une ellipse puis détermine les coordonnées de ses sommets.
4) Construis (E) et (Eo) dans le méme repere (O, [, ]).

1) Justifie que :

Résolution de 1l'exercice 2
Dz'=(1-i)z < z=(% + %i)z'

= x+iy=(% + %i)(x'+iy')

oLl 1ol 1
& X+iy = SX -5V +1(2x + 2y)
x=%(x"-y)
Donc: P
y=5X=+y)
X2 :%(Xlz_ylz_leyl)

2) * y2 =%(x'2+ y'2+ 2X'y")
xy =+(x?-y*?)
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* S est la transformation du plan,ona:
Me(E) < 25x? + 25y%2 + 14xy - 144 =0

= B w2y Rty 1440

N %“x'z + 3746y'2 144 =0
< 16x2+9y'2-144 =0

< M'e(Eo)

Donc, M appartient a la courbe (E) si et seulement si M' appartient a la courbe (Eo) d'équation
:9x2 + 16y2- 144 = 0.

3) *9x% + 16y?- 144 = 0 < 9x% + 16y? = 144

2 2
X Y _
< 1z T =1
9 16
2 2
X y
A 2 =1
A TR
2 2
<:>X—2+y—2=1
4 3

D'ou, (Eo) est une ellipse de sommets Ao(4 ; 0), Ao'(-4; 0), Bo(0; 3) et Bo'(0; -3).

* (E) estl'image de (Eo) par s
D'ou, (E) est une ellipse de sommets A, A', B' et B' tels que :
A =5s1(Ag), A'=5s1(Ao"), B=5s1(Bo) et B' =5s1(Bo").

Sommet de (Eo) Ao Ao’ Bo Bo'
X' 4 -4 0 0
y' 0 0 3 -3
X ] 3
2 -2 5 5
Y 3 ]
2 -2 5 5
Sommet de (E) 3 3 3 3
image par s du A(2;2) A'(-2;-2) B(-E ; E) B'(§ ; -E)
sommet de (Eo)
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EXERCICES D’APPLICATION

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct.

Exercice 1

Dans le plan orienté, on considére un carré direct ABCD de centre 1.
Soit la similitude directe de centre A telle que s(B) =C

Détermine l'image du point I par s.

Solution
Les triangles ABC et AID sont rectangles D C
isoceles respectivement en B et I et, de sens
direct.

s(A)=Aets(B)=C.

AC = kAB

Mes (ﬁ) =6
AC = 2AB
Mes (ﬁ) = %

AD = +2Al
Mes (m) = %
D'ou, s(I) =D.

on a donc {

C’est-a-dire :{

De méme{

Solution

s(B) = C et le triangle ABC est rectangle isocele en B et de sens direct.

D'apres la conséquence de la propriété II1.1, pour tout point M du plan distinct de A et
d'image M' par s, les triangles AMM' sont rectangles isoceles en M, de sens direct et de
sommet commun A.

Or, le triangle AID est rectangle isocele en I et de sens direct.

D'ou, s(I) =D.

Exercice 2

On donne un carré direct ABCD, de centre O, du plan orienté.

On consideére la similitude directe s telle que : s(D) = 0 et s(C) = B.
Détermine le rapport et I'angle de s.

Exercice 3
Détermine dans chaque cas, la nature et les éléments caractéristiques de la similitude directe
s définie par son écriture complexe :

a)z'=(—3+)z+4-3i | b)z' =(L-Hz-V3+ (5-2V3)i )z =z2+5-7i
d)z'=-4z+2-3 e)z' =-z+2-6i f)z'=-(1+i)z
Exercice 4

On donne 3 points A, B et C trois points du plan.

On considere la similitude directe s de rapportk telle que :
s(A)=A',s(B)=B'ets(C)=C"

Démontre que : A'B’. A'C’' = k?AB. AC.
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Exercice 5
Soit A et M deux points distincts du plan.

Construis 'image M'du point M donné par la similitude directe S(A ; 3 ; %ﬂ).

Exercice 6
a) Détermine I'écriture complexe de la similitude directe s1 de centre A d’affixe 3-2j de

rapport 2v/2 et d’angle — %”.

b) Détermine I'écriture complexe de la similitude directe sz de centre B d'affixe iv/3, de
rapport 4 et d’angle — 2?”

c) Détermine I’écriture complexe de la similitude directe s3 de centre O, de rapport 3 et

' 5z
d’angle o
Exercice 7
On donne un losange ABCD de centre O, tel que : (ﬁ; ﬁ) = (g) et AB =4 cm.
On note [, ], K et L les milieux respectifs des segments [AB], [BC], [CD] et [AD].

On considere la similitude directe de centre A telle que s(B) = 0.
a) Détermine I'image du point C par s.

b) Construis le point E tel que s(E) = C.

c) Etudie la composéesosos.

Exercice 8
On donne un triangle équilatéral direct ABC.

On consideére la similitude directe de rapport 2, d'angle % tel que s(A) = B.

Construis le point D tel que : s(C) = D.

Page 23 sur 33



Exercice 9

Le plan complexe est muni d'un repeére orthonormé direct.

On considere 'application du plan dans lui-méme, d'écriture complexe :
z'=(-1+1i)z+3-4i

1) Etudie s.

2) Déduis de I'étude précédente, I'ensemble (C) des points M du plan d'affixes z

telles que : |(-1 + i)z + 3 - 4i| = 2/2.
3) Retrouve I'ensemble (C) sans utiliser les similitudes directes.

Exercice 10

Soit (D1) et (D2) deux droites disjointes et horizontales, du plan orienté, telles que (D1) est au-
dessus de (D2).

Et, soit A un point appartenant a la bande de plan comprise entre (D1) et (D2).

Construis un carré de sens indirect ABCD, rectangle tel que : B € (D2) et Ce(D1).

EXERCICES DE RENFORCEMENT ET D’APPROFONDISSEMENT

EXERCICE 1

Le plan est muni d'un repere orthonormé direct.

On donne un cercle (C) de diametre [I]] et un point A extérieur a (C).

Soit K un point de (C) et B le point tel que le triangle AKB est rectangle isocele en B et de sens
indirect.

Détermine et construis le lieu du point B lorsque K décrit (C).
SOLUTION DE L’EXERCICE 1

2

B est l'image de K par la similitude directe s de centre A, de rapport == et d'angle -% .

2
Posons:s(I) =1"ets(]) =]
Le triangle AIl' est rectangle isocéele en I' et de sens indirect.
Le triangle AJ]' est rectangle isocéle en |' et de sens indirect.
K décrit (C).
D'ou, le lieu de B est le cercle (C") de diameétre [I']'] image de (C) pars.
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EXERCICE 2

X'=5+5 +1
On considere l'application s du plan d'expression analytique :
y'= —% + % +1

On donne les points A et B d'affixes respectives 10 et 2.
Pour tout n élément de N, on considere les points A, tels que Ag = A et An+1 = s(An).
On note z, |'affixe de An.

1) a) Justifie que s a pour écriture complexe : z' = 1—5' z + 1 + i. Déduis-en que s est une
similitude directe.
b) Trouve les éléments caractéristiques de s.
N
2) Démontre par récurrence que : Vne N,z, =2 + 8 (1—5') .

3) a) Justifie qu'une mesure de I'angle @; BA,) est: _anc_

b) Trouve les valeurs de n telles que le point A, appartient a la droite (OI).

c) Trouve les valeurs de n telles que la droite (BAn) est perpendiculaire a la droite (OI).

4) a) Justifie que : BA, = 8

(2)"

b) Trouve la plus petite valeur de n telle que le point A, appartient au disque de centre B et de
rayon 10-2,

5) Pour tout n élément de N*, on note L, la longueur de la ligne brisée reliant les points de la
suite (An) de Ao a An [Exemples : L1 = AoA1, L2 = AoA1 + A1Az].
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a) Calcule L.
n
b) Justifie que : L, = (8 ﬁ +8) [1_(%] }

c¢) Calcule lim Ly

N—-+00
SOLUTION DE L’EXERCICE 2
X'= % + % +1
On considére l'application s du plan d'expression analytique : .
XY
y'= 5 + 5 +1

On donne les points A et B d'affixes respectives 10 et 2.
Pour tout n élément de , on considere les points An tels que Ao = A et An+1 = s(An).
On note z, |'affixe de An.

X, Y

X'=5+5+1
1)) * 2 2 ,

- I__-l ._ -

ly'=—iZ+i5+i
z'=x"+1iy'

=11 1451 i
—(2 12)X+(2+12)y+1+1
= (% -i%)x+ (% -i%)iy+ 1+i |on met i en facteur dans le bloceny

_ 1 .1 . ,
= (2 12)(x+1y)+1+1

*z7'estdelaformeaz+bou:ae C*etbeC
D'ou, s est une similitude directe.

_i . 2
*arg(Ll) =0
cosezlxlzﬁ
2 \/5 2 -
= 9=-Z
sino==1,2 Y2
2 \/5 2
o IH 5
111
2
*D'ou, s est la similitude directe de centre B, de rapport % et d'angle -%.
2) zo = za = 10.

.0
Et,2+8(1—5') =24+8=10

0
Onabienzo=2+8(1—£') .

K
Soit k un élément de N, supposons:zx =2 + 8 (1—5') .
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Zk+1 = bZk+1+i

{2+8(1—) } +1+i

=1-i+8(%)k“

)k-l-l

| Ak+1 = s(Ax)

_ i
2

+1+i

— 1-i
=2 +8( 5
1-i

En définitive : Vne N, z, = 2 + 8( ;

"

3) a) mes(Ol,BAp ) = arg(z——— ) + 2kn (ke N)
BA[

= arg(zn - 2) + 2kn (ke N)

- arg(8(1—£i)n) + 2kn (ke N)

1-i

=arg(8) +n arg( 5

= -_n
—O+n4

nn
4

D'ou, une mesure de I'angle (OI BAn ) est: -

b) An € (OI) = mes(OIl,BA,) =kn

anc =kn (ke N)

— n=-4k (ke N)
— n =4k (ke N)
n = 4k (ke N)

c) (BAn) L (O) = mes(OI BAn ) =

= -

nmo_m
)
— n=-4k-2 (ke N)

= -

+ 2kn (ke N)

) + 2kn (ke N)

+ 2kn (ke N)

4

(ke N)

|On remplace k par -k car k est quelconque.

+ krn (ke N)

+ kn (ke N)

= n=4k+2 (ke N) |Onremplace k par -k-1

n =4k + 2 (ke N)

4) a) BAn = |zn- 2|
-l
il
(%)
— 1

(f)”

BA, =
(f 2)

b) BAn<102 < —8 <102
2)"
< log8 - nlog(\/z) <-2
|on applique log
membre a membre
2+log8
>
log(+/2)
2%1098 19984102 pres
log(+/2)
D'ou,n =20
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5) Pour tout n élément de * on note L, la longueur de la ligne brisée reliant les points de la
suite (An) de A0 a An (Exemples : L1 = AoA1, L2 = AoA1 + A1Az).

a)*Z1=2+81—£' =2+4-4i=6-4i

*Li.= |Z1 - Zol = |-4 - 4-i| = 4|1 + i|

Li=4+2

b) *Apres le segment [AoA1], chaque segment est I'image du segment précédent par s.

Et, toute similitude directe de rapport k multiplie les distances par k.

D'ou, Ly est la somme de n termes d'une suite géométrique de raison q et de premier terme L1
tels que :

*Ln—Lll‘qn =4J§ﬁ EC‘) =82 (2+2) (gj

3

Il

S

S

~

+

S

\—/

'T‘

/—\
N I\J

n
c)-1<£< = lim (%j =0
2 N—+00
D'od: lim L,= 82 +8
N—-+00

EXERCICE 3 (Similitude directe et suite numérique)
1) Etudie la transformation du plans: z' = (% - % )z + % + % .

2) Pour tout point M du plan, distinct de I et d'image M' par s, démontre que le triangle IMM
est rectangle isocéle en M' et de sens indirect.

3) Construis successivement les points A, B, C, D et E tels que: za =-7,s(A) =B, s(B)=C
s(C)=Dets(D) =E.

4) On considere les points M, tels que Mg = A et Vne N, Mpt1 = s(My).

On pose : pour tout n élément de ,an, = aire(IMnMn+1) et

n
An= > ay=ao+ar+..+an
k=0
a) Justifie que la suite (an) est une suite géométrique dont on précisera le 1¢r terme et la
raison g.
b) Trouve une expression de A, en fonction de n.
Déduis-en l'aire du polygone IABCDE et lim An.

N—+oo
5) AB = 42 . Déduis-en la distance DE.
SOLUTION DE L’EXERCICE 3
1) L’écriture complexe de s estdela forme z’=az + bou:aeC*etbeC.
D'ouy, s est une similitude directe.
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#1021 fy= Y2 (32 32y = V2 (cos(-T) +isin(-2)) = 2 & 4
22—2(1 1)—2(2 12)—2(COS(2)+1sm(2)) ~e 4.
T
4

s z=1

Dong, s est la similitude directe de centre I, de rapport g et d'angle de mesure - e

Mes(IM,IM') = - Z
2)s(M)=M' < 4 ou:g=cos(-%)et0<g<1
IM' = gIM
D'ou, le triangle IMM' est rectangle isocele en M' et de sens indirect. @_
3) *IAB est rectangle isocele en B et de sens indirect. AlB
*IBC, ICD et IDE sont respectivement rectangles isoceles en C, D et E et de sens indirect. BlC
(Voir construction) clD
4) Les points M, sont tels que Mg = A et Vne N, Mpt1 = s(Mn). DIE
n
Pour tout n élément de N, a, = aire(IMnMx+1) et A= ) a,. L
k=0
a)ua=1lcmx 1cm = 1cm? (Les an et A, sont en cm?)
Mo=A, M1= B, M=C, M3=D, ...
Toute similitude directe de rapport k multiplie les aires par k2.
D'ou, la suite (an) est une suite géométrique de 1¢r terme ap et la raison q tels que :
ap = aire(IMoM1) = aire(IAB) = &8 = 8x4 — 16 | BasexHauteur
2
—(R2) =1
9= [7 =32
b) * Pour toutn élémentde N, An=ap+ a1+ ...+ an
1_(l)n+1
-5
=16[1- ()]
* aire(IABCDE) = A3 = 16][1- (%)4] =16[1- %] =16-1
aire(IABCDE) = 15
* lim ($)m1=0
N—+
D'ou, lim A,=16.
N—+o0 @
5) Toute similitude directe de rapport k multiplie les distances par k. AR
3
DEzgcnz@(@BC)zg(Q(QAB))zﬂgj AB= 22402 B|C
C|D
DE =2 DIE
Il
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CONSTRUCTION

Exercice 4 de maison (Extrait, Bac C Cote d'Ivoire 1998)

Dans le plan orienté, ABCD est un carré de centre O tel que Mes(ﬁ; ﬁ)= % .

Soit M un point de la droite (DC), N un point de la droite (BC) et de la perpendiculaire a la
droite (AM) passant par A et I le milieu de [MN].

1) Fais une figure.

2) On consideére la rotation r de centre A telle que : r(D) = B.

a) Démontre que N est l'image de N parr.

b) Déduis de la question précédente la nature du triangle AMN.

3) a) Détermine I'angle et le rapport de la similitude directe s de centre A telle que : s(D) = O.
b) Détermine l'image de C par s.

c) Déduis de la question précédente, I'ensemble de points I lorsque M décrit la droite (D).

SITUATION COMPLEXE

Deux chevrons (D) et(D”) devraient se couper en un point O hors de la toiture. Pour éviter que
la toiture ne se décoiffe a la suite d’'une éventuelle intempérie , le charpentier propose de fixer
un troisieme chevron qui doit penser par le point A et I'intersection des deux chevrons. Il
sollicite le fils du propriétaire .Celui-ci te demande de I'aide. Al'aide d’'une rédaction
argumentée, réponds a sa préoccupation

(D)

(D)

SOLUTION
Pour répondre au probleme posé je vais utiliser les similitudes directes en particulier les
homothéties.

Considérons Al’homothétie de centre A et de rapport % .

On choisit un point B sur la droit (D) et on construit son image par 4.

On choisit ensuite un point E sur la droite (D’) et on construit son image par A.
On obtient I'image de (D) par A en tracant la parallele a (D) passant A(B).

On obtient de méme l'image de (D’) par A.
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Soit O le point d’intersection des deux droites images, la droite cherchée est la droite (AO)
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THEME : MODELISATION D°’UN PHENOMENE ALEATOIRE

Durée : 06 heures

Lecon2 : PROBABILITE CONDITIONNELLE ET VARIABLE ALEATOIRE
A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Pour I’organisation de la kermesse de leur Lycée, les éléves d’une classe de terminale proposent le jeu
suivant & un stand :

« Une urne contient trois boules rouges numeérotées 100, 200 et 300 et deux boules noires numérotées
2 et 5, toutes indiscernables au toucher ».

Les regles du jeu sont les suivantes :

Le joueur mise x francs CFA et tire successivement avec remise deux boules de 1’urne. Si les deux
boules tirées sont de méme couleur, la partie est perdue et il perd sa mise. Sinon, le joueur remporte le
montant en francs CFA égal au produit des numéros apparus sur les boules tirees.

On appelle gain algébrique du joueur la différence entre ce qu’il obtient a I’issue du jeu et sa mise. Le
joueur est perdant si son gain algébrique est négatif.

Pour ne pas étre perdant, ces éleves souhaitent déterminer la mise minimale du joueur pour que le jeu
leur soit avantageux. Ensemble, ils s’organisent pour trouver cette mise.

B.CONTENU DE LA LECON

|. Probabilités conditionnelles
1. Définition
Soit B un événement d’un univers Q tel que P(B) # 0.

On appelle probabilité conditionnelle sachant que B est réalisé, I’application Pg qui a tout
P(ANB)
P(B)

est noté Ps(A) ou P (A/B) et se lit probabilité de A sachant que B est réalisé ou

événement A de Q associe le nombre réel

, P(ANB
Le nombre réel (AN5)

P(B)
simplement probabilité de A sachant B ou encore probabilité de A si B.
Ainsi on a: P (A/B) = Pg(A) :%

Exercice de fixation
E et F sont deux événements tels que : p(E):% ; p(F):% et p(En F):g
Calcule pg(F) et pr(E)

Solution
Ona:
_Dp(ENF) _4 _DP(ENF) _ 8
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2. Conséquence de la définition

Soit A et B deux éveénements d’un univers Q tels que : P(A) #0 et P(B) #0
P(A N B)=P(A) xPa(B)
P(AnB)=P(B) x Pg(A)

Exercice de fixation
| et F sont deux événements tels que : p(F)= 0,75 et pp(I) = 0,45 .
Calcule p(F n1).

Solution

Ona:P(FnI)= P:(I) xp(F)
= 0,45%0,75
=0,3375

3. Evénements indépendants

Dans la suite de la lecon, A et B sont des évenements d’un méme univers

a. Définition

Soit P une probabilité définie sur un univers Q.

Deux evénements A et B de Q sont indépendants lorsque : P (A N B)=P(A) x P(B)

b. Conséquence de la définition
Soit A et B deux événements d’un univers € tels que A et B soient de probabilités non nulles
A et B sont indépendants si et seulement si Ps (A) = P(A) ou Pa (B) = P(B)

Interprétation

Les evenements A et B sont indépendants lorsque la réalisation de I’un n’influence pas la réalisation de
I’autre.

c. Propriétes

Si A et B sont deux événements indépendants alors :

A et B sont indépendants ;

A et B sont indépendants ;

A et B sont indépendants.

Remarque :
Ne pas confondre événements incompatibles et événements indépendants.
Deux événements incompatibles de probabilités non nulles ne peuvent pas étre indépendants.

Exercice de fixation
On lance une piéce de monnaie parfaitement équilibrée. Soit A 1’événement « obtenir Face au premier lancer »
et B I’événement « obtenir Face au second lancer ».

Justifie que A et B sont deux évenements indépendants.

SOLUTION
L’univers Q = {(P, P) ;(P ;F) ;(F ;P) ;(F ;P)}.
Card Q=22%=4

A={(F;P);(F, B}, B={(P; F);(F; B} AnB = {(F; F)}.
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P(A)zzzé ,P(B):%:%,P(AHB):ietP(A)XP(B):

N | =

X

N | =

P(ANB) = P(A) x P(B), donc A et B sont deux événements indépendants.

4. Formule des probabilités totales

a) Partition d’un ensemble

Définition

Soit Q un ensemble non vide et B;, B,,...,B,, des parties de Q tel que n est un entier naturel supérieur
ou égal a 2.

B, B,,...,B,, forment une partition de 1’ ensemble Q signifie que B,, B,,...,B, sont deux a deux
disjoints et B, U B, U...U B, = Q

Exercice de fixation

Soit I’ensemble A tel que : A ={1;2;3;4;5;6;7;8}

Justifie que les ensembles B, C, D et E ci-dessous forment une partition de ’ensemble A.
B={1;2},C={3;4;5},D={6; 7} et E = {8}.

Solution
BhC=0,BhnD=0,BnE=0,CNnD=0,CnE=0, DN E =@ et BUC UDUE =A.
Donc B, C, D et E forment une partition de I’ensemble A.

b) Formule des probabilités totales

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

B, B,,...,B,, forment une partition d’un univers Q telle que la probabilité de chaque événement
Bi(1 < i < n)soit non nulle.

- Pour tout évenement Ade Q, P(A) = P(ANB;) + -+ P(AN B,).

- Pourtouti (1 <i<mn),P(ANB;) = Ps,(A) X P(By)

c) Arbre de probabilités ou arbre pondéré

Un arbre de probabilités (ou arbre pondére) est un schéma permettant de résumer une expérience
aléatoire connaissant des probabilités conditionnelles.

En voici une présentation :

Evénements (correspondant
au chemin parcouru)

1% niveau 2eme niveau

’/;f'EEL/’

=] —_—

B ——» AnNBE

A

P(A)

- Pz (B)
P(A) //—/

Exercice de fixation

Un magasin propose des réductions sur les deux marques d’ordinateurs qu’il distribue. La marque A
représente 64 % des ordinateurs vendus et la marque N, 36 % .

30 % des ordinateurs de la marque A et 60 % de la marque N sont soldés.

On désigne par : A I’événement « obtenir un ordinateur de marque A », N I’événement « obtenir un
ordinateur de marque N » et S I’événement « obtenir un ordinateur soldé ».
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Construis un arbre pondéré décrivant la situation.

Solution

II-Variable aléatoire

Dans toute la suite, Q est un univers fini.

1 . Définitions

On considére une expérience aléatoire d’univers Q.

m On appelle variable aléatoire, toute application X de Q dans IR.

m Soit X une variable aléatoire qui, a chaque éventualité e; de Q, associe un nombre réel x; .
L’ensemble {x; ; x,; ...; x,} se note X (Q) et s’appelle I’ensemble des valeurs prises par X ou
I’univers image de Q par X.

m Soit P une probabilité sur Q.

La loi de probabilité de X est I’application qui, a toute valeur x;, prise par X, associe P(X = x;) ou
(X = x;) est ’'ensemble {w € Q, X(w) = x;}.

NB : Il est commode de représenter une loi de probabilité par un tableau du type :

X; X1 | X, Xp

PX=x;) | pi| p2 Pn

Dans ce tableau les éléments x; sont rangés dans 1’ordre croissant.
Remarque : p; +p, + - +p, = 1.

Exercice de fixation

Une urne contient six boules indiscernables au toucher dont deux sont blanches et quatre sont rouges.
On tire simultanément trois boules de I'urne et on note X la variable aléatoire égale au nombre de
boules blanches tirées.

1) Détermine les valeurs prises par la variable aléatoire X.

2) Etablis la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

Solution

Soit Q I'univers associé.

1) Dans ce tirage simultané de trois boules nous pouvons avoir soit aucune boule blanche, soit une
boule blanche, soit deux boules blanches. Donc les valeurs prises par la variable aléatoire X sont : 0;1
ou 2. Ainsi X (@) ={0; 1; 2}

2) L’univers Q est I’ensemble de tous les tirages simultanés de trois boules parmi six ;

donc Card(Q2) = CZ= 20.
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3
* (X =0) correspond au tirage de trois boules rouges donc p(X =0) = Z—‘(‘): 24—0 = %
* (X =1) correspond au tirage d’une boule blanche et de deux boules rouges donc
CpxC; _ 12 _ 3

PX=1="22=—"="
20 20 5
* (X =2) correspond au tirage de deux boules blanches et d’une boule rouge donc
2 1
p(x;z):M=i= 1
20 20 5
Nous avons le tableau suivant :
P(X =x) T 3 1
5 5 5

2. Espérance mathématique, variance et écart type.

Définitions

Soit X une variable aléatoire prenant n valeurs x; ; x5 ; ...; x,, avec les probabilités respectives
P1; D255 Pn- )

m On appelle espérance mathématique ou moyenne de X le nombre réel noté E(X) tel que :
E(X) =XiL1 xipi = 1Py + XaP2 + -+ + XD

m On appelle variance de X le nombre réel positif noté V(X) tel que :

V(X) =271 (i — EX))?p; = (ex — E(X))?p1 + (2 — E(X))?p2 + -+ (X0 — E(X))?ps

m On appelle écart type de X le nombre réel noté a(X) tel que : a(X) = /V(X) .

Remarque
La variance d’une variable aléatoire X peut étre donnee par :

V(X) = E(X?) - [EX)]* = x1°p1 +22°p ++ + x°pn — [EX)]?
Interprétation de I’espérance mathématique en termes de jeu :

Soit E(X) I’espérance mathématique d’une variable aléatoire X désignant le gain algébrique
(différence entre la somme percue et la mise).

E(X) est le gain moyen d’un joueur.

sLorsqueE (X) > 0, le jeu est avantageux pour le joueur.

sLorsqueE (X) < 0, le jeu est désavantageux pour le joueur.

¢LorsqueE (X) = 0, le jeu est équitable.

Exercice de fixation
La loi de probabilité d’une variable aléatoire X est donnée par le tableau ci-dessous.

X; -1000 [ 100 [300 [600

1 3 3 1

P(X =x; - - = -
( i) 8 8 8 8

Calcule I’espérance mathématique et 1’écart type de la variable X.

Solution
| E(X) = (-1000)(3) + 100(2)+ 300(2)+ 600(: )= 100

3. Schéma de Bernoulli
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a. Définitions
mUne épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire ne conduisant qu’a deux éventualités
exclusives : I'une est appelée succes notée S et ’autre échec notée S.

mUn schéma de Bernoulli est une expérience aléatoire qui consiste a répéter n fois de suite
(n = 2) de fagons indépendantes une méme épreuve de Bernoulli.

La probabilité p de succes est appelée parametre de I’épreuve de Bernoulli.
La probabilité p de succes et n sont appelés parameétres du schéma de Bernoulli.
Remarque

Lorsqu’on a une épreuve de Bernoulli, si on note p la probabilité du succes, alors celle de I’échec est
1-p.

Exercice de fixation

On lance une fois un dé cubique bien équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

On s’intéresse a I’apparition du chiffre 6 sur la face supérieure.

Justifie qu’on a une épreuve de Bernoulli dont tu préciseras la probabilité de succes.

Solution
Le lancer de ce dé cubique conduit a deux éventualités exclusives : « obtenir 6 » avec une probabilité

1 . - 5
de ¢ et «ne pas obtenir 6 » avec une probabilité de =
, . _— 1
On a une épreuve de Bernoulli de probabilité de succes -

b. Propriéte

Soit un schéma de Bernoulli a n épreuve et p la probabilité du succes (celle de I’échec est 1-p).
La probabilité d’obtenir exactement k SUCCes au cours des n épreuves est :

Ckp*(1—p)»* ou 0 <k <n.

Exercice de fixation

On lance 5 fois de suite un dé cubique bien équilibré dont les faces sont numérotées del a 6 et on note
aprés chaque lancer, le chiffre apparu sur la face supérieure.

Calcule la probabilité d’obtenir exactement 4 fois le chiffre 2.

Solution
Considérons I’épreuve de Bernoulli qui consiste a lancer le dé et a s’intéresser au chiffre 2.

Le succes S « Obtenir 2 » a pour probabilité P(S) = %

L’ épreuve étant répétée 5 fois de suite et de facon indépendante, on a un schéma de Bernoulli.
L’événement« Obtenir exactement 4 fois le chiffre 2 au cours des 5 lancers » a pour

4 1
probabilité :C¢ (3) (1-3) =2
4. Loi binomiale
a. Définition
Soit un schéma de Bernoulli a n épreuves identiques, p la probabilité du succes et X la variable
aléatoire désignant le nombre k (0 < k < n) de succes au cours des n epreuves.
La loi de probabilité de X est définie par : P(X = k) = Ckp*(1 — p)nFk
Cette loi de probabilité est appelée loi binomiale de paramétres n et p.

Elle est notée B(n;p).
b. Propriété

Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parameétres n et p.
L’espérance mathématique E(X) et la variance V(X) de X sont données par les formules :
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E(X) = np et V(X) = np(1-p)

Exercice de fixation
Sur une route, un carrefour est muni d’un feu tricolore A. On admet que la probabilité pour que le feu

A soit vert est Z )

Un automobiliste passe 5 fois a ce carrefour muni du feu A.

Soit X la variable aléatoire désignant le nombre de fois ou I’automobiliste rencontre le feu vert.
1) Calcule la probabilité pour que 1’automobiliste rencontre exactement 3 fois le feu vert.

2.a) Calcule I’espérance mathématique et la variance de la variable aléatoire X.

b.)Donne I’arrondi d’ordre zéro de 1’espérance mathématique de X et interprete ce résultat.

Solution

1) Lorsque I’automobiliste se présente au carrefour A, on s’intéresse a deux résultats : S « il rencontre
le feu vert » et S « il ne rencontre pas le feu vert ». Cette expérience est une épreuve de Bernoulli. On a
P(S) =2

L’épreuve étant répétée 5 fois de suite et de fagon indépendante, la variable aléatoire X suit une loi
binomiale de paramétres netptelsque:n =5etp = %
La probabilité pour que I’automobiliste rencontre exactement 3 fois le feu vert est :

P(X = 3) = C3 G)3 (1)2 =272 ~ 0,26.

4) 1024
2.a) Ici, il est préférable d’utiliser les formules E(X) = np et V(X) = np(1 — p) lorsque X suit une loi
binomiale de paramétresn et p. Ainsi, E(X) = 5 x % = 14—5 et V(X) =5 x % X i = E

b.)E(X) ~ 4 . L’automobiliste rencontre en moyenne 4 feux verts en passant 5 fois au carrefour muni
du feu A.

2.5 Fonction de répartition

Définition

Soit X une variable aléatoire définie sur un univers Q et P une probabilité sur Q.

La fonction de répartition de X est ’application F de R dans[0; 1] définie par : F(x) = P(X< x).

Exercice de fixation
Détermine et représente graphiquement la fonction de répartition F de la variable aléatoire X dont la
loi de probabilité est donnée ci-dessous.

X; -1000 | 100 | 300 | 600
PX=x) | L [3 3 [1
8 8 8 8

Solution

* Détermination de F.

La fonction de répartition F de X est définie sur R par :
Pour tout x € ]—o; —1000[, F(x) = 0

Pour tout x € [~1000; 100[, F (x) =
Pour tout x € [100; 300[, F(x) == +2 =~
Pour tout x € [300; 600[, F(x) = +2 ="
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Pour tout x € [600; +o[,F(x) =

® I

+i=1.
8

* Représentation graphique de F.

~1400-1200-1000-800:-600:-400:-200: 0| {200 : 400 : 600 : 800 :1000:1200:1400: ix

Remarque
La fonction de répartition est une fonction définie par intervalles.
La fonction de répartition est une fonction en escalier, croissante.

C. SITUATION COMPLEXE

Lors de la féte de fin d’année, une enquéte faite par le conseil scolaire d’un lycée, auprés d’un
échantillon d’éléves de terminales C et D révele que :

e 25% des éleves aiment jouer au damier sachant qu’ils sont de la terminale C.

e Un tiers des éleves aiment jouer au damier sachant qu’ils sont de la terminale D.

e 3 éléves sur 10 aiment jouer au damier.
Dago, le responsable des jeux et loisirs du conseil scolaire, choisit au hasard un éleve de cet
échantillon et note :
Cependant, Dago ne se souvient plus de la proportion des éléves de la de terminale D qui doit figurer
dans son rapport.
Pour cela, étant éléve de la terminale C, il sollicite ton aide.
A T’aide de tes connaissances mathématiques, aide Dago a retrouver la valeur de p(E).

Solution
v Pour répondre a la préoccupation de Dago, je vais utiliser les probabilités.
v’ J'utilise les probabilités conditionnelles et la formule des probabilités totales

Modélisation du probléme :

e E I’événement « I’éléve choisi est en classe de terminale D » ;
e R T’événement « I’éléve choisi aime jouer au damier » ;
e P(E) la probabilité de I’événement E.

*Je traduis cette situation par un arbre de probabilités ;

*Je détermine p(E). R
173

E

Pour ce faire, posons x = P(E) \
2/3

7
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On a les probabilités suivantes :

P (E)=1-x; Pg(R)= 5 ; Pp(R)= 2 Pg(R)= — et Pp(R)=
En utilisant la formule des probabilités totales, on a :
P(R) = P(RNE) +P(RNE);comme (R) = =,
alors 13—0 = g X+ 12750 (1-x) d’ou x= Z .

Donc finalement p(E)= %

75
100 °

Je réponds a la préoccupation de Dago
la proportion des éléves de la de terminale D est 60 %.

D. EXERCICES

Exercices de renforcement

Exercice 1
Un joueur lance successivement trois fois de suite une piéce de monnaie parfaitement équilibrée. Il
gagne 600 francs s’il obtient 3 fois « FACE ». Il gagne 300 francs s’il obtient exactement 2 fois
« FACE » et gagne 100 francs s’il obtient exactement une fois « FACE », mais il perd 1000 francs s’il
n’obtient que des « PILE ». On désigne par X la variable aléatoire représentant en francs le gain du
joueur (un gain est positif ou négatif).
1) Determine la loi de probabilité de la variable X.
2) Calcule la probabilité de gagner strictement moins de 300 francs.
3) a. Calcule I’espérance mathématique de la variable X.

b. Que représente ce résultat pour le joueur ?

c. Interpréte ce résultat pour le joueur.
4) Calcule le montant que le joueur devrait payer lorsqu’il n’obtient que des « PILE » pour que le jeu
soit équitable.

Solution
1. Les résultats possibles sont : (F;F;F) ; (F;F;P) ; (FiP;F) ; (P;F:F) ; (P;P;F) ; (PiF;P) 5 (F;,PiP) ;
(P;P;P).
Les différents résultats possibles donnent les gains suivants : -1000 ; 100 ; 300 ; 600.
L’ensemble des valeurs prises par X est :{—1000; 100; 300; 600.}

3

P(X= -1000) = P({(P; P; P)})= ; P(X=100) = P({(P; P; F) ; (P; F;P); (F;P;P)}) =7 ;
P(X=300) = P ({(F; F;P) ; (F;P;F); (P;F;F) )= ; P(X=600) = P({(F ; F s F)})=

1
8

X; -1000 | 100 [ 300 600

1 3 3 1

P(X = x; = = = =
( i) 8 8 8 8

2. Soit A I’événement « Gagner moins de 300F ».

Donc P(A)= P(X= -1000) + P(X= 100)= - += =~ .

3. a. E(X) = (-1000)(3) + 100(%)+ 300(§)+ eoo(g): 100.
b. 100 F représente le gain moyen du joueur.
c. E(X) > 0 donc le jeu est favorable au joueur.
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4. Soit S le montant que le joueur devrait payer s’il n’obtenait que des « PILE » pour que le jeu soit
équitable.

E(X) = (-)(3)+ 100(3)+ 300(2)+ 6003 )= 2=

Le jeu est équitable lorsque E(X) = 0.

E(X)zo@%"‘szoﬁs:woo.

Le joueur doit payer 1800F lors

Exercice 2

Une urne contient trois boules blanches et cing boules noires, indiscernables au toucher.
On tire au hasard et simultanément trois boules de I'urne. Lorsqu’on tire une boule blanche
, 0N marque un point ; lorsqu’on tire une boule noire, on perd un point. Désignons par X
La variable aléatoire égale au nombre de points marqués.

1) Détermine les valeurs prises par X.

2) Etablis la loi de probabilité de X.

Solution
1) Inventaire de toutes les eventualités :
Désignons par B une boule blanche et par N une boule noire.
Les différentes éventualités sont : BBB, BBN, BNN et NNN ; ce qui correspond
respectivement aux points marqués : +3, +1,-1 et -3.
L’ensemble des valeurs prises est {3 ; 1 ;-1 ;-3}
2) Loi de probabilité de X.
—3)=8 -1
P(X= 3)_C§’ "~ 56
_ 1\_CixCs _ 15
P(X=-1)= 2 56
C31><C§ _30
¢ 56
:10

__C&
P(X=3)=C5 =

P(X=1)=

56
Exercice 3

Sur un disque, on a enregistré dix morceaux différents. Le temps d’écoute de chacun d’eux est
donneé dans le tableau :

Code du morceau AlBlcl!lDpD E = G H | J
enregistre

Temps d'écouteen | »g0 | 500 | 240 | 280 | 260 | 240 | 280 | 200 | 240 | 280
secondes

Un appareil de lecture sélectionne au hasard un des dix morceaux et un seul.

Tous les morceaux ont la méme probabilité d’étre sélectionnés.

1. Calcule la probabilité, pour que chacun des morceaux soit sélectionné a cette lecture.
2.a) Calcule la probabilité de 1’événement E; :

« Le morceau sélectionné a une durée d’écoute de 240 secondes ».

b) Calcule la probabilité de I’événement E>:

« Le morceau sélectionné a une durée d’écoute supérieure a 220 secondes ».

3. On note X la variable aléatoire qui, a tout morceau sélectionné, associe le temps d’écoute de ce
morceaul.

a) Détermine la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

b) Calcule I’espérance mathématique de X.
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Solution.

1.

Ona:

PU) =P D) =P©) =P()=355=5 PO =P(F) =PI =555 =15
_ — 200 _ 10 _ 260 __ 13

P(B) =PH) = - =P ) " 2500~ 2500

2a)P(E1) = P()+P(F)+P(C) = 3XE = 125

)P (E) = 1-[P(B)+P(H)] = 1 22 = 12

3.a) L’ensemble des valeurs prises par X est : {200 ; 240 ; 260 ; 280}
La loi de probabilité de X :
13

P(X =200) = 2> ; P(X = 240) == ; P(X = 260) =
125 . 125 12
b) Esperance mathématique de X.
E(X) = 200 X 2L + 240 X -2 + 260 X — + 280 x — = 2790 _ 1268
125 125 125 125 125 5
Exercice 4

56
- P(X =280) = ==

A la suite d’un sondage effectué a propos de la construction d’un barrage, on estime que : 65% de la
population concernée est contre la construction du barrage et parmi ces opposants, 70% sont des
écologistes. Parmi les personnes non opposées a la construction, 20% sont des écologistes. On
interroge une personne au hasard.

1) Calcule la probabilité que cette personne interrogée soit opposeée a la construction du barrage et soit
écologiste.

2) Calcule la probabilité qu’elle ne soit pas opposée a la construction du barrage et soit écologiste.

3) Déduis-en la probabilité qu’une personne interrogée soit écologiste.

NB : Pour faciliter les réponses aux différentes questions, on pourra noter les événements

Solution
Désignons par E I’événement : « la personne interrogée est écologiste « et par C I’événement : « la
personne interrogée est contre la construction du barrage « .
1) Ils’agit de calculer P (C N E)
Ona:P(CNE) = P(C) X P.(E) = 0,65 x 0,70 = 0,455
2) Ils’agit de calculer P(CNE) = P (C) X Ps(E) = 0,35 x 0,20 = 0,07
3) La formule des probabilités totales donne :
P(E)= P(CNE) + P(CNE) =0,455 + 0,07 = 0,525.

Exercices d’approfondissement

Exercice

Mariam, une jeune dipldmée sans emploi, a recu un fonds et décide d’ouvrir un restaurant. Aprés un
mois d’activité, elle constate que pour un jour donné :

- La probabilité qu’il y ait une affluence de clients est de 0,6.

- Lorsqu’il y a une affluence de clients, la probabilité qu’elle réalise un bénéfice est de 0,7.

- Lorsqu’il n’y a pas d’affluence de clients, la probabilité qu’elle réalise un bénéfice est de 0,4.

On désigne par A I’événement « il y a affluence de clients » et par B I’événement « Mariam réalise un
bénéfice ».

1) On choisit un jour au hasard.

a) Calcule la probabilité de 1’événement E « il y a affluence de clients et Mariam réalise un bénéfice »
b) Démontre que la probabilité P(B) de I’événement B est égale a 0,58.
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¢) Mariam a réalisé un bénéfice. Calcule la probabilité qu’il y ait eu une affluence de clients ce jour-Ila.
(On donnera le résultat sous forme de fraction irréductible)

2) Mariam veut faire une prévision sur trois jours successifs donnés. On désigne par X le nombre de
fois qu’elle réalise un bénéfice sur les trois jours successifs.

a) Détermine les valeurs prises par X.

b) Détermine la loi de probabilité de X. (On donnera I’arrondi d’ordre 3 des résultats)

c¢) Calcule I’espérance mathématique E(X) de X.

3) Soit n un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2. On note P, la probabilité que Mariam réalise
au moins une fois un bénéfice pendant n jours successifs.

a) Justifie que, pour tout entier naturel n supérieur ou égala 2 : Pn = 1- (0,42)"

b) Détermine la valeur minimale de n pour qu’on ait P,> 0,9999.

Solution
Etablissons un arbre pondéré

0,

. < =
0,6/ 0,3\5

'\K/OA/
\06
'\_

B

1) a. Calcul de P (E)
E « il y a affluence de clients et Mariam réalise un bénéfice »
Ainsi E = AnB. on a donc P(E) = P(ANB) = P(A)xP(B/A)
=0,6x0,7
=0,42
b) Calcul de P(B)
P(B)=P(ANB) + P(4 NB)
= P(A)XP(B/A) + P(A)xP(B/A)
=0,6x0,7+0,4x0,4
=0,42+0,16
=0,58
¢) On sait que Mariam a réalisé un bénéfice. Calculer la probabilité qu’il y ait eu une affluence de
clients ce jour-1a, revient a calculer la probabilité de I’événement A sachant B.

P(ANB
P(A/B) = (P(’;))

_ 0,42

~ 058
42

" 58
21

29
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2) a. Sur les trois jours Mariam peut ne jamais réaliser un benéfice donc X prendra la valeur 0.

Sur les trois jours elle ne peut réaliser un bénéfice qu’un seul jour. X prendra la valeur 1,
Sur les trois jours elle peut realiser un bénefice sur deux jours, X prendra la valeur 2.

Et enfin sur les trois jours elle peut réaliser un bénéfice tous les jours. X prendra donc la valeur 3.

Onadonc X(2) ={0;1;2; 3}.

b). X est une variable qui suit une loi binomiale de paramétres n = 3 et P = 0,58.

P(X =0) = C? x (0,58)° x (1 — 0,58)3 = 0,074088 = 0,074
P(X =1) = Cl x (0,58)! x (1 — 0,58)2 = 0,306936 = 0,307
P(X =2) = C2 x (0,58) x (1 — 0,58)! = 0,423864 = 0,424
P(X =3) = C3 x (0,58) x (1 — 0,58)° = 0,195112 = 0,195

P(X=x;) | 0,074 | 0,307 | 0,424 | 0,195

c). Calcul de E(X)
E(X) =nxp =3x0, 58 = 1,74

3) a. Calcul de P,

Soit I’événement F : « Mariam réalise au moins une fois un bénéfice pendant n jours successifs »,
I’événement contraire de F est I’événement F « Mariam ne réalise aucun bénéfice pendant n jours

successifs ».
OnaP(F)=C2x%(0,58)°x (1—0,58)"
=(1-0,58)"
=(0,42)"
Donc P, = p(F)
=1- P(F)
=1-(0,42)"
b) Pn=>0,9999 < 1-(0,42)™ > 0,9999
< -(0,42)" = 0,9999-1
< -(0,42)" > -0,0001
< (0,42)" <0,0001

©n xIn(0,42)< In(0,0001)
In(0,0001)
In(0,42)

[n(0.0001) 10,61, d’oti n > 10,61.
In(0,42)

<n=

Ona

La valeur minimale de n pour qu’on ait Pn> 0,9999 est donc 11.
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THEME : TRANSFORMATION DU PLAN
Lecon 08 : NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE DU PLAN
A- SITUATION D’APPRENTISSAGE

Des éléves d’un lycée ont décoré avec
différentes figures géométriques les murs
de la salle du club de Mathématiques.

La figure ci-contre représentant I’une
d’elles est constituée d’un quadrilatere
ABCD de sens direct et de triangles
rectangles isoceles AM;B, BM,C, CM;D

et DM, A de sommets respectifs

M;, M,, M et M,. \/
Observant attentivement cette figure, 'un e Mo
des éléves de la promotion de Terminale, ol o :

(2]

passionné de nombres complexes et
géométrie, affirme que les segments
[M;M;] et [M,M,] ont des supports
perpendiculaires et ont la méme
longueur. D’autres €éléves n’étant pas de
cet avis, portent le probléme aux autres.
Ceux-ci décident d’effectuer des calculs pour vérifier cette affirmation.



B-CONTENU DE LA LECON
1. ENSEMBLE DE POINTS ET NOMBRES COMPLEXES

ZA—ZB

1) Interprétation de arg( ) et de

Zc—Zp

ZA— ZB)

a) Interprétation de arg(

Propriété
Si A, B, C et D sont des points d’affixes respectives z,, zz, Zg et Zp tels que

A+ B et C# D, alors arg(ZA

_ZB) est une mesure de I'angle orienté(DC; BA).

Autrement dit : mes (DC BA) = arg( ) + 2km, keZ

Exercice de fixation
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O ;I;])
On considére les points A, B et C d’affixes respectives —1 + iv/3; 2 et =1 — iv/3.

Détermine la mesure principale de I'angle orienté (B—(f; ﬁ).

Solution
z,# zp et zg # zc. donc les points A, B et C sont tels que A #B et B #C.

Ona: Mes(BC: BA) = Arg (4=22),

Zc—ZB
Z
Calculons Z?_ZE Posons Arg G - L?) = a.
zy—zp —1+iV3-2 cosaq = L
Zc—2Zp —1-—iV3—2 Onaq _\2/§.Donca=—3E
B 34 i\/§ sina = T
T —3-iV3 D'ott : Mes(BC, BA) = Arg (2=2z)
_(-3+iV3)(-3+iV3) 1 — (3
(-3 -iv3)(-3+iV3) = Arg( 2 )
9 — 6ivV3 -3 __r
T 9+3 ’
6— 6iv3 Par suite la mesure principale de I'angle
' ianté (BC.BA) est — =
=17 orienté (BC; BA) est .
_1-iV3
2
1 3

- —

2 2



b) Interprétation de | “5

Zc—Zp
Propriété
SiA, B, Cet D sont des points d’affixes respectives z,, z, Z; et zp tels que C# D, alors :
ZpA—ZB| __ ﬂ
Zc—Zp “¢p'

Exercice de fixation

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct.
On considére les points non alignés A, B et C d’affixes respectives —1 + iv3; 2 et —1 —

i3
1) Donne une interprétation de
2) Déduis-en que : AB = BC.

ZA—ZB

Zc—Zp )

Solution
1) Ona: z #2; ce qui justifie I'existence du quotient A_ £
ZA—ZB _ﬁ
Zc—Zp - BC
2) Calculons [ZA~2E
Zzc—Zp
=m| O+ S O
Zc—Zp 4 4
D’ou: B— = 1 et par suite AB = BC.

TABLEAU RECAPITULATIF

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ;e; ,e; ).
A et B deux points distincts du plan d'affixes respectives z, et zg.
M est un point quelconque du plan d’affixe z et 1 désigne le vecteur-image de z.

CARACTERISATIONS
COMPLEXES

CARACTERISATIONS
GEOMETRIQUES

ENSEMBLE DE POINTS

|z — zp| =1, r €ER} AM =r Cercle de centre A et de rayon r.
|z —zpl =A|z—25|, A€ R, | AM = A BM - la mediatrice du segment [AB]
lorsque A =1
Ou bien - le cercle de diamétre [G,G,]
lorsque 1 # 1, 0u
AM _ o G, =bar {(A;1), (B; 1)} et
BM G, = bar {(A;1), (B:- 1)}
arg (ZA—Z) — kn ke mes (m; m) — ket Ie_taéjmlte (AB) privée des points A
k €Z '
arg( ) "ikn. ke mes (m’m) _ Tk | Le cercle de diametre [AB] privé
zp-z ‘e ’ 2 * | des points A et B.

arg(z—zy) =a+kmn, a €R mes(?l’,m) = a +km,

ke’

la droite de repére (A, ), privée de
A, ou

mes(&;, U) = a

arg(z —zp) = a+k2m,a € R mes(?l’, AM) = a +2km,

kel

la demi-droite de repere (A, ),
privée de A, ot mes(e;, U) = «




Exercices de fixation

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ; ey ,’e; ), A et B deux points
distincts du plan d'affixes respectives z, et zg, M est un point quelconque du plan d’affixe z
et de vecteur-image u.

Associe chaque caractérisation complexe a I’ensemble des points du plan qui convient

caractérisations complexes ensembles
|z — zp| =71, r€ R} A 1 Le cercle de diametre [AB] privé
des points A et B.
la droite de repere (A, ), privée de
|z—z,| =Alz—2zg|, A€ER; | B 2 | A ou
mes(Te;, U) = a
- la demi-droite de repére (A, u),
arg (ZB Z) =km C 3 - . p_/,i_, u)
za-7 privée de A, ol mes(e;, U) = «
arg(?j\—:i) =~ +kn D 4 | Cercle de centre A et de rayon r.
- la mediatrice du segment [AB]
lorsque
A=1
arg(z—zp) =a+km, a€R | E 5 | - le cercle de diametre [G,G,]
lorsque A # 1, ou
Gy =bar {(A; 1), (B;A)} et
G, =bar {(A 1), (B;- )}
Arg(z—z3)=a+kma€R | F 6 EIz_tal?(’jmlte (AB) privée des points A
Solution

A-4:B-5:C-6;:D-1;:E-2;F-3

Exercice de fixation 2

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ;u , 7 ). Détermine ’ensemble
des points M d’affixe z vérifiant |2iz — 3 + 2i| = |z — 2|.

Solution
|2iz—3+2i|=|z—2|<=>|2i(z+1+§i)|=|z—2|<:>2|z+1+§i|=|z—2|

=2]z-(-1-2)|=lz-2l = 2BM=AMou AetB sont
les points d’affixes respectives 2 et —1 — z L.

MA
s — =2,
MB

On considére les points H et K tels que H = bar {(A ; 1), (B ; 2)} et K=bar {(A; 1), (B ;- 2)}.

L’ensemble des points M d’affixe z vérifiant : |2iz — 3 + 2i| = |z — 2] est le cercle de
diamétre [HK].
1><2+2><(—1—;i) 1><2—2><(

Ona:zy = f:—letzl(z

mt-) SEPREPY)

-1



Il. CONFIGURATIONS DU PLAN ET NOMBRES COMPLEXES
1) Droites paralleles

Propriété:
A, B, C et D sont des points d’affixes respectives z,, zz, z; et zp tels que : A# B et C# D.

Les droites (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement si %ER*.
C—4D

Exercice de fixation
On consideére les points A, B, C et D d’affixes respectives 5+ i; —2;1+iet—4 — 2i

1) Trace les droites (AD) et (BC).
2) Démontre que les droites (AD) et (BC) sont paralleles.

Solution

D

2)Ona: zy#zpetzp # zc. Donc A #B et D #C.
Zp—ZA
Zc—ZB

Zp—2y  —4—2i—(5+10)
Zc—zp  1+i—(=2)

Calculons:

_ —9-3i
R
_ —3(34?1)) —
3+i _
-3 eR*. Donc % eR*. Par suite les droites (AD) et (BC) sont paralleles.
C™4B

2) Alignements de trois points

Propriété:
A, B et C sont des points tels que A #B et B #C d'affixes respectives z,, zget z; .

Les points distincts A, B, et C sont alignés si et seulement si % eR*.
C~ 4B

Exercice de fixation

On considere les points A, B et C d’affixes respectives 2 + iv3;—1et

11+ 4iV3
Démontre que les points A, B et C sont alignés.



Solution

Ona: z,# zg et zg # zc donc A #B et B #C.

Calculons ;: Z4~2E
Zc—zZp

Zy—zpg 2+ IN3—(-1)
Zc—2zp 11443 —(-1)
_ 3+ivV3
12+ 4iV3
_ 3+iV3

43 +iy3)
1

4
i eR*. Donc % eR*. Par suite les points A, B et C sont alignés.
C™4B

3) Droites perpendiculaires

Propriété
A, B, C et D sont des points d'affixes respectives z,, z3, Z; et z;, tels que: A# B et C+ D.

Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seulement si %GUR*.
C™4D

Exercice de fixation
On consideére les points A, B, C et H d’affixes respectives —3 -i; =2 +4i; 3 —iet —2.

1) Trace les droites (AH) et (BC).
2) Démontre que les droites (AH) et (BC) sont perpendiculaires.

Solution

D

2)Ona: z,# zn et zg # zc donc A# H et C# B.

Zp—2Z
Calculons Z2—=¢
ZH—ZA



zp—zZc _ —2+4i—(3-i) _ —5+5i _ (=5+5i)(1-i)

Zy—2Z4 —2—(=3—i) 1+ (Q+)@-i)
—5+5i+5i+5
- 1+1
= % = 5;
5i €iR*. Donc les droites (AH) et (BC) sont perpendiculaires.

4) Points cocycliques
(C’est-a-dire des points situés sur un cercle)

Propriété

A, B, C et D sont des points deux a deux distincts et non alignés d'affixes respectives
Zp, Zg, Z €t zp.

A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si ZeTPA, ZCTPB o

Zp—ZA ZDp—ZB

Exercice de fixation

Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormé (0O, , ]), on considere les points A,
B, C et D d’affixes respectives —2i; 7 — i et 8 + 2i et —1 + 5i.

a) Place les points A, B, C et D dans le repere.

b) Démontre que les points A, B, C et D sont cocycliques.

Solution

a)

b) Ona:zz # z, et zg # 2z . Calculons -2=24 et 22=%C

ZB—ZA ZB—ZC
Zp — 2z, —1+4+5i— (=20
Zg — Zy 7—1—(-20)
_ TI47E_ (CIH7D(-D) | 7947 S0L
T o7+ (7+D(7-0)  49+1 50
Zp-zc _ —145i=(8+20) _ —9+3L _ (-9+3D(-1+3) _ 9-27i-31-9 _ =30 _ _ 4.
zg—zc  7—-i—(8+20)  —1-3i  (=1-3i)(-1+30) 1+9 10

Zp—Zp Zp—Zc _ L __

1
Zp—2ZA Zp—ZC -3i 3’



Conclusion

—iD_iA = i donc A, B et D sont non alignés.
B™Z4A
De plus 2274 2D7%C ¢ R+,

ZB—ZA ZB—Zc
Donc les points A, B, C et D sont cocycliques.

5) Triangles particuliers et nombres complexes

Propriétés
A, B et C sont des points non alignés d'affixes respectives z,, z; et z;.
- Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si % eiR*.
C™4A

- Le triangle ABC est isocele en A si et seulement si
ZCTEA — pla gy Z€72A — p-i@ gquecO0<a < T
ZBp—zZA ZB—zZA

. . \ . . - . —Z .
- Le triangle ABC est rectangle et isocele en A si et seulement si % =iou EB—ZA = —i.

C™4A C™%4A

. s . . Zp—Z4 iL  zp-z4 —iZ

- Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si——= =¢es ou—==¢ 's.
Zc—ZA Zc—ZAp

Exercice de fixation 1

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O, I, J), on considere les points
A, B et C d’affixes respectives 1 +i; 3 et 3 + 5i.

a) Place les points A, B et C dans le repeére (O, I, ]).

b) Démontre que le triangle ABC est rectangle en A.

Solution

a) b) Ona: z,# zz et z.# za. Donc A= B et
C+ A.
x Calculons : Z2~%4
Zc—zZp
zg—2zp  3—(1+10)
1 Zc—24 345i—(1+1i)
2—1i

T2+ 4
2-0D2-4)

T2+ 42— 4D)
A  4-8i-2i—4

4+16
_ —10i

h oo 1 ) 3 4 5 =
20
1,

—1 —

= ——1l.
2

J

ZB—Z4
-2 Zc—Zyp
en A.

€iR*. Donc le triangle ABC est rectangle

Exercice de fixation 2
On considere les points A, B et C d’affixes respectives —3 + 2i; —2 — 3i et 3 — 2i
Démontre que le triangle ABC est rectangle isocele en B.

Solution

Ona: z,# 7y et zo# zg. Donc A# B et C# B.
Calculons : Z4~%E
Zc—zp



=1

Zg—zg  —3+20i+2+3i —-1+5i (-1+5)(5—-i) -5+i+25i+5
Zc—zy 3-2i+2+3i 5+i  (G+DG-0) 25+ 1
ZA—ZB

Zc—zp

Exercice de fixation 3

= i, donc le triangle est rectangle isocele en B.

On considére les points A, B et C d’affixes respectives —1 + iv/3; 2 et —1 — i+/3.
Démontre que le triangle ABC est équilatéral.

Solution

Ona: z,# zy et . # zp. Les points A, B et C sont A# B et C+# B.

ZA—ZB
Zc—Zp

Calculons:

za—zp _ —1+iV3-2 _ —3+iV3 _ (=3+iV3)(-3+iV3) _ 9-6iv3-3 _ 6—6iV3 _ 1-iV3

Zc-zg  —-1-iv3-2  -3-iV3
1 V3
2
ZA—ZB
Zc—Zp

TABLEAU RECAPITULATIFE

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ;u

. V3 T . . T -
———17—005(—§)+1sm(—§)—e 3,

9+3 12 12

LT
i—

LT
= e '3, donc ABC est un triangle équilatéral.

2

Configurations

Caractérisations

Caractérisations

géométriques complexes
Triangle ABC isocele en A. 2c=2a _ i
A ZB—ZAp
C AB=ACet mesA=a«a ou
v
- (0 <a< T[) Zc—Zyp — —ia
0] |—1_ir B Zp—7Z4
Triangle ABC équilateral.
Zc—ZA — eig
ZB—ZA
A
~ ou
A /\\ AB = AC et mesA = g
> Zc— 2 L
o| ¢ £ L=e
Zp — 2y
B
Triangle ABC rectangle et isocéle en Ze—74
A =1
Zp — 2y
B A
S ou
AB = AC et mesA = Y
VA Zc — 2a _ —i
Zp T Zy

(@)
Sly
O 4




Triangle ABC rectangle en A.

A
) \ \ ZeTZA — pi, avec
v A T ZB—ZA
g mesA = — b eR"
2
o w
C
Points A, B, C alignés.
B
A s
mes (AB, AC) = kn, kEZ ZCTZA o R
U A “BT2A

olu N\ ¢

Points A, B, C, D cocycliques
A

Céizf;;;«i;;\:>
‘VB

D

JEE——

mes (ﬁ @) =
mes (ﬁ) +km, kEZ

e

et mes (C_A: Eﬁ) # km,
keZ

ZB—Zc ,ZB~ZD € R*
Zpo—Zc ) ZA—ZD

Droites paralléles

A C
Bid 9/

»-
>
Ol u

Il existe un nombre réel A non

nul tel que :
CD = 1 AB.
ou

mes(ﬁ)z km:k €Z

arg(M) = km;

ZB—ZA
kel
ou

Zp — Zc¢ N
eER

Zg — Zp

<N
| -
>
O

AB -CD = 0
ou

mes(A_B/);\ﬁ)))zg+kn;kEZ

B—ZA 2
km:k€Z
ou
Zp — Zc¢ s
€EiR
Zg — Zp

Exercice de fixation

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ;U, V).
On donne les points A, B, C, D et K d’affixes respectives 2 + i, 2-i,5-2i, 5+ 2i et 4.

Justifie que :

1) les droites (AB) et (CD) sont paralléles ;
2) les droites (OK) et (DC) sont perpendiculaires

Solution




Zp—zc __ 5+2i—(5-2i) _ 4i

1)Ona: - .= —2.D’%u: 227 ¢ R* ;Par suite les droites (AB) et
ZB—ZA 2—i—(2+1) -2i ZB—ZA

(CD) sont paralléles.

2)Ona: 22zfc - 3*22G720 2y pogy; 227EC ¢ R*, Par conséquent les droites
ZK—Z0 4-0 4 ZK—Z0

(OK) et (DC) sont perpendiculaires.

I1l. TRANSFORMATIONS DU PLAN ET NOMBRES COMPLEXES

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O x| ;6]) ).

e Une transformation du plan est une application bijective du plan dans le plan.

e Soit f une transformation du plan qui, a tout point M, associe le point M’.
L’application F de C dans C qui, a I’affixe z de M, associe I’affixe z’ de M’ s’appelle la
transformation complexe associée a f .

L’application f s’appelle la transformation ponctuelle associée a F.
L’expression de z’ en fonction de z s’appelle I’écriture complexe def.

1- Définition d’une transformation du plan et d’écriture complexe

Définition

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0O, [, ]).

. Une transformation du plan est une application bijective du plan dans le plan.
. Soit F une transformation du plan qui a tout point M associe le point M".
L’application bijective fde C dans C qui a I'affixe zde M, associe |'affixe z’de M’
s’appelle la transformation complexe associée a F.

L’application F s’appelle la transformation ponctuelle associée a £.

L’expression de z’en fonction de zs’appelle I'écriture complexe de F.

2. Ecritures complexes de symétrie centrale de centre O et de symétries
orthogonales d’axes (OI) et (0O]) dans le repére (O, L, ]).

Propriété
Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormé
direct (O, 1, ]). o ' al- Z) M(Z)
° La symétrie orthogona]e d'axe (OI) a pour T S— o} ISR '
écriture complexe: z' = Z. )t '
J La symétrie centrale de centre O a pour écriture
complexe: z' = —z. :
. La symétrie orthogonale d'axe (0O]) a pour
écriture complexe: z' = —7Z. P(- 2)

3. Ecriture complexe d’une translation, d’'une homothétie et d'une rotation

e Translation



tﬂ est la translation de vecteur u d'affixe b MetM'

sont les points du plan d'affixes respectives z et z'. M'(z')

Ona:M' = t;(M) & MM = i.
Szi—z=b
=z =z+b

La translation de vecteur u d’affixe ba pour
écriture complexe: z’' =z + b.

Exercice

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé.

On donne le vecteur 1 d’affixe 1 — 2i.

1) Donne I'écriture complexe de la translation t de vecteur u.

2) Détermine les affixes des images respectives A' et B' par ¢de chacun des points A et B,
d’affixes respectives 3 —i et 5.

Solution

1) L’écriture complexe de la translation ¢de vecteur U d’affixe 1 — 2i est :
z'=z+1-2i

2) Déterminons les affixes des images A’ et B’ respectives de A et de B par t.
Zy =Zy+1-—2i

Ona:zy,, =3—-i+1-2i=4-3i

Donc z,, =4 — 3i

ZB’=ZB+1_2i
Ona:zg, =5+1—-2i=6-2i

Donc:zg, = 6 — 2i

e Homothétie de centre () et de rapportk, k € R*

h est I'homothétie de centre Q d’affixe Zq et de
rapportk, k € R*.
M et M' sont les points du plan d'affixes respectives
zetz'.Ona: M
M' = h(M) = QM' = kQM
7 -Za=k(Z-Za)
S 7L =k(Z-7a) + Za

L'homothétie de centre Q d’affixe Zq et de rapport k Q
a pour écriture complexe : Z' = k(Z - Zq) + Za JT
g 1
Exercice

Le plan complexe est muni d’'un repere orthonormé.
Détermine 1'écriture complexe associée a I'homothétie h de rapport - 2 et de centre ()
d'affixe 3 — i.

Solution

L’écriture complexe associée a I'homothétie /4 de rapport —2 et de centre () d'affixe
3—iest: z/=-2(z—B—-i))+(B—1i).

Par suite: 2’ = -2z + 9 —3i.



e Rotation de centre Q et d’angled, 6 € |—m, 1]
r est la rotation de centre de centre () d’affixe Zq et
d'angle orienté de mesure principaled.
e M et M' sont les points du plan d'affixes

respectives z et z' tels que M est distinct de (). On a :
QM' = QM My

—

Mes(QM; QM") =6

M’ =r(M)<:){

er(Q)) =Q - Q

Zr—zg i
=e'f
Z—Z()

Ona:

7 =e'%z - 2q) + 20

La rotation de centre () d’affixe Zq et d'angle orienté
de mesure principale 8 a pour écriture complexe :
z = e'%(z-120) + 70

Exercice
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct. (O ;4 ,7)

Trouve I'écriture complexe de la rotation rde centre Q d'affixe iv/3 et d'angle orienté de
mesure g :

Solution

La rotation de centre () d’affixe Zq et d'angle orienté de mesure principale 6 a pour
écriture complexe : z’' = e'%(z - zo) + za
Or zo=iv3et 9=§

Donc z' = e'3(z —iv/3) +iV3
Commeei5=cos§+i5in§=§+i§
, 1. .43 . .

Ona:z =(E+l7)(z—1\/§)+l\/§

r (1, V3 . 1, .3 .

VA —(E+l7)Z—l\/§(E+l7)+l\/§
Parsuite:z’=G+i§)z—i§+%+i\/§

On en déduitque: z' = (%+ i?)z+§+ i?

Le tableau suivant donne des transformations du plan et leurs écritures complexes

Transformationdu | Image M'(z’ ) d’un point Définition

Ecriture complexe

Plan M(z) géometrique
- M(2) :
Symétrie It £ La droite (OI) est la ;=
orthogonale d’axe ; I meédiatrice du z =2

(0D

segment [MM’]




- M'(z")
Symétrie ’ M(z) La, d_roit_e (0J]) est la 7' =—5
orthogonale d’axe médiatrice du
() JT : segment [MM']
O| 1
M'(z")

Symeétrie centrale de \ .
centre Q(w) M(2) aM’ = — QM zZ'—w=—(z—-w)
\ Q(w)

Translation de 17/' o
vecteur U M (z') TN — o z'=z+b

! =

d’affixe b M(z) MM = u
Homothétie de M'(z"
Centre Q(w) et de
rapport k Q)M (@) aOM’ = kQM z'—w=k(z—w)

(ke R\ {0})

M'(z") | M£Q
Rotation de centre 3 QM' = QM
Q(w) etd’angle 8  |Q(w) mes(QM, QM) =6 | , i0
zZ —w=¢e"(z—w)

M(z)

Exercices de fixation

Exercice

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O;UI) ;6]) ).
Détermine 1’écriture complexe de ’homothétie h de centre Q d’affixe — 1 — i et de rapport 3.

Solution
h étant I’homothétie de centre () d’affixe —1 — i et de rapport 3, son écriture complexe est
z'—(-1-i)=3(z—-(-1-1)).
Par suite, I’écriture complexe de I’homothétie h de centre Q(—1 — i) et de rapport 3 est :
z' =3z+ 2+ 2i



4. Similitude plane directe

a- Ecriture complexe d’une similitude plane directe

—

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O ;u ;v ).

1. Définition
Une similitude directe est une transformation du plan dont I’écriture complexe est de la
forme:z' = az+ bouaeC* et b eC.

Exemple :
Toute translation, toute homothétie et toute rotation est une similitude directe.

2. Propriété

Soit s une similitude directe d'écriture complexe:z' = az+ bouae C*et b e C.

*Si a=1, alors s est la translation de vecteur d'affixe b.

*Si a=# 1 alors s est la similitude directe de centre d'affixe 1% de rapport |4, d'angle

Arg(a).

Remarque::
Pour déterminer 'affixe du centre de la similitude, on résout I'équation: z€ C,z=az+b

Vocabulaire
Lorsque a # 1, la similitude directe est caractérisé par : son centre, son rapport et son
angle.

Remarque

e Toute rotation de centre A et d’angle a est une similitude directe de centre A, de
rapport 1 et d’angle a.

eToute homothétie de centre A et de rapport k& (k > 0) est une similitude directe de
centre A, de rapport ket d’angle nul.

eToute homothétie de centre A et de rapport k(k < 0) est une similitude directe de
centre A, de rapport —k et d’angle m.

Exercice de fixation
Détermine les éléments caractéristiques de la similitude directe S dont I’écriture
complexeest:z' = (1 —i)z+i

Solution
L’écriture complexe de S estde la formez' = az+boua=1-i etb=1i
a+1.Soit A le centre de S, kson rapport et 0 son angle.

) g b
e L’affixe du centre A est -
b i i

1-a 1-(1-0) =
e Le rapport k est tel que : k = |4|

k=y12+ (-1)* =v2

e L'angle O est tel que : 6 = Arg(a)

Ona: cosezg et sin0 = —g,donce:—f

S est la similitude directe de centre A d’affixe 1, de rapport v2 et d’angle — Z.



b- Reconnaitre une similitude directe définie par son écriture complexe

Propriétés
Dans le plan complexe P muni d'un repere orthonormé direct, on considere la similitude
directe S d’écriture complexe:z' =az+bouaeC* etb eC.

TABLEAU RECAPITULATIF PERMETTANT DE PARTICULARISER UNE SIMILITUDE

s g Nature et éléments
Conditions vérifiées par a S
caractéristiques de S
a=1 S est la translation de vecteur u
_ . B d’affixe b
Similitude di SiaeR R (1 S est 'homothétie de centre Q
1rr}1 ltl.l e directe aeR*\ {1} d’affixe —— et de rapport a.
S d’écriture 1-a
complexe lal = 1 Sestla rol‘fation de centre Q
Z =az+b B d'affixe — et d’angle Arg(a)
oua €Ceth€C. |gigeC\R S estla similitude directe de
lal #1 centre Q d’affixe ﬁ—a de rapport
|a| de d’angle Arg(a)

Exercice de fixation
Détermine dans chaque cas, la nature et les éléments caractéristiques de la similitude
directe S définie par son écriture complexe :

a) z=5z+2i; bz =z+1+3i;

9) Z'=(l+£i)z+l—§i; dz=(>C-1+1z+2.
2 2 2 2

Solution

a) a=>5,dans ce cas a€ R*\ {1}, S est une homothétie de rapport 5.
Déterminons l'affixe zo de son centre.

2i 1,
20=15="31

Donc S est 'homothétie de centre le point d’affixe — %i et de rapport 5
b) a = 1. Dong, S est la translation de vecteur d'affixe 143i
c)a=%+§i,danscecas aeC\R

|% + ?i | =1, donc S est une rotation

Déterminons son angle
1, V3, 1, .3 T, . . T
Arg(z+—i)=Z car-+i—=cos-+isin-.
2 2 3 2 2 3 3

Vi
Son angle est 3
Déterminons son centre

Son centre a pour affixe 1.

D'ou, S est la rotation de centre le point d'affixe 1 et d'angle g



d)a=-1+1i,danscecas a € C\ R
|-14i| =+/2, |-1+i|# 1 donc S est une similitude directe

N\ — 37 LR 31 ? 74 3T
Arg(-1+4i) ==F car —1 + i = cos=* + isin=t

L’angle de S est %ﬂ

—i

2(2+i 4+ 2i 4 2
_ 20k _ a2 _ 4 2,
5 5

T @-D(2+) 4+1

D'ou, S est la similitude directe de centre le point d’affixe g + gi , de rapport V2 et
d'angle .

c- Détermination de I'écriture complexe d'une similitude directe
donnée par son centre, son rapport et son angle.

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O ;u , 7).

Propriété

Soit M' un point du plan d'affixe z' qui est I'image d'un point M d'affixe z par une
similitude directe S de centre Q) d’affixe z , de rapport ket d'angle 6.

Ona:z =ke'(z-2z,) + zp.

Exercice de fixation
Détermine I’écriture complexe de la similitude directe de centre le point A d’affixe j de
rapport v2 et d’angle f.

Solution
La forme générale de I’ écriture complexe de S est : 2’ = ke'¥(z - z,) + z,
z'= \/Eeiz(z- Za) + Za
(V2 V2NN
_ﬁ(z +i 2)(2 i)+
=(1+)N(z-D+1i
=(1+)z+1.
Donc I'écriture complexe de Sest : z'= (1 + )z + 1.

d. Construction de I'image d’un point par une similitude directe définie par
son centre, son rapport et son angle.

Propriété
Soit s une similitude plane directe de centre A ,de rapportk et d’angle 6( 6€]—; 7[).

. o AM' = kAM
Pour tout point M du plan distinct de A, s(M) =M (:){Mes (W, TYi )

Conséquence
Toute similitude directe s(a, x, ) de centre A, de rapport ket d'angle de mesure 0, s'écrit

de fagon unique sous la forme :
S(a;k;6) = T'(a;0) 0 hea;10 = h@; 0T 0).



* ha;x estl'homothétie de centre A et de rapportk
* T(a;0) estlarotation de centre A et d'angle de mesure 0.

Vocabulaire:
L’écriture: sa;k;0) =rea;0) 0 ha;x =he;x o r@;e s’appelle la décomposition canonique
dela similitude directe s(a;x; o)

Exercice de fixation 1
. e cps . 3m
Ecris la décomposition canonique de s¢a;2; )

Solution
3n 3n 3n
S@;2;5) =rm;>) 0hwizy =ha;yore; ).

Exercice de fixation 2 :
Construis I'image M' d’'un point M par la similitude directe S de centre A, de rapport 3 et
d'angle % .

Solution
s T A
S@i3iy =haiyora,pH=ra;poha; M

3)

s T
*S@;3iy =hainora;y.

Ml r M1| h Ml 1

=+

* S5 =g 0 hass A M

M|—" My | — M

e. Similitude directe définie par deux points distincts et leurs images

Propriété
Soit A, B, C et D quatre points du plan tels que: A= B et C#D.
Il existe une unique similitude directe qui transforme A en C et B en D.

Conséquence
Soit A, B et C trois points du plan tels que : A= B et B # C.

Il existe une unique similitude directe qui transforme Aen B et B en C

Exercice de fixation

Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé direct.

On donne les points A(2), B(2+2i), C(1-3i) et D(-41).

a) Trouve l'écriture complexe de la similitude directe s telle que : s(A) = Cet s(B) = D.
b) Détermine les éléments caractéristiques de S.

Solution
a) Soit:z'=az + b ou aeC* et be(, I'écriture complexe de S.



s(A)=C azp +b=12c
{S(B):D < {azB+b:zD
{ 2a+b=1-3i
(2+2))a+b=—4i
{ 2a+b=1-3i
SU=2-2Da—b = 4i

-2ia=1+i
-1, 1.
a= =7 T3l

La 1¢re équation du systeme donne :

A T 25 T
b=1-3i-2a 1312(2+21)
b=2-4i

L’écriture complexe de s est: z' = (-% + %i)z + 2 -4i

b) Notons kle rapportde S, 0 son angle et Q2 son centre :

e -

*o=Arg(-1 + =31
*Zo= 2_‘1” — = 2_12i i =2-2i
=31 1-(—5+7)

V2

Dong, S est la similitude directe de centre Q(2-2i), de rapport = et d'angle

3n
2 4

Cas particulier : Similitude directe définie par son centre, un point et son
image

Propriété
Soit A, B et C trois points du plan tels que : A= B et A= C.
Il existe une unique similitude directe de centre A qui transforme B en C.

Exercice de fixation

Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct, on donne les points A(-2+i), B(1+42i)
et C(2-i).

On considere la similitude directe S de centre A telle que : S(B) = C.

a) Trouve I'écriture complexe de S.

b) Détermine les éléments caractéristiques de S

SOLUTION

a) L’écriture complexe de sestdelaforme:z' =az +bouae C*etb € C.
s(A)=A {aZA +b =2z,
s(B)=C azg + b = z¢

{(—2+i)a+b =-2+i (Ly)
(L+2ija+b=2-i (Lo)



{(—2+i)a+b =2 +i (L)
(-1-2i)Ja-b=—2+i -Lu(Ly)

(L) - (L2) < (-3-))a=-4+2i

— —4+2i
R w
a=1-i

(L1) donne:b=-2+4+1i-(-2+i)a
b=-24+i-(-2+i)(1-i) =-1-2i
Donc, S:z'=(1-i)z-1-2i

b) S a un centre, donc S n’est pas une translation.
a=1-1i,a€ C\RdoncS n’est pas une homothétie.

|1-1i] = \/5 |a| #1 donc S n’est pas une rotation.

D’ou S est la similitude directe de centre A de rapport J2 et d'angle Arg(1 - i)
Soit 0 I'argument principal 1-i.
1
Cos0 =—=
J2 n
Sin0 =——= 4

1
J2
Conclusion : S est la similitude directe de centre A, de rapport \/E et d’angle -%

f. Images de figures simples par une similitude directe

Propriété 1

Toute similitude directe de rapport ktransforme :

e une droite en une droite ;

e une demi-droite en une demi-droite ;

e un segment de longueur ¢ en un segment de longueur 47 ;

e un cercle de centre A et de rayon r en un cercle de centre A’, image de A par la
similitude directe, et de rayon kr.

Propriété 2

Toute similitude directe de rapport k multiplie :
e les distances par k ;

e les aires par k?

Exercice de fixation

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O, I, ]).

On donne la similitude directe S dontI’écriture complexe est:z' = (1 + i)z - 1 - 2i
a) Calcule l'aire a; de I'image du triangle OI] par S.

b) Trouve l'image (Cz) par S du cercle (C1) de centre O et de rayon 2.

c) Détermine I'image de la droite (OI) par S.

Solution
a) Le rapport de la similitude S est v/2. Le triangle OIJ a pour aire % ua.

Donc l'aire a; de I'image du triangle Ol est : (\/7)2 X % =2X %ua, soit lua.

b) Soit O’ I'imagede O par S.Ona: z, = —1 — 2i.
(C2) estle cercle de O’ et de rayon 2v/2.



c) SoitI''image de I parS.Ona: z;, = —i.
L’'image de la droite (OI) par S est la droite (O'T").

C- SITUATION COMPLEXE

Situation complexe 2

Des éléves d’un lycée ont décoré avec
différentes figures géométriques les
murs de la salle du club de M
Mathématiques. ‘
La figure ci-contre représentant I’une ‘
d’elles est constituée d’un quadrilatere

ABCD de sens direct et des triangles
rectangles isoceéles AM; B, BM,C,

CM3D et DM, A de sommets respectifs \/
Ml’ Mz,M3 et M4_. Lo My
Observant attentivement cette figure, o| &

I’un des éléves de la promotion de
Terminale, passionné de nombres
complexes et de géométrie, affirme que
les segments [M, M;] et [M,M,] ont des
supports perpendiculaires et ont la
méme longueur.

Démontre en utilisant les nombres
complexes que I’affirmation de cet
éleve est correcte.

Solution
e Pour résoudre ce probleme, on va utiliser les nombres complexes appliqués a la
géométrie.
e Pour cela, désignons par z,, zg, z. et zp, les affixes respectifs des points
AB,CetD; z,,z,, 25, €t z, les affixes respectifs des points M, M,, M5 et M,.
Le triangle AM, B est rectangle isocéle en M; < % =i (car le triangle AM;B est

directe).
zp —iz
® n="_
o 2z, = (zp —iz;)(1+i)
PN 7, = Zax(1-0)+ zgx(1+i) .

2

De méme, on montre que les triangles BM,C,CM3;D ,DM,A sont rectangles si et
seulement si on a respectivement :

zpX(1-0)+ z¢x(1+i) zeX(1-10)+ zpx(1+i) zZpX(1—-0)+ z4x(1+i)
2 = ) Z3 = et 4 = .
2 2 2

Il reste a calculer : 2222

Z3— Z1



zpx(1-D+zax(A+i) zpx(A-D+zex(1+i)

Za— Zy __

2 2
T zex(1-D+zpx(A+i)  zgx(A-D)+zpx(1+i)
2 2

Z3— Z1

_ (1-i)(zp—zp) + (1+i)(z4a— 2z¢)
(1-D)(zc-z4) + (1+i)(zp— zB)

et par multiplication par le
conjugué

__2x(zp—zp) +2ix(za— z¢)
2X(zc— z4)+ 2ix (zp— zB)

(1 +i)de (1 i)

_ _[Gzp-zp) +ix(za-zc) |
i X [(zp—zB) +iX(za— z¢) ]

= —i.

les segments [M, M;] et [M,M,] ont des supports perpendiculaires et puisque
|zy — z,| = |z, — z,| ces segments sont de méme longueur.

Exercices de maison

Exercice 1
On donne le point A d'affixe 242

a) Détermine I'écriture complexe de la translation t de vecteur u d'affixe 1-3i.
b) Détermine I'écriture complexe de I'homothétie h de centre A et de rapport -3.
c) Détermine 1'écriture complexe de la rotation r de centre A et d'angle % .
Exercice 2

Détermine les éléments caractéristiques de la similitude directe S dont I’écriture

complexeest:z’' = (1 + ivV3)z+2iV3.

Exercice 3
Détermine dans chaque cas, la nature et les éléments caractéristiques de la
similitude directe s définie par son écriture complexe :

a) z =-3z4+1-1i; bz =z+1i;
Q7= g—gi)z+%i; d) z’ = (2-2i)z.

e)z =-z+1i

Exercice 4
Le plan complexe est rapporté a un repéere orthonormé direct (0 ;e; , e; ).
a) Détermine I'écriture complexe de la similitude directe de centre le point A

d’affixe 1- 7 de rapport 3 et d’angle _Tgﬂ.

b) Détermine I'écriture complexe de la similitude directe de centre le point B
d’affixe iv/3, de rapport 4 et d’angle _TZH

c) Détermine I'écriture complexe de la similitude directe de centre le point O, de
rapport% et d’angle 5?”.

D- EXERCICES
Exercice 1
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ;U , V).

On donne les points A, B, C, D d’affixes respectives 2 + i, 2-i,5-2i, 5+ 2i .
Justifie que : les points A, B, C et D sont cocycliques.



Solution

. Zp—Zc ,Zp—Zc _ 4i —3+i -2
Ona: — . ——=—:——=

Zp—Za  Zp—Za 3+i —2i 5"

\ . 2p~Zc . 2B~ ZC
Dou:——:—=——€ R".
ZD—ZA ZB~ZA

Par suite les points A, B, C et D sont cocycliques.

Exercice 2

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct (O;FI) ,6]) ).
1) Détermine I’écriture complexe de la translation t de vecteur u d’affixe 1 + 4i.

2) Détermine 1’écriture complexe de la rotation r de centre A d’affixe 1 + i et d’angle 2?“ :

Solution

1) L’écriture complexe de la translation t de vecteur U est : z' = z + zg. Or zg = 1+4i.
L’écriture complexe de la translation t de vecteur U est : z' = z +1+4i.

2) L’écriture complexe de la rotation 7 de centre A et d’angle 2?“ est :
L2T
z—(1+i)=e3@Z—-(1+1i)
, -1 .43 . .

7' = (7+1 ?)(Z —(1+1)) +1+i
= (R D)+ 2
L’écriture complexe de la rotation r de centre A
d’affixe 1 + i et d’angle 2?“ est :
7z = (_—1+i ﬁ)z+3+\/§ SE

2 2

2 +1 T

Exercice de renforcement

Exercice 3

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ;u , 7).

Dans chaque cas, détermine et construis I’ensemble des points M d’affixe z vérifiant la
condition donnée :

a) |z —2i| = 3.

b) lz—1+i|l=|z+ 1+ 3il.

c)arg(z—1—-1i) = %[27‘[].

Solution

a) |z — 2i] =3 & AM =3 ou A est le point
d’affixe 2i.

L’ensemble des points M dont I’affixe z
veérifie :

|z — 2i] = 3 est le cercle (C) de centre A de
rayon 3.




b) y

lz—1+il=|z+ 1+ 3i] ) o
Slz-0A-0)| =
|z — (-1-30)| 1
< PM = QM ou P et Q sont les points
d’affixes respectives 1 — i et —1 — 3i. /R 5

L’ensemble des points M dont I’affixe z
vérifie :

|z—1+1i| =|z+ 1+ 3i] est la médiatrice
(A) du segment [PQ)].

/A

c)arg(z—1—1) =—[2n]

o))

s
oarg(z—-(1+10) = g [27] ‘
& arg(z—z,) = %[Zn], ol A(1 + i)

@Mes(ﬁ, m) = %
L’ensemble des points M d’affixe z 2

vérifiant : arg(z—1—1i) = g [27] est
la demi-droite [AP) privée du point A, ou !

Mes(ﬁ) = % 7

3. Exercices d’approfondissement
Exercice 4

1) a) Résous dans C I’équation £ —2742=10,

Précise le module et un argument de chacune des solutions.
b) Déduis les solutions de ’équation : (—iz +3i+3)2 —2(—iz +3i+3)+2=0

2) le plan est rapporté & un repére orthonormé direct (0.u,v) d’unité graphique 2cm,
On consideére les points A, B et C d’affixes respectives 7y =1+i.zg :Z_A' 1p =113

a) Détermine les formes algébriques de z) . zg &t zp

b) Place les points A, Bet C

¢) Montre que les points A, B et C appartiennent au cercle (C) de centre I d’affixe 3 et de
rayon /3
I -3
I\ —

d) Calcule

; en déduire la nature du triangle 1AC.



Solution

1) a) 22 ~9;47=0. Utilisons (une fois quand méme la forme canonique !)
2 -1+1=0 -V —1+2=0 ) ==F o1-l=in-l=—cr=l+imz=I-i ;

SE={|+i:|—i }

I+izﬁ(§+ig)=ﬁ(cu3%+isin%) [+]=V2 et ARE(I+i):%.

On montre de méme que : |1—i|:\/f et ARE(I—i):_%

b) En posant 7=—iz +3i+3, I’équation dévient :I* ~71+2=0 donc les solutions sont
d’aprés la premiére question, Z=1+iouZ=1—1i.Donc —iz+3i+3=I+i ou —iz+di+3=I-i ;

7=2-12 ou z=4-17i ; SE:{Z—Qi:4—2i}
2°/ a) ZA=|+i.ZE =|—i, i =7-17i ;
b) Figure

¢) Il suffit de montrer que A =B = =4/

W =|oz|=N+i-8 =-2+{=+5 ; B=lgg|=[I-i~3=|-2-{=+5
L =|oz|=[2-2-3=|-1-2] =5
d) ﬂzi ; le triangle 1AC est rectangle et isocele en 1.

) -

3

Q
N

/

Kl

Exercice 5

Le plan complexe est muni du repere orthonormé (O, 1, J).

A, B et D sont les points d’affixes respectives —1 + 3i ; —2et 2 + 2i.
Soit r la rotation d’angle g et de centre le point J d’affixe i.

1- a) Fais une figure.



b) Démontre que 1’écriture complexe de rest:z' =iz+ 1+

2- a) Justifie que B est I'image du point A par la rotation r.
b) Justifie que D est I’antécédent du point A par .

3- Soit C I’'image du point A par la symétrie centrale de centre J.
a) Calcule I’affixe du point C.
b) Démontre que le quadrilatere ABCD est un carré.

Solution
1- a)

b) écriture complexe de r
L’écriture complexe d’une rotation est de la forme : z’ = e'*(z — w) + w 0OU « est ’angle de
la rotation et , ’affixe du centre de cette rotation. on en déduit que :

.TT
z' =e'2(z—i)+i=1iz+1 +iest I"écriture complexe associé a cette rotation.

2) a- Soit z'4, I’affixe de I’image de A par larotationr ; z'y =i X (=1 4+ 3i)+1+4+i=-2=
Zg.
b- cela revient a résoudre 1’équation :z €C, —1 + 3i = iz + 1 + i. On obtient :

Z=_2T2i=2+2i=ZD.

l
3) a- calcule de I’affixe de C

7y =8 o g =2x7— 7y =2xi—(-1+3) =1—1i
b- démontrons que ABCD est un carré.
Il suffit pour cela de montrer que ABCD est un losange ayant deux cotés consecutifs
perpendiculaires.
o |zg—2z4| = |z — zc| = |z — zp| = |zp — 24| , donc AB = BC = CD =DA.
Zp—Z4 —2—(-1+3i) _ —-1-3i _ (-1-3i)(2+4i) _ —2-4i—-6i+12 10-10i 1 1

[ ] = = JR—
zc—zp 1—i—(-1+43i) 2-4i 20 20 20 2 2

AB - AC) = ZB7ZA _ T ; AR .- AD) —
Mes (AB, AC) =arg e 4et puisque Mes (AB, AD) =2X

i donc

—
—_— =

Mes (AB ;A ) =2X % = g d’'ou le résultat.



Exercice 5

Lors de la préparation d’un exposé en géométrie, un groupe d’éléves d’une classe de
terminale découvre I’équation (E) : z € C, 2z% + 2z + 1 = 0.

Ils veulent avoir des informations sur cette équation.

Apreés réflexion, un éléve de ce groupe affirme que si I’on note a une solution de (E) dont la
partie imaginaire est positive, les nombres a, a®et a® seront les affixes des sommets d’un
triangle équilatéral. Sa voisine de classe ne partage pas cet avis.

Ayant suivi la discussion, tu décides de les départager.

Dis, en argumentant, lequel des deux éléves a raison.

Solution
Les solutions de 2z2 + 2z + 1 =0 sont : —% —%i et —% + %i . les nombres a, a?et a3 seront
V3 al-a 1 3

1 . . _1_ V3.
E+7LOUSI R 2LOf

3_a _

les affixes des sommets d’un triangle équilatéral Si Zz_ a

=a+1= % + %i donc le triangle n’est pas équilatéral

a3-a

a-a



THEME : ORGANISATION ET TRAITEMENT DES DONNEES

Durée : 08 heures

LECON 11 : STATISTIQUE A DEUX VARIABLES
A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Dans le cadre des recherches pour un exposé, des éleves d’une classe de Terminale ont été accrochés
par les informations suivantes :

La prévision météorologique est une science en pleine évolution. Elle a pour objectif de prédire un
ensemble de paramétres comme la pluviométrie, la pression atmosphérique, la température, etc.

Le tableau suivant donne les pluviométries et températures moyennes de septembre 2018 a ao(t 2019
dans une ville.

Sept |Oct. |Nov. [Déc |Jan |Fév. |Mar |Avr. [Mai [Juin |Juillet|{Aodt
2018 2018 [2018 [2018 |2019 [2019 [2019 [2019 [2019 [2019 |2019 [2019
Pluviométrie |, |05 49 49 50 l6a (79 48 40 [0 5 |6
(en mm)
Temperature o5 12 114 |10 0 1 p3 5 17 |23 |27 |28
(en °C)

Dans I’affiche la température moyenne d’octobre 2019 était de 32 °C. Les éleves veulent connaitre la
pluviométrie du mois d’octobre 2019. Un des ¢€léves aftfirme que la pluviométrie n’est pas liée a la
température et qu’on ne peut savoir la pluviométrie d’octobre. Ce que réfutent certains. Toute la classe
ayant été saisi, décide de chercher a savoir si la pluviométrie est liée a la température et si ¢’est le cas,
de prévoir la pluviométrie d’octobre 2019.

B. CONTENU DE LA LECON
I. Série statistique double

1. Définition

On considére deux caracteres quantitatifs X et Y sur une méme population de n individus.

Onnote: x;,x;, X3 ,..., X, lesvaleurs( ou les modalités)du caractere X; y; , y2 , ¥3 ,..., ¥, les
valeurs du caractere Y et n;; Ieffectif du couple (x; , y;).

On appelle série statistique double de caractére (X, Y), I’ensemble des triplets (x; , y; , n;;).

Exemple

Une étude statistique porte sur une population de 100 ménages. Deux caracteres X et Y sont étudiés :
- le caractere X est le nombre d’enfants.

- le caractére Y est le nombre de pieces de ’appartement occupé.

On obtient le tableau ci-dessous qui représente la série statistique de caractére(X ,Y)

X
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2 3 111|110 5 110
3 1 3 16 | 13 | 4 1
4 0 1 3 /518 4

Sur la 1%®ligne, sont inscrites les valeurs du caractére X, soitx; = 0; x, =1;x3=2 x4, =3;

X5 =4; x5 = 5.

La 1°®colonne affiche les valeurs du caractére Y quisont y; =1y, =2 ; y; =3;y, =4.

Les nombres qui ne sont pas dans cette ligne et cette colonne, représentent les différents n;;.

Ainsi considérons le nombre 4 dans ce tableau. On constate qu’il est dans la colonne de la valeur 1 du

caractére X et dans la ligne de la valeur 1du caractére Y. On dit alors il y a 4 ménages qui ont un

enfant et occupent un appartement d’une piece.

Ainsi le couple (x,, y;)=(1; 1) a pour effectif n,; = 4.

Combien de ménages ont deux enfants et occupent un appartement de quatre pieces ?

On va donc considérer la colonne ayant la valeur 2 du caractére X et la ligne ayant la valeur 4 du

caractere Y. L’intersection de cette ligne et de cette colonne est 3.

3 ménages ont donc deux enfants et occupent un appartement quatre pieces.

Ce tableau a double entrée ci-dessus est appelé tableau de contingence.

2. Taleau de séries marginales

Reprenons I’exemple précédent.
I1 est question de trouver I’effectif de chaque modalité du caractére X et I’effectif de chaque valeur du
caractére Y

X 0 1 5 3 4 5 Total
1 6 4 1 0 0 0 11
2 3 |11 |10 5 1 0 30
3 1 3 16| 13 | 4 1 38
4 0 1 3 5 8 4 21
Total 10 | 19 | 30 [ 23 | 13 | 5 | 100

Considérons le caractére X.
Pour trouver I’effectif de la valeur 0, on additionne tous les n;;qui se trouvent dans la colonne de la
valeur 0 ¢’est-a-dire 6+3+1+0=10. 10 ménages n’ont donc pas d’enfants.

Combien de ménages ont-ils quatre enfants ? I1 est question donc d’additionner tous les n;; se
trouvant dans la colonne de la valeur 4 du caractere X.

On a donc 0+1+4+8=13 ménages.

On procede de la méme maniere pour trouver I’effectif des autres modalités du caractére X. Ainsi a
chaque valeur on a son effectif dans la derniére ligne.

D’ou le tableau linéaire associé a X :

x, |0 [1 [2 [3 [4 [5
n, |10 |19 |30 |23 [13 |5

La série ainsi obtenue est appelée série marginale du caractére X.

En faisant de méme avec les lignes, on obtient I’effectif de la modalité 1 du caractére Y en
additionnant les n;; de la ligne ou se trouve cette modalité. Soit 6+4+1+0+0+0=11.
On obtient ainsi I’effectif de chaque modalité du caractére Y dans la derniére colonne du tableau.

D’ou le tableau linéaire associ¢ a Y :
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Vi 1 2 3 4
n; 11 30 38 21

La série ainsi obtenue est appelée série marginale du caractére Y.

Dressons le tableau des fréquences marginales du caractére X.
On rappelle que la fréquence est I’effectif de la modalité sur 1’effectif total.
On obtient le tableau suivant :
X 0 1 2 3 4 5
f 10 19 30 23 13 5
L

100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100

De la méme maniére, définis le tableau des fréquences marginales du caractere Y.

v 1 2 3 4
11 30 38 21
fi

100 | 100 | 100 1 100

3. Nuage de points

Définition
On considére deux caracteres quantitatifs X et Y sur une méme population de n individus.
Onnote x;,x,,x3,..., X, les valeurs du caractere X,
Y1: Y213 5..-, ¥p lesvaleurs du caractere Y.
On appelle nuage de points associé a la série statistique double de caractere (X, Y) les points de couple
de coordonnées (x;; y;) d’effectifs non nuls.

Exercice de fixation
Le tableau suivant donne le nombre d’exploitations agricoles d’une région selon leur superficie en
hectares.

Superficie X 2 2 3 4 5 6 7 7,6
Nombre d’exploitations Y 14 26 31 29 44 40 54 50
Représente le nuage de points associé a cette série.
Solution
=8 X
0 =
0 =
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Remarque
Dans la suite, les séries doubles considérées seront comme la série de I’exemple précédent ; ¢’est-a-dire
effectif n;;du couple (x; ,y;) vaut 1.

4. Point moyen

Définition
On appelle point moyen d’un nuage de n points M; de coordonnées (x;;y;) le point G de coordonnées

(x¢;y¢) telles que :

_ Ty _ Xitxot4Xpn | _ Vv _ YitYet+-tYn
xp = X = tetetin .o,y o StYetitan

n n

Exercice de fixation
Détermine les coordonnées du point moyen du nuage de points de la série statistique suivante :

Superficie X 2 2 3 4 5 6 7 7,6
Nombre d’exploitations Y 14 26 31 29 44 40 54 50
Réponse

C’est le point de coordonnées (X ;Y).
242+3+4+5+6+7+7,6 _ 36,6

Ona: X = == = 4,575

8
ot T = L4+26+31429444+440454+50 __ 288

. — =236
Donc : G (4,575 ; 36)

8

Il. Ajustement linéaire par la méthode des moindres carrés

Soit un nuage de points associé a une série statistique double représenté dans un repere orthogonal.
Faire un ajustement de ce nuage de points, ¢’est trouver une courbe qui passe le plus pres « possible »
du maximum de points de ce nuage.

Lorsque cette courbe est une droite, on dit que 1’ajustement est affine ou linéaire.

Exemple d’ajustement par une droite.

1. Covariance

Définition

On appelle covariance de la série statistique double de caractére (X ;Y),
le nombre réel noté COV(X ; Y) tel que :
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COV(X,Y) = 2% ny(x; = ®)(y; = 7) ou COV(X, V) = 221 _ XY,
Exercice de fixation
Calcule la covariance de la série statistique précédente
Superficie X 2 2 3 4 5 6 7 7,6
Nombre d’exploitations Y 14 26 31 29 44 40 54 50

Solution
XXiYj

La covariance COV(X, Y)de cette série statistique est =~ — XY
COV(X, Y) — 2X144+2X26+3X314+4X29+5%X44+6X40+7X54+7,6X50 _ 4,575)(36
1503

8
COV(X, Y) = T - 164,7
Donc :COV(X,Y) = 23,675.

2. Coefficient de corrélation linéaire

Définition
Soit V(X) la variance de la série statistique de caractére X, V(Y) la variance de la serie statistique de
caractere Y et COV (X ; Y) la covariance de la série statistique (X ; Y).
On appelle coefficient de correlation linéaire de la série statistique double (X ; Y), le nombre réel noté
r telque:r = CovxY)

JVEOYVYY

Exercice de fixation
Calcule le coefficient de corrélation linéaire de la série statistique du B.1.3.

Superficie X 2 2 3 4 5 6 7 7,6
Nombre d’exploitations Y 14 26 31 29 44 40 54 50
Solution
COV(X,Y)

Le coefficient de corrélation linéaire rde cette série statistique est: r =
Ona:

2 — 2 2 2 2 2 2 2 2 2
V(X) = Tx® (X) _ 22422+32+42452+62+72+(7,6)

SV /YY)

= — 4,575

8

n
200,76

8

VX) = — 4,575% ~ 4,16

N y;? =\ 2 1424262 +312+292% 4442 +402+542 4502
V) == —(Y) = -

— 367

11626

V(YY) = — 36% = 157,25

23,675

Donc ir = ————
V4,16X157,25

~0,92.

Remarques

« Le coefficient de corrélation linéaire permet de voir la dépendance linéaire des deux caractéres X et Y.
«Le coefficient de corrélation linéaire r est un nombre réel de méme signe que COV (X, Y) et
ona:—-1<r<1.

Page 5 sur 12



* Si | r| est proche de 1, c’est-a-dire en pratique : 0,87<r < 1 ou—1 < r < —0,87, alors on dit qu’il y a une
bonne corrélation linéaire ou une forte corrélation linéaire entre les deux caractéres
XetY.

Exemple
Interprete le coefficient de corrélation linéaire ci-dessus.

Solution

Ona:r =0,92.

Comme 0,87< r < 1, il y a une forte corrélation entre la superficie et le nombre d’exploitations
agricoles de cette région.

3. Droites de régressions

a) Propriété
Soit V(X) la variance de la série statistique de caractére X, V(Y) la variance de la série statistique de
caractere Y et COV (X, Y) la covariance de X et Y.
i. Droite de régression de Yen X.

En supposant qu’il y ait une forte corrélation entre les caractéres X et Y alors, 1a droite (D) d’équation :
y=ax+bolua= % et b =y — ax est appelée la droite de régression de Yen X par la méthode
des moindres carres.

ii. Droite de régression de X en Y.
La droite (D’) d’équation : x = a'y + b’ avec : @’ = &0

V(Y)
régression de X en Y par la méthode des moindres carres.

et b'=x — a'y est appelée la droite de

Exercice de fixation
On considére la série statistique précédente.
Onsait que : 0,87<r < 1.
1. Détermine une équation de la droite d’ajustement linéaire de Y en X par la méthode des moindres
carrés. On donnera les arrondis d’ordre 2 de a et b.
2. Détermine une équation de la droite d’ajustement linéaire de X en Y par la méthode des moindres
carrés. On donnera les arrondis d’ordre 2 de a’ et b’

Solution
1. C’est la droite (D) d’équation : y = ax + boua = COJ((;:)'Y) eth =Y —aX
— VW) _ 23675 _ 569 et b =Y — aX = 36 -5,69 x4,575=9,97
V(X) 4,16
Donc (D) : y = 5,69x + 9,97.
2. C’est la droite (D’) d’équation : x = a'y + b’ avec a’' = % eth'=X—ay

¢+ Cov(XY) _ 23,675

=0,15 et b'=X—a'Y =4,575—0,15x36= 0,825

V(Y) = 157,25
Donc: (D’) : x = 0,15y —0,825.
Remarques

- Les droites (D) et (D’) passent par le point moyen G du nuage de points.
- Si r est le coefficient de corrélation linéaire on a :

caa' =12 et |r| =+aa'

«Sia>0eta™>0,alors r =+Vaa'

*Sia<Qeta’<0,alorsr = —vaa'

*Sir? = 1,alors a = ai et les deux droites sont confondues.
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b) Estimation

+La droite d’ajustement tracée du nuage de points permet graphiquement une estimation de y
connaissant x (resp. x connaissant y).

L’équation de la droite d’ajustement permet de calculer une estimation de y connaissant x (resp.x
connaissant ).

Exercice de fixation

On considére la série statistique précédente.

En considérant que la tendance se poursuit ainsi, détermine le nombre d’exploitations agricoles pour
une superficie de 9 ha.

Solution

Une superficie de 9 ha correspond a x = 9.

En utilisant I’équation de la droite par la méthode des moindres carrés, ona:y =5,69 x + 9,97
y =569%x9+997 =61,8

Donc pour une superficie de 9 ha, le nombre d’exploitations agricoles est estimé a 62.

C. SITUATION COMPLEXE

C. SITUATION COMPLEXE

Le tableau ci-dessous donne le nombre total d’adhérents au club littéraire d’un lycée au cours de
I’année civile 2020.

Mois Janv | Fév | Mars | Avr | Mai | Juin | Juil | Ao(t | Sept | Oct | Nov | Déc
Rang x; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 |12
Nombre 1100 | 1160 | 1220 | 1370 | 1620 | 1550 | 1600 | 1500 | 1790 | 1940 | 2060 | 1980

d’adhérents i

Une Organisation Non Gouvernementale promet d’octroyer une aide financiere considérable au club si
le nombre d’adhérents dépasse les 3000 ¢leves. L’¢éleve de la Terminale A qui dirige le club désire
connaitre la date a laquelle ce don pourra se faire. Il te sollicite pour I’aider.

Détermine la date (mois et année) probable de la réception de ce don.

Solution.
» Pour trouver la date, nous allons utiliser les statistiques a deux variables,
» Je détermine la droite de régression linéaire,
» Jestime la date.

e Je détermine une équation de la droite de régression de Y en X.
Soit (D) cette droite.

Une équation de (D) est sous la forme: y =ax + b avec a = CovX¥)

et b=Y — aX.
V(X)
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- Les coordonnées du point moyen G

Il

Il
—_
vl
N
>
—_
[@))
N

- La variance de X
inz

n
12422432442 4+524+6%2+72+8%24+9%2+10%+ 112+ 122
VX) = > — 6,52

v =22l o

650
V(X) = E - (65)2 = 11,917

- Lavariance de Y

v(Y) =23:i2—?2

11002 + 1160% + 1220% 4+ 1370? + 1620 + 1550% 4+ 16002 + 1500% + 17902 4+ 19402 + 2060% + 19802
12

V(y) =

— (1574,167)?

30889500
V(Y) = —— — (1574,167)* = 96123,256

2

- La covariance de X et Y

LXYi o
Cov(X,Y) = nl XY
1100 + 2320 + 3660 + 5480 + 8100 + 9300 + 11200 + 12000 + 16110 + 19400 + 22660 + 23760
12

Cov(X,Y) =

—6,5x1574,167

135090
COV(X,)Y) = 2 6,5 X 1574,167 = 1025,4145

- Une équation de la droite (D): y=ax +b

_ 10254145
= 11917 "~ °®

b =1574,167 — 86,046 x 6,5 = 1014,868
D’ou (D): y = 86,046x + 1014,868

e Je déduis le rang du mois pour y = 3000

y = 3000 équivaut & x = 2221914898 _ 93071
86,046

Le rang cherché est sensiblement égal a 24.

e Je donne la date (mois et année) probable de la réception de ce don.

La date probable de la réception de ce don est Décembre 2021.
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D. EXERCICES
1. Exercices de fixation
Exercice 1
On considéere la série statistique suivante :

x; |1 [4 [7 [8 J10
y, |2 [7 8 ]10 [13
Détermine les coordonnées du point moyen G.

Solution
— _14+4+7+8+10 30
Ona:xG :X:f:?ZG
_ 2+7+8+10+13 40
Ve :y:f2?28 ; donc G (6; 8)
Exercice 2

Détermine la covariance de la série statistique de 1’exercice 1

Solution
Ona:COV(X, Y)=

YNiiXiVi ==  1X24+4X7+7X8+8%x10+10%x13 296
L) XY= -6x 8 =—-48=11,2
n 5 5
Exercices de renforcement
Exercice 3

La tension artérielle est une donnée médicale correspondant a la pression du sang dans les arteres. On
la mesure chez les patients car une tension anormale peut étre le symptome de pathologies
cardiovasculaires comme I'hypertension artérielle.

La tension artérielle d'une personne comporte deux mesures :

- la Tension Artérielle Systolique (notée TAS) ;

- la Tension Artérielle Diastolique (notée TAD).

Le tableau suivant regroupe les mesures de la tension artérielle pour un groupe de personnes saines :

Ages 26 39 40 50 53 56
TAS (en mm Hg) 128| 126| 118| 136| 142| 145
TAD (en mm Hg) 80 83 92 01 87 93

On s'intéresse a I'évolution de la TAS en fonction de I'age.

Pour cela, on symbolise les données du tableau a l'aide de points de coordonnées (x;y) ou x est I'age de
la personne et y sa TAS.

Détermine les coordonnées du point moyen des 3 points dont I'age est le plus petit.

Détermine les coordonnées du point moyen des 3 autres points.

Solution

Désignons par G, le point moyen des trois points dont I’dge est le plus petit et par G, celui des trois

autres points. On a:
_ 26+39+40

X6, = 0 = 35

128+126+118
Ve, = 2R = 194
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Donc G,(35 ; 124)

Xg,= @ =53
136+142+145
Vo = —— = 141
Donc G,(53 ; 141)

Exercice 4
On considéere la série statistique suivante :

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Y 160 110 100 72 36 29 20 10 3

1) Détermine la covariance de la série statistique.

2) Détermine le coefficient de corrélation linéaire de cette série. Interpréte ce coefficient de corrélation
linéaire.

3) Détermine une équation de la droite d’ajustement linéaire de Y en X du nuage de points de la série
par la méthode des moindres carrés.

4) Détermine une équation de la droite d’ajustement linéaire de X en Y.

Solution
1) Ona:X = 0+1+2+3+:+5+6+7+8 -4
7 = 160+110+100+72;-36+29+20+10+3 - 60
COV(X, y) = w _)—(7 - 1><110+2><100+3><72+4><396+5><29+6><20+7><10+8><3 - 4x 60 =- 12567
. COV(XY) . > x;? —\2 _ 12422+3%44°+5%46°+72+8” _
2) Ona:..r=—=— ;o0r V(X) = - (x)°= -42=6,67 et
) NOND X)===-X 5
.2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
. V(Y) _ 2731/1 J (}_,)2 _ 1607+110%+100%+72 -;-36 +29°+20°+10%+3% 602 = 2570

—125,67
Donc r =

= J6.67xv2570 — 0,96

Comme -1<r < —0,87 alorsily aune forte corrélation linéaire entre les caracteres X et Y.

__ Cov(X)Y)

3) C’est la droite (D) d’équation:y = ax + bola = N® eth =Y —aX
a = ‘16265;67 = — 18,84 eth =60+ 18,84x4 = 135, 36 donc(D) :y = - 18,84 x + 135,36
) : ) b4 : . ! ! ! COV(X,Y) ! v N
4). C’est la droite (D’) d’équation : x = a'y + b’ avec a’ = e et =X—-ay
a’'= ‘;3067 =-0,049 et b’ = 4+0,049x60 = 6,94 donc (D’) : X = - 0,049y + 6 ,94

3. Exercice d’approfondissement
Exercice 5

Dans le cadre d’un recensement portant sur le nombre de travailleurs dans les champs d’hévéa, un
agent a visité huit (8) exploitations .Un exploitant voudrait estimer le nombre de travailleurs que
prendrait une exploitation de 16ha d’hévéa. Pour cela, I’agent recenseur a recueilli les informations
consignées dans le tableau ci-dessous.
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Nombre x de 2 4 4 5 7 7 8 8
travailleurs

Superficie exploitée | o 5 6 7 10 11 8 12
y(en ha)

1) Représente le nuage de points correspondant a la série statistique double (X, Y) dans le plan muni
d’un repére orthonormé.

On prendra sur [’axe des abscisses Icm pour 1 travailleur et sur [’axe des ordonnées 1cm pour une
superficie de 1ha.

Pour les questions 2) 3) 4) et 5), les résultats seront arrondis a 1’ordre 2.

2) Justifie que le point moyen a pour coordonnées (5,63; 7,75).

3) On note V (X) la variance de X,V (Y) la variance de Y et Cov (X ; Y) la covariance de X et Y.
Justifie que V(X) = 4,18 et Cov (X,Y) = 5.57.

4) a) Calcule le coefficient de corrélation linéaire r de la série (X,Y).
b) Interpréte le résultat obtenu précédemment.

5) a) Justifie qu’une équation de la droite (D) d’ajustement de X en Y par la méthode des moindres
carrés est : y =1,28x +0,54.

b) Trace(D) sur le graphique précédent.

6) Utilise I’ajustement précédent pour répondre a la préoccupation de 1’exploitant.
On donnera I’arrondi d’ordre zéro du résultat.

Solution
1) Représentation du nuage de points associé a la série
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2) Justifions que le point moyena pour coordonnées (5,63 ;7,75).
Soit G(X; Y)le point moyen du nuage réprésentant cette série statistique.

Ona:
_ 24+4+4+5+7+7+8+8
X = 3 =5,625 = 5,63
X = 5,63.
_ 3+5+6+7+10+11+8+12

Donc : G(5,63;7,75).

3) Justifions que V(X)=4,18, V(Y)=8 ,44 et Cov (X, Y) =5.57

Xxi? o2 22447+ 47+ 572+ 72+ 82482 5
VX) = -X = 3 — 5,63

n
V(X) = 4,178 ; donc V(X) =4,18.

Yy? <2 324+52+6°+77710% + 117 + 8% + 122
Y& -

V) == - - — 7,752
V(Y) =8,437 ; donc V(Y)=8 ,44.

COV(X,Y) = 2221 _Xy.

COV(X, Y) — 2X3+4X5+4X6+5X7+7X10+7X11+8%X8+8x%X12 _ 5,63 x 7,75

8
CoV (X,Y) =5,37
4) a) Calculons le coefficient de corrélation linéaire r de la série (X,Y).

COV(X, Y) 537

r = =
JVEOJVY) V418x V8,44
r =0.904 soitr = 0,90.

b) Interpréete le résultat obtenu précédemment.
On remarque que : 0,87< r < 1, ainsi, on peut conclure qu’il y a une forte corrélation entre le nombre
de travailleurs et la superficie exploitée sur les 8 différentes exploitations.

5) a)Justifie qu’une équation de la droite (D) d’ajustement de X en Y par la méthode des moindres
carrés est : y =1,28x+0,54

Puisqu’il y a une forte corrélation entre le nombre de travailleurs et la superficie exploitée alors

D) apour équation 1y =ax+b olia = V&Y ot p = Y — aX
(D) apour €q y o
:% =1,28 etbh =775— 1,28%5,63=0,54.

Soit (D) :y = 1,28x + 0,54.
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Theme : Fonctions numériques
Durée : o6 heures

Lecon 12 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES

A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Pendant un cours de physique-chimie dans une classe de Terminale scientifique, le professeur donne
I’exercice ci-dessous a ses éleves :

« Une substance chimique se dissout dans 1’eau. On admet que la vitesse de dissolution est
proportionnelle a la quantité non encore dissoute. A I’instant t=0 (t en minutes), on place 20 grammes
de cette substance dans une grande quantité d’eau.

Sachant que les dix premiers grammes se dissolvent en cing minutes, donne une expression de la
quantité non dissoute f(t), en grammes, en fonction de t. »

Apres un temps de recherche, les éléves n’arrivent pas a proposer une solution.

Le professeur leur demande donc de se faire aider par leur professeur de mathématiques. Ce dernier
leur demande de traduire cette situation sous forme d’équation et de la résoudre.

B. CONTENU DE LA LECON
I. Notion d’équation différentielle
1. Définition

On appelle équation différentielle, toute équation ayant pour inconnue une fonction et dans laquelle
figure au moins une des dérivées successives de la fonction inconnue.

Exemple
(E): —2f +5f=0;(E):f —25f=2x+1

(E,) et (E,) sont des équations différentielles avec comme inconnue la fonction f.

Remarques

*Toute autre lettre désignant une fonction peut étre utilisée a la place de f.

+ Résoudre une équation différentielle sur un intervalle K, ¢’est déterminer I’ensemble des fonctions

définies sur K qui sont solutions de cette équation différentielle.

N.B.
Dans la suite du cours, nous utiliserons y comme fonction inconnue dans les équations différentielles.

2. Exercices de fixation

Exercice 1
Parmi les équations suivantes, indique celles qui sont des équations différentielles.
D(E):2y*+y=2; 2)(E):y'+4=0; ) (E)y?=1;
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4) (E):y"+2y'+y=5; 5)(E):y+3=0.

SOLUTION
Les équations différentielles sont : 2) (E) 1y +4 =0 et4) (E): y"+2y'+y =5.

Il. Resolution de quelques équations différentielles
1. Equationsdutype:y’+ay=b, a€R, beR

a) Casoub=0
L’équation devient : y’+ay =0, a €€ R

Propriétél
Les solutions sur R de I’équation différentielle: y’+ ay = 0,a € R, sont les fonctions :
x+— ke ™ k e R.

Exercice de fixation
Résous sur R les équations différentielles suivantes :
Dy +2y=0 2)7y =3y

SOLUTION
1) Les solutions sur R sont les fonctions : x — ke™2*, k € R.

3
2) Les solutions sur R sont les fonctions : x — ke7*, k € R

b) Casoub #0

L’équation différentielle devient : y’+ay =b, a € R*,b € R*

Propriéte 2

Les solutions sur R de I’équation différentielle: y’+ ay = b,a € R*,b € R*, sont les fonctions :
X — ke‘“x+§,k € R.

Exercice de fixation
Résous sur R I’équation différentielle :y + 2y = 6.

SOLUTION
Les solutions sur R sont les fonctions : x +— ke 2* + 3,k € R
car a=2 et b =6.

Propriété 3 (Solution vérifiant une condition initiale)
Pour tout couple (xo ;yo) de nombres réels, I’équation différenticlle : y’4+ ay =b,a € R,b € R, admet une
unique solution sur R qui prend la valeur yo en Xo (c’est-a-dire telle que : y(x,) = y,)

Exercice de fixation

On donne 1’équation différentielle (E): y — 3y = 7.
Détermine la solution fde (E) qui vérifie : £(0) = 1.
Solution

Les solutions sur R sont les fonctions : x — ce3* — g ,c ER.

f étant une solution de (E), f(x) = ce3* — g ,c ER.

7 7
_ 3><0__: —_— = = —
f(0) =1 ce 3 IR=Ys 3 IR=e 3

Donc la solution fde (E)qui vérifie : £(0) = 1est la fonction définie sur R par :
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10 7
— 3x _ _
fx) = 3¢ 3

c)casoua =0
I’équation devient : y’ = b. Ses solutions sont les primitives sur R de la fonction x + b,
qui sont les fonctions x — bx + c,c € R

2. Equations du type : y”’+my =0, m € R

a)Casoum =0
L’équation devient :y "’ = 0.

Propriété
Les solutions sur R de I’équation différentielle : y*> = 0 sont les fonctions :
x—ax+b,a€eR,beR.

b) Casoum <0
Onpose :m = —w?,w € R* .
L’équation devient y"” —w?y =0, w € R*.

Propriété
Les solutions sur R de 1’équation différentielle : y’’— w?y = 0,0 € R* sont les fonctions :
x+— ae 4+ phe®™ aeRetbeR.

Exercice de fixation
Résous sur R I’équation différentielle :y " — 4y = 0.

SOLUTION
y' —4y=0 dou w’=4 Sw=20ouw=-2
Donc les solutions sur R de I’équation sont les fonctions : x — ae™?* + be?*,a € R et b € R.

c) Casoum >0
On pose :m = w? ,w € R*.
L’équation devient : ¥y’ + w?y = 0,w € R*,

Propriété
Les solutions sur R de 1’équation différentielle : y’’+ w?y = 0,w € R* sont les fonctions :
x — acos(wx) + bsin(wx) ,a€R et b €R

Exercice de fixation
Résous sur R I’équation différentielle :y" + 4y = 0.

Solution
y'+4y=0y +2’y=0avecw’ =22 w=20uw = —2
Donc les solutions sur R de 1’équation sont les fonctions : x +— a cos2x + b sin 2x,a € R et b € R.

Propriété (Solution vérifiant des conditions initiales)

Pour tout triplet (xo ; Yo; Zo) de nombres réels, I’équation différentielle : y""+ my = 0,m € R, admet une
unique solution sur R telle que : y(xy) =y, ety'(xy) = z,.
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Exercice de fixation
1. Résous sur R 1’équation différentielle (E) : y" + 25y = 0.

2. Détermine la solution fde (E) qui vérifie : f(0) =1 etf/(g) = —2.
SOLUTION

1.y +25y=0<y + 5%y =0.

Donc les solutions sur R de 1’équation (E) sont les fonctions:

x — acos(5x) + bsin(5x), avec a € Ret b € R.

2. f étant une solution de (E), f(x) = acos(5x) + bsin(5x) et f'(x) = —5 asin(5x) + 5b cos(5x).

f(0) =1 < acos(0) + bsin(0) =1 = a=1
' (2) = =2 & —Sasin(m) + 5b cos(m) = —2 & —5b = —2 < b =

D’ou la solution fde (E)est définie par : f(x) = cos(5x) + Esin(Sx).

3. Tableau récapitulatif

Types d’équations différentielles Fonctions solutions
y'+ay=0,a€R x— ke keR
y'+ay=b,a€R",beER" x|—>ke“1x+s,kE]R

y"'=0 x—ax+b,aeR,beER

y' —w?y=0,w € R x+— ae ®*+be®*, aeR,beER

y' +w?y=0,w €R" x+— acoswx+bsinwx, aeR,beER

C- SITUATION COMPLEXE

Lors d’une campagne innovante du Fonds des Nations Unies pour la population intitulée « 7 Milliards
d’Actions », qui mettait I'accent sur les défis, les possibilités et les actions nécessaires a notre avenir
commun sur la Terre, les éléves de la promotion terminale d’un lycée ont appris que :

- plus de la moitié de la croissance démographique dans le monde d’ici a 2050 aura lieu en Afrique ;

- la population d'Afrique subsaharienne, par exemple, devrait doubler d'ici a 2050 ;

- selon les projections, la population mondiale devrait augmenter de 2 milliards de personnes au cours
des trente prochaines années, passant de 7,7 milliards actuellement a 9,7 milliards en 2050 ;

- la population d’un pays était de 4, 75 millions d’habitants en 1990 et de 5,5 millions d’habitants en
1995.

Etonnés du boum démographique de ce pays, ces ¢éléves veulent déterminer I’année ou la population de
ce pays atteindra 20 millions d’habitants, si on suppose que la vitesse d’accroissement de la population
est proportionnelle au nombre d’habitants. 1ls désignent par f(t) le nombre de millions d’habitants a
I’instant t.

Ayant entendu ces informations, tu veux tester tes connaissances et aussi les aider.

Réponds, dans ces conditions, a la préoccupation de ces éleves.

SOLUTION
» Pour répondre a la préoccupation de ces éléves, je vais utiliser les équations
différentielles ;
» Je vais déterminer I’année ou la population atteindra les 20 MIILLIONS.
Modélisation
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eDétermination de I’équation différentielle :

L’hypothése la vitesse d’accroissement de la population est proportionnelle au nombre d’habitants se
traduit par : f(t)=a f(t) oua #0
Ainsi, il est question de trouver une f, dérivable sur [0 ; +oo[ telle que pour toutt = 0 ;
f(t)=a f(t) et f(0) =4,75 ; on prend t=0 pour I’année 1990 comme année d’origine
eRésolution de I’équation y' = ay.

Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions f définies sur [0 ; +oo[ par : x —ke?,
ke R:

Comme f(0)= 4,75 alors ke®= 4,75 d’ou k= 4,75 ainsi f(t) = 4,75 e

22

l
D’autre part de 1990 a 1995, on at = 5 alors f(5)=5,5 ; ce qui donne 4,75 e%%=55donc a = %

22
In—~

Par conséquent, f(t)=4,75 e St
22
In— l‘l’l@

Pour f(t)=20 ona: 4,75 e%t =20d’out -5 ~= 48 donc ce pays atteindra 20 millions d’habitants
en 1990+48 = 2038.

n—
Conclusion :

19

D. Exercices
Exercices de fixation

Exercice 1

Parmi les équations suivantes, indique celles qui sont des équations difféerentielles :
(BE):y2+y=2;(F):y-In2y=3;(G) :y” -y’ =3x*; (H) : y = 3x

Solution

Les equations (F) et (G) sont des équations différentielles

Exercice 2

Pour chacune des equations différentielles suivantes, détermine la solution vérifiant la condition
donnée :

a.y =-2y, f(0)=1 1
by’ ~(Im2y=0 . fQ) =5
Solution

a. Les solutions sont les fonctions f définies sur R par f(x)=k e72* , k eR
Comme f(0)=1alorsona: k e®=1 <k =1, donc la solution f qui vérifie f(0)=1 est la fonction
f définie sur R par : f(x) = e=%*
b. Les solutions sont les fonctions f définies sur R par f(x)= k e*"? | k eR
Comme f(2)= 12 alorsona: k e?"2 = ; & ket = % < 4k :% s k= % , donc les la fonction f qui
vérifie f(2)= % est la fonction f définie sur R par f(x)= % exn2
Exercices de renforcement
Exercice 3

Soit 0 la température d’un corps a I'instant t. La température ambiante est 30°C.
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A chaque instantt, on pose : x(t) = 6(t) — 30. On suppose que la fonction x est dérivable sur R et
vérifie : x' = —k’x (k € R"). A I’instantt = 0, la température de ce corps est 70°C et au bout de 5
minutes, elle n’est plus que de 60°C.

1) Détermined(t), ol t est mesuré en minutes.

2) Détermine la température de ce corps au bout de 20 minutes.

Solution
1) Ona: 6(t)= x(t) +30 ; or x’(t) = -k2x d’ou x(t) = c e ¥t | ceR par suite 8(t) = c e ¥ t+30
1. 3
Comme 6(0)= 70 alors c= 70-30=40 et 6(5)= 60 alors —k2 = %In% donc 6(t) = 40e5™2"+30.
2) Pourt=20, ona: 6(20)=42,66°, donc la température de ce corps au bout de 20mn est 42,66°.

Exercice 4
On considére dans R 1’équation différentielle(E) : y'+ 2y = e,
1. Vérifie que la fonction g telle que g(x) = (x + I)e~?* est une solution de(E).
2. Démontre qu’une fonction h + g est solution de (E)si et seulement si la fonction h est solution de
I’équation différentielle(E):y " + 2y = 0.
3. Détermine les solutions sur Rde 1I’équation différentielle (E").
4. a) Déduis des questions précedentes, les solutions sur R de 1’équation différentielle (E).

b) Détermine la solution f de(E) vérifiant la conditionf (0) = —2.

Solution
1. Ona: g (x)+2g(x) = (-2x-1)e~?*+2(x+1)e ~?*= e ~2* donc g est une solution de (E).
2. Ona: h+g solution de (E) & (htg)’ +2(h+g) = e 2%
©h’ +2h =0 car g +2g = e™2*
Par suite, h est solution de 1’équation différentielle (E’) : y’+2y=0
Les solutions sur R sont les fonctions h définies sur R par h(x)= ke~%¥, keR
4. a) Ainsi les solutions sur R de I’équation (E) sont les fonctions f définies sur R
Par f(x)= ke "2*+(x+1) e™2* = (k+x+1) e™2*
b) Ona: f(0) = 1 & (k+1) e%= 1 k=0 donc f(x) = (x+1) e™%*

W

Exercice d’approfondissement

Exercice 4

X

On consideére I’équation différentielle(E) : y'+ 3y = 2e™*.
1. Détermine le nombre réel m pour que la fonction h définie sur R par : h(x) = me ™" soit solution
de(E).

2. Résous dans R I’équation différentielle (E"):y" + 3y = 0.

3. Démontre qu’une fonction h — g est solution de (E") si et seulement si la fonction g est solution de
(E).

4. Déduis des questions précédentes les solutions sur R de 1’équation différentielle(E).

Solution

1.Déterminons le nombre réel m pour que la fonction h définie sur R par : h(x) = me~*soit solution
de(E): y'+3y=2e*Vx€e€RhAh(X)=me *eth'(x) = —me™*
h est solution de (E) & h'(x) + 3h(x) = 2e7*

S —me ™ +3me ™ © 2me™* = 2e7*

Sm=1

Page 6 sur7



Donc la fonction h définie par :h(x) = e *est solution de (E).

2. Résolvons dans R 1’équation différentielle (EN: v + 3y = 0.

Les solutions sur R de 1’équation différentielle (E”) :y" + 3y = 0 sont les fonctions :
x - ke 3* k eR.
3.0na: h-g solution de (E’) & (h-g)’ +3(h-g) =0<h’+3h —(g’+3g)=0, or h+3h = 2e~*
Donc g’ +3g = 2e~* ; par suite g est solution de I’équation (E).
1. Les solutions de (E) sont les fonctions définies sur par : x— e~*-ke™3* keR
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