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Préface

Ce que je cherche des petits trucs pour montrer ou lier imaginaire avec le réel au lieu de se concentrer sur les x,
I'étude des fonctions, les équations sans savoir & quoi tout cela nous améne; je cherche a faire aimer les mathématiques aux
autres qui les considére comme une béte noire.
La situation est bien connue et toujours aussi paradoxale : le nombre de lycéens en série scientifique est stable depuis
plusieurs décennies en Cote d'lvoire alors que dans I'enseignement supérieur, le nombre d’étudiants des filiéres de sciences
(mathématiques, physique, chimie...) ne cesse de baisser. La réussite scolaire dans I'enseignement secondaire est
conditionnée aux disciplines scientifiques : la série D, héritiére des séries C, demeure pour tous les lycéens la série de
référence.
Il 'en découle immanquablement une envie de préciser ses objectifs, d’expliciter ses choix, de décrire sa démarche afin de
pouvoir la communiquer. En découle aussi une envie d'essayer de nouvelles pistes, de remettre en question certaines
pratiques, d’analyser comment les choses se passent, d'affiner certains gestes professionnels, de modifier des
questionnements éléves, d’en observer les effets sur leur travail et leur activité mathématique.

C'est dans cette confrontation de points de vue que « L& COLLECTION LION EXO » trouve sa source. Cet ouvrage n'est
donc pas une collection comme les autres. Le lecteur trouvera :

- Un cours complet qui met en évidence I'essentiel des connaissances a acqueérir,

- Des exercices de trois niveaux de difficultés, (exercices d’introduction, d’approfondissement et de synthese)

- Une correction détaillée de ces exercices pour faciliter le travail personnel et la révision
Ce style décrit est assez rare et il nous semble de nature a apporter beaucoup a tout candidat au baccalauréat série D qui
chercherait a inventer, a réinventer sa propre pratique pour atteindre plus aisément les objectifs nouveaux fixés a la maitrise

des mathématiques en classe de terminale.

En effet, construire I'activité mathématique de chaque éléve pendant toute séance, gérer la tension entre I'attendu du
programme et 'exigence du socle commun, différencier en fonction des acquis, des rythmes et des besoins des éléves, sont
autant d'objectifs que tout enseignant doit se donner aujourd’hui mais qui ne se réalisent pas facilement.

Or les pistes nouvelles que les auteurs ont ouvertes en cheminant cote a cbte sont d’'une grande pertinence et véritablement
de nature a avancer efficacement sur toutes ces questions de fond, vrais enjeux de I'enseignement d’'aujourd’hui. Chose rare,
toutes ces pistes sont décrites minutieusement, les choix réalisés analysés finement, les raisons de tel ou tel questionnement
¢éléve pesées, les réactions d'éleve pointées. La réflexion du lecteur en est d’autant mieux sollicitée, sa capacité a construire
ou reconstruire a sa main, a effectuer des transferts, d’autant mieux stimulée.

Construire un projet personnel en phase avec les objectifs de I'enseignement d'aujourd’hui est, nous le savons, un vrai
défi qu'il faut relever quotidiennement. Mais nous sommes s{rs que vous trouverez dans

« L& COLLECTION LION EXO » des éléments précieux pour vous y aider

La seconde partie de « LA COLLECTION LION EXO » est consacrée aux neuf derniers sujets entierement corrigés du
baccalauréat (2017, 2016, 2015, 2014,2013, 2012, 2011, 2010 ET 2009)

Nous exprimons notre gratitude a tous ceux qui ont apporté leur appui matériel et financier pour la réalisation de cette
Collection. Nous remercions I'ensemble de nos collégues pour leurs encouragements, leurs conseils, leur soutien et leurs
contributions de toutes sortes.

Enfin, nous espérons que « L& COLLECTION LION EXO » répondra a I'attente et aux besoins des utilisateurs
(professeurs et éléves). Afin d'en améliorer les prochaines éditions, nous accueillerons avec reconnaissance les remarques,
les critiques et les suggestions qu'ils voudront bien nous faire et, par avance, nous les en remercions.

SANOE Jr. Christopher
« La collection lion exo »
32 BP 42 Abidjan 32
(00225): 0102 1166 54 /06 79 75 14 / 08 21 16 60

Email : christophersanoe@gmail.com
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CHAPITRE I : LIMITES ET CONTINUITE

Introduction

Une fonction étant définie, on peut (théoriquement) calculer l'image f (a) d'un élément a de son ensemble de définition.
Toutefois, dans la pratique, on ne connaitra a que par une valeur approchée. Il n’y a aucune raison a priori de penser que
limage d’une valeur approchée de aest une image approchée utilisable de f (a). C’est pourquoi il est important de connaitre
le comportement de la fonction lorsquex se rapproche de a. De méme pour connaitre I'évolution future de phénoménes
modélisés par des fonctions, il peut étre intéressant d’envisager le comportement de ces fonctions lorsque la variable x
devient trés grande.

Les préoccupations concernant les notions de limites remontent a I'antiquité. Ces préoccupations furent celles des
philosophes (Aristote (384-322)) autant que celles des mathématiciens. On retrouve ces problémes tout au long de I'histoire
des mathématiques, mais il fallut attendre le XIX & siécle pour que les recherches qui fondérent solidement les
mathématiques conduisent a une définition correcte de la notion de limite (Bolzano (1781-1848)) Cauchy (1789- 1857),
Abel (1802-1829), Riemann (1826-1866).

L’émergence du concept de limite fut longue et malaisée, contrariée par les difficultés associées aux notions d'infini,
d’infiniment petit et d'infiniment grand.

« L'infini, plus qu’aucune autre question jusqu’ici, a profondément ému I'ame de ’lhomme ; I’infini ; plus peut étre
qu’aucune autre idée, a exercé une action stimulante et féconde sur son entendement. Mais aussi I'infini, plus
aucune autre notion, a besoin d’étre élucidé. » Hilbert, « sur l'infini », 4juin 1925.

FICHE DE COURS

) Limites et continuité en a
I-1Définiion :
soit une fonction f* d'ensemble de définition Dy et deux nombres reels a et L.

On dit que [ est la limite de f(x) quand x tend vers a, si la distance entre f(x) et [ devient aussi petite que I'on veut lorsque x
élément de Dy est de plus en plus proche de a.

Onnote : lim,_,, f(x) =1

Remarque : a peu appartenir ou ne pas appartenir a D¢

I-2) Limite a gauche — Limite a droite

Soit aetl deux réels. f est une fonction et Dy son ensemble de définition. ; .

Définition : On dit quef admet une limite & gauche en aégale a [ lorsque la restriction g de : =
f aD¢ N ]—oo; a[ admet en a une limite égale a .
On note : limxza f(x) =lim,_,gx) =1L

On dit quef admet une limite a droite en aégale a [ lorsque la restriction g de f a \
D¢ N ]a; +e[admet en a une limite égale a L. N
Onnote : limx;a f(x) =lim,_,g(x) =1L

Propriété

Soient aet [ deux nombres réels et f une fonction définie sur un intervalle | de R.

Sia ¢ 1, alorson a: f admet une limite [ en a si et seulement si f admet en a une limite a i
gauche et une limite a droite égale a L.

9 \: .\

Donc : limx-a f (%) = limx-a f(x) = L | .

Sia € I, f admet une limite [ en a si et seulement si f admet en a une limite & ‘ -
gauche et une limite a droite égale a L. : .
Donc: limxza f(x) = limx-a f(x) = f(a) :

>
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Dans ces conditions, on dit que la fonction f est continue en a

|dée intuitive: soit (Cf) la représentation graphique de f dans le repére (O,i,j).

f est continue si l'ont peut tracer la courbe (Cf") sans « lever le crayon», autrement dit sans interruption (discontinuité)
Remarque 1 :

Les fonctions polynémes, sinus, cosinus, racine carrée .... ou valeur absolue ainsi que les sommes, produits, quotients et
composées de ces fonctions sont continues sur tout intervalle ou elles sont définies ! On ne démontrera donc pas la
continuité de ces fonctions usuelles.

Remarque2 : Dire qu’une fonction admet une limite en un point d’'abscisse a de son ensemble de définition c’est dire que la

fonction f est continue en a.

I-3) Prolongement par continuité

f est une fonction d’ensemble de définition Dy, a un nombre reel n'appartenant pas a Dy.

On suppose que f admet une limite finie [ en a.

xeDy, p(x) = f(x)
p(a) =1

I-4) Limites de fonctions composées

Propriété

f et gsont des fonctions a, 1, 1" sont des nombres réels ou — ou 4.

Silim,_, g(x) = letsilim,_; f(x) = [, alorslim,_,[f o g(x)] =

|-5) Limites de ./f et |f|
Propriété
soit f une fonction, a € R U {—e0; +} ; [ un nombre réel positif ou nul, I'nombre réel.
- Silim,_, f(x) = Lalors lim,_ 4 \/f(x) = VI
- Silim,_, f(x) = +alors lim,_, / f(x) = +
- Silim,_, f(x) = l'alors lim,_,|f (x)| = |l
- Silim,_, f(x) = +alors lim,_,|f(x)| = +
Silim,._,, f(x) = —«alors lim,_,|f(x)]| = +

Il) CONTINUITE SUR UN INTERVALLE

I-1) Fonction continue sur un intervalle

Soit K un intervalle, on dit que f es continue sur K, si f est continue en tout élément de K
Propriété :

L'image d’'un intervalle par une fonction continue est un intervalle ou un singleton.

L'image d'un intervalle fermé par une fonction continue est un intervalle fermé ou un singleton.
Conséquences :

Si f est continue sur [a; b] alors f([a; b]) = [m; M]

m est le minimum de f sur [a; b]

M est le maximum de f sur [a; b]

II-2) Foncions continues et strictement monotones

Soit a et b deux éléments de R tel que a < b.

Soit f une fonction admettant une limite a droite ena et une limite & gauche en b
Si f est continue et strictement croissante sur [a; b] alors f([a; b]) = [f(a); f(b)]

v
Alors la fonction ¢ définie par{ est continue ena et est appelé prolongement par continuités de f en a.

Si f est continue et strictement croissante sur ]a; b[ alors f(Ja; b[) = ]limx:a fx);limyp f (x)[
<
Si f est continue et strictement décroissante sur [a; b] alors f([a; b]) = [f(b); f(a)]

Si f est continue et strictement décroissante sur ]a; b[ alors f(]a; b[) = ]limxeb f(x);limx-a f (x)[
< >

Théoréme 1
Soit f une fonction strictement monotone sur un intervalle 1, alors f réalise une bijection de | sur £ (I). Sa bijection réciproque £ !
est une fonction continue et de méme sens de variation que la fonction f.
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Théoréme 2

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1, alors pour tout m de f (1), I'équation f(x) = m admet
une unique solution dans I.

Corollaire

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur [a, b]. si f (a) et f(b) sont de signes contraires, alors 'équation
f(x) = 0 admet une unique solution dans l'intervalle ]a, b[.

lI)Notion d’asymptote

l1I-1) Définitions

Soit £ une fonction et (C)sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére (0, 1,])

e Lorsque f a une limite finie [ en —oo ou en +oo, on dit que la droite d'équation y = [ est asymptote a la courbe (C).

e Lorsque fa une limite infinie a gauche ou a droite de x;,. On dit, que la droite d'équation x = x, est asymptote a la
courbe(C)

o Lorsqu'il existe une fonction affine x = ax + b tel que la fonction f (x) — (ax + b)a pour limite 0 en —oo ou en +oo, on dit
que la droite d'équation y = ax + b est asymptote a (C).

. Lorsque’% admet une limite infinie en —oo ou en +oo, on dit que la courbe (€)admet une branche parabolique de direction
(0J).

e Lorsque
(1)

l11-2) POSITION D’UNE COURBE PAR RAPPORT A UNE DROITE.

Soit £ une fonction définie sur un intervalle | de R, dont (C‘f) est sa courbe représentative dans un repére (0, 1,]) et (A) une

droite d'équationy = ax + b (a € R").

Pour étudier la position de (C’f) par rapport a (A) sur l'intervalle K de I, il suffit d'étudier le signe def (x) — (ax + b) :

Si f(x) — (ax + b) > 0 pour tout x élément de K, alors (C; ) est au-dessus de (A) sur K.

Si f(x) — (ax + b) < 0 pour tout x élément de K, alors (C; ) est en-dessous de (A) sur K.

IV)_Fonction du type :x — Vx;(n € N etx — x™; (r € Q*;x € R})

IV-1) Fonction du type :x — %/x

a) Définition

n est un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2.

On appelle fonction racine n'®™¢ |a bijection réciproque de la fonction : R, — R
x— x"

f& )admet une limite 0 en —oo ou en +oo , on dit que la courbe (€) admet une branche parabolique de direction

b)_Propriétés

x et y étant des nombres réels positifs ou nuls et n un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2.
”=y=’x—f ﬁ>0 (\/_) =y
"=yex=yi 0 et(yn) =M=y
IV-2) Fonction du type :x — x" ; (r € Q*; x € R%)
a) Définition
r étant un nombre rationnel non nul, on appelle fonction puissance d’exposant r la fonction : R, — R,
x—x"

b)_Propriétés
retr étantdes nombres rationnels non nuls, x et y des nombres réels strictement positifs,

r T , , , ,
X" X y" = (xy)"; = (i) ; ()7 =T et xTxxT ="
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EXERCICES RESOLUS

Exercice 1
Dans chacun des cas suivants, calculer la limite de la fonction f en x, (on calculera éventuellement les limites & gauche et a
droite en x).

\/ﬁ 2

—4
@) f() == % =4; b)f (x) = =2 5 Of) =35 % =0
Exercice 2
. : 2 . i —1
Calculer:a) limy,,_o,(Vx*+x+x); b) lim,,_ 4 REETT™E
Exercice 3
Dans chacun des cas suivants calculer les limites de f en + eten —e,
Q) f() =2 v ) =x+2+ Va2 —3x + 1
Exercice 4
Calculer les limites suivantes :
a) 1lmx_)0 — 5 lim, ( + tan x) C) llmx_,o = d) lim, g Sirzl 3 e) lim, tag 2
3 tan 2 : i
f) hmx—>0 SH; 2, g) llrnx—)O tan 5X ) h) 11rrlx—)O leonsxzx
Exercice 5
Dans chacun des cas suivants étudier la continuité de f en x;
2 5y
a)f(x) =3x2—5x—7,xy=2,b) f(x) =V4d —x,xg = 4;¢) f(x) = ZiTgiJr;,xo =1
D) f0) =i = =2
V) = x+2 07

Exercice 6

| S f) =222 pourx>2 -
Soit f la fonction définie par : Etudier la continuité de f en 2.

f(x):Zx _Z pour x < 2

Exercice 7
Dans chacun des cas suivants, déterminer a pour que f soit continue en x,
x?—1 VeI —x+1-x
fx) = . sixER" ) f(x) = pog ,six € R\ {1}
f(0)=a ;X9 =0 f()=a ; xo ==1
Exercice 8
V3x2+1-2

Soit la fonction f: x +— ——
1) Calculer la limite de la fonction f en 1.
2) En déduire une fonction g, prolongement par continuité de f en 1.
Exercice 9

Sot f la function numérique définie par:f(x) = x3 +x + 1

1) Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.

2) Déterminer f([—1;2]).

3) Montrer que f est une bijection de [— 2; 3] sur un intervalle J a préciser.
)

NN

Démontrer que 'équation f(x) = 0 a une unique solution réelle dans [—1; 0]
5) Déterminer une valeur approchée & 10~2prés de cette solution.

Exercice 10

Soit £ (x) = 2= définie sur R\{1}.
a) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Interpréter graphiquement chaque résultat en termes d’asymptotes.
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b) Préciser la position de la courbe par rapport a celle qui est parallele a (OI).

Exercice 11

Soit £ (x) =

a) Trouver trois nombres a, b et c tels que pour tout x € R\{1}; f(x) = ax+ b + xCT1

—3x+3

définie sur R\{1} et (C)sa courbe représentative.

b) Calculer lim,, _,; o, [f (x) — (ax + b)]et interpréter graphiquement le résultat.
c) Etudier la position de (C)et la droite (D) d'équation : y = ax + b.

Exercice 12
Soit f(x) = —— —L définie sur R et (C)sa courbe représentative.
a) Trouver quatre nombre réels a, b, ¢ et d tels que pour tout nombre réelx, f (x) = ax + b + ;’;:‘i
b) En déduire que (€)admet une asymptote dont on précisera I'équation.
Exercice13
Ecris sous la forme a? (a € N, q € Q)
3 3 5
DR C o) 2 . d)VV3 + Y1875 + 4243
? %128
EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT
Exercice 1
1) Calculer les limites suivantes.
a) limy, 0(Vox—2—Vx+1) ; limy,_,(V5—x—+V1—x)
b) lim,,_,, (V1 —x + 2x) im0 (x — VX2 4+ 1)
2) Calculer les limites en —oo et en+co de la fonction f définie par: f(x) = xlti_z.
Exercice 2
Dans chacun des cas suivants calculer les limites de f en + eten —e.
V3xZ+145 V3 x—Vx2-3
8) FO0) = 2 ) fa) = Va2 2 VAT T 0) () = o d) ) = S
exercice 3
Soit la fonction f définie par f(x) = — +f|

Déterminer les nombres réelse, 3, y sachantque lim,_1 f(x) = =2,lim,,_o, f(x) = —c0 etlim,,of(x)=1

Exercice 4

2x243x—-2
x+3

a) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définitionDy .

b) Démontrer que C; admet une asymptote verticale dont vous préciserez une équation.

Sotf la fonction numérique définie par:f (x) = et C sa courbe representative dans un repere (0, 1, ]).

c) Démontrer qu'il existe trois réelsa, b et c tels que pour tout x € R\{—3} f(x) = ax + b + ?

d) Endeduire que la droite (D) d'équation y = 2x — 3 est une asymptote oblique a Cs.
Exercice 5
Soit £ (x) = x3 + 4x? + 6x + 1 définie sur R
Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a sur R.
Donner un encadrement de o & 10~3prés.
Exercice 6
On considére la fonction : f:]—1; +oo[ —» |—4; +oo[
x> x%+2x—3

—_

) Justifier que f est une bijection.

) Déterminer la bijection réciproque de f.

) Etablir le tableau de variation de £~

) Construire la représentation graphique de £, en déduire celle de £ 1.

BN
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CORRECTION DES EXERCICES

Exercice 1 : Calculons les limites de la fonction f en x,

. o1 x—4 _y- (x—4)(Wx+2) _
a) lim,, f(x)=lim,, Z—=lim,, o e =lim,

w =lim,_,(Vx+2) =4

b) lim,_, f(x)=lim 272 _ Jim,_, DO D imy, ,—— et = lim L1

x-2 -2y 2 T o2 2)(Vxt2+2) M2 o xrz+2) o2 S22 4

122 J 2 —cosix—0
) lim, o f(x)=lim, o—=—=lim, g ——" D jjy o X 1+: Delim M={ , <
Viead-1 W12 -1 1+x2+1) 1+x%-1 x +oosix - 0,

Exercice 2:

a) Il faut utiliser 'expression conjuguée pour le calcul de cette limite car les théorémes généraux ne permettent pas de

conclure.
i V2 x+x (\/xz—-l—x—x) 24 x—x?

SOIt\/x2+x+x=( ) T, X

VxZ4x—x VxZ+x—x JxZ4x—x
Pour lever I’indétermination il faut encore factoriser !
1+= +1] [ 1+= +1]

[2
X x—x x2(1+ —x x2 1+——x || 1+——x /1+——x —x

On obtient :lim,_,_,, f(x) = lim,_,_,
T

a N 3 P . . - 1
b) Gréce a la régle de calcul de limite de fonctions composées, on établit que : lim,._, _,, ey = (_%)3 =-8

Exercice 3 :
24,1 1 [ 1
. o /3x2+1_ . x (1+x_2)_ . |x| 1+x_2_ . —-X 1+x_2 1+x_2_ 1
a) lim,, ., f(x)=lim,_,, ——==lim,_, o, ~———=lim,_,_, m-hmxa—w ﬁ-hqu e Y
X
1 1 |x| l-i-xiZ x /1-%}%2 1+xi2 1
carlim, , 5 =lim,, ,-=0 et lim,,, ., f(x)=lim,_ —=lim,_, —=lim,_,,, —=
x x x(3—) x(3—) 3— 3
b) i Fo)=li (x+2+/x2-3x+1) (x+2—V/x2-3x+1) li x2+4x+4—-x2+3x-1 li 7x+3
im,_,_ x)=lim,_, _ =lim,_,_, ————=lim,,,_, ————=
o o x+2—/x2—3x+1 2T (222 —3x+1 2T (232 -3x+1
3
x(7+ 7+3 7 1 2
. I - . s
lim,__, my, o, — Carlim,_,_,, =z = lim,__, - = =lim,,_,-=0
x(1+2+ 1——+ tit (1)

lim,_ ., f(x)=lim,_ ., (x+ 2+ Vx? — 3x + 1)=lim,_ [x +2+ /xz (1 - % + xiz) =

lim, o, [+ 2 + |x]| / 1-24 2 |=tim,., [x+2—x /(1—§+x12)] =lim, o x(1+ 2+ [(1-24+3) = +o
Exercice 4:
a) lim,_, si: =lim,_,, smx-1 car llmx_,o snx — 1

X

b) Tim,_o (= ) =1lim,_, (S‘“" + jo’;z)=1 car lim,_, %:1 :1lim,_o sinx = 0 etlim,_ cosx = 1

smx

tanx sinx _sinx 1 .
c) lim = lim,_,¢ % =lim =——x——=1car lim —1 et lim,,ocosx=1
) x—-0" x—-0 =0 cosx  x cosx x—>0 x—0
li sin 3x =1 sin 3x _l . 3sin3x_3 li sin 3x_l. sin X_1
d) lim,_, o = im0 ——X E- im,_o > ——=; carlim,_o ——=limy_, —~=
li tan 2x_l. tan2x 2x_l. 2 tan2x_2 li taan_l tanX_1
e) lim,_, oy My o —— X —=lim,_o - ——=_car lim, imy_o—
f sin3x _ . sin3x  3x_,. 3 sin 3x 3 sin 3x_ sinX_1
) lim,_,—— b llmx_,(,? X llmx_,0 T3, g ear llmx_)0 =limy_,
) lim tan2x _ lim (tan 2x Zx )_llm Zx x tan2x x 5x =lim 2 x 1 car lim tan2x __
9 20 Gansx 220\ an 5x Zx x=0 5y 2x tan5x x—0 5 ta;le 5 o0 oy T
X
. tan5x
llmx_,o ? =1
. sin x . sinx sinx .
h) llmx_)o Tcos 2x lim,_,, — X osz —1 car llmx_>0 =1letlim, ocos2x =1

Exercice 5:
[ est continue en x,, si et seulement si lim, ) f(x) = f(x,)

a) lim,_, f(x)=lim,_,(3x* —5x—7)=3 x22 -5x2—-7=12-10—-7 = -5et f(2) = -5
Page 9 sur 186



lim,_,, f(x) = f(2) = —5 Alors f est continue en 2
Ou bien f est une fonction polynéme, elle est continue en tout élément de R en particulier en 2.

b) lim,_, f(x)=lim,_, V4 —x=v4 —4=0et f(4) =0 alorslim,_, f(x) = f(4) = 0 Alors f est continue en 4

¢ lim,,; f(x)=lim, Z; ;;; Zziz ii;; ;etf(l) = —; alors lim,_; f(x) = f(1) = —%Alorsfest continue en 1
d Df={x€eR/x+2+0}0na:D;=R\{-2} —2¢& Dy alors f n’est pas continue en -2
Exercice 6
lim,_,_ f(x)=lim,, m_2=llmx_>2 O DD iy . —22t  olim,, 2 clim, ,, ———=
> > x-2 > (x—2(Vx+2+2) 28> (x—2(Vx+2+2) X8> (x—2(Vx+2+2) X8> Vx+2+2 4
lim,_,_f(x)=lim,_, (Gx?—3)=22 — 251 -2 =1
Ona:lim,_,_ f(x)=lim,,_f(x)=f(2)= %. Alors f est continue en 2.

Exercice 7
f est continue en x,, si et seulement si lim, | f (x) = f(xg)

'llmx_>0(x —1)=1etf(0)=a

Z
a) lim,_q f(x)=lim,_,,> -llmx_m

Alorsa = —1
VaxZ—x+1-x_,. (\/x —x+1— x)(\/xz—x+1+x) x2—x+1—x2 —x+1
b) lim,_, f(x)=lim,_ 7=llm = =lim
) 21 f (%) x-1 -1 x=1 (x—-1)(Wx2—x+1+x) x-1 (x— 1)(x/x2—x+1+x) x—>1 (x— 1)(\/x2—x+1+x)
-1 1
lim———=let fF)=a Alors a=—-
x-1 Jx2—x+1+x 2 f 2
Exercice 8
L’ensemble de définition de f est D, = {x ER/x—1+#0}L0na:Dy=R\{1}
\/3 +1
1) lim,_, f(x) =lim,_, —— (cette limite présente une forme d indétermination —)
iz _ (BR+1-2)(/3%4142) a4 3523 3D+l __ 3(x+1)
x-1 (x—1)(v/3x2+1+2) (x—1)(\/3xz+1+2) (-1D)/3x2+4142)  (x-1)(/3x2+1+2)  V3xZ+1+2

3(x+1) 6 3
llmf(x)—llm =—==

VB r1+2 4 2
1¢ Dy

2) Ona {llmx—»I Fx) =
{g(x) =f(x) six=+1

3 Donc f admet un prolongement par continuité en x,=1. Soit g la fonction numérique définie

par: g(1) = 3 g ainsi définie est le prolongement par continuité de f en xy=1
2
Exercice 9
1) Onalim,,_q f(x) =lim,,_o (x> +x+ 1) =lim,,_,x% = -

etlim,_ o, F(X) = limy_ o, (23 + x + 1) = lim,_, 4, 3 = +0
Vx€R,f (x) = 3x% + 1comme3x2 + 1 > 0 sur R (A< 0); alors V x € Rf (x) > 0. f est continue et strictement
Tableau de variation

X —00 +o00
Je)) +
+oo
f(x)

2)Déterminons f([—1; 2])
f est une fonction continue et strictement croissante sur[—1; 2]alors f([—1;2]) = [f(—1); f(2)] = [-1;11]
3) Montrons que f est une bijection de [- 2; 3] sur un intervalle J a préciser
f est une fonction continue et strictement croissante sur [- 2; 3]alors f est une bijection de [- 2; 3|vers f([—2;3]) = [f(—2); f(3)]
= [-9;31].DoncJ = [-9;31]
4) V x € [—1; 0], f est une fonction continue et strictement croissante alors f est une bijection de [— 1; 0]vers
f([—1;0]) = [f(—1); f(0)] = [—1;1] orOr 0 € [—1; 1]. ll existe donc un unique nombre réel a tel que : f(a) = 0 sur [—1; 0].
5) Déterminons une valeur approchée & 10~2prés de cette solution
Pour donner un encadrement de a, on utilise la méthode de balayage
Recherche d’un encadrement de a par deux décimaux consécutifs d’ordre 1

x -1 -0,9 -0,8 -0,7 -0,6 -0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0
fx) - - - - + + + + + + +

On obtient: —0,7 < a < —0,6 et—0,6—(—0,7) = 0,1
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Recherche d’un encadrement de a par deux décimaux consécutifs d’ordre 2

x 0,7 -0,69 -0,68 -0,67 -0,66 -0,65 -0,64 -0,63 -0,62 -0,61 -0,6
f(x) - - + + + + + + + + +
On obtient: —0,69 < « < —0,68 et—0,69— (—0,68) = 0,01
Exercice 10

a) Dy=]-00;1[U]1; +oo]
lim, o, f(R)=lim, o, 2—2lim,, ., (2)==3  ; lim,,o FONM,, o 2slim, ., (2)=—3

lim,_,_,, f(x)=lim,_ ., f(x) = —3 Alors la droite d’équation y = —3 est asymptote « horizontale » a la courbe
représentative de f en —co et en + oo

llmx_>1 f(x)—llmx_& —llmx_>1(3x 2) X —-+oo Car limx_>1(3x —2)=1c¢et limx_>1 l—ix = +o0

—llmx_>1(3x 2) x —-—oo Car llmx_>1(3x 2)=1et llmx—>1% = —o0
>

llmx_,l f(x)=+o0 et llmx_,l f (x) —oo, alors la droite d’équation x = 1 est asymptote a la courbe représentative de f.
< >

llmx—>1 f(x)-llmxﬁl

b) Etude de la position de la courbe par rapport a I'asymptote qui est paralléle a (Ol)

fx)—(-3) = x2 —+ 3—“?&—— Alors le signe f(x) — 3 dépend de celui de 1 — x.

V x € ]—o0; 1], f(x) — 3 > 0:la courbe est au dessus de I'asymptote.
V x € ]11; +oo[, f(x) — 3 < 0: la courbe est en dessous de I'asymptote.
Exercice 11
a) |l faut procéder par identification ou par la division Euclidienne : pour tout x € R\{1}.
_(ax+b)(x71)+c_ax27ax+bx7b+c_ax2+(7a+b)x7b+c .
x-1 x-1 x-1 x=1
a=1
<ib—a=-3soita=1;, b=-2 etc=1
c—b=3

f(x)=ax+b+

ax? +(—a+b)x—b+c_xz—3x+3
x—1 x-1

Par identification:

1
Donc f(x) =x—2+ =

b) im0, [f (%) = (@x + B)I=lim, o, [f(2) = (x = 2)]lim, ., [x = 2+ = = (x = 2)|=lim, o, (-5)=0
lim,_ . [f(x) — (x — 2)] = 0. Alors la droite (D) d’équation y = x — 2 est asymptote « oblique » a (C) en +co.
c) Celarevient a étudier le signe de f(x) — (x — 2)
f(x)—(x— 2)=xlT1' Alors le signe de f(x) — (x — 2) dépend du signe de ﬁ
V x € ]—o0; 1], f(x) — (x — 2) < 0:la courbe (C)est en dessous de (D)
V x € ]1;4+0o[, f(x) — (x — 2) > 0: la courbe (C)est au dessus de (D)
Exercice 12

a) Il faut procéder par identification ou par la division Euclidienne : pour tout x € R.
cx+d_(ax+b)(x%+1)+cx+d_ax®+ax+bx? +b+cx+d_ax3+bx®(a+c)x+b+d |

f(x)=ax+b+

x2+1 x2+1 x241 x241
a=1
3,3.2 3_ 5.2 —
Par identification; %X tPx (@tOxtbid _ x7-2x 1 b sota=1;, b=-2 ; c=-1 etd=1
x2+1 xZ2+1 a+c=0
b+d=-—
—x+1
Donc f(x) =x—2+ =1

—x+1 —x+1

b) lim,...[f(x)— (ax + b)]=lim,_ .., [f(x) — (x — 2)] = lim,_ ,., [x —2+ oo (x— 2)]=liqu+w( So)=0
lim,_, ., [f(x) — (x — 2)] = 0. Alors la droite (D) d’équation y = x — 2 est asymptote « oblique » a (C) en +co.
Exercice 13

1 1 2
3/25 253 2\3 3 2 1
25_253 _ (52)3 _ 53 24 1
a)-:-:u_—=5(3 )=53
5 5 5 5
3 101 11 2 1
4xVAX2V2_4x43x2x22 _ 8x(22)3x22 _ 23x23x22 (3+2+2-% 4
b) = = T = T = . =2 3'2 6/ =2
vz 26 26 26
YaxB_ 25x87  28x(2I 2822 26D 210 177
X x82 X 2 x22 2
c) 11— (1): T =% —7=2(1010)—210—2
3128 (1285)2 12810 (27)10 210 210

d) V3 + V1875 + 4243=/V3 + Y3 x 57 + {3 5—(&P+{3x5ﬁ4+6%4—3%+&x(#y+ 3% =

1

31+5><3Z+31+Z=6x31+3x31=9><31=32><31=3 Z=31
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CHAPITRE Il : DERIVEES ET PRIMITIVES

Introduction

Des techniques empiriques d’approximations de longueurs de courbes, d’aires ou de volumes étaient utilisées par
Archiméde et Eudoxe. Les recherches foisonnantes du Xlle siécle introduisent de nouvelles notions (vitesse instantanée,
direction d’'un mobile sur sa trajectoire, problémes d’extremums....) qui provoquent la classification de ces anciennes
techniques et aboutissent aux notions de différentielle et de dérivée. Citons entre autres les travaux de Descartes (1596-
1650),PASCAL (1623-1662)FERMAT (1601-1665), et surtout NEWTON (1642-1727) et LEIBNIZ(1646-1716) qui travaillant
indépendamment découvrent les mémes résultats et méthodes, mais deux formes radicalement différentes, qui s'opposérent
au cours des siécles. D’Alembert (1717-1783) clarifie le réle fondamental des limites dans la dérivation. Enfin, en 1821, les
fondements du calcul différentiel figurent pour la premiére fois dans les ouvrages d’enseignement de CAUCHY.

Pour préciser le comportement de la fonction f pour les valeurs de x voisines d’un réel a, on peut tenter une comparaison de
f avec des fonctions connues (et en premier lieu, des fonctions du premier degré) prenant la méme valeur que fen a.

L’étude de I'erreur commise dans ce processus d’approximation conduit a la notion de meilleure approximation affine et a
celle de nombre dérive, puis a celle de fonction dérivée.

FICHE DE COURS

1) DERIVATION
[I-1-1) Dérivabilité en a

Q1@ 4 une limite finie L en
Xx—a

Soit f une fonction définie sur un intervalle | contenant a. On dit que f est dérivable en a si
a.

Cette limite I est appelée nombre dérivé de f en a et est notée f '(a)

1I-1-2) Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite en a

Définition :

Soit £ une fonction définie sur un intervalle | contenant a.

On dit que f est dérivable a gauche en a, si : limxza (w) existe et est finie. Cette limite est appelée le nombre

dérivée de f a gauche en a.
f(x)—f(a))

Onnote: f g(a) = limxza( a

La droite passant par A(a, f(a)) et de coefficient directeur f g(a) est appelée la tangente a gauche a la courbe
représentative de f au point A.

On dit que f est dérivable a droite en asi : limx;a (%) existe et est finie. Cette limite est appelée le nombre

dérivée de f a droite en a.
f(x)—f(a))

Onnote: f,(a) = limx;a( —
La droite passant par A(a, f(a)) et de coefficient directeur f 4(@) est appelée la tangente a droite & la courbe
représentative de f au point A.

Propriété

Soit £ une fonction définie sur un intervalle | contenant a.

f est dérivable en a si et seulement si f est dérivable & gauche en a, dérivable a droite en a et f g(a) =f (@

Dérivabilité et continuité en a

Si une fonction est dérivable en a, alors elle est continue en a. la réciproque est fausse : une fonction peut étre continue en a
sans étre dérivable en a

Equation de la tangente (T) en un point A (a ;f(a))

Une équation de la tangente (T) estdonc : y — f(a) = f'(a)(x — a)

Remarque : Lorsque f (@) =0,la tangente a (C) au point a est paralléle a I'axe des abscisses.
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Tangente verticale

Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle | contenant a.

feO—f(@)
X—a

Lorsque la limite a droite ou la limite & gauche en a de la fonction x — est infinie, la courbe représentative de f

admet une demi tangente verticale au point A ( ff‘a)).

[I-1-3)_Dérivabilité sur un intervalle

Définition :Soit f une fonction.
- Si f est définie sur Ja; b[, on dit que f est dérivable sur l'intervalle ]a; b[ si f est dérivable en tout point de ]a; b
- Si f est définie sur [a; b], on dit que f est dérivable sur l'intervalle [a; b] si f est dérivable sur l'intervalle ]a; b et

dérivable a droite en a et dérivable & gauche en b.

I-1-4) Fonction dérivée

Soit fune fonction.

L’ensemble des nombres réels en lesquels f est dérivable est appelé ensemble de dérivabilité de f.

La fonction x +— f'(x) est appelé dérivée (ou fonction dérivee) de f.

CALCUL DE DERIVEES

Dérivée de la composée de deux fonctions

Théoréme

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle K et v une fonction dérivable sur un intervalle contenant u(K). La fonction

v ou estdérivable sur K etona:(veou) =u'x (v'ou).

Dérivée de la réciproque d’une fonction

Propriété

Soit £ une fonction dérivable, strictement monotone sur un intervalle K, tel que Vx € K, f'(x) # 0.

La fonction f réalise une bijection de K vers f(K).

La bijection réciproque f ~Lest dérivable sur f(K) etona: (f~1)'= T

1
f—l

lIl PRIMITIVES

Définition : Soitf une fonction définie sur un intervalle K.

On appelle primitive de f sur K toute fonction F de K vers R telle que, pour tout élément x de k F'(x) = f(x).

Propriété :Si f est une fonction continue sur un intervalle K alors fadmet une primitive sur K.

Ensemble des primitives d’une fonction

Propriété 1 : Soit fune fonction admettant une primitive F sur intervalle K.

Pour tout nombre réel c, la fonction x — F(x) + cest une primitive de f sur K.

Toute primitive de f sur K est de la forme x +— F(x) + c,ol c € R.

Propriété 2

Soitf une fonction admettant une primitive sur un intervalle K.yyun nombre réel et x, un élément de K. Il existe une seule

primitive de f sur K et une seule qui prend la valeur yq en x; .

Primitives des fonctions usuelles

Fonction f r—a x>t x»—)i x'—>i x — sinx XX X — COS X x-—>;
(aeR) (neN) xn Vx (reQ\{-1}) cos2 x
n+1 1 r+1
Primitive F de f ax+c x—+c — =gt 2Vx+c¢ —CcosXx + ¢ x_+c sinx + ¢ tanx + ¢
n+1 (n—Dx» r+1
. - . ) ) 10; +o[sir >0
Domaine de validité R R ]—o0; 0[ ou ]O; +[ 10; 4| R J—w; 0[sir <0 R R
Fonction f uu w N\{1 i’ wu u'cosu u'sinu
(n € N) F(n € N\{1} Vu (reQ{-1)
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d un+1 1 \/_ ur+1
rimitive de —————+c 2Ju+c sinu + ¢ —cosu+c
P ! n+1+c (n - Dun-t r+1+c

Sur tout Sur tout intervalle ou Sur tout intervalle ol | Sur tout intervalle ou .Sur tout N .Sur tout N

. . N . . . intervalle ou intervalle ou

Commentaires intervalle ou u u est dérivable et ne u est dérivable et u est dérivable et w est w est

est dérivable s’annule pas strictement positive positive L L

dérivable dérivable

IV GENERALITES SUR LES FONCTIONS

Parité

Fonction paire

Définition

Soit f une fonction d'ensemble de definition Dy. On dit que la fonction f* est paire si Dy est symétrique par rapport a zéro et
pour tout x élément de Dy, ona : f(—x) = f(x).

Le repére étant orthogonal, une fonction est paire si et seulement si I'axe des ordonnées est un axe de symétrie de

sa courbe représentative.

Fonction impaire

Définition

Soit f une fonction d'ensemble de definition Dy. On dit que la fonction f* est impaire si Dy est symétrique par rapport a zéro
et pour tout x élément de Dy, ona: f(—x) = —f(x).

Une fonction est impaire si et seulement si I'origine du repére est un centre de symétrie de sa courbe

représentative.

Centre de symétrie - Axe de symétrie

Soit f une fonction d'ensemble de définition Df; (C) sa courbe représentative et a et b deux nombres réels.

Centre de symétrie

Le point A(};) est un centre de symétrie de(C) si et seulement si v x € Dy; 2a — x € Dy et
fRa—x)+f(x)=2bouVx€Ra—x€Df;a+tx€Detfla—x)+fla+x)=2b

Axe de symétrie

La droite d'équation x = a est un axe de symétrie de(C) si et seulement siV x € Ds;2a — x € Dy et f(2a — x) =
f(x)ouVx€ERa—x€Dsr;a+x€Detf(a—x)=f(a+x)

Plan d'étude d'une fonction

Ensemble de définition Dx.
Eventuelle parité ou périodicité (pour réduire l'ensemble d'étude).
Limites ou valeurs de faux bornes des intervalles constituant Dy et éventuelles asymptotes.
Existence et détermination de f’(en utilisant les opérations ou la définition) puis signe def " (x).
Tableau de variation récapitulant les résultats précédents.
Recherche éventuelle d'un centre ou d'un axe de symétrie.
Tracé de la courbe aprés avoir placé :
- les axes du repére avec la bonne unité ;
- les points particuliers (tangente horizontale ou verticale, intersection avec les axes, ...) ;
- les éventuelles asymptotes.
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EXERCICES RESOLUS

Exercice 1
Dans chacun des cas suivants, calculer en utilisant, la définition, le nombre dérivé de la fonction f enx,.

a) f(x) = —3x%+4x+5,x5 = 2;b) f(x) =%,x0 = —%;c)f(x) =xxl21, Xg =1;
1

d) f(x)\/2x + 5,x9 = —3

Exercice 2
Dans chacun des cas suivants déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction f au point
d’'abscisse xq

a)f(x)=x*—=3x—1,xy=-2; b)f(x)=
d) f(x) =v2x—3,x5 = 2.

Exercice 3
Déterminer la dérivée des fonctions suivantes :

ax— —x’+x3—4b)x— (x> +1)*:c)x— 5x +2)3(3 —4x);
2 x—
d)x— = +2xxj11;e)xl—>\/x2—3x;f)x-—> 1

x2— 3x—2
Exercice 4
En utilisant la définition du nombre dérivé, calculer les limites suivantes

\/x+1—1_b li Vx+1—/2 . li VxZ+x+3-3
DMy T ) Hime—p T

2

3
x°+1 —3x .
x—2 X0 = 0;

X

X =3 :0) Flx) =

a) limx_>0

Exercice 5

x2-3x+1
x+1

1) Déterminer une équation de la tangente a (C) au point d’abscisse 1.

2) Existe-t-il des points de (€)ou la tangente a pour coefficient directeur -4 ?

Soit la fonction f: x —

et (C)sa courbe représentative.

3) Existe-t-il des points de (C) ou la tangente est parallele a la droite (A)d’équationy = %x + % ?

Exercice 6
x24ax+b
x241
1. Déterminer a et b pour que la tangente (T) a la représentation graphique (C) de la fonction £, au point d’abscisse
0 ait pour équation : y = 3x + 2.
2. Préciser la position de (T") par rapport a (C).

On considére la fonction f définie par: f(x) = a et b sont des nombres réels.

Exercice 7

Etudier la parité des fonctions suivantes, interpréter chaque résultat.

A =SR2 b g =

Exercice 8

Soit f(x) = xz—;x+ 3définie sur R. Montrer que la courbe représentative (C)de f admet la droite d’équation x = 1 comme
axe de symétrie.

Exercice 9

2
Soit f(x) = % définie sur R\ {-1}. Montrer que la courbe (C)représentative de f admet le point Q(—1; —2)comme
centre de symétrie.
Exercice 10
Dans chacun des cas suivants, déterminer la primitive de la fonction f sur un intervalle K que I'on précisera.

Af()=3x*-x+7 bf@)=5x—2+= 0 f(x)=(2x?+1)?
Of@ =222 o f@=36x-2%  f)f0) = dx(x—1)°

x4

9) f(x) = x*(x* - 5)
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Exercice 11
Dans chacun des cas suivants, déterminer les primitives de la fonction f sur un intervalle k.

3x—1 1 2
a) f(x) = (3x2f2x—1)5 et K:]_E; 1[ b) f(X) = met K=]—1; +OO[;

1 3 2 2
O f () = iy SUKEI0 ool d) £(0) = 57375053 et K=]—o0; 0]
Exercice 12

Dans chacun des cas suivants, déterminer les primitives de la fonction f sur un intervalle que I'on précisera.
8) f(x) = = b) f(x) = =1 0) f(x) = xVT =7

VxZ+1 '’ V2xZ—4x—6'
Exercice 13

_ ) x3—x2-8x—8
Soit la fonction f: +— T2

1) Déterminer trois nombres réels a, betc telsque : Vx € R\{2}, f(x) = ax + b +

c
(x—2)2

2) En déduire les primitives de f sur |2; +[ .
3) Déterminer celle qui s'annule en 3.

PROBLEME
Soit la fonction numérique f définie sur [—2; +oo[par :

{(x)=v2x+4six<0.

f(x)=—x%+2x+2six>0.

On désigne par (C’f)la représentation graphique dans le plan muni d’'un repére (0, 1,]). OI=0J=1,5 cm.
PARTIE A
1) a)- Etudier la continuité de £ en 0.
b)- Démontrer que(C’f) admet au point d’abscisse 0 deux demi-tangentes dont on précisera les équations.
c)- Etudier la dérivabilité de f en -2. Interpréter graphiquement le résultat.
d)- Sur qu’el intervalle f est-elle dérivable?
e)- Etudier la branche infinie de (¢ )en +co.
f)- Démontrer que la droite d’équation x = 1 est un axe de symétrie a (C’f).
2) a)- Démontrer que le signe de f’(x) est celui consigné dans le tableau ci-dessous.

X -2

0
fe | f + E + 0 -

b)- En déduire le tableau de variation de f.

PARTIE B
Soit g, la restriction de f a l'intervalle [1; +oo.
1. a)- Démontrer que g est une bijection de [1; +oo[vers un intervalle K a préciser.
b)- Justifier que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique « et que 2 <« < 3.
c)- Donner un encadrement de o< a 102 pres.
d)- Sans expliciterg !, dresser son tableau de variation.
e)- Montrer que pour tout x € ]—0; 3], 1 (x)=1 + v/3 — x.
f)- Calculer alors (g~1)"(—1).

EXERCICES ET PROBLEMES DE SYNTHESE

Exercice
Soit la fonction numérique définie sur R par f(x) = —x3 + x% — 9x + 1 de courbe représentative (I') dans un repére
orthonormé (0; 7; J), (unité 1 cm).
1. Calculer les limites de f en 4o et en —co.
2. Calculer f'(x), étudier son signe. Dresser le tableau de variation complet de f sur R
3.a. Ecrire une équation de la tangente (T) a (') en x, = 2.
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b. Etudier la position relative de (T') et (T')
4. Démontrer que Q(2; —1) est le centre de symétrie de (I')
5. Représenter graphiquement (T") et (T')
6. Justifier que 'équation f(x) = 0 admet trois racines x; < x, < x3. Donner pour chacune d’elles un encadrement
a1ol.

PROBLEME |

PARTIE A

On considére la fonction polyndme P définie par : P(x) = 2x3 — 3x% — 1.
a) Etudier le sens de variation de P. En déduire son tableau de variation.
b) Démontrer que I'équation P(x) = 0 admet une solution réelle unique o, et que o< appartient a l'intervalle]1,6; 1,7].
c) Montrerque Vx <o, P(x) < 0etVx >, P(x) > 0.

PARTIE B

On considére la fonction f définie par f(x) =

1—x

1+x3

1) a) Développer et réduire l'expression A(x) = (1 + x)(x? —x + 1)
b) Déterminer 'ensemble de definition Dy de .

2) Calculer la limyx——1 f(x) et limx——1 f (x). Donner une interprétation graphique du résultat obtenu.
< >

3) a)-Calculer lim,_,_, f(x) etlim,_ o, f(x).
b)-Donner une interprétation graphique du résultat.

4) a

b)-En déduire le sens de variation de f.
5) Dresser le tableau de variation de f.

6) a) Montrer que f(a) = 32((11;:%

7) Soit g la restriction de f sur l'intervalle ]oc; +oo
a)--Montrer que g est une bijection de Joc; +oo| vers un intervalle J a préciser.
b)Calculer g(0) et (g~1)'(1).
8) Construire (C‘f) la courbe représentative de f. (Unité graphique 4 cm).
Probléme I

Soit f la fonction définie sur R \ {—1} par f(x) =

P(x)

Montrer que pour tout x différent de -1, f'(x) = (1+x3)2

)_
)_
)_
)_

et donner un encadrement de f(a) & 10~ 2prés

x343x2410x45
(x+1)2

le plan rapporté au repére orthonormal (0, I, ]) (Unité 1cm) .
1-a)Calculer limy——1 f(x) etlimx——1 f(x). Interpréter graphiquement les résultats obtenus.
< >

, on désigne par (C) la courbe représentative de f dans

b)Calculer lim,_, _., f(x) etlim,_, o f(x)
) cx+d
(x+1)2
b) Démontrer que la droite (A) d’'équation y = x + 1 est asymptote a (C) en +oo eten —oo
c) Etudier la position de (C) par rapport a (A).

2-a) Déterminer quatre nombres réels a, b, c etd tels f(x) = ax + b +

3) Calculer £ (x) pour tout réel x différent de —1 et montrer que f (x) = X Dx+d)

(x+1)3
4-a) Montrer que le signe de f est celui consigné dans le tableau ci-dessous
x -0 -4 -1 0 1 +00
(%) + 0 - + 0 - ? +
k.

b) Etudier le sens de variation de f
c) En déduire le tableau de variation de f.
5) Montrer que I'équation £ (x) = 0 admet une solution unique S dans l'intervalle |—1; 0[
6-a) Montrer que f est une bijection de l'intervalle ]1; 4co[ vers un intervalle I a préciser.
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b) Montrer que I'équation f (x) = 6 admet une solution unique a dans l'intervalle ]1; +oo[
¢) Donner un encadrement de oc & 10~2 prés.
7) On donne le tableau de valeurs suivant :

8 |7 6 5 -4 35 | -3 -2 -1 101051 2|3 4 516 7 8 9

X
f(x)| -8 |-725|-65 |59 |57 |58 |-625 -1 5|48 | 475 5156 (63 |7]79 8897|106

Tracer (A) ; la droite d’équation x = —1 et (C)
8) soit  la bijection de ]1; +oo[ sur I telle que h(x) = f(x) et h~! sa bijection réciproque. (C,-1) est la courbe
représentative de la fonction =1

a) Dresser le tableau de variation de h =1

b) Tracer (C,-1) sur la figure de la question 7)

PROBLEME Il
4x348x%47x+6

Soient les fonctions f et g de R vers R définie par f(x) = BT et

g(x) = —4x3 — 12x% — 9x + 5 et C la courbe représentative de f.
PARTIE A : Etude de g
1) Calculer lim,_,_, g(x) etlim,_, . g(x)

2) a) Montrer que g est strictement croissante sur ]— %; — %[ et strictement décroissante sur
o o]
b) Dresser le tableau de variation de g.
3.a) montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a sur ]— %; +oo[
b) Vérifier que 0,36 < a < 0,37
4) montrer que V x € ]—oo; af, g(x) > 0etV x € Ja; +o[, g(x) <0
PARTIE B : Etude de f
1. démontrer que 'ensemble de définition Dy de f est |—oo; —1[ U |—1; +oo]
2. a)Calculer lim, _,_o, f(x) etlim,_ o f(x)
b) Calculer limx——1 f(x) et limx——1 f(x). Interpréter graphiquement le résultat obtenu ;
) - —29(x)
(2x+2)3
4.a) En utilisant la question 4) de la partie A. étudier le sens de variation de f.
b) Dresser le tableau de variation de f

3) Calculer f'(x) et montrer que f' (x) =

cx+d
(2x+2)2

b) Montrer que la droite (A) d'équation y = x est une asymptote oblique en —oo et en +oo.
c) Etudier la position de C et (A)
_ (2x+3)(2x2+x+2)

6) Montrer que pour tout x différent de —1f(x) = i et détermine le point d'intersection de (C) avec les

5.a) Déterminer quatre nombres réels a, b, c et d tels que f(x) = ax + b +

axes de coordonnées.
7) Tracer (C) aprés avoir tracé (A).
Partie C : Etude d’une bijection
Soit h la restriction de f a l'intervalle [a; +oo] et (T') sa courbe dans le méme repére que (C).
1- Montrer que h est une bijection de[a; +co] sur un intervalle K a préciser.
2- Soit k= la réciproque de h et (I') sa représentation graphique.
a) Déterminer le plus petit intervalle sur le quel h=1 est dérivable.
b) Dresser le tableau de variation de h 1.

)
c) Calculer h(1) eten déduire (h™1)’ (E)
)

d) Représenter graphiquement (™)
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CORRECTION DES EXERCICES

Exercice 1
f@-f2) ) f(Z) —3x% +4x+5-1 —3x%+4x+4 . (-3x—2)(x—2) _
a) f(Z) = llmx—> - llmxez% = llmx—)Z% lim,_,, %-'
lim(-3x—-2) = -
x—-2
1
1 2-3x 7 “8(x+3)
o1\ _ s FO-f(=3 _ . 215 _ 5(—2) _ s -8 16
b) f ( 2) = llmx_)_% . llmx*—%—+f lim_ ! —x+% = llmx_)__ sez "5
' _1; fO-f@ o1\ _ . fx)- f(_i) 1
C) f (1) = llmx_>1T =-3 d) f ( E) = llmx_)_%T 2

Exercice 2 :une équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction f au point d’abscisse x
Une équation de la tangente (T) est donc : (T): ¥ = f (x0)(x — x¢) + f(x0)
a (M:y=-7x-5;b)T)y=-2x+T50) M:y=2-1;d)T):y=x+1
Exercice 3 : calculons la dérivée des fonctions suivantes
a fE=(-2+x%- 4), = (—xs), + (x3), +(—4) = —5x* + 3x% = x2(—5x% + 3).
b) fx)= [(xz + 1)4], =4(x% + l)l(x2 +1)3 =8x(x% +1)3 o)f (x) = [(Bx +2)33 —4x)]
=[(5x+2)3] (3 —4x) + (5x + 2)3(3 — 4x) = 15((5x + 2)2(3 — 4x) — 4(5x + 2)3 = (5x + 2)%(29 — 80x).

' _ (**+2x+1 ’ _ (x2+2x+1)'(xz—x—l)—(x2+2x+1)(x2—x—1) (2x+2)(x —x—1)—(2x— 1)(x2+2x+1) —3x2—4x+1
d)f (.X') - (xz—x—l) - (xz—x 1)2 (xz—x 1)2 (xz—x 1)2
' _ 2 _ _ (x -3x)' _  2x-3 _ (Vx= )(3x 2)—-(3x—2)'Vx— —3x+4
07 (0= (1o =3x) = (28 = B 0 = () = ST
Exercice 4
a) lim,_, ”‘“‘1=1im,H TOTDf (0) avec f(x) = Vx+ et £ (x) = 7 =—. Alors £ (0) =7
lim,_,, Yaiit =f (0) =~
b) lim, > 1\/—-11 ! ("):’1” D=f'(1) avec f(x) =V + Letf (x) = ;= Alors f (1) = .-
lim,_y g (1) =
o lim,_, ¥ :f; =lim,_, . ("i_f @=f'(2) avec f(x) =VaZ +x +3etf (x) = % Alors f'(2) =2
lim,_, Y4373 x%+x+3 f @2) =3
Exercice 5

1-  Une équation de la tangente (T) est donc : (T):y = f (x¢)(x — xo) + f(x0)

’ 212x—4 / 1 1 1 1
Avec f'(x) = x(x+f)2 X =Lf (1) =~ etf(1)=—, ANors(T):y=—,(x—1)—;
Une équation de la tangente (T) au point d’abscisse 1 est : Alors (T):y = — %x - i
g 2 —
2-  Cela revient a résoudre I'équation f'(x,) = — x(:ff); = —4alors x? + 2x — 4 = —4(x + 1)?

On obtient ainsi x = —2 ol x = 0 d’oil les points A( 7 ) et B(?).
x*42x—4 _ 3

@+12 2

3- Latangente est paralléle a (A) si et seulement si f'(x,) = % =

Alors x? +2x—4 = ;(x + 1)2. Cette équation n’admet pas de solution : alors il n’existe pas de points de (C) en le

quel la tangente est parallele a (a).
Exercice 6

1) VxeRf(x)=

2x+a)(x?+1)- 2x(x2+ax+b) 2x3+2x+ax? +a—2x3-2ax®—2bx

(x2+1) (x2+1)
. —ax*+2(1-b)x+a
VXeER f(x)= G+ 12

f/(0)=aetf(0)=b alors:(T)y=ax+b
Par identificationa = 3 et b = 2
2) Précisons la position de (T) par rapport a (C)
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Cela revient a étudier le signe de f(x) — y
x*+3x+2 x*+3x+2-3x3-3x—2x*-2 -3x3-—x* x*(-3x-1)
———(3x+2) = = =

x2+1 x2+1 x2+1 x2+1

Vxe]Rf(x)—y=

Vxe ]—oo; - 5[ ,f(x) —y > 0 alors (C) est au dessus de (T)
VXE ]—i; +oo[, f(x) —y < 0alors (C) est en dessous de (T)

Exercice 7
P PN G ) e G B e A e
a) Vxe R\{ 2 ] Z}f( x) - (_x)2_4_ x2-4 x2_4

I . I .
021 x2+1

—f(x). Donc la fonctionf est impaire.

b) VxeR;g(—x) = = g(x). Donc la fonction g est paire.

Exercice 8
La premiére méthode consiste a vérifier la définition c’est-a-dire que (2 — x) = f(x) pour tout x € R.
f@z- x)-(Z—x)Z—Z(Z—x)+3 = iz v S

L’égalité f(2 — x) = f(x) est vraie pour toutx € R: Alors la droite d’équation x = 1 est un axe de symétrie a (C).
La deuxiéme méthode consiste a chercher 'équation Y = F(X) de x » f(x)dans le repére (Q;i; j) avec 09 = i,puis a
établir la parité de F.

=X+1 1 1 1

A . x . . —_— —_— —_— P
Par le changement de repére { y=y ona Y= 0?2003 — 12X 22X X F(X)

1 1
=X)2%+1  X%+1
Cela signifie que I'axe des ordonnées (Q; j) du nouveau repeére, c’est-a-dire la droite d’équation x = 1 est axe de symétrie.
Exercice 9

La premiére méthode consiste a vérifier la définition c’est-a-dire que f(2a — x) + f(x) = 2b pour tout x € R\{—1}.
f(—2— x)+f(x)'( 2-x)%43 " x243 _ 4+4x+x%43 n X243 _ —x2—4x-7 n x2+3 e R 1C2 3 Y _4

(=2—x)+1 x+1 —x-1 x+1 x+1 x+1 x+1 x+1
L'égalité f(—2 — x) + f(x) = 2 x (—2) est vraie pour tout x € R\{—1}: Alors le point Q(:;)est un axe de symétrie a (C).

F(-X) =

= F(X) pour tout x € R. Alors F est une fonction paire.

La deuxiéme méthode consiste a chercher I'équation ¥ = F(X) de x —~ f(x)dans le repére (2;i; j) avec 0Q = —i — 2j,
puis a établir que F est une fonction impaire.

| x=—-1+X _ 2 _ 2 2_
Par le changement de repére :{ _ N jona:y —2= (CLHR)7+3 _ 1o2XeXtes _ Xf-oxwd
y=-2+Y —1+X+1 X X
v X2—2X+4+2 X2+ 4 Fox
- X =—x ~f®

La fonction F est une fonction impaire.
Cela signifie que I'origine du nouveau repére, c’est-a-dire le point Q(—1; —2) est un centre de symétrie.
Exercice 10

a) La primitive de f sur R s’écrit: F(x) = x3 — lx2 +7x+C{;C, ER
b) La primitive de f sur R*s’écrit : F(x) = —x —2x — % +Cy;C,ER
) f(x)=2x*+1)?2 =4x*+4x? +1
La primitive de f sur R s’écrit: F(x) = gxs + §x3 +x+C3C3€ER
d flx) =

1 1

La primitive de f sur R*s’écrit F(x)=—-— 77

x2 +x 1_ 1 1 1
TR T E T e

1
Conseils !
Dans la suite, il faut utiliser la forme U'U™

e) f(x)=33x—2)% Posons: U(x) =3x—2alorsU (x) =3 & f(x) = U'U3
La primitive de f sur R s’écrit: F(x) = i(Bx —-2)4C5;C5 R

) f(x) = 4x(x? — 1)3. Posons: U(x) = x2 — 1 alors U'(x) = 2x & f(x) = 2U'U?
La primitive de f sur R s’écrit: F(x) = %(x2 — D*+C; Co R

g f(x) =x3(x* —5).Posons: U(x) = x* — Salors U'(x) = 4x3 = f(x) = %U’U
La primitive de f sur R s’écrit: F(x) = %(x4 —5)2%+C,;C, €R
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Exercice 11
-1

a) fx)= —5 posons : U(x) = 3x2 —2x —lalorsU' (x) =6x—2=2(x— 1) et f(x) = iz
(3x2-2x-1)
1
La primitive de f sur]— =; 1[ s’écrit: F(x) = —1;;61; C,eER
3 8 (3x2-2x—1)

b) flx )—(1+ 5 posons U(x) = 1+ xalors U'(x) = 1etf(x) —2"_4

La primitive de f sur ]—1; +oo[ s’écrit: F(x) = Tie +1)3 +C,;C, ER
1
= U(x) = 1alors U’ L =2
c) flx)= \F(\F+1) (f )2 posons : U(x) = v/x + 1alors U (x) = 5 o f) =2,
La primitive de f sur ]0; +oo[ s’écrit: F(x) = F+1+C3’ C;ER
_ 342 _ .3 o2 _1v
d fx)= RPN posons U(x) = x3 + 2xalors U (x) = 3x2 + 2 et f(x) = 03
La primitive de f sur ]—oo; O[ s’écrit: F(x) = 1( Sz 5+C4; C4 ER
Exercice 12
a) fx) =

La primitive def sur IR sécrit: F(x) = 2Vx?2+1+cc€eR

b) fx) = \/:Posons Ulx)=2x2—4x—6alorsU (x) =4x—4=4(x—-1) = f(x) = %f/’—ﬁ

La primitive de f sur ]—oo; —1[ U ]3; +oo[s’écrit: F(x) = E\/sz —4x—-6+Cy;C, ER

’ 1
c) f(x)=xv1-—x2 posonsU(x) =1—x2alorsU (x) = —2x < f(x) = —%U’ U= —%U’UE
3
La primitive de f sur [- 1; 1]s’écrit: F(x) = —%(1 —x%)2+C3C3€ER

Exercice 13

1) Il faut procéder par identification ou par la division Euclidienne : pour tout x € R\{2}.

c _(ax+b)(x—2)2+c_(ax+b)(x2—4-x+4)+c_ax3—4ax2+4ax+bx2—4bx+4b+c ax3+(—4a+b)x2+(4a—4b)x+4b+c
f(x)=ax+b+ . = :

(x-2)? (x—2)? (x—2)? (x—2)? (x—2)2
a=1
e 3+(—4a+b)x?+(4a— 3_x?—gx— —~4a+b=
Par ntif n: ax’+(—4a+b)x*+(4a—4b)x+4b+c _ x°—x“—8x—8 _ 1 _ - _2
ar identificatio 22 22 da—4b = — sonta b=3 etc 0
4b + c = 8

20
2)2

2) Une primitive de la fonction x +— x + 3 est la fonction x — lx2 + 3x

Donc f(x) =x+3 +

Pour la fonction x — (x_z : On pose U(x) = x — 2 alors U (x) = 1. Donc cette fonction est sur la forme : —20

a pour primitive la fonctlon —

La fonction x — = 2)2

La fonction f a pour primitive sur ]2; +oo[la fonction F(x) = %xz +3x + szoz +cceR

3) F(3) :0@%x32+3x3+%+c= 0@%+c:0Alorsc:—% alors F(x) = x +3x+ﬂ—(’z—7
CORRECTION DU PROBLEME
PARTIE A
1- a) Continuité de f en 0
f est continue en 0 si et seulement si limx-o f(x) = limx-o f(x) = £(0)
< >
limyso f(x) = lim,oV2x + 4 =/2X 0+ 4 =4 = 2 etlimy-o f(x) = lim,_o(—x% + 2x +2) = 2
< >
limyo f(x) = limxo f(x) = f(0) = 2 alors f est continue en 0.
< >
, . fO)-f0)  N2x+4-2 (\/Zx +4-2)V2x+4+2) 2 1
a)f (0)=Ilim = lim = lim =_
g -0  x—0 x-0 x =i x(V2x+4+2) -0\2x+4+2 2
, o f-fO)  —x®+2x+2-2  —x*+2x B
Fa@ =l g iy =g =iy =2

f'g(O) + f 4(0) alors (C'f) admet au point d’abscisse 0 deux demi-tangentes.
(Ty):y= %(x —0)+2Alors (Ty):y = %x +2et(Ty):y= 2(x—0)+2Alors (Ty):y = 2x+2
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_ FO-f(=2) _ VZX¥A-0 _ .. Zxtd _ .. I o
b)f( 2) = limyx— x+2 xllmz x+2 —xl_)rpz x+2 lim— 2(x+2)\/2x+ lim,,— ZVZ = T

f (X) —f(=2)
x—>>—2 x+2

a) f estcontinue sur [—2; +oo[et elle n’est pas dérivable en -2 et en 0. Alors f est dérivable sur]—2; 0[ U ]0; +ool.

2
b)lim,_ ., f(x) = lim,_, ., (—x% + 2x + 2) = lim,_ ., (—x2) = —0 etlim,_, % = lim,_, o, 242

= +oo alors f n’est pas dérivable en — 2

X

. T _
lim,_ ,— —= lim,_,,—x=—o

lim,_ f(x)

b) La droite d’équation x = a est un axe de symétrie a (C;) si et seulement si vV x € DetV (2a —x) € Dsona:
f(X) = f(2a—x)
fR-2x)=-2-x2+22-x0)+2=-@4—-4x+x)+4-2x+2=—x*+2x+2=f(x)

f(x) = f(2 — x) alors la droite d’ equatlon x = 1 est un axe de symétrie a (Cy).

2a)Vx € |-2;0[f (x) = (\/Zx + ) e Alors vV x € ]-2;0[f (x) >0

vx €0;+oo[, f (x) = (22 +2x+2) =-2x+2=-2(x—1)

Alors Vvx €]0;1[, f (x) >0 et Vx €]1;+oof,f (x) <0

D’ou le signe de f’(x) est celui consigné dans le tableau

b) Tableau de variation de f

= —oo alors (C;) admet une branche parabolique de direction (0]) en +oo

x -2 0 1 +o0
fe R + 8 + 0 —
3

N\
/

O N —
0 —00

PARTIEB
1.a) Vx € ]1; 4], g est continue et strictement décroissante ; alors g est une bijection de ]1; +co[ vers K = ]—o0; 3[
b) V x € ]1; +oo], f est continue et strictement décroissante ; alors f est une bijection de ]1; +oo[ vers K = ]—o0; 3[ or
0 € ]—o0; 3[ donc I'équationf (x) = 0 admet une solution unique a.
Vérifions que 2 <x < 3
f(2)=-224+2x2+2=2 et f3)=-32+2x3+2=-1
f(2)=2 et f(3)=—-1;f(2) et f(3) sontde signes contraires d'oli: 2 <x < 3
¢) Pour donner un encadrement de a, on fait un tableau de valeurs :

2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 29

x
fx) 2 1,31 1,04 0,75 0,44 0,11 -0,24 -0,61 -1

D’apres le tableau f(2, 7)et f(2, 8) sont de signes contraires. On en conclut que 2,7 <x < 2,8
De méme :

x 2,7 2,73 2,74 2,75 2,76 2,77 2,78 2,79 2,8

fx) 0,11 0,0071 -0,0276 -0,0625 -0,0976 -0,1329 -0,1684 -0,2041 -0,24

D’apres le tableau f(2,73)et f(2,73) sont de signes contraires. On en conclut que 2,73 <« < 2,74
d) Tableau de variation de g~!

—00 3

X
CENE)) -

+oo
@ H)  »
1

e) D’aprés la question 1.a) de cette partie g est une bijection de ]1; +oo[ vers ]—oo; 3[. Alors g~ bijection réciproque
de g est aussi une bijection de ]—co; 3[ vers ]1; + oo
Pour déterminer g1, on résoud I'équation : g(x) = b avec b € |—oo; 3]
gx)=b © —x*+2x+2=b< —x?+2x+2— b = 0; lediscriminant de cette équation est : A= 4(3 — b)

Xy = —b—\/Z —2— 2\/ 14 \/— X, = —b—V/A _ —Z—f\/ZB—b -1-v3-b

2a 2a
Seulx; =1+4++vV3 —b €]1;+oo[ lorsque b € ]—o0; 3[
On conclut que : pour tout x € ]—o0; 3],9 71 (x)= 1+v3—x

f)  En utilisant 'expression explicite de g%, (g~1)' (x) = % et (gH (-1 = 2J_31? = _i
1 1 1

En utilisant | 4rivé de la réci une foncti a1 (1) =L -1 __1
n utilisant le nombre dérivé de la réciproque d’une fonction, ona: (g~1) (1) vy e .
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CHAPITRE IIl : FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

Le mathématicien écossais John Napier-ou Neper-(1550-1617) inventa le mot et le concept de logarithmes en 1614 dans
sa description de la stupéfiante régle des logarithmes. Son but était de simplifier le calcul d’un produit en le ramenant a celui
d’une somme.

La fonction logarithme népérien est une fonction fantastique qui permet de transformer un produit en une somme et une
division en une soustraction .

Pour vous montrer le pouvoir du logarithme, lisez cette toute petite histoire :

« Un homme de 60 ans se promenait dans la rue et apergoit une jeune fille qui n'avait guére 25 ans. Elle est magnifique.
Malgré lui son cceur chavire. |l décide de I'approcher pour lui déclarer sa flamme. La jeune fille est touchée, mais elle ne peut
donner une suite a une si prompt rencontre.

Monsieur c’est avec un grand plaisir que j'eusse accepté de vous voir, mais vous étes un homme mur dont I'expérience fait
de moi une petite fille.

Mademoiselle, ignorez vous donc que I'expérience ne se mesure pas par 'dge mais par le logarithme népérien de celui-ci ?
Regardez moi j'ai une expérience de In(60)=4,1 et vous de 3,2...nous sommes en réalité plus proche que vous ne le pensiez.

Vous me troublez, mais I'expérience n’attend t elle pas le nombre des années ?

En effet, au cours du temps, I'expérience ne cesse de s’'accroitre. Mais comme le logarithme népérien elle croit de moins en
moins vite. Croyez moi, quelque soit votre &ge, vous apprendrez moins dans la décennie a venir que celle écoulée.

La jeune fille étonnée suivit le vieil homme dans un parc ou ils discuterent du secret des nombres...mais au bout de quelques
heures, il du la quitter car son épouse s'impatientait et que comme la fonction exponentielle, la colére d’'une femme ne cesse
d’augmenter au cours du temps.

FICHE DE COURS

lI-1) Définition et propriétés
Il-1-1) Définition
La fonction logarithme népérien, notéeln, est la primitive de la fonction x — % sur ]0; +oo[ , qui S'annule en 1.

lll-1-2) Conséquences
- L'ensemble de définition de la fonction In est ]0; +oo[
- In1=0
- Vx €]0;400[, (Inx) = %
- Lafonction In est strictement croissante sur]0; +oo]
x=y e lnx =Ilny
x<ye nx <lny

En particulier
Vx €]0;+0o,x <1 nx<0
x>1lehx>0
lll-1-3) Propriétés :
Pour tout nombre réel a et b strictement positifs et pour tout nombre rationnel r, on a :

()in(ab) =Ina+Inb  ()In(;)=Ina—Inb () (;)=-Ina
@) Ina” =rina (5)ln\/_:%lna (e)an‘:%ma

lll-1-4) Le nombre e
Il existe un nombre réel noté e tel que In e = 1; e est appelé base du logarithme népérien.
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ATlaided

‘une calculatrice, on obtient une valeur approchée de e :e = 2,718281828456

Conséquences
Vx ER;lne*=x

l-1-5Le

s limites de référence

Inx

limy_oIlnx = —oo0 ;lim,_, ., Inx = 400 ; lim,_ o xlnx = 0; lim,_, —~ = 0;

>

. In x. .
llmx_)l ﬁ =1 ; llmx_m

In(1+x)
. =

1

lII-1-6) Etude et représentation graphique de la fonction In

Soit f: R — R

X

— lnx

f est définie sur ]0; +oo[
lim, o f(x) = —oo; la droite d’équation x = 0 est asymptote & la courbe représentative de f
lim, o0 f(x) = +00

lim, o

f est dérivable sur ]0; +oo[ et f (x) =

£ _
X

0 ; on dit que la courbe représentative de f admet une branche parabolique de direction (01)
1

X

V x €]0;+oo[, f (x) > 0 alors f est continue et strictement croissante sur ]0; +oo|

Tableau de variation

courbe représentative

X 0 1 e +00 y A
’ +
(In)'(x) |
+00 A
0 — 1 J — >
) X
Inx o 0 1 e
La tangente a(C) au point d'abscisse 1a pour coefficient directeur 1. |

la tangente a (C) au point d'abscisse e a pour équation : y = %x.

ll-2) Fonction du type : x — Inou(x)

ll-2-1) ensemble de définition des fonctions x — In[u(x)] et x — Inju(x)|

a)

Fonction x — In[u(x)]

Condition d’existence : x € D, etu(x) > 0

b)

Fonction x — In|u(x)|

Condition d’existence : x € D,, et u(x) = 0
llI-2-2) Dérivée de la fonction Inou

Soit u une fonction définie sur un intervallel.

Si u est strictement positive et dérivable sur I, alors Inou est dérivable sur I et (Inou) = -

’

u

Ill-2-3) Primitive de
- m
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I tel que V x € u, u(x) # 0

La fonction % admet pour primitive sur I la fonction In o |u| + ¢, c € R.
La fonction % admet pour primitive sur I la fonction In o u + ¢, ¢ € R sur tout intervalle contenu dans I sur lequel

u est strictement positive.
La fonction % admet pour primitive sur I la fonction In o (—u) + ¢, ¢ € R sur tout intervalle contenu dans I sur

lequel u est strictement négative.

1-3) RESOLUTION D’EQUATIONS ET D’INEQUATIONS
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Méthode

Pour résoudre une équation (ou une inéquation) comportant des logarithmes on peut utiliser le procédé suivant :
o Déterminer les contraintes sur I'inconnue

e Seramener a une ou plusieurs égalités de laforme : Ina = Inb (ou Ina > In b).

e Conclure

Il -4) LOGARITHME DECIMAL
l1I-4-1) Définition
On appelle fonction logarithme décimal ou logarithme de base 10, la fonction notée log et définie sur ]0; +oo[ par
_Ilnx _ 1
logx = n10 10 > Inx
Remarque :
In10
Ine 1

log(e) = 10 _ 10

_In1 _
log(1) = 0= 0
¥ x €]0;+0f[log(x)] = ——
1l-4-2) Propriétés

La fonction logarithme décimal, a les mémes propriétés que la fonction logarithme népérien.
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EXERCICES RESOLUS

Exercice 1
Calculer A = lné :B=1Inve ;C =lneVe ;D = ln‘i’—E ‘E =Inie;
Simplifier: F = Ine3 —Ine?;G = 51n§+4lne\/E;H =In(e? +e) —In(e? + 2e + 1)

Exercice 2
Simplifier les sommes suivantes :

=In(ve +1) +In(ve —1) ;B = In(2+v3) +1n(2 =v3) i€ = In (=) +1n («’21)
=1n(2) +In(2+V2) +In (2 + V2 +V2) +In (2 - V2 + V2).

Exercice 3
Préciser 'ensemble de définition des fonctions suivantes:

a) f()=In(3-x):b)gx)=In(+1) ;) h(x) =2 d) k(x) = In (Z2);
Exercice 4
Calculer
10 _ 2
lim, o xInx3 ;lim, o [xInx — (Inx)?] ; limy 0o —— Inx im0 xxlilx lim, 4o thn;xfl limy o ln(i;x )
s, 2_ —
limx_)o In(1+3x) limx_& lna,(xx_ic+1) ; limx_>e xl:)ie X
Exercice 5
Soit f une fonction numérique définie sur ]0; +oo[ par  f(x) = x[In(x + 1) —Inx] six > 0
, f0)=0
a) Etudier la continuité de fen 0.

b) f est elle dérivable en 0 ? Interpréter graphiquement le résultat.
Exercice 6

lnx 1

Soit f(x) =—— = %x + 1 définie sur ]0; +oo] et (C) sa courbe représentative.

a) Montrer que Ia droite (A) d'équation:y = — %x + 1 est asymptote a (C) en +co

b) Etudier la position relative de (C) et de (A).
Exercice 7
Pour chaque fonction, calculer sa dérivée

fi(x) =In(4 —x?)sur]-2;2[; folx) = 1+§nx sur]O;g[ U E +oo[ ;
f(x) = ln(x —1) —In(x — 2) sur]2; +oo[; fo(x) = (x + D In(x + 1) — x sur ]—1; +oo[ ;

fo(x) = == sur]0; +oo[; fo(x) = (Inx)% — 2Inx + 3 sur]0; +oof
Exercice 8
Déterminer une primitive sur K des fonctions suivantes :

4x+2 X _ X _11.
f) =555 K=R;gx) = 2+mK— R; h(x) = 77 K=]1; +oof
i) = 820 K = ]0; +oo[, ) j(x) = —— ;K = ]1; +oo

x1Inx

Exercice 9

Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

a(x—2)In(x—2)=0 b)In(x?—x—-1)=0
C)ln(x+3)+In(x+5)=In15 d)In(2x+8) —In(3x+2) =In(x + 1)
e)In?x —6Inx+5=0 fil2In3(x+1) —9In’(x+1) —2In(x+ 1) +9 =10
g)Indx+2Inx+Inx+2=0 h)In(2x —e) > 1;i) In(2 — 3x) = 0;

HIn(x?—4)<In(x+2) KIn’x+2lnx—15<0
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Exercice 10
3

R¢ R? le systé S:{ T=e
ésoudre sur R* le systeme ():{, "~ Iny? = —1
Probleme |

PARTIE A

Soit la fonction g définie sur ]0; +oo[par g(x) = x> + 4 — 8Inx

1) Calculer lim, - g(x) et lim, o, g(x)

2) Etudier le sens de variation de g, en déduire son tableau de variation.

3) Donner le signe de g sur ]10; +ool.

PARTIE B

Soit f la fonction définie par f(x) = (1 + );iz) In x et (C) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére (0, I, ) unité

graphiquelcm
1) Calculerf’(x). Montrer que pour tout x € ]0; +oo[, f'(x) = &;)

X

2.a) Calculer lim, o f (x) et interpréter graphiquement le résultat obtenu.
b) Calculer lim,._, 1, f(x) etlim,_ % Interpréter graphiquement le dernier résultat.

3) Dresser le tableau de variation de f.
4)Déterminer une équation de la tangente(T") au point d'abscisse 1.
5) Tracer (T) et (C)

PROBLEME Ii

Partie A
Dans cette partie on se propose d'étudier le signe de la fonction numérique g définie sur ]0; +oo[par g(x) = % —Inx
1) Etudier le sens de variation de g (on ne cherchera pas a calculer les limites aux bornes de son ensemble de définition).

2-a) Montrer que I'équation g (x) = 0 admet une solution unique o< € ]1; 2[
b) Donner un encadrement de o d’amplitude 10~ ;
3) Déduire de ce qui précéde le signe de g(x) sur]0; +oof .

Partie B

2Inx

Dans cette partie, on étudie la fonction numérique f définie sur ]0; +oo[par f(x) = s

et on note (C)sa courbe représentative
dans un repére (O, I, J) (unités : 2 cm sur (Ol) ; 4 cm sur (OJ).

1) Déterminer les limites de f aux bornes de ]0; +oof .
Interpréter graphiquement ces résultats.

2) Calculer f’(x); justifier que pour tout x strictement positif, f(x) est du signe de (2x + 1) g(x).
3) Dresser le tableau de variation de f.
)

4) Montrer que f (o) = 2

x(2¢+1)

5) Préciser les coordonnées de A point d'intersection de (C)avec I'axe des abscisses.
Ecrire 'équation de la tangente (T') & (C)au point d'abscisse 1.

6)Représenter (T) et (C)

EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

Exercice
Soit f la fonction définie par :f (x) = In(x + 1) — In(3 — x)
1-a) Déterminer I'ensemble de définition de f.

b) Calculer les limites aux bornes de Dy

¢) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

Page 27 sur 186



2-a) Démontrer que (C) coupe I'axe (OI)en un seul point A dont on déterminera les coordonnées.
b) Démontrer que le point B (0; 1)est un centre de symétrie de (C).
c) Donner une équation de la tangente (T) a(C) en B.
3) Tracer la courbe représentative (C)de f.
4) Démontrer que I'équation f(x) = 1 admet une solution unique dont on précisera un encadrement & 10~ 'prés ;

PROBLEMES DE SYNTHESE

PROBLEME |

Le repére (0, 1,]) est orthonormé

1) Soit la fonction numérique f définie sur ]0; +oo] par g(x) = x? + Inx — 2

) Calculer les limites de g en 0 et en +oo,

) Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation.

) Démontrer que 'équation x € ]0; +oo], g(x) = 0 admet une unique solution o vérifiant 1,31 <oc< 1,32
) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x strictement positif.

2)  On considére la fonction numérique f définie sur ]0; +oo], par :

flx) = i(x2 +1—Inx).

o O T QO

a) Donner les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

b) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

c) Enutilisant la question 1)c), montrer que f(x) = %donner une valeur approché de f(e) a 0,1 prés.
3) Soit (C) la courbe représentative de f.

a) Montrer que la droite(D) d’équation y = x est une asymptote oblique a (Cf)

b) Déterminer les coordonnées du point d'intersection P de (D) avec (Cf)

4) Construire (Cf) aprés avair tracé (D)

PROBLEME i
Soit f la fonction définie sur ]0; +oofpar: f(x) = x + 1+

x+In x

x2
(Cf)désigne la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (0, I, J)(Unité graphique 2 cm).
PARTIE A (Etude d’une fonction auxiliaire).

On considére la fonction g définie sur ]0; +oo[par :

gx)=x3—x+1-2Inx.

1)-Calculer les limites de g en O et en +oo

2)-On considére le polyndme P(x) = 3x3 — x — 2.

a)-Montrer que P(x) peut se mettre sous la forme P(x) = (x — 1)(3x% + 3x + 2).

b)-Etudier le signe de P (x).

3)-Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation.

4)-Démontrer que pour toutes les valeurs de x strictement positives : g(x) > 0.

PARTIE B (Etude de la fonction f).

1)-Calculer les limites de f en 0 et en +co.

2)-Démontrer que la droite(A) d'équation y = x + 1 est asymptote a(C; ) en +oo.

)-
3)-Calculer f'(x)et montrer que f'(x) = %

4)-Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
)-
)-

5)-Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique o< et que «€ ]0,46;0,47[.
6)-Déterminer une équation de la tangente(T) a (Cf) au point A (;)

7)-Tracer (Cr).
PARTIE C
Soit la fonction h: x — x + Inx
Etudier la fonction h et en déduire que (A) coupe (C},).en un point unique B dont on déterminera 'abscisse 8 & 1072 prés.
PROBLEME liI
Partie A
La courbe (I")donnée en annexe représente une fonction g définie sur [0; +oo[
La droite (AB)est tangente a la courbe (T') en A.
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Ondonne A(1;2); B(0;2);Cl(e; 1-€2).

1)a) Etablir une équation de la droite (AB).
b) Par une lecture graphique donner les valeurs de g(1) ; g(e) et g’(1).
c) Dresser le tableau de variation de g.

2) On suppose que g(x) estde laforme  |g(x) = a + bx? + cx?Inxsi x > 0

g(0) =1.

ol a, b et ¢ sont trois nombres réels.

a) Calculer g’(x) en fonction de b et c.

b) A l'aide des résultats précédents déterminer les réels a, b et c.

¢) On suppose que a=1;b=1etc=-2.

Justifier qu'il existe un unique réel « dans [1; +oo] tel que g(x) = 0.

En déduire que In « = 1;0(°;2et vérifier que 1,89< o«c< 1,90
c) Déduire de ce qui précéde le signe de g(x) sur [0; +oo|.
Partie B.

In x2

On considére la fonction f de IR vers IR définie par :f (x) = 2 + met (C’f) sa courbe représentative.
1) a) Justifier que D = IR".
b) Démontrer que f est une fonction paire puis donner une interprétation graphique.
2) a) justifier que la droite d’équation y = 2 est asymptote a (C‘f) en +oo,
b) Etudier les positions relatives de (C;) et (A) sur ]0; +oo[
3) Calculer la limite de f en 0 puis interpréter graphiquement le résultat
4) a)Justifier que f(x) = 2+$
b) Déterminer a partir de la question 2) de la partie A un encadrement de f (<) d’'amplitude 2.10-2,

5) a) Démontrer que V x € ]0; +oof, f'(x) = x(zli(;cz))z-

b) En déduire le signe de f’(x)sur ]0; +oo[, puis dresser le tableau de variation de f.
6) Déterminer une équation de la tangente (T)au point d’abscisse 1.

Tracer (T) et construire (C; ). On prendra f(c<) = 2,3.

ANNEXE

PROBLEMEIV
Le but de ce probléme est d'étudier la fonction f définie sur R par
_ Inix2+1)
{f(x) T x six+0
f(0)=0

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0, I,]) (unité :2cm).
PARTIE A : Etude d’une fonction auxiliaire
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2x2
x2+1

— Initx? + 1).

On considére la fonction g définie sur ]0; +oo[ par g(x) =

1- a) Calculer la limite de g en +o0
2x(x+1)(1—x)
(x2+1)2
c) Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation
2- a) Montrer que 'équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans ]0; +oo[ etque 1,98 < a < 1,99.
3- b) Justifier que V x € ]10; a[,g(x) > 0 etV x € ]a; +o[, g(x) < 0.
Partie B : Etude de la fonction f.
1- Montrer que la fonction f impaire.
2-  a) Justifier que lim,_,q mﬁizﬂ) = 1 eten déduire que f est dérivable en 0.
b) Calculer la limite de f en 4-co. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
3- a) Pour tout x de ]0; +oo[, calculer £ (x) et montrer que £ (x) et g(x) ont le méme signe.

)
)
b) En déduire le sens de variation de f sur ]0; +oo[,
¢) Montrer que f(a) = 0,2? et donner un encadrement de £ (a) & 10~ 2prés.

b) Démontrer que : V x € ]0; 4+oo[, g (x) =

d) En utilisant les propriétés de la parité de f, dresser le tableau de variation de f sur RR.
4- a) Déterminer une équation de la tangente (T") a la courbe (C) au point O.
b) Construire avec soin la droite (T") et la courbe (C).
Partie C : Etude d’une bijection
Soit h la restriction de f a l'intervalle [— a; a] et (T") sa courbe dans le méme repére que (C).

3- Montrer que h est une bijection de [- a; ] sur un intervalle K & préciser.
4-  Soit h=! la réciproque de h et (I'") sa représentation graphique.
a) Déterminer le plus petit intervalle sur lequel A1 est dérivable.
b) Calculer (h=1)' (0) et interpréter le résultat obtenu.
5- a) Dresser le tableau de variation de A1
c) Construire dans le méme repere que (C) la courbe (I'"). Justifier votre construction.
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CORRECTION DES EXERCICES

Exercice 1

Calculons :

A=ln%=—lne=—1;B=ln\/5=%lne=%;C=ln(e\/5)=lne+ln\/5=1+%=;;

=lnﬁ=ln\/5—lne=1—1=—1 E=In¥e=1lne="_
e 2 2 3 3
Simplifions :
F=Ine® -Ilne?=3lne—-2lne=3-2=1;6 = 51n%+4lne\/5= 5(—Ine) + 4(Ine + InVe) = —5+;= —%
H=In(e? +e)—In(e? +2e+1) =Ilne(e+1) —In(e+ 1)’ =Ilne+1In(e + 1) — 2In(e + 1) = 1 — Iniifie + 1)
Exercice 2

=In(Ve +1) +In(e—1) =In(Ve +1)(Ve - 1) =In(ve — 1) = Inife — 1) ;
=In(2++v3)+In(2-+V3) =In(2+V3)(2-+3) = ln(22 —\/§2) =Iln(4-3)=Iln1=0;
€= (5) i (52 = n () (52) - n (SE) 2t = =

=In(2) +In(2+v2) +In(2+v2+v2) +In (2= V2 +V2) = n2 + In(2 +v2) + In (2 + V2 +2) (2 - V2 + V2)-

2
In2 +1In(2 +v2) + In (22 -V2+V2 )=ln2 +In(2 +v2) +In(2 - V2)=ln2 + In(4 — 2) =
In2 + In2 = 2In2.
Exercice 3

a) festdéfinie sietseulementsi3 —x > 0soitx <3: Dy =]-00;3[
b) De méme pour g:il faut et il suffit que x* + 1 > 0 soit D, =R

¢) De méme pour g:il faut et il suffit que {;c _ ; ;>& 8

d) kestdéfinie siet seulement si% > 0soitD;, = |—o0; —2[ U |—1; + o[

soit Dy, = 11;2[ U ]2; +oo

Exercice 4
lim,_ o xInx3 = lim,_¢ x(3Inx) = lim,_,, 3(xlnx) = Ocar lim,_, xInx = 0;
lim,_ ., [xInx — (Inx)?] =? On léve l'indétermination « co — co» en factorisant, au choix ; par xInx ou par (Inx)>2.

lim,_, ., [xInx — (Inx)?]=lim,_, ., xInx [1 - ln—x] = +oo car le crochet tend vers 1

. Inx10 . 10inx . Inx nx
lim,_ - = lim,_ ., - = lim,_ 10— =0car llmx_,Jroo - = 0;
. xInx . X .
—lim = lim Inx = +oocar lim =1et lim Inx =+
xot+0 X+ 1 xotox+1 x>t X + 1 x—>+00
2
In x—2 lnx(l——) 1-7=) 1
lim = lim — B = Jjm —&2 = Legy lim —=0
A=+ 2 n x>+ Inx(2+— ) x>+ (2+L) 2 A0 Inx
Inx Inx
ln(1+x ) 2
lim,_, =? posons X = x“lorsque x tend 0; X tend vers 0alors
In 1+x Infgx+1
lim,_, ( )'11 my_,o "( ) = 1 car limite de références.
o In(1 + 3x)
IIHJT =?posons X = 3x alors x = 5; lorsque x tend vers 0,X tend vers 0 alors
X—
. In(1+3x) _ .. 3Infx+1) InfX+1)
lim, o ——— =limy o, — — = car ——=1.
. Inx— Inx—1 Inx—1 Inx—1 , 1
lim,_ ., /=1 x_,ew =1li mx_,eM =1lim,,,x xlim, ,,—— =e x (Ine) =ex=-=1.
x—e x—e x—e e
Exercice 5

a) Etudions la continuité de f en 0
lim,_ f(x) = lim,_ o x[In(x + 1) — Inx] =lim,_¢[xIn(x + 1) — xIlnx] = 0 car
lim,_oIn(x+ 1) =0 lim,_,xlnx =0
lim,_, f(x) = f(0) = 0 alors f est continue en 0.

b) Dérivabilité de f en 0.

Il s’agit de déterminer le nombre dérivé en calculantlim, _,

f(x) f(O)_l x[ln(x+1)—lnx] _
x
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lim,_,(In(x + 1) — Inx) = +oo carlim,_, In(x + 1) = In1 = 0 etlim,_,o Inx = —oo Donc la fonction f n’est pas
dérivable en 0. A I'origine, la courbe représentative de f admet une tangente « verticale ».
Exercice 6

a) Ladroite (A) d’équation:y = — Ex + 1 est asymptote a (C) en +si et seulement si lim,_, ,..(f(x) —y) =0

..... Inx 1 . Inx . 1
— = §)=0 carlim,_ . - = Oetlim,_ . P 0
Donc la droite (A) d’ equatlon y=- Ex + 1 est asymptote a (C) en +.

b) Etudier la position relative de (€) et de (A) revient a étudier le signe de f(x) —

Fx) —y =221 orsur]0; +%[2x > 0 alors le signe de £(x) — y dépend de 2Inx —

Vx € ]0; +ei[f(x) — y < 0 alors (C)est en dessous de (A) etvx € ]ei; +°°[f(x) — y > 0 alors (C)est au dessus de (A)
Exercice 7
La dérivée d’une fonction composée est donnée par (InU)' = —

a) SiU(x) =4—x%alors U (x) = —2x Donc f,'(x) =

4— x2
b) Lafonction f,est sous la forme;avec V(x) =1+ Inx.Donc V' (x) = — fz( xX)=—=
. 'y _ 1
On obtient alors : f,(x) = e
(x 1) (x—Z)’ 1 1 1
¢ flsx)= 2  x1 x2 T a-DE-2)"
d) f, comporte un produit de fonctions : alors ; f'4(x) = (x + 1) In(x + 1) + (x + D[In(x + 1)] — (x)’
fla(x) = 1><ln(x+1)+(x+1)x+—1)—1—ln(x+1)
1
1 axi _
e) Lafonction fsest sous la forme ;avec U(x) = Inx et V(x) = x; Donc f's(x) = xx"x# =1 xlznx
) f&'@) =[Anx)?]' —2(nx) + (3) =2 x (Inx) (Inx) —2 x * =222 _ —2(1";‘_1)
Exercice 8

. . " U’
Il convient de faire apparaltre —

3) f(x)_x2 —2x+3

D'ouF(x) = %lnlx —2x+ 3|+ C4;C; € Rcomme

posonsU(x)—x —2x+3etU (x) =2x—2alors - U(x)—x—lDoncf(x)——

x% — 2x + 3 > 0 sur R (A< 0); on peut omettre la valeur absolue: F(x) = 1ln(x2 —2x+3)+C;CLER

b) glx) = 2. Posons Ux)=x*+x+1etU (x) =2x+ 1 alors 2U (x) = 4x + 2 Donc g(x) = 2—

D'ouG(x) = Zlnlx + x+ 1|+ C,;C, € Rcomme

x%2 +x+ 1> 0sur R (A< 0); on peut omettre la valeur absolue: G(x) = 2In(x* + x + 1) + C;;C, €R

¢) hx)= 1—xe posons : U(x) = 1 — x%et U (x) = —2x alors — —U (x) =xDonc h(x) = —%%

D’ouH(x) = 2In|1 — x?| + C3; C5 € Rcomme 1 — x2 < 0 sur |1; +oo[ ;: H(x) = ——ln(x -1)+C5C3ER

ynt1

4x+2

d) En écrivanti(x) == (lnx)2 on reconnait une expression du type U’'U™ qui a pour prlmltlve

On en déduitune primitive I : I(x) = 3 Lnx)3+C,;C R
1

e) En exprimantj sous la forme j(x) = —*- on reconnalt— D'ou J(x) = In|lnx| + C5; C5 € R
Exercice 9

a) Contraintes sur I'inconnue :x — 2 > 0 & x > 2 alors x € |12; +oo|
Pourtout x € 12;+o[,(x —2)In(x —2) =0 x—-2=00uln(x —2) =0 © x = 2ouln(x — 2) = Inl
Alorsx =2oux—2=1 x=2o0ux=3
L’ensemble des solutions de (E)est: {3}

b) Contraintes sur I'inconnues :(x* —x—1) > 0 < (x - 1_2—‘/3) (x 12‘/_) > Oalors x € ]—oo-#[ U ]H‘/_ +00 [
ﬂ[ ]1+\/—

2

Vxe€ ]—00; +00[ In(x>-x-1)=0=In(x*-x—-1)=lmlex*-x-2=0alorsx=—-1oux=2
L’ensemble des solutions de (E) est: {- 1;2}
c) Contraintes sur 'inconnue: x+3 >0etx+5>0 © x> —-3etx >—-50alorsx € |-3;+oo][
vxe]-3;+o[ In(x+3)+In(x+5)=In15 In(x+3)(x+5) =ln15 < (x+3)(x+5) =15alors: x(x +8) =0
x=0oux=—8seul 0 €]—3;+oco alors 'ensemble des solutions de (E)est: {0}.
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d) Contraintes sur I'inconnue :2x + 8 > 0,3x +2 >0etx+1>0 alorsx € ]—g; +00[
In2x+8)-In(3x+2)=In(x+1) ©In(2x+8) =In(x+ 1) + In(3x+ 2) & (2x + 8) = (x + 1)(3x + 2)alors:
(x+2)(x-1)=0 @x=1oux=-2seul 1€ ]— %; +oo[ Donc I'’ensemble des solutions de (E)est: {1}.
e) Contraintes sur I'inconnue : x € ]0; +oo[
Soit x élément ]0; +-oo[ ; posons: X = Inx alors X> —6X+5=0= (X-1)(X-5)=0= X =1ouX = 5alors Inx =
1oulnx =5 < x = e ou x = eAlors 'ensemble des solutions de (E)est: {e; e®}

h). Contraintes sur I'inconnue :2x —e > 0 & x > %alors X € E +00[

In2x—e) >1 = In(2x —e) > lne © 2x — e > e & x > e Alors 'ensemble des solutions de (I)est: |e; +oo[

. 2 2
i) Contraintes sur 'inconnue :2 — 3x > 0 & x < galors X € ]—00; 5[

1 1
In2-3x)>20=n2-3)z2n1ls2-3x=>21<x< §Alors I'ensemble des solutions de (I)est; ]—00;5[

k) Contraintes sur I'inconnue : x € ]0; +oo[
Soit x élément ]0; +-oo[ ; posons : X = Inxalors X> +2X - 15<0 = (X+5)(X-3)<0o 5<X<3 o -5<Inx<
3 & e75 < x < €% alors I'ensemble des solutions de (Dest; |e~5; 3|
Exercice 10

-3
Le systéme est définisi x > 0 et y # 0. Comme x = 87, cela implique que y > 0.
3 -3
Donc:In (97) +iny’=-1 ln(eT x yz) =-1oh(e?dy)=-1hed+lny=-1=Iny=2cy=e?etx=e"
L’ensemble des couples solutions de (S) est: {(e™>; e*)}

CORRECTION DES PROBLEMES

Probléme |

PARTIE A
1) lim,_ ¢, g(x) = lim,_y-(x2 + 4 — 81lnx) = +oo carlim,_ . Inx = -

. . . 4 Inx .4 . Inx
lim g(x) = lim (x2 + 4 — 8Inx) = lim x(x+—— 8—) = 4+ocar; lim —= 0et lim — =0
x—+ x>+ x>+ X X x—+0 X xXoFo X

, 2_ 2_ _
2)vVx€]0;+x[, g (x) =2x—8 X % = Zxx 8 = 2(xx H_ 2 Zx)(x”.

V x € ]0; +oof, @ > Oalors le signe de g’ (x) est celui de x — 2

v x €]0; 2[,g (x) < 0 alors g est strictement décroissante
V x € ]2; +oo[,g (x) > 0 alors g est strictement croissante.
On dresse ainsi le tableau de variation de g.

X 0 2 400
g'(x) - 0 =+
'J: +o00 ‘ + oo
g(x) \ /
8—-8In8

3) Vx€]0;+oo[,g admet en 2 un minimum égala 8 — 8In2 > O alors V x € ]0; +[,g(x) > 0
PARTIE B

4
1) festdutype UV avecU(x) =1+ = et V(x) = Inxalorsona:

_—8inx

’ 4 4 ’ -2 4.1
fo)=1+3mx+1+5)nx) =4x—Flnx+(1+3) =
v x € ]0; +oo[,x® > 0 alors le signe de f (x) est celui de g(x). Or V x € ]0; +oo[,g(x) > 0 Doncf est strictement
croissante.

+ x2+4 _ x244-81n x_g(x)

x3 x3 x3 x3

2) a) lim,_, f(x) =1lim,_, (1 + :—2) Inx = —oo car limx_)of2 =40 etlim,_olnx = —o0
lim,_, f(x) = —oo ; alors la droite d’équation x = 0 est asymptote « verticale » a (C)
b) lim,_ . f(x)=lim,_ . (1 + %) Inx = 4+ car lim,_, . ,;iz =0 et lim,_ . Inx = +oo
. f(x) . 4\ Inx . 4 . l
lim, o> = lim, o (1 + x—z) —~=0carlim, . =0 et lim, ,.— =0

% = 0 ; alors la courbe (€) admet une branche parabolique de direction (OI)en +co

lim,_ .
3) Tableau de variation de f
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X 0 1 400
f'(x) ¥ + 5 +
g | - +oo
o |k N
[ —o0

4) Equation de la tangente au point d’abscisse 1
(T): y = f (x0)(x — x0) + f(%0) avec xo=1;
f@)=5etf(1)

Alors: (T): y=5x—-75
5) Représentation graphique de f

Probléme Il

1) Etudions le sens de variation de g.

' 1 " 1 1
Sur ]0; +oo[g (x) = (%— In x) e %

négatifs. Donc g est strictement décroissante sur ]0; +oo[
2 .a) la question incite a calculer g(1) et g(2) puis a les faire figurer dans le tableau de variation de g. Dés lors, I'application

g (x) est strictement négatif sur ]0; +oo[ car la somme deux nombres

du théoréme de la bijection devient trés simple pour la résolution de g(x) = 0. g(1) = ; etg(2) = g— In2 ~ -0,09

On dresse le tableau de variation de g :

X 0 1 2 +oo

g (x) —

\ 2
3 \
-0,09

g(x)

\>

Comme g est strictement décroissante et continue sur |1; 2[ et que g(1)g(2) < 0, d’aprés le théoréme sur la bijection, il
existe un nombre réel a unique élément de ]1; 2[ tel que g(a) = 0.
d) Pour donner un encadrement de a, on fait un tableau de valeurs : méthode du balayage

x 1 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2

gx) 0,67 0,38 0,30 0,22 0,15 0,08 0,02 -0,03 -0,09

Onen conclut que a € 11,8; 1,9[
3). D’apreés les questions précédentes, on a:
Vx € ]0,af; x <x alors g(x) > g(a) car g est strictement décroissante. Or g(a) = 0.D’'ou vV x € ]0, [, g(x) > 0
Vx € Ja,+oo[;x >x alors g(x) < g(a) car g est strictement décroissante. Or g(a) = 0.D’oi V x € Ja, +oo[, g(x) <0
En conclusion: v x € ]0,a[,g(x) > 0etVx € Ja,+o[, g(x) <0
PARTIE B

1) limyg f(x) = limxﬁo(ﬁ X 2Inx) = —oo car limx_)oﬁ = +oo et limy_,glnx =— o
lim,_, f(x) = —oo Alors la droite d’équation x = 0 est une asymptote « verticale » a (C).
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l

2Inx . 2lnx 1 nx . 1
< T=0et llmx_)+w;=0

limx_>+oo f(.X') = limx_,+oo Zix = lll’l’lx_,_,_oo 2 X ﬁ) = 0 car limx_,+oo

X

lim, ., f(x) = 0 Alors la droite d’équation y = 0 est une asymptote « horizontale » a (C) en +oo
(2+x)2-22x+DInx_ 2[x41-(2x+1)inx]
(x2+x)2 - (x%+x)2
Sur ]0; +ool, f (x) est du signe de x + 1 — (2x + 1)Inx. Comme il faut faire apparaitreg (x), il convient de factoriser par
2x+1soit:x+1—-2x+ Dinx = (2x + 1) [% - lnx]=(2x +1)g(x).

Comme 2x + 1 > 0 sur ]0; +oo[, f (x) est du signe de g(x).
3) Tableau de variation de f

2) vxe]o;+ooff (x) =

X
f (%) + 0 —

f(=)
f(x) oo / \ 0

ey

4) Montrons que f(x) = 2

oc(20c+1)
Pour calculer f(e), il faut utiliser les résultats de la partie A., a savoir la solution de g(a) = 0. on obtient Ina = 2“;11
a+1 a+1 "l 1 2
—“2a11 _ “2a11 _ o @ =
Done f(@) = 3 s = aarn = 22011 X marD) — a@ar)

L’abscisse du point d’intercession A de (C)avec I'axe des abscisses est solution de I'équation f(x) = 0 sur ]0; +oo,
Donc le point A(1; 0)).
Comme f (1) = 1, f(1) = 0, léquation de la tangente T'en A s’écrit 1y = x — 1
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CHAPITRE IV : FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE

INTRODUCTION

Les ponts de lianes font partie du paysage ivoirien. La courbe dessinée par ces ouvrages, de méme
que celle engendrée par le cable téléphonique suspendu entre deux poteaux, est appelé « chainette » c’est la courbe suivant
laquelle se tend un fil homogene pesant, flexible et inextensible, suspendu par ses extrémités a deux points fixes.
GALILEE s'intéressa a cette courbe, qu'il pensait étre une parabole. Ce n'est qu'en 1691 que BERNOUILLI, HUYGENS, et
LEIBNITZ en déterminérent une équation.
L’exponentielle est la seconde des deux fonctions introduites en terminale.
On la définit comme étant la réciproque du logarithme népérien.
Voici donc I'histoire de celle qui est la moitié de In :
Au commencement était la fonction logarithme népérien.
Comme elle était une bijection de ]0; +oo]sur R, elle admet donc une réciproque. Ainsi naquit I'exponentielle.

o Ala maniere de deux rivaux, In et exp s’annihilent. En effet :

exp [lna]l =a
In [exp(x)] = x.
In

x€R

a € ]0; +oo]

exp

FICHE DE COURS

IV-1) FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE
IV-1-1)Définition et propriétés

a) _Définition
La fonction : x +— Inx est continue et strictement croissante sur ]0; +oo. Elle est donc bijective, on appelle
fonction exponentielle népérienne, sa bijection réciproque ; on note x — exp x oux — e* Conséquences
a)La fonction In est une bijection de ]0; +oo[ sur R. Donc la fonction exponentielle est une bijection de R vers
10; +oo[

exp: R - |0; +oo|

b) La fonction exponentielle est définiesur R. vV x € R,exp(x) > 0
c)VaeR;beRL;e*=b<a=Inb etlnb=a < b =e"
de*=e? <= a=b ete?<e’ a<b
e)VxeR, ;e =x et VyeR;lne” =y
f) La fonction exponentielle est dérivable sur R et pour tout nombre réel x,
On a: (exp)’(x) = exp(x)

b) Propriétés
Pour tous nombres réels a et b et pour tout nombre rationnel r,ona:
la . @@b :Z_: (V)b = e = (eb)a . e = (e4)"
IV-1-2) Equations et inéquations comportant exponentielle
Méthode :
Pour résoudre une équation ou inéquation comportant des exponentielles, on peut :

eth — pgtoh - p—a —
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- Seramener a une comparaison d’exponentielles
- Comparer le logarithme de deux nombres positifs
IV-I-3) Etude de la fonction exponentielle
Sens de variation

La fonction exponentielle varie dans le méme sens que sa fonction réciproque, la fonction In ; elle est donc
strictement croissante de Rvers]0; +co[. On en déduit le tableau de variation ci-dessous.

Exp +

+eo
EKI‘J /
o

Courbe représentative
La courbe de la fonction exponentielle est le symétrique de

celle de la fonction logarithme népérien par rapport a la
droite d’équationy = x.

IV-1-4) Les limites de références

. e*—1 . . . . e*
lim,,— =1;lim,__, e* = 0;lim,_,_,(xe*) = 0; lim,_,_,, €* = 400 ;lim,_ ~= + 0o,

IV-1-5)DERIVEES - PRIMITIVES

a) Dérivées
Propriété
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I. La fonction x — e*™®est dérivable sur I et(e*) = u'e"
b)Primitives
Soit u une fonction dérivablesur un intervalle 1.
La fonction x +— u'e*®admet pour primitive sur I la fonctionx — e*™® + ¢; x € R
IV-2) Fonction exponentielle de base a (a> 0)
IV-2-1) Définition et propriétés

a) Définition
Soit a un nombre réel strictement positif.
On appelle fonction exponentielle de base a, la fonction expifix),: R — R}

x— a*

Pour tout nombre réel x, on a expifx), = a* = e*In@

b) Propriétés
Propriété 1
Pour tout nombre réel a strictement positif et pour tout nombre réel x, on a :
Ina* = xIna.
Propriété 2
Pour tout nombre réel a et b strictement positifs et pour tous nombres réels x et y,on a:

(Da* = ¥’ ;) a” == ;) a*? =2 ; (4) (@b)* = a*b*; (5) (2) =5 :(6) (@) = a®

a¥ T opx?

IV-2-2)Etude de la fonction f: x — a*
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Dans cette étude, (C,) désigne la courbe représentative de la fonction £, et a est différent de 1.
Ensemble de définition

Ona:Df, =R
Dérivée et sens de variation
Ona:Vx € R, a* =e*™™%: donc la fonction £, est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction
£, telle que £, (x) = (Ina)e*™ ¢ = a*Ina
f..' estdu signe de lna ; on distingue deuxcas:0 <a <1 eta>1
1"cas:0<a <1 2¢Mecqs:a > 1
OnaVvVx €R, £, (x) < 0;donc, f, est OnaVx €R,f,(x) > 0;donc, f, est
continue et strictement décroissante sur R continue et strictement croissante sur R
Etude aux bornes de I’ensemble de définition
1"cas:0<a<1 2¢mecasia > 1
Ona:lim, ,,a* =0 Ona:lim,,_,a* =0
La droite (OT) est asymptote a (C,) en +oo La droite (OI) est asymptote a (C,) en —o
Ona:lim,_,_, a* = 400 Ona:lim,_ ,a* = 4o
a* exlna a* exlna
lim — = lim <lna >= —0o0 lim — = lim <lna >= +oo
xo>—0 X = x-— xlna x—+0 X = x>+ xlna
(€,) admet une branche parabolique de (€,) admet une branche parabolique de direction
direction celle de (0)) celle de (0))
Tableau de variation
1°"cas:0<a<1 | 2¢mecqs:a > 1 |
X —0 0 1 +0 X —o0 0 1 400
fu (X) fu ()
+o0 0
~ . a /
fu@) T~ fu@) 1
\ /
0 400
IV-3) FONCTIONS PUISSANCES D’EXPOSANT
Définition

Soit o< un nombre réel non nul

Pour tout nombre réel strictement positif x : x* = e*"*

On appelle fonction puissance d’exposant «, la fonction : x — x*

Fonction u*(x € R).

Propriété 1

Soit oc un nombre réel et u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle k.

La fonction u™ est dérivable surK etona: (u®)’ =« u'u*"!

Propriété 2

Soit o< un nombre réel différent de -1, u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle K. la fonction

u'u®™ admet pour primitive sur K la fonction g
CROISSANCE COMPAREE DE Inx, e*, x*

Limites de références
Soit o< un nombre réel strictement positif. On a :

(1) lim,_ l:_: =0;(2) lim,_ox*Inx =0; (3)lim,_ :—z = +o0; lim,_ ., x*e™* =10
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EXERCICES RESOLUS

Exercice 1
Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

N)e¥*1 =72 e 3 =1;3) e 1 =6, 4)e ™ *-6=0; 5)e*3 +2=1;6)e""3 +§ = 2;

7)3e%* —5e* +2=0;8) 31 4 Ve3**tT —6=10:;9) e 31 > 3:10) e*° > 1;
11)e?* —3e* +2 > 0; 12)e?* +3e* +4 < 0.
Exercice 2
Soit le polyndme P(x) = x* + 7x3 — 7x? — 43x + 42

1) Veérifier que 1 et —3 sont des racines de P(x)

2) a) FactoriserP(x)

b) Résoudre dans R, 'équation P(x) = 0

3) En déduire la résolution dans R de I'équation e** + 7e3* — 7e?* — 43e* + 42 =0

Exercice 3

Soit f(x) = =— surR* et (C) sa courbe représentative.

Calculer les I|m|tes de f aux bornes de I'ensemble de définition.
Interpréter ces résultats en termes d’asymptote pour la courbe (C).

Exercice 4
Calculer les limites suivantes :
2x _
-2 . 5—e* e2x—1 | xe*
llmx_,_,_OO il limype (02 — x + 1)e™ ; limy, o, (W) lim, g — im0 =—

Exercice 5
1) Calculer les dérivées des fonctions suivantes ;

8)f(0) = Qx+De ™ 18) g() = ok [ h(x) = 7o

2) Calculer une primitive des fonctions suwantes ;
a) f(x)= 2xe3"2+1 sur R

b) g(X) 2 +e _ZXSUF]O +OO[

Exercice 6
Soit f(x) =2 (e 1)deflme surR.
a) Déterminer a et b tels que pour tout x réel, f(x) = ae* + ex+3
b) Calculer la primitive de f qui s'annule en x = 0.
Exercice 7
Soit la fonction numérique £ définie sur R par : f@) = 1—e¥
f0)=0

a) Montrer que la fonction f est continue en 0
b) Etudier la dérivabilité de £ en 0. Interpréter graphiquement le résultat.
Exercice 8
On consideére la fonction f définie sur R par: f(x) = e?* —x — 4
On désigne par(C) la représentation graphique de f dans le plan muni d'un repére orthonormé (0, 1,]).
1) Déterminer la limite de f en —oo.
2) Etudier le comportement de f en +oo.
3-a) Justifier la dérivabilité de f sur R et donner 'expression de f’(x).
b) Déterminer les variations de f sur R.
4-a) Démontrer que la droite (D)d’équation y = —x — 4 est une asymptote & (C)en —oo
c) Construire la droite (D)et la courbe (C).
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PROBLEMES DE SYNTHESE

Probléme |

er

ex_

Soit la fonction f définie par f(x) = 1et((ff) sa courbe représentative

1) Déterminer I'ensemble de définition de f et calculer les limites aux bornes de D

2) Démontrer que la courbe (IM)d'équation y = 1 + e*est asymptote a (Cf) en +oo.

Préciser la position relative de (I")et (Cr).

3) Etudier les variations de f et tracer (Iet (Cf).

Probléme I

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, I, J)d'unité 4cm.

Partie A

On considére la fonction g définie sur R par: g(x) = 1 — x%e*

1) Calculer lim, _, ., g(x) etlim, o, g(x).

2) Déterminer g’ (x), V x € R et montrer que g' (x) = —x(2 + x)e*.

3) Déterminer le sens de variation de g, puis dresser son tableau de variation.

4) Démontrer queV x € ]0; +oo], I'équation g(x) = 0 admet une solution unique o telle que
0,70 <x< 0,71.

5)endéduireque Vx € |—oo; [, g(x) >0 etV x € Jo; +oo[, g(x) < 0.

Partie B

On considére la fonction f définie par :f (x) = X

1+xe*
1) On considere la fonction h définie par : h(x) = 1 + xe*.

Etudier les variations de h et montrer que f est définie sur R.

2) Calculer lim, _, o, f(x) etlim,_ ., f(x). interpréter graphiquement le dernier résultat.
3)-a) On suppose que f est dérivable et on note f* sa dérivée.

gx)
(1+xeX)2

b) En déduire le signe de f”, puis dresser le tableau de variation de f.
4) Montrer que la droite (A)d'équation y = x est asymptote & (C; ) en —co.

on désigne par (C’f) sa représentation graphique.

Démontrer que V x € R; f (x) =

2
5) Prouver que f(x) = o:C—_I_let encadrer f(oc) par deux nombres décimaux consécutifsd’ordre 2.

6) Dans le plan muni d'un repére orthonormé (0, 1, ), tracer (Cy).
Partie C

soit k la restriction de f a [o; +oo|.

1-a) justifier que k est une bijection.

b) Dresser le tableau de variation de la réciproque k=1 .
2

o
2-a) Prouver que k! n'est pas dérivable en —
x+1

1
b) Calculer k(1)et prouver que k ~lest dérivable en Tie
c) Tracer (Cj,-1).
Probléme Il
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, I, ). L'unité graphique est 2 cm.

On considére la fonction f dérivable sur R et définie par: f(x) = (2x + 4)e_§ - x.
On note (€ )la courbe représentative de la fonction f.

Partie AEtude d’une fonction auxiliaire

Soit h la fonction numérique dérivable sur R et définie par: h(x) = x + e%
1) Etudier le sens de variation de A.

2) Calculer les limites de h en —oo et en +co.
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3) Démontrer que I'équation h(x) = 0 admet dansRR une solution unique o tel que- 0,71 <x< —0,70.
En déduireque : Vx € |—oo;x[,h(x) < 0;Vx € ]ox;+0o[, h(x) > 0.
Partie BEtude de la fonction f

Pour tout nombre réel x, f(x) = (2x + 4)e‘§ - X.

1-a) Démontrer que f(x) = —2— —%
b) En déduire un encadrement de f (o<)d’amplitude 0,1.

X

2-a) Pour tout réel x calculer f’(x) et démontrer que f’(x) = —h (x)e” z
b) En déduire les variations de f.
f&)

3-a) Calculer lim,_,_o, f(x); lim,__q — puis interpréter graphiquement ces résultats

b) Calculer lim,,_, o, f(x).
c) Démontrer que la droite (A)d’'équation y = —x est une asymptote a (C’f)en +0o0,
4-a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Construire la droite (A)et la courbe (Cf)dans le plan muni d’un repére (0, 1,]).
5-a) A l'aide d’une intégration par parties, calculer pour tout réel x :
1(6) = [ (2t +4) e 7dt.
b) En déduire en cm? Il'aire A de la partie du plan limitée par(C’f) , la droite (A), la droite (OI) et la droite d’équation
x =2.
Probleme IV
Partie A
Le plan est muni d’'un repére orthonormé(0, 1, ]). L'unité graphique est 2 cm.
On considére la fonction numérique f dérivable et définie sur R par: f(x) = (x — %)ez" —4(x—1)e* =2

On note(C) la courbe représentative de la fonction f.

1-a) Calculer la limite de f en —oo puis interpréter graphiquement le résultat

b) Démontrer que pour tout réel non nul £ (x) = xe?* (1 — A - L);

2x ex xe* xe2x
¢) Calculerlim, _, 1o, f(x) et lim,_, o %
2- a) Démontrer que f'(x) = 2xe*(e* — 1)
b) Dresser le tableau de variation de f
3-a) Démontrer que la courbe (C)coupe I'axe des abscisses en un point dont I'abscisse est «
b) Montrer que : - 1,7 <x< —1,6.
4.a) Tracer avec soin la courbe(C). On prendra In2=~ 0,7
b) Utiliser (C)pour donner, suivant les valeurs du réel k, le nombre de solution de I'équation : (E): xeR; f(x) = k.
5) Soit I fonction H définie sur R par: H(x) = (5 —3)e?* + 4(2 — x)e*
a) Justifier que la fonction H est une primitive sur R de la fonction : x — f(x) + 2
b) En déduire sur R, la primitive F de la fonction f, qui prend la valeur —1 en 0
Partie B

Soitgla fonction numérique définie par : g(x) = (x? — 4x)Inx — % (x2—8x+4)six>0et g(0)=0

puis interpréter graphiquement ces résultats

On note (€, )sa courbe représentative dans un nouveau repére orthonormé d'unité 2 cm.
1.a) Déterminer 'ensemble de définition de la fonction g

b) Justifier que pour tout réel x strictement positif, g(x) = f(Inx)

2.a) Etudier la continuité de g & droite en 0.

b) Etudier la dérivabilité de g & droite en 0, puis interpréter graphiquement le résultat

c) Calculer lim,_,, o, g(x) et lim,_, 4 @

3) Etudier le sens de variation de g , puis dresser son tableau de variation.

4.a) Déduire de la partie A-3.a), un encadrement de 'abscisse du point d'intersection de(C, ) avec I'axe des abscisses .
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4.a) Tracer avec soin la courbe (C; ) et la tangente en son point d'abscisse 0.
Probléme V
Soit la fonction numérique définie sur R par £ (x) = 2**1 — 4% de courbe représentative (C)dans un repére orthonormé
(unité 2 cm)
Partie A
1) Calculerlim, _, .o, f(x) etlim,__., f(x).interpréter graphiquement le dernier résultat
2)-a) Justifier que f (x) peut s'écrire e 2(2 — e¥In2) ;
b) Calculer f”(x) et montrer que f” est du signe de (1 — e*"2) .
c) Dresser le tableau de variation de f sur R.
3) Représenter graphiquement (C). (On fera figurer les points d’abscisses -1,0,1, 2).
Partie B

Avec la précision permise par le graphique, résoudre : (E7) : f(x) = %et(Ez) fx)=-2

2) On se propose de trouver les solutions exactes des équations (E;) et (E,) .
En posant X = 2%, montrer que :

(E;) Equivauta 4X2 —8X+3=0

(E,) Equivauta X? —2X —2=0

Calculer les solutions exactes de (E;) et (E,)
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CORRECTION DES EXERCICES

Exercice 1

ln7—1}

1) e3x+1=7<=>ln(e3x+1)=ln7<:>3x+1=ln7(=>3x=ln7—1<:>x=$alorssﬂg ={ 3

2) ed=1one3)=nlox-3=0c x=23 < alors Sy = {3}

3 e*l=-6one?*)=m6=2x—1=1In6= x = 1+zl"6 alors Sp = {

1+ln6}
2

4 e**-6=0=ne*)=Mm6=-x—-4=In6 = x=-4-1In6 alorsSR = {—4- — ln6}
5) ex+3 + 2=1 alors ex+3 = -1 a|0l"S . SR = ®

6) e**3 +; =2 e = % = e =—In2 = x+3=-In2 aorsSy = {—3 — In2}

7) Onpose e* = X et 'équation devient: 3X> —5X +2=0< (3X—-2)(X—1) =0 alors X = ; ouX=1

Pour X = ; e* =§ alors x = ln§ et pourX=1, e*=1 alorsx=0
2
8) Onpose Ve3*rtl = X; e3*™1 = X? et 'équation devient: X> + X -6 =0 <= (X +3)(X —2) =0 alors X =
2 ou X = —3 seul X = 2 estacceptable. Alors ve3*tl1 =2 < x = Tltind
s {—1 + ln4}
R 3
9) e¥l>3cme ™ l>m3e 3x—1>m3e -3x>1+h3o3x<-1-In3 & x< 23
—1—1In3
e

10) e¥°>1ohe®>hlox—6>= x> 65 =16;+0[
11) On pose e* = X et I'inéquation devient: X> —-3X+2>0= (X-1)(X-2)>0
En utilisant la régle du signe d’un polyndme du second degré, X doit vérifier: X <1 ou X > 2 soite* < 1ou
e* > 2 alors x<0 oux:=In2Sy =]—;0] U [In2;+o[
12) Remarquons que l'inéquation e?* + 3e* + 4 < 0 est composée d’une somme d’exponentielle qui ne peut pas étre
négative. Sp=0
Exercice 2
1) PO =1*47x13-7x12-43x1+42=1+7-7-434+42=0 alors P(1) =0
P(-3)=(-3)*4+7x(-3)*—-7x(-3)2-43x(-3)+42=81-189-63+129+42 =0
P(1) = P(—3) = 0; Alors 1 et —3 sont des racines de P(x)
2.a) d’aprés la question précédente P (x)peut s’écrire sous la forme P(x) = (x — 1))(x + 3)(x*> + ax + b)
Aprés développement et réduction, on obtient : P(x) = x* + (a + 2)x® + (2a + b — 3)x* + (2b — 3a)x — 3b

a+2=17
. o o J2a+b—-3=-7 _ _
Par identification : 2b— 3a — —43 alors a=5 et b=-14
—3b =142

Dou: P(x) = (x — 1))(x + 3)(x* + 5x — 14)
Px)=0= (x-1)x+3)x*+5x—14)=0 Alors x=1 ou x=-3 oux*+5x—14=0
x% + 5x — 14 = 0 ; Le discriminant de cette équation est : A= 52 — 4 x 1 x (—14) = 81
L’ensemble des solutions de I'équation P(x) = 0 est Sy = {—7; —3; 1; 2}
3) On pose X = e* avec X > 0 I'équation devient : X* + 7X3 — 7X? —43X +42 =0
On obtient d’aprés la question précédente X = -7 ou X=-3 ou X=1 ou X=2
=ef=1 ou e*=2 Alors x=0 ou x=1In2
Sg = {0; In2}

Page 43 sur 186



Exercice 3
2

22 =0 carlim,__, e =0 Done lim,, o, f(x) = 0

lim,_,_,, f(x) = 0; Alors la droite d’équation y = 0 est asymptote « horizontale » a la courbe (C)en —oo

lim,__, f(x) =lim,__,

. . 1 . . . 1
lim,_,_f(x) = lim,_,_ (Ze" X m) = too carlim,_o_e* = 1; lim,_o_(1 — e*) = 0 et lim,_,_ o= 1®

. . 1 . . . 1
lim,_,_ f(x) =1lim,_o_ (Ze" X 1—ex) = —oo carlim,_,o_e* = 1; lim,_o_(1 — e*) = 0 et lim,_,_ o= "%

lim,_,_f(x) = +o et lim,_,o_ f(x) = —oo; Alors la droite d’équation x = 0 est asymptote « verticale » a (C)

2e* . _ . 1
et llmx_)+w = —2car lll'l'lx_)_'_UO P 0

1 =lim,_ .,

. T 2e* 2
lim,_ ., f(x) =lim,_ 7@(91,(—1) —(eix_l)
lim,_,,, f(x) = —2; Alors la droite d’équation y = —2 est asymptote « horizontale » a la courbe (€)en +
Exercice 4

o2%_p ez"(1—ezix) (1—ezix)
1

1
i — =l =l _— = i X — o0 i —_=

lim,_ T lim,_ eZX(eX+eix) lim,_ (e"+ex) Ocarlim,_ e +oo et lim,_, " 0

. 2 _— . x2—x+1 . x2 x 1 . e* . x*
lim,, ,(x*—x+1)e”™* =1lim,_ — = lim,_ St = 0 carlim,._, ., ==t etlim,_ == 0
. 5-e7*\ _ . 5_eix _ . x _ . 1

lim,_,_. T2er) = lim,_,_. Tazr | = —ocar lim,,_,e*=0 et lim,,_, ==t

. e2*—1 . e*—1)(e*+1 . e*—1 . e*—1 .

lim,_,, Pt llmx—»o% = lim,_,, [( ~ )(ex + 1)] = 2 car llmx—mT =1 etlim, o(e*+1)=2

x

e*—1

lim,_ o= = lim,_, (e x —lim, (=) =1car lim,_ =1 etlim, ge* =1
x-20 x4 x—0 x—0 | eX_1 x-0 " x—0

X

Exercice 5
1a)f () =[x+ De ¥ =Rx+De*+2x+1)(e™) =2e*—2x+1)e * = (—2x+ 1)e*

oo €22 1 (e2*-2) (1-e)—(1-e2¥) (e2¥-2) _ 2e2X(1-2%)42¢2%(e2¥-2) 2%
b)g (x) = [1_82x ] = (122 - (1-e2x)? T (1-e2%)?

_ (' (4xe")-(x)(1+xe*) _ 1+xe*—x(e*+xe¥) 1—x%e*

1 X '
C) h (x) - [1+xex ] (1+xeX)2 (1+xeX)2 T (1+xeX)2
2) Une primitive des fonctions :

a) f(x) = 2xe3***1;enposantu(x) =3x2+1 Alors u (x) =6x donc f(x) = éu' (x)e*™®

N . 1 2 i egn .
D’ou la fonction F: x — §e3x *1 est une primitive de la fonction f sur R

b) g(x) =

D’ou la fonction G: x — %ln(Zx + e~%%) est une primitive de la fonction f sur ]0; +oo]

1—-e~2%
2x+e~2x

enposant: u(x) = 2x+e2*  Alors u (x)=2(1-e %) Donc g(x) = %1;(_(;)

Exercice 6
X
a) Enréduisant au méme dénominateurae® + el,’cis ; Vx € R; On obtient :
__ae®*+3ae*+be* _ ae’*+(3a+b)e* _ e**—e*

vx eR f(x) = e*+3 - e*+3 T eX+3

. P a=1 a=1 oL _x_ 4"
Par identification : {Sa +b=-1 = {b _ 4 Dou:vVx eR, f(x) =e e

(e*+3)’

b) f(x) =e*—-4 3 Alors F(x) = e*—4In(e*+3)+c,ceR
OrF(0)=0;0Ona:1—-4n4+k=0=k=8In2-1
F(x) =e*—4ln(e*+3)+8ln2 -1

Exercice 7

a) la fonction f est continue en 0 si et seulement si lim,_, f(x) = f(0) =0
. T 2\ . X\ _q; 1 _ . e*-1
lim,_, f(x) =lim,_, (a) = lim,_, (x X 1—ex) = lim,_q( x X T | = 0 carlim,_, — = 1

lim,_q f(x) = f£(0) = 0 Alors f est continue en 0

b) f estdérivable en O si et seulement si : lim, (f_(xiig ©

) est un nombre réel

x2

(f—(x) _ f(O)) = lim | =~ =lim| —

1
x—0 x-0 X - Llll(} 1—e* - Llll(} (_ ex — 1) x-0 =1 | = -1
x

lim
x—0
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—o ) = — L alors f estdérivable en 0

La courbe représentative de f admet une tangente de coefficient directeur — 1 au point d’abscisse 0
Exercice 8
1) lim,__, f(x) =lim,,_,(e?* —x—4) = +o carlim,__, e?* =0 et lim,__,(—x —4) = +o0

lim,_, (f i (0))

2x

2) lim, ., f(x) =lim,, ., (e** —x—4) =lim,_ ., x (i—x -1- g) = +oo carlim,_, 87 = 400

3) a)lafonction x — e?* est continue et dérivable sur R car une fonction exponentielle et la fonction x » —x — 4 est
aussi continue et dérivable sur R car une fonction polyndme. La fonction f est la somme de deux fonctions continues
et dérivable sur R ; alors f est continue et dérivable sur R.
Vx€ER,f (x) = (e?* —x—4), =2e* -1

bf(x)=0=x= —%.alors:
Vxe [—00; - %] ,f (x) < 0 alors f est strictement décroissante
Vx€ [— % ; +m] ,f (x) > 0 alors f est strictement croissante
Tableau de variation de f
X —0 In2 400
, 2
fx - 0 +
400 +o0
f(x)
—7+1n2
2

4.a) La droite (D) d’équation y = —x — 4 est une asymptote a (C)en —oo si et seulement si lim,_,_, [f(x)—x — 4) =0
lim,_,_. [f(x)—x — 4) = lim,_,_,, e2* = 0 ; alors la droite (D) d’équation y = —x — 4 est une asymptote & (C)en —oo
¢) Représentation graphique de f
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CHAPITRE VI : CALCUL INTEGRAL

Introduction

Les mathématiciens grecs calculaient les aires par des méthodes géométriques consistant & remplacer la région considérée
par un carré de méme aire (probléme de la quadrature)

Au XVII é siécle, KEPLER (1571-1630) obtient des formules pour calculer le volume de tonneaux a l'aide de décomposition
de régions en domaines élémentaires. Enfin, LEIBNITZ (1646-1716) et NEWTON (1643-1727) construisent, de fagon
indépendante et presque simultanée, une méthode pour la détermination des aires et des volumes par le «calcul intégral ».

L’objet de ce chapitre est de définir 'intégrale d’une fonction continue et de mettre en place une technique permettant les
calculs d'aires

FICHE DE COURS

[) INTEGRAL D’UNE FONCTION CONTINUE

I-1) Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle[ a; b].0On appelle intégralede a a b de f, le nombre réel
F(b) — F(a)ou F est une primitive de f sur [ a; b].

Onnote [ f(x)dx = [F(x)I5 = F(b) — F(a)

On lit somme ou (intégrale)de a a b de f(x)dx égale F(x) pris entre a et b.

Remarque
la lettre x n’intervient pas dans le calcul de I'intégral, on peut donc la remplacer par n’importe quelle autre lettre différente de

a et de b. On dit que x est une variable muette.

b b b
f f(x)dx =f f(y)dy =f f(2)dz = .....=[F(x)]}

I-2) Propriétés
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I. Soient a, b et ¢ des éléments de I etoc un nombre réel.
Propriété 1
b
[ f@)dx = F(a) = F(a) = 0; [, f(x)dx = — [ f(x)dx.
Propriété 2 (EGALITE DE CHASLES)

c b c
j f(x)dx =_[ f(x)dx+_£f(x)dx
Propriété 3 (LINEARITE DE L'INTEGRALE)
ff(f(x) +g(x))dx = fab fx)dx + f:g(x)dx ; ff « f(x)dx = « f; f(x)dx

On peut sortir le réel o< du signe somme, et l'intégrale d’'une somme est la somme des intégrales.
Propriété 4 (INEGALITE ET INTEGRATION)

Si Vx € [a;b]f(x) = 0 alors fab f(x)dx = 0 (la réciproque est fausse)

Si Vx € [a;b]f(x) < g(x) alors fab fx)dx < f:g(x)dx

Intégration des fonctions paires et impaires

Propriétés

Soit £ une fonction continue sur un intervalle k symétrige par rapport a O.

Pour tout a élément de k, on a :

Sif estpaire, [ f(Ddt =2 [ f(©)dt; si f estimpaire, [ f(©)dt = 0.

II') TECHNIQUE DU CALCUL INTEGRAL

Dans I'écriture d’une fonction f dérivable sur un intervalle I, si, en multipliant ou en divisant par un nombre, on peut mettre en
évidence 'une des formes suivantes :

wu% —; = ;u'e’;u’ x v’ o walors on en déduit une primitive de f sur |
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Utilisation des primitives usuelles

Fonction u u'et u'u® u u' xv'ou u cos(u) U sin(w)
u u*
Primitive Influl+c | e +¢ 1 e | — 1 _te vou sin(w) + ¢ —cos(u) + ¢
o« +1 (x —1Dux1
Commentaires u+0 u>0 u+0

Intégration par parties
Propriété
Soit u etv deux fonctions dérivables sur un intervalle K telles que les dérivées w’ etv’ sont continues sur K,
a et b deux éléments de K.
Ona:f u(®).v'(®)dt = [u®). v - [P w'(®) . v(D)dt
lII)CALCUL D’AIRES
Exemple introductif
Dans un repére orthogonal (0, 1,]), tracer la droite (D) d’équation y = x + 1,
coupant I'axe des ordonnées en J.
K estle point de (D) d'abscisse 3 positive et P est le projeté orthogonal de K sur
I'axe des abscisses. Ainsi OJKP est un trapéze rectangle.

1. Déterminer l'aire du trapéze en fonction de .

-:D—thw&
(=]
-
[+
[
iy

(onrappelle que Ay qp ze = %(somme des bases) X hauteur

2. Calculer f03(x + 1)dx.

3. Comparer les résultats obtenus.
llI-1) Aire d’une partie du plan limité par une courbe et I'axe (Ol).
Le plan est muni d'un repére (0, 1,]). Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a; b]et (C)sa courbe représentative. Soit
(A)la partie du plan limitée par (C); (OI) et les droites d'équations x = a etx = b.

1er cas :f est positive sur [a; b]. 1 i
b p. .1 -
Aire(A) = f f(x)dx 2} :
a [ R
Remarque1 : S P
(A) est aussi 'ensemble des points M (x;y) telsquea < x <bet0 <y < f(x)
Remarque 2:
Lorsqu'on demande I'aire en cm?, on multiplie le résultat par l'unité d’aire qui est 01 x 0.

Exemple : Si (0,1,]) esttel que O = 2cm et 0] = 3 cm, l'unité d'aire est
2cm X 3cm = 6 cm?. 4 '
2tme cas : f est négative sur [a: b].

. _ b a<x<bh .
Aire(A) = — fa f(x)dx avec{f(x) <y <0 ]
3eme cas : f est une fonction continue et quelcongue sur [a: b]

c d b
Aire(A) =J f(x)dx —f f(x)dx +f f(x)dx TN
a c d ,

l1l-2) Aires d’une partie du plan limitée par deux courbes

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b]. (Cr) et (C, )leurs
courbes représentatives dans un repére orthonormée (O, 1, J). >
Lorsquef < g sur [a; b], I'aire du domaine A délimité par (Cy ) et (C, )les AT L v el
droites d'équations x = aet x = b est: B :

b
A) = f Lg(®) — F(O)]de
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EXERCICES RESOLUS

Exercice 1
Calculer les intégrales suivantes :

a)f 2x3dx ;b) [ 12;1; ;C) f23(x —3x2) dx; d) f4 sin 4xdx

Exercice 2(calcul de base)

Calculer les intégrales suivantes.
a) flz—xdx'b) fl ——dx ;c) f()xe_"zdx rd) fzidx'e) f% sin* x cosx dx ; f) fl e*(e* — 1)dx ;
0 (x2+1)2 ’ —2Vx249 y 3 y 0 ex+3 ) _n ) -2 y

g) f6 tanx dx; h)f exdx 1) fe lnx )ﬁ —dx k)f l) f31+tan xdx

nx

xermce 3(utilisation de Ia parité dans Ie caIcuI mtegral)
Utiliser la parité pour calculer les intégrales suivantes :

s

3 x3 cosxdx; [~
3

Exercice 4(Intégration par parties)
A l'aide d’une intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :

a) f02(2x + 1) e?*dx; b) f23(2x +1)Inxdx;c) fon(x —1)sin3x dx; d) flz Inx dx; e) ff x% Inx dx;
2

) .];e VxInx dx

0 xdx , 3 1—e* .IO dx
)

17241 0 -3 T5ex f_ L(x = sinx)dx ;

r—
(cosx )2’

Exercice 5
SoitI = [#cos®xdxet] = [}sin®xdx
1) calculer. I +J etI — J. En déduire les valeurs de I et]

2) Retrouver les résultats précédents par un calcul direct en linéarisant cos? x et sin? x.
Exercice 6

On considére les intégrales : A = [* x® cos x dx et B = [ x? sin® x dx
1) Calculer A+ B
2) EtA — B alaide de deux intégrations par partie.
3) En déduire les valeurs deA et B.

Exercice 7
On considére la fonction f : x 2 g
X2 ax
1) Déterminer deux nombres réels a et b tels que : vV x € R\{—1}, f(x) = — (xf1)2
. 2x+5

2) En déduire Ia valeur de fo Gz
Exercice 8
Sans chercher a calculer l'intégrale, démontrer les encadrements proposés

i dx 3\/_ 2m dx 2m
a)1<f 1+ xdx < V2 b)_— 0«/2+x —1=5 )E—fo 0 3sinx =7

Exercice 9(technique du calcul intégral)
Calculer les intégrales suivantes :

1 3x%—4x+1 z 4 2 4 1 5 0 2043
— T __dx: [3sinxcosdxdx [, (x —3)eX OS5 dx : [#(2x — —)et X X"y
fO (x3—-2x2+4x-5)3 ! fO ’fl ( ) ’ fO ( cosxz) ' f—l xZ43x+5

dx;

2 ; cotanxdx ; [,
2

Exercice 10

0 Inifl—x)
o dx

2
On considére les fonctions f et g définies sur ]0; +oo par f(x) = % — Inx et g(x) = xlnx — x.
a. Calculer la dérivée deg. En déduire une primitive F de f sur ]0; +oo
b. Calculer alors I’intégralefff(x)dx.
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Exercice11
On considere la fonction f définie sur R par: f (x) = (x? + 2x — 3)e*
1. Déterminer les nombres a, b et ¢ tels que la fonction F définie surRpar
F(x) = (ax? + bx + c)e* soit une primitive def sur R
b 0
2. Endéduire lintégrale [, f (x)dx
Exercice 12
1) Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout x de ]0; +oo[, on ait :
f=2TF=a+22

eXx—1"
En déduire l'intégrale I =

In4 2e*-3
2 o T dx.

2) Donner la valeur de I sous la forme Ina, ou a est un rationnel.
Exercice 13

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par: f(x) =
orthonormal d’unité 2cm.
La droite (D) a pour équationy = x — 1
1. a. Etudier la position relative de la courbe (C) et de la droite (D).
b. Montrer que (D) est asymptote & (C) en +oo.
2. Montrer que la fonction G, définie sur J0; +oo[ par : G (x) = (Inx)?, est une primitive de la fonction g définie par

gx) =—.
3. Déduire des questions précédentes I'aire, en cm?, de la partie du plan limitée par la courbe (C), la droite (D) et

les droites d’équation x = 1etx = e.
Exercice 14

2Inx

+ x — 1 et (C) sa courbe représentative dans un repére

X

2Inx

1
Soit f(x) = 2x + x—zdéfinie sur ]0; +oo[et sa courbe représentative dans un repére orthogonal (unités : 2cm sur I'axe des

abscisses et 1 cm sur 'axe des ordonnées).
1) Faire une étude succincte de f. (on remarquera que (Cf)admet la droite (A)d’équation y = 2x comme asymptote en
+00)
2) Représenter graphiquement (Cr) et (A).
% <x<1
0<y<f(x)

3) Colorier le domaine (D, )défini par

Calculer l'aire de D;en cm2
4)Soit o< un nombre réel (<> 1). Colorier le domaine D limité par les droites d'équations x = 1, x =, (Cf) et
(A). Calculer, en cm2'airecA (<) de D.. Que peut-on dire de limy_, 4o A(X)?

PROBLEME RESOLU

Partie A

Soit g la fonction numérique définie sur ]0; +oo[par: g(x) = —3x? + 3 — 2Inx
1) Calculer lim,_,y g(x) etlim, o, g(x).

2) On note g’ la dérivée de g.

—2(3x%+1
a) Montrer que :V x € ]0; +oo[ , g'(x) = #
b) Etudier le sens de variation de g.
c) Dresser le tableau de variation de g.
3) Calculer g(1).et donner le signe de g(x) sur ]0; +oo[
Partie B

—1-342
Soit f la fonction numérique définie sur ]0; +oo[par f(x) = Zlnxz%et (Cf)sa courbe représentative dans un repére

orthonormal (unité 1 cm)
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1-a) Calculer lim,_,q f (x). Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

Calculer lim,_, ., f(x), et montrer que la droite (A)d’équation y = — §x est asymptote & (Cy Jen +co.
b) Déterminer les coordonnées du point d'intersection A de(C)et (A).

c) Etudier la position relative de (C)et (A) sur ]0; +oo].

2) Calculer £ (x) et montrer que f (x) = %V X € ]0; +oo[.En déduire le sens de variation de f.

3) Dresser le tableau de variation de f.

4) Représenter (C)et (4).

Partie C

Soit un nombre réel A élément de [Ve; +oo].

1) Colorier la partie du plan limitée par x = Ve, x = 2, (Cf et (A).

2) Calculer, en unités d'aire et en fonction de A4, 'aire A (1)du domaine colorié précédemment. (on pourra remarquer que
2Inx—1
2x
3) Calculerlimy_, 4 o, A(A).

1 1
= ;lnx — 5 pourx > 0).

EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

Exercice 1
Calculer les intégrales suivantes :

L = flz (xz —5—2) dx ;I = [? 2sin2xdx ;I3 = f\/\/;ueuz“du A —f w2u? + 1du; I = f —eu du

™ ™ ™
— [2cosx . 1 4 € T — (2 i 2cosx . _ 1@ —x)
I = %mdx =, 2x2+4x+5 dx ;Ig = fé o2 X 1o f% sinxe dx;lg = |, dx
Exercice 2

A l'aide d'intégrations par parties calculer les intégrales suivantes :

5
X — 2x+1 Inx .
a)é[ln( dx b)j dx; c)j dx; d)f dx e) f xVx + 1dx; f) f x? cos x dx;

9) J x%e* dx; h) f (Bx%2 —x + 1) eXdx;i) fzeZXCOSBxdx
0 0 _r

Exercice 3

. , 1 bx +
1) Déterminer les nombres réels a, b et c tels que : —— = = + 2>
x(x2+1)  x  x%2+1

2) calculer ﬁ pre% 1)d

3) ATaide d’'une intégration par parties, calculer ﬁ ( > 1)d
Exercice 4
Soit f(x) =
1) Déterminer Ies nombres réels a et b tels que pour tout nombre réel x, f(x) = ae* +2
2) Calculer : fl f(x)dx

Exercice 5

ex(ex—l) définie sur R

e*+3

On considére les intégrales : A = [" e* cos? x dx et B = [ e* sin® x dx
1) Calculer A+ B
2) EtA — B alaide de deux intégrations par partie.
3) En déduire les valeurs deA et B.

Exercice 6
dx
18+x3

, 2 1 2
Démontrer que 5 < [ =

Exercice 7
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dx

LSPES |
S0it(n )nen la stite définie par : 1, = [ SCISS;

. . . 1 acosx bcosx
1) Déterminer deux nombres réels a et b tels que : V x € [O; 5] , = - e
cosx 1-sinx = 1+4+sinx

) 3
2) Calculer I, et Iy
)

T
3) Calculer lintégrale [ ? sin™ x cos x dx.

4) En déduire I'expression del,, ., — I,, en fonction de n, puis la valeur del,, I3, I, et I5 .
Exercice 8
Soit n un entier naturel non nul.

Onnote I, = f_oz x™Vx + 2dxetly = f_oz Vx +2dx

1) Calculer 1.
2) A l'aide d’'une intégration par parties, calculer I,. En déduire la valeur de 51; + 41,.

3) En utilisant une intégration par parties, montrer que pour toutn > 1,1, = %In_l
Calculer la valeur exacte de Is.

PROBLEMES DE SYNTHESE
PROBLEME |
Soit f la fonction numérique définie sur ]0; +oo[ par f(x) = x + 2 I;IX

(@) sa courbe représentative dans un repére. (Unité 2 cm).
Partie A
On considére la fonction g définie sur]0; +oo[ par g(x) = x? + 2 — 2inx
1) Calculer les limites de g en 0 et en +oo;
2c—D(x+1)
X
b) En déduire le sens de variation de g, puis dresser son tableau de variation.

3) Justifier que V x € ]0; +oo[, g(x) > 0.

Partie B

1-a) Calculer la limite de f en 0. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
b) Calculer la limite de f en +oo.

2-a) Justifier que V x € ]0; +oo[ , g’ (x) =

2-a) Démontrer que pour tout x > 0; f'(x) = %

b) En déduire le sens de variation de f, puis dresser son tableau de variation.
3-a) Démontrer que la droite (D)d'équation y = x est asymptote a (C)en +oo.
Préciser la position relative de(C) par rapport a (D).
b) Déterminer les coordonnées du point A de (C)en lequel la tangente est parralléle a (D).
4-a) Déterminer une équation de la tangente (T") a (C) au point d’abscisse 1.
Tracer (D) ; (T) la tangente en A et construire (C).
5-a) Démontrer que f est une bijection de ]0; +oo[ sur un intervalle K a préciser.
On note £ ~'la bijection réciproque de f .
b) Calculer £ (1), en déduire (f~1)'(1) ;
c) Construire (C"), la courbe de £ ~'dans le méme repére (O,1,J).
6) Calculer 'aire en cm? de la partie du plan délimitée par (€), la droite (D)et les droites d’équations
x=1letx =2
PROBLEME li
Partie A
On considére la fonction numérique g définie sur ]0; +oo[ par g(x) = x? — 2Inx
1) Etudier le sens de variation de g.
2) En déduire le signe de g(x) sur]0; +oo|.
Partie B
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On considére la fonction numérique f définie sur]0; +oo[ par: f(x) = % + 1+chnx

On appelle (C)la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O, I, J) (unité : 2 cm)
1) Déterminer la limite de f en 0. Interpréter graphiquement le résultat.
2-a) Déterminer la limite de f en +oo.

b) Montrer que la droite(A) d’équationy = %est asymptote a la courbe (C).

c) Déterminer la position de (C)par rapport a (A) sur ]0; +oo|.
Montrer en particulier que( A) coupe (C)en un point A que I'on déterminera.
3) Etudier le sens de variation de f.
Dresser le tableau de variation de f.
4) Montrer qu'il existe un point B, et un seul, de la courbe (C)ou la tangente (T') & (C)est paralléle & (A). Préciser les
coordonnées de B.
5) Montrer que I'équation f(x) = 0 a une solution unique « et que 0,34 <x< 0,35.
6) Tracer la courbe (C)et les droites (A) et (T).
Partie C
n—2

On considére la suite numérique (x,, )définiepar:x, =e 2 VneN
1-a) Montrer que (x,, )est une suite géométrique dont on déterminera le premier terme et la raison.
b) Montrer que (x;,,)est une suite croissante.
2) Pour tout entier naturel n, on pose : a,, = 4 fxxn”“ (f (x) — g) dx .
a) Donner une interprétation géométrique de a,,
b) Montrer que a,, = znz—H pour tout nombre entier naturel n.En déduire que (a,, Jest une suite arithmétique.
Probléme IlI
e*—1
xe*+1
On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére orthogonal (O ; 7';J) (unités graphiques 2cm
sur l'axe des abscisses et 5cm sur 'axe des ordonnées).
PARTIE A : Etude de fonctions auxiliaires
1- Soit h la fonction définie sur R par h(x) = xe* + 1.
Etudier le sens de variation de h et démontrer que h(x) > 0 pour toutx € R.
2-  Soit g la fonction définie sur Rpar g(x) = x + 2 —e*
a) Déterminer les limites de g en—oo et en 400
b) Etudier le sens de variation de g et dresser le tableau des variations de g
c) Montrer que I'équation g(x) =0 admet deux solutions dans R. On notera a et S ces solutions avec a > .
Prouver que 1,14< a <1,15.
d) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
PARTIE B : Etude de la fonction f et tracé de la courbe (C)
1- Déterminer les limites de f en—oo et en +oo. Interpréter graphiquement les résultats trouvés.

e*g(x)
(xe*+1)2

b)En déduire le sens de variation de la fonction f et dresser le tableau des variations de f.
3- a) Etablir que f(a) = ﬁ
b) En utilisant 'encadrement de « établi dans la question A2), déterminer un encadrement de f (a)d’amplitude

On considére la fonction f définie sur R par f(x) =

2- a)Montrer que, pour tout x appartenanta R, f'(x) =

1072,
4-  Etablir une équation de la tangente (T) au point d’abscisse 0.
5- a) Etablir que, pour tout x appartenanta R, f(x) —x = %avec u(x) =—xe*—e* -1

b) Etudier le sens de variation de la fonction u. En déduire le signe de u(x).
c) Déduire des questions précédentes la position de la courbe (C) par rapport a la droite (T).
6- Tracer (C)et(T).
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On pourra admettre que —1,85 < B < —1,84et—1,19 < f(B) < —1,18
+

PARTIE C : Calcul d'aire
1- Montrer que, pour tout x appartenanta R, f(x) = eltxe’ 1, puis en déduire une fonction primitive de f sur R.

xe*+1

2-Calculer, encm?, l'aire A de la partie du plan délimitée par la courbe (C), 'axe (OI)et les droites d'équations
x=0etx=1

Probléme IV

Le plan est muni d’'un repére orthonormé (O, 1, J) d'unité 2 cm.

Partie A

Le tableau ci-dessous est le tableau de variation de la fonction g définie sur ]0; +co[par

gx)=(a+bx)e* +2—2Inx.

x } 1+ o0
v Y R GED _
7
’
gx) ?
é — 0

1) Déterminer les réels a et b.

2)Onsupposequea = 1etb = —1.
a) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique « telle que 1,35< a < 1,36
b) En déduire que : V x € ]0, a[, g (x)> 0 etV x € ]a; +oo[, g (x)< 0.

Partie B
_ X
On considére la fonction f définie sur [0; +oo[par{f ) = FoTnx
f(0)=0

On désigne par (C)sa représentation graphique.

1) Démontrer que f est continue en 0.

2) f est elle dérivable en 0 ? Justifier votre réponse.

Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

3) Déterminer la limite de f en +co. interpréter graphiquement le résultat obtenu.
4) On suppose que f est dérivable sur ]0; +oo[et on note f sa dérivée.

Démontrer que f (x) = &Zv x € ]0; +oo[. En déduire le signe de f".
(e*—21Inx)
5-a) Démontrer quef () = —
e _——

a

b) Déterminer un encadrement de f (a)par deux décimaux consécutifs d’ordre 2. En déduire que 0,42 est une valeur
approchée de f(a)a 102 pres.
6) Dresser le tableau de variation de f.
7) Construire (C)et préciser ses tangentes aux points d'abscisses respectives 0 et a.
Partie C

1-  En effectuant une intégration par parties, calculer en fonction de A les intégrales I(1) = ff xe *dxet
JO) = [+ e dx.

2-  Soit A un nombre réel supérieur a 1 et on pose A1) = ff f(x)dx. En utilisant la question 1) et I'encadrement

de f(x):ixe™ < f(x) < (x+1)e ™. Vx > 1, déduire un encadrement de A (1).
3

2
3- Onposelim,_,,. A(4)=¢. Démontrer que = <¢< >
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CORRECTION DES EXERCICES

Exercice 1
2 0 3dx =2 (% Bdx =215t 2 =92 _CVY _ o (16 _1) 5 15 _ 15 pon. (2 9.3, — 15
a [, Zxdx—Zf_xdx— [4x]_1—2(4 . )—2(4 4)—2)(4—2, Doi: [, 2x*dx =
—-2dt —-1dt -1 1 1 1 1_ 3, 2dt _ 3
b s=-L =" wla=hela=rm ==y Dol: [ 55 =3
2 _ 3* 3 2t 3 _ _ 11, gy . 2 __1n
c)f(x —3x¥)dx = [x—x] ( 3) (7—2)——7, Dou.fz(x —3xH)dx=——
d)f451n4xdx—[——cos4x]4———cosn+ coso—i i=% ; D'ou: fozsin4xdx=%
Exercice 2
a) Posons f(x)— )Z en considérant U(x) = x> +1;ona: U (x) =2x et f(x)—[:l'(;’)‘])2
X
P R S S SR SO S Pl ae =]
0(x2+1)2 Tl erdoT T2r1 021 27T o) ey T2
_ x a2 . 2 . o _ _lU'(x)
b) posonsf(x)—\/_etcon5|derons. Ux)=x*+9;0na:U (x) =2x et f(x) = 2 0
fz —dx=[Vx2+9] [, =V12+9-/(-2)> +9=V10-V13; Doir: f\/_dx—\/ - V13

1) Posons f(x) = xe™*" et considérons : U(x) = —x?alors U'(x) = —2x et f(x) = _EU (x)e’®

27 27
f: xe ' dx = [—%e*"z] 5= —%e*(")z + %e’“ﬂ = —%e’“ + %e"’ = 829:51 ; Dou: f: xe *dx = _228:61
e U@
d) Posons f(x) = *etf(x)= e
+3 y s 2 e* 243
f ex+3dx—[ln(e +3)]2—1n(e +3)-In(4)=1In (e ) Dol : fo Eer3dx: ln(e4 )
e)Posons: f(x) = sin* xcos x ; U(x) = sinx = U (x) = cosx alors f(x) = U (x) x [U(x)]*
7 gint = [ sinas] 2 = Usin (DN = Llsin (=2 =241 =2 . pou: (2 sin* _2
f_,z_,sm xcosxdx = [5 (sinx) ]7% =3 [sm (2)] p [sm( 2)] =;t:=5 D'ou: f_gsm xcosxdx = s

f)Posons : f(x) = e*(e* — 1) et considérons cU(x) =e*—1lalorsU'(x) =e* et f(x)=U(x) x U(x)

1
f e*(e* —1dx = [ (e*—1) ] [(e —-1)2—-(e?2-1)?] = 1(e2 —2e+2e?—-e
" 2" 2

sinx _ (casx)’
g) Posons : f(x) = tanx = e alors

f_ﬁztanxdx = [—In(cosx)] _:z =—In [cos (E)] +In [cos (— g)] =-In (?) +In (ﬁ) =0;

1 1\ 1
h) Posons : f(x) = —2 ex = — (;) ex = —U'eY Alors
1

fz L exdx = [—ex] - —eitel=er (e% - 1) D’ou : flzxize)"lcdx et (e% - 1)

Inx

i) Posons: f(x) = — = % xInx =U' (x) x U(x) enposant U(x) = Ilnx
fe lnx _ [E (Inx) ]e; — %[(lneB)Z _ (ln%)z] _ _(32 —(-1?) = _(9 1) =4 Dou: fe lnx -4

. ,
_ % _ (Inx)' _ U (x)
JPosons: f(x) = = =0 =""m =00

3 e3 3 1 . AN . e 1
Ih dx = [Infflnx|] % = In|lne3| — In |ln;| =1In3 —Inl =1In3; Dou: [i S dx=1In3

exl

en posant U(x) = Inx

1 '
_ _ x _ () _ U (x) _
k) Posons : f(x) = " (ln x)z = G = et = U2 en posant U(x) = Inx

1 1 1 4 s e3 1 4
f% ;\f(lnx)Z _E ;__m+m_l__§_1__§’ D'ou: f% x(lnx)zdx_ 3
. _ 1+4tan 2 x _ (tanx)’ v’ (x)
) Posons : f(x) = Ty T S Um ——en posant U(x) = tanx
z1 z n3 1 In3
f,?w dx = [In|tanx|]2 = (tan—) —In (tan—) = InV3 —In1=—; Dou: f,, lian’x . I3
tanx z 3 4 2 anx 2
Exercice 3
a)x — x3cosx est continue et impaire sur [— g; g] Donc: [%x%cosxdx =0
3
[—1;0].
L0 xdx _ clxdx 1141 1o 1_ 1 . 0 xdx_l
Donc: [ o= =-fia ="3h 7, =;Mn&*+1D]j=—7In2; Donc: [ = =:In2
1- . . . 3 1-
c) x — —— est continue et impaire sur [—3; 3]. Donc: [~ “dx =0
1+e* 3 1+4+e¥
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d)x — = )2 est continue et paire sur [—— 0]
T dx T . 0 dx
Donc : fn(cosx)z = fo“W = [tanx] ;") =1 Donc: f—_nm =1
e)x — x — sinx est continue et impaire sur [- 2m; 27| Donc : f L(x — sinx)dx =
Exercice 4
u(x)=2x+1 u(x) =2 2 1 2
a) Posons :{ V(%) = e ; {v( )= 1,2x Alors : fo (2x + 1) e**dx = [E (2x + l)er] (2) _ fo e2* dx
= [xe? ] =2e* Donc : foz(Zx +1) e**dx = 2e*
2
(U (x)=2x+1, u(x) = x* +x _
b) Posons { o0 = Inx { V() = % AIorsf 2x+ 1D Inxdx = [(x* + x)lnx f (x+1)dx
1 9 7 3 9 7
=[(x2+x)lnx—2x2—x]§=61n5—5 Donc: [, (2x+1)Inxdx =6ln; -
fu@=x-1 wx =1 ™ . 11 -
¢) Posons : {v’(x) — sin3x’ {v(x) _ —%cox3x Alors ["(x — 1) sin 3xdx = [ S (x 1)cos3x] ot

1 1 1, 1 1 . 1

gf: cos3x dx=[—§(x —1)cos3x + ;sme]’g =;(@-1)—;  Donc: f:(x —Dsin3xdx = (m-2)
u(x) = lnx ona {u’(x) ==
V) =1" v(x)=x

Donc : flzlnxdx =2ln2-1

d) Posons :{ Alors : f Inxdx = [xlnx f dx = [xInx — x] =2ln2-1

1
= u,(x)=_
e)Posons:{ugx) ln;r; . *. Alors: felenxdx:[1x3lnx]e—1fex2dx:[1x3lnx—1x3]"’
v'(x) =x v(x) =-x3 1 3 1 371 3 97 11
3
=13 13, ,1_1 3 . (8,2 1 3
-;e —;e +;=;(2€ +1) Donc.flx lnxdx=;(2e +1)
, 1
(u(x) = Inx w() =2 el 2.3 e 2z i, 2.3 2] o2
) Posons.{v,(x):\/z ;ona v(x)=3x% Alors : [/ \/Elnxdx_[glenx] ) _§f1 xzdx—[;xz(lnx—g] f
3
=2(2¢°+1) Donc : [ vxInx dx = (2% + 1)
Exercice 5
n n n n ™
4 4 4 4 - w
1)I+]=f coszxdx+f sinzxdxzf (coszx+sin2x)dx=f dx =[x]4=—
0 0 0 0 0 4
: : : _ : 1
I—]=f cos xdx—f smzxdx=f (coszx—smzx)dx=f costdx=[—stx]4=—
0 0 0 0 2 0
I+]=7 L L
I-J 1 0nobtient:1=§(n+2) et]=§(1r—2)
-J=3
2) 1 f% 2xd f%(1+1 2x)d [1 e z]% T prsint =211 1o
= | cos®?xdx= = +=cos2x )dx = |- x + = sin2x —+-sin-=—+-=—
o o 272 2" " 0 82278 4 8"
_f%_zd_f§(11 2)d—[1 1_2]§_n 1™ ™ 1 1.
]—()smxx-o2 5 €0s2x)dx = |5 x — sin2x| g =g~ sing =g -2 =o(n

On obtient : 1 :%(n+2) et J =§(n—2)
Exercice 6

T T

T
1)A+B=f xzcoszxdx+f
0

x2sin? xdx = f
0

. " 1 T
x%(cos? x + sin? x)dx = f x%dx = [—x3] =—
0 0 3 0

T T
x%(cos? x — sin? x)dx = f x*cos2xdx

T T
2)A—B=f xzcoszxdx—f xzsinzxdx=f
0 0 0

0
u(x) = x2 :>{ u (x) =2x

A I'aide d’une intégration par partie : { . v(x) = isian ;

v (x) = cos2x
Jy x*cos2xdx = Exzsian] o — Jy xsin2xdx = — [ xsin2xdx ;  Enposant [I= [xsin2xdx

{ u(x) =x { u@x) =1

1 T 1w 1 1 . bl b4
: Alors: I = |—- 2 = 2xdx = |- 2x + 1sin2x|" = T
v (x) = sin2x v(x) = —§c032x lors [ S Xcos x]0+2f0 cos2xdx [ ;X€0s2x + - sin x]o

Donc:A—B=§
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3

A+B="

3) 3; Onobtient: 4= i(21t3 +3m) et B= i(2n3 —3m)
A-B==C 12 1
2
Exercice 7
1) En réduisant au méme dénominateur f(x) = — Tt (x+1)2 ; Vx € R\{—1}; On obtient :
a(x+1)+b ax+a+b
vx € R\{ 1}’ f(x) ( +1)Z (X+1)Z
. e L a=2 a=2
Par identification : {a s> {b _3 D'ou:Vx € R\{-1}, f(x) = ; + _(x+1)2
3 2x+5 3. 2 3 3 dx 3 dx _ _1]3_ _3
2) [§ Edx = [+ dx = 2 [} S+ 3 ) Em2linx + D1+ 3[- 5|5 = 2ma -2+ 3
. 3 2x+5 _ 9
Donc: [, Gz dx = 4n2 +

Exercice 8

On notera que les fonctions a intégrer sont bien continues sur l'intervalle d’intégration.

a)x — V1 + x? est strictement croissante sur [0; 1].

Alors pourtoutx € [0;1],0na:0<x<1=0<x*<1=1<14+x2<2=1<V1+x2<2

Soit [, 1dx < [, VI+x?dx < [;v2dx  cequijustifie 1 < [JVI+xZdx <2

b) Il faut faire une étude succincte des variations de la fonction x — —L _sur [0; 1] pour déterminer un encadrement de
V2+x—x2

I'intégrale.

pour tout x € [0; 1]; f (x) =

2x—-1

2(2+x—x2 ) 2+x—22

i 2
f ) - 0 +
N vz
g 2
fx)
2
3
e 2 1 V2
. L < < X2
Par lecture du tableau de variation, on remarque pour tout x € [0; 1], oo
Commeflzdx=3; 142 _ 2 et £<£
3 0 2 2
2 3\/_
S <
On peut conclure : f m
c) pour tout x € [0 211'] —-1<sin2x<1=3>-3sinx>-3=13>10—-3sinx>7 = E < 10—;sinx S;
Comme fznidx lax =2 Alors: Z< (&2
13 0 7 7 13 0 10-3sinx 7
Exercice 9
L _ 3x%—4x+1 _ _ (x)
a) Soit: f(x) = ol ;enposantu(x) = x3 —2x2 +x—5,0nau (x) =3x> —4x+1letf(x) = (@3
1 3x%-ax+1 _ [ 1 1_ 1,1 _ 3x%—4x+1 _
fo P 2xtia 53 X T [ 2(x3—2x2+x—5)2] 0= "5t 0 D'o: fo (x3-2x2+x-5)3 dx=0
b) Soit: f(x) = sinxcos3x ; en posant u(x) = cosx,onau (x) = —sinxet f(x) = —u (x) X u(x)?
z . 3 [ 1 A% 1m* 1 15 s z . 3 _ 15
J§ sinxcos®x dx = [—Z(cosx) ] 3= _Z(E) +i=o Dou: [3sinxcos’xdx = P
c) Soit: f(x) = ;enposantu(x) = x2 — 6x+ 5,0onau (x) = 2x — 6 et f(x) = %u' (x) X e*®
_ _ 1, _ s 4 2_ 1, _
[} (x = 3)e¥*~o¥5dx = [T ot 1 = 2 (e3 - 1) Doi: [)'(x —3)e” **Sdx =2(e3 — 1)
d) Soit: f(x) = (2x — me“‘"""‘z ; en posant u(x) = tanx — x%,onau (x) = = —u (x) X e*®
y tanx—x? 3 EEZEE L I —x2 EEZEE
f4 e Ji=1-e1 Dou: fF(2x —— dx=1-¢ 16
e) Soit: f(x) = 2“3 ;enposantu(x) = x2 4+ 3x+5,onau (x) =2x +3 etf(x) = u(—(xx))
ﬁuﬁg;dxzumx+3x+5n°:4n5—m3 Dou: [, o=——dx = In3
f) Soit: f(x) = cotanx = =>=; en posant u(x) = sinx,onau (x) = cosx et f(x) = (;‘))

Page 56 sur 186



fg cotanxdx = [In(sinx)]3 = lng —Inl= ln? D'oi: [ cotanxdx = lng
2 2
g) Soit: f(x) = ln(’l_x) =In(1-x)x ﬁ ;enposant u(x) = In(1 — x),onau (x) = _1_:( et f(x) = —u (x) x u(x)
0 In(1-x) 1 yos . 0 In(1-x) 1
[0 202 [—E[ln(l - x)]Z] 0 =2 (m2)y? Dou: [°, "2 dx = 2 (In2)?
Exercice 10

a Vx€]0;+oo[;9 (x) = (xlnx—x) =lnx+1-1=Inx
Alors ona: f(x) = %— g (x) Donc F(x) = %x3 - g(x)
D’ou une primitive F de f sur ]0; +oo[ est: F(x) = lx3 —xlnx + x

b- ff(x)dx—[x —xlnx+x] —e —e+e—%—1——e3—% D’otl:flef(x)dx=%(e3—7)
Exercice 11

1- F est une primitive de f sur R si et seulement si : F (x) = f(x)
F (x) = [(ax? + bx + ¢)e*] = (ax? + (2a + b)x + b + c)e*

a=1
Fx)=f(x) ={2a+b=2 alors: a=1 ; b=0 et c=-3
b+c=-3
Doli: F(x) = (x*>—3)e*
2-[° f0dx = [(x* = 3)e*] %, = -3 -6e3=-3(1+2e3) Dou: [ f(x)dx==-3(1+2e?
Exercice 12
1) En réduisant au méme dénominateur a + ; Vx € R"; On obtient :
" __a(e*-1)+be* _ (a+b)e*-a

Vx ER f(X) = ———="—"7

. T (a+ b=2 a=3 TN . * —
Parldentlflcatlon.{_a:_3 :{b=—1 Dou:vVx eR", f(x P}

Int2e* — 3 Ind e* In4
I= f dx = f 3- Ydx = [3x — In(e* —1)] = 3In4 — In3 — 3In2 = 6In2 — In3 — 3In2
I In2 er—1 In2

n2 €X—1
2)[ =3In2 - In3 =In8—In3 = lng Dou: I= flln"; 2;:3 dx = lng
Exercice 13
1. Vx €]0;+oo[, f(x) — y—zzﬂ+x 1-(x—-1) = 2nx

vV x €]0;1[; f(x) —y < 0 alors (C)est en dessous de (D)etV x € ]1; +oo[; f(X) —y = 0 alors(C) est au-dessus de(D)

b.lim,_, . ( f(x) —y) = 0 alors la droite (D)est asymptote a (C)en +oo

2. Vx €]0;+0o[G (x) _ZlﬁalorsGest une primitive de g sur ]0; +ool.
3. A=2x 2f1 (fx) —y)dx = ffu% dx = 4[(Inx)?] { = 4cm?

Exercice 14

1) lim,_, f(x) = lim,_, (Zx + xiz) = +oo Alors la droite d’équation x = 0 est asymptote « verticale » 3 (C;)
. . 1 . . 1 . 1
lim,_ ., f(x) =1lim,_ (Zx + x—2)=+oo etlim,_ ., (f(x) — 2x) = lim,_, (Zx t 2 Zx) =lim,_ ., =z= 0
alors la droite d’équationy = 2x est asymptote « oblique » a (Cf) en +oo

2 2(x*-1) 2(x-1DO*+x+1)

, 1\
Vxe]0;+°°[‘f(x)=(2x+ﬁ)_Z_Fz p. =

Vv € ]0; +oof; m

vx €10;1[, f (x) < 0 alors f est strictement décroissante
vx € ]1; +oo[, f (x) > 0 alors f est strictement croissante
Tableau de variation

> 0 alors le signe de f' (x)est celui de x — 1

0 1 +00

X
f,(x) — 0 +

@)  » . /

2)Représentation graphique
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7

3)Par définition, I'aire 4, de D, est donnée par: A, = ff (Zx + xlz) dx + [xz — ﬂi =,ua
2 2

lci 1u.a = 2cm?. Donc: A, = %cm2 = 3, 5cm?

4)Sur [1; al, C est au-dessus de A, I'aire A(a), en cm?, de D,, vaut donc :
a a

A@) =2 [ 1f(x) - 2x]dx = zjé: z[-l]“= (2-2)em?
4 4 x xl1 a

2
lim A(a) = lim (2 - E) = 2cm?

a—-+oo X400
Probléme résolu
PARTIE A

1) lim,_ f(x) = lim,_,(—3x% + 3 — 2Inx) = + carlim,_qx? = Oetlim,_, Inx = —o
lim,._, ., f(x) =lim,_,,(—3x%>+3 —2Inx) = —o carlim,_,,, x> = +o0 etlim,, ., Inx = +o

) , 2 6x>+2 -2(3x*+1
2.a)Vx€]0;+o,g (x) =[-3x>+3 —2Inx] =—6x—;=— = ( )

x x
b)V x € ]0; +oo[, g'(x) < 0 alors g est strictement décroissante
c¢) Tableau de variation
X 0 +0o0

g (x) -

g e Y e
g(1)=-3x124+3-2In1=0
VvV x €]0;1[,x < 1alors g(x) > g(1) car g est strictement décroissante et g(1) = 0 Dou: vxe]0;1[,g(x) >0

V x €]1;+oo[, x > 1 alors g(x) < g(1) car g est strictement décroissante et g(1) =0 D'ol: Vx € ]1;+[,g(x) <0
En conclusion: vV x € ]10;1[,g(x) >0 et Vx €]1;+oo[,g(x) <0
PARTIE B

1
lim, ,,— =+
)=limx_,oi(21nx—1—3x2)=—oocar{ 20 2x
2z lim, o2Inx —1—3x% = —o0

21In x—1-3x2

1.a)lim,_, f(x) = lim,_, ( -

lim,_, f(x) = +coAlors la droite d’équation x = 0 est asymptote « verticale » a (Cf)

Inx

limxﬁw, 7 =
. . 2Inx—1-3x% . Inx 1 3 . 1
lim,_, ., f(x) =lim,_ (T) =lim,_ (T — Ex) = —o0 car!I lim,_ e
. 3
Ulmx_,Jroo —X=—-©

3 Inx 1 limx—’+°° = =0
lim,_, [f(x) — (—Ex)] =lim,_ ., (— - —) = 0 car x

- 1
x 2 lim, o, 5-=0

lim,_, . f(x) — (— gx) = 0 Alors la droite d’équationy = — ;x est asymptote « oblique » a ((;’f) en +oo

b) Déterminer les coordonnées du point d’intersection A de (C)et (A) revient a résoudre I'équation f(x) = —gx
L 3=y l_0s221_ 0. Comme x # 0,I'équation équivauta 2lnx —1=10
x 2x 2 2 x 2x 2x

1
Dol Inx =2 et x=ez=1/e avec f(Ve)=—1Ve
Le point A a pour coordonnées (\/_; - gﬁ)

¢) Etudier la position relative de (C)et (A) revient a étudier le signe de [f(x) — y] sur [0; +oo[
) _lnx 1 3 ( 3 )_Zlnx—l
Fx) -y = x * 2%) T T 2x

v x €]0;Ve[, f(x) —y < 0Alors Cesten-dessous de D etV x € |\/e; +oo|, f(x) — y > 0 alors (€) est au-dessus de (D)
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Cq2
239 x €10; +e0, F () 2Inx —1— 3x2 (;—6x)><2x—2(21nx—1—3x2) 4 —12x2 — 4lnx + 2 + 62
. (o)) = = =
)V x ’ J(x 2x (2x)2 4x?
_2(=3x*+3-2Inx) —3x*+3-2Inx

4x2 B 2x2 ,
, —-3x*+3-2lnx g(x)
VvV x €]0;+oo[, f (x) = 22 =
Vv x €]0;+oo[, 2x% > 0 alors le signe de f (x) dépend du signe de g(x)
Donc: V x €]0;1[, f (x) > 0 alors f est strictement croissante
Etv x € ]1;+oo[f (x) < 0 alors f est strictement décroissante
3) On peut dresser le tableau de variation suivant :
X

@ : 0
—2
fx) / \

4) Représentation graphique

PARTIE C
1) Voir la représentation graphique
2) On demande de calculer I'aire de la partie du plan comprise entre deux courbes. Ona:

A() = f[f(x)—(—;x)]dx= f(Zln;_);l)dx: f(xlnx——>dx— [z(lnx)z——lnx]\/_
Ve

Ve Ve
Jl(/l)—(l(l PR ,1+1)
= 2 n 2 n 8 u.a

lim,;_ ., InA =+

81Ink

3) im o AL = lim,o, (5 D)2 = 2inA +3) = lim,_ o, Ind (3Ind =5 +220) = +oo car{ lim, ..

A _
i~
Lorsque A tend vers + o, l aire de la partie coloriée n a pas de limite fini
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CHAPITRE V : SUITES NUMERIQUES

Introduction :

Les suites ont toujours été présentes dans I'histoire des mathématiques, on les retrouve dans les écrits de toutes les
époques et de toutes les cultures. Leur utilisation permit I'obtention de nombreux résultats avant méme que le concept de
fonction ne soit clairement dégagé et devienne opérationnel. On utilisera trés vite les notions de suites pour déterminer trés
t6t la longueur d’une courbe (par exemple la longueur d’un cercle, en relation avec les valeurs approchées de m), I'aire de
certains domaines et le volume de certains solides(citons par exemple les travaux d’Archiméde (287-212 av J.C.) sur la
détermination de l'aire de parabole).

Ce n’est qu'avec d’Alembert (1717-1783) qu'on commenga a se préoccuper de la notion de limite. Cette notion fut précisée
parles travaux de Cauchy (1789-1857), et admise par la totalité de la communauté mathématique aprés les travaux de
Weierstrass (1815-1817).

FICHE DE COURS

|) GENERALITES
I-1) Définition

On appelle suite numérique, toute fonction de N vers R
Détermination d’une suite numérique
En général une suite numérique (u,, )est définie par :

. . . +1
Une formule explicite exprimant u,, en fonction den (Par exemple u,, = 2’;_3)
ou bien le premier terme et une formule de récurrence exprimant w,, .4 en fonction de w,, ou bien u,, en fonction de

U, 1 (par exemple{Vn EN:uy g =2u, —7

I-2) Représentations graphiques
Représentation des termes d’une suite sur I'axe (Ol).
uO )
vVn eN: Un+1 :f(un) '
Soit (C)la courbe représentative de f et soit la droite (A)d’équation y = x.
On place u, sur l'axe (Ol).

Méthode : soit la suite u définie par :{

s . Ug
On trace la paralléle a (OJ) par uy, elle coupe(C’f) au point A (f(uo)) ;
La paralléle a (Ol) passant par A coupe(A) au point B (f ) puisque B € (A) : y = x, l'ordonnée de B est égale a
1

. Uq
son abscisse. Donc B (u1)

La paralléle a (OJ) passant par B coupe (Ol) en u,

I-3) Raisonnement par récurrence

Pour démontrer qu’une proposition P (n), qui concerne un entier n, est vraie pour tout entier n supérieur ou égal a
ng ,0n procéde en deux étapes :

1) On démontre que P(ng)est vraie ;

2) On démontre que : pour tout entier k supérieur ou égal & ny, si p(k) est vraie alors p(k + 1) est vraie.
I-1) Sens de variation d’une suite numérique

Soit(u,, ),,e g une suite numérique.

Si pour tout n élément de E, u, .1 — u,, = 0,alors la suite (u,, )est croissante sur E

Si pour tout n élément de E, u,, ;1 — u,, < 0 alors la suite (u,, )est décroissante sur E.

Si pour tout n élément de E, w,, .1 —u,, = 0, alors la suite (u,, )est constante sur E.

Méthode

Pour étudier le sens de variation d’une suite numérique, on peut utiliser 'une des méthodes suivantes :
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1ére méthode : on compare u,, 1 et u,,, ce qui revient a étudier le signe de u,, ;1 — u,,..
2¢me méthode : lorsque la suite est a termes positifs. On compare uZ—“et 1;
n

3¢me méthode : lorsque la suite est définie par une formule explicite de type w,, = f(n), on étudie le sens de variation
de la fonction £ la suite u et la fonctionf ont le méme sens de variation.

Lorsque la suite est définie par une formule de récurrence du type u,, .1 = f (u,,)on utilise le raisonnement par
récurrence.

I-5) Suites majorées, suites minorées, suites bornées.

On dit qu’une suite numérique u définie sur une partie E de N est :

Majorée s'il existe un nombre M telque,Vn € E,u, <M

Minorée s'il existe un nombre réel mtel que,v n € E,u,, = m.

Bornée s'il elle est a la fois majorée et minorée

Positive si elle est minorée par 0.

Négative si elle est majorée par 0.

I) SUITES ARITHMETIQUES SUITES GEOMETRIQUES

Suites arithmétiques Suites géométriques
Premier terme U Ug
Raison r(reR) qg(q ER)
formule de récurrence Upiq =Uy+ 7T U, .1 = qu,
- u, = ugy +nr u, = ugq"”
Formule explicite U, = uy + (n— p)r U, = uyq" P
Somme des n premiers termes n+1 1—q"*t
(u0+u1+...+un) 2 (u0+un) Up X 1—gq (@#1)
lIl) CONVERGENCE
llI-1) Définitions

Une suite u est convergente lorsqu’elle admet une limite finie en +co.
Une suite croissante et majorée converge.

Une suite décroissante et minorée converge

Une suite est divergente lorsqu’elle n’est pas convergente.

lI-2) Convergence d’une suite géométrique

Soit u une suite géométrique de raison g et de 1¢r terme ug

Sig = 1;u converge vers u,

Siq = —1; udiverge.

Si —1 < g < 1 u converge vers 0.

Sig > 1ougq < —1 udiverge.
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EXERCICES RESOLUS

Exercice 1

uO=2

Soit la suite numérique u définie par : {v ne Nu,, = %un 44

Représenter les 5 premiers termes de la suite u sur I'axe (OI).
Exercice 2

. . ¥ < . uO = 4
Soit la suite u définie par : {v ne Ny, = %un

, , 3\"
Démontrer par récurrence surnque:vn € N; u, =4 X (E)

Exercice 3
u() =2

Soit la suite u définie par 9
P {Vn € Nu,,1 = —u,

1) Représenter sur I'axe (OI) les 4 premiers termes de la suite.
2) Démontrer par récurrence surn que : V n € N,(u, )est majorée par 3.
3) Calculer en fonction de u,,: Uy 1 — Uy.

4)  En déduire le sens de variation de (u,,).
Exercice 4
Soit x un nombre réel. On considere les trois réels u, v, w définis par :

u=x?-2x—-1%v=>x*+1% w=(x%+2x— 1)
Montrer que u, v, w sont trois termes consécutifs d’une suite arithmétique
Exercice 5
(u,, )est une suite arithmétique telle que [u3s + uzqg = 74
{u18 —u;3 =10

Déterminer le premier terme uet la raison r de cette suite.
Exercice 6
Déterminer trois termes consécutifs d'une suite arithmétique dont la somme des termes est 51 et le produit est 4301.
Exercice 7

ug =0
Uy = Uy + 2
Montrer que la suite (v,, )définie par v,, = 3%nest géométrique
Exercice 8
Uy, Uy, Uz, Uzt usdésignent cing termes consécutifs d'une suite géométrique de raison q.
a) Montrer que u; us = us?

Soit (u,, )une suite définie par {

b) Déterminer les termes sachant que : ujus = 25; uy + uz +uy = % etuz > 0.

Exercice 9
La suite (U,,), avec n = 1, est arithmétique. Déterminer le premier terme U; et la raison r sachant que :
U; +Ug+Ug =12etUy + Ug = —4
Exercice 10
Calculer la somme des termes d’une suite arithmétique : S;5 = Uy + U; + U, + -+ + U;5 sachantque U, = 8 et
U, =-1.
Exercice 11
La suite (U,,) étant arithmétique, déterminer I'entier n tels que : U,, = —28, Uy = 5 et
Spo. =Uy+U +U, +---+U,-—138
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Exercice 12

La suite (U,,) étant une suite géométrique de raison % déterminer l'entier ntel que : Uy = 4 et U,, = %

Exercice 13

Trois nombres x , y et z sont les trois termes consécutifs d’'une suite géométrique. Leur produit est % et leur somme est%6.

Déterminer ces trois nombres.
Exercice 14

Calculer la somme : S19 = Uy + Uy + Uy + -+ + Uy sachant que U,, = 2? pour tout entier n.

Exercice 15
1

5019 etR=1+2+4+8+--+16384

. 1 1 1
Calculer les sommes suivantes : S = 1 + 3 + 5 + T + -

Exercice 16

Dans un village de Cote d’Ivoire, vit un trés vieil homme, au milieu de ses enfants, petits-enfants, arriére-petits-enfants et
arriéres-arriéres-petits enfants. Chacun d’eux a le méme nombre n d’enfants (sauf les arrieres-arriéres-petits enfants qui n'ont
pas encore procréé) et tous sont en vie.

1). Calculer en fonction de n, le nombre de membres de la famille.

2). On suppose que la famille comprend 2801 personnes. Combien le patriarche a-t-il eu d’'enfants ?

Exercice 17

Soit (U,,),  nla suite définie par :{UO =2
YnEN, Uy =50, +4

1). Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1,]).

a). Tracer les droites (D) et (A) d’équations respectives y = %x+4 et y = x puis construire les quatre premiers termes de la

suite (U, )sur I'axe des abscisses.
b).Utiliser cette construction pour conjecturer le sens de variation et la limite de (U,,).
2). Soit (V). « nla suite définie pour tout entier naturel n par: V, = U,, — 8.
a). Démontrer que (V, )est une suite géométrique.
b). Exprimer (17,)puis (U,,)en fonction de n.
c). En déduire la limite de la suite (V;,), puis de la suite (U,,).
Exercice 18
Soit (U,,),, ¢  la suite définie par : { Ui =1
v neN, U, ,; = 1+ 10U,
a). CalculerU,, Uz, UzetUs.
b). Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, U,, est la somme de n termes consécutifs d'une suite géométrique que
I'on déterminera.
¢). En déduire 'expression de U, en fonction de n.
Exercice 19
Un véhicule colte 30 000 000 F. Il se déprécie de 20% par an ; c'est-a-dire que son prix de revente baisse de 20% par an.
1). Quelle est la valeur du véhicule au bout de 5 ans ?
2). On suppose que pendant la méme période, les prix des véhicules neufs de ce type augmentent de 5% par an.
a). Quelle somme I'entreprise doit prévoir pour remplacer le véhicule au bout de 5 ans ?
b). On suppose que le véhicule codte 30 000 000 en 2014, en quelle année le prix du véhicule doublera ?
Exercice 20

Soit 7 un nombre réel strictement positif, u le nombre complexe de module r et d’argument — %’T.
1- On considére la suite (A4,,) de points définie par :
- Ay=0
- L'affixe de A; esti
- Vn2>=2,A, estlimage de A, _, par la similitude directe de centre A4,,_1, de rapport r et d'angle — %. On
désigne par Z,, l'affixe de A,,.
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a- Ecrire, pour tout entier naturel n non nul et distinct de 1, une relation entre Z,,, Z,,_1 et Z,, _».
b- Démontrerque:Vn > 2,7, — Z,_; = (—u)" " Li.
2- Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe s, qui transforme Ay, en A; et A; en 4, .
Exercice 21
o . . Zo=1
On définit les nombres complexes Z,, de la maniére suivante :{v nEN,Z, ., = %Zn + %i
1- Pour tout entier n, on pose U,, = Z,, — i
a) Montrer que la suite U est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
b)Calculer U,, puis Z, en fonction de n
2- a)Exprimer en fonction de n la partie réelle (x,,) etla partie imaginaire (y,,) de U,,.
b)Déterminer les limites des suites (x,,) et (y,) et celle de (U,,).
3- En déduire la limite de la suite (Z,,)
4- Sachantque:S, = Uy Ui +Uy + -+ U, &tT, = Zg, Z1+Z, + -+ Z,
Calculer S,, puis T, en fonction de n.

Exercice 22
2
3

1 +2
Upit =5Un+’21W (Vn eN)

UO =
U est la suite numérique définie par :

1- Calculer U;et U,.
2- V est la suite définie par :pour tout entier naturel n, V, = U,v2 —n.
Démontrer que la suite V est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme V.

3- Calculer V;, puis U, en fonction de n. Etudier la convergence de la suite U

4- Son, = Uy + Uy + Uy + -+ U,. Exprimer S ,, en fonction de n. Etudier lim,,_, o, Sp ,
Exercice23
En testant une certaine lame de verre, on a constaté que la lumiere perd % de son intensité en traversant cette lame.
Combien doit-on disposer de lames identiques pour que, au travers de I'ensemble, la lumiére perde la moitié de son
intensité ?

EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

Exercice 1
. . e Upg =2
Soit la suite (U,,) définie par : {Vn ENU,,, = m
Démontrer par récurrence que : vVn € N, U,, < 2
Exercice 2
Uy =2
vneN, U, =20, -3
Démontrer par récurrence que : vn € N, U, =3 — 2"
Exercice 3
Onpose:Vn € N*,S, =12 +22 + 32+ -+ n?2 =Y¥"_, k?
a. CalculerSy, S5, S3,54.
b. Exprimer S, en fonction de S,

Soit la suite (U,,) définie par : {

n(n+1)(n+2)

c. Démontrer par récurrence que : Yn € N*, S,, = <

Exercice 4
Soient(U,,) et (V},)les suites définies pour tout entier naturel n par: Uy = 9,U, 11 = %Un -3;
V, = U, +6.
1) Représenter les 5 premiers termes de la suite U sur l'axe (OI)
).

2). Montrer que (1,)est une suite géométrique a termes positifs.
3.a. Calculer S, = Vo Vi+V, + -4V, puis T,, = Uy, Uy +U, + -+ + U, en fonction de n
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b. calculer ¥, puis U,, en fonction de n
c. Déterminer lim,,_,, o, S, etlim,, o, Ty,
4. On définit la suite (W, )par W, = InV,, pour tout entier n.
Montrer que la suite(14},) est une suite arithmétique.
5. Calculer le produit B, = Vy x V; X V, X ... X ¥, en fonction den.
En déduire lim,,_,, o, P,
6.CalculerQ,, = Wy W +W, + --- + W, en fonction de n et déterminer lim,,_,, o, Q,
Exercice 5

Unt2 = 5Un+1 —6U,
Considérons la suite (U,,) définie pour toutn € N, par: Uy=1

Uy =2

Démontrer que pour toutn € N : U, = 2™
Exercice 6
x,y et z sont, dans cet ordre, les trois termes consécutifs d’une suite arithmétique.
Calculer ces trois nombres, sachant que leur somme est 9 et la somme de leur carré est 59.
Exercice?
x,y et z sont, dans cet ordre, les trois termes consécutifs d'une suite géométrique croissante. Calculer ces trois nombres,

. 7
sachant que leur somme est 63 et la somme de leur carré est "

Exercice 8
UO = 3

2
Upi1 :m; vn €N

1) Démontrer par récurrence que pour toutn € N,ona:0 < U, <3
1

2) On considere la suite (1},) définie pour toutn € N par V, = _Zn =

On considére la suite (U,,) définie par : {

Démontrer que la suite (1},) est géométrique.
3) Exprimer V, en fonction de n. En déduire la limite de la suite (1)
4) En déduire la limite de la suite (U,,)

Exercice 9

Uy = 9e

Soit (U,,) la suite définie par : {Un+1 =3,/U, ,vneN

Onposel}, = In (%") pour tout entier naturel n.

1. Démontrer que la suite V est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme
2. Exprimer 1, en fonction de n. En déduire la limite de la suite (V;,)
3. En déduire la limite de la suite (U,,)

Exercice 10

Soit (U,,) telle que Uy = 0 et pour tout entier naturel n; U, 11 = ﬁ

Soit (1) telle que, pour tout entier naturel n, ; V, = 2+1Un .

1. Démontrer que la suite (1;,) est arithmétique de raison % .

2. Exprimer 1, en fonction de n et en déduire que pour tout entier naturel n,U,, = —

n+1
3. Calculer la limite de la suite (U,,) et celle de la suite(V},) .

Exercice 11

Le plan est muni du repére orthonormé(0, 1, ).

On considére la suite numérique (U,,),,.y définie par :U@{: 4
YneN, U= 5 Uy — 3

1). Construire les 5 premiers termes de cette suite sur I'axe des abscisses.

2)a). Démontrer que VneN*, U, .1 — U, = %(Un —U,_1).
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- 1\"
b). En déduire que : VvneN*, U, .1 — U, = =5 (5) .
c). Quel est le sens de variation de la suite (U,,) ?
3)a). Démontrer que VneN*, U, + 6 = %(Un_l +6).
n
b). En déduire que VneN, U, + 6 = %(UO +6) (%) :
c). Calculer la limite de la suite (U,,).
Exercice 12

1
3
Upt1 = E(Un)z etV, =In (E Un

On considére les suites (U,,)nen €t (V) nen définies par : 3 3 ) In désigne la fonction
logarithme népérien.
1). Calculer V.
2). Démontrer que (1},)est une suite géométrique de raison 2.
3). Exprimer V;,en fonction de n.
4). Calculer la limite de V7,.
5). Exprimer U,, en fonction de V, et déduire la limite de (U,,).
6). Pour tout entier naturel n, non nul on pose :
Spn=Vo+Vi+ Vot + Vg etT, =UygxU; XUy X ......x Up_4
a). Démontrerque : S,, = (1 —2")In2.
n
b). Justifier que : T, = @) esn.
c). Exprimer T, en fonction de n.

Exercice 13

Soit a un nombre réel donné. On consideére les suites (U) et (V)définies par :

o Uy=3,U; =56tVneN, Uy, =5 (a+1)2Unyss + (@ — 2V,

e VneN, V, = U, — U,.

). On pose :a =1

1). Démontrer que la suite (V')est constante et donner sa valeur.

2). En déduire queU est une suite arithmétique dont la raison est égale a 2.

3). On pose :S,, = Uy + Uy + -+ ... + U, .Exprimer u,, puis S, en fonction de n.
[).On pose:a = —5.
).
).
).

1). Démontrer que Vest une suite géométrique dont la raison est égale a 7.

2). Exprimer V;,en fonction de n.

3). Pour tout entiern supérieur ou égal a 1, exprimer en fonction de n la somme
T,ouT, =Vo+ Vi + V4 +V,

4). Exprimer U, en fonction de T;,.

5). En déduire que la suite Uest divergente.

Exercice 14

Uo=1 uis la
VEN, U, 4 = U,eUn,P

On se propose d'étudier la suite(U,, ) définie sur 'ensemble des entiers naturels Npar : {
convergence de la suite(S,, ) définie par S,, = ¥7_, U, pour tout n
1- a)Montrer pour pour tout entier n, U,, est strictement positif.
b)Montrer que la suite (U,,) est décroissante.
c)En déduire qu’elle converge et trouver sa limite.

2- Montrer que pour tout entier n de N U, ,; = e5» et en déduire que S,, tend vers +< quand n tend vers +
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CORRECTION DES EXERCICES

Exercice 1
La suite u est définie par une formule de récurrence du type U,,,, = f(U,,) avec f(x) = %x +4
Soit (D)la courbe représentative de f et soit la droite (A)d’équation y = x

Exercice 2

0
Pourn=0; Uy = 4 X (;) =4%x1=4 alors U, = 4: larelation est vraie pourn = 0.

Nk 3\ k+1
Supposons que pour tout k de N : u; = 4 X (E) et montrons que u;,; = 4 X (E)
vie N = s = oxa(3) —ax3x(3) =4 ()”
= — = —X —_ = — — — —
et = M= 5 %2 27 \2 2

k+1
AlorsVke Nu, 4 =4 (z) donc la relation est vraie pourn = k + 1

. 3)\"
En conclusionvn € N; u, = 4 x (E)

Exercice 3
1.) Représenter sur I'axe(OI) les 4 premiers termes de la suite

La suite u est définie par une formule de récurrence du type U,,,.; = f(U,,) avec f(x) = &
Soit (€)la courbe représentative de f et soit la droite (A)d’équation y = x

o N

”

2.) Démontrons par récurrence surn que : Vn € N : u,est majorée par 3

Cela revient amontrerquevn € N: U, <3

Ona: U, =2alors U, < 2; larelation est vraie pour n = 0.
Supposons que V k € N: Uy < 3 et montrons que Uy, <3
VKE N:Uy<3=-U,>-3=6-U;>3=>——<1

9 9
<-=>——<3;0rU =
6-U, 3  6-Ug "' k+1 = ¢y,

doncvke N: Up,q <3
En conclusionv n € N: U,, < 3. Par conséquent la suite u est majorée par 3

_ 9 _9-6U,+(Up)? _ (3-Up)? ,
3) Uni1 = Un = 6—u, Un = 6—uy, T 6-u,
4.) Le sens de variation de(u,,)
TRY
D’aprés la question précédente:vn e N; U, , — U, = %

orvne N, (3-U,)? > 0alors le signe de U, ; — U, est celui de 6 — u,
D’aprés la question2) Vn € NU, <3alors6-U,>3>0
vne N; U,,,—U, >0, doulasuite U est strictement croissante
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Exercice 4

Pour prouver que u, v, w sont trois termes consécutifs d’une suite arithmétique, on a le choix :

Soit on montre que v — u = w — v (valeur de la raison), soit que 2v = u + w

Ici, la premiére méthode est plus rapide grace a la différence de deux carrés.
v—u=(x*+1)?-(x*-2x-1)2=[x*+1-(?-2x—D]x*+1+(x*-2x—-1]==4x(x—1)(x+ 1)
w—v=u*+2x-12 - +1)2=x*+2x-1-x*+D]x2+2x -1+ x* +D]=4x(x - 1D(x + 1)
Commev —u =w — v ,les termes u, v et w sont donc trois termes consécutifs d’une suite arithmétique.

Exercice 5
Par définition de la suite arithmétique de premier terme U, et de raison r: U,, = Uy + nr
A|0I'S:U35=U0+35r 5 U39=U0+39r ; U18=U0+18r et U13=U0+13r

Ug+351r+ Uy +39r =74 {2U0+74r=74 {1':2

On obtient le systéme ; {Uo +18r — (Uy + 137) = 10 5 = 10

Up-—37
Exercice 6
Considérons les trois termes consécutifs x; y et z d’une suite arithmétique de raison r.
Onaalors2y =x +zoubienx=y—retz=y+r
La somme vaut 51 et le produit 4301 ce qui se traduit par :

{x+y+z=51 {(y—r)+y+(y+r)=51(:){ 3y =51 (:){ y =17

xyz = 4301 (y—-ryly+r)=4301 (y—r)yly+r)=4301 17(17 —r)(17 +r) = 4301

< 17> —r? =253 alorsr> =289—-253; 2 =36 =r=6o0ur = —6
Sir = 6: les trois termes sont 11 ; 17 et 23
Sir = —6: les trois termes sont 23 ; 17 et 11
Exercice 7
Méthode : pour montrer qu’une suite (U,,) est géométrique, vous devez montrer que U, ., = qU,, q est un nombre réel
(U,,) est une suite arithmétique de premier terme 0 et de raison 2. On peut donc, au choix, utiliser u,,,; =u, +2o0uU, =
Uyp+2n=2n
Vpyr =31 =3Unt2 =32 % 3Un =9 x3Un =9y, ; V, =9V,
OubienV, = 3?" = (32)" = 9"
Ces deux relations prouvent que la suite (V) est géométrique de premier terme V, = 1 et de raison 9

Exercice 8
a) Lenombre réel g estnonnulsinonu, =u; =uy =0etu, +uz+u, =0
Onau; = u;q> et us=uzq*> alors u us = uu3q* = (U q*)u; = (u3)?
Si la suite (U,,) est géométrique, ona: U,_; X U, = (U,)? pour tout n et tout k(k < n).
Eneffet, U, = U,_; X q* etU,., = U, X q* ce qui explique le résultat.
b) Onawujug = 25 soit (u3)? = 25. onendéduitalorsqueu; =5 ou uz; = -5
Oru; >0 donc u; =5
Connaissant u; il est naturel d’exprimer u, et u, en fonction de u; et de la raison dans u, + u; + u, = 32—5
u2=u3xq‘1=? ;0 Uy =uzq: dol 3+5+5q=32—5
En multipliant par q et en simplifiant par 5 I'équation devient : g — gq +1=0

Son discriminant est : A= %

Les solutions de I'équation sontalors:q =2 ou q = %

- Sig=2: u1=§; u2=;; uz = 5; uy = 10; us =20
. 1 5 5
S|q=E: u, = 20; u, =10; wuz=2>5; U= us =
Exercice 9
Par définition de la suite arithmétique de premier terme U, etde raisonr: U,, = U, + (n — 1)r
A|0rS:U7=U1+6T ; U8=U1+71‘ ; U9=U1+8T et U4=U1+3T

U7+U8+U9= (U1+61‘)+(U1+7T)+(U1+81‘)=12A|0rS3u1+21T=120ubienu1+7r=4
U4 + U8 = Ul + 3T) + (Ul + 71') = —4-A|0rS Zul + 11T = _4'
Dans la premiére équation u; = 4 — 7r
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En remplagant u, par sa valeur dans la deuxiéme équation on obtient: r = 4
r=4 et uy =-24

Exercice 10

La somme des 16 premiers termes d’une suite arithmétique de premier U, et de raison r est: S5 = 12—6 Uy +Uys)
Si5s = 8(Uqy + Uy + 151) = 8(2U, + 157)

Déterminons la raison et le premier terme

Par définition de la suite arithmétique de premier terme U, et de raison r: U,, = Uy + nr

A|0rS.U4=U0+41'=8 5 U7=U0+7T=—1 etU15=U0+151'
Uy+4r=8 , X .

Donc { o+ r_ en faisant la différence membre a membre on obtient : 3r = —9 Alors r = —3
Ug+7r=-1

En remplacant r par sa valeur dans I'une des deux équations on obtient U, = 20
Donc: S5 = 8(2U, + 15r) = 8[2 x 20 + 15(-3)] = —40
D'ou: S;5 = —40

Exercice 11
Ona:s, = "T“(UO +U,) = "T“(S —28) = —23(Zn+1)
—-23(n+1)
Sp=-138 o ————=-138 © -23(n+1) = 276 © n+1=12 Alorsn = 11
Exercice 12

n
OnaU, = Uyq™ ol g est laraison de la suite.  Alors U, = 4 X (%)

TR 1\" 1 1\* _ 1 1\ _ 1\* _
Par identification : 4 X (E) =3 alors (E) = © (E) = (E) Doncn =4
Exercice 13
Considérons les trois termes consécutifs x; y et z d’une suite géométrique de raison gq.

On a alorsy? =x><zoubienx=§ etz=yxq

La somme vaut 2’76 et le produit % ce qui se traduit par :

8 < 233
r-0
3

- Groxo-z
V2= 97 \ g/ *¥ =37
En multipliant par g et en simplifiant par§ I'équation devient : g% — %q +1=0

Son discriminant est : A= (;—4

x+y+z=% {((§)+y+(y><q)=§ j(<§>+y+(y><q)=§ glf y=§
l t

oy 24242, _26
D’ou 3q+3+3q—9

Les solutions de I'équation sontalors: g =3 ou q = %

. 2

- Sig=2: x=3; y=3 z=2

. 1 2 2

- Slq—g. x=2; y—;, Z—a
Exercice 14

On remarque la suite U est une suite géométrique de premier terme U, = %et de raison q = 2

1—g*t1 2 [1-211 2 4094
Su=Uo| = | Alors 53 = 2[=25-| = -2 (1 - 2048) = 22
D’Ol‘l:Sw =403ﬂ
Exercice 15

A SRS S S IR _1+1+(1)2+(1)3+...+(1)1°

- 39 27 59049 3 3 3 3

. , o . . 1
S est la somme de 11 termes d’une suite géométrique de premier terme U, = 1 et de raison q = 3
1 11
1-3) | _ 3[4 - (1)11 _ 3(1 1 ) _ 3, 177146 _ 88573
1_% T2 3 T2 177147) ~ 27 177147 ~ 59049

Page 69 sur 186

Alors S = U,




_ 88573

, s
D'ou ~ 59049

R=14+2+4+8++16384=1+21+22+23 ... 421
R est la somme de 15 termes d’une suite géométrique de premier terme V, = 1 et de raison q = 2

515
Alors R = U, [1:2 ] =—(1-21)=215-1=32767
D’ou R = 32767

Exercice 16

a) Calculons en fonction de n, le nombre de membres de la famille
Le vieillard a n enfants ; n x n petits enfants ; n X n x n arriére- petits enfants et n X n X n x n arriéres-arriéres petits
enfants. (car chacun a le méme nombre n d’enfants)

Le nombre de membres de la familleest: 1 + n + n? + n® + n* = % car 1 + n +n? + n3 + n* est la somme de 5 termes
d’une suite géométrique de premier terme 1 et de raison n
b) On résout léquation “—* = 2801 Alors n=7.

Le patriarche a eu 7 enfants.
Exercice 17
1.a) Voir exercice 1

b) le graphique conduit a conjecturer que la suite (U,,) est croissante et converge vers 8.
2.a) Démontrer que (V,,)est une suite géométrique
Viir =Ups1 —8=3U, +4-8=2U,—4=>(U,—8) =V, Alors V,; =3V,
Donc ; (V) est une suite géométrique de raison g = %et de premier terme V tel que Vo = U, — 8 = —6
b.) Exprimer (V,,)puis (U,,).en fonction de n
(V,,) est une suite géométrique de raison % et de premier terme Vytelque Vy = —6:V,, =V,q" VneN

Ona: VvneN,V, = —6(%)71 =;—f
Donc:VneNU,=V,+8=_.+8
c.) En déduire la limite de la suite (V,,), puis de la suite (U},)
0na:0<%< 1;donc:lim, .V, =0
On en déduit que : lim,,_,,, U, =8
Exercice 18
U,=1+10U; =14+10=11U5=1+10U, =1+ 10(1+10) =1+ 10 + 100 = 111
Uy,=1+10U3=1+10(1+10+100) =1+ 10+ 100 + 1000 = 1111
Us=1+10U,=1+10(1+10+ 100+ 1000) =1+ 10+ 100 + 1000 + 10000 = 11111
a.) Daprésa)ona:Us=1+10+10%+ 103 +10* +--- 10"
Alors pour tout entier naturel n non nul, U, est la somme de n termes consécutifs d’'une suite géométrique de premier terme
U, = 1etderaisonq = 10
b.) I'expression de U, en fonction de n

_ 110" _ 1. oo
U"_Ul[l—w]_ 9(1 10%);

Dou: U, = %(10" -1)
Exercice 19
1) Recherchons une suite permettant de déterminer la valeur du véhicule d’année en année.
Posons U, = 30M (M = million)
Désignons par U,, la valeur du véhicule n années aprés (n > 1)

20
U1 = Uo_ml]o = (1_0,2)U0 = 0,8U0
2

De méme : U, = U, —F"ou1 =(1-0,2)U, = 0,8U,
20

n 100
U,.1 = 0,8U, ; Les nombres réels (U,) sont les termes d’une suite géométrique de 1°r terme U, = 30M et de raison 0,8
U, =UyXq"=30M X (0,8)"
La valeur du véhicule 5 ans aprés est: Us = 30M X (0,8)° = 9,8304M
2) Posons Vy, = 30M (M = million)
a.) Désignons par V,, le prix du véhicule neuf, n années aprés (n > 1)
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5
Vl = VO + MVO = (1 + 0, 05)V0 = 1, 05V0

De méme : Vz = V1 +%V1 = (1 + 0,05)V1 = 1,05V1
5

Par itération: V,, ., = V,, — mvn =(1+0,05)V, =1,05V,

V.1 = 1,05V, ; Les nombres réels (V,,) sont les termes d’une suite géométrique de 1¢" terme V, = 30M et de
raison 1,05
V, =V, xq"=30Mx (1,05)"
Le prix du véhicule neuf 5 ans aprés est : Vs = 30M X (1,05)° = 38,288M
b.) OncherchenntelqueV, = 60M; OrV, =30M X (1,05)"

30M x (1,05)" = 60M < (1,05)" = 2 < In(1,05)" = In2 © nin(1,05) = In2 = n =
n=15

In2
In(1,05)

Le prix du véhicule doublera en 2029

Exercice 20

1.a) Ecrivons, pour tout entier naturel n non nul et distinct de 1, une relationentre Z,,, Z,,_, et Z,,_,
Toute similitude directe a pour écriture complexe : Z' = re®Z + b

, _3n
DouZ =re"2Z+b
3w .3m
SA,,)=A,>Z,=re"*tZ, ,+b avec Z,  =re "+Z, , + b carle centre est le seul point invariant.
3w
b= (1 — re_‘T) Z, 4

Donc: Z, = re 42, , + (1 - re_i%) Z, > Z, —re i (Zyy—Zy )+ Zyy
Douz, =u(Z, -2, 1) +Zy 4
b.) Démontrerque:vn=>2,Z, —Z, = (—uw)" i
Ona:z,—-Z, ,=ulZ,_,—Z,_4)
Z,—Zy=u(Zy—Z;) = —iu= (—uw)ti
Z3 -2, =u(Zy — Z;) = ~u(Z, — Z1) = —u(-w)'i = (~w)?i
La propriété est vraie au rang n = 2 et n = 3. Supposons qu’elle est vraie pour tout k > 2. alors: Z;, — Z,_, = (—u)*1i
Et montrons que : V k > 2Z;, — Z; = (—u)*+tD-1
On:Zyyy — Zy = W(Zyoy — Zy) = —u(Zy — Zg—y) = ~u(-w) i = (—w)*H1
Alors: Zy,q — Z, = (—u)**D-1i, Cette est alors vraie
En conclusion: vn=>2,Z,—Z, , = (—w)" i
2.) Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe, qui transforme A, en A, et A, en A4,

Z,=aZ b . pcx N .
Ona:S(4p) =4, etS(4;) =4, = {Z: _ ZZ(; i p N faisant la différence membre a membre on obtient :
=M= —uetb=Zl—aZO =i
Z1—-Zy

Alors S est une similitude directe de centre le point A; de rapport r et d’angle %

Exercice 21

1.a) Démontrer que U est une suite géométrique
. 1 2, . 1 1. 1 . 1 1
Un+1 = Zn+1 —1= gzn +§l— l =§Zn —gl =§(Zn — l) = ;Un Alors Un+1 = ;Un
Donc ; U est une suite géométrique de raison g = %et de premier terme Uy telque Uy = Zy —i=1—-1i

b.) Exprimer (U,,)puis (Z,,).en fonction de n

(U,) est une suite géométrique de raison % et de premier terme U, tel que Uy = 1 — i : U,=Uyq" VneN
Ona: vneN,U =(1—i)(1)n=E
’ ron 3 3n

Donc:vneNZ, = Un+i=%+i
2.a) Exprimons en fonction de n la partie réelle (x,,) et la partie imaginaire (y,,) de U,

X
VneN,Un=(1—i)(§)n=(l>n_i(l>n=>{x"=(§ )

T o)
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b.) Déterminons les limites (x,,) et (y,,) et celle de (U,,).



Ona: o0 < < 1;donc:lim,_ , x, =lim,_,,y,=0 alors lim,_ , ,U,=0
3) On en déduit que : lim,,_, ., Z,, = i

4,) CalculerS,etT,
1\n+1
— (= n+1
s. = U, -G _3ay 1_<1>+
" 1 2 3

1-=
3

T,=Up Ui+Uz + -+ Up+ m+1)i=S, +n+1)i

T =3a-p 1—(1)11+1 +(n+1)i
nT2 3

Exercice 22
1 1+2 _ 1 2, 3 1, 3 4+9V2 . 4+9V2
3 Ur=3Uot =25 =3 e~z 7 doUi U=,
1 242 1 4492 | 4 449V2 | 2 4+33V2 . 4+33vV2
Uz=30+35=2% 2 T~ 2 T2 = ; dou: Uy = 24
b) Démontrer que la suite V est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme V,
1,  nt2 V2 n V2 n 1
Va1 =UpiiV2 —(n+1) —( * 572 )x/i—n—1 =5 Unts+1-n-1 =70n—5=5(un\/§—n
OV, =UV2—n  AlorsV, =3V,
Donc la suite V est une suite géométrique raison q = %et le premier terme Vo = Ugv/2 — 0 = Zgﬁ
c) Calculons V,, puis U, en fonction de n
. ST . 1 . 2v2 N 2v2 (1\"
La suite V est une suite geometrlque de raison q = 2 et de premier terme V, = S alorsV, =Vyq" dou:V, = Y (E) ;
n _2(1\"  =n s _2(1\* n
V,=U,N2—n alorsU, +\/2 —(—) +3  Dou: Un—g(z) +5
Etudions la convergence de la sulte U
n
2/1\" n li <_) —0
lim U, = lim (— (—) + —) = +oo car: nl‘l?» 2
note notoo \3\2 V2 lim n = +o0
n—+oo
lim,,_, ., U, = +oo;alors la suite U diverge
d) Exprimer S, en fonction de n
Son=Uog+ Uy +Uy+-+U —<V°+ 0)+(V1+ 1>+(VZ+ 2)+ +(V"+ n)
om T TO T T TR "T\2 V2 T2 V2 T V2 V2 V2 V2

= o+ Vi+ Vo4 +V)+(0+1+2+ - +n)=

n+1
1 |2v2 1—(%) nm+1)(_1 [4v2 N\ amt1)
So,n‘@[?( T % (1—(5) )+T]
1 n+1

Son

2
n—+co

Exercice 23

Soit U, la luminosité avant la traversée d’une plaque de verre.

Aprés la traversé d’une plaque, la luminosité devient U, = U, — 112 Uy = (1 - %) Uy = %UO

. , L 1 1 11 11\2
Apreés la traversée de deux plaques, la luminosité devient: U, = U; — EUl = (1 — E) U, = o U, = (E) Uy

n
Aprés la traversée de n plaques, la luminosité devient: U, = (%) U,

. . . 11\" - P
La lumiére perd la moitié de son intensité lorsque (E) est inférieur ou égal a 0, 5.

11 11\ 11 n(0,5)
(—) <o, 5<=>ln(12) < In(0, 5)<=>nln(12)<ln(0,5)<:>n2—4:>n27,9664:>
!

1 n (%)

n =~ 8 : alors il faut disposer 8 lames identiques pour que, au travers de I'ensemble la lumiére perde la moitié de son intensité
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CHAPITRE VII : EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Introduction :

Ce chapitre traite des équations différentielles du premier ordre et du deuxieéme ordre a coefficients constants, sans second
membre. Il permet de démontrer certains résultats de physique que I'éléve a appris a utiliser (oscillation mécanique libre,
décharge d’un condensateur dans un circuit RLC, ). Son champ d’application s'étend également a la géométrie, la
démographie (évolution d’'une population), la chimie et la biologie.

FICHE DE COURS

I) NOTION D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

I-1) Définition

On appelle équation différentielle toute équation ayant pour inconnue une fonction, dans laquelle figure au moins une des
dérivées successives de la fonction inconnue.

Il) EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TYPE f + af = 0.

[I-1) Définition

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants sans second membre, toute équation qui
peut s’écrire :

f +af =0.[a € R

I-2) Résolution

Propriété

(E) est 'équation différentielle :f '+ af = 0.[a € R*]

Les seules solutions de I'équation (E) sont les fonctionsf;, de R vers R définies par :

fi(x) = ke [k € R].

) EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TYPE f" + af'+ bf = 0.

l1l-1) Définition

On appelle équation différentielle linéaire de second ordre a coefficients constant sans second membre, toute équation
différentielle qui peut s'écrire : " + af'+ bf = 0.[ (a, b) € R?]

l1l-2) Equation caractéristique d’'une équation différentielle.

L’équation 2 + ar + b d'inconnue r est appelée équation caractéristique de 'équation différentielle f" + af'+ bf = 0.
l1I-3) Famille de solutions d’'une équation différentielle ;

Pour résoudre sur R une équation différentielle du type y" + ay’'+ by = 0 (a € Retb € R), on résoud I'équation
caractéristique 72 4+ ar + b = 0 et on utilise le tableau suivant :

A= a? — 4b | Solution de I'équation caractéristique. Solution de I'équation différentielle.
A> 0 Deux solutions réels : ry et r, x — Ae™* + Be™*[A ER; B ER]
A=0 Une solution double : r x+— (Ax + B)e™[A € R; B € R]
A< 0O Deux solutions complexes conjuguées a + iff et a — if§ x — (Acosfx + Bsinfix)e®*
[A € R; B € R]
Remarque

Cette méthode permet de retrouver les solutions des équations différentielles
y"'—w?y =0et-et y"+w?y =0 (w € R).
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EXERCICES RESOLUS

Exercice 1

Dans chacun des cas suivants vérifier que la fonction f est solution de I'équation différentielle (E) sur l'intervalle K.
a) f(x)=e*+e*, (E):y +y —2y=4e* etk =R

b) f(x)=e*+x,(E):y +y =0etK=R

0 fG)=2,(E):Y +5y =0 etk =10;+]

d) f(x)=v2x,(E):yy = let K =]0;+=]

e) f(x)=xInx—x,(E):xy —y=xetK =]0;+[

Exercice 2

Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R I'équation différentielle (E) et déterminer la solution vérifiant la condition
initiale donnée.

a)(E):y —3y=0ety(0) =2;b)3y +y=0ety(l) =e

¢)(E):y +yln2=0ety(1) = 1;d) (E) iy = yety(1) = —1.

Exercice 3

Le plan est muni du repére (0, 1,]).

Déterminer la fonction f dérivable sur R telle que 2f + f = 0 et dont la courbe représentative admet en son point

. - . 3
d’'abscisse —2 une tangente de coefficient dlrecteurg

Exercice 4
Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R I'équation différentielle (E) et déterminer la solution vérifiant les conditions
initiales données.

a) (E):y +2y' +y=0,y(0) = —1ety'(0) =0
b) (E):y +16y =0, y(0) = 0 ety (0) = —1

¢) (E):y — (In2)?y = 0,y(0) = Lety(2) = ~1

d) (E):y 4+ 2y =3y =0,y(0) =3ety(0) = —1

e) (E):y" +y +vy=0,y0) =—1ety(0) = V3.
Exercice 5
On considére I'équation différentielle (E) : y + 2y = e 2%
1) Vérifier que la fonction g: x — (x + 1)e~?*est solution sur R de (E)
2) Démontrer qu’une fonction f + gest solution de (E) si set seulement si la fonction f est solution de I'équation
différentielle :y' + 2y = 0.
3) En déduire les solutions sur R de (E).
Exercice 6
On considére 'équation différentielle :(E): f — f + % f=0
1) Résoudre dans R I'équation (E).
2) Déterminer la solution de (E') qui vérifie les deux conditions suivantes :
-Sa représentation graphique (C)passe par le point M (0; 4) .
-La tangente a la courbe(C) au point d’abscisse 2 a pour coefficient directeur 0.
Exercice 7
On se propose de chercher les fonctions f de R vers R telles que : pour tout nombre réel x,

(E): f7(x) = 4f (x) = 4(x — 1)? — 2
1)On désigne par g un polyndme défini par g(x) = ax? + bx + col a, betc sont des nombres réels.
Déterminer a, b et cpour que pour tout nombre réel x, g soit solution de (E).
2) Résoudre sur R I'équation différentielle (E") : y”—4y =0
3-a) Démontrer qu'une fonction f est solution de (E) si et seulement si la fonction f — g est solution de (E").
b) En déduire les solutions sur R de (E), puis celle qui vérifie f(0) = 0 et f’(0) = 0.

Exercice 8
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1) Résoudre dans R I'équation différentielle(E)y’ + % y=0.
2) Déterminer la solution qui prend la valeur e pourx = —1
3) Déterminer les réels a et b pour que la fonction g définie par g(x) = ax + b soit solution de(E") y’ + %y =x.

4-a) Montrer que f est solution de (2) si et seulement si (f — g) est solution de (1)
b) En déduire la forme de toutes les solutions de(2).
c) Déterminer celle dont la représentation graphique passe par l'origine.
Exercice 9

1) Résoudre I'équation différentielle y” — 3y’ + %3’ =0(1).
2) Soit I'équation différentielle y” — 3y’ + ;y =e3%(2)
a) Montrer que la fonction h définie par h(x) = §e3" est solution de (2).

b) On admettra qu’une fonction f est solution de (2) si et si seulement si la fonction f — hest solution de (1). En déduire les
solutions de (2).

c) Déterminer la solution f de (2) dont la courbe représentative (C)dans un repére (0, 1,]) passe par le point A (0; é)et

dont la tangente enA4 a (C)a pour coefficient directeur 2.

PROBLEMES RESOLUS

PROBLEMEI

Les parties A et B sont indépendantes.

Un laboratoire de recherche étudie I'évolution d'une population animale qui semble en voie de disparition.

Partie A

En 2000, une étude est effectuée sur un échantillon de cette population dont I'effectif initial est égal a mille.

Cet échantillon évolue et son effectif, exprimé en milliers d'individus, est approché par une fonction fdu temps (exprimé en
années a partir de l'origine 2000).

D'apres le modéle d'évolution choisi, la fonction f est dérivable, strictement positive sur [0; +oo] , et satisfait I'équation

différentielle : (E)y' = —>-y(3 — Iny)
1. Démontrer I'équivalence suivante :
Une fonction f, dérivable, strictement positive sur [0; +oo[; vérifie, pour tout t de [0; +oo[

()= —% f(®[3 — Inifif (t))] si et seulement si la fonction g = Iniiif") vérifie, pour tout t de [0; +oo ,

. 1 3
9O =5590 -5
2. Donner la solution générale de I'équation différentielle : (H)z' = %z - %
3. En déduire qu'il existe un réel C tel que, pour tout t de [0; +oo[ : f(t) = exp [3 + Cexp (%)]
(la notation exp désigne la fonction exponentielle naturelle x +— e*
4. La condition initiale conduit donc a considérer la fonction fdéfinie par: f(t) = exp [3 — 3exp (%)]

a. Déterminer la limite de la fonction fen 4o

b. Déterminer le sens de variation de f sur [0; +oo]

c. Résoudre dans [0; +oo[l'inéquation f(t) < 0,02

Au bout de combien d'années, selon ce modéle, la taille de I'échantillon sera-t-elle inférieure a vingt individus ?

Partie B

En 2005, ce laboratoire de recherche met au point un test de dépistage de la maladie responsable de cette disparition et
fournit les renseignements suivants : " la population testée comporte 50 % d'animaux malades. Si un animal est malade, le
test est positif dans 99 % des cas ; si un animal n'est pas malade, le test est positif dans 0,1 % des cas ".

On note M I'événement " I'animal est malade ", MI'événement contraire et T I'événement " le test est positif ".

1. Déterminer P(M), Py (T), Py (T).

2. En déduire P(T)

3. Le laboratoire estime qu'un test est fiable, si sa valeur prédictive, c'est a dire la probabilité qu'un animal soit malade
sachant que le test est positif, est supérieure a 0,999. Ce test est-il fiable ?
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PROBLEME I

Partie A

On considére 'équation différentielle (E) : y' — 2y = 2(e?* — 1)

1) Soith la fonction de R vers R définie par : h(x) = 2xe?* + 1.

Démontrer que h est solution de (E).

2.a)Démontrer qu'une fonction f est solution de (E) si et seulement si ¢ = f — h est solution de (F). 1y’ — 2y = 0.
a) Résoudre (F).

b) En déduire les solutions de (E)

c) Déterminer la solution f de (E) vérifiant £ (0) = 0.

Partie B

On considére la fonction £ de R vers R définie par :f (x) = (2x — 1)e?* +1
1-a) Déterminer la limite de f en —<o. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

b) Déterminer la limite de f en +-<°.

c) Démontrer que lim,._, ; « @

2) Etudier le sens de variations de f, puis dresser son tableau de variation.

3) Démontrer que Vx € R, f(x) = 0.

4) Construire (C), courbe représentative de la fonction f dans le plan muni d’un repere orthonormé(0, 1, J) (unité
graphique : 2cm).

Partie C

1) Résoudre dans R, I'inéquation 1 — f(x) = 0.

1
2) On considere lintégrale 1= 4 [, /2[1 — f(x)]dx.

a) Interpréter graphiquement | puis calculer |.

b) Déterminer I'aire en cm? de la partie du plan délimitée par la courbe(Cf) , la droite (A) d’équation y = 1 et les droites

= +ooet interpréter graphiquement le résultat.

d’équationsx = O etx = %

EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

Exercice 1

Résoudre les équations différentielles ci-dessous avec les conditions initiales imposées

a) f +3f=0 etf(1)=1 ; b) —f +2f=0 etf3)=—-2 : )3f +6f=0 etf(4) =2

d)5f +f=0 etf(=5)=0;, e) 2f—5f =0 etf(1)=-1

Exercice 2

Résoudre les équations différentielles ci-dessous avec les conditions initiales imposées

Q) 2f +3f =2f=0 f(0)=1etf (0)=3; b)f +2f +f=0 f(0)=—-1etf (0)=0

) f =2f +5f=0 f)=1etf (0)=3;d)3f —2f +3f=0 f(0)=0 etf (0)=0

e)3f —2f +7f=0 f(0)=1 etf (0)=-1; f)25f +f=0 avecf(n)=2 etf (m)=+3

Exercice 3

On se propose de résoudre sur RI'équation différentielle (E) :y" + 2y’ — 8y = —8x% — 12x — 18

1)On désigne par P un polyndme défini par P(x) = ax? + bx + col a, betc sont des nombres réels.

Déterminer a, b et cpour que pour tout nombre réel x, P soit solution de (E).

2) Résoudre sur R I'équation différentielle (E") : y” + 2y — 8y = 0

3-a) démontrer qu’'une fonction f est solution de (E) si et seulement si la fonction f — P est solution de (E").
b) En déduire les solutions sur R de (E), puis celle qui vérifie f(0) = 0 et f°(0) = 0.

Exercice 4

Partie A

(E) désigne I'équation différentielle :y” + 2y’ +y = 0.

Déterminer les solutions générales de (E).

2) (E") est'équation différentielle : y” 4+ 2y + y = 2e™*
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a) Vérifier que la fonctionh définie sur R par h(x) = x%e~* est une solution particuliére de (E").

b) Démontrer que ¢est une solution de (E’) si et seulement si g = ¢ — h est solutions de (E).

c) Déterminer toutes les solutions de (E”)

d) Déterminer la solution f de (E’) satisfaisant aux conditions initiales :

f(0) =4etf(0)=0.

Partie B

On considére la fonction f définie par : f(x) = (x + 2)%e~*. On désigne par (C)sa courbe représentative dans le plan

muni d'un repére orthonormal. (Unité : 1cm)
f&x)

1) Caleuler lim,_, o f(x),lim,_,_« — etlim, . f(x) etinterpréter graphiquement les deux derniers résultats.

2) Etudier les variations def et tracer (C)avec soin. (On remarquera que A (2) € (C)et
B (‘02) € (©)).
PROBLEME DE SYNTHESE

Partie A : Equation Différentielle.

On se propose de chercher les fonctions fde R vers R telles que : pour tout nombre réel x,

E): f'"(x) —4f'(x) +4f(x) = 4x + 8

1). Résoudre sur R I'équation différentielle (E') : y" — 4y'+ 4y = 0.

2) On désigne par h la fonction définie par: h(x) = ax + b

ou aet b sont des nombres réels.

a) Déterminer a, b et ¢ pour que, pour tout nombre réelx, h soit solution de (E).

b) Démontrer qu'une fonction gest solution de (E)si et seulement si g — h est solution de (E’).
c) En déduire la solutionf sur R de (E) telle que f(0) = 3etf'(0) = —1.

Partie B : Etude d’une fonction auxiliaire.

On considére la fonctiong de R vers R définie par g(x) = 1 — e?* — 2xe?*

1) Calculer les limites de g en —oet en 4.

2) Calculer la dérivée de g(x) pour tout nombre réel x.

3) En déduire les variations deg puis dresser son tableau de variation.

4) Calculer g(0) et déduire que Vxe]—=; 0[, g(x) > 0 etVxe]0; +[,g(x) < 0.

Partie C : Etude de la fonction f.

On considére la fonction f de R vers R définie par f(x) = x + 3 — xe Zx.(cf) est la représentation graphique de fdans
le plan muni du repére (0, 1,]). (Unité 2 cm).

1). Caleuler lim,, _, o, f(x) ;lim,_, o f(x) lim,_, j% JInterpréter graphiquement le dernier résultat.

2)a). On suppose quefest dérivable sur R et on note f’sa dérivée.
Démontrer que VxeR, f'(x) = g(x).
b). En déduire le signe de f’(x), puis dresser le tableau de variation de f.
3)a). Montrer que la droite (A)d’équation y = x + 3 est asymptote a (Cf) en —,
b). Etudier suivant les valeurs de x la position relative de (A) et (Cy).
4).Démontrer que (Cf) coupe I'axe des abscisses en deux points a et .
Justifier que —3,01 < @ < —3,00€t0,78 < 8 < 0,79.
5).Tracer la droite (A), la courbe (Cy).
Partie D :Calcul d’aire.

s 0 i .
a est un nombre réel négatif. Calculer fa xe?* dx alaide d'une intégration par parties.

Calculer en cm? l'aire A (a)de la partie du plan limitée par (Cf), (D) l'axe des ordonnées et la droite d’équation x = a.

1)
2)
3). Caleuler : lim, _, _. A(a).
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CORRECTION DES EXERCICES

Exercice 1
a. f(x)=e"+e?, f'(x)=e*+2e** et f"(x)=e*+4e*

Alors y ' +y —2y = e* +4e** + e* + 2e%* — 2(e* + e?*)=4e?*. Dou:y +y —2y = 4e**vVx € R
b. f=e*+x ; fP=—e*+1; fW=e* ; ffO=_¢gx

Donc: y' +y =—e*+e*=0 Dou: y"+y =0Vx€eR

¢ fW=; ; fP=-5 ; fW=5

oy 2y Az 2 _ 4 4 ol: v 4+2v = .

Donc: Yy+iy=g5-X3=5-5=0 D’ou: y+xy—0\7’xe]0,+°°[
' 2 1

d f=v2x ; [f)=;2==7%

. ' L_ Ity '
Donc: yy = Zxxm—l Dou: yy =1

e. fX)=xlnx—-x ; f(x)=Inx
Donc: xy —y = x(Ilnx) — (xlnx — x) = x Dol: xy —y=xVx€]0;+[
Exercice 2

Remarque: Les seules solutions de I’équation (E) sont les fonctionsf . de R vers R définies par :f,(x) = ke **[k € R]
a. (E):y —3y=0¢ety(0)=2

y(x) = ke3*; comme y(0) = 2 alors ke3*° =2 = k=2 Dou: y(x) = 2e3*
b. (E):3y+y=0ey +5y=0

1 SENS) : - Z@a-x)
y(x) = ke 3";commey(l) =e alorske 3" =e = k =e3 D'ou: y(x) = e3
c. (B):y+yln2=0ety(1)=1
y(x) = ke "%, comme y(1) =1 alorske™™? =1 = k=2 Dou: y(x) = 2e~*In2

d (B)y=yey —y=0ety(l)=-1
y(x) = ke*; comme y(1) = —1 alors kel = -1 = k= —e
Exercice 3
On sait que I'équation : y' + ay = 0 a pour solution sur R : f;,(x) = ke"**[k € R].
Ici, a = %caer'+f = 0 équivaut af’ +%f =0

-1 Dou: y(x) = —e*1

1
Donc: f(x) = ke 2"
3

Sa courbe représentative admet en son point d’abscisse —2 une tangente de coefficient directeur%signifie que: f (=2) = >

, 1 1, 1
Orf (x) = (ke 2") =—-ke Pl
f(=2)= ; = —%ke = ;alors 1k =-3e! Dou f(x) = _3ele 7" = —e (7Y
Exercice 4
a. (E) estune équation différentielle de laforme : y* + ay + by = 0.
Son équation caractéristiqueest: 72 + 2r + 1 =0
Le discriminant de cette équation caractéristique est: A= 0
On obtient une unique solution: ry = —1
Les solutions de (E) s’écrivent donc: f(x) = (A + Bx)e ™ [A € R; B € R]
Comme y(0) = —1 en remplagant dans I'expression de f(x), on obtient: 4 = —1
On sait de plus, que y'(0) = 0. Il convient donc de calculer la dérivée de f(x). Soit f'x) = (B — A — Bx)e™™*
Alors, y(0) =0 < B—A=0. Onendéduitque A = 1etB =1
La solution particuliére cherchée est: f(x) = (1 + x)e™
b. (E) est une équation différentielle de laforme : y* + w?y = 0 avecw = 4
Les solutions de (E) s’écrivent donc : f(x) = Acos(4x) + Bsin(4x)[A € R; B € R]
Comme y(0) = 0 en remplagant dans I'expression de f(x), on obtient: A = 0
On sait de plus, que y'(0) = —1. Il convient donc de calculer la dérivée de f(x). Soit f'x) = [Bsin(4x)]' = 4Bcos(4x)

, 1
Alors,y (0) = -1 < 4B =—-1. OnendéduitqueA=0 et B = ~a

La solution particuliére cherchée est : f(x) = — isin(4x)

c. (E) estune équation différentielle de la forme : y' — w?y = 0 avec w = In2
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Les solutions de (E) s’écrivent donc : f(x) = Ae*'"? + Be *'"2[A € R; B € R]
Comme y(0) = 1 en remplagant dans I'expression de f(x), on obtient : 24 + %B =1
On sait de plus, que y(2) = —1. en remplagant dans I'expression de f(x), on obtient : 44 + iB =-1
On en déduit que A = — > etB = 4
La solution particuliére cherchée est : f(x) = — % eX'n2  g4e~*In2
d. (E) est une équation différentielle de laforme : y* + ay + by = 0.
Son équation caractéristique est : 7> + 2r —3 =0
Le discriminant de cette équation caractéristique est : A= 16
On obtient les solutionsr; =1 et r, = -3
Les solutions de (E) s’écrivent donc : f(x) = Ae* + Be 3*[A € R; B € R]
Comme y(0) = 3 en remplagant dans I'expression de f(x), on obtient: 4 + B = 3
On sait de plus, que y'(0) = —1. Il convient donc de calculer la dérivée de f(x). Soit f'x) = (Ae* — 3Be 3* = —1
Alors, y'(0) = 0 & A — 3B = —1. Onendéduitque A = 2etB = 1
La solution particuliére cherchée est : f(x) = 2e* + e 3*
e. (E) estune équation différentielle de laforme : y* + ay + by = 0.
Son équation caractéristiqueest: r2 +r+1 =0

Le discriminant de cette équation caractéristique est : A= —3 = (V' ?,i)2

. . 1 V3, 1, V3,
On obtient les solutions r; = —ympiet rp=—o+—i

1
Les solutions de (E) s’écrivent donc : f(x) = [Acox (%x) + Bsin (? x)] e 7*[A€eR;B € R]
Comme y(0) = —1 en remplagant dans I'expression de f(x), on obtient: 4 = —1
. . . L, g V3B-A V3
On sait de plus, que y'(0) = V3. Il convient donc de calculer la dérivée de f(x). Soit f'x) = [( 5 ) cox (7 x) +
(—34-B2)sinv32xe—12x

= /3. Onen déduit que A = —1etB = @

Alors, y'(0) = V3 = ‘m;_A

1

La solution particuliére cherchée est : f(x) = [—cox (? x) + (%) sin (? x)] e "
Exercice 5

1) Lafonction g: x — (x + 1)e~%*est solution sur R de (E) si seulementsi g’ + 2g = e %*
gx)=(x+1e ™ et grx)=e?*-2(x+1)e
g+2g=e-2(x+1e*+2(x+1)e = 2*
D'ou: g + 2g = e 2*. Alors la fonction g: x — (x + 1)e**est solution sur R de (E)

2) (f + g) solution de (E) signifie: (f + g) +2(f + g) = e 2*
Alors:(f'+2f) + (g’ +2g) = e 2* comme g +2g = e 2*; onobtient: f +2f =0
Donc : la fonction f est solution de I’équation différentielle :y' + 2y = 0.
D'ou : ( f + g)est solution de (E) si set seulement si la fonction f est solution de I'équation différentielle :y + 2y = 0.

3) Soit (EN:y +2y = 0.
On sait que I'équation : y' + ay = 0 a pour solution sur R : f,,(x) = ke %[k € R].
Ici:a=2 alors f(x) = ke **
D'aprés 2) ( f + g)est solution de (E). alors les solutions de (E)sont les fonctions du type : x — (x + k + 1)e™2*
Exercice 6

1) (E) est une équation différentielle de laforme : y' + ay + by = 0.
Son équation caractéristique est: v — r + i =0
Le discriminant de cette équation caractéristique est : A= 0
On obtient une unique solution : r, = %
Les solutions de (E) s’écrivent donc: f(x) = (A4 + Bx)e%x[A € R; B € R]

2) Lareprésentation graphique (C)passe par le point M (0; 4) signifie : £(0) = 4

En remplacant dans I'expression de f(x), on obtient: A = 4
La tangente a la courbe(C) au point d’abscisse 2 a pour coefficient directeur 0 signifie : f (2) = 0
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1
Il convient donc de calculer la dérivée de f(x). Soit f'x) = (B + %A + %Bx)eix
Alors, y'(0) = 0 < 2B + %A = 0. On en déduit que A = 4etB = —1

La solution particuliére cherchée est : f(x) = (4 — x)e%x
Exercice 7
1) g estsolution de (E) si et seulement si g”(x) — 4g(x) = 4(x — 1) — 2=4x? — 8x + 2
gx)=ax*+bx+c; gkx)=2ax+b et g (x)=2a
g (x) —4g(x) = a—4(ax® + bx + ¢) = —4ax* — 4bx + a — 4c
Alors: = —4ax®* —4bx+a—c=x*—-8x+2
—4a =4 a=-1
Par identification :{ —4b =-8 & { b=2
2a—4c=2 c=-1
Alors g(x) = —x* +2x—1
2) (E) est une équation différentielle de la forme : y — w?y = 0 avec w = 2
Les solutions de (E) s’écrivent donc : f(x) = Ae** + Be >*[A € R; B € R]
3- a) f est solution de (E) si et seulement si f”(x) — 4f(x) = 4(x — 1) — 2 0))
Or g est solution de (E) alors : g”’(x) — 4g(x) = 4(x —1)? — 2 (In
Si on retranche(I1) a (I), on obtient : f* (x) — g" (x) — 4(f(x) — g(x)) = 0 ce qui s’écrit :
(f —9) (x) —4(f — g)(x) = 0.Donc (f — g) est solution de (E")
Réciproquement, si f — g est solution de (E") :(f — g)" (x) — 4(f — g)(x) = 0.
Or g”(x) —4g(x) = 4(x — 1)®2 — 2 Par addition, on en déduit que : f est solution de (E)
On peut conclure que f est solution de (E) si et seulement si la fonction f — g est solution de (E")
Onadonc (f —g)(x) = Ae?** + Be ?* . Alors f(x) — g(x) = Ae** + Be™**
f(x) = g(x) + Ae** + Be™* = Ae** + Be™** —x?> + 2x — 1
fO=0=A4A+B-1=0
On sait de plus, que £'(0) = 0. Il convient donc de calculer la dérivée de f(x). Soit f'x) = 24e** — 2Be™?* — 2x + 2
Alors, f(0) =0 < 24— 2B + 2 = 0. Onen déduit que A = 0etB = 1
Dol f (x) = e 2* — (x — 1)?
Exercice 8

1)  (E) est une équation différentielle de la forme : y' + ay = 0 avec a = %

Les solutions de (E) s’écrivent donc : f(x) = ke'%"[k € R]
2) f(—1) = esignifie: ke% = e Alors, k = e%
La seule solution est : f(x) = e%e_%x = e%(l_")
3) g estsolution de (E) si et seulement si g’(x) + %g(x) =x
gx)=ax+b; gx) =a
g'(x) + %g(x) =a +%(ax + b)
la=1

2 ouencorea=2 et b=—4

Alors : 1ax +a+ lb = x Par identification :
2 2 a+ E b=0

On en conclut que g(x) = 2x — 4
4- a) f estsolution de (E') si et seulement si f’(x) + % fx)=x (D
Or g est solution de (E") alors : g’(x) + %g(x) =x (I
Si on retranche(I1) a (I), on obtient : f (x) — g (x) + % (f(x) — g(x)) = 0 ce qui s’écrit :
(f — 9)' () +3 (f — g)(x) = 0.Donc (f — g) est solution de (E)
Réciproquement, si f — g est solution de (E) :(f — g) (%) +%(f -g9)x) =0
Org’(x) + %g(x) = x Par addition, on en déduit que : f est solution de (E")
On peut conclure que f est solution de (E’) si et seulement si la fonction f — g est solution de (E)
Onadonc (f —g)(x) = ke_%x . Alors f(x) —g(x) = ke_%"
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1 1
f(x) =gkx) + ke 2" = ke 2 +2x — 4
5- b)(€), courbe représentative de x — f(x), passe par I'origine O équivauta f(0) = 0
soitk—4 =0
1
D’ou f(x)=4e 2" +2x—4
Exercice 9

1) (1) est une équation différentielle de laforme : y' + ay + by = 0.
Son équation caractéristique est : 2 — 3r + ; =0
3+i 3-i

A=—1=i;ry=2 et ry,=="
1= 2=

Les solutions de (1) s’écrivent donc : f(x) = [Acos( ) + Bsin(z x)] ezx[A € R; B € R]
2.a) h est solution de (2)si et seulementsi: h” — 3h’ + Eh = e%*

2 3 , 6 3 " 18 3
h(x)=—e o h(x)=—e * 5 h (x)=?e x

18 18 5. 2
Alors h” —3h’+ - Sho=18g3x _ . Bedx 42 §e3x .

h est effectlvement solutlon de (2)
1- b) f est solution de (2)signifie: f” — 3f’ + gf = e3*; h est solution de (2)signifie: h” — 3h’ + gh =e3*
S f"=3f'+2f=h"-30'+2halors: (f—h) —3(f—h) +>(f—h) =0
D’ou: f est solution de (2) si et si seulement si la fonction f — hest solution de (1)
3
Onaalors (f —h)(x) = [Acos Gx) + Bsin(%x)] ez*
3 3
fx)—gx) = [Acos (%x) + Bsin(%x)] e?*; f(x)=gkx) + [Acos Gx) + Bsin(%x)] ez*
3
Dou: f(x) = [Acos (l ) + Bsin(lx)] ez + Ee3"
(C) passe par le point A ( ) fl0O)== 4 +— = galors tA=0
Le coefficient directeur de la tangente en A(xo, f(xo) est f (x0)

, , , 3
Donc f (0) =§ ; caleulons f (x): f (x) = E cos Gx) +%sin(%x)] ez" +§e3x

fO=t=2if=2 sitB=:
f(x) = —e2 sm(; )+§e3x
CORRECTION DES PROBLEMES
PROBLEME |
- g =In(fO =9 = % orf' () =—— f(t)[3 —In(f(®)]etf(t) > 0 sur[0; +oo[
f® 1., _ 3
ST~ Tzl T mU®l=g®= o3 g®] = g (O = 5590~
2 W7 =—-z2->
20 20

I'équation différentielle (H) est de laformez = az + b
la solution générale de I'équation différentielle est de la forme z't) = Ce® + b ol C est une constante réelle

quelconque.
3

t
z(t) = Ce20 ———=3+ Ce20 =3+ Cexp (20)
20
3-  Ord'aprés 1. ( partie A) y solution de (E) équivaut a z = Iny solution de (H) équivauta y = e*

f(t) =exp [3 + Cexp <2—t0)]
4- Ona: f(0) = 1 (en I'an 2000 I'éffectif initial est de 1000 )
F(0) =exp[3+Cexp<%)] =l expB+C)=1<3+C=0alorsC=-3
La condition initiale conduit donc & considérer la fonction f définie par : f(t) = exp [3 — 3exp (%)]
a.f(t) =exp [3 — 3exp (i)] posons : X = 3 — 3exp (%)
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lim,_, ., io = 400 = lim,_, ., [3 — 3exp (ﬁ)] =—oo etlimy,_,eX=0

2
lim f(t) =0

t—+co

b.f(t) = exp[u(t)] avec u(t) = 3 — 3exp (%) u(t) = —% exp (%)

f@® =u@®explu®)] = —23—0 exp <%> exp [3 — 3exp <2—t0)] <0

@ilslfpitst strictement décroissante sur [0; +oo[

c.f(t) < 0,02 < exp [3 — 3exp (ﬁ)] < 0,02 Alors 3 —3exp (ﬁ) < In(0,02)
sexp () < 1n(0,02) — 3 o exp () > OUOD I L [In0.02) 3
“PAzo) =T “P\20 3 20" 3

t > 20ln

in(0,02) -3
[(—)] ~ 16,7

il suffit pour répondre a cette question de résoudre I'inéquation f(t) < 0,02 d'aprés ce qui précéde il faudra 17 année

pour que f{t) < 0,02.
En 2017 la taille de I'échantillon sera inférieure a 20 individus.
Partie B
Un arbre pondéré permet de résumer I'énoncé :
[« JR=1=] T
a5 L o.01
/ =
o, 00l T
Q.5 -
. =999
I

1. P(M) = 0,5 ( 50 % des animaux testé sont malades )

Pw(T) = 0,99 (99 % des animaux qui sont malades sont testé positif )

Py (T)=0,001( 0,1 % des animaux qui ne sont pas malades sont testé positif )
2.

P(M NT) = Pu(T) =P(M)=10,99 0,5=0,495

P(M nT) = Py(T) x P(M)=0,001 *0,5=0,0005

P(T) = P(M NT) + P(M NT) = 0,4955

_ P(MnT) _ 0495
3. Pp(M) = =000 = U~ 0,99899 < 0,999

donc le test n'est pas fiable.
Probléeme Il
PARTIE A
1)  h solution de (E) signifie que :h' — 2h = 2(e?* — 1)
h(x) =2xe** +1 ; h'(x) = 2e** + 4xe?*
Alors h' —2h = 2e%* + 4xe?* — 2(2xe?* + 1) = 2e?* + 4xe?* — 4xe?* —2 =2e** -2 =2(e** - 1)
h' —2h = 2(e?* —1): hestsolution de (E)
2.a) f est solution de (E) si et seulement si f(x) — 2f(x) = 2(e** — 1) n
Or h est solution de (E") alors : h’(x) — 2h(x) = 2(e?* — 1) (an
Si on retranche(I1) a (I), on obtient : f (x) — k' (x) — 2(f (x) — h(x)) = 0 ce qui s’écrit :
Réciproquement, si f — h est solution de (F) :(f — h) (x) —2(f — h)(x) = 0
Or h’(x) — 2h(x) = 2(e** — 1) Par addition, on en déduit que : f est solution de (E)
On peut conclure que f est solution de (E) si et seulement si la fonction ¢ = f — h est solution de (F)
b)(F) estsous laforme: y +ay =0 aveca = —2 alors y(x) = ke? [k € R]
Onadonc (f —h)(x) = ke** . Alors f(x) — h(x) = ke**
f(x) = h(x) + ke** = ke** + 2(e** — 1)
¢) f — hestsolutionde (F); Onadonc (f —h)(x) = ke** . Alors f(x) — h(x) = ke**
f(x) = h(x) + ke** = ke** + 2xe** + 1
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df0)=0=k+1=0 ; k=-1

f(x)=(2x-1)e* +1
PARTIE B
Pour les calculs de limites on posera a chaque fois X = 2x ; lorsque x — —o; X +— +oo et lorsque x +— —o0; X +— 40
1.a)lim,,_,_,, f(x) = lim,_,_,[(2x — 1)e** + 1] = lim,,_,_,(2xe?* — e?* + 1) = lim,,_,_,(XeX —e*+1) =1
lim, ., f(x) = 1; alors la droite (A) d’équation y = 1 est asymptote horizontale & (C;) en —co
lim,, (X — 1) = +o

lim,, ., eX = +o
2
XxeX

b)lim,, ., f(x) =lim,,, ,[(2x — 1)e** + 1] = lim,,_,,[(X — 1)e*X + 1] = 4 car{

e2x

olim,, [@] =lim,_ [Zez" -—+ ﬂ=lim o too (ZeX - % + %) =lim, _,,, e¥ (2 - ; + ) =400

X
lim,, o [@] = +oo ; Alors (Cf) admet une branche parabolique se direction (0J) en +

2) VxeR;f(x)=[2x—1)e? +1] = 2% +2(2x — 1)e?* = 4xe®* Do Vx € R; f (x) = 4xe?*
vx € R;4e%* > 0 Alors le signe de f (x) est celui de x
vx € ]—o0; 0, f (x) < 0 alors f est strictement décroissante.
vx € ]0; +oo[, f (x) > 0 alors f est strictement croissante.
Tableau de variation de f

X
@ - 0 m

@)  » ) /

3) Vx € R; f admet un minimum relatif en 0 égal 2 0. Alors Vx e R f(x) > 0
4) courbereprésentative

PARTIE C
1-fO)20=21-[2x—1)e*+1]20= —-2x—1e* >0 2x—1<0alorsx <

$= |-
= |—00:—
R '2

2 .a) I est I'aire en cm? de la partie du plan délimité par la courbe (Cf) ; la droite (A) et les droites d’équations x = 0 et x = %

N | =

1 1 1
=4 f,/2[1 - f(x)]dx = 4 [,/2[1 - (2x — 1)e?* — 1]dx = —4 [,/2[(2x - 1)e?*]dx
A laide d’une intégration parpartie: U(x) =2x—1=U(x) =2 ; V@) =e* =Vkx) = %ez"
1
2

1 1
Donc I = —4 (E (2x - De?|z— 2 erdx) = —4[(x - D]z =2e — 4

c) A= 4f01/2[1 —f(x)]dx = (2e — 4)cm?
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CHAPITRE X : PROBABILITES

Introduction

La théorie des probabilités est née des problémes de jeux. En tous pays et de tout temps, les jeux de hasard ont toujours
existé, et ont exercé une sorte de fascination sur les populations. On trouve trace de jeu ressemblant a notre « pile ou face »
dans toutes les sociétés. A chaque jet de piéce, on ne peu prévoir si l'issue sera pile ou face, et le fait que le résultat ait été
dix fois de suite pile ne permet en rien de prévoir le résultat d'un onziéme lancer. Et pourtant en moyenne si I'on joue
longtemps, on obtient & peu prés autant de pile que de face.

C’est au XVlle siécle que Pascal (1623-1665), avec la « géométrie du hasard », fournit les premiers fondements de la
théorie des probabilités. Ses échanges de correspondances avec Fermat (1601-1665) fournissent la solution des problémes
de jeux.

Mais il faut citer avant eux Cardan (1501-1576) et aprés eux Huygens (1629-1695) qui ont apporté une contribution
conséquente a cette branche des mathématiques.

A 'heure actuelle les probabilités ont acquis une importance considérable et sont présentes dans de nombreuses branches
comme la physique des particules, les statistiques ou les assurances pour n’en citer que quelques unes.

« Ce que nous appelons le hasard n’est et ne peut étre que la cause ignorée d’un effet connu ».VOLTAIRE

FICHE DE COURS

I) DENOMBREMENT
Résoudre un probléme de dénombrement, c’est calculer le nombre d'éléments d’'un ensemble fini.
I-1) Cardinaux d’ensembles finis

a) Définition
Soit E un ensemble fini. On appelle cardinal de E et on note card (E) le nombre d'éléments de E
Exemple: E = {a; b; c;1;2; @; a; B; &; V}

card(E) =10
b) Réunion-Intersection
Soient A et B deux ensembles. On appelle réunion de A et B et on note "A U B"eton lit "A union B", 'ensemble des éléments
appartenanta A ou a B
Exemple: A ={1;3; a; §; 3} ;B ={3;2;1;A} alorsAUB ={1;2;3;a; 6; A; 3}
On appelle intersection de A et B etonnote "A N B"eton lit "A interB", 'ensemble des éléments appartenanta A et a B
Exemple: A = {1;3; a; §; 3};B = {3;2;1;A} alorsAnB ={1; 3}
Propriété
Soient A et B deux ensembles finis : card(A U B) = card(A) + card(B) — card(A n B)
c) Produit cartésien
Définition
Soient A et B deux ensembles. On appelle produit cartésien de A par B eton note "A x B"eton lit "A croix B". C'est 'ensemble des
couples (x;y) telsquex € Aety € B
Propriété
Soient A et B deux ensembles : card(A X B) = card(A) X card(B)
Pour tout E a n éléments : card(EP) = [card(E)]P = n?
I-2) P-uplet, arrangement, permutation
I-2-1) P-uplet d’'un ensemble
Définition
Soit E un ensemble a n éléments et p un entier naturel non nul.
On appelle p-uplet de E tout élément de 'ensemble EP.
Propriété
Le nombre de p-uplets d’'un ensemble & n éléments est : n”.
I-2-2) Arrangement de p éléments d’'un ensembile fini.
Définition
Soit E un ensemble & n éléments et p un entier naturel non nul tel que p < n.
On appelle arrangement de p éléments de E tous p-uplets d'éléments de E deux a deux distincts.
Propriété
Le nombre d’arrangements de p éléments d’'un ensemble E & n éléments noté A est tel que
A =nn-1)n-2)n-3)....(n—p+1).
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1-2-3) Permutation
Définition
Soit n un entier naturel, non nul. E un ensemble fini de cardinal n. On appelle permutation de E tout arrangement de n éléments de E.
Notation
Soit n un entier naturel :
n=nn-1n-2).....3x2x1,
Par convention 0! = 1et1! = 1.
Propriété
Le nombre de permutation d'un ensemble a n éléments est n!
Propriété
Soit n et p deux entiers naturels non nuls tels que n = p.

n!
Ab = T Ad =1,
I-3) COMBINAISON
Définition
Soit E un ensemble a n éléments et p un entier naturel non nul tel n = p. on appelle combinaison de p éléments de E tout sous
ensemble de E ayant p éléments.
Propriété

A

Le nombre de combinaison de p éléments d'un ensemble a n éléments, est tel que : C! = o

I-4) Expression de C” et A” a l'aide de factorielle.
Soit n et p deux entiers naturels non nuls tels que n = p . alorson a :

p__ " ip
An = n-p)t " T pl—p)!

Propriété

Soit n et p deux entiers naturels tels que n > p alorsona: C? = C, 7.

I-5) SITUATIONS CLASSSIQUES

Le nombre de :

tiragessimultanés de p éléments parmi n éléments (p < n)est C*.

Tirages successifs avec remise de p éléments dans un ensemble de cardinal n est :n?
Tirages successifs sans remise de p éléments dans un ensemble de cardinal n est :A?

n!

1) PROBABILITE

1I-1) calcul de probabilités

1I-1-1) Vocabulaire

En général Q est I'univers associé a une expérience aléatoire. On appelle événement toute partie (sous ensemble) de Q. On appelle
événement élémentaire tout singleton de Q

Une expérience est dite aléatoire lorsque les résultats liés & cette expérience ne reléve pas d’une quelconque prévision (ou ne sont pas
connus d’avance).

Exemple :

On lance un dé truqué (non pipé) a 6faces numérotées de 1a 6. Lorsque celui-ci s'arréte on note le chiffre obtenu sur sa face supérieure
& obtenir un nombre pair > est 'événement {2; 4; 6}

& obtenir un multiple de 4 > est le singleton {4}

L'univers Q = {1;2; 3;4;5; 6}

L'ensemble @ est un événement appelé évenement impossible

Q est un événement appelé événement certain.

II-1-2) Evénement contraire

SoitQ 'ensemble des éventualités d'une expérience € et A un événement de Q. Alors Aest appelé événement contraire de 'événement
A

Exemple

Dans 'exemple précédent, A= {2;4;6}etA={1;3;5}

1I-1-3) Réunion et intersection de deux événements

Soit A et B deux événements de Q.

A et B est I'évenement4 N B.A ou B est- 'événement A U B.

II-1-4) Evénement incompatibles

Soit (1 'ensemble des éventualités d’'une expérience. A et B deux événements de (. A et B sont dits incompatibles siA N B = @.
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1-2) Probabilité d’un événement

1l-2-1) Probabilité d’'un évenement

Soit  'ensemble des éventualités d’'une expérience €, P(Q ) 'ensemble des événements liés a I'expérience E.
Définition

On appelle probabilité définie sur 'ensemble P (Q ) toute application P de P (€2 ) dans l'intervalle[0; 1]telle que :
P(Q)=1.

P(@®)=0.

SiANB = @.alors P(AU B) =P(A) + P(B)

Propriétés

SoitAetBtel A  Qet B c Q et P une probabilité définie sur P(Q ), alorson a:

Si A c Balors P(A) < P(B).

P(AUB)=P(A) + P(B) — P(ANB)

siANB = @alors P(AU B) =P(A) + P(B).

1I-2-2) Equiprobabilité

On laisse un dé parfait a 6 faces numéroté de 1a 6.

Le dé étant parfait, chaque événement élémentaire a la méme chance de se produire. On dit que les évenements élémentaires sont

équiprobables. Dans cette hypothése, la probabilité d’obtenir un nombre pair est %

Remarquons que 3 est le nombre de chiffres pairs et 6 le nombre total de possibilités.
SiQ = (Wy; Wy} W3} ewe v o ; wy,) est un univers fini de n éventualités. Il y a équiprobabilité si :
P{w;} = P{w,} = P{wg} = --- ........= P{w, }

Dans ces conditions la probabilité d’un évenement A composé de k éventualités est :

k cas favorables

PA) ==

n cas possibles
Définition
On dit qu'il y a équiprobabilité lorsque toutes les éventualités d’une expérience donnée ont toutes la méme probabilité.
Propriété
Soit P une probabilité définie sur un univers €. Dans I'hypothése d’équiprobabilité ona:v A < Q, P(A) =

Remarques
card (L) représente le nombre de cas possibles et card (A)le nombre de cas favorables a A. Ainsiona;
P(A) _ nombre de cas favorab‘les aA-
nombres de cas possibles
1Il-3) Probabilités conditionnelles
1l-3-1) Probabilités conditionnelles
Définition
Soit Q 'ensemble des éventualités d’une expérience conduisant & un nombre fini d’éventualités et P une probabilité définie
sur:P(Q );Bun événement de probabilité non nulle. L'application Pz: P(Q) — [0,1]

card (A)
card (Q)

P(ANB)
H —
P(B)
est une probabilité sur P () . On I'appelle probabilité conditionnelle de A sachant que B est réalisé et on note
P(ANB)
= A = ———
P = P(*/p) = —ppy

Conséquences
_P(BNOB) _ p(B) _
Py(B) = P(B) p(B)

VAc QtelqueBc Aona: Pz(A) =

P(ANB) _ p(B) _

P(B) ~ p(B)
VC cQtelqueC c Bona: Pz(C) =P$2)C)=%

P(ANB) = P(A) x P4(B).
P(AN B) = P(B) x Pz(4).
Propriétés :
P(B/A) =1—P(B/A)
P(B, U B,/A) = P(B,/A) + P(B,/A) — P(B, N B,/A)
Formule des probabilités totales
Soit (A;)1<i<n Un systéme complet d'événements de probabilités non nulles. Pour tout événement B,ona: P(B) = P(A; N B) +
P(A,NB)+--+P(4,NB) = P(A,) x P(B/A;) + P(A,) x P(B/A,) + --- P(A,)) X P(B/A,)
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II-2-3) Evénements indépendants

Définition

On dit que deux événements A et B d’un univers Q sont indépendants en probabilité lorsque la probabilité de I'un n'est pas modifié par la
réalisation de l'autre.

P,(B) = P(B)
A et B indépendants < Pz (4) = P(A)
P(AnB) = P(A) X P(B)
Il-4) VARIABLES ALEATOIRES
1I-4-1)Définition

Soit P une probabilité définie sur un univers Q fini. On appelle variable aléatoire réelle Xsur l'univers Q toute application de £ dans R.
Notation et vocabulaire
L’ensemble des valeurs prises par X est noté X (Q) et est appelé univers-images de Q par X
Supposons que X (Q) = {xy; x3; x3;.....; x,};'événement « X prend la valeur x; > est noté (X = x;)
Exemple
Deux joueurs A et B jouent a pile ou face avec deux piéces. A lance les deux pieces
S'il obtient (face, face) il donne 200 F a B. S'il obtient (face ; pile) ou (pile ;face) B lui donne 100 F, s'il obtient (pile ; pile) match nul.
Construire 'application X: Q@ — R représentant ce jeu.
Solution
L'univers de cette expérience est Q = {(P, P); (P, F); (F, P); (F, F)}
X:Q—R
(P,P) — 0
(P,F) — 100
(F,P) — 100
(F,F) — —200

X ainsi définie est appelée variable aléatoire.

1l-4-2) LOI DE PROBABILITE OU DISTRIBUTION D’'UNE VARIABLE ALEATOIRE

Définition

Soit P une probabilité définie sur un univers fini Q. La loi de probabilité d’'une variable aléatoire X sur Q est I'application qui, a toute valeur
x; de X associe la probabilité¢ P(X = x;)

Remarque : La loi de probabilité d’une variable aléatoire se présente sous forme de tableau

X; X1 X2 X3 | e Xn
P[X=xi] Pl PZ P3 ................. Pn
n

i=1

1l-4-3) Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire définie sur un univers  muni d’une probabilité P. La fonction de répartition de X est I'application F de R
vers [0; 1] définie par F(X) = P(X < x)

Exercice 14 de la fiche

1l-4-3) EXPERANCE MATHEMATIQUE

Définition

Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs xy, x5,....... X,, avec les probabilités Py, P,, ... B,.

On appelle expérannce mathématique de X le nombre réel noté E (X)tel que :
n n

E(X) =x1XP1+x2 XPZ +x3P3+---+anPn=inxPi =in><P[X=xi]
i=1 i=1
1-4-4) VARIANCE , ECART- TYPE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE
Définitions
Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs xy, x5,....... X,, avec les probabilités Py, P,, ... B,.

On appelle variance le réel positif noté v (X)tel que : V(X) = ¥, P[X = x;] (x; — E(X))2
2 2

OuV(X) = 3%, (x)? P[X = x;] — (E(X))" = E(X?) — (E(X))

On appelle écart-type de la variable aléatoire X le nombre réel noté 8 (X)tel que 8(X) = /V(X)

1I-5) SCHEMA DE BERNOULLI- LOI BINOMIALE
Définition 1
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On appelle épreuve de Bernoulli, toute épreuve aléatoire ne conduisant qu'a deux éventualités (équiprobable ou non) appelés succés noté
S etéchecnoté E.

Définition 2

On appelle schéma de Bernoulli une suite de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendants.oit X

Le nombre n des épreuves de Bernoulli et la probabilité p sont appelés les paramétres du schéma de Bernoulli.

La probabilité d’obtenir k succés au cours de n épreuves est : Ck(p)* x (1 — p)»*

Soit £schéma de Bernoulli suite de n épreuves , p la probabilité du succés et g I'échec.

Soit X la variable aléatoire qui a chaque éventualité de £ associe le nombre k de succés (0 < k < n).

La loi de probabilité de X est définie par P(X = k) = Ck(p)* x ()" cette loi de probabilité est appelé loi binomiale de
paramétresn et p

L'espérance mathématique de X est: E(X) =) np

La variance de X est: V(X) = np(1 — p) = npq

Exemple

On lance dix fois de suite un dé non pipé numéroté de 1 & 6. Soit X la variable aléatoire dont la valeur est le nombre de fois que le n° 3
apparait. Calculer 'espérance mathématique de X et la variance de X.

Solution

La probabilité d'obtenir le n® 3 au bout d’'un lancer est p = %

Alors I'espérance mathématique est E(X) = np = 10 X é = galors EX) = g
10 5 25

. 1 1
La variance est V(X) = np(1 —p) = 10 X g(l _g) =oXo=0
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EXERCICES RESOLUS

Exercice 1

On dispose de cinq gateaux. Chacune des trois personnes en choisit un pour le manger. Combien y a-t-il de choix possibles ?
Exercice2

Sur des planchettes de bois mobiles, on &crit les lettres du mot « voyage ». A l'aide de ces planchettes combien peut-on écrire de mots de
quatre lettres ayant un sens ou non?

Méme question pour le mot catalogue.

Exercice 3

Un livreur a dix courses a faire. De combien de maniéres différentes peut il organiser son travail, s'il veut réaliser les courses dans un
ordre quelconque?

Exercice 4

De combien de manieres différentes cing personnes peuvent-elles se ranger sur un rang ?

Si une des cinq personnes doit occuper le centre, combien y a-t-il de maniéres différentes de les ranger ?

Exercice 5

Un groupe folklorique comprend huit hommes et huit femmes. De combien de fagons différentes peut on constituer 8 couples?
Exercice 6

Une association comportant 20 membres dont 12 hommes et 8 femmes, désire former un comité de 5 personnes dans lequel doivent se
trouver au moins deux hommes, et 2 femmes. Trouver de combien de fagons on peut former ce comité si :

a- Chaque membre de I'association accepte de faire partie du comité

b- Deux hommes refusent d’en faire partie

Exercice 7

Une urne contient 12 boules : 5 rouges, 4 blanches, 3 noires. En supposant I'équiprobabilité du tirage d’une boule quelconque, on
demande la probabilité, pour qu’en tirant simultanément quatre boules de I'urne, on obtienne

1) 4 boules rouges

2) Aucune boule rouge

3) Au moins une boule rouge

4) Une boule rouge, une blanche et deux noires.

Exercice 8

Les résultats de cet exercice seront donnés sous forme décimale arrondie au centiéme.

Un camp d’adolescents propose des stages d’activités nautiques pour débutants avec au choix :

Planche a voile, plongée et ski nautique.

Lors d'un stage donng, ce camp accueille vingt jeunes dont sept seront initiés a la planche & voile, huit a la plongée et cing au ski
nautique.

Chaque stagiaire ne pratique qu’une seule des trois activités.

. On forme un groupe de 3 stagiaires choisis au hasard parmi les vingt.

a. Combien de groupes est-il possible de former ?

b. Déterminez la probabilité de chacun des événements suivants :

A': « Les trois stagiaires pratiquent des activités différentes ».

B : « Les trois stagiaires pratiquent la méme activité ».

C : « Aumoins I'un des trois stagiaires pratique le ski nautique ».

1. Parmi les trois stagiaires un seul se prénomme Christian.

Chaque jour onchoisit un groupe de trois stagiaires chargés du service au repas de midi.

a. Montrez que la probabilité que Christian soit choisi un jour donné pour le service de midi est égale a 0,15.

b. La durée du stage est de cinq jours. Quelle est la probabilité de ne jamais choisir Christian pour le service de midi pendant le séjour ?
c. Quelle est la probabilité de le choisir exactement une fois ?

d. Montrez que la probabilité de choisir au moins deux fois Christian est inférieure a 0,2.

Exercice 9

Une urne U contient une boule portant le numéro 1 et deux boules portant le numéro 2. Une urne V contient une boule portant le numéro 4
et n boules portant le numéro 3. On tire au hasard une boule de U, une boule de V et on désigne par X la variable aléatoire qui, a chaque
tirage associe la somme des numéros obtenus par les deux boules.

1- Déterminer en fonction de n la loi de probabilité de X.

2-  Calculer en fonction de n 'espérance mathématique E (X) de X.
3- Déterminer n pour que : E(X) = 3—2

4-  Déterminer la plus petite valeur de n pour laquelle E(X) < 4,8
Exercice10
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On dispose de deux urnes U; et U, contenant des boules indiscernables au toucher. U; Contient n boules blanches et 3 boules noires (n
est un entier supérieur ou égal a 1). U, contient 2 boules blanches et 1boule noire. On tire au hasard une boule de U, et on la remet dans
U, puis on tire au hasard une boule de U, et on la remet dans U; ; 'ensemble de ces opérations constitue un épreuve.

1- On considére I'événement A : « aprés I'épreuve, les deux urnes se retrouvent chacune dans leur configuration de départ »

a- Démontrer que la probabilité P(A) de I'événement A peut s'écrire ; P(A) = %(%
b-  Déterminer la limite de P(A) lorsque n tend vers l'infini.

2- On considere I'événement B : « aprés I'épreuve, I'urne U, contient une seule boule blanche » Vérifier que la probabilité P(B)
3

2(n+3)

3-  Unjoueur mise 20 francs et effectue une épreuve. A l'issue de cette épreuve , on compte les boules blanches contenues dans

U,.

- Si U, contient 1 seule boule blanche, le joueur regoit 2n francs ;

- Si U, contient 2 boules blanches, le joueur regoit n francs ;

- Si U, contient 3 boules blanches, le joueur ne regoit rien.

a- Explique pourquoi le joueur n'a aucun intérét a jouer tant que n ne dépasse pas 10.
Dans la suite, on considére n > 10 et on introduit la variable aléatoire X qui prend pour valeur les gains algébriques du joueur

b-  Déterminer la loi de probabilité de X

c- Calculer I'espérance mathématique de X
On dit que le jeu est favorable au joueur si et seulement si I'espérance mathématique est strictement positive. Démontrer qu'il en est ainsi
dés que l'urne U; contient au moins 25 boules blanches.
Exercice 11
1) On considére une roue de loterie divisée en six secteurs égaux :
Un secteur est rouge, trois sont blancs et deux sont bleus.
Un joueur fait tourner cette roue et regarde la couleur obtenue. Si elle est rouge, il gagne ; si elle est blanche il perd ; si elle est bleue il
doit refaire tourner la roue. Si a I'issue de cette deuxiéme épreuve, la couleur obtenue est rouge, le joueur gagne ; si elle est blanche ou
bleue il perd.
Calculer les probabilités suivantes :

i. Probabilité P1 de gagner dés la premiére épreuve.
ii. Probabilité P2 de gagner a l'issue de la deuxieme épreuve.
iii. ~Probabilité P’ de gagner la partie.

2) La roue posséde maintenant x secteurs égaux (x est un nombre entier supérieur ou égal a quatre) ; un secteur est rouge ; trois sont
blancs et les autres sont bleus. Le principe du jeu reste le méme que précédemment si le joueur gagne a la premiere épreuve il recoit 4
F; s'il perd a cette premiére épreuve il verse 2 F, s'il obtient un secteur rouge a la seconde épreuve il regoit 6 F ; s'il obtient un secteur
blanc il verse 1 F et s'il obtient un secteur bleu, il ne recoit ni ne verse rien.
On appelle X la variable aléatoire réelle, égale a +A si le joueur a gagné A F, a —B si le joueur a perdu B F.
a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b) Déterminer en fonction de x, la loi de probabilité de X.

C) Veérifier que I'espérance mathématique de X est E(X) = x;zl 2

peut s’écrire ; P(B) =

d) Quel doit étre le nombre total de secteurs pour que le jeu soit équitable ?

€) Quel doit étre le nombre total de secteurs pour que E(X) soit maximale ?

Exercice 12

Deux chasseurs A et B apergoivent ensemble un liévre et tirent simultanément

1) Sachant que A atteint et tue d’habitude 5 lievres sur 6 et B, 4 sur 5 ; quelle est la probabilité pour que le liévre soit tué ?

2) Enfait B a tiré.

a) Quelle est la probabilité pour que A tue le lievre sachant que si B tire et manque les chances de A d’atteindre le liévre se trouve
diminuée de moitié ?

b) Dans ces conditions B a tiré le premier puis A, quelle est la probabilité pour le lievre d’en échapper

Exercice 13

A une émission radio diffusée dénommeée « je vote mon artiste préféré » ; I'animateur demande aux auditeurs de classer deux chanteurs
parmi 6 chanteurs internationaux et x chanteurs nationaux(x € IN).

On note A I'événement : « le premier choix de I'auditeur est porté sur un chanteur national ».

B : « le deuxiéme choix de l'auditeur est porté sur un chanteur national ».

1.1.a) Exprimer en fonction de x les probabilités : P(A) et P(B/A).

- = XD
b) En déduire que P(A N B) = (x+6)(x+5)
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2) A la fin de I'émission, on constate qu’une fois sur deux le choix d’un auditeur est porté sur deux chanteurs nationaux.

a).En déduire que x vérifie la relation : x? — 13x — 30 = 0

b).Combien y -a-t-il de chanteurs nationaux sur cette liste ?
I1.1) On admet qu'il y a 15 chanteurs nationaux sur cette liste. On désigne par X la variable aléatoire qui a un classement d’'un auditeur
associe le nombre de chanteurs nationaux.

a) Donner la loi de probabilité de X.

b) Vérifier que I'espérance mathématique de X, E(X) = g

c) Calculer la variance V (X)et I'écart types§ (X) de X.
2) On pose P=§, la probabilité qu’un auditeur choisisse deux artistes nationaux.

n(n € IN) auditeurs participent au jeu, et on désigne par Y la variable aléatoire égale au nombre d’'auditeurs ayant choisi deux
chanteurs nationaux.

a) Justifier que Y suit une loi binomiale.

b) Pour tout entier naturel € [0,n], justifier que P(Y = k) = C¥ (zin)

c) Soit P, la probabilité pour qu’au moins un auditeur choisisse deux chanteurs nationaux.
Déterminer le nombre minimum d'auditeurs ayant participé au jeu pour que B, = 0,999.
Exercice 14
Un sondage effectué dans la commune de Yopougon a propos de la construction du pont de liévre rouge a donné les résultats suivants :
—  65% des personnes interrogées sont contre la construction du pont.
— Parmiles personnes qui sont contre la construction, 70% sont des conseillers communaux.
—  Parmi les personnes favorables a la construction, 45% sont des conseillers communaux.
On note C I'évenement « la personne interrogée est contre la construction » et F I'événement « la personne interrogée est un conseiller
communal ».
1)  Calculer les probabilites P(C), P(F/C)
2) Calculer la probabilité de I'évenement F.
3) En déduire P(F)
4) Calculer P(C/F)
Exercice 15
Une population d’éléves comportant 40% de bacheliers a subi un test de recrutement en premiére année d'une grande école. Ce test a
donné les résultats suivants :
75% des bacheliers sont admis et 52% des non bacheliers sont admis
Partie A
On choisit au hasard un éléve de la population. On note :
B I'événement : « I'éléve est bachelier » T 'événement : « I'éléve est admis au test »
A l'évenement : « I'éleve est bachelier et est admis au test».
1- Préciser chacune des probabilités suivantes :
a- Laprobabilité P(B) de I'évenement B
b- La probabilité P (T) de T sachant que B est réalisé ;
c- Laprobabilité P5(T) sachant que B n’est pas réalisé.
2-  Démontrer que la probabilité de I'événement A est égal & 0,3.
3-  Calculer la probabilité de I'événement T ;
4-  Déduire des questions précédentes que les événements B et T ne sont pas indépendants.

5- Démontrer que la probabilité pour qu’un éléve admis au test soit bachelier est égal a g

Partie B
On choisit au hasard 5 éléves de la population étudiée. On note X la variable aléatoire égale au nombre d’étudiants bacheliers et admis au
test parmi les 5 choisis.
1- Démontrer que la probabilité pour que 3 seulement des 5 éléves choisis soient bacheliers et admis au test est égal a 0,1323.
2-  Calculer I'espérance mathématique et la variance de X.
Exercice16
Une université propose a ses étudiants trois orientations et trois seulement : Une filiére A, une filiére B et une filiere C.
Chaque étudiant de I'université est inscrit dans une des trois filieres et une seule.
- Les effectifs de la filiere A sont le double de ceux de la filiére B
- Les effectifs de la filiere B sont le triple de ceux de la filiere C.
On sait de plus que :
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- 20% des éléves de la filiere A sont des filles ;

- 70% des éléves de la filiere B sont des gargons ;

- 60% des éléves de la filiere C sont des gargons ;
On choisit au hasard un étudiant de cette université.
On note A I'évenement : « I'étudiant est inscrit dans la filiere A » ; On note B I'événement : « I'étudiant est inscrit dans la filiére B » ; On
note C I'événement : « I'étudiant est inscrit dans la filiére C»
On note G I'évenement : « I'étudiant est un gargon »

1- Calculer les probabilités des événements A, B et C.

Calculer la probabilité que I'étudiant soit inscrit dans la filiere A et soit une fille.

Montrer que P(G)= %

L'étudiant, choisit au hasard, n'est pas inscrit dans la filiere A. calculer alors la probabilité que ce soit une fille.
On prend cing (5) étudiants.
On désigne par X la variable aléatoire donnant le nombre de filles parmi les 5 étudiants.
a- Donner les différentes valeurs prises par la variable aléatoire X
b- Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
¢~ Calculer I'espérance mathématique E(X) de la variable aléatoire X.
Exercice 17
Un livreur de pain qui fait son service a moto, doit servir tous les jours un client a 7 heures précises. La livraison de pain chez ce client est
indépendante d'un jour a l'autre.
Habituellement, le livreur met 20 minutes de la boulangerie au domicile de ce client ; mais la mairie a fait installer sur son trajet deux feux
tricolores non synchronisés et indépendants.
-s'il arrive a un feu orange, il s’arréte 30 secondes et repart.
-s'il arrive a un feu rouge, il s'arréte 60 secondes et repart.
Pour chaque feu :

2-
3-
4-  Calculer la probabilité que I'étudiant soit inscrit dans la filiére A sachant que c’est une fille.
5-
6-

s pa T . 1
-la probabilité d’étre vert a I'arrivée du livreur est : >
T T 1
-La probabilité d'étre orange a 'arrivée est : "
On note X la variable aléatoire égale au temps mis en minutes par le livreur pour arriver au domicile du client.

1-a) justifier que 'ensemble des valeurs prises par X est {20;20,5; 21; 21,5; 22}
(Ou pourra éventuellement s’aider d’un arbre des probabilités).

b) Justifier que P(X = 20,5)= ; et P(X = 21)= %

c) Déterminer la loi de probabilité de X.
2) Calculer I'espérance mathématique de X. interpréter ce résultat.
3) Le livreur part a 06H39 mn de la boulangerie

a) Calculer la probabilité qu'il arrive a 7 Heures précise chez le client.

b) Calculer la probabilité qu'il arrive en retard chez le client.
4) Pour cette question, on donnera I’'arrondi d’ordre 3 de chaque résultat.

a) Calculer la probabilité pour que le pain soit livré exactement trois fois a 7 heures précises pendant 10 jours.

b) Calculer la probabilité pour que le pain soit livré au moins une fois a 7 heures précises pendant 10 jours
Exercice 18
JOSE MORHINO, manager du prestigieux club de la premiére ligue anglaise Manchester United a étudié les statistiques de tir au but
(pénalty) de ses joueurs. Il a alors remarqué que sur une série de cinq tirs au but, un joueur pris au hasard dans son équipe marque
= 5 buts avec une probabilité de 0,2.
= 4 buts avec une probabilité de 0,5.
= 3 buts avec une probabilité de 0,3.
Chaque joueur a 'entrainement, tire 2 séries de 5 ballons. On admet que les résultats d’un joueur a chacune des 2 séries sont
indépendants.
Soit X la variable aléatoire égal au nombre de tirs au but réussis par un joueur au cours d'un entrainement.

l.

Calculer la probabilité, pour un joueur pris au hasard, de réussir tous ses tirs au but lors d'un entrainement.
Quelles sont les valeurs prises par X ?
Etablir la loi de probabilité de X. (on pourra s’aider d’un arbre de choix).
Calculer 'espérance mathématique de X.

el
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JOSE MORHINO considere que le joueur a réussi I'épreuve des tirs au but lorsque X > 8. Montrer que la probabilité pour un joueur de
réussir cette épreuve lors d’'un entrainement est égale 4 0,61.

M. Chaque joueur participe & 10 séances d'entrainement. On admet que les épreuves de tirs au but sont indépendantes les
unes des autres. On appelle Y la variable aléatoire égale au nombre de succés d’'un joueur a I'épreuve des tirs au but au
cours de ses 10 entrainements, c’est a dire le nombre de fois ou il a marqué au moins 8 buts.

Si au cours d’une séance d'entrainement, il ne marque pas au moins 8 buts, on dit qu'il y a eu un échec.
Les résultats seront donnés par défaut, avec 3 chiffres aprés la virgule.

Calculer pour un joueur :

1. La probabilité de n'avoir aucun échec lors des 10 séances.

2. La probabilité d'avoir exactement 6 succes.

3. La probabilité d’avoir au moins 1 succes.

V. Calculer le nombre minimal d'entrainement auxquels doit participer un joueur pour que la probabilité d’avoir au moins un

succes sont supérieure a 0,99.
Exercice 19
Un joueur dispose d’un dé cubique, bien équilibré dont les faces sont numérotées de 1 & 6 et 3 urnes U1, Uz et Us contenant chacune k
boules, ou k représente un entier naturel supérieur ou égal a 3.
II'y a 3 boules noires dans Us, 2 boules noires dans l'urne Uz et une boule noire dans I'urne Us, et toutes les autres boules contenues dans
les urnes sont blanches.Les boules sont indiscernables au toucher.
Une partie se déroule de la fagon suivante : le joueur lance le dé, s'il obtient le numéro 1, il prend une boule dans I'urne U1, note sa
couleur et la remet dans I'urne Us.
S'il obtient un multiple de 3, il prend au hasard une boule dans I'urne Uz, note sa couleur et la remet dans 'urne Uz.
Si le numéro amené n'est ni 1 ni un multiple de 3, il prend au hasard une boule dans I'urne Us, note sa couleur et la remet dans I'urne Us.
On désigne par A, B, C et N les événements suivants :
A «le dé ameéne le numéro 1 » ; B : « le dé améne un multiple de 3 » ; C : « le dé améne un numéro qui n'est ni 1, ni un multiple de 3 »
et N : « la boule tirée est noire ».
1. Le joueur joue une partie.

a) Montrer que la probabilité qu'il obtienne une boule noire est égale a %

b) Calculer la probabilité que le dé ait amené le 1 sachant que la boule tirée est noire.
c) Déterminer k pour que la probabilité d’obtenir une boule noire soit supérieur a ;

d) Déterminer k pour que la probabilité d’obtenir une boule noire soit égale a %

2. Dans cette question, k est choisi pour que la probabilité d’obtenir une boule noire en jouant une partie est égale a %

Le joueur joue 20 parties, indépendantes les unes des autres.

Calculer sous forme exacte, puis arrondie a 103, la probabilité qu'il obtienne au moins une fois une boule noire.

Exercice 20

Une enquéte est réalisée auprés des clients d'une compagnie aérienne.

Elle révéle que 40% des clients utilisent la compagnie pour des raisons professionnelles, que 35% des clients utilisent la compagnie pour
des raisons touristiques et le reste pour diverses autres raisons.

Sur 'ensemble de la clientéle, 40% choisit de voyager en premiére classe et le reste en seconde classe.

En fait, 60% des clients pour raisons professionnelles voyagent en premiere classe, alors que seulement 20% des clients pour raison
touristiques voyagent en premiére classe.

On choisit au hasard un client de cette compagnie. On suppose que chaque client & la méme probabilité d'étre choisi.

On note :

Al'événement « le client interrogé voyage pour des raisons professionnelles »

T I'événement « le client interrogé voyage pour des raisons touristiques »

D I'événement « le client interrogé voyage pour des raisons autres que professionnelles ou touristiques »

V I'événement « le client interrogé voyage en premiére classe ».

Si E et F sont deux événements, on note P(E) la probabilité que E soit réalisé, et Pr (E) la probabilité que E soit réalisé sachant que F est
réalisé. D'autre part, on notera E I'événement contraire de E .

1.Déterminer; P(A), P(T), P(V), Pa(V) et Pr(V).

2.a. Déterminer la probabilité que le client interrogé voyage en premiére classe et pour des raisons professionnelles.

b. Déterminer la probabilité que le client interrogé voyage en premiére classe et pour des raisons touristiques.

c. En déduire la probabilité que le client interrogé voyage en premiére classe et pour des raisons autres que professionnelles ou
touristiques.

3. Déterminer la probabilité que le client interrogé voyage pour des raisons professionnelles sachant qu'il a choisi la premiére classe.
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4. Soit un entier n supérieur ou égal a 2. On choisit n « clients de cette compagnie aérienne d'une fagon indépendante.
On note pn la probabilité qu'au moins un de ces clients voyage en seconde classe.
a. Prouver que : pn=1-0,4n.
b. Déterminer le plus petit entier n pour lequel pr> 0,9999.
EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

Exercice 1
Partie A
A la salle de jeux de la mairie annexe de Niangon dans la commune de Yopougon se trouve une urne qui contient 3 boules rouges, 3
boules noires, 3 boules vertes et 3 boules jaunes. On tire au hasard et simultanément 3 boules. Toutes les boules étant indiscernables au
toucher.

1-  Calculer le nombre de tirages possibles distincts.

2-  Soit X la variable aléatoire numérique égale au nombre de couleurs présentes dans des tirages.

a- Trouver X (Q) I'ensemble des valeurs prises par X.

b-  Déterminer la loi de probabilité de X.

c- Justifier que 'espérance mathématique de X est E(X) = 153—56
d-  Calculer la variance V(X) et I'écart type o (X) de X.

3- SoitY la variable aléatoire égale au nombre de boules rouges présente dans chacun des tirages de 3 boules.
a- Trouver Y () 'ensemble des valeurs prises par Y.

b-  Déterminer la loi de probabilité de Y.
c- Endéduire que la probabilité de I'événement « Y = 2 » est égale a %

Partie B
Pour gagner au jeu du tirage de la partie A, il est nécessaire d’obtenir au moins 2 boules rouges dans chacun des tirages parmi les trois

boules tirées. Mais on estime que 10% des joueurs sont des tricheurs et que la probabilité pour un tricheur de gagner est égale a % TetG

sont les événements suivants :
T: «Le joueur est un tricheur »et G : « le joueur gagne le jeu »
1- a. Calculer P+ (G) c'est-a-dire la probabilité pour un non tricheur de gagner le jeu (on pourra éventuellement s’aider d’un
arbre de probabilité)
b. Calculer P(T N G) c’est-a-dire la probabilité d'étre a la fois non tricheur et gagner au jeu.

c- Calculer P(T n G) c'est-a-dire la probabilité d'étre a la fois tricheur et gagner au jeu.

Déduire des questions précédentes que la probabilité de gagner au jeu est égale a P(G) = %

d-
2- Un joueur a gagné au jeu. Quelle est la probabilité pour ce joueur d’étre un tricheur ?
3- On choisit au hasard et de fagon indépendante 20 joueurs parmi de trés nombreux joueurs. Calculer, sous forme d’'un nombre
décimal d’ordre 3, la probabilité qu'aucun de ces 20 joueurs ne gagne.
Exercice 2
Pour les questions | et Il, on donnera les résultats sous forme de fraction et sous forme décimale approchée par défaut a
10 3prés.
Un enfant joue avec 20 billes : 13 rouges et 7vertes. Il met 10 rouges et 3 vertes dans une boite cylindrique et le reste dans une boite
cubique.
I- Dans un premier jeu, il choisit simultanément trois billes au hasard dans la boite cubique et il regarde combien de billes
rouges il a choisit. On appelle X la variable aléatoire correspondant au nombre de billes rouges choisies.
1- Déterminer la loi de probabilité de X.
2-  Calculer I'espérance mathématique de X.
Il- Un second jeu est organisé de telle sorte que I'enfant choisisse d’abord au hasard une des deux boites, puis qu'il prenne
alors une bille, toujours au hasard dans la boite choisie. On considere les événements suivants :
C; : «I'enfant choisit la boite cubique » ;
C, : «I'enfant choisit la boite cylindrique »
R: «I'enfant prend une bille rouge »
V': «I'enfant prend une bille verte »
1- Représenter par un arbre pondéré la situation correspondante a ce second jeu.
2-  Calculer la probabilité de I'événement R.
3- Sachant que I'enfant a choisit une bille rouge, quelle est la probabilité qu’elle provienne de la boite cylindrique ?
M- L'enfant produit n fois de suite son second jeu, en remettant a chaque fois la bille tirée a sa place.
1- Exprimer en fonction de n, la probabilité¢ B, que I'enfant ait pris au moins une bille rouge au cours de ses n choix.
2-  Calculer la plus petite valeur de n pour laquelle B, = 0,99.
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CORRECTION DES EXERCICES

Exercice 1
Chaque personne choisit un gateau et le mange. Et on en mange 3 parmi 5.
Ag = 60 Choix possibles.
Exercice 2
Ecrire un mot de quatre lettres revient a faire un choix ordonné de 4 planchettes parmi les 6. Les lettres du mot voyage étant
toutes distinctes, ona: A = 360 choix possibles.
Pour le mot « catalogue » contenant 2 A
- Nombres de mots de 4 lettres contenant un seul A ou aucun A : A‘; = 1680
- Nombre de mots de 4 lettres contenant2 A;ona: Ci choix pourles2 Aet A 3 choix possibles pour les 2 autres
lettres,ona: C% x A% = 252,
Au total 1680+252=1932 mots.

Exercice 3

Il'y a 10 choix possibles pour la premiére course. Celle-ci étant faite il y a 9 choix possibles pour la seconde ........ ainsi de suite.
Doncilyaura10 X9 x8x7x6x5%x4x3x2x1=10!= 3628800 courses.

Exercice 4

lly aura 5! = 120 manieres dif férentes de ranger 5 personnes sur unrang
lly aura 4! = 24 manieres si une des 5 personnes doit occuper le centre.
Exercice 5
Il s’agit d’applications bijectives de I’ensemble des huit hommes vers I’'ensemble des huit femmes, donc :
8! =40 320 facons de former les couples.
Exercice 6
a. Il peuty avoir 2 hommes et 3 femmes C % x C ] ou 3 hommes et 2 femmes C }, x C
AutotalC % x €3+ C 2, x C% = 9856 facons.
b. Il peuty avoir 2 hommes et 3 femmes C % x CJ ou 3 hommes et 2 femmes C  x C
Autotal € % x €3+ € 3 x C2 = 5880 facons
Exercice 7
L’univers Q est 'ensemble des parties de 4 boules prises parmi les douze : cardQ = C :‘2 = 495.
1) La probabilité d’obtenir 4 boules rouges
Soit A I'événement « obtenir 4 boules rouges »
On choisit 4boules rouges parmi les 5 et aucune donc parmi les 7 autres non rouges : cardA = C‘; =5
cardA 5 1

cardQ 495 99 0,010

2) La probabilité de n'obtenir aucune boule rouge
Soit B I'événement « obtenir aucune boule rouge »

On choisit 4boules parmiles 7 non rouges et aucune donc parmiles 5 rouges : cardA = C‘; =35

cardB _ 35 _ 7 0.707
cardQ 495 99

3) Probabilité d’obtenir au moins une boule rouge
L’événement C « obtenir au moins une boules rouge » est I'événement contraire de B. Donc : C = B.
7 92
PCO=1-PB)=1-—=—=0,92
© (B) 99 — 99 = 0,929
4) Probabilité d’obtenir une boule rouge, Une boule blanche et 2 boules noires.
Soit D I'événement «obtenir une boule rouge, Une boule blanche et 2 boules noires »

P(A) =

P(B) =

dD—ClxcGCZ—5x4><3—60
car = 5 4 3— =

P(D)_cardD_ 60 _ 4 0 121
“cardQ 495 33

Exercice 8
1.a) Il y a 20 stagiaires, on veut en choisir 3. Cela revient a choisir 3 éléments parmi 20. C’est donc le nombre de combinaisons
de 3 éléments parmi 20. Le nombre de choix possibles pour les groupes de 3 est donc :
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yo_cd__ 20 200 _20x19x18_
At =t20731(20-3)  3'x171 3x2x1

b.) A: « Les trois stagiaires pratiquent des activités différentes »

1 1 1
dA=C_XC_XC_=7x8x5=280
car ” 8 5

cardA _ 280 14

P = Caran = 1140 ~ 57
B : « Les trois stagiaires pratiquent la méme activité ».
L’événement B : « Les trois stagiaires pratique la méme activité » correspond a choisir 3 stagiaires parmi ceux initiés a la
planche a voile, 3 stagiaires parmi ceux initiés a la plongée ou 3 stagiaires parmi ceux initiés au ski.

~ 0,2456

3 3 1
cardB=C_+C_+C_=35+56+10=101

7 "8 °5
P(B) = cardB _ 101 0.0886
(B) = cardQ 1140

C : « Au moins l'un des trois stagiaires pratique le ski nautique ».
L’événement C : est « Aumoins I'un des trois stagiaires pratique le ski nautique ».I'événement contraire de C est : « Aucun des
trois stagiaires pratique le ski nautique ». il correspond au choix de 3 stagiaires parmi les 15 qui ne font pas le Ski.

_ 3
cardC =C =455

15
La probabilité de C est alors P(C) = 315450 = %
PO)=1 o1 —137 ~ 0,6009
©= 228 228

I.a) On sait qu’il y a chaque jour 1140 choix possibles de 3 stagiaires parmi 20.

Choisir un groupe de 3 avec Christian revient a choisir Christian et 2 stagiaires parmi les 19 qui ne sont pas Christian.
¢l 1711 57

P=1x — =0,15
(;230 1140 380

b.) Si on appelle X la variable aléatoire égale au nombre de fois que Christian est choisi durant le séjour de 5 jours, X suit une
loi binomiale de paramétre (n = 5,P = 0,15).
Donc pour tout k entier naturel, ona: P(X = k) = C £ (0,15)F x (1 - 0,15)5*
En particulier, la probabilité de ne jamais choisir Christian durant le séjourest: P(X = 0) = Cg (0,15)° x (0,85)50 =
(0,85)5 ~ 0,4437
c.) La probabilité de choisir exactement une fois Christianest: P(X = 1) = C ; (0,15) x (0,85)* ~ 0,3915
d.) La probabilité de choisir au moins 2 fois Christianest: P(X >2)=1-PX=0)-P(X=1)
les calculs précédents montrent bien alors que cette Probabilité est inférieure a 0,2.
Exercice 9
1) Déterminons en fonction de n la loi de probabilité de X
On peut représenter le contenu de chaque urne par : U{B;; B,; B;} ; V{B4; B3; B3; ... ... ... .... B3}
Soit Q I'univers de I'expérience. Alors X(Q) = {4; 5; 6}

1 Cl n

1 =
c3 Coiy 3(n+1)

X(By;Bs) =4 Alors P(X = 4)=2

ad c2 ct 1 2n 2n+1
X{(B1;B4) U (B3;B3)} =5 AlorsP(X = 5)-C—§ X Cnll + -3 o X 1. = 3 T 30D — 30D

1
. _ =_z C1 _ 2
X(B,;By) =6 AlorsP(X =6) o X PR SETYey
X; 4 5 6
P(X =X; n 2n+1 2
3(n+1) 3(n+1) 3(n+1)

2) Calculons en fonction de n I'espérance mathématique de E(X) de X.

EX) =3 X,P=4x P(X =4) +5x P(X = 5) + 6 x P(X = 6)="2t5@ntD+6x2_lini17

3(n+1) 3(n+1)

3) Déterminer n pour que : E(X) = 9

59 14-n+ 17 59

E(X —=-—12(14 17) =59x%x 3 1 l 3
X) = Z° 3m+ 1) 12 (14n +17) (n+1) alorsn =

E(X) 59 3
= — =
12"
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4) Déterminer la plus petite valeur de n pour laquelle E(X) < 4,8

B < 4 MAMH1T 48 Un417 48 cands o 1S
S < — o — — & —— = - —
CT3m+1) S10° 3(m+1) 10 15(n+ 1) n arorsi ==

n > 7,5. Donc la plus petite valeur de n pour laquelle E(X) < 4,8 est 8

Exercice 10
1.a) Démontrer que la probabilité P(A) de I'événement A peut s’écrire ; P(A) = " (:—:;)

A est la réunion de deux événements A' et A"

Soit 'événement A': " On tire une boule blanche dans l'urne U, et on la remet dans U, ;
puis on tire une boule blanche dans U, et on la remet dans U,"

P C:. € n 3 3n
= )(— —
1t el n+3 a 4(n+3)
n+3 4

Soit 'événement A" : " On tire une boule noire dans l'urne U, et on la remet dans U, ;
puis on tire une boule noire dans U, et on laremet dans U;"
c: ¢ 3 2 6
i n+3° 2 am+3
ng Gy mA3 A A3
A=A UA Or AnA =0

P(A") =

_ _ 6 _ 3n+6 _ 3(n+2) 3 n_+2
Donc P(4) = P(4) + P(4") = 4(n+3) + 4m+3)  4m+3)  4(n+3) Alors P(4) = 4 (n+3)
b.) Déterminons lim,, ,,,, P(A4)
. . 3 (n+2 3 . n+2
llmn_,+oo P(A) = llmn_,+oo Z (m) = Z car ll“ln_,_'_OO m =
2.) Vérifions que P(B) = 4(n+3)
Si aprés I'épreuve, 'urne U, contient une seule boule blanche, c’est qu’on a tiré dans U, une boule noire et dans U, une boule
3 6 _ 3 _2_

blanche. Ainsiona: P(B) =

Alors P(B) =

LT 3T e am +3)
3.a) Expliquons pourquoi le joueur n’a aucun intérét a jouer tant que n ne dépasse pas 10

Le joueur mise 20 Francs et son gain maximum est 2n. Donc le joueur n’a aucun n’intérét de jouer si sa mise est supérieure a
2n.Alors 20 > 2n d'oun < 10

b.) La loi de probabilité de X

Les valeurs prises parX ' X(Q) ={2n—20;n — 20; —20}

2(n+3)

3(n+2)
P(2n — 20) = o +3) i P(n—20) = t3) et P(—20) = 4(n+3)
X; -20 n-20 2n-20
P(X =X,) n 3(n+2) 6
4(n+3) 4(n+3) 4(n +3)

b.) le jeu est favorable au joueur si et seulement si I'espérance mathématique est strictement positive.

Démontrons qu'’il en est ainsi dés que I'urne U, contient au moins 25 boules blanches.

EX) =Y X;P=—20 x P(X = —20) + (n —20) X P(X =n — 20) + (2n — 20) x P(X = 2n — 20)

E(X) = —20xn+3(n—-20)(n+2)+6(2n—20) _ 3n2-62n—240 _ (3n+10)(n—24)
4(n+3) 4(n+3) 4(n+3)

n > 24. Ainsi dés que I'urne U, contient au moins 25 boules blanches, le jeu est favorable au joueur.

Exercice 11

1.a) Probabilité P1 de gagner dés la premiére épreuve

L'univers Q est 'ensemble des secteurs de la roue : cardQ = 6

; E(X) > 0 si et seulement sin — 24 > 0 C’est-a-dire

Soit A I'événement « obtenir la couleur rouge a la premiére épreuve » : Py = P(A) = P

b.) Probabilité P2 de gagner a I'issue de la deuxiéme épreuve

Soit B I'événement « obtenir la couleur bleue a la premiére épreuve »

Soit C I'’événement « obtenir la couleur rouge a la seconde épreuve »

P(B) = % =§ et P(C) =%

Gagner a I'issue de la seconde épreuve est I'événement B N C et les événements B et C sont indépendants.
P,=P(BnC)=P(B)xXP(C) = 3 2— 118

c.) Probabilité P’ de gagner la partie
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Gagner la partie est 'événement : [A U (B N C)] : A et (B n C) sont incompatibles, d’ou
P =P[AU (BN C)]=P(A) + P(BNC) =§+1—18=14—8=§

2.a) les valeurs prises par X

La variable aléatoire X prend les valeurs : -2 ;-1;0;4;6

b.) Déterminer en fonction de x, la loi de probabilité de X

Notons que la roue posséde x secteurs, un rouge, trois blancs, (x — 4) bleus.

P(X=-2)=2;PX=-1)="2x2;PX=0)="2x"2;P(X=4) =~ ;P(X=6) =" x~
D’ou le tableau de la loi de probabilité
X; -2 -1 0 4 6
PX =X, 3 3(x—4) X — 42 1 x—4
x x? ( x ) x x?
c.) Vérifier que I’'espérance mathématique de X est E(X) = x;zl 2

EX)=YXP=—2XPX=-2)+(-1D)XxPX=-1)+0XPX=0)+4XxPX=4)+6xXP(X=6)
E(X) -2 (% ) ~1 (3(2;4)) +4x (%) +6 % (xx;;})=—6x—3x+12+4-x+6x—24- _ x—12

x2 x2

x;:Z =0alorsx—12=0d ol x = 12

d.) Le nombre total de secteur pour que E(X) soit maximale

c.) Le jeu est équitable lorsque E(X) = 0 &

0 = (x - 12)’ L (x—12) (D) - () (x—12)  —x?—2x(x—12) —x?+24x —x+24
- xZ - (x2)2 - x4— - x4— - x3
E(X) est maximal lorsque x = 24

Exercice 12
1) la probabilité pour que le liévre soit tué
Appelons A I'événement « A tue le liévre » ;
B L’événement « B tue le liévre » ;
A U B est I'événement « le liévre est tué »

En supposant que les événements A et B soient indépendants, ils sont compatibles puisqu’ils peuvent avoir lieu en méme
temps, donc: P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) avec P(A) = z; P(B) = g
5 4 5 4 29
_P(AUB) =E+E—EXE=%% 0,97
2.a) Quand B tire et manque (événementB) les chances de A d’atteindre le liévre se trouve diminuer de moitié,

Donc P(A/l_?)=% X z = %
Calculons la probabilité pour que A tue le liévre si B : événement A N B
— — — 4 5 1
P(AnB)=P(B)x P(A/B) = (1—5) X =—=0,08

b.) B le premier puis A ; L’événement « le liévre s’en échappe » est alors B n 4

BnA) = P(B A/B)= B=(1-2% _5\_"7 .
P(BNnA) = P(B) x P(4/B)=[1 — P(B)] x [1 — P(4/B)] = (1 5) x (1 12) =21 ~0,117
Exercice 13
1.1.a) Exprimer en fonction de x les probabilités : P(A) et P(B/A)

: PR . _ 2 _ (x+6)  (x+6)! _ (x+6)(x+5)(x+4)!
Soit Q l'univers : cardQ = A 46 = r62) = ) Y =((x+6)(x+5)
A I'événement : « le premier choix de I'auditeur est porté sur un chanteur national »
Soit A, :I'événement « le premier choix de I'auditeur est porté sur un chanteur national et son second choix sur un chanteur

A}chxfl o ox(x-1) x2—x
(x+6)(x+5)  (x+6)(x+5)  (x+6)(x+5)
Soit A, :'événement « le premier choix de I'auditeur est porté sur un chanteur national et son second choix sur un chanteur

national » : P(4,) =

international» : P(4;) = (xfgl‘;(is) e +z)x(i 5 (x+:).?x+5)
b.) Déduisons que P(A N B) = %
A=A;UAy,0rA;NA, =0 douP(A) =P(4,)+P(A4,) = (x+x:);:7+5) (x+6§fX+5) - (x:g?:is)
X
P =3+
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card(B/A) A, ! XAlere _(-1)(x+6) x-1
cardQ (x+6)(x+5) (x+6)(x+5) x+5

P(ANnB) =P(A) x P(B/A) = X+6 i+; (xj-(:)le-l)-5)

P(B/A) =

2.a) Déduisons que x vérifie la relation : x> — 13x — 30 =0
On constate qu’une fois sur deux le choix d’un auditeur est porté sur deux chanteurs nationaux revient a poser : P(A N B) = %

x(x—1) 1 _ _ —
Grees — 2 e 2x(x — 1) = (x + 6)(x + 5)donc: 2x* — 2x = x* + 11x + 30

Dou:x*—13x—-30=0

b.) le nombre de chanteurs nationaux sur cette liste

L’équation x> — 13x — 30 = 0 admet deux solutions réels : x = —2 et x = 15 mais — 2 est négatif.
Alorsily a 15 chanteurs nationaux sur cette liste.

I.1.a) La loi de probabilité de X

Les valeurs prises par X sont: X(Q) = {0; 1; 2}

alors

AjxAZ 15 1 Alxalvalxal  1sx6+6x15 180 Afxcy _ 15x14 _ 1
P(X=0) = ljzzlﬁzmzﬁ;P(le)z . ,:2216 =T Tame g PX=2)= 1:216 Taz0 2
D’ou le tableau de loi de probabilité de X
X; 0 1 2
P(X =X 1 3 1
14 7 2

b.) vérifions que E(X) = —
EX)=LXPOXP(X=0)+1xP(X=1)+2XP(X=2)=0X—+1x2+2x;=2+1="
AIorsE(X)zg

¢.) Calculer la variance V(X) et I'écart type 6(X) de X

2 1 3 1 [10\%_3 100 _ 19

V(X) = EX?) — (EX) =02 x =+ 12 x2422x2— (P)'2+2-22=2
Ve = 2
49

o(X) = JV(X)= (19) =19 £ 0,623
2.a) Justifions que Y suit une I0| binomiale
On effectue n fois la méme épreuve dans les conditions identiques avec la probabilité constante et les choix indépendants ;
donc Y suit une loi binomiale de paramétre (n; %)
b.) Pour tout entier naturel € [0, n], justifier que P(Y = k) = Ck (zin)
k k 1\* D ' DLVS D 5 D 3 O

_ _ k _ n—k _ - _ — — — = — = —_

P¥=lo=c pd-p) Cn(Z) (1 2) Cn(Z) (z) Cn(Z) Cn(Z)
1

P(Y = k) = Ck (5)

¢.) Déterminons le nombre minimum d’auditeurs ayant participé au jeu pour que P,, > 0,999
n

PY>1)=1-P¥=0)=1 co<1)n—1 (1>

= R n\2) 2

n n n
P(Y21)20999 = 1—(;) 20,999 alors:1-0,999 > (5) ;0,001 (5)

< [n(0001)

in(0,001) < In ()" alors 1n(0,001) < ninl oun>"0% < 9,966
n~=10

Exercice 14

1) Calculer Ies probabilités P(C), P(F/C),P(C/F) 07 F
P(C) = 65% = oo ~0,65; e C 40 -
P(F/C) =70% =% =0,7; > 3

s 0,45 F

2) Calculerla probablllte de I'événement F /

En appliquant la formule des probabilités totales : TTT—— c

P(F)=P(FNC)+P(FnC) =P(C)x P(F/C) g’ﬁf‘ﬁ) x P(F/C) oz F
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P(F)=0,65x%x0,7+0,35x%x0,45 =0,6125
3) Endéduire P(F)

Onsaitque: P(F)=1-P(F)=1-0,6125 = 0,3875
4) Calculer P(C/F)

P(CNF) _ P(C)xP(F/C) _ 0,65x0,7

On sait que P(C/F) = ) ) oo1zs = 0,743
Exercice 15 -
1.a) La probabilité P(B) de I'’évenement B 075

— _ 40 _ . B T
P(B) = 40% = - = 0,4; 0.4 025 T

b.) La probabilité Pz(T) de T sachant que B est réalisé

0,5 T
Py(T) = 75% S _ 0,45 4
100 538 T

c.) La probabilité P5(T) sachant que B n’est pas réalisé
52

P5(T) = 52% = _- = 0,52.
2 .) Démontrons que la probabilité de I'événement A est égal a 0,3
P(A) =P(BNT)=P(B)xP(T/B)=0,4%x0,75=0,3 d’ot P(4) = 0,3

3.) Calculer la probabilité de I'événement T
En appliquant la formule des probabilités totales : P(T) = P(Tn B) + P(T n B) = P(B) x P(T/B) + P(B) x P(T/B)
P(T)=0,4%x0,75+0,6 0,52 = 0,612 d’ou P(T) = 0,612
4.) Déduisons des questions précédentes que les événements B et T ne sont pas indépendants
P(BNT)=0,3 et P(B)xP(T)=0,4x0,612=0,2448
Onadonc P(BNT)+ P(B) x P(T); onen déduit que B et T ne sont pas indépendants.
5.) Démontrer que la probabilité pour qu’un éléve admis au test soit bachelier est égal a g

. _P(BNT) _ 03 _ 300 _ 25x12 _ 25 yan _ 25
On sait que Pr(B) = T 0612 612 51x12 51 dou  Pr(B) = 51
Partie B
1) Démontrer que la probabilité pour que 3 seulement des 5 éléves choisis soient bacheliers et admis au test est égal a
0,1323

X est la variable aléatoire égale au nombre d’étudiants bacheliers et admis au test parmi les 5 choisis. X suit une loi binomiale
de paramétresn =5 et P =0,3
PX=k) = c’s‘(o,s)"(1 —0,3)°%; alorsP(X =3) = cg (0,3)3(0,7)2 = 0,1323
Dot P(X = 3) = 0,1323
Calculer 'espérance mathématique de la variance de X
X suit une loi binomiale de paramétresn =5 et p =0,3 alors E(X) =np=5x0,3=1,5
Exercice 16
1- Calculons les probabilités des événements A, B et C
Dans cette université ; on a 3 filiéres seulement , alors : P(4) + P(B) + P(C) = 1
Les effectifs de la filiere A sont le double de ceux de lafiliere B se traduit par: P(4A) = 2P(B)
Les effectifs de la filiere B sont le triple de ceux de la filiere C se traduit par : P(B) = 3P(C)
P(A)+PB)+P(C)=1 (PA+PB)+P)=1

D’oli le systéeme : P(A) =2P(B) = P(A) = 2P(B) alors en remplagant P(A) et P(C)
P(B) = 3P(C) P(C) =3 P(C)
Par leur expression dans la premiére équation on obtient : 2P(B) + P(B) + %P(B) =1 ?P(B) =1.
" -3 . -6_3 -1
D'ou P(B) = 0 ; P(A) = 0" et P(C) = 0
2- Calculer la probabilité que I'étudiant soit inscrit dans la filiére A et soit une fille
On peut résumer cette situation par un arbre de probabilité 0,8 G
P(ANG) = P(A) x P(G/A) = > x 22 _ 3 — ¢
= ~5%700 25 02 G
3-  Montrer que P(G)= % /0,/ G
En appliquant la formule des probabilités totales : B—m c
0,3
06 G
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P(G)=P(ANG)+P(BNG)+P(CNG)
P(G) = P(A) x P(G/A) + P(B) x P(G/B) + P(C) x P(G/C)
6 20 3 30 1 4-0 120 +90 + 4-0 250

P(G) =
Ok 10 100 10 100 10 100 1000 1000
1
D’ou P(G) = m 7
4- Calculer la probabilité que I'étudiant soit inscrit dans la filiere A sachant que c’est une fille
— 3
. P(ANG) 3 3 12
PA/G)=——=—=B="x4=—
(a/6) P(G) 1 25 25

5- L’étudiant, choisit au hasard, n’est pas inscrit dans la filiere A. calculons alors la probabilité que ce soit une fille

. _P@nA) PG xP@/G) PG-PA/G (1- ;ﬁ) 3X3 13 2 13
C/D=—p@m ~1-P@ ~  1-P@) 1.3 ~ % ~100°5” 250
5 5
D'ou P(G/A)—ﬁ

6- a).les différentes valeurs prises par la variable aléatoire X
X)) ={0;1;2;3;4; 5}

b.) X est la variable aléatoire donnant le nombre de filles parmi les 5 étudiants. X suit une loi binomiale de paramétres

n=>5 etp=%

. i s o s k Ay 3\ 7K
La loi de probabilité de X est définie par P(X = k) = C @ (Z)
c.) Calculer 'espérance mathématique E(X) de la variable aléatoire X

N

1
E(X)=np=5xz=

Exercice 17
Avant de commencer cet exercice, il faut mieux faire un arbre qui résume la situation

1- a) Les valeurs prises par X: X(Q) = {20; 20,5; 21; 21,5;22} 2 2 _—V— 20mn
b) Je justifie que P(X = 20,5) => et P(X =21) =2 v 6 20,5mn
P(X=20,5 =PV Nn0)+PONV) v, -
px—205 <Lkl 1,1 1,1 2 1 1 20,5 mn

= — X — — X == — —_—= — = — / ’
274747288 8 4 : O Y - s1mn
D’ou P(X = 20,5)= = s 1/
4 R— 21,5mn
PXX=21)=P(VNR)+P(ONO)+P(RNV) V— 21mn
1111111 1 1 2+1+2 5 1/4 0— 215mn
PX=21) =Xt 3*3 2*2 8% 678" 16 2
5 R— 22mn
Doil P(X = 21)= —
c). Déterminer la loi de probabilité de X
P(X—ZO)—1><1— ;. P(X=21,5)= VSV t P(X—ZZ)—1><1—
—eVE T “27273%37s ¢ YT "1 16
X; 20 20,5 21 21,5 22
X=X 1 1 s 1 T
4 16 8 16

2- Calculer I'espérance mathématique de X

E(X):ZXP-ZOXP(X:20)+20 5x P(X =20,5)+21x P(X =21) + 21,5 x P(X = 21,5) + 22 X

P(X =22)=20x 7 + 20,5 X ; + 21 X == + 21,5 X 2+ 22 X 7= = 20,75

16 16

Alors E(X) = 20,75 = 20mn453

En moyenne le livreur mettra 45s de retard

3- a) Calculer la probabilité qu’il arrive & 7 Heures précise chez le client

Il part 8 06h39mn de la boulangerie, pour qu’il arrive @ 07 heures précise chez le client il mettra 21mn
D'ots P(X = 21)= =
b) La probabilité qu’il arrive en retard chez le client

Il arrive en retard s’il met plus de 21mn pour arriver chez le client.
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P(X >21,5)=P(X =21,5) + P(X = 22)=§+%=f—6

D’oil P(X > 21,5) = 13—6
4- a) Sion appelle Y la variable aléatoire égale au nombre de fois que le pain soit livré a 7 Heures précise pendant

10 jours, Y suit une loi binomiale de paramétre (n =10,P = %)
Donc pour tout k entier naturel,ona: P(X = k) = C (15—6)" x (1- %)10"‘
En particulier, la probabilité pour que le pain soit livré exactement trois fois a 7 heures précises pendant 10 jours est: P(X =

=£310(516)3x(1116)7~0,266
b) La probabilité la probabilité pour que le pain soit livré au moins une fois a 7 heures précises pendant 10 jours est :

PX>1)=1-P(X=0)1-C, (%)0 X (%)10—0 =1- (%)10 ~ 0,976
d.) La probabilité de choisir au moins 2 fois Christianest: P(X >2)=1-P(X=0)—-P(X =1)

Exercice 18
Avant de commencer cet exercice, il faut mieux faire un arbre qui résume la situation :un joueur tire donc séries
de 5 ballons. Pour chaque série, le joueur marque 3 ou 4 ou 5 buts avec des probabilités respectives de 0,2 ou 0,5 ou 0,3. Ceci

conduit alors a I'arbre suivant

5 — 10
_
5 2_ 8
g— 9
4 44 — R
: 5— 8
3\ 4 — 7
3— 6
) probabilité, pour un joueur pris au hasard, de réussir tous ses tirs au but lors d’'un entrainement

Le joueur réussit tous ses tirs au but s’il marque 5 buts a chaque série. Comme la probabilité de marquer 5 buts durant une série
est 0,2 et que les résultats des séries sont indépendants, on adonc: P, = 0,2 X 0,2 = (0,2)? = 0,04
1) les valeurs prises par X
X est la variable aléatoire égale au nombre de buts réussis par un joueur au cours d’un entrainement. Les valeurs que peut
prendre X sont donc : X(Q) = {6; 7; 8; 9; 10}
2) Laloi de probabilité de X
P(X=6)=0,3%x03=0,09; P(X=7)=0,3%x0,5+0,5%Xx0,3=0,30;P(X=10)=0,2%0,2=0,04
P(X=8)=03%x0,2+0,5%x05+0,2%x03=0,37;PX=9)=0,5%x0,2+0,2%x0,5=0,20
On présente alors ces résultats sous forme de tableau
X; 6 7 8 9 10
P(X = X;) 0,09 0,30 0,37 0,20 0,04
3) Calculer 'espérance mathématique de X
EX)=YX;P=6XP(X=6)+7XP(X=7)+8xP(X=8)+9XP(X=9)+10x P(X = 10)
E(X)=6%x0,09+7x%x0,30+8x%x0,374+9%x0,20+10x%x0,04=7,8 DouEX)=178
) L’entrainement est réussi si le joueur marque au moins 8 buts durant les deux séries.
AlorsP(X >8)=P(X=8)+P(X=9)+P(X=10)=0,37+0,20+ 0,04 = 0,61
Dol P(X>8)=0,61
)] Y est la variable aléatoire égale au nombre de séances d’entrainement réussies ou succés en 10 séances
d’entrainement. Comme pour chaque séance, la probabilité que la séance soit un succes est p = 0, 61 et que les résultats
sont supposés indépendants les unes des autres, on voit alors que Y suit une loi binomiale de paramétres (n =

10 etp =0,61)
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Donc pour tout k entier naturel, ona: P(X = k) = € ¢ (0,61)% x (1 - 0,61)1°°%
1) La probabilité de n’avoir aucun échec lors des 10 séances
10
PX=10)=C_/ (0,61)1° x (0,39)° = (0,61)° ~ 0,07
2) La probabilité d’avoir exactement 6 succés
6
PX=6)=C_ (0, 61)% x (0,39)* ~ 0,250
3) La probabilité d’avoir au moins 1 succés
0
PX>1)=1-PX=0)=1- o (0,61)° x (0,39)1°% =1 -(0,39)'° ~ 0,999
\Y)] Ici on a n séances d’entrainement, Y suit une loi binomiale de paramétres (n; p = 0,61)

k
PX=k)= c. (0,61)*x (1—0,61)"F

0
PX21)=1-PX=0)=1-C_(0,61)°x(0,39)" =1~ (0,39)"
P(Y>1)>0,99 < 1—(0,39)">0,99 alors:1—0,99 > (0,39)"; 0,01 > (0,39)"

In(0,01) < In(0,39)" alors In(0,01) < nin(0,39) oun > ﬁ:ﬁg:;i ~ 4,89

n=>5
Exercice 19
Onpeutrésumercettesituation par I'arbresuivant

o | N
o)
/\N s

k-2 N

3 k

3 1
P
CXN

k

1-  a) Montrons que la probabilité qu’il obtienne une boule noire est égale a %
En appliquant la formule des probabilités totales : P(N) = P(ANN)+ P(BNnN)+ P(CNN)

1
P(N) =P(A) xP(N/A)+ P(B) x P(N/B) + P(C) Xx P(N/C) = s X X +E X EJFE X = ek
D’ou P(N) = %
b) Calculons la probabilité que le dé ait amené le 1 sachant que la boule tirée est noire

1.3

, . P(ANN)  P(A)XP(N/A) %%

On sait que : P(4/N) = ORI =%=
3k

1 3k _ 3

2k 5 10

PN

D’oit P(A/N) = 13—0

a. Déterminons k pour que la probabilité d’obtenir une boule noire soit supérieure a 3

PN >t > 100 0alors10-3k>0; k<2

2 3k 2 3k 2 6k 3
D'ouk =3

b. Déterminonsk pour que la probabilité d’obtenir une boule noire soit égale a %
P(N) 1 > _1 3k = 150 alors k = 50
=0 — = — & = =
30 3k 30 alors

Dot k = 50
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1) Xest la variable aléatoire égale au nombre de parties réussies ou succés en 20 parties. Comme pour chaque partie, la
probabilité que la partie soit un succes est p = % et que les résultats sont supposés indépendants les uns des autres,

on voit alors que X suit une loi binomiale de paramétres (n = 20 etp = %)
Donc pour tout k entier naturel,ona: P(X = k) = C ) (31—0)" x (1- %)20"‘

En particulier la probabilité qu’il obtienne au moins une fois une boule noire est :

PX>1)=1-PX=0)=1 CO 1°x292°-0—1 29,20
=T T 20(30) (30) - (30)

P(X>1)~0,492
Exercice 20

Un arbre pondéré pour résumer I'énoncé :

s

-_—— =
=

o
//0:2/ -~
.35 S \\1_
o, 25 I
I
\

A I'événement « le client interrogé voyage pour des raisons professionnelles »

T I'événement « le client interrogé voyage pour des raisons touristiques »

D I'événement « le client interrogé voyage pour des raisons autres que professionnelles ou touristiques »

P(V)=0,40 ; P(V) = 0,60

F I'événement « le client interrogé voyage en premiére classe ».

Si E et F sont deux événements, on note p(E) la probabilité que E soit réalisé, et pr (E) la probabilité que E soit réalisé sachant
que F est réalisé. D'autre part, on notera El'événement contraire de E.

1.P(A)=0,4; P(T)=0,6 p(V) = 0,4, Pa(V) =0,6 ; P1(V) =0,2

2.a. P(AN V) = Pa(V) *P(A)=0,6 0,4=0,24

b. P(T NV) =Pa(T) *P(A)=10,2 *0,35=0,07

c. P(A nV) + P(T nV) + P(D NV) = P(V)

d'ot P(D NV) =P(V) -P(A NV) - P(T nV)=0,4 - 0,24 - 0,07 = 0,09

La probabilité que le client interrogé voyage en premiére classe et pour des raisons autres que professionnelles ou touristiques
est de 0,09 .

3. La probabilité que le client interrogé voyage pour des raisons professionnelles sachant qu'il a choisi la premiére classe est de

0,6:

P(AnV 0,24
Py(4) =25 =22 = 06,
4. a. Notons V,,: l'événement"au moins un de ces n clients voyage en seconde classe "
alors V,, représente I'événement : " aucun des n clients voyage en seconde classe "
On choisit n « clients de cette compagnie aérienne d'une fagon indépendante donc :
pn=P(Vn)=1 'P(Vn)=1 .0’4n_

Pn > 0,9999 = 1 — 0,4 > 0,9999 = —0,4" > —0,0001 = 0,4" < 0,0001 = In(0,4™) < In(0,0001)

= nin 4- n = n = n=
’ ’ l]l([]l l) ’

le plus petit entier n pour lequel p,,> 0,9999 est donc n =11
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CHAPITRE VIl : NOMBRES COMPLEXES

Introduction
Le XIX siécle s'est émerveillé sur « ces nombres qui mélent le réel et I'imaginaire ! ».
La construction des nombres complexes a enregistré la contribution d’éminents mathématiciens a qui s'est posé la nécessité
de trouver une racine carré de -1!
Citons Euler, Hamilton, Cauchy...
Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) conjectura, sans pouvoir le prouver, que « dans 'ensemble des nombres complexes,
tout polynéme de degré n a exactement n racines... »
Niels Henrik Abel et Evariste Galois apportérent la preuve de cette base fondamentale de I'algébre.
L’écriture d’'un nombre complexe sous forme exponentielle est due & Euler.
Elle facilite les calculs dans C car elle transforme les régles de calcul sur les produits et les quotients en régles de calcul sur
les puissances.
La formule e™™ + 1 = 0, qui aurait été écrite la premiére fois par Euler, a frappé les imaginations du fait qu'elle lie entre eux,
de fagon simple, cing nombres fondamentaux, dont trois (i, e et ) restaient a I'époque, quelque peu mystérieux.

p

Léonardo EULER (1707-1783)
FICHE DE COURS

1-Définition : forme algébrique d’'un nombre complexe

On suppose le nombre i, solution de 'équation x? + 1 = 0

Remarque : le nombre i n'est pas un nombre réel puisque i> = —1

Définition

On appelle nombre complexe tout nombre écrit sous la forme : a + ibou a + biou a et b sont des nombres réels.
L’ensemble des nombres complexes est noté C.

a) Forme algébrique d’'un nombre complexe

Définition

L’écriture a + ib (a, b sont des nombres réels) est appelé forme algébrique du nombre complexe .
a est appelé la partie réel de z. on note : a = Re(z).

b est appelé la partie imaginaire de zon note : b = Im(z).

b) Identification de deux nombres complexes

Propriété a=a
a,b,a’ et b’ étant des nombresréelsona;a + ib = a’' + ib &' bh=b
2) Conjugué, inverse et quotient d’'un nombre complexe

Définition

a et b étant deux nombres réels, le conjugué de z = a + ib est z = a — ib.
Propriété 1

z estréel si et seulementsiz = Z

z est imaginaire si et seulementsiz = —Z

z+Z=2Re(z)etz— 7z = 2ilme(2)

Propriété 2

Soit z et z’ deux nombres complexes

z+zZ =Z2+7 z—2=2-7";zx27 = z_xz’;(i)=%(z¢0);(§) =%(z¢0).z==z.
3) Affixe-Module -Arqument

a) Affixe d’un point d’un vecteur

On appelle plan complexe, le plan rapporté a un repére orthonormal (0, u, ¥)

Définition

Au nombre complexe z d’écriture a + ib, on peut associer :
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1) Le point M de coordonnées (a ; b) dans le plan complexe.

z s'appelle I'affixe du point M ; M s’appelle le point image du nombre complexe z

2) Le vecteur OM de coordonnées (Z)dans le repére (0, u, v).

z s'appelle I'affixe du vecteur oM ; Ws’appelle le vecteur image du nombre complexe z.

b) Propriétés des affixes

Propriétés

1) 4 et ¥ ont pour affixes respectives z et z’, k € R alors i + va pour affixe z + 2’ , ku a pour affixe kz.
2) Soit A et B deux points du plan complexe, d'affixes respectives z, et zg alors 'affixe du vecteur AB est Zg — Zp.
¢) Module d’un nombre complexe

Définition

Soit z un nombre complexe d'image M.

Le module de z est : ||[OM|| = |z| = Vzz

Siz =a+ ibalors |z| = VaZ + b2

Propriété

A et B étant deux points d'affixes respectives. z, et zp alors on a :||AB|| = |z5 — 2

Régles de calcul

7] = Izl; |z + 2| < |zl + |2'| (Inégalité du triangle) ; || = ﬁ ((z€C)

=Lz (zle CcH.

1221 = Izl x |2l 12"] = |zl (n e N); || = &

z
z

Argument d’'un nombre complexe

Définition

Soit (0, i, ¥)un repére du plan. Etant donné un nombre complexe non nul z d'image M, 'argument de z est :
Arg z = Mes(u, OM).

M(2)

0 = argifz)

Propriétés

arg(z; X zp) = argz; + argz, + 2kn (k€Z) ; arg G) =—argz+2kn (zeC; keZ)

arg (Zz—l) =argz, —argz, + 2kn (21,2, € C;k € Z) ; arg(z"™) =nargz + 2kn (ne N; k € Z)
2

Forme trigonométrique d’'un nombre complexe non nul

Définition

Soit z un nombre complexe non nul de module r d’argument®, z a pour forme trigonométrique :z = r(cos 0 + i sin 8).

Remarques

Onnote e?® = cos © + i sin 6.

On adonc z = re'®est la forme exponentielle de z.

Un nombre complexe est de module 1 si et seulement siil existe un réel 6 tel que :

z=cos0 +isinb.

|ei9| =1.

Formule de Moivre

(cos B + isin0)™ = cos(nb) + isin(nd) (n e N).
Opérations avec la notation exponentielle.
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Soit z un nombre complexe tel que |z| = r etarg(z) = Oona:z = re’®

i z T _ 1 1 i
71 X 2 = 11 X rpel®1%02) . (—1) =110 2 =2l gn = ynpind,
A) ) z T
Formules de Euler
i0 _io

e’ te ell —o—i0

2i

cosf =

4) RESOLUTION D’EQUATION

a) Racines n*mesd’'un nombre complexe

Définition

n étant un nombre entier naturel non nul et Z un nombre complexe

On appelle racine niéme de Z tout nombre complexe z tel que : z™ = Z.
Méthode de détermination

Z=rel% etz =pe? ol (r,p)e R.* x R, " et (a,0) € R?

P ke )
(a+2kny avec k € {0,1,2, .....,n — 1}.
0= —afkn d’ou z, = ’i/?el(T)

:sin@ =

7=7"o rel” =phe o

Propriété
Soit re! un nombre complexe non nul et n un nombre entier naturel (n > 2)

.(a+2kr[

rel® admet n racines némestels que : z, = Vre'\ n ); kef{0,1,2,....,n—1}.

Les images de ces racines n'¢mes sont les sommets d’'un polygone régulier a n cotés inscrit dans le cercle de centre O et de
rayon'V/r.

Remarque

La somme des n racines n'¢mes d’'un nombre complexe non nul est nulle.

b) Résolution de I'équation du second degré dans C

Propriété

Soit 'équation aZ? + bZ + C = 0 ol a, b et ¢ sont des nombres complexes (a # 0)

On pose : A= b? — 4ac et on désigne par § et — & les racines carrées dans C de A.

Si: A= 0, alors (E) a une solution double : — zb_a

. . o —-b—-6 -b+6
Si: A+ 0, alors (E) a deux solutions distinctes : . et o
Formule du bindme de newton
Propriété
Pour tous nombres complexes non nuls x et y pour tout nombre entier naturel n plus grand
n n
quet(x+y)" = I Chxnkyk (x—y)t= I (—DfCaryt
k=0 k=0
Triangle de pascal ctl4ch  =cP
PO 1]2|3]|4|5]|6
n
0 1
1 111
2 112 |1
3 11313 |1
4 11416 1
5 115 ]10[10] 5 [ 1
6 116 |15[20[15] 6 | 1

Nombres complexes et transformations du plan
Quelques configurations de base

Soient 4, B, C et D les points d'affixes z4; zp; z¢ et zp
Propriétés
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A, B et C étant trois points distincts du plan complexe on a :
Zc—Zy — —
Arg (—) = mes (AB; AC).

ZB—Z4

(Zc—Z4 . . .

SI( ) e R" alors les points A, B et C sont alignés.
ZB—Z A

Zc—Z

e iR" alors ABC est un triangle rectangle en A.

T LT
= MZcZA\ — iz . . s
= e 30uSi (—) = e 3alorsle triangle ABC est équilatéral

= eYousi (M) =e ¥ (6 # km; k € Z)alors le triangle ABC est isocéle en A.
ZBp—Z4

Z¢ _ZA) = —ialors le triangle ABC est rectangle isocéle en A.
ZB—ZA

= iouSi (

(%c—ZB\ . (4D —%B . : :
Si : e R"Alors les points 4; B; C et D sont cocycliques.
Zc—Z4 Zp—Z4

b)Transformations du plan :Dans toute la suite du cours , (O, I, J) est un repére orthogonal du plan et C représente
I'ensemble des nombres complexes. Soit z et z’ des éléments de C.

1) Symétries

La symétrie orthogonale d’axe (Ol) a pour écriture complexe : z' = Z.

La symétrie orthogonale d’axe (OJ) a pour écriture complexe : z' = —z.

La symétrie de centre O a pour écriture complexe : z' = —z.

2) Translation

La translation de vecteur znon nul d’affixe b a pour écriture complexe : z' = z + b.

3) Rotation de centre O

La rotation de centre O et d’angle orienté 8 a pour écriture complexe : z° = e z.

4) Rotation de centre quelconque

Propriété :

6 est un nombre réel et w un nombre complexe. La transformation complexe f associée a la rotation d’angle orienté 6 et de
centre le point Qd'affixe w est de la forme :

f:€C—C

zoePz4+b:beC.
5) Homothétie de centre O.
L’homothétie de centre O et de rapport k (k € R*) a pour écriture complexe : z =kz.
6) Homothétie de centre quelconque
Propriété
k e R* . et w € C. La transformation complexe f associé a 'homothétie de rapport k et de centre Q d'affixe w est de la
forme :

f:C—C
zw- kz+b;beC.
c) Les similitudes directes du plan
Définition
Soit k un nombre réel strictement positif, on appelle similitude directe du plan orienté et de rapport k, toute transformation de
ce plan qui multiplie les distances par k et conserve les angles orientés.
Remarque :
f est une similitude directe de rapport k et d'angle orienté 6 si et seulement si pour N et M deux points du plan tels que
M'N" = kMN
mes (W, W) =6

F(M) =M et f(N) = N‘ona:{

Exemples :
Une similitude directe a pour rapport 1 si et seulement si c’est une translation ou une rotation
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Une homothétie est une similitude directe de rapport |k|.
La composée de deux similitudes de rapports respectifs k; et k, est une simillitude directe de rapport k1 k.

L’application réciproque d’une similitude directe de rapport k est une similitude de rapport%

Ecriture complexe d’une similitude directe du plan

Toute similitude directe du plan a pour écriture complexe : z° = az + b (a € C*; b € C).
Eléments caractéristiques d’une similitude directe

Si S est une similitude directe du plan d’écriture complexe z = az + b (a € C*; b € C) alors
|a| = k estle rapportde S.

arg(a) = 6 + 2km (k € Z) estl'angle de S.

Zg = % est l'affixe du centre A de S (a # 1).
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EXERCICES RESOLUS

Exercice 1

Donner la forme algébrique de chacun des nombres complexes suivants :
Az=Q+DA-D)-B-20*+G-)G+i);b)z=3i(2+8i) —7(5—2i) + (1 + 2)?;
5+7i, _ 4-3i

e)z = —,f)Z—T

o)z = 1+i

= V2=
Exercice 2

Quel est le nombre complexe conjugué de chacun des nombres complexes suivants
8)z=2+4i;b)z=1-"5;02i(4—);0) z= 3+ 1)(~5i+3);6)z =5 ) z2=——g) 2 =5z = 6i.
Exercice 3

Calculer le module de chacun des nombres complexes suivants
a)z=2+4i;b)z=1-5i;¢)-7+i;d) z=—1—3i;e)z = —6i;
fz=-8gz=(2+i1V3)(V3+W5)(VZ+iV5) hz =10z = 00

T (6+4i)(15-80)
Exercice 4
Ecris sous forme trigonométrique chacun des nombres complexes suivants:
a=1+i;b=1-iV3;c=V3+i;d =i
Exercice 5
Ondonne z = (1 + i)(1 — iV3). Calculerz.

Ecris sous forme trigonométrique chacun des nombre complexes suivants :

Mz =1+V3+i(1-+v3);(2) 2 zlzi\?

Exercice 6

Ondonne z = /3 + i

a) Ecris z sous forme trigonométrique et exponentielle
b) En déduire z2013

Exercice 7

6+ivV2 . .
\/_+h/_,22=1—l;Z=Z—1
2 Zy

1) Déterminer le module et un argument de définie par :z; =

7

. 7 :
2) En déduire les valeurs exacte de cos% et sin 5

Exercice 8

N.
I
w

. . 1
On donne les deux nombres complexes définis par: z; = =1 —i; z, = 5 +

. . Z1 -
1) Ecris —sous forme algébrique
72

2) En déduire un module et un argument de j—l
2

11m

_ . - 11 :
3) Déduire des questions précédentes les valeurs exactes cos 1—2" et sin——-

Exercice 9

Le plan est muni d'un repére orthonormal direct (o, i, 7).

Au point m d'affixe z = x + iy, avec z# % on associe le point M d'affixe Z = %
1) Exprimer les coordonnées X et Y de M a l'aide des coordonnées x et y de m.

2) Déterminer I'ensemble des points m du plan tels que :

a) Z soit un réel.

b) Z soit un imaginaire pur

) Z] =1

Exercice 10

Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :

a)Z =7+ 24i;b)z=6—6iV3;c)Z=1+iV3;d) z = —4i
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Exercice 11

On donne les nombres complexes z et u définis par : z = —8v/3 + 8i etu = (V6 — v2) + i(V6 + V2).
1) Ecrire le nombre complexe z sous forme trigonométrique.

Déterminer les racines carrées de z sous la forme trigonométrique.

2) Calculer u?.

Utiliser ce résultat pour exprimer les racines carrées de z sous leur forme algébrique.

5t

s 5 )
En déduire la valeur exacte de cos % et de sin 5

Exercice 12

Résoudre dans C I'équation z2 — Z + 2 = 0.

Exercice 13

Soit z = 1 + iv/3 un nombre complexe.

1) Mettre z sous forme trigonométrique

2) Déduire les racines cubiques de z

Exercice14

Résoudre dans C I'équation (E) : z* = 8v/2(=1 + i).

Exercice 15

Résoudre dans C les équations suivantes :

M z2+4=0;2)z2-52+9=0;03)2z>—2—-2=0;(4):z2 —62z+9=0;5)z2 + iz+ 1 + 3i = 0;
Exercice 16

Soit I'équation (E) : z3 + (4 — 5i)z% + (8 — 20i)z — 40i = 0

a) Montrer que (E) admet une solution imaginaire pure et la déterminer.

b) Montrer que (E) peut se mettre sous la forme : (z — 5i)(z% + az + b);a,c € C.
c) Résoudre dans C I'équation (E)

Exercice 17

Soit P le polynéme défini par : P(z) = z3 — (11 + 2i)z% + 2(17 + 7i)z — 42
1) Démontrer qu'il existe un nombre réel a solution de I'équation : P(z) = 0
2) Déterminer le polynéme Q tel que : P(2) = (z — a)Q(2).

3) Résoudre dans C I'équation : P(z) = 0.

Exercice 18

A, B, C, D étant des points d'affixes respectives : V3 + 2i; v/3 + i; —2i; 1 — i.Calculer mes (ﬁ CT)

Exercice 19
A, B, C étant des points d'affixes respectives —1 — i; 2 + 3i; —10 — 13i. Démontrer que A, B et C sont alignés.
Exercice 20

A,B,C étant des points d'affixes respectives —1 —i ;4 +i; —2 + % i. Démontrer que le triangle ABC est rectangle en A.

Exercice 21

Dans le plan complexe & tout point M d’affixe Z, on associe le point M'd’affixeZ définie par :

NZ'=Z+1+2i

2)7' =-3iZ+2—i

Déterminer les éléments caractéristiques de la transformation f du plan qui, a tout point M d'affixe Z associe le point M’ d'affixeZ’.
Exercice 22

Dans le plan complexe soit les points M et M’ d'affixes Zet Z respectivement tels que :Z + Z' = 2

1) Démontrer que le point M est l'image du point M par la symétrie S de centre le point | d'affixe 1.

2) Soit r la rotation de centre O d'affixe 0 et d’'angle % Démontrer que r o s est une rotation dont on précisera le centre et I'angle.

Exercice 23
Dans le plan complexe, on considére le point A d'affixe 2 et les transformations suivantes :
- hestI'homothétie de centre A et de rapport 2.

- restlarotation de centre O et d’angle%
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1) Quelle est la nature des transformations r o h et h o ? Pour chacune précisons les éléments géométriques.

2) Donner I'écriture analytique de r o h.

Exercice 24

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0, 1, ]).

Soit a et 3 deux nombres réels ; g, ) I'application de g dans g qui a tout M d'affixe Z = x + iy associe le point M’
. ' L, X =ax — —

daffixe Z =x +iy tquue{yr :ﬁx+ayﬁ?|]-af— 1

1- Ecrire Z' sous laforme Z' = aZ + b ol a et b sont deux nombres complexes & déterminer en fonction de a et S.

2- Onprend @ = 0 et B = 1. Précise la nature et les éléments caracteristiques de g1

3- Déterminer a et 3 pour que g, 4, Soit une translation dont on déterminera son vecteur i .

4-  Déterminer a et 5 pour que g, g soit une similitude directe de rapportv'2 d’angle %. Déterminer alors I'affixe de

son centre
Exercice 25
a est un nombre réel quelconque. On considére dans C I'équation (E) :
z3 — (ia + 2\/5)22 + (2iax/§ + 4)2 —4ai =0

1) Déterminer le nombre réel a pour que —2i soit solution de I'équation (E).
2) Déterminer le polyndme complet Q de degré 2 tel que :
VzeC,z3+ (2i —2V3)z* + (4 — 4iV3)z + 8i = Q(2)(z — V3 — ).
3) Résoudre I'équation (E). pour a = —2
4) Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (0,1, ]),, on donne les points d'affixes respectives :v/3 +
i; —2ietvV3—i.
a) Représenter dans le repére (0, 1,]), les points N, M et Q (on prendra 2 cm pour l'unité)
b) T représente le symétrique de M par rapport a (OJ)
Démontrer que le triangle TMQ est rectangle en M.
Démontrer que les points M, Q, N et T sont cocycliques.
Exercice 26
Le plan complexe est muni du repére orthonormé(o, é;, €;)
On considére I'équation : V z € C, z3 + (6 — 5i)z%> + (1 — 20i)z— 14— 5i = 0
1-a) Vérifier que i est solution 'équation (E)

b) Résoudre dans C I'équation (E): z% + (6 — 4i)z+5—14i =0

c) résoudre a partir des questions qui précédent, I'équation (E)
2) On considére les points A, B et D d'affixes respectives u = i, v = =2 + 3iett = -4 +1i

a) Place les points A, B et D dans le repere..

Lo, u—v . o]
b) Ecrire le nombre complexe Z = 7=, S0Us forme trigonométrique.

c) En déduire que le triangle ABD est rectangle isocele en B.
3) Soit S la similitude directe de centre A qui transforme D en B et B’ est I'image de B par S.
a) Justifier que le triangle ABB’ est rectangle isocele en B'.
b) Déterminer I'écriture complexe de S.
c) Calculer l'affixe de B’

EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

Exercice 1
1) Résoudre dans C I'équation (E): z* + z® + z% +z + 1 = 0(On pourra poser Z = z +§ )

2) Démontrer que cosz?” + isin 2?’Test solution de I'équation (E)
2m

. 2 ,
3) En déduire la valeur exacte de cos?” et sin S

Exercice 2

On considére les points A(i) ; B(3 — i) et C(1 + 2i)

1) Place ces points dans le plan muni d’un repére orthonormé (unité 1 cm)
Page 112 sur 186



2) Déterminer et construire

a) L'ensemble des points M (z) tels que |z —i| = 3

b) L'ensemble des points M (2) tels que |z — i| = |z — 3]

c) L'ensemble des points M(z)telsque |z —3 +i| = |z — 2 — 2i]

Exercice 3

Soit A(3 + i), B(2i),C(2 — 2i)

1) placer les points A, B et C et démontrer que le triangle ABC est rectangle isocéle.

2) Déterminer I'affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme. Placer le point D.

3) Déterminer I'affixe du point E, symétrique de A par rapport au milieu de [AB].

Exercice 4

Soit (oi, ij, j)un repére orthonormé du plan

Soit M un point du plan d’affixe Z et soit f I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe Z associe un point
M’ daffixe Z définiepar:Z = (1 —)Z+2—i

1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.

2) Quelle est I'image par f du cercle de centre O et de rayon2 ?

3) Déterminer 'ensemble des points M d'affixe Z du plan tel que l'on ait: |(1 —i)Z +2 —i| =2
Exercice 5

Dans le plan complexe muni du repére (0,1,]), les points ont pour affixes respectivementv3 + i et —+/3 +i .On

désigne par S la similitude directe d’écriture complexe :z’ = 3_2iﬁ z-\3+i

1) Déterminer les images par S des points O et A.
2) Déterminer les éléments caractéristiques de S.
3) Soit (C)le cercle de centre O et de rayon 2 et (C")son image par S.
a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (C').
b) construire (C").
Exercice 6
1) Résoudre dans 'ensemble des nombres complexes 'équation z2 — 2z +2 =0
2) Soient K, L, M les points d'affixes respectives: z, = 1+ i;z, = 1 —i; zy = —iV3
Placer ces points dans le plan muni d’'un repére orthonormal directe. (o, e, e;). Unité graphique 2 cm. On completera la
figure dans les questions suivantes
3-a) on appelle N le symétrique du point M par rapport au point L.
Vérifier que I'affixe zy du point N est: 2 + i(v3 — 2).
b) La rotation r de centre O et d'angle %transforme le point M en le point A et le point N en le point C.

Déterminer les affixes respectives z4 et z. des points A et C.
Déterminer I'affixe de 'image du point L par cette rotation r.

¢) la translation t de vecteur ud’affixe 2i transforme le point M en le point D et point le N en le point B.
Déterminer les affixes zj, et zp respectives des points D et B

Détermine I'affixe de I'image du point L par cette translation t.

4-a) Montrer que : ATTB
Zc—Zp
Que peu on déduire pour le triangle ABC?

b) Quelle est la nature du quadrilatére ABCD ?

CORRECTION DES EXERCICES

Exercice 1
)z=2+D)A-i)-B-20*+GB-DGB+)=2-2i+i—i*>—- (9 —12i + 4i?) + 25 — i?
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=2—i4+1-9+12i+4+25+1=24+5i Alors z = 24 + 11i
b)z =3i(2 +8i) —7(5 — 2i) + (1 + 2i)? = 6i + 24i* — 35 + 14i + 1 + 4i + 4i>

=6i—24—-35+14i+ 1+ 4i—4=—62 + 24i Alors z = —62 + 24i
Grelo I __ sm _au_3_2, Norsz = 2~ 2
T 3+2i (3+20)(3-2i)  32-(2i)2  9+4 13 13 T 13 13
1 2+iV3 __2+iW3 _ 2-iV3 _ 2 3, _2 V3.
d)z = 2-iV3  (2-iV3)(2+iV3)  p2_(yv3i)® 443 7 Tt Alors z = 7Tt

5+7i _ (5+70)(1—i) _ 5-5i+7i-7i%® _ 5+2i+7 _ 12+2i

e)z=_—= oD - 12 - 1n S =6+1 Alors:z=6+1i
f)z=4_T3i=_i£‘::i)=_4iz3iz=_4i_3=—3—4i Alors: z = —3 — 4i
Exercice 2
aA)z=2+4i=2—4i
b)zZ=1-5i=1+5i
0z=2i4-i)=2ix@A—-0)=-2i4+i)=-8i+2=2-8i
dz=0B+i)(-5i+3)=@B+)x(-5i+3)=B—-)GBi+3)=15i+9+5—3i =14+ 12i
~ 1 1 1 2+i 2+i 2 1.
e)zz(Z+i):2—+i:2—i:(2+i)(2—i):22—i2:§+§l
73— 3—-1 3+i B+i)(-2+6i) —-6+18i—2i—6 -12 16 3 2.
f)Z=<6i—Z):6i——2:—6i—2=(—2—6i)(—2+6i)= 4+36 =20 "20'" 1075
g)z=>5
h)z = 6i = —6i
Exercice 3

a)lz| = |2 + 4i| = /22 + 42 = V4 + 16 = V20 = 2V5
b)lz| = |1 - 5i| =12 + (-5)2 =V1 + 25 = V26
Olzl = |-7+il =/(-7)2 + 12 + V49 + 1 = V50 = 52
d)lz| = |-1-3i| = /(-1)? + (-3)> = V1 + 9 = V10
e)lz| = 16i| = /0% + (—6) = V36 = 6
lzl = -8 =/(-8)2+ 02 =164 =8
Dzl = |(V2 + iV3) (V3 + iV5) (V2 + iV5)||V2 + iV3||V3 + iV5||V2 + iV5]|

(J2" + (3" ) (037 + () ) (6 + (V9)° )8 x v x V72070

h||_1+i|_|1+i|_ V1Z +12 _\/7_1
el =11 Th-il A2y (e VZ

—i

iz ‘ (2-3D@+4)| |2 -3i|l3 + 4i (\/22 +(=3))(V37+4%)  \yi3x+v25 5vi3 5vi3
U)|Z| = - - = - - = = = =
(6 +4i)(15 —8i)| |6+ 4i||15 — 8i| (V6% + 42) (\/152 T (—8)2) V52 x/289 1752 34V13
_ 5
34
Exercice 4
1 2
cos0 = 5= n
a=1+1i; |al| =V12+12=+/2 ; soit@ = Arg(a) alors on a: T 59=3
sinf = \/_f = 7

— _ LAPPRE
Ainsi: a = \/f(cos4 + isin 4)

cos0 =
b=1-iV/3; |b| = f12+(—\/§)2:\/1:2 ; soit @ = Arg(b) alors on a: _Zﬁe=—§

sin@ == -
Ainsi: b =2 [cos (— g) + isin (— g)]
V3
i 2 . 0s0 = — .
c=vV3+i le|=V3 +12=V4=2 ; soit6 = Arg(c) alorson a: 2g==
sin@ = -
2

Ainsi: ¢ =2 (cosg + isin%)
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0
cosO = -
d=i; |d =vV02+12=1 ; soit® = Arg(d) alors on a: b 0=’2—t
sinf = -
1

Ainsi: d = (cosg + ising)
Exercice 5
z=(1+D(1-iW3)=1-iV3+i+V3
Dou:z=1+v3+i(1-+3)

(Dz; =1+V3+i(1-+3) Alorsz, = z

22l = I2] = 11+ il|1 - V3| = VIZF 12 x 12 + (—V3)" = 242 ;
Arg(zy) = Arg(1+ i) + Arg(1-iV3) =7 2=~
Alors : z, = Zﬁ[cos (— l) + isin (_ 1)]

12 12
2z, = 03 o -3 _ 13| \112+(—\/§)2 _2_3
@)z, = o alors |z _| i | p-il o Jizgz vz
T T V1
Arg(zy) = Arg(1 - i\/§) —Arg(1-i) = 37312
v _ 7 . . n
D'ou: z, =2 [cos (— E) + isin (— E)]
Exercice 6
cox0 = Ak
. =3
a) 1z|=(V3) +12=V4=2;4rg(2) = f;e:%
sin@ = 2

Z= 2(cos% + isin%) =2¢'s
2013
2013 _ n cor T _ 2013 671m . . 671w
b) Z = [2 (cos ¢ Tisin 6)] =2 (cos (—2 ) + lsm(—2 ))

72913 = 22013 [cos (336m — 2) + isin (336m — T)|=22013 (cos (=%) + isin (- g)) = —22013;

Exercice 7

(coxo = 2 -5
vz | Weriva] (&) +(2)° & _ 2vz , cox0 =7=7
1) 12, = [52| = = =2=22=V2; Arg(z,) = 16 =
2 2] 2 2 2 z o
=2 -1
sinf = 52
cox0 = \% = 72 x
22| = (D2 + (-2 =VZ; Arg(Z,) = L T gif=—
sin=—-—==——
V2 2
_ A=zl vz g - LA _ =T _ (T 5"
2| = |2 = =2 =1 Arg(2) = arg (2) = Arg(Z)) — Arg(Zy) =T (-5) =
_ 5m
S - ) cos— = —cos
2) Remarquons que les angles — et — sont supplementaires alors: 5
12 12 — "
sin_— = sin—
Org oo V2 BT | erDt) VBT | Ve
rz=—= — = — = = +1
zy 1-i 2(1-i) 2(1-i)(1+i) 4 4
n 5m V6—2
Vs COSE= —COSE= —T
D'ou: , Tm . 5 V6+V2
sin—=sin—-=——
12 12 4
Exercice 8
1) - —1-i _ 2(-1-i) _ 2(-1-D(1-ivV3) _ 1-V3 n ,—1—3
7z 1,37 143 (1+iV3)(1-iV3) 2 1=
2 2
Doy : 2 = Z1V3 | 10V,
zZ 2 2
—1)24(=1)2
2) || == S 2 7 arg (2) = Arg(Zy) - Arg(Z))
2 2 2 zZy

@+
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1
coxez%z—g 3n coxezfzg -
Arg(Z,) = . \/E:>9=_T et Arg(Z,) = ;3 \/_;Bzg
ing = —— = — Y% > 3
sinf = \/E_ 2 srne:%:?
. 71\ _ _ 3 _m_ _Bm_ 1m
Donc: Arg (ZZ) =Arg(Z,) — Arg(Z,) = T 3 12 2w+ v
ou ) _ Un
D'ou: Arg (ZZ) =0
Exercice 9
_ . L xtiy=2  _ x=2+iy _ (x—2+iy)@x—1-2iy) _2x%—x—2ixy—4x+2+4iy+2ixy—iy+2y*
1)Posonsz = x +iy;ona:Z = 20ctiy)-1  2x—1+2iy  (2x—1+2iy)(2x—1-2iy) (2x-1)2+4y?
_ 2x%+2y*-5x+2
7 = (2x2+2y?-5x+2)+3iy _ 2x*+2y*-5x+2 | . 3y N T (@2x-1)2+4y2
- (2x—1)2+4y2 T (2x—1)2+4y2 (2x—1)2+4y2 ' _ 3y
(2x—-1)2+4y2
— 3y -0 —
2.a)Z € R < Im(Z) = 0. Alors A 0;doncy =0

L’ensemble des points M du plan tels que Z soit un réel est la droite (A) d’équationy = 0

2 2
b)Z € iR < Re(Z) = 0 Alors 212 —5x*2

WZO;DOHC:ZXZ'FZ}IZ—SX‘FZ:O

2(3-Zxsyrr) =00 (x-3) Zhph1o0e (x-5) 4y
rogrTYy = 73 T167Y T T *~2) 7Y T 16

ZeiR<=>(x—§)2+y2=(%)z;

L’ensemble des points M du plan tels que Z soit un imaginaire pur est le cercle (C) de centre Q (%) et de rayon %
z—2
2z—-1

lx —2 +iy| = |2x — 1+ 2iy]| & J(x — 2)2 + ()% =/ (2x — 1) + (2y)?
Sxt—4x+4+y’=4x* - 4x+1+4y’ o x+y2=1;
L’ensemble des points M du plan tels que |Z| = 1 est le cercle (C;)de centre O et de rayon 1 (cercle trigonométrique)

c)|Z|=1<:>| —1ez-2]=|2z-1]

Exercice 10
Déterminer les racines carrées de Z revient a déterminer un nombre complexe z tel que z> = Z
Enposantz = x + iy on a: 22 = x% — y? + 2ixy et|z?| = |(x + iy)?| = |x + iy|® = x% + y?

a) Z=7+24i; |Z| =.(7)2+ (24)2 =49 + 576 = /625 = 25

x> +y* =25
2=7Z<1 x2 - y? =7 ; en ajoutant membre a membre les deux premiéres équations ; on obtient : 2x% = 32 alors
2xy = 24

x’=16=x=4ou x=—4
Pourx =4; y=3 etPourx=—-4; y=-3
Alors les deuxracinescarrées de Z = 7 + 24isont:4 + 3i et —4 —3i

h) Z=6-6i3; |Z| = /(6)2 +(~6v3)" =36 + 108 = V144 = 12

x> +y*=12

7z =7 = { x* — y* = 6 ;en ajoutant membre 3 membre les deux premiéres équations ; on obtient : 2x* = 18 alors
2xy = —6V3

x*=9=x=3 ou x=-3

Pourx =3; y=—V/3 etPourx=-3; y=+/3
Alors les deuxracinescarrées de Z = 6 — 6iV3 sont:3 —V3i et —3 ++3i
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0 Z=1+i3 |zl= ()2 +(V3) =vVIF3=+E=2

x> +y*=2
z? = Z & {x* — y? = 1 ; en ajoutant membre & membre les deux premiéres équations ; on obtient : 2x2 = 3 alors x* =
2xy =+/3
E = X = ﬁ ou x = —ﬁ
2 2 2
Pourng ;yzg et Pour x = —‘/2—6; y:?
Alors les deuxracinescarrées de Z = 1 + i+/3 sont: g + i? et — VZ—E — i?
d Z=7+24i; |Z| =02+ (-4)2 =16 =4
X>+y*=4
7> = Z & {x%* — y% = 0 ; en ajoutant membre & membre les deux premiéres équations ; on obtient : 2x* = 4 alors x* =
2xy = —4

2=x=+V2 ou x=—V2
Pourx =2 ; y = —/2 etPourx = —2; y =+2
Alors les deuxracinescarrées de Z = —4i sont: V2 — V2i et — V2 +2i

Exercice 11
1) |z = [(-8V3)" +(8)? = VI9Z ¥ 64 = V256 = 16
cos 0 = E__
Arg(Z) = o 12 9=5?"
sinf = —=-
16 2

5 , . 5 5
Z=16 [cos?" + lsm?"] = 16e"s ;
Déterminer les racines carrées de Z revient a déterminer un nombre complexe z tel que z> = Z

En posant z = re® on a: z? = r?e?¥

2 = Z alors 12¢% = 16¢'s Tl ke, fwt ke 01
= = 6 : 1} 5 ;
z alorsr“e e =}20=5?"+2k1r’ e{,},e=£+knavec e {0;1}

r=4 51
Pour k = 0: B_Snalorszo=4(cos5—"+isin5—")= 4e'z
—E 12 12
r=4 7m , . 7T -z
Pour k = 1: {9 _ 117_2n — 2 — Z_rzralors z, = 4(cos(— E) + isin(— E)) = 4e 12

2) u?=[(V6—-v2)+i(V6+v2)|" = (V6 - v2) + 2i(V6 — v2)(V6 + VZ) — (V6 + VZ)" = —4V1Z + 8i
u? = —8v3 + 8i
onremarque u* = Z ; Donc les racines carrées de Z sontu et — u
20= (V6 - V2) +i(V6 +2) et z9=~(V6 ~V2) ~i(V6 +V2)

5 .5
Valeur exacte de cos 5 et de sin 5

5 5 .5
e [O;E] Alors : cos>= > 0 et sin>=> 0
12 2 12 12

5m V6—V2
Ay . COSE: 4
D'ou: . 51 V6+V2Z
sin— = ——
12 4
EXERCICE 12

Posons:z=x+iyavecx € R ety € Ralorsona: z>—z+2=0< (x+iy)! - (x—iy)+2=0
ex2+2ixy—y*—-x+iy+2=0 x*—y>*—x+2)+iy2x+1)=0
x2-y?—x+2=0,
{ y2x+1) =0 '
- Siy =0,alors dans la premiére équationona: x> —x+2 =0
A= —7 < 0 donc I'équation (1) n’admet pas de solution dans R

y(2x+1):0=>y=00ux=—%

2
- Six=- %, alors dans la premiere équation on a: (— %) - y% + % +2=0s % -y:2=0
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@(? )(Tw) =%°uy=—?
Exercice 13
2 cose=1
Z =1+iV3; |Z|= /(1)2+(\/§) =V1+3=+v4=2, ona: Arg(Z) sina—fg; 0==
2

Z=2 (cosg + ising)

2) Déterminer les racines cubiques de Z revient & déterminer un nombre complexe z tel que z3 = Z

En posant z = re'® on a: z® = r3e3¥

3 _ —
_ 3,3i0 _ o iz r=2 L1.91 r 2 1.
=Zalorsrie’? =2e3 30:E+2kn'ke{0'1'2}’ 0="1%kmn avec k€ {0;1;2}
3 =53
3

r=132 i
Pourk = 0: 1" ' alors zo = W(cosg + ising) = VY2e"
9
3
r = \/E 7T
Pourk =1: } o 7nalors z; = i/f(cos%” + isin79—") = V2e's
9
3
r= \/E 5 5"
Pour k = 2: 0 — an o 59_nalors Z, = W(cos(— ;") + isin(— 5?")) = Y2e s

LT 7 .51
Alors les racines cubiques de Z = 1 + iv3 sont: z, = Y2e'9,z; = Y2e'5 , z, = Y2e "9
Exercice 14

Solution

Résoudre I'équation (E) : z* = 8v2(—1 + i), revient a déterminer les racines quatriémes du nombre complexe Z =
8V2(—1+1i)

Et Déterminer les racines quatriémes de Z revient a déterminer un nombre complexe z tel que z* = Z

En posant z = re® on a: z* = r*e*

Z=-8VZ+8iVZ; |Z|= \[(—8\/2)2 +(8v2)" = V128 + 128 = V256 = 16, ona:

cosf = —% = —g 3w 3w 3m fru
Arg(Z) w0 Aors Z =16 (cos ™ + isinZ) = 16e's
sin@ =
16 2

r*=16 r=2
=%+2kn;ke{0;1;2;3}’ 0=i_161+%kn_avec k €{0;1;2;3}
Les solutions de I'’équation (E) sont donc les nombres complexes z, de la forme suivante :

3n 3r
=2 —_— —_ € -1:2:
z; [cos<16+2kn) lSln(16+2le')]k {0;1;2;3}
r=2 L
Pour k = 0: 3ralors z, = 2 cos— + lsm = 2e'16

6= 16

3

4 _ 4,4i0 _ i
z* =Zalorsr*e 16e4<:>{40

r=2 i Alm
Pour k = 1: 0= 11malors z; = 2 (cos— + isin ) = 2e'1s6
T 16 16
r=2 13m, | . . 137 B
Pour k = 2: 0= 119_611 — 2w — 113_61ralors Zy, =2 (cos(— F) + isin(— ?)> = 2e 16
r=2 5T .. 57 _is_"
Pour k = 3: {0 _ 27_611 — 2 — i_:alors Zz3 =2 (cos(— —) + isin(— —)) = 2e 16

1111 1311 57t
Alors les racines quatriemes de Z = 8v2(—1 + i) sont : z, = 2e'te 1 ,Z; =2e"16 ,z, =2e "16 ,z; = 2e ‘16

L’équation (E) admet exactement quatre solutions z,, z,, 21, z; qui correspondent respectivement aux valeurs0; 1; 2; 3 de k
Exercice 15
1) z2+4=0alorsz? — (2i)? =0 < (Z - 2i)(Z+2i) =0 Donc Z = 2i ou Z = —2i
Sc = {—2i;2i}
2) z2—5z+9 = 0;sondiscriminantest: A= (—5)? —4x 1 x 9 = —11 = (VI1i)’
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5—vV11i _ 5+vV1li

Z, = > et Z,= >
5—V11i 5++11i
SC:{ 2 2 }
3) z?—z—2=0;sondiscriminantest: A= (—-1)2 —4x1x(-2)=9
Z1=12;3=—1 et Zzzlzﬁzz
Sc={-1,2}
4) z?>—-6z+9=0; sondiscriminantest: A= (—6)> —4x1x9=0
b 6
Zo="9,"3"~
Sc=1{3}

5) z2+iz+1+3i=0; sondiscriminantest: A= (i)? —4 x 1(1 + 3i) = -5 — 12i
Déterminons les racines carrées de A= —5 — 12i
Enposantz = x + iy on a: z% = x* — y? + 2ixy et|z%| = |(x + iy)?| = |x + iy|? = x* + y?
A= —5—12i; |A| =+/(=5)2 + (—=12)2 = V25 + 144 =169 = 13

x> +y*=13
2 = A {x? - y? = —5 ; En ajoutant membre & membre les deux premiéres équations ; on obtient : 2x* = 8 alors
2xy = —12

¥*=4=x=2o0u x=-2
Pourx =2; y=—-3 etPourx=-2; y=3
Alors les deuxracinescarrées de Asont:0 =2 —3i et-o0=-2+3i

—b—0 —i—243i . _ —b+o _ —i+2-3i _ Y
Zl_ 2a —_ 2 —_1+l et Zl_ 2a —_ 2 —1 Zl
Sce={-1+1i1-2i}
Exercice 16

a) Soit Z, = bi la solution imaginaire

Alors  (bi)? + (4 — 5i)(bi)? + (8 — 20i)bi — 40i = 0 & —ib3? — 4b* + 5ib* + 8bi + 20b — 40i = 0
2 o 13 2 _ —4b* +20b =0 —4b(b—-5)=0

= —4b? + 20b + i(—b® + 5b? + 8b — 40) = 0@{_b3+5b2+8b_40=0 ou{—b3+5b2+8b—40=0
Soitb =0 ou b=5 seul b=75 veérifie la deuxiéme équation,
D’ou I’équation (E) admet une solution imaginaire pure Z, = 5i

b) 5i est une solution de I'équation (E), alors I'équation (E) peut s’écrire : (z — 5i)(z? + az + b);a,c € C
Ona, (z— 5i)(z%> + az+ b) = 2% + (a — 5i)z* + (b — 5ai)z — 5ib

a—5i=4-5i
Par identification : {b — 5ai = 8 — 20i alors:a=4etb =8
—5ib = —40i

D'oii Péquation (E) : (z — 5i)(2% + 4z + 8)

c) Soit 'équation : z2 + 4z + 8 = 0, son discriminant est A= 42 — 4 X 1 X 8 = —16 = (4i)?
= =-2-20 etZ="""=-2+2i
On en déduit que les solutions de (E) dans C sont: 5i; —2 — 2i et — 2 + 2i

Sc = {5i; =2 — 2i ;-2 + 2i}

Donc cette équation a deux solutions : Z; =

Exercice 17

1) Soit Z, = a la solution réelle
Alors () - (11+2)(@)?*+2(17+7D)a—-42 =0  a® —11a®? — 2ia* + 34a + 14ia —42 =0

a’—11a’ +34a—-42=0 ou{a3—11a2 +34a-42=0
—2a’*+14a=0 —2a(a—7)=0

Soita =0 ou a=7 seul a =7 veérifie lapremiére équation,
D’ou I'équation (E) admet une solution Z, = 7

2) 7 estune solution de I'équation(E), alors I'équation (E) peut s’écrire : (z — 7)(z®> + az + b);a,c € C
Ona,(z—7)(Z2+az+b)=2+(a-7)z>+(b—T7a)z—7b

a—7=-11-2i
Par identification : {b — 7a = 34 + 14i alors:a=—-4 —2ietb =6
—7b = —42

D’ou le polynéme Q(Z2) =22 —2(2+i)+ 6

3) Soit 'équation : z> — 2(2 + i)z + 6 = 0, son discriminantest A= [-2(2 +i)]? —4 X 1 X 6 = —12 + 16i
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Déterminons les racines carrées de A= —12 + 16i
Enposantz = x + iy on a: z% = x* — y? + 2ixy et|z%| = |(x + iy)?| = |x + iy|? = x* + y?
A= —12 + 16i; |A] = /(=12)% + (16)2 = V144 + 256 = V400 = 20

x2 +y% =20
2 = A {x? - y? = —12 ; En ajoutant membre & membre les deux premiéres équations ; on obtient : 2x* = 8 alors
2xy =16
*=4=x=2ou x=-2

Pourx =2; y=4 etPourx=-2; y=—-4

Alors les deuxracinescarrées de Asont:0 =2+ 4i et-o=-2—4i
Donc cette équation a deux solutions : Z, = _12,;6 = @ =1-1i et Z,= _IZ’:” = @ =3+3i
On en déduit que les solutions de (E) dans Csont:7; 1 —i et 3 + 3i

Sc=1{7;1—-1i;3 +3i}

Exercice 18
a6 rrn) — Z55 _ Zp—Zc .
mes <AB, CD) =arg (zﬁ) + 2k = arg (Z—B_ZA) + 2km;

= = 1-i+2i _ 1+i _ . ,
mes (AB, CD)—arg (m) +2km = arg ( _i) + 2k =arg(—1+1i)+ 2kn
Donc : mes (Z_ﬁ ﬁf) = %" + 2km
Exercice 19
Les points A, B et C sont alignés si et seulement si : % ER"

B—4A
Zc—Za4 _ —10-13i+1+i _ —9-12i _ —3(3+4i) _ _3:
Zg—Z,4  2+43i+1+i  3+4i  3+4i ’
ZeZa — _3 Alors les points A, B et C sont alignés
Zp—Z4
Exercice 20

Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si : % € iR"
B—4A

3. .
Ze—Zq _ 2451+ 2450 (-2+5i)(5-2i) _ 29i _ 1,

= = = = = 1.,
Zp—Z7Z4 4+i+1+i 2(5+2i) 2(5+2i)(5-2i) 2x29 2’

ZeZa — 1§ Alorsle triangle ABC est rectangle en A
Zp-Z, 2
Exercice 21
1) Z'=Z+ 1+ 2i, latransformation du plan associé a cette écriture complexe est une translation de vecteur u d’affixe

1+ 2i

2) Z' =-3iZ+2—ienposant: a=—3i,|a| =3 ,Arg(a) = —g

Alors la transformation du plan associé a cette écriture complexe est une similitude plane directe de rapport 3, d’angle — ’Z—t et de

centre le point Q d’affixe Z, = 2o _ 17
1+3i 10
Exercice 22
Z+7Z'

1) OnaZ+Z =4= —— = 1alors le point I d'affixe 1 est le milieu de [MM'], donc M’ est 'image de M par S

2) D’apres la premiére question S; est la symétrie centrale de centre I, S; est aussi une rotation d’angle
n(toute symétrie centrale est une rotation d angle ). Alors ros est la composée d’une rotation d’angle
m de centre I d’affixe 1 et d’une rotation de centre O d’affixe 0 et d’angle g D’ou I'angle de ros est 0 = w + g =

2n-2=0=—=
2 2
L’écriture complexede sest: Z' = —Z + 4
L’écriture complexe de s est: Z' = iZ
Donc I’écriture complexe de rosest: Z' = —iZ + 4i
Soit Q le centre de ros. Alorsona: Z, = M= 2(1+10)

1+i
Ainsi ros est une rotation d’angle — g et de centre Q d’affixe 2(1 + i)

Exercice 23
1) r et h étant respectivement une rotation de centre O d’angle g et une homothétie de centre A(2) et de rapport 2, alors
1 o het h o r sont des similitudes directes de rapport 2 et d’angle g
L’écriture complexede hest: Z =kZ +baveck=2etb= (1 —k)Z, = —2
Page 120 sur 186



Donc:Z =27 -2
1+V/3i
2

L’écriture complexe de r est: Z = e®Z avec 6 = gDonc Z =e3Z = V4
Donc r o h a pour écriture complexe : Z' = ”fi (2Z-2)=7 =(1++3i)Z - (1+3i)

Soit @, le centre de 7 o h, donc Zo, = 1__((11:‘/\7;3) = _:_Ffi = 3_;/§i

D’ou r o h est une similitude plane directe de rapport 2, d’angle g et de centre Q, d’affixe 3_fi
h o T a pour écriture complexe : Z' = 2 (1+fi) Z-2=27 =(1+V3i)z-2
. _ -2 2 -2VBi
Soit Q, le centre de h o 1, donc Z,, = e m e s
—2v3i

D’ou h o r est une similitude plane directe de rapport 2, d’angle g et de centre Q, d’affixe 3

2) D'aprés la premiére question r o h a pour écriture complexe : Z' = (1 + v/3i)Z — (1 + V3i) ;
EnposantZ = x+iyetZ =x +iy (x,y;x;y € R)ona:x +iy = (1 +V3i)(x + iy) — (1 + V3i)
Donc:x +iy =x—v3y—1+i(y+vV3x—+3)

Donc I'écriture analytique de 7 o h est : { x =x-\V3y-1
y =y+V3x—+3
Exercice 24
Méthode : pour déterminer I'écriture complexe d’une application du plan dans lui-méme d’expression analytique donnée, on
peut procéder de la fagon suivante :

- EcrireZ = x + iy’ et remplacer x' et y' en fonction de x et y.
Z+Z

>y par% et développer I'expression obtenue en fonction de Z et Z

- Remplacer x par
. X =ax—By-p i = ax— By B4 i
1) 0na.que{y:=ﬂx+ay+a+1=>x +iy =ax—By—-B+iBx+ay+a+1)
X +iy =x(a+Bi)+y(-B+ia)—B+ai+i
.., L+1Z . L-1Z . o
x+1y=T(a+ﬁ1)+7(—[)’+m)—[3+ou+l
.., (at+Bi —B+ia —B+ia —f+ia\_ L.
x+1y—( 2 + T )Z+< > ~ 20 )Z—ﬁ+al+l
x +iy =(@a+BZ-B+ai+i
Z =(a+B)Z—-B+aiti;a=a+Pieth=—PB+ai+ti
2) Sia=0etB=1;anrsZ'=iZ—1+i:g(0,1) estunerotationd’anglegetdecentreﬂd’affixe

g L+
T 1—i

3)  g(ap estune translation si et seulement si @ + Bi = 1 alors : @ = 1 et B = 0 le vecteur i a pour affixe 2i

4)  g(ap) st une similitude directe de rapport V2 d’angle % si et seulementsi a + Bi = \/fe"% =1+i
Par identificationa = 1et g =1
—1+2i

L’écriture complexe de g4 1) est: Z' = (1 +1i)Z — 1+ 2i; soit Q son centre alors Z, = PR 2—i

Exercic 25
1) — 2i est solution de (E) si et seulement si : (—2i)3 — (ia + 2v3)(—2i)% + (2iaV3 + 4)(-2i) —4ai =0
8i+4(ia+2V3)+4aV3-8i—4ai=0=8V3+4aV3=0=4V/3(a+2)=0=a=-2
—2i est solution de (E) si et seulementsia = —2
2)z° + (2i —2V3)z2 + (4 — 4iV3)z + 8i = Q(2)(z — V3 — i)
Q(Z) est de laforme Z% + aZ + f avec a, B des nombres complexes. On a donc :
Q2)(z—V3-i)=(z—V3-i)(Z*+az+B) =2+ (a—V3—i)z2 + (B —V3a—ia)z— V3B — Bi
a—-V3-i=2i-2V3
Par identification { § —V3a —ia =4 —4iV3 = a=—3+3i;B=—-2—2iV3
—B(V3 +i=8i)
Alors Q(Z) = Z* + (—V3 +3i)Z — 2 - 2iV3
3) Lorsque a = —2, 'équation (E) devient : z3 + (2i — 2v3)z? + (4 — 4iV3)z+8i =0
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Or d’aprés la question précédenteona: VvV z e C, 23 + (2i — 2v3)z% + (4 — 4iV3)z + 8i = Q(2)(z — V3 — i) avec
Q(Z) =7+ (—V3+3i)Z-2-2iV3
Ainsiz% + (2i —2vV3)z? + (4 —4iV3)z+8i=0= (z—V3—i)(Z* + (—V3+3i)Z-2-2iV3) =0
& z—V3—-i=00uz’+(—V3+3i)Z—-2-2iV3
Résolvons I'équation : Z% + (-3 + 3i)Z —2 - 2iV3 =10
A= (—V3+3i) —4x1x (-2 -2iV3) =2 + 2iV3
Déterminons les racines carrées de A= 2 + 2iv/3
Enposantz = x + iy on a: 22 = x* — y* + 2ixy et|z?| = |(x + iy)?| = |x + iy|* = x* + y?

A=2+2iV3; A= (@2 +(2V3)" = VA + 12 = V16 = 4

XX+y*=4
z? = A= {x?* — y? = 2 ; En ajoutant membre & membre les deux premiéres équations ; on obtient : 2x? = 6 alors x* =
2xy = 2V3

3=x=+v3 ou x=-3

Pourx =v3; y=1 etPourx=—/3; y=-1 -

Alors les deuxracinescarrées de A sont: 0 = V3 +i et-o=—/3—1i

—b-o _ V3-3i—V3-i _ _2i ot Z, = —bto _ V3-3i+V3+i _ N

2a 2 2a 2
Sy ={-2i;V3 i}
Ainsi les solutions de (E) sont: —2i; V3 —iet V3 +i
Sc={-2i; V3-i; V3 +i}
4. a)Représentation graphique des points M, N et Q

Donc cette équation a deux solutions : Z; =

“
-
A

b) Le triangle TQ M est rectangle en M si et seulement si :% € iR"
Q—4Zm

Zy—Zy —V3+i-V3-i -2v3
Zo—Zy 3-i—-+3-i 2i
Ainsi : % € iR" alors le triangle TQ M est rectangle en M
Q—4Zm

= —iV3

Z1-Zm

c) Les points M, Q, N et T sont cocycliques si et seulement si : i‘ﬁ:ix eR*

Zg-Zy
Zr—Z —V3+i+2i  —V3+3i .

Or: =28 — RAL > i3
Zg-Zy V3—i+2i V3+i

Iy = :ﬁ = —1 € R*; alors les points M, Q, N et T sont cocycliques

Exercice 26
1. a) Vérifions que i est solution I'équation (E)
i’+(6-50)i*?+(1-20i)i—14—-5i=—-i—6+5i+i+20—-14—-5i=0;
Donc i est solution de I'équation (E)
b) Résolvons dans C I'équation (E) : z> + (6 —4i)z+5—14i =0
A= (6 —4i)2 —4x1x (5—14i) = 36 — 48i — 16 — 20 + 56i = 8i
Déterminons les racines carrées de A= 8i
Enposantz = x + iy on a: z2 = x* — y? + 2ixy et|z?| = |(x + iy)?| = |x + iy|?> = x* + y?

A=8i; |Al=+/(0)2+(8)2=V0+64='V64=8
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x2+y2=8
2 =A={x2 - y? = 0 ; En ajoutant membre & membre les deux premiéres équations ; on obtient : 2x% = 8 alors x% =
2xy=8
4=>x=20u x=-2
Pourx =2; y=2 etPourx=-2; y=-2 -
Alors les deuxracinescarrées de Asont:0 =2+ 2i et-o=-2-—2i
—b—0 —6+4i—2-2i —b+o —6+4i+2+2i

Donc cette équation a deux solutions : Z; = v = > =—4+i et Z,= e = 5 =-2+3i

S, ={-4+1i-2+3i}
¢) Résolvons a partir des questions qui précédent, I'équation (E)
Puisque i est solution de I'équation (E) on vérifie que :
(Z-0)(2%2+ (6 —4i)z+ 5 — 14i) = 23 + (6 — 5i)z% + (1 — 20i)z — 14 — 5i
Ainsi les solutions de (E) sont: i; —4 + i; —2 + 3i
Sc={i;—-4+1i;-2+3i}

2. a) Plagons les points A, B et D dans le repére

= l A
b Z_u—v_ i—-(-2+3i)  2-2i -1+i (-1+)@A-i) -1+i+i+1
V= T T Ay i (243D —2-zi 1+i_ A+DA<D _ 2 -t
T (A
D 7—i= T .. T
onc i=cos; + isin >
¢) On sait que Z = ;A_;B = 1:;: = i; alors ABD est un triangle rectangle isocéle en B
D—4B -
3.a)S est une similitude directe par hypothése et on a :
S
A A
D B
B B’

On sait que S conserve les angles orientés. Or ABD est un triangle rectangle et isocéle en B et S(B) = B’ donc ABB’ est un
triangle rectangle et isocéle en B’ car image par S du triangle ABD rectangle et isocéle en B
T

b)ABB’ est un triangle rectangle et isocéle en B’ et ZA~2E" — j — {mes (B B.B'A= E)

gl BB = AB
On construit le cercle de diamétre [AB] et on place le point B’ sur ce cercle tel que mes (ﬁ B'A = g)
_ _ ZB:aZD+b _Zp-Zyp _ 1 1.
4.a)S(D) =BetS(A) =A= {ZA —aZ,+b’ Alors a = Zp 21— 2 S L
A est le centre de la similitude S donc Z, = lbfa =b=01A-a)Z,= —% + %i

D’ou I'écriture complexe de Sest: Z' = G - %l) Z — % + %i
1. 1 1. (1 1.\ N1 1.
El)ZB—E-I-El—(Z 2)( 2 + 3i) 2+21—31

1

b)S(B) = B’ alors Zg = (2

Dou:Zyz =3i
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CHAPITRE IX : STATISTIQUES

Introduction

Au XIX é siécle, on appelait statistique I'étude méthodologique des faits sociaux Par des procédés numériques
(classements, dénombrements, inventaires chiffrés, recensement, tableaux...) ; aujourd’hui, ce mot désigne « les techniques
d’interprétation mathématique appliquées a des phénoménes pour lesquels une étude exhaustive de tous les
facteurs est impossible, a cause de leur grand nombre ou de leur complexité ».

De tous temps, on a cherché a connaitre la composition et la richesse des sociétés humaines. En 2238 a v. J-C., 'empereur
chinois Yao faisait déja procéder a un recensement des productions agricoles, et le cadastre a été institué en Egypte en
1700 av J-C.

Mais c'est a partir du XVIIl & siécle que I'on commence a utiliser les données recueillies pour effectuer des prévisions, en les
faisant servir de base a des calculs de probabilités.

A 'heure actuelle, la statistique est devenue un instrument trés efficace grace en particulier au développement de l'algebre
linéaire et des ordinateurs.

La corrélation entre deux variables statistiques a une trés grande importance car son utilisation permet de mettre a jour les
liens cachés de causalité dans certains domaines comme la génétique, I'épistémologie, I'offre et la demande ...

Un domaine privilégié d’application des séries statistique a deux variables est celui ou 'une des deux variables est le temps.
On obtient ainsi des séries chronologiques dont I'importance est considérable en économie.

Deux variables statistiques étant en corrélation linéaire on utilise plusieurs méthodes d’ajustement.

La méthode d’ajustement par moindre carrés est attribuée & Carl Friedrich Gauss et au mathématicien Frangais Adrien
Marie le Gendre.

FICHE DE COURS
| SERIE STATISTIQUE DOUBLE
Soit une population Q d'effectif N et dont chaque élément présente deux caractéres X et Y
I-1 Définition

On appelle série statistique double de Q pour le caractére X et Y I'application qui a chaque élément de € associe le couple
(x;; ¥;) ou x;sont les valeurs du caractere X et y;les valeurs de caractére Y.

I-2 Nuage de points associé a une série statistique double

A un tableau a double entrée on peut associer une représentation graphique dans le plan muni d’un repére orthogonal.

On obtient un ensemble de points appelé nuage de points (on ne représente que les points dont le couple de coordonnées a
un effectif non nul).

I AJUSTEMENT LINEAIRE ~CORRELATION LINEAIRE

lIl-1Ajustement linéaire

Suivant la forme du nuage de points, on peut trouver une fonction dont la courbe passe par le plus

Si la courbe est une droite on dit qu'on a effectué un ajustement linéaire du nuage de points.

Pour déterminer le meilleur ajustement linéaire, nous utiliserons la méthode dite « des moindres carrées »

Soit (D)la droite d'équation y = ax + b, (D)est appelée la droite de régression de y en x et est notée Dy /

Détermination des coefficients a et b.

(D):y=ax+b
_covxy) o iy o
Rz b=Y —aXaveccov(x,y) = — — XY
La droite (D")d'‘équation x = a'y + b" s'appelle la droite de régression de x en y.et est notée Dx/,
rCOVXY) o
= .b=X—-aY
V)
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Tableaux de calcul

2 2
Xi Vi X; . J/iz XiYi Moyennes
X1 1 X12 J/12 X1Y1
_ 1 _ 1
X2 Y2 xz2 }’22 X2Y2 X=gXiax Y=52i=1Vi
X3 Y3 X3 Y3 Y3X3
5 5 Variances
xn yn xn yn xnyn
n n n n n 1 n
_ 2 _ =2
zxi Zyi X ZJ’L'Z inyi V(x)_ﬁ Xim—Xx
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
1 n
V) =g Qv =Y
i=1
Ecart type
6(x) =+V(x)

II-2) Corrélation linéaire

Deux variables statistiques X et Y sont dites en corrélation linéaire lorsque la courbe de régression de y en x et celle de x
en y sont des droites.

Coefficient de corrélation linéaire

On appelle coefficient de corrélation linéaire d’une série statistique double de caractére (X, Y) le nombre réel
COV(X,Y) _COV(X,Y)

r= JVXOV (YY) §X)E)

Remarque
_CoOV(XY). , _ COV(X)Y)
la = V(X) @ = V()

r? =aa' dou|r| = Vad'
Sir’=1=4ad = %Ies deux droites (D) et (D")sont confondues

On dit que I'ajustement linéaire est parfait.
Si |r|est trés proche de 1, alors les droites (D) et (D")sont trés proche I'une de I'autre.
On dit qu'il y a une bonne corrélation ou une forte corrélation entre les deux variables
En général on considére que la corrélation linéaire entre les deux variables est forte lorsqu'ona: 0,87 < |r| < 1. Cet
ajustement permet de faire des prévisions.
Sir = 0, on dit qu'il ya corrélation nulle entre X et Y, ce qui n'exclus pas que I'on puisse ajuster X et Y par une courbe.
Il AJUSTEMENT D’UN NUAGE DE POINTS PAR LA METHODE DE MAYER
Principe de la méthode
L’ensemble des points a ajuster est partagé en deux parties disjointes E; et E, de méme effectif dans I'ordre ou les
points se présentent. Les deux parties E; et E; sont alors remplacés respectivement par les points moyens
G, et G,des nuages qu'ils représentent. (Si le nombre de points du nuage est impair, on met indifféeremment le
point central en I'un ou 'autre des nuages partiels).
. La droite (D)d’équation y = ax + bpassant par les points G, et G,est appelée la droite de MAYER
Détermination des coefficients a et b

D):y=ax+b
xGl—xGZ

Remarque :
La droite de MAYER passe par le point moyen du nuage.
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EXERCICES RESOLUS

Exercice 1

On considere la série statistique déterminée par le tableau ci-dessous
X; 10 11 13 15 17 18
v 105 107 110 111 112 115

1) Représenter le nuage de points associé a cette série statistique.

2) Déterminer les coordonnées du point moyen G.

3) Déterminer V (x) et V().

4) Calculer COV (x, y) la covariance des variables x et y.

5) Déterminer une équation de la droite (A)de régression de y en x. Tracer (A)

6) Calculer le coefficient de corrélation de cette série et I'interpréter.

Exercice 2

Le tableau suivant représente les notes obtenues par cing éléves de la TleD1 en mathématiques et en sciences physiques lors du
dernier devoir.

On désigne par x;la note en mathématiques et y;la note en sciences physiques.

note x; 7 10 11 13 16

note y; 8 9 12 12 13

1) Représenter le nuage de points associé a cette série statistique
2) Déterminer les coordonnées du point moyen G.
3) Calculer V(x) ; V(y) et COV(x,y)
4) Calculer r le coefficient de corrélation linéaire entre les variables x et y.
Interpréter le résultat obtenu.
5) a) Déterminer une équation de la droite de régression de y en x.

b) Tracer (D).

6) Suivant cet ajustement, quelle serait la note en sciences physiques d'un éléve qui a obtenu 12 en mathématiques.

Exercice 3
Un pharmacien observe, durant les 6 premiers mois de I'ouverture de son officine, le chiffre d’affaire en millions de francs CFA. Le
résultat de I'observation est résumé dans le tableau suivant ou X désigne le numéro du mois et y le chiffres d’affaires
correspondant

X 1 2 3 4 5 6

v, 12 13 15 19 21 22

1) Calculer xet yles moyennes des variables x et y.

2) Représenter graphiquement le nuage de points de cette série statistique double ainsi que le point moyen G. (unités : 2 cm en
abscisses et 1 cm pour deux unités en ordonnées).

3) Calculer la variance V (x) de x et la covarianceCOV (x, y) de x et y.
LES RESULTATS SERONT DONNES SOUS FORME DE FRACTIONS IRREDUCTIBLES

4) Démontrer qu'une équation de la droite (A)de régressionde yenx est:y = %x +9,2

5) Tracer la droite (A).
6) En utilisant la droite (A) , calculer une estimation du chiffre d’affaire de cette pharmacie a la fin du 7éme mois.

Exercice 4

On donne la série statistique suivante a variables :
X; 1,2 1,4 1,6 1,8 2
Vi 13 12 a 16 20

par la méthode des moindre carrés, on a obtenu I'équation de la droite de régression de y en x, aest:y = 9x + 0,6
1) Calculer X

2) Exprimer Yen fonction de a.

3) En utilisant 1 et 2, montrer que a=14.

Exercice 5

Le tableau suivant donne le chiffre d'affaires d'une entreprise, exprimé en millions de francs, pendant huit années
consécutives.

| numérodelannéex; | 1 | 2 | 3 [ 4 ] 5 | 6 | 7 ] 8 |
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chiffresdaffairesy; | 41 | 68 | 55 | 80 | 95 | 104 [ 100 | 122 |

1) Représenter le nuage de points {M; };;<gassocié a cette série statistique.
2) a) Calculer les coordonnées de G point moyen du nuage.
b) Déterminer une équation de la droite de régression de y en x et représenter cette droite.
3) On partage le nuage en deux parties d'effectifs égaux :{M; }; ;<4 et{M;}5<<s
a) Calculer les coordonnés de G+ et G, points moyen respectifs des nuages partiels ainsi obtenus.
b) Déterminer une équation de la droite (G1Gy) et représenter cette droite.
Démontrer que G appartient a la droite (G1Gy)
Cette droite est une droite d’ajustement de la série ; la méthode utiliser est appelée méthode de Mayer.
4) En supposant que I'évolution du chiffre d’affaire de cette entreprise gardera la méme tendance, déterminer ce chiffre
d'affaire pour la 9é année :
a) A l'aide de la droite de régression de y en x.
b) A T'aide de la droite (G1Gy).

EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

Exercice 1
Le tableau suivant donne la tension artérielle moyenne y en fonction de I'age x d’une population.
age x; 36 42 48 54 60 66
tension y; 11,8 14 12,6 15 15,5 15,1

1) Représenter le nuage de points associé a cette série.

2) Déterminer une équation de la droite de régression de y en x et une équation de la droite de régression de x eny.
tracer ces deux droites.

3) Calculer le coefficient de corrélation linéaire.

4) Une personne de 70 ans a une tension artérielle de 16,2.cela vous parait il « normal ».

Exercice 2

La directrice des ressources humaines d’une entreprise doit embaucher des ouvriers. Lors de précédents recrutements
pour les postes d’analogues, il a fait une étude statistique et a dressé le tableau suivant. :

salaires proposés x; 60 000 64000 68 000 72 000

nombres de candidatures y;

11 17 20 25

1) Représenter le nuage de point associés a cette série.
2) Déterminer la droite de régression de y en x.
3) En déduire une estimation du salaire que doit proposer la directrice si elle veut 30 ouvriers.
b) Sur la base de I'ajustement linéaire ainsi réalisé, calculer la note probable en mathématiques d’un candidat qui a
obtenu 15 en sciences physiques.
Exercice 3
Les chiffres d’affaires d’une entreprise a la fin de chacune de ses huit premiéres années sont donnés dans le tableau ci —
dessous ils sont exprimés en millions de francs.

Années 1 2 3 4 5 6 7 8
Chiffres 5 11 12 14 17 18 21 24
d’affaires

a) Représenter ce nuage de points ‘(années en abscisses, chiffre d’affaires en ordonnées)

b) Calculer le point moyen G+ du nuage partiel constitué des quatre premiers points.

Placer Gy sur le graphique.

c) Calculer le point moyen G du nuage partiel constitué des quatre premiers points. Placer G, sur le graphique.

d) Déterminer une équation de la droite (A) passant par Gy et G.. Tracer (A). la droite (A) ainsi obtenue s’appelle
droite de Mayer.

e) En utilisant I'équation de (A) déterminée en d), évaluer le chiffre d’affaires prévisible pour la 9¢ année.
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Exercice 1

CORRECTION DES EXERCICES

1 —Représentons le nuage de points associé a cette série statistique

=)

et PR
12 | K
" | T
o |
g | o
5
=Y z 10 i i G s £ 17
Tableau de calcul
X; 10 11 13 15 17 18 84
Vi 105 107 110 1M1 112 115 660
x;? 100 121 169 225 289 324 1228
yit 11025 11449 12100 12321 12544 13225 79664
X; X y; 1050 1177 1430 1665 1904 2070 9296
2- Déterminer les coordonnées du point moyen G
__12": _84_ __12 _660 a(l )
x_n_lxi_(,_ ’y_n_ly"_ 6 aorstii10
1= i=
3- Déterminer V(x) et V(y)
2
V) =3r, -2 =20_142=22_196="" alors V(x)=2
V(y) = 3r, 2 52 = 726t _ 4402 = 36232 -12100 =2 alors  V(y) =3
4- Calculer COV(x, ) Ia covariance des variables x et y.
cov(x,y) =)= lx‘xy‘ —XXy= %— 14 X 110 = ‘}Zﬁ— 1540 =— alors cov(x,y) = 23—8
28
_ _Ccovxy) 3 _ 28 3 28 14 ==
5- (Dy/x) y=ax+b aveca = o % =3 %% " %" eth=y—ax
b =110 14 X 14 =110 196 1234
B 13 13 13

14 1234
Alors (Dy/x) y = Ex + ?

6- _CovV(XY) ? _2 _ 8 _ 7 097
Vv 26,32 T V832 8Jyi3 2viz
373

0,87 < 0,97 < 1;o0n aune trés bonne corrélation.

Exercice 2
1 —Représentons le nuage de points associé a cette série statistique
A A
115 >
iy
' =S -
a -~
10 < -
o
o4 <
x l’

Tableau de calcul
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x 7 10 11 13 16 57
Vi 8 9 12 12 13 54
X2 49 100 121 169 256 695
vZ 64 81 144 144 169 602

X Xy, 56 90 132 156 208 642

2 —Déterminer les coordonnées du point moyen G

1w 57 _ 1w 54 5
x:ﬁz_xi:?:; yzﬁzylz? alors G 5_4
i=1 i=1

3- calculonsV(x); V(y)etcov(x,y)
2 2
—yn X' _ =2 695  (57\" _ 226 — 226
V(x) = -1~ X = (5) =03 alors V(x)—25
2 _, 602  (54\2 o4 94
V(y) = Z?ﬂy? -y = - (?) =25 alors  V(y) =
cov(x,y) = Y5 SV _gxy =22 57,51 _3M030 _132  lors  cov(x,y) = =2
Y) = L=y Yy=7 5 "5 25 ~ 25 V) =75
132
) _Ccovxy) e 132 _ 132 _ 66 _
4 T veov) Jzze 94 21244 2V5311 V5311 0,906
25 <25
0,87 < 0,906 < 1; on a une trés bonne corrélation
132
= —Cov&xy) s _ 132, 25 _ 132 _ 66 — vV — ax
5- (Dy/x) y=ax+b aveca = o0 % =0 ><226—226— 5 eth=y—ax
54 66 57 6102—-3762 2340 468
=— — — X — = = =
5 113 5 565 565 113

66 468

Alors (Dy/x) y=15% + rEy

6-

Suivant cet ajustement, quelle serait la note en sciences physiques d’un éléve qui a obtenu 12 en mathématiques

66 468 1260
y=—7%x12 +

113 113~ 113 015

La note en sciences physiques d’un éléve qui a obtenu 12 en mathématiques serait 11
Exercice 3
Tableau de calcul

X; 1 2 3 4 5 6 21
Vi 12 13 15 19 21 22 102
x;2 1 4 9 16 25 36 91
yi2 144 169 225 361 441 484 1824
X; XY; 12 26 45 76 105 132 396

3-

Calculer xet yles moyennes des variables x et y

__12": _21_7.__12": _12_
FTNLM T T2 YTNLY T e T
i=

i=1
Représenter graphiquement le nuage de points de cette série statistique double ainsi que le point moyen G. (unités : 2
cm en abscisses et 1 cm pour deux unités en ordonnées

-~

= ' . & -

Calculer la variance V(x) de x et la covariance COV (x,y) de x et y
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cov(x,y) = ?=1Xizyi_fxy=3’%_%><17=66—2=E Alors cOV(X,}’)=12_3
13
4- (Dy/x) y=ax+b avecazw;g)’y)zg—g gzg etb=y—ax
78 '712 39 46
b=17_EXE=17_?=?=9'2
Alors (Dy/x) y:%x_;_g,z

5- Tracer la droite (A)

6- En utilisant la droite (A) , calculer une estimation du chiffre d’affaire de cette pharmacie a la fin du 7éme mois

—78X7+92—78+92—248
y_35 ) _5 ) - )

Le chiffre d’affaire de cette pharmacie a la fin du 7éme mois sera estimé a 24,5 millions de francs.

28
_covxy) 3 _ 28 _ 28 7

CJVOV() 26,32 V83Z 813 213
373

7- ~ 0,97
0,87 < 0,97 < 1;o0n aune trés bonne corrélation.
Exercice 4

1-  Calculons X

)_(zlix:1,2+1,4+1,6+1,8+2=§
5 ‘ 5 5
2-  Exprimer Yen fonction de a.
— 15 13+12+a+16+20 61+«
Y=g52%= 5 ~ 7 s

i=1

3- Enutilisant 1 et 2, montrons que a=14
I’équation de la droite de régression de y en x, a savoir:y = 9x + 0,6
b=Y-aX

fta72 _ 6 —=a—-11=0,6x5<a=11+3

61+a 8
—9><E(:>

Par identification: 0,6 =
Alors a = 14

Exercice 5
1-  Représenter le nuage de points {M;},;.gassocié a cette série statistique

=
2- Tableau de calcul
x; 1 2 3 4 5 6 7 8 36
¥ 41 67 55 80 95 104 100 122 664
x;2 1 4 9 16 25 36 49 64 204
.2 1681 4489 3025 | 6400 9025 10826 10000 14884 | 60032
X X ¥, 41 134 165 320 475 624 700 976 3435
a-
_ 1y 36 9 _ 1Y _664_ . >
x_nizlx‘_S_Z'y_n;y’_ g oo aors (83)

b- Déterminer V(x) et cov(x; y)
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2 2
—y8 MT_ =z _ 204 (9\" _ 51 81 _ 102-81 _ 21 m
V(x)_ i=1 g X" = 8 (2) 2 4 4 =% alors V(x)_ -
cov(x,y) = Y8, B _xxy =335, g3 3352988 _ 447 alors  cov(x,y) = =
8 8 2 P 3 :
447
T
149 9 2324 -1341 983
14 2 28 28

149 983
Alors (Dy/x) y = Hx + 28

5

. 1+2+3+4 41+67+55+80 N 2
3- a) G, a pour coordonnées :( R 7 ); dou G, (ZZ3>
T

13
P 5+6+7+8 95+104+100+122 N -
G, a pour coordonnées : ( yemt ) ; dol G, <4§1)

4 4
Yo,~VYg, 22 > 89 89 9  1328-801 _ 527
- —_62""61-4 4 _ 2 _ 5 =V —gX. = 22 = 2e8mer 22l
b)(D):y=ax+b aveca P =5 etb=Y;—aX;=83—-—Xx- = .
. . . 89 52
La droite (G1G) a pour équation: y = zXt 1—67

527 89 9 527 801+527 1328
2 onaiyg=—X-+-—= =128 _g3
16 8 2 16 16 16

Ou bien : G est I'isobarycentre des points du nuage. D’aprés le théoréme des barycentres partiels, G est le barycentre de
(G1,4) et (G,, 4) ; donc G appartient a la droite (G, G,)
4- e chiffre d’affaires que peut espérer I'entreprise pour la 9¢me année est obtenu en cherchant ordonnée du point
d’abscisse 9 de la droite d’ajustement.

G appartient (G,G,) si et seulement si: y; = %xa +

_ 149 983 _ 2682+983

a- Avec la droite de régression de y en x, on obtient: y = Tz X 9+ 8 = a8 130,89
b- Avec la droite (G,G,), on obtient: y = % X9+ % = @ = % = 133,06

La méthode de Mayer permet généralement d’obtenir des résultats assez proches de ceux obtenus par la méthode des moindres
carrés et nécessite moins de calculs.
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TEXTES DU BAC
SUJET |

Exercice 1
Le plan complexe est muni du repére orthonormé(0, 1, ])
On considere 'équation (E) :VzeC , z* — (6 + iv3)z? + (11 + 4iV3)z — 6 —3iV3 =0
1-a) Démontrer que I'équation (E') admet deux solutions réelles et les déterminer.
b) Résoudre dans C I'équation (E) :
2) On considére les points A, B, C, E et G d'affixes respectives 3,2 + iv/3,—1,7 et 11 + 4iv/3
a) Place les points A, B, C, E et G dans le repére.
b) Démontrer que le triangle IAB est équilatéral.
c) Démontrer que les points B, C et G sont alignés.
d) Déterminer I'affixe du point F de I'axe des abscisses tel que le triangle EFG soit équilatéral.
3) Soit F la transformation du plan de centre C qui transforme G en B et H est I'image de E par F.
a) Déterminer 'écriture complexe de F.
b) Donner la nature et les éléments caractéristiques de F
c) Calculer I'affixe de H.
4) Soit (C) le cercle de centre A et de rayon 2. Déterminer (€") image du cercle (C) par F.
Exercice 2
Le personnel d’un college de Yopougon est reparti en trois catégories : les enseignants permanents, les enseignants vacataires et le
personnel administratif.
71% du personnel sont des enseignants permanents et 12% sont du personnel administratif.
67% du personnel administratif sont des femmes et 92% des enseignants permanents sont des hommes.
On donnera une valeur approchée de tous les résultats 4 10~* prés.
1) On interroge au hasard un membre du personnel de ce college.

a) Quelle est la probabilité d'interroger un homme enseignant permanent ?

b) Quelle est la probabilité d'interroger un homme du personnel administratif ?

c) Onsaitque 80% du personnel est masculin. Calculer la probabilité d’interroger un homme enseignant vacataire.

d) En déduire la probabilité d'interroger un homme sachant que la personne interrogée fait partie des enseignants vacataires.

2) Lasociété de téléphonie mobile « ORANGE » souhaite envoyer un courrier publicitaire a 10 personnes qui travaillent dans ce

collége. Elle a la liste du personnel, mais ne connait pas la fonction de chacun. Elle choisie au hasard 10 noms de la liste (en
raison de la taille de la population, on suppose qu'il s’agit de 10 tirages s indépendants successifs indépendants avec remises)
a) Quelle est la probabilité que, sur les 10 courriers envoyés, 3 exactement soient regu par le personnel administratif ?
b) Quelle est la probabilité que, sur les 10 courriers envoyés, 1 au moins soit regus par le personnel administratif ?

Probléme

On considére la fonction T définie et dérivable sur R par f (X) = —Xx + 3+ (x—3)e* de représentation graphique (C) dans le plan
muni d’'un repére orthonormé (O, |, J) d'unité graphique 4 cm.

Partie A

Soit la fonction ¢ définie et dérivable sur R par g (X) = 2X —e .
1. Etudier les limites en +~ eten -« de § .
2. Etudier les variations de ¢ puis dresser son tableau de variation.
3. a) Démontrer que I'équation g (X) = O admet une unique solution & dans R telle que 0,28 < ¢ <0, 29.
VX €]-o;af,g(x) <0

3. b) Démont :
) Démontrer que {VX o 4o, g(x) > 0

Partie B
1. a) Calculer la limite de T en—oo.
1. b) Démontrer que la droite (D) d'équation Y = —X + % est une asymptote oblique a (C) en —00.
1. ¢ Etudier les positions relatives de (D) et (C).
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2. a) Calculer la limite de T en +oo.
- f(x) S : ,
2. b) Calculer la limite en +-00 de ——— . Donner l'interprétation graphique de ce résultat.
X
3.a) Démontrer que f (@) =1—a—2.
3. b) En déduire un encadrement de f (0() par deux nombres décimaux d'ordre 2.
4. a) Démontrer que pour tout nombre réel X, f'(X) = g(x)e**
4. b) En déduire les variations de et dresser son tableau de variation.
5. a)  Résoudre dans R I'tquation f (X) =0.
5. b) En déduire que (C) et (Ol) se coupe au point O et en un point A dont on précisera les coordonnés.
6. )Placer le point A, tracer (D) puis construire (C).

Partie C

1.

Soit les fonctions H et h définies et dérivables sur R par : H(X) = (ax + b)e™ eth(x) = (x —1)e**.

Déterminer les nombres réels a et b pour que H soit une primitive sur R de h .

2. Endéduire les primitives sur R de f.
SUJETII
Exercice 1
Le tableau ci-dessous donne le cours moyen d'une action donnée a la bourse d’Abidjan.
Année 2009 2010 2011 2012 2013 2014
Rang x; de 'année 0 1 2 3 4 5
Prix y; en FCFA 500 580 690 850 1050 1120

On désigne par X le caractere « rang de I'année » et par Y le caractere « Prix correspondant a 'année »
1)  Représenter le nuage de points associé a la série a la série double (X;Y) dans le plan muni d’un repére orthonormé (0; I; J)
d’'unités 1cm pour une année en abscisse et 1c¢m pour 100FCFA en ordonnée.
2)  Calculer les coordonnées du point moyen G du nuage et le placer sur la figure précédente.
3) Calculer la variance V (X) de X, la variance V(Y) de Y et la covariance COV (X; Y) de la série double (X;Y).
4) Démontrer que, & 10~ 2prés par excés, le coefficient de corrélation linéaire de la série double (X;Y) est égal 4 0,99. En
déduire qu'un ajustement affine est justifié.

Soit (D) la droite de régression de Y en X par la méthode des moindres carrés.

Démontrer qu'une équation de (D) est:y = &x + 464,76.

)
)

b) Tracer la droite (D) dans le repére (0; I; ]).
) En supposant que la tendance constatée se maintienne ; estimer en utilisant la droite (D) :
) Le cours moyen de cette action au lerJanvier 2016

b) A partir de quelle année, le cours moyen de I'action considérée dépassera-t-il 2000 FCFA ?
Exercice 2

On considére les nombres complexes z, définis, pour tout entier naturel n, par zy = 4 etz,,; = —z,.Onnote M, l'image de z,

dans le plan muni d'un repére orthonormé (0, u, v)d'unité graphique 2cm.
1)  Ecrire sous forme algébrique, puis sous forme exponentielle, les nombres complexes z;; z,; et zs.
) Placer les points My; My; M,; et M3.
3) Démontrer que pour tout entier naturel n, le triangle OM,, M,, .1 est rectangle et isocéle en M,, ;.
) On désigne par S la transformation du plan qui applique M,, sur M,, ,.déterminer la nature et les éléments caractéristiques de
S.
5) Pour tout entier naturel n, on pose d,, = |z,41 — 2, |.

a) Montrer que (d,,) est une suite géométrique de raison — et déterminer son premier terme.

b) Interpréter géométriquement chacun des nombres d,,
Probléme
PARTIE A
Soit g la fonction numérique définie par: g(x) = e™
1)  Déterminer 'ensemble de définition de g.
2) Calculer les limites de g en —= et a gauche en 0.
3) Onadmet que g est dérivable sur ]—=; 0[.

+n(—x)+1

Page 133 sur 186



a) Démontrer que Vx € ]—=; 0[; g'(x) = —e™* +1;

b) Etudier le signe de g'(x) suivant les valeurs de x et déduire les variations de g.

c) Dresser le tableau de variation de g.

4)  Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans ]—; O[ puis vérifier que —0,2 < a < —0,1. Donner

un encadrement de & d’amplitude 0,01.
5) Déduire de tout ce qui précéde que : Vx € |—=; a[; g(x) > 0etVx € Ja; 0[; g(x) <0
6) Justifier que In(—a) = -1 —e™“.
PARTIE B
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, I, ]) d’unité graphique 4cm. On considére la fonction numérique f définie sur |—<; 0] par :
{f(x) =e ¥ —xln(—x)six <0
f0) =1

. on désigne par (C) la représentation graphique de f dans le repére (0, 1,]).

—_

Etudier la continuité de f en 0.

)
2) Etudier la dérivabilité de f en 0 et interpréter géométriquement le résultat.
3) Justifier que (€) admet en — une branche parabolique dont on précisera la direction.
4)  Onadmet que f est dérivable sur ]—; 0[
a) Démontrer que Vx € ]—=; 0[; f'(x) = —g(x)
b) En déduire les variations de f puis dresser son tableau de variation.
)

5) a)Démontrerque f(a) = (1+ a)e ™™ +
b) En déduire un encadrement de f (a) d’'amplitude 3. 1072.
6) Construire (C). On prendra ¢ = —0,12 et f(a) = 0,87
PARTIE C
Soit t un nombre réel telque —1 <t < 0
1) Hachurer sur le graphique, la partie A(t) du plan limité par (C), l'axe (OI) et les droites d'équations respectives x = —1 et
x =t.
2) Calculer f_tl xIn(—x)dx a l'aide d’'une intégration par parties.
3) Endéduire I'aire A(t) de A(t) en cm?.
4)  Calculer la limite & gauche en 0 de A (t).

SUJET Il

Exercice 1
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0, I, J) d'unité graphique 1cm.
Soit le polyndme P(Z2) = Z3 — (5 +i)Z% + (10 + 6i)Z — 8 — 16i
1) Démontrer que I'équation P(Z) = 0 admet une solution imaginaire pure que I'on précisera.

En déduire 'ensemble (I") et construire (I

a) Résoudre dans C I'équation (E") : Z* = 8410(—1 + iv/3). On donnera les solutions de (E") sous la forme exponentielle.
b)Représenter dans un autre repére direct (0, I, ]) d'unité 2cm, les points images des solutions de (E")
Exercice 2
Lors d'une épidémie chez les bovins, on s'est apercu que si la maladie est diagnostiquée tét chez I'animal, on peut le guérir ; sinon la
maladie est mortelle. Un test est mis au point et essayé sur un échantillon d’animaux dont 1% est porteur de la maladie. On obtient les
résultats suivants :

()

7

)
2) Déterminer le polyndme Q(Z) tel que P(Z) = (Z — 2i)Q(Z)
3) En déduire la résolution dans C de I'équation P(Z) = 0
4) Soientt A, B et C les points d’affixes respectives Z, =3 +i; Zz = 2ietZ, =2 — 2i
a) Placerles points A, B et C.
b) Démontrer que le triangle ABC est un triangle rectangle isocéle.
c) Déterminer I'affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme puis construire D.
5) Soit E le symétrique de A par rapport au milieu de [BC].
a) Justifier que l'affixe de E est —1 — i
b) Prouver que ABEC estun carré.
c) Démontrer que les points E, C et D sont alignés.
6) Soit (I I'ensemble des points M du plan dont I'affixe z vérifie Eiz‘ -1+ i| = @
a) Lespoints E, D, A et B appartiennent-ils a (I') ? justifier votre réponse.
b) Démontrerque M € (N & |z — 2 + 2i| =10
)
)
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o  Siunanimal est porteur de la maladie, le test est positif 8 85% des cas.

e  Siunanimal est sain, le test est négatif dans 95% des cas.
On choisit de prendre ces fréquences observées comme probabilités pour la population entiére et d'utiliser le test pour un dépistage
préventif de la maladie. On note les événements suivants :

e M «I'animal est porteur de la maladie »

o T :«letestestpositif »

1)  Construire un arbre pondéré de probabilités modélisant la situation proposée.

2)  Un animal est choisit au hasard.

a) Quelle est la probabilité qu'il soit porteur de la maladie et que son test soit positif ?

b) Démontrer que la probabilité que son test soit positif est p = 0,0580.

3) Unanimal est choisi au hasard parmi ceux dont le test est positif. Quelle est la probabilité pour qu'il soit porteur de la maladie ?

4)  On choisit cing animaux au hasard. La taille de ce troupeau permet de considérer les épreuves comme indépendantes et
d’assimiler les tirages & des tirages avec remise. On note X la variable aléatoire qui, aux cing animaux choisis, associe le
nombre d’animaux ayant un test positif.

a) Démontrer que X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.

b) Déterminer la loi de probabilité de X.

c) Calculer la variance V (X) de X.

d) Quelle est la probabilité pour qu'au moins un des cing animaux ait un test positif ?

5) Le colit des soins a prodiguer @ un animal ayant réagi positivement au test est de 100000 FCFA et le colt de I'abattage d’un

animal non dépisté par le test et ayant développé la maladie est de 300000FCFA. On suppose que le test est gratuit.
D'apres les données précédentes, la loi de probabilité de la variable aléatoire Y donnant le colt a engager par animal subissant le test est
donnée par le tableau suivant ;

Colt y; 0 100000 300000

P(Y =y) 0,9405 0,0580 0,0015

a) Calculer I'espérance mathématique E (Y) de Y. Interpréter ce résultat.

b) Un éleveur posséde un troupeau de 200 bovins. Si tout le troupeau est soumis au test, quelle somme doit-il prévoir d'engager ?
Probléme
Le plan est muni d’un repére orthonormé («Z) d’unité graphique 242n considere la fonction définie et dérivable sur R par: f(x) = x —
1+ (x? 4 2)e™™ de représentation graphique (Cy).
PARTIE A(Etude d unefonction auxiliaire)
On considére la fonction g définie et dérivable sur R par: g(x) = 1 — (x? — 2x + 2)e ™™

1)  Calculer les limites de g en —oo eten 4o

2) Démontrer que pour tout x € R, g((x) = (x — 2)%e™*

3) Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation.

4)  Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une seule solution « dans R tel que 0,35 < a < 0,36.

5) Démontrer que :V x € |[—oo; [, g(x) < 0etVx € Ja; +oo,[, g(x) > 0.

PARTIE B(Etude de f et tracer de (Cf))

1)  Calculer la limite de f en +co
2) Démontrer que (Cf) admet en —oo une branche parabolique dont on précisera la direction.
3) a) Démontrer que f est une primitive de g sur R.
b)En déduire le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.
4) a) Justifier que a? + 2 = 2a + e®
b)En déduire que f(a) = a(1 + 2e™%)
c) Déterminer un encadrement de £ () & 10~2 prés par deux nombres décimaux consécutifs.

5) Soit (A) la droite d'équation y = x — 1

a) Démontrer que la droite (A) est une asymptote oblique a (C’f) en +oo

b)  Etudier les positions relatives de (C;) par rapport a (A)

6) Déterminer une équation de la tangente (T') a (C’f) au point O (origine du repere).

7)  Construire avec soin les droites (T') et (A) puis la courbe (C’f).
PARTIE C(Calcul d'aire)-
Soit A un nombre réel strictement positif. On désigne par D(A) la partie du plan délimitée par (Cf) ; (A) et les droites d'équations x = 0
etx = A

1) Pour A = 3, hachurer sur le graphique D (3).
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2) En utilisant deux intégrations par parties, démontrer que l'aire A (1) de D(A) en cm? est:
AR) = 4[4 — (A + 24+ 4)e *|em?
3) Calculer lim;_, o, A1) ;

SUJET IV

Exercice 1
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0; i; ), unité 1cm.

On consideére les points A4, B, C et D d'affixes respectives : z, = —1 + iV/3; zg = =1 — iV/3; z, = 2 etzp = —12—1 +;i\/§.
1) Placer les points A, B, C et D

2)  a) Vérifier que 227 = ¢'5,
ZA—Zc¢
c) Endéduire la nature du triangle ABC.
d) Démontrer que le centre du cercle (T;) circonscrit au triangle ABC est 0. En déduire le rayon de (T})
e) Tracerle cercle (I3)
3) a) Déterminer I'ensemble (T,) des points M d'affixe z qui vérifient : |Z +4 - i\/§| =3
c) Vérifier que le point A est élément de (T3,).
d) Construire (I3,)
4)  On appelle r la rotation de centre A et d'angle g et h 'homothétie de centre A et de rapport - %
a) Quelles sont les images des points A et B par la rotation 7 ?
b) Quelles sont les images des points A et C par 'homothétie h ?
5) Onpose f = h°r
a) Justifierque f(A) = Aetf(B) =D
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
c¢) Démontrer que I'écriture complexe de f estz” = (— % - i%g) z—4+iV3

6) Démontrer que I'image du cercle (Iy) par f est (I).
Exercice 2
Un glacier situé prés du College LOUIS LAGRANGE permettant aux éleves du dit college de se désaltérer est ouvert entre 12h et 17h.
Il propose uniquement deux types de parfum de glace : Malaga et Américain.
Pour des raisons sociales, un éléve n‘achéte qu’une seule glace.
60% des clients viennent & I'heure de déjeuner entre 12h et 14h.
Parmi les éléves qui achétent une glace entre 14h et 17h, 80% achéte une glace de parfum Américain.
On note les événements suivants :
D: « le client vient a | heure du déjeuner entre 12h et 14h >

A: K le client achéte une glace de parfum Américain >
Une étude a montrer que la probabilité pour qu’un client achéte une glace de parfum Américain est de 0, 62.
(on pourra s aiderd un arbre de probabilité dont on complétera au fur et 3 mesure)
1.a) Justifier que P(AN D) = 0,3
b) En déduire Py, (A) et compléter 'arbre pondéré de probabilité correspondante a cette situation.

2) Cing clients se présentent au glacier et passent leur commande de glace chacun indépendamment des autres.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de glace de parfum Américain que ces éléves achetent.

a) Préciser la loi de probabilité de X ainsi que ces parametres.

b) Déterminer I'espérance mathématique E (X) et la variance V (X) de X.

c) Quelle est la probabilité que 3 exactement de ces éleves achétent des glaces de parfum Américain ?
PROBLEME
Partie A
On considére I'équation différentielle (E) : y' — 2y = 2(e?* — 1)
1) Soit h la fonction de R vers R définie par : h(x) = 2xe?* + 1.
Démontrer que h est solution de (E).
2.a)Démontrer qu'une fonction f est solution de (E) si et seulement si ¢ = f — h est solution de (F). :y’ — 2y = 0.
a) Résoudre (F).
b) En déduire les solutions de (E)
c) Déterminer la solution f de (E) vérifiant £ (0) = 0.
Partie B
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On considere la fonction f de R vers R définie par :f (x) = (2x — 1)e?* + 1
1-a) Déterminer la limite de f en —oo. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
b) Déterminer la limite de f en +co.

c) Démontrer que lim,_, , , % = +ooet interpréter graphiquement le résultat.

2) Etudier le sens de variations de £, puis dresser son tableau de variation.

3) Démontrer que Vx € R, f(x) = 0.

4) Construire (C), courbe représentative de la fonction f dans le plan muni d’un repére orthonormé (0, I, ) (unité graphique : 2cm).
Partie C

1) Résoudre dans R, l'inéquation 1 — f(x) = 0.

1
2) On considere l'intégrale 1= 4 [, /2[1 — f(x)]dx.

a) Interpréter graphiquement | puis calculer I.

b) Déterminer I'aire en cm? de la partie du plan délimitée par la courbe(C’f) , la droite (A) d’équation y = 1 et les droites d’équations

1
x—Oetx—E

SUJETV

Exercice 1
Le tableau suivant représente les notes obtenues par cing éléves de la Tle D1 en mathématiques et en sciences physiques lors du
dernier devoir.
On désigne par x;la note en mathématiques et y;la note en sciences physiques.
note Xx; 7 10 11 13 16
note y; 8 9 12 12 13
1) Représenter le nuage de points associé a cette série statistique

)
2) Déterminer les coordonnées du point moyen G.
3) Calculer V(x) ; V(y) et COV (x,y)
4) Calculer r le coefficient de corrélation linéaire entre les variables x et y.
Interpréter le résultat obtenu.
5) a) Déterminer une équation de la droite de régression de y en x et celle de x en y.
b) Tracer (D).
6) Suivant cet ajustement, quelle serait la note en sciences physiques d'un éléve qui a obtenu 12 en mathématiques.
Exercice 2
Dans le plan complexe rapporté a un repére (o, i, ¥)orthonormé d’unité graphique 1 cm, on considére les points A,, 4;, A, d'affixes

respectives zy =5 —4i,z; = —1—4i; z, = —4—i
1-a) Justifier I'existence d’une unique similitude directe S telle que : S(4y,) = A; et S(4;) = 4,
1-i —3+i

b) Etablir que 'écriture complexe de S est : 2z’ = —Zt——

)
c) En déduire le rapport, 'angle et I'affixe w du centre Qde la similitde S
d) On considére un point M, d'affixe z avec z # 0 et son image M’ d’affixe z'.
Vérifier la relation w — z' = i(z — z'); en déduire la nature du triangle QMM .
2) Pour tout entier naturel n, le point 4, est définie par 4,,,1 = S(A4,)etonpose:u, = A, Ap 1.
a) Placer les points A, A4, A, et construire géométriquement les points A3, A, As, 4g
b) Démontrer que la suite (u,, )est géométrique.
3) La suite (v, )est définie sur N par v, = ug + uq + -+ u, = Dj—o Ug
a) Exprimer v, en fonction de n.
b) La suite v, est elle convergente ?
4) a)Calculer en fonction de n le rayon 7, du cercle circonscrit au triangleQ A, A,, 1.
b) Déterminer le plus petit entier naturel p tel que, pour tout entier naturel n:sin > p alors r, < 1072
PROBLEME

Le plan est muni d’'un repére orthonormé direct (O ,1,J ).(Unité graphique :5Cm)
PARTIE A
On consideére la fonction g définie et dérivable sur IR par: g(x) = —2 + 2e™ + e~ %*.

Justifier que g(—In(—1 ++v/3)) = 0.
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Etudier les variations de g puis dresser son tableau de variation.(On ne demande pas de calculer les limites de g en I'infini)
Vx € |—o0; —Inif—1 + V3)[; g(x) > 0

Démont 5
emontrer que {Vx c ]—ln(—l + \/§);+00[;g(x) <0

PARTIE B

6

1+e~*’

On considére la fonction f définie et dérivable surlR par: f(x) = =5+ 2¢7™* +

et de représentation graphique (C ).

a) Calculer la limite de f en —co.
b) Calculer la limite en —co de @.Donner une interprétation graphique du résultat.

)
)
a) Démontrer que la droite (D) d’équation y = 1 est une asymptote horizontale a (C ) en +co
b) Etudier la position relative de (C ) et (D).

a) Démontrer que pour tout x élément delR ; f' (x) = %Eg’?.

b) En déduire les variations de f.

c) Dresser le tableau de variation de f.

Déterminer une équation de la tangente (T ) a (C ) au point d'abscisse 0.

a) Résoudre dansIR I'équation : f(x) = 0.

b) En déduire que (C ) coupe I'axe des abscisses aux points O et A. (On donnera les coordonnées de A)

Placer A ,construire (D ) ;(T ) et la courbe (C).
PARTIE C
Soit F la fonction définie et dérivable sur IR par : F(x) = —5x —2e ™™ + 6In(1 + e*).

a) Démontrer que F est une primitive sur IRde f.

b) Démontrer que pour tout x élémentdelR , F(x) = x — 2e™ + 6In(1 + e7%).

Soit y un nombre réel strictement positif. On désigne par  A(y) l'aire en Cm? de la partie du plan délimitée par la droite (D ) ,la courbe (C ) et
les droites d’équations x = 0 etx =y

a) Calculer A(y).

b) Calculer la limite de A(y) en +oo.
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LES NEUF DERNIERS SUJETS DU BAC ENTIEREMENT RESOLUS
EXAMEN 1 : Bac D Session normale 2017

Exercice 1

Dans le cadre du recensement portant sur le nombre de travailleurs dans les champs d’hévéa, un agent recenseur a visité
huit (08) exploitations. Un exploitant voudrait estimer le nombre de travailleurs que prendrait une exploitation de 16 ha
d’hévéa. Pour cela 'agent recenseur a recueilli les informations consignées dans le tableau ci-dessus.

Nombre x de travailleurs 2 4 4 5 7 7 8 8

Superficie exploitée y en (ha) 3 5 6 7 10 11 8 12

1) Représente le nuage de points correspondant a la série statistique double (X;Y) dans le plan muni d’un repére
orthonormé.
On prendra sur I'axe des abscisses 1cm pour un travailleur et sur I'axe des ordonnées 1cm pour une superficie de 1 ha.
Pour les questions 2), 3) ; 4) et 5), les résultats seront arrondis & l'ordre 2.
2) Justifie que le point moyen a pour couple de coordonnées (5,63;7,75).
3) Onnote V(X) lavariance de X, V(Y) la variance de Y et COV (X; Y) la covariance de X et Y.
Justifie que : V(X) = 4,18 ; V(Y) = 8,44 et Cov(X;Y) = 5,37.
4.a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de la série (X, Y).
b) Interpréter le résultat obtenu précédemment.
5.a) Justifie qu'une équation de la droite (D)d’ajustement de Y en X par la méthode des moindres carrées est :
y =1,28x + 0,54.
b) Tracer (D) sur le graphique précédent.
6) Utilise I'ajustement précédent pour répondre a la préoccupation de I'exploitant. On donnera I'arrondi d’ordre zéro du
résultat.
Exercice 2
Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormé direct (0, i, ¥). L'unité graphique est 2 cm.
1) Résous I'équation : z € C, z2 + (1 — 3i)Z — 4 = 0.
2)Onpose:Vz€E€C P(z) =23+ (1—1i)z? + (2 + 2i)z — 8i.
a) Justifie que P(—2i) =0
b) Déterminer les nombres complexes a et b tels que : Vz € C, P(2) = (z + 2i)(z? + az + b).
c) Déduire des questions précédentes les solutions de I'équation : z € C, P(z) = 0.
3) Soit A, B et C les points daffixes respectives —2i; —2 + 2i et 1 + i. on note D le symétrique de A par rapport au point
0.
a) Place les points 4, B, C et D dans le plan complexe.
b) Démontre que le triangle ABC est rectangle isocéle en C.
c) Démontre que les points 4, B, C et D sont cocycliques.
Probléme
Partie A
On considére la fonction f définie sur R par: f(x) = (1 — x%)e~ . On note (C)la courbe représentative de f dans le plan
muni d’un repére orthonormé (0, 1,]). L'unité graphique est 2cm.
1.a) Justifie que : lim,_, 1o, f(x) =0
b) Donne une interprétation graphique du résultat obtenu précédemment.

2.a) Calcule : lim,_, o, f(x) et:lim,__, fix).

b) Donne une interprétation graphique des résultats obtenus précédemment.
3) On suppose que f est dérivable et on note f* sa fonction dérivée.
a) Démontrer que VvV x € R, f (x) = (x% — 2x — 1)e ™ .
b) Justifie que : V x € |—o00; 1 —V2[U |1+ V2[,f (x) > 0;Vx € |1 —=v2; 1+ V2[, f'(x) <0
c) Dresser le tableau de variation de f. on ne calculera pas f(1 —v2) et f(1 + v2)
4) Démontrer qu’une équation de la tangente (T") a (C) au point d'abscisse O est: y = —x + 1.
5) Soit h la fonction définie sur R par: h(x) = (1 + x)e ™ — 1.
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a) On suppose que h est dérivable et on note h’ sa fonction dérivée. Calculer h' (x).

b) Etudier les variations de h.

c) Calculer h(0) et dresser le tableau de variation de h. On ne demande pas de calculer les limites de h.
d) Justifieque Vx € R, h(x) < 0.

e) Vérifierque:Vx €R, f(x) +x—1=(1—x)h(x).

f)  Déduis des questions précédentes la position relative de (C) et (T).
6) Tracer la tangente (T) et la courbe (€). On prendra: f(1 —+v2) = 1,3 et f(1 —v2) = —0,4.
Partie B
Soit A un nombre réel de l'intervalle ]1; +oo[ et A(1) I'aire en cm? de la partie du plan limitée par la courbe (€), la droite
(0I) et les droites d’équations x = 1 etx = A.

2
1) Démontrer, en utilisant deux intégrations par parties, que : A(1) = (1?6 — 4(1;) ) cm?.

2) Déterminer la limite de A(X) lorsque A tend vers +co.

EXAMEN 2 : Bac D Session normale 2016

Exercice 1
1) On considére la fonction h dérivable et définie sur 'intervalle [0; 1] par h(x) = 2x — x2.
a) Démontrer que h est strictement croissante sur l'intervalle [0; 1].
b) En déduire que 'image de l'intervalle [0; 1] par h est l'intervalle [0; 1]
2) Soit u la suite définie par : v, = ;et vneE Nu,q = h(u,).
a) parrécurrenceque :vn € N0 <u, <1
b) Démontrer que la suite u est croissante.
c) Justifier que la suite u est convergente.
) On considére la suite v définiepar:vn € N,v, = In(1 —u,)
) Démontrer que v est une suite géométrique de raison 2.
) Exprimer v, en fonction n.
) Calculer la limite de la suite v
d) En déduire la limite de la suite u.
Exercice 2
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (0, U, ¥), (unité graphique: 2cm).
On consideére la transformation ¢ du plan qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M" daffixe z’ telle que :
: 3 NE
z = (1 —l?)Z-I-ZL?

4

O T QO

1) Soit Q le point d’affixe 2.
a) Veérifier que : @ (Q) = Q
b) Justifier que ¢ est une similitude directe dont on précisera les éléments caractéristiques.

’

Z—Z_i\/§

2—z 3

2-a) Démontrer que : V z # 2,
b) En déduire que le triangle MQM' est rectangle en M.
)

¢) Donner un programme de construction de Iimage M’ par ¢ d'un point M donné.
3- a) Placer les points A et B d'affixes respectives —1 + i et 5 — i dans Le plan muni du repére (0, U, 7).
Construire les images respective A’ et B de A et B par .
b) On note z,, zg, z4 €t zg les affixes respectives des points A, B, A" et B'. Démontrer que : zy» — z4 = zg — zp'.
c) En déduire la nature du quadrilatére AA'BB’.
Probléme
PARTIE A
Soit g la fonction dérivable et définie sur R par: g(x) = —1 + (2 — 2x)e~2**3
1) Calculer les limites de g en —co et en +-c0.
2.a) Soit g’ la fonction dérivée de g. Justifierque : vV x € R, g (x) = (4x — 6)e>**3
b) Etudier le signe de g’ (x) suivant les valeurs de x.
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c) Justifier que g G) = -2
d) Dresser le tableau de variation de g.
3.a) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet dans IR une solution unique notée a.
b) Vérifier que : 0,86 < a < 0,87.

c) Justifier que : V x € ]—o0; a[, g(x) > 0etV x € Ja; +oo[, g(x) < 0.
Partie B
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, I,]), (unité graphique: 2cm).
On considére la fonction £ dérivable et définie sur R par: f(x) = —x + (x - %) e 2x 13,
On note (C) la courbe représentative de f.

1.a) Calculer lim, _,_, f(x) etlim,_,_o, fix)

b) En déduire que (C) admet une branche parabolique de direction (0]) en —oo.
2.a) Caleuler lim, _, 1o, f(x)
b) Démontrer que la droite (D) d’équation y = —x est asymptote a (C) en +oo.
c) Etudier la position de (C) par rapport a (D).
3.a) f lafonction dérivée de f. Démontrer que: vV x € R, f (x) = g(x).
b) En déduire les variations de f.
c) Dresser le tableau de variation de f. on ne calculera pas f(«).
4) Construire (D) et (C) sur le méme graphique. On précisera les points de (C) d'abscisses 0; % ;
Onprendra : a = 0,865 et f(a) = 0,4.
5) Soit ¢t un nombre réel strictement supérieur a 3 On désigne par A(t) l'aire en cm? de la partie du plan limitée par la courbe

N w

;4.

(©), la droite (D) et les droites d’équations x = get x =t.
1 _
Onpose: I, = fgt (x _E) e 2* T3 dx

a) Alaide d'une intégration par partie, justifier que : I, = Z — %e‘“”

b) Endéduire A(t)
c) Calculer lim,_, o A(t)

EXAMEN 3 : Bac D Session normale 2015

Exercice 1
PARTIE |
On considére la fonction p définie sur CparV z € C,p(z) = z3 — (3 + 2i)z% + (1 + 5i)z + 2 — 2i.
1.a) Calculer p(i)
b) Déterminer deux nombres complexes a et b tels que : p(z) = (z — i)(z% + az + b)
2) Résoudre dans C, de I'équation : z*> — (3 + i)z + 2 + 2i
3) En déduire les solutions dans C, de I'équation (E) : p(z) = 0.
PARTIE Il

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (0, i, ¥), d’unité 5cm.

1+i
Onpose:zy, =2etVn €N, z,4 =len.

On note A,, le point du plan d’affixe z,, .

1.a) Calculer z; et z,.
b) Placer les points A, A; et A, dans le plan complexe.

2) On consideére la suite U définieparvn € N, U,, = |z,,41 — Z,|.
a) Justifierque:vn € N, U, = g |z, ].

b) Démontrer que U est une suite géométrique de raison \/2—7 et de premier terme V2.

c) Exprimer U,, en fonction de n.
3) On désigne par AgA; + A4, + A, A3 + -+ A, _1 A, lalongueur de la ligne brisée AgA; 4,45 ... A,_1A,(n € N*).
Onpose Vn € N*, I, = AgAy + A1A, + A,As + -+ A, 14,
a) Calculer[,.
b) En déduire lim,,_, ., L,.
Exercice 2
Mariam, une jeune dipldbmée sans emploi, a regu un fonds et décide d’ouvrir un restaurant. Aprés un moi d’activité, elle constate que :
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e Pour un jour donné, la probabilité qu'il y ait une affluence de clients est 0,6 ;
e Lorsqu'il y a une affluence de clients, la probabilité qu'elle réalise un bénéfice est 0,7 ;
e Lorsquil ny a pas d'affluence de clients, la probabilité qu’elle réalise un bénéfice est 0,4.
On désigne par A I'évenement « Il y a une affluence de clients » et par B I'événement « Mariam réalise un bénéfice »
1) On choisit un jour au hasard.
a) Calculer la probabilité de I'événement E suivant : « IL y a une affluence de clients et Mariam réalise un bénéfice ».
b) Démontrer que la probabilité p(B) de I'évenement B est égal a 0,58.
¢) Mariam a réalisé un bénéfice.
Calculer la probabilité qu'il ait eu une affluence de clients ce jour la.
on donnera l'arrondi d ordre 2 du résultat.
2) Mariam veut faire des prévisions pour trois jours successifs donnés.
On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de jours ou elle réalise un bénéfice sur les 3 jours successifs.
a) Déterminer les valeurs prises par X.
b) Déterminer la loi de probabilité de X.
c) Calculer 'espérance mathématique E (X) de X.
) Soit n un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2. On note p,,la probabilitt que Mariam réalise au moins une fois un
bénéfice pendant n jours successifs sur une période de n jours.
a) Justifier que pour tout nombre entier naturel n supérieur ou égala 2 : p, = 1 — (0,42)"
b) Déterminer la valeur minimale de n pour qu'on ait p,, =,9999.
Probléme
PARTIE A
Soit r la fonction définie sur R par: r(x) = xe™™ .
On considére I'équation différentielle (E):y +y =r
Soit g la fonction dérivable et définie sur R par: g(x) = %xze"‘.

—_

Démontrer que g est solution de I'équation (E).

)
2) Soit I'équation différentielle (F) :y +y =0
a) Démontrer qu’une fonction ¢ est solution de (E) si et seulement si ¢ — g est solution de (F).
b) Résoudre différentielle (F).
c) Endéduire les solutions ¢ de (E) qui vérifie ¢ (0) = —%
Partie B
On considére la fonction f dérivable et définie surR par :f (x) = xz—_ge"‘

2
On note (C)la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthogonal (0, 1, J), d'unités graphiques : OI = 2cm, 0] =

4cm.
1-a) Calculer lim,,_,_, f(x).
b) Démontrer que la courbe (C) admet en —oo une branche parabolique de direction celle de (0J).

2) Calculer la limite de f en +< et interpréter graphiquement ce résultat.
342x—x2 —x
2 e

3.a) Soit /" la fonction dérivée de f. Démontrer que : V x € R, f'(x) =
b) Etudier les variations de £.
c) Dresser le tableau de variation de f.
4) Démontrer qu’une équation de la tangente (T") a la courbe (C)au point d'abscisse 0 est: y = %x — %
5) Etudier les positions relatives de (C) par rapport a I'axe des abscisses.
6) Représenter graphiquement (T') et (C).
Partie C
1) Alaide d'une intégration par parties, calculer : fol xe *dx.
2.a) Vérifier que f est une solution de 'équation différentielle (E) de la partie A.
b) En déduire que : V x € R, f(x) = —f (x) + xe ™.
¢) En utilisant la question précédente, calculer en cm? l'aire A de la partie du plan limitée par la courbe(C) , la droite (O1)et les
droites d’équations x = 0 etx =1

EXAMEN 4 : Bac D Session normale 2014

Exercice 1
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (0; U; ¥).
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On note B et C les points d’affixes respectives 3 — 2i et 5 + i. On désigne par ¢ la similitude directe de centre O qui transforme C en
B.
i. a) Démontrer que I'écriture complexe de ¢ est: z* = %(1 —i)z.
b) Déterminer les éléments caractéristiques de ¢.
c) Déterminer I'affixe du point D qui a pour image le point C par ¢.
ii. a) Justifier que I'affixe Z; du point B;, image de B par ¢ est : % (1-15i0)
b) Justifie que le triangle OB B, est rectangle isocéle en B;
iii. ~On définit les points suivants : By = Betvn € N, B, .1 = ¢(B,). On note : z, I'affixe de B,
a) Démontrer par récurrenceque : Vn € N, z, = G)n (1—-10i)"z
b) Calculer la distance OB,, en fonction de n.
c) Calculer lim,,_,,, OB,
Exercice 2

Pour étudier I'évolution du nombre de bacheliers accédant aux étudessupérieurs, le Ministére du Plan d’un pays a diligenté une enquéte
depuis I'an 2003. Les résultats de cette enquéte sont consignés dans le tableau ci-dessous.

Année 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011
Rang X de I'année 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Nombre Y de diplomés (en milliers) 25 27 30 33 34 35 38 41 43

1) Représenter le nuage de points associé a la série statistique double (X ; Y) dans le plan muni d’'un repére orthogonal (0; I; J).
(Unité graphique: 1cm)

0
On prendra pour origine du graphique le point () (24)

2) Déterminer les coordonnées du point moyen G de la séris statistique (X,Y)
3) Justifier que :
a) La variance de X est ?

b) La covariance de X et Y est %

. P .98 . . . . T e
4  -a) Sachant que la variance de Y est égale a 3 déterminer la valeur du coefficient de corrélation linéaire.

b)Justifier que ce résultat permet d’envisager un ajustement linéaire.
5) Soit (D) la droite d’ajustement de Y en X obtenue par la méthode des moindres carrés.
a) Déterminer une équation de (D).
b) Tracer (D)
6) On suppose que I'évolution se poursuit de la méme maniére au cours des années suivantes. Donner une estimation du
nombre de bacheliers qui accéderont aux études supérieures en 2020.

Probléme
Le plan est muni d’un repére (0; I; J). L'unité graphique est le centimétre.
Partie A
Soit g la fonction dérivable et définie sur R par: g(x) = x + (ax + b)e *ou a et b sont des nombres réels.
Dans le plans muni du repére (0; I; ), on désigne par :
(@) la courbe représentative de g ;
(D) la droite d’équation y = x.
1-a) On donne : g(0) = 1. Déterminer la valeur de b.

c) Onadmet que la tangente (T) a (C) au point d'abscisse 0 est paralléle a la droite (D). Déterminer la valeur de a.
2- Soit h la fonction numérique dérivable sur R et définie par: h(x) = e* — x

a) Soit h' lafonction dérivée de h.

Calculer k' (x), pour tout x élément de R
b) Dresser le tableau de variation de h.
On ne calculera pas les limites de hen — oo et en + ©

c) EndéduirequevVx € R h(x) >0
Partie B
Soit f la fonction dérivable et définie sur R par :f (x) = x + (x + 1)e™™".

1-a) Calculer la limite de f en —oo0

b) Justifier que : lim,,_, fi") -
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c) Donner une interprétation graphique de ces résultats.
2-a) Calculer la limite de f en 40
b) Démontrer que (D) est asymptote a (€) en +oo
c) Etudier les positions relatives de (C) et (D)
3-a) On désigne par f' la fonction dérivée de f
2-a) Démontrerque: Vx € R,f'(x) = e *h(x)
b) Déterminer le sens de variation de f.
c) Dresser le tableau de variation de f.
4) Construire sur le méme graphique (T), (D) et (C)
5-a) Démontrer que f est une bijection de R dans R
b) On note £~ la bijection réciproque de f. Calculer(f ~1)'(1)
¢) Construire (") la courbe représentative de £~ sur le méme graphique que (C)
Partie C
Onpose:Vn € N, I, = [" (t+ 1 etdt
1) ATaide d'une intégration par parties, démontrerque : vn € N, I, = (-2 —n)e™" +e
5) Calculer I'aire A, en cm? de la partie du plan limitée par la courbe (C), la droite (D) et les droites d’équations x = —1 et
X=n
6) Calculerlim,,_, o, A,

EXAMEN 5 : Bac D Session normale 2013

Exercice 1
Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (0, I, J), on désigne par K, A et B les points d'affixes respectives
z1 = 2,2, = 4 + 2i et zz = 2 + 4i. L'unité graphique est 2cm.
1-a) Placer les points K, A et B
b)Déterminer la forme algébrique du nombre complexe %

2) On note S la similitude directe de centre K qui transforme A en
a) Démontrer que I'écriture complexe de Sest: Z' = (1 + i)Z — 2i
b) Déterminer les affixes respectives des points I’ et ], images respectives des points I et J puis placer I’ et J’
3) Déterminer le rapport et une mesure de 'angle orienté de la similitude directe S.
4) Soit (C) le cercle de centre Q(1; 1) et de rayon 2.
a) Tracer (C).
b) Déterminer le centre et le rayon de (C"), image de (C) par S
c) Construire (C")
5-a) Déterminer puis construire 'image par S de la droite (I]).
on pourra caractériser l image par S de la droite (I]) par deux de ses points.
b)On désigne par E le point d'intersection de (C) et la droite (I]) d’abscisse négative. Placer E et Iimage E’ de E par S. Justifier la
position du point E’.
Exercice 2
uy =2
On considére la suite numérique (u) définie par : 1.
VneE Ny =2+ou,
Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, 1,]). L'unité graphique est 2 cm.
1 — Déterminer les valeurs exactes de u; et u,.
2 — Soit f la fonction définie par : f(x) = %x + 2 et de représentation graphique (D).
a) Tracer (D) et la droite (A) d'équation y = x.
b) Placer u, surl'axe (OI).
c) Alaidede (D) et (A), placer les termes uy, u, et u; de la suite u sur l'axe (01)
3 — a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, < 4
b) Démontrer que la suite (u) est croissante.
¢) En déduire que la suite (u) est convergente.
4 — On considére la suite (v) définie par v, = u,, — 4, pour tout nombre entier naturel n.
Démontrer que la suite (v) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
5 — On pose, pour tout nombre entier naturel n :
T, = vy + vy + -+ v, lasomme des n + 1 premiers termes de la suite (v)
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S, = uy +uy + -+ u, lasomme des n + 1 premiers termes de la suite ()
a) Déterminer une expression de T,, en fonction de n.
b) Justifier que: S, = 2(v2 —4) (1 - ZT‘%) +4(n+1).
c) Déterminer la limite de S,,
PROBLEME
Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, I,]). L'unité graphique est 2 cm.
On considére la fonction £ dérivable et définie sur |—oo; 1[ par: f(x) = x2 — 1 + In(1 — x).
On note (C) la courbe représentative de f

1 — a) Caleuler lim,_, _o, f(x).
fx)

b)Calculer lim,._, _, — puis donner une interprétation graphique du résultat.

c¢) Calculer la limite de f & gauche en 1 puis donner une interprétation graphique du résultat.

2 — a) Pour tout nombre réel x de l'intervalle ]—oo; 1[, calculer £ (x).

b) Démontrer que f est strictement décroissante sur ]—oo; 11.

c¢) Dresser le tableau de variation de f.

3 — a) Démontrer que I'équation(E) : x € ]—o0; 1[, f(x) = 0 admet une solution unique a.

b) Justifier que —0,7 < a < —0,6

4 — a) Démontrer qu'une équation de la tangente (T) a (C) au point d'abscisse O est:y = —x — 1.
b) On donne le tableau de valeurs suivant :

X -2 -1,5 -1 -0,75 -0,5 —0,25 0,25 0,5 0,75
Arrondi d ordrel de f(x) 4,1 2,2 0,7 0,1 -0,3 -0,7 -1,2 -1,4 -1,8
Tracer (T) et (C)
. . , s -3<x<1
on pourra faire la figure dans la partie du plan caractérisée par {_4 <y<6

5) On désigne par A l'aire de la partie du plan délimitée par (), la droite (OI) et les droites d'équations respectives x = a et x = 0.
a) Calculer f; In(1 — x)dx alaide d'une intégration par parties.

3
b) Démontrer que la valeur de A en unités d'aire est : A = ”’? —2a-—(1-a)in(1 —a)

c) Déterminer en cm? I'arrondi d’ordre 2 de la valeur de A pour @ = —0,65

6) Soit £~ la bijection réciproque de f et (C") la courbe représentative de £~ dans le plan muni du repére (0,1,]).
a) Calculer f(—1)
b) Démontrer que le nombre dérivé de £~ en In2 existe puis le calculer.
c) Construire la courbe (C") et sa tangente (A) au point d'abscisse In2 sur la figure de la question 4 — b).

EXAMEN 6 : Bac D Session normale 2012

Exercice 1

Madame kouamé, statisticienne a la retraite, crée une petite entreprise de fabrication de colliers traditionnels. Dans l'intention de faire
des prévisions pour la production de colliers de 'année 2011 elle a fait 'état des ventes des huit types de colliers fabriqués en 2010.
Les résultats sont donnés dans le tableau ci-dessous :

Type de colliers 1 2 3 4 5 6 7 8
Prix x; de vente en centa|tr;<;sedie francs CFA du collier de 54 60 66 79 84 90 9% 102
Nombre y; de dizaines de colliers vendus au prix x; 18 16 15 13 10 9 8 7
On désigne par : X le caractére « prix de vente du collier »

Y « le caractére « nombre de colliers vendus au prix X ».
1) Représenter graphiquement le nuage de points associer a la série statistique double de caractére (X ; Y) dans le plan muni d’'un
repere orthogonal (O, 1, J). On prendra 2 cm pour dix centaines de francs sur (Ol) et 2 cm pour deux dizaines de colliers sur (OJ).
2) Calculer les coordonnées du point moyen G du nuage.
3) a) Calculer la variance V(x) de X.
b) Calculer la covariance COV(x ; y) de la série statistique double de caractére(x ; y).
¢) On admet que v(y)=14,50. Démontrer que I'arrondi d’ordre 2 du coefficient de corrélation linéaire est égal a -0,99.
4) Soit (D) la droite de régression de y en x par la méthode des moindres carrés.
a) Justifier que I'arrondi d’'ordre 2 du coefficient directeur de (D).est égal a -0,23.
b) Démontrer qu'une équation de la droite de la droite (D) est: —0,23x + 29,94
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5) Pour I'année 2011, Madame kouamé souhaite fabriquer un nouveau type de collier qu’elle vendrait & 11 500 francs CFA l'unité.
Combien de colliers de ce type pourrait-elle vendre selon I'ajustement linéaire réalisé?
Exercice 2
Ul = 3
1 4
Un+1 = E (Un + a)
1) On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par: f(x) = %(x + %) On note (C) la courbe représentative de f dans la
plan muni d’un repére orthogonal (0, 1,]) ou les unités respectives sur (0I) et (0]) sont 4cm et 2cm. La courbe (C) et la
droite (D) d'équation y = x sont tracées sur la feuille annexe a rendre avec la copie.

On considére la suite numérique U définie sur N* par :

a) Représenter sur 'axe des abscisses (OI) les termes U;, U,, et U; de la suite U en utilisant la La courbe (C) et la droite (D).
b) Quelle conjecture peut-on faire quand a la convergence de la suite U ?
2) Onadmet que f est continue et strictement croissante sur [2; 3]
a) Démontrer que f([2;3]) < [2;3]
b) En utilisant un raisonnement par récurrence, démontré que pour toutentiern > 1,2 < U,, < 3.
3)
a) Démontrer que la suite U est décroissante.
b) En déduire que la suite U est convergente.
4)  On considére la suite VV définie sur N* par: V,, = %
a) Démontrer que pour tout entiern > 1, V, ., = (1,)%.
b) Démontrer par récurrence que pour tout entiern > 1, 1, = (Vl)zn_l.
c) Calculer V; puis exprimer V, en fonction de n.
d) Exprimer U, en fonction de n.
e) Démontrer que lim,,_,,., V = 0. En déduire la limite de U.
'
|
1 ;
PROBLEME

Partie A
On considere la fonction g dérivable et définie sur ]0; +oo[ par: g(x) = e* + 2Inx
1 — a) Déterminer lim,_,o g(x) etlim,_ .., g(x)
b) Calculer g (x).
¢) Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation.
2 — a) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a sur ]0; +oo.
b) Vérifierque 0,4 < @ < 0,5.
c) Démontrerque : V x € ]0;a[,g(x) <0 et Vx € Ja; +oo[, g(x) > 0.

Partie B
- . . =e* 4+ 2xlnx -2 x>0
On consideére la fonction f définie sur ]0; +00[par:{f(x) et fj(cor)lx_ 1 xostx
On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (0, I, j). L'unité graphique est 4cm.

1 — @) Déterminer lim,_, o, £(x) et lim,_, o, i")

b) Interpréter graphiquement les résultats.
2 — a) Démontrer que f est continue en 0.

b) Démontrer que : lim, _,, f—(");f © _

—00

¢) Lafonction f est-elle dérivable en 0 ? Justifie la réponse.

d) Interpréter graphiquement le résultat de la question 2. b).

3 — On admet que f est dérivable sur ]0; +ool.

a) Démontrer que : V x € 10; +oo[, f (x) = g(x).
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b) En déduire les variations de f puis dresser son tableau de variation.

4 — Tracer la courbe (€) sur l'intervalle [0; 2]. (On prendra « = 0,45 et on admettra que la courbe (C)coupe la droite (OI)en deux
points d’abscisses respectives 0,3 et 0,6.)

5 —a)Onpose K = ff xInxdx. Al'aide d’une intégration par parties, démontrer que K = 2In2 —%

b) Soit A I'aire en cm? de la partie du plan délimitée par la courbe (C), la droite (OI) et les droites d’équations respectives x = 1 et
x = 2.

Calculer A puis donner l'arrondi d’ordre 2 du résultat.

EXAMEN 7 : Bac D Session normale 2011

Exercice 1

nf+2n

(n+1)2

1- a) Démontrer que la suite (v,,)est convergenteet donner sa limite
b) Démontrer que la suite (v, )est croissante.

On considére la suite numérique (v, )définie surN* par :v,, =

c) Démontrer que : vn € N*,% <y, <1

2) On pose pour tout entier naturel n: a,, = v; X v X V3 ... X 1.
n+2
2(n+1)’

a) Démontrer par récurrence que Vn € N*,ona:a, =

b) En déduire la limite de la suite (a,,).
3) On pose pour tout entier naturel n : b, = In(vy) + In(v,) + -+ + In(v,).
a) Démontrer que(b,,) est une suite a termes négatifs.
b) Calculer la limite de la suite (b,,).
Exercice 2
La société « Gnamienlait » de Gnamien produit des sachets de lait caillé.
Soit X la variable aléatoire qui associe a chaque sachet de lait caillé produit, sa masse en gramme (g). La loi de probabilité de X est
définie par le tableau ci-dessous.

x;(en g) | 220 230 240 250 | 260 270 280

P, 0,08 |00 a b 0,16 0,15 0,04

a et b sont des nombres réels,
x; représente la masse du sachet de lait caillé.
P; la probabilité qu’un sachet de ce lait ait la masse x;.
1) a)-Calculer 'espérance mathématique E(X)de X en fonction de a et b.

b)-Sachant que E(X) = 250 justifier que a= 0,14 etb = 0,33.
Dans la suite de I'exercice on conservera les valeurs de a et b trouvées a la question 1.b).
2) Gnamien prend au hasard un sachet de lait caillé de sa société. Calculer la probabilité pour que la
masse de ce sachet de lait caillé soit au moins de 250 g.
3) Tiéplé, la fille de Gnamien, prend au hasard et de fagon indépendante cinq sachets de lait caillé.
Calculer la probabilité qu’elle ait choisit exactement trois sachets de lait caillé de 220 g.
On prendra I'arrondi d’ordre 3 du résultat.
4) Les sachets de lait sont contr6lés par une machine. Cette machine est réglée pour éliminer en principe les sachets de lait de masse
strictement inférieur a 250 g.
o  Siun sachet de lait caillé a 240 g, la probabilité qu'il soit éliminé est 0,7.
o  Siun sachet de lait caillé a 230 g, la probabilité qu'il soit éliminé est 0,8.
o  Siun sachet de lait caillé a 220 g, il est systématiquement éliminé.
e  Siunsachet de lait caillé a une masse supérieure ou égale a 250 g, il est systématiquement accepté.
a) Justifier que la probabilité qu'un sachet de lait caillé de 240 g soit éliminé est 0,098.
b) Calculer la probabilité pour qu’'un sachet de lait de cette société soit éliminé.
PROBLEME

PARTIE A

Soit la fonction numérique dérivable sur ]0; +oo[ et définie par: g(x) = — 2’;1 + Inx.

1 — a) Caleuler lim, _, 1, g(x)
b) Calculer lim,_,_ g(x)

x2+2x+2

2 — a) Démontrer que : V x € ]0; +oo[, g (x) = =

b) En déduire le sens de variation de g.
c¢) Dresser le tableau de variation de la fonction g.
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3 — a)Démontrer que I'équation x € ]0; +oo[, g(x) = 0 admet une solution unique a.
b) justifier que 2,55 < a < 2,56.
c) Démontrerque : vV x € ]0; a[,g(x) <0 et Vx € ]a;+o[, g(x) > 0.
PARTIE B
On considere la fonction dérivable sur ]0; +oo[ et définie par : f(x) = G — lnx) e ™ .
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére orthogonal (0, 1,j). (Unités graphiques Ol = 2cm et
0] = 10cm)
1 — a) Calculer lim,,_,_ f (x) puis donner une interprétation graphique du résultat.

b) Calculer lim,_,, f(x) puis donner une interprétation graphique du résultat

2 — Démontrer que : f(a) = —%ae_a

3 — a) Démontrer que : V x € ]0; +oo, f (x) = e™™. g(x).

b) En utilisant la partie A, déterminer les variations de f

c¢) Dresser le tableau de variation de f

4 — Démontrer qu’une équation de la tangente (T') a la courbe (C) au point d'abscisse 1 est:y = — Sx + g

5 — Construire la droite (T) et la courbe (C) dans le plan muni du repére (0, I, j). On prendra @ = 2,6.
PARTIE C
1 — Soit h la fonction dérivable sur ]0; +oco| et définie par: h(x) = e ™. Inx
Démontrer que h est une primitive de f sur ]0; +oo[
2 — Soit A un nombre réel tel que 1 > 0.
a) Calculer , en cm? et en fonction de A, I'aire A (1) de la partie du plan comprise entre (C), (0I) et les droites d'équation x = 3 et
x=A
b) Calculer limy_, ; o, A(A)

EXAMEN 8 : Bac D Session normale 2010

Exercice 1

Partie A

On considére dans C : l'équation : (E) : 42 — 6iv/3Z% —3(3 +iV3)Z —4 =10
1) Déterminer les racines carrées de 6 + 6i/3

2) Résoudre dans C: l'équation 2Z2 — (1 + 3ivV3)Z —4 =10

3 — a) Développer, réduire et ordonner (2Z + 1)[22% — (1 + 3iV3)Z — 4]

b) En déduire les solutions de (E).

4) Soitzy=—2:z =~ +2i;2, =1+ V3

Exprimer chacun des nombres complexes Z,, ; Z; et Z, sous forme trigonométrique.
Partie B

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé direct (0, i, ¥)ou I'unité est 1cm, on considére les points M,, M; et M, d'affixes

respectives —% ; —%+ ?i et1++/3i
S est la similitude directe de centre O, d'angle — % et de rapport 2.

1 — a) Déterminer I'écriture complexe de S
b) Justifier que S(My) = M; et S(M;) = M,
2) Soit M,, un point du plan d’affixe z,. On pose pour tout nombre entier naturel n, M,, .; = S(M,,)
Justifier que z, 1, = (1 — V3i)z, ol z,,, estI'affixe de M, ,,
3)On considére la suite U,, définie pour tout entier naturel n par U,, = |z, |
a) Démontrer que U,, est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier terme.
b) Justifier que la distance OM;, = 2048
Exercice 2
On test un médicament sur un ensemble d'individus ayant un taux de glycémie anormalement élevé.
Pour cela 60% des individus prennent le médicament, les autres recevant une substance neutre et 'on étudie a I'aide d'un test la baisse
du taux de glycémie.
Chez les individus ayant pris le médicament, on constate une baisse de ce taux avec une probabilité de 0,8.
On ne constate aucune baisse de ce taux pour 90% des personnes ayant regu la substance neutre.
1- Calculer la probabilité d’avoir une baisse du taux de glycémie sachant qu'on a pris le médicament.
2-  Démontrer que la probabilité d’avoir une baisse du taux de glycémie est 0,52.
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3- On soumet au test un individu pris au hasard. Quelle est la probabilité qu'il ait pris le médicament sachant que I'on constate une
baisse de son taux de glycémie.
4-  On contrdle 5 individus au hasard.
a- Quelle est la probabilité d’avoir au moins un individu dont le taux de glycémie a baissé.
5 On contrle n individus pris au hasard. (n est un entier naturel non nul). Déterminer n pour que la probabilité d'avoir au moins
un individu dont le taux de glycémie a baissé soit supérieur a 0,98
PROBLEME
Partie A
Soit la fonction g dérivable sur ]0; +oo| et définie par: g(x) = 1 + xlnx.
1 — a) Justifier que: vV x € ]0;400[,g (x) =1 + Inx
b) Etudier les variations de g puis dresser son tableau de variation. (On calculera pas les limites de g)
2) En déduire que : V x € 10; +oo[,g(x) > 0.

Partie B
Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f0)=09
; T00 . x
p f(X) = 1+xInx

On note (C) la courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé (0, 1,]). (Unité 4 cm)
1 — a) Etudier la continuité de f en 0.

b) Etudier la dérivabilité de f en 0.

c¢) Démontrer qu'une équation de la tangente (T) a la courbe (€) au point O est:y = x

d) Démontrer que : (C) est au dessus de (T) sur ]0; 1[ et (C) est en dessous de (T) sur ]1; +oo[

2) Démontrer que la droite (OI) est une asymptote a (C) en +oo.

3 — a) On suppose que f est dérivable sur ]0; 4+-co[. Démontrer que : V x € ]0; +oo[f (x) =

1—x
(14xInx )2’
b) En déduire les variations de f et dresser son tableau de variation.

4) Construire la droite (T") et la courbe (€) dans le plan muni du repére (0, 1,])
Partie C
1 — a) Justifierque v x € ]0; +oo[, f(x) < 1.
b) Démontrerque Vx € ]1;e[, 1 —ﬁ < f(x)
2) Soit A I'aire en cm? de la partie du plan limitée par (€), (0I) et les droites d'équations x = 1 et x = e.

Démontrer que : 16(e — 1) + 16In (ﬁ) <A<16(e—1)

EXAMEN 9 : Bac D Session normale 2009

Exercice 1

L'entreprise Ivoirbois, spécialisée dans I'industrie du bois, envisage de faire des prévisions pour 'année 2007 du colt de production
des feuilles de contre plaqués en fonction du chiffre d’affaires. Elle dispose a cet effet des statistiques résumées dans le tableau ci-
dessous :

Années 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006
Chiffres d'affaires x 350 | 380 | 500 | 450 | 480 | 650 | 700
(en millions de francs)
Cout de production y

(en millions de francs)

40 45 50 55 60 65 70

1) Représenter graphiquement le nuage de points associé a la série statistique double(x ; y).
Dans le plan rapporté a un repere orthogonal (O, |, J). (On prendra 1 cm pour 50 millions de francs en abscisses et 1 cm pour 5
millions de francs en ordonnées).
2 a) Calculer le chiffre d'affaires moyen X
b) Calculer le codt moyen de production ¥
3 a) Vérifier qu'un arrondi a I'entier de la COV(x,y) de la série statistique est égale a 1193.
b) Justifier I'existence d’un ajustement linéaire entre x et y.
4 a) Déterminer une équation de la droite (A)d’ajustement de y en fonction de x par la méthode des moindre carrés.
b) Construire (A) dans le repére (O, I, J).
5) Utiliser I'ajustement précédent pour prévoir le codt de production de I'entreprise Ivoirbois de I'année 2007 est de 800 millions de
francs.
Exercice 2
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UO = 0
3
Upt1 = Un +1
1 — Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (0, 1, ]), représenter sur I'axe des abscisses les termes Uy; U;; U, et U; de la suite
(U,)nen(Unité graphique 2 cm).

Soit la suite définie (U,),en Par: {

2 — a) Démontrer par récurrence que la suite (U, ), ey €St majorée parg.
b) Démontrer que la suite (U,,),en CONVerge.
3 — Soitla stite (V;,),,cy définie par vn € N, V;, = U, — >
a) Démontrer que la suite (V,), e €St une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
b) Exprimer V, puis U,, en fonction de n.
c¢) Déterminer la limite de (U,),en-
Probléme
Partie A
On considére la fonction g dérivable sur R et définie par: g(x) = (1 —x)el™ — 1
1 — a) Justifier que la limite de g en 400 est —1
b) Déterminer la limite de g en —oo.
2 — a) Démontrer que, pour tout x élémentde R, g’ (x) = (x — 2)e!™*
b) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.
3 — a) Démontrer que I'équation x € R, g(x) = 0 admet une solution unique «.
b) Justifierque: 0,4 < a < 0,5
4 —Endéduireque:Vx € ]—oo; x|, g(x) > 0etVx € Ja;+oo[, g(x) <0
Partie B
On considére la fonction £ dérivable sur R et définie par f(x) = xe'™ — x + 2
On note () la courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (0, 1, ]). (Unité 2 cm)
1 — Déterminer la limite de f en —oo eten +oo
2 — a) Démontrer que f est une primitive de g.
b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
3 — a) Démontrer que la droite (D) d'équation y = —x + 2 est une asymptote oblique a (C) en +oo
b) Etudier la position relative de (D) et (C).
4 — Démontrer que (€) admet en —oo une branche parabolique de direction (0)).
5 — Déterminer une équation de la tangente (T') au point d'abscisse 1.
6 — Démontrerque f(a) =1 —a + ﬁ
7 — Justifier que, pour tout nombre réel x, f(—x + 2) = e*~1f(x)
8 — On admet que I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions. On appelle S8 'une de ces solutions.
Démontrer que - B8 + 2 est I'autre solution.
9 — Tracer (D), (T) et (C). (On prendra a = 0,4 et B = 2,5)
Partie C
Soit A un nombre réel strictement positif et A (1) 'aire en cm? de la partie du plan délimitée par (C), la droite (D) d’équation y =
—x + 2 etles droites d’équations respectives x = O et x = 4.
1 — Calculer A(A) a l'aide d'une intégration par parties.
2 — Déterminer la limite de <A (4) lorsque A tend vers +oo.
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EXAMEN 1 : Bac D Session normale 2017

Exercice 1
1) Représentons le nuage de points correspondant a la série statistique double (X;Y)
iyl f i f 7 ¥ @ T ¢t ¢ © T t ¢ [ ¢ T [ I ¥ I

Tableau de calcul
Tableau de calcul

x; 2 4 4 5 7 7 8 8 45
I 3 5 6 7 10 11 8 12 62
x;2 4 16 16 25 49 49 64 64 287
y2 9 25 36 49 100 121 64 144 548
X X y; 6 20 24 35 70 77 64 96 392
2) Justifions que le point moyen a pour couple de coordonnées (5,63;7,75).
——ln —45—5625 5,63 ; ——ln —62—31—775
"‘NZ""‘?‘ 6235 : y‘ﬁZ”‘?‘T‘ :
= i=
Alors le point G(5,63:7,75)
3) Justifions que : V(X) = 4,18 ; V(Y) = 8,44 et Cov(X;Y) = 5,37.
V(X) = 2?:1"1’1—'2 —x2 = % —(5,63)% = % =4,1781 Alors V(X) ~ 4,18
Vy) = ZLI% -y = 5:78 —(7,75)* = % = 8,4375 Alors V(Y) ~ 8,44
Cov(X;¥) = X5, "0 X xy = % —5,63x%x7,75= % =5,3675 Alors Cov(X;Y) ~ 5,37

4.a) Calculons le coefficient de corrélation linéaire de la série (X,Y)
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_ CovV(XY) 5,37 _ N
r= OV ATeER 0,904471 Alorsr = 0,90

b) Interprétons le résultat obtenu précédemment
0,87 < |r| < 1 donc la corrélation linéaire est forte . On peut donc faire un ajustement linéaire par la méthode des moindres
carrees.
5.a) Justifions qu’une équation de la droite (D)d’ajustement de Y en X par la méthode des moindres carrées
est:
y=1,28x + 0,54.

y=ax+b aveca =C0V(X‘y)—5ﬁ=1,28 etb=y—ax

VX)) 418
b=7,75-1,28 x5,63 = 0,54

Aors (Dy, )  y=1,28x+0,54
b) Tragons (D) sur le graphique précédent.
La droite (D)passe par le point moyen G(5,63;7,75)
X 5,63 6
y 7,75 8,22

6) Utilisons I'ajustement précédent pour répondre a la préoccupation de I'exploitant. On donnera I'arrondi d’ordre
zéro du résultat.
Pour 16 haona: 16 =1,28x + 0,54

_16-054_,, 078125
Y= 7128 ~ %
x = 12 . donc 12 travailleurs prendraient une exploitation de 16 ha d’hévéa.

Exercice 2
1) Résolvons I'équation: z € C,z%> + (1 — 3i)Z — 4 = 0.
son discriminantest: A= (1 —3i)? —4x1(-4)=1-6i—9+ 16 = 8 — 6i
Déterminons les racines carrées de A= 8 — 6i
Enposantz = x + iy on a: z2 = x* — y? + 2ixy et|z?| = |(x + iy)?| = |x + iy|? = x% + y?

A=8—6i; |Al =+/(8)%2+ (—6)2 =V64 +36 =100 = 10

{xz +y*=10
ZZ=A={ 2 — y? = 8 ; En ajoutant membre & membre les deux premiéres équations ; on obtient : 2x% = 18 alors
2xy = —6
x*=9=x=3 ou x=-3
Pourx=3; y=—-1 etPourx=-3; y=1
Alors les deuxracinescarrées de Asont:0 =3 —i et-o=-3+1i
Z1 — % — —1+32i—3+i =_2+2i et Z1 — % — —1+32i+3—i =1+i
Sc={1+i-2+2i}

2)Onpose:VzeC P(z) =23+ (1—i)z*+ (2 + 2i)z - 8i.

a) Justifions que P(—2i) = 0
P(=2i) = (=23 + (1 — )(—=20)% + (2 + 2i)(—2i) — 8i
P(—2i)=8i—4+4i—4i+4-8i
P(-2i)=0

b) Déterminons les nombres complexes a et b tels que : Vz € C, P(z) = (z + 2i)(z*> + az + b).
P(z)=(z+ Zi)(z2 +az+ b)
P(z) = % + az® + bz + 2iz* + 2aiz + 2bi
P(z) = 23 + (a + 2i)z* + (b + 2ai)z + 2bi

a+2i=1-i ,
Par identification : {b + 2ai = 2 + 2i & {ab=_1 _fl
2bi = —8i T

vzeCP(z)=(z+ Zi)(z2 +(1-3i)z— 4)
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c¢) Déduisons des questions précédentes les solutions de I'équation: z € C, P(z) = 0.
P(z2)=0= (z+2)(z22+(1-3i)z—4)=0
z+2i=00uz2+(1-3i)z—4=0
z=-2iouz=-2+2iouz=1+1i

Sc={-2i;-2+2i;1+1i}

3) a)Place les points 4, B, C et D dans le plan complexe
P IONE SOUNE SOOI SOV ededegh ¥ b

.b) .Dé-mo.ntr.oné qhe .Ie t-ria.ngl.e ABC est feciariglé isbcéle enC.

. . . . . Zp—1Z . Zp—Z
Le triangle ABC est rectangle isocéle en C si et seulementsi:=2—¢ =i ou=t—-¢=—
Zp-Zc Zp-Zc
Zp-Z¢ __ —2+2i—1—i _ —3+i _ (=3+)(-1+3i) _ 3-9i—i-3 _ —10i _
Za—Zc  —2i-1-i  -1-3i (-1-3)(-1+3)  1+9 10
Zp—2Z, . . . ‘
# = —i Alors le triangle ABC est rectangle isocéle en C
A—4c
c¢) Démontrons que les points A, B, C et D sont cocycliques.
Zp—Zc
Les points A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si : 5;;:;; ER"
Zp—Zp
or:ZB_ZD — —2+'Zl—'21 — —_2 — l =1
Zp—Zp —2i-2i —4i 2i
Zp—Z¢
;;‘:;f) = =2 € R*; alors les points 4, B, C et D sont cocycliques
Z4-Zp 2
Probléme
Partie A

1.a) Justifions que : lim,_, ., f(x) =0
im0 f(xX) = lim, [(1 — x%)e™] = lim,_ o, (e — x%e™™) = lim,_, 1, (e—lx - xz_lex) =0

im0 (55) = 0

ex

. 1
i () =
b) Donnons une interprétation graphique du résultat obtenu précédemment.

lim,_ ., f(x) = 0 alors la droite d’équation y = 0 est une asymptote a la courbe (C) en 4+

2.a) Calculons : lim,,_,_, f(x)et:lim,__, @

Car donclim,_ . f(x) =0

lim,, ,,(1-x%)=-o

lim R donc lim,_,_,, f(x) = —o0
X——00 -

lim,, o, f(x) = lim,,_o,[(1—x?)e™*] = —oo car{
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lim,_,_ ]% = lim,_,_, (l—xj)e_x = lim,_,_, [(3—16 - x) e‘x] = +o0 {lin_lx"“x’ (?lc B x) =T

li f(x)
im —=

X—>—00 X
b) Donnons une interprétation graphique des résultats obtenus précédemment

lim,_,_, f(x) = —oo et limx%_w% = +oo alors la courbe (€)admet une branche parabolique de direction

(0))en
3) a)Démontrerque:Vx € R, f (x) = (x? —2x — 1)e™*
VxERf (x)=[(1- xz)e‘x]’ =(1-x®)e*+(1-x%)(e™® =—-2xe*— (1—x%)e”*
DoncVx ER,f (x) = (x* —2x —1)e™
b) Justifions que : V x € |—o0;1 —VZ[ U |1+ V2[, f (x) > 0;Vx € |1 —=V2; 1+ V2[, f'(x) < 0
vV x € R,e™™ > 0 alors le signe de f (x) dépend de x> —2x — 1
x%* —2x — 1 = 0 apour discriminant A= (—2)2 -4 x1x (-1) =8
—b—VA 2—2\/221_\/2 :M:Hzﬁ:l_l_ﬁ

= 400

M=% T2 2 2a 2
c) Dressons le tableau de variation de f
* —o0 12 1+/2 +o0
f @ + 0 - 0 +
f(x) /f(l — \/Z) \ 0
—o0 f(l + \/E)

4) Démontrons qu’une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse O est: y = —x + 1.
(T) 1y = f (xo)(x —x0) + f(xo) avec xo=0 ; f(xg) =—1 et f(xo) =1

TM:y=-(x-0)—-1 Alors (T):y=—-x+1

5) Soit h la fonction définie sur Rpar: h(x) = (1 + x)e ™ — 1.

a) On suppose que h est dérivable et on note h’ sa fonction dérivée. Calculons h'(x).
VXERRA(X) =[1+x)e*—1] =1 +x)e*+(A+x)(e™) =e*—(1+x)e™*
DoncVx € R K (x) = —xe ™™

b) Etudions les variations de h.

V x € R,e™* > 0 alors le signe de h' (x) dépend de —x
Donc V x € ]—0; O[, A (x) > 0; V x € ]0; +oo[, h'(x) < 0

c) Calculons h(0)

h(0)=(1+0e’-1=1-1=0

Donc h(0) =0
Dressons le tableau de variation de h
x — 0 +oo
h'(x) + 0 -

h(x) Y T

d) JustifionsquevVx e R h(x) <0
V x € R, h admet un maximumen 0 égala 0.Doncvx € R, h(x) <0

e) Veérifionsque:Vx€eR, f(x) +x—1=(1-x)h(x)
VXERf(X)+x—1=1-xDNe*+x—-1=1-)x+De*+x—-1=1A-2)[(x+1e*—-1]
Donc f(x) +x—1=(1—x)h(x)

f) Déduisons des questions précédentes la position relative de (C) et (T)
VXeER f(x)—y=f(x)+x—1=(1—-x)h(x)
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OrvxeRh(x)<0
Donc V x € |—o0; 1[, f(x) —y < 0; alors la courbe(C) est en dessous de la tangente(T)
Et Vx € ]1;+oo[, f(x) —y > 0 alors la courbe(C) est au dessus de la tangente(T)
6) Tracons la tangente (T et la courbe (C). On prendra : f(1 —v2) = 1,3 et f(1 —2) = —0,4.

Partie B
Soit 2 un nombre réel de l'intervalle ]1; +oo[ et A(A) I'aire en cm? de la partie du plan limitée par la courbe (C), la
droite (OI) et les droites d’équations x = 1 et x = A.

16  4(1+2)2
__u) cm?

1) Démontrons, en utilisant deux intégrations par parties, que : A(4) = (e "

AA)=2x2 f:(l —x2)e *dx = 4f:(1 — x%)e *dx

u(x) =1 — x2 . ona {u'(x) =—-2x

. (A4 L2\ ,-x (1 — a2\p-x1A _ o [ —x
(x) = e v = —e-¥ Alors: [(1—x*)e *dx = [-(1 —x*)e ]| -2 [/ xe ™ dx

Posons : {

Considérons I'intégrale I = ff xe *dx

y!

ux)=x ona { u (x) = 1x Alors : ffxe"‘dx = [-xe™*] ’11 + ff e*dx = [-xe ™ —e]]

Posons : {v’(x) e v(x) = —e"

AAD) =-4 [[—(1 —x%e™] '11 —2[-xe™ —e7*] l] = —4[(x® + 2x + l)e_"]'l1 =—-4[(1+ ;\c)ze_"]'l1

1

2
A@) = -4 +2)%e™ —4e7] = <E - w) cm?

e et

2) Déterminons la limite de A(4) lorsque 4 tend vers +co.
(Lo sndy (le_s_o2_sy 1o
e el e et et er)

= lim

lim;_,,, A1) = lim Jim

A-4o0 €
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EXAMEN 2 : Bac D Session normale 2016

Exercice 1
1) On considére la fonction h dérivable et définie sur Pintervalle [0; 1] par h(x) = 2x — x2.
a) Démontrons que h est strictement croissante sur l'intervalle [0; 1].
vx€e[0;1],h (x) = (Zx—xz), =2-2x=2(1-x)
v x € [0; 1], ' (x) > 0 alors h est strictement croissante sur [0; 1]
b) En déduire que I'image de I'intervalle [0; 1] par h est I'intervalle [0; 1]
h est continue et strictement croissante sur [0; 1], h([0; 1]) = [R(0); h(1)]
Orh(0)=2x0-02=0eth(1)=2x1-12=2-1=1
Donc: h([0;1]) = [0;1]
2) Soit u la suite définie par : g = > etV n € N a1 = h(uy,).

a) Démontrons par récurrenceque:vne N,0 <u, <1

3 . .
Pourn=0,U, = > alors 0 < U, < 1: larelation est vraie pour n = 0.

Supposons la relation vraie pour tout k > 0 c’est-a-direVk €N, 0 < U, < 1etmontronsque 0 < U, <1
On sait que h est continue et strictement croissante sur [0; 1], alors h(0) < h(u;) < h(1)
Alors h(u,) € [h(0); h(1)] = h([0;1]) = [0;1] donc h(u;) € [0; 1]
0 < h(u,) <1orh(u) = uryq
0 < Ujp,q < 1Larelation est vraie a I'ordre k + 1
En conclusion : pour toutentiern > 0,0 < U, <1
b) Démontrons que la suite u est croissante.
Uni1 —Up =20, - UnZ -U,=U,—- Un2 =U,(1-U,)
0<U,<1; U, >0Alorslesignede U,,; — U, dépend de celuide 1 — U,,
Ona:0<sU,<1=0=>-U,>2-1=1>21-U,=>0oubien0<1-U, <1
1-U, =0alors Uy,,; — U, = 0; Lasuite U est croissante
¢) Justifier que la suite u est convergente.
La suite U est croissante et majorée par 1, alors la suite U converge vers 1
3) On considére la suite v définiepar: vn € N,v, = In(1 —u,)
a) Démontrons que v est une suite géométrique de raison 2.
v, =In(1-U,) alors v,y =In(l—Uyy) = In(1-2U, +U,?) =In(1-U,)? = 2ln(1 - U,) = 2v,
Vpy1 = 20, Alors (v) est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme vy = In(1 — U,) = ln%
b) Exprimons v,, en fonction n.

(v) est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme vy = lng
v, =voq" = 2" X ln%
c) Calculons la limite de la suite v
1My, po Uy = Ny, oo (27 X 10 2) = —00 car lim,, o, 2" = +oo et In> < 0
lim, ., v, = —o
d) En déduisons la limite de la suite u.
v,=ln(1-u,)=2U,=1—¢"
lim,,_ o, U, = lim,_, (1 —e"") = 1 carlorsque n - +o, V,, > —oo donc e’ — 0
nl—i:{loo Un = 1
Exercice 2
1) Soit Q le point d’affixe 2.
a) Vérifions que : (Q) = Q
Zo=(1-i2)zg+2i2=(1-iT)x2+2i=2-2iC+2iC =2
3 3 3 3 3 3
z'qg =2z =2alors @(Q) =Q
Justifions que ¢ est une similitude directe dont on précisera les éléments caractéristiques
- @(Q) = Qalors Q est le centre de ¢

_ 4 V3, _ _ 2 \/3_'2_’ 3_ (12 _2V3
- a=1 l?r k= |a|— 1 +(—?) = 1+;—\/;—T
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_Re(@ _ 1 3 V3
[cose =S =15 =35 =3
3

- Arg(a) car: 3 0=-C
o_Im(u)_—T__l 6
R PR B
3

T

Donc ¢ est une similitude directe de centre Q d’affixe 2 de rapport k = 23—‘5 etd'angle 6 = ——

2-a) Démontrer que : V z # 2,°— = i?.

, 3 3 N3 .3 43
7z (1—1?)z+2lT—Z _ —igzi2ig igQ-z) V3
Vz+2 2z 22 - 2-27 - 2—7z L 3
- V3
DoncVz#22==iZ
2-z 3

b) En déduisons que le triangle MQM' est rectangle en M.

Z'—Z Zy —Z
Vz#2,—=""M=

2-z zZg—zZy
c) Donnons un programme de construction de I'image M’ par ¢ d’un point M donné.

i? alors le triangle MQM' est rectangle en M

M' = @(M) et mes (W QM’) = —get le triangle MQM’ est rectangle en M
4- a)Plagons les points A et B d’affixes respectives —1 + i et 5 — i dans Le plan muni du repére (0,4, v).

Construisons les images respective A’ et B de A et B par .
A' = @(A) et mes (ﬁK TA’) =— g etle triangle AQA’ est rectangle en A

De méme B’ = ¢(B) et mes (ﬁ, QT?f) = g etle triangle BQB' est rectangle en B
b) On note z4, zg, z4 et zp les affixes respectives des points 4, B, A’ et B'.
Démontrons que: z4, — z, = zg — zZp'.
?)ZA + Zl?—ZA = l?(z —ZA) = l?(3 - l)
Zy — 25 = (1—1‘?)zB +2i§—z3 = i?(z —zp) = i?(—s +i)=— i?(S )

Donc Zy —Zy = _(ZB’ _ZB) =Zp — Zp

ZA’_ZA:(I_i

¢) En déduisons la nature du quadrilatére AA'BB’.
D’apres la question précédente, z, — z, = zgz — zp alors AA’'BB’ est un parallélogramme.

Probléme

PARTIE A

Soit g la fonction dérivable et définie sur R par: g(x) = —1 + (2 — 2x)e~2**3

dans les calculs de limites,on posera a chaque fois X = —2x + 3 donc x = %
lorsque x tend vers — «; X tend vers + « et lorsque x tend vers + «; X tend vers —

1) Calculons les limites de g en —co et en +co.
limy ,,, -1+ X =4

: — 1 _ _ —2x+37 _ 13 _ _ X1 —
lim,_,_, g(x) =lim,,_,[-1+ (2 —2x)e 1=limy_ o [-1+ (-1 + X)e*] = + car{ limy..,., eX = +o0

lim g(x) = 400
X—>—0
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limy_,_,.eX=0
lim,_ ., g(x) =limy,_,,[-1+ (-1 + X)eX] = limy_,_,[-1—eX + XeX] = -1 car{ L Ko ¥
limy , ,, Xe* =0
lim g(x) = -1
x—+oo
2.a) Soit g’ la fonction dérivée de g. Justifions que: vV x € R, g (x) = (4x — 6)e2**3
Vxe R g =[-1+2-2x)e 23] = (2-2x) x e 2¥3 4 (2 — 2x)[e 2**t3] = —2e 2¥+3 _ 2(2 — 2x)e 2**3
Vxe Rg(x)=(—2—4+4x)e 23 = (4x — 6)e 2*+3
Vx€ R g (x) = (4x — 6)e2x+3
b) Etudions le signe de g'(x) suivant les valeurs de x.
vV x € R, e 2**3 > ( alors le signe de g'(x) dépend de 4x — 6
Vxe]—w;;[,g’(x)<0 et Vxe]g;+oo[,g’(x)>0
¢) Justifions que g G) =-2.

g(g)=—1+(z_2xg)e-2x;+32_1_90:_1_12_2

3
a(3)=-2
d) Dressons le tableau de variation de g.
VxE€E ]—00; ;[ g'(x) < 0alors g est continue et strictement décroissante

VxEeE E ; +oo[, g'(x) > 0 alors g est continue et strictement croissante

x —o0 3/2 +00

g’(x) — 0 +

+00 -1
9@ \ /
-2

3.a) Démontrons que I'équation g(x) = 0 admet dans R une solution unique notée a.
Vx € ]—oo;%[, g est continue et strictement décroissante, alors g réalise une bijection de ]—oo;;[ vers ]—2: +oo[ or 0 € 1-2:+ool.

Donc I’équation : x € ]—oo;%[, g(x) = 0 admet une solution unique «
b) Vériifions que 0,86 < a < 0,87
g(0,86) = -1+ (2 —2x0,86)e 2X086+3 ~ 0,007 ; g(0,87) = —1+ (2—2x 0,87)e 2%087+3 ~ 0,083
g(0,86) et g(0,87) sont de signes contraires alors : 0,86 < a < 0,87
c) Justifions que : V x € ]—o0; af, g(x) > 0etV x € Ja; +oo[, g(x) < 0.

- Vx € ]-ow;x[,x < aalors g(x) > g(a) car g est strictement décroissante sur ] —co; [ et de plus g(a) = 0
Donc:Vx € ]—oo; [, g(x) >0

- VxE€ ]a; g[,x > q alors g(x) < g(a) car g est strictement décroissante sur ]oc; g[ et de plus g(a) =0

Donc:vVx € ]oc; %[,g(x) <0
Vx € E;+oo[ g admet un maximum égala-1. Alors V x € ];;+oo[,g(x) <0
Donc:vVx € E;+00[,g(x) <0

En conclusion:V x € ]—oo; [, g(x) > 0etVx € Ja; +oo[, g(x) <0
Partie B

dans les calculs de limites,on posera a chaque fois X = —2x + 3 donc x = ?

lorsque x tend vers — oo; X tend vers + o et lorsque x tend vers + «; X tend vers —

1.a) Calculons lim,_,_,, f(x) etlim,_,_, @

lim,_,_o, f(x) = lim,_,_, [—x + (x - %) e‘2x+3] = limy_ o, E - ; + (1 - ;) ex] = limy_, ;o [;(1 - )_?; + (; _ 1) ex)] =—co
limy_, o ; =400

Car{ limy,, o % =0 lim,__., f(x) = —
limy_, . eX = +oo

o) —xt(x—g)em2xt3

tim,,_, /2 = lim, ., [ ] =tim,_, [-1+ (1) e 2] =limy_ o, [-1+ (14 5) €] = +o0

x X-3
. 1
car{ im0 3= = 0 lim,, o, /% = 4o
limy ., eX = +oo x
b) En déduire que (€) admet une branche parabolique de direction (0]) en —oo.

lim,_,_, f(x) = —coetlim,__, @ = +oo alors la courbe (€) admet une branche parabolique de direction (0J) en —co.
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2.a) Calculons lim,_, , ., f(x)

lim,_ o f(x) = lim,_ [—x + (x - %) e‘2x+3] =limy_,_,, E - ; + (1 - g) eX] = limy_,_, E - % +eX— XTeX] =—o0
limy, § = —o0
Car | limy_,_,, XeX =0 lim, o, f(x) = —o

limy,_,eX=0
b) Démontrons que la droite (D) d’équation y = —x est asymptote a (C) en +o.

lim,_, ., [f(x) —y] =lim,_, ., [—x + (x - 2) e 23 4 x] =lim,_, o, [(x - %) e‘2x+3] =limy,_,, [eX - %] = OCar{

limy_,_, XeX =0
limy, ,e¥=0
lim,_, ., [f(x) — y] = 0 alors la droite (D) d’équation y = —x est asymptote oblique a (C) en +co.

c) Etudions la position de (C) par rapport a (D).
VXeE Rf(x)—y=—x+ (x—%)e‘z’“r3 +x= (x—%)e‘z’“r3
vV x € R,e 2**3 > ( alors le signe de f(x) — y dépend de x — %
Vx€ ]—00; %[ < 0 alors la courbe (C) est en dessous de la droite (D)

Vx€ ]% +00[,f(x) —y > 0 alors la courbe (C) est au dessus de la droite (D)
3.a) f lafonction dérivée de f. Démontrons que: vV x € R, f (x) = g(x).
Vxe R f (x)= [—x + (x - %) e*2“3] =-1+ (x - %) x e 23 = 1 ¢ (x - %) [e2x+3]
VxR f (1) =-1+e 2 -2(x—2)e 2 = —1+(1-2x+ e 23 = -1+ 2 - 20)e 2% = g(2)
Vxe R f(x) =gk
b) En déduire les variations de f.
vx e R f(x) = g(x) alors le signe de f (x) dépend de g(x)
'Vx € ]—oo; [, g(x) > 0alors f'(x) > 0 donc f est continue et strictement croissante sur ]—oo; |,
Vx € la;+oo[, g(x) < 0alors f'(x) < 0donc f est continue et strictement décroissante sur |a; +oo,
c) Dressons le tableau de variation de f.

—o00 X

400

X
€3 + 0 _

4) Construire (D) et (€) sur le méme graphique. On précisera les points de (C) d'abscisses 0; %; %; 4,

5)
. . ez . .. g 3 t _
e) Arlaide d’une intégration par partie, justifier que : I, = — ~e 2t+3
1 ! —
ux)=x-—- u(x)=1 t 1 1 1 1t
Posons : { ) 2 ; ona { 1,z Alors: f3 (x - —) e 2x3dx = [—— (x — —)e‘2x+3] S+- e 3 dx
v'(x) = e 25*3 v(x) = —5e 3 2 2 2 ; 273
_[_1 —2x+3]t _ _t_—2¢+3 3 —ZX%+3 _t —2t+43 3 ooy 3t 243
—[ ;xe 3= ;€ +e =,e +3 Donc: .It—4 €

f) Calculons A(t)

Page 159 sur 186




A(t) = 01 x 0] x f;t [—x + (x - %) e 23 4 x] dx=2x2x1I, =4I, = [3 — 2te ?*3]cm?
2

g) Calculons lim,_, ., A(t)
lim,_ ., A(t) =lim, (3 — 2te 2t*3) = 3 car tliin (te72*3) =0

Donc lim,_, ,, A(t) =3

CORRECTION EXAMEN 3 : Bac D Session normale 2015

Exercice 1
PARTIE |
1. a) calculons p(i)
p(D)=i—-B+2)i?+(1+5)i+2—-2i=—i+3+2i+i—5+2-2i=0;
pH=0
b) Déterminons deux nombres complexes a et b tels que : p(z) = (z — i)(z® + az + b)
(z—i)(z> +az+b) = 23 + az? + bz — iz*> — aiz — bi =z + (a — i)z* + (b — ai)z — bi
a—i=-3-2i ,
Par identification : {b — ai = 1 + 5i & {Z - ;3 !
—hi=2-2i =2+2i
2) Résolvons dans C, I'équation: z% — (3 + i)z + 2 + 2i
A=b? —4ac=[-3+))* -4 +2i))=9+6i—1—-8—8i=-2i
A= —-2i
Déterminons les racines carrées de A= —2i
Enposantz = x + iy on a: z* = x* —y2 + 2ixy et |z?| = |(x + iy)?| = |x + iy|* = x* + y*?

A= -2i; Al =02+ (-2)2=V0+4="V4=2
x2+y*=2
ZZ=A={x2 - y% = 0 ; En ajoutant membre a membre les deux premiéres équations ; on obtient : 2x? = 2 alors x* =
2xy = —
1=>x=1o0u x=-1

Pourx=1; y=—-1 etPourx=-1;y=1 -

Alors les deux racinescarrées de Asont:c =1—i et-o=-1+1i

—b-0 _ 3+i—1+i

2a 2
S, =1{2;1+1i}

3) Déduisons les solutions dans C, de I'équation (E) : p(z) = 0.

Puisque p(i) = 0 alors i est solution de I'équation (E) on vérifie que :
Z-D[2>-B+Dz+2+2i]=2>-B+20)z*+ (A1 +5i)z+2—2i

Ainsi les solutions de (E) sont: 2;i;1+ i

, —b+ 3+i+1—i
=1+i et zzzz—a”z%zz

Donc cette équation a deux solutions : Z, =

Sc={2;i;1+1i}

PARTIE Il
1.a) Calculonsz, et z,

2 .
Zl—EZO—EX2—1+l ,Zz—ﬂzl—ﬂ(1+)—(l+1) :E:i

2 2 2 2
b) Plagons les points 4,, 4, et A, dans le plan complexe.

2) On considére la suite U définieparvn € N, U,, = |z, — 7,

2.a) Justifions que: v n € N, U, = 2 z,].

VR €Ny = Iz - 7l =[5 20— 7] = | (5 - 1) 2] =[5 2] = |5 12l = 1zl
Doncvn €N, U, = glznl

b) Démontrons que U est une suite géométrique de raison E et de premier terme /2.
YR €N, Uy = F 2] alors Upy = |20l = F| 52 | “|”’ =551zl =2 U,

vn eN U, = gun alors U est une suite géométrique de raison 5 et de premier termeU, = g |zo| = g X2 =12
c) Expression de U, en fonction de n.
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U est une suite géométrique de raison g et de premier terme \2, U,, = Uyq™ = V2 (g)

- VZ\"
vn eNU, =V2()
3) a)Calculonsl,,

.
1—gn—1-0+1 1-(5- 2V2 vZ\"

L, = AgA;y + A1Ay + ApAy + -+ Ay 1A, = Ug + Uy + Uy = Uq (‘IT) = ﬁ( (312) >=m(1 - (%) )

2

L2z ([ (ﬁ)
n — 2 —\/i 2
b) Déduisonslim,,_, , ., L,,

n n
lim, ..., I, = lim, _., %(1 -(9) )]=22_@ =2vZ +2 carlim,_,.. (Z) =0

Donc lim,,_, o, I, = 2V2 + 2
Exercice 2
Soit A: I événement < lly a une affluence de clients>>
B:l événement « Mariam réalise un bénéfice>»

Arbre de probabilité
y B
06 Aoz B

0,4 B
0.4 A 4
A _

06 B

1.a) Calculons la probabilité de I'événement E suivant : « IL y a une affluence de clients et Mariam réalise un bénéfice ».
P(E)=P(ANB) =P(A) x P4(B) =0,6 x0,7 = 0,42
b) Démontrons que la probabilité p(B) de I'événement B est égal a 0,58
En appliquant la formule des probabilités totales : P(B) = P(ANn B) + P(AN B)
P(B) = P(A) x P4(B) + P(A) x P4(B)=0,6 x 0,7+ 0,4 x 0,6 = 0,58
Mariam a réalisé un bénéfice, Calculons la probabilité qu'il ait eu une affluence de clients ce jour la
P(AnB) P(A)xP4uB) 06x0,7
PB) . P®B o058 072
2 —Si on appelle X la variable aléatoire égale au nombre de jours ou elle réalise un bénéfice sur les 3 jours successifs.
a) Les valeurs prises par X sont : X(Q) = {0; 1; 2; 3}
b) Déterminons la loi de probabilité de X
Comme pour chaque jour, la probabilité que Mariam réalise un bénéfice est p = 0, 58 et que les résultats sont supposés
indépendants d’un jour a I'autre, on voit alors que X suit une loi binomiale de paramétres (n =3 etp = 0,58)
Donc pour tout k entier naturel,ona: P(X = k) = C’3‘ (0,58)* x (1 —0,58)37

Pg(4) =

X=k 0 1 2 3 Total

P(X=k) | 0,07492 | 0,306936 | 0,423864 | 0,195112 1

¢) Calculons I'espérance mathématique E(X) de X
E(X)=np=3x0,58=1,74
3.a) Justifions que pour tout nombre entier naturel n supérieurouégala2:p, =1 — (0,42)"
Ici Mariam réalise un bénéfice pendant n jours successifs , X suit une loi binomiale de paramétres (n; p = 0,58)
Donc pour tout k entier naturel, on a :
PX=1)=1-PX=0)=1-— 62(0,52)0 x (0,42)" =1 — (0,42)"

b) Déterminons la valeur minimale de n pour qu’on ait p,, > 0,9999

0
P21 =1-P(X=0)=1-C_ (0,52)"x(0,48)" =1~ (0,42)"
P(Y >1) > 09999 < 1— (0,42)" > 0,9999 alors:1 — 0,9999 > (0,42)" ; 0,0001 > (0,42)"
In(0,0001) < [n(0,42)" alors In(0,0001) < nin(0,42) oun > % ~ 10,6
n=11

Probléme
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PARTIE A
1) Démontrons que g est solution de I’équation (E).
g solution de (E) signifie que:g + g =r

g (x) = xe” 2

X X X

_1.2,- —1,20-
g(x)—zxe SXx'e

, 1.5 e 1.9 _ _
Alors g +g=5x2e X+ xe Jr—Exze *=xe*=r

g +g=r: gestsolution de (E)
2.a) Démontrons qu’une fonction ¢ est solution de (E) si et seulement si ¢ — g est solution de (F).

¢ est solution de (E) si et seulement si ¢’(x) + @(x) =71 n
Or g est solution de (E") alors : g’(x) + g(x) =r (In
Si on retranche(I) a (II), on obtient : ¢ (x) — g (x) + (p(x) — g(x)) = O alors :(¢ — g) (x) + (¢ — g)(x) = 0
Réciproquement, si ¢ — g est solution de (F) :(f — h) (x) + (f — h)(x) = 0
Or g’(x) + g(x) = r Par addition, on en déduit que : ¢ est solution de (E)
On peut conclure que ¢ est solution de (E) si et seulement si la fonction ¢ — g est solution de (F)

b) Résolvons différentielle (F).

(F)estsouslaforme: y +ay =0 aveca=1 alors y(x) = ke *[k € R]
c¢) Déduisons les solutions ¢ de (E) qui vérifie ¢ (0) = —Z
@ — g est solutionde (F) ;Onadonc (¢ —g)(x) = ke™™ . Alors ¢(x) — g(x) = ke™

1
o(x) =gx)+ke™ =ke™ + Exze_x

@ 3 3
= - —_
¢ 2 2
x*-3
o(x) = e

Partie B
Pour les calculs de limites on posera a chaque fois X = —x ; lorsque x — —o0; X +— 40 et lorsque x — —o0; X +— +0
1-a) Calculonslim,_,_,, f(x).

x2-3

lim,, .., f() = lim,__., [ timy, o [[5] = +e0

limy, ,,[eX] = 4o

—x . X2-3 y
e =limy, — €= +oo car

lim f(x) = +o0

b) Démontrons que la courbe (C) admet en —co une branche parabolique de direction celle de (0])

"2_‘39—9: 2_3 x2_3 lim [ﬁ] - —
lim,, ,_ [@] =lim,_,_, [-2 =lim,,_,, [x e"‘] =1limy, o [ eX] = —oo car Xt | _ax
x x 2x -2X lim [ex] = 400
X+—+o00 -

lim, ,_,_ [@] = —oo ; Alors (€) admet une branche parabolique se direction (0]) en —co
2) Calculons la limite de f en +co et interprétons graphiquement ce résultat

X2-3 x] xZeXZ—an] _ ocar {limXH_m (X%2eX) =0

x%-3 —x - -
e =limy,,_, |[—e*|=1limy,,_, ] x
2 limy, ,_ ,e*=0

lim, o, FO) = limypr [

lim, .. f(x) = 0; alors la droite (A) d’équation y = 0 est asymptote horizontale a (C) en 4+
3+2x—x? —x

3.a) Soit £ la fonction dérivée de f. Démontrons que: V x € R, f'(x) = 5

’ 2—3 ' 2_3 ' , 2_3 2_3 342 2
e )= e = () en s (@ () mxen - E e 22

Douvx € R; f(x) = Me‘x
b) Etudions les variations de f.
vx €R;e* >0 Alorslesignede f (x)estceluide3 +2x —x2or3+2x — a2 = —(x+ 1)(x — 3)
Vx € |—o0; —1[ U ]3; 40o[, f (x) < 0 alors f est strictement décroissante.
vx € ]-1;3[, f (x) > 0 alors f est strictement croissante.
d) Dressons le tableau de variations de f

x —00 -1 3 +00

Q) 0 ¥ 0
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3

f) 7 \ / e \
-e 0

4) Démontrons qu’une équation de la tangente (T') a la courbe (C)au point d’abscisse 0 est : y = zx — ;

(T):y = f (x0) (x — xo) + f(x0) avecx = 0; f (xo) = £ (0) =3 et f(xo) = £(0) = —>

(T):y = ;(x -0)— % Alors une équation de la tangente (T') a la courbe (C)au point d’abscisse 0 est : y = ;x — ;
5) Etudions les positions relatives de (C) par rapport a I'axe des abscisses.

©n©OD:f(x) =0 o 23
(€) coupe la droite (OI) au points d’abscisses —/3 et V3

(€) est au dessus de la droite (OI)sur les intervalles |—oo; —v3] et |V3; +oo[

(€) est en dessous de la droite (OI)sur I intervalle | —v/3; V3|
6) Représentons graphiquement (T) et (C).

2_3
e* = 0a|orsxT=0caere]R{;e‘x>0

Partie C
2) ATaide d’'une intégration par parties, calculons : fol xe *dx.
A aide d’une intégration parpartie : U(x) =x = U (x) =1 ; V@ =e™* =Vx)=—-e*
fol xe *dx=[—xe ] (1) + fol e *dx = [-xe™* — e‘x](l) =[-(x+ 1)e"‘](1) =-2el+1
fol xe *dx=1— g
2.a) Vérifions que f est une solution de I'équation différentielle (E) de la partie A
f solution de (E) signifie que :f + f = xe™*

x2-3 _ g 342x—x% _
f)=—F=e™ ; f)=—7—e€™"
’ 2_3 34+2x—x2 2_343+2x—x2
Alors f+f=x2 e—x+¥e—x=%e—x=xeﬂ=r

f +f=r: festsolutionde (E)
b) déduisons que : V x € R, f(x) = —f (x) + xe™™*
d’aprés la question précédente : f (x) + f(x) = xe *;alors Vx € R, f(x) = —f (x) + xe™*
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c) En utilisant la question précédente, calculons en cm? I'aire A de la partie du plan limitée par la courbe(C) , la droite
(OI) et les droites d’équations x = 0etx = 1

A= —-0I x 0] fol f)dx = -2 % 4f01(—f' (x) + xe™)dx=—8 [— fol f'(x)dx + fol xe"‘dx] =

8-t -a(-3-)

A= (4+8e )cm?

—8|[-f13+ [y xe—’fdx]=—8 [[— "22‘3 e |8+ [, xe*dx

CORRECTION EXAMEN 4 : Bac D Session normale 2014

Exercice 1
1-  a) Démontrons que écriture complexe de @ est: z = %(1 —i)z.

L’écriture complexe de toute similitude directe de centre O est: Z' = aZ; a € C avec |a] € R, \ {1}

ny
4
0 o)
c B
. _ . _ Z_B _ ﬂ _ (3=2i)(5-i) _ 15-3i-10i-2 _ 13-13i _ 13(1-i) o, _ l s
Donc:Zy =aZ, Alors:a = e s GG — w2 C 26— D'ou: a = 2(1 i)

;. 4 1 .
Alors que I’écriture complexe de p est: z = 2 1-i)z
b) Déterminons les éléments caractéristiques de ¢

2 2
@ est une similitude direct de centre O, de rapport |a| = (1) +(——) = %+i=

5 d’angle @ tel que:

( Re(a) % A
| cos@ = o -2 .
4I Im(a) : ﬁf):_z
. _ Im(a _z:__
ksmB— o T2 >
2

c)Déterminons I’affixe du point D qui a pour image le point C par ¢.

D=¢C) = Zy=5;1-DZ=5;A-DE+i)=5(5+i—-5i+1)=3—2iAlorsZ, =3 - 2i

2-a) Justifions que I'affixe Z; du point B, image de B par ¢ est: % (1 -5i0)

By =¢(B) & Zy=5(1-)Zp =31 -)(3—20) =5(3—2i—3i—2) = (1—50Alors Z, = (1 - 5i)
b) Justifions que le triangle OB B est rectangle isocéle en B,

le triangle OB B est rectangle isocele en B, si et seulement si :% =iou—i

741
1 . 1 .
LZo=Z1 _ 5050  —50-5)  —145i _ (=145i)(5-i) _ —5+i+25i+5 _ 26i
"Zp-Z1  3-2i—3(1-5i) S(6-4i-1+5) 5+ (5+1)(5-0) 52-i2 26
Zo-Z

7 21 = i alors le triangle OB B, est rectangle isocéle en B,
B—41

n
3-a) Démontrons par récurrence que: vn € N, z, = (%) (1-D"z,
0
Pourn=0:z, = (%) (1 —i)%2, = Donc la relation est vraie pour n = 0

k
Soitk € N, supposons Vk € N, z; = (%) 1 —i)kz,

1 . 1 , 1 ~ (1\K ) 1\k+1 ,
B, = @(By) © 2,4 = 5(1 — i)z, alors z 4 = 5(1 -z = 2 @a-o (;) A —-ikzy = (E) (1 — i)kt

k+1
DoncVk €N,z 4 = G) (1 — D)1z, c’est-a-dire la relation est vraie pourn = k + 1

n
On en déduit que pour tout entier naturel n, z,, = (%) (1-iD)"z,
b) Calculer la distance OB,, en fonction de n
1\" , 1\ , VZ\" , vZ\" vz
OB, = |z, - z,| = |(E) 1- z)"z0| - (5) 11— i|"|z| = (7) 13 — 2i| = V13 (7) Alors OB,, = V13 (7)
c) Calculer lim,,_, ., OB,

n

n
limn—?+°° OBn = limn—>+00 V13 (g) =0Car 0 < g <1

Exercice 2
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Tableau de calcul

x; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A5
v 25 27 30 33 34 35 38 41 43 306
x;2 1 4 9 16 25 36 49 64 81 285
.2 625 | 729 900 1089 1156 | 1225 | 1444 | 1681 1849 | 10698

X X 25 54 90 132 170 210 266 328 387 1662

1) Représenter le nuage de points associé a la série statistique double (X ; Y) dans le plan muni d’un repére orthogonal

2%»—/:- B LA LEE T EEREE PETES PRREE PR TS PRPEE EER TS REE RS PR R R R SRR RS SRR
)

2 —Déterminer les coordonnées du point moyen G

__12": _45_ __1i 306, G(5>
x‘n,lx"_9 = 'y_n,lyi_ g ~ °F ATz,
i= i=

3-a) Justifions que La variance de X est 23—0

2
o on xL__Z_ZBS_ 2_285—225_@ _Q
V(x) =Yk, X = 5 == =5 Alors V(x) = 3
o . 44
b) Justifions que la covariance de X et Y est —
3
iXyi — — 1662 1662—-1530 132 44
cov(x,y) = ?zl%—xxy == 5x34 = — T 5 Alors cov(x,y) = 3
4-a) Déterminons la valeur du coefficient de corrélation linéaire

44
_covixy) 7 44 44

22
"= JVOV () \/Q % V1960 1410 710
3 3

~ 0,994

b)Justifions que ce résultat permet d’envisager un ajustement linéaire.
0,87 < 0,994 < 1; on a une trés bonne corrélation ; donc un ajustement linéaire
5-a) Déterminer une équation de (D)

44
_ _COV(X,Y)_E_ﬁ_E = =
(D) y=ax+b aveca = V0 —%—20—5 eth=y —ax

11
b=34—?><5=23

Alors (D) y=Tx+23

6)Donner une estimation du nombre de bacheliers qui accéderont aux études supérieures en 2020.

220 correspond ala 18éme année, donc x = 18 Alors y = % X 18 + 23 = % ~ 63
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Donc 63 bacheliers accéderont aux études supérieures en 2020

Probléme
Partie A

1-a) On donne : g(0) = 1. Déterminons la valeur de b
g0)=1 0+(@x0+be®=1 Alors b =1

b) On admet que la tangente (T

g’ (x) = [x + (ax + b)e™™]'=
g0 =1=1+(-ax0+
2-a) Calculons h'(x), pour tout

) a (€C) au point d’abscisse 0 est paralléle a la droite (D). Déterminons la valeur de a.
(1)//(D) = g'(0) =1

1+ae*—(ax+b)e*=1+(—ax+a—b)e™

a—-b)e®=1 donca—b=0 Alorsa=b=1

x élément de R

VXeER K (x)=(e*—x) =e*—1 AlorsVx € R, h'(x) =e*—1
b) Dressons le tableau de variation de h
X —o0 0 +o0
h'(x) — 0 +
h(x) \ 1 /

c) En déduire que v x € R,h(x) >0
V x € R, h admet un minimum en 0 égal a 1 qui est positif, alors Vx € R, h(x) > 0

Partie B

Pour les calculs de limites on posera a chaque fois X = —x = x = —X et lorsque x » —o0, X - +co0U

lorsque x » +x,X » —©
1-a) Calculons la limite de f en

lim,, ., f(x) =lim,__,[x + (x + 1)e *]=limy_ ., [-X + (—X + 1)e¥]=— car{

Donc lim,_,_,, f(x) = —o0

—00
limX—>+oo —X=-
limx_,+oo (—X + l)eX = —00

b) Justifions que : lim,_,_,, f® _ Lo

X

. =lim,_,_, [

limy_ 0, (X — 1) = 40

lim, ., .

car . X
limy_, o 5= 1®

x+(x+1)e™™

| = timy o, [%’;“)X] =limy_., [1+ (X - 1) YX] =t

f® _

Alors lim,,_,_, ~ +o0

c¢) Donnons une interprétation graphique de ces résultats

f(x)

lim,,_o, f(x) = —coetlim,_,_,,— = +oo alors (€) admet une branche parabolique de direction (0])

2-a) Calculons la limite de f en

+o0

lim,_ . f(x) = lim,_ o [x + (x + e *]=limy__, [-X + (=X + 1)eX]=limy__,,[-X — XeX + eX] = +oo

limX—>—oo (_X) = +too
Car limy,_,XeX=0
limy,_,eX=0

Donc lim,_, ., f(x) = o0

b) Démontrons que (D) est asymptote a (C) en +o
lilIl [f(x) -yl = lil}l [(x+1e™*] = Jim (=X + 1e*] = Jim [-XeX +eX]1=0
X—+00 X—+00 ——00 ——00

lim,_, ., [f(x) — y] = 0 Alors la droide (D) d’équation y = x est asymptote a (C) en +co

c) Etudions les positions relatives de (C) et (D)

VXER, f(x)—y=(x+1e™™

VvV x €ER,e* > 0alors le signe de f(x) — y dépendde x + 1:

Donc: V x € |—oo; —1[, f(x) — y < 0 alors (C) est en dessous de (D)

V x €]-1;+oo[ f(x) —y > 0 alors (C) est au dessus de (D)

3-a) Démontrerque: Vx € R, f'(x) = e *h(x)

VX eERf@=x+@x+De* =1+e*—(x+De*=14+(—x+1-1De*=1—xe*

Vx ER f(x)=1—xe™*
DoncvVx € R, f'(x) =e™h

—1-E=C2_ (e* —x)e ™ = e *h(x)

()

b) Déterminons le sens de variation de f

Vx € R f(x)=e*h(x) 0

rvx € R, e > 0, donc le signe de f’(x) est celui de h(x)

D'ouV x € R, f'(x) > 0; f est strictement croissante sur R.
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c) Dressons le tableau de variation de f.

x —o0 t+
f +
+o0
f(x)

4) Construire sur le méme graphique (T), (D) et (C)

5-a) Démdntfoné qﬁe f eét t.me. biject.ion. de. R.dahs IR .
V x € R, f est continue et strictement croissante, alors f est une bijection de R dans R

b) On note £~ la bijection réciproque de f. Calculons (f~1)'(1)

FH@= f(f‘lil(l)) = ﬁ =i=1 Alors (f ™)' (1) =1

c) Construire (') la courbe représentative de £~ sur le méme graphique que (C)

Voir représentation graphique

Partie C

Onpose:Vn € N, I, = f_nl(t + 1) e tdt

1) A l'aide d’une intégration par parties, démontronsque: vn € N,I, = (-2 —n)e " +e

Posons : {1;(’2;::_;1 : on {v(l;)(ti =_:_t Alors: [" (¢t + 1) e tdt = [—(t+ e ] " + [" et dt
=[(-t-2)e""] ", = (-2 —n)e™ — (—e) Donc:vn € NI, =(-2—-n)e " +e

2)L’aire A,, en cm? de la partie du plan limitée par la courbe (C), la droite (D) et les droites d’équations x = —letx = n

n n n
n 1 n
A, = 0I x 0] ff(t)dt =1x1 J[x + (x+ e *]dx = J-xdx +j (x+1)e*dx = [Exz] 1 +1,
-1 -
-1 -1 -1

Donc A, = %nz + (-2 —-n)e™ —%+ e

3)Calculons lim,,_, ,, A,
1
lim, . ,,-n?=+o
lim,_ ., A, =1lim,_ ., Enz + (-2 —-n)e™ - % + e] =+ car{ note g
lim,_,,(—2—n)e ™ =0
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CORRECTION EXAMEN 5 : Bac D Session normale 2013

Exercice 1
1-a)
b) Déterminons la forme algébrique du nombre complexe %
2741
Z3—Zl_2+4-i—2 4i 2i 2i(1-10) _2+2i

Zr—2, A+2i—-2 2+2i 1+i (A+DA-0 2 :

2 — a) Démontrons que P’écriture complexe de S est: Z' = (1 + i)Z — 2i
L’écriture complexe de toute similitude directe est : Z'= aZ + b ; a,b € Caveclal € R, "\ {1}

ny

S

K K

A B
(Zxy=aZg+b _ . Zp—ZIx _ 723-71 _ . . x . _ ,
Donc.{ZBZaZA+b=>ZB Zy=a(Zy,—Zg) Alors.a—ZA_ZK—ZZ_Zl—1+1 Dou: a=1+1i

Zy=—=b=2Zx(1-a)=2(1-1-1) = -2i Doit: b=-2i
Alors, Décriture complexe de Sest: Z = (1 +1i)Z — 2i
b) Les affixes respectives des points I' et J', images respectives des points I et J puis placer I'et J'

Zp=A+DZ;-2i=1+i)x1-2i=1+4+i—-2i=1—1i Dou: Zp=1-i
Zpy=(A+DZ;-2i=A+D)xi-2i=i-1-2i=-1-1i Dou: Zp=-1-1i
3 —Le rapport et une mesure de ’angle orienté de la similitude directe S
cos6=Re—@=i=ﬁ
a=1+i; k=la|=VIZ+12=v2 :0=Arg(a)=" car: lal V2 2g @
4 .e_Im(a)_i V2 4
sinf =— = =7=7

m

La similitude S a pour rapport k = /2 et pour angle orienté@ = "

4 — a) voir figure

b)Déterminons le centre et le rayon de (C"), image de (C) par S
(€) est le cercle de centre Q d’affixe Zo = 1 + i et de rayon r = 2. Alors (C”) est le cercle de centre Q' = S(Q) et de rayon r' = kr-.
Zog=A+0DZo—2i=1+DA+)-2i=0; r'=kr=2v2

(€ est le cercle de centre O et de rayon r' = 2+/2

¢) Voir figure

5 — a)Ladroite (I]) est déterminée par la donnée de deux

points distincts I et J alors I’image par S de la droite (I])est la droite (I']")

b) plagons le point E(Voirfigure)

Justifions la positions de E’

E étant le point d’intersection de (C) et de la droite (IJ), on en déduit gue E’ est le point d’intersection de (€")et de la droite (I']")
onaS(E)zE’anrsMes(ﬁ/,I?_E’)z%

Exercice 2

Page 168




1) Déterminons les valeurs exactes de u, et u,

u1=2+§u0=2+%x\/§=¥;

u; =2+%u1 =2+%x¥=#

2 — a)Tracons (D) et la droite (A) d’équation y = x

3 — a)Démontrons par récurrencesurnque :Vvne N: U, < 4
Ona:uy =2 alorsuy < 4 ; larelation est vraie pour n = 0.

Supposons que Vk € N: uy, < 4 et montrons que uy1 < 4
VKEN: u 3= U, S Xx4=2+45U,S2+2=
243U, S40MUpey =2 +5U;

AlorsVkeN: U1 < 4

En conclusionvn € N: U, < 4.

Par conséquent la suite u est majorée par 4
b) Démontrons que la suite (u) est croissante.

Unpr = Uy = 2 45Uy — Uy = 2 — 50Uy =5 (4 — 1)

Or d’apreés la question précédente Vn € N: U,, < 4
Alors —u, > -4 =4-u, >0 Donc 2 (4 — u,) > 0
Uppq — Uy =3 (4 —u,) = 0 D’ou la suite (u) est croissante

¢) Lasuite (u) est une suite croissante et majorée par 4, elle converge vers 4
4 — Démontrons que la suite (v) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison

v, =u,—4 alors v, =un+1—4=2+%un—4=%un—2 =%(un—4)=%vn

Vpyr = %vn Alors (v) est une suite géométrique de raison % et de premier terme vy = ug — 4 = V2 —

5 — a) Déterminons une expression de T,, en fonction de n

T, est lasomme des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique de raison % et de premier terme vy = V2 — 4

n+1

T, = Vo% =2(vV2-4) (1 - G)nﬂ) Alors T,=2(V2-4) (1 - (%)Ml)

b) Justifions que : S, = 2(vV2 — 4) (1 - G)Hl) +4n+1)
Sp=Ug Uty + -+ U, = W +4) + (1 +4H)+(vy +4) ..+ (v, + 4)
S, =V 1+ + - +v, +4n+1) =T, +4(n+1)
Dou: S, =2(vVZ - 4) (1 - (%)"“) +4n+1)
Probléme

Pour les calculs de limites on posera a chaque foisX =1 —x = x =1 — X et lorsque x > —o,X - +wou lorsquex - 1,X - 0
1 — a) Calculons lim,_,_, f(x)

lim,,_, f(x) = 1iqu+w[(1 — X)? = 1+ InX] = limy_ ., (X2 — 2X + InX) =limy_ ., X (X -2 + ’"—X) +oo

Car llmX_)Jroo =0lim,__, f(x) =+
b) Calculons llmx_, wf(:)

f(x . x2-1+In(1-x) In(1—x) 1 InX\ _ _
lim, ,_, —= . llmx_,_wf lim,__, [x -+ T]—llmx_,Jroo (1 X 1= + ﬁ) = —oo car

. 1 . 1
limy, ., Tx= lim_ ., — = 0
InX . X _ Inx

Alors  lim,__, f(xx)

llm_)+wﬁ = llm_)Jroo T X5 = =0
lim,__, f(:) —ao ; La courbe (€) admet une branche parabolique de direction (0])

o) limesq f(x) = limx-o(X? — 2X + InX) = —o car limy-o(X?—2X) =0 et limx-o(InX) = —
< > > >
lim,_1 f(x) = —oo Alors la droite d’équation x = 1 est asymptote « verticale » a la courbe (€)
<
2 — a) Calculons f'(x)

vx € l-o 1, £ () = [¥* - 1+ In(1 - 0)] = 22 + &2

—ox_ L _ —2x%+2x-1
1-x~  1-x

v € oo 1, f(x) = 22

b) Démontrons que f est strictement décroissante sur ]—oo; 1]
Vx € ]—o0; 1[,2x% — 2x + 1 > 0 car son discriminant A= —4 < 0 alors le signe de f'(x) est celui de x — 1 or
x — 1est négatif sur ]—oo; 1|
D’ou : Vx € ]—o0; 1, f'(x) < 0 Alors f est strictement décroissante sur ]—oo; 1[
c) Tableau de variation de f
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x - 1

f'x) - - o
+o0 .

f(x) —» ® /:—

3 — a) Démontrons que ’équation (E) : x € |—oo; 1[, f(x) = 0 admet une solution unique a
Vx € ]—oo; 1], f est continue et strictement décroissante, alors fréalise une bijection de ]—oo; 1[ vers R or 0 € R. Donc I’équation
(E) : x € ]—o0; 1[, f(x) = 0 admet une solution unique a
b) Justifions que -0,7 < a < —0,7
f(=0,7)=(-0,7)2—1+1n(1+0,7) ~ 0,0206; f(—0,6)=(-0,6)2—1+1In(1+0,6) ~—0,170
f(=0,7) et f(—0, 6) sont de signes contraires alors : —0,7 < a < —0,6
4 — a) Démontrons qu’une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0 est : y = —x — 1.
(T):y = f (x)(x —x0) + f(xo) avec x9=0 ; f(x0)=-1 et f(xo) =—1
M:y=—-x-0)-1 Alors (T):y=-x-1
b)
1

i
5 — a) Calculer f‘f In(1 — x)dx a I’aide d’une intégration par parties

’ 1
u(xi;xl)nill— %) ; ona {u ®) === Alors :f: In(1 - x) dx = [xIn(1 — x)] 2 + f;lidx:

v(x) =x -
[xIn(1 — x)] 2 + f: (—1 + l—ix) dx=[xIn(1—x) —x — In(1 — x)] g=(1 —aln(l-a)+a

Posons : {

0
J n1l-x)dx=1-a)ln(1-a)

b) Démontrons que la valeur de A en unités d’aire est : A = %3 -2a-(1-a)ln(l-a)
A=— f:f(x)dx = —f; (x2 —1+mn(1- x)) dx = —f:(xz —1)dx — f: Ini{l — x)dx=
- Ex3 - x] g - (1-a)ln(1- a):§a3 —a-(1-a)inl-a) —a

Alors : A = [“?3 —2a—-(1-a)ln(1- a)] u.a

_ 3
c)pour @ = —0,65 ; A =2 xz[ﬂ+z x 0,65 — (1 +0,65)In(1+0,65)| ~ 1,529

3
A ~1,529cm?
6 — a) Calculons f(—1)
f-1)=(-1)?-1+In2=1-1+In2 = In2f(-1) = [n2
b) Démontrons que le nombre dérivé de £~ en In2 existe
V. € ]—oo;1[, f est continue et strictement décroissante, alors f réalise une bijection de ]—oo; 1[ vers R. Donc f~1 est une
bijection de R vers ]—oo; 1[ et en plus f(—1) = In2 ce qui conduit & f~1(In2) = —1. D’oui le nombre dérivé de f~1 en In2 existe
(FY)'an2) = L S —E(f‘l)’(lnz) -2
flIf'n2)] f(-1) _g 5 5

¢) La courbe représentative (€') de £~ se déduit de celle de (€) par la symétrie orthogonale d’axe la droite (A) d’équationy = x
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Exercice 1

CORRECTION EXAMEN 6 : Bac D Session normale 2012

1 — représentation graphique de nuages de points

2) Calculons les coordonnées du point moyen G

Tableau de calcul

x; 54 60 66 72 84 90 96 102 624
: 18 16 15 13 10 9 8 7 96
x;? 2916 3600 4356 5184 7056 8100 9216 10404 50832
.2 324 256 225 169 100 81 64 49 1268
X X Y, 072 960 990 936 840 810 768 714 6990
1w 624 _ 1w 96 78
X:EZXi:T:78;y:;ZYi:?:1Z alorsG(lZ)

i=1

3 — a)Calculons la variance V (X) de X
.2 j—
V(X) = xr, 20— X2 = 2222 _ 782 = 6354 — 6084 == Alors  V(x) = 270

b) Calculer COV (x, y) la covariance des variables X et Y.
cov(X,¥) =38 FH_yxV=22_78x12 =22 _936 = 22
c)Démontrons que I'arrondi d’ordre 2 du coefficient de corrélation linéaire est égal a -0,99

249
Cov(X,Y) i 149
— = — =~ —0,9948861r ~ —0,99

r= =
JV(XOV(Y) /270 x 14,50 12+/435
4 — a)Justifions que I'arrondi d’ordre 2 du coefficient directeur de (D).est égal a -0,23

cov(X,Y) = — 29

Alors
4

249
—COVAY) T 29 29 2305555 Alorsa ~ —0,23
V(X) 270 4x270 1080

b)Démontrons qu’une équation de la droite de la droite (D) est: —0,23x + 29,94
(Dy/x) y=ax+b avech=7%—ax =12 + 0,23 x 78 = 29,94

Alors (Dy /x)

y=-0,23x + 29,94

5 —x = 11500 = 115(en centaine de francs)
y=-0,23 x115+ 29,94 = 3,49
Elle pourra vendre environ 35 colliers

Exercice 2
1-a)
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b) La representatlon graphlque des termes de la swte permet de conj-ectlirer ﬁue la swte U converge veré 2. -
— a)Démontrons que £([2;3]) < [2;3]

f est continue et strictement croissante sur [2; 3], £([2; 3]) = [f(2); f(3)]
1 13 13

orf(2) =%(2+§) =%><4= 2et f(3) =%(3+§) =2x2=2 ona:[Z;%] c[2;3]
Donc: f([2;3]) < [2; 3]
b) En utilisant un raisonnement par récurrence, démontrons que pour tout entiern > 1,2 < U, < 3
Pourn =1,U; = 3 alors 2 < U; < 3: larelation est vraie pourn = 1.
Supposons la relation vraie pour tout k > 1 c’est-a-dire V k € N*, 2 < U;, < 3 etmontronsque 2 < Uy, < 3
On sait que f est continue et strictement croissante sur [2; 3], alors f(2) < f(u;) < f(3)
Alors f(uy) € [f(2); f(3)] = f([2;3]) < [2;3] donc f(uy) € [2;3]
2< fw) <3orf(ug) = wpeyq
2 < Ujp4q < 3 Larelation est vraie a I'ordre k + 1
En conclusion : pour toutentiern > 1,2 < U,, < 3
3 — a) Démontrons que la suite U est décroissante
1, 4-Us"_(2-Up)(2+Uy)

U,,+1—U,,=1(U,,+i)—u (Un +——zu) (—U,,+Uin)=5>< o o

2<U,<3; U, > 0Alors 00

Ona:2<U,<3=>-22> U,,Z —-3=0=>2-U,>—-1oubien-1<2-U,<0
2-U,<0alorsU, 4 — U, <0;Lasuite U est décroissante

b) La suite U est décroissante et minorée par 2, alors la suite U converge vers 2

4 — a) Démontrons que pour tout entiern > 1,V = (V,,)?

> 0 alors le signe de U,,,; — U,, dépend de celuide 2 — U,

1 1 1 Up2-4Up+4
v NV, =02,y U2 Untyz)-2 _ 2(Unt5—4) T Un _ Ul4Unt _ (Ua2)? _ (U,-2)2
ne n+1 — -1 4 -1 4 T U Ziaun+4 2 - 2
U +2’ Upy1+2 5(un+”—)+2 ;(Un+,,—+4) w2 talnts U2 +4Un+4  (Up+2) Up+2
n n Un
O Vs = (22)° = (v,)2, donc: N, Vpyg = (V,)?
MVair = (gi;) = w5 donc:vn €N, Vyyy = (Va)

b) Démontrons par récurrence que pour tout entiern > 1,V,, = (V1)2"71
Pourn=1,V, = (V)2 = (V)2 =V, =V, : larelation est vraie pour n = 1.

-1

Supposons la relation vraie pour tout k > 1 c’est-a-dire vV k € N*,V,, = (V1)2"_1 et montrons que V., = (VI)Z("“)
Vi = W2 = [V? ] = @ %2 = ()2 = vz
Viers = (V1)2“""La relation est vraie a lordre k + 1

En conclusion : pour tout entiern > 1, V,, = (V,)?" "
¢) Calculons V puis exprimons V,, en fonction de n

U2 32 1, _1
17 y+2 342 5 175
n-1
— ot = () . e
n= 0" =(5) = VnEN; Vp= e
d) Expressions de U, en fonction de n
)= Vo —1) = -2V, +1)alors: U, %

2< L 1+1)
Dou: U, =~/
(5)211—1
d) Démontrer que lim,,, .,V =0
1 1
W =0 Car0< 5 <1

2(Vy +1)] — 2(0+1)

lim, ,,, V=1im,_

limy, oo U = Ty, op [

PROBLEME
Partie A
1 — a) Déterminons lim,_,, g(x) etlim,_, ., g(x)

= 21limy 40 U = 2
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lim,_ye* =+

lim,_ Inx = 4
lim,,,,e*=1

lim,, ., Inx = —c0

lim,_y g(x) = lim,_(e* + 2Inx) = —0 car{ Alors lim,_o g(x) = —0

lim, ., g(x) =lim,_,,(e* + 2Inx) = 4o car{ Alors lim,_ ., g(x) = +oo

b) Calculons g'(x)

vx € ]0;+0[; g (x) = (e* + 2Inx) = e* +)2—c = xe"T+2 Alors vV x € 10;4+0[; g' (x) = xe"T+2
¢) Sens de variation de g
Vx € ]0;4c0[,x > 0;xe* >0 alors xe’;+2 >0
Vv x € ]0;+oo[, g (x) > 0, g est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[
Tableau de variation de g
x 0 +00
g'(x0) 7 +
g9 7 oo > e

2 — a) Démontrons que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a sur ]0; +oo[

Vv x € ]0; +o[, g est continue et strictement croissante, alors g réalise une bijection de ]0; + o[ vers R or 0 € R. Donc I'équation ,

g(x) = 0 admet une solution unique a sur ]0; +oo]
b) Justifions que 0,4 < a« < 0,5
£(0,4) = (e)°* + 2In(0,4) ~ —0,3407; £(0,5) = (e)*5 + 2In(0,5) ~ 0,2624
£(0,4) et £(0, 5) sont de signes contraires alors : 0,4 < a < 0,5
c) Démontrons que:V x € ]0; [, g(x) <0 et Vx € Ja;+oo[,g(x) >0

- Vx € ]0;af, x < a comme g est strictement croissante sur ]0; a[, g(x) < g(a) or g(a) = 0
Doncvxe ]0;al,g(x) <0

- Vx€]a;+oo[, x > a comme g est strictement croissante sur ]0; a[, g(x) > g(a) org(a) =0
Doncvx e ]0;al,g(x) >0
En conclusion: Vx € ]0;a[,g(x) <0 et VxE€ ]a;+oo[,g(x) >0
Partie B

f®

1 — a) Déterminons lim,,_, , f(x) etlim,._, -
. lim,_ e; =+
. . . e
- limy o, f(x) = lim, o (e* + 2xlnx — 2x) = lim,_, ;X (7 + 2Inx — 2) toocar fim, ., Inx = +o
lil’llx_,_*_Oo X = 400
Alors lim,_, ., f(x) = +o©
ex

flx lim,_, <= +o0

) _ 1 e* 92\ _ . fx) _
- = lim,_, (x + 2lnx 2) = +oocar: { =

- lim, Alors limx_,+mT +o0

lim,_ ., Inx = 4+
b) lim,_ ., f(x) = +oetlim,_ @ = +oo; Alors (€) admet une branche parabolique de direction (0J)
2 — a) Démontrons que f est continue en 0.

la fonction f est continue en 0 si et seulement si: !CT(} f(x) =f£(0)

lim,_ f(x) = lim,_g(e* + 2xlnx — 2x) = 1 Car lim,_ge* =1 ; lim, oxinx =0 et lim,,ox=0
lim,_ f(x) = f(0) = 1; alors f est continue en 0.

b)Démontrer que : lim,_ w =
. e*—1
limx—>0 w = limx—>0 (M) = limx—>0 (e__l + 2lnx — 2) = —00 Car{ llmx_)(] x 1
* * x lim,_q Inx = —©
: f@-fO) ., - . ) -
c)lim,_, ——n est pas finie, alors la fonction f n’est pas dérivable en 0

d) lim,_,, w = —oo donc (€C)admet une tangente verticale au point A(0; 1)

3 — a) Démontrons que V x € 10; +oof, f (x) = g(x)

vxe€ J0;+oof, f(x) = (e*+2xIlnx —2x—1) =e*+2(Inx+1) -2 =e* + 2lnx + 2 — 2 = e* + 2Inx = g(x)
Donc:V x € 10; 4+oof, f (x) = g(x)

b) Les variations de f

v x € 0; +oof, f (x) = g(x), alors le signe de f (x) est celui de g(x)

vV x € ]0;af, f'(x) < 0: f est continue et strictement décroissante sur ]0; a[

V x € ]a; +oof, f'(x) > 0: f est continue et strictement croissante sur Ja; +o0[

Tableau de variation de f

X 0 +oo

f'x) 7 - 0 +

Page 173 sur 186




K _/ﬂo—y
& T, @

4 — Représentation graphique de f sur l'intervalle [0; 2]

Y

FEEESCEO ety

5 — a) A l'aide d’une intégration par parties, démontrons que : K = 2In2 — %

1
= u'(x) ==
Posons : {u(’x) Inx ; . Alors : fllenxdx = [llenx] 2 —lflzxdx = [llenx—lxz]i
v'(x) =x v(x) = Exz 2 ’ : '
K = (3222 - 3x2?) - (3121 - x12) = 2In2 —1+;=2In2 -3 Donc:K = [ xInxdx =2In2 -3

b) Calculons A puis donnons 'arrondi d’ordre 2 du résultat.
A= (flz f(x)dx) 0I X 0] =4 X% 4-f12(ex + 2xInx — 2x)dx=16 flz(ex —2x)dx + 32 flz xInxdx

A =16[e* — x?]2+32K=16(e? 4 — e + 1) + 32 (22 - 3) = 16 (e? — e + 4ln2 - )
A ~ 47,09cm?
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CORRECTION EXAMEN 7 : Bac D Session normale 2011

Exercice 1

1 — a) Démontrons que la suite (V,,) est convergente.

. . n%+2n . n%+2n . n? . . _
lim, o, V, =lim,_ [m] =lim, 10 (m) =lim, == 1; lim, ,,V,=1

lim,,_, ., V., existe et est finie, alors la suite (V,,) est convergente

b) Démontrons que la suite (V,,) est croissante

x2+2x
(x+1)2

La suite (V,,) est définie par une formule explicite du type V,, = f(n) avec f(x) =

Etudions le sens de variation de f sur [1; +oo[

. ’ _ x2+2x _ (2x+2)(x+1)272(x+1)(xz+2x) _ 2(x+1)[(x+1)27x272x] _ 2(x+1)
VX € [Ltool f (x) = [(x+1)2] (x+1)* - (c+1)* CTE

’ 2(x+1)
vxe [1+ool, f (1) = 220

V x € [1;+oo[, f (x) > 0 lafonction f est strictement croissante.
Comme la suite (V,) et la fonction f ont méme sens de variation on conclut que la suite (V,,) est croissante
On pouvait aussi comparer V., etV, ce quirevenaitacalculerV,., -V,

c) Démontrons que vV n € N*,% <V.<1

1242x1 3 . . . . . .
OnaVv, = T 1 la suite (V,,) est une suite croissante qui converge vers 1, alors son plus petit terme est son premier terme. Donc :
3
vn eN,-<V,<1
4
. , +2
2 — a) Démontrons par récurrence surnque:vn € N, a,, = 231+1)

3
a, = V1 X vy X V3 ..X v, alors a; =vy =7

a, = 2::1) ;alorsaq = 2(11:21) = % : larelation est donc vraie a I'ordre 1
Supposons cette relation vraie a ordre k (k € N*) c’est-a-dire V k € N*,ona: a; = Z(kk—_:—zl) et montrons que
_ (k+1)+2
U = (k+ D+ D)
A = V1 XV XV3...X Uy alors ay, 1 = V1 X V3 X V3 .. X Uy X Vpyq = % X Vgyq
ay
k+2 ><(k+1)2+2(k+1) k+2 ><(k+1)(k+3) k+3 (k+1+1
a = = = =
172k +1) [(k+1)+1]2 2(k+1) (k+2)? 2(k+2) 2[(k+1)]
On vérifie que a;1 = (1)1
k+1 = 5[]
. . ¥ _ n+2
En conclusion:vn € N*, a,, = 2D
b)Déduisons la limite de la suite (a,,)
. 1 n+2 1 _ .. n+2\ _ . n_1 T _1
limy, o yoo @y = 1My oy [2(n+1)] = limp e (2n+2) = lim;,_, o, 2n 2 alors : limy, .00 @y = 3

3 — a) Démontrons que(b,,) est une suite a termes négatifs
D'aprés la question 1 — ¢) 2 <V, < 1alors In (%) < v, < In1 = mv,, < 0

Alors (b,,) est la somme de n termes d’une suite négative.
b) Calculons la limite de la suite (b,,)
b, = In(vy) + In(vy) + - + In(v,) = In(vy X V3 X V3..XV,) = lna,
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1
lim b, = lim lna, =Inlim a, =In- = —-In2
n—+oo 2

n-+coo n-+coo
lim b, = —In2
n—-+o

Exercice 2

1 — a) Calculons I'espérance mathématique E(X)de X en fonction de a et b
E(X) =ZXiPi =220%x0,08+230x%x0,10+240xa+250xb+260x0,16 +270 x 0,15+ 280 x 0,04

E(X) = 133,9 + 240a + 250b

b)Sachant que E(X) = 250 justifier que a= 0,14 et b = 0,33

E(X) =250 & 133,9 + 240a + 250b = 250 Alors : 240a + 250b = 116,1
De plus on saitque } P; =1 < 0,08 +0,10+a+b+0,16 + 0,15+ 0,04 =1
Alors:a+ b = 0,47

Déterminer a et b revient a résoudre le systéme : {240a +250b =116,1

a+b=047
240a + 250b = 116, 1 b=047-a ~ ~
{ a+b=047 {240a +250(0,47 — a) = 116,1 — —10a=—1,4alorsa = 0,14

b=0,47-0,14 =0,33
Finalementa = 0,14 etb = 0,33
2 —Calculons la probabilité pour que la masse de ce sachet de lait caillé soit au moins de 250 g
P(X>250)=0,33+0,16+0,15+ 0,04 = 0,68
P(X =250)=0,68
3 — Calculer la probabilité qu’elle ait choisit exactement trois sachets de lait caillé de 220 g
Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de sachets de lait caillé de 220 g choisi par Tiéplé
Comme chaque choix conduit a 2 éventualités : soit le sachet a 220g ou non
Alors Y suit une loi binomiale de paramétres (n = 5;p = 0,08)

3
P(Y=3)= c5 (0,08)3 x (1 —0,08)>3 =10 x 0,083 x (0,92)2 ~ 0,00433

4 — a)Justifions que la probabilité qu’un sachet de lait caillé de 240 g soit éliminé est 0,098

Soit A : L’événement « le sachet de lait caillé est accepté » et E: L’évenement « le sachet de lait caillé est éliminé » et B, 4, : L'événement « le
sachet de lait a 240g »

P(B349 N E) = P(Bz49) X Pp,,,(E) = 0,14 x 0,7 = 0,098

b) Calculons la probabilité pour qu’un sachet de lait de cette société soit éliminé

En appliquant la formule des probabilités totales

P(E) = P(Byy0 NE) + P(By3o NE) + P(Byyo NE) = 0,14 x 0,7 +0,10 X 0,8 + 0,08 x 1 = 0,258
P(E) =0,258

PROBLEME

Partie A

1 — a) Calculons lim,_, , ,, g(x)

2241 limy oo (- 250) = lim,_ o, (-2) =0
lim,_ ., g(x) =lim,_ (— —+ lnx) = +oo car xotoo x? oo\ x
x lim,_ ., Inx = 4
lim g(x) = +o0
X—+00
b) Calculons lim,_,o_ g(x)
limy_0 g(x) = limy_o (— 21y an) = —oo carlimy_o Inx = —o0; limy0(2x + 1) = 1 et limy o x2 = 0
> > x > > >
lim g(x) = —oo
>
, 2

2 — a) Démontrons que : V x € ]0; +oo[, g'(x) = xf—:”

, ! 2_ (52} 2_ _ 2
Vx € 10;+of, g'(x) = (_ 2;:;1 n lnx) _ _ @x+Dx x(:c ) 2x+1) +i= _2x 2z£2x+1) iz _2x 2i§x+1) %

2_2x+4x+2 24+ 2x+2 , 242x+2
X J;-;— X+ =x+xsx+ . Vx € ]O;-l—OO[,g (x)=x+x3x+
b) Déduisons le sens de variation de g
vV x € ]0; +oo[, x3 > 0, alors le signe de g’ dépend de x* + 2x + 2
Or x2 + 2x + 2 est positif car son discriminant est négatif
v x € ]0; +oo[, g'(x) > 0 alors g est strictement croissante.
Dressons le tableau de variation de la fonction g
x 0 +o0
g'(x) ::f,- n
,-"' 40 >
g(x) /,.:: o
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3 — a) Démontrons que I'équation x € ]0; +oo[, g(x) = 0 admet une solution unique a.
Vv x € ]0; +o[, g est continue et strictement croissante, alors g réalise une bijection de ]0; + o[ vers R or 0 € R. Donc I'équation ,

g(x) = 0 admet une solution unique a sur ]0; +oo][
b) Justifions que 2,55 < a < 2,56

_ 2x2,55+1 - ) _ 2x256+1
f(2,55) = 25572 +1In2,55~ —0,002; f(2,56) = 2562

f(2,55) et f(2,56) sont de signes contraires alors : 2,55 < a < 2,56
¢) Démontrons que:V x € ]0; [, g(x) <0 et Vx € Ja;+oo[,g(x) >0

- Vx € ]0;al,x < a comme g est strictement croissante sur ]0; a[, g(x) < g(a) or g(a) =0
DoncVvx e ]0;af,g(x) <0

- Vxé€]a;+o[, x > a comme g est strictement croissante sur ]0; a[, g(x) > g(a) or g(a) = 0
DoncVvx € ]0;af,g(x) >0
En conclusion: YV x € ]0;a[,g(x) <0 et Vxe€ ]a;+o[,g(x)>0

PARTIE B

1 — a) Calculons lim,_,o_ f(x) puis donnons une interprétation graphique du résultat

+1In2,56 ~ 0,006

limy-o f(x) = limy-o [(l - lnx) e‘x] = +oo car limy-o 1o to ;limyoo Inx = —coetlimypoe™ =1
> > LW > X > >

lim,_o f(x) = +oo; alors la droite d’équation x = 0 est asymptote « verticale » a la courbe (C)
>

b) Calculons lim,_, ., f(x) puis donner une interprétation graphique du résultat

1
lim — =
. . 1 _ . 1 Inx X+, ox
lim,_, ., f(x) =lim,_ (; - lnx) e =lim, (; - ?) =0carq I
lllllx_w_00 ? =0

lim,_, ., f(x) = 0 Alors la droite d’équation y = 0 est asymptote « horizontale » a (C) en +co

2 — Démontrer que : f(a) = —l;r—z“e‘“
fla) = G - lna) e~ ; d'aprés laquestion 4.3 —a): g(a) =0 = — Z";l + Ilna = 0alors: lna = Z';l
1 2a+1 _ —2a—-1 _ 1 _ 1 -
f@ = (-5 ) e = () e (-F) e Donc: f(a) = — "€
3 — a) Démontrons que : V x € ]0; +oof, f (x) = e *. g(x)
’ 1 _ 1 1)\ _ 1 _ 1 1 1 _

Vxe 0+, f (x) = [(;— lnx)e x] = (—;—;)e x— (;— lnx)e "'(—;—;—;+lnx)e *=
(— 2);1 + lnx) e*orgx)=— 2);1 + Inx
D'oli: V x € ]0; 4o, f (x) = e ™. g(x)
b) En utilisant la partie A, déterminons les variations de f
v x € ]0;+oo, f (x) = e*. g(x) ; or e* > 0 donc le signe de f (x) est celui de g(x)

- Vvxe€ ]o;al, f'(x) < 0 alors f est strictement décroissante sur ]0; a[

- Vx€]a;+oof, f'(x) > 0 alors f est strictement croissante sur Ja; +oo[
c) Dressons le tableau de variation de f

X 0 [ +00
') - 0 +

“+ o0

_A—»
f T, ()

4 — Démontrons qu’une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse 1est: y = — %x + %
(T):y = f (xo)(x — %0) + f(xo) avec xo=1 ; f(1)=—2 et f(1) =7

o= 3 1__3 4 . w—_3 4
M:y= e(x 1)+e— SX+ - Alors : (M):y= Sx+-
5 — Construire la droite (T') et la courbe (C) dans le plan muni du repére (0, I,j). On prendraa = 2,6
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Partie C

1 — Démontrer que h est une primitive de f sur ]0; +oo[

h est une primitive de f sur ]0; +oo[ si et seulement si: V x € ]0; +oo[h' (x) = f(x)
, , 1 1

h (x) =(e*.Ilnx) = —e *.Inx+ p xe*= (; — lnx) e™

v x € ]0; +oo[h' (x) = f(x), alors h est une primitive de f sur ]0; +oo[

On considére la fonction dérivable sur ]0; +oo[ et définie par: f(x) = G - lnx) e’*,

2 — a) Calculons , en cm? laire A(2) de la partie du plan comprise entre (C), (OI) et les droites d’équation x = 3 et x = A.

In3 Ini

i 2
A(A) = —0I x Ojff(x)dx =-2X loff(x)dx = —20[h(x)]; = —-20[e*. lnx]g =20 (?— eT) cm?
3 3

b) Calculonslim;_, ,, A(4)
lim, o A = lim 1o [20 (’:—f - l;‘—j)] =20 x 2 carlim_,., 5 = 0
. In3 2
lim A(4) =20 X —-cm
A—>+00 e

CORRECTION EXAMEN 8 : Bac D Session normale 2010

Exercice 1
Partie A

1) Déterminons les racines carrées de 6 + 6iv/3

SoitZ = 6+ 6iv3; 12| = [(6)2 + (6v3)" = V36 ¥ 108 = vid4 = 12

Soit z = x + iy une racine carrée de Z

x> +y*=12
z? =7 & { x* — y* = 6 ;en ajoutant membre 3 membre les deux premiéres équations ; on obtient : 2x* = 18 alors
2xy = 6v/3

x*=9=x=3 ou x=3

Pourx =3; y=+/3 etPourx =-3; y=—V3

Alors les deuxracinescarrées de Z = 6 + 6iv3 sont:3 ++/3i et —3 —+/3i

2) Résolvons dans C : 'équation 2Z% — (1 + 3iV3)Z -4 =0

A=[-(1+3iv3)]" — 4% 2 X (—4)=1 + 6iv3 — 27 + 32 = 6 + 6iV3

A= Z = 6 + 6i\/3, alors les racines carrées de A sont§ = 3 + 3ivV3et-0 = —3 — 3iV3
_—b-0 1+3iV3-3-V3i -2+2i¥3_ 1 V3

Z, = = ——t+i—
1= 24 2x2 4 272
7 =—I;:a=1+3ix/z§x+z3+\/§i=4+‘:i\/§=1+i\/§+

1 V3
SC={—E+17,1+1\/§}

3 — a) Développons, réduisons et ordonnons (2Z + 1)[2Z% — (1 + 3iV3)Z — 4|
(2Z +1)[22? — (1 + 3iV3)Z — 4] = 42 — 2(1 + 3iV3)22 — 8Z + 2Z? — (1 + 3iV3)Z — 4
=47°-2(1+3iV3-1)22 - (1+3iV3+8)Z -4
=47 - 6iV3Z>-3(3+iV3)Z-4=0
b) En déduisons les solutions de (E)
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47% - 6iV3z> -3(3+iV3)Z-4=0 (2Z + 1)[22% — (1 + 3iV3)Z — 4]
Alors2Z +1=00u2Z?—(1+3iV3)Z—-4=0

1 1 3
Z = ——" = — — [ — = [
0 =i 21 Sl 2 1+iV3
1 1 3
Sc=y—5,—zti—1+i
C { 2 2+l 2 +l\/§}
4 —Exprimons chacun des nombres complexes Z,, ; Z, et Z, sous forme trigonométrique
Re(Zyp)
Zy=—2:1Zo| =Ltalors Z, == isi i0=ArgZ €050 =gy =T
0__E’| Ol—anrs O—E(cosn+1smn)car5| =Arg(Z,) < o ime)
sind=——-=0
1Zol
Donc:Z, = %(cosrt + isinm)
Re(Z1) 1
0: = — -
1, .3, _ N2 v\ 1.3 . _COS 1Z4] 2, , =
Z=—3+il 1z = /(_E) +($) = /Z+Z—1et3|9—Arg(Zl)ona. _ iz 3 0=
sin@ = =—
[Z4] 2
7. — 211'+_ . 2m
1 = €COS 3 isin 3
. cosO = RTZ(le) = %
Z,=1+iV3;1Z,| = |12+ (V3) =V1+3 =2etsi0 =Arg(Z;)ona: lm(zzz) 5 0=3
sinf = =—
|Z2] 2

.7, = T +isin®

Donc:Z, =2 (cos ;T lsm3)

Partie B

1 — a) Déterminons I'écriture complexe de S

L’écriture complexe d’une similitude plane directe de centre O , d’angle 6 et de rapport k est: Z' = ke'®Z
R L m L. (W S B N

Alors:Z =2e 3Z = 2<cos( 3) +1sm( 3))Z— 2(2 i z)Z_ (1-iVv3)z

Z =(1-iv3)z
b) Justifier que S(My) = M, etS(M,) = M,

, 1
Zy=(1-iV3)z, = (1—:\/5)(—5) =——+i—=1
Ona:Z, = Z, alors S(M,) = M,

Z;=(1-iV3)z, = (1-iV3) (—%+ i—

V3 V3
2 2

LI
STy

+; =1+iV3 =12,
Ona:Z; = Z, alors S(M,) = M,

3 — Justifier que z,,; = (1 — V3i)z, ol z,,, estl'affixe de M,,,,

M, = S(M,) Alors z,., = f(z,)

Dol : z,1 = (1 —+3i)z,

3 — a) Démontrons que U, est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier terme
Uni1 = |Znial = [(1 = V3i)zy| = (1 = V3i)||2,] = |2,] = 2]2,| = 2U,

U1 = 2U,, lasuite U,, est une suite géométrique de raison q = 2 et de premier termeU, = |z,| = %
b) Justifions que la distance OM, = 2048

La suite U,, est une suite géométrique de raison q = 2 et de premier termeU, = %alors U,=Uyxq"

1 n n-1
Up=5x2"=2

OMy; = |21; — zo| = |242| = |Uq| = 2 = 2048
Donc: 0OM,, = 2048

Exercice 2
Soit M: I événement «l'individu a pris le médicament>»

B: I événement <« on constate une baisse du taux de glycémie chezindividu>»
Arbre de probabilité
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0,6 0,2

0,4

X
|

1 — Calculons la probabilité d’avoir une baisse du taux de glycémie sachant qu’on a pris le médicament
Py(B)=0,8

2 — Démontrer que la probabilité d’avoir une baisse du taux de glycémie est 0,52

En appliquant la formule des probabilités totales : P(B) = P(BN M) + P(B n M)

P(B) = P(M) X Py (B) + P(M) x P5(B)=0,6 X 0,8 + 0,4 x 0,1 = 0,52

3 —La probabilité qu’il ait pris le médicament sachant que I'on constate une baisse de son taux de glycémie
P(BNM) P(M)xPy(B) 0,6x0,8

Py(M) = P(B)  P(B) ~ 70,52

=0,923

Pz(M) = 0,923
4 —Si on appelle X la variable aléatoire égale au nombre d’individus dont le taux de glycémie a baissé. Comme pour chaque
test, la probabilité d’avoir une baisse du taux de glycémie est p = 0,52 et que les résultats sont supposés indépendants d’un
individu a I'autre, on voit alors que Y suit une loi binomiale de paramétres (n =5 etp = 0,52)
Donc pour tout k entier naturel, ona: P(X = k) = C £ (0,52) x (1 - 0,52)57*
a) La probabilité d’avoir exactement deux personnes dont le taux de glycémie a baissé

2
P(X=2)= C5 (0,52)2 x (1 -0,52)%3 = 0,299
b) La probabilité d’avoir au moins un individu dont le taux de glycémie a baissé

0
PX=>1)=1-PX=0)=1- o (52)° x (0,48)5° =1 —(0,48)° ~ 0,975
5 —Ici on contréle n individus , X suit une loi binomiale de paramétres (n; p = 0,52)
0
PX>21)=1-PX=0)=1- cn(0,52)° x (0,48)" = 1 — (0,48)"

P(Y>1)>098< 1-(0,48)"> 098 alors:1—0,98 > (0,48)"; 0,02 > (0,48)"

In(0,02) < In(0,48)" alors In(0,02) < nin(0,48) oun > i:ggzg ~ 5,33
n=~6

Probléme

Partie A

1 — a) Justifions que : vV x € ]0;4+oo[,g (x) =1 + Inx
vx € ]0;+oo[,g (x) = 1+ xlnx) =1 + x'Inx + x(Inx) = 0 + Inx + x X % =lnx+1
Alors:V x € 10;+oo[,g (x) =1 + Inx
b) Etudions les variations de g
1 1

g =0=s1+lnx=0=lnx=-1=x=e ==

Vx € ]0; 5[, g (x) < 0 alors g est strictement décroissante sur ]0; 2[

Vx € E +oo[, g (x) > 0 alorsg est strictement croissante sur E +oo[

Tableau de variation de g

e
g'(x) ﬁf} - 0 +
3 ’ e—1 /
X L -
9(x) /ﬂ e

2 — En déduisons que : V x € ]0; +oo[,g(x) > 0.
V x € ]0;+oo[, g admeten % un minimum positif égal a ?

Donc:vx € ]0;+co[,g(x) >0
Partie B
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1 — a) Etudions la continuité de f en 0
la fonction f est continue en 0 si et seulement si: lin(} f(x) =f(0)
xX—

lim,_, f(x) = lim,_, ( ) =Car lim,,,x =0 ; lim, o xlnx=0

lim,_, f(x) = f(0) = 0; alors f est continue en 0.
b) Etudions la dérivabilité de f en 0

1+xinx

Y (O (O P o) _ X o) L i =
f (0) =lim,_, 0 = llmx_)o( . ) = llmx_)o( X ) = lim,_,, (1+xlnx) =1 Carlim,_xilnx =

1+xlnx x
0f(1)= limxﬁo% = 1, alors la fonction f est dérivable en 0
c) Démontrons qu’une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au pointO est:y = x
(T):y = f (xo)(x —x0) + f(xo) avec x,=0 ; f(0)=1 et f(0)=0

My=1x—-0)+0=x Alors : M:y=x

d) Démontrons que : (C) est au dessus de (T) sur ]0; 1] et (C) est en dessous de (T) sur ]1; +oo[
x—x—x*lnx —x’Inx x?

f-y= 1+xlnx_x= 1+ xlnx - 1 +xlnx= 1+xln;vc>< (—Inx)

Vx € ]0;+oo[,g(x) = 1+ xlnx > 0,x* > 0 alors le signe de (f(x) — x) est celui de - Inx
fX)—x=0s - lnx=0shx=hhleox=1

Vx € ]0;1[, f(x) — x > 0 alors (C) est au dessus de (T) sur ]0; 1]

Vx € ]1;40[, f(x) — x > 0 alors (C) est en dessous de (T) sur ]1; +oo[

2) Démontrons que la droite (OI) est une asymptote a (C) en +

1
. T X T X T 1 _ -=0
llmx—>+oo f(x) - llmx—>+oo (1+xlnx) - llmx—>+oo LGH"X)] - llmx—>+oo <l+lnx> -0 {limx—)-f-oo ln; = +oo

X

lim, ., f(x) = 0, la droite d’équation y = 0 (! axe(0I)) est asymptote a (C) en +oo

3 — a) On suppose que f est dérivable sur ]0; +co[. Démontrons que : V x € ]0; +oo[f (x) = (1;{%@2
. ’ _ x ' _ x (1+xlnx)—x(1+xlnx)' _ 1+xinx—x(Inx+1) _ 1+xlnx—xlnx—x _ 1—x
Vx € ]0' +OO[,f (.X') - (1+xlnx) - (14xInx)? - (14xInx)? - (14xInx)? - (14xInx)?
N, . / _ 1-x

D'ou:Vx € ]0;+o[f (x) = Toxin?
b) En déduisons les variations de f
Vv x € ]0;+oo[, (1 + xlnx)? > 0 alors le signe de f (x) est celuide 1 — x

- vx € ]0;1[, f (x) > 0 alors f est strictement croissante sur ]0; 1[

- Vx € ]1;+oo[,f (x) < 0 alors f est strictement décroissante sur ]1; +oo[
Dressons le tableau de variation de f

0 1 400

X
f'x) + 0 -

4) Construction de la droite (T) et de la courbe (C) dans le plan muni du repére (0, 1,])
..... y.//
..... / RN LG

Partie C
1 — a) Justifions que vV x € ]0; +oof, f(x) <1
V x € ]0;+oo[, f admet en 1 un maximum égala f(1) = 1
Donc:Vx € ]0;+oof, f(x) <1
b) Démontrons que vV x € |1;¢e[, 1 —1—11Lxs fx)
x €Eeflel1<x<eshi<lnx<lnhes0<Inx<1
1 1 X 1
< = < 1-——<
1+x 1+xlnx 1+x 1+ xlnx 1+x
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. . _1
Alors:vVx € ]1;e[,1 1ersf(x)

2) Démontrons que : 16(e — 1) + 16In (ﬁ) <A<16(e—1)

On en déduitde 1.@) et 1.b): 1 — —— < f(x) <1

fle(l—ﬁ)dxxu.asflef(x)dxxu.asflel.dxxu.a. Avec c/l=flef(x)dxxu.aetu.a=4x4= 16

= 16le—In(1+e)—1+In2]<A<16(e—1)

e e
< 16[x — In(1 + x)] 1 <A <16[x] 1

D'oii: 16(e — 1) + 161n () < A < 16(e — 1)

Exercice 1

1) Représentons graphiquement le nua

1+e

CORRECTION EXAMEN 9 : Bac D Session normale 2009

Or

ln2—ln(1+e)=ln( )

ge de points associé a la série statistique double(x ; y

2
1+e

.7':;;_'::: JUURE 0NN TN JORN JONU SO SO SO SOONE ONE /,‘,(/'/ OO 0 O IR SO S
o
ot
ot
300 . 014601510 610 7101760 1810 i 8 910 i x
Tableau de calcul
X; 350 380 500 450 580 650 700 8610
¥ 40 45 50 55 60 65 70 385
x;? 122500 144400 250000 | 202500 336400 422500 490000 1968300
y:2 1600 2025 2500 3025 3600 4225 4900 21875
X Xy; 14000 17100 25000 24750 34800 42250 49000 206900
2 — a)Calculons le chiffre d’affaires moyen X
n

b) Calculer le colit moyen de production ¥

i=1

_ 3610

- 1
X=—le
n

}_,_12": 385 _
TnliT 7 T
i=1

3 a) Vérifions qu’un arrondi a I'entier de la COV (X, Y) de la série statistique est égale a 1193
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covx,y) =yl 2 _xx¥ = 2"679"" 367“’ X 55 = @ =1192,857 Alors COV(X,Y) ~ 1193

b) Justifions I'existence d’un ajustement linéaire entre x ety

2
x;2 1968300 3610 746000
V(X Zn Ai XZ —
( ) 7 ( 7 )

= 15224,4898 Alors V(X) ~ 15224,5

CY? _, 21875 , 700
V) =) V2= — (55)2 =— =100
i=1
_cov(x,y) 1193

=0,96687

JVXOV(Y) /15224,5 x 100
0,87 < |r| < 1:il existe une forte corrélation entre les deux variables X et Y
On peut donc faire un ajustement linéaire entre les variables X et Y
4 a) Déterminons une équation de la droite (A)d’ajustement de y en fonction de x par la méthode des moindre carrés

cov(xy) _ 1193 R
YO0 - 152245 0,0783 etb=y—ax

3610
b=55-0,0783 x

(Dy/x) y=ax+b aveca =

= 14,588

Aors (Dy, )  y=0,0783x + 14,588

b) Tracer la droite (A)

5 —En utilisant la droite (A) , calculons lecoit de production de I'entreprise Ivoirbois de I’'année 2007 si X = 800M.
y=0,0783 x 800 + 14,588 = 77,228 millions

Exercice 2

1 — Représentation sur I'axe des abscisses les termes Uy; Uy; U, et U; de la suite (U,,) ey

2 — a) Démontrons par récurrence que la suite (U,,) <y est majorée par;
Cela revientamontrerquevn € N: U, < ;
5 . .
Ona:uy = 0alors u, < 5 la relation est vraie pour n = 0.
5 5

Supposons que V k € N: u;, < Eet montrons que u;, 4 < 3

5 3 3 5 3 3 3 5 3
vVke N: uk<—$—Uk<—><—$—Uk+1<—+1$—Uk+1S—=) ;0rUk+1:—Uk+1

2 5 5 2 5 2 5 2 5
AlorsVke N: Up,q < ;

En conclusionvn e N: U, < ; Par conséquent la suite u est majorée parg

b) Démontrons que la suite (U,,),,cy CcOnverge

Toute suite majorée et croissante converge. Or la suite (U,,),.cy €St majorée parg

Démontrons que la suite (u) est croissante.

Uy — U +1—-u, = —§Un +1= g(; - un) Or d’aprés la question précédente vn € N: U, < g
AIors—un>—E=>E—un>0 Doncg(g—un)>0

2 (5 . ; .
Uppq —Up = ¢ (E - un) > 0 D’ou la suite (u) est croissante

. . . . 5 5
La suite (u) est une suite croissante et majorée par > elle converge vers 7
3 — a) Démontrons que la suite (Vn)nEN est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme

_ 5l _3 3 3 5\ 3
vn—un—g alors v,,1 = Uy — U +1_E gun—E—E un—z —Evn
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_ 3 | S . 3 . _ 5 5
Vni1 = Vn alors (V,,),.enest une suite géométrique de raison 5 et de premier terme vy = uy — =5

b) Exprimons V,, puis U,, en fonction de n
5

. . o . 3 .
(V)nen st une suite géométrique de raison 3 et de premier terme vy = — 2 alorsV, =V, xq"

Donc:vne N, V, = —g(g)n
3

vnzun—galors Un=Vn+EVne N, U, Zg[l—(g)"]

c) Déterminer la limite de (U,))nen

lim,_ ., U, = ; car 0< g <1

Probléme

Dans les calculs de limites on posera a chaque fois X =1 —x & x = 1 — X: quand x — —0; X - +oo et quand x —

+00; X > —0

Partie A

1 — a) Justifions que la limite de g en +c0 est —1

lim,_ . g(x) =lim,_,,[(1 —x)e™ — 1] = limy_,_,(XeX — 1) = —1 carlimy__., XeX = 0
Alors : lim,_ ., g(x) = -1

b) Déterminons la limite de g en —co
lim,,_ ., g(x) =lim,_,[(1 —x)el™ — 1] = limy_,,,, (XeX — 1) = oo carlimy_,_ ., eX =0
Alors : lim,_,_,, g(x) = +o
2 — a) Démontrons que, pour tout x élément de R, g' (x) = (x — 2)e!™*
VXER G =[1-x)e™ -1 =1 -x0e™+ 1 -x)(e!™) -1 = —e'* - (1 —x)et™

Donc:Vx€ER,g (x) = (x—2)e'™
b) Etudions les variations de g
vV x € R, e!™* > 0 alors le signe de g'(x) est celui de x — 2

- Vx€]-m;2[,g (x) < 0alors g est strictement décroissante sur | —oo; 2[

- Vx€]2;+m[g (x) > 0 alors g est strictement croissante sur ]2; +oo[
Tableau de variation de g

X —00 2 400
g'(x) - 0 +
+o00 o 1 » _1
g(x) —> — (1 + ;)

. 3 — a) Démontrons que I'équation x € R, g(x) = 0 admet une solution unique a
V x € ]—o0; 2[, g est continue et strictement décroissante alors g réalise une bijection de ] —oo; 2[ vers g(]—o; 2[) =
]-(-1+e™1);+oo[0or0 € ]-(—1 + e~ 1); +oo[ donc I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a sur ]—oo; 2[
EtV x € ]2; +oo[g admet un maximum égal a - 1. Alors V x € ]2; +oo[, g(x) < —1
En conclusion : I'équation x € R, g(x) = 0 admet une solution unique
b) Justifier que : 0,4 < @ < 0,5
g(0,4) =(1-10,4)e'**—1=0,09327 et g(0,5) = (1—0,5)e! % —1=-0,175
g(0,4) et g(0, 5) sont de signes contraires alors 0,4 < a < 0,5
4 — En déduisons que: V x € ]—oo; x[,g(x) >0etVx € Ja;+oo[,g(x) <0
- Vx € ]-w;x[,x < aalors g(x) > g(a) car g est strictement décroissante sur ] —oo; [ et de plus g(a) = 0
Donc:Vx € ]—oo;x[,g(x) >0
- Vx € la;2[,x > a alors g(x) < g(a) car g est strictement décroissante sur Jo; 2[ et de plus g(a) = 0
Donc:Vx € |x;2[,g(x) <0
V x € ]2;+oo[ g admet un maximum égala - 1. Alors V x € ]12; + o[, g(x) < —1
Donc:Vx € ]2;+oo[,g(x) <0
En conclusion:V x € ]—oo; [, g(x) > 0etVx € Ja;+o[,g(x) <0
Partie B
1 — Déterminons la limite de f en —co et en +co
lim, ., f(x) =lim,__,(xe™ —x+2) =limy_ . [(1 -X)eX — (1 —X) + 2] =limy_ (e —XeX + X+ 1)

. 1 1 1 . . 1 . 1
=limy_, ., XeX (} -1+ = + W) = —oo carlimy_ XeX = +o0; limy_, i 0;limy_ x= 0
lim f(x) = —oo
X——00
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lim f(x) = lilll (xe'™ —x+2) = Xlir_n [(1-X)eX-(1-X)+2]= Xlir_n (eX—XeX+X+1)=-

X—-+00

Carlimy__., (e*) = 0etlimy_,_ ., (Xe*) =0
lil+n f(x) =—o0

x—+o0

2 — a) Démontrons que f est une primitive de g
f est une primitive de g si et seulement si f (x) = g(x)
VXERF(x)=[xel™  —x+2] =xe'™ +x(e'™) +(~x+2) =e'™  —xel*—1=(1-x)el™*—-1=g(x)
D'ou:V x € R, f (x) = g(x) donc f est une primitive de g
b) Etudions les variations de f
Vx€eR, f (x) = g(x), alors le signe de f (x) dépend du signe de g(x)
- Vx € |- ], f'(x) > 0 alors f est strictement croissante sur |—oo; [
- Vx € la;+oof, f'(x) < 0 alors f est strictement décroissante sur Jea; +oo[
Dressons le tableau de variation de f

—o0 04 +00

X
f'(x) + 0 _

3 — a) Démontrons que la droite (D) d’équation y = —x + 2 est une asymptote oblique a (C) en +o
lim [f(x) —y] = lim [xel™ —x+ 2 - (—x+2)] = lim xel™ = lim (1 — X)e* = lim (eX — Xe*) =0
x>+ x—+oo X—>+0o X->—o0 X—->—0
lim,_, ., [f(x) — y] = 0 alors la droite (D) d’équation y = —x + 2 est une asymptote oblique a (C) en +o
b) Etudions la position relative de (D) et (€)
f@)—y=xe'™*—x+2—(—x+2)= xel™
V x € R, e1™* > 0 alors le signe de f(x)— x + 2 est celui de x
- VxE€]-mw;0[,f(x) —y < 0alors (C) est en dessous de (D)
- VxE€]2;40[f(x) —y > 0alors (C) est au dessus de (D)
4. — Démontrons que (C) admet en —co une branche parabolique de direction (0))
x xel™ —x+2 2 2
lim &z lim (7) = lim <e1‘x— 1+—> = lim (eX— 1 +—> =+
x—-—o X X—>—00 X X——00 X X—>+o0 1 —_ X
lim,__, @ = +oo Alors (C) admet en —co une branche parabolique de direction (0))
5 — Déterminons une équation de la tangente (T) au point d’abscisse 1
(T):y = f (x0)(x —x0) + f(x0) avec xp=1 ; f(1)=-1 et f1)=2
My=—-1x-1)+2=x Alors : (T)y:y=—x+3
6 — Démontrer que f(a) =1 —a + ﬁ

f(a) = ae'™ — a + 2 ; d’aprés la question 3 — a) partieAg(a) = (1 —-a)el *-1=0= el ™% = ﬁ

a 1 1
—a+2 =——-a+2= (—1+—)—a+2 =l-a+——
1-a 1-a a

fla)= ax—
Dol: fla) =1—a+—

7 — Justifions que, pour tout nombre réel x, f(—x + 2) = e* " 1f(x)
fl=x+2)=(—x+2)et" %D — (—x + 2) + 2=(—x + 2)e 1" + x = e71** [—x +2+
Orf(x) =xel™ —x+2alors:Vx €ER, f(—x +2) = e* 1f(x)

8 — Démontrons que si B est I'une des solutions de I'équation f(x) = 0 alors - B + 2 est I'autre solution

D’aprés la question précédente, V x € R, f(—x + 2) = e* 1 f(x) alors si 8 est solution de I'équation f(x) = 0;ona:
f)=0 < f(B)=0;donc: f(—p+2) = f(B)=0= f(-B+2)=0

f(—=B +2) = 0alors : - B + 2 est solution de I'équation f(x) = 0

9 — Tragons (D), (T) et (C). (On prendraa = 0,4 et B =2,5)

x
e~ 1+x

] =el*(xe'™ —x+2)
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Partie C

1 — Calculons A(A) a I'aide d’une intégration par parties

A(A) = [fol(f(x) - y)dx] u.a=2 x 2 f;[xel‘x —x+2—-(—x+2)]dx=4 f: xel™*dx
ulx)=x { ux) =1

Posons :{ , v(x) = —e!

v'(x)=e'"

AA) =4(—A—1el ™ + 4e
2 — Déterminons la limite de 4 (4) lorsque A tend vers +coo

Alors : c/l(l) = 4[—xel_x] (}; + 4_f0}“e1—x dx = 4[(_x _ l)el_x]g

—X

2

liml_, 0 7 — 0

lim,_ o, AA) = limy_,,[4(—2 — 1)e' ™ + 4e| = lim;_ ., [—4e X (e% + e%) + 4e] = 4e cm? car {l' " “f o
my_, e e_}“ =

lim A(1) = 4e cm?
A—>+0
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