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Avomatlhs Terminale C

DEVOIR N° 1

L unité de longueur est le centimétre. On munit le plan d’un repére orthonormé direct (O,eI ,(_3;)_

/
Soit z un nombre complexe et M le point d’affixe z.

1.  Déterminer et construire I"ensemb le (A) des points M tels quc:]z+4—2i | = |3i—2 | .
1.

2. Justifier que le point K(-3;:—) appartient a (A).
2

3. Construire e point K.

-—--_.-_--.—.-.--_-n-.-q-.--.n—.-.-..-n_.-._._......q-|+_.—.—---—.-—.—.--_-..-.._..._._,,|I < -
-

On consideére la fonction f définie sur R par:
x2

f)=x+1 - — .

2

“NXT+]

Soit (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repere orthonormé (O, I, J). Unité : 2 cm.
1. Calculer les limites de f en — oo el en +ow .

2. Démontrer que pour tow nombre réel strictement positif x,

1

1. 1
f(x) = (—X+1)=—
2 2 1 2
‘l1+——7( XT+] +x)

<

3. a] D : 4 1 B l
emontrer que la droite (A) d*équation y = —x + | est asymptale 4 (C) en +oo.

2

b : i :
) Déterminer les positions relatives de (C) et de (A) sur] 0 ; +oo [.

On ad ; 3
MeL pour la syjte que la droite (A”) d’équationy = — X +1 est asy mptote a (C)
2

en —
@ el que (C) est ay dessus de (A”) sur] - w : 0 [

10
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Avomaths Terminale C _]

@x242¥x2 + 1= x(x2+2)

2{;(2 + l)\lx2 + 1

pémontrer que pour tout nombre réel x, '(x) =

g) Démontrer que pnur‘lou nombre réel x, (2:{2 +2)y x2 +1 >X(x2 +2).
p) Endéduire le sens de variation de [,
¢) Dresser le tablcau de variation de I,

a) Démontrer que [ est une bijection de K sur un intervalle J a déterminer.

b) En déduire que I'équation f(x) =0 admet une unique solution a dans R.
¢) Vérifierque: - 077 <a <-0,76.

a) Démontrer que y = x+1 est une équation de la tangente (T) 4 (C) au point d’abscisse 0.
b) Délerminer les positons relatives de (T) et de (C).

a) Onnote () la courbe représentative de la bijection réciproque de f.
b) Tracer (T),(4),(A%), (C)et () dans le repére (O,1,1).

11 |
A
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DEVOIR N° 2

............................................... -
"
"
\
'

Soit ABC un triangle équilatéral de c6t€ a.

\

1. a) Construire le barycentre I des points pondérés (A, 1) : (B, 1) et (C,—1).
b) Démontrer que le quadrilatére AIBC est un losange.

2. Soit (C) I'ensemble des points M tels que : MA2+MI32 - MC2 = (.

a) Ca]culer[a‘\z. IBZCL ]CZ.
b) Déterminer et construire I'ensemble (C).

2 2

3. Soit (A) I'ensemble des points M duplan tels que : 2 MA™ —MB —MC2= a.

a) Vénfier que B appartient a (A).
%, b) En déduire puis construire I’ensemble (A). 8

s
FET R o ER o RS R S S e s s e s s s e s e s mm W R B S B BN S EN F S § ES R BN S BN R EN S M S M S s e s s f omm o ommoomm oy ome

@ PROBLEME

Soit f la fonction définie sur [0 ; +o0 | par :

f(x) = — 6x +( x+9)\/; .
On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthonormé direct (O, 1, J).
L 'unité graphique est le centimérre.

f(x
1. a) Calculer la limitedef en + o puis lalimitede —— lorsque x tend vers +co.
X
b) En donner une interprétation grap hique.

. f(x)
2. a) Caleuler lim —
x;:-{} X

b) fest —elle dérivable & droite en 0 ? En déduire une interprétation graphique.

3.  Onsuppose que fest dérivable sur] 0 ; +co [ et on note [ ' sa dérivée.

a) Développer ('\/_— 1) (\/T-— 3).
33X =X -3)

b) Vérifierque : Vxe)0 i+ [, fi(x) = :
2/x

12
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Avomaths Terminale C

a) Déerminer le sens de variation de f.
b) Dresser le tableau de variation de f.

a) Vérfier que : f(3) :3{\6—2}.

b) Démontrer quey = 3('J5 -2)(x-3 —2@ ) est une équation de la tangente (T) &lacourbe (C) au
point d’abscisse 3.

Soit h la fonction définie sur J0; + | par: h(x) = (x) = 3( \6 =2)( x=3 —2-»/5 ).
3 3(x -3)

Vérifier que : Vxe] 0; + oof, [ '(x) = %(J: - 4+7:} et h’(x)= —4;3:—

a) Déterminer le sens de variation de h'.
b) Démontrer que : Vxe| 0 ;+oo [\ {3}. h' (x)>0.
¢) En déduire le sens de variation de h.

Déterminer les positions relatives de (C) et (T).

Construire la tangente (T) et la courbe (C).

13 e
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 3 ’

b
L — — — 2 h"-\
)Sf)it ABCD un trapéze rectange en C et en D de sens direct tel que : Mes(BD;BA) =7 & AB=BD =3
J‘ iy ) l
* ol a est un nombre réel strictement positif. On désigne par O le milieu du segment [AD].
1. Faire une figure.
2. Construire le point I barycentre des points pondérés (A, 2), (B,—1),(C,-2) et (D, 4).
3. a) Démontrer que le quadrilatére BCDO est un rectangle.
b) Démontrer que le quadrilatére ABDI est un losange.
2
2 2 13a
4. Justifierque: DA"=3a" et AC?=
4
2 2 2 2 9a°
S.  On désigne par (I') I'ensemble des points M tels que : 2MA~ —MB*“ - 2MC“+ 4MD" =— .
-
a) Vérifier que le point B appartient & I’ensemble (I).
b) Déterminer puis construire ().
6. Démontrer que les points A e D appartiennent a (I).
: 2 2 332
7. Soit (‘¥) I'ensemble des pointsM du plan tels que : MA“ — MB“ — 2MC2+ 2MD2= = A
A 2
'\ a) Vérifier que le point A appartient & I’ensemble (¥). '
*. b)  Démontrer que I'ensemble () est la droite (AD). o

@ PROBLEME

Soit f la fonction définie sur R par:

f(x)=(x + 2Vx 241 —(x+ 1)2.

On désigne par (Cf )

Toutes les

la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormé direct (O, I, J).

onctions i g
fe § infervenant dans ce probléme sont dérivables sur leurs ensembles de définition.

14
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Avomaths Terminale C

- . f(x
1, a) Calculerla limitedefen —o et la limite de Q lorsque x tend vers — oo,
X

b) Donner uneinterprétation graphique des résultats précédents.

; " ; I
2. Démontrer queladroite (A) d’équation y = —— est asymptote & (Cf} en +oo,
7 ]

3. a) Pourtou nombre réel X, on pose : W(x) = \l|x2+1 + X. Justifier que : ¥x € R, ¥(x) > 0.

b) Démontrer que pour tout nombre réel x, f'(X )= =

Y(x)(W(x)+ 2)Jx2+l ‘

c) Déterminerlesignede f( x ) suivant les valeurs de x.

4, Déterminer le sens de variation de f puis dresser le tableau de variation de f.

5. Démontrer qu’une équation de la tangente (T) a ('Cf ) au point d’abscisse O est y=—x +1.
Partic B
On considere la fonction h définie sur R par: h(x) =f(x)+x—1.

x2(2 x2+1 -2x+1)
(1+\,x2+1)\lx2+1

b) Démontrer que pour tout nombre réel X, 2¢x2+1 -2x+1>0.

1. a) Démontrer que pour tout nombre réel x, h'( x ) =

¢) Déterminer le sens de variation de la fonction h.
2. a) Calculer h( 0) puis démontrer que : VX €| —o0;0[, h(x) <0et X 40; +& h(x) 8.

b) Déterminer les positions de la courbe (Cf ) relativement 4 la tangente (T) .

3. Tracer(4a), (T) et (Cf ) . On prendra 2 centimétres pour unité graphique et \[E =1,7.
Partie C
On désigne par g larestriction de f a I'intervalle [0; \/3_’:‘

1. Démontrer que g est une bijection de [0; Jg:l sur un intervalle a déterminer.

15
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Avomaths Tcrminale c

~! labijecti inroque de g et H Ia fonction définie sur [0;1] par
Onnote 2 I ja bijection réciproq

-1
Hx)=(x+2)8 (x)-
Onpose: ¥ = Hog.

2. a) Démontrer que pour tout nombre réel x appartenant a I'intervalle [0; \/37 :I P(X) = x 4 'g-(ﬂ:%
g '(x)

b) Endéduire la primitive F sur I:U;'\ﬁ] delafonction g'V telle que : F(\/’;) = 2\@ _
On admet pour la suite que Fest strictement croissanfe surl’intervalle [0; Jj_':l
3. Vérfierque F(0)=0 puis dresser le tableau de variation de F.
4. Déterminer une équation de chacune des tangentes & la courbe (CF) de la fonction F aux points

d’abscisses 0 et \E )

* 5, Tracer lacourbe (CF) ainsi que les tangentes aux points d’abscisses 0 et \6 dans le repére (0. | )

16
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 4

oit I'équation (B} : (u ,v) & ZxZ, u° ~3v2=4,

1. Vérifier que les couples (4,2)et (14,8) sont solutions de I’équation (E).

2. Soait (uo.\’o) une solution de (E) et d = PGCD(HO; "'{))-

Démontrer que : d = 2.

]1 73 \'\_
,"Suil ABC un triangle équilatéral decotéa, 1 et O les points tels que : ‘.‘
‘ 1IC=2Bla AO-= 3I0.
Faire une figure.

2. Ecrire O comme barycentre des points A, B et C.

- 3. Endéduire que: zﬁ: A_C-

2 2 2
a Ta 2 3a
4. Retrouver les égalités suivantes : OBz= —_ 0A2 = et OC"=—.

4 4 4
5. Justifier que le triangle AOC est rectangle en C.

2 .2
6. Onnote (I') 'ensemble des points M duplan tels : — I\‘i}‘\2 +2 M82 +MC =a".

a) Vérifier que le point C appartient & ’ensemble (T").
b) En déduire I'ensemble (I)) puis construire ().

7. La hauteur du triangle AOC issue de C coupe le segment [AQO] en un point K. On nate (A) I’ensemble

2
des points M duplan tels que : MAZ + MO -2 MK2= AOZ._ ) KCZ.
a) Vérifier que C appartient a (A).

| b) Démontrer que KA2+ K02 = AOZ— 2 KCZ.

3 (]
\'\ ¢) Démontrerque: M e (A) < (KA + KO) MK =y, 7
" P
"~.d) Déduire de ce qui précéde I'ensemble (A ) puis construire ( A). e

-

— N o 4
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME i

Soit f la fonction définie sur O i+ oo| par:

(x —l)zlnx

f(x) =
x H ¥ " .
On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (0.1,1,

Partie A

Soit g la fonction définie sur ]0 ;+ oof par:

1. Démontrer que g est strictement croissante sur ]0 ;+eof.

9 Dresser le tableau de variation de g (sans les limites aux bornes).

3. a) Calculer g(1).

b) Démontrer que: ¥xe]0;1[, g(x)<0 et Vxe|l:+o[, g(x)>0.

Partic B
1. Calculer la limite de f 4 droite en 0. En donner une interprétation grap hique.

2. Calculer xli}Tmf(x} et xﬂfw,ﬂ%} . En donner une interprétation graphique.

> -Dg(9)

3. a)Démontrerque: V xe]0;+ o], f'(x)=_2_
X

b) Déterminer le signe de f’ ( x) suivant les valeurs de x puis dresser le tableau de variation de f.

4. a) Démontrer que I’équation f(x) = 1 admet une solution unique o .

b) Vérifier que : 2,64< a <265 .

¢) Démontrer que : VxejO;a [ ,f( x) <l et Vxe]la #o[,f(x)>1.

S. a) Déterminer une équation de la tangente (T) au point d’abscisse 1.

b) Déterminer les positions relatives de(C) et de I’axe des abscisses.

18
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Avomaths Terminale C

6. Soit hlafonction définie sur ) 0 ; +eo [par:h(x)=f (l) .On note (I' ) sa courbe représentative dans le
X
repére orthonormé direct (O, 1, J).

a) Démontrerque:V xe|0;+ o[, h(x) = - f(x).

b) Construire (C) puis (I') dans le méme repére.

Partic C

Soit ‘¥ la fonction définie sur ] O;+o0[ \ {1} par :

lnzx 1

+—.

2 x-1
On note (C °) sa courbe représentative dans le repére (O, 1, J).

W(x) =

. WX)
1. a) Calculerles limites de ¥ aux bornes de son ensemble de définition ainsi que '(E;Em X

b) Donner une interprétation graphique de ces résultats.

" : f(x)—1
3 D t oV : » Wx)= .
2. a) Démontrerque: Vx € ]0;+0 [\ {1}, ¥'(x) _(x__ﬁf
b) Déterminer le signe de W¥'(x) suivant les valeurs de x

¢) Dresser le tableau de variation de V.

- 3. a) Démontrer que ¥ () > 0.

b) Démontrer que I’équation ¥(x) = 0 admet une unique solution .
Vérifier que 0,20< B <0,2 1‘.

¢) Construire (C’). Prendrea =2,6 , =02, ¥Y(a)=1,08.

19
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 5

Calculer 452 .

Soit a et b deux entiers naturels non nuls. On pose
52=2022 -

pu=PPCM (a;b) et =PGCD (a;b).

2
Déterminer les couples (a, b) telsque: p~ -3

.-.—.-.-‘-,-.-.-.-.-.—-—.-—I-!!-H'—I-I--—r'--_.-.._"-l
-
s Em umm s mm e @A Ee == —

," Soit ABC un triangle équilatéral de coté 2a.

]

B EE s mm e omm s
R R e e e e E N BN MR W R G e o s s s g
.

1.

Soit H le milieu du segment [AB]. On note D le point tel que AC=2DA .
Démontrer que D est le barycentre des points pondérés (B, 3), (H,—6) et (C, 1).

Soit les points I et J milieux respectifs des segments [AC] et [BC].
a) Vénfier que :2I-IB2 —HD2+HI2 —2H.12= -232 .

b) Justifier que pourtout point M duplan, 2;.@_@' _1\-_{'5 + ]\_ﬁ —2E = A_B‘ y

Soit (A) I'ensemble des points M tel que : ZMB2 - MD2+MI2 ~ 2!\1]2: - 232 ;

a) Démontrerque: M € (A) < AB .HM =0.

b) En déduire puis construire I’ensemble (A).

2 2

On note (") I’ensemble des points M tels que : 3MB? - 6MH +MC* = 6212.

a) Justifier que H appartient a (I).
b) En déduire puis construire (I).
On note K I'autre point d’intersection de (I) et de (A).

a) En utilisant la question (4), démontrer que : KH = a »['.J;
b) En déduire KH puis la nature du triangle KBA.

20
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME

On considére |a fonction f définie sur [0 ; +co [ par:

|
vx €)0; [, f(x) = xz(l -—=Inx)
2

f(0)=0
On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthonormé direct (O, [, J).

Unité graphique : 2 cm en abscisse et 1 ¢m en ordonnée.

1. Démontrer que la fonction f est continue en 0.

. . f(x)
2. Calculer lim w— . Donner une interprétation graphique de ce résultat.

x—0 X
3. Calculer _lim f(x) et lim @ Donne interprétati hique d ssultat
: o el onner une interprétation graphique de ce résultat.

' 3
4. a) Démontrer que pour tout nombre réel strictement posttif x, f” (x) = X( E_ Inx) .
b) Déterminer le signe de £’ (x). En déduire le sens de variation de f.
¢) Dresser le tableau de variation de f.
- 2
5. a) Vérfierque :f( e )=0.
b) En déduire que : Vxe | 0; 62 [,f(x)>0 et Vxe| ez 1+ oo [, f(x) <0.

3e
6. Déterminer une équation de la tangente (T) au point A (Jg ;? ).

€
7. On considére la fonction h définie sur [0 ; +o0 [ par: h(x) = f(x) - xJ; +—.
4

a) Démontrer que: V x €[ 0 :+o0 [\{ -JE },h'(x)<0 et que h'{JE) =0 (On pourra utiliser les
variations de la dérivée seconde de h ) .

-‘.b] Démontrer que : Vxe[ 0 ; J(:,[.h(x):s(] el‘v‘xe]\{; #+oo[, h(x) < 0.

' ¢) Déduire de la question précédente les positions relatives de (T) et de (C). -

8. Construire (C) et (T).

21
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Avomaths Terminale C

F

fad

9, a) Démontrer que I"équation (x) =1 admet une solution unique « dans | e2 L+ o0l
. C

Vérifier que : 7,1 <@ < T2
b) Calculer f (1).

¢)Dém0nlrerq1103v-‘(5|0'-l (U] s+ ] fi(x)<Tet Vxell;o [, f(x)>1.

Partic B

. —f(x)
Soit y la fonction définie sur [0;+00 [ par:y (X)= f(x) € :
On note (I') sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthonormé (O, I, J).

i T S P

. Y(x)
1. a)Calculer lim ——.
x—0 X
>
b) En déduire le coefficient directeur de la demi - tangente & (I) au point O.
. ()
2. a)Calculer lim W(x) et lim ‘
X—+0 X=—+00 x

b) Donner une interprétation graphique de ce résultat.

3. a) Pourtout nombre réel strictement positif x ,exprimer y ' (x) al’aidede f’( x)et f(x).
b) En considérant les réponses aux questions Partie A 5) et 7), déterminer le signe de la dérivée y ’,
¢) Dresser le tableau de variation de y .
d) Pour tout nombre réel strictement positif x, déterminer le signe de I'expression f(x) — y(x)
et les positions relatives des courbes (C) et (I').

4. Construire (I') dans le méme repére que (C).

Rl e T I B i, e Py e e
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 6

Soit Z un nombre complexe non imaginaire pure.

-2 s -2
Onp(ﬂﬂ:a= Z __Z ’ b=z +l1Zelc=—- 27 4z,

On considére les points M, N o P d’affixes respectifs a, b et c.

1. Retrouver les résultats suivants :c—a=2z(i—z) et b—a = Z_(Z+i).

2. Justifierque: [c—al =|b-al.

3. En déduire la nature du triangle MNP,

£ Soit ABC un triangle isocéle enB. -~ .

v 1. Déterminer les entiers naturels n pour lesquels les points pondérés (A, —3), (B,2n) et (C, 2—n)
admettent un bary centre que I’on notera Gp.

On suppose dans la suite de I'exercice que n est supérieur ou égal a 3.

2. Construire GS "

3. Soit] lepoint du plan tel que: AJ =2AB + E

Démontrer que : GnGn+I =- Al et G,G

= G
n(n_l) Il+1 n n"*'l n

4. Démontrer que les droites (CA) et (C GS ) sont perpendiculaires.

=

Exprimer G3 comme point intersection de deux droites puis construire GS'

1
I

1

1

I

I

|

!

n—-2—— :

I

I

]

1

]

6 Justifier que: G_G =EG Ge 8 0.06.=-6.G l
_ 59 ™ 2940 T !
I

7. Endéduire la construction de G4 et GG‘

e I e

23
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME

.
gdéfinie sur ]0;+oo| par:

On considére la fonction

(x=1’
x —
+ Inx.
x) = ——-2—”_
H x°+1 o
Déterminer les limites de gaux bormes de son ensemble de définition.
1.
2 42
(X +1)° —2x(1_.2
trer que pour tout réel xapp
2. Démontrer q - :
' . .
3. a) Démontrer que pour tout réel x appartenant 4]0 ;+0[, 2x( 1-x“) < (x2 , 1 )2.
b) En déduire le signe de g’ (%)
¢) Dresser le tableau de variation de g.
4. a) Démontrer que I est I'unique solution de I'équation g(x) = 0.
b) Démontrer que: gx) <0< O< x<1 et gx) >0 1.
Partie B

f(x) = xInx - In(xZ+1) si x >0

Soit f la fonction définie sur [ O;+oo[ par:
f(0)=0

et (C) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ,1,7J).

(Unité graphique : Icm en abscisse et 2cm en ordonnée)

1.
2.

Etudier la continuité de f en 0.
Démontrer que la courbe (C) admet au point d’abscisse 0 un demi - tangente verticale.

f(x)
Calculer la limitede fen +0 et  lim —= ' Stati '
Xq o - En donner une interprétation graphique.
a) Démontrer que pour tout réel x appartenant & J0;+f, f*(x)=g x)
b) Déterminer le sens de variation de f.
¢) Dresser le tableau de variation de f,

a) Démontrer que I’équation f( x)=0 admet une unique solution a dans ] 0 ; +oo].
b) Vérifier que : 222 < ¢ <223,
Démontrer que pour tout rée] x appartenant 4] 0 ; 1], — In2 < f(x) <0

Construire (C) dans le repére (O,1,J). On prendra a =2 22

24
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Avomaths Terminale C

e

partic €

onnotc F la primitive de la fonction f sur |0 - Itelleque: F(1)

H(®) = xz(F(xHIn\E) si X ]0:1] et H(0)=

En utilisant I'inégalité des accroissements finis, démontrer que pour tout réel xappartenant 4 ]0 ;1),

0<F(x)s2-x

a) Démontrer que : Vxe|0; 1], X]nﬁr\: H(x)
X

< x(2—1+ln\5].

b) Etudier la dérivabilité de la fonction H en 0. Donner une interprétation graphique de ce résultat.

Démontrer que pour tout réel x appartenanta 10:1], H ' (x) = 2xF(x) +x( xf(x) + In2).

Pour tout réel X appartenant 4 ] 0 ;1] établir les inégalités suivantes : f(x) < xf(X) et 0< xf(x) + In2.

a) Démontrer que: Vxe | 0; 1], H " (x)>0.

b) Dresser le tableau de variations de H.

Démontrer que H est une bijection de] 0 ; 1] sur un intervalle J A préciser.

Justifier que [-I—1 est dérivable en 1+]n\E puis calculer ( H_l)’(1+lnxﬁ j

Démontrer qu’une équation de la tangente (T) 4 la courbe (I") au point d’abscisse | est

y=2x—1+ ln\b_-

Construire (T ) ,( ') ,ainsi que lacourbe (I') de I-l—l dans le repére (O,[,]).

S,

25
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Avomaths Terminale C ﬁ
DEVOIR N° 7

;
N : lan d’un rep
! Onmunit le p | 3 J" 5 J_
Soit P le polynome définipar: P (2) =z" —(4—4iN3)z" +16(1 -iv3)z + 64i\f-

a) Démontrer qu'il existe un nombre complexe imaginaire pur solution de I'équation p (2) =

are orthonormé direct (O, 1, J). L 'unité est le centimérre, '\

l'.

!
1
1
1 9 i
! b) Déterminer le nombre complexe a tel que P (z) = (x-a) (Z 2+ 16 ) puis Tésoudredam
! I'équation P(z)=0.
El 2. On considére A (-2iV3 J_) B(2+2i \[‘ JyeaC(2-2 J— 3 ) trois points du plan.
! a) Vérifier que les points B et C appartiennent au cercle de centre O et de rayon 4.
: b) Placeravec précision dans le plan les points A, B & C.
' 3. Onnote G lebarycentre des points pondérés (A ; 2), (B ;-1) et (C:1).
: a) Calculer I'affixe G du point G puis construire G.
|
\

2 2
b) On note () 'ensemble des points M tels que : 2MA“ -MB~ + MC" =24,

|
i

|

|

1

¢

i

l

|

!

!

|

|

i

L

I

I

|

\ Justifier que O appartient & (T) et en déduire I’ensemble (I). |

1. Déterminer un couple d’entiers relatifs (a,b) tel que 37a+23b=I.

!
|
I
+ 2. Endéduire un couple d’entiers relatifs ( Xg+¥g) vérifiant (E) : 37x+ 23y =3.
I
. 3. Résoudre I'équation ( E’) : 37x+ 23y = 0.

I

4. Déterminer toutes les solutions dans ZxZ de I’équation (E).

Soit f la fonction définie sur IR par:

f(x) = xzczx ~ xe™.

On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthonormé direct (O, I, J).

26
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Avomaths Terminale C

padic A

considére la fonction g définie sur R par:
On

X
g= 2xe” — 1.
1 Calculer les limites de g en—c et en +w,
~

) pémontrer que pour tout nombre réel x, g’ (x)=2(x+ 1) e’

b) Déterminer le sens de variation de g,

¢) Dresser le tableau de variation de g
3. a)Démontrer que 'équation (x)=0 admet une unique solution «.

b) Vérifier que 0,35< a< 0 36.
4. Démontrer que: Vxe J-wa [, g x)<0et Vxe | a+oof , g x) >0.
Partic B
1. a)Calculer la limites de f en — o,

b) Interpréter graphiquement ce résultat.

- f(x)
2. a)Calculerles limites de f(x) et de —— lorsque x tend vers +o .
X

b) En'donner une interprétation graphique.
3. a)Démontrer que pour tout nombre réel x, f'(x) =(x+1)g(x}ex.

b) Déterminer le signe de f’ (x) suivant les valeurs de x

¢) Déterminer le sens de variation de f.

d) Démontrer que f(a ) = —— puis dresser le tableau de variation def.
4. a) Calculer f(0).

b) Démontrer que I’ équation f(x)= 0 admet une unique solution B dans Iintervalle]a:+ oof.

¢) Vérifier que: 0,56< 3 <0,57.

d) Déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de x.
5. Justifier que la tangente (T)a (C)au point d’abscisse 0 a pour équation y =- X.

27
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Partie C

Soit les fonctions s et t définies sur R par:

s(x) = chx —xcx et t(x)= e~ Y

1. Calculer s (0) et t (0).

2. Démontrer que pour tou nombre réel x non nul, s(x)> 0.

3. Démontrer que pour tout nombre réel x non nul ,(0 > 0. on pourra éndier s _— ”
4. Déduire de ce qui précede que pour tou nombre réel x non nul, e 1< xe® {xeh

5. Soit h la fonction. définie sur R par:h(x) = xczx ——y

a)
b)
<)
d)

Avomaths Terminale C '

Calculer h (0).
Démontrer que pour tout nombre réel x non nul, h(x) >0.

Déterminer les positions relatives de la courbe (C) et de la tangente (T).

Construire (T) et (C). (Unité graphigue : 2cm. On prendra a = 0,35 et B =0,56).

28
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Avomaths Tcrmi,nn]g @

DEVOIR N° 8

.--—t-«-c—o-rn—--;-'_-—--—

s s I h
“‘a;‘lﬁ plan complexe est rapponé a un repére orthonormé direct (O, u, v). i
I

—i

lr}l '-Onmnsida-e le point.ﬂ\d'afﬁxt: i. On note f I'application quidtoutpoint M d’affixe z distincte de 1

|
1
2
int M' daffixc z' telleque: z'= iz '
associe le point e :
1. Justifierque le point O est invariant par f. :
2. Quelest le point qui a pour image par f le point A ? !
. il - l
On suppose dans la suite de I'exercice que z n’est pas un imaginaire. :
o —i(z=1) !
3, a) Prouver que: Z'—1=——, !
2z—i :
z' z'—i !
b) Endéduireque: — = ———. |
Z Z—1 :
4. Démontrer que les points O, A,M et M’ sont cocycliques. !
: |
5. a) Déterminer ’affixe du point M’ image par f du point M ( E_'_Ei ). i
.2 1
N ’ _f-

N\ b Construire M (E+Ei)el \Y K

d désigne le PGCD des entiers naturels non nul aet b.m désigne le PPCM deaet b .

' a
Onpose:a'=— etb’'= —.

d d

L. On cherche tous les couples (a, b) d’entiers naturels vérifiant : a>b, 32 + bz =801 et m=120.
a) Démontrer que d est un diviseur commun a 801 et 120. En déduire les valeurs possibles de d.

b) Exprimer (a+ b}2 en fonction de m et d.

'-u-.-;-—-—.—.-—-.u-_.-

. Déterminer alors les couples (a, b).

’
-

.
L T O oL Y o o o o e i
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' Avomaths Terminale C

e S wm G SR B R P WR SR A = oo omm i i
e - g,
-
-,

- -
._.—-—-—l-"
- -

2. On cherche tous les cou
a) Démontrer que 2a’b’ + 3 est un diviseur impair de 78 et supérieur ou s

-,
-

ples (2. b) d’cntiers naturels tels que: (a>bet 2m 439 = 78) T~

b) Déterminer les couples (a, b).

- WE e s mm s mm o oA Em o o e
—eem s EmE e == e,
.- - .-
o n oem e e -,
-
-
-

@ PROBLEME

On considére la fonction f définie sur R par:

< .
= sixz0
e* -

1
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (0, I, J).
Unité graphique : 4cm.

f(x)=

Partie A
Soit g la fonction définie sur IR par:

¢ - -X
q9= (1-x)E" +e ) =2¢ .
SR 2x, —x
1. Démontrer que pour tout nombreréel x, g’ (x)= x(1—-e"")e .

2. Justifier que g est strictement décroissante sur R.

3. Démontrer que : Vxe ]-0 :0[,g(x) >0 et Vxe |0+ [, gx) <0.

Partie B

1. Démontrer quela fonction f est continue en 0.

2. Démontrer que la fonction f est paire. Interpréter graphiquement ce résultat.
Dans la suite du probléme, |' étude de f se fera sur [0 ;4.

3. Calculer lim f(x).Intempré i :
cm (X) . Interpréter graphiquement ce résultat.

g(x)

(ex _ e—x)2

4. a) Démontrer que pour tout nombre réel x strictement positif, f' (x) =

b) En déduire le sens de variation de f.

30
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— Avomaths Terminale C

Elﬂ&g: Erude de la dérivabilité de [ a droite en 0.

I+:n:2

2
1. Exprimer h’(x) al'aide de f’(x) pour tout nombre X appartenant 4] 0 ; 1.

{ hla fonction définie sur[0:1] par: h(x)=f(x) -

Soi
5. a) Endéduire que pour tout nombre réel x appartenant 4]0 ; 1], h* (x) <0,
b) Calculer h(0).

' +
3. En déduire que pour tout nombre réel x appartenant a |0 ;1], h(x) <0 et f( x) < | #%

2

On admeifra que pour tout nombre réel x appartenant é ] 0 ;1] ,

< f(x).
4. a) Endéduire un encadrement de f(x) pour x appartenant 4] 0 ; 1],

b) Démontrer que f est dérivable a droite en 0. Préciser f'(0)
¢) Interpréer graphiquement ce résultat.

partie D : Consmruction de la courbe (C).

1. Enutilisant 4b) Partie C, dresser le tableau de variationde { sur [ 0;+eo .

2. Construire la courbe (C) sur I'ensemble de définition de f.

31
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 9 f

r -

2r ¥
rd
/1) Détermination de la valeur exacte de cos( ? ) \.‘
2 \
1. Résoudre dans R I'équation (1): 4x™ +2x — 1=0. \
2im
5 , ”
2. Onpose: Zg = e ot i est le nombre complexe de module 1 et d’argument —.
3 1'2+z +L—1—I+z +22 +z3+4
Démontrer que : (Zy + —) 0 = 0 0 02 g
20 20

3. Vénfier que pour tout nombre complexe z, z5 -1=(z-D{l+z+ zz +23 + 34}'

2 3 4
4. Déduire des questions 2.et3)que | +25+ 27 +2°5 +2  =0.

2n
5. Démontrer que : CUS{?) vérifie I équation (1).

—1+\E

4

e e i i e 0 e | i

En déduire que : COS(?} -

IT) Construction des images des solutions de I’équation 25 =1, |
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O, I, J).

1
1. Placerles points A(l+5i) et B[—%)

2. Lecerclede centre O passant par A coupe la demi — droite [ O ;I) en un point P.
a) Calculer I’affixe du milieu du segment [BP]. ,
]
b) En déduire la construction du point image de z{) sur le cercle tri gonométrique puis des images dgﬁ-
.\ . _a‘

32
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]

i On repart
.| ci—con
b |
..I

l.
I 1
i \ 2 péterminer la probabilité qu’on ait au plus deux

-
oy gum =

i au hasard 5 pions identiques sur le damier
(re & raison d’un pion au plus par case.

Déterminer le nombre de répartitions possibles.

pions par ligne.

@ PROBLEME

partic A

pour tout entier naturel n non nul, on considére la fonction f'n définie par :

On désigne par ( Cpy ) la courbe représentative de f;, dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J).

f (x)= x(Inx)" six >0

f (0)=0.

Unité graphique : 4cm.

1

a) Calculer la limite de fn en 0 (On pourra poser t =x" ). En déduire que frl est continue en 0.

b) Etudier la dérivabilité de fn en 0. Interpréter graphiquement ce résultat.

f(x
¢) Calculer lim f,(x) et _lim n (X)
X—>+00

. En donner une interprétation graphique.
X—r+c0 X

a) Démontrerque:V ne N*etV xe]0 i+ [, fh'(x)=(n+In x)(lnx)n_l.
b) Démontrer que :si n pair et x>1I, alors (lrlx)n_1 > 0.
si n pair et 0<x<l alors I(lmc]ln_1 <0.
¢) Dresser suivant la paﬁté den,le tableau de variation de fn .
Démontrer que les trois points O, I et A(e ; e) appartiennent & toutes le courbes (Cp ).

n
a) Justifier que : Yne N* et Vx<0, fn+1 x - fp (= x(Inx) (=1+Inx).

b) Etudier suivant la parité de n, les positions relatives de (Cn+l ) et de ( Cn )i

33
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P S THE S — I

Partic B : Recherche d'un

AE]H‘Iuth Terminale C

) Déduire de la question 2¢), les tableaux de variation de fonctions fl el fz
a) D¢ .

b) Démontrer que |'équation f]{x}=ladmel une solution unique o dans | — 9,

J -
¢) Justifier que: fl (x) <! si x€ | E;ﬂl et fl(x):»l sixel a:2|.

Construire les courbes (CI ) et {CZ ) dans le méme repére.

e valeur approchée de o .

3 | +x
- atd {ini Pintervalle = [ — :2] par: g(x) = :
Soit g la fonction définie sur | 5 7 I
1. a) Démontrer que: gla)=a
; rl (x)=1
b) Onsuppose que g est dérivable sur I. Démontrerque: V x € I, g7 (x) = e
X(1 + Inx)

¢) Enutilisant le résultat de la question (5c)PartieA, dresser le tableau de variation de g.
d) Endéduireque g(1)c I.

2. Démontrer les inéglités suivantes : |

3 2 o8 3.2
a) Vxel,] ) (0 -1 |<1- f ( =)et x(I+Inx) S(=)N1+In{ =) ".
2 2 2

b) Endéduireque:V xel, lg” (0]<0,13.

3. Enutilisant 'inégalilé des accroissements finis, démontrer que :
Vxel, fg(.\'}—ulsﬂ,]‘j x-al.

4. On considére la suite U définie par : U0 =2el Vne N, Un+l =g Uyg ).
a) Démontrer par récurrenceque : YV ne N, Up, el.
b) Démontrerque: ¥ ne N, | Ui ~al<0,13] Uy —al.

5. a) Démontrer par récurrence que : Vn e N, | Uj-«a |S£(0,!3} n
b) Etudier la convergence de la suite U.

6. a) Déterminer le plus petit entier naturel p tel que Up soit une valeur approchée de @ au centiemep®

b) Calculer U p-

34
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Avomaths Terminale C

Soit A et B deux points distinets du plan.

1. Construire 'ensemble (T')" des points M tels que : Mes(m‘ﬁ) o

2. Soit Fun point de (T) et le point D tel que le triangle BDF soit équilatéral de sens direct.

E o mmh omm s mmomm o omm o

Déduire de ce qui précéde une mesure de I"angle orienté {:ﬁ?;_BE).

W
% ,"Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct ( O, U, V,). (Unité : lcm). R

Soita un nombre complexe non nul tel que |al=r. On considére les points A et B d’affixes
respectives a el —a.Onposea=qa + iff avec o et f3 des nombres réels non nuls. On note C le point
d'intersection de la médiatrice du segment [AB] et de la droite d’équationy = -a .

1. a) Démontrer qu’une équation de la médiatrice de [AB] esty=- i X.

b) Prouver que I'affixe du point C est — ia.

2. Démontrer que le triangle ABC est rectangle isocéle en C.

]
1
1
1
1
1
]
I
3. Onnote(I') le cercle circonscrit au triangle ABC. :
Démontrer que ( I" ) est le cercle de centre O et de rayon r. i
On considére I'application fqui atout point M de (') d’affixe z différent de ia associe le point N !
I
I
I
I
]
1
1
1
I
1

(1+ i)z2 —i:—.lz+ia2

d'affixe 2’ tel que: z’= z
ai—z

4. Déterminer les images parf des points A et C.

5. Etablir que: z’—a=—(1 + i)z

6. On note (W) I’ensemble des points N tels que : PARSEN S |( 1+i)zl.
g a) Justifier que le point C appartient a I'ensemble (\¥).

b) Déterminer I'ensemble ( ¥). J
v 7. Poura=I- 3i, construire les points A, B et C puis les ensembles (I") et (\). 3'
! ’
\'\ o
35
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME

3 variable réelle définie par : f(x) =
| —xe ™

représentative dans un repére orthonormé direct (0.1 .1) (Unité grap,
1.

Soit f la fonction numérique

On note (C) sa courbe

Partie A

2 —X
Soit g la fonction définic sur X par: gX)= 1-x¢€

- . -X
1. Démontrer que : VX € <. £ (x) =(x-1) ¢

2. Déterminer le sens de variation de g puis. dresser le tableau de variation de g ( sans les limi
Ies aux

bornes ) .

3. Démontrer que: VX € R, gx)>0.

Partic B

Démontrer que I'ensemble de définition de f est R .
o el en +oo . En donner une interprétation graphique.

2. Calculerla limite de fen—
Gi<nde™

Démontrer que : Vxe R, f’(x)="———3"7"

SiE (1-xe )

b) Déterminer le sens de variation de f puis dresser le tableau de variation de f.
4. a) Démontrer qu’une équation de la tangente (T) au point d’abscisse 0 esty = x+1.
(x +1- e* )xe ™
b) Démontrer que : vxe R, f()-x—1= ] —
; — Xe

. . : —X
¢) Déterminer le signe de la fonction h telle que: h(x) =x+1-¢e .

d)
5. Construire (T) et (C).

Déduire de la question précédente les positions relatives de (C) et de (T).

Partie C

Soit x un nombre réel élément de I'intervalle ] O 1.
n-l ¢ _1 —x 2% n-1 —(n=I)x
VneN*,onpose:fn(X): LZ :«:Le x ] +xe 3 +.-‘{2€ 2x $...+4x ¢ (0-) ;
=0

1. Justifier que: 0<xe "<l

36
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Avomaths Terminale C

n_—nx
5. a) Démontrerque:V n e N*, fn (0= f(x- A €

, l-xe ™'
\ b) Endéduire que: Vn e N*, fn(x) < f(x).

3. Démontrer que lasuite (fy (x))est strictement croissante.

4, [Endéduirequela suite (fl'l (X)) converge et déterminer sa limite.

i

{1
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 11

1.3

=———ti—
1. Onpose: j= S >
| 5 . t l . et =
Justifier que les racines cubiques delsont 1 ,] .

Soit a une racine cubique du nombre complexe A.
Démontrer que les racines cubiques de A sont a ,aj et a_;

|
f
i
r
r
|
|
I
3 Véﬂfierque:(1+i) =-2+2I. |
I
J'

\ 4. Déduiredece qui précéde sous leurs formes algébriques, les solutions de I’équation z3._ - +2i

k. " Dans le plan orienté on considére le triangle ABC direct. .
* 1. Construire les trianges équilatéraux directs A'CB, B'AC et C'BA et leurs centres respectifs F,G '

I
| ! ) _ 2n 2n 2n l
i I et H.Considérons les rotations suivantes : rl = r(F,—), r2 =1r(G,—) et r3= n(H,—). !
| 3 3 3 !
I
: 2. Soit latransformation plane f= I 050 I3. i
| |
I : a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de 1‘1 0Ty puis la nature de I'application f. I
| i b Déerminerf(B). :
: ¢) Endéduireque: f= I4 (ob 1, est l'identité duplan ). E
P
: 3. Déduire de la question précédente la nature et les éléments caractéristiques de Iy of3. !
¥ I
| I 4, Soit Slasymétrie orthogonale d’axe (GH). |
' - . e = _ I
: a) Caraclériser les droites ( Dl ) et ( DZ ) telles que : Ty= S(D])OS et I3 = SOS(DZJ' |
I I
: b) En déduire que les droites ( Dl )et ( D2 ) se coupent en F. |
1 |
',.‘ 5. Justifier que ( D] ) est la droite (FG) et que ( DZ ) est la droite (FH). _r'
Y i
6" Démontrer que le triangle G H F est équilatéral direct. e g

- o M -
- -
- o
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME

partie A

it gla fonction définie sur |0; +oo | par:

y=x(1- x2)+1-»21nx.

L
1. Déterminer les limites de gen 0 et en +om,

(x + 1)(=3x2 +3x -2)

X

2. @) Démontrer que pour tout nombre réel strictement positif, g’ (x) =

b) Démontrer que g est strictement décroissante.

3, a) Démontrer que I'équation g(x)=0admet une unique solution o dans |1 ;+ o |.
b) Démontrer que: Vxe] 0 ;a [, g(x)>0 et Vxe]a ;+oof, gx) <0.

partie B

soit fla fonction définie sur] 0+ [ par:

1 Inx 2
f)= —(—=(x=-1%).
X X

Onnote (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, I, J). (Unité: I cm).
1. Calculerla limite de fen Oet en +oo.

Inx - x
2. a) Vérifierque : Vxe] 0+ [, f()= —x+2+ —
X

b) Démontrer que la droite (A) d’équation y =-x +2 est asymptoted (C) en + oo.

a(x
3. a) Démontrer que pour tout nombre réel x strictement positif, £’(x)= —(31
- X

b) Déterminer le signe de f* puis dresser le tableau de variation de f.
4. a) Vérifier que 1 est solution de I'équation f(x) = 0 puis justifier que f(c) > 0.
b) Démontrer que I’équation f(x) =0 admet une unique solution [} dans [ ;+ o [.

Partie C
Soit hla fonction définiesur]0;+co| par: h(x)= Inx — X.

1. a)Dresser le tableau de variation de h.

b) Démontrer que pour tout nombre réel strictement pasitif, h(x) < 0.
¢) Déterminer les positions relatives de (C) et (A).
2. Construire (A) et (C). On prendra a = 1,4 et f=1.8.
3

Scanned by CamScanner _



Avomaths Terminale C

Partic D

Soit A un nombre réel strictement supéricur 2 1. On désigne par A(X) I’aire en sz

délimitée par les droites X=, X= A, (A) et la courbe (C).

At —Int
1. Justifier que: A (M) = {—lrdl
; Inx
2. Calculer la dérivée de la fonction k définie sur |0 +oo| par: k(x)= —,
' X

InA 1
3. Démontrer que:A ()= T+lnl+1—l.

4. Déterminerla limite de A (1) lorsque Atend vers + co.

40
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Avomaths Terminale C

! ; est le nombre complexe de module 1 et d’argument = ;

e R b T T e,

!‘ . . i '
, Soit FAB et JAB deux triangles isoctles respectivement en F et en J tels que : s

S OEE S NN S e s e e R MR S M L e S e S e s O e s e h s s e e et e w s e
-
-

2

1. a) Calculer 1+i+iz+i3.

b) Calculer i4 puis ilm.

. 100 100
2. Endéduire I-E i o 3 i =l+i+i2+...+ nad

— —= 2n T —
Mes(FA,FB) =—? et Mes (JA,JB) =2—n.

3
On note : (Cl ) le cercle de centre F passant par A e B.

: (C5 ) lecercle de centre J passant par A et B.

1. Faire une figure que I’on complétera au fur et 2 mesure.

2. Démontrer que les triangles AFJ et FBJ sont équilatéraux de sens direct.

n
3. Onnoter larotation de centre A et d’angle — et s la symétrie orthogonale d’axe (AB).
3

On pose : f = sor.
a) Justifier que le point F est invariant par f.
b) Expliciter I'application f.

4. Ladroite (AF) recoupe le cercle (C]) en un point M et la droite (AJ) recoupe le cercle (Cz)en un point N.
a) Démontrer que N est I'image de M par la rotation r puis, queM est I'image de N pars.

b) Démontrer que les points M, B et N sont alignés.

5. On désigne par t latranslation de vecteur Fl. Ladroite passant par A et paralléle a la droite (MN) |

.
e e s S WE o s W W oW

-l
i
i
i
i
I
i
I
i
|
i
i
i
i
'

i
!
i
i

1

recoupe le cercle (C2 ) en un point P. Démontrer que I'image du M par t est B et que I'image A par t est 1:'

"6, Démontrer que les droites (MP), (AB) et (FJ) sont concourantes.

B T
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME

Soit f la fonction définic sur R par:

X
xe

f(x) =
e +1
On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (0O, I, J),

(Unité graphique : Icm).
Partic A

X
Soit g la fonction définie sur Rpar: gx)= ¢ +X+ 1.
1. Calculer les limites de gen — oo el en +o0 .

2. Déterminer le sens de variations de g.

3. a) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution c.

b) Vérifier que : —128 <a <-127.
4. Démontrer que:Vxe]-o:a[,g(x)<0etVxe]a i+ [, 2(x)>0.

Partic B

1. a) Calculerla limite def en —co.

b) En donner une interprétation graphique.

¢) Calculer lalimite de f en +o0.

2. a) Démontrer que la droite (A) d’équation y = x est asymptote a (C) en +oo.
b) Déterminer les positions relatives de (C) et de (A).

c) Justifierque: f (e )=a + 1.
X
) e” g(x)
3. a) Démontrer que pour tout nombre réel X, ' (X)= ——— -
(e” +1)
b) Dresser le tableau de variation de f.
4, Calculerf (0). Démontrer que : Vxe] - ;0[, f(x)<0 et Vxe|0;+o[, f(x)>0.

5. Construire la courbe (A) et (C).

42
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Avomaths Terminale C

partic €

X
Soit F la fonction définie sur R par: F(x)= [ f(1)dt.
0

1. Détermination de la limite de F en + oo,

1
a) Démontrerque: Vi el0;+xo|, — < f(t).
2

b) Endéduire lalimite de F(x) puis celle de g

lorsque x tend vers +.
X

¢) Donner une interprétation graphique des résultats précédents.

2. Détermination de la limite de F(x) en — co.

X
Pour tout nombre réel x négatif, on pose : W (X) = I lc[dl.

a) Justifierque: y (x) = (x = 1)e™ +1.

t
te 1 1 ¥(x
b) Démontrer que : Vte[x 0], = <f(t) g —t t’:t.En déduire que: —y(X) SF(Y < — %)

e +1 2 2 e -1-l'

¢) Onadmet que F admet une limite finie L en —oo.
Démontrerque: —<L<.

3. a) Déterminer ladérivée F ’ de F. En déduire le sens de variation de F.

b) Dresser le tableau de variation de F

4. Donner I'allure de la représentation graphique ( I') de F dans le méme repére orthonormé (O, 1,1]).
On prendra : L=0,75 .

43
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1
I
i
I
1
:

\ 3. OnnoteR le rapport de S. Démontrer que : R -l-—T.

--‘-‘-!—'—‘—I—QH--—--..-........-;—.-—---—--—rq_.

Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 13

Soit ABC un triange rectangle isoctle en B el de sens direct tel que : AB =a.
On note K le point de [AC] tel que le triangle ABK est isocéle en A .On considére la similitude directe § de

centre K qui transforme B en C.
1. Faire une figure.

Sn
2. Démontrer que I'angle de la similitude S est ? ;

2 2

®
P e o e o mmow o s mm w omm a w

_" Soit OAB un lna.ngle rectangle isocéle en O de sens direct et C un point de la demi - droite IOB}\

’ distinct de B. On note F le milieu du segment [BC]. Les médiatrices des segments [AB] et [AC) \.
se coupent en un point I. \
1. Faire une figure que I'on complétera au fur et 4 mesure.

2. Justifier que la droite (IF) est la médiatrice de [BC].

3. a) Justifier que le triange IFO est rectangle isocéle en F et de sens direct.

———
—_— —

b) Démontrer que : {-IE,IT{) = 2(IF,10).

———

g 8
¢) En déduire que une mesure de I'angle orienté (IC;IA) est —.
4. Démontrer que les points O, A, I et C appartiennent a un méme cercle (I') dont on notera J le centre.
o T T
5. Onnote = r(J, EJ v I r(F, ;} et roz (O, -E). Soit le point K milieu du segment [OC]

On consideére les applications f, g et h tellesque : f = [jofy, 8=Tjorget h =fog

a) Démontrer que f est la translation de vecteur BI.
b) Démontrer que g est la symétrie centrale de centre K.

6. En déduire que h est une symétrie centrale.

7. Laparalléle a la droite (OC) passant par I recoupe le cercle (I') en un point P.

e e R R L T

a) Démontrer que le point P est I'image de O par la rotation Iy
b) Endéduire I'image de O par f. s

~. ¢) Déterminer I'image du point C par I'application h. En déduire le centre de h. o

-
B . I T S
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME

On considére la fonction f définie sur R par:

f(x) =

x2

: Six#0
B

f(0) = 0.

On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, L, J).

Démontrer que f est continue en 0.

a) Calculer |im f(x) et Iim e
X——0 X——0

b) En déduire ]a nature de la branche infinie de (C) en — w.

- ©) Justifier que |a drojte (OI) est asymptaea(C)en + oo,

“ X
=X(2¢ “Hxad Je
Démontrer que POUr tout nombre rée] nop nul, f *(x) = X 3 ¢
(e” -1)

Soit h Ia fonction définiesur R par:h(x)=2 ¢~ X +x-2,
a) Calculer les limites de h ep —qo el en+oo .

b) Déterminer le sens de variation de h Puis dresser son tableay de variation.

¢) Démontrer que I'équation h(x) = 0 admet une solution unique o dans [In2 ; + oof.
d) Vérifier que : 159 < a < 1,60.

a) Calculer h (0). De‘montrerquc ‘Vxe]-w:0 (V] a; +00 [Lh(x)>0 et Vx€)0:a [, h(x)<0.
b) Déterminer Je signe de f° (x) suivant Jes valeurs de x Puis en déduire |e Sens de variation de f.

¢) Démontrer que:fa)=q (2-a) et dresser Je tableau de variation de f.

d) Déterminer une valeyr approchée de f (a ) 3 10~} prés.
e) Démonlrerquc tVxe]l-w:0 [L.f(X)<0et Vx€) 0 ; +o0 [.f(x)>0.
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Avomaths Terminale C

7. Soit g lafonction définie sur R par:
Zcx '
X six20et g(0)=0.

gx) =

1-e
On note (T") 1a courbe de gdans le repére orthonormé (O, I. .

Démontrer que les courbes (C) et (I) sont sy métriques par rapport A I’axe des ordonnées.

8. Construire lcs courbes (C) et (T) dans le méme repére (O.1.1).

Partic B :
1 &P
Pour tou entier naturel n supérieur ou égal @ 2, on pose In= = dx.
In2e -

1. Démontrer que lasuite ( I ) est décroissante.

2. Démontrer que la suite ( I ) est convergente.

3. a) Démontrer que pour tout entier naturel sup érieur o1 égal 4 2, et pour tout X app artenant & l'intervalle

n n
(In2 ;1] que: . S
g -1 & -l
1- (02" 1-(n2)"*!
b) Déduire de ce qui précéde que:  —— "= < Iy = .
(e=1)(n+l1) n+l
4. Déterminer la limite de la suite ( Ih)
46
— aian, !
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 14

P :
Soit KDCE un carré de sens direct, les points F, B & A sont les milieux respectifs des segments
[KD], [CE] et |FB].
On note § la similitude directe telle que : S(A) = K et $(B) = D.
1. Faire une figure.
2. Démontrer que le rapport de Sest 2.

3. Démontrer que I'angle de S est —-7-[-.
' 2

.
S e w o w wm E wm  m § s wm

4. Onnote Q le centre de S. Déterminer puis placer € (On justifiera que F n’est pas le centre de S)

PGCD(a;b) =13

]

I

Résoudre dans N2 le systéme (S) : . :
a+b=195. _ !

Fl

@ PROBLEME (Extrait Bac 2007, Série C)

On considére la fonction numérique f dérivable et définie sur I’intervalle] -1 ; 1] par:

y 1 [l+x] |
f(x)= —In : |
2 1-x |

|
1
On note (C) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O, 1, J). (Unité graphique 2cm). i
Partie A i|

|

1. a)Calculerles limitesdefen —let en 1.
b) Interpréter graphiquement les résultats obtenus.

1
2. a) Démontrerque: Vxel-1;1[f"(x) = —=-

1-x
b) En déduire le tableau de variation de f.

c) Dét'erminer une équation de la tangente (T) 4 (C) au point d’abscisse 0.

47
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3. Soit glafonction de Rvers R définie par: g(x) = f(x) - x.
a) Déecrminer lcsens de variation de g.

Avomaths Terminale C

b) Calculer g(0)eten déduire le signe de g X ) suivant le valeurs de x.
¢) Déterminer les positions de (C) par rapport_ﬁ (T).

4. Tracer dans le méme repére (C) et (T).

5. a) Démontrer que f est une bijection de |-1; 1 [ sur R.
- -1
b) Onnote f & la bijection réciproque de fet (C’) la courbe représentativede f dansle repére
(0,1, ). Construire (C’).
] 62)' -1
¢) Démontrerque: VyeR, (f ) (¥)= —5—-

ey+1

Partie B
1. Soit @ uneprimitive de f_l sur R. (On ne cherchera pas a déterminer @(x)).
a) Démontrer que ®of est une primitive de la fonction x =2 xf’ (x) sur ]-1;1].

b) Démontrer que pour tous éléments aet bde |-1;1[.

f(b) _,
[ £ (t)dt = ®of (b) — Dof (a).
f(a)
f(b) 1 b
¢) Endéduireque: [ f " (t)dt= Jtf '(t)dt.
f(a) a

d) Démontrer que pour tout élément xde ]-1:1[

fx) X
[ £ ()dt = [ o '(t)dt (On pourra utiliser BI —c).
0 0

2. a) Démontrer que pour tout élément x de ]-1;1[.
X ' 1 2
g} tf '(t)dt = Eln(l —X") (On pourra utiliser A2 — a).
b) En déduire que pour tout élément y de R,
- i |

y
[t @d=1n 250,
0 2

48
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Avomaths Terminale C

1

3. Soit A Iairede lapartie du plan délimitée par la courbe (C')de f et les droites d’équations x =0 et

x= 1. Calculer A en unité d'aire.
4. a) Hachurer sur le graphique, I'ensemble D des points dort les coordonnées (x ; y) vérifient :

0<x<1;0<y=<l o f_l(x)s y < ().

b) Calculer I'airede D en cmz.

49
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Avomaths Terminale C
; T CPEY o) L

i

'
1
i
|
i
|
i
!
i
i
:
' b) Démontrer que:S(A)=J.
I
]
i
I
]
i
I
'
i
i
i
!

DEVOIR N° 15

I L T e e T
- -
.-
-

n = &
. Is 17x3 -4 estdivisible par137? :
Quels sont les entiers naturelsn pour lesquels P i

mm s m e -

;
i
|
.

e e e A e o EE D RN Y EE S ML R
" .

" (Extrait Bac 2007 Série C). g

r'd ——

 On considere le triangle ABC rectangle en B tel que : AB =5 cm et Mes(AB, AC) =

Soit E le milieu du segment [AC].
1. a) Construire le triangle ABC.

b) Démontrer qu'il existe une rotation r qui transforme BenCet AenE.

d) Construire son centre O

2. Soit Slasimilitude de centre O qui transforme B en E et J le centre du cercle circonscrit au triangle

-1

1

|

|

|

¢) Déterminer I'angle de la rotation r :
!

!

|

OAE. :
I

a) Déterminer I'angle et le rapport de S.

—

3. Soit k un nombre réel non nul, M et M deux points duplan tels que : m = kA—B et EM'=kEC.
3
a) Construire les points M et M’ pour k= —.
2
b) Démontrer que M est le barycentre des points A e B affectés des coefficients respectifs (k — 1) &
(- k).

¢)  Démontrer que r(M) =M et en déduire que le triangle OMM "’ est équilatéral.
d) Démontrer que les points O, A,M et M’ sont cocycliques.

]
I
i
i
i
i
I
i
!
I
1
I
4. Soit N le centre du cercle circonscrit au triangle OMM’. ;l

\ a) Démontrer que: S(M) =N. i
A
. P} Déterminer I'ensemble des points N lorsque M déerit la droite (AB). .
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME
|

Soit f la fonction définie sur R par: < fx) = (x - 1)e |x| T

f(0) =0.
On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé direct (O, 1,J).

Partic A

Démontrer que la fonction f est continue en 0.

Démontrer que la fonction [ est dérivable en 0. En déduire le nombre dérivé de f en 0.

1

2

3. Calculerles limites defen - o« et en +m,

4. a) Démontrer que la droite (A) d’équation y =x est asymplote 4 (C) en —co.

b) Démontrer que la droite (A’) d’équation y = x — 2 est asymptote & (C) en +0.

5. Démontrer que pour towt nombre réel non nul x, (1- x)cx -1<0.

: =X e I S
6. En déduireque:Vxe R*, e "+ x=1>0 et que: Vxe]0;+0[, € + X-— >x(e :

7. Enutilisant la question 5) déterminer les positions relatives de (C) et ( A) sur |- :0[.

8. Justifier que:

-X -X -X
a) Pour tout nombreréel x, (I-x)e ~ —1+2x=(e " +x-1)—(xe = —X).

-X
b) Pour tout nombre réel x strictement positif, (l1- x)e " =1+2x >0.

¢) En déduire les positions relatives de (C) et (A’) sur ]0 ; +eo [.

9. Démontrer que :

xz—x+l -,%

Vxel-wo:0[, (%)= —T—ﬂ'
X

2 ]
x“+x-1 7

¥xel0:+o |, r*(x)=—i-—c".
X

10. a) Déterminer le sens de variation de f.

b) Dresserle tableau de variation de f.
11. Construire (C)et (A) et (A’). Onprendra 2 centimétres pour unité graphique.

51
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Partie B
3 1
Soit A un nombre réel appartenant 4 I'intervalle] - 1; 0. On pose : T(A) = {(Zl -1)eldr.

1

L. Justifierque: [ f'(t)di = ———(l—l}cl.
A e

En utilisant une intégration par partie. Démontrer que :

= |

?{f‘(t)m: —L(Az-ul et o T(X).
€

3. Endéduire T(2),

4. Calculerla limitede T(X) lorsque A tend vers O.

.
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DEVOIR N° 16

L= ALV - W e G o RS s mw s mm ) Em o ows d Em G mm e o= A= o — -
4 A

I I
i Soit p et q deux entiers relatifs premiers entre cux et n un entier naturel supérieur ou égala2. ;
! 0 :
t 1. Démontrer que p et qQ sont premiers entre eux. !
! N i :
! 2. Endéduircque P el q sont premiers entre cux. I
‘. 3. Application : Justifier que 59319 et 456533 sonl premiers entre eux. ,-I

e

’-'Seil A et B deux points distincts du plan ,I le milieu du segment [AB] et Cle point tel que le lﬁﬂﬂg[‘;'\

' 5 g : 2n L k

AIC soit équilatéral de sens direct. On considére les rotations rg = r(B;—) et [o= (C ;-'3_]'
3 :

. ]
! :
! e s ; ) ~1 :
i Soit F=rg (1), J le point d’intersection des droites (IC) et (AF) @ P= (rg) (). '
I 1. Faireune figure. .
: g 2n !
' 2. Démontrer que B est I'image de C par la rotation | de centre 1 et d'angle ——3—. :
I
] ]
i 3. a) Déterminer lanature de fg ofj -Délerminer Tpo rI[ I) et rgo rI(C ). t
! b) Démontrer quele quadrilatére FBCI est un parallélogramme. :
! 4. Justifier que le point J est le milieu du segment [AF]. :
I
i 5. Déterminer lanature de I'application rgole- Déterminer Tgo I~ (A). |
I I
, En déduire I'élément caractéristique de T o f~. 1
I 1
; 6. Démontrer que: I~ (J) =P. :
! 7. a) Démontrer que ladroite (BC) est la médiatrice du segment [ PI]. :
: b) Démontrer que le triangle BCJ est rectange en J. :
= —_— — E
! 8. Prouver que:2(BJ BP) =2(CJ.CP). ;
\ 9. Soit O lemilieu du segment [BC]. i#
‘. Démontrer que O est le centre du cercle circonscrit au triangle JPC. ,.’
\l. ’-
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@ PROBLEME

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal 42, on considére la fonction f,, dérivable sur son ensemble de
définition et définie par: fn (x)= In(l- x" ).

On note {Cn ) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, 1).
Partic A

1. Déterminer suivant les valeurs de n 'ensemble de définition de Dn de fn i

2. a) Déerminer la limitede fy en 1.

b) Donner une interprélation graphique du résultat.

m fp(x) et lim fn(x)‘

3. a) Calculer lorsque n est impair _ li
X—r—0 X—=—0

b) En donner une interprétation graphique.

4. Démontrer que lorsque n est impair les courbes ( Cn ) passent par deux points donl en précisera les
coordonnéces.

5. Déterminer les positions relatives des courbes ( C2p+l ) et (C2p+3 ) oli pest un entier naturel.

6. Pourn impair:

a) Déterminer lesignede fp, '(X) suivant les valeurs de x.
b) Dresser le tableau de variation de .

7. Construire les courbes {Cf; ) et (CS ). (Unité graphique : 2 cm).
Partie B

1. a)Déterminerle signe de f2 '(x) suivant les valeurs de x.
b) Déterminer le sens de variation de f2'
¢) Dresser le tableau de variation de f2'

2 Consiruire{C2 Y

3. Onnote gla restriction de fZ ajo:l|.

Démontrer que g est une bijection de [0 ; | [ sur J-o ;0.
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4. On désigne par g_"] la réciproque de g et on note ( l{:2 ') sa courbe représentative dans le repére
(0.1,1).

a) Démontrerque: Vyel-o:0], g_] (y)= lhey :

b) En déduire (g_l )' (y) pour lout nombre réel strictement négatif y.
Partie C
Soit h la fonetion définie sur [0:;1 par: h (x) = -2 tan(x)

1. Soit u la fonction définie sur [D;;I par: u(x) = cosx.

o ou'(x) 1
a) Vérifier que : ¥x € [0:—], = — h(x).

2 u(x) 2

b) En déduire la primitive H de la fonction h sur |Cl;~g| telle que : H (0) = 0.
2. Démontrer que H est une bijection de ID;-;—I sur |—20:0].

i : . T T
3. Onadmet que la fonction Sinus notée sin réalise une bijection de i[);-z—i sur [0;1] et que:

- s |
vx e[0;1], (sin ]}'(x} . Démontrer que: VX €]—0;0[,(H l)'(xj = |—
I-x2 2Ve X1

On remarquera que : Vx € |0; ;[.H(:{) =g(sin x)).
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DEVOIR N° 17

. — RIS . — . — « =« o = s o 4 e 8 e h e s = e e b b s s i

< - ~

/ &
\

On considére I'équation (E), x?' —5y2 = | ol les inconnues X et y sont des entiers strictement pasitifs.

1. Dans cette question, on suppase que (xO,yO) est une solution de (E).
a) Démontrer que X0 et Yo sont premiers entre eux.
b) Prouver que Xp € ¥ n’ont pas la méme parité.

2. Démontrer qu'il existe un entier k tel que : X =3k+1 ou Xg =3k-I.

3. a) Calculer l+5},r2 pour I<y <4,

R R e
"

."- Soit A et B deux points distincts du plan. On note O le milieu de [AB]. On désigne par S la similitude de
I

2n
centre O, de rapport 2 et d’angle — . Onpose: C=S(B),K=S(A) et F=S§(C).
3
Faire une figure a compléter par la suite.

Démontrer que ABC est un triangle rectangle en A.

En déduire la nature du triangle KCF.
Soit 1 et J les milieux respectifs des segments [BC] et [CF].

PEHNI—I

— —

a) Démontrer que : E: [P et que JI =PB.

b) Démontrer en utilisant la question 2) que le triangle BCP est rectangle en B.

¢) Prouver que P est le milieu du segment [FBJ.

I
I

I

I

I

I

i

I

E T

! Onnote SE la similitude de centre I, derapport 2 & d’angle ? et P= SI(C).
1

I

|

i

|

g

E 5. a) Déduire de la question ) la nature du quadrilatére JPBI.

\

b) Déterminer la nature du triangle JBC.
i ¢) Démontrer que les points F.K, B et C apparticnnent & un méme cercle que I'on précisera ¥
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@ PROBLEME

Pour tout entier naturel n non nul, on considére la fonction fn de R vers [® définie par:

fry (0= 1In( xz +n + X).

On désignera par ( C/, ) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1. J). (Unité : | cm).
Partic A

1. Démontrer que I'ensemble de définition de fn est R.

o . h(x)
2. a)Calculerla limitede f; en +@ et lim

[ (x
b) Calculer lalimitede f, en —o et lim n{%)
N——0 X

. En donner une interprétation graphique.

. En donner une interprélation graphique.

I
3. a) Démontrer que pour toww nombre réel x, fn (x)= T,)——

X~ +n

b) Déterminer le sens de variation de f; puis dresser son tableau de variation.

I-n
4. Caleuler [y (

).
2

5. Déterminer une équation de la tan gente ( Tn Ja( Cn ) au point d’abscisse 0.

X Inn
6. Soit hy la fonction définie sur R par: hy 0= fq {xjﬂ[T + T}_
n 2

a) Démontrer que la fonction hp est strictement décroissante sur .
b) Calculer hy (0). En déduire les positions relatives de ( Ty et (Cp).
7. Déterminer les positions relatives des courbes ( Chet (Cn+l ):

8. Démontrer que la fonction f est une bijection de [R vers un intervalle a préciser.
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Partie B

1. Démontrer que f'] est impaire. En donner une interprétation graphique.

X _ =X
=] -] c —¢
2. Onnote fl : la bijection réciproque de f1 . Démontrer que pourtout réel x, fl = ——

3. Dresser le tableau de variation de chacune des fonctions f pe f 7- (On précisera les coordonnées du
point d'abscisse 0 el du point d’ordonnée ).
. i oa ; -1
4. Construire les tangentes ( TI] et ( ']2‘} : les courbes ( C] ).fcz)mnm que (C ') lacourbe de fl .
S. Soit g la fonction définie sur R par: gx) = In( xz +]-x).
Démontrer que pour tout nombre réel x, g(x) = f; (- x).

6. Construire la courbe ( I' ) de gdans le méme repére que (CI ).
Partie C
. l 2 X
Vérifier que pour tout nombre réel x, fl (X)==In(l+ X )+ In(l+ ) ).
2 ..,'

X" + 1
2. Démontrer que pour tout nombre réel t non nul et différent de — 1:

I ? _nyn+l n+l
— ==+t = 13+...+ (—l}n tn+ E—L
I +t 1+t
2n+3
1 2 n+1 %1
3. Endéduireque: —In(l+ x7)= Pn (x) + (=) I_?_—dt
2 01+t
XZ x4 x6 i x2“+2
ou 'fpN=s—=-—+ —+..+(=-1) g
2 4 6 2n+2
2n+3 1,2n43
t t |
4. Démontrer que: V te[ 0;1], < [2n £ puis que [ Zdt < :
1 +1t 01+t 2n+4
| l 1 1 n
$. Posons: Uy =— — — 4 — —=+...+(-1) :
2 4 6 8 2n+2
] ,2n+3
o L L L !)"HI[—Tdt
. l = n . T .
-JE 01+t

. . l
6. Enutilisant les questions(1) et (4) Partie C, démontrer que: lim Uy =—In2.
n—+w 2
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Avomalths Terminale C

DEVOIR N° 18

. On se propase dans cet exercice de répondre i la question suivant : ‘
"Les nombres dont I'écriture décimale n'utilise que le seul chiffre 1, peuvent-ils étre premiers 2" '

Pour tou entier naturel p 2 2, on pose : Np =11...1 ot le chiffre | apparail p fois.

On rappelle que : I‘~lp,=l[lip_I + 109-2 + ..+ 100.

1. Les nombres N2: 11, N3 =111, N4 = 1111 sont-ils premiers ?

10P -1

2. Prouverque: Np = . Peut-on étre certain que 10P -1 est divisible par9?

3. On se propose de démontrer que si p n'est pas premier, alors Np n'est pas premier.

On rappelle que pour tout nombre réel x et pour tout entier naturel n non nul,

X o) stoatit Tex.. .. +xn_2+ xn_l).

a) On suppose que p est pair et on pose : p = 2q, ol q est un entier naturel non nul.

Démontrer que Np est divisible par N =11.

b) Onsuppose que p multiple de 3 et on pose : p=3q, oil q est un entier naturel non nul.

Bl T . I I T e

Démontrer que N, est divisible par Nq =111.

-~

¢) On suppose que p n'est pas premier. On pose : p=kq ol k et q sont des entiers naturels non nuls. ,';
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@ PROBLEME

2
X —X

Vx e [0;1| W]+, f(x) = -

Soit  lafonction dérivable et définie sur [0 ; +o2| par: In x

F(0)=0etf(l)=1

On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthonormé direct (0.1.1).

Partie A

Soit g lafonction définie sur | 0 :4+00f par: g(x) =(2x —1)Inx - x+1.

Démontrer que pour tout nombre réel x strictement positif, g'(x)=In ( In(xz) — +1.

1-
2. a) Vérfierque: g’ (1)=0.
b) Démontrer que: Vxe]0; 1, g(x) <0 et Vxell#o [, g'(x)>0.
3. Endéduire le sens de variation de g.
4. Démontrer que: Vxe]0;+m [\{1}, g{ x)>0et g(1)=0.
Partic B
1. Etudier la continvitédef enOeten 1.
2. Démontrer que la fonction f est dérivable a droite en 0. Interpréter graphiquement ce résultat.
X+ 1 1
3. Soit h la fonction définie sur | —1:+o0 [\{0} par: h(x)= ———— - — .
Inx+1) x
2 :':2 xﬁ
a) Démontrer que: ¥xe]0;1[, X——<In(x+1)< X —— + —.
2 2 3
) 3  f(x)-f(1)

b) Démontrer que: lIm h(X) = — puis,en déduire la valeurde lim ———.

x—0 2 =1 x-1

> >

. fx)-f(1) 3

4. Onadmet que lim ————=—_ Justifier que f est dérivable en |.
=1 x-1
<

En déduire ' (1).
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Partic C
= 4 . f(x) : . ,
1. Calculerlalimitedefen + o0 et lim ——. En donner unc interprétation graphique.
X—+m
; ; s g(x)
2. a)Démontrer que: Vxe) 040 [\ {1}, (x)= ——.
In“x

b) Déterminer le sens de variation de f.
¢) Dresser le tableau de variation de f.

3. Tracer la courbe (C). (Unité graphique : 2 cm en abscisses et | cm en ordonnée).

Démontrer que f réalise une bijection de [0 ; +o0 [ sur un intervalle 4 déterminer.

Partic D
Dans la suite du probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal 2.

1. Démontrer que I’équation f{x) =— admet une unique solution Cp dans [0 ;+eol.
n

2. Démontrer que a, apparienta]0 ;1.
On considére la suite V de nombres réels de terme général V|, tel que: Vp =nQp
3. Démontrer que la suite ( dn ) est strictement décroissante.

4. Déduire de ce qui précéde que la suite ( 0 ) est convergente.

Inx

5. On admet que lafonction ¢ définiesur |0 ; 1| par: @ (x) = est strictement décroissante .

x-1
a) Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal 4 2, Vn =@(Qp).

b) En déduire que la suite V est strictement croissante.

6. On note Llalimite de la suite ( @ ). On suppose que f est continue en L.

a) En utilisant la question 1) de la Partie B et la question 1) de la Partie D, démontrer que : L=0.
b) Déterminer la limite de la suite V.

6l
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rapponé a un repére orthonormé direct (Q, V) -(On prendrq 2 Cm pour unité) \'\
_:' 1. Soit (E) l'ensemble des points M (x; y) du plan tels que ; x2 +4y2 =16 \"
a) Déterminer la nature de I'ensemble (E). |
b) Preciser les foyers F et F", I'axe focal ain; que les sommets 4 ¢ 4 sur I"axe focal | et Jes
autres sommets B et B'de (E) (les points A, Bet Font des abscissespﬂsi‘lives; les
directrices (D) et (D" o (D) estla droite des points d’abscisses postives.,
¢) Construire I’ensemble (E).
2. Soit 5 la similitude directe d’écriture complexe: z'= —(I-Dz+142i
Déterminer les éléments Caractéristiques de §.
3'

On désigne par (E" I'image de (E) par s.
a) Démontrer que 'image d°

tude directe est une conique de méme nature,
b) En déduire Ia nature de I'ensemble ( E n.

c) Déiermjners(A), s(A"), s(B), S(B"), s(F)et s(F")par s.

En déduire les éléments de symétrie de I’ensemble (EN.
Tracer (E") dans le méme repére que (E).

Onpose z = x+iy et Z'=x"+iy' o Xy,

-
et B B
. e — -y =

x' ety' sont des nombres réels.
a) Justifier que x = x'—- y'+1 ¢t y

=x'+y'-3,
% b) Déterminer une équation de chacune des images des droites (D) et (D" par s. ,.‘
\ .
. ¢) Déterminer une équation de I'ensemble ( E 4
~

Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C

[ R R L

D a) Vénfierque: szzQ=_|, ’
\

b) Justifier que P et Q appartiennent au cercle (C) de centre O et de rayon |
¢) Construire les points A, P et Q.

d) Déterminer lanature du triangle APQ.
|

Soit = un nombre complexe non nul, différent de i, et - i les poinis M et N d affixes respectifs Z et ——.
Z

] . %
—+ i
=

2. Interprder péométriquement les nombres |z =i et

-~

On suppose dans la suite gque M appartienne au cercle (C).

=7z

Py | =

f

|

i

.

I

I

1

I

' I

|

i

I

i

i

4. Démontrer que: :
i
i

;
'

]

|

|

i

1

!

|

1! 3. Démontrer que letriange AMN est isocgleen A si et seulement si M appartient au cercle (C).
I

|

'

I

i

| §, Démontrerque N appartient au cercle (C) et que la médiatrice du se gment MN est I'axe

\

1 imagnaire.
- 6. En déduire une construction du point N & partir dupoint M. ,,f
@ PROBLEME
Partie A
2

Soit I"équation différentielle (E): y'~y=(2x-1e" —e*.

x .
Vérifier que la fonction h définie par: h(x)=e" +(lI—x)e" est solution sur R de (E).

Résoudre sur /8 I'équation différenticlle (E"): y'-y =0.

1

2

3. Résoudresur K I'équation (E).

4. Déterminer lasolution H sur & de I'équation différentielle (E) telleque H(l)=0.

Partie B

Soit f lafonction dérivable et définie sur [ par:

3
f(x)=e" =xe".
On désigne par ( C_f ) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, 1, J).

Les fonctions considérées dans tout le probléme sont dérivables sur leurs ensembles de définition.

63 i
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. . f)
1. Calculer lim f(x) et lim
X—3-0 X-m  y

. En déduire la nature de la branche infinie.

lorsque X tend vers +00.

2. a) Déterminer la limitede f en+o et la limite de
x
b) Interpréer graphiquement ce résultat.

3. Ondésigne par f' ladérivée dela fonction f .Calculer f '(x) pour tout nombrerécl X.
4. a) Caleuler £'(1) et £'(0).
b) Démontrer que: Ve |14, f '(x) >0 etque Vx e |0:1], f '(x) <0.

P

©) Vérfierque: Vxe &, f'(x) = x(2¢” - e¥)-e
En déduire que : Vxe |-o;0[, f (2 <0.

S. Déterminer le sens de variation de la fonction f puis dresser son tableau de variation.

X

6. Déterminer une équation de latangente (7') a(C , ) au point d’abscisse 0.

I

Partie C

On considére la fonction g définie par: g(x) = f(x)+x—1.
1. Calculer g(0) et g(1).

x—
2. Soit les fonctions @ et f définies par: Yx € |0+od, @(x)= o

Vix € [O;400], 1(x) = (x—1)e* +1.
a) Démontrer que : Vx €]0;400|, 1(x) > 0.

b) Démontrer que ¢ est strictement croissante sur ]0;+0|.
Vx e |li+od, ca:'(x)w(xz)

Vxe 0:1LpGd) <o)

d) Endéduire que: Vxe JO;1], g(x) <0 et que Vx € |1:420[. g(x) > 0.

2 ;
3. Démontrer que: Vxe ]—c0;0], e’ —1>0 et .r(e" -1 >0.

En déduire que: Vx € |-;0[, g(x)>0.

c) Justifier que :

4.  Déterminer les positions relatives de ( CJ.- yet(T) .

Tracer (T) et(C of ]: (Unité graphique : 2cm en abscisses et | cm en ordonnées).
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DEVOIR N° 20

" . - MR B R R R M B M G s e s M E M S M § A B G M W R SR R S 6 B § G W R e me w - q._‘\
£ Soit z=x+iyou xcl y sontdesnombres réels et 7' un nombre complexe tel que : ;

s
2'=ig +z+1.

1. Matre z' sous forme al gébrique.
Déterminer :

o

a) I'ensemble (Hl) des points M(z) tels que Zz' soit un nombre réel et construire (Hl ¥

On précisera les sommets sur 1’axe focal ainsi que les asymptotes de (Hl ).

T I S

1

I
I
1
i
'
.
1
1
\

On considére I'équation différenticlle (E) : xzy "—2y=0.

1. Soit z une fonction deux fois dérivable sur | - o0; 0] . Démontrer que xzz est solution de (E) siet

seulement si z' est solutionde (E"): .\'42, =A;Ae R.

2. Déterminer les solutions sur ]-o;0[ de I'équation différenticlle (E").
En déduire les solutions sur |- o0;0[ de I’équation différentielle (E).
Déterminer la solution h de (E) telleque A(2) =3.

s e s e ==
T s s s e s e s e w o b e o o T

Soit f lafonction dérivable et définie sur ]0;+o0] par: f(x) =(In 1]2.

On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, 1, ).
Partie A
1. a)Calculerla limitede f a droite en 0. Interpréter graphiquement ce résultal.

b) Calculer llm f(x) et lim -'ﬁf-}-.Endonncrune interprétation graphique.
X—+m X
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2. a) f'désigneladérivéede f . Calculer f'(x) pourtout nombre réel X appartenant & |(;4co.

b) Déterminer le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.

Partic B
On appellcf] larestrictionde f & J0;1] et fZ la restrictionde  fa |l;+cd.
1. a) Démontrer que fl réalise une bijectionde |0;1] sur J0;4<o].

b) Démontrer que f, réalise une bijection de |I;+oc| sur |0;+<0].
2 -1 : -1 :
+ Onappelle f; ~ laréciproque de flcl fy  laréciproque de fz.Dn note (I"l) la courbe
i -1 -
représentative de fl el (rz) la courbe représentative de f2 l dans le repére (0,1, J).
a) Démontrer que : Vx €]0;+<0], fl—I(.xJ & e_"; et Vx €]0;+4c0], fz_](x) = eJ;.

b) Dresser le tableau de variation de chacune des fonctions fl_l et fz_l,
3. Déterminer une équation de la tangente (sz a (1"2) au point d’abscisse 1.
e
a (x+1).
2

4. Onconsidére la fonction h définie sur ]0;+oo[ par: h(x) =e
_peVx
a) Vénfierque : Vx €]0;+od, H(x) = (\E l)e .
xJx

b) En déduire le sens de variationde A",
¢) Calculer A'(1) et démontrer que h' est strictement pesitive sur JOs4o0[\{1}.

Calculer h(1) puis démontrer que Vx €]0;1[, h(x) <0 et Vx'e]l;+ec[, h(x) > 0.

Déterminer la position de relatives de (I"z) relativement 2 (TZ)'

7. Tracer (TZ)’ (l"l}, (1"2) et (C).
Partie C A désigne un nombre réel strictement positif.

1. Vérifier que la fonction x — xIn(x)—x est une primitive sur ]0;+9%| dela fonction In

NA
2. Démontrer que {;’Z (A =(f(x))dx est I'aire de Ia partie du plan délimitée par (C), la droite
o

Ja

d’équation y = A et les droites d’équations x = .eﬁ‘H et x=e
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Soi les paints A(1; 2). B(:0). Cle™V2:). DV 2). By . FO1). Gltie ™) e
eV,

On désigne par (C,) la courbe représentative de f] ctpar (C,) la courbe représentative de f2‘

On note QI I"aire de la partic du plan délimitée par (Cl) ,les segments |AB| et [AC] , QZ
Iaire de la partic du plan délimitée par (CZ) Jles segments |AB|et [AD]. Q3 I'aire de la partic du
plan ddlimitée par (T} ) et les segments | EF| et|EG], et Q, Iaircdc la partie du plan délimitée

par (l—z) .les segments | EF] et| EH ).

A

A o
Démontrerque: | (A—=(f(x)dx= | [fz_l(y)—fl 1(}’)M}’~
e“q ¢

En utilisant une intégration par parties et la question 1 Partie C), démontrer que :

Jai
EI (i—(ﬂx})dx=2(ﬁ—neﬂ ‘ﬁ.

+ 23 +De
e_JI

1 -
Calculer I(eﬁ —-e ﬁ)dy.
0
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Partie A \'

Soit la fonction numérique f a variable réelle définie sur [0; 1] par: f(x) = xe .

L

2.

Partic B

. UO = I
Soit la suite ( Uy ) définie par :

1.

Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 21

]
¢ T x2 i
Démontrerque: ¥V x e |0; 1], X" ¢ <—2— !
I
Soit f la fonction définie sur [0 ; 1] telle que f (0) =0 et pour tout nombre réel x appartenant 410 ; ||, *
3 2 :
2 & X :
x“e V< f(x) « —. |
2 i
a) Déterminer la limite a droite en O de f. )
b) Démontrer que f est dérivable a droite en 0. '

Démontrer que f est strictement croissante sur [0; 1 ].

|
Justifier que: ¥xe[0:1],0< f (x) < —.
e

Yne N,un_l_i =f(up,).

La courbe (C) de la fonction f est représentée ci-dessous sur I’intervalle [0; 1] dans un repére

orthonormé(0, I, J). Représenter sur I"axe (OI) les quatre premiers termes de la suite ( Up ) al'aide de

o — T — -

la courbe (C) et de ladroite (A) d’équationy = x.
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Avomaths Terminale C

.
\c
\
.\

\

I 1
) '
| '
| |
| i
I i
| |
| |
i i
i i
I i
I i
I I
? i
i ;
l ]
- :
- :
| :
i :
. :
- ;
: 1
. :
i ;
: -
i 2. a) Démontrer par récurrence que : Yne N, 0<uj, <1, :
: b) Démontrer par récurrence que la suite ( U n ) est décroissante. :
"\ 3. Endéduire que la suite ( Up ) converge vers une limite L telle que: 0 < L <1. ‘-'

".\4. On admet que la fonction f est continue sur [0 ; 1]. Déterminer L. 7’
" ’.,
Y L - -".'
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME

On munit le plan complexe d’un repére orthonormé direct (O, 1, J). Soit les points A et B d’affixes

respectives —\E +1i et —2i. La médiatrice du segment [AB] coupe la droite d’équation y = | en un point C,

Partie A

1. Faire une figure que I'on complétera au fur et 2 mesure des questions.

Démontrer qu’une équation de la médiatrice de [AB] est — x+ y 3=0.

Démontrer que le triangle ABC est équilatéral de sens direct.

2

3. Prouver que l'affixe du point C est \[5 +i.

4

5. Démontrer que le point O est le centre de gravité du triangle ABC.

- Partie

Soit les points D e F tels que les triangles ACD et DBF soient rectangles isocéles directs respectivement

en A et F. La perpendiculaire i la droite (AB) menée par A coupe la droite (DF) en un point K.
2n

n
Soit Tp la rotation de centre A ct d'angle E et To la rotation de centre O et d’angle —3—
Onpaose: f = ek

1. Justifier que f est une rotation dont on précisera I'angle.
2. a) Justifier que I'image de B par fest D.
b) Justifier que I'image de C par f'est A.

¢) Construire le centre Q de [.
3. a) Prouver que le tiange ABD est isoctle en A et justifier que F appartient 2 la droite (BC).

b) Démontrer que I'image du point B par ry estle point K.

¢) Endéduire que Q appartient 4 la médiatrice de [AK].
4. En déduire que la droite (AF) est la médiatrice du segment |DB].

5. Justifier que: (AK,AD) =(AB , AC) ct quc AD = AK.
6. En déduire que le triangle DAK est équilatéral de sens direct.
7. Construire ( Q).
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Avomaths Terminale C

Partie C

On désire démontrer dans cente partie que le quadrilatére ABQD est un losange.

1. a) Justifier que (D) est la médiatrice de [AK ]

b) Démontrer que les droites (AB) et (D2) sont paralléles
2. Démontrer que le quadrilatére ABQD est un parallélogramme.
3. Démontrer que le quadrilatére ABQD est un losange.

71

Scanned by CamScanner



— e s Em e G Em s am

B R OER L R G O R e B S a8 W e e s M R S b o § e e S g S

Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 22

Soit f une fonction dérivable sur I'intervalle] 0 ; +o [ et & valeurs strictement positives telle que :

X H(x)= -fz% af(l)= UIE
X +

1. Déterminer les réels a,bet ¢ tels que pour tout nombre réel non nul x, - =
X

2. Déterminer la fonction f.

5 | Ny
,-' Soit ( [n ) la suite définie par: Vn e N, In:f{] 1n(1+tn)dl.

D Etudede la suite ( I, ).
1. Calculer IU et [1.
2. Démontrerque:a) VneN, I, 20,
b) ( I) est décroissante.

3. Endéduire la convergence de lasuite ( 1)).
Il) Calculde ]2 i

Soit f la fonction définie sur i|-£;n|: par: f(X) = ta.nx
2 2

T m
1. Démontrer que f est une bijection de } — ;—l: sur un intervalle J a déterminer.
2 2

2 U : -
2. Onnote f  sabijection réciproque. Démontrerque : Vx e R, (f I)'(zc)=—lf.

l +x
3. Endédui } ld-li :
> uire que : ———p =
0 1+t 4

‘. 4. A Vlaide d’une intégration par parties, calculer ly.

e e i R R R e A e e
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME
Partie A

Le plan complexe est muni d'un repeére orthonormé direct (O ,G \ ;), (Unité : 2 cm).

1. a) Calculer le module de I+i\g el déterminer un argument de [+i\/57

b) En déduire la forme algébrique de (I+i\/§)3.

2. Soit P le polynéme défini par:
P(z) = 20 *I—I+i(2+\/§)]zz -2[1 +\E+i(] -ME)JZ +4(—3 +1i)
a) Caleuler P ( [+iy3 ).
b) Démontrer que: P(z)= (z —1- iy3)(zZ+2(1 — Dz — 4i).

c) Caleuler (2 + 2i )2 et résoudre dans C I’équation P (z)=0.
Partie B

On considére les points A, B et C d’affixes respectives =2, 2i et | +'|\E.

1. Placer A, B et Cdans le plan complexe.

2. Justifier que A, B et Cappartiennent a un méme cercle (C) de centre O dont on précisera le rayon.
3. Construire le barycentre G des points pondérés (A ;-1) ,(B:1)et (O :—] ).

) ;
4. On considére I'ensemble ( T") des points M duplan tels que : MA —MB2 +MCJI2 = |2,
a) Justifier que B appartient a ( [").
b) Déterminer et construire I’ensemble ( I")

Partie C
Soit I le milieu du segment [AB] .K le symétrique de C par rapport 4 (OB).On note rl la rotation

T
de centrel et d'angle — et I la rolation de centre O qui transforme B en C.On pose: f= hor.
2

s
1. Démontrer que I'angle de la rotation I est —g.

2. Démontrer que le triange KOC est équilatéral de sens direct.
73
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Avomaths Terminale C

3. a) Démontrer que: f(0)=C.

n
b) Démontrer que f est la rotation de centre K et d'angle ;

4. Soit g I’ isométric plane qui 4 tout point M d'affixe z associe le point M’ d" affixez* tels que:

z'=

1
— (1 +i3)z+1+iV3.

2

a) Justifier que K est unique point invariant de g.
b) Déterminer I'image du point O par g

¢) Déduire des questions (d4a) et (4b) que: g=T.

S. Justifier que I'ensemble des points M du plan tels que: |z’ —l—i\E | =2 est I’ensemble (C) de
la question (2) Partie B.

Partie D

Soit P un point du segment |BC]distinct des points A et B . La paralléle a la droite (OB) passant
par P coupe la droite (OC) en un point C’ et la paraliéle & la droite (OC) passant par P coupe la
droite (OB) en un point B’

Démontrer que: OC '= BB .
2. a) Endéduire qu’il existe une unique rotation r telle que: (O )=Bet r(C')=B".

b) Déterminer I’angle de r.
3. . Démontrer que: r(C) = O. En déduire une construction du centre Q der.

Démontrer que les points O,C",B &  sont cocycliques.
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 23

# 1. Soit fetg desfonctions deux fois dérivables et définies sur /@ Lelles que : \
| Vre R f(0)=e g0
a) Justifier que fest solution sur /¢ de y"+ y =0 si et seulement si g est solution sur R de
Iéquation différentielle (E): y"—4y'+5y=0.
b) En déduire les solutions sur /@ de I'équation différenticlle (£) . .

s T
2. Déterminer lasolution /1 de(E) telle que : I:(z)=1 et f!'(-;)=‘|

X 2
3. Ondésigne par H la fonction définie sur [ par: H(x)= | [ff'(f}:[ d.
Vs

4
1 8 cnal
a) Démontrer que: Vx € B, H(x) = g(h'(f):lz + ‘g{fl(f)) ]E
4
| _ g B
\ b) Endéduire que: Vx e B, H(x) = 14(8 cos® x - 22sin(2x) + 217 - i K

On considére I'équation diflérentielle (E): xy'-=y=1.

1. Soit f une fonction deux fois dérivable sur |0;+00|. Démontrer que si f est une solution sur
|0;+c0 de (E) alors [ vérifie I’ équation différentielle (E'): y"=0.

2. Résoudre sur J0;+oo| I’équation différenticlle(E"): y"=0.

3. Soit f une fonction définie sur |0;+o0| par: f(x) = ax+ f;(a € R, € ). Quelles conditions
sur @ et f pourque f soil solution sur |0;+e0| de (E)?

4. Endéduire la résolution sur |0;+co| de (E).

®
BT T T T S ——————

e e
B e v e e e S S R M W MR e e e M e s S ES AT A L SR e am e B o= e e
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‘. d) Endéduire les éléments caractéristiques de .

Avomaths Terminale C

Soit ABC un triange équilatéral de sens direct. On désigne par G le barycentre des points pondérés (A ;1) ,

(B :1) et (C =1 ). Pour la figure prendre pour unité de longueur le centimeétre et AB = 6. Cette figure sera
compléteé au [ur et & mesure.

1. Démontrer que le quadrilatére ACBG est un losange.
2. a) Onappelle O le centre du losange ACBG. E est le symétrique de O par rapport & B. Le point F est

I"'image de O par la translation de vecteur CB. Construire les points E et F.

—

b) Démontrer que F est I'image de G par la translation de vecteur BE.
3. Onnote t=(—— Ol=—.
BE °'CB
a) Déterminer les images des points A et C par L.
b) K est I'image de B par t. Démontrer que le point K appartient & la droite (GF). Construire K.
¢) Déterminer I'image du triangle ABC par L.

4. Onnote: f=1o 5(00)* ol S(0C) est la symétrie orthogonale d*axe (OC).

a) Déterminer I'image du triangle ABC par f.
b) Démontrer que f est une symétrie glissée.

¢) Soit S(BF) la svmétrie orthogonale d’axe (BIF). Démontrer que : S(OC) = l=x OSBF.
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 24

-
,'f) Résolution dans l'ensemble C de 'équation (E) : 23 =-10- QNG : ‘s
;

5 i

2. Onpose: j= ——+H — . Vérifier que j et ] sont des racines cubiques de |.

3. Résoudredans C, I'équation (E). On mettra les solutions sous leurs formes algébriques.

M) Construction des points images des solutions de 1'équation (E).

On munit le plan d’un repére orthonormé direct (O, 1, J). (Unité : 2 ¢ m)

On note A I'image de la solution dont la partie réelle est supérieure a 1.
B I'image de la solution dont la partie réelle est comprise entre O et 1.
C I'image de la solution dont la partie réelle est inférieure & 0.

1. Construire:
a) lepoint P d’affixe —j.
b) lepoint Q daffixe j.
2. Exprimer:
a) Zp en fonction de Zp-

b) ZC en fonction de ZQ'

3. Déduire de la question précédente la construction des points A et C.
4. Construire la médiatrice de [AC]. En déduire la construction de B.

I Urilisation d'une isométrie pour démontrer.
On note K le point d’affixe j. La droite (IK) coupe les segments [AB] et [BC] respectivement aux points E et
F. La droite (1Q) coupe les segments [AB] et [AC] respectivement aux points G e H.

2n
On considére la rotation r de centre O et d’angle ?

1. Démontrerquer(G)=F et r(H)=E.
“ 2. En déduire que EF = HG. b
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#

/ Soit (Ip) lasuite definie par: Vn & N, I=

I

3.
4.

L3

6.
il

:
|
i
i
|
i
I
E
|
i
i
|
i
I
i
i
|
i
i
)
i
I
l

8.

\ b) Justifier que pour tout entier naturel n, V

A Y
h

2.

Avomaths Terminale C

B T
F
.
-~

22
sin“t

(cost)"sinte L ' v,

rE—3
-

Calculer 'I .

Démontrer que :

a) Lasuite ( l2n ) est décroissante.

b) La suite ( 12n+lJ est croissante.

Justifier que la suite ( 12:1 ) est pasitive et que la suite ( 12n+] ) est négative.
Justifier que les suites ( 12n yet ( 12n+] ) convergent.

On admet que les suites ( [ on) el ! Sl ) admettent une méme limite 'on notera L et que cette

limite est celle de la suite ( I, )

n+1

. 1
En utilisant une intégration par parties, démontrer que : ln 49 = E ( (-1 +(n + DI ).

s

e n+2 . sin? +] .
On pourra considérer que : (cost) sint e's . ( cosr}"""’ sint cost e'ﬂ . :
Exprimer ]3 et ljen fonction de lI "

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n supérieura | ,

| (oD | nz'l n!
=(nNI, +— W O
2n +l L 2k=0(n-k)!

2
Onpose: Vo=——1

il n+2°

a) Démontrer que la suite ( Vn ) est convergente.
n+
(-p™!

n+1 'y

*g)  En déduire la valeur de L. .

) ’-
- .
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 25

--—-—-—-—-—-—-_r._.-..-.,—.—._.--—-—-----i-i---—*'-¢—-—..

= -~

- ®
Al

Quatre garons el deux filles se présentent au restaurant. lls sont servis a tour de rdle
1. Déterminer le nombre de maniéres possibles pour que chacun d’entre eux soit servi.
2. Déterminer la probabilité pour qu’une fille soit servie en premier.

LY
.
-

I

3. Démontrer que la probabilité que les filles soient servies avant les gargons est G

4. Sixéléves du Lycée Scientifique de Yamoussoukro dont deux filles vont participer a un concours de

Mahématiques 4 Abidjan. Lors de leur séjour 4 I'hdtel qui durera une semaine, ces €leves recoivent

chacun deux repas par jours.

a) Quelle est la probabilité que les filles soient servies deux fois de suite avant les garcons.

b) Quelle est la probabilité que les filles regoivent exactement quatre fois leurs repas avant les
garcons pendant la durée du séjour ( on donnera le résultat au centiéme pres).

¢)  Déterminer le nombre minimal de services pour que la probabilité que les filles ne soient pas
servies avant les garcons soit inférieurcd 04. .

® e e e e e e s e s Em s mm e mm s e Em s es e oem

G ® T N EE G Em S Em s s omm e =,

- .\.
3 g -X .

; T) On considére la fonction gdérivable sur ]-co ; —1] el définie par: g(x) = {x+1)2e ; v
] 1
' 1. Calculerla limitede gen - oo. ;
' 2. Démontrer que g est strictement décroissante sur J—oo ; =1]. :
I -
i 3. Démontrer que I"équation g(x) =2 admet une unique solution o . 1
i 4. Justifier que o appartient a [-2;-1]. i
i X [
! II) Soit fla fonction définie sur l'interval le]l par: f(x)=-1- \Eez ou I=[-2;-1]. :
! 1. FEuudier les variations de f sur I. :
I -
. 2. Endéduire que fDe 1. i
i 1 ]
I -
+ 3. Démontrer que pour tout x appartenant a I, | f‘{x}l 55. !
I ' 1
I -
i 4. Justifierque:f(a)=o0. !
: _ 1
!l S. Soit U la suite numérique définie par : U0= —2et VneN, Un+1 =f(Up). :
) /
".\ a) Démontrer par récurrence que : vneN, Un el. .

‘ L,
\l - -
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Avomaths Terminale C

T @ T
. - e = -
-
*
S

1
vneN, | Un+l_“155| Uy -al.

I n
tier naturel n, | Up —al < (=)".
¢) Démontrer par récurrence que pour tout enti n (=3

d) Démontrer que la suite (Up) est convergente.
Déterminer le plus petit entier naturel p tel que pourtout entier naturel n supérieur ou ég| 3 b

c)
U, soit unc valeur approchée de & au milliéme prés.
@ PROBLEME
Partie A

L "unité de longueur est le centimétre.
Soit P et Q deux points tels que PQ = 6. On désigne par A le barycentre des points pondérés (P, |) gt

(Q, 2) :el par B le barycentre des points pondérés (P , 1) e (Q, —2).
1. Construire les points A et B.

MP
2. Déterminer I’ensemble ( ") des points M du plan tels que: =2.
M

3. Construire I'ensemble ( I').

Partie B

Soit ABC un lriange é('_]l.ll]ﬂ[éml tel quc MES(CA;CB) = . Onnote [.Jaa K les milieu x TﬁSPECIirS de

w3

segments [AB],|BC]et [AC].
On considére les rotations RI=R i E). RJ =R(J; E[-} et Ry,=R (K - —?E)
3 3 KEEREs g

1. i i :
Construire les points F,E et D telsque:D = S(AB)(K}‘ FzRK (C) et E:RJ (B).

2. Démontrer que les trian gles IAD et DBK sont ¢quilatéraux de sens direct

On admet que les triangle AJF et [EC sont équilatéraux de sens direct

80
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Avomaths Terminale C

T
3. Onnote O le centre du triange ABC et R~ la rotation de centre O et d'angle —.
0 3

a) lustifier que les transformations RI o RO‘ RI 0 RO et RKo RO sont des symétries

centrales.
h) Délerminer RI (o) RO {C:‘ i RJ ORO [A] cl RK. O RO (C:l-

¢) En déduire que: RO (E) =F. RO (F)=D et RO (D)=E.

4. a) Justifier que O est le centre du cercle circonscrit au triangle DEF.

b) Démontrer que le triangle DEF est équilatéral de sens direct.

Partie C

1. Justifier que le point O es! le centre de toute similitude qui transforme ABC en DEF.

2. Démontrer que:
2) oD ~ OE B OF
OA OB OC
b) (OA :0D) = (OB ;OF) = (OC ;0F).

2n
(on pourra utiliser la rotation r de centre O et d'angle — ).

3. Ondésignepar §;la similitude direct de centre O qui transforme A en D.
Prouver que : S (B)=E et 51 (C)=F.
4. Ondésignepar: s, la similitude directe qui transforme A en E,Ben F et Cen D.

S3 la similitude directe qui transforme A en F,BenDet Cen E.

2 2
a) Veérifier que : s, =slor(0 ;—315) et sq =sior(0 :—Tﬂ:)‘

. 3 3 3
b) Endéduireque: S;” =85 =S3 .

2
Partie D Consrruction du point AZ image de Apar S; -

1. Démontrer que les droites (OA) et (AD) sont perpendiculaires.
2. En déduire les positions des droites (OD) et (DAZJ.

3. Déterminer I'image de I'ensemble (I') par S : En déduire que AZ appartient au cercle de diamétre[DE].

4, Conslruire Az.
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Avomaths Terminale C

i 2n
3. Onnote O lecentre du triange ABC et RO la rotation de centre O et d’angle —.
3

a) Justifier que les transformations RI° RO' R] 0 RO ct RKO RO sont des symélries
centrales.

b) Déerminer R[ oRO ) . RJ oRO (A) et RK oRO (C).
¢) Endéduire que: RO(E) =P, RO(F)=D et RO{D}=E.
4. a) Justificr que O est le centre du cercle circonscrit au triangle DEF.

b) Démontrer que le triangle DEF est équilatéral de sens direct.
Partic C

1. Justifier que le point O est le centre de toute similitude qui transforme ABC en DEF.
2. Démontrer que :
OD OE OF

a) =— =
OA OB OC

b) (OA ;0D) = (OB :0E) = (OC ;OF).
2
(on pourra utiliser la rotation r de centre O et d’'angle — ).

3. Ondésigne par 8 la similitude direct de centre O qui transforme A en D.
Prouver que : 5 (B)=E et SI[C) =
4. Ondésignepar: s, la similitude directe qui transforme A en E,Ben F et Cen D.

S3 la similitude directe qui transforme A en F,Ben D et Cen E.

2n

2
a) Vérifier que : s, =sor (O :TE) el Sq =510r(0 ;“?)-

3
b) En déduire que: sl‘ =523 = 533*

2
Partie D Construction du point AZ image de Apar Sy .

1. Démontrer que les droites (OA) et (AD) sont perpendiculaires.
2. En déduire les positions des droites (OD) et {DAZJ.

3. Déterminer I'image de I'ensemble (T') par §; En déduire que A2 appartient au cercle de diamétre| DE].

4, Conslruire AZ'
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Scanned by CamScanner



N . - -

- o 0 = mm & -
- - =
-_— -

r

Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 26

_._._.-.--—..—-—.-—;—-_.---.-.--—--n-—---—.—._,
- .,
. -

1 \
Soit (U},) la suite définic par : UU =In2 et ¥YneN, Un+] = EU“ —In2.

Soit (Vn} la suite définie par: V, = ZUn+8 in\E.

1.

Konan se présente a d’oral de francais au baccalauréat. L’
parmi 12 textes par un premier examinateur et d’étre interropé
examinateur. Konan n'a appris que 8 textes sur les 12 textes.
On signale que les examinateurs disposent de chacun des
réussit l'épreuve s il a appris deux textes sur les trois text
On considére les événements suivants :

|
Démontrer que (Vn ) est une suite gométrique de raison —.

2
Préciser le premier lerme.

a) Exprimer V, puis U, enfonction den.
b)  Déterminer les limites des suites (Up) et (Vp)-
Onpaose: S, =V0+Vl +oo4Vy e S8 =U0+Ul +.

a) Exprimer Sn en fonction de n.

épreuve consiste i étre interro

.
b

\
|

s+ Up.

g€ sur 2 textes

sur I'un des mémes textes Par un dewdeme

12 textes a présenter ay candidat et qu'un élave
es quilui sont présentés .

A @ « Konan réussi I'épreuve aprés avoir &té interrogé par le premier €xaminateun.

1.

2.
3.

-\-
\I

a) Justifier que : P(A) =042,
b) Calculer P(B).

B : « Konan réussi I"épreuve qu’aprés avoir été interrogé par les deux examinateurs.

Démontrer que la probabilité que Konan réussisse I'épreuve est 0,74.

Six éléves de la classe de Konan n’ay
jour dans les mémes conditions.

a) Justifier que la probabilité que seulement les deux
I'épreuve est 0,0025.

b) Calculer la probabilité¢ que seulement 2 d’entre eux réussissent I’

82
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ant appris que 8 textes sur les 12 textes sont examinés ce méme

premiers éléves 3 étre interrogés réussissent

épreuve.

.
-
e e R R — ]

Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C

@ PROBLEME
Partic A
Soit A,B et M trois points deux & deux distincts du plan tels que M appartienne au segment [AB]. On note

. : 2n )
C I'imagede B parlarolation 1 decentre A et d’angle — et K I'image de M par larotation 1~ de
1

n
centre C et d’angle —.
3

1. a) Faircune figure que I'on complétera au fur et @ mesure.
b) Justifier que le triangle KCM est équilatéral de sens direct.
¢) Démontrer que les points A ,M,K et C appartiennent & un méme cercle que ’on notera (I7).

d) Démontrer que le point K appartient 4 la médiatrice du segment [BC].

2. Onnote K la rotation de centre K qui transforme Cen B, F le point image de M par K » (r"
le cercle circonserit au triangle KBF , 1 le centre du cercle (I'), J lecentre du cercle (I'").
a) Démontrer que le triangle KBF est équilatéral de sens direct.
b) Justifier que J est I'image de I par rp..
3. Ondésigne par (D) la médiatrice dusegment [MB]et (D') lamédiatrice du segment [AM].
Démontrer que K appartient & (D) et 1 appartient a (D').

Partie B
2n

2n
On désigne par Iy la rotation de centre [ et d’angle —3— et par Iy la rotation de centre J et d’angle ?

1. Justifierque rjor (M)=B.

Démontrer que Ty o I est une rotation. On notera O son centre.

Caractériser les droites (A) et (A’)telsque: Iy = SA'OS(II) et Tj = S{U) 0 Sﬁ'

3.

4. Justifier que: fjofy = Sﬂ 10 S&.

5. Démontrer que ( A) est la droite (OI') el que (A’ )est la droite (OJ).
6. Déduire que le triange 10J est équilatcral de sens direct.

7. Démontrer que la droite (D) est la médiatrice du se gment (1J].
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Partie C
On note s la symétried’axe (D) et s’ lasymétrie d’axe (D). Onpose:f =sos’.

1. Justifier que les droites (D) et (D') sont paralléles.

En déduire la nature de f.
Justifierque:f(A)=B et f(I)= J.
Démontrer que le quadrilatére IABJ est un parallélogramme.

4. Ladroite (AB) recoupe le cercle (I"') enun point M .
a) Justifier que (I'') est Iimage de (') parfet que ( AB)est gobalement invariante par f .

= 0

b) Démontrer que M’ est I'image de M par f.

84
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 27

<3 N
! Soit k un nombre réel. \
i v
! 1. Vérifier que lafonction g, définie par: g, (x) = x2 —kx +2 st solution sur /& de I'équation '
I . . FlE " ;
: différentielle (E): y"=2y'+y=(x-2)(x-k-2). i
i 2. Soit I'équation différenticlle (E') : y"=2y'+y - |
1 ) !
: a) Justifier que: {E'J:J!“—Z}:'.q.-}r:[}c:,(‘p):yl_y=AEI:AEHI |
: b) Démontrer que la fonction /i définie sur & par: h(x) = Axe” est solution de I'équation (F). :
. 3. Soit f une fonction deux fois dérivable et définie sur &, I
! a) Démontrer que f est solution de (F) si ¢t seulement si f —h est solution de !
1 ; ;
: (F):y-y=0 !
i b) En déduire les solutions sur R de I’équation (E). '
s 1
E 4. Onadmet qu'une fonction g est solution sur R de (E) si ct seulement si g — g est solution de (E")
\ En déduire les solutions sur & de (E). L
= )
: 5. Déterminer la solution hk de (E) telle que hk (k)y=0et hk ‘(k)=k. ]

'
Soit 71 un entier naturel supéricur ou égal @ 2.

.I

’ -
1

: 1. a) Démontrer que pour toul nombre réel x positif, 2x < (_r+1]". |
! b) En déduire que pour loul nombre réel x supéricur ou égala |, 2xlnx<(x+ l}n In x. :
I 5 rz !
: 2. Soit f la fonction définic sur |0;+o0] par: fy=r Inr--z—. . ,
1 1
E a) Justifier que: V1 e|0+od, f1(1) =2 7in & ,
I b) En déduire que pour tout nombre réel X supéricur ou égala I, |1
1 1 X .
I x2 ln(.t)-ir—-+—-£ [(t + ])H Intdt. !
2 27 ,

1 .
\ : X n !

. 3. Déterminer _lim [(r+1)" Int )
; =40\ | .

- Y -— - -
-4.--------.-----—1-—-—*'-'""' ' 2 - Sl
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O, u:v) (On prendra 2 cm pour unitg),
On désigne par (P) la parabole de foyer F d'affixe | —i ct dedirectrice la droite (D) d’équation
Xx==2

2
1. a) Démontrer qu'unc équationde (P) est (y+1)" —-6x-3=0.
b) En déduire le sommet de la parabole (P).

2. Ao point M(x;y) du plan,ondésigne par M '(x'; y") son image par la rotation - de centre

T
ct d'angle — ctonnote (P') I'imagede (P) par r.Onpose: z=x+iyetz'=x'+jy’,
3

a) Démontrerque: x = %{x'+ y'ﬁ} et y= %(—.\:'\E +y".
b) Donnerlanaturede (P'). En déduire qu'une équation de (P") est :

2

3x2 + y% —2xy¥3 — 43 +3)x +401 -343)y -8 = 0.

1
3. Ondésignepar S lepoint d’affixe -E—i et par (A) ladroite d’équation y = —]_

a) Calculer I'affixe de I'image §' de S par r.
b) Déterminer une équation de I'image (A') deladroite (A) par r.

4. Soit g et &y les fonctions définies sur [—];;m[par: gl(_x) = —] +ﬂf6.r+3 et

g,(1) =—1-6x +3.

On désigne par (]_”‘1) el {1"2} les courbes respectives de 8| et gzdans le repére (O.e_l.:'z}.

_ g (x)
a) Calcul lim ' I i '
) culer _r—>+o::g| (x) et 1l._I_;}r!;[m - En donner une interprétation gaphique.

b) Déterminer le sens de variation de gi puis dresser son tableau de variation

S. a) Démontrer que les courbes (rl) et (1"2) sont symétriques par rapport 4 la droite (A)

b) Tracer (A) et (A", ainsi que les courbes (rl} et (rz)

On note G la fonction définie par : G(x) = —,L—(?..t +1)V6x +3.

Vi . | . =
érifierque G est une primitive sur ]—E.+-c[ de la fonction x5 {J6x +3.
86
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7. Justifierque: (P)=(I})U(l,).

8. A désigne un nombre réel appartenant a I'intervalle ]—% : {}].On note A( A) Vaire de la partie du

plan délimitée par la courbe (P) et les droites d’équations x = A ¢t x =0.

" 2
a) Démontrerque: A(4) = 2—3@——;(21“)\!6“3.

b) Calculer lim l Al A).

A et
~2

9, Laperpendiculaire a ladroite (A') passant par O coupe I'ensemble (P') en deux points Bet C.
On désigne par : A I'aire de la portion du plan délimitée par la droite (OJ) et la parabole (P).

A’ Iaire de la portion du plan délimitée par ladroite (BC) et I'ensemble (P").
Démontrerque: A'= A.
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 28

Pa
n* 2 -\I &
; i i : = VneN, u_, =In(l+u,) O
Soit u la suite définie par : ug=4 et ¥neN, n+1 n) -
On désigne par [ la fonction définie par : f (x) = In (I + x). "
On admet que la fonction f est continue sur | — 1 ; + oo L. 2
1. a) Démontrer par récurrence que: Vne N, u, > 0.
b) Démontrer que la suile u est décroissante,
- Déduire de la question précédente que la suite u est convergente, 3
3. e:L=lim u, .Justifier que L vérifie I'équation f(x)=x
Onpos n—+e N 4 “
4. Soit lafonction gdéfinie sur | - 1 ;+ o0 | par: g(x) =f(x)= x
a)  Déterminer le sens de variation de la f; onction g,
b) Démontrer que 0 est I'unique solution de I'équation gx)=0 dans] -1 ;+ o0 .
S.  Déduire de la question précédente la limite de la suite u.

Pendant une distribution de prix dans une école ,cing livres (de 5 matiéres différentes ) sont a remettre |
trois €léves dont une fille ( un éléve pouvant recevoir 04 5 livres ).

1. Déterminer le nombre total de distributions passibles.

2.

Déterminer la probabilité des €vénements suivants :
a) A :«Un seul éléve recoit deux livres exactement ».
b) B : «Deux éleves recoivent exactement deux livres chacun ».

80

Démontrer que la probabilité pour que la fille regoive exactement deux livres est égalea ——

présentés dans chacune de ces quatre écoles. Déterminer au dixigme
terme de ces distributions, la fille ai exactement deux livres.

Lors d’une de ces distributions de
de livres gagnés par une fille,

a) Déterminer la loi de probabilité de X,

b)  Calculer I'expérience mathématique de X.

prix, on appelle X la variable aléatoire prenant pour valeurs le nomby
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@ PROBLEME

Partic A

Soit O, A et 1 trois points deux a deux distincts du plan tel que 1 appartienne au segment [ OA |].
On note B le point tel que le triangle IAB est rectangle isocele en I de sens direct et F le point tel que le
triangle AOF est rectangle isocéle en O de sens direct.

1. Faireune figure. On prendra OA = 4 cm.
2. On désigne par S la similitude direct du plan telle que S (O) =A et S(I) = B.

In
Démontrer que I'anglede S est —.

3. Ondésigne par Q le centre de la similitude S.On note (C) le cercle circonscrit au triangle IAB et par (C’)
le cercle circonscrit au tnangle AOF.

a) Démontrer que Q appartient aux cercles (C) et (C ).
b) Construire Q.

Partie B

-

On considére les suites de points (An) et (Bn) définies par :
AO 10, B0=I et VHEN, S(An)=An+lﬂS(Bn)=Bn+l

1. Démontrer que pour tout entier naturel n, les points A, , By e An+l sont alignés.

' T
2. Justifier qu'une mesure de I'angle (QA ,QAn+2) est —;.

3. a) Prouver que pour tout entier naturel n, le triangle Bp An+l Bn+1 est rectangle isocéle en Bu
et de sens direct.
b) Démontrer que pour tout entier naturel n, les points Q, A 1, B, et B, sont
cocycliques.
4. Démontrer que les droites (Q AnH et (Q Bn+1 ) sont perpendiculaires.
4 : . ) o
5. a) Justifier que ’application S est une homothétie dont on précisera les éléments caractéristiques

o4
o S =S50S0S0S.

b) Endéduire que les points Q ,Ap et A_ 4 sont alignés.

6. En utilisant les questions précédentes construire les points Ay, Az, Ay, By, Bj et By.
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Partie C

On suppose pour la suite que le point I est le milieu du segment [OA].

1. On notel lepoint du plan tel quele repére (O ,I,J) soit orthonormé direct .
a) Déterminer les affixes des points A e B.
b) Démontrer que I'écriture complexe de Sest z’= ( -1+ i)z + 2.

2. Endéduire I"affixe Zq de Q el le rapport de S.

. it n :
3. Pour tow entier naturel n supérieur ou égal & 2, on considére la similitude S définie par:
n
S =808§0...05avecn facteurs tous égauxa S.
3nm
n n n
a) Démontrer que le rapport de S est {\/5) et langle de S est T

b) A tout point M distinct de Q e d’affixe z du plan, on associe par Sn le point M"' d’affixe
z '

Démontrerque Z "= (-1 + i)“(z— ZQ] + zn.

4. Soit (dy ) la suite numérique définiepar: Vne N, dj =

Zn -Z
Bp An+l

a) Démontrer que ( dn ) est une suite géométrique de raison \/'}-_’ et de premier terme 1.

b) Onpose: Sy =d; + dy + dy +....+ djavec neN*.
Démontrer que S, = (24—\/5) | (\/E)n -1] .
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CORRIGES

e S —————————

e ———

e R

/ s o |
L me e e et e -

e e |
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 1

1. (A) est I'ensemble des points M d’affixes z tels que lz+4-2i |=]3i-z |.

Me(A) < |z+4-25|:| 3i—z|

o |z -(-4+20)| = |z -3il
o |z - zA|=]z—zB| avec A(—4+2i) et B (31). .,

< AM = BM.,
Donc (A) la médiatrice du segment [AB].

\8s

2

V85

| Si-2, |& —.
K 2

3 i ZK+4—2i I= et

Done, | zK+4—2l |=1 3|—zK |
Par conséquent K appartient i (A)

@ PROBLEME

1. lim f(x)= Ilm (x+1 - -l_
X——00 X——0 2

= lim (x+1 - —
X——w 2

X" +1
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; 1 1
= i A T s
X—p—00 X 2 ]

Jm ) = S (k] = 2

I
w D IRET = e 1 Vs
X—>—00 2 I .

1

; 1 1 1
=+ car lim x=4met lim (14 —-———)=—.
X—3+00 X—>+c0 X 2 ) )

14—
X2

2. Pour tout nombre réel strictement positif x,

1 | xz

1
f(x)=-(—x+1)= =X ==
(x) (2 ) NN

~ lx( \fx2+l—x )
2 x2+1
| 1

|3 —x(

2 ( x2+l + x)\(x2+l
1 ]

5 >
’ l+i2 ( x2+I +X)
X

93
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1 2 |
. ’ = lim ——,———
a)  lim (f(x)—(=x+1) > :
e ¢ At 1+*—2 (VxZ+1 +X)
X

o ——

J : 2
. lim [l#—=let lim (NX"+l +x)=40.Donc lim ( f(xy_ ]
Sl X —>+x X X —>+400 x__)m( (X) (Ex_k]}):‘

1
Par conséquent la droite (4) d’équation y = E X + 1 est asymptote 4 (C) en +oo,

b) Pour tout nombre réel positif strictement x,
1 ]

1
f(X)-(=x+1)=7 — : :
= 2 ‘H——%( x2+l +Xx)
X

- 1
Donc, pour tout nombre réel positif X, f(x)- (-—Ex +1) >0.

11 en résulte que la courbe (C) est au dessus de la droite (A) sur |0 ;+oo [.

Pour tout nombre réel X,

f 2

2% xz +1 —xzx——x-
I 2\!x2+1

f'(x)=1—5 :

x2+]

3
Sl i e
| -

2x2 +1

] 2x(x2 +1)=x°

2xZ +1)VxZ +1

2x2 + VX2 +1 = 2x(xZ + 1) +x°

n

2x2 +1Wx2 +1

@222 +1- x(x2+2)

e f‘(x) =
202 + x2 + 1
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a) Si x<0,ona (2x2+2) x2+l >0 et x(x2+2)<0.Donc (2x2+2)\}x2+l >x(x2+2).

Si x> 0, pour tout nombre réel x,  2x A >X 2

212 +2>x2+2 (n

Par ailleurs, xz + | >x2
\I'x2+l >x (2)
Des inégalités (1) et (2) il s’ensuit que (2x2+2)‘\.‘x2+1 >x(x2+2)_

I1 découle de ce qui précéde que pour tout nombre réel x, (2x2+2)\f x2+I >x(x2 +2)

b) D’aprés 5a) (2x2+2)\jx2+1 >x(x2+2) donc (2,12+2)\h:2+ -x(x2+2) >0.
Par aill eurs 2(x2+l) x2+] >0.
Donc f(x)>0.

Par conséquent la fonction f est strictement croissante sur R .

¢) Tableau de variation de f

X — + o0
f’(x)

f( K) /

a) La fonction f est continue et strictement croissante sur R . Donc f réalise une bijection de R sur
I'intervalle J.
J=f(R)

=] KE}m_m_'f(m:) i xﬂ)T_mf(K)l

= ] -0 ; + Cﬂ[
Par suite, f réalise une bijectionde R sur R.

b) f réalise une bijectionde R sur Ret 0 e]-w;+ o[ donc I'équation f(x)=0 admet une unique
solution dans [R.

¢) Vérification : £(-0,77) = —0,0048 et f(-0,76) ~ 0,01
Comme f(-0,77)xf(-0,76) < 0donc, - 0,77 < a < - 0,76.
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a)Ona latangente (T):y =f"(0)(x=0)+f(0).Or f(O)=1et f’ (0)=1,

Donc,y =x+ 1.
KZ
b) Pour tout nombre réel x, f(x) —(x+ 1)= X+ 1 —— 3 -(x+1)
X+l
1 xz &1
2 32+l

Donc, la courbe (C) est en dessous de (T) sur R.

Tracé de (T), (4), (A’), (C) et (I).
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DEVOIR N° 2

a) H:A_ﬁ -R'. Donc E=ﬁ

b) Al =CB Donc Al =BC.
Le triange ABC est équilatéral, donc AC = BC
11 s’ensuit que Al=AC=BC.

Par ailleurs Al =CB donc AC =IB qui conduit 4 AC = IB.
De ce qui précéde,on a Al = AC=BC=1IB.
Par conséquent, le quadrilatére AIBC est un losange.

a) ;]. =63' donc [A2= 32.

De la question 1b) AIBC est un losange donc IBZ= aZ.

ona  IC=IA+AC

ic? = 1a2 +AC?

+ ZE.A_C
[‘-’32 =2 a2+ 21AIB .
I'C2 = 2a2+ 21’42::':}3E ;
3
Donc, lC2 =3 a2
En définitive, IA2= az ; [Bz= El2 et IC2=3 az.

B Me(© o MAZ +MB2 - MC? =0
o M2 +1a2+1B2 -1 =0
= MI2 = a2
< Ml=a.

Donc (C) est le cercle de centre | el de rayon a

a) 2BAZ-BB%-BCc?=2BA% -BC?

=2a2~a2

p.
=d .
Donc B appartient a (A) .

97

Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C

——

b) Considérons le vecteur u=2 MA - MB —MC.

La somme des coefficients des points
pondérés (A, 2) (B ,-1)et (C,—1) est2-1 —1=0.

De ce fait U est un vecteur constant.
Donc,

= S9AA = AB ~AC
— '—AB_AC o

A n’est pas le milieu de [BC] donc U est non nul.

oo
Sachant que B € (4), I'ensemble (4) est donc la droite passant par B et de vecteur normal 1,

Par conséquent (A) est ladroite (BC).

@ PROBLEME

1. a) lim fx)= lim (~6x+(x+9)Jx)
X—>+x0 X—>+00

= i -6
im x(-6+3x )+ 9% )
=+
Iim f(.'() s lim _6X+("(+9)-J;
X—+0 X X—>+00 X

= 0% 9
_xin-il-m(_ﬁ+£+v;)

= +¢0

. . . - o f(x]
b) Interpréation graphique : }{E}T-w f(X) =+ o0 et Kﬂ)Tm_x- = + o0 donc la courbe (C) admet une

branche parabolique de direction 1’axe des ordonnées.

2. a) ]im-f(iz[jm —6x+ (x+9)Jx
x=0 X x50 X

T 9
- Jimy6+ K+ o

=+
. f(x)-f(0) fi
b | T (x)
: xI-TU x-0 xh—TOT
~ >

= 4+

| 08
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Donc la fonction f n’est pas dérivable a droite en 0
Interprdation graphique : La courbe (C) admel une demi — tangente verticale au point d’abscisse 0.

3. a) (\/;—l)(-s/;—3}=x—4\/;+3

b) Pour tout nombre réel x appartenant a | 0 ; +eo|,
X+9

f'(x)==6+Vx + m
3x —12Jx+9
Tk
_3(x -4x+3)
T a2k
30X — DX =3)

2VX

f'(x) =

4. a)Ona:24x >0 donclesignede f’(x) est celui de (J;_l}(\/;_j,),
Pour tout nombre réel x strictement positif,

J;—1=D<::»x:l
J;—l::-{}c::ax}l
J;—l-::ﬁc»x-::l

En plus,

&—3=D¢>x=9
\[;—9:-{}@::}9
\/;—Qﬂzﬂcaxd?

11 s’ensuit le tableau de signe suivant :

0 | 9 +

X
J;—l - D + +
\E—S - - D +

f'(x) + D - D +

Par suite, Vxe| 0;1{U]9 ; +oo[, £’ (x) > 0 donc f est strictement croissante sur [ 0 ;1] et sur |9 ;+oo,
Vxe ]1;9[, £’ ( x) <0donc fstrictement décroissante sur ] 1 ;9].
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b) Tableau de vari ation de [

- 0 1 9 + oo
f‘(:\') + - D +

1N

33 -3 -3)
23
3(1-v3)°
2
34-243)

5 a)f (3=

2
=3(3-2)

b) Ona (T):y=Ff (3)(x=3) + f(3)
f()= ~6x3+{3+9)\ﬁ
=-18+ IZ\E
Par suite, (T):y =3(J§_2) (x-3) - 18+ IZ\E
y =3(3-2) (x-3) - 3(/3 - 2)(243)
y =33 -2)(x ~3-243).

3x - DX -3)
2x

3 1
= SU-7)(x-3)
= %(&-4+

Ona, h'(x) =f"(x) —3(\{5—2}

6. Vxel0;+of [ (x) =

- )
N
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Par conséquent, h™ (x) = f" (x)

|
33K,
29 Jx X
3, 3
B A T
_ =3
- 4:«:.3:-:

7. a)Ondéduit de laquestion 6) que : ¥ xe] 0 :3[, h"’(x) < 0 donc h’ est strictement décroissante sur ]0;3[
¥ xe]3 ; +|, h’(x) >0 donc h’ est strictement croissante sur ]3 ; +oo].

b) h(3)=0
De plus, h’ est strictement décroissante sur ]0 ; 3]
[l s’ensuit que pour0<x<3, h'(x)>h’(3)
h'(x)>0
Par ailleurs, h” est strictement croissante sur]3 ; +o|.
Donc pour x> 3, h'(x)>h’(3)
h’(x)>0
Par suite, Vxe| 0 +o|\{ 3 },h(x)>0eth’(3)=0

¢) Vxe]0:+o[\{ 3}, h’(x)>0eth’(3)=0 donch est strictement croissante sur |0 4.

8. Il ressort de la question 7¢) que, ¥x€]0;3[, h(x) <Odonc f(x)— 3(\5 -2)(x -3 —2\5) <0
Donc (C) est en dessous de (T) sur ]0 ; 3.

Vxe 3; +oof, h(x) > O done f(x)— 3(y3 =2)(x =3-243) >0
Donc (C) est au — dessus de (T) sur |3; +oo[.
h(3)=0donc(C) et (T) se coupent au point d’abscisse 3.
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9. Construction de (T) @ de (C).
\
(
*—
J
L ___-_‘-_"
& >l\
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DEVOIR N° 3

Voir figure

Soit P le barycentre des points pondérés (D, 4) e (C,—2) donc, | =bar {(A,2):(B,—1):(P 2)}.

Soit Q le milieu du segment [AP].Onal=bar {(Q 4):(B,-1)}.

a) BA =BD donc le triangle BDA est isocéle en B. On a O qui est milieu du segment [AD]. [I s’ensuit
que (OB) est la médiatrice du segment [AD]. On en déduit que (OB) est perpendiculaire & (AD). De
plus. le quadrilatére ABCD est un trapéze rectangle en D. Par conséquent d’une part les droites (OD) &
(BC) sont paralléles et d’autre part, les droites (OB) et (DC) sont paralléles. Sachant du plus que les
droites (OB) et OD) sont perpendiculaires alors le quadrilatére OBCD est un rectange.

— 2— 1= 2—
b) DI==DA--DB-=-DC
3 3 3

— D i
DI=—CA -—-DB
3 3

— ] — —
DI=—(2CA -DB)
3
Par ailleurs, 2CA — DB = 2CD +2DA -DC-CB
=3CD +4CB-CB
=3(CD + CB)
= 3(&)‘ + &) :
= 3B_A. En définitive, ﬂ:ﬂ Il en découle que DI = BA et Al =BD.
Comme BA = BD alors Al = AB = BD = DL. Il s’ensuit que le quadrilatére ABDI est un losange.

Le quadrilatére ABDI est un losange de centre O. Il en découle que le triangle IAO est rectangle en O.

e a3 - 3 _2
Puisque, Mes(IA;IB) =~;£ alors AO = T Le point O étant le milieu de [AD],ona DA™ =3a".

Par ailleurs, la droite (BI) est la bissectrice de I'angle orienté (BD;BA) el le quadrilatére OBCD est un

eSS Sn

rectangle. Il en résulte que I’angle orienté (BC;BA) a pour mesure 3
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=a —-ax 5 (= 3 a1
.*a2 3:32
- =
4 2
1322
T4

,
5. 2 2BA% -BB? _28C%+ 4BD2=2BA2 — 2BC2 4 4pD2

2
3 1
=222 ~2x 2% 422, |
4 \
1

%2> , <o
=—— . Donc le point B appartient 4 I'ensemble {93
2

b)  L’ensemble () est

soil I'ensemble vide, le singleton {1} ou un cercle de cent
(1. Alors () n"est pas

re . Or B appartienty |
I"ensemble vide ni {1}. On conclut que (IN) est

le cercle de centre | passant par B,

T
6. OnalB=20l=2xa CDS(;} =2 . Sachant que 1A = ID = a alors les points A et D appartiennent & (I} ,
2
7. a) AA2-AB? _2Ac242AD2- _ AR2 ~2AC% +2AD? L
[3.u2
:-az—-Zx +2x332
3a2
=

b) Lasomme des coefficients des points pondérés (A 1), (B, - 13.4C,

-2)a(D,2)est 1 -1 +2<2=)
Soit le vecteur u =— AB—2AC +2AD .Ona

u =BA+2CD Done, u =BA+ Bl
Puisque les points B, A el 1 sont non alignés alors le vecteur U est non nul.

Ona Mcs(_I;I;Eﬁs—] = -]-f- et Bl=
¥ )

BA. Donc le triangle IAB est équilatéral. 11 s”ensuit que le vecteur u

€st un vecteur normal 4 la droite (A1), Par conséquent I"ensemble (W) est la droite (Al).

"
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Figure
//
(N -
rd
-~
/
~
-~
-~
g
//
I//
/’ P
-~
~
//
.--"/ Q
A -
_,f O D
-~
B C

@ PROBLEME

2
L oa) lim )= lim ((e2¥x2+ —(x+1)).
X—»—-0 X—>-00

; 2
Ona lim_((x+2) o Jim (=Gt = o

Donc, x.li}n:'ug{(x+2) X2+1—(X+]_}2)=—m,0n en déduit que xli)f[lﬂf(x):—m
2 2
. f(x) . (42T +I = (x+1)7)
Parailleurs, lim —— = lim
X—»-00 X N —3-00 X
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(x+2) 2 i{:r.+1)2

= lim ( XT+l = ).
X—»-0 %
. (x42) .
Ona lim =1; lim \jx2+l=+ao
X=-0 X—-0
(42
Done, lim (( ) x2+1=+m
X"—)-CG x
_ (x+|)2 , xz ) : (x+])2
Deplus, lim = lim —= lim x= -w ;donc lim (- ) = 4
X—-o X—»-0 x  X—- X—-00 %
2
; X+2 X+1 ) ) f
Par conséquent, lim (( ) x2+1—( ) ) = +0 . En définitive  lim ﬁ:m
X—»-00 x X X—»-0 X
b) Interpraation graphique :Puisque  lim f(x)=—c et lim ) =+c0 donc la courbe (C)
X—>-c0 X—-w X

admet en —0 une branche parabolique de direction I'axe des ordonnées.

2. 'I' ¢y = - 2 - 2
x_lﬂ_mf(x) xll_)ﬂ_;lm((x+2)\‘x +1 = (x+1)°)

e s x42)2 (x 2 +1) - (x4 1)?
- (x+2)\/x2+l +l{m+l)2

3
= XX+ +4x+4x2+4-(x4+2x3+x2+2x3+4x2+2x+x2+2x+1)
X—>+0

(x+2)\jx2 +1 + (x+1 )2

: 3—x2 .
= lim 1
X—>+00 ’
(x+2)x l+—:,,_- +x2+2x +1
X
3
X (S5 -1y
g 2 Xl 2
X—»
xz((i+—-)\]l+—2-+l+~+—]—-]
X X X x2
3
—-1
=xE‘.El1-oo > "‘l 5 -lls’ensuitque _lim finfes=l,
{|+—)J1+—2+1+_+ﬁ e 2
X x X x2

On en déduit que la droite (A) est asymptote a (C) en +co,
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3. a) Pourtou nombre réel x, xz +I:>-x2 donc, sz +1 ;.sz

Par suite, VxZ 4] > x|
\fxz+1 >—X car |x|= x ou |x| = -x.

’ 2 -
Par conséquent, YX~ +1 + x >0. En définitive, pour tout nombre réel x, Y(x)>0.
2x(x+2)

b) Pour tout nombre réel x, f'(x) = 'Jx2+1 + =2(x+1)
2;x2+1

_ (241) + x(x2)-2x 4241
\/124-1

X241+ x2 4+ 2x-2(x+)Vx 241
Jx2+l

224 2x + 1 -2(x+1)Wx241

Z‘Jx2+l
_ 1 2x(x + 1) - 2(x+D)¥x2+1
) 2241
_ L #2(x + 1)(x- x2+l]
B 2Jx2+1
<]
) I +2(x + [)(m]
) 2\,/x2+1
X + m =2(x+1)
T wovx2a
x2+1 —x2—4x—4
- m-(x+2) - m+x+2
T owovxZH Wkl
En définitive, f'(X )= AR .
W)P(x) + 2)Vx 2 +]
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R.Ax2+1 50 P () > 0 F ) +2) > 0 done, (¥R +20x241 5.
¢) Vx € Ik, ¥ !

3
e le signe de FY(x) est celui de —4x—3.0na 4x =30 x= -,
Par swite,

4
Par conséquent : .
3 - done f'(x) >0 et sz_:}__-‘_i_m\:,_q_x_:;{o
‘dxe]—mz—z[,*‘*x 3>0 do 2
3
donc f'(x)<0 et f{~)= 0
t croissante sur ]a—oo 3]
3 y trictement croi i
vx € }oo;——‘-’(],f x)=0 alors, f est stri 34
Vx € [j-m[ f'(x) <0 alors, fest strictement décroissante sur [—E;m[
4
Tableau de variation def
o —
3
R i "3 -
) —_— T —
f'(x) + -
3 .
2
f(x)
|
= - 3241 3+1)2=E,£_L=§_
f(-3)=(-Z 4D~ +1-(~7 4734 16 2
Une équation de la tangente (T) est : ¥ = f(0)(x — 0)+f (0).
2
Ona f(ﬂ) =(0+2) 02+1 —(U+1} =2-1=1 et
f 0 ) —4}( 0 - 3 s ;
|( = - T —
PO)(F(©) + 20> +1
Donc, une équation de la tangente (T) 4 (C) au point d’abscisse 0 est y = =X +1.
108
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Partiec B

2
1. a) Pour tou nombre réel x, h'(x) = x2+l + 2x(213) - 2(x+1)+]
23x2+l

x2+|+x{x+2)—{2x+l) .w;2+]

:\;2+[
112+2x+1—{2x+l) 1(2+1
= J -
X<+l
2x2+(2x +1)(1-Vx2+1)
= J A
X+
2

=X

=
XT+2X + ) ——)
- I+\):v.2+[
J.\‘2+I

2

2x2(1+¥x2+1) = x22x +1)
(1vx 2 +1)Vx 241

x2(2+2Vx2+1 = 2x -1)
7
(]+Jx”+l)Jx2+l
— xz(zwfxzﬂ -2x+1)

) (]+\/x2+l}\/x2+l

b) Pour touw nombre réel x, 2 x2+]—2x+1=2(\}x2+1—xj+]
|

—_—) 41
\.‘,\'2+1+x

2
= +1

Y(x)

=2(

)

Pour tou nombre réel x. ona '¥(x) >0 . Il s’ensuit que +1>0.

W(ix)

. [.2
On en déduit que 2VX™+1 = 2x +1 > 0 pour tou nombre réel x.
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2

¢) vxeR, (1+Jx2+l)\[x2+|>0c12 X7+l =2x +1> 0donclesigne de h'(l)estu-,i- ¢
! Ui de

2 2 ,
X" . Ona:Vx e R*, x">0donc, h'(x)>0.Par conséquent lafonction h est strictement

croissante sur R.

a) h(0)=f(0)+0-1=1-1=0
Par ailleurs, la fonction h est strictement croissante sur [§.
Par conséquent, x <0 implique h (x) <h (0). Comme h(0)=0alorsh( x)<0 )
x>0 impliqueh( x) >h(0). Comme h(0)=0alorsh(x)>0
En définitive, Wx €] —o0;0[, h(x) <0 et ¥x €]0;+<c[, h(x) > 0. i
b) Pour tou nombre réel x, h(x) = f(x) —(=x +1)
VX €]—00;0[, h(x) <0 doncf(x) <—x+1.
Il s’ensuit que la courbe ('Cf )est en dessous de la tangente (T) sur | — w0;0].
Vx €]0;40c], h(x) > 0. donc f(x) > —x +1.
Par conséquent la courbe (Cf )est au dessus de la tangente (T) sur J0;+c0[.

Enfin, (Cf ) et (T)se coupent au point d’abscisse 0.

Voir graphique.

Partie C

1. gest continue et strictement décroissante sur 1:0;\51 donc, g([U;J:-’;]) =[0;1]. On en déduit que
est une bijection de [0:4/3] sur [0;1].

~ 2. a) Pour tout nombre réel x appartenant a [0;1], H'(x) = g_l{x) o —x: 5
g(g (x))
g . | g(x)+2
Donc, pour tout nombre réel x appartenant a [0:43], Hog(x)=g (g(x))+ =
' glle “(g(x))
o(x)+2
H' x4+ 2 )
og(x) =x )
g(x)+2
Par suite, p(x)=x+ "

b vxe[0a3]. g'p (x)=g'X)e(x)
(x)+2
('p)(x) = g (x)x +E0)
(2'p(x) = xg(x)+g(x)+2
110
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|‘ y
Vx E[U'.Ji]- F(x)=xg(x)+2x+c ol cestunnombre réel.

FV3)=6 = B3 +2)+c=2\3
Fy3)=6 < c=0
On en déduit que pour tout nombre réel x appartenant a [D;JZ’:] s HAx)=x(g(x)+2)

3. K0)=0x(g(0)+2)=0

Tableau de variation de F.

X 0 ‘fg
f r{x) + +
243
f(x)

4. Equation de latangente (T") a(F) au point d’abscisse 0: y=F'( x )(x —=0)+ F0)
Ona F(0)=0 et F(0)=0xg\(0)+ g(0)+2=3. Ils’ensuit I'équation y=3x .

Equation de la taingente (T") & (F) au point d’abscisse J?: . y=F'(J3 )x=3)+F{3)
Ona F(\3)=2{3 e F(3)=Bxg(B)+ g(B)+2= i —1. Ilen résulte I’équation

(i—l)x—§+3ﬁ.

5. Voir graphique.
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DEVOIR N° 4

1. 42 -3x 22= 4 et 142 -3x 82=4 Donc les couples (4,2) et (14, 8) sont solutions de I'équation (E).
2. Tllexistepetqtelsque ug=pdd vy =qd donc dztfp2 —3q2) =4, '
Il s’ensuit que d2 divise 4.
Par conséquent t:!2 € {1;2;4}.

Or d est un entier donc t:I2 =1 ou d2 = 4. Par conséquent,d = 1 ou d =2.
On conclut que : d = 2.

1. Voir figure

2. I=bar{(B,2);(C,1)}etO=bar{(A.=-1);(1.3)}
Par la propriété du barycentre partiel O= bar {(A,-1) ;(B,2) +{C, 1)}

3. OnaO=bar{(A~1);(B2);(CD}

e [ et
Donc, BO= E{_ BA+ BCQ).

Par suite, 2 EE:- — E

2
— !
4. 2BO = AC donc OB = —AC o OB2- f’?
ey oy ]
Ona: AO= AB +E AC
oa? =AB2+%AC2+%><2EE
2 9 2 _——
OA” =AB +ZAC + ABXAC x cos (AB;AC)
2
7
OAF w2,
4
2
— ] — — 2 3a
Ona: CO = -—CA+CB llenrésulte OC =T
2
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s, AC2 " OCZ _ OAZ _donc le triangle AOC est rectangle en C d'aprés la réciproque du “‘“ﬂrérnedt
Pythagore. ;

6. a) —CA2 +2CB2+ CC2 = a?. doncC e(I').

b) (I)est soit I'ensemble vide, le singleton {O} ou un cercle de centre O.
C &(I") donc, (I )n’est pas I’'ensemble vide ni le singleton {O}.
Par conséquent ( I ) est le cercle de centre O passant par le point C.

7. a) Letriange AOC est rectangle en C donc CA2+ C02= OA2.
Par suite, CAZ + CO% -2 CK? = 0A% -2 KC? donc, Ce (A).
b) ACK est untriange rectangle en K donc K_Az = ACZ— KCZ.

Par ailleurs, OCK est rectange en K donc K02 = 0C2 - KCE.

2_ac?.oc?-a ke,

2

I1 s’ensuit que KA2+ KO

Puisque ACZ + DC'Z: 01'3\2 alors KA 2

+ KO%=0A% -2 KC*.

¢) Lasomme des coefficients des points (A ;1) ,(O ;1) et (K ;=2) est 1+1-2=0
DoncMe (A)e KAZ + KOZ -2 KK2-2( KA+ KO-2 KK). KM= OA
o KAZ+KO?-2(KA+ KO). KM = 0A% -2 KC2.

o (KA + KO). KM=0.

2, kc?

d) Lasomme des coefficients des points pondérés
(AL,1),(B,))et(C,-2)est 1 +1—2= 0donc,(A) est
une droite passant par C.

Le triangle ACO n’est pas isocéle en C car OC # AC.
11 s’ensuit que le point K n’est pas le milieu
du segment [OA].

Donc KA + KO= 0.
On conclut que (A ) est la droite passant par C et de

vecteur normal KA + KO.
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@ PROBLEME
!'_ggieA
1 2
1. Vxel0;+ol, g ' (X)=—+—¥
A lsRl)

g'( x) >0 donc gest strictement croissante sur ]0 :+ oof.

2. Tableau de variation de g (sans les limites aux bornes de I'ensemble de définition).

X 0 +00
g (x) +

g"-) /

b) gest strictement croissante sur ] O ;+ oo [ .

Donc O<x<1 implique g(x) < g( 1).0Or g1)=0donc g x) <0

Par ailleurs, x>1 implique g(x)> g(1) .Org 1)=0 donc g x)>0.
En définitive, ¥xe] 0 ; 1[, g x)<0et Vxe] 1 o[ g x)>0

3. a) g(hH=0

Partic B
SndB53 = (x = 1)%In(x)
1m X) = mm —
e X—)U X-—)O X
> >
. 1 2
= lim —(x-=1)"In(x
x’-+0x( (x)
>
or lim l=+ur:>; lim (x—l}2=l: lim_In(x)= -
x—0X x—0 x—0
> > >

] 2
Done, lim_—(x—1)"In(x)=—oo.
one x—>0x( )
>
Par suite, x“_"}'bf(:(): — oo,

>
Interprdation graphique : L’axe des ordonnées est asy mptote a (C).
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2
x = D7In(x)
2. lim f(x) = lim ( )
X —»+00 X—r+0 X
2
x -1
= tim ST
X—+0 X
(x-1)>
: — = il = - lim In(x) =40
Ona xhﬂm - xinlmx PGl IR (
- 2
(—1
Donc, lim -1 In(x) = +oo
X—>+00 X

p t, lim f(x)=+o.
ar conséquen L. (x)

|
} {x—l)zin(x]

E = lim
| X—+w x2
i = lim —-Q—(K _ ”2 In(x)
| X—>+0 X
| o x-1?
' Ona lim =1 lim In(x)= +o
| X—=+o 2
D I 5 1)2 l
| onc . im 5 n(x) = +oo
| . , f(x)
11 s”ensuit lim f(x)= ' S
| 1quex_)+m(} +0 et Kﬂ)-n-ll-w:{_m-
f Par conséquent, la courbe (C) admet une branche parabolique de direction 1’axe des ordonnées en +o
3 i
x =
3. a)Vxel0;+], f'(x)= 5 g(x).
X

2 Y
b) Vx>0, x >Udanclemgncdct"(x)dépenddcceluide g(x) et de celui de xz—l.

On obtient le tableau de signe de f* ci — dessous.
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X 0 | + o
gx) : D +
Z b +
xz—l .
' (x) + | +

Nenrésulteque: V xel0 s+ \{ 1}, f'(x)>0, £'(1)=0
D’ou le tableau de variations de {

X 0 | + 0
1 (x) + ) +

f(x)

4. a) f est continue et strictement croissante sur 0 ; +o[. De ce fait f réalise une bijection de |0 ; +eo[ sur

f()0 ; +o0[). Ona f(]0 ; +wo|) = R. Comme 1 € R donc, I'équation f( x) = I admet une un ique solution
@ dans |0 ; +o|.

b) Vérifions de I’encadrement.

f(2,64) ~ 0,001 e f(2,65)=0,0012

Puisque f(2,64) et f(2,65) sont de signes contraires alors 2 ,64< o <2,65.
¢) f est strictement croissante sur |0 ; +oof.

Pourxe] 0 ;a [,x<a doncf(x) <f(a).

Or f(a)=lalorsf(x) <1.

Par ailleurs, pour xe]o ; +oo[ , x>a doncf(x) > f(a)
Orf(a)=1alorsf(x)>1.

On obtient : ¥ xe] 0;a |, f(x) <1 etV xela ;+o0,f(x)>1.

5. a)f’(1)=0cet f(1)=0 doncy =0estune équation de la tangente & (C) au point d’abscisse 1.
(x ~1)%In( x)
N :

Considérons les signes des facteurs du numérateur ainsi que le signe du dénominateur :
Inx=0¢ x=1;Inx>0 <> x>1donc Inx<0 < x<1.

b)V x>0 ,f(x) =

Ona: (x—l)z =0 x=0et ¥xe]0;+o[\{1}, (:'c-—l}2 > 0 D’ou le tableau de signe .

X 0 | + 0
Inx - b +
(XJ])Z + h +
- h +
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| I
(~=12In(=)
6. a) Vxe]0:+o|, h(x)= X ] :

X

_ x(1=x)% (=In(x))

X2

_x-D)?

== f(x).

In(x)

b) Pour la construction : (C) et (I') sont symétriques par rapport & I'axe des abscisses.

Partie
2
: . In"(x ]
1. a) lim ¥W(x)= lim (}+ -
x—0 x—0 2 x—1
> >
2
2 o InT(x
Ona lim_In(x)=-o . lim ( )=
x—0 x—=0 2
= .
De pl li ] 1
Im = -
I x—=0x -]
>
Il s’ensui li Enz(x) 1 li
s’ensuit im + = 40 i
| ik que Jm, 5 - donc xﬂlﬂ‘i’(‘i)_+m.
> >
2
. In™(x
lim ¥(x) = lim W, 1
) X ¢
- ;"> 2 Xx—1
I’
Ona lim =10
=1 2
=
) ] |
De plus, lim —— = —w0 ¢ |lim —— = 4+
X=l ¥ ~1 X—1 x —1
< >
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(2 (w2 1
Done, lim + =-w et lim +
x=1 2 x-1 x=l 2 X —1
< >

Par conséquent, lim W(X) =—o0 et lim Y(Xx) =+
x—l x—l1
< >

2

|
i = i | A ]
X—>+0 X—=+o| 2 -

| In%(x)
Or lim In(xX)=+4% ; lim = 400
X—»400 X—»+c0 2

. 1
Deplus, lim ——=0
){'—)"‘{Dx -]

2
Do, fim In™(x) N 1
X—+400 2 x—1

= a0

Par conséquent, lim W(x) = 4o0.
éq X—+c0 ( )

2
_ . Y _ Inv/x 1
Par ailleurs, lim = Jlim |2 +——| =+x
X—>+o X—>+00 Jx x(x=1)
b) Interprétation graphique :

xH—TO W(X) =+ donc, la droite d*équation x = 0 est asymptote a (C’).
>
lim W(x) == et lim W(X)=+o0 donc, ladroite d’équation x= 1 est ;
Jun ) S, (x) q x= 1 est asymptote 4 (C")
< >
Y(x)

lim Y(x)=+w et lim
X —>+o0 X—>+0

I’axe des ordonnées en +wo.

=+ dong, (C’) admet une branche parabolique de direction
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In(x) 1

X (x-1)?
_(x- 1) In(x) |

) x(;\\:—l}2 P(K—l)z

=D | |

2. a)Vxel0;+o\{I},¥'(¥)=

X
x-1)?
f(x)-1 i

— . |
(x=1) |

¥xe] 0+ [\{1}, ¥'(x)

b) V¥xe]0;+00|\{1}, (x—l}l2 > 0 donc le signe de ¥ *(x) est celui de f(x)—1 sur ] 05+ [\ (1)
Ona:Vxe]l0a|.f(x)<let Vxela +o[,.f(x)>] et f(a)=1. |
Par suite, ¥ '(a) =0, ¥xe]0;l1 [U]l ;a [, ¥’(X) <0et Vxe|a +oo |,V '(x)>0

¢) Tableau de variation de ¥

| X 0 | a + 00
| ¥’ (x) = = I:’ +
‘ +a0 +00 +
: ¥ (%)
: oo ‘o
2
In"(a |
3. a) Wu)= ()+ ;
a-1
1
Ona 264<a <265 donc a>1; a —-1>0: —>0
o-1
2
|
Par ailleurs, a #1 implique S > 0.
) lnzfa) 1
Par conséquent 5 + : > 0. Il en résulte que ¥Y(a) > 0.
{1._

b) W(u) est le minimum de ¥ sur I'intervalle 11 +oo].
Donc, Vxe]l +oo], ¥(x) 2 W(a) . Puisque W(a)> 0 alors, W(x) > 0.
I1's’ensuit que I’équation W(x) = 0 n’admet pas de solution dans ]1 1+co].
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Par ailleurs, la fonction ¥ est continue et strictement décroissante sur ] 0 ; 1|
Par suite, ¥( ]0:1] ) = K.
Donc W réalise une bijection de ] 0 ;1| sur R. Comme Oe R alors I'équation ‘¥(x) = 0 admet une

unique solution a dans ] 0 ; 1].
En définitive, I'éguation P(x) = 0 admet une unique solution B dans ]0 i+ w[\{1}.

¢) Tracéde(C), (C')et ().

/
/
/f‘_"‘\
e
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DEVOIR N° 5 |

452 = 2025

Il existe un entier naturel k tel que p = k§ .

Par suite, u% —36%= 2022 =82 (k2 —3)= 2022 avec 2022 = 2x3x337

§2=1 5222022
ou
k232022 (k23

§2=]
(k2-3=2022

< d=let k=45,
Il en résulte 8= 1 et p = 45.
Puisque ab =3 alors ab = 45.

Dong, les couples (a, b) sont : (9,5), (5,9) , (45, 1) et (1,45).

1. DH=E + éﬁel El;=56 - Eﬁ donc, 25ﬁ=5§+&+§ﬁ+6ﬁ

Ona H milieu de |AB] donc ﬁ = E ;
Par suite, 2 DH = DB + DC + CA
— ==, b 2 i
2DH=DB + DC-=DC
3
—6DH +3DB +DC = 0 _

Par conséquent, D est le barycentre des points pondérés (B,3).(H,-6) et (C, 1) car =6+3+1=0.
a) H milieu de [AB],J milieu de [BC],I milieu de [AC]| et le triangle ABC est équilatéral.

Done, HA = Al ¢ BH = BJ @ Mes(AH;AD) = = e Mes(BJ:BH)= "
3 3

Il s’ensuit que les triangles BHJ et AHI sont équilatéraux.
Ona BH = HA donc HBzz az.
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De méme H12‘= az.

11 s’ensuit que HB2=a2 et H.Fz: 32,

Par ailleurs, ﬁ =Eﬂ: + A_l-.l'

DH2 = az+ az-r 2a2cos£.
3
DH2= 3a2
Done, 2HBZ — HD2+HI% —2H)2=_2a2.

b) Zﬁ-m+ﬁ-zﬁ=ﬂﬁé+ﬁ)+m+ﬁ
= EJ_B.+EI..

J est le milieu de [BC] donc 2JB = CB

DI = DA + Al '

Onal est milieude [AC] implique Al =—AC,
2

Par conséquent Ef = ;L_C-
Par suite. 2MB — MD+ MI - 2MJ = AC + CB
Finalement, 2MB — MD + Ml - 2MJ = AB .

a) Lasomme des coefficients des points pondérés (B, 2),(D,-1),(I, 1) et (J,=2) est nulle.

Donc,

M e () o 2MB2 - MDZ+MIZ —2MJ% = - 222

 2HBZ - HD2+HI? - 2HJ% -2 HM .( 2HB — HD +HI - 2HJ )=-2a
2

2

= —232 -2 E . ﬁﬁ: -2a
= E : ﬁ =0
b) D’aprés la question 2a), ZHB2 —HD2+HI
M e (A) < Ié . m =0 et le vecleur A—B' est non nul.

2 —2!—1]2: - 232 donc H €(A)

e

Par conséquent (A) est la droite passant par H e de vecteur normal AB
C'est-a-dire que (4A) est la droite (HC).
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2 2 2
4w 3HB2 - GHHZ+HC =3HB"+HC
Ona dGt HBZ= o2 »
Par ailleurs, le trian ge ABCest équilatéra
Done la droite (HC) est un€ hauteur du tri 3
Il s"ensuit que le triangle AHC est rectangle en H.

2
42 -ACE — AHZ done HC™=13

D’aprés Pythagore,
Par conséquent He(T")-

b) Lasommedes cocfficients des points
pondérés (B :3) (D =6) ,(C:1) est non nulle
Donc (I) est I'ensemble vide le. singleton { G}
ou un cercle de centre G.

Or H appatient a (I).
Par conséquent (T) est

le cercle de centre D passant par H

5. a) Ke(T). D’aprés laquestion 4),

3KB2 - 6KH2+KC? = 6a”
Ona K e( A) qui est la médiatrice de [AB].

Donc, KB = KH2 +HB?.
o sillears. He[KC] done KC?= KHZ+ HC™ +2KHHC.
i sensuit que,  3KH?-+ 3HB? — 6KH2 +KH -+ HC? +2KHxHC= 6a°
-2KH2+ 632 +2KHxasE = 6a2
KH(-KH + a\/g )=0
Par conséquent, ' KH = a\E ;
b) KH= a\E .1l s’ensuit que : KA = KB = AB. Donc, le triangle KBA est équilatéral.

@ PROBLEME
Partie A
; 1
1. lim f(x) = I 2y
ol (x) XE}DOK (1 2]m-;)

2

; 2 | 2
= ] -
|m0(x 4x In(x™) .

X—r

. 2 SR .
0 lim =
na xl—-ﬂ}x 0 done th x“In(x“)=0.
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: 1 2
Par suite, lim (xz——-len(xz)zﬂ et lim f(x) =0
x—0 4 x—0

Puisque f(0) =0 alors x]ﬂ]() f(x) =f(0) .On en déduit que la fonction f est continue en 0.

o f(x) , |
l — = | -—xli
i x50 X x—ﬂ‘ml(x zxnx)
>
1
lim xlnx=0: 1l X == =
O fim xinx=03 ogyE-gsim)=0
> >
Donc, li E(t—) =(.
x—=0 x
>
0 -0 _ . 10 _,

Interprdation higque : lim
P graphiq x-30)

x-0 x—=0 x
> >

Donc, f est dérivable en 0 et f‘d (0) =0.
Par conséquent, la courbe (C) admet a droite au point d’abscisse 0 une tangente horizontale.

: ; 2 1
c f = ——
3 xﬂ)m (x) xim x“(1 5 Inx)

. ‘ 1
Or lim x2 =+ et lim (l-=Inx)= —c0
X=—>+c0 X—>+c0 2

1
Donc, _lim xzfl———lnx):am
X—»+0 2

Par suite, lim f(x)= —o0
X—>+00

5 1
f(x X (]——IﬂX:I
Par ailleurs, lim Q= lim 2
X—+0  x X —>+c0 X
|
= lim x(l-=Inx)
X —+00 2
. f(x)
Donc lim —=-
X—+0  x
. f(x)
lim —— = —0, donc la courbe (C) admet une

Interpréati hique: lim f(x)= —o et
nterpréation graphiq L (x) e

branche parabolique de direction I’axe des ordonnées.
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1 2
4. a}Vxe]0;+m[,f‘{x)=2x( I—Elnx )"'-2'"1 X-;

I
=x(2-—-InXx).
2
3
= x(—=-Inx)
2
.. B
b) Vxe] 0; + cof, x> 0 donc le signe de f* (x) est celuide E-ln X
3 3 2
—=—Inx=0Ihx=— &X =e?
2
3 3
—=Inx>0=Inx<—
2 2
3
o x <e?
3
. 3 2
On déduit que ——Inx <0< x>e
2
3 3 3
Il en découle que : ¥xel0; e2 [f’(x) >0, ¥xe] e? [’ (x)<0et f7(e2 )=0
' 3
Donc, la fonction f est strictement croissante sur JO; e 2 [ et la fonction f est strictement décroissante
3
162 ] |
¢) Tableau de variation de f :
3
> 0 32 +
£ (%) 0 - b +
3
e
f(x) 4
0 -
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wie?) =320 -5

=(c2)2(1--1}
=0

3
b) f est continue et strictement croissante sur |0; c2
3 3
f(10; €2 1)=10: —|.
4

|

3 3
" €
Par suite, Vxe|0; e l,f(x) €)0; — Jdoncf(x)>0.
4
Par ailleurs, la fonction f est strictement décroissante sur | €
3
2

Donc €

Enfin, x> t:2 implique f (x) < f ( ez) doncf(x) <0

En définitive, Vxe ] 0 ; t:2 [,f(x)>0 et Vxe] t’:2 +oo[,f(x)<0

3

<X< 62 implique f ( x)>f( 32) . Comme f( 82) =Qalorsf(x)>0

3 1
f(ﬁ}:c(l—%},f(ﬁ):-zj et f’(‘\jg)z'\/g(a‘—gj. f‘(JE):J;.

e
On en déduit que y = x‘\/g - z est une équation de la tangent (T) au point d’abscisse.

a) Vxe]0;+ oo, h‘(x)ﬁf’(x)—'\/g

3
= x(==Inx)-+/e donc h” (x)=
2 2

Par conséquent h’ est strictement croissante sur ] 0 ;\/E [ et h’ est strictement décroissante sur

]VE +oo].
b (Ve )=ve (g—anE;--JLo

h’ est strictement croissante sur ] 0 ;JE l:
Vxe) 0; ‘\/E[,x-:\/t;
h‘(x)f:h‘(\[;}orh‘(\/;}:t]
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—— e

Done, h*(x)<0.

Par ailleurs. h ' est strictement décroissante sur I\/g 4o .

VX.E]J;‘,+ m1.x>\[g
b <t (e yorh' (Ve )=0

Donc, h'(x)<0.
En définitive. ¥ xe] 05+ oo \ { \/g Lhi(<0 et h‘(\/t:,)={)_
b) VKEIUHml\{J{;},h'(x}‘iﬂelh’(\!;):[)

De ce fait. h est strictement décroissante sur 10 ;42 [.

On vérifie que h ( \/E):O.
La fonction h est strictement décroissante sur [0 ;400 [.

VxEIG:‘Jf_:I. X{J;
h(x}?-'h(\/;)

Puisque h(JE}:O alors h(x) >0
Par ailleurs, Vxe]| V€ ; + | ,x:»\/f_:

h(x}<h(\/f;)
h(x)<0.

En définitive Vxe| 0 ; \/g] ,h(x)>0 et Vxe] \/E +oo[,h(x)<0.

e
c) Vxe|O0; JEI ,h(x) >0 donc f(x}—x\/g +Z >0

€
f(x)— (xV€ -—)>0.
4

11 s ensuit que la courbe (C) est au dessus (T) sur [0 ; JE: [:
Par ailleurs, ¥Vxe | '\/E;+ o[, h(x) < 0.

[
f(x)—x\/g+1 <0
¢
f(x)-(xve& -—)<0.
4

Donc (C) est en dessous de (T) sur] \[f_: : + 00].

Enfin (C) et (T) se coupent au point d’ahscisse\{;.
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8. Voir construction.

3 3 3
9. a)f est continue et strictement sur | ey w|. Donc f réalisc une bijection de | el i+ oof sur f (| ¢2
3 3 3 3
i F c c c
Orf(le“ +o)=]—=0;— Jet — 5,02 alors le|-w ; — .
=l -+
3

Donc I"équation I(x) = 1 admet une unique solution @ dans | e? i+ o0
Vérification de I'encadrement : £(7,1) = 1,006 at f(7,2) = 0,672.
Puisque 0,672 <1 < 100G alors 7,1 <o <7.2.

5 1
b) f(h=1 (l—?n(l)): s

3
¢) [ est strictement croissante sur [0 ; e?
(1

[
Donc0 < x< 1 implique f (x) <f(1).Orf (1) =1 alors f (x) < I

3

Par ailleurs, | < x< €2 implique (1)< (x). D’od £(x)> 1.
3

{ est strictement décroissante sur | e2 + oo

3

Done, cZ < x<ao implique [ (x)>f (). Orf ()= 1alors f(x)>1.
Par ailleurs, a <x impliquef (x)<f(a ). D'od f(x)<1.
En définitive, V x e |0 ;1 [U] & ;+o [, f(x) <l et ¥xe] | ;a [ ,f(x)>]

Partie B
—{(x)
¥
1. a) ]im _(—x). = ]im @._
x—0 x x—0 %
> >
= lim _f{xJ e_f(x)
x—0 x
>
= S { =
Ona lim @ =0e lime f(x) =] donc lim ﬂf: ﬂx}:o
x—=0 x x—0 x—0 X
> > >
, b kXY
On en déduit que lim =0.
x—=0 x
>
O YX)-Y0) . ¥X)
] . 2 S, I RO ] = U 3 1}' P - i 1 =
b) xl—TO 0 XT}TO = Donc ¥ est dérivable &droiteen0 et ¥ 4@ =0.
> >

Par conséquent, le coefficient directeur de la tangente a (C) au point d’abscisse 0 est 0.
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—f(x)
i = lim f(x)e
2. a) xgﬂm‘i‘(x) thm (x) .
. —f(x) _
Comme Klgnlmf(x)=—m alors xﬂ}n:me = 40
f(x)=_w

Donc lim f(x)e
X—»+00

Par suite, lim Y(x)=-«
X—>+00

~fi
| im YOy fxk v
PSR PO LT /55 X
. fx) _—f(x)
= lim —¢
X—+00 X ,
% —f(x o X))
Or lim E—l:‘—m et lim e (}=+00d0nc xﬂﬂ-m : = -

X—>+00 X X—>+0

b) Interprétation graphique : la courbe (I") admet en +co une branche infinie de direction I'axe deg
ordonnées.

.

- —fi
3. a) Vxe]0;+o[,¥'(x)= f'(x)e t-(x:'—l’(zc)t”'{x)n‘a AX)

=U-ff (e f(x)

b) Vxe 10;+ |, c—f(x) >0 doncle signe de V'’ (x) dépend de celuide 1 —f(x) et de f° (x),

3
Pour x€]0;+ o[, " (x)=0 < x= e2
3 3
: £ (x)>0 e>x< e2 et f'(x)<0 < x>e?
Par ailleurs, 1-f(x)=0 < f(x) =1
— X=0

| -f(x)>0 < f(x) < |
<> xel0;1[V]as+o] et 1-f(x)<0 < x€]l;a]

D’ou le tableau de signe de W '.

g 3
D l 32 ) + o0
1-(x) + h - - D+
fr(x) + 1 + b - =
¥ (x) + b - b + b L
3 3
_Ilenréw]leque:‘ﬁ'xe]{};lIujez;a],ll-"(x):_-.{)‘vxe“;c2|ula;+m['q,,(x}<ﬁ
3
Y ()=¥(e? )=¥'(a)=0
130
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¢) Tableau de variation de V.

3
x —
0 | 1':2 (0 ] + oo
¥ (x) 0 + b - b+ b -
1
| st
e
Y (x)
3
Yies) —'a0

d) Vxe 10:+ el () =¥ (0= (1-e T )g(x).
Déterminons le signe de chacun des facteurs du produit :
D’aprés la réponse a la question 7) Partie A,

2 2
Vxe]0; e [,f(x)>0etVxe] € ;+o0f, f(Xx)<0.0On ajoute que f(0) = f( ez};{]

\ f(x) e—f(x)

Parailleurs,1— € ~~ =0 =1
< f(x)=0

< x=0oux= €
—f(x) >0 & e-f{x){]

-f(x)<0
f(x)>0

Ensuite, 1 — €

=
=
2
< xel0; e [.

—f(x 2
On en déduit que | — € ( )<0 & xel € 4o .
De ce qui précéde, on a le tableau de signe ci —dessous :

X 0 ez +00
i f(x) ¢ + D -
f(x) ) + D -
f(x) =¥ (x) ¢ + u

Il découle du tableau que :
2 p: 2 2
Vxe]0; € [u] € ;+oo[, f(x) =¥ (x) > 0donc (C) est audessusde () sur]0; € [etsur]e€ ;+oof.

f(x)-¥(x)=0si xe{0; 32 } donc les courbes (C) et (I') se coupent aux points d’abscisses 0 et eZ
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4. Tracéde(C)etde(I).

anabiannen — o s
...... - ilT!'l'“‘“““ -“"‘“‘-."T. -hll--nn.--lrnn.-- ,E AALEETY i—n-ql .a.“.‘ ,E
5 i ! 1 ! H

i ] ] B S—— - H 1
H L T T . v o P H H
—. ...-..u..-.-.--n--+-+--.---1°"""""*‘=' : H :
i i E i : i
H i Y TTLTIL I I ChT JETTTT e ..1..----“--nl-u-—-u.-....}.,_. E
S O it als (2 H P P
t i i H I i
H i H H H H
i I T OO, (R § ; i
! Y O i LTI PR
R i . i H Y
. i I
i ; : ;

; H

T A ——T B = i Ak SLLELETTY ---i--u--..-u.. .
i i 3
: 3 ;

i i
(NN SUIDTURIONS JSTRNIEN ORI SO S0, Vi e LA S
H i H
H i i
i . —— 3 H
; - :0“ u----oEuuu.....,‘_;
¢ H 1
: : F
i eressnsansssadd sannsrnas, kRO |
SRTEETEEE T i |
: i 1
: : ; H i
: PP ..:.---- el aasasanan S B |H-un=
: H 3 H
i H E H H !
1 SCTUTHE S8 Sl S s TR ........i.......",""i
L H : -
i :

],,./ s il

e

H

“q

nnn e R
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DEVOIR N°6

i - @)% (22 - (02

. 2
= 1Z2—-2
=z(i—-12)

22+ i(;)z—( 22-"(;)2)

=iz + ()

-_— -—

=Z( Z+1)

b-a

]

2. Delaquestionl), c-a=2(i-2)

— —_——

c-a=2zi-2

a=-Cc=2z(z+i)
Donc, a-c=b-a.
Il en résulte que, lc—al = |b-al.

3. lc-al=|b-al implique que MN =MP. Par conséquent le triangle M NP est isocéle en M.

1. Les points pondérés (A,—3), (B,2n) e (C, 2 —n) admettent un barycentre si =3 +2n+2—n # 0,
c’est a dire pour tout entier naturel n différent de 1.

- T
2. BGS=——4-(BA+BC)

e 2_ _1—-—
O L T A T
n+l n n

_ — i) 2n )—' -1 2=l
= - AB + - AC
Par suite, GnGn+1 ( - i [ . —

—— 2 2Y— - —Fy— = s
GG _ 2(n“- 1)-2n AB + (I-n)(n-1)-n(2-n) AC
n - n+l nn-1) n(n - 1)

A S 2_. P
3. RO =-® ARsT AT & AG
T n-1 n-1
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PR

2 J— ] —
— e

G|1G'n+l zﬂmAB _n(n = 1) Ak
GG .1 =—n(n_”(2iﬁ+§6)
Gy Ontl =_ﬁﬁ

Parailleurs, G _;Gp =_(n—2)](n—l) Al

11 s’ ensuit que, "GnGn+1 ={n—2)Gn_lGn

s e ————
Finalement , GG, | = = G,_iGn

——

3__. Gy
4. CG3=———CA+3CB
2
—_— — — 3_. —
CA CGgq =CA.[——2—CA+3CBJ

. [, Se—
=——CA” +3CACB

2

3 3
e QAT CA®

2 2
=0
Par conséquent, les droites (CA)el (C G3 ) sont perpendiculaires.

5. Les droites (AC) et (C G3 ) sont perpendiculaires

] == I ==
De plus, GSG4:_EM et G,Gs =-E-AJ

Donc G3cst le point d’intersection de la droite passant par C et perpendiculaire a (AC)etdela

droite passant par GS et paralléle a (AJ).

5-2——

Donc GjGﬁ = gG4G§
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S — 2?2 —

l’araillcurs. G4G5 2163(}4

el

N |
16 Guw<
e ! =

] ——

7. Voir construction.

Construction
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@ PROBLEME

2
lim god= tim (B %)
02T 350 224
2 2
(x-1) . (x-1)
=le JlimInx=-od lim +l —_—
RS0 Ty e T R =

Par suite, lim g(X)= — .
x—0

.
. ; (x=1)
Par aill , lim g(xX)= Ilim + Inx).
ar alleurs x—1)+oo°( ) o (?—; n )
0 lim (x_])z lim x2 lim (1)=1e lim Inx
na = — = = =
X+ (2| X+ y 2 x—+00 “ x>0 e

Par conséquent, lim g(x) = +co.
x—)+ao”( )

2Ax-1(xZ +1)=2x(x -2 |

Vxel0 4|, g'(X)= (;;2+1)2 *i
C2x(x=1(x2 +1) = 2x2(x = 1)2 +(x2 +1)2
) x(x2 +1)°
_2x(x =(x” +1-x2 +x) +(x2 +1)
) ::{(:(2+l)2
C2x(x = 1)(x +1) + (x2 +1)2
) x(x2 +1)2
P42 —ax-xY
C x(xZ+1)2
a) Pour tout x>0, x2>0 et ~x2 < x2 i x2<l+ x2,

2 x2~2x+l donc x2+122x

Ona 2x>0et 1 -X" <+ x2 donc 2x(1 — xz )<2x (1+ .\'2) (1)

Par ailleurs, (x —1)

b2

x2 +1>0 et x2+1 > 2x donc 2x( x2+l)<: (xz +l)2 (2).

Des inégalités (1) et (2),on obtient 2x(1 — xz )< (x2 +l)2
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2
b) pour tout x>0, (X H}z—zx“— X2)>0c’t x(x2+1)2>0
2+ )% —2x(1-x2)

ponc, —

x(x© + 1)2

par conséquent, g'(X) > 0.

¢) Tableau de variations de g.

x 0 + o0
2'(x) +
gx‘) / +
— 0

4. a) gest continue et strictement croissante sur | 0;+ oo| donc gréalise une bijection de | 0 ; + o[ sur g(JO 3+ o[ )
Ona g(]0;+o[)= R. CommeOe R donc I'équation g(x) = 0 admet une solution unique.
De plus, g(1) =0 donc 1 est I'unique solution de I’équation g(x) = 0.

b) gest continue et strictement croissante sur | 0 ; + oo[.

O<x< 1= gx)<g(l).0Orgl)=0donc g x)<0.

Parailleurs, x> 1= g x)>g1).0rg 1)=0donc g x)>0.

En définitive,0< x<1 = g(x)<0, x>1=g(x)>0et g 1)=0.
On en déduit que : gX) <0 < O<x<1 et gx) >0 x> 1.

Partie B
i : 2

1. lim f(x)= lim_ (xInx —In(x™+1)).
x—=0 x—0

: 2 . 2
i (=0: +1) =1 lim_ In(x"+1) =0
Ona xll_l';‘lﬂx]m\ O,XIEr;O(x ) =1 Jin, (

Donc lim_(xInx — 1n(x2+l)) =0
x—0

2 i = =0d lim_f(x) = (0).
Par conséquent, xlﬂ’lof(x) 0. Or f(0) =0donc L

On conclut que f est continue en 0.
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. f(x)-f0) _ . xInx = In(x2+1) _ I:m (i~ xln(x +l))
= xlﬂrnﬂ_xT_ xlﬂlﬂ X x—0 T Xz
> > >
. 2 . ln(x +1) In{x +1) &b
=0; lim =] donc Ilm X
Ot I, x—>o_3_ x50 ==
>

Deplus lim InX =— .
CPHS 30

>
ln(x +1)
1l ui lim (In(x)-x ) =-
s’ensuit que I—){] ——2—
>
f(x) -f(0)

On en déduit que lim ———F=—= -
x=>0 x-0

}
Par conséquent, la courbe (C) admet a droite au point d’abscisse 0 une demi —tangente verticale.

; . 2
3. xE}m f(x) = xllm (xInx —In(x“+1))
= lim (xlnx—ln[x2(1+-i2- }])
X—>+00 X
. 2 1.2
= - In(1
xllm (xInx —In(x“) +In( +;2-) )

_ 1
= xﬂ)n-ll-m (x =2)Inx = In(1+ —2—)‘) .

Or lim (l+ )—l lim In{1+ ) 0.
X—»+0 X—>+c0

Deplus, lim Inx= li ) = i - _
p . +00 et x—l:»mkoo(x 2)=+ o donc xl{}r_r}_m(x 2)InX= + oo

. - 1
P [ — = =
ar suite, " lim (x—2)lnx =In(1+ Tx )) =+

Onendéduitque lim f(X) = +o0 .
X—>+00

1
) (x=2)Inx—In( 1+—2—)

Parailleurs, lim —~= |im 2
X—+0 X X —>+0 X

Inx 1
i E}rﬂm(lnx 2T-—ln(l+—f))

=+ 00,
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2 fi
lim ._(_}f.l = +00 donc (C) admet une branche
X—r+00 X

parabolique de direction (OJ) au voisinage de + <o .

Interpr&ation graphique : x-[-!)“-lloo f(x) =40t

1 I
4, a)Vvxe]0;1], f'(x}=lnx+xx-—2xx—2—
X X7+l

=lnx+1 i
——

X7 +1

x2+1—2x

= Inx +——2-————

X +1

b) Vxe]0;:1[, gx)<0et Vxe]l ;+o[,gx)>0.
Il en résulte que : Vxe] 0; I[, £’ (x) <0 donc f est strictement décroissante sur ] O ; I].
¥xe ]l i+ o[, f'(x)> 0 donc fest strictement croissante sur J1 ;+ cof

Tableau de variation de f.

X 0 1 + o0
W) = b ;
0 + a0
f(x)
=In2

5. a) fest continue et strictement décroissante sur JO ;1].
Done, f(]0:1]) = [ =In2 ; 0 [ . Or 0g[ —In2 ; 0 [ donc I’équation f(x) = 0 n’admet pas de solution dans

10 ;1]. Par ailleurs, f est continue et strictement croissante sur ]I ; +cof .
Donc f réalise une bijection de ]1 ; +oof sur f( ]I ; +o[ )
Ona f( |1 ;+[)=]-In2;+o0].

Puisque —In2< 0 donc Og] — In2 ; + oof.

Il s’ensuit que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique dans | 1 ; +oo] .
En définitive, I'équation f(x) = 0 admet une solution unique o« dans ] 0 ; + oof.

b) Vérification de I’ encadrement de « :
f(222)=~-0,00928 et f(2,23)=~0,0012.
Puisque f (2,22) et (2,23 ) sont de signes contraires alors 2,22 < &t <2.23.
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6. Onaf(J0:1])=|-In2:0]| donc ¥ x €]0:1].f(x) e[ -In2:0].
Par conséquent, -In2 < f(x) < 0.

Partie C

1. Fest uneprimitive de [ sur |0 :1] donc vxel0:1].F " (x)=1(x)

Or —In2 £ f(x) <0donc—In2 £ F* (x) <0.
Daprés le I'inégalité des accroissements finis. pour tout x appartenant & J0 ], (1-x)(=1In2) £ F(])_th

Donc 0 < F(x) = F (1) £ (1-x)In2. .
Comme F(1)=1¢t 0<In2<1 donc | < F(x)<2-X. Parsuite, 0<Fx)<2-X.

2. a) Vxe]0;1),0<F(x)<2-x. )
On a x>0done, len 2 xz(F(x)+In\E)£(2—x+ln\E)x ;

H 3
xln\E{ (l)ﬁ{z"x""ﬂ\a}x-
X
b) o lim xInv/2 im (2—x+Inv2 )=0donc lim H(x)=0_
na xiﬂﬂhln 2=0 et }]E)HD( - = x;)-ﬂ- x
Puisquel—l((]):() alors lim w= 0.
x—0 x—-0
>

Il en résulte que H est dérivable a droite en 0 et H (0)=0
Interprdation graphique : (I") admet a droite au point d’abscisse 0 une demi - tangente horizontale.

3, ‘v’xe](};l],H’(x]=2x(F(x)+ln\E)+ sz‘(X)-

1
=2xF( x) + 2xx51n2+ Xzf(x}-

l
= 2xF(x) + x( xf( x)+2x5 In2) .

= 2xXF(x) +x(xf(x) + In2))
4. Vxel0:1],0< x<1 et f(x) < 0 donc f(x) < xf(x) .
Or —In2< f(x) alors —In2 < f(x) < xf(x)
Par conséquent 0 < xf(x) +In2
5. a)V¥xel0;1], x>0 et 0<F(x) donc 2xF(x) >0.

On a0 < xf(x) + In2 donc x ( xf(x) +In2) > 0.
Par suite, 2xF(x) + x( xf(x) +In2 )> 0. Donc H’ (x) > 0.
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b) Tableau de variation de H.

X 0 1

H'(x) +
1 + In\E

“H(x)
0

H est dérivable a droite en O et H dérivable sur | 0 ;1]. Donc H est dérivable sur [0 ; 1].
H est continue et strictement croissante sur [0 ; 1]. De ce fait H est une bijection de [0 ; 1]surJ = H ([0 1])

od H([0:1]) =031+ 1nv2 |
6. H(1)= I°(F()+1ny/2): H(1)= 1+nv2 et H(1)=2xIxE(1)+ Ix(Ixf(1)}+n(2)) : =2,
2EW) + 102 2 : 1y+n() s H' (1)=2
Comme H’ (1) 0 alors H_l est dérivable en l+In\/§ .

_ 1
7. (H) (4ny2)= —— |
H'(H™ (14ny2)

|

2

8. (T)apouréquationy =H (1) (x—-1) +H (1)
Ona H(l)=1 +ln\/5 et H'(1)=2.

Donc: y=2(x-1)+ 1+ ln\/E

= 2x-1+ In\E.
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9. Figure.
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DEVOIR N°7

1. a) Notons ibod be R, lenombre imaginaire pure solution de P (z).

) 1 .
P(ib) =0 & (ib)” — (4 —4i3)(ib)2 +16(1 - i/3)(ib) + 64in/3 =0

4b2 + lﬁb\@ =0 (1)
—b° —4b243 + 16b+ 6443 =0 (2).

Ona: 4b2+16b\5=0¢: 4b(b+4\/§)=0

< b=0 ou b=—4\E
De plus,

_03-402\/§+16x0+6¢\/§=64~5¢0

Bt —(~43)> —4(~4\3)23 + 16( - ay3) + 6443 = 576v3 — 576v3 — 6443+ 6443
=0.

II sensuit que seulement — 4v3 vérifie I'équation (2).

Par conséquent I’'unique solution imaginaire pure de I’équation P (z) = 0 est — 4i\/?_? .

b) Effectuons une division euclidienne de P(z) par 22 - 4z + 16

Il en résulte P(z) = (z +4i/f3) (22 -4z +16)
Par ailleurs, pour zeC, P(z) = 0 & (z + 4i3) (22 -4z+16)=0

| & z+4iB=00u 22 -42+16=0
Résolvons 12 -4z+16=0

Le discriminant A = 4-2 —4x16
= —48

= (@diy3)?

4-4i\f3 4+4i\3
Donc, les solutions gy = 5 =2-2iV3 et g = 5 = 2+2i\j§
Par suite, P(z)=0¢z=-4i\/§ ouz=2-2iy3 ouz= 2+2i«f?_a

Donc les solutions de I’équation P(z ) =0 sont : — 4i\{3T ,2-2i3 et 2+ 2i\/?_>
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Y

L

On en dé&duit que B et C appartiennen

b) BetCsontles points
rayon 4 Best ¢ point d’ord
orthogonal de C surla droite (0J).

Pour la figure, voir construction.

2zA-2B +ZC

3. @26 =70 +1

=23 - (2423 +(2 - 2i3)

2
~4i\3

Pour la construction : OG =20A.

b 20A%-0B%+0C% =2x12-16+16
=24
Donc, le point O appartient & I'ensemble (I)
Par ailleurs, la somme des coefficients des
points pondérés (A 2),(B,— 1) et (C, 1) est non nulle.

Donc (I') soit est I’ensemble.
vide, le singleton {G} ou un cercle de centre G

Puisque O appartient a (I),

1l en résulte que (I') est le cercle de centre G passant par O.

¢) Voirfigure

d'intersection de la droite d’¢quation x=2 et du cercle de
onnée positive et C est le point d’ordonnée négative. Le pojp, i

2. a) DB=I Zg |=4
A =4
QC -—| ZC | "
Done OB =0C = t au cercle de centre O et de rayon 4.

tre

& de

Sepry,

1. Utilisons la démarche de la recherche du PGCD par I'algorithme d’Euclide
Dividende 37 23 14 9 5
Diviseur 23 14 9 5 4
Reste 14 9 5 4 1

Decetableau, | =5-4=5-(9-5)=2x5-9=2x(14-9)-9=2x14-3 x9
=2x14 -3 x(23 -14) = 5x14 -3 x23 = 5x(37-23) -3 x23
= 5x37 -8 x23
Donc, 5x37-8x23=1.
Le couple (5,-8) convient.
2, Ona 5x37-8x23=1
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5x37-8x23 =1

5x5x37—-5x8x23 =5

25x37-40x23 =5
On obtient le couple (25, - 40)

2. Ona

pour (x,y) € ZxZ, (E’) & 37x=-23y.
Soit (u, v) une solution de (E).
37 qui divise =23y et, 37 et =23 sont premiers entre eux donc d’ aprés le théoréme de Gauss, 37 divise y.
Donc, il existe keZ tel que y =37k
Par suite, 37x = =23 x37k
x=-23k.
Par ailleurs, soit un couple (-=23k, 37k) avec k € Z.
Onal7?x23k-23x37k=0.
Donc tout couple de la forme (-23k, 37k) est solution de I'équation (E ).
Il résulte de ce qui précéde que les solutions de (E’) sont les couples (-23k, 37k) avec k € Z.

4, Pour (xi}’} € ZXE) (E) < 37x+ 23 Y =5 el 25x37-40x23 =35

Donc. (BE) & 37(x—-25)+23(y +40)=0
< (x=25,y +40) est solution de (E )
& Xx-25=-23ket y +40=37k avec ke Z.
<> x=25-23k et y=—40+ 37k avec k € Z.
Les solutions de (E) sont donc les couples (25 -23k,— 40+ 37k) avec k € Z.

@ PROBLEME
Partie A

L Gim g = lim (2xe® -1)=—1 car lim xe* =0.
X——00 X——00 X—>—00

i x)= lim 2xe™ =1 = 4.
xﬂﬂmg() x-—>+co( )

X X
2. a)Pourtout nombreréel x, g’ (x) = 2¢° +2xe
=2(x+1) f:K
b) Pour tout nombre réel x, cx > (0 donc le signe de g'(x) est celuide 2 (x+ 1).

Parailleurs, 2(x+1)=0 & x=-1.
D’ ol le tableau de signe suivant.

X -0 -1 +
2(x+1) - b 4+

cx + +

g'(x) - b +

V xe | -oo;~1[, g (x)<0dol gest strictement décroissante sur ] —oco;—1].
V xe |-1 ;40 [, g'( x)>0 d’ol gest strictement croissante sur |-1 ; +oo [.
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¢) Tablecau de variation de g.

X - ~]
g'(x) =

g9 \ 2 /
el

<) gest continue et strictement décroissante sur| -o0 ;—1],
—_—ant - = -1): liIT‘l X
l-wi-11)=lg-D: lim g(x) |
=|g(=1);-1[.Ona Og [g(-1) ;1]
Dong, I'équation g(x) =0 n’admet pas de solution dans] —co; —11].

Par ailleurs, g est continue et strictement croissante sur [— 1 ; +0 [.
Donc gréalise une bijectionde [~ 1 ;+o0 [surg([—1 i+ [)

Onag[-1p#o[)=[-1-— ;4. Comme—]1 — —< 0 alors Og[ =1 = — 1+ [.
e € ¢

Il en s’ensuit que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution dans [-1 ; +oo [.
En définitive I’équation g(x) = 0 admet une unique solution o.

b) Vérification de I’ encadrement de o : g(0,35) = —0,0066 et g(0,36) = 0,032
Puisque g(0,35)et g(0,36) alors 0,35 < a < 0,36.

Démontrons que : Vxe] -0 a [ , g(x)<0 .

gest continue et strictement décroissante sur | —oo; -1 ] .
Onag(]-o;-1]) = g-1) ~1].

Vxe]-0;—1 ], gxe | g-1);-1[ donc gx)<~-1. De ce fait g(x) < 0.
Par ailleurs, g est strictement croissante sur[ -0 [ .

—Isx<ao implique g x)<ga) Or g(a) =0 alors g(x) <O0.

Par suite, Vxe] - ; af, gx) <0.

Démontrons que : Vxe] a; +o [, g(x) >0.

g est strictement croissante sur Jo +o | .

Onax> a implique gx)> ga). Or gla)=0alors g x)> 0.

Partie B

10

2 2 X
X"e  —xe

= xe™ (xex -1)

a) Pour tout nombre réel x , f(x)

Ona lim xe*=0; lim (xe* -1)=-1
X—>—00 X—>—0
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. X, X
ite, lim xe (xe” —1)=0.
Par suite . & ( )
it que lim f(x)=0
On en déduit q v (x)

b) Interprétation graphique : la droite d’équation y = 0 est asymptote 4 (C) au voisinage de — oo .

ST ; X . X . X
. a)Ona l',m X=+40 ; lim e"=+w0; lim =+ : ~1)=+00
2. a) X don - Vi Xe'=+w ; xIlm (xe )

; . X X
Parsuite, lim xe"(xe” —=1)=+o0,
X—r+oo

Par conséquent, lim f(X) =+ |
= X—>+o

Parailleurs, lim —— = lim = lim (xe> —e¥)
X—+0 X X—+a0 X X —>400

: X
= lim (xe" - l)ex
X—>+00

o~ X ;
Ona Ilim (xe" —l)=+oet Ilim et=+oo
X—r+o0 X—>+00

- x x
Donc, lim (xe” —=1)e” =+
X—t+0

. . f(x)
Par conséquent , lim —— =+
X—+0 X
¢) Interpréation graphique: lim f(x) =4 et lim @=+m ermet de dife dua
" X—4o X—»400 X P q

la courbe (C) admet en +0, une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées.

3. a)Pourtout nombreréel x, f'(x)= 2xczx + szezx - (x+ l}ex

— (2x2+2xex }czx -(x+ l)ex
= 0%E e = e ge®
= (2xe™ - 1)(x +)e*

= x+1 g(x)cx.

b) f(x) est sous la forme d"un produit de facteurs dont on considére les signes :
Ona:x+1=0 © x=-1.

X
Pour tout nombre réel x, € >0.
Vxe]-mia |, x)<0,Vxe|a +o[,gx)>0 et ga)=0.
Ona 035<a <036 et -1 <a.D’ou le tableau de signe ci-dessous.

147

Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C -

N - -1 u E

w - ) + +
(.‘K ¥ + + T o
ax) = ' ) + g
°(x) + b) - ) + e
—_—

On déduit du tableau que : Y xe |- -1 [U] @ ; +o L0 (x)>0,Vxel=1 ta[ F(x) g
fr(-=Ff(a)=0

¢) Vxel-o -1 U ja (4% [. F"(x)>0

Done f est strictement croissante sur | —o :=1| etsur|a 4@ L

Par ailleurs, ¥xe] -1 ;a[. 7 (x)<0

Done f est strictement décroissante sur |-1:al.

$HOn a: (o) = 02c?® —oe®, a)=0 avec oa)= ae —1.

Donc, aca = -
2
Par suite, (o) = azcza —ae”
= (cmﬂ)2 ~ e’
] I
42
|
4

Tableau de variations de

X -0 -1 o + a0
f7(x) + b ~ D +
-2 -l
e +€ + 00
f(x) /
1
0 e
4
. ]
f(-1)=€¢ +¢ et floo)=——
4
4. a)f(0)= Ozczxg—{]xeo ; 1(0)=0.

b) [ est continue et strictement croissante sur | o ; 4| .
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. =1fi : i
f(] a #+oo[) = ] f(a) xllpnlm f(x) |

=]——;+0o|.
; i 1
Donc, f réalise une bijection de | a ;4| vers | — — ; 4+ [.
4

Onale] —— ;4]
4

Par conséquent, I’équation f( x ) = 0 admet une unique solution P dans | a #+o].

¢) Vérification : £(0,56) = —0,19 et (0,57) ~ 0,0079
f(0,56) et (0,57) sont de signes contraires, donc 0,56< 3 <0,57.

d) fest continue et strictement croissante sur ] -0 ;=1] .

Ona f(l-:-11)=10; e 2 +&~ 1 | done Vxe] ~o:=1]. 60 ]0: e 2 +¢ 1 ]

I1 s’ensuit que f(x) > 0.

f est strictement décroissante sur [-1 ;o[ .
Donc -1 £ x< 0 implique f(x) > f(0) . Or f(0) = 0 donc f(x) >0.
O<x<a impliquef (x)<f(0) doncf(x)<0.

f est strictement décroissante sur [ ; +o].
a < x< P implique f(x) < f(B).Or f(B) =0 donc f(x)<0
x> [ implique f(x)>f(p)donc f(x)>0

En définitive, ¥V xe] —c0 ;0[ W B ;+e0 [ ,f(x)>0,Vxe ] 0 ;B[.f(x) <0 et f(0)=f(P)=0.

5. Latangente (T) au point d’abscisse 0 apour équation y = '(0) (x -0) + £(0)
Ona f’(0)=(0+1)g0) eG ; FP(0)=-1et f(0)=0.
Par suite, (T) a pour équation y = — X.

Partie C

1. s(0)=0 et t(0)=0.

2. Premiere méthode.

X X
Pour tout nombre réel non nul x,s(x) = X€ —X€

= xe (e* -1)

Considérons le signe de chacun des facteurs du produit ci-dessus :
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vx e R, ex >0,

Dcplus.ex—l=0 < e” =1
< x=0

i X
Par ailleurs, cx—-l::[) o € >
e x>0.

Donc, ﬂx—]e:(lc:' x<0.

De ce qui précéde, on a le tableau de signe ci-dessous :

- D + 00
- h +
¢ i Gl
X - b +
e -1
s(x) + D +

I résulte du tableau de signe que pour tout nombre réel non nul x.,s( x)>0.

Deuxiéme méthode.
¥x<0,2x< x donc t:?':'i < ex s

2x
:-:cx <xe car x<0

2X

xe -x ex > 0.

Par suite, pourtout x<0,s(x) > 0.
: X X

Par ailleurs, Vx> 0,2x> x donc € > €
2x X

xe >x¢€

2X

X
xe —-x€ =0

Donc, pourtout x> 0, s(x) > 0.

car x>0

En définitive, pour tout nombre réel non nul x, s(x) > 0.

X
Pour tout nombre réel x, t * (x) = X€ .

X
Pour tout nombre réel x, € >0.

. B i X X
Par suite x< 0 implique x € <0 etx>0,x€ >0

Donc, Vx<0, t’(x)<0et Vx>0, t’(x)>0.

Par conséquent, t est strictement décroissante sur | —0 ;0 [ et t est strictement croissante sur ] 0 ; +a|.

t est strictement décroissante sur | —0 ;0 [.

Vxe] -0 ;0][,x<0donct(x)>t(0).0rt(0)=0alors t(x)>0
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t est strictement croissante sur | 0 ;40 |,
vxe] 040 [ x >0donct(x)>1(0)alors t(x) > 0
En définitive, pour tout nombre réel non nul x, t(x) > 0.

s(x) > 0 donc x ch > X ex

X
t(x) >0 doncx € > ﬂx -1

. X X
Parsuite, € —1 < Xx¢ < xezx

a) h(0)=0

b) Onapourtout nombre réel non nul x, x er > eJ'l — 1 donc x ezx— ex+1 > 0.
Par s’ensuit que, h(x) >0

¢) VxeR, f(x)—t(x) = xz ezx—x Ex+x
= x(x ch - Cx + 1)
= xh{x)
Pour tout nombre réel non nul x, h(x) >0
Donc : ¥x<0, xh(x) <0 et ¥x> 0, xh(x) > 0.
Par suite, VX< 0,f(x) - t(x) <0
On en déduit que (C) est en dessous de (T) sur | —e ; 0].
Ensuite, Vx>0, f(x) = t(x) > 0.
On en déduit que (C) est au dessus de (T) sur | 0 ; + oof.
h(0) = 0 implique f(0) —t(0)=0. Donc, les (C) et (T) se coupent au point d’abscisse 0.
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d) Tracéde (T) et de(C).
T
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: 1 H H H . i
: ! i : H i
i H L B : i
: H £ : - :
L LT by 2 2 i
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DEVOIR N°8

f(0)=0.
Donc O est invariant par f

_ 1
Soit Z un nombre complexe différent de —i, f(z) =1 <

2z -1
= iz=i(2z-1)
= iz = 2iz+1
< =—iz=1
— Z=1.

Done, I'image du point A par f est le point A.

1 ' i1z
a) Pourz différentde —i, z —i1 = -1
2 2z—1
B iz—2iz+i2
2z —1i
iz +i%
2z —1
-i(z-1)
2z—i
v —i(z =) gy =
b) Z-1= — = — = 3
2z -1 z—1 2z-i
y A | iz
== pia 5
z—1 (2z-1)z
1Z
1] e 5
z -1 (2z-1)
ﬁ-—- - —
Z—i y A
' -
z -1 2z
5 — = —
Z—1 yA
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4. Pourz n' étant pas imaginaire,

(- - SR
?;.-:-E-—_—I::sarg iJ=arg(“z 'J+2Rﬂ;kEZ
z z—i z Z—1

z-0 z-1

'— z =i )
=>arg(z 0)=arg(—|)+arg[ ')+2kn,kez

= mes(afl.;()M ')=n+mes(m;AM')+2kn';keZ

= mes(agf!q . (ﬁ) = mes(m g FTI\I') +(2k+)nkeZ

= 2(OM ; OM"') =2(AM ; AM)

Puisque les points O et A gopartiennent & I'axe imaginaire et M n’appartient 4 I'axe imaginaire alorg ke

Points O,A ¢t M ne sont pas alignés. '
On peut conclure que les points O. A,M @ M’ sont cocycliques.

3
5. a) PourM(£+—i),
2 2

Ona M’(—~5—+——i )
58 58
b) O,A,M etM’ sont cocycliques.
Donc M *apparient & I'intersection du cercle circonscrit

31
au triangle OAM et a la droite d’équation y =§

31
(avec E ~ 0,53 ) et I’abscisse de M’ est négative.

P, AT i
_EXERCICE2 >
1. a) Ilexiste desentiers pet qtelsque: a =a'd et b= b(d.

Il s’ensuit que (a ‘c[)2 + (b'd)2 =801 donc dz(a '2+ b'2) = 801.
Par conséquent, d est un diviseur de 801.

Par ailleurs, d divise a et b donc d divise m.

De ce qui précéde, d est un diviseur commun 2 801 et 120.

Puisque les diviseurs communs (dans N ) 2801 et 120 sont 1 et 3 donc les valeurs possibles de d sont |¢

b) (a+ bJ2 = 32 + b2 + 2ab donc (a + b)2 =801 +2md.

Pourd =], (a + b)2=801 +240=1041.
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Or 1041 n'est pas un carré parfait doncd ne peut dre égal a 1.
Pourd=3, (a+ b}z = 1521 donc a+b=139.

Déterminons a et b sachant que a>b, PGCD (a;b)=3 et a+b=39.
PGCD(a";b") =1
a'+b'=13.

I1 s’ensuit que les couples (a, b) tels que a > b sont : (36, 3), (33, 6), (30 9),(27 ,12),(24 ,15) et
(21,18).

Puisque: a =3a' et b=23b'", onrésoud le systéme{

2. a) Ona:a=ad et b=b’d donc ab=a'b’ {12.

Orab=md donc m=a’b’d.

Puisque 2m+3d = 78 alors d (2a'b’ + 3)=78.

Donc 2a’b’ +3 est diviseur de 78.

Ona a’2let b’21donca’d > 1,2a'b’+3 2 5.

Deplus, 2a’b’+3 =2(a’b’+1)+1. Par conséquent, 2a’b'+3 est impair.

b) Les diviseurs de 78 sont : 1,2, 3,6, 13,26,39 et 78.

Comme : a>b alors a’ >b’.

Ce qui conduit & un seul couple (a’, b’) qui est (5,1)

Il en résulte que d’une part : 2a’b’+3 =13 et d=6

On en déduit le couple (a, b) qui est : (30, 6).

D’autre part, 2a’'b’+3=39 et d=2

On en déduit les couples (a, b) qui sont : (36, 2) et (18, 4).

On conclut que les couple (a, b) recherchés sont : (30, 6), (36,2) et (18, 4).

@ PROBLEME
Partie A

1. Pourtout nombreréel x, g'(X)= —(ex +e_x)+(l—x)(ex He_x} +Ze_x

x -

X, X —X - -
=—-€ —-¢ +e -¢ —x(ex—e x)+2ex

x o
= —Xx(e" -e x)

= - x(ezx -Ne*

g(x) = x(1-e>X)e

2. Considérons le signe de chacun des facteurs du produit x(1 —ezx et

el & wi

Bl e i e B e

< x=0
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2x

Par aillcurs, 1- e2X>0 & e~* <1

X
< x<0.Donc, ]—a2 <0 x>0
On a le tableau de signe ci-dessous.

X -00 0 + 0
X - D +
-X +
e +
= c2x 3 i B
g (X) = p =

1 en découle que: ¥ x € | =0 :0 [L] 0 s+, g'(x) ¢'0 et g(0)=0.
On en déduit que la fonction gest strictement décroissante sur

3. g(0)=0 et gest strictement décroissante sur R.
V xe]-;0[ x<0 doncg x)>g0). Or g(0)=0d’ol gx)>0.
Par ailleurs : V x €] 0 ;+oo[, x> 0 donc g(x) <g(0) d’oi g(x) < 0
Par conséquent : V X €] -0 0 [, gx)>0 etV x €] 0 ;+o0[, gx) <0.

’ Partie B
1. lim fx)= lim —
x20 7 x50 eX_ o X
. |
= i ———
X.—)'O ex_ e—x
X
: 1
= lim
X230 eX_ 414 7%
X
. |
= |im
G =k
X -X
el
Ona lim - Pz an Z R ™ |
k. : donc xlﬂ?l)( X) =0 implique ‘11-310 : =y

Par conséquent, lim : = -1-
x—0 X -1 e X 2

T

X =X
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1 1
Par suite, x"—TG f(x)= F . Or f(0) :E donc x.]!-TO f(x)= f(0).

On en déduit que la fonction f est continue en 0 .

Complément : Autre maniére de calculer  lim_ f(x) .
x—0

X
im f(x) = lim_— :
:Jl—TO (‘) t]—bﬂ g.’\_ e_'\

hY

= |lim —,
.\Z—)O cz‘\_.l

I
- - P
ga
- o
L

2x

c
Ona lim (2x) =0 donc lim
x—0 x—=0
i X 1
im ——— = —
Donc, Rl 62;\ > 5

c:‘i

Par suite, lim_f(x) = —
x—0

Vv xelR*,- xelR* et f(—x) =

Donc f(- x) = f(x).

En définitive : ¥ x € R*, —xe R*, f(— x)=f(x) deplus, f (=0)=£(0).

Donc: Yx € R,f( - x) =f(x) donc f paire.

Interprdation graphique : (C) est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.

3.

lim f(x) = lim -
X—r+© ) X400 oX _ o™X
. 1
= |im

X400 X _ X
X

157
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= |lim
X—+00 X |
X xel
o) li +00 lim e =+4w, lim xer =+ donc lim : =0
na lim x= , = " = Snt e
X —>+00 X—>+00 X —>+00 X400 o X
. et
Parailleurs, lim — =+,
X—+0m0 X
X , 1
c X :
Done, lim (——=—x) =4 o _liM ———=0
X—+00 X xcx X—>-+a0 ex 1
X xeX

Onendéduit que lim f(x) =0.
X—>+00

Interprdation graphique : L’axe des abscisses est asymptote a (C) en +oo.

x —-X X =X
e —¢e -x(e +¢€¢ )
4. Pour tout nombre réel nonnul x, f'(Xx) =
X -X.2
" =<e )
X - X -
e —¢e " -xe" -xe
(ex K )2
B i g gl S
(cx e g )2
(-0t +1-xe * —2e7X
(ex _ e~x)2
_ g(x)
e g% }2

. ) X -x.2

_ 5. VxelR*, (¢" —e )‘) >0 donc lesignede f* (x) est celui de &x).
Vxe|0:+oo[, gx)<0.

Par suite : ¥ x €] 0 1400 , f* (x) < 0.

On en déduit que la fonction f est strictement décroissante sur | 0 oo

Partie C

L Vxe]0;l],h* (x)=f"(x)-x.

2. a) Vxel0:1],f(x<0,
Il s’ensuit que h” (x)<0.

b) h(0)=0.

X>0et—x<0donc f’ () -x<0
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v x€]0;1], h’(x)<0 donch est strictement décroissante sur ] 0 ;1].
On a h continue et strictement décroissante sur | 0 ;1]

h(10:11)=1h(1):h(0)[.

Orh(0) =0 donc h(|0;1])=[h(1):0].
Par suite, V x €] 0;1] ,h(x) € [ h(1) ;0].
11 en découle que h(x) < 0.

l+x2

Ona:¥xe]0;l), (x)=f(x)-
l+x2

2

1+Xx

Puisque h(x) <0 alors f( X ) - <0

2
f(x)<

2 2 2
2) Vxew:l].f(x)-:”; o 2" 2 Pl doiie 4>
Ir—xz l+x2
<f(x)<

b) Vxe]0;l1],

-X <f(x)—f(ﬁ}{x

2 x-0 2

s T < T =ty
1 = ={}3 e [
nax—>02 i |
> >

o SAIC0)

|
x—0 x=0
>

On en déduit que f est dérivable a droite en 0.
Donc, fd'(l}} =0.

Par suite,

Interprdation graphique : La courbe (C) admet a droite au point d’abscisse 0 une demi tangente

horizontale.

Partie D

1.

Tableau de variation de f sur son en ensemble de définition.

X + o0

f*(x)

o | — e
|

f(x)
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DEVOIR N° 9

el g R

Le discriminant A= 20 donc, les solutions de I'équation ( 1) sont : 7 et =

1 1
(zo + —)2 +Zg + —-1 =120+2+—+20+———I
Z Z 22 Z
0 0 0 0
din 4ir  2in 2in

=l+es+e5 5 3

+€ +€

n  6n . ;
De plus, ————5 et 5 sont des mesures d’'un méme angle orient€.
2  8n
Il en est de mémede —— et —

5 5

I1 s’ensuit que,
2in 4din 6im  8im
5 5 5 5

1 2 1
(Zg+—) +25+ —=]=l+e
Z 4
0 0

+€ +€ +e

2 3 4
-1+zﬂ+z{}+zﬂ+zo.

Laissé au soin du lecteur.

2 3 <
Or 105 =1 donc 205 -1=0

2 3 4
Par conséquent (zo—l)(l+zu+ Zg +Zo *+7 )=0

De plus zy # I,

2 3 4
pa_rsujtc,l+20+20 +ZU +ZO =,

dim 4in 2in 2im
5 5 5 5

l+zﬂ+zzﬂ+z3ﬂ+z40=l+e +e +e +e
4 2n
=14+ 2cos(—) +2cos(—)
5 5
2 2n
=4m52(—)+2ms(—)—l.
5 5
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2 3 4
Or.l+?.0+z.n +7y +1, =0

2 2
’ Donc, 4C052f?n]+2ms(%[)—l =1,

2n
Ce qui permet de dire que cos( — ) vérifie I'équation (1).

-—I—\E —I+J§

Par aillcurs, les solutions de I'équation (1) sont : el
4 4

—1=+5 o 5
; J— 01:1—1+J;r:l)

<

4 4

avec

2 n 2 = 2n
Deplus —-—<0; 0<— <~ donc, COS— >
PSS —g = 57

5
2n —I+Jg

Par suile CO§ —=—«—
5 4

1. Voir ligure

3
2. a)Ona B(-—i) et P £
2 2

Done, le milicu du segment [BP] est le point d’affixe

1 5

__+_
2 ) o 21
=~ c'est-a-dire COS
d)

b) Voir figure.

[

1. Déterminer le nombre de maniéres de ranger 5 pions, a raison d'un pions par case, revient d déterminer
le nombre de combinaisons de 5 éléments dans un ensemble 4 16 élémenits.

; J 3 &5
Par conséquent, on obtient C] 6+ soit 4368 répartitions possibles.

2. Ranger deux pions au plus sur une méme ligne revient a avoir :
Premier cas : deux pions sur une méme ligne et un pion sur chacune des autres lignes
Deuxieme cas : deux lignes comportant chacune deux pions et une ligne comportant un pion.
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Dans le premier cas :
Le nombre de maniéres de choisir une ligne comportant deux pions et trois lignes comportant un pion

chacune est Cl,{ X Cg

. 2
Pour chacune de ces maniéres, on a C4 X C‘I_l_ X CL X C‘l_; possibilités de placer les pions.

1l en résulte CL x Cg x Ci x Ci XC}:I . Soit 1536 maniéres.

Dans le deuxi¢me cas :
Le nombre de maniéres de choisir les deux lignes comportant deux pions et la ligne comportant un pion

est Cixclz.

Pour chacune de ces maniéres, nous avons Ci X C?; X C‘l_t possibilités de placer les pions.

2l 2.
Done, C4 X CZ :»:C4 xC4 XCL. soit 1728 maniéres.

En définitive,on a 1536 + 1728, soit 3264 maniéres possibles.
3264 68

, 501t —.

Par suite, la probabilité d’avoir deux pions au plus par case est
4368 91

@ PROBLEME
Partie A

1.
1 1

a  Jim i = lim (" )" ln((x ™)™,

‘%lnx IIn{th ln

I

lim n"x(tint)" .

t—0

ona limtint=0: lim (tint)"=0; limn"x(tint)" =0
t—0 t—0 t—=0

Donc, lim_f_(x)= 0.

o x>0 N

or,f (0)=0, alors XIE?U f (x)= fh (0.

Par suite, fn est continue en 0.

n
b) lim fn®)-fn @ _ lim AMEL . it (Inx)".
x—0 x=0 x—0 X x—0
> > >
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f(n (0-fn© _,

. n_ .
Si n est pair, Jﬂ'{)(l“x) =+ o donc xll% e

> >

fn()~fn (0) _
x-0

. n .
Sinest impair, lim (Inx)" =-c donc lim
x—0 X
> >
Par conséquent, pour tout n entier naturel non nul, f, n’est pas dérivable & droite en 0.

Donc, la courbe ( Cn ) admet i droite au point d'abscisse 0 une demi- tangente verticale.

. - . n
¢) Ona xll)n}-m fn (x) ¢ lim x(Inx)
=400,

n
Parailieurs, lim W _ iy MInx)

X—+0 X X—>+0 X

1]

. n
lim (Ilnx) .
X —»+00

+ 00

. i OO

lim L.
X+ x
Done, la courbe ( Cn ) admet une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées.

Interprdation graphique: Pour tout n entier naturel non nul, lim fn (x)= +w et
X—>+c0

1 5
a) VnelN*elee]ﬂ;+m1.f'n(x)= (Inx)n +nx— (Inx)n .
X

= (In x)n' +n(In x)nﬂl
=(n+Inx) (In x)“‘l 2
b) Sinest non nul et pair alors n —1 est impair.

Donc, x> 1 implique In(x)>0 et (In x)n—l >0

O<x< | implique Inx <Oet (In x}n“l <0.

¢) Déterminons le tableau de signe de la dérivée.
Ona,n+Inx=0 < Inx=-n.

o ||
& x= €

n+Inx>0 < Inx>-n.

-1 e -n
< x> € , on en déduit que n+Inx<0 & x< €
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Premicr cas : n est pair ,n =1 est impair.On la tableau de signe de f b (x) ci-dessous

A 0 ehn 1 +
n+ Inx - ) * +
(In X]n—l = - D +
! + Y = D +
f' (%)
D’ol le tableau de variations de fn
A 0 @3_" 1 + o
() b - b :
——n}n + 0
c
fn (x) \ /
0 0

-n =N n _
f, (e J=(—e} (=0
|
Deuxiéme cas : n est impair ,n—1 est pairet Vxe€ |0+ { I }, In(x) # Odonc (In x)n >0

Pourx=1, (In x)npl=l} ;

11 s’ensuit le tableau de signe de f 'n (x)

X 0 C_n 1 +
n + Inx - h + &
(In x)"_] + + ) +
] . — D + D +
()
D’oi le tableau de variations de fn
= 0 'ﬂ'_n 1 + @
' - D + +
f n(x) |
0 0
0
fn f (x) )
—nn
—)
e

= -n
f, e )=(—)" (=0
c
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3. VnelN*
I'I,| (0) =0 donc le point O appartient a [Cn ¥
fn{i}:l] done le point 1 (1 ;0) appartient a {Cn ):
Enfin, fn (e)=c¢ donc le point A(e :e) appartient a ( Cn ) .
n+l n
. % o Y — = X C -x (Inx
4. a) Vnell* aVx>0, fn+| (x) fn (x)= x (InXx) (In x)
=x (In ,\)n (Inx-1)
=X{In x}n (=1+Inx)
Ona -l+Inx=0 & Inx=1.
e x=e,
Par ailleurs, =1+ Inx>0 < Inx> .
< x>¢, donc =l+Inx<0 & x<c¢
Premier cas : n pair
Pourn pairet ¥ xe |00\ 1}. (In :'L]n >0
Par suite le tableau de signe suivant :
X 0 ! ¢ +
-1+ Inx - = ) 3
(Inx)" + b + +
foer (- fn (x) - y - b +

Il résulte que: ¥V x € ] 05 |u11;c|.fn+] (x)-f, (x) <0

D’ﬂﬁ{CrHl ) est en desspus de (Cn) sur |01 |etsur]l el
Parailleurs, ¥V xe e 4o | , fn-l-l (x) - fn (x)>0

Dong, ( Cn+l ) est au dessus de (Cn) sur ] e i+ |

Enfin, les deux courbes se coupent au points [ et A.
Deuxiéme cas : n impair.
Vxe|0:1]., Inx<0done (In x)n«:D;

vxe)l; 4+ | ,Inx>0 donc (In x)" >0.
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Par suite, on a le tableau de signe suivant.

X Q | c + o
~1+ Inx - = h A
(In x)“ - ) + &
f:[‘l+| (X] . fn (\:' + ) - D +

Du tableau il ressort que : V x € ] 01 [U] e 40 | fn+l (x) - fn (x) >0.

D’ou, (Cn+l ) est au dessus de (Cn} sur ] 0;l [el sur]e o ].

Parailleurs.V xe |1 ;e , fn_“ (x)—fn (x) <0.

Par conséquent, ( Cn+l ) esl au dessus de {Cn) sur |1 :e].

Enfin , les deux courbes se coupent aux points I et A.

a) | est impair donc le Lableau de f] est le suivant :

X 0 [3_[ | + ™
rl "(x) - o + o +
0 +00
fi (x) 0
~]
c
2 estpair donc le tableau de [, est le suivant :
A 0 G_z I + @
f2 '(x) - - D +
4
7 iy
fz (x)
0 0
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b) fl est continue et strictement croissante sur | — :2|

3 33
Ona fI{]-;ZI}:] —In —;2In2| .
2 2 2
3
2

Donec, fl réalisc une bijection de | 2 sur] —In —;2In2] .

3 3 3 3
Ona —In—= 06et 2In2= 138 doncle | —In —:2In2|.
2 2 2 2

3
Il s’ensuit que I'équation ['] (x) =1 admel une solution unique a dans | -2- 2.

3
c) I'l est strictement croissante sur | E 2[ donc sur | '; af .

3
Vxe]l— :a| .x<a donc fl (x)< f](u] "

Puisque I'1 () = 1 alors fl Cxdal

Par ailleurs, fl esl strictement croissante sur Ja ;2|
Vxela 2| .x>a donc fl (x)> 1'] (a) .

Or fl (a) =1 alors f"l (x)>1.

3
En définitive : VXE]:‘Z- caf . I'I (x)<let Vxela ;2. fl (x)>1.
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6. Tracéde (Cp) ¢t (Cy)

rree s ] ada o

Nf

Partic B :

1- a) Ona fl (0‘-:'=l
Or fI (a) = aln(a) donc aln(a) = 1.

1+ a

Par ailleurs, gla) =
|+Ina

~ (1+a)u

a + alna
(1 +a)a

at+l
=a.

|
I+lnx — (14x)—

3 X
b) Vxel—;2].g’ (0= :
2 (1+inx)*
fl{x)—l
" x(1+Inx)*
169

Scanned by CamScanner




Avomaths Terminale C

3
¢) Vxe| —;2],x>0,donc x( 1+Inx) 2::-()'.
2

3
VxE[E o, I'I (x) < 1 donc I'] (x)-1<0

el xelaa 2], fl ( X) >1donc f'l (x)—1>0.

3 rl (x) -1 . . .
Par conséquent, Vxe | — ;af, <0, qui conduit a g ’(x) <0.
2 x(1+Inx)
fl(x}—l 50
Et, ¥xe [a 2], ——2«;-0, qui conduit & g’ (x)>
X(1+Inx)

11 s’ensuit le tableau de variation ci — dessous.

3
X —_ o 2
2
g (x) - b +
5 3
3
&(x) 2(14n>) 1+In2
o
. _ . 3
gesl continue et strictement décroissante sur [— ;o ] .
‘i 3 5
—=sa])=[la;, ————
g ) =la 3 ]
2(14ln—)
2
5 3
Ona ——— =177etae] — $.4 |
2(14+ln—) 2
2
5 3
Doncla; —]c[— 2].
2(1+ln—)
Z

Par ailleurs, g est continue et strictement croissante sur [a :2].
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gla 2D)=la; ].Ona = 1,77.
+In2 1 +In2
3
Donc [a ; el — 2]
| +In2 2

: 3
Par suite, | —; 2] =| — ajula 2]
2 2

3 3
Donc, & IE ;2|)=E([E vaDugla 21).

3 3
Oncnde‘duitqueg[[E ;2]}:[5:2|.

a) fl est strictement croissante sur [ — ;2

3 3
Donc, ES X £ 2 implique l—fI(Z) < 1- fll.'x) < l—f'E ( E ¥

' - 3
Ona: 1—f1(2)z—0,‘33 et ]_fl ( E )= 0,39
3
Par conséquent, |1 - fl(x)l < 1= ()

3
En définitive, pour tout nombre réel appartenant a I,l fl( X)— 11 < l—fl ( E )-

3 3
Ona x > — implique Inx 2 In—etl+Inx 2> 1+ In—.

Or —>1, In—>0do0 1+ In—>0.

3
2 2 2

2 3 32
Il s’ensuit que x( 1 +Inx) 2*2- (1+ IHE) :
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“ﬁ”“l '

—— fi(x) -1 R ey,
X(1+Inx) | : X(1+Inx)

3 3
Ona x( 1+lnx) 2 ai—(l+ln~—) 2>0.

b) Pour tout xel, |g'{ x) =

D : 2
onc - g "
p] 3
X(1+Inx) 3(1+In —2-}2

3
On a montré i la question a) que |1- FI (3|8 - f] £ =),

| 3
x _—‘—'—2‘ < {l ‘“fl (“J)K
x(1+Inx) 2

Avec I'inégalité précédente, on obtient

f] (x)-1

3(1+n 2y
2

3

2(1-1,(2))

3 2

Par suite, lg‘(xﬂ <

3
2(1-f,(2))

3 550,13 donc lgx) | <0,13.
3(1+1n5)

Comme

B 3 3
gest dérivable sur | E 2] et Vxe | — 2] , |g‘(:»;) | < 0.13.
2

3

Puisque ae[a ;2] alors, d’apres I'inégalité des accroissements finis,

3
sz[? 2. | g% - ga) |<0.13] x= o |

Sachant que g(o) = ¢ alors |g(x}—a |SO,13ix—(ﬂ.
a8y 1. =9 ]
a) o =2donc UD E[—2-;2|.

3
Supposons que pour un entier naturel k>0, Uk € [— 2]
2

-

3
Ona: Uk+l =g(Uk)el o Uk}Eg(I“i 2])
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3 3 3
Comme g(lE ;ZIJCIE:ZIanrs Uk+le[—2~ 2].
3
Conclusion: ¥ne N, U, EIE:ZI.
3
b) vneN, U, EIE;ZI-
3
Puisque : Vxe | E +2], Ig{x}—u'ﬁﬂ.lﬂx—ﬂ alors |g(Un] ~al<0,13| Uy -al.

Deplus, g(Up) = Un+|.

Donc, | Un+l -al<0,13] Uy ]

: 3
a) Ona —<a<2;-2<€-a<-—,
3
2-2<2-a< 2—;

|
Or UO =2 alors 0< UO—U.S;

|
Il s’ensuit que, | Uy —a | <—
q 0 5

Sy | < | U -l sx0i3) ©
Sachant que (0,13) ~ =1 et UO -a _Exlalors 0% _Ex(, § =,

l k
Suppasons que pour un entier naturel k>0, | Uk ~al 55 (0,13) .

On a par la question 4b) que | Uk+l -alg013] Uk-ak.

I k+l
P squent, | Uy ., —a l<—x(0,13) ;
ar conséquen K+l 5

1 n
Conclusion: VneN, | Un—al < ~2—(0,13) .

: n : 1 n
T - =0; —=(0,13) =0.
b) Ona: -1<0,13 <1 donc Irll:m (0,13) =0; n]"fu 2{, ) | 0

I n )
Puisque : ¥n € N, | Un-alégx(ﬁ,lﬁj alors nE:Eil-w Un=u.
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a) Up est une valeur approchée de a a 10_2 pres si | UP - 1510_2.
| | ;
Puisque. | Up-rmlﬂ_z-x {0.[3)p. il suffit que Ex (0.I3}p5 10 2.

-2

| | =
Ona E-x (U.I3)p <10 7 o In( Ex (0.13)p}5 In( 10 2}'

< =In2 +pln (0,13) £ -21n10
< pin0,13 <-2In10 + In2.

2—21n10+ln2 0.3 2 Vsissh D
S p2— car 0<0.13< imphique In (0,13) <.
In(0,13) .
=2In10 + In2
De plus, —— =~ 1917.
In(0,13)
Par conséquent, p = 2.
b) On vérifie que : Up =1,77L.
174

Scanned by CamScanner



I.I

2

Avomaths Terminale C

DEVOIR N°10

— — I
Soit O le point de la médiatrice de [AB] tel que Mes (OA;OB) = -2— .

11 s’ensuit que le triangle OAB est rectangle isocéle en O et de sens direct.

—

n .
Donc I'ensemble des points M tels queMes (MA;MB) = — est I'arc AB privé des points A ¢t B .
4

D aprés la relation de Chasles,
(AF:BD) = (AF;BF) + ((BF;BD)

— (ﬁﬁ) - (ﬁ;ﬁ))
Le tiangde BDF est équilatéral de sens direct.

Donc Mes(B_F};B_'D) = - : :

Par ailleurs, F appartient a ( I ) donne
—a—r
Mes(FA;FB) = E )

Par conséquent une mesure de I'angle orienté

= == T
(AF;BD) est ——
12

~ EXERCICE2 >

a) O milieude [AB] et (A) médiatrice de [AB]
Ona AB(-2a:-2p)d OM(x;y)
Me(A) < AB. OM =0

= -2ax- 2py =0

a
= y=-——X.

b yo=-o e xC=Bdonc. Zp= xc+iyc=ﬁ+i(—[ﬂ-

Par suite, ZC =-ia
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g €Tt

= =1
ABC est donc un triangle rectangle isocéle en C et de sens direct.

3. OA= |a|=r; OB= |al=r:0C= lal=r.
Par conséquent, OA =OB=0C=r
Done. ( T") est le cercle de centre O et de rayon r.

p . _(I+i)a|2—ia2+ia2
. ZA-

al-a
Par suite z'A= —1a
Donc (A)=C

. (1 + i)(-ia)z- 1a(-ia) + ia2
ZC=

ai +ia
Il s"ensuit que : z‘cz ia.
Par conséquent f(C)=C" ou C’ est le symétrique de C par rapport 4 O.

P - 1D
) (I + 1)z" —iaz+ia
5. Z —a=

- —4a
dl —Z

U+ i)z —jazsia® —ia? vaz

ai—z

1+ )24l -i)

al—z

0+ i}zz-aiz (1+1)

ai—z
~ (z—ai)(1 +i)z
- al—z

=—(1+10z.

6. a) Ae(et [(A)=C donc Ze-a=-(1+ i}zA

Par suite, | zc—-a|=| (1+1i) N | donc, Cappartient a(¥)
b) NE(HJ)QIZ‘M—al‘:l{I-i-i) ZMI
— |ZN“‘E'I| =||+1||2M|

= AN =r\15.
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De plus, Ce(l‘}.fn‘cslpasdéﬁniepourzz;-_c, et | ZC,_a|=| (14 1) ZCI

Par conséquent, (V') est le cercle ce centre A et de rayonr 'JE , privé du point C’.

7. Figure

@ PROBLEME

Partie A

1. vxeR, g(x)=—€ @ +xe
vxeR, g(x)=(x-1)e *.

2. ¥xelR, G“x::r(}donc lesignede g’ ( x)est celuide x-1
Vx<l,x-1<0doncg’(x)<0

Il s’ensuit que gest strictement décroissante sur ] — o ;1].

Vx>1,x-1>0doncg’(x)>0
Par suite, g est strictement croissante sur | | ;4 [,
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Tableau de variationde g: g(1)=1 -—.

c
X -0 | + o
g’ (x) - b +
&X)
]
b st
c
3. 1-— cstle minimumde g sur R. Donc: WxeR. gx) 21 -——.
e e
11
Ona:e>2; —<— <
c
|
Dol l-—>0

e
Par conséquent : Vx e R, gx) >0.

Partie B

1. Soit Df I"ensemble de définition de g
xe D & l1-xe *z0.
VxelR, gx)>0
| — xe"x >0

Done, 1 - xe N 0.
On en déduit que I"'ensemble de définition de [ est R.

; ; l
2. Iim f(x) = lim :
X—>—00 X—>=0 |_yxe %

. : =X
Or lim (=X)=z4w, lim (=xe ") =4m
X —>—00 X—>—w

. -X
Done, lim (l-xe 7)=:m
X—>—w

Par SLlilc, IilT] _—J\ =0
X—=>—%0 |—xe
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conséquent, lim f(x) =0.
Par conséq L. (x)

Parailleurs, lim f(x) = lim —m7m—,
X—»+00 X400 |_ya—X
0 lim (-x) =—w, lim (—xe )= i % M=
na X—+0 x_>+m( e ) 0. xmm(l xe )
) l
Donc lim ——— =1
X—>+00 |_xe X
’ensuit lim f(x) =1.
11 s’ensuit que, L (x)
Interprdation graphique:
xliavn:oo f(x) =0 donc, I'axe des abscisses est asymptote 4 la courbe (C) en —c0
lim f(x)=1d | ite d” i = :
L (x) onc, ladroite d’équation y =1 est asymptote 4 (C) en +oo
. (1-x)e ™
a) VXER, f (x) = _‘—_x—z—
' (l-xe )

b) Vx € R, e >0 el (lhxe_x}z}ﬂ donc lesignede f’ (x)est celui de I-x.

Vx<l,l-x>0 donc f’(x)>0

Par suite, f est strictement croissante sur ] —oo ;1[.
Vx>1,1-x<0 doncf’(x)<0

Par conséquent, f est strictement décroissante sur | 1 ;+oo [.

Tableau de variation de f.

X - 00 1 + w
f (x) - -
e
f(x) e-1
0 ]
| €
f{l])= 3 =
_J_ e —1
e

a) Latangente a (C) au point d’abscisse 0 a pour équation y= f’(0)(x-0)+ f(0).
Ona: f’(0)=1letf(0)=1.
Onendéduitque: y=x+ 1.
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I
h) VNEE. f{:\l]—-?&—|=—_ﬂ—-‘_l
l-xe -

I—(l-xe ") x+1)
= x

1-xe

-] x
Xe ‘{x+1—c )
= i

| -xe

€) VxeR, hx)= _ex +X+1; h'(x=1- cx

X X
Ona: ]—c\=0 —
< x=0
p ’ X
Par ailleurs, I—E}“}Dm e <1l
= x<0.
: X
On en déduit que: 1-e” <0 & x>0.

X
Par conséquent, ¥x<0,1-e" >0
h” (x) > 0 donc h est strictement croissante sur ] -0 ;0[.

Par ailleurs, Vx> 0, - g < 0, h” (x) < 0 donc h est strictement décroissante sur] 0+ oo .
Vérifierque h(0) =0

Ona h strictement croissante sur] —o : 0.

Done, x< 0 implique h(x)<h (0) .Comme h( 0 )y=0alors h(x)<0.

Par ailleurs, h est strictement décroissante sur ] 0 + o [

Donc, x> 0 implique h(x) <h( 0).On en déduit que h(x) <0.

Finalement : h(0)=0el V x eIlRM0} , h(x) <0.

xe “h(x)
d) vxeR, f(x)-x1= e
1=-xc
—X =X .
VXeR, € ">0e 1-x€ ">0 done le signe de f( x) - x~ | dépend du signe de celui de xet deh(|
D’aprés la réponse a la question précédente. h ( 0 )=0et VxeIlR{ 0} h(x)<O0.

Considérons e tableau de signe ci —dessous :

X - 0 +
- b +
wa™ gy - : a
f(x) — x=1 + ) -
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On déduit du tableau ci-dessus que :V x €|-w ;0[, f( x)-x-1>0
Donc, (C) est au dessus de (T) sur | — o :0]

¥V xe|0 oo, f(X) = x— 1 < 0.

Donc (C) est en dessous de (T)sur] 0 ;+ o |.

Enfin. (C) et (T) se coupent au point d’abscisse 0.

5. Tracéde (C).

i H | ” Y L et TR '
1 ' ' [ H g 1 H
i H i } i i H i
i i A § i
2 H : : H e il s : 1
H = o H ? PRPRE I r"'""“h““"_T“"m-“"-m.? .............. ¢
: f H H k] e i H H ]
i i i } i o i H i i
s : e T — i
H H H H H ] H :
1 r i [ s A H H :
: i | s :
H ] ] 3 H i 2 e =]
i i i i : H ! i
: 1 % i £ : i i L]
i i £ £ H t 3 T i
1 I [ £ o £ i 5 i
i ] ! £ 3 2 E 5 :
-_———— - - + + + 4
$ H 1 ! : i i i H
£ t : ] : i
i s Ar] e % i foanios sl i
i i i H
H : H H E H
0 e e 4 L R R P LR RS 4 R 4 a4 s A SR R R | — Fremsessenessnssasd

Partie C

; —-X —X ]
1. D’aprés lapartieA3), pourtout xe] 0;I[, | —Xé " >0et x€ "~ >0donc, 0<x€ "~ <I.
2. a) (fn (X)) est lasomme des n premiers termes consécutifs de la suite géométrique de raison
-X
Xe  différent de | el de premier terme 1.
n_—nx
: I-Xx"¢e
Donc, Vn e N*, fj (x)

]

—X
| - xe

n _—nx
I X e
_—. —x — _. Bl
| —xe 1 -xe A
n_—nx

Xxe
”x)-_'Tx'

| —xe

b) Pourxe]0;I1[,x >0.
Ona (:_}"L > 0 donc x E_;\ >0.

; n_-—nx
On en déduit que,0< X € .
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n_—nx
—X impli _—-—-——‘}c £ >0
Par suite, 0<1 - X©€ implique e
n_—nx
f(x)—-x——a—:;-c:f(x)
1 - xe
Donc f (x) < F(x).
n=l k —kx _ &k —kx
3. VneN* f W= kégx e e £ 1O k§0x e
n ok —kx "=l ok —kx
Done, f | (- fy (0= kgox e - k‘E X e
n-1 s n-I r
5 xl‘le—mi Z xke kx Z xke kx
k=0 k=0
n_—nx
= €

Comme 0< xMe ™ alors fn+1 x) - fy (0>0..

D'ou: Vn € N¥, f".""l x> fn ().

Par conséquent, la suite ( (fjy (X)) ;5 ©st strictement croissante et majorée donc, elle converg,

n

4. vYneN* 0< (xe_x) <1

i n_—nx . —-X.\N
Parsuite, lim x'e = lim (xe )" =0.
n—»+0

n—»+c0
3 n_—nx

Deplus, lim (1-xe x):tdonc lim L:O_

n—+e0 N—+0 [_xe~NX
Par aill lim f( T
ar ailleurs, im X) = i R s R (R

B ) =f(x) donc HE)T_w(f(X} T ) =f(x).
En définitive, lim f =
initi Jm n(x) f(x).
\ 182
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DEVOIR N°11

P e

LS

I admet exactement trois racines cubiques donc, les racines cubiques de I sont | ,j €t j

Par suite, (aj)3 = (33)3 = a3 = A,
Par conséquent, les racines cubiques de A sont a,aj et aj.

3. (+i)° = Q+i)1+i)2

= (1+i)2i)
=-2+2i

4. Les solutions de I'équation 23= —2 + 2i sont les racines cubiques de -2 + 2i
(1+i)° =-2+2i

Donc, 1 +1 est une racine cubique de —2 + 2i.
On déduit de la question 2) que Jes racines cubiques de —2+2i sont: | +1, I+ ~=+—1) et

ety - L8,

Ona, (I +i)(—%+£i} __ B -3

2 2 2
(1 +i)(-%--“£—ii) = ";"6 il

2

I++/3 s=lids
Il sensuit que les racines cubiques de —2+2i sont :1 + i, — \/_ + i___Jg et
2 2
~1+43 _l+\/?:
-1 3

2 2
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L

1. Voirfigure
deux rotations de centres distincts dont la somme ¢
2. a) n or, est la composée de ¢ des angle .
2n ;
ol .,._22 = ._EE .Donc 101 est une rotation d’angle —T_ ._
3 3 3 :
iy -
Par la suite nonon est la composée deux rotations dont la somme des angles est _2_IE N
2 3 ?:"I |

Il en résulte que [ est une translation.

b) C'BA triangle équilatéral de sens direct et de centre H donc B (B)=A.

De plus B'AC cst un triangle équilatéral de sens direct et de G donc iy (A) = C.

Donc r] (C)=B.

|
, i
Par suite C* BA est un triangle équilatéral de sens direct et de centre H. I
On déduit de ce qui précéde que f(B) = B.

¢) festunetranslationet f(B)=B doncfestla translation de vecteur nul.
11 s’ensuit que fest I"application identique

3. f=ponon e f=ljdnc goron=1I,.

- -1
N ofnononR =1 Io Id ou n o est la réciproque de n

On obtient Ty 0 r3 = r[_l,

2n

Donc I 0r est la rotation de centre F et d’angle ——.
: 3

& T
4. a) ( D[ ) est I'image de (GH) par la rotation de centre G et d’angle —.
3

( D2 ) est image de (GH) par la rotation de centre H et d’angle —-E
3

b) nor = S(Dl )OS USOS(DZ)danc oIy = S(Dl)o S(DZ}

[0 r3 est une rotation de centre F .

Donc les droites ( D] )et ( D?_ ) se coupent en F,
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5. 5= SD)°5(GH)
) est la rotation de centre G donc G g( Dl ).
Or Fe( Dl ) done ( Dl ) est la droite (FG)
i =S6H)°SD,)
) est la rotation de centre H donc H e( D2 Y

Puisque Fe( D2 ) alors ( DZ ) est la droite (FH)

e 1 e —— T — 2

6. 2Mes( HF ;HG ) =—;— implique Mes( HF ;HG ) = ~3— ou Mes( HF ;HG ) = 3
e M Nl e 2n
2Mes( GH ;GF) = ? implique Mes( GH ;GF) =5 ou Mes( GH ;GF ) = _?

— = — — T
Ceci suffit pour conclure que Mes( HF ;HG ) = Mes( GH :GF) = ; car la somme des mesures

des angles non orientés dans un triangle est égalea
Par conséquent, le triangle FGH est équilatéral direct.
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¢ PROBLEME
Partie A
L lim g0 = lim (x(1- x2)+1-2inx)
" x-0 x—=0
> >
=+ 0D

2

£ = lim - X )+1—2]nx)

th g(x) xh (x(
= =0 .

; N 2 ) >
2. a) Pour tout nombre réel x strictement positif, 8 (x)=1-x"-2x —;

x(1=3x2)—2

X

g(x)=

Ona: x(1-3x2)-2=(x + 1)(=3x> +3x-2)

(x 1)(=3x% +3x-2)

X

Done, g'(x)

b) ¥V xe]0;+o [, x>0, x+ 1> 0donclesignede g’ (x) est celuide —3x2+ 3x-2.
—3x2+ 3x —2 est ! expression d’un polyndme du second degré.
A=-13 donc A< 0. De ce fait, —3x2+ 3x —2 est du signe de -3.

Par conséquent, —3x2+ 3x -2 <0.
On en déduit que g’ (x) <0.
11 s’ensuit que la fonction g est strictement décroissante sur ] 0 ; +oo].

3. a) Lafonction gest continue et strictement décroissante sur | 0 ;+o0 | donc sur |1 ; +eo].
Par suite, g( ]l s+ [) = lim g(x):g(l
ite, g( ] [) ]x—>+c::‘g() g()

=]-w;I[ carg(l)=1.
Comme0 € ]-o ;1] donc, I"équation g(x)= 0 admet une unique solution o dans |1 ;+ [

b) gest strictement décroissante sur | 0 ; +co [.
Done, 0 <x<a implique g(x) > g(a) . Or g(a ) = 0 donc g(x)>0.

Par ailleurs, x> o implique g(x)< g(a) donc g(x)<O0.
En définitive, Vxe] 0 ;o [.g(x) >0 et Vxe|a oo, g(x) < 0.
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Partic B
.1 Inx 2
im f(x) = lim —(—-=(x-1
1. x]ﬂl{)() x—)Ox( = (x=1)")
> >
s 2
= lim —(—Inx - -1 g
x—a»(}x(x s
>
Ona lim *I—=+m_ lim lﬂ?‘l:—m lim lII"IJ‘i:—(t:n et lim (—(X—l)z) =-|
x—0 X x—0 T x>0 x x—0
> > > >

1
Donc, xli_%(zlnx—(x-l)z} =— et J@O%(%Inx—(x—l)z) =—w,
> >
lim f(x) = - .
Par conséquent, ,\:E)nﬁ (x) 0
>

Calculons lalimitede fen + o

; : 1  Inx 2
xin-ll-mf(x) - xﬂx-n-lm;(?_(x_l) )
13y x-1?
= lim = — )
X+ 2 42 X
2 2
; 2 : In(x~) . I In(x*)
= d =0: — =
Ona x-l—l)n}-mx +o0 donc }ghﬂ-m_xi_ 0 xﬂﬂl_wz—xz— 0
_RE
Deplus, lim (_(x D ) =—o
- X—>+00 X
Z 2
: | In(x<) (x-1)
. I R i e
Par suite, xiyn-g-m(Z 3 . )

Donc, lim f(xX)=-co.
X —>+00

2. a)¥xe]0;:+o], f(x)= ]?(]—r:—"(x_l)z)

Inx  x (x-1)2

= )
.7(2 KE

—-X {x2-2x +1) Inx

+
Xz Kz
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5 X, Inx
==X+ =
HHEEE T W
Inx=x
=-—x+2+-——2—-.
X
i x—=Inx
. ., — m
i 0-(-x) = 10,72
1 Inx
= Iim -'-(I—'—'—‘)'
X—>+0 x X
Inx
1_o. gim ™ fim (1-—)=I
ar x-l-lﬂl-oo;:(} ' x-ll)“ﬂ:m X x—)-I-DD( x
1 Inx
Donc, lim —'(1———)=0
x—)+¢01 X

On en déduit que xliﬂ-m (f(x) - (- x+2)) =0
Par conséquent, la droite (4) d*équationt y = —x+2 est asymptote a (C) en + o
Inx  (x- 1)2

3. a) Pour tout nombre réel x strictement positif, f (X)= —5
X X

1. 2
—xx“ =2xIn(x) Zx(x—l)—(x—l)2

Donc, fr(x)= =% 7 >
X X

1-2Ix 2k —2x — X2 42x~1

= 3 5
X x

B l-+2lnx—x3+x '
- 3
X

_x(1=x2)+ 1-2Inx

3
b) Vxe]0;+mo |, X >0donclesignede f'( X ) est celui de g(x).
D’aprés la question 5 Partic A), Vx€] 0;a [, g(x) >0, Vxe] o 7+o0[, g x) <0et g(a)=0
On en déduit que : Vxe]0;a [, f'(x) >0,Vxe]a:+o[, f'(x) <O0el f'(a)=0
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Tableau de variation de f

g 0 a + o
f'(x) + b =
f(a)
f(x)

1 Inl
. a)f{1)=I(HT'*(1—1)2)-

=(.
Par ailleurs, f est strictement croissante sur ] 0; al.
a >1 implique f( a)>f(1) . Puisque f(1) = Oalors, f(ct)> 0.

b) fest continue et strictement décroissante sur | & ;+oo[ donc f réalise une bijection de ] & :+oo[ sur
f(]la o).

Ona f()a o[ )= xi"lmf(x) o)

=]-wf(a)l.
Puisque f(a )>0alors Og]l—o ;f(a)]|.
Il s’ensuit que, I’équation f (x) = 0 admet une unique solution B dans ] o ;+oof.

Partie C

1 1-x
1. a)Vxe]0:+o|, h'(x)=—-1=
X X

Par suite, ¥xe]0;1[, h'(x)>0 et ¥xe]l;+o[, h'(x)<0
D’ou le tableau de variation sans les limites aux bornes de I'ensemble de définitionde h :

X 0 1 + o0
h ' (x) + h -

h(x)

b) -1estleminimumdeh sur ]0;+o][.
Donc V x€]0 :+o| , h(x) € —1. On en déduit que h(x) <0.
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e e ——

h( x)

¢) V xel0;+o| () =(-x+2)= -:—2— .

Vxe]ﬂ:+ml.x2:>0cl h(x)<0.

Done, E-;—) < 0.

X
Par conséquent, f( x) —(— X +2)<0

Finalement (C) est en dessous de la droite (A) sur | O ;400

Tracé de (A) et de (C).

©
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Partic D

A
1. Lacourbe (C) est en dessous de la droite (A) done, A(A) = I (=t+2)-f(t))dt

—Int
I
12
I-In(x)
2. Vxel0wo[ k' ()= —5—.
X
A t-Int
3. AW= | 5 dt
It
At-1+1-Int
1 t
At A 1-Int
=I _dl + I dl
1 2 Iy
Ao A 1-Int
¢ §lencih i T et
It 42 1 2
A 1-Int Int
En considérant la réponse i la question précédente, | dt=]—] -
t
t
Int
Donc, AV = [ln(t)+—1l Pl
InA
= Inl+"+—n——l
7 A
1
= EIE+ln7k+——]
A
. InA 1
4, Ona _lim A= lim | —— +Im —1+—
A—>+o A—>+oo\ A A
InA 1 .
o, lim —=0: lim —=0; _lim (InA-1)=+co.
A—+0 ) A—>+00 ), A—>+0

- InA 1
Done, Ilim |— +InA -1+— |=+®
A—+o\ A A
P t, lim AQ) = +w.

ar conséquen g )
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DEVOIR N°12

G > 3

s vl o
3 _|4iz1-i donc I +i+17 +I7 =0.

1. a) 1+i+i2+i

00 100 _
b) 34—’- 13 il = (14)25 donc i =L
. 2 3.
]%O-R (l+i+12+i3)'“+i+12""3)‘4+---+(1+|+| +|3)|96+il()0
2- 1 =
k=0

3.4k ,.100

= 224(1+i+i2+13)| +i .
k=0

100

' ; = =l
[l résulte de la question précédente que kEO

1. Voir figure

2. AFBestisocéleen F donc F appartient a la médiatrice de [AB].
De plus AJB isocéle en J permet de dire que J appartient a la médiatrice de [AB].
Par conséquent (JF) est la médiatrice de [AB].

— = 2n ===
Ona Mes (FA,FB) =—-§— et Mes (JA,JB):-S—.

Donc Mes(ﬁ,ﬁ) =% et Mes(E,J—F.} =§
On aboutit au fait que le triangle AFJ est équilatéral de sens direct.

D’une maniére analogue, on montre que Mes(‘—_ﬁgﬁf_j) :% et Mes(ﬁ,ﬁ) .—.E .

Il'en résulte que le triangle FBJ est équilatéral de sens dire;ct. :

3. a) f(F)=sor(F) =s(r(F)). AFJ est équilatéral de sens direct donc r( F ) =1J.
AFJ et FBJ équilatéraux donc AFBJ losange.

Donc la droite (AB) est la médiatrice du segment [FJ] d’ot s (J)=F.
Par suite, f (F) =F.

On en déduit que F invariant par f.
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b)  est lacomposée d'une rotation de centre A et de la sy métric orthogonale d' axe (AB).
Done [ est une symétrie orthogonale,

Ona f(F)=Fefl(A)=A.
Par conséquent, [est la symétrie orthogonale d*axe (AF)

a) [AM | diamétre de ( C| ) cercle de centre F donc AM = 2AF.

|AN] diamétre de ( C2 ) cercle de centre J donc AN = 2A1.
Ona AJ=AF donc AN = AM.

g ——r—— T
Par ailleurs, Fe|]AM ] et Je|AN| donc Mes(AM,AN) = Mes(AJ,AF) =—.

Puisque AN =AM et Mes(tAM,AN) = — alors r(M)=N.

w | =

Me(AF)donc (M ) =M
Ona sor(M) =M donc s(r(M)) =M
Puisque r(M)=N alors s (N) =M.

b) Be( Cl) d’ou letriangle AMB triange rectangle en B donc (BM) L (AB) (1)

Par ailleurs Be( {:2 ) d’oll ANB triangle rectangle en B donc (BN) L ( AB) (2).

Des relations (1) et (2), on déduit que les droites (BM) et (BN) sont paralléles.
Par conséquent les points M, B et N sont alignés.

(M )=N d'oll AMN équilatéral.

T

Fe|AM | e Be]MN| donc Mes(M—B,;'I_F.) =

DeplusM € ( C1 ) et Be( Cl) donc FM =FB.
Par suite le triangle M BF est équilatéral.

Comme les triangles MBF et FBJ sont équilatéraux alors le quadrilatére FMBJ est un losange.
Il s’ensuit que MB= FJ.
Par conséquent t(M ) =B.

Ona t translation de vecteur FJ donct (F) =J .Deplus, les cercles ( Cl ) et ( CE ) sont de méme

rayon. Par conséquent ( C, ) est I'image de ( C, ) part.
Yy q 2 1?P

Par ailleurs t(F)=J et (M )= B donc (JB) est I'image de (FM) par t.
De plus {A ;M}:{FM]F\(C] ), {B :P}=[JB)F\(C2 yett (M)=B
Par conséquent 1(A)=P.

W(A)=P et t(M)=B donc AP = MBd’ou AMBP est un parallélogramme

Les diagonales [AB] et [MP] sec coupent en leur milieu. '

Ona montréa la question 3a) que AFBJ est un losange donc les diagonales [AB] et [FJ] se coupent en
leur milieu. En définitive les droites (AB), (M P) & (FJ) sont concourantes.
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Figure - \
A
/\B/
— _\\
Q)
(Cz)
F J
M\__/B\_// —_—
—
@ PROBLEME
Parie A
1. lim g(x) = lim (ex + x+ 1)
X——0 X—>—0

; X :
Oor lm e =0; lim (x+]) =-w
X—>—0 X——0

. X
Donc, lim (¢" +Xx+1)=-w
X——00 .

Onendéduitque lim ¢ =—
q x—)—mb(x) w

Par ailleurs,

lim g(x) = lim (c" i A ;
= e +x+1)= = . =40
X —3400 X ( )= 40 car 2 Iim e +00 et . lim (x+])
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A

T mtsTeminglec

2. vxeR, g'(X)=e 41,

X) > :
Vx €R,g(x) >0 done la fonction gest strictement croissante syr R

3. a)Lafonclion gest continue et stricte :
ment Croissant 5
g(R)= R. ¢ R. Donc, gréalise une bijection de R sur

Puisque 0€ IR alors I'équation g (x) =g :
b) Vérification de I’ encadrement t(ie)u _ admet une unique solution o dans RR.

g(—-128)~ —10019 et 8(=127) ~ 10108,

Comme g(—128) et g(—] 27) sont de signes contraires alors, —1 28 < ¢t < —1 27

4. Lafonction gest strictement croissante sur R

Done,x <a implique g(x) < g(a ). Pujs
LR -Puisque f(a)=0 a
X>o implique g(x)> g(a ). Alors e ors g(x) < 0.

En définitive,V xe] oo ;a [, g(x) <0 et Vxela i+, g(x)>0
Partie B
X
. . xe
1. a) xﬂ)nlmf(x) = lim .
K=o oX 41
. X
Ona Ilim xe" = i e i o
Jim_ 0, xiﬂ_lme -Oelx_]_I)nlm(e +1)=1
, ) xe™
Par suite lim = =0
A=reila™ £

Donc, lim f(x)=0.
X—>—00

b) Interprétation graphique : la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a (C)en — oo.

X
; . xe
¢ Ilim f(x) = Ilim =
X—>+00 X—+o X |
X
XeE X

# e B lm e,
X—>+w0 (l+ﬂ' }'ﬁ X—r+c0 14+e

X

Or, lim e X =0 donc lim (1+e ") =1
X—+0 X—r+c0
Et, lim X = 400,
X—+400
. X
Par suite, lim = +00.
X—>+0 | X
Onen déduit que: _ lim__ f(X) = +c0.
X—>+00
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Avomat
X
xXc "
. k. = “lﬁ ————
2. ® \ﬂ:}w(f(h) x) X—r+® c"+|
X
xcxr-x{c +1)
= lim :
X—>+00 &l
~X
= im -':{"‘_‘
x—+0 X 4]
-1
x40 X |
—
X X
¢ L i
s =40 lim —=03; hIm
e \—l—lpnlco X X—+®0 x X—>+00
. -1
Donc, IIITIDO 7 =0
40 X
—_—t—
x X
Par conséquent, lim (f(x}—x}=0
X—>+0 ,

On en déduit que la droite (A) d’ équation y

| -X
b) Pour tout nombre réel x,f(x)—Xx= —%

e +1

Vxel-0:0[, - >0 doncf(x)-x>0.

e+l

On en déduit que la courbe (C ) est au dessus de (A) sur |-oc ;0 [.

Vxe|0:+], X
e +1

Done, la courbe (C ) est en dessous de (4) sur |0;+>].
Enfin, les (C) et (A) se coupent au point d’abscisse 0.

<0 doncf(x)—x<0.

o
€ o
et ga)=°¢ +a+l.

¢) fla)=

e +1

o
Or, ga)=0 donc € +1=-a

a
€ =-=(a+l)
N —-a(a + 1)
Il s’ensuit que fla) = ————
-
=a+ l.
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(x + l)cx(cx+l) - xele®

3. a) Pour tout nombre réel x, f'(x )= .
(v:}c +1)

X X X, X
(xe” +x+e” +1—xe")e

€ +1)%

_gxe’
© + 12

b) Pour tout nombre réel x, e > 0 et (ex + l)2 donc le signe de f'( x ) est celui de g(x).

On en déduit que : Vxe]-o;a [, f'(X)<0et Vxe]a;+o[, f'(x)>0
Tableau de variation de f.

X =0 a + 00
" (x) - +
0 0
f(x)
o+l

La fonction f est continue et strictement décroissante sur | —co ;o |
f(]—c0; =LYz lim f(x
J-osal)=1f@); lim {0

=]f(a);0[
Par suite, Vxe] = ;a [, f(x) €] f (a ) ;0[. On en déduit que f (x) <0
Par ailleurs, f est strictement croissante sur [ o ;40 [.
Comme —-128<a <—1.27alors o < 0.
Il s’ensuit que, o <x<0 implique f(x)<f(0).Orf(0)=0doncf(x)<0
x>0 implique f(x)>f(0) doncf(x) >0.
En définitive, Yxe] -0 ;0[, f(x) <0 et Vxe]0;+o [, f(x)>0.
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~~~~~~~~~

.............................

g,
_____

-----------
-----
-----

]
H
i
A——
R i
I
H
§ i
L IR S—— i
 EEEAS it e o i
H 1
] i
H i
[ P g, E
_--a-n—g--n—--g—-..-?_--ql
] i i t
i i i 1
3 i :
H : —
] ] !
H i |
H H 1
£ H ] i
H B - a H
i H R E TN |
o H H i
i H i i
i i
H 3 i
H fresstartaisii rssarannin, A desresannn, j L TE TR "
* H I S PSR, (R H H i H : i i s
] reesmsprrpesasnnsassre @y lon i H H H i H :
SR S ¥ i H I H i i H i
i i H i i
i S (T e TPRREIL S |HE— fromansr T - - A i
4 i ! i i
£ H H : ]
i i H 1
H 1 i ¥
] 1 H i H H H
§
L

Partie C t [ ; ;
1. a) Vte[0 o[, t20, IS ct " et+1£ e + € doncO< € +12 ¢ .
] @
Done, —< T
e +1

L t te
Par suite, t 20 implique —< n
e +1

t
Par conséquent, Vte[ 0+ [, :'7.— <f(t).

i
b) Vitg[0;+o |, Es f(t)

X

1
tdt < (I] f(t) dt.

2

Donc, pour tout nombre réel x positif, on a

o

2
X
I s’ensuit que, — < F(x).
4

On en dédui lim FX)=sm o lim T
nen déduit que  lim (X) =40 et lim = 400,

X—4w x
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9. a) Effectuons une intégration par paries :
t

Pmons:u=;etv‘=e[.0na u'=letv=e
) X
t, X
Donc, (¥ = [te'] g - gjeldt

= (x-1) t‘:x +1.

b) Vte[x:0], x<t<0,
x H . . "
¢ s € < |l,car lafonction exponentielle est strictement croissante sur R.

o<ceXsl cet v1<2

1 1

2 g%l e®4i

Deplus:Vite [x;0],t <0 et c[ ::»Odonctﬁt <0

lel 1f:t tet
Par conséquent, — < <
el Tt T 2
let
< SftL) §—
e +1
0 (! 0 (! 0 (et
Par suite, | dt < | [e dt < | —dt,
X e*+l1 X e'+l x 2
0 .t 0 t 0 t
te
- —dt<-| ie dt < - | i
x 2 X e+l X eX4]
X el X el X el
[ —dt= | —dt< [ =il
0 2 0 e+l 0 eX+1
X 1 X
lj te'dt < F(x) < Itetdt
20 eX+10

X

X 1
Puisque ¥(x)= | te' dt donc —W(x) < F(x) < ki) :
0 2 e” +1

X
¢) Pourtout nombre réel x, W(x)=(x—1) € +1.
Ona lim Wx)= lim (x-1)e" +1
X——00 X =—»—00

; x X
= lim (xe" —e +1)
X—>—

=],
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B lim (¢" +1)=]
——0

X

W(x)

Donc, lim

=1

x—=—0eX 4|

Puisque: Vx € R,

—¥(x) <F(x) =
2

Avomaths Terminale C

¥(x)

c

h

+ 1

|
alors —<L <1.

2

3. a)Festlaprimitive de fsur R s’annulant en 0.
Donc. pour tout nombre réel x. F’ (x) =f(x)

Ona:‘v’xel—m;{l[.f‘(x)<0doncF’(x)<0

On en déduit que, F est strictement décroissante sur | —co ; 0].
Par ailleurs. ¥ xe] 0 w+oo [, f{ x)>0doncF "(x)=> 0.

Donc, F est strictement croissante sur 10 +o0 .

b) Tableau de vaniation deF.

4. Voir figure.

X - =
F’ (x) - ¢ % —
L i
F(x)
0
200
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DEVOIR N°13

Vaoir figure

ABK est isocele en A el de sens direct el Mts(ﬁTEi;A_] = %

—— In
done Mes(KA;KB):E.

Par suite Mes(ﬁ;ﬁ) = ?n d

L8
L'angle de S est donc —.
3

En utilisant le théoréme d’Al Kashi dans le triangle

OABissals@m0, KB-=a-(2=12)

En considérant le triangle ABK isocéle en A,KC = a( \E -1

az(\E - l)l2

2
Pﬂ.l' SUitﬁ. R et
a2(2 - 2)

Voir figure.

1 appartient 4 la médiatrice de [AB] donc IA = IB

De plus I appartient a la médiatrice de [AC] donc 1A = IC

Par suite, IB =1C.

De ce fait ] appartient a la médiatrice de [BC] .

On a F milieu de | BC] donc F appartient a la médiatrice de [BC].
Par conséquent la droite (IF) est la médiatrice de |BC].

a) Ladroite (IF) est la médiatrice de [BC] donc (1F) L ( BC).

Par ailleurs, Fe(OB) donc (IF) L ( FO)
On a (OI) médiatrice de [AB|.
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Comme OAB est isoctle en O alors (O1) est la bissectrice de angle (OA,OB).

—

n
Il en résulte que : Mes(O1,0B) = -‘I ;
Sachant que (IF) L (FO), on conclut que le triangle [FO est rectangle isocéle en F et de seng direq

b) 1apparticnt 4 la médiatrice de |[AB] Donc (IB,IA) =2 (IB,10).

Par aillcurs | appartient a la médiatrice de [BC| donc (IC,IB) =2 (IF,IB).

Done,  (IC.IA) = (IC.IB) +(IB,IA)
=2 (IF,IB)+ 2 (IB,10)
- 2((IF,IB) +(IB, 10) |.

p——

= Z(I_]},E).)

=== g
IFO est rectangle isocele de sens direct donc Mes(IF,10) = —.

—

== g
Ce qui ménea Mes(IC,IA) = —.
2

T[ —

Donc — est une mesure ’angle orienté (IC,IA).

OAC est rectangle en O et de sens direct

Donc O appartient au cercle de diamétre [AC]

D’aprés la question 3a) le triangle AIC est rectangle en .

Donc I appartient au cercle de diamétre [AC].

Il s’ensuit que O et [ appartiennent au cercle de diamétre [AC].

Par conséquent les points O, A, 1 et C appartiennent 2 un méme cercle ( I').

; ¢ o T ™ °
a) f est la composée de deux rotations de centres distincts dont la somme des angles — —— =0
& 2

On en déduit que f est une translation.
De plus f (B) = I donc [ est la translation de vecteur BI.

T =

b) glacomposée de deux rotations de centres distincts dont la somme des angles est — + — =g qui
2 2

est une mesure de I"angle plat donc. g est une rotation d’angle 7 , c'est-a-dire une sy métrie centrale. On
a g(0)=C,K est le milieu de [OC] et gest une symétrie centrale. Donc gest la symétrie de centre K

h est la composée d’une translation et d’une symétrie centrale qui est une rotation d’angle 7.
Par suite h est une rotation d’angle .. Done, h est une sy métrie centrale.
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_— e
7. a) (01,0C) et (I0,IP) sont deuxangles alternes internes définis par les paralléles
(OC) et (IP) , et la sécante (OI)

——

Donc Mes(ﬁ,l_l;} = Mes(ai,aa) = E
4

Ona J centre du cercle (T') contenant les points I, P et O.

— e

JO=JPet Mes(JO,JP) = ZMes(ﬁ,ﬁ;) donc Mes(ﬁ.l_l;) =

(SR

Il s’ensuit que P est I'image de O par la rotation -

b) f(O) = o rO(O) = rJ(OJ Doncf(O) = P

¢) gest lasymétrie de centre O et K est le milieu de [OC].

Il en résulte que g(C) =0

Par ailleurs f (O)=P.

Par suite h (C)=P.

Or h est une symétrie centrale et h (C) = P alors h est la symétrie dont le centre est le milieu du segment
[CP].

Figure

()
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@ PROBLEME
——————

i 2
1. lim f(x) = lim —
x—0 ) x—0 X |
; X
= lim - .
x—0 eh_]
X
x_ -
Puisque lim =let limx =0alors lim ——.
x—=0 x x—0 Xx—0 X |
X

Il en découle que lim_f(x) =0.
x—0

Orf(0)=0d li fi =
rf(0) onc xl-To (x) =f(0).

On en déduil que f est continue en 0.

KZ
% i R 5 R
x—=0 x-0 x—=0 x
A 1
= lim —— .
x—0 e’\_]
X
=]
Done, lim M=]
x—0 x-0

De ce fait fest dérivableenQet f° (0)=1.

Le coefTicient directeur de |a tangente a (C) au point d’abscisse 0 est f* (0) c’est adire 1.

_ 2
3. a) lim fx) = lim
X——oo X—>—0D E’X_] '
Ona lim e&* =0: lim (e® —1)- :
X——w0 ' x—r}—og( D=-1, x_ll}rﬂmx
x2
Par suite, lim —— = _
Par conséquent, lim f(x) = - o
X——00 ’

204
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K.Z
fi(x ; x_
Par ailleurs,  lim HE - lim &=L = |im
x——0 X X——w x X——00 X _|
Donc, i &
b) Interprétation graphique :  lim  f(xX)=-o et lim @ =+ o donc (C) admet en — o une
X——00 X—=—0 X
branche parabolique de direction I'axe des ordonnées.
X2 1
¢ lim f(x)= Ilim = lim —
X—>+o0 X2+ N Xm0 N
XZ
_ |
Effectuons un changement de variable : posons u =—x.
I —f_] I —7—“”}2_] lim L[ ( u) -]
1m 1m = mm - _— =4 oD,
G2 X—+00 X=+o 4y X—r+m 4 u

En définitive  lim [(X) =0
X—r+00
On en déduit que la droite d’équation y =0 c’est a dire la droite (OI) est asymptote horizontale 4 (C) en

+ o0,
. Zri(fsK —l}—xze?'L
4. Pourtout nombreréel x, ['(Xx)= :
X 2
(e” =1)
_ x(2cx—2—xex)
(e* =1y
_ —x(2e” +x-2)¢"
(X —1)*

—X

tn

a) lim hx)= Ilm (2 e +%x-2) = lim (2—2ex+xex)e

X—>—o0 X——o0 X —»—00
Done, lim h(X)=4+m

X=—>—00 _

. . _x

lim h(x) = lim (2¢e ~ +x-2) =
X—>+00 X—>+c0

—X ; —X

b) vxeR, h'(x)=-2¢€¢  +1.Considérons lesignede—-2 €  +1.

—X -x 1
Pour x e R, —2e ¥ sl=0c ¢ =;

& —x=- In2
& x= In2
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- -X
Par ailleurs,- 2 ¢ Xil>0 e < E-
& —x<-—In2

& x> In2,

-X
De ce qui précéde on déduit que —2€  +1 <0 x<In2 .
Par conséquent : Vx €] —o ;In2[, h ' (x) <0donc h est strictement décroissante sur]—w +In2[
Vx €]lIn2 ;+o[, h’(x)>0 donc h est strictement croissante sur ] In2 o]

D’ol le tableau de variation de h :

X = In2 + @
h’(x) - 0 +
+® + 0
h(x)
-1 +In2
¢) hest continue et strictement croissante sur[In2 ;+eo[ .Ona h([ In2 ; +o0] ) =[~] +iﬂ2:+m[

Donc h est réalise une bijection de [In2 y+oo[ vers [-1 +In2 j+o0 | .
Ona -1 +In2 ~ - 03. De ce fait Og[-1 +In2 ;40 [.
Par suite, I"équation h(x) = 0 admet une solution unique a dans| In2 ; +oo[.

d) Vérification de I’encadrement de o
h(1,59) =~ —0,0021 et h(1,60) ~ 0,0037. Comme h(1,59) et h(1,60) sont de signes contrajre
Done, 1,59 < a < 1 60.

AN 0jede Y wo-2

=2-2=0
h est strictement décroissante sur | —co ;In2(
x< 0 implique h ( X)>h(0).Puisque h(0)=0alorsh(x)>0
0 <x<In2 implique h(x)<h(0)donch(x) <0
Par ailleurs, h est strictement croissante sur [ In2 ; +oo |
In2 < x <« implique h ( X)<h(a).Orh(a)=0 alors h(x)<0
X> a implique h (x) >h(a )donch(x)>0.
En définitive, ¥V xe] - o J0Ula st [ ,h(x)>0et Vx€]0;a [, h(x) <0

X 2
b) Pour tout nombre réel x, (e” =1)">0doncle signede f'(x) dépend de celui de —-xetdeh(

x).
Tableau de signe :

= == 0 a + 00
- X + = =
h (x) + X = = =
f’(xj + '] + b =
206
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Il ressort du tableau que : Vxe |- o 0]U] a s+ |, x)>0,Yxelu o |, f(x)<0

af (0= (a)=0.

Sens de variation de f: ¥ xe| - o ja |, f* (x) 2 0 donc f est strictement croissante sur]— o i |.
vxela ;+o [, 17 (x) SOdonc [ est strictement décroissante sur |t 4o |,

2
o f(a)= — eh(a)=2¢ * +a—2
e =
h(a) =0 implique 2 e T=2_¢q
a 2
8 = o
2-a
2
a
Par suite, f(a)= —5
—1
2—a
02(2 -a)
2-2+a
=2-a)
Tableau de variation de
- - 0 a + 00
£ (%) = 1 ID -
f(x)
0

d Ona 159<a<1,60
04<2-a<041

Dot 0,63 < (2 —a)a < 0,65

=i .
On en déduit que 0,6 est une valeur approchéea 10~ prés def (a ).

e) f(0)=0et feststrictement croissante sur |- jct |
Donc, x <0 implique f (x) <f (0). Puisque f(0O)=0alorsf(x)<0

0 <x < a implique f (x) > f (0) doncf(x)>0

Par ailleurs. f est continue et strictement décroissante sur ] o ;4o |

Il s’ensuit que f(Ja ;+00[)=]0:f ()l

Par conséquent : Vxe]a ;+x [,f(X) €]0;f(a)l

On en déduit que : f (x) >0

En définitive : ¥xe] - ;0[,f(x) <0et ¥xe] 0+ [,f(x)>0.
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7. Soir xeR*.Ona x#0
-x =0
Done, —xecR*.

Et, r{_x)z_.f_

Or, Vx e R¥*, gx-= li—-.

l -¢
Done, gx)=f(-x).
De plus g(0)=0et f(0) =f(- 0) =0 implique g0)=f( 0).
En définitive, pour tout nombre réel x, g(x) = f( = x).
Par conséquent (I") et (C) sont symétriques par rapport a I'axe des ordonnées.

8. Tracéde(C) etde (T).

Partie B :
1 I } x |
. Ona = dx et | = | dx
n
In2 X - L™ o e —1

Vxelln2;1],x>0 et x<1.
Ona x>0.Donc: Vn € N*, x" 50

. n+l n
Puisque 0 <x<1 donc, X 5 X
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Par ailleurs, x> 0implique cx >1, ex -1>0

n
xn+| o

X Sx.
-1 e -1

| n

Par suite,

e
1 n+l
[ Dl | .
In2 e In2 el

D’ol 1“_1_1 < Iy-

X4

dx .

On en déduit que la suite ( ln ) est décroissante.

vxe [In2 ;1] et Vn e N*, xMs0et e® —1>0donc

1 n
Il s’ensuit que | % dx >0.
In2 e™ -1
I >0

e =1

Don, lasuite ( 1, ) est minorée par 0.

En définitive, la suite ( In ) est décroissante et minorée donc elle conv er ge.

a) Vxe[ln2;1], In2<x<1

c]nzfiex <e
X
2<€ =e
2-1< € —1<5e-]
1 1 I
< <
e —1 ex—l
xn x"
Or:Vn € N*, et xe [In2;1] , X >0 alors L
e — e -1
n n
X n

b) Vne N*, et xe[In2;1]:

- e” -1
1 1l a
Donc, ] —dxglag [ % dK
In2 €~ In2
1 b oog 1 n
wio f X0 K Tl | XX
e-ln2 In2
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|
Ona Iﬁ[gx dx = |—-—Xn+ l]n2

= _'_(1 _in2)™*)

+1
Dosk, —[_-u-l(z)“*‘nsl <—(1—l(2)" )
1 <2<edonc Inl <In2 < Ine.
O<In2< 1.
-l1<n2<1
Par conséquent,  lim (In2)n =
n—»+w0
Puisque _lim (n+1)=+c0 alors llm (In2]|n+l
n—+o
. : |
Par suite, lim (1-(In2)™") =
arsu:e,n_l)+m( (In2)" ")
Par ailleurs, lim -l—=0,
n—+o n+l
: 1 n+1
D lim, ——(1— g SLE n+]
onan}Tmn+ (I-(n2)""")=0et E)T-we [ (l (In2)" "] =
Onendéduitque lim [_ =0.
n—+co N
210
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DEVOIR N° 14

Voir figure
KD
S(A) =K et S(B) =D donc le rapport de S est —.
AB
o - =t | e =R | e
Comme F milicu de [KD] et B milicude [CE]alors FK = — DK e¢ BE= — CE.
2 2

KBCE est un carré implique DK = CE donc FK = BE et KE= FB.
Par suite KE=FB
KBCE carré implique que KE = KD.
Par conséquent KD = FB.

- I KD
Ona A milieude [FB]donc AB=—KD et —— =2,

2 AB

Finalement, le rapport de S est 2.

S(A) =K et S(B)=D donc 'angle de S est (AB , KD)
Ona K_'E = %

—_—

119
Par ailleurs, KBCE est un carré de sens direct. Ce qui donne Mes(KD KE) = —.
2

e —

11 s’ensuit que Mes(ﬁ,ﬁ} =

2| A

A €|FB]donc FB et AB colinéaires méme sens. De ce fait (E]S., ﬁ} =(KD , ﬁ)

—

Tt So— |4 n
Ce qui conduit 2 (AB , KD) =—E. On conclut que I'angle de S est —E.

= n ==
Q est lecentre de S, S(A) =K et S (B) =D.Donc Mes(QA , QK) = —; et Mes(QQB, QD) =——.
2

Ce qui permet de dire que © est I'un des points d’intersection des cercles de diamétres [AK] et [BD].
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¢) Yxel-10, gix)=<0

fiv)— x <0.
De ce fait, (C) est en dessous de (T) sur |- 1:0].
Yxel0 1], g(xy>0

f(x) — x>0,

On en déduit que (C) est an dessus de (T) sur |0:1].
Enfin. (C) et (T) se coupent au point d'abscisse 0.

4. Voir graphique.

S. a) fconlinue et strictement croissante sur |- 1:1].
Danc [ est une bijection de |-1:1] sur f(|-1:1] )
Ona f( - 1:11)=1 lim f(x): lim f(x)]

x—=-1 x—

= |-» +e [.

Par conséquent. [ est une bijection de |- 1:1] sur 2.
b) Voir graphique.

c) [lestunebijectionde |- 1: 1] sur 2. Soit x élément de |-1:1] et y un nombre réel.

1 l+x
f[(x)=y & —In )=y
2 | —x
I+ x
<= In =2y
[l--‘i]

|+ x
[ — ———:{:23I
| — x
o Y,
c“} -1
—_y X=
Iv
c'} +1
| 62}’_[
Onendéduit que: YyeR, [ (y) = ———
ezy-H

Partic B

I. a) ®of est dérivablesur R et Vxe B,
(@of) "(x)= " (x)D(F(x))

N =]
=rCE 7).

2 -1
= (9 (f of) ()

. -1 -
= xI"(x) car f et [ ° éant réciproques I'une de I'autre, ona ( [ Iuﬂ (x)=x
Par suite, @ of est une primitive de la fonction x > x f_] (x) sur R.
214
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b) @est une primitive de la fonction f_]sur R.
f(b) _,
Donc, [ f "()dt =® (f(b))- d(f(a))
f(a)
=®of(b) ~dof(a)

¢) @of est uneprimitive de la fonction x > x f'(x)sur R.

b
Ilsensuit que, [tf' (t)dt =® of (b) -®of(a).
a

f(b)

D'aprés la question précédente t_j' f l(l)dt =®of(b) -dof(a).
(a)
f(b) b

Par conséquent, I f (l}dt = [tf (t)dt
a

(x) f(x) 1
d) f(0)=0 Donc j £ (l)dt: [ £ " (t)dt
f(0)
f(x) i X
D’aprés la questionprécédente, | f  (t)dt = [ tf (t)dt
' f(0) 0
fx x
Donc, é f “(t)dt = Itf '(t)dt
X
a) Vxel-1;1[, j'tf'(t)dt = | 2 dt
O1-t
1 X (-2t)
_I 7d
201-t
l
= ——[n(]—X )
2

b) fest une bijection de ]-1;I[ sur R.
Donc: ¥y e R, il existe xe]-1;1[ tel que f (x) = y.

y -1 f(x) -
Parsuite, [f “(t)dt = [ f " (t)dt
0 f(0)

X
= [tf (t)dt
0
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IR

=—-l|ﬂ(l"'x2)
2
2
| ezy—-l )
— (l_' 2
2 . e Y 1
2
L 2 +n? - -1
=——IN S
2 e +1)°
In ( ac”? )
|
2 (€2 41y
2
! 2¢Y )
= ——In| 57—
3 L™ 4l
| (ezy-t—l)
= In 26},
Y ¥

3 e
En définitive, | (Odt =In ( ———)-
0 2

vxe[0:1),x=0; 2x>0
czx.‘al

ezx—lz(}.

2 2x
De plus, € X$1>0 donc ©

~15
X -
e

+ 1

On en déduit que f_l est positive sur [0 ;1]

]
Par conséquent, |’aire A = [(f)f_l(l)dt](-ficmz).

L 3 o e
Ona (_gf (t)dt = In( )
e2 +1
= 111( )
2¢
2
Finalement, A = 4In( i +l)cm2
2e
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DEVOIR N° 15

3
3ﬂa 1{13]. 3153||3]. 32 =9(13], 3" =1113].
On remarque que les exposants 0, 1 et 2sont les restes dans la division cuclidienne g
par 3. Il s’ensuit que :

Pour n = 3k, 335 1[13] et 33k = 1[13] donc 3" =1[13]. |

L]

Parsuite,  17x 3" =17(13]
17% 3" —4=17-4[13] |
%37 - 4=0]13).

Donc, 17x3" —dest divisible par 13

Pour n = 3k+1, 33k+1

Par suite, 17% 3" =51 [13] ‘
17x 3" - 4= 51-4[13]
17x 3" —a=a713). |
17x 3" —4= 8[13] avec O< 8 < 13.

=3[13]donc 3" =3[13].

n
Donc 17x 3" -4 n’est pas divisible par 13.

Pour n = 3k+2; 39K12

=9[13] donc 3" =9[13). j
Parsuite,  17x3" =153[13) '
n
17x 3" —4=153-4[13]
n
17x 3" —4=14913].
3" |
17x —4=6[13]avec0 < 6 <13.
n
Donc 17x 3" — 4 n’est pas divisible par 13.

. " n
lers-En de ce qui précéde que 17x 3 — 4 est divisible par 13 pour les entiers naturels n=3k;

2

-~
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a) Voir figure

b) ABC est rectangle en B et E milicu de [AC].
Donc E est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Ainsi AE= EB =EC(1)

e ——

— — — — 7
Mes (AB,AE) =Mes(AB,AC) :? donc EAB et équilatéral.

Par suite, AB = AE (2)

De(l) et (2),ona EC= AB.

Il existe donc un unique déplacement qui transforme BenCet A en E.
Ce déplacement est soit une translation ou une rotation.

De plus, les droites (AB) e (EC) sont sécantes.

Par conséquent, ce déplacement n’est pas une translation.

Donc il existe une rotation r transformant Ben Cet A en E.

¢) r1(B) =Cetr(A)=E, donc’angle de r est une mesure de I’angle (E,EC)

Ee[AC] donc Mes(A—B.,Eé} :Mes(A_B-,A_C}

n
Par conséquent I'angle derest —.
3

d nB) =Cetn(A)=E.
Donc le centre O der est le point d’intersection des médiatrices des segments [BC] et [AE].

a) S(B)=E et Sest une similitude centre O.

— OE
Donc I'angle de S est (OB,OE) et le rapport de S est E :

La droite (BO) est la médiatrice de [AE] et r(A) =E..

— — T
Par suite, Mes(OB,0E) = E On en déduit que I'angle de S est E

T
Par ailleurs, r(A) = E ol rest la rotation de centre O et d’angle -;

Donc OAE est équilatéral de sens direct.

n
On a également AEB équilatéral, d’ou OB = 20Ec05*g-

OE 3

OB 3
n g

En définitive I’angle de S est E et le rapport de S est ? .
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b) J est le centre du cercle circonscrit au triange OAE équilatéral de sens direct.

-~

— = 3
n .
11 s"ensuit que : (OA,01) = g et O)= -3—01\.

Donc, S(A) =1J.

a) Voirfigure

b) m = k:‘ﬁ; implique AM = kAM + kMB
(k-DMA - kMB =0.

Deplus, (k—=1)-k=1=20.
Donc M est le barycentre des points A et B affectés des coefficients respectifs k —1et -k,

c) ﬁ =kA_B. implique que M = bar {(A :k-1) :(B;—=k)}

Donc ﬁ' = KEC implique que M" = bar {(E :k-1) (C:.-Kk)}

De plus, (A)=E et r(B)=C.
Par la propriété de la conservation du barycentre par les rotations, le barycentre des points A et B

affectés des coefficients respectifs k—1 et —k apour image par r le barycentre des points Pondérg;

et C affectés des coefficients (k—1)et (=Kk).
[l 'en résulte que r(M) =M".

T
Par ailleurs r est la rotation de centre O et d’angle ; et r(M)=M".

o —_— —— T
Ainsi OM* = OM et Mes(OM,OM') = *g :

Donc OMM " est équilatéral (de sens direct).

—— —

n
d) Mes (AB,AC) :E et k est un nombre réel non nul.

e T et R o 2
Donc Mes(AM,AM') = E ou Mes(AM,AM") = -——n.
3

Par suite E(E,A—M)=~2—n (1
3

—_—

n
Par ailleurs (M) =M’ implique que Mes(OM,OM') = —.
3

e
Done, 2(OM,0OM") = —315 2)

Des égalités (1) et (2), on obtient 2(AM,AM") = 2(OM,OM’).
De plus les points O, M et M” ne sont pas alignés,
On conclut que les points O, A, M et M’ sont cocy cliques.
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a) OAE équilatéral de sens direct et de centre J.
On a ¢tabli que S(A)=1J
Par conséquent, OMM * équilatéral de sens direct et de centre N,

Donc S(M)=N

Par suite, lorsque M décrit la droite (AB), N décrit I'image de la droite (AB) par S.

Puisque S(A) =1 et 3B)=E alors I'image de la droite (AB) par S est la droite (EJ)

Figure

4
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@ PROBLEME
Partie A :
. x|
1. xIi_rI;Oi'(x): xlino(x—l)c :
.
i ) L
Ona lim (-—) =-wdonc, lim e =0
X— |J\| x—0

1

|x
Parailleurs, lim (x—-1)=-1 donc lim (x-1)e =0.
x—0 x—0
On en déduit que lim_f(x) = 0.
x—0
Commef(0)=0alors lim f(X) = f(0).
x—0
On conclut que la fonction f est continue en 0.
-
. f(x)-f(0) (x-1)e |x’
2, lim —~ - [|im
x=0 x-0 x—0 X
o
' 1%
= lim (x-1)—e
X*}O‘( ) X
— 0y
Ona lim (x—l):—l et lim l_e |x‘: lim Le%
x—=0 x—0 X x—0 X )
< <
L
1 eX
Posons u=— . Ainsi lim — = lim ueuzﬁ.
X x—0 1 X—»—c0
( —
X

L, I
Donc, lim —e =0
x?(} X
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— —

1
N

‘ensuit que, lim (x —1)—e |={].
11 s'ensuit que, x—)O( ) 5
<
lim f(x)-1(0)
i im ———— =
On en déduit que X0 -0 0
<
N
| I
Par ailleurs, lim l—e x| = lim —ut:-E = lim ("(——e_;) ) =0
x—0 x x—0 x x—0 X
> >
el
D lim ( I)] |?‘i 0
onc, lim(x—=1)—e =0.
x—0 X
>
. f(x)-£(0)
On en déduit que lim —— =0
x=20 x-0
>
. T(x)=-1(0) . f(x)-f(0) . f(x)-f(0)
Endéfinitive : lim —— = lim ———— =0 implique lim ———— =0.
x—=0 x-0 x—=0 x-0 x=0 x-0
< >
Par conséquent, f est dérivable en 0.
On en déduit que £ (0)=0
ol
|x
Ona Ilm f(x) = lim (x-1)e
X——m X——0
_ 1
|
i -1)=-w lim e =]
o Kl[}njm(x } . X—r—0
7]
Done, lim (x-1)e = —0
X——w®
Par conséquent, lim f(x)=-o
X——c0
o
]
lim f(x) = lim (x-1)e =+,
X—400 X—»+00
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1}
—
-t
—
L]

4, a) Vxe|-o:0[, (- x

1}
_—
P
|
—
Ly

I

P
—

)
| —
I
=

|

o

P

Il en découle que, lim (f(x)-X) =0.
X —>—0

On en déduit que la droite (A) d’équation y = X est asymptate a (C) en — o,

1]
P
-
|
e
o

b) V¥xel0; + oo, f(x)— (x—-2)

On en déduit li —(x- =
uit que x—l;:]-oo(f(x) (x=2)) =o0.

Donc, la droite (A’) d*équation y =x -2 est asymptote a (C) en +oo,

S. Considérons la fonction h définie sur R par: h(x) = (1 - X)ex =
Vxe R,h’(x)= —xe .

: —~%
Puisque, € " > 0doncle signe de h*(x) est celui de — x.
Pour x< 0, —x> 0 donc, h' (x)>0.

Par conséquent, la fonction h est strictement croissante sur | —co ;0 [.

Ona h(0)=0.
Vxe]-w;0[ , x<0 donch(x)<h(0)
h(x)<0
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Par ailleurs, ‘
pour x>0,-x<0 donc h’(x)<0.
1 s ensuit que la fonction h est strictement décroissante sur ] 0 ; +o [.

vxe] 0;+o [, x>0donc h(x)<h(0)
h(x)<0

En définitive : ¥x € R¥, h(x) <0.
On en déduit que  (1- x)ch -1<0.

vx € R¥, (l—x)ex—l-cﬂ et € F>0
Done € Xp(l-x)e* =11<0
l—x*e_xr-:{]
-X
e " +x-1>0

Par ailleurs, Vxe]0.+w [, x>0,-x<0donc e_x < eO

e X< 1

-X
e "-1< 0

x(e X =1)< 0 carx>0.
Ona:Vxe]t};ml,e_x+x—l>0et x(e_x—lj«: 0.

Par conséquent, e “+x-1> x(c_x -1).

1
1 s
Vxe] - :0[, f(x)— x = X((1-—)e* -1).
X
1 1

l. = . =
D’aprés la question 5), (I - —)eX -1 <0 done, x(1 ~=JeX -1 >0.
X X

Par suite, f(x) — x > 0.
Par conséquent, la courbe (C) est au dessus de (A) sur |-« ;0.

a) Ona (e_x+x—l)—{xe“x —x)=e X 4x-l-xe *+x

=(-x)e "~ —1+2x

Done, (I=x)e X —142x =(e * +x-D—(x¢ > -x)

_x —
b) Onaétablilaquestion 6) que: Vxe] O;+0 [ € = + x—1>x(e

Par suite, e—x + x-l—x(e_x -1) >0.

Donc, (l—x)edx -1+2x >0
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—m—

(x-De *=(x-2)
]

¢) Vxe]0:+[. f(x)- (x-2)

1l

—e e

((1-=)e X -142
X

X

D’aprés la question précédente, pour tout x>0, (1-x)e™™ -1+ B s
! |-
Puisque x>0 implique -;>0 alors ( 1-; e X —1 +_£ S
1 —I Z
par conséquent, X( (] __x_ ye * -1 +-;) car x>0.

On en déduit que, f(X) - (x=2) >0

En définitive, la courbe (C) est au dessus de la droite (A’)sur]0; +oo .

1 1

vxel-o:0[, f(x=(x-1 yeX donc, f’(x)= eX _%( -
X

1

xz—x+l %
= 2 e
X
- il 1
vxel0;+o [f(x)= (x—1)e * donc, f’(¥)= J"‘wLLz(i'ih-l}ta X
X
1
=[l+x—;l]e X
X
XT+x-1 —¢
o 2 e
X

a) Signedef’ sur]-oo;0][:

Ona xz—x+l>0 donc £’ (x)>0.
Signedef’ sur J0;+o0 | :
1

Onae X}{] et ;(_2}0.

Donc, le signe de f* (x) est celui de xz +x-1.
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1+J§ 1-J§
el
2

2
Le coefficient du mondme de plus haut degré de P(x) est 1.

lr‘JE Iu]1+2J§ 2

2

1-V5 145 2
z = 3

Les racines P(X) = 12 + X —1] sont

+x-=1>0

Donc Vxe]-=® it [, x

X +x-1<0

+J_ 1+J§
2

1++5
De ce qui précede, Vxe]0 ; T [,f7(x)<0et Vxe|

vxe]

oo, (%) >0.

Sens de variationde f :

l“E:+<=0Lf’(=<)>ﬁ

Vxel-o ;0 |U]

11 s’ensuit que la fonction f est strictement croissante sur J—o ;0 [ et sur | oo,
1++5
Vxel0; [, £ (x)<0.
2
- . 1++5
Par suite, la fonction f est strictement décroissante sur J0 ; 5 L
b) Tableau de variation de f.
1+4/5
X —m 0 + oo
2
LY w p = b +
0 +
f(x)
—1+5
-1+ ‘Jg 3
— 00 e
2

=1++/5
+5 1445 -;J_

1
£(0)=0:f(—)= e
(0) {2} 5

11. Voir figure.
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|' -1
1. ona JFr(1)dt= T 3
=f{—l}-‘f(ll) "
=(-1—l)f::T—(a"~--l)ﬂ7L

1

.

’ 1
o —_1 2—t+l)-igT dt
2. {f(l)dl-;{(l =

On effectue une intégration par partie. I |

j = 4

' t _ t

u—12—1+1=>u*=2l—l et\"—‘—fe = VvV=—2g
i t

=1
] 2 |
Par suite, If'(t)dt={(12—t+l}(— e‘}] - [ @u=-1)(- el
A A A
3 1
=——+(k2—l+l)e?" +T(A)
€

1
' 2 T iy !
3. Il résulte des questions I et 2) que: ———(A—1)e :_EH?L = %+1 e +T(R).
€
2 L3 4 4
DO]‘]C,T(?L):—H—(?L’—I).E?‘+__(;I,u _;L_l_l}c?l.
e e
1
I o
= —— lzel.
e

1
4. Ona lﬁ_l)ﬂ{)lzcl -0

1

. i 2 ) | T

Puisque lim A< =0 et A T . A—o a
que ,Im, e ?Etm{}l o car L<0 implique lhm(le 0 ,alors
1

im A2eh l

lim A = —
a0’ & =0 -

-

Onen déduit que lim T( A
- L
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Construction de (A), (A") et (C).
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DEVOIR N°16

(pu + qv)2 =1 car p et q sont premiers entre eux.

2 :
p(pu + 2quv) +q2v2=| donc d’aprés le théoréme de Bézout p et q° sont premiers entre ey
Supposons pour un entier naturel k strictement supérieur 32, pet q  sont premiers entre eux,
: k :
P €l q premiers entre euxet, p et  premiers entre eux.

k+l .
Donc, pet q sont premiers entre eux.
En oonc]us:on si p et q sont premiers entre eux alors pour tout entier naturel n supérieur oy émlay b

et q sont pl’Eijl'S entre cux

n .
q el p premiers entre eux.

: ; n n ;
Il résulte de la question 1) que ( et p sontpremiers entre eux.

59319 = 393 et 456533 =773 .De plus 39 et 77 premiers entre eux.

: 3 3 .
Par conséquent 39 et 77° sont premiers entre eux.

Il s’ensuit que 59319 et 456533 sont premiers entre eux.

o e e R T T — T ey

_EXERCICE2

L ] LT JUATI T,

Voir figure -

I milieu de [AB] et AIC équilatéral de sens direct donc IB=IA= IC
On obtient IB = IC,

=== 2
De plus Mes( IC ;IB ) = —?n donc 1y (C)=B.
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3. a) 1gof est la composée de deux rotations de centres distincts dort la somme des angles est
EE _EE =0 . Donc rgory est une translation.
3 3
b TgoT (I =(rg (g (1)) = rg (1) car rp rotation de centre 1.
Ona rg(l)=Fdonc rgor (I)=F
Par ailleurs, BOM (C)=( 'B ( | )= rB (B) car l'l (C)=B.
rBest une rotation de centre B donc g (B)=B.
Par suite TBO TI (C) =B.
En définitive, Tgo I'[ est une translation avec lgon (C) =B et rgo Ty (1)=F donc a ={_f:‘ .
On en déduit que FBCI est un parallélogramme.
4, FBCI parallélogramme donc les droites (FB) et (CI) sont paralléles.
Ona J € (CI) donc les droites (FB) et (1J) sont paralléles.
De plus, dans le triangle AFB, I milieu de [AB] et J [AF].
Draprés la propriété des droites des milieux, J est le milieu du segment [AF].
4 : 2t =w
5. rgof-estlacomposée de deux rotations dont la somme des mesures des angles est — +— =Tt
3 3
De ce fait rgo Tc est une rotation d’angle m, c'est-a-dire une symétrie centrale.
Par ailleurs gole (A)=rg (rc (A)).
AIC équilatéral de sens direct implique s (Ay=1.
De plus rB (I)=F.
Donc gol (A)=F.
Ona gofc est une symétrie centrale et golc (A) =F.
De plus J est le milieu de [AF]
On conclut que 1go fc est la symétrie de centre J.
6. rgo foest la symétrie de centre J done rg ol (J)=1J.
Par suite, B (rc N=1 (.
Comme P = (rB )_l (J) dlors 13 (P)=1 (2).
Il résulte de (1) et (2) que s (J) =P car rg est une bijection.
231
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a) B (P)=J] donc BJ =BP.

Par suite B appartient 4 la médiatrice de [PJ].

Par ailleurs, s (J) = P donc C appartient a la médiatrice de |PJ|
En définitive la droite (BC) est la médiatrice du segment [PJ].

b) (BC) médiatrice de [PJ] implique mes CBJ = —1- et mes BCJ =g.
—— n
Done, mes CIB =—,
2
Par conséquent le triangle BCJ est rectangle en J.
= T — 2n
Ona P= {rB) Ilj.l ) donc Mes( BJ ;BP ) = ——3—.
—— e 9
Par suite,2( B] ;BP ) = -
3
== 1 =~
Par ailleurs, rC(J}z P donc Mes( CJ ;CP) =§ et 2(CJCP) :T ;

e ———

En définitive, 2 ( BJ :BP ) =2( CJ :CP).

e —

RS —

Puisque 2( BJ ;BP) =2( () ‘,C_P ) alors les points B, J,P et C sont cocycliques ou alignés.

Ona C (J) = P, ce qui signifie que les points C, ] et P ne sont pas alignés.
On conclut que les points B, J, P et C sont cocycliques.

Le triangle BCJ est rectange en J et O est le milieu de [BC] donc O est le centre du cercle circonserit g

triangle BCJ.
De ce fait O est le centre du cercle circonscrit au triangle PJC.
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‘
Avomaths Terminale C
- —
s -~
2z | \\
B '\ =
/ \
[ o [
1 l
\
5\ C
\ /
N 7
~ -
M —_——
—
Partie A *

o x" <l
- n
Pour n pair, X <1<:::|K| <]
wlxl-cl
& —-l<x<l.
On en déduit que Dy =]-1:1]
Pour n impair, x" <l & x<l.
Dn:]-—w;][,
‘ 2 n.
2. a)lim f(x) = lim In( 1-X")
x—1 x—l

or, lim(1-x")=0 donc lim In(1-x") =— .
x— x—l

On en déduit que lim o (X)=-ow
nen ul q _,'(_)1 n

e — L —————

233
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b) Interprétation graphique : La droite d’équation x = 1 est asy mptote verticale 4 (Cn )

li . —
a) " m_f,(x) = xllm In(1-x").
0 Ii h— n = » 1 —_— n == 1 n i
nax m (—x ) +ao,th (l1-x")=+w doncxllm In(1=x") =4 o

On en déduit que:  lim f,(X) =+ oo lorsque I’entier naturel n est impair.
Xx——oo N

]
In|(-x")(1—)]

VX €]-w;0], fn:x) = = d

n 1
In(-x") +In(l-—)
X

X
In((-x)") 1 I
= M.F_h](] -——n) car pour n est impair, '-Xn =(__x)ﬂ.
X X X ’
In(—x 1 1
=—n ( )+—1n(l-—“u).
-X X X
o1 , 1 ; 1
Ona: lim —=0; lim (1-—) =1 donc Ilim In(l-—)=0.
X—»—00 x X——0 xD X—>—w0 xn
: In x In(—x
Deplus, lim (=x)=+4w et lim —— =0 donc, lim ( )=O
X——00 X—>—0 x X—=>—0 _x
) : In(—x) 1 1
Par suite, lim (-n +—In(l-—)) =0.
Y 4
Par conséquent, lim n )'= 0.
‘ X——0
b) Interprétati hique: lim f.(x)= -
) Interprétation graphique : . Tyl R) =to: gt Kllm . =0 donc lacourbe (Cp)

admet une branche parabolique de direction ’axe des abscisse en — .

Pour tout entier naturel n impair, il existe p tel que n=2p + 1.

Vxel-mi 11, fpa(X)=fpp (0 =0 e In (1-x"PP) =i (-x2P)

B x2p+3 2p+l

— =]1-x

(2P+3 _ 2p+l

234
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2p+
o xPH (2 )
< x=0o0u x=lou x=-1
& x=00u x=~1
pour x=0,0na f2p+1(0) =0ectpourx=-1, f2p+l(]) = In2.

Donc, pour n_impair, toutes les courbes ( Cp, ) passent par les points de coordonnées (0,0) et (- 1, In2).

5. Vxel-o:11l f2p+3(x)—f2p+l(x)=(} < In ( I—x2p+3)=ln ( I—x2p+l)
‘2p+1 2

= (x"-1)
Tableau de signe.
X — = 0 |
*_t " i N -
x2p+] = . A ,
f2p+3(x)_f2p+]{x) =0 - P - D B

Il ressort du tableau que :

Vxel]- o ;-1[U]0;1[, f2p+3(x}—f2p+](x) <0.

Donc, (C2p+]}e51 au dessus de (C2p+3}sur ]-w;-1[etsur]0;1[.
Vxel]-1;0[, f2p+3(x)_f2p+l(x) > 0.

On en déduit que {C2p+1] est en dessous de (C2p+3 ) sur ]-1;0].

Enfin les courbes ( C2p+! Jet( C2P+3 ) se coupent aux points d’abscisses -1 et 0.

6. Pournimpair:
n-1
nx
a) Vxel-o;1][, fn’(x)=—1 -
=

Ona l—xn}ﬂ.

n-l
X

Ex =0e& x= 0

=
n impair implique n—1 pair donc s
Donc, ]- ;0[] 0; 1, fy (<0 et fp’(©) =0.
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b) Tablcau de variation

X - 0 __"""'----l--.|
- ] . -
fn " (%) ﬁ
+ a0 .
f|'| (X} \
o

Partic B

1. a}VKEl—l | |, fz. (1)= — -

l-x

11 s"ensuit que:
vxe]-1:0]. fz' (x) >0, Vxe]0;1[, fz' (x) <0et fz' (0) =o.

b) Yxe]-1;0[, fz‘ (x) > 0 donc est strictement croissante sur | —| : 0 [.

Vxel0: 1], fz' (x)< 0 donc est strictement décroissante sur | 0 ; 1 [.

¢) Tableau de variation de f2

X -1 0 1
szR)

0

2. Voir graphique.

3. gest continue et strictement décroissante sur[0;1[ donc gest une bijection de [0; 1] sur g([0;1D
Ona g(10; 1) =] - ; 0] '
4. a) Pour xappartenant 4 [0; 1] et y appartenant & | — w 0].
gx)=y o In(l-x2) =y

= ]uxz =ey

& X= \h—ey ou ;|c=~\.ﬂl—ﬂy
Ona: —yl-¢¥ <0 donc —\Jl—e}F g 0l .

ELy<0=e' >0 et &Y <

236
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:;,,e}’(g et l—ey::{]
:>l~cy<l el I—cy:G

::n[)-::l—cy <].

::=0<:‘\“—e:y <l.
Par conséquent, g(X) =y & X= ,h_c}’_

On en déduit que : Vye]-o ; 0], g_l(y)= *h _ey_

1 ig¥

)*( )= ——.
’ 2\}1—4:y

b) Vye -0, (g

Partie C

T u'(x) -sinx
1. a) ‘u’xe[{];El. =

u(x) cos X
= —tan x

1
= —h(x).
2

u'(x)
u(x)

Ona H(0) =0< 2In(cos0)+c=0
< 2Inl+c=0
e ¢c=0

donc H (x) =2 In(cosx) +c;ce R.

b) Wx E[ﬂ;—gl. hi{x)y=2

n
Par suite, Vx € [D;E[, H(x) = 2In{cos x).
|
2. Vxel0;—[, H'(x) =—-2tanx.
2
T
En considérant le signe de la fonction tangente sur [0 ; — [, ona H'(x) <0.
2
T
On en déduit que H est strictement décroissante sur [0;—].
2
. . - n
H étant dérivable et strictement décroissante sur[0;—[.

T T
Donc, H est une bijection de |0;—[ sur H([0;—| ).
2 2
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3. Vxe IO;E[. H(x) = 2In(cos X):
' 2

= In(coszx)
_ In(1- (sin>x))
= g(sinx).

-1 e
Paroonséquent:‘v'.re]—wiﬂla H "(x)=sin o0g (x)

HY ) = oxein™) @ ()

X

il |
= X
Wi-*  |I-(1-e%)

X
i

I
= X
ai—e®  |I-(1-e*)

Donc,

1

X
-e
R

Donc, (H_l)l(x) i -1
.2

238
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Tracé de (Cy).(Cy):(C3) et (Cs).
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DEVOIR N°17

). Il existe ket qﬂlcls que x0=k0 50 et yo= g 30_
2 2. _
Donc 502[’](0 -39, ) =1. |

Par conséquent 502 divise 1 donc 80= | ou 50= s

On en déduit que 50= I car 8> 0.

Il en résulte que X €t Y sont premiers entre eux.

nt premiers entre eux.
b) Xxget ypsontp

Par conséquent, ils ne peuvent pas ére tous les deux pairs a la fois.

Suppasons que Xy €t Y sont impairs.

Donc il existe p et qtelsque X, =2p+letyy =2q+1.

Par suite, 2( pz—jq - q) =3. Ce qui signifie que 2 diviserait 3. Cela est impossible.
Donc X(y et Y ne peuvent étretous les deux impairs a la fois.

Il en ressort que X et Yy n’ont pas la méme parité.

2 2
XO —5}'0 =1.

syOZEGIS] donc x02 = 1[5] et (;3;0-1)(x0+])s'0 [5].
Puisque 5 est un nombre premier alors Xp= 1[5] ou Xp= -1 [5].
On en déduit qu’il existe un entier k tel que Xp= S5k+ 1 ou x0=5k— 1.
y :I:ol+5y2 =6
2
y=2= 145y" =21

y=4= i+5y2=81.
Il en résulte que le couple (9 ; 4) est solution de (E).
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Voir figurc.
AC.AB = (AO +OC) . AB

- AO .AB+ OC.AB.
OnaO milieu de [AB] "

s
N

el =t T e —
ponc AO .AB=§AB et Mes(OC ,AB) = Mes(OC ,0B).

Puisque C est I'image de B par la similitude de centre O, de rapport 2 et d’angle z—n
3

P ey 2
dors OC =20B=AB ¢t Mes(OB ,0C) = —~
3

par suite AC . AB =0.
Par conséquent le triangle ABC rectangleen A.

Autre élément de réponse pour la question 1) ;
Le cercle de centre O de diamétre [AB] coupe le segment [OC] en un point £2.

— — - - —— R

) —
Ona Mes(OB ,OC):—; donc Mes(OC ,0A) = ] et Mes(OQ ,0A)=—.
3 3

De plus, OA = OQ) d’ou le triangle OQA est équilatéral.
Par ailleurs OC = 20B = 2002 donc Q milieu de [OC].
Par suite QA = QO = QC donc Q est le cercle de diamétre [OC] passant par A.

Donc le triange OAC est rectangle en A.
Puisque B appartient a la droite (OA) alors le triangle ABC est un rectangle en A.

C=S8(B), K=8(A) et F=S(C).

De plus S est une similitude directe et ABC est un triangle rectangle en A.
La similitude directe conserve les distances.

Il s’ensuit que KCF est un triangle rectangle en K.

-

a) P= SI (C) donc ( IC ,ﬁ) =53’3 et IP=2IC

Par ailleurs, S(B) = C , S(C) = F, I milieu de [BC] et J milieu de [CF] implique S =

e —

2n
Il s’ensuit que Mes(JF ,IC) = _T et JF=2IC.

Par suite, MBS(F,E’} =0et JF=IP.
Donc, JE =P ce qui donne P =CL

Or I milieu de [BC] implique IB = CL.
: 241
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On déduit de ce qui précdde que JP = IB.

Par conséquent F = PB.

b) 1est lemilicude [BClet P= SI (C) o S[ est la similitude de centre I, de rapport 2 et d’angje EE
g

En s’inspirant de la question 2), il s*ensuit que le triangle BCP est rectangle en B.

c) H = FE donc les droites (J1) et (PB) sont paraliéles. ‘
Dans le triangle CFB, I milieu de |BC] et J milieu de [FC] donc les droites (JI) et (FB) sont parallgjes.
Donc les droites (PB) et (FB) sont confondues.

1 en découle que P appartient  la droite (FB) N
Par conséquent d’aprés le théoréme de Thalés donc P est milieu de [FB]. ,

a) i = PB donc le quadrilatére JPBI est un parallélogramme.
De plus le triangle BCP est rectangle en B et 1e(BC) donc (PB) L (IB) .
C’est ainsi que le quadrilatére JPBI est un rectangle.

b) JPBI est un rectangle. Donc JB = IP.

Or JC=1IP donc JC=]B.

De plus BC=IC

On obtient JC=JB = BC.

Par suite le triangle JBC est équilatéral.

¢) Letriange CPB estrectangle en B et

P appartient a la droite (FB).

Donc le triangle BFC est rectangle en B.

Par suite B appartient au cercle de diamétre[ FC].

Par ailleurs le triangle KCF est rectangle en K.

Donc les points K, C et Fsont inscrits
Dans le cercle de diamétre |FC)

Par conséquent, les points F, K, B et C
appartiennent au cercle de diamétre [FC].

-
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@ PROBLEME

Partie A

1.

2
xeDf, & ¥YX +n +X >0 .

n > 0 donc pourtout nombre réel x , :(2 +n > :(2 =0

f 7
Par conséquent, VX +n> |x| . Or, —x£|x|.

’2
Dunc_ X +TI.‘>—,‘(
\!xz +n +Xx>0.

On en déduit que 'ensemble de définition de fpp est R.

o lim £, = lim In(¥x2 +n +x).
x—>+00 X—40

Or lim (12 +n) =+w , lim \.‘XZ +N =+®

X—>+00 X—>+00

Donc lim (w‘x2+n +X)=+wo; lim ]n(v'x2+n+x) =+m
X—+® X—»+00

’ i lim f,(x) = i
Il sensuit que, _ Iim __ n(X) =+

. lim frn(x) lim In ( x2 +n +X)
Par ailleurs, x—>+w_x = s X ;

« jhm R Lk ’1+i+1)).
X—>+00 X X XZ
. In(x ) | ) i
L %:0; lim In( |1+ —+1) =In2
Xx—+0 X X—+00 X X+ X—+00 x2
n
Donc, lim -l—ln( ’l+—2+1)=0
X—+400 X X
n .
B dim (245 g ’1+-——2+1))=0 :
X,-——_—)+D‘.TJ X X X

: . fn (K)
Onen déduit que lim ——— =
X—+m X

0.

I @ati hique: lim fp(X) =+ @ _lim fn (%)
nterprdation graphique : x40 177 X—+0 X

= 0 donc ( C,, ) admet une branche

parabolique de direction I’axe des abscisses.
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<

+n +X)
| n L —F
K o ‘\ (-—-—E""")
im In
F-X'!!?"w mﬂ‘
n
_ nc lim In( )=—c
or lim D=0 N e JxZ+n-x
x—**mm—x
im fp(x)=-2
Par conséquent. x_l_g‘lw n(
fn®) _ fim In (VX +n+~c)
. ol LRSS 1
Par ailleurs , xl;“_"_w X X0 X
Posons : u=-%X
In —u) +n-u
Com(Eentx) gy O )2 )
Donc, _ lim X e
X——©
1 f
= ltm (—-u*)[ﬂ( F M=)
l g
= lim (==)(In(n)= In( u +n +u))
u—+0 U
im [ In(m) In(v @ +n +u)]
= | Gl
u—»+00 u u
[n(n fr (u
_ it [ = ()_}_n()]‘
u—>+m u u
. fp(u ; In(n) fp(u
Ona lim M_U lim n( =0donc lim [ - )+ “”]:
u—+wo U u—+c U U—>+00 u u
) In ( x2+n+x)
Par suite, lim =0.
X—»—00 X
fp(x
En définitive, _ lim In® _,
——-w0 X
. : frn(x)
fati ique: lim fp(x)=- | s
Interpréation graphique 0 L n(x) o e x—l-ﬂoo =
Donc ( Cp, ) admet une branche parabolique de direction I'axe des abscisses.
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_____23 +1
Zﬂxz+n

3. a) Pourtou nombre réel x, f n' (x) = . .
\Jx +n +X

- x+’q‘x2+n
Jx2+n(\l;2+n +xJ

x2+n

b) Pour tout nombre réel X, fh (>0
Donc f;, est strictement croissante sur R.

Tableau de variation de fn )

X —0 + O
fn ' (x) +
+ @
fae |__

l-n fl—nz l-n
_:l —— +n +_
. fn( 2 )=in (2) 2

P
In (J%{l—2n+ n2)+n +-Tn}

Il

n
5 )

]n(-;—\j([— 2n+n2}+4n +

1]

2

I

T T e |
n(—i +2n+n 5

ln(%a’(n+ 1)2+1—;£)

n+1

2

Inl
" f

I

I-n
= In( +—)
2
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e

(Ty):y =M '@ @x-0+ fn ©

5, Ona |
Inn L
Puisque, fn )= — ¢t fn (0 .
Inn
Done, (Ty):y= (x=0)+ 5

6. a) Pourtou nombre réel x, hp '(x) = \[x_;; - Jl;
" ,(x)=«/ﬁ —Vx% +n |
ERN -
Pour tout nombre réel x, Jﬁ \'xz +n >0. |
Il s’ensuit que, lesignede hp *(x) est celuide Jn —'sz' +n.

Pour tou nombre réel x,

Jn - Vx? +n-0ax} =Jn
+n =

2

=1

Par ailleurs , J_—\Jx +n<0<:>\'x +n >+/n

<=>X +n>n

n
0
0.

s xz >0
= x#0.

On déduit de ce qui précéde que pour tout nombre réel x, hn '(x) £0.

Donc hpy est strictement décroissante sur R,

hn est strictement décroissante sur R.
Done, x<0 implique hIl (x) > hn (0). Or, hn (0) =0 donc hn (x)>0

Par suite, fp (x) - ( Xl

+—)>0.
i 2
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Inn

f()>(x+ )
X — e —
. Jn o 2

par conséquent,, ( Cpp ) estaudessus de (T, ) sur]-oo :0].

par ailleurs, x> 0 implique hy 0< hn 0)

h, <0
X Inn
0 cndéduilqucf (XN=-(—= +—)<0.
" " Jno 2
fo G Dt

Jn

par suite, (Cp,) est en - dessous de (Ty, ) sur] 0; + oo,

Enfin (Cp) et (Tp) secoupent au point d’abscisse 0.

Pour tout nombre réel x,

fn+l -, 0= In(\llx2+n+l +X) —[n(\fx2+n +X)

Pour tout entier naturel n, n+l >n

Done, Vxe B, >;2+n+1:=- xz +n
\fx2+n+] ::-Jx2+n

«.l'x2+n+l + X >«Jx2+n + X.

In( xz +n+1+x)>In(y x2 + N + X ) ,car lafonction In est strictement croissante.

ln(\}x2+n+1 +x)—ln(\.‘x2+n +x)>0 -

fogeg 0= f, 0 >0.

Par suite, la courbe (CHH) est au —dessus de la courbe (Cp,) sur R.

La fonction fn est continue et strictement croissante sur [R donc [, est une bijection de IR sur

[, (R).

f(R) =] xﬁ}mmfn (x); xi’lmf n®) [ .

Comme x]'lr'l”l fr(X)=-o et Xinlmfu{x} =+ alors, [ (R)=R.
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—
—

Partic B

1. Pourtou nombre réel, f | (x)= In(

vxelR, =N E K.
B, fy (-0=In (Y0241 = %)

=|n( x2+1—x)

1
= In
[\f:{z+ 1+ xJ

=-In( x2 +1+X)

52+I+x) ;

f] '(— X) == f] (X}.
En définitive : Vx e R, —X€R et fl =x=-f ®

Donc, lafonction f; est impaire.
Interpréation graphique ; La courbe ( C; ) est symétrique par rapport 4 I'origine du repere.

2. Soit xeRet yeR telque fl x=y.

f| est impaire implique f] (-x)=-y
Donc, In(VxZ+1+x) =y @ln(y(=x)*+] - x) =-y,

1,‘x2+[+x=cy (1) et xZ2+1 —x=¢ 7 (2).

De (1) et (2). on dé&duit que 2x=¢€” — € 7
N _ oy
X=
2
-1 -1 ¥ g™
On en déduit que f} “est lafonctionde R vers R définie par f; =~ ()= ———.
2
3. Tableau de variation de fl.
X —0 0 +
fl "(x) +
+ 00
f] (x) 0
-
248
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sation de fa:
pablean de VT 2 1
X - '"E 0 + o0
| i
f2 s (X} + ; + } +
i In2
‘ p— +
:
-

Construction : (Cpet (C ') sont symétriques par rapport & la droite d’équation y = x : voir graphique
on

4.

5, Pourtout nombre réel x, gx) = 1n ( %2 4+ 1 -
=In( (—x)z +14+(= x))
= fi (= x).

(Cl) par rapport I'axe des ordonnées.

6. (I)estlesy métrique de

249
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Partie C

1. Pourtout nombre réel x, fy (x) = In ( \J‘xz +1+x)

& ,/2 X
=In (WX +I(I+\/x_2;))

+1)+ In (1 +

= In( x2

)
X“+1

= —I|H(?\'2+1)+ In (1+

2 )

X“+1

2. Posons: vp (1) = (Ll)n et Sn V=1-t+ [2 —13 +l4 +...+ (—l)".
( Vg ) est une suite géométrique de raison —{ et Sn lasomme de (n +1 ) termes consécutifs dela Suite(
¥
|

¢+l
Donc, S, T L S
I—(—1)
o (_1)n+lln+l
I +1 1+t
n+l
Il s’ensuit que : _I_=Sn(1)+( t)
I+t [+t |
_l_zl—[+12 _13+[4+”.+ (—I)"t”+( ) t
L+t I+t

3. Pourtowtte R*\{-1},t#0ctt=—1I ,12 #0 et 12 #-—1.

I s’ensuit que :

| _yn+l, 2n+2 i
2=I—l2+t4—l6+lg+...+{—1)"[.2”+( D t
I+t fi2
t _\n+1, 2n+3
5 =l—t3+t5—!?+[9+__.+(_I)1'1[2l'l+1 +_( 1) ;
I+t fik |
2 fdi X X ¢2n+3
Done, [—— = [t = C4t® = (T b (—)Me20H]ygp 4 oyt [t
01 +t 0 _ 0 1412
& 4 6 8 2n+2 2n+3
1 c X X X X X p<n+
—lIn(l + IZIS =— —— +— - — .+ (-1 s (-1 dt
2 2 4 6 8 2n+2 0 1412

1 2.x | 2
Or, Elln(l+[ IO-zln(l+x )
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2n+3
Donc, lln( 1 +x )— Py + (- )n+1’ft dt
2 b 3
2 4 6 5 1+t
X X X 2n+2
0‘1} Pn(x]=___'_+'—' -— _x_+__.+(__l)]'lx
% + 6 8 2n+2

Pour tout nombreréelt € [0:1],0<t <1 donc 1,_2!1+3 >0

Ona I+ l2 2 | donc

<1.
l+t.2
En multipliant les deux membres par t2n+3' ;
2
A 2m3 |
l+t2
1l2n+3 |
Donc, ]—-Tdt-g | l2n+3dt.
0 1+t 0
1
Comme, Jt2“+3dt=[ ] 2“"“4]%] = ! )
0 2n+4 2n+4
1t2n+3 dt I
alors | 7 ’
0 I+t 2n+4
1 x 2043
fl(x)— —In(x +1)+ | [ -l-ln(x2+l}=Pn (:-:)Jf(-l)r““'jl dt
2 2 2
X“+1 0 1+t
" x2 x4 5 x6 x8 v i x2"+2
avec =— = — =, .. - 3
- 2 4 6 8 2n+2
1 2 1
Ona, fl {]}:E!n(l +D+In(1+ )
1+1
2n+3
1%t d 1
Donc f; ()= P, (D + (- [——— +In(1 + ——)
L . 0 l+t2 J2
2n+3
1%t dt
=Ugs + (] +=p )+ (-1)"*;
. \/_ ]+tz
] 1 1 1
0 U, =P,(1)d Up=— ——+——— +. -1
@ Tn=hD e ta=s 2 e 8" (?2n+2
251
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“x ,2n+3
] Xt dt
6. Uy =f; (N=inf 19 pe Jt=iiHije__ &
1 > :
2 0 I-|-l.2
2n+3 2n+3
X q dt ] <N+ 1 (2n+3
Oﬂﬂl(—l)n+lj—-§—|=f——2dl- ell:l'sjt dtg I
0 1+t 0 1+t 0 1+1;2 2n+4
2n+3
X k,
Comme i = : ERTL 2 dt o
N oo 244 0:zlers, nllpr-lluo( D™ 1442 =0.

5 : |
Par conséquent, lim Up=—
q e L In2.
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DEVOIR N°18

N2 = 11 est un nombre premier ;
N3=11 1 = 3x37. Donc NR n’est pas un nombre premier

N4=11“ = 11x101 Donc N4 n'est pas un nombre premier.

(10—1)(10p_] & 02 100)=10p-1
9(!()]""_l + I(}p_2 + ..+ 100} =10P -1
10P -1

9
N p est un entier naturel .

DDI‘IC, N P =

Par conséquent lﬂp—l est divisible par 9.

0P -1 10291

a) p22, Np=

9 )
=] 22 0
10097 + 10097° + ... + 100
= (100-1) ( )
9
=11x 10097 + 100972 4+ .+ 1000 ).
Donc Np est divisible parl1, c’est a dire par NE‘
5N 0P -1 10°9 )
P79 7 9
100097 + 1000972 + .. + 1000°
Ny = (1000 -1) -

Np =111x( 10009~ + 1000972 + .. + 1000%),

Donc N p st divisible par N4 .

253

Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C

R
W [ k@2 oy o0 )
Np=(10 -1 ( 9
k
Nk: W= implique lﬂk =} =9 Nk

«(q- k(g-2 kx0
Done Np={|0‘“(CE t + 10 (q-2) b o BAETT )xNk.

11 s’ensuit que Np est divisible par Nk'

3in
1. 82(-1+i)=16e4

1

Posons : z=re
Il s’ensuit que pourze C,

3n
z4=8\6(—1 +i)e r4=16 et da=— +2kn;keZ

4
3n 2kn
=4 r=% el o= — + — ke Z
16 -
3t km
Sr=2 e Ry =— + — 3 ke{0;1;2;3}
16 2
1(?—2 + Xy
Donc les solutions sont les nombres complexes zk=2 e 2 ol ke{0;1;2;3}
3in 11 19in 27in

3in in I 27in
Onobliei'lt zﬁ=2e16, z]=2e 16 , zz=23 16 et z3~—-23 16 :

$im  llim  _13im  _Sin
Par conséquent, I’ensemble solution S={ 2¢16 ;216 .2e 16 . 2¢ 16 }

2. el0 .16

Sim Hir 19 27in
e 10 Lo 16_,16 16 .16 .16

3in llin 13in St 3im
+

3in 8im . 2dim

=16 (14 e16 M 4o 16
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3in
= elﬁ (l+i=1-1)
=0

11 en résulte que la somme des solutions est nulle.

@ PROBLEME
Partie A
1
1. Vxel+o, g'(x)=2Inx+(2x-1)x—-]
X
1
=inx2+2——-1_
X
; 2, |
g(x) =In(x") ——+1.
X
2 1
2. a) g(1)=In(l ]——l~+1=0.
b) Vxe]0:I[, O0<x<l1
xz <]
In{x2] <Inl
ln(xz) <0
ln(xz) +1<1 (D).
1
Parailleurs, 0<x< I implique 1 <— et ——<-1 (2).
X X

En ajoutant membre 3 membre les inégalités (1) et (2),

Il s’ensuit que, In( xz} -— +1<0.
X

On en déduit que : g’ (x) < 0.

On laisse le soin au lecteur, d’établir par une démarche semblable i la précédente que :

Vxell 4o [, g’ (x)>0

255
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3. vxelO:1l g'(x<0

Donc, gest strictement décroissante sur ] 0;1 [.

B, Vxel li+o[, 2'(0)>0

Donc, g est strictement croissante sur | I+« |.

4. g()=@xI-1)Inl=1+1=0.

g est strictement décroissante sur | 0 ;1.

Par suite, ¥x€]0:1[ . x<1.
gx) >« .
g()>0car g(1)=0

Par ailleurs, g est strictement croissante sur | 13+ o [ .

Vxell+o|, x>1
g(x)>g(l)
gx)>0.
En définitive : Vxe]0:+ o [\ {1}, g(x)>0.

Partie B
2 X 1
; X7 —x
1. lim f(x) = lim = lim (x2 - X)— . l
x—0 x—0 In(x) x—0 Inx |
Ona lim (x?'—x)zc'; lim InX =-c ; lim L={1'-. |
x—0 x—0 x—0 Inx
: 2 1 |
Donc lim (x™ —x)— =0. '
x—0 Inx

Par conséquent, lim f(x) = 0.
x—0
De plus f(0) =0 donc xlin(] f(X) =f (0). On en déduit que f est continue en 0.

2
Parailleurs, lim f(X)= fim *_—%
x—1 x—=1 Inx

.f
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= lim 2 .
x—=1 Inx
Xx=1
Inx : . X
) lim =1; lim(x)=1alors lim =1.
L x—l x>l Inx "
x-1
=1d lim f(x) =f(1.
orf(1)=1donc lim (x) =1(1)
Il en découle que f est continueen 1.
x2—x
f(x) - f(0
2 - (K] ()= fim Inx
" x=0 x-0 x—=0 x
> >
: 1
= lim(x-1)—
x—0 Inx
-2
li ] Oe lim(x-1) 1 d lim (x -1) :
m-— =0e (—1) =~ . =l
o xl—ﬂllnx x—0 oM x50 Inx e
> >
fip 10,
sane; x;bﬂ x-0

On en déduit que f est dérivable a droite en 0
Interprdation graphique : La courbe (C) admet a droite au point d’abscisse 0 une demi — tan gente

horizontale.

2
X
3. a) Considérons la fonction k définie sur [0; 1] par:k (x) =In(x+1) — x+ T

2

OnaVxe[0;1], kK’ (x)= . .
X +1

k est strictement croissante sur | 0 ;1 Jet k(0)=0.

Donc, ¥xe]0;1[, x>0
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k(x) > k(0) .
k(x) >0 car k(0)=0

X

On en déduit que X = _5- < In(x+1).

¢ analogue, en considérant p définiesur [0 ;1 ] par p(x)=1In (x4 | Yo x2 x3

2

D’une maniér:

2z _3
X

X
on établit que : VX €]0:1[, In(x+1) < K_T+T'

2 2 3
iti : O = X
En définitive, Vx€]0 1 1] E—Tt: n(x+ _2__,__:_3_

b) vxe ]0:1[, 0< x <1 donc xz-c:x{l)

2
X
— <X
2 !
2
X
Donc, 0<x ——.
2
2 2 .3
X X X
Par conséquent, D<x ——2— <ln(x+1)<x- —+ T

2 3 9
X+ X+l X+1 -
< < car X+ 1> |
XZ 3 T n(x+1) XZ
X——+— . |
7 3 2 |
Sk I x4+l 1 x4+l l
- — I sy
_x_z—xy X In(x +1) J\;2 % |
Koo i N !
2 3 2 i
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3 x 3 E
Donc, O 7 <h@®< 2 |
X X X
l-—+— l——
2 3 2
3 x2 3
. 2 3 3 Py 3 3
Comme lim 2 =— et lim 2 .> alors lim h(x) =—.
ﬁ—bﬂl_i X7 2 x=>0,_* 2 x =0 2
> 2 3 > 2 >
2
X —-x :
. f(x)=1(1) In(x)
: lim — = lim ———
Par illeurs, x=>1 x-1 xl—}l x -1
> >
s e
x—l In(x) x-1

>

Effectuons un changement de variable : Posons u = x-1 donc Iiml u =0avec u>0.

Xx—
> |
" u+l 1
; it : Ilm = ) = l]m (— - _)
I s-caspit gite x_,[(ln(x) x=1 u—0 In(u+l) u
% >
3
= lim h(u) = —.
u-}—)ﬂ 2

- f(x) - f(1) _3 ¢ i f(x) —f(1) _ 3'

Qoa o x—T 2 "% %=l ¢
= <
f(x)-f(l 3
DU‘HC, “m E)_Q = —,
x—=1 x-1 2

3
Par conséquent, la fonction f est dérivableen 1 et ona: F{1)= E
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Partic C

2
XX him (x-1)——

i i(x) = lim
x_l.l}n-;l-w (x) x—+©  Inx

—

X

. Inx
lim (x=1)=+w0 et lim — =0

Ona X —»+0 X—+0 x

De plus, Vxe] | - 4o0| ,x>1donc Inx>0

Inx
— >0 carx>0.
X

1
Donc, llm — = +®.
x—+o0 Inx

—

X

équent, lim (Xx—=1)— = +e.
Par conséquen . ( )lnx

X

On en déduit que f(X) = +oo.

lim
X—>+00

Par ailleurs, lim @

X—+0 x

1
5.

I
§.

K
Ona lim _ﬁl:1 et

: X=
Donc _lim __lx l

—+on 1. =-+oo,
A x  Inx

260
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On en déduit que la courbe (C) admet en +oo une branche parabolique de direction I'axe des ordonnées.

A
X

2. a)Vxel0; +oo[M1}, I7(x)= ;
(Inx)

(2x=Dinx—x +1

( lmc)2

g (x)

(Inx)*

-

g (x)
(Inx)

et (lnx)2 >0.

b) Vxe)0;+o\1}, £7(x)=

Donc le signe de f* est celuide g sur] 0;+o[\{1}.
D’aprés la question 4) de la Partie A) : Vxe]0; +oo[\{1},&x) >0

3
Il s’ensuit que : Vxe]0;+o[\{1}, f*(x)>0.Deplusf’ {l)=E.

On en déduit que f est strictement croissante sur ]0;+]|.

¢) Tableau de variation de f :

X 0 1 +
3
f'(x) @ + E +
+ @
f(x)
0
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3. Tracé de (C).
(€)
J
-+
O | =

4. fest continue et strictement croissante sur [0 ;+ oo [.

Donc, f réalise une bijectionde [0 ;+ o [ sur f([0;+ e [)=[0;+ o ].
Partie D
1. fréalise une bijection de [0 ;+ co [ sur [0 ;+co].

Pour tout entier naturel n2 2, n> 0 donc — >0.

n
Par suite, — €[0 ; + oo].
n
Par conséquent, I'équation f(x) = — admet une unique solution Oty dans [0 ;+eo[.
n

2.

. 1
Pour tout entier naturel n22, —<
n

1
2

doncQ < —<I.

n

De plus, f réalise une bijection de | 0 ;+o0[ sur| 0 +oo| avec f(0)=0et f(1)=1.

On en déduit que 0 < Opn <1 pourtout entier naturel n > 2.
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gl s =

1
)=— et f(a )
Ona H@n =y n+l

< —_,
n+l n

Or pour tol entier natureln 22, n+1 >n> 0donc

f(un+1)~.:f(un).
Comme f réalise une bijection de [0 ; + o[ sur [0 ; +eo[ alors @ < Op -

Donc, la suite (0 ) est strictement décroissante.

D'aprés la question 2) Partie D, pour tout ent ier naturel n 22 onaO<@p <I.

[l s ensuit que la suite ( QLp ) est minorée.

De plus, la suite (0L ) est décroissante donc, la suite ( @y, ) est convergente.

a) Pour tout entier naturel n22, V, =nlp. |

|
Ona f(ﬂn)=—.
n

In(e,) 0

In(ag) e
gp =1
fp(ﬂn)=nan . |

On en déduit que : Vp =¢ (ap)

i i i issante.
b) Pour tout entier natureln>2, @ | < @p car la suite ( Oy, ) est strictement décroissan

Donco(p)<p(Q, | ).
Yn < Vo
Par conséquent, la suite ( Vp, ) est strictement croissante.
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— —
-_— -

e

a) Pour tou entier naturel n22, f(op

1
. o 1 o
Donc, nﬂ}m f (ﬂ.n)— ndl_:}m =

lim f (x) =f(L) car f estcontinueen L donc lim
x—L

L n—tao’ @ )=rq,

n—+®© N
Il s’ensuit que f(L)=0.
Puisque f réalise une bijection de sur | 0 ; +oo[ sur| 0;+o0f avecf(0)=0alors L= g,

b) Pourtout entier natureln 22, Vp =0 (0p).

. i Inx
One: iy #()= o<1

Inx
: — lim (x=1) ==1 donc, lim —— =+w.
Or x]1_r_>nolnx =—o d x—}ﬂ( ) x—=0x -1

Par conséquent, Jﬂow (x) = +00. |

i lim o =0 et lim @(X)=+0. donc lim ¢ (a )=+,
Euisque n—-+o n x—0 n—>+w n

tque: lim V =400,
On conclut q LI

|
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DEVOIR N° 19

2
a) M(x;y)e(E)ex +4y2=]6

2 2

16 4
On en déduit que (E) est une ellipse de centre 0.

b) 0,-12 =16, 0B =4 o OF? =16-4=12.

Par suite, les foyers sork Ics pomis F(Z‘E-O) et F'(*Zﬁ,ﬂ) et I'axe focal est la droite (OF)
Les sommets sur I'axe focal : Les points A(4,0) et AY(—4,0)

Les autres sommets : Les points B(0;2) et B(0; =9y,

83

. 8v3
Les directrices : Les droites (D):xz._%{ etet(D): x=——"
" 3

L'excentricité : —,
2

b) Voir figure.

—{-.—.

2 2
l(]—i):—e 4 donc, le rapport de § est — et I'anglede S est —E.
2 2 4

1+2i .
Affixe du centre () : — e -

1—5(1—:')

2 T
Par conséquent, S est la similitude de centre £2(3 +7) , de rapport — et d’angle — — .
2 4

a) Soit (I') laconique de foyer F,de directrice (A) et d’excentricité e.
Soit M un point duplanet H son projeté othogonal sur (A).Soit § une similitude directe de rapport k.

Posons : S((A)) =(A), S(M)= M, S(F)=F'et SH)=H'.

Ona: (MH) L (A) avec {H}=(MH)N(A).
Les similitudes directes conservent ’orthogonalité donc: (M'H') L(A").
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. ‘I
‘militudes directes conservent le contact donc : avee {H '}y =(M'H (A,
Les simill »

M'F'
ient les distances par k donc:

: ultipl = Eﬂj—t = MF
Les similitudes directes ™ M'H' kMH = ppy )

Me()=M e(l). (=5 .

_"{f_'- = . :
SMH M "sur (A", on conclut que I'image d
p—_— pmjetf grthogoﬂﬂ] de rs s . g ¢ (TMpars st la Coniqy |
; « de directrice (A Net d’excentricité e. On aboutit & une conique de méme Nature, " l
f;; Zrih.;t que limage d"une conique par une similitude directe est une conique de méme pyy,

(E ") est une ellipse de centre O'(1+2i)od O' est I'imagede O par s.
b)

A
1 ' "f
¢) Affixede s(A) : zA'z-i(l DLy +1+42i =3
1 ; : :
Affixede s(A") : ZA"=E(1_')ZA'+'+2‘:_1"'4‘
1 : ) _ :
Affixede s(B) : ZB':—(i—I)zB+1+2;=2+3: ,
: : !
oo - :
Affixede s(B") : ZB'IZE{I_’)ZB""I"'z‘:I |
l 3 i
Affixe de s(F) : ZF*ZE(I—E)ZF +E+E=I+J§+E(2_.\E) .
1 . S ' u
Affixe de s(F'") : th'=E(1_I)2F|+E+I=1_J§+E(Z+J§)
N
4. Les éléments de symétries sont : Le centre O'(1+2i), I'axe focal (O'F") et la droite — P b

O'et perpendiculaire 3 (O'F").

5. Voir figure.
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=_l_(1—i)z+1+2f

6. a < ,

1 , . .
'+’ -_-5(1 —i)(x+iy)+1+2i

I‘+fy':~=1—(1+f_}’ —ix+ y)+1+2i
2

A
] . x'=—(x+y+2) x=x"—-y' +|
x'+l'y'=5(-1'+3"+ 2}+Er(—x+y+4).ll en découle 2 et

=x'+y' -3.
}"=—I—(—x+y+4} P
2
b) Mes(D)=Me(D)
843
Sx'-y+l=—0
3
8V3
¢>x'—y'+l—i={],
; 83
Donc, une équation de I'imagede (D) par § est x—y+|l-——=0.

83

Par une démarche analogue, une équation de I'image (D'") depar § est x—y+1+ —3— =),

x=x"-y'"+1

c) Ona:{y _xX +y =3

par suite, M'(X,y) € (E) © M(x,y) € (E)
& (x'- y'+l}2 +4(x'+y'—3)2 =16

B on iy ima e
c::-(x'z-f- y’2—2x'y'+2x'ﬂ-2y'+l) +4{x'2+ y'“+2x'y'-6x'-6y'+9) =16
o 5x2 45y +6x'y'-22x'-26y'+21 =0

2 2
Par conséquent, une équation de I’ensemble (E™) est 5x°+5y° +6xy-22x-26y+21=0.
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Tracéde (E) er (E)

EKERCICE 2>

r

T B
3}4P><:.Q=(:+!T)(—

_J’a‘-) 13

|
—+tl—)=————donc, Zp X7~ =—1
2 2 4 4 Frre

b) 'zpl =let |29|=1,donc OP =1 et OQ =1 donc, P et Q appartiennent au cercle (C) de

centre O et de rayon 1.

| .
¢) P appartient 4 la droite d’équation x = — et au cercle de centre O et de rayon |. Q appartientala 3
” .

droite d’équation X = ——el au cercle de centre O et de rayon | . On en déduit la construction de P et
}j

-

d) AP = AQ donc,letriange APQ est isocéleen A
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4

2. |z_;'|=|z—zA|=AM et %+i“

3. Pour z différent de O,i et —i, AMN isoctlecen A si et seulement si AM = AN.
Donc, pour Z différent de 0,/ et —i,

oo
—+i
Z

AMN isocéle en A & |z-—f|=
e |z-iflz]=|1+iz]
o |z-illz|=]illz -
P ’z l=1

Par conséquent, AMN isocéle en A et seulement si M appartient au cercle (C) .

4. Pour z différent deO, i et —i, M appartient au cercle (C) = OM = |

= |zl=1

= Jzz =

= gz =1
|

= —=z
F

5. |¢=1 implique "'%‘:1 donc, ON =1, Ils’ensuit que N appartient au cercle (C) .

P s I = z-z
Parailleurs,ona — =z donc ——=—z. Soit / lemilieude[MN]. Ona z; =T= iIm(z)
Z Z

Il en découle que le milieu du segment [MN] appartient 4 I'axe imaginaire.

De plus, M appartient au cercle (C) implique AM = AN car AMN isoceleen A .

Donc, A appartient a la médiatrice de [MNV]. Comme A a pour affixe /, alors A appartient & I'axe
imaginaire . On déduit de ce qui précéde que I'axe imaginaire est la médiatrice de [MN].

6. N appartient au cercle (C) et 4 la droite passant par M et qui est perpendiculaire 3 (OA)
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A

R !
.
!
/
| )
N j
[ j
il z
]
|
I
|
| j
|
| 5
{
!
@ PROBLEME 5
Partie A
1 .IZ X
Soit I'équation différentielle (E): y'(x)— Wx)=(2x—-1)¢” -—e
x2 X
1. VxeR,h'(x)=2xe" +(-1+1-x)e
2
=2xe” - xe®
2
Par conséquent, Vx € &,h'(x) —h(x) = e —xe” - (ex +(1- x)ex)
2
h(x)-h(x)=2xe" —xe* -¢* —&" +xe"
2
h'(x)-h(x) = (2x-1)e* -¢
On en déduit que la fonction 4 est une solution sur £ de I'équation (E)
270
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2. (E") < y'-y=0donc,les solutions sur £ deI’équation (£) sont les fonctions x > ke'r;k cR.

2 x

3. h estune solution sur R de l‘équa:ion {:E) done, hr(x) i h(.x) = (21 _ ])e .

2 x

Ona (E)cy'—y=(2x—l)e"2 —¢" et Vxe Rh'(x)-h(x)=(2x-1)e* e

2 2
I s'ensuit que, (E) & y'= y —(h'(x) = h(x)) = (2x-1)e* —e* —(2x-1e* -¢¥)

(E) = (y-h)'-(y—h)=0

X

Donc, y solution sur € de (E) si et seulement si y=nh sur [ de (E").

1 en découle que les solutions sur B de (E) sont les fonctions x > ke’ + h(x);k € R.

4, Déterminons le nombreréel k tel que H(x) = ke™ + h(x)

Ona H(1) =0 & ke +h(1) =0
Ske+e+(1-1)e=0
< k=-1

En définitive, Vx e R, H(x) = -1 x e +ex2 +(l -Jr)eJr

2 x

H(x)=e¢" —xe
Partie B
- : x2 X
1. Calculer lim f(x)= lim (& -xe™)
X——00 X——0
2
Ona lim x2=m; lim e =4w et lim xe*
X——0 X—>—0 X—>—0
Il s’ensuit que lim  f(x) = 400
X——0
; f(x) ; & —xe%)
Parailleurs, lim ——= lim (—~—
X—>—0 i X—»—a0 x
2
. EI X
= lim (——-¢")
X——00 X
2
= lim (x5 —e¥)

v

2

. X X
=0 donec, lim (¢& =—xe )=+
X——o

; ; 2 . e > _ . 3
= . =40 ;0r, lim x=-% donc, lim x = —00
Ona lim x" =40 ; lim —;2— o B ‘II

X——x X——w
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P

X2
€ X

' lim (x—y —€ )=

X
De plus. im ¢ = 0 donc. Y p

=2 —00 =

..

par conséquent. :—I!rm . —0
f(x)

i i =4 et lim
. . puisque 1M f(x) .
ranche infini€ : puisque WM, i ¢ - Iamumc

Nature de lab
. irection I’axe des ordonnées.
(Cf) admet une branche parabOI|quc de dire
im_( xe™)
li (x)= _lim (¢~
ki %) x—lbn-:wf x—+0 Xz
e
= _lim (-—j--—l)xe
x40 ye
exz—x P
—=+®0 x
.9’[2_Jr 5
= lim (x-D—3 —1)xe
X—>+00 .
xz—x exz_x
i i =40 d i lim =40 - lim ~ N
lim (x-D one. | oo x2 -x xua»m((x 1) xz-x 1) =+

Ona,;
X—»+00

- X
Deplus, lim xe™ =+co.
X—>+c0
X —X

e
Par suite, lim ((x—1) 5
X—r+0 2 _x

- I)IE'I = 400 .0n en déduit que lim  f(x) = +o.
X—+0

f(x) & —xe®

Par ailleurs, lim
X400y

272
— |

Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C

o

e
= |lim - =P
J.‘—}+<30((x % 2 De
X =x
exz—x
lim ((x-1) - =+met lim xe* =+
Onax-—)m —f—“x e = e o0 done,
2x
€ X
lim ((x=1) —De” =+
X=p10 x"-x
: f(x)
= 400
Donc'xl'ﬂm =

terprdation graphique :  lim X)=4m et lim .-[___.
b) Interp gaphique: _lim  f(x) e lim =

admet une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées.

= 400 donc, la courbe (Cf)

2
Pour tout nombre réel X, f'(x) = zl-g'x —(x+ 1)3"‘[

12 1
a) f'(1)=2xlxe —(1+1)e
=2e—2e
=0

f'(0}=2><0xe02 ~0+1)e =1
b) Ona 2x—(x+1)=x-1 donc,Vx €]l;+0] 2x > x+1(1)

2
De plus, Vx €]l; 4], xz > xdonc, e* >e” (2).

2 2
De (1) et (2) il s’ensuit.que 2xe” :>(.r+1)e‘x - 2xe” ~(.r+l)ex >0

Par conséquent, f'(x) > 0.

2
Par ailleurs, Vx €]0;1[, 2x <x+1 et X <e donc, 2xe” <(x+ l)ex

Par suite, f '(x) <O0.

2
¢ VxeR, f(x)=2xe" —(x+l)e*

; 2
X X X
=2xe —e€ -xe

# x

= x(2e —ex)-e‘ :

x ; :
Ona Vxe]—-m;0[, x<0 et xz >0 donc, € >e carlafonction exp. est strictement

croissante sur 4.
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2
X X
27 >e¢

2
,r{Zc."r —e'rJ <0 car x<0.

2

3 X ;
X .0, donc I{gc"' -e"‘)—e <0 . Onen déduit que ; f 'x) <0

Puisque ¢

¢, f eststri
5, vxel-oll, f (x) < 0done, f ‘ '
'(x) > Odonc, f est strictement croissante sur |I;+oo.

ctement décroissante sur | — ;1.

Vx el;+oel, f

Tableau de variation de f

X B | +00
f(x) 3 : N
+0 +00
£(x) \
0
2

f(]):e] —Ixe] =e—-e=0

2
6. Unecquation de (T) esty = f(OXx=0)+ f(0).Ona: F1O) =—1 et. f(O)=e _p, 0|

Donc: y=—(x-0)+1
y=-x+1.

Partie

1. On considére lafonction g définie par g(x) = f(x)+x—1
g(0) = f(0)+0-1=1-1=0et g()=f()+1-1=0.

2. a) Vxe]0;+oo, t'(x) = xe* >0
Il s’ensuit que ¢ est strictement croissante sur |0; +oo].
Donc, x>0=1(x)>1(0)
= t(x) >0 car 1(0)=0.

X X

xe& —e +1 t(x

b b) Vxel0;+oof, ¢ '(x) = 5 = (2}
X X

2
Ona Vxe]0;+0f, x“ >0 et #(x)> 0. Par conséquent, 1? >0

X
donc Vx €]0; 40, @ '(x) >0

| On en déduit que la fonction ¢ est strictement croissante sur |0;+co].
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La fonction @ est strictement croissante sur |0; +o].

Pour tout nombre réel X appartenant a ]0;1[ ,on a 0 < g donc, W(xz} < p(x)

Pour tout nombre réel X appartenant & |I;4<0|, ona | < x < x2 done, @(x) < qp(;cz) :

vx €]0;1[, @ (12) <@ (x)

Done, Vi <

2

En multipliant membre a membre par IZ : e —l< x(ex ~1)

i3

e —I—x(ex—l}«:()

x x

e —=l-xe” +x<0

e* —xe*¥+x-1<0
On conclut que : Vx €]0;1[, g <O0.

Par ailleurs, Vx €]li4<o[, @ (x) < @ (x°)

. e‘rz-—l eI
Par suite, x2 > =
x(ex -1) < exz -1
812 —1-x¢" +x>0
e* —xe¥ +x-1>0.1len résullleque: Vx e]l; 4o, g(x) >0

En définitive, Vx €]0;1[, g(x) <0 et Vx €]l;+oo[, g(x) >0,

Complément : Démontrons autrement que : Vx €]l; 4o, g(x) > 0.
Vx €]l;4oof, g'(x) = f (x)+1.Comme Vx ell;+oof, f'(x) >0 alors f(x)+1>0.
On en déduit que g '(x) > 0.

Vx €]l;4c[, g'(x) >0donc, g est strictement croissante sur 11; 400].

Par suite, x >1=> g(x) > g(1)

= g(x)>0 car g(1)=0.
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2
3. Vre|l-=0,x <Oetx“ >0
2

X
.[’-r }EO cle <¢

Iz—l‘)ﬂetcx-]c(} donc e” —l>0c1x(e‘t-|)>0_

2
X X
par ailleurs, Vxe]-=:0[, gx) =€ —xe +2X 1

1’2 2

X .
=¢  -—1+x(l-¢").Puisque ex -1>0ct,r(e'r_]}>n

e

donc e"2+1+x(l—ex)>0- On en déduit que : Vix €] —o0;0f, g(x) > 0.

4. Ona Vxe]-o;0[Ull; 4], g(x)>0.
f(x)—(=x+1)>0. Donc (Cf) est au dessus de (T') sur | —oo; [ et sy e
Par ailleurs, Vx €]0;1[, g(x) <O0.
f(x)=(-x+1) <0 donc (Cf) est en dessous de (T') sur |0;][.

Enfin, pourx=0oux=1,g(x)=0
f(xX)-(=x+1)=0

Par conséquent, (Cf )et (T) secoupent aux points d’abscisses 0 et 1.

A
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5, Tracéde (T) et (Cf}

(Cf}
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DEVOIR N° 20

[ERERGcel >

z'=i(x+fy)2 +x+iy+l
=il _y2+2ixy)+x+f)=+l

e 2
—x-2xp+1+i(xT =y +Y).

2
2. a) z'estun nombreréel & x -y +y=0

1
S (y—5)2 - = 1
|
()’*5)2 2
& - =1
G2 P
2 2
y2 x2 l
2718 TB
) )

1 |
Posons X =xetY = y—E et soit S(ﬂ;;:) et (X;Y) coordonnées de M dans (S,1,J)

Donc, I’ensemble (HI) est une hyperbole équilatére de centre S , d’axe focal la droite &"équation

x =0 Les sommets sur I'axe focal sont les points B(0;1) et O dans (S,1,J).

Les asymptotes sont les droites d’équations y = x -i-l2 ety=—-x+ =

Pour le tracé : Voir graphique.

b) z'estunimaginajrepurc c:>.x-2xy+l =)
S 2xy=x+1

Par conséquent (HZ} est une hyperbole rapportée a ses asymptotes.

278

Scanned by CamScanner |



Avomaths Terminale C

|
Les asymptotes sont les droites d’équations x =0 ety = —.
2

Pour le tracé : Voir graphique.

Tracé de (Hl) ct (Hz)

L] 2 n 1 1
1. Posons: u(x) =:c22 .Ona u'(x) :xzz'+2xz (X)) =x"7"+2x2' 422" 422
: 2
Donc, x2z est solution de (E) & xz(xzz"nt- 2xz'+2x2'+27)-2x"2=0

4 3

S x z2"+4x z'+2x22—2x22 =0

v .r4z “+4x3z' =0.
279
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Posons w(x) = .r4z ".Ona v'(x) = 14;_ "+4x7z

2 . . :
Par conséquent. x” z est solution de ( E) si el seulement si

Avomaths Terminale C

3.

Par suite, .rzz est solwionde (E) < vi(x)=0

Sv(x)=AAe A
bx"'f:A;AeE.

z' est solwtionde (E"): -1'42', =AAe R
(E) &> 2= ._%_ 1A e . Donc, les solutions sur | —o0;0[ de I'équation (E ') sont les fonctions
X

x&—}—i:'r:.ﬁ.ez’%".

X

z' esl solution de (EN ¢ z':—%;AE ",
X

A
—;_,,-+B;Aer??elﬂe£?.

0
'l
]

A
szﬂ——T+Bx2;AeEclBe£?.

pe

Il en découle que les solutions sur | —c0;0| de Iéquation (E) sont les fonctions x 5 —— sz
3x

avec Ae Rel BeR.

Laissé au soin du lecteur.

@ PROBLEME

Partie A

a) lim f(x)= I % e
) .r—)Of(J‘} ,Jﬂ(}“n x)" = +4m.
Interpréation graphique : La droite d’¢quation x =0 est asymptote a (C).

: o g 2_
b).rhm f(.x}_th (Inx)” = 40

.
Par ailleurs, |lim /(%) = [im (Inx)
x—4m X X—+m

280

Scanned by CamScanner



[
L]

Avomaths Terminale C

2

. (nx)

= |im ——
=40 (Jx)

2In(J=)?

Ona lim vx =+ donc, lim =0: |
X—»+m0 X x x>+l [y
2

_ In(v/x)

lim =0
X—>+0 Jx

. f(x)
t, lim =0
Par conséquen L
Interprdation g’ﬂphiqﬂf : lim f{X) =4 et lim M =0 donc. (C) admet en +e¢ unée
X—>+00 x—>+mo X

branche parabolique de direction I'axe des abscisses. 2

a) Vx €]0;+ef, f'(x)= zlnTx

b) Vx €]0;+o[, x>0 donc,lesignede f'(x) est celuide In x.

Pour X appartenant & ]0;4%[, In(x)=0<>x=1,In(x) >0 x>1 et In(x) <0 = x <1
Par suite, Vx €]0;1[, Inx <0 ; f'(x) <0.

On en déduit que [ est strictement décroissante sur ]0; 1.

vxe]l;+<[, Inx>0; f'(x) >0.

1 s’ensuit que f est strictement croissante sur ]1;+oo|

Tableau de variationde f :

X 1] 1 +@0
f(x) = b +
+0 +00
f(x)
0
£(1) = (n)* =0.
281
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Partie B

1. a) J, est continue et strictement décroissante sur |0;1] donc, f, réalise une bijection de |0; 1| sur
HA01D.0na £,(10;1) = 1 f, (1) lim_ £, (x) [ = ]0;+o].
x—0
b) fz est continue et strictement croissante sur |I;+00f donc, f; réalise une bijection de JI;+co sur

SpQliwe).0na fy(litec) =1fy(0; _lim  fy(x) (= 10; <.

2. a) Soit x€l0;l[et y€]O0;+0].
fin=yemn?=y
& nx)? =(y)°
olhnx=y ou Inx=-y
<::>x=eﬁ ou I=E_J;
e 2 oar -J;c{)::ae_\g €lo; I[
NS

11 en résulte que : Vx €]0; oo, fl_t (X)=e
Par ailleurs, soit, x €]1;+00[ et y €]0;+oo|,

fz(_x)=y<:>x=eﬁ v

&bx =e’ﬁcar —J;":U:be—\/; €]0;1[

et Jy>0=>e"" €]l;+o.

Jx
oux=e

r

et Jy>0=e"" e]l;+o.

Par conséquent, Vx €]0;+c|, fz_l(x) = eJ;.

=~
b) fl améme sens de variation que fl sur ]0;+o0].
[1 s’ensuit le tableau de variation suivant.
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X [l o 50

f—]] '{X) g

f,_l(x}

fz a méme sens de variation que fz sur |0; +o0].

11 en résulte le tableau de variation suivant -

X 0 +00
T

(x) +

/s

R

1
Une équation de {TZ) esty= (fz—l )' )x-1)+ fzil(i)

; : -1 I Jx =1, I JT e
Ona.VXE}O,+od,(fz )Tx):me donc, (,fz }(1)=mf =
Ona f2_1(1)=eﬁ =e
Donc : y=%(x~])+e

e

y=§(.¥+|).
I
e L E e o 135 x 1 1 V¥x
a) Vxe]ﬂ.-i—oof,h(x)-me _E‘h(x)_i e +2x"2_~E
_ - oIx 1 Ux
—mf +$€
_ (r-nel

axdx

b) Vxe)0;+oo[, xJx >0 et e“E >0 donc, lesignede h"(x) est celuide x -1

Pour x €]0;+oo|, \/;—!={}<:>.r=l.\/;—]‘>0<:>x>lcl x-l<0e=x<l.

Par conséquent, ¥x €]0;1[, h"(x) <0 donc, h' est strictement décroissante sur |0;1[.

Vx €]l; 4|, h"(x) >0 donc, h' est strictement croissante sur |I;+0].
283
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1 ] »
¢) h()= ;_-‘ﬁ . Y,
2J1
De plus, h' strictement décroissante sur ]0; 1[.
Donc, 0 <x<1=h\(1) < h'(x)
=0<h'(x)
Par ailleurs, ' strictement croissante sur |1;+co|.

Done, x>1=h'(x)>h'(1)
= h(x) >0

En définitive, h est strictement positive sur. |0; +oo[\{1}.

J

5. h()=e —§(|+1}=c—e=0

Vx €]0; +eo[\{I}, h'(x) >0 et h'(1) =0.Par suile, /i est strictement croissante sur |0:+m[
Done, 0 < x <1 = h(x) < h(l)
= h(x)<0 car h(l)=0
Par ailleurs, x > 1 = h(x) > h(l)
= h(x)>0
On conclut que, Vx €]0:1[, h(x) <0et Vx €]l;+o0|, h(x) >0
6. Vxel0:. h(x) <0
fz—l (x) - % (x+1) < 0. Donc, (FZ) est en dessous de (TZ) sur 0;1[.
Ensuite, Vx €]l;+o0[, h(x) >0
fz_l(x) —-;u{x+l} > 0. Donc, (FZ) est au dessus de (TZ) sur ]1; 4o0].
Enfin, (1) =0

-1 e
Pour x =1, f2 (.1')-——2—(.1'+I) = 0. On en déduit que (FZ) et (TQ,} se coupent au point d’abscisse |
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1. Soit g lafonction définiesur ]JO;+0[ par g(x)=xlnx—x
1
Vxe€l0;+e2f, g'(x) =Inx+xx e 1 =Inxdonc, g est une primitive sur ]0; +<o[ de la fonction in
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2. .I'E[e—ﬂ;cﬂ:‘:be_ﬁ < x <Eﬂ

s ln{c—ﬂ) <lhxg s ]n(eﬂ ) - la fonction [n €lant strictement croissante sur [c“ﬁ.ﬂ,ﬁ]

= — Aslnxsﬁ
:‘:-|In,r|:§vq

= (In .1')2 < A .0n cn déduit que Vx €

A8

[ (A-f(x))dx estl'airc delapartic du plan délimitée par (C), la drojte

[cfﬁzeﬁ}.ﬂ < f(x)< A

Par conséquent,

E_JE
déquation y = A et les droites d’équations X =€ et X= E_JI-
e‘-’q 1 .e‘"’I
3. [ (A=(fGpax= [ _(A=(fG)dx+ [ (A=(f(x)dx
eﬂjz e"ﬂ I

1 eﬁ
= [ _A=(fide+ [ (A=(f ,(x0))dx.
i |
Les images de (C]'j les segments | AB] et [AC] par la symétrie orthogonale d’axe la droite
d’équation y = x sont (ri ) et les segments [EF] et [EG].

Par ailleurs , les images de (C, ), les segments AB et | AD] par la symétrie orthogonale d’axe |3

droite d’équation y = x, (fz}, les segments [EF] et|EH].

Puisque les symétries orthogonales conservent les aires alors Q3 = Ql et Q4 = !.12.
| o7 1
Q = [ _(A-(fj(x)dx Qs = | (A-(f(x))dx:Qq = [(=f (ydy;
-y 1 - =0

e

4 =
Q= [I](fz (y)—Ddy

N
Par conséquent, | (A =(f(x))dx =90, + Q‘Z
~Ji

(4
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(I-f (}'))d)""“fz ()’) 1dy

A
|
0
i —_—
(g (y)—l+1—f1 ' onay
A
(I}fz ')~ fi '(yDay

A

NA
dérinitive, | (A=(f(x))dx = I 5 o= £ oy
En 5 ) 2 I
A /S
Cona | (A-(f(x)dx= [ _ Adx- | _ f(x)dx
E__JI E-JI e_ﬁ
AT
= [ Addx-= [ (Inx)"dx
e""‘ﬁ e~VA
EJI
Effectuons une intégration par parties pour le calculde [ (Inx)“dx.
e_JI
Posons: u'=1et vzl(lnx)2 done, U =X et v':%Inx.
Par suite,
A et et
[ (Inx) dr:[x(lnx) _J7 2 [ In
—IA = ef""I

el : %
e‘ﬁ_z xlnx—x E—JI

= l:x(ln x}2

R A I e s I BV Ly S L C e L
= }IeJ_ = Ae_‘r ~ Z(ﬁeﬂ —e\’!I + ﬁe_ﬂ + e_ﬁ)

B .&eﬂ - Ae_"q -2((J2 —l)fe"{’T +(J7 + l)e_ﬁ).
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Enfin,
A N

Adx — 2 e‘m: A -
e—fﬁ X _{aun(x)) dy= Ax T -(,Le‘r - e Vi -2 - i)a:e‘ﬁ +(ﬂ+1)e‘ﬁ)

; )

=2((J2 - l)e"q +(2+ ne"‘q)

Ja
e
On conclut que, _Lq (A=(f(x))dx =2(J7 - I)EJI +2(J1 +])9_JI-

e

En utilisant la question 3) Partie C,

| p - e‘ﬁ

tg(fﬁ =g ‘EJG‘J' = | (=(fx)dr =2 -l)eﬁ +2(J1 + l)fﬁqﬁ
]

4

e
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DEVOIR N°21

1
vxel®l], 0<x<ldone —21

X
1
eX >e >2
1
e* 52
" 1 ;
X
c =
<32
1
T xz
On conclut que : ¥x €]0;1], x & X <5
1 2
- | x
a) vxe]O0;l], xze X« fix) < —.
XZ
Ona Iim — =0 (1).
X3} 2 0
>
2 . _ ] il
Parailleurs, lim x“=0e lim —=+40 . lim(-—)=—0 . lime X=o.
x—0 x—=0 x x=0 x—=0
> > > >
1
Donc lim xze X =0 (2).
x—=0
>
De (1) et (2) ondéduit que lim_f(x) =0.
x—0
-
.2 1 xz
b) vxel0:1], xe X < f(x) <T
o f(x) X
xe ¥ ¢ — < —
X 2
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|
-<  f(x) - f(0 X
o By~ %
x =0 2
o )
En s'inspirant du calcul de limitc dans la question précédente on a ;i_r)noxc *=0e x‘ﬂlﬁ‘f =0
> >
R [ (O
Il en résulte que : J%W’U‘

>
Donc, lafonction [ est dérivable 4 droite en 0.

Partic A

1. Vxelﬂ;l],l"(x)=(1—x)c_x.

- -X
Ona e *>0e 0 <x<| :1-x20donc (I-x)e "20 et ["(x)20.
De ce fait la fonction [ est strictement croissante sur [0; 1]
2. Lafonction [ est continue et strictement croissante sur [0; 1], d’ot ([0 ; 1]) = [F(0) ;T (1)).

1
Ona f(0)=0et ()= —.
¢

| |
Donc f([0; 1) =[0;—]. Il s’ensuit que: Vx €[0; 1], f(x) € [0;—].
e c

I
Onen déduit que: 0<f(x) < —.
¢

290
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1.

(a)

(©)

=
o

= k
M

=

2. a) uo;ldonco S ups 1.

Supposons que pour un entier naturel k=20, 0 < u. <L

1
Ona uk+l=f(uk} et U €[0;:1]donc O0< f(u,) < ;

]
i < < —,
Par suite, 0 < Up,p S .

Par conséquent, 0 < Uyl S 1.

En définitive : ¥ne N, 0 sup <.
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= —.Puisque — <1, done uI < Uy
c e

Suppcsons que pour un entier naturel k>0, Up ) S Uy

Ukt = T et Uy =TCu)
La fonction f est strictement croissante sur [0; 1].

Ona uk €|0: 1], uk+| €|0; 1] et uk+] < ukdoncl"( uk+l )< F( uk)
n S‘CI]Sl.lil qUC'. u(k+l)_|_] Sl.lk+] ‘

On obtient : Wn e N, U 1S Un-

Par conséquent, la suile(un) esl décroissante.

3. Drapréslaquestion2a) YneN. 0 < U, < 1donclasuite (Up ) est minorée,
Puisque la suite (U n) est décroissante et minorée alors elle converge vers une limite L.
Parailleurs, Vne N, 0sup < limplique0< lim u, <1

n—+oo

Onaboutit a 0<L<1.

4. Lafonction f est continue sur|0; 1] et L €]0; 1] donc f est continue en L.
Part suite L est solution de I'équation f(x)= x

Pourxel0;1], f(X)=x& X e “=x
o x(e *-1)=0

X
< x=0o0u € = [
= x=0.

Donc:L =0.
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@ PROBLEME

Partic A

2.

Voir figure

Soit Q le milieude [AB et M un point de la médiatrice ( A ) de |[AB] .

g3 1. = —
OnaQ( _T;_E),Qm{x+§ vy +IE)Cl AB(JE =3

Me(A)e QM.AB =0
3
= J?_r{x +§)+(—3}(y +%)=0

= —x+y\f§ =0.

Donc, une équation de la médiatrice de [AB] est — x + y-\ﬁ =0,

C appartient 4 la médiatrice de [AB] implique - Xe + }rcﬁ= 0.

Par ailleurs, C appartient a la droite d’équation y =1 implique yc =1

Par suite, Xc =v"3:

On en déduit que I'affixe de C est \E + 1.
zemzp _PBri-(-B+i)
2g—25  -2i—(-V3+i)

2\5(\]3_'+3i)

Vérifier que

12
T

= —f]—.
2 2

—_— n
Par conséquent, Mes(AB;AC) = E et AB = AC.

11 en résulte que ABC est équilatéral de sens direct.

On a QA =OB =0C donc O est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Par suite, O est le centre de gravité du trniangle ABC.
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Partie B

f est la composée de deux rotations de centres distincts dont la somme des mesures des angles est :

1.

n 2n Sn

—+ —= ——_ Donc, fest unc rotation d'angle ——,

2 3 6

a) ABC es! untriangle équilatéral de centre O et de sens direct.

Donc, 0 (B) =C.

S5n

De plus ACD est untriangle rectangle isocéle en A de sens direct done, Ty (C) =D.

Par conséquent, A (TO(B)} =rf, (O)=D
1l s"ensuit que f{ B)=D.

b) ABC est équilatéral de sens direct et de centre O implique o (O =A.

TA est une rotation de centre A donc Ty (rO{C)) =fy (A)=A.

Par suite, f(C)=A.

c) Voirfigure: Q est le point d’intersection des médiatrices de [AC] et [BD].

a)Ona AB = AC = AD donc AB = AD.
Par suite ABD est isocéle en A.
—— . e ———— e

Ona (AB;AD)=(AB;AC) + (AC;AD)
5n

6

Par conséquent Mcs(ﬁﬁ;E_D): —-E-.

T
Ona (BA;BF) = (BA:BD) + (BD:BF)
%
T 12 4
o 1
-1

Il en découle que : (ﬁ,ﬁ:} = (B_PT,EE)

On en déduit que le point F appartient a la droite (BC).

b)  ry est une rotation d’angle droit direct donc I'im age de la droite
par A et perpendiculaire 4 la droite (AB), c’est & dire la droite (AK).

(AB) par Ia est la droite passant
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Par ailleurs, Ty (C) =D donc I'image de la droite (BC) est la droite passant par D et perpendiculaire 4

(BC). Sachant que le triangle BFD est rectangle en F et que F appartient 4 la droite (BC) alors I'image de
(BC) par Tp est ladroite (DF).

On a B qui est le point I'intersection des droites (AB) (BC).
11 s’ensuit que son image est le point d’intersection des droites (AK) (DF), c’est a dire le point K

NB :Si un point appartient a l'intersection de dewux lignes .son image par A appartient a
l'intersection des images de ces lignes.

¢) ABCest untnange équilatéral de centre O et de sens direct donc, I (A)=B.
De plus, Tp (B) =K
Par conséquent, Tp (1'0(:"\)) =Ty (B)=K.

On en déduit que I'image de A par fest le point K.
En définitive, f est une rotation de centre Q donc Q appartient i la médiatrice de [AK].

ABD est isocele en A donc A appartient 4 la médiatrice de [BD]
De plus BFD est isoctle en F donc F appartient 4 la médiatrice de [BD].
Par conséquent, la droite (AF) est la médiatrice de [BD]

Ona rA (By=Ket TA(C)=D.

Puisque la rotation conserve les angles orientés alors {XE,RE):(E R).
Ona TA (B) =K donc AB =AK.

Par ailleurs, ABD est isocéle en A donc AB =AD.
En définitive, AD = AK.

ona (AK,AD)=( ABAC) .

Le triangle ABC étant équilatéral de sens direct, Mes(AB,AC)= ~

Donc, Mes( H(.,A—-D ) =

De plus AD =AK
Par conséquent, DAK est équilatéral de sens direct.

w =

Pour la construction, f est une rotation d’angle non nul et flA)=K .

Donc, le centre Q de f appartient a la médiatrice de [AK

Comme DAK est équilatéral alors la médiatrice de [AK | est la droite passant par D e perpendiculaire &
(AK) Par ailleurs, f( B ) =D donc Q appartient 4 la médiatrice de [BD)

II's’ensuit que Q est lepoint d’intersection des médiatrices des segments [AK] et IBDJ.
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Partic C

1. a) AKD est équilatéral donc DD appartient a la médiatrice de [AK]
De plus, Q appartient 4 la médiatrice de [AK].
Finalement. (DQ) est la médiatrice de |[AK).

b) (DQ)es la médiatrice de [AK] implique que (AK) et (DS ) sont perpendiculaires.
Par aillcurs. (AB) et (AK) sont perpendiculaires.
Donc, les droites (AB) et (DQ) sont parall¢les.

2. (BQ) cst la médiatrice de |AC) alors (B ) et (AC) sont perpendiculaires.
Par ailleurs, ACD est untriange rectange en A donc (AC) et (AD) sont pempendiculaires,

Par suite, les droites (BQ) et (AD) sont paralléles.
En définitive. (BQ) et (AD) sont parallgles et. (AB) et (DQ) sont paralléles
On en déduit que le quadrilatere ABQD est un parallélogramme.

3. ABQD est un parallélogramme donc AD = BQ et AB =DQ
Or Q appartient a la médiatrice de [BD] donc BQ= DQ.
Par suite, AD = BQ =DQ = AB.
1l en résulte que le quadrilatére ABQD est un losange.
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DEVOIR N°22

a bx+c (a+b)x2+bx+c

Pour tout nombre réel non nul X, — + 5 = -
o x(x“ +1)
Onendéduit que:a=1,b=—1letc=0.
f(x)
vxe]0;+0 [, Xf'(x)= 5
X7+ 1
fix)y _ I
f(x) x{x2+l)
rex) b x
b “?i % &

Inf(x) =In(x) - %In(x2+[]+k oii k est un nombre réel.

Inf(X) =In(x) - %In(x2+l}+k

orf(l)= 715

|
Donc Inf (1 =In(1) - Ein(lz+l)+k

1 l 2
= — —In(1“ +1) +k
]“75 In( 1) 2ln( +1) +
k=0.
Par conséquent, Inf (X) =In

f(x) =
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|0=In2 et [I=2h12 =

n

a) Y1e[0;1],t 20 ,ainsi:vne N, ln20:1+ln2Idonc In(1+1 )20
! n

Onendéduitque: [ In(1+t7)dt 20 doi: vne N, I, 20.
0

b) Vie[0:1],0 =t<1.

n+l _n
Ona: ¥YneN, lnzﬂ donc L <1

pE it
+1 n
ln{l+ln Y<In(1+0t).
I <hh-

Donc., la suite ( I, ) est décroissante.

On obtient de la question 2) que la suite ( [n ) est décroissante et minorée donc elle est conver gente.

n
Vxe |-—;
} 2

b

_ ) T T A dar 0 mn
f est continue et strictement croissante sur |——;—| donc, f réalise une bijectionde |—-—-:_| gy
o 22

|:,f '(x) =1+ lan2 x.Dong, f '(x) > 0. Par conséquent f est strictement croissante sy

DA

A

T
Fintervalle J = r(:|j.;—[). OnaJ=R.
2”2

-1 1
ek, e
e T 0)

-
3

N | A
|3

Or, ‘v’xe}— |: f'(x)=l+lar|2 X

£10%) = 1+ £ 2(x).
298
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pone. Wx € R, £ o) = 1+~ o) 2.

=1+x2.

I+x

Par conséquent : Vx € R, (f“l)'(x} =—.

S ) |
3. [{J(f Yde=[f (1],

=t i1y

n
=—-0.
4
b
On en déduit que : | —Tdtz
0 1+

:.s_[ =

‘ 2
0

En utilisant le résultat qui précéde et en effectuant une intégration par parties,ona :

T
I,=In2-2 +—.
2 2
@ PROBLEME
Partie A
L) [1+iV3 | = J1+3)
=2,
Soit & un argument de 1+ i Jg :cos-:t:% et sina =£ ;
2

bis
Done, a =; + 2kn ;keZ.

Il en résulte que % est un argument de 1+ i \E i
b) (I+i\/§)3=[2(cos§+ising)l3

3
= 23(::05 3—“ +isin —]E).
3 3
=-8.
299
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2. o) P+i3)=
Y32 o[ =145 (24 ¥3) 1143 )2 =2 [ 1403 +i A+B3)(14i3) +4(=3 41y
=0

b) On pewt effectuer la division euclidienne de

B o1 ai@a3)z2 -2 1+B +i(1+ 3z —3 +i) par z-1-i4f3,

O @2+2)% =4(1+i)2

—41+2i-1)
= 8i.
: J‘ 2 : g
Par ailleurs, pour ze C, P(z)=0 & (z—-1-iy3)(z" +2(1-1)z—-41)=0

oz -1 —if3=0 ouz? +2(1-i)z —4i=0.
Résolvons dans € I'équation 22 +2(l-i)z —4i=0.
Le discriminant A= 8i donc A= (2 + Zi)z.
Donc, les solutions sont = 2i et Zy = -2.

Par suite, P(z)=0 < z—1 —i\E =0 ouz=2iouz= -2
On en déduit que les solutions de I'équation P(z )= 0 sont les nombres complexes : -2  2i e l+i\ﬁ

Partic B

1. Voir figure.

2. OA=|-2|=2,0B=|2i|=2 e 0C=|1+i\3 |=0C=2.
Il s’ensuit que, OA=0B=0C=2 .
Donc, les points A, B et C appartiennent au cercle de centre O et de rayon 2.

3. Soil E le milieu de [OA].
D’aprés la propriété du bary centre partiel, G est le bary centre des points pondérés (E, -2) el (B, 1).

Par conséguent, EG =BE.
I en résulte que, G est le point tel que E est milieu de [GB).

4. a) BA2—552 + B02 =BJ.I!\2 +B02,

= |2+2i 12+ 2|2
= 8 +4
= 12,
On en déduit que B (")
300
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b) Par I'homogénéité du barycentre G = bar {(A, 1) ;(B:=1);(0; 1)}

Donc, I'ensemble (") est I'ensemble { }, le singleton {G}, un cercle de centre G.
Puisque B €( ") alors ( I' ) est différent de I'ensemble vide et ( ") est différent de {G}.
Par conséquent, (") est le cercle de centre G passant par B.

Pour la construction de (T" ) voir la fi gure.

Partie C

1. rpestunc rotation de centre O et Iy (B)=C.

Donc, I'angle de Ty est une mesure de (&;&) .

mﬂﬁ(ﬁ;o_é) = arg(zc) = m’g(ZB)+ 2kn;keZ .

It n
Or, — estunargumentde Z~ et — est un argument de ig .
: N e T
Par suite, mes (OB;0C) = —— + 2kn, ke Z.
6
On en déduit que T est une rotation d’angle _—%.

2. Kestle symétrique de C par rapport 4 (OB) donc, le triangle KOC est isocéleen O .
Parailleurs, Mes(OC;OK) = 2Mes(OC;0B)

:ZXE
6

L
T

e
En définitive, KOB est un triangle isocéle avec Mes(OC;OK) = ~

Donc, le triangle KOC est équilatéral de sens direct.

3. a) Ona lB=\/2_’rt IO=J£ doncIB =10

Zp —Z 2i + 1-i
De plus, B L = =
—5
g Zp —Z =
Comme mes (IO;IB) = arg ——-——B I + 2km, keZ alors mes (IO;I } = E +2kn ., keZ .

ZO "ZI
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X
2
De plus, ry (B) = C donc fy ( n (0)) = ) (B)=C

En définitive, IB = 10 et mes (I0;1B) = = + 2kn, keZ implique 1 (O)=B.

Par conséquent, ( fhon }(O)=C.
Done, f(Q)=C.

qui n’est pas

S
|

AR

WA

b) f est lacomposée de deux rotations dont la somme des angles est

v T
une mesure de I’angle nul donc, f est une rotation d’angle -;

De plus f (0)= C

Puisque triangle KOC est équilatéral de sens direct donc C est I'image de O par la rotation de centre Ket

T
d’angle E. On en déduit que f est la rotation de centre K et d’angle E

: 1 )
a) z=%(1+i\/§)z+l+iﬁ & [1-5(14-1\!5}] z=1+i3

& (1-iv3)z=2(1 +i3)
oz =] +i\/§

= ZK-

Car K est le symétrique de B (1+ i \E ) par rapport 4 (OB) qui est I’axe imaginaire.
Il s’ensuit que K est I'unique point invariant de I’application g,

b) 20'=]+i\j§

Donc, I'image de O par gest le point C.

€)  gest une isométrie qui admet un seul point invariant K donc, gest une rotation de centre K.

De plus, g0) =C.
En définitive, g est la rotation de centre K telle que g0O) =C.
Il sensuit que g=f.

2 -1-iV3 |=2

Pour ze C,Me(¥) & |z’—[—i\/§ |=2

Soit (¥) I'ensemble des pointsM tels que

1
=8 |E(l+i\f3:)z |=2
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< %|1+iJ§||zt::2

< |z =2
< OM=2 .
Donc, I'ensemble des points M tels que |21 - i\E | = 2 est le cercle (C) vu plus haut.
Partic D
1. Dansletriangle OCB, B'€[OB],P €[BP] et C’ €[OC].
L) 1 1 BB . BP
D’une part, les droites (OC) et (PB ') sont paralléles donc, d’aprés le théoréme de Thales, —— = —
BO BC
Par ailleurs, les droites (OB) et (PC’) sont paralléles donc, L = o :
BC OC
.. BB' 0OC'
Par suite, —= ——
oC

Puisque les points B e C appartiennent & un méme cercle de centre O alors OB =0OC.
Par conséquent, BB = OC .

2. a) BB’ =0C’ donc il existe un unique déplacement d c’est  dire une translation ou rotation tel que
d(0)=B et d(C") =B".

De plus les droites (OC’) et (BB’) ne sont pas colinéaires donc d est une rotation r.

b) L’angle de larotation est une mesure de (E‘;B_B_").

)

ona (OC:BB') =m + (OC:BB)

;t+(ﬁ;q(§3*)-
.o

= + —
6

5w
6

Donc, _5?11: est I'angle der.

3. Letriange OCB est isocéle en O donc, OB = CO
Deplus, (OC;BO)=— 5?“
En définitive, r(C)=0.

Onar(O)=Bet r(C)=0. o
Par conséquent, le centreQ de r est le point d'intersection des médiatrices des segments [OB] et [OC].
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—

—
m— S5n

(ﬁ?;QB Neme—

4. n“C')':B. donc 6

2(QCHOB) =

WA

. — R —— '
oar ailleurs, C'e [0C] et B’ €lOB] implique (OC0B') =(OC;0B). |

— T
o,  (0C:0B)=. |

En définitive, 2 (Q C,QB N =2(0C ';OB‘ i
De plus, les points Q. B’ et C’ nesontpas alignés. |
On conclut que les points Q, B, O et C’ sont cocycliques. |

S
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DEVOIR N°23

. a)festsolution sur K de y"+y=0<Vxe R, f"(x)+f(x)=0
& Vxe R,(g"(x)-2g(x)-2g'(x) +¢flgr(x)).ﬂ:_f‘2Jt + e_zxg(-t) =0
o Vxe R,(g"(x)-4g'(x) +5g(.;r))e_2x =0

-2
O Vxe R, g (x)—4g'(x)+5g(x)=0 car e * 20.
&> g est solution sur @ de I’équation (E): y"-4y'+5y=0

b) Les solutions sur & de I'équation y"+ y =0 sont les fonctions
x> Acosx+ Bsinx, Ae R;B e [R.

Par suite : Vxe R, f(x) = Acos x +Bsin x be_zxg(x) =Acos x +Bsin x

; 2
& g(x) =(Acosx+ Bsinx)e x; AeR,BeR.
Donc, les solutions sur /£ de 1'équation (E) sont les fonctions

xP (Acosx+Bsinx)ezx, Ae R,Be R.

. 2
Déterminons les réels A et B tels que: Vx € &, h(x) =(Acos x +Bsin x)e *
T T
avec h(—) =1:;h'(—) =-1.
4 4

Vre R,h'(x) =[(2A+B)cosx+(~A+2B)sinx) |

Par conséquent,
T
m . T 5
h{i) =1 (.=?ur:c|s——+Bsm—)e2 =1
4 4 4
Ona: =] 7
T i
Sy =-1 [ 7 (~A+2B sini]ez -
4 (2A+BJcos4 ( ) )
305

Scanned by CamScanner



1.

Avomaths Terminale C

=
(A+B=+2e 2 2x-Z
Jap Donc, Vxe R, h(x) =(2cos x—sin x)\2e 2

A+3B =—f2¢ 2

a) Ona ) solution sur £ del'équation (E) donc, h"(x)—4h'(x)+5h(x) =0
Par suite, h'(x)h"(x) —4h'(x)h'(x) +5h'(x)h(x) =0
AR = h(h(x) +5h'(x)h(x)

X

Done, H(x) =5 | (100 0)+5h(1)h(1)] d
Fi
4

[}y Y
—[8(-’!(?)) +§(h(f}) ]E'

4

B ) =1e A(E)=-1 done.
4 4

N T - B ol . 8 mah
H(x)=—( — )T —(—=(h(= —(h(=
(%) 8(?(1)) +8(h(A)) (S{h(4)) +8(h(4)) )

5

2 3 2 .1
+—(h(x))" = (—+-).
8 (8 8)

. ém (x)

EI—E 2x-£
Vxe R,h(x) =(2cosx-sinx)v2e 2 et h'(x) = (3cos x —4sin X)NZe 2,

On conclut que: Vx € &, H(x) =%(8c052 X =22sin(2x) + 2])34":_” ——?41.

f éant solution sur J0;+e0[ de (E) alors, Vx e 10;400], xf (x) = f(x) =1
f(x)+l xf '(x)=f (x)-1
IZ

x

Par suite, Vx € J0;+0],f (x) = ¥ =

Puisque xf '(x) - f(x) =1 alors, f"(x) =0 donc, f est solution de I'équation différentielle y" =0

Ona (E") & }='=Cl ;(C‘] € R).
S y=cx +r:2;(cl € fg?;cz e R).
Donc, les solutions sur J0;+oof de I'équation (E") sont les fonctions

X cix+c2;{c] S J'?;cz € IR).
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3. VUxe 10:40], f(x) = ax+ B, f'(x) = adonc, ax-ax—-f=1;p
par conséquent, f est solutionde (E) si g € R et B=-

4. Enconsidérant les questions 2) et 3), (E) <> y = -] +epxicp € R

Donc, les solutions sur |0;+e0| de (E) sont les fonctions x > —1 + clx'{cl € R)

1. G est le barycentre des points pondérés (A ;1),(B; 1) et (C ;- 1).
| 1 —
Done, BG ~— BA - BC
1+1-1 l+1-1

BG = BA-BC

BG = CA . Il s’ensuit que ACBG est un parallélogramme.
ACBG étant un parallélogramme, ona AC = BG et AG = BC.
De plus, le triange ABC est équilatéral donc, AB = AC=BC.

Finalement, BG = AC=BC = AG. On en déduit que le quadrilatére ACBG est un losange.

a) O est le symétrique de Epar rapport 4 B 51gn1ﬁe quc B est le milieu de [OE] et F est I'image de O
par la translation de vecteur CB mgmf‘e que OF = CB Voir figure pour la construction.
b) Ona OF = CB. Puisque CB = AG alors OF = AG.

Par suite, le quadrilatére AGFO est un parallélogramme. Il en découle que G_l':*'z E (1)
Par ailleurs, E étant le symétrique de O par rapport 4B,on a (TB- = B_-E

De plus, O milieu de [AB] implique AO = OB.

Par conséquent, A—O = ai (2)

En définitive,de (1) et (2),0n a El}= ﬁ

On en déduit que F est I'image de G par la translation de vecteur BE.

3. a) (A)=tg=(t5(A)
Puisque ACBG losange alors, AG = CB donc, t@(ﬁ)=(}-

Ona tg= (G} F . On conclut que : t(A)=tB—E(G)
Donc, _ t(A)=F.

Par ailleurs, (C) = tar(t B ==(C)).
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—

Puisque l(:_ﬁ est la translation de vecteur CB alors, L(—:-B- (C) =B.

De plus, IEE esl la translation de vecteur BE alors, IB—E( B)=E,

En définitive : t(C) =i~B—E( B)
t(C)=E.

b) t est une translation, t(B) = Ket ((A)=F donc, par la propriété caractéristique des translationg

KF = BA.
11 s’ensuit que K appartient a la droite passant par F et paralléle 4 la droite (AB).

Comme AGFO parallélogramme alors (AO) // (GF). Or Be (AO) donc, (AB) // (GF).
On en déduit que, K apparticnt a la droite (GF).
Voir figure pour la construction de K.

¢)Ona t(A)=F,i(B)=Kat(C)=E.
Donc, I'image du triangle ABC par la translation t est le triangle FKE.

a) f=10 S(OC)

Le triangle ABC est équilatéral et O milieu de [BC] donc, la droite (OC) est axe de symétrie du triangle
ABC. On en déduit que I'image de ABC par S{OC) est ABC.

De plus, le triangle FKE est I'image du triangle ABC par la translation t .

Par conséquent, le triangle FKE est I'image du triangle ABC par L0 S(OC}

On en déduit que, le triangle FKE est I'image du triangle ABC par I’application f.

—

b) t est la composée de deux translations de vecteurs BE et CB donc, L est la translation de vecteur
BE + CB.
Puisque BE + CB = CE alors t est la translation de vecteur CE.

De plus, ABC est équilatéral avec O milieu de [AB] donc, (OC) est la médiatrice de [AB].
I en ressort que, OBC est un triangle rectangle en O.
Comme le point E appartient 4 la droite (OB) alors, OEC est un triangle rectangle en O.

Par suite, les droites (OC) et (CE) ne sont pas pependiculaires. Donc le vecteur (_j_é n’est pas un
vecteur normal i la droite (OC).

En conclusion, f=to0 S(OCJ' ou L est la translation de vecteur CE qui n’est pas normal 4 (OC).

On en déduit que I'application f est une symétrie glissée.

) 1ITE(G)= F donc, 515= _BE Or, @ = _B_-E donc, 6T3. = E}_F

Par suite, le quadrilatére OGFB est un parallélogramme. De plus, (OB) et (OG) sont perpendiculaires.
Par conséquent, le quadrilatére OGFB est un reclangle.
Il en ressort que (OG) // (BF) et O projeté orthogonal de B sur la droite (0G).
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ponc, S0G) © S(BF) = Lao ~'Eg B est le milieu du segment [OE].

puisque 0(CO) lors. S0y O SGR) =S(oc) S (pp-

“ S,Eﬂsu“ qlJ.C, S( 0 S(BF) = l_.

pasute.  Si00) ©SBR° S@BR ='55° S8R
S(OC) = lEGO S(BF) car S(OC) ol =S(OC)'

'CE+E0° S(BF)

= t-C—O-O S(BF} .OnaC,0 et G alignés, et (OG) // (BF) donc les droites (OC) et (BF) sont

—_—

paralléles. Par suite, le vecteur BF est un vecteur directeur de la droite (OC).

Par conséquent, I'application fest la symétrie glissée de vecteur BF et d’axe (OC).
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DEVOIR N° 24

D

1. [:2"\’5)3 = (l—‘h'J—;"}(Z—ng)
Q-3 =-10-9i3.
3

3 : z
C. 7" =-10—9I‘J§ c&( ) =1
3. Pour z€ m

z z ' z g
:1 =. =.
TN SN~ N S

. 1 3iv3 i
En définitive, les solutions de (E) sont : 2_1_\[‘{1 E"' nf_ 3 l‘\E

[ ————

2 2 2

m

1 3iy3 Sl
zp= 2—1\/5 ; ZB: E'i‘ 5 et ZC= ol

2. a) ZA:1+22P

b) Zc =-2 + ZQ.

3. Lepoint C est oblenu en E

ajoutant — 2 & I"abscisse de Q

Soit A’ le point tel que P milieu de

[OA’] . Le point A est obtenu en

ajoutant | a I’abscisse de A” .
4. Letriangle ABC est équilatéral b I

donc B appartient a la médiatrice de "

1 ]
H

[AC], puisque I’abscisse de B est — é

2

donc B est le point d*intersection de

la médiatrice de | AC] et de la droite
1

d’équation x= —.

2
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n
1. ABC et IKQ sont des triangles équilatéraux de sens direct,
On a le schéma suivant : r

(AC) | (AB)
(1Q) | (K)

Puisque (AC)N(IQ) = {H} & (AB) (IK) ={E} alors r(H) =E.
Par une démarche analogue, on démontre quer(G) = F.

2. Ona H)=E ear{G)=F.
Or rest une isométrie et les isométries conservent les distances donc EF = HG.

n v
1. llzf (cost)sintesm [dt.
T

2

R
Posons : u(t) =¢>" : donc

.2
u'(t)=2u:nstsi.n wsm k

1

11 s’ensuit que : 11=E

u'(t) dt

M| —

1
ll = “i'[u(t)];

2
I sinZt
ll=§'[e ];
2
l,=—(l-¢)
2
m .9
2@ Ve N* L~y gy =] os)2 (1~ cosPysinteSin’t g
2
P,
On a:(cost)> = 011 — cosZt 2illie™" Vst Ve[ LiR] siuinls
2
=
Donc, (oost)zn(l —ooszl)sintesm : > 0.

Par conséguent, I

2n 2 l2(n+l)'
Il en résulte que ( IZn ) est décroissante.
b) Laissé au soin du lecteur.
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sin21

2n
vn e N*, (cost)” 20;:¢ >0etVlE|%:1{].sinlEU;

n - 2
Donc pour tout lEIE;n] ; (COSt)znsimesm la 0.

‘est ainsi >0.
C’est ainsi que 121_. >0
Par conséquent la suite ( [2n ) est positive.
Nous laissons le soin au lecteur de justifier que la suite “2n+l ) est négative.
La suite (1, ) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge.

La suite {12n+1) est croissante et majorée par 0 donc elle converge.

sint n+2 . . sint d

dt donc | (cost)  “sinte

n.
I,=1 (cost) sinte 4= t

NR—3
=
NIH'-—-FI

smzt

n+2 . . sint
(cost) costsmle dt

| (cost)  “sinte dt

n+2=

u1::|~—-;--1
Ml:u-—:ﬂ

n+1 . sin2
Posons: u= COS t et v'= Costsmtesn :

1 sin2
Donc, u’=~(n+l}simcos“t et v=——e5m t.
2

i d
(cost)nsinte.sm Cat.

| 1 in“t n+l
Donc, In+2= [Ecosm' e ]7:1 +T
2

~E—A3

)n+l

Par suite, pourtout entier naturel n non nul, ln+2=-2— ( (-1 +(n + DI )

1 1
(- 1) +(l+l)ll *—(1+211}d0u13u— +ll
(-n** @1y ;
1

1 1
le= — 4+21,= — +2(=+1,)

Donc IS = E + 211
2
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| 1 1
IZXI‘H: 13 = E + Il= I] +EXT
1!
= Ix [] +—X—
1!
0 1!
= (l'l +l 2
2k=0(1-k)!
11=1 1!
= (1'}1 s (e
2k=0(1-k)!
.
&mpmmmqmpomunemkrnﬂmﬂj>l.124]—(ﬂﬂ -+~-—~J J'
J 2k= 0(] k)'
jrl=l
Démontrons que : {20+])_!_]~{(_|+”')I +l 2 g+
2 k=0 (j+1-k)! N
Ona: : =
na La+1)+1 = 12142
I 2. _1
=~ (0¥ gy + Ly
2 2k =00-k!
1 !
=5 DAL+ G’z L
k=00-K!
I j—1 '
= — +(_|+l}'}ll+—l— JE g+
2 2{\ 0(]+i'"(k+1))1
Effectuons un chan gement de variable. Posons : u=k+].
i i i - I i :
Donc —4+_— ¥ ﬁ—__U_.{-_l_L__))=_l_{]+ % G+1)!

2 2k=0G+I-(k+1))" "2 u=10+1-u)

I G+ +j+l-lﬂ

2 (+1-0)! u=1 G+1-u)!

—
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Les variables ket U élant muettes,

izl G ))=lj+>:l'l G+1)!
E+~2-k=0(j.|.1—(k+l))! 2k=0(i+1-k)1

. =1 ¢
par conséquent, 12(j+|)+1= g+ DN +—l— Y (+D! .
L2 k=0 (j+1k) 1
On en déduit que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a |,
1 n:1 n!
=(n)lj+= X ———.
2k=0(n-k)!

lzn +1

2
im Vo= lim ———

lim 1 = lim l =L H 2 -
Ona o oo N+27 pyqn M= 0 nk}%n—ﬁ-ﬁ

2
dou lim ——I =0et lim V_=
n—>+wpn 41 N+2 n—+eo N R

Donc, la suite ( V) est convergente.

; 1
b) Pour tout entier naturel n non nul, In+‘2 = E ( (-1)n+1 +(n + 1}{1 )

n+l 2 =pitl
Donc, 21 =(-1 + e i
onc n+2 ( ) (n+1)ln N n+11n+2 - n+1 +In

(_l)n+l
Par conséquent, Vp -l =— =~ |
n+l
¢) Pour tout entier naturel non nul n, Vn—l :-1—
ni n+l
Les suites (1) et (V) convergent et pui lim {V,-1 |= 1i .
n n) convergent et puisque JJim W -1 nkﬂmn+1 0 alors (1)

et (V) convergent vers la méme limite.

Or, nE)q}lmVn = Dldonc, L=1
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DEVOIR N°25

On se réfere au nombre de permutations d’un ensemble a 6 éléments
Il en résulte 6 !, c'est-a-dire 720 maniéres possibles.

Le nombre de mani¢res pour que chacune des filles soit servie en premier est 5!
Puisque nous avons 2 filles, nous obtenons 2x5!, soit 240 maniéres pour que une fille soit servie en
2x5! 1

6! 3

premier. Par suite, la probabilité qu’une fille soit servie en premier est

Le nombre de maniéres pour que les filles soient servies avant les garcons est 2% 4!

2x 4! 1
Donc la probabilité que les filles soient servies avant les gargons est ik soit —1—5—

a) La probabilité que les filles soient servies deux fois de suite avant les gargons est

2 12
| 14
13| — | x| — , C'est-a-dire 0,0252.
15 15

b) Ona unschémade Bernoulli 4 14 épreuves.
Appelons succés I'événement « les filles regoivent leurs repas avant les gargons »

I
La probabilité du succés est —.

15
Par conséquent, la probabilité que les filles reoivent 4 fois leurs repas avant les gargons est

4 14—4
4 1 1 .
C}4 X [E_—) X (l_‘]"g) s SoIt 0. 02.

b) Appelons n le nombre de services regus par les éléves.
La probabilité que les filles ne soient pas servies avant les garcons pendant la durée du séjour est

0 n
0 (1 14
Cn (E) [HJ '
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Par suit€, b .
2x(5%) ~(1s) (1Y
C“K(IS “\15 504 = 5] 0.4
14
il -2
< on n[ls)sln(ﬂ,d-)
In(0 4)
~ In(14)-In(15) °
In(0.4)

nd)n(s)

Par conséquent, le nombre minimal de services est 14.

D

i g0= lim

X
=+ .

2 wrel-wi=1]. g'®)=(1-x2)e %,

Donc g est strictement décroissante sur | — oo ;-1 ].

3. g(-1)=0.
gest continue et strictement décroissante sur | — o0 ;-1 ].

gl-o;=1D=[0;+x[.

Or 2€[0 ; +oo [ donc I'équation g(x) = 2 admet une unique solution a dans ]- o ; -1].
2

Par ailleurs g(-1) =0et g(-2)= € .

l'-’ujs,que:";)«::2-:&‘:2 alors 2<a < - L.
Onendéduitqueax e [-2;-1].

I

1ol

7
1. Vxe[-2:;-1],f'(x= —-—2—e
I s’ensuit que fest strictement décroissante sur [ -2 =11,

1
2 -1
2 f(-25-1=1-1-vZe 2 ;=132 ).

]
) -1
Ona -—1-\Ee B ~—1 86 ctal—\Eﬂ ~ =152
Donc f([-2;-1])c[-2;-1].
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X
ﬁ A
3. vxel f1(0=-—~¢
3
Done [£°(9 = —-¢
Nous avons — 2 < x< =1
X ]
] = Gm—
2 2
X .i
E l L a2 (la fonction exponentielle étant strictement croissan
€)
2 Jz'
——Z 1 FYx) T
2e ’ | €

Puisque ;‘/\75;“ 0,42 donc gg < 0,5.11s’ensuit que : I f'(x)f < %

a
4 fla)=—1-v2 e2

guj= @FDP 8 =2 (= lje

-2
A

=(-a —1)——.
2

le‘:! MIQ

Par suite, f(a) = —1—\[2-(— a —I)—\/é donc f(a) = q
2

5 @) Up= -2 donc Uyel.

Suppasons que pour un entier nature] k>0, U

k €
11 s’ensuit que f[Uk) ef(I)
Par conséquent pourtout entjer nature] n | Un el.
b) fﬁSI dérivable sur[ — 2 —=1]
D&p]us Vxe[-2;-]1], [f’(x)lsl
Ona ag[-2:_] J:
318
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; . |
. rﬁl.imggalitddcsaccrmss:ments finis, Vxe [-2:-1], If(")—f(uﬂs X
Dl’ncdﬂ;} 2
l
_ s lro-als =Ix-al
puisque o) =0 A0 2
El"?';'] ] dDﬂC-"ZE as-1
tj ’ =2 +1 = UU—{IS—2+2
—1£UO'U <0,
-1= UD-—(I <l
Doncluﬂﬁulgl.
.0
=1.
or (=)
2
1.0
Par suite, UO—'I'E(E) -

N
suppesons que pour un entier k>0, U k= ¢ |<( E) )

I k+l
Démontrons que | Uk+l—u|5(~£) :

1
D.apreslaquestionpréoédente, | Uk_‘_l—,a |5E lUk_al'

|U |t ok

Donc kel © EE(E)
NS

i Uk+l—u|£(5) .

I .n
Par conséquent, pour tout entier naturel n, l Un' al < (E) A

| . I
d) —lfzﬂldonc lim (=) =0.

n—-+0o 2
Donc lim U,=¢q. '
no+o N
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Iy <107

e) 1l suffit que( 2 1

1
1 -3 —)< -31In(10) l
(_‘)n < 10 " & n]n(z}

A
=3In(10) i
g bl |
—In(2) |
T L L B
In(2)
@ PROBLEME
Partic A

1. a) A=bar{(P;1);(Q;2)} donc PA== PQ

w | N

B = bar {(P; 1);(Q ;-2)} donc PB=2PQ

b) Me(IN) K 2
Q _— =
) E( MQ

& (MP +2MQ)(MP -2MQ) =0

& 3MA (-MB)=0
< M appartient au cercle de diamétre |AB]
Done, (T') est le cercle de diamétre [AB]

¢) Voirfigure.
Partie B

1. Voir figure.

2. OnakK milieu de [AC] et I milieu de [AB] .Or AB = AC donc AK = Al

Deplus (AL;AK) = (Eﬁ;}iﬁ):ﬁ
3

Par conséquent le triangle AIK est €quilatéral de sens direct.
Par ailleurs D est I'image de K

Les pointsA e1 [ g par la sy métrie orthogonale d’axe (AB) . el
: ¢ ant nvariants par la sy métrie 4’ il s’ i le triangle LAD es
équilatéral de seps direct. p Symetrie d’axe (AB), il s’ensuit que le £
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Le triangle ABC est équilatéral de sens direct et K est le milicu de [AC] donc (BK) est bissectrice de

 —

— = —_— — T[ e —
rangle (BC;BA) . Parsuite, Mes(BC;BA)=— implique Mes(BK;BA)= =
: a

par ailleurs, D est le symétrique de K par rapport & (AB) donc BD = BK et Mes(BK:BD)= i
3

On en déduit que le triangle DBK est équilatéral de sens direct.

a) RIORO‘ RjoRG et RgOR sont des composées de deux rotations de centre distincts

. n 2n
dont la somme des mesures des angles est —4+ —=17.

3
Par suile, RIORO’ RJORO et RKORO sont des rotations d’angle m, c’est 4 dire des symétries
centrales.

b) ABC est équilatéral de sens direct et de centre O.

Donc, RO(A) =B, Ro(B) =C et RO(C} =A

Par ailleurs, les triangles IAD, JBE sont équilatéraux de sens direct

1l en découle que : RIoRO ©) = RI (A) donc, RloRD (C)=D.

RJ(}RO (A) = RJ (B) donc, RJORO (A)=E
RgORA(B)= Rg (C) done, RgoR(y (B) =F.
¢) On rappel que toute symétrie centrale s est telle que s = st
D’aprés ce qui précéde, RjOR4 (C)=D
Donc, RjoRp@)=C
Rp (D)= RI"I{C).
RO (D) =E.

Par ailleurs, RjOR(y (A)=E  donc RJDRO(E)=A.
Ry ()= RJ_I (A).
RO (E)=F.
Enfin, RgoR 5 (B) =F donec R oR 5 (F) =B.
Rp (B = RKFI(B)
RO{F] =D.
En définitive, Ry (E)=F, Ry (F)=D et Ry (D)=E.
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= R F — i
4. a) Ona Rg(D)=E. Ro(E) FeRG(F)=D

suite. O est équidistant des points E.FaD. .

Par nt, O est le centre du cercle circonscrit au triangle DEF.,

Par conséque

s e
Puisque les rotations conservent les angles orientés alors, (DE;DF) = (EF;ED) N F__I_j—-_::_ﬁi
Donc. le triangle DEF est équilatéral. FE).
De plus Ry estune rotation d’angle droit
On conclut que le triangle DEF est équilatéral de sens direct.

Partie C

1. O estinvariant partoute similitude directe qui transforme ABC en DEF
I s’ensuit que, O est le centre de toute similitude directe qui transforme ABC ep DEF.

2. a) O est le centre du triangle ABC donc, OA = OB =0C
O est le centre du triangle DEF donc, OD =0OE = OF.

_ OD OE OF
On en déduit que = =
, OA OB OC
b) r(A)=B,r(B)=C, (D)=E, r(E)=F & r(0)=0

Donc, (OA;OB) = (OD:OE) = -23£

Par suite, (E)E;(?)—D.) = t@;ﬁﬁ)

Par aiileurs, (ﬁ;@} = (6%0_15} = EE
3

—_—

I1's’ensuit que, (OB;O0E) = (6&,61}}

— ey

En définitive, (OA;OD) = (OB;OE) = (OC.OF)

3. $; la similitude de centre O qui transforme A en D

OD e
Donc, le rapport de 5] est —a{ et Pangle de s; est (OA;0D)

ons OE_OD  ——= ——
na —5E —BZ et (OB,OE) =(OA,OD)

Par conséquent, E est I'image de B par 8
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se. —=——> ¢t (OC;0F) =(0A;0D
T F) =(0A;0D)

On en déduit que : F est I'image de C par sl’.

I ece
4. 8 S est une rotation de centre O

L'angle de s, est (63;6%)

—m—

na: (OA:OE)=(OA;O0D) + (OD;0E)

- (OA:0D) + 2—;-

Donc, I'angle de ) est la somme des angles de 5| de la rotation r(O;E ).

OE OD
OA OA

Le rapport de 52 est — x1.

Donc, le rapport de s, est le produit des rapports de §| et de larotation r(o;.z,E)

. 2n
En définitive, 5, ets;or (O ;—3— ) ont le méme centre, le méme rapport e le méme angle.

On en déduit que : S5 =s,0r (O; —?33)

Par alleurs, 53 est une rotation de centre O.

L'angle de 54 est (&;&')

na: (OA;OF) =(0A;OD) +(OD;OF)

—(OA OD)— 2_n
3
Donc, I'angle de 54 est la somme des angles de 51 et de la rotation r(O; —Z—R}
Le rapport de S5 est —(E = FJ_Dxl
OA OA
2n

Dong, le rapporn de 53 est le produit des rapports de Sl et de la rotation I(O;-?).
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2n
En définitive. S ¢t $107 (O;-

On en déduit que : S3 =8,0r (05 = -3—).

2n
2n d
sor (O -r—)oslor 0:3)

b) 522 =
-—sloslor((). 3 2 yor (O —‘)

3 2
Done, 52 =Sz 052

2 2n

= slzor (O ;- —35)'3'510r (O ,—3—)
2n 21

= slzoslr({) 1= —3—)0r (O ;—3—)

..-S1

2n
Par ailleurs, S3 —slor(O ——-)oslor(O 3 =)

:slosl{)r(O ;_T)m (O ;—_3_)
= sl?‘or (O ;ZTK}
Par suite, 533= 532033
= 51201' O :EE )oslor (O;~ 2_1(}
=8 DSIF(O yor(0; -_)

3
-Sl.

Partie D

1. Ona (OA:AD)=(OA;AB)+(AB;AD)

— (AO;AB) + 1+ (AB; AD)

La droite (AO) est la bissectrice de I’angle orienté (A_B;AC) donc,

324.

) ont le méme centre, le méme rapport et le méme ay de.

AO AB} ==
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paraileurs, D= Sap) (K ) implique (AB;AD) =~ (AB;AK).

w A

orKel AC| implique (AB;AK) = (AB:AC) =

— ~

— T s x
par conséquent, (OA;AD) = —-6— +1 _E

D[R

On en déduit que les droites (OA) et (AD) sont perpendiculaires.

2. si(A ) = D implique que les droites (OA) et (AD) sont perpendiculaires.
Par conséquent, §; (D)= A, implique que les droites (OD) et (D A, ) sont perpendiculaires.

3. a) () est le cercle de diamétre |AB|
Comme S;(A)=D et $,(B)=E alors I'imagede( I') par s est le cercle de diamétre [DE].
b) D appartienta( ') donc Az appartient au cercle de diamétre [DE].

4. Constructionde A, : Az est I'autre point d’intersection de Ja perpendiculaire & (OD) passant par D et
du cercle de diamétre [DE].
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DEVOIR N-°2¢

:-' =81 +8]n\E

vneN. Vil n+1

of I.
1
=2( _Un-ln?.] + SIH\E

Up - 2in2+ 81ny2

Up - 4InV2 + 81ny/2

Uy + 4lny2
l( 2Un+81n\E)

—

—

1

1
= — Vp . Dot (V}) est une suite géométrique de raison
2

Premier terme : VO = 2U0+8|H\/E d’ou VO = 6In2
| 1
2. a) VneN, Vn: (E)n VO : Vn =(6In2) ('i')n .‘Uﬂ 2(3(%)'1 - 2)In2.

] . 1
b -1 <—<1 donc lim (—2~)n =0; lim (6In2)( "1-}“ =0
n—>+w n—>+o0 -

Onendéduit que lim V, =0 et
n—>+c0 n—+c0

3 a) Sn=\"0 +Vl+...
Sp est lasomme des n+1 termes consécutifs de la suite géométrique (Vy,) de raison —

+Vn .

|
i (“)n-&-]
lls’ensuit que : S, = 6In2 2

| 2

2

En définitive, Sn = (12In2) (1- (l )n+l ).
2
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b) Effectuons un risonnement par récurrence.

I
S'D = U0 et (6In2) (1 —{—2-)0+l]~,2 (0+1)In2 = U{)

I
Done, S'ﬂ={6ln2}{1 _{_)(}H)_ 2(0+1)In2.
2

1 1
Suppaosons pour un entier naturel k>0, S 'k = (6In2) (I a{E)kH )— 2(k+1)In2.

S'kt1 =5k + Uy

, I k41 I
g =620 () d J—2(k+|)1nz+(3(5)“” ~2)ln2

kK+1+1 k+1+1

| 1
:6In2(l—2(5) }—2(k+l+l}In2+6(EJ

| i
= 6In2(1- {E ol s 1e a2,

I
On conclut que pour tou entier naturel n, §';, = 6In2(1-( —)I-H-l )=2(n+1)In2.
2

Autre méthode pour la question 3b)

vneN, V, = 2U_+81ny2.
|
Un =-5Vn —-2In2
S'h =Ug+U; +...+Uj.

: I I 1
Sn =§V0—2]n2+~§v] —2[n2+...+5‘¢’n -2In2.

1
S, = E{“.,:’D -+ V] +..+ V) =2(n+1)In 2. Les termes égaux 4 2In2 sont autant que les termes de la

1
suite (V). Db Sy = 5""’9”’1 +..4Vp)=2(n+1)In 2.

]
On conclut aI'aide de la question 3a) que : S'y; =6In2(1 —( —) ]
2
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2. Soil'événement C:«Konan réussit I'"épreuve »
P(C) =042+0,32
P(C) =0,74.

3. a) Laprobabilité que un €léve réussisse I'épreuve est 0,74,
Donc, la probabilité que seulement les deux premiers interrogés réussissent I’épreuve est

0,742x(026)* , soit 0,0025.

b) On aun schéma de Bernoulli 4 6 épreuves et la probabilité du succes dans une épreuve est 0,74.
Par conséquent, la probabilité que seulement 2 d’entre les 6 éléves réussissent I’épreuve est

C2(074%x(0.26)* . soit 00037.

@ PROBLEME

Partie A

1. a) Voirfigure.

= gz
b) c(M)=K implique KC= CM et Mes(CM ;CK) :E.

Donc, le triangle KCM est équilatéral de sens direct.

s L.
¢) 1, (B)=C implique Mes(AB JAC) = %

—_— —_—

2n ) AT 2n
OnaM e[AB\{A ;B} donc (AM ;AC) = ) puis 2(AM ;AC) =- 5

Par ailleurs, le triangle KCM est équilatéral de sens direct.
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—— rexpand
-~ —_—

= __ & s 2(KM;KC) =- 22 _
Done, (KM ;KC) =- 2 puis  2( i === ’
—_— —_—
Par conséquent, 2(KM - KC) = 2(AM ; AC). |
De plus KCM est un triangle donc K, C et M sont non alignés.
11 s’ensuit que les points A, M, K e C sont cocycliques.

d) Ona MesCAK =mes KAM etMe[ABIVA :B}. o I
Donc, mes E‘E‘K‘ =mes KAB

Ainsi, (AK) est la bissectrice de 'angle CAB.

Par ailleurs, rA(B) = C donc ABC est isoctle en A. t

On en déduit que (AK) médiatrice de [BC].
Par suite, K appartient 4 la médiatrice de |BC].

2. a)Ona Ty ’
___/L _ |
K| K rg est une rotation donc elle conserve les an gles orientés

B KCM a pourimage KBF par 'S

C
M| F Comme KCM est équilatéral de sens direct alors KBF est équilatéral
de sens direct.

K (') est 'imagede (I'") parfy .

B Comme I est le centre de (I') et Jlecentrede (I'') donc fe (I)=1J.

3. Ona: g (C) = B done KC =KB.

KCM équilatéral donc KC = KM.
Par suite, KB = KM.

Par conséquent Ke (D).

Par ailleurs,Ae (['), Me (I') et Test le centre de (I") implique Al =IM.
Il en résulte que 1 appartient 4 la droite (D').

330
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—————

patic B
i rjor[(M)= I]IF[(M)].

Ona KCM est équilatéral de sens direct et de centre I.
pone, T (M=K
De plus, KBF est équilatéral de sens direct et de centre J donc n (K) = B.

En définitive, rjon (M)=B

o est lacomposéc de deuxrotations de centres distincts dont la somme des angles est

.2_‘5 + 2-“: . . Done, non est une rotation d’angle - E
i 3 3 .
(A") est I'image de (1)) par larotation de centre J et d’angle 7
3

: ; |4
(A) est I'image de (1J) par la rotation de centre | et d’angle — ;

I'JO!"I= SAIDS[JGSIJOSA
= SA|0|dDSﬂ P

On en déduit que Tyor;=S, .05, . '

rJ:SAmS”doncJ e (A")
De plus, rj OrI:SﬁrOS& avec Iy o ryrotation de centre O.

Donc Oe(A’).
Il s’ensuit que, (A’) est la droite (OJ).
Par un procédé analogue on établit que (A) est la droite (OI).

; '_l
r or](0)=01mphquc n (0) =1y (O). Posons O’= n (0).
De ce fait, I appartient & la médiatrice de [0O’].

Ona rj_l (0)=0’ doncJ appartient a lamédiatrice de [0O’].

Puisque 100’ est isocéle en | alors (1J) est la bissectrice de I'angle (10:10"
331
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=

--_'_'_,—-____ ——
2

ou (E.ﬁ} = 3 (D

w|A)

— —
Par conséquent, (10:;1)) =
e ——

Par ailleurs, (1)) est la médiatrice de'angle (JO ;JO").

——— — -_-:."—: _fﬁ:
Done, (JO ;JI) =_§_ ou (JOJI) === 2)

n orientés du triangle I0J ne peut étre égale 3 _ZE

Aucune des mesures des angles no :

Il en résulte que le triangle I0J est équilatéral de sens direct.

IOJ est équilatéral. Donc, O appartient 4 la médiatrice de [LJ].
Puisque f (1) = J alors K appartient 4 la médiatrice de [IJ].

11 s"ensuit que (OK) est la médiatrice de [17].

Par ailleurs, I'J or| (M)=B ou T_] or est une rotation de centre O.

Donc,O€ (D)

De plus, Ke(D)

Par conséquent (OK) est la droite (D).

On conclut que : (D) est la médiatrice de [IJ].

Partie C

1.

(D) médiatrice de [MB] donc (D) L (MB).
(D") est la médiatrice de [AM ] donc (D) L (AM)
De plus M e(AB) .
On en déduit que les droites (D) et (D') sont paralléles.
Il en résulte que f est une translation.
fl A )=s0s’(A)
=s[s7(A)]
=s(M) car (D') est la médiatrice de [AM ].
Done, f(A) =B car (D) est la médiatrice de [MB].
Par ailleurs, f(I)=sos’(1)= s[s’(1)] car I appartient & (D"Y.
Par conséquent, f(I)=J car (D) est la médiatrice de (1.
f translation et f(A) =B, f(I) =J ainsi _PT]- = E} !
On en déduit que IABJ est un parallélogramme.
a) f()=1J, f(A)=B, lest le centre de (I") et Ae(l)
Donc, I'image de (') parf est le cercle

Par suite, (I"')est Pimage de (I') parf.
Par ailleurs, f(A)=BR.

Donc, I’ i
image de (AB) par la translation fest la droite passant B e parallele 4 (AB)
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tient la droite (AB). .
ﬁr;n(}]:ésulte que (AB) est globalement invariant par f,

f
(AB)| (AB).

(O @
e glus (AB) (D)= A M) (AB) n(T")= {B:M"} et fA)= B
Donc, fM)=M".

p) Ona:

s — ]

(D)

T
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DEVOIR N°27

1. Vxeﬁ,gk{x] :x2 ~ke+2:g, (x) = Zx—k;gk Xx)=2
Donc, Vx € R,gk "(x)-ng '(.r)+gk(x) =2—2(2x—k)+x2 —kx+2 ‘
R
= (x-2)% ~k(x-2) |

=(x—-2)(x-2-k).

On conclut que pour tout nombre réel k, 8, est une solution sur /& de I'équation (E).
2. a)(E"): y"—z_v-'+y=0<:> y=y=(y-y)=0
< (-»'-(y'-y)=0.
S (F):y'-y=Ae;Ae R car y'=y solution de I'équation
différentielle u'-u =0.
b) Vxe R, h(x) = Axe™;h'(x) = (A+ Av)e™
Donc: Vx e I,h'(x) —h(x) =(A +Ax)e % —Axe ™ =Ae 'r. Il en découle que h est solution sur & de (F)
3. a) f—h estsolutionde (F") @‘v’xeﬁ’&’,(f~h)'(.r)-—(f—h){x) =0
PVxeR, f(x)-f(xX)=h(x)- h(x)

SVXeR,f(x)- F(x)=Ae™: Ac .
<> f estsolution sur ¥ de (F).
On en déduit que f est solution de (F) siet seulement si f —h est solution de (F"

b) Les solutions sur £ de (F ) sont les fonctions x - Be™ ot B e .

Soit f solution sur /& de I'équation (F).Ona: Ve R,f(x)~h(x)=Be*:-Be R.

f{xJ=(Ax+B]eI;AEJ}?eIBeR.
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|

Donc, les solutions sur [ de 'équation (F) sont les fonctions x - (Ax + B)e” ol Ae R;B e R.
- J .

que les équations (E") et (F) sont équivalentes alors les solutions sur  de (E") sont les

Puis
X
fonctions IJ—}{AI'FB)E ollAe E;BER. |
4. Ens'inspirant de la question 3b), les solutions sur /£ de (E) sont les |
X |
fonctions X > (Ax+B)e” +g, (X) od Ae R et Be Rk e R. ,
5. Déterminons les nombres réels A et B tels que hk (k)=0et hk (k) =k

Vx e H,hk (x)=(Ax+ B}€X+gk(.t] olAe R;Be R,k e .
ona: Vxe R, b (x) = (A(x+1)+B)e" +2x-k

h(k)=0 |(Ak+B)ek+2=0
Donc, =2
') =1  ((Ak+A+B)eF +k=k
JAk+B=—ze-"‘

(ACk+1)+B)ek =0
k

Lo

s Ak+B=-2¢"
B=—A(k+])

A=2e_k
= k
{B=—2( k+D)e™ J:l

- i N
Il en découle que: Vx € &,y (x) = (2xe k—ZUC“H)e Ye  +x° —kx+2

1. a) Premiére méthode. ; |
vnz2evxz0, (x+D" = @D ()"
- 2 -2
Ona: (Jr+l}2 >2x20 e (x+1)" 251 done, (x+1)7(x+1)"7" 2 2x

n
Par conséquent, (x+1)" = 2x
Deuxiéme méthode: Utilisons un raisonnement par récurrence

Ona (x+l)2 >2x
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2
1 11
3. lim (lenx—i—+— = lim (xz(]nx——)+—]
X—+00 X—>+00

k
Supposons que pour un entierk>2, (x+1)° 22x

k
(x+1)’“" _(x+D)f(x+D).0na x+121.0r (x+1)7 22x

k+1
Donc (x+1)k(:c+1)22:(.lls’ensuitquc (x+1)" " =22x

En définitive, étant donné un nombre réel X, pourtout entier naturel n> 2 (x4 1y

2
Troisiéme méthode Utilisation de la formule de binéme de Newton. 2x

n
p;+})”:f+nx+...+x avec x 2 0.

Done, Or n > 2 donc, I +nx 2 2x.. On conclut que : (x+j)"= ] + nx.
n
b) Vx21,In(x) =0 .Puisque (x+1)" 22x alors 2xInx < (x + 1)” In x

a) Vtel0;+o, f'(r)=2tInt

n X X =
b) vi=1,2tInt<(t+1) Int donc, [2¢tinedr < [ @ +1)" Intdr.
1 |

¥ ¥ 2 £ ] 2 PL
Ona: IZrlnrdr=[f(:)]1 =[t“In ¢ _?]l done, {2rlnrdr=x I“_T*‘
1
2 X
1
On en déduit que : lenx—%+55{(1+l}n In tdt

2 2 ¥ 9
2 52 1
Ona lim | x"Inx——+— |=+w,
. 2 2

X X X
Comme, [2tIntdt < [ (¢ +1)" Intdr alors, lim ( [(+1)" ]nr)=+oo.
1 1 X—>-+c0 |

@ PROBLEME

a) Soit M(x;y) un point duplan et H son projeté orthogonal sur la droite (D).
MF
M(x;y)e(P) & — =]
MH
< MF = MH
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& =D+ (y+1)? = (x+2)2
& (y+? = (422 - (x-1)?
o (y+1)% =3(2x+1)

& (y+)2 -61-3=0 |

b MxY)e(P) & (417 =6+ 1)

1 |
Posons X =I+§ ety =y+1 et soit S(*-E‘.—l) Ona (X,Y) coordonnées de M dans le repére

o : 2 : : : -
(S,u,v) . Parsuite, Y™ =6X est|'équation réduite de la parabole (P) dans le repére (S,u,v) donc

3(*1;—1) est le sommet de (P).
2

T
I—

2. a) z'=e’:

e =1§(1+fﬁ)(x+fy)

x'+iy'= %(xﬂ'y +ixd3 = y\3)

I 1 I'%{x—yﬁ)

x'+iy'= E(x—yﬁ)+§{y +).'J§)i.1] s’ensuit que : ]

J"=§(xv€ﬂ’)-
1 1 : '

Il en découle que : x = i(x'+ y'\ﬁ) et _;':E(—x B +y).
b) L’image d’une parabole par une rotation st une parabole. Il en découle que (P") est une parabole.

MeP) o (y+) -6x-3=0

1 1 i 2 1 ' 1 .
M e (P) & (5(-x B+y)+D) -6z (x"+y J3)-3=0
M e (P) <:=:-l(Sx'z—Ex'y'J§+}"2)+('-’-" T+y)+1-3x"-3y'3-3=0
4 .

M e (P) o 3x 2+ y2-2x'y' B-(12+4B)x'+(4-1243)y'-8 =0.
2 | ) "
On en déduit qu'une équation de (P") est 302 + 32 — 20943 - (12 +4B)x +(4-123)y -8 =0
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| 4.

by M'e(8)e Me(d)
G%(—x'\f5+y')=_1
& —x"'J3 +y'+2 =0.Donc, une équation de (A") est "XJE+J,+2:0 J
a) xjj)rilmg](x}v lim ( 1+J6;;T} +00 et xinlmg[jx)=xi%@zn ,:
X ;

Par suite, la courbe (I} ) admet une branche parabolique de direction I'axe deg abscisses J

Par conséquent, la fonction 8 est strictement croissante sur ]—%«n[

Tableau de variation de &

I )
X ~3 : +00 f
8, (%) +
|4
oo
#
&8 '(x) zl
-1 .ﬂ':
1 0
——) =-] ]
2 ' M
a) Vxe[—-é—;m[,gl (x)+ gz(x) =—1+v6x4+3 -1 -/6x+3 = -2=2x(-]) '
=2x(=1). e
Donc, les courbes (1"1) et {FZJ sont symétriques par rapport i la droite (A). Ll
b) Voir graphique.
1 :
Vxe J-T-Hﬂ{ G'(x) =V6x+3 . Donc, G est une primitive de sur ]——;--NG[ de la fonction
= V6x+3
338
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7. M e(P)Q(yH)zHéx-a:o

2
Vxe[_%;m[,(yﬂj =6x+3 y+1=6x+3 ou y+1=—-6x43

< y=—1+J6x43 ouy =—-1-/6x+3

S y=g(x)ouy=g,(x)
1l s’ensuit que, étant donné un point M (x;y) duplan, M e (P) > M € (TP ouM e (1-2)
On conclut que : (P) =(I‘1) ( 1“2},

0
8. a) A(A)=£(gl(x)-gz(x)}dx
0
=2 [ J6x+3dx
A

0
- [%(21+1)J6,t+3:|’1 - ¥ -%(u +162+3

2
b) lim A(A)= 1im1(—§(2,1+1)\l6,1+3)=¥

et AL
2 2

9, r est unerotation de centre O et les droites ((J) et (A) sont perpendiculaires.
De plus, ladroite (A) a pour image par larotation 7 ladroite (A"). On en déduit que I'image dela

=

droite (QJ) parlarotation 7 est la droite passant par O et perpendiculaire 2 (A") . Or la droite
passart par O et perpendiculaire 2 ladroite (A') est ladroite (BC) alors, (BC) est I'image de
(OJ) par r.

Par ailleurs, une rotation est une isométrie donc, r conserve les aires.

Par conséquent, I’aire de la partie du plan délimitée par I'aire A de la portion du plan délimitée parla
droite (OJ) et laparabole (P) est égale a'aire A" delapartie du plan délimitée par la droite e

(BC) et 'ensemble (P").
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(P)

-
e
e - —

Figure

s e E e e e o e e e e e e = o Em Ew
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DEVOIR N°28

1. a) u0=4 donc uuz-{]l.
Suppasons que pour un entier naturel k >0, u, >0
“k+1=1“(uk+l}‘0na uk:»Ddonc l + up > | etln(uk+l)>ln(l).

Par suite, Uy 1> 0. En conclusion, pour tout entier naturel n, u,>0.

b up —u . =up-=In(l+uy).
Soit la fonction h définie sur] - 15+ o | par h(x) = x —In(1 + x)

Vxel-l+o[, h* ()= —

X+1
Il s’ensuit que la fonction h est strictement croissante sur ]0;+00].

Ona h(]0;+o[)=]0;+ o] et upn >0 donc h(up ) >0 ;clest-a-dire un—in(l+un)>0.

De ce fait, Up —urH_l}D.dom: Up >un+1.

On en déduit que la suite u est décroissante.

2. VneN, u,>0 donclasuite (u) est minorée.
La suite u est donc décroissante et minorée. De ce fait la suite u conver g.

3. VneN, up>0et L= lim Uy .Donec L>0.
n—+0

Or f est continue sur] -1 ; + o [ donc f est continue en L,alors f(L)=L.
Par conséquent L vérifie I'équation f(x) = x.

a) La fonction gest strictement croissante sur 1=1; O[ et strictement décroissante sur ] Q: +co [.

b) g(0)=In(1+0)-0=0

gest continue et strictement décroissante sur ] 0 ;+ o [ .

8(10:+o[)=]-0o;0][ .Donc gréalise une bijection de] 0 ; + oo | sur |- ;0|
Puisque 0g] — o ; 0 [alors I’équation g&(x) = 0 n’admet pas de solution dans] 0 ; + oo [.
Par ailleurs, g est continue et strictement croissante sur]- 1;0] .

Ona: g(]-1;0[ )=]-w :0[ . Donc gréalise une bijection de] — 1;0 [ sur] - o 0L
Comme 0¢)-w;0[ alors I’équation g(x) = 0 admet une unique solution dans] - 1;0][.
[1s’ensuit que, 0 est I'unique solution de I'équation g(x) = 0 dans I-l:+e|
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0 =h(l+x) - x=0

o In(l+x)= X

& f(x)=x.
Donc 0 est également I'unique solution de I'équation (x) = x et L vérifie I'"équatjon fx) = x
11 s*ensuit que L =10,

5. Pourtow x€|-1:0] ,g(x)=

1. Chacun des 3 éléves peut recevoir le prix doncona une expérience équiprobable, Lunivers q o
. I'ensemble des distributions passibles sachant qu’un €léve peut recevoir 04 5 livres.

Donc card(Q) = 35.

2. a) Dans ce cas, un éléve regoit 0 livre,un autre 2 livres et le dernier 3 livres.

On obtient 3! fagons de faire ce choix.

2 3
Pour chaque choix, on a | x CS X C3 distributions possibles.

2 3
Par suite, card.(A) = 3 !xI xCS X C3.

60
Par conséquent, P (A) = ——
243

20
81

b) Dans ce cas un seul éléve regoit un seul livre. e

On a 3 possibilités de choisir cet éléve aqui ona CS possibilités de lui attribuer un livre. '

2
Donc, C4 fagons pour le second et C2 fagons pour le troisiéme. i

D’oil, card.(B)=3x Cg x Cﬁ X C% i

PHS“]I(.’.P(B):E.% 10 i

243 27
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Soit C |'événement « Une fille recoit exactement deux livres ».
3-

s I
OI]aCardC:CSKE .
P(C) = 80

Dore, PO= 23

4. Onaun schéma de Bemoulli & 4 épreuves et lors d’une épreuve, la probabilité du succes.

(une fille gagne exactement deux livres) est ——

243

- 1 80 80 3 _
Donc la probabilité recherchée est C4 % x(1- )" c'est-a-dire 04.
243 243

5. a) Une fille peut recevoir 0 a5 livres d’ou les valeurs de Xsont 0,1,2,3,4 et5.
(X =0)=«lafillen’apas de livre ».

Les livres sont donc repartis entre les gargons qui sont au nombre de 2.

2 32
1l s’ensuit que, PX =0)= — = —.
243 243

(X =1) =« lafille aexactement un livre ».

4 80
Card (X =1)=5x2 doncP(X =1)=——-.
243

80
Pour (X =2), voir la question Ic) donc P(X=2)= %,

(X =3) = « lafille a exactement trois livres ».

40
Card (X = 3) =22x Cg donc P(X =3)=—.
243

(X =4) = « lafille a exactement quatre livres ».

10
Card (X = 4) = 2x C;} donc P(X =4) =—.
243

1
Ona:P(X=5)=—.
243
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——ee

La loi de probabilité est consignée dans le tableau ci —dessous
= 0 | 2 3 4
32 80 80 40 10

243 | 243 243 243 | 243 P
5

405
b) Onobtient E(X)= — =—.
243 3

P(X =Xx)

! @ PROBLEME

| PartieA

1. Voirfigure

2. S(0)=A et ]I)=Bdoncl'angle de S est (6i ;ﬁ)

K (OL;AB) = (IA;AB) carle[OA]

7 - (AB Al

Le triangle IAB est rectangle isocéle en I et de sens direct donc (_,KI') =

& |8

-

, == === 3
| Done, (OI ;AB}=?.

3n
Par conséquent, I'angle de S est —,

| 3. a) QestlecentredeS.

S(0)=A donc (QO ; QA) = 3%

L

2(Q0; QA) = e

Soit K le milieu du segment [AF]. Le triangle AOF est rectange en O.
Donc, K est le centre du cercle circonscrit au triangle AOF.

——

=—— g
Le triangle AOF est rectangle isocéle en O et de sens direct implique (KO;KA) :_E !

Par suite, 2(QO ; QA)=(KO ; KA)
On en déduit que Q appartient au cercle (C”).

344
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-
e i 3n

par ailleurs, S (1) =B donc (Q[;Q2B) = =

Considérons Ele milieudu segment [AB]. Le triange 1AB e

: _ ; st rectangle en |
Donc E est le centre du cercle circonscrit au triangle IAB.

—_—

Le triange IAB est rectangle isocele en | el de sens direct implique (ﬁ 'E_B) =-Z

— s —

En définitive, 2 (QL:QB) = (EI :EB)
11 en résulte que Q appartient au cercle (C).
Par conséquent, le point Q appartient aux cercles (C) et (.

b) (C) cercle circonscrit au triangle IAB et (
I'intersection des cercles (C) et (C’)
Deplus, S(O)=A

Done, Q est distinct dupoint A. On en déduit que Q est I'autre point d’intersection des cercles (C) et (C).

C") cercle circonscrit au triangle AOF donc A appartient 4

Partie B

1.

A{]‘ =0, Bo:] et Al = A.
Les points O, A et B sont alignés donc les points Ag, By et Ajsont alignés.
Supposons pour un entier naturel k>0, Ak , Bk et Ak-!-l alignés.

OnaS(Ay) =Ay ;. (B =By, et S(AL, =

La similitude directe conserve I’ alignement,

Ak+1)+1 -

Puisque les points Ak i Bk et Ak+lsont alignés alors les pointsAk_l_l , Bk+l et A(k+l)+l sont

alignés. En définitive, pour tout entier naturels n, Ay, B et An+l sont alignés.

3n

SCAp)=Apy = QAL QA L) = i

-

. 3n
A=A = QAL A 0) = Y

Par suite, (QAR;QA | 5) = (QAf JQA, ) + (QA QA )

3 n
S el S—
4 -4

e n
On en déduit qu’une mesure de (QAR QA 5) est <
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; 3- ﬂ) Bo:l. A1=A(:{ B]=B_ |
Le triangle JAB est rectange isoctle en | et de sens direct.

o ;
Done. letriangle By A B st rectangle isoctle en B et de sens direct.

Suppaosons pour un entier naturel k>0, Bk Ak+1 Bk+l est rectangle isoctle en Bk €l de sepg di
Iltq‘

ona S(B)=Byyp . SCARL D= Agrlyar e By =By
' La similitude directe conserve les angles orientés.

Or letriangle By Ay Bk+l est rectangle isocéle en Bk et de sens direct.

i Par suite le triangle Bk-l-l A(I'd‘t}'l'l B(L+l)+] est rectangle isocéle en Bk+l et de SENS dirpgy

En définitive, pour tout entier natureln, By A, B 41 est rectange isocéle en Bp, et de sen direg

b) Bp Ay By estrectange isoctle en By et de sens direct.
T
B .()=-——.
n+l"n+l 4

——

Il s’ensuit que, {An+lB“ A

T
2(ApBniAg By = ) M

Par ailleurs,

——

3n

S(Bp)=B,, | implique (QBH;QBHH):

—

2(QBp; OB ) = —% )

Des églités (1) et (2),0on a 2(A, | BpiAL B 1)=2(0B,;0B

n+l)- -
| Deplus, By, A, et B 41 non alignés.

Par conséquent, pourtout entier naturel n, les points Q, Bps An+1 et Bn+l sont cocycliques.

4. Q appatient au cercle circonscrit au triangle By An+l Bn+1.

Letriange Bpy A | B est rectangle en B,.

Donc, le cercle circonscrit au triangle B n An+l Bn+1 est le cercle de diamétre [ A

B

n+l Pnat |

Par suite, le triangle Q A ) B, 41 estrectandeen Q .

On en déduit que les droites (Q An+l ) et (Q BTH-I ) sont perpendiculaires.
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2 5+ 25080808 5% = (SoS)o(Sos).

S(O)=Ae;s{l)=Bdonc, le rapport de S est .A_B.

0|

Il s’ensuit que S est la similitude de centre, de rappor .‘E et d’angle 3_“
4

Donc, SoS est lasimilitude de centre Q , de rapport (_A_B)z et d’angle — =
0)]

Et (SoS)o(SoS) est lasimilitude de centre Q ,de rapport (ﬁ)‘l et d’angle .
Ol

On en déduit que 84 est I’homothétie de centre Q |, de rapport (£)4 ]
I

b) S*A,)=S0S0SoS (Ap)
SoSoS (S(Ap)
SoSoS(A )

= SoS(S(A,,1)

I

=‘éﬂ"n+~4'

Puisque T o w— s+ (Ap)=A galorsles points Q, Ay et A 4

sont alignés.
6. Voir figure.
Partie C
1. a) L’affixede A et2
L’affixedeBet | +1i.
b) S(0)=A, S(I)=B et I'écriture complexe de S est de la forme 2’ = az + b avecacC* et beC.
Donc, ZA =aZO +b et ZB=3.Z[ +b.
Par conséquent, z"=(-1+1i)z +2.
2. Qest lepoint invariant de S.

Donc, zg =(-1 +i)Zn +2

4 2,
On en déduit que I'affixe de €2 est Tj. + gl.
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AB
3. a) 82 est une similitude de (—)2 ct d'angle 2><-3—1£'
0]l 4
IAB cst rectangle isocéle en I implique AB = \E Al

A

AR 5

Ol
Donc, Le rapport de 32 est (\/5)2_

11 s’ensuit que 32 est de rapport (\E)Z et d’angle Ix2xx

4
Supposons que jusqu’a un entier k>2, Sk est de rapport (Ji)k et d’angle Skn
, 4
Ona: SLH N Sk 0.

sKos qui est une similitude de rapport (\/E)kxﬁet dangle EEE. , 3n

: 4
Donc, Sk+l est une similitude de rapport (\/E)k"'f et d’angle M
PR
En conclusion, pour tout entier naturel n =2, le rapport de Sn est (ﬁ}“ et I'angle e §N e 3mn
4
n -
b) S estlasimilitude de centre Q de rapport (\/E)n et d‘anglg.S_HE
4
j3nm

Son écrit 1 = (2)he 4

n ecriture complexe est de la forme z (\E) e Z+b ol beC

3n
Onaz’ = (\E)n e )M z+b
2= (-1+i)" 24b (1)
Parailleurs, zy =(-1+i)"z +b (2).
Des relations (1) et (2), on déduit que z’'= (-1 +i)n(z—zQ) + 20
4. a) Pourtout entier naturel n, dn = | ZBn —Zp |
n+l
B, An+l Bn+l est un triange rectangle isocéle en By .
Donc, Bn+l A(n+1)+] B(n+l)+l est un triange rectangle isocéle en B,
Par conséquent, An+1Bn+l - An+an (N
. 348 :
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1=\/EA

paraillenrs, SCAns 1) = A(nypqye @ S(Bp ) =B 1o

Et, Am+1)+l Bint1)+ (+1)+1Bpy1 @
Donc A(n+1)+IB(n+l)+l =\2 An+1Bn+l @)

Des égalités (2)et(3)ona: Ap B, = Ane1)+1Bns

A I'aide de égalité (1), on déduit que : A(n+l)+IBn+I =\E An+l Bp.
Finalement, dn+l = ‘E dn-

La suite (d n )est donc une suite géométrique de raison \/5

Le premier terme est dO =

7z -z
B, Al‘
A1 By

Ol
1.

mn

b) S, est unesommeden termes consécutifs de la suite géométrique (dn ).

Le premier terme de lasomme S, est d! avec dl-_— d{] JE:\E

1- 2)"
1~a2

(4]
B+ ——x «2)
(1-2)1+2)

2 +2)1-2)M).
= (V22 ) W2 -1

Donc, Sp =2
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Figure
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COURS

et

) Limit

L’essentiel du cours sur les limites et continuitg

el opérations sur les fonctions

1) Limites
limf Fox | me e - +
limg I I +% = ~
lim(f+g) I+1' + - + o0 - 2
limf
l + © —® + 0 - + 60
limg
e I Pi'>0 ;<0 + © © 0
limf l[:1#0 |+owo(ou —0) |Oetf>0 |Oetf<O
. 1
lim — = 0 + 00 -
f |

2) Limite de la composée de deux fonctions

Propriété : Si lim f(x) = i Xy i =1].
ropriété : Si xlﬂ}a (xX)=b et xlgbg(x) | alors xlﬂlag(f(x}) I

3) Branches paraboligues.

Propriété : Soit f une fonction telle que :

(ou—co)

352
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f(x)
; —~~ =0, (C) admet une branche parahol; Lo o g
o i X—I;Tw X parabolique de direction I'axe des abscisses en 4o,
(ou—®)
. f) = 400 (ou — ), (C) admet
o i x_I.I;.Too _: = ; met une branche parabolique de direction 'axe des
(ou—m)
ordonnée en +0.

1)) g:ogtinuité
1) Cont inuité en un nombre réel a

Définition : Une fonction f est confinue enasi  lim f(x) = f(a).
X—ra

2) Théoréme des valeurs intermédiaires
Soit f une fonction continue sur un intervalle K el ; a et b éléments de K Tout nombre réel compris entre
f(a) et f(b) admet au moins un antécédent par f compris entre a et b.

3) Fonctions continues et strictement monotones

Soit f une fonction continue.

Intervalles f est strictement croissante f est strictement décroissante
[ab] [f(a) ; f(b)] [f(b) : f(a)]
fasbi [ f(a); xig?bf(x) [ ] xlgbf(x) +f(a) ]
< <
lab] | i Ry, i Bk 1 i Tx)s im0 |
> < <
[ T 1 i f(x): lim f
Ja; 4] ]xtEpnaf(x)’ xE}T—mf{x) [ ! xllﬂ-oo ) xEEa x) 1
>

Propriété : Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle K. Alors :
o fréalise une bijection de K sur f(K).

o f_l est continue et a le méme sens de variation que f.
4) Fonctions racines niéme

: ; n
Définition :_Soit n € N *,0n appelle fonction racine n-iéme la réciproque de lafonction X > X .
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L’essenticl du cours sur la dérivation

) Déivabilit¢ cn un nombre 1€cl 2.

Définition Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert K ¢t , e K.
f(x) - f(a)

On dit que f est dérivable en a si_lim, T x-a L 00 Lest un nombre rgy

L est appelé le nombre dérivéde fen a et est noté f \(a).

f(x) - f(a)
.gi lim ————— = +oo(ou — o) alors (C d
Remarque : Si i —— (C) admet une tangen Vertical

au point d’abscisse a.

2) culs de dérivées.

f(x) L —
X) . r a X -
® k| x X ;reQ Jx G e Inx | sinx tanx
__----.
F(x) 1 r-1 ; _.1_ X I COSX —-l__
0 x 2% = |B" ) 5 cos®x
1 u
u | W -t - Wireeyy [ | et
v Y In Jul
» u'v = uy' y
u | uv4uy' | —— 2 y 11 u :
v ¥ R 2Ju | et u '

3) Dérivée d’une fonction composée

Propriété : Soit u une fonction dérivable en a et v une fonction dérivable en u(a).
o La fonction vou est dérivable en a

o (vou)(a) = u'(a)xv'(u(a)).

4) Dérivation et bijection

Propriété : Soit f une fonction dérivable et strictement
Vx e K, f'(x) #0.

o fréalise une bijection de K sur f(K).

monotone sur un intervalle K tel que :

1. |
o (f ) (b) = —— avecf(a) = b,
f'(a)

354
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5 Ih me de I'Inégalité des accroissements finis

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K. S'il existe deux nombres réels m et M tels que
U eK.m< fi(x) <M alors pourtou aet b éléments de K tels que a<b,ona que :
n(b-a) <f(b)- f@<M(b-a)

L’essentiel du cours sur les primitives

1) Primitive d’une fonction

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle K. On appelle primitive de f sur K toute

fonction F de K vers IR dérivable sur K telle que : ¥x € K, F(x) = f(x).

2) [Ensemble des primitives d'une fonction

Propriété : Soit F une primitive de f sur un intervalle K. Les primitives de f sur K sont les
Fonctions x = F(x)+c; ce R.

3) Pnmitives de fonctions élémentaires

1 1 1 1
' 4 X" 5orel = | = —in#] X —
f(x) J; X x" cos“x
| | | X
f(x) | ax+c¢ xr+1 +c 2\/; Inx+c | - = g € +c tanx + ¢
r+1 n-1 x
4) Primitives et opérations sur les fonctions
r u- u
Fonction | u v u+v ku;keR u ;rz-l T =
ol
) I r+l 1 l
Primitive | U Vv U+V kU e 2u | - =
n+l n—-1 u
355
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L’essenticl du cours sur la fonction logarithme népé rien

1) Définitions el premiéres propriétés ;_;

Définition : On appelle fonction logarithme népérien ct on note In la primitive de |a fonction e I
-

sur ]0:4<c| qui s’annuleen 1.

Propriété : Soit a et b deux nombres réels strictement positifs & r un nombre rationnel non py

o Inab=Ina +Inb
1

o In—=-Ina
a
o ]nE =|na-Inb
; i

.
o Ina =rlna.

2) FEtude de la fonction In

Inx
Propriété: lim Inx =+e; limInx=-w; lim —=0; lim xlnx=0. 1
X oo X P X #0 X 9
Tableau de variation et courbe représentative
X 0 +o0
In'x + J

+oo
Inx /
- 1

Propriété : Soit a et b deux nombres réels strictement positifs.

o Ilm=lnb & a=>b
o Ina<Inb < a < b.

356

Scanned by CamScanner



s

—

Avomaths Terminale C

3,wmﬂnmﬂﬂm-lﬂ

.4 - Soit u une fonction dérivable et non nulle sur un intervalle K.

o ]no]ul dérivable sur K

u
Iﬂ0|ul)'=—‘
o ( U

- oo L] u
o Lafonction lno‘ul est une primitive sur K de la fonction — .
u

L’essentiel du cours sur la fonction exponentielle

1) Définition : On appelle foriction exponentielle et on note exp la réciproque de la fonction In.

2) Etude de la fonction exponentielle

4 X
[

.. : X . : .
Propriété: lim e” =+« ; lim e =0: lim —=+w; lim xe™ =0.
X fo X e X fo x X po
Tableau de variation et courbe représentative
X —oD +co
exp'x +
+oo
BXPX / -J
—o0
Propriété : Soit aet b deux nombres réels. O 1

g Sagd BESb

a b
o e <e < a<b.
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3) [e s compo

i Soit u une fonction dérivable surun intervalle K.
o la I'c.-l:lction expou est dérivable sur K

.xpou)’ = u'xexpou |
o ]_(;;mcl?un expou est une primitive sur K de la fonction u'x expou

on )
L’essenticl du cours sur les suites numériques

1) Majoration - minoration
Propriété : Soit uunesuite numérique définie surun ensemble E.
o uest dite majorée s’il existe un nombre réel M tel que : Vn e E,u, <M.
o uest dite minorée s’il existe un nombre réelmtel que : Vne E,upy 2m.
o west dite bornée si u est majorée el minorce.
2) Sensdevariation

Propriété : Soit u une svite numérigue définie sur un ensemble E.

o
o

O

3)

u est dite croissante sipour tout n élément de E, up =u_ .,
u est dite décroissante si pour tout n élément de E, Ul Sug

u est dite constante si pour tout n élément de E, Uil =Up-

Raisonnement par récurrence

Pour démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a un entier naturel N donné
I'assertion P(n) est vraie.

o
o

&]

On vérifie que P( N ) vraie

On suppose que pour un entier naturel k supérieur a N, P(k) est vraie et on démontre que P(k+1)
est vraie.

On conclut que : ¥n > N. P(n) est vraie.
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4) Suites arithmétigueset suites géomeétriques

suite arithmétique

suite pfométrique

-

Premier terme

UO uD
Raison r;re]R q;qEH
- formule de récurrence Uy =Up+r U =qup
formule explicite Up = Ug +nr up = uC:an
somme de termes consécutifs n+l , o) ] qu_l
—(u u -

5) Limite d’une suite numérique

a) Définition : Une suite est dite converge si sa limite existe et est finie sinon on dit qu’elle

diverge

b) Limites des suites (a™),_(n®) et (Inn).

terme général Condition limite
- as-1 pas de limite
0 -l<a<l 0
a ;acRetneN* a=1 !
a>1 + oo
a<0 0
n%:neN* a=0 '
a>0 + @
Inn ;ne N* +

6)  Propriété : Toute suite croissante et majorée converge. Toute suite décroissante et minorée

conver ge.
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L’essentiel du cours sur les intégrales

1) !mmig d'une fonction

finition : Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux €l éments deK et F
Définition. Une

de f sur K. On appelle intégrale de a @ b de f le nombre réel noté [ f(x)dx on | f(x)dx < Fib)
a a

2) Caleul d’aire

pﬁmilive

~Fa),

Propriété : Soit f > Q0 une fonction continue sur un intervalle K et a et b deux éléments de K tel
$qQue g . b

b
A(D) = (] f(x)dx) x UA est Iaire de la partie (D)
a

du plan délimitée par (Cf ) et les droites d’équations y=0,

X =aet X=Db ol UA est I'unité d’aire.

(D) est la partie hachurée sur la figure.
b

)

7

0

a

b

e —

.

3) Lafonction F telle que: VX € K,F(x)= [ f(t)dt est Ia primitive de f sur K qui s’annule en a

a
4) Propriétés algébriques de I'intégrale.
b b

c
o [f(x)dx = [ f(x)dx + [ f(x)dx (Relation de Chasles)
[

a

a
b b b

o JU(x)+gx)dx = [f(x)dx + [ g(x)dx
a a a
b b

o |
a

kf(x)dx = k [ f(x)dx ol k ne dépend pas de x.
a

5) Propriétés de comparaison

b
o Vxelab], f(x)20= [f(x)dx =20
a
b b

o Vxela;b], f(x) < g(x) = [f(x)dx < [ g(x)dx.
a a
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G}M@;i_o_n.nﬂms-n
b

?u(x)v'(x)dx = Iutx)v(xilg - [u(x)v(x)dx.
a a

7) Intégrales de fonctions paires et fonctions impaires,

Propriété : Soit f une fonction continue sur un intervalle K symétrique par rapport a 0 et a élément de K.

a
§i festimpairealors | f(x)dx =0

o
|

a a
o Si fetpairealors | f(x)dx = 2{[} f(x)dx.
d

L’essentiel du cours les équations différentielles

1) Equation du type y'-ay =0
Propriété : Les solutions sur R de I'équation différentielle y'—ay = () sontles fonctions
x> ke oikeR.

2) Equation du type y"- wzy =0

Propriété : Les solutions sur R del'équation différentielle y"- wzy =0 sont les

WX, Be"X ouAcRetBeR.

fonctions x> A et

3) Egquation du type y"+ W 2}' =0

' n 2 i
Propriété : Les solutions sur R de I'équation différentielle y"+w ™y =0 sont les fonctions
X - Acos(wx)+ Bsin(wx)ot Ac R et BeR.
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1 du cours sur les barycentres

L’essentie

M
1) .
: n

n points pondérés tel que T aj#0.

Definition : Soit (A} 2 )1<isn 21

n o . .
.GA: =0 est appelé barycentre des points pondéré (A. 5
L’uniqll¢ poiﬂt G tel que *?1 aj GAI app ( i al)lﬁsn-

2) Bwﬂﬂ-m—“—):anma

Propriété : Soit (A; 2 hi<i<n ™ points pondérés.

n
n
Si % a: # 0 alors X ajMAj = [Z a,]MG sinon ElalMA, est un vecteur constant.

1 ; = =
i=1 i=1 i=1

3) Lieux gtriques

Propriété : Soit (Ai A )I:stn n points pondérés.
n

n . 2 )
o Si X aj #0 alors 'ensemble des points M tels que 2. ajMA .~ =k est soit Pensemble vide,

i=1 i=1

soit le singleton { G} ou un cercle de centre G ol G est le barycentre des points pondérés (A.

o Sinon I’ensemble X :él,l"«‘[ﬁ'.-2 =k est I'ensemble vide, le plan ou une droite de vecteur normal

i=] :

E ﬂ]MAl
=l

362

Scanned by CamScanner

|‘ai)1535n'

Avomaths Terminale C ‘

—



Avomaths Terminale C

L’essentiel du cours sur les nombres complexes

n appelle nombre complexe tout nombre de la forme a +ib olaet bsont

) Définition O
des nombres réelset 17 =-1.

a+ibest appelé forme algébriqu
mbre complexe Z =3 +ib est appelé affixe du point M(a,b).

¢ du nombre complexe.

Le no

2) ffixe d’un vecteur

—

. Soit A et B deux points &, U et v deux vecteurs.

Propriété
Zig=Za 2B G T + L5

3) Conjugué d’un nombre complexe

pelle conjugué du nombre complexe z=X +iy le nombre complexe Z =X~ iy.

Définition : On ap

4) Module d’un nombre complexe

Définition : On appelle module d’un nombre complexe Z =2 +ib le nombre réel positif noté lzl ol

|z|=-fz—isv'az+b2.
exe non nul.

5) Argument d’un nombre comp!

Définition : On appelle argument d’un nombre A

complexe z non nul d’image M dans le repére M(2)
orthonormé (O;u,v) et on note arg(z) toute v
_— —_— .
O wu

mesure de I’angle orienté (u,OM).

elle d’un nombre complexe non nul.

6) Forme triconométrique et forme gmoncnti

Définition : Soit z = X +iy un nombre complexe non nul de module r et d’argument &

o z=r(cosa+isina) est I’expression de z SOUS Jorme trigonométrique.
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' X : g
I P
i miu est I'expression dc 7 sous forme exponentielle.
o IF

iame d’un nombre comp lexe non nul

7) Racinesn-
Définition : On appelle racine 1

1 — iéme du nombre complexe Z tout nombre complexe 7
g i . tel que
N _ zodnestun entier naturel supérieur ou €égal a 2.

e T ——

z
8) Opérations sur les pombres complexes, conjugués modules et arguments
Complexes Conjugués Modules ATgiments ———
5 _I- —
| l z+7Z Z+2Z
s . RS2 o
zz' 22’ H ¥ |Z| arg(z) +arg(z") + 2kx
I I 1
— g | [ —arg(z) + 2kn
z Z £
z z M ]
1 - = |_. arg(z) —arg(z") + 2kn
7' z z
= n
2" zn |z| narg(z) + 2kn
4 g A AB mes(OI,AB)+2kn
. = B
mes ) +2kn
Zg ~ZA AB
9) Nombres complexes et confi guration géométriques
T
| | Z~—=2 15
_' F! ABC équilatéral de sens direct . T e 3
| "R
Z~—1Z
ABC rectangle isocéle direct C CA _ i
o
Z~—17Z
; A,Bet Calignés i_ﬂe]g*
i { g —Zp
Zn—Zp Zp 2 _
A,B,Cet D Cocycliques ( C "A ( D B)ER* et trois des points
e J 2 non alignés
DA *CT*B I
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L’essentiel du cours sur les isométries

1) Défnition : On appelle isométrie toute application qui conserve les distances.

2) Décompositions d’isométries

Proprété: Soit 1{,’ une translation de vecteur u Pour toute droite (A) de vecteur normal u, il existe

une unique droite (A") telle que : IE = S& . Qsa )

(A) est 17 image de ( A) par la translation —u .
2

Propriété : Soit r(O,a) larotation de centre O et d’angle @. Pour toute droite (A) passant par 0,

il existe une unique droite (A") telle que : r(0,a) = SA' GSA

(A") est I'image de (A) par la rotation r(O,E).
2

3) Composions d’isométries

Propriété : Soit r une rotation d’angle @ et t une translation. Alors tor est un¢ rotation d’angle « .

—

Définition : Soit (A) une droite de vecteur directeur U . On appelle symétrie glissée d’axe (A) erde

vecteur U, lacomposée de la sy métrie orthogonale d’axe (A) et de la translation de vecteur U.

—_—

Propriété : Soit (A) une droiteet U un vecteur non nul.
o Siul(A) aors S(;‘}. )Ota- est une symétrie orthogonale.

o Sinon S(.ﬁ )otﬁ est une symétrie gissée.
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S

L’essenticl du cours sur les similitudes directes

1) Définition : On appelle similitude directe du plan 1a composée d’une homothétie et d'yp
déplacement.

2) Propriété: Soit funes

o Sia=1alors f est une trans

| 1 . L3 ’ | - »
imilitude directe d écntl:rr: complexe ' =az+bolaeCx* g bice
lation de vecteur d’affixe b. it

oo b
o S a=ldorsf = RoH ol R = r(Qarg(@) et H = h(,[a]) ob —).
-4

3) Propriété caractéristique des similitudes directes

Soit f une application, & un nombre réel et k un nombre réel strictement positif.
f est une similitude directe de rapport k et d’angle & si et seulement si pour tout M et N e[ que:

f(M)=M"'et f(N) = N',ona MN' = KMN et (W;M'N') = a_

4) Similitudes directes et configurations géométriques

o Toute similitude directe conserve I’alignement, I'orthogonalité, le parallélisme. Jes angles orienté
L] = ES'

le contact, le barycentre.
o Toute similitude directe transforme les droites en droites, les segments en segments, les demj
droites en demi droites, les cercles en cercles.

o Toute similitude directe de rapport k multiplie les distances par k et les aires par kz.

L’essentiel du cours sur les coniques

I) Définition :_Soit (D) une droite, F un point n’appartenant pas a (D) et € un nombre réel
strictement positif.On appelle conique de foyer F, de directrice (D) et d'excentricité e 1'ensemble des

MF

points M tels que =€ ol H est le projeté orthogonale de M sur (D).

La conique est :

© une parabolesi e= |
O uneellipsesie < |

© une hyperbolesie> |.
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9) a- Parabole

L’équation réduite d’une parabole est de la forme yZ =2px; p>0.

Equation réduite },2 = 2ax R 2ay
Axe focal (O.}.) (03)
a 0
Foyer F| o Fl a
0 2
a a
Directrice (D): X =—— (D): y=-——
2 2
b- Ellipse
2 2
X b
L’équation réduite d’une ellipse est de la forme —»—+ _b_ =].
a
a>b a<b
Axe focal (0.) (0.J)
Demi- distance focale ¢ E_112 ] b2 b2 _32

S L

— 2 2 2
DI]’CCII'ICES (D)y: x= ﬂ—z D) =_=— M:y= h— D y =‘b—
< <
c- Hyperbole
2 2
X y
L’équation réduite d’une hyperbole est de la forme =~ ——bf- = 1.
a
367
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e ——

2
sale € Gy uz b
Demi Jdistance focs

= 5 =
il I AR B
Equation réduite —aT —I;z- : "
—'_'—_P/—_ g -
Axe focal (04) (0,j)
R
| 4-¢ g 0 5 D]
Foyers F(n] F (DJ [C) [_C
3a) Définition bifocale d’une cllipse , )

X Y 4
Soit (E)I'ellipse d*équation réduite _;}T + F =1 ol a>b>0., defoyers F et F.

(E)est I'ensemble des points M tels que: MF + MF = 2a.

3b) Définition bifocale de I’hyperbole
| x2 2
Soit (I") I'hyperbole d’équation réduite a—2 —;2— =1 de foyers F et F°.

(T")est I'ensemble des points M tels que: |MF- MF'I = 2a.

I’essentiel du cours d’arithmétique

1) Divisibilité dans 7

Définition : Soit a et b deux entiers relatifs. On dit que a est un multiple de b si il existe un entier relaif
ktelque: a =kb. Side plus b # O on dit que b est un diviseur de a.

Remarque : Les multiples de b sont les entiers relatifs de la forme bk ol k est un entier relatif.

2) Division_euclidienne dans 7,

Propriété : Soit a un entier relatif et b un entier relatif non nul. 11 existe un unique couple d’entiers relatif
(Qr) telsque: a =bg+r avec 0 <r < 'b’

e : S
q &st appel€ quorient el r reste de |a division euclidienne de a par b.
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3) Congruence modulo n ol n est un entier naturel non nul

Définition : Soit a et b deux entiers relatifs. On dit que a est congru @ b modulo n si a — best un multiple
den.

Propriété : Soit a, b, c. et d des entiers relatifs; k un entier relatif et n un entier naturel non nul.
o Sia=b[n]etc=d[n] alors a+c=b+d[n] et ac=bd [n]

o Sia=b|[n]alors ka=kb [n], ka=kb [kn]sik>0 etak = bk [n] sik>0.

4) Nombres premiers entre eux

Définition : Deux entiers relatifs non nuls aet b sont dits premiers entre si PGCIDX{a;b) = 1.

Théoréme de Bézout

Soit a et b deux entiers relatifs.
aet b sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v tels que :

au+bv=1.

Propriété (Algorithme d’Euclide)

Soit a et b deux entiers naturels tels que: @ >b > 0 et r le reste de la division euclidienne de a par b.
o Si r=0 alors PGCD(a:b) =b.
o Sinon PGCD(a;b) = PGCD(b;r)

I héoréme de Gauss

Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs.Si a divise bc et, a et b premiers entre eux alors a divise c.

Propri€té : Soit a et b deux entiers relatifs non nuls tels que: §= PGCID(a;b) et 1 = PPCM(a;b).
Ona: P8 = [ax[b.

5) Nombres premiers

Propriété fondamentale : Soit x un entier naturel non nul supérieur ou égala l.
1l existe une unique suite de nombres premiers (pi )lsigk ol p; < Pj4 ct une unique suite d’entiers

|

: X = X a.'Zx Xp ak
naturels (ai Jlsisk tels que: X =P, Py v XP e

Cette décomposition est unique.
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L’esseﬂtiel du cours sur la probabilité

ion de bilité

1

Définition Soit QI
On appelle probabilité sur
o P(Q)=1

o P(@)=0 :
VA c Q, P(A)= P{a; D) + P{ap D+ ..+ P({ap P od A={ajiay;..ca, ),

univers d’une expérience aléatoire et P(Q) I'ensemble des Parties de )
Q toute application P de P(Q2) dans [0;1]telle que - )

(o]

iété : Soi événements.
Propriété : Soit A e B deux
P(AUB)=P(A) + P(B) -P (A NB)

Q
o SiAAB=@ alors P(AnB) =P (A)+P (B).
2) Equiprobabilité

ition :Une expérience est dite équiprobable si tous les événements élémentaires ont |5 méme

probabilité.

Propriété : Soit  I'univers d’une expérience équiprobable et A c Q.
CardA

Card Q

Ona P(A) =

3) Evénements indépendants

Définition : Soit { I'univers d’une expérience et P une probabilité sur Q. Deux événements A et B
sont indépendants si P (A N B)=P ( A) x P (B).

4) a- Expériences aléatoires indépendantes

Définition : Soit € I'univers d’une expérience aléatoire El et Q2 I'univers d’une expérience

aléatoire EZ‘AI etAz deux événements inclus respectivement dans Ql et Qz. Elet E, sont di
indépendantes si : P(AIﬁAz)zP(AI) x P {Az).

b- Epreuve de Bernoulli

Definition : On appelle épreuve de Bernoulli toute expérience aléatoire 4 deux éventualités.
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¢- Schéma de Bemnoulli

Définition : On appelle schéma de Bernoull loute expéri i i i
fagon indépendante une expérience de Bemoull. Xpenence aléatoire qui consiste 3 répéter n fois de

Propri€té : Au cours d’un schéma de Bernoulli i n ¢
lors d’une épreuve de Bernoulli, la probabilité d’avoi

k_k -
pk=C“p (l—p}r'l k.

5) Caractéristiques d'une variable aléatoire

Définition : Soit QQ I'univers d’une expérience aléatoire , P une probabilité sur Q et X =

_ ()1
une variable aléatoire sur Q. lsi<n

o L'espérance mathématique de X est EX) = % x.P(X =x.)
1 I 1

A 2
o Lavariance de X est V(X) = X|"P(X=X,)+ XzzP(X=X2}+. .4 anP(}{:Xn )= (E(X))z-

o L'écart-type est de X G(X)=\JV(X).
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