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Chapitre 1

Sous-gspace vectoriel
Soit F un sous ensemble nom vide

d’un espace vectoriel E; on dit que F est un
sous-espace vectoriel de E si et seulement si F

- gst stable par combinaison linéaire c¢’est-a-
dire :

Vii e F.¥5 e F,¥(a, B)e ®* onataii+fVeF

Remarque

« Tout sous-espace vectoriel contient le
vecteur nul

e L’intersection E, nE, de deux sous-
espaiccs vectoriels E; et E; d’un espace
vectoriel E est - un sous-espace
vectoriel de E. Par contre, la réunion
(E,wE,) n'est pas nécessairement un
sous-espace vectoriel de E,

Somme de deux sous-espaces vectoriels
1a somme de deux sous-€spaces

vectoriels E, et E; d'un espace vectoriel E est
|'ensemble ' défini par:
E, +E, = {i, + i, /(% ,) € E,.E}

C’est donc la plus petit sous-espace vectoriel
de E contenant £, nE,
Sous-espaces vectoriels propres d'un
espace vectoriel donné
On distingue deux sous-espaces

vectoriels propres : la droite vectorielle et le
plan vectoriel :

e La droite vectorielle est engendrée par

un seul vecteur; sa dimension est 1 : dans

un espace vectoriel de dimension 2, son

équation cartésienne est de la forme:

ax+by=0 ot {(-b,a)} en estune base

. Dans un espace vectoriel de dimension 3
son équation cartésienne est de la forme !

ol {a,b,c‘)} et (1-,—%,—5-]} sont des bases

respectives.

< Le plan vectoriel est engendré par
deux vecteurs : sa dimension est 2 et
son équation cartésienne est de la
forme: ax+by+cz=0

xercice
Identifier et donner une base de
chacun des sous-espaces vectoriels d'un
espace vectoriel E dans les cas suivants :
A={(x,y)e E/2x-3y=0}

B={(x,y,z)e£l%=-§-=—z

conme e 2220
D={x,y.z)e E/2x—y+3z=0}
E={x,y,z)eE/x—2y—z=0}
F={(xy.z)eElx+y+2=0}

Remarque -
La somme de deux sous-espaces

vectoriels E; et E d'un espace vectoriel E est
dite directe si et seulement siE, NE; = 0. }.

On écrit E, ® E, pour traduire que la
somme de E; et E; est directe.

Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Deux sous-espaces vectoriels E; et E2
d’un espace vectoriel E  sont dits
supplémentaires i E=E, ®E,cest-&
dire : £, NE; =[f) h-I.Tout vecteur # de E
Sécrit @ =i+, avee ()€ Bx By

Remarques ' ‘
% Dans un espace vectoriel de dimension

2, deux droites vectorielles distinctes
sont supplémentaires . )

& Dans un espace vectoriel de dimension
3, un plan vectoriel et une droite

5



Algébre
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vectorielle non incluse dans le plan

vectoriel sont supplémentaires
< {5'_.;} et E sont supplémentaires

LT

:‘f"l-lgérémes'l

E

espace vectoriel de E alors :
“ dimE; +dimE;=dimE

“* Deux sous-espaces vectoriels d'un
espace vectoriel E sont
supplémentaires si et seulement §’ils
admettent pour base respectives des
parties complémentaires d'une base de

% Si E| et E; sont deux sous-espaces
vectoriels  supplémentaires  d'un

Tdées et Statépies]

si:
- det(i, @, ,...., 7, ) # 0
- card(fi,, iy, @i, ) = dim E

que {ii, 7} forme une base de E.
» Dans un espace vectoriel E

» Une famille {#,#,,...,4,] dun
espace vectoriel E est une base de E

» Dans un espace vectoriel E de
dimension 2, pour montrer que deux

droites vectorielles D(i7) et A(7) sont
supplémentaires, il suffit de prouver

dimension 3, pour montrer qu’une
droite  D(#) et un plan vectoriel
P(¥,w) sont supplémentaires, il suffit

de prouver que la droite vectorielle D
n’est pas incluse dans le plan vectoriel

P ousi {ii,7,w} forme une base de E

Exercices
Choisir Ia bonne réponse dans les exercices ] 4 8

1- Le sous espace
2x-y=0
F=<x,yz)eE/
[( ».2)e {5x+22-_—0}

de I’espace vectoriel E est :
a)- Un plan vectoriel de dimension 2

. . on 2
b)- droite vectorielle de d}mcns.:
2) U:: droite vectorielle de dimensionl.

2. Une base du sous ‘gspace vectoriel
2x—=y=0

e Eest:
H={(x'y"")e’5’{sx+zz=o}d |

o{a2) b {(_2';5)} @{[1;2;— —Z—)} d) {( 1;2;- %ﬂ

3- Une base du sous espace vectoriel
G={(x,y,z)e E/x+2y-3z= 0}de I’espace
vectoriel E est

a{ano) b {210) Gor1} ©fF210) Gy

4- F et Gsont deux sous-espaces vectoriels
de E tels que FOG=E. Si Fest une
droite vectorielle de E et Gest un plan
vectoriel de E, alors :

a) dmE=2 b)dimE=1

¢)dimE=0 d)dimE=3 "

3- F et Gsont deux sous-espaces vectoriels
deE tels que FOG=E. Si dimE =4et
que F est une droite vectorielle de E , alors :
a) dmG=3 b)dimG=2

9)dimG=1 d) dimG=0

6- F et G sont deux sous-espaces vectoriels
de E. Si F®G = E, alors :

a) F et Gne sont pas supplémentaires dans
E

b) FAG=F ©) FnG={E}

7- F et Gsont respectivement une drojte
vectorfelle €t un plan vectoriel d’un espace
vectoriel E. Si Fnlest pas incluse dansG
alors : ’
3 FoG={,|

b) FhnG=E.
2 F et Gne sont Pas supplémentaires dans

d) F et Gsont deux

: Sous espaces vectoriels
supplémentaire de £ .

8- Les SOus-espaces 4 et B suivants de E sont
supplémentaires. Lesquels ?




a) A : 2x+3y=0et B : 4x-6y=0
b)A: 2x+y-z=0etB:x =y=§

C)A : x-3y+5z=0 et B: -_’—z =y=z
x __ i f
d) B w-2y+z=0etB:;=y =3

9.- Dans Pespace vectoriel R” rapporté 4 la
base B’=(i",},fc')_ - on considére la droite
vectorielle (D) d’équations :

x=-31
(D)={y=24 4AecR
z=A

et le plan vectoriel P d’équation
x+y—3z2=0.

D et P sont-ils supplémentaires dans R*?

10.- Soient dans R?, les vecteurs :

U (3;-l;0) 17'(1;-2;3) et W(— 4;5;2).
On considére les sous-espaces: 4 engendré
par U et B engendré par V et W

1) Déterminer (4nB}et(A+B)

2) Lasomme A -+ B est-elle directe?
11.- Dans I’espace vectoriel E rapporté a la
base B = (F,}’,ic'-). On considére la droite
vectorielle D de direction U =27 +j -k et
le plan vectoriel P d’équation 3x+2y-z = 0.

Montrer que DetP sont supplémentaires
dans E.

12- Dans ’espace vectoriel E de la base
B=(:7,},E), on considére un plan vectoriel
P d'équation 2x+y-z=0 et la droite
vectorielle D d’équation %: y =—, Montrer

quef)n}—’=lg3£]. )

13- E est un espace vecteriel de dimension 3

muni de la base B =7, 7, k), soit F et G deux

sous-espaces de E définis respectivement par

2x-3y+z=0et F S
4 (D)=4{y=21 tem
z =

Montrerdue FOG=FE

Algébre

Chapitre 11
" Objectif

% Déterminer: Le noyau et ['image
d'une application linéaire

#+ L’ensemble des vecteurs invariants et
changés en leurs opposés par une
application linéaire

Application linéaire

Une application. f d’'un espace
vectoriel E vers un espace vectoriel F est dite
linéaire si et seulement si:

VeEVVe E,V(a,ﬁ)emz
ona: f(cii+ fv)=af @)+ ff (7)

«+ Conséquence : f (f) 5 )= (4%

Noyau d’une application linéaire

- Le noyau d’une application linéaire f
d’un espace vectoriel E vers un espace
vectoriel F est le sous-ensemble noté : Kerf

ou Nf; défini par : Kerf =_{§ € E!f(fi)} =0,

. ¢’est donc un sous-espace vectoriel F

Image d’une application linéaire

L’image d’une application f d'un
espace vectoriel E vers un espace vectoriel F
est le sous-ensemble noté Imf et défini par :
mf={icEIicF/i=f] Cces
donc un sous-espace vectoriel de F -

% Vecteur invariant : Un vecteur U
est invariant par une application
linéaire -si et seulement si
fla)=a

Vecteur changé en son opposé : Un vecteur

[ est changé en son opposé par une
application linéaire f si et seulement si

f@)=-a
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dées et Stratég_;i?s-
Pour montrer qu’un vecteur f (z_) est invariant
par f, il suffit de prouver que fof (f )-—- I (T)
autrement dit M f (f)z b (T)

Exercices
1- Soit E un espace vectoriel réel muni d’une
base B = (!_",j',i:) et fun endomorphisme de
X =3x—4y+2z
Yy =4x— 7y +4z
z =5x — 10y + 6z
a) Ecrire la matrice de f dans la base B pms

donner £(2), fG), f(_.) en foncuon de 3 k
b) Montrer que fof=f.
c) Vérifier que I’ensemble des vecteurs

invariants par fest un plan vectoriel P dont on
déterminera une base (&, b)

d) Vérifier que le noyau de fest une droite
vectorielle B dont on précisera une base(@).

e) Montrer que B'= [a, b, €} est une base

de E puis écrire la matrice de f par rapport &
cetie base.

E défini par :

2- On considére 1’endomorphisme f de
I’espace vectoriel E de base B= ( s Ic)
défini par la matrice :

i 1 0
2 1 1
3 =1 4

Relativement 4 la base fixée
1) Déterminer Kerf. En donner une base

2) Déterminer Imf. En donner une base
3) Ces deux  sous-espaces sont-ils
supplémentaires dans E?

3. L’espace vectoriel E étant rapporté a une

base B = (?,], E) on désigne par f
L’endomorphisme de E défini par:
x =y+z
= x4y + 2

f1E=E (x-'.y'.z')f ¥y

2 %
1) Déterminer Kerf. En donner une base
2) Déterminer Imf. En donner une base

3) Montrer que Kerf et Imf son
supplémentaires dans E l

4- Soit E un espace vectoriel de dimensign 3,

muni d'une’ base B= (: j,k); f étant
’endomorphisme de E def ini dans la baSeB

pm;f(f):—-j-—k j(] l+-—k f(k)—-—! +-J
1. Les vecteurs ( ) F4 (J l flk ( ) sont-ils

linéairement indépendants?
2. a) Montrer que le noyau N de f est |3
droite vectoriel de base # ou
- 1 % P

u =~51 +]+k
b) Soit F 'image de f. Déterminer
F.
3. Quels sont les éléments de E invariant

par f. Prouver que [z':', f (f ), f (}')] est une base
de E. En déduire que F et N sont deux sous-
espaces vectoriels supplémentaires de E.

5- Soit la matricé :

2 7 .38
A=|5 4 .3
5

a) Compléter I’écriture de A de format 3 x 4,
avec : :
ap=5; ap=-1; a;=6; a;=6;a=8
b) Ecrire la transposée de A’ de A et donner
son format.
¢) caleuler C = A® + 2A”° - 5 1, avec [ matrice
unitaire.
6.- Soit E un espace vectoriel sur /R de
dimension 3, muni ‘d’une baseB = (?,f, E).
On désigne par f I’application linéaire de E
vers E définie par : }

xi + 9 +zk > xT+yj+2'%

avec
, 1 <
x'=%(x—y+z); Y =-2-(—x+y+ z} z =z
Montrer que : | .
I. Le noyau de f est une droite vectorielle
D
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2. les wvecteurs f (}'), F (}—), f (I? ) sont
variants par
3. L'mage de E par f est plan vectoriel P
Montrer que DN P = {55
7- Soit f une application linéaire d’un espace
vectoriel E de dimension 3 dans lui-méme
définie analytiquement dans wune base

B=(i j %)-de E par:
xX'=y+z
Y=x-z

Z'=—x+y+2z
1) Ecrire la matrice de f dans la base
B. En déduire f (zl f Gl et fﬁ) en fonction
dei, j, k.

2) Déterminer-la matrice de fof dans la
base B.

3) Déterminer l’ensemble des vecteurs
invariants par f .

4) Déterminer la noyau de f.

8- Soit E un espace vectoriel réel muni d’une
base B = (7,7 ,k) et fun endomorphisme de
E  défini  par: fQR) = —i+2]- 2k
£G) =21 -]+ 2k, f(¥) = 21 - 27+ 3%,

a) Montrer que fof=Idg.

b) Vérifier que I’ensemble des vecteurs

invariants par fest un plan vectoriel B dont on
déterminera une base (%, ©).

¢) Vérifier- que I'ensemble des vecteurs
changés en leurs opposés par f est une droite

vectorielle D dont on précisera une base(#).

d) Montrer que B’ = (i, %, W} est une base
de E puis écrire la matrice de fpar rapport &
cefte base.

Algébre
Chapitre II1

Projection et symétrie vectorielle

Projection vectorielle ou endomorphisme
, idempotent

Obijectifs
Déterminer les éléments caractérisant upe
projection et définir analytiquement une
projection vectorielle
E; et E; étant deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires d’un espace vectoriel E.

{65}-/ f‘:’ E 1

La projection vectorielle- de E sur E,
parallélement & E; est I’endomorphisme défini

p:E—> E

i=i+ii"— plia)=u'
i' : projeté de # sur E, parallélement & E;
" 1 projeté de # sur E; parallélement & E,
p : projeteur

.Rgmégggg

Une projection vectorielle est caractérisée par
deux éléments caractéristiques :

& ‘sa base: I'ensemble des vecteurs
invariants ou I’image
o sa direction : le noyau

Tout vecteur # appartenant 4 la
direction d’une projection vectorielle £ d'un

espace vectoriel E est tel que f(#)= 0,

Tout vecteur # appartenant a la base
d’une projection vectorielle f d’un espace
vectoriel E est tel que f (@)=

Symétrie vectorielle ou involution .
E; et E; étant deux sous.-espaces.vectoncis
supplémentaires d'un espace vectoriel E.

9
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Algébre
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E;
ot ;: = .-" e ;:'
E
o) ’
o Stin=i' —i"

La symétrie vectorielle E par rapport & E de
direction E; est I'endomorphisme de E défini
par

S:EE

i=a'+i" - S@)=d'-a"

ropriété

<+ La projection vectorielle p de E sur E;
parallélement & E; est un
endomorphisme de E possédant les
propriétés suivantes :

*» Le noyau de p est le sous-espace
vectoriel de E;

*» L’image de E par p est le sous-espace

vectoriel de E;

L’ensemble des vecteurs invariants

par p est le sous-espace vectoriel de E,

pop = p c’est-a-dire M ,.M , =M,

&

-
...

Igrogriétﬁ

La symétrie vectorielle s de E par rapport a E,
de direction E; est ’endomorphisme possédant les
propriétés suivantes ;

% L’ensemble des vecteurs de E invariants
par S est le sous-espace vectoriel E,

%+ L’ensemble des vecteurs changés en
leurs opposés par S est le sous-espace
vectoriel E;

% 508 = Iy

% Une symétrie vectorielle est caractérisée
par deux éléments caractéristiques :

o .'S'a btf&'e : 'ensemble des vecteurs
invariants

% Sadirection : I’ensemble des vecteurs
changés en leurs opposés. '

& Dans un espace

; L 0)
dE k01

un espace de dimension 3 :

100
lae = 010

001

de dimension 2:

Tdées et Stratégies)

% Pour montrer qu'un endomorphisme f
d’un espace vectoriel donné. est une
projection vectorielle on établit que fof
= f. Autrement dit : M; =M,

» Dans un espace vectoriel de dimension
2, pour montrer qu’un endomorphisme
est une projection vectorielle, on
prouve que la trace de la matrice
associée a I’endomorphisme est égale a
1 et que le déterminant est égal a zéro.

» Déterminer les sous-espaces vectoriels
qui ocaractérisent une projection
vectorielle revient & calculer : sa base
ensemble des vecteurs invariants ou
’image et sa direction : le noyau de f.

Ll!dées et stratégje§|

]

> Pour montrer qu'un endomorphisme fd’un
espace vectoriel donné est une symétrie

vectorielle on établit que fof =1,.

Autrement dit :Mjr =14,

> Dans un espace vectoriel de dimension 2,
pour montrer qu’un endomorphisme est
une symétrie vectorielle, on prouve que la

~trace  de la matrice associée 2

I"endomorphisme est égale & 0 et que le
déterminant est dgal 4 - |.
Déterminer les sous-espaces vectoriels qui
caractérisent une symétrie vectoriell®
revient & calculer ; sa base : ensemble des
vecteurs invariants et sa direction
ensemble des vecteurs changés en leurs
Opposés

__.-/
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Exercices
Compléter pour les exercices 1 a 4

1.- On dit projection vectorielle ou
endomorphisme ......

2.- On dit symétrie vectorielle ou
endomorphisme......

3.- Si f est une projection vectorielle d’un
plan vectoriel E, de matrice 4 = [ 42 Z_J

dans une base de E, on a nécessairement e
couple (a, b) égal a...

4.- Si f est une symétrie vectorielle d*un plan
vectoriel E de matrice 4 = [ 34 Z] dans une
base de E, on a nécessairement le couple
(a, b) égal a...

Choisir la bonne réponse dans les exercices
Seté
5.- Si f est une projection vectorielle d’un

-2
plan vectoriel E, de matrice 4 = [ a]

3 b
dans une base de E, on a nécessairement :
a)a=-2etb=-3 b)a=-2etb=3
c)a=6etb=-3

6.~ Si f est une symétrie vectorielle d’un plan
-5 a
vectoriel E de matrice 4 =[ 6 b] dans une

base de E, on a nécessairement :
a)a=4etb=35 b)a=-4etb=-5

7. Soit E un espace vectoriel réel de
base B=(7,7). On  considére

I’endomorphisme f de E dont la matrice dans

la base B est : a
b 3

1) Déterminer les réels a et b pour que f
soit une projection vectorielle

Algébre

2) De_temliner les sous-espaces vectoriels
qui  caractérisent cette

- rojection
vectorielle. pro)

8.- Soit _E*_ un espace vectoriel réel de
b’ase B= (1 i j.). On considére
’endomorphisme g de E dont la matrice dans
labase Best: | 12
b =7
1) Déterminer les réels a et b pour que g
soit une symétrie vectorielle.
Déterminer les sous-espaces vectoriels qui
caractérisent cette symétrie vectorielle.

9- Le plan vectoriel E; est rapporté a la base

B = (i j) . On ‘considére un

endomorphisme f de E; dont la matrice

associée B est

4 =2
M= % _31 a) Montrer que fof=f
3 3

b) Déterminer I’ensemble des vecteurs

invariants par/ . En donner une base U.

¢) Déterminer le noyau de f. En donner une
base V.

d) Utiliser les résultats précédents pour

justifies que f est une projection vectorielle

dont on précisera ses caractéristiques.

10-  Le Soit E un plan vectoriel muni d'une
base (i ,j)etf unendomorphisme de E tel
que () =3(-J) et ff () =0¢

Trouver la matrice de 5 dans la base (i, )
puis vérifier que foy est I’endomorphisme nul

de E.
Montrer que le noyau et I’ensemble image de

f'sont égaux. ‘
g est un endomorphisme de E de matrice

)

11



Algébre
T —

dans la base (; J ) Déterminer les réels

a et b sachant que f+ g est une symétrie

vectorielle do E.
T L

Relation entre deux projetions vectorielles

Dans une méme base d’un espace
vectoriel E deux projections vectorielles fet g
sont liées par la relation f+g=Idg c'est-a-dire
Mat(f) + Mat (g)= Mat (Jdf)

Relation entre deux symétries vectorielles
Dans une méme base d’un espace
vectoriel £, deux symétries vectorielles fet g
sont lies par la relation f + g=0 c'est-a-dire
Mat(f) + Mat (g)=0

Relation entre symétries vectorielles et

projections vectorielles
Si la symétrie vectorielle /" de matrice

S et la projection vectorielle g de matrice P
dans une méme base d'un espace vectoriel E
ont les mémes éléments caractéristiques elles
sont liés par la relation S=2P-Idz.

Dans le cas contraire S= Idg-2P.

Choisis la bonne réponse.
1.- Soit E un espace vectoriel réel, F et G sont

deux s. e. v. supplémentaires dans E. Si f est
une symétrie vectorielle de E sur F de
direction G alors I’image d'un vecteur # de E
- parfest:

a) U, b)U, ¢)-U0,d) 0,-U,

2 — Soit E unespace vectoriel réel, F et G
deux s. €. v supplémentaires dans E.

Si f est la projection vectorielle de E sur F
parallélement & G et g la projection vectorielle
de E sur G parallélement & F, alors les
matrices de fet de g sont liées par la relation : °
a) Mat (/) + Mat (g) = 0

b) Mat (f) = Ide— 2 Mat (g)

¢) Mat () + Mat (g) = Mat (Idg)

___ Idées et stratégics

Soit E un espace vectoriel muni d’une £

base B=(7,7); on nott D la droite

vectorielle engendrée par # et A celle ('
engendrée par v 7

Pour  définir une  expression
analytique de la projection vectorielle f de E [
sur D parallélement & A on peut procéder £
comme suit : /

On identifie la base et la direction de f

Base de : D et directionde f: A

On établit un systéme
. [aeb_ [fla)=a
d'équation : o = T
é‘* { Vores

veA
La résolution de ce systéme donne
f() et £(7) en fonction de 7 et j et/
conduit A ’expression analytique de f.
On peut aussi aprés avoir identifié la

base et la direction de f procéder de cette
fagon

Pour tout vecteur £ (x, y) d’image

Dans un espace vectoriel £ muni d’une bas¢
B= (f ;), la droite vectorielle (D)
d'équation : ax+by =0 est engendrée par u

vecteur u =-bi+aj

4_"'-.‘/




dées ei stratégies|
Soit E un espace vectoriel muni d'une base

B=(i, f) + on note D la droite vectorielle

engendrée par # et A celle engendrée par ¥

Pour définir une expression analytique de la
symétrie vectorielle g de E sur D de direction
A on peut procéder comme suit :

On identifie la base et la directionde g
Base de : D et directiondeg: A
On établit un systéme d’équation :

{-ﬁeﬁﬂ{g(ﬁ):ﬁ

ved |g#)=-+¥

La résolution de ce systéme donne g(i") et
g(j ) en fonction de 7 et j et conduita
I’expression analytique de g.

On peut aussi aprés avoir identifié la base et
la direction de g procéder de cette fagon

Pour tout vecteur 7(x, y) d’image 7'(x',y") -

t=qil
pargona: _ cmﬂ+ﬂii )
i =aii v (2)
on cherche étﬁ en fonctiondex ety a

partir de (1) que 1’on portera dans (2) qui est
la réponse 2 la question cherchée.

Exercices

Choisir la borine réponse dans les exercices 1 G 4
1- Si D:x+2y=0 et A:x+y=0 sont
deux droites vectorielles d’un espace vectoriel
E de base (7, ) alors I'expression analytique
de 1'endomorphisme f, projection vectorielle
de E sur D parallélement & A est:

2) {.r'.=3x+2y B) x' ==2x-2y
y=—4x-3y y' =3x+3y
{x'=-5x-4y' ¥ =4x+6y

c) .

y =6x+35y y' =-2x-3y

o {x.'-f- 2x+2y

y=-x-y

|

Algébre

2- 81 D:x+y=0 et 3:2_x+y=0 sont
deux droites vectorielles d’un espace vectoriel
E de base (1_,}') alors ’expression analytiqué
de I'endomorphisme f, projection vectorielle
de Esur D parallélement & A est :

2 {x'=2x+2y y {x'z...zx_gy

Y==x=y ¥ =3x+3y
x'=2x+ "=
c){ ' ¥ dy x} 4x+6y
y'=-2x-y y ==-2x-3y
. [¥'==2x-2y
3.- Si st I i
{ =3 +3p est 1'expression

analytique de la projection f d'un espace
vectoriel E muni d’une base donnée sur une

droite D parallélement 4 une droite A alors
I’expression analytique de la symétrie
vectorielle de E sur D de direction A est
= 3x+ ) =05 =3

. I; Ix+2y B x =—=2x-2y

y'=—4x -3y y'=3x+3y

¥ ==Sx-4 == .
. x ‘ Sx—4y g x'=4x+06y

y' =6x+5y y'=<2x-3y

| '=TJx-12
4- Si {x Y est I’expression

Yy =4x+Ty

_analytique de la symétrie vectorielle f d'un

espace vectoriel E muni d’'une base donnée-
par rapport 4 une droite D de direction une
droite A alors I'expression analytique de la

projection  vectorielle de E sur D
parallélement @ A est:

- {x'=2x+2y ¥ {x’=—2x—2y
y' =—x-y y'=3x+3y
{x'=—3x—6y i {x’=4x+6y.
y'=2x+4y y' =-2x=3y

5. Eest un plan vectoriel muni d’une

base B= (i,}) Pour un

- endamorphisme f de £, on sait que le noyau

~est la droite vectorielle  d’équation

2x+3y=0, et que I’ensemble des vecteurs

invariants par fest la droite vectorielle

x+y=0.

13



———

a 7 rl;
) ‘ Calculer I (x) et f (j)en fonction
dei et J En déduire la matrice de f-dans

la base(,;)

b) Montrer que f est un projecteur de E .
¢)  Justifier que f n’est pas bijectif

6- E est un plan vectoriel muni d'une
base B = (f, j). Pour un endomorphisme
fdeE, on sait que I’ensemble des vecteurs
invariants par f est la droite vectorielle
d’équationx -y =0et que I’ensemble des
vecteurs changés en leurs opposés par f est la
droite vectorielle d’équation 3x -2y =0

a) Calculer f () et f G) en fonction

dei et ] En déduire la matrice de f dans la
base B.

b) Monter
vectoriellede E.
c) Justifier que f* est bijectif.

que fest une symétrie

7.- Dans ’espace vectoriel E rapporté a la
base B=(f,j), on considére les droites
vectorielles
(D):5x—4y= Oet(A) x—y=0
1) Déterminer 1’expression analynque de
la symétrie vectorielle f par rapport a (D)
de direction (A ) et la matrice associée
2) En déduire la définition analytique de

la prOJcctlon vectorielle g de E sur (A)
parallélement & (D).

8.- Dans I’espace vectoriel E rapporté a une
base B = (?,}’i on donne les sous-espaces

vectoriels supplémentaires (B) et a)
engendrés respectwcment par les vecteurs
G=2i—j et b=i-

a) Déterminer la matrice de

I’endomorphisme f, projection vectorielle de
E sur (f)) parallélement & (A)

b) En déduire la  matrice de
’endomorphisme @ symétrie vectorielle

s'effectuent par rapport 4 (D) de direction

(&)

Algéb,.e
L098bre
9.- E estun plan vectoriel muni de la bage

(:, j). Soient f et g ey

endomorphismes de E. [ est défip
analytiquement par : {xl: 2ty
S * y| — x — y * g eS{

défini par sa matrice A-—-B 0]

relativement 4 la base (i, j). On pose
=3f-g-

a) Calculer pU et PUJ en fonction de j
et ; En déduire la matrice de p dans |n
b) Calculer pop(;') et pop ] en fonction
de i et ;

<) Montrer que p est une projection
vectorielle de E sur une droite vectorielle D

Que I'on prémsera parallélement & une droite |

vectorielle A dont on donnera la base a.

10.- Dans le plan vectoriel E rapporté a la
base orthonormée B =(E",f), on considére la
droite vectorielle (13) de direction J =—i +J
droite (B) ¢
directionJ =1 + j . Déterminer la matrice par
rapport 4 la base B de la symétrie vectorielle
S par rapport 3 (fj) de direction (13')

et la vectorielle

11- Soit E un espace vectoriel muni de la bade

B = (i , F et G sont deux droilés
vectorielles d’équatlons respectives : x + Y~

0 et 4x + 3y = 0 . Soit / un endomorphisme
de E tel que

Kerf =F et ’ensemble des vecteurs invariants
par fest G.

a) Déterminer la matrice de f dans la b3%°
i 3). |

b) Montrer que f est un projecteur de E

c¢) On pose, ¥ ueE:

g(; )=2/( %)~ u ;g est-elle une involution
de E?




[ldées et stratggies|

% Soit E un espace vectoriel muni d'une
base 1B=(x7 }’,E); on note D la droite

-3

vectorielle engendrée par u et P le plan
vectoriel engendré par (¥, )

Pour définir I’expression analytique de la
projection vectorielle f de E sur P

parallélement & D, on peut procéder de la

maniére suivante :
On identifie Ia base et la direction de f

Base de £: P etdirectionde f: D

On éablit un systtme  d’équation
geD (f(iE)=0o;
veP =3 f[F)=7
weP |fl@)="w

La résoluﬁon de ce systtme donnera -

76)1) et 7(E) en fonction de 7, J et k
et conduira & I’expression analytique cherchée
On peut aussi procéder de cette fagon; aprés
avoir identifié la base et la direction de f
Pour tout vecteur [(r,y;z) d’image
7'(x',y,2") par fona:

i =aii+ v+ (1)

=g (2)

On cherche B et A4 2 partir de (1) que l'on
portera dans 7' qui est la question

Pour définir analytiquement I’endomorphisme -

f, symétrie vectorielle de E par rapport & P
de direction D, on peut procéder comme
suit :

On identifie avec soin la base et la direction
de f

& Basedef: P

& Directionde f: D

On établit un systtme d’équation
ieD  (f@)=-a B
JeP=4{ )=+
ﬁ-’EjP f(ﬁ'} =W

Algébre

La résolution du systéme ainsi établi donnera .
f(?}f(}’);f(ff) en fonction de 7, 7,k et
condu_ira a la matrice de f dans la bagse
(f,f,k) puis & [D’expression analytique
cherchée 3

On peut aussi, aprés avoir identifié la base et
la direciion de f, admetire que pour tout
vecteur 7 (x, y,z) d’image 7'(x', y',z') par
f=aii+fi+in (1)

7 = —aii + % + Aw (2)

» Soit f un endomorphisme d'un espace
vectoriel E défini par sa matrice M dans
une base de E

Pour démontrer que f est une projection
vectorielle de E sur un plan vectoriel P

-parallélement 4 une droite vectorielle D, on

prouve que fof = f. Autrement dit
M s M, =M,

En effet la projection f se fait surP ,
parallélement 2 D ;P est I'ensemble des
vecteurs invariants par f et D son noyau

> Pour déﬁmﬁtrer que f est une symétrie
vectorielle de E sur un plan vectoriel P
de direction la droite vectorielle D, on
prouve que fof = IdE

“» i une symétrie vectorielle f se fait par

rapport & un plan vectoriel P, de direction
une droite vectorielle D ;P  est
{’ensemble des vecteurs invariants par f et
D est I’ensemble des vecteurs changés en
Jeurs opposés par f.

Exercices

« #' ¥ ‘
1- E est un espace vectoriel muni dune base

B= (3, },E). Pour un endomorphisme fde
Eon sait que l'ensemble des vecteurs
invariants parfest le plan vectoriel
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Pengendré par les vecteurs u=i+j+% et

-

v=i+2}°‘+fc' et que le noyau de fest la

djoit? vectorielle Dengendrée par le vecteur

w=i+2k.
1) Déterminer (i) £(7)et £(t)en

fonction dei;} k. En déduire la

matrice f dans la baseB= (r,},i:.) et
I"expression analytique de f .

2) Montrer que f est un projecteur de £,
S est il bijectif ?

3) En déduire la matrice de la symétrie
vectorielle g de Epar rapport & Pde

direction D et I’expression analytique
deg.

2- Dans ’espace vectoriel E rapporté a la base
B=(,j,k) on considere la droite
vectorielleﬁeng_endrée par le vecteur
u=i—j+ket le plan vectoriel P engendré
par les vecteurs f"=§+}etﬁ"=—}+—k'. Pour
un endomorphisme f on sait que 1’ensemble
des vecteurs invariants parfest le plan
vectoriel Pet que I’ensemble des vecteurs
changés en leurs opposés est la droite
vectorielle D .
a) Déterminer f (l) f[))ct f (k en
fonction de i; j k. En déduire la matrice de
fdans la base B et I'expression analytique
de f.
b) Montrer que fest une Symétrie
vectorielle de E. f est-il bijectif 7
) Déduire ’expression analytique de la
projection vectorielle g de Esur P
parall¢lement 2 D. |
3,- Dans |'espace vectoriel E muni de la
base B = ('i',}:, E), on considére le plan
vectorisl p d'équation: x—~y+2z2=0

1) Déterminer le réel m sachant que le

vecteur :

Algebre
w=(m~1)7 +57 +(2m +3)k appartien
au plan vectoriel p .

2) Définir analytiquement la  symétre
vectorielle f.de E par rapport au play
vectoriel P de direction la droite
vectorielle D d’équation: x=y=—z

3) En déduire la matrice de f dans la base
B=(f,7.k)

‘Bac 2003
4.- Soit f un endomorphisme d’un espace
vectoriel E de dimension 3 sur R dont Ia

matrice dans une base (l o d E) est:

-2 4 2
M=|-4 8 4
5 =10 =5

Démontrer que f'est une projection vectorielle
sur une droite vectorielle D dont on
déterminera une base parallélement & un plan
vectoriel dont on déterminera une équation
cartésienne

Bac 2004
5.~ Soit f un endomorphisme d’un espace
vectoriel E de dimension 3 sur R dont la
matrice dans une base (?, f,fc') est

-1 2 2
M=|2 -1 -2/
-2 2 3

Démontrer que f est une symétrie vectoriellé

par rapport 2 un plan vectoriel P dont on
déterminera une équation cartésienne de

direction une droite vectorielle D -dont on
déterminera une base

6.~ Soit p une application linéaire d’un espact
vectoriel E de dimension 3 dans lui-méme

définie analytiquement dans une base de E
par:

X=y+z
Y =x-z
2'=—x4y+2z
Démontrer que p est une projectiot
vectorielle sur un plan vectoriel 7, dont Of




Algébre

|

- déterminera une équation  cartésienne,
parallélement & une droite vectorielle D dont

. on déterminera une base.

7.~ L’espace vectoriel E étant rapporté a une

. —

base .Bz(z,f, k); on désigne par [

I'endomorphisme de E défini par ;
f)=-s7-87 +10k
7(7)=387 +157 - 20k
f(E)=47 +87 - 11k

- a) Quelle est la dimension de E? )

. b) Démontrer que f est une symétrie

vectorielle
¢) Déterminer les sous-espaces vectoriels

qui  caractérisent cefte  symétrie
: vectorielle

8.- Soit E un espace vectoriel de dimension 3

sur R et B= (i",}",fc) une base donnée de E.

on considére les vecteurs

#(1,1,0%1, (0,-1,1} G,0,-1,1)

1) Montrer que le plan vectoriel P
engendré par #, et i, et la droite
vectorielle (ﬁ) engendrée par #, sont
deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires de E.

2) Déterminer les coordonnées (x’, y! z)
d’un vecteur ¥’ image du vecteur ¥ de
coordonnées (%, y, z) par la projection
vectorielle pde E sur P parallélement &
(5)

3) Soit § la symétrie vectorielle de E par
rapport & P de direction é(ﬁ). Déduire
de la question précédente la matrice et
Iexpression analytique de S.

9- Soit E un espace vectoriel de dimension 3
nuni d'une base B= (7,7, ), on note D Ia
droite vectorielle engendrée par #=7+j+k et

P le plan
F-7: 7-%) )
1) Montrer que les sous-espaces vectoriels D
et P sont supplémentaires dans E.

2) Soit X un vecteur de E, de coordonnées
(x, »» 2z) dans la base B, calculer les

coordonnées de I'image de X par la
projection vectorielle p de E sur P de
direction D

vectoriel engendré par

10.- Soit E un espace vectoriel muni d’une
base B=(f,}’,ic'); on note S la syniétrie
vectorielle par rapport au plan vectoriel P

d’équation  x + y + z = ( et de direction la
droite vectorielle (D) d’équation :

X . Z

a7

1) Caleuler §(7~) s -) s(-7+7+2%).
En déduire S(i"l S(E ) en fonction de
i, 7.k

2) Soit U."=xi"+)_!:r= +zk un vecteur
quelconque de E et
S@)=xT+yJ+2% son symétrique.
Calculer x', y',z" en fonction de Xz

11.- Dans I'espace vectoriel E de
base B=(7,7,F), on considére la droite
vectorielle D engendrée par le vecteur
A=i+j+k et le plan vectoriel d’équation
Pix+y-z=0
1) Déterminer ’expression analytique de la
projection vectorielle de E sur P
parallélement & D
2) En déduire la définition analytique de la
s_meéltie vectoxiflle g de E par rapport &
D de direction P .
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Chapitre 1

Espace Affine
.- Définition
Un ensemble non vide & d’éléments appelés
points est un espace affine g'il existe une
application ¢ de € x ¢ dans un espace vec_tgnel
réel Etelleque: VA,B,C et : o(4,B)=4B et
vérifiant les propriétés suivantes :
¢ Pour tout point O de & et tout vecteur
7 de E il existe un point M de & tel
que: OM =il _ |
« Pour tous points A, B, C.de I’espace
affine & associé a Iespace vectoriel E
ona: AB+BC =AC

INFO ¥
& Y4, G)EBZ:A_G-#-—& BT
< V(A, G, B)_E &:GA=AB signifie
que A est milieu de [G,B].
& VG,AAdec:GA-GA=Ad
" et GA+AA'=GA'

_ Points et systéme de points pondérés
On appelle point pondéré, encore appelé point
massif, tout couple (4, «)ol desetaeR
a est appellé coefficient, masse ou poids du
point 4. ‘
# {4, )54y, 0, )0(4, .2, est  donc un
systéme de points pondérés.

' Fonction vectorielle de I.;eibniz d’un systéme
de points pondérés R

Soit € un espace affine associé A un
espace vectoriel E.  On appelle fonction
vectorielle de Leibniz relative aux points A,
Az...; A, affectés des coefficients raspectilf;
@325 &,, |'application f de e dans E définje
par:
fie=»E

M > 1(0)=3: o 3T, =, W 4.

Jl'

qui se lit - scmmation de a, M4, iallant de | 3
N -

R vt §
-~

- SRS >

e TR A o
== o . .
A . A

i 7
LBV = o MA, +a, MA

.Siz ;

alors I"application f est constante.
e Si
Z; ion f est bijective
alors I’application ctive.
Il existe donc Ul unique -point G

que :f(G)=f-?5 >

a.a:+aza;+ ...... +a,GA, =0g.

pon(_lérés {(A,.all(f‘z»“zl-'-

..............

oW e A A A X5,

.~ Définition o .
On = appelle’ barycentre des n  ponts
pondérés : (4;;a; ), 1'unique point G tel que:

On note: G = bar {4, }(4;. a2 )}...::(45. 24 )} ou
PR b v
L~ ST [ a,

Coordonnées du barycentre

L’espace & étant. muni du repére(a,i",}). Soit
(Aia) o, ‘n points pondérés et G lew,
barycentre. Si {x,;3,) sont les coordonnées dv
pointn ‘4_‘(i <i<n) et (x, y) celles de G. Alors |

;l a'.uxd, i a,y“

x=-__.___" ” ‘; p= J=]

) )
Z“t Za,
f=}

n 3 c’cst-é-dirc a' +a2 +.--+G’n #o ; \
a,#0

Cesta-dire Y a,GA =0, 0

poini. G est donc le barycentre du systéme de points I'
(Ainan )} ]

e ——

r a; = o C’Bst'h-dil'e al +&1 +n-+a' ;'zo ;
' B -

tel

Le }

LB

I.(,;es?ace & étant muni du repére(p,7, 7, k). Soit
N ,(;ar., ),s.,-‘” R points et G- leur baryoen'"®
A "AiVaizy ) sont les coordonnées du’ point
(215n) et (x,y, 2) celles de G alors ;.




Géométrie

" 1 -
ax \:‘a;}'.l Za"zif
(=4 v, i .o,
I=1 i=1 ba)

L] VY= n 1 £ n
fz_la‘ gar ;a‘
zﬂ:tﬂxa, i“fh, i“”xj

G l-l” ;Mn ;Mn
Yeai > ai Yoai

=] i=] i=)

Propriétés du barycentre
¢ [Le barycentre de

{4y dy, 22 )4y, )} est le méme que
celui de : {(M,.Aa,}(M,.Aa,);m.,(u,,,za,,_)}

* Si Gest le centre du systéme
(e} (4,00 }...5(4,,, )} et M un point

n = n S
de I’espace alors : > a M => a,MG
=] =1

X=

Remarques
“ Le barycentre de points pondérés affectés de

coefficients égaux est appelé isobarycentre de ces
points.

% G est le centre de gravité du tﬁangle ABC si et
seulement si, il est I"isobarycentre des points

“ A,B,C, c’est-d-dire GA+GB+GC = 0

“* G est le centre de gravité du tétracdre ABCD si
et seulement si, il est I"isobarycentre des points

“* A,B,C,D;cest-a-dire Eﬁ+(—;§+5c-‘+65=5

-a)a=3

Idées et stratégies

Dans un espace affine euclidien on donne trois

points :A[ *a ); B(x" J; C[xs ]
\VYa/) s Ya

Les points A, B, C ne sont pas alignés si et
seulement si les vecteurs AR et AC sont libres

L?s coordonnées du centre de gravité G du
tniangle ABC sont données

par:x, -_-.m Yo =FYatVatye

Les coordonnées dy barycentre G des points

pondérés (4;c), (B;a}(C; 4) sont données par:
xo = Fat Bxy + Jx,

a+pB+2
xo =Dat By + 2y,

a+04 2

\

\\_

Exercices

Choisir la banne réponse dans les exercices 1 & 10
1.- Dans un repére du plan, on donne les points

A(2, -2), B(4, 0) et C(0, 3). Si G = (4, 2) est Ie
barycentre du systéme §={{4,a); (8.5); (C, 1)}

alors les cofficients & et g sont:

9
a) a =2 etﬂ:—-% b)a=2et p=-

9
) o =2 ot f=2 da=2ep==

2- Dans I’espace affine E, on considére les
points A, B, C, D affectés des coefficients
respectifs 2, 3, -2, a. Si f est ’application
définie par: YM e E ; '

S(M)=2MA+3MB-2MC +aMD . f est une
application constante si ;
ba=-3 ¢) =2

d)a=-2
3.- 8i I est le barycentre des points pondérés

(K,2); (N,1) alors :
2) K est le milieu de [IN] -

b) N est le milieu de [KN)  ¢) K7 =L KN
¢) KI=4NK &) KI =-1NK

4.- Sachant que A(4, 1), B(-1, 3); C(2, I) et

~3GA-GB+3GC =0, alo

du point G sont :
a) (3, 4)
d) (5,9)

Is les_coordonnées

b) (4,5)
€) (3, 3)

5- Le point G =bar{(.4,2}, (B,-—lk(C,B)} ;
sachant que A(1, 2);B(3, ) C(5,7M;a pour
coordonnées ;

c) (5, 6) -

a) (4, 5) b) (5, 4)
¢) (6, 4) d) (5, 6)
€) (4, 6) f) Aucune des réponses

6.- 8i G est le barycentre des points pondérés
(A,2); (B, -1) alors :

a) GA=-AB
b) GA =248

¢) A est le milieu du segment [GB]
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7.- Si G est le barycentre des points pondéres :
(A, 2); (B, 3) alors I
a) GA=1BA b) GA=3B4
¢) A est le milieu du segment [GB]

8- Dans le plan complexe rapporté @ un repére
orthonormal direct O,l_t.,;’), on considére les
points A, B et C d’affixes respectives 5+ 24,
3—i, 1+2i. Si G estle centre de gravité du

triangle ABC, alors le point G a pour affixe
a) 2+3i . b)=3+i . - ¢)3+id)-3-L

1) Dans le plan affine(P), on considére les
‘points non alignés A, B, et C. Le point G

vérifiant GB = %1—4_(5 est la barycentre de :

a) (A,2);(B,3)et(C, 1)
b) (A,2);(B,3)et(C,-2)
C) (A: 1) 5 (Bs 1) et (C) _1)
d) (A,-2);(B,-3)et(c,-2)

9.- Si G est le barycentre du systéme de points
pondérés {(A,Z);(B,2);(C,—-3)} et I celui de
{(4.2)(c,-3)}; alors G est aussi le barycentre de :
) {12582} ) {7-15(B2)

o {r-1x(42) & {1.21(42)

10.- Le barycentre G des points A(l ; 2)
B(O; 3) e¢ C (-1; 4) de coefficients
respectifs :'2—~4 ;3 et 1+24 (A eR)est:

2 G(l‘?+6i_1—31) b) 6(1-3.1.17+6.1)

6+ "6+4 6+4° 6+4
c) G(E%'IZ:;) d) Aucune réponse

11.- Dans le plan affine P, le systéme de points
pondérés R= {(A.a); (B, )} ; (&, B :réels),
admet un barycentre G défini par Ia
relation : GA +3GB = 54B pour :
a)a=letf=3 b)a=3et =5

c) a=6et f=-2.. d)Aucunedes réponses

H Daps }e plan affine, on considére les points
non alignés A, B et C. Déterminer le systéme

Géométrie
le point G vérifiant [;

de points pondérés d();lt
GA GB = """—_ t le barycentre,
_r-elatioanA +2GB = > AC est le bary

P, le systéme de poins
13.- Dans le plan affine P, ol
pondérés : S = {(4:-a} (8,B)(C,A)};
(@, 8,4 réels) ; admet un barycentre G défini

. parla relation:'ZE +34AC = AG.

Si A(-1;0) ; B(1 :-1) et C(0;1) déterminer les
coordonnées du point G

14.- Dans le plan affine muni du repére (o,i",j |
on considére les points A, B, C tels que :
A(3,10);B@,6)etC(-3,-1)

a) Déterminer les composantes des vecteurs 4B,

AC et BC puis montrer que les points

(A, B, C) ne sont pas alignés

b) Déterminer les coordonnées de I centre de
gravité du triangle (A, B, C)

¢) Déterminer les coordonnées de G, barycentre
des points pondérés (A, 3); (B, -1)et (C,-1)

15.- Dans le plan affine euclidien P on considére
les points A(0:1); B(2;1);C(-1;1);D(1:4)
affectés respectivement des coefficients 1, -1, 1
et -2,
1)  Le barycentre G de ces points existe-il ?
2) Si oui, donner la relation vectorielle qui l¢
caractérise. En déduir_e ses coordonnées.

16.- Le plan P étant rapporté a un repére
d’origine 0, on donne les points : A (I, 2)
affecté du coefficient & ; B (0, 3) affecté du
(l:ogfﬁcient} ; C (-1, 4) affecté du coefficient
2ea.

1. Calculer en fonction de e, les coordonnées
du point G barycentre des trois A, B, C affectés
des coefficients indiqués.

] Déterminer @ pour que le point G
appartienne a la droite d’équationx —y -/ =0

Bacc 200!
17~ . Calculer les coordonnées du centre d¢
gravité du triangle ABC si : 4
a) A(0, 2, 5) B(1,-6,4)  C(0,-5 -2
b) A3, 6, -2) Cc22,1)

B(I’ 41 ‘7)

— 20
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18.- Le systéme suivant est équilibré sous les
effets des points I et J barycentres respectifs de
((B,2);5(C, 3) 3} et {(A, 5); (B, 2); (C, 3)}
C

v ?
%

1. Ecrire une relation vérifiée par les vecteurs
1B et IC

2. Ecrire une relation vérifiée par les
vecteurs J4, JB et JC

3. Endéduire que J est le milicu de [AT]

19- On considére dans le plan orienté un
triangle ABC. Soient G le barycentre du
systéme de points pondérés.
{(43). (1) (C1)}, Ocelui du systéme
{(43% (Cn)et R celide{(43) (B.1)).

8) Démontrer que les droites (BQ) et (CR)

passent par le point G.
b) Soit P le milieu de (BC). Démontrer que
: les points A, P, G soient alignés.

e o e e e o e e e e ke e e e e o

Fonction numérique ou scalaire de Leibniz

Soit € un espace affine associé a un
espace vectoriel E et
{(Ana.;);(A,,ag):-..-;(.é,,,a,,)} un systéme de
points pondérés. |

On “appelle fonction numérique de
Leibniz relative a ce systtme de points
‘pondérés, 1'application f définie par :

i fie>N

M-—*f(M)=ia iMA?

F(M) = Ma? +...+ a,MA?

I[dées et startégies]

f étant Iapplication d'un espace affine euclidien
dans R définie

par : f(M)=aMA4® + BMB* + AMC?

si @+ B+ A # 0 alors le barycentre G des points

pondérés existe et en introduisant G dans la
relation on obtient :

F()=(a + B + IMG* + £(G)
avee f(G)=aGA® + fGB® + AGC?

Si @+ f+A=0, en fixant le point A dans la
relation on obtient ;

7(0)= KMA(4B + AC)+ AB* + AC? et pour
tout point I appartient [BC] on a

AB+ AC =241

f(p)= KMA 27T )+ 4B* + AC?

Si dans un plan affine euclidien G est barycentre
d’un systéme de points pondérés

{(4,e)} (B, BY(C,4)}. L>ensemble des points M
du plan tels que MG* =q est :

<> Un cercle de centre G et de rayon R =+/a si
acR,

<> L’ensemble vide si ae R"

< Réduit au point Gsia=0

& MA- Al : L'ensemble des points M du plan
est la perpendiculaire au segment [AI]

< MI =MI : I’ensemble des points M du plan
est la médiatrice du segment (17}

Idées et stratégies

Un point A appartient & un cercle (C) de centre G et
de rayon R si AG=R.

Soit G le barycentre d’un systtme de points
pondérés et (E)1’erisemble des points M du plan
tels que MG? =g (aeR+)

oMo=da -

M : point variable
G : point fixe

(E): est donc un cercle de centre G et de
rayon+/a . '

_—%—
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Exercices
1.- Dans le. plan affine euclidien (P), on
considére les points A (1,2) ; B (-3, 1) et
CG,7 ,
a) Déterminer les coordonnées FlU point G
" barycentre des points pondéres : (A, 2) 3
(B,-1);(C,3) e
b) Déterminer I'ensemble (E) des points
- M(x, y) du plan tels que :
2MA? - MB? +3MC* =14
c) Le point A appartient-il a (E). Justifier.

2.- .- On donne les points A et B d"un plan
affine euclidien (P) et on note respectivement I
et J e barycentre de {(451); (Bi-4)} et

{(4; (B2

a) Pour tout point M de (P) vérifier que :

MA -4MB=-3 MI et

MA +2MB=3 MJ ,

b) Déterminer ’ensemble des points M du plan
tels que :

p -d)= i +21ee

3.- Dans le plan (P) muni d’un repére (0,7, 7), on
considére les points A (2, 6); B (6,4) ; C (4,-4)
1. Définir analytiquement I’ensemble (E) des
points M (x, ¥) du plan tels que :
M+ MB - MC| = {344+ MB - 2MC|
2. Soit I le barycex@tre de {(A, 2); (B, 1);
(C, -1)} et J celui de {(A, 3); (B, 1);

(C,-2)}

a) Déterminer 2MA4+MB-MC en fonction
de M1

b) Déterminer 3M4+MB-2MC en fonction
de MJ

¢) En déduire  géométriquement
Pensemble (F) des points du plan tels
que :

328 35 -7 - oz 5 -]

4.- On considére dans I’espace affine & rapnorté
a un repére cartésien, les points variables A, B,

C de coordonnées respectives A(a, 0, 0) ;

Géométri,

BO, b, 05 ! S e e
' i ant pour £« ;
co?ifz_cfgt)s ;’;‘L‘;C :p(a + b). Les nombres réels
Ea;'i-ables a, b, c sont tels ﬁlue w
¢O-b¢-0;c#0;abfbt:+ca—. .

2 D’émomr‘er' ces Irois  points
2::J)b-!-bf:-trcc#0 ont pour barycentre G. et
calculer les coordonnées X, Y, 2 de celui- ci e

3 de a, by c . »
g;ncg:ﬁuler x +y+zeten déduire I’ensemble

des points G

que

- un plan P rapporté & un repere
2;'thc]):r):)nrfné, onpconsidére- les points A, B, Cde
coordonnées respectives (1,0) 3 (-1,2); §3, 1)

1) Montrer qu'il existe daf‘f, P un point G el

un  seul tel que:GA+GB+GC=0.
Déterminer ses coordonnées (u, V)

2) Calculer G4*,GB*,GC?

3) Pour tout point M de (P); calculer
MA? + MB* + MC? en fonction de MG'.
Quel est alors I’ensemble des points M (P)
tel que :

a) MA® +MB*+MC? =227

b) MA* +MB?+MC? —3MO?* =47
(O désigne I’origine du repére)

c) Construire ces deux ensembles dans
le méme repére.

6.- Dans un plan affine (P) rapporté 4 un repét
orthonormé d’origine 0, on considére les points
A30) B0k (7))

a) Calculer les coordonnées du barycentre 0

des points A, B, C affectés des coefficients
respectifs -1, 1, 1

b) Déterminer et construire ’ensemble des

points M du

©) Déterminer I'ensemble (A) des points
du plan tel que “FIE +NC - }Tf}“ = nf\"—a“

plan tels que:

7.~ Etant donné un carré ABCD de coté 8 O
associe A tout point M la fonction vt’.ctc»rit'zll'ef

définie par f(M) = 304 + MB - 231C + aMD
3)  Déterminer & pour que f soit constante

0, 0, ¢) affectés chacun gq

— g
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b) Démontrer alors lorsque M décrit le plan
du carré, f(M) est tel que : f(M) =—-AB—-4A4AD
en déduire les coordonnées de f(M)

‘¢) "Déterminer I’ensemble S des points M du
-plan ABCD tels que :

[+ 4B+ MC + D] = | 1 (1)

AG = 4B
2) Quel est ’ensemble des points M- du

plan (P) vérifiant 2AA.AB = MB.BA?
3) On se donne un réel m ; discuter suivant la
valeur de m I'ensemble des points M du plan

—_—1 —=2
tel que 2MA +MB =m

8.- Dans un espace affine euclidien & de
dimension 2. On considére trois points distincts
A, B, C soit f I’application de & dans R définie

par
= 106)=2pcd] +Jpaaf ~ofpic]
1) Justifier Pexistence du barycentre G des

points A, B, C affectés respectivement des
coefficients 2, 3, -2 et donner une relation

vérifiée par les vecteurs —(E!;GE;EE'

—) 1
2) Montrer que f (M)=3ﬂMGi| +kou
k=fG)
3) Discuter suivant les valeurs de k la nature |
de ’ensemble des points M de £ tel que
fa)=4

9.- Dans le plan muni d’un repére(o,}",f), on

11.- Dans le plan affine euclidien (P), on
considére un triangle équilatéral ABC tel que :
AB=BC=AC=a(a>0)

1) Déterminer le point :
G=bar(42}(B1}(C)} et préciser sur une
ligne la position du point G

2) Déterminer I’ensemble des points M de P
vérifiant :

a) ||2E+M+ E’|= 16
b) 2MA4? + MB? + MC? =24°

¢) MB? + MC? -2MA? =24°

(A est un
¢lément de I'ensemble) .

12.- .- Dans le plan affine euclidien (P), on
considere le triangle ABC rectangle en A tel que
AB =3cm et AC = 4cm. Soit G le barycentre de

: : {(4.2:B1;C)}
consideére les points A(-4, 4) ; B(-5, -1) ; C(1,1) Vérifier que :
1)  Déterminer le réel @ pour que le point g , .
G(~3;2) soit le barycentre des points pondérés AG™= 1_6-(AB - AC?)

(4,2} (B1)(C)1)
2)  on considére 'application’f de P dans R

BG’=I—16(9.AB’ - AC?)
telle que f(M)=2MA* + MB® + MC* démontrer |

que l'on ait: f(M)=4MG* +40 En déduire
I'ensemble des points du plan tels que f{M)= 56

3)  On suppose que M appartient 4 la droite
d’équation y=2x-7

a) Calculer f(M) en fonction de
I'abscisse x du point M
b) Montrer qu’il existe une valeur de

%y et une seule pour laquelle f (M) est minimal
¢)  Onnote M, le point de (D) d’abscisse
X, ; démontrer que les droites (D) et (GM,)
sont orthogonales

10.- Dans le plan euclidien (P) on donne deux
points A et B distincts. On appelle 3a (a>0)1a
distance AB et G = bar{(4,2}(8,))}

I) Montrer que le point G est tel que ;

CG*= 1—16(1432 -94C?)
En déduire que :
2GA%-GB%GC*= 775

Quel est I’ensemble (E) des points M(x, y) du

plan tels que : 2MAZMB2MC2= 31—6-
13.- Soit ABC un triangle rectangle isocéle
d’hypoténuse BC = 2a et I le miliey de (B, C)
8) Démontrer que le point G, défini par -
4GA-GB-GC =0
:st symétrique du point I par rapport at point

b) Quel est I’ensemble (F) des points M du
plan tels que :

23



AMA? = MBY — MC? =-4a* (A €F) o

14.- Soit un triangle ABC de cotes AB B 4a,
AC =5aet BC =7a (a: longueur donnef:) ‘
1) M étant un point quelconque de I'espace,
donner une expression plus simple du
vectcuri_f; ~7MA + SMB+4MC , en utilisant la
notion de barycentre
2)  Que peut-on dire du vecteur
V_-, =2MA~MB~ MC lorsque M varie ?
3) Déterminer I'ensemble des points M de
I'espace lorsque ¥, et ¥, aient la méme
norme.

15- A, B et C sont trois points non alignés d’un
plan affine (P)

a) Justifier que (B, BA H B_'C) est un repére de
(P

b) Déterminer dans le repére

(B, BA : EE) les coordonnées du point G
sachant que (A, B, C, G) est un
parallélogramme

¢) Déterminer les réels a et b sachant que le

point G est le barycentre des points pondérés
(A;2)5(B;2); (C; b)

1)

Idées et strat

A,AB,AC, AD Constitue un repére d’un espace

affine si {45,4C, D) est une base de I'espace
vectoriel associé,

16.- Dans I'espace affine & associé & un espace
vectoriel E, on considére les points : A 0,2,1);
B(-1,-1,0);C(4,0,0)etD (1, 1,-1)

1) |4, 4B, AC, 4D) constitue-t-il un repére de

£?

2) Déterminer les coordo
barycentre des points A, B,
coefficients 1, 3, ¥, 1

3) Soit I le milieu de (A, D)et)le point de
I’espace tel que JC =—6JB Déterminer

une relation entre les vecteurs O7 et O . Que
peut-on en déduire.

nnées du points G
C et D affectés des

Géométﬁe

Chapitre 11

Applications affines

Soit f une applicatiop d’un espace affipe
¢ associé 4 un espace vectoriel E on, dit que feg
une application affine dans e, il existe
endomorphisme ¢ de E et un point A de ¢ tel
que : pour tout M dee:

fA)=A" _, i)t

0= .
< Une application affine bijective du ply,
est appelée transformation affine du plan
< Une application affine f est bijective g
I’endomorphisme associé est bijectif
&  Une application affine f"est involutive g
I’endomorphisme ¢ associé est involutif
& L’image d’une variété affine par ype
application affine est une vari€té affine

Expression analytique d’une application
Le plan est muni du repére (O,f,}i, Sest
une application affine du plan si et seulement si

elle admet une expression analytique de k
forme :

x'=ax+by+x,
Y=ax+by+y,

Dans I’espace muni du repére (o, f,f.f),
- I'expression analytique d’une application et
x'=ax+by+cz+x,
de la forme : _y’ =ax+by+c'z+y,
z'=a"x+ by +c"z+ 2,

[Idées et stratégies

% L’image d"une droite D(4,ii) par un¢
application fest une droite D'(4 i) telle
que 4' = f(A) etit' = qz(ﬁ) ol @ est
Pendomorphisme associé af

** L’image d’un plan P[A' u ;) est un plat

P'(4,7",5") tel que 4'= f(A) ;

' =g} 7" = p(7) ok p est Pendomorphi™

| associé & -
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Exercices
1.- Le plan affine E; étant rapport¢ a un
repere (o,?,}), on considére deux points A (-1,
2) et A'(2, 3) de E; et on désigne par o
I’endomorphisme du plan vectoriel associé a E;
dont la matrice dans la J

base (7, ),
= % ]
o

Définir I’application f transformant A en A' et
dont I’endomorphisme associé est ¢.

B | e

2.- Dans le plan affine (P) rapporié au
repére (O. i, }’), on considére I’application :
S iM(x,p) - M'(x', ") tel que :
X' =Tx+8y—14; y'=~6x—Ty+14
I) Montrer que f est application affine
bijective
. 2) Déterminer I’ensemble des  points
| invariants par f°
. 3) f estelle une
involutive ?

application  affine

- 3.- Soit & un espace affine associé 4 un espace
. vectoriel E; ¢ étant rapporté au repére
, (o,f,f,f?) ; [ est une application affine de ¢ dans
& transformant le point A (1, 1,2) en C (-3, 0, 2)
et de I’'endomorphisme ¢ tel que ;

I olf)=T-5j-F ; ol])=37 + ; w(f)z—f+}+2fc'

1) Etablir wune relation entre les
| coordonnées d’un point M de ¢ et celles de son
| image M' par f et déterminer ’ensemble des
| points invariants par /

. 2)  fest-elle involutive ? Est-elle bijective ?
| 3) Quelle est I'image par f de la droite (D)

;-. 4.- Soit (a,?, },E) un repere cartésien de I’espace
: :{fﬁnc.e associé & I’espace vectoriel E sur R et f
. I'application affine de ¢ définie par le point

A(1,-1,0) et son image A'(0, 2, 1) et

1 1 0
. M=l2 1 |
| 3 -1 4
| la .ll'l;a;;icc de I"application linéaire ¢ associé & f
- application f est-elle bijective ?

2) Déterminer les coordonnées (' y2") de
I'image M' du point m(x, v,z) par f

—

3) Déterminer les images par [ des deux
droites D et D'; D passant par 0 et de
vecteur directeur #(l,-1,-1) et D' passant
par 0 et de vecteur directeur v(1,1,1)

4) Déterminer I'image par f du plan (P)
passant par A et de vecteurs directeurs
v, (2,-1,1) et ¥,(1,0,2)

5.- Soit (P) le plan affine de repére (O,}",}), on
considére ’application /'de P définie par :

xt = —;-(x +y-=1)

e L= g2)

1) Montrer que f est une application affine et
déterminer la  matrice de  son
endomorphisme associé dans la base (7, )

2) Déterminer I’ensemble des points
invariants par f

3) fest-elle bijective ? Est-elle involutive ?

Exemples d’applications affines
A) Translation affine
Soit & un espace affine associé a4 un
espace vectoriel E. On appelle translation de
vecteur @ I’application de € dans lui-méme qui,
a tout point M, fait correspondre le point M' tel
que : MM' =i
Si I’on note t la translation de# ,
on a, pour tout (M, M) deexe:
M)=M'e> MM =i

Remarque
* Une translation est une application affine
dont I'endomorphisme associé¢  est
I’endomorphisme identique

B) Homothétie gffine
On appelle homothétie affine de centre
Q et de rapport k (k € R"), ’application de
Pespace affine £ dans lui-méme qui, 4 tout point
M de ¢ fait correspondre le point M’ de ¢ tel
que : QM = kQM

Remargue
Le centre d’une homothétie h dont le rapport est

différent de 1 est le seul point invariant par h
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Propriétés
Le plan est muni du repére (O,:‘, j). Soit k un
nombre réel non nul et f ["application du plan dans

lui-méme, qui a tout point M(;] associe Je point

r

M’[I] tel que:{x,'_'bﬁp; oll p et q sont des
y R S A
nombres réels

» Sik=1;fest le translation de vecteur E[:)

» Sik#1; fest une homothétie de rapport k

> Les homothéties conservent le barycentre.

Idées et Stratégis
** Le barycentre G d’un systéme de points

pondérés est le seul point invariant par
une homothétie affine

" d) 2MA-MB*3MC8,

Fhhkhhhkhrrdhhkhhdhhhhds
- Exercices
1- L’espace affine ¢ est muni du repére o, 7, 7, £),
on considére ['application f  définie

X' =x+2
par : ¥ =y-1,
z'=z-1
Préciser la nature de /.
x = 3x-4
2.- Méme question, avec: {¥' = 3y
z' = 3z+2

3.~ Dans le plan affine euclidien, on donne les
points A(1,2) B(-3,1) C(5,7)

1)  Déterminer les coordonnées du point G
barycentre des points pondérés (A, 2) ; (B, -1);
(C,3) |

a) Déterminer I’ensemble des points
M(x, y)duplan tels que :

oz ~MB+34C| =16
b) Déterminer I'ensemble des points
M (, y) du plan tels que :
2MA? ~ MB? +3MC? = a(a > )

2.. On corsidére I’application qui, a tout
point M du plan fait correspondre le point M’
tel que : MM’ = 2MA- MB +3MC

Gé

a)  Démontrer que l’apm
bijective &y
b)  Préciser la nature de applicatjoy, fet
éléments caractéristiques S
¢)  Existe-t-il des points invariants pg, 1
4-  Dans le plan affine euclidien myy; ¢
repére orthonormal, on considére les poig
A(-1;2) B(0;4)et C(1, 3).

-@)  Déterminer les coordonnées du Poin
barycentre des points A, B et C ﬂﬁ'e'qe-s
respectueusement des coefficient 2, .1, 3,

b) Caractériser la transformation Soui g
tout point M du plan fait correspondre le Poiy
M’ tel que : MM"'=2MA—MB+3MC .

¢)  Déterminer I'ensemble des points M g,
plan tel que :

C) Projection affine

Projection affine dans le plan
Soit deux droites D et A d'un espac

affine £ muni du repére (O,F,j’). On appelle
projection sur (D) parallélement i A
I'application p de & dans lui-méme qui 2 tou
point M associe le point M' point d’intersection
de (D) avec la paralléle A (A) passant par M

(A) ™™

M (D)

Pour tout wvectewr & de A O

aiP(M)=M’¢=»{W=m-' a R
'eD

Projection dans I’espace

Soit (P) un plan de I’espace affine
(D) une droite non paralléle 4 (P). On appe!
projection sur (P) paralldlement & )
I"application p de & dans lui-méme qui & ol
point M associe M, point d “intersection d¢ ®
avec la parallgle 4 (D) passant par M

el
le




Géométrie

M

|
v

Pour tout vecteur # de (D) on

aZP(M)=M'<5{W=mT

M'eP

Edées et strntégg

% Déterminer les éléments qui caractérisent
une projection affine frevient & chercher sa base
qui est 'ensemble des points invariants par f et
sa direction qui est le noyau de Pendomorphisme
associé & f :

< Pour montrer qu’une application affine est
une projection affine il suffit de prouver que
I'endomorphisme associé est une projection
vectorielle. 5

Exercices
1.- Dans le plan P muni du repére(O.?,}),
traduire analytiquement la projection sur la
droite (D) d’équation: S5x — 4y + 2 = 0 de
direction #(2,-3)

2.- Déterminer 1'expression analytique de la
projection affine f/ de ’espace affine € sur le
plan affine P d'équation 3x + 2y -4z + 1 = 0
de direction la droite vectorielle x =y =z

3.- Soit E I’espace affine rapporté 4 un repére
cartésien (0,1",}’,1?) et f I'application de & dans
lui-méme qui, associé & tout point M (x, y, z) le

point M'(x', ', 2') tel que :
x'=-2y+z-1
V=—x—-y+z-1

2'=-2x—4y+3z-2

2) Quelle est la nature de f? Donner les
€léments qui la caractérisent
b) Quelle est I'image par f de la droite (D)

d’équation 212 _z-3
=1 2
¢) Quelle est I'image par f du plan (P)
d’équationx + y—z+5=0
(lepoint B (-1, -1;3) eP

D) Symétrie affine
Symétrie affine dans le plan

Soit &, un espace affine muni d’un repére
(O,F,}) associé 4 un espace vectoriel E et (D) et
(4) deux variétés affines dont les directions
sont les sous-espaces vectoriels supplémentaires
de E.

(AN TM

}

(m

. Ml‘

On appelle symétrie S par rapport & (D) de
direction (A), toute involution affine c’est-a-
dire toute application affine involutive dont
I’endomorphisme associé est une symétrie
vectorielle.

S étant la symétrie de € par rapport & (D) de
direction de (A); pour tout point M(x, y) de ¢
d'image M'(x',y') par S on a : S(M)=M"=

MM’/ (A)
I milieu de [MM']appartient 2 (D)

Symétrie affine dans ’espace

L

D} 8
yan

SMPEM'= ¢ g
MM' // (D)
I milieu de [MM']appartient 2 P

Exercices
1.~ Le plan (P) est rapporté au repére (0, F,}) ]
on -considére les droites (D) et (D)
d’équations ;
'=1-2t

(D):x=2y-1=0 et (D'):{x, te R
Yy =3+5

Déﬁnil: analytiquement 1’application affine S,
symétrie affine par rapport 4 D de direction ( 0')
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| muni
3. dans [lespace affine & :
TePéIB(OJ.}'.E), on considére le plan affine

d'équation : 2x-y+3z+$=0 et droite aiﬁinle
(D) de repére (4,7) avec A (—1,.2, ?); T é] ,e f,
3) définir analytiquement >application At [;;
symétrie affine ¢ sur le plan P de direction

droite (D)
3. Dans Iespace affine € muni du
repére(0,7,7,F), on considére le plan P

d*équation: 2x—4y+3z-1= 0 et la droite
affine (D) de repére (4,i) avec
A(1,2,1); @(-1,2, 5) définir analytiquement :
a) Lasymétrie par rapporta P de direction D
b) La symétrie par rapport 4 D de direction P
¢) La projection sur P parallélement abD
La projection sur D parallélement 4 P

ARORORREERAEIARERRRE

Affinité du plan
.~ Affinité d'axe (D) de direction A et de

rapport k M
% /
/ H

Ml

(D)

Soit (D) une droite § une direction de droite
distincte de celle de (D et k un nombre réel, on
appelle affinité d’axe (D), de direction & et de
rapport k I"application f qui & tout point M du
plan ._associe le point M te]
que : HM' = kHM 3

ol H est fe projeté de M sur (D suj
direction & D st b

Edées et stratégé"eﬂ

o ité

.:’ Toute affinité est une application affine

X Po.ur montrer qu'une application £ est un
affinité, il suffit de prouver que pour tout poinet
M fi'lf"‘_e u-fmge M' parf le Vecteur amuse
colinéaire & un vecteur constant et fad -
moins un poi 1t invariant, et au

—

5 du |

—_—

Géo

Exercice
{e plan affine P st mpponé
repé[e(_ ,i‘,},E),_ on considére l’applicaﬁQn

p dans lui-méme qui, & tout p;

affine /' de .
ocie le point M (x,y) défini par .

M(x, y) ass

- J3_ 1
f 3 :Ei —"L t e e JE
X=Xt YTy ok YEGTIVIVS

a)  Montrer Qque le vecteur
colinéaire & un vecteur constant

b)  Etudier I’ensemble des points invariy,

par e qY
¢) Reconnaitre la nature de I’application

******************

Chapitre 111

Espaces vectoriels euclidiens

.- Forme bilinéaire symétrique
Soit E un espace vectoriel et f un
application de E. L’application f est une fome
bilinéaire symétrique sur E si elle vérifie e
propriétés suivantes :
*V(d,7)e E? : f(@,7)=£(.7)
VAieR, V(@ 7)e B2 :f(am,v)= A (4,7
ov(i,i',¥)e £
@+7,7)= (@, 9)+ £@,5)

«~ Produit scalaire

On appelle produit scalaire définit su b
toute forme bilinéaire ftelle que

Ve E\[5}: f(7,7)> 0 et f(3,8)=0
*. Leproduit scalaire de deux vecteurs ¥ v
vise note gy .
: Dans P’espace vectoriel euclidien de
ana E(x' y): F(x', }"):'Ej = xx'+ J'}"
dimEnsic?:n s Despace vectoriel euc]idie'n d‘
3t i(x,y.z)i(x'.y.’

dimensi

UV'= XX+ ypt s gt
2 At
Deux vecteurs # et vd'un espdc

ve bl - . .
c;or_-lel réel euclidien sont orthogonaux $! ¥
Produit scalaire est ny|

™ - u
Le vecteur nul est crchogonauX 3w

ot

MM' o

oy

__—af



Géomélrie

~ Carré rcalaire d’un vecteur

Le carré scalaire du vecteur @ est le
nombre #i noté a°

Sialx,y):@t=x*+y*; Si

(e, y,2) 07 =x? 4y 42?

.- Norme d’un vecteur
La norme d’un vecteur u est le réel positif

défini par: Ja]=Va*
Stifx,y) :fa]=yx*+y* ;
Si i(x,y,1) 1] =x? + p? 422

Propriétés

*Viie E:a’ =i’

*VieR, i e E:[aa] = |||l

Remarques
» Un vecteur est dit normé ou unitaire si sa
norme est égale a 1

-

u

> Si @ est un vecteur non nul, alors E est
u

unitaire.
» .- Base orthonormée
o Une base d’un espace vectoriel réel

est dite orthonormée si les vecteurs de la
base sont tous normés et deux & deux
orthogonaux

[I\dées et stmtégﬂ

% Deux sous espaces vectoriels sont dits
orthogonaux si tout vecteur de I'un est
orthogonal a I"autre.

% Une

droite  vectorielle Det un plan

vectoriel £ sont orthogonaux. Si un vecteur

non nul de D est orthogonal aux deux
: vecteur de P

*J * Si une droite est arthogonale & un plan alors
|'1 le vecteur normal du plan est le vecteur

directeur de Ja droite.

-~ Projection MW
.La projection orthogonale /'d’un espace
. Yectoniel euclidien E sur un plan vectoriel P est
Ia  projection sur le plan vectoriel 7
: gﬂi&l&h‘nsm @ la droite- 5- orthogonale au plan,
Ourtout vecteur 7 de E de transformé #’ par f

o

{.-.7-:7'=aﬁe(ﬁ)

3 epr

ona: 1 est le vecteur normal

aP

Exercice |

L’espace vectoriel euclidien E étant

rapporté & une base (F, ",ic), vérifier que

Pexpression  analytique de la projectnﬂp

orthogonale f sur le plan vectoriel »~

d’équation : x—2y+2z=_0est telle
x'=L@Bx+2y-2z)
que: y':%(2x+5y+42)
' =d(-2x+4y+52)

Endomorphismes orthogonaux ou isométrie
vectorielle d’un espace vectoriel Euclidien
Soit E un espace vectoriel euclidien et /
de E un endomorphisme, fest une isométrie
vectorielle de E si et seulement si f'conserve
la norme de tout vecteur de E c’est-a-dire :

Vie: ﬂf(ﬁ]l]=ﬂz‘iu

) 8 o

> [ est une isométrie vectorielle d’un espace
vectoriel euclidien E si et seulement si f
conserve le produit scalaire de deux vecteurs
quelconques de E; ¢’est-a-dire
v(i,v)e ExE, f(@)fF)=i7

» f est une isométrie vectorielle d’un espace
vectoriel cuclidien E si et seulement sj f
transforme une base orthonormée

quelconque (T,],EJen une autre base

orthonormée (f (;:)pf (j)'f (ED

> La composée deux isométrie vectorielles de
E est une isométrie vectorielle de E

Isométries vectorielles d’un plan vectorie]

.—.‘__-‘—-_—'—-—-_,__

+ cuchidies,

Soeit f un endomorphisme d’un plan

vectoriel E; transformant une base orthonormée
ff}) en une base orthonormée (rf) f[,‘)) S est
e base
seulement
orthonarmée de E est I'un des types

isométrie vectorielle de E; si et
s1 .la matrice dans une base

(1.)'[:_ _:]ou (2) [Z bJ avec a? +47 = |

:
P
|

29



Isométric vectorielle positive ou rotation o
Une application f d'un plan vec

. : itive une
euclidien est une isométrie posm_ve ouatrice
rotation vectorielle si et seulement si S8 rr: e
dans une base orthonormee quelconque &5
forme : E’ ] avec a® +b* =1

a

e Le déterminant d'une rotation vectorielle
estégala ]

« Leapplication- identique du plan et
homothétie de rapport -1 sont des
rotations vectorielles

Isométrie vectorielle négative ou symétrie
vectorielle orthogonale .
Une application [ d’un plan vgctm:wl
euclidien est une isométrie vectorielle négative
ou symétrie vectorielle orthogonale par rapport
4 une droite vectorielle Dsi et senlement si sa

matrice dans une base orthonormée est de la
forme : -

{: b] avec a® +b? =1

¢ Le déterminant d’une symétrie vectorielle
orthogonale est égal 4 -1
L’ensemble des vecteurs invariants par une
symétrie vectorielle orthogonale est une
droite vectorielle : axe de la symétrie
La composée de deux symétrie vectorielles
orthogonales est une rotation vectorielle
(ou I'application identique)

La composée d’une rotation vectorielle

et d'une symétrie vectorielle orthogonale est
une symeétrie

[dées et stratégi?sl j

<@ Dans. un prqbléme, pour montrer qu’une
apphcat_ton f est une isométrie vectorielle, i
suffit de prouver I'une des propriétés

suivantes :
"
Que I'image par f d’une base orthonormée

S?t une I;ase: orthonormée plus e
erminant de la matric 1é st égal
= € associé A fest égal

* Que f conserve le produit scalaire ou |a

norme, plus le déterminant 4 ri
associ€ a fest égal i +1 ©l matrice

_____——-—_'_-—_-‘

—— ]

\

Géﬁl'n_é‘ﬁ!
—Z

_/—‘-—__.—-
|~:' Jdées et stratéglgl
= Dans un probleme, pour montrer qu'yy,
X application f est une isométrie  vectorig),
différente d’une rotation vectorielle oy toy
simplement  une symétrie vectoril,
orthogonale, il suffit de prouver I'une g
16tés suivantes :
-« c;:f r;’eimage par f d’une base orthonomg,
est une base orthc_monnée . Phjs )
déterminant de la matrice associée & f ey
- -1
g f}gui] ? conserve le produit sca!aire ou !e Norme
plus le déterminant de la matrice associe 4 fey

égala -1

—

Exercices
1.- Dans un plan vectoriel muni, d’une bas
orthonormée (r’,}’), on considére 1'application
linéaire f dont la matrice dans cette base et

4 3
M=[§ s
5 8

a) Démontrer que f est transforme (f.}) e
une autre base orthonormée

b) Démontrer  analytiquement
conserve le produit scalaire

¢) Démontrer que f conserve la nome
Conclure

que |

Rotation et trigonométrie »
Soit r une rotation vectorielle du plan vectoriel

euclidien P de matrice M=[: _b] dans toult
a
base orthonormée de P

* Leréel a se nomme cosinus de la rotation!
et s’écrit a = cos r '

s’éerit b = sinr

Le réel b se nomme sinus de la rotation® +
La matrice de r dans toute b

orthonormée de P  s’écrit alor®
M= C?Sr -siny
sinr  cosr
i =
* S on pose r

COSX ~—si g
M= Sing . ,angle
Lina coser | OU & est |
rotation




Géométric

Tdées et stratégics

< Dans un probléme, pour montrer qu’une
appliction £ est une isométrie vectorielle différente
d’une symétrie vectorielle orthogonale ou tout
simplement une rotation vectorielle, il suffit de

prouver I"une des propriétés suivantes :
D Que I'image d’une orthonormée est une base

*

orthonormée plus le déterminant de la matrice
associée A fest égal & | - ,

& Que f conserve le produit scalaire ou la
norme plus le déterminant de la matrice associée a f
estégal A 1.

Exercices
1.- Soit # et + deux vecteurs de coordonnées
s V2 2 143
tives : | 2=, == | et | =,
respectives [2_ 5 et > 2
dans une base orthonormée (7,7) du plan
vectoriel euclidien P. 4
a) .Démontrer que @ et v sont unitaires.
b) = Déterminer la matrice dans la base 7).
de la rotation vectorielle ¢ transformant # en

N

— Idées et Stratégies

orthogonale S alors la droite

globalement invariante par S.

S (ﬁ)=ax+b}’=0¢:stladroiw

vectorielle invariante par upe symeétrie vectorielle &
vectorielle &

orthogonale & (f))d'équation bx — ay = 0 est

— Idées et Stratégies

comme suit:
(foS;)oS._ =roS. or Sy =8z 3
et §;08,,=e, donc f=ros;

Y R A

2.~ Dans le plan vectoriel euclidien P muni

d"tme base(f,7), on considére 1’application
linéaire fde 7 dans lui-méme défini par :

Soit r une- rotation vectorielle et Szune
symétrie vectorielle orthogonale par rapport 4la
droite engendrée par @ . Pour trouver la symétrie &
orthogonale f telle que foS;=r on procéde P

ot o A o e T B P A

f(f)=—é_?-f+—\i—£-f et fG)=‘{Zf+—§],

a) Ecrire la matrice de f dans la base (,7). En
déduire que f est une rotation vectorielle

b) Soit #=i-j un vecteur de P et S;la
symétrie  vectorielle orthogonale par
rapport 2 la droite vectorielle engendrée
par # . Vérifier que la matrice de S dans la

- - 0 !
base (?',j) est telle que M) =[-l 0]

2) Soit g la symétrie vectorielle orthogonale
telle que goS(i)=1 .

a) Démontrer que g est composée d’une
rotation vectorielle et d’une symétrie
vectorielle orthogonale.

b) Déterminer la matrice de g dans la base
(f.7). En déduire la base de la symétrie

vectorielle orthogonale g.

3.~ Dans un plan vectorielle euclidien rapporté &
une base orthonormée(f,j), on donne les
vecteurs i =37 + j et =+2i +4 ol A est un réel
strictement positif ;
1) Comment faut-il choisir A pour qu’il existe
une rotation vecteriel R telle que R(#)=7 ?
2) Déterminer alors la matrice de R dans la
base (7,) et la mesure de I'angle de la
rotation.
SoitW =-i+3j. Montrer qu’il existe une
isométrie vectorielle négative S, et une seule,
telle que W =(Sor)i .Déterminer la matrice de S

dans la base (7, ).

Produit Vectoriel
Soit E un espace vectoriel rapporté & une

base orthonormée (7,7, )directe et i[;} i[;-]
: z d

I
de vecteurs de E. Le produit vectoriel de # par
v, noté i av, est défini par :
§A§={xf+_g}"+zf):\(r'7+y?+zf)
#AT = (yz -2y +(zx'~x2)j + (o'~ yxJk

Remarque
La notation & [’aide des déterminants

permet une mémorisation plus facile des
résultats
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z .z' x x’]
q y y'
rthonormee
W=uaAv
v sont

y Y
: 2

Idées et Stratégies
Pour montrer qu’une base O
(#,7,%) est directe, il suffit de prouver que
Dans [Pespace, deux vecteurs et
linéairement dépendants si #AV =0

x X

i Av a pour coordonnées [

Exercices .
1.~ Soit (o, i Jk ) une base orthonormée directe
d’un espace vectoriel E. Vérifier que
a)iaj= ki jak =ikai=]
b) jaf=-k;kaj] =TT nk=-]

2.- L'espace vectoriel euclidien orienté de
dimension 3 étant rapporté 4 la base
orthonormée directe (f,},i , on considére les

vecteurs :

,,;L;Z_}-;[io_l_}

Jia"ia"Nie) T\ s

1) Montrer que ces deux vecteurs sont
unitaires et orthogonaux.

2) Déterminer les coordonnées du vecteur
w tel que (%¥,%) soit une base
orthonormée directe.

3.- Dans un espace vectoriel euclidien de
dimension 3 rapporté & une base orthonormée
directe, on considére les vecteurs @(i-1) ;
7(23-1) 5 #12.3).
a) Calculer le produit vectoriel de ces
vecteurs deux a deux
Comparer les réels @7 aw) ; 5(wai) ; Wi A7),

Chapitre IV
Espace affine euclidien

~ Un espace affine est dite euclidien ou
toetrique st I'espace vectoriel auquel il es
associc est un espace vectoriel euclidien,

Distance euclidien
C'est ’application de ¢ x ¢ dans I+ qui
associe & tout bipoint (A, B) de e x ¢ le rée] ﬂ?&il

diexe—r: (4, B)— d(A.-B) = UAEII
Isomé: ‘ie du plan affine euclidien

Une application f d'un
S plan affj
euclidien P est une isométrie afine s r::

————

_————— = nour tout bipoint (]\W’é&

Géomg

seulement si po ' !
transformé (M.',Mz)parfon a:

—
WM, =MM; = MM, =My,

¢

Déglaccments'glans -
Toute isométrie du plan affine euclidien py,,

laquelle la transformation Oﬂh?gqnale 500,
est une rotation vectorielle de I'espace vectorjy

euclidien gssocié

vectorielle est une isométrie affine et toy;

—_—

Idées et stratégies
Toute  application affine  dop
I’endomorphisme associé est une rotatig

isométrie affine admet un point fixe comms
point invariant est une rotation affine

)

Antidéplacement plan

Toute isométrie du plan affine pour
laquelle la transformation orthogonale associé:
est une symétrie vectorielle orthogonale d
I'espace vectoriel euclidien

Idées et stratégies

Toute  application  affine  dont
I'endomorphisme associé est une symétrie
vectorielle orthogonale est une isométrie affine
et toute isométrie affine admettant une droits
affine comme ensemble de points invariants e
une symétrie orthogonale par rapport & cette
droite affine

I

Remarques

> Un déplacement est une isométrie qui
conserve les angles orientés

»  Un antidéplacement est une isométic
qui transforme tout angle orienté en son op[:"E)sé

Composée d’une rotation et d’une translatio?

Soit r une rotation d’angle & non nul ¢!’
une translation, tor est une rotation d’angle &

Composée de rotations

4 S.Dit r et »' deux rotations d'angl
respectifs o et o

) S .
- Si G+a #0, alors ror' est une rqtanoﬂ
d’angle o

>  8i dsa'=§ iof
@+a'=0, alors rar* est upe rotsH
translation ’ rer” st up




Geéeomélric

déplacements et

: La composée de deux déplacements ou
e deux antidéplacements est un déplacement

%  La composée d’un déplacement et d’un
antidéplacement est un antidéplacement

Pour montrer qu'une application f est
une rotation affine ou un déplacement il suffit
de prouver que f est une isométrie affine ayant
un seul point fixe qui est le centre de rotation ou
encore il suffit de prouver que 1’endomorphisme
associé 4 fest une rotation vectorielle différente
de la rotation identique et que f admet un point
fixe comme point invariant qui est le centre de
la rotation.

Similitudes planes directes et indirectes

Soit f une application d’un plan affine
euclidien P dans lui-méme. On appelle
similitude de rapport k(k > 0), I'application f de
P dans P qui a tout bipoint (M, N) associe le
bipoint (M', N') tel que M', N'=kM N

Définition analytique
Une application affine d'un plan affine

euclidien P de dimension 2 dans lui-méme est
‘une similitude si et seulement si, elle est définie
par des relations du type :

1 X' =ax—by+x, 9 {x'=ax+by+x‘o
0 {y’=bx+ay+yo @ y'=bx—ay+y,

- La premiére est similitude de plane

i flirecte et [a seconde est une similitude de plane
indirecte

Définition de la similitude par_une relation
dutype Z'=AZ+B

Soit f une similitude plane directe définie
.{x' =ax-by+x, (1)

Y =by+ay+y, (2)
En multipliant (2) par i et en additionnant (1) et
(2) on obtient :

! o ] )
X +iy =(a +_bzX_x+{y)+(xo + I'yo)
Done Z'= 47 + B
\ Lf relati_on Z'=AZ+B est une similitude
{J,ane directe caractérisée par son centre
- 'ensemble des points invariants ; son rapport K

argument de A gle & qui est un

Définition de la similifude par w e relation

du type Z'=AZ+B o
Soit / une similitude plane ou diecte
. [x'=ax+by+x,
définie par : {y' B B
En multipliant (2) par i, en addi'tio:;nant
(1) et (2) et en considérant que i* = -/ ou—i" = I
on obtient:Z'=AZ+B avec Z=x-iy;
Z'=x"+iy’
La relationZ'=A4Z+8

traduit une

similitude  plane indirecte ou  inverse

caractérisée par : . |

&  Son centre: wun point d’affixe
Z, = AB+ ;B
1-AA

D Son rapportk =| A |
o Sa mesure un argument de A.

Remarques
> Une rotation d’angle « est une

similitude directe de rapport 1 et d’angle .

»> Une homothétie de rapport k (k > 0) est
une similitude directe de rapport k et d’angle
nul.

> Une homothétie de rapport k (k < 0) est
une similitude de rapport — k et d’angle .

> Une translation peut étre considérée
comme une similitude directe de rapport 1 et
d’angle nul, dans ce cas le centre n’est pas
défini.

»  8i f est une similitude directe de centre
Q de rapport k et d’angle @ alors f ' est une
similitude directe de centre Q, de rapport 1 et

d’angle -« .

| Idées et stratégies
» Pour déterminer les éléments

cs:::ac}éristiques d’une similitude directe S
d’écriture complexe

o Z=aZ+b@e R\ o
peut procede de la fagon suivante it
» . Résoudre I'équation Z = a7 + b; on
obtient le centre de S. ’\

» Calculer le module de a: i
s _ ; on obtient le

> . Déterminer un argument de a: on
obtient ’angle de S. ’

——
.
Ee—
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Exercices
1 Le plan P est rapporté & un repére
orthonormé (0,7, 7) on considére Papplication f
de P dans P définie analytiquement par :
x'= Jl-(ﬁx+y+3—ﬁ)
y'=% —x+£y-|+qﬁ)

a) Quels sont les points invariants par f
b) Montrer que f est une rotation dont on

déterminera le centre et I’angle

2.- Dans un repére orthonormé (a,?, }) ; soit f
|"application qui & tout point M(x, ¥) associe le
: . 5
int M'(x', ") tel x-—-{—x-—i—y-i-l
point M'(x',y’) tel que -
9 y'= —’éi x+1y+2

Montrer que [ est une rotation, trouver son
centre

Idées et stratégies

Pour montrer qu'une application f est
une symétrie orthogonale d’axe une droite affine
ou un antidéplacement il suffit-de prouver que f
est une isométrie affine admettant une droite
affine comme ensemble de points invariant ou
encore il suffit de prouver I’'endomorphisme
associé a f-est une symétrie vectorielle

orthogonale.

3.- Dans le plan affine euclidien rapporté & un repére”
orthoncnné'(o, i, }’), on considére I’application

affine s définie par :
x'==(-3x+ 4y+4)

X
3
1
r =3

(4x+3y-2)

a) Montrer que S est une isométrie affine

b) Montrer qu'il y a une droite invariante par S
c) Caractériser géométriquement I’application

-
4.- Dans un repére Orthom,mé(;'ﬁ\.

*

I"application qui & tout point M(x, y) a 5".“]
' le]
re 1 22 ¢
x = Y ———
. Y NI i 3+ 3 y""ﬁ
poth(x,y)tquue. 2 :
Y =Ty
a) Montrer que la transformation f eg
isométrie affine g
b) Trouver la nature de cette transformatjy,
recherchant les points invariants "

r

5.- Soit f une application du plan dans lui-mgy,

_ ) . x‘=x+y+2
d’expression analytique yi=—x+y-l
a) Déterminer I’écriture complexe d¢ f

b) En déduire la nature et les élémen

caractéristiques de f
c) Déterminer la  nature; les  élémens

caractéristiques et I’écriture complexe de £,

6.- Dans le plan affine euclidien P, on considix
I’application / qui & tout point M (x, y) associc k
point M (', y') tel que :
x'=2x-y+3et y' =x+2y+l.
Dans ce plan P les points M et M’ pour
étre définis respectivement par leurs affixes
Z=x+iyetZ =x'+iy
a) Calculer Z' en fonction de Z et donner s
&léments caractérisent I’application f
b) Quel est I’ensemble de point défini dans ke

plan affine par: |Z -1 =47 Préciser son image F

I*application f.
: I

Idées et stratégies .
$ étant la symétrie orthogonale par rapport 4 13 _dmrtu.[m
pour tout point M (x, y) du plan de transforme M (!J’
parSona:
- —
' amm =0 (1) 4
S(M )= M" < { I milicu de [MM 'Jappartient

4 la droite (D)de direﬂ//




Caomplexe

Chapitre 1
Nombres Comglexesl_

.- Activités préparatoires
“Dieu fit le nombre entier, le reste est

I'euvre de I’homme." Cette phrase atiribuée au
mathématicien Allemand Kronecker (1823-1897),
met en valeur 1'idée qu'il est possible de construire,
a partir des entiers naturels, de nouveaux ensembles
de nombres.

Les ensembles de nombres N,Z,D.Q.R sont
inclus 1'un dans l'autre: NcZcDcQcR;
construis de maniére progressive, leur création visait
a combler l'insuffisance des uns et des autres. Méme
l'ensemble R : le corps des nombres réels a été jugé
insuffisant, limité et faible.

Essayons donc de relever, a partiv de la
résolution de certaines équations, le degré de
Jaiblesse de I'ensemble R.

Exemple
Soit 4 résoudre dans R, les équations suivantes :

a)x’ + 16 =0 byx’ +2x+5=0

Solution
A’ +16=0=x"=-4
Absurde dans R, car on ne peut pas extraire dans
R la racine carrée d’un nombre négatif

by +2x+ 5=0

Evaluons A : A=4 —dac;
A=2"—4(1)5)= A =4-20=> A=-16<0 : pas de
racines réelles

L fmgossibih‘ré de déterminer sur R les racines
‘;—'f"’ rées des nombres négatifs met en évidence
inslgﬁ‘!sance du corps des nombres réeb- et pro'we

la nécessité de I'élaboration d'un nouvel ensemble
de nombres, :

gn ;é,?ﬁnse a cette préoccupation d'importance,

ombelli, mathématicien dy XVF sidcle crée de
nouveaux nombres : les nombres complexes. Ainsi fut
créé le nombre i vérifiant l'égalité i = .] E"n effet, le
nombre i: nombre des sityations Impéssib s ;m‘t
plusieurs siécles avant de §'imposer & ious. C
nombre fantome ne pouvant étre réel i est

g oL dis i
imaginaire. ons qu il est

Multiplions le fantome par un réel b quelconque et
ajoutons un réel a: Notons a+ib le résultar: il
vient de naitre un nombre complexe

Présentation de I'ensemble C : Corps de nombres

complexes

» Tout sous-ensemble C de matrice carrée

d’ordre 2 défini par :

» C={(“ = Jfa.beR}
b a

» (C, +, x) est un corps commutatif
» Le sous-ensemble :

0
C,de C:C, ={(: a]/ae R}

> est un sous-corps de C
> U:(Ci,Hx)— (R, +X)

0 a 0
—3 =4
a) U(O aJ

définit un isomorphisme de corps. En effet :

2 0y - (3 0)_.:(1 0)_
(o .2):2’(0 "3 (o 1]"
» C;=RdoncRcC
» C : Ensemble des membres complexes

» On désigne généralement wun nombre
complexe par la letire Z.

» La bijection: (g

Forme _algébrigue ou cartésien d’un nombre

complexe.
Soit  _ (“ - bJ un nombre complexe, en
b a

effet:2=[a °J+(° ‘bJ

0 a b 0

Donc’ 7 =a(l 0]+b[0 -lJ
(0 1 1 0

La matrice [' UJa été déja identifiée &
0 1

I’élément 1 de R

La matrice ( o - 'J n’appartient pas a ¢
1 0

et ne saurait identifier & aucun réel. Elle
correspond conventionnellement au nombre i des
situations impossibles.: Z =a(1)+5(i) ce qui
donne Z=a+ib.
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La forme Z=a+ib est appelée forme
algébrique ou cartésienne du nombre complexe
Z.

NB.- ‘
» Le réel a s dppelle partie réelle de z et se
note R&(Z)

> Le réel b s’appelle partie imaginaire de Z
et se note Im(Z) '

Z=Ré(Z) + ilm(Z)

Ré(Z) =0 Im(Z) =0
Z=ib Z=a
est dit imaginaire est dit réel
— Remarque
* Si RY(Z) = Im(Z) = 0 alors Z est le nombre
complexe nul ; 2
it =~1 P =i i‘=]
® plus généralement; Yne N
i4# = l : i4n+'| - i; i‘!ﬂ-z o _l :

AL S

_ Le conjugué d’un nombre complexe Z est
le nombre complexe noté Z tel que ;
Ré(Z)= Ré(z)
Im(f) =-Im(Z)

Si Z=a+ibalors Z =a-ib

* 3+ 2iapour conjugué 3 - 2i;
-2 -3i a pour conjugué -2 + 3;
3 — 2i a pour conjugué 3 + 24
2 a pour conjugué 2
-3 + 2i a pour conjugué -5 — 2j:
3i a pour conjugué - 3i

Opérations dans C

~ Somme et produit de denx nombres
complexes ol
Soient Z, =a+ibet Z, =c+iddeux nombres
complexes ;

Z,+2Z, =(a+ib)+(c+id) et _

€t

“ 2,2, = (a+ib)c +id)

dans R et en tenant compte que ;?
obtient :
 Z,+Z, =(a+c)+ilb+d)et
Z,.Z, =(ac—bd)+i(ad + bc)
On en déduit (en posantZ, = —1)
~Z,

Inverse d’un nombre complexe
Tout nombre complexe

—-a—ib; puis Z, -Z, =(a—c)+i(b..d)

non, . nyj
Z = a+ibadmet une inverse Z' c’est-a-dire yp

nombre complexe Z* vérifiant ZZ' =10l Z' egt ]

noté ZVon L.
Z=a+ib
Z_] _ | l(a-ib) a -b

t

' %

En appliquant les mémes régles de caloy Que

"'-"‘1011

— Idées et Stratégies

Pour tout nombre complexe Z
Z+Z=2RiZ) Z-Z=2im(Z

Re(2)=222  1n(z) =%
2Z =[Re(2)} +[m(2)}

* Z est imaginaire pur si et
Z=-Z

e Z,x2Z, x...x £, =

AL

ZxZ, x..xZ,
A T iy
Exercices

Choisir la bonne réponse dans les exercices.

1- Si la représentation matricielle d’un no

' 2 3
complexe v::st(_3 2_]alc:ars la forme algéb

de ce nombre complexe est :

a) 2+3i b) -3+2i
Cp2-3i d) 3+2i

complexe Z est —+/2 — iv6 y' alors

représentation matricielle est :

" = +i——
a+ib (‘a+1‘bXa-ib) a’+b®  atpt

Z est réel si et seulementsi Z=2

Pour tout nombres complexes Z,;Z,;...;Z, ond
2 V2, ot Z, =Z, 47, 4.4 2,

~2- Si la forme algébrique d'un nof

)

B
[CMCHE 2
.

Il I

moie

Jue

§1r
il



Complexe

5.- La forme algébrique du nombre complexe :
Z=(5 + 4i)(3 + 7i)(2 — 3i) est:

a)115+i133  b) 115-133i

¢) -13+47i d)-15+133i

e) Aucune réponse '

6.- La forme algébrique du nombre complexe

. . 2

=23
) -1+i3 b)1-i3 o) -2(1+iV3)
d) 2(1-“'«5) ) Aucune réponse

LoSTZ= 3 + 3ie alors (IJ et
z -

2-3i . 243 2-3i
a) b ——
B '3 973
_d)—;—h- € _2;'3' f) Aucune réponse
8- SiRé(Z)=~2etIm(Z)=3, alors
- C2-30)zestepata
: ‘3 '§i+2i b) 5+5i
d) 13
. .
© La forme algébrique du nombre

complexez 317 +3i*3

,-2_(!0& +2‘807J§ est:

S )
9z 0%

/7 -6 b) (-2 -JE] a) 1-i\/3 b) 1+iy3
V_& -z -V6 2 ¢) -1-i/3 d) ~1+iy3
@F- 2 Jg ] d) ’—\E Jg] 10-_ Le ngmbre compiexe Ztel que:
-8 =] -8 2 3ZZ +4(Z-Z)=27+S8iest:
\L“ A—5i . a) ZE ou 2\/§+1‘
3.-8i z=———alos: b) 2v2 +i ou2+v2-i
0Fo b BZIHE 7 THe ) 242 +i ou =242 —i
S 10 d) 2V2+i ou =242 +i
d)Z=7+10i d) Aucune réponse 11- Le - mb;'e complexe
4.- Si Z=M-alors: (i-1)° +[J§+i+ Jg-'i]sestégala:
7-4iv3 C+1)t \B=i B
a7 1009—;«/3 by 7 2 97+ :;iﬁ 2; ] :;; g
cﬁ:—-]—iﬁ d) Z==1+i3 12.- Démontrer que pour tout nombre Z : Z=Z
d) Aucune réponse 13- Soient Z, =3+ et Z, =2—ideux nombres

complexes. Calculer :
a) Z+Z' b)Z +2,

d) z,z,

ni
Z

2

c) Z,.2,

Z

0 (%)

" Quelles égalités pouvez-vous écrire?
14.- Pour tout nombre complexeZ =a+ib,
démontrer que : _

8) Z+Z=2a; Z-Z=2ib; ZZ=a*+b*
=Z & I2=0; Z=-Z < R42)=0

15.- Effectuer : ___(l+2:‘XI—2:')-(7—51‘)-—(7+5I)
oL 2 (2+3i)2-31)

16.- Calculer:
a)(1-2if -(1+2if b) (~1-3i) + (1430

17.- Mettre sous la forme « a + ib » les nombres

complexes suivants ;
a)L 2"5 B) J201+i43) 0! +iV3
146 2J6(1+i) 1+

Déterminer les parties réelles et imaginaires
de } avec
a)Z=i b)YZ=2+31i c)Z=-2-i

@- Sachant que Ré(Z) = -5 et Im(Z) = -3;
cterminer la forme algébrique de :

Al1+Z b)iZ o0Z dER+iZ



N

>3,

1

20.- On donne le nombre complexe j = 3%

— . ‘1
Caleuler: j; j2; jo3 14 )47
il.- On considére le polyndme complexe défini
par: f(Z)=2? -(3+4i)Z~1+5i '
a)  Déterminer les expressions [ (z,) si
Z, =2+ 3i puis fiZliet f(—Z_,) -
Déterminer les expressions f(Z) et f (Z) Ces
polynémes en Z sont-ils identiques? Paurquoi?

LR E TR S0 02

Plan complexe
axe des imaginaires

Mla, b

b M@ b)
|V

0 ;:' a axe d’e; réels

Le plan complexe euclidien de repére (0,7, 7)
est appelé plan complexe. Au nombre complexe
Z =a+ib estassocié le point M(a, b) ; le point
M est I'image ponctuelle de Z =g +ib et Z est
I'affixe de M; on écrit donc Z,, =g+ib. Le
nombre complexe Z=a+ib

alors
géométriquement représents.

est

Idées et stratégies

v Un nombre complexe Z est réel si et
seulementsi Im(Z) =Q0ou Z=7

v Un nombre complexe Z est imaginaire si et
seulement si Ré(Z) =0ou Z =-Z

v Pour déterminer I’
doit:

v Savoir traduire une donnée de ’énonce (par
exemple : Z est réel; Z est imaginaire pur)

v _ Savoir reconnaitre les ensembles les plug
classiques (droite par équations de la forme :
ax+by+c=0; cercle par une équation -

x4y —2ax~2by+e=()
(x_a)l +(V-—b)2 =R2;

ensemble des points, on

%
INFO T~
[ équation analytique d’un cercle (C) de Ctute

A(a,b) et dBIﬂYOHR =-'\‘£12 +bz ~cCest dell
forme :
x2+y2 -'2ax—2by+c=0

% (x—a) +(y-8) =0& (x,7) = (a,0)

'."-"__———._-__

—_

i, |
Exercices

Choisir la__bonne réponse dans |
exercices 1 23

A ——————————————

(C)d’équation : x* + y* —6x+4y+4 =0Oest:
[a) A(3;-2) et R=3

b) 4(2;3) et R =3

d) A(3;-2) et R=3

2- Dans le plan complexe I’ensémble des points

M d’affixe z=x+iytel que le nombre
complexe
’ X' +y! —6x+4y+4 x+3y-8 i
Z= 2 3" 2
(x-Z) +(y+3)' (x—Z) +(y+3)J
soit imaginaire pur est ; .
a) Une droite affine

d’équationx+3y-8=10.
b) Un cercle de centre 4(3,~2)et de rayon 2
Privé du point de coordonnées (2;—3)-

¢) Un cercle de
centre A(3;—2) et de rayon 3 privé d
point de coordonnées (2;3).
3- Dans le plan complexe, 1’ensemble des points
Md'affixe 7=y, iytels que le nombr®
complexe

Z=lxt 4 y? o 2x+2y - 2)+ i(2x +3y —2)solt
réel est : .
a) Un cercle de centre A(- l;l) et de rayon 2.
b) Un cercle d centre A(l;—-l)et de rayon 2

¢ Une  drojte affing  d’équatio®
2x+3y-2- : ;

38

¢) A(3;-2)etR=-3 L

1- Le «centredet le rayonRdu cercle

r—



" 1~ Suit (P) un plan affine euclidien muni du
répére orthonormé (0, 1,7). M(x, ) d'affixe
Z=x+iy. On défini un nombre compiexe G par
G =27 +47 - 3iZ + 21
4) Déterminer les parties réelle et imaginaire de

"G
b) Déterminer et construire dans le méme repére
I’ensemble (E) des points M(x, y) tels que :

b)) G soit réel
b;) G soit imaginaire pur.

z—4-2i
Z+241]

déterminer le lieu des points M d’affixe
z=x+iy tels que Z soit un nombre réel.

5- Soit Z = un nombre complexe,

6.- Soit z=2"% avec z%—let Z=x+Iiy
z+1

un nombre complexe; déterminer I’ensemble

des points M(x, ) du plan complexe d’affixe

Z tels que Z soit réel.

7.- Soit P un plan affine euclidien muni d’un
z+1

repére orthonormé (0,7, 7 ), on pose : Z = et
avec z# 2, Z=X+iY, z=x+ly
a) Déterminer X et Y en fonctionde x etde y
b) Vérifier que I’ensemble des points M(x, »)
du plan tels que Z soit réel est une droite
d’équation 2x —y + 2 = 0 pnvéc du point de
coordonnées (0; 2)
¢) Vérifier que I’ensemble des points M(x, ¥)
du plan tels que Z soit imaginaire pur est un
cercle de centre A= (—%;1) et de rayon
R=35

*2-privé du point de coordonnées (0; 2)

d) Constnure ces deux ensembles dans le
méme repére

8.- Pour tout nombre complexe z=iet
z=x+iy, on considére le nombre Z défini
P L)

iz 1

1) Déterminer la partie réelle et imaginaire de
L

Complexe

2) Déterminer I'ensemble des points M du
plan tels que :

a) Z soit égal az

b) Z soit imaginaire pur

3) Construire ces deux ensembles dans le
méme repére

9. 8Soit z=x+iyun nombre complexe. On

1-iz .
pose: Z=—— avec z #i
1+iz

a) Déterminer une condition que doivent
vérifier x et y pour que Z soit réel, Quel
est alors I’ensemble des points M d’affixe
z?

b) Déterminer une condition que doivent
satisfaire x et y pour que Z soit imaginaire
pur. Quel est alors I'ensemble des points
M d’affixe z?

10.- Le plan affine étant muni du repére (0 i,j )

on considére le nombre complexe Z= z+; -
z#l; z=x+iy
1) Déterminer les parties réelles et
imaginaires et Z
2) Déterminer ’ensemble des points M(x, y)
du plan tels que :
a) Zsoitréel  b) Z soit imaginaire

¢) O, M et M’ soient alignés, M’étant le
point d’affixe Z

11- Soit Z un nombre complexe différent de
— 1 et Z son conjugué. On pose
T4 Z

142

d'un repére orthonormal, M(x ; ¥) et
M’( x”; y’) désignent les points d’affixes
respectives X’ et y* en fonctionde x et y
¢) Montrer que I’ensemble (E) des points

M(x ; y) de (P) tels que Z’ soit imaginaire
pur est un cercle privé d’un point que I’on
précisera

Z’

. Dans le plan complexe (P) muni
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3 Com
Généralement on désigne par p |, madulek.x' ]

nombre complexe et par 6 un argumen . Tu |
lzZ=Va’ +b* & p=yalip |
Chapitre II Exercices résolus
-1-
Objectif .
o ecI)étnz:rmim:r la forme trigonométrigue Calculer lt..‘, 2 module dy oy
d’un nombre complexe non nul R (2 +3,)
*  Module d'un nombre complexe P (i
Solution
Taxe des imaginaires . |Z| _ (2 - 31.)2
- (1-i)’
b ;%) ’ @ +3i)
= 3 —— 1
p=|Z| |(1 o |
it 2
2 0 12| = 12+ 31‘15
0 ;i a medes |(l = ‘l

. ks ¢°|;'-’|‘ (23]
- 5
Norme algébrique du nombre Z=gqg + ip : (\f 1+ ("'-1)2 ]

> Clest _le réel positif donné par: | o IZI -
N(z):zz:(aHbXa-ib); N(Z):a2 +b? V2

< IZIE'(—F.
Module d’un nombre complexe Z=g + ib: Ji A2

C’est la racine carrée de la norme algébrique de | donc |Z| 13 | z_| = ﬂ
Z; il est donné par: 2 8

24=/M2) « @-Var5 | ’

2- Déterminer l’enscmble(E)des poi¥

d’affixe Z vérifie -
INFO | E-2=
> Si A et B sont deux points d’up plan ) ' Solution Jraffif®
complexe donné d’affixes Tespectives Z, et Z,| Soit A le point
3.10!'5 qUElCVeCteuI'AB apour.afﬁxeza "‘Zdet 2' 0na:|2—2i|=AM«¢::> J4M=3- ceﬂﬁl:
il en résulte quel Z; _ 24| = AB (Egest donec upn cercle de |
Zn*‘-za|=lzn"24l=t48 A( ,3) etderaYohR:?" '
Zo-Zc| |2,-2;| cD ‘ u
. 3: Déterminer ’ensemble (F)des poin®
Remarque affixe Z vy fie ;

|Z""l+2fl=|z_,2+3il E



Complexe

Solution
|z -142i]=]Z-2+3i
o |z-0-21)=12-(2-37)
soieﬁt A et B les points d’affixes respectives
A =1-2iet Z, =2- 3,

12-2]=12-24|,
ona:
& AM = BM
Donc (F)est la médiatrice du

segment[4B]avec A(1,-2) et B(2,-3)

Choisir la bonne réponse dan les exercice 13 4
1.- Dans le plan affine euclidien muni d'un

repére orthonormé, ’ensemble des points M du
plan d’affixe Z = x + yi tels que |Z -3+ 2i|=
est:

a) Un cercle de centre (3 ;-2) et de rayon 2

b) Un cercle de centre (3 ;-2) et de rayon 4

c) La médiatrice du segment [CD] avec C(3 -2)
et D(2 ;4)

2.- Le plan complexe (P) étant muni d’un repére
orthonormal; soit M un point de (P)
d’affixe Z = x+ yi. L’équation dans P du cercle
de centre Q(-2;3) et de rayon R =5 est :
a)|Z+2-31]=25 b)|Z+2-3i]=5

¢) |Z+2-3i|=|Z +2-5]

3.- Le plan complexe (P) étant muni d’un repére
orthonormal, L’ensemble des points M d’affixe
Z = x+ yi de (P) tels que
|Z-3+5i|=|Z+2-iest:
a) La médiatrice du segment [CD] avec
C(3 ;-5)etD(-2;1)
b) Lamédiatrice du segment [CD] avec
- C(-3;5)etD(2;-1)
¢) Uncercle de centre (-3 ; 2) et de rayon 5

4.- Le plan complexe (P) étant muni d’un repére
orthonormal. Soit C(-2:;3) et D(1;-5) deux
points de (P). si M est un point de (P) d’affixe

Z=x+yi.L équation de la médiatrice de [CD]
t v

8) (x+2) +(y=3) = (x—1)? +(y-5)
b) |2 +2-31=|z-14+5]
0 |z~ ~243i|=(|Z +1- —5il

5- Déterminer le lieu des points M d'affixe
Z—-4-1i
Z+2+i
6.- Dans le plan complexe rapporté a un repére
orthonormal (O,E",}’

a) Vérifier que I’ensemble des points d'affixe
Z=x+iy tels que |[Z-5+3i|=3 est un
cercle de centre A(5; -3) et derayon R =3

b) Vérifier que I'ensemble des points d’affixe
Z=x+iy telsque |Z+1+i|=|Z -3 est]a
meédiatrice du segment [CD] avec
C(-1,-1); D(3, 0)

Z = x+iytels que :

—

7.- A tout nombre complexe Z, différent de
—2~—1i, on associe le nombre complexe Z tel
2 =4 =2

Z+I+F

Déterminer le lieu des points M d’affixe Z tels
que :

a) 12|-=1;[z]=%.

b) Z est un nombre réel ; Z est un nombre
imaginaire pur

que:Z =

8- Le plan affine euclidien est rapporté a un
repére orthonormé. Soit Z = x + iy Iaffixe du
point M de ce plan. Déterminer I'ensemble (E)
des points du plan dans les cas suivants :

) |Z—1+il=2 b) [Z -3+i|=+2

¢) [2-3-2]=|z-7+2] d) |z-3+2]=[z+4-5]

9.- Dans le plan complexe, on considére
I’ensemble (C) défini par: |Z—(1+i)=4
avec Z=x +1y

1) Montrer que (C) est un cercle
2) Démontrer que AM = 4 avec M 0 (C)
équivaut a (x—1)* +(y - 1) =16
3) Soit (E) I’ensemble des points M du plan
d’affixe Z défini par :
*+y P +x+4y-1=0.
Ecrire (E) sous la forme de :
(x+al +(y+b) =k
4) Caractériser 1'ensemble des points M

Z+%—2i =-’ﬁ—§

d’affixe Z tels que 2
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Bacc 1996

uadrants
rgument d’un nombre complexe. o Q e
. Sofenf Z =a+ ible r'z-c;mbre complexe 50 [ cosa | —cosa
represente geometriquement cl-dessous sind e S
Axe des maginaires g « T—a
A
M(a,b) Propriété du module et de l’amgentd’un
;] [ nombre complexe
}'- v Pour tous nombres complexes Z et Z’
7)) D|Zj=0 = Zz=0
0 i a Axe des réels.

Dlzz=lzljz]  3|z=|-2f
On appelle un argument du nombre
complexe Z = a+bil'angle@que fait I'axe des
réels avec le vecteur OM

H|z+2|< |Z|+|Z‘|
Remarques I l 7 e

“H 21

) b
Si a et b sont positifs, Oest tel e
et b sont positifs, Gest tel que 1g0 a-: Si @ et 0" sont des arguments respecnﬁde-?df

Détermination d’un des arguments d’un

alors :
nombre complexe Z=atbi Darg(~Z)=7+6
Z=a+bi,
En considérant Ia figure ci-dessus par 2 arg(f)—- =4 3 arg%) 3-9
théoréme. a=|Z|cos@ = cosd =% > .
12| 7 4)arg(ZéZ)..—_.9+9
b=|Z|sin9=>sin€=% @ est donc tel que 5)3‘3[37]=9‘9'
_a Exercices Résolus
cosf == |Z] Déterminer le module¢ et un argun® |
o @des nombres complexes suivants : “
i |_Z_| a) Z=4+/3 + 44
Tableau permettant de calculer un argument W Z=—34i
d’un nombre complexe. 9 Z=-J6-i2
ZI|Z |z |z |7 |3 [27 ] d) Z=1-i3
6 14 |3 |2. 2
smill | V3|1 |0 -1 o Solutions
2 2 |2 8) Z =43 4+ 4;
cos ﬁ _.‘@ ¥ 0 |-1 |o 1 Module de Z ‘
1g j‘ 12 : 7 A~ (4‘!3)2“‘2
_;_ V3 /// 0 0 donc |Z| =8
Z Un argument de Z esttel que : |




- : Complexe
sesles  |cosh = .4_‘@ Un argument 8 de Z est tel qur.
a —
=Y . i . 4 °°S‘9=;_|’ cosl.‘?:—-—.‘./E
sm8=-?—' sin@ = sin— - 2. W
sinf = |sing="32
I 22
cosf = _‘?_ cosf = o::c;sfﬁ£ |
< P = 0 =sin ¥ c03'9=-—3 c0s8 = —cos~
sm6=5 sin@ =sin— - -
n sin@ = —— sin@ = —sin ~
D'od 6= (mod27) 2 3
- 7
a et b étant positifs un argument OdeZest tel | 0=7 "'E
que

a 4
gl =—=>1g8 = ——
I W o

1 3
oghl=—=—

g B3

T
Spl=tg—
g ,&6

Donc 8 = % (mod27)

b)Z=—J§+i

&lzlé‘wj(—ﬁ)z-a—l_’
=|Z|=2

un argument de z

a — .
0036=E|-=:> . 23
. b 1
sinf=—= infd=—

|ZI siné& >
cosf = —cos—
& 6)9=”_E
sinfd =sin—

soitd = -SGE mod 2

C)Z=-6-i\2
elzl= - v6) + (V2]

©2Z|=242

soit @ = -?t—;f- (rnod 2::)

d |z|=1-iV3

soit |Z| =2

un argument @de Z est tel que
cosf = I—Z,I cosd =L

=2 b= 23-
sinf=— |sinf=——
S 2
[0059 = cosZ .

= 3{_)9:-— (mod27)
sind =—sin§ 3

Idées et Stratégies

Si & est un argument d’un nombre g

complexe Z, alors 1g@ = MZ—)

R ey,

St 2 =-2XL ;

. ¥

z—2i
complexe du plan
1) Déterminer la forme algébrique de Z

avec x? +(y—2)" = 0 ou (x,)=(0,2)

z# 2iet Z=x+iy un nombre
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—Lompleye

2) Déterminer I’ensemble (F) des points M(Jf,
*y) du plan tels que un argument de Z soit

égal a 3_4’5
3) Déterminer I’ensemble des points M (x, y)
du plan tels que |Z] = V2

Forme  trigonométrique d’un nombre

complexe.
Soit- Z=a+ib un nombre complexe de

module p et d'argument & on sait que
a= pcosfet b= psiné
Z=a+bi=z=pcosf+ipsinf

Z = pleos@ +isin )

La forme Z = plcos@+ising) s'appelle forme
tri_‘gonométrique du nombre complexe

7 — a+bi ou petd représentent respectivement

le module et un argumentde Z

_ Idées et Stratégies

Pour déterminer la forme trigonométrique
d'un nombre complexe Z =a + ib, on peut proceder
comme suit !

On évalue le module de Z:
12| = p=a® +b?

et on le met en facteur dans Z

. Z=Ja’+b" a_4i b ]
Ji+8 l\'a’+b’
* Z=p[i+ii]
o P

Ce qui donne Z = p(cost9+ isind)
~  Sia>0etb>0 Z=plcosd+ising)
v 5i3<0etb>0Z=p(—cost9+isin9)

%

2 Done Z = p[cos(:r -8)+ i sin(:r —9)] :

o Sia<0etb<0Z = p(-cosd—isind)

s+ Donc Z = pleos(m +6)+i sin(r +6)]
X Sia>Oetb'<0Z=p(c039—isin9)

'’

&  Done Z = plcos(-6)+ isin(-0)]

Idées et stratégies

. 7? = p*(cos28 +isin26)
Z = p’(cosBG-risinBB)

7* = p*(cos40 + isin46)

. P=1 =

faisons (2)= (1) -

P 7%= p*(cos 56 +isin56)
Z" = p"(cosn@ +isinnd) (1) -
| z* =[p(cos@ +isin Q)" = p" (cos+isind)  (2)

Z" =cosnf+isinnf ()
Z" = (cos@ +isinf )! )]

. (cosn?+isiné?)" =co

. cette formule s’appelle formule de

Moivre

—

Lorsqu'on éléve un nombre complexe 3
uissance n, on obtient un nombre complexe la
module ¢levé & la puissance n et dargy de
multiplié ~par la_ puissance meat

n »
e ' o1t
Z:= p(cost9+ isin 9) un nombre complexe :

sn@+isinnf |

3

SRNINIHNMEEINR
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e
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Organigramme permettant de déterminer un

argument 6 d’un nombre complexe Z réel:

Z=a
[ :
a>0 a<0
=0 ou 2r g=n

r unt

Organi me permettant de déterminet> e
argument 0 d’un nombre complexe 7, imagind

pur :
Z=Dbi

b>0

@
i
M| N




NFQO
Le plus souvent les opérations s’cffectuent
commodément si I’on adopte de préférence.

_La forme algébrique pour les additions et

somtractlons
- La forme t-ngonomctnque pour les

multiplications, soustractions et puissances,

. Exercices résolus
Déterminer la forme trigonométrique
puis en déduire la forme algébrique du nombre

complexe.
J2-i6)
1-i43]

7=

Solution
Forme trigonométrique de

(VZ2-iv6) etde(t-iv3)
Module de+/2 — iA/6

|\/——-:J—| \[(\/_)2 J-)] 22

2 -i6 = 2«/—(-— —J—i-]
272

=3 2-1‘Jg = Zﬁ[cos-g- - isin%]

©2-i6= Zﬁ[cos[— %J +i sin(— -BE)]

o (-i6) =(v2) ["03[‘“3") * ’ks'“[" 13{)]
Module de 1-iv/3 -

|1 ~i3|= W =2

l—iﬁ.—.z[l-l@}
2

2
1"’\5=2{cos£—isin£J
3 3

-8 fnf ) 1( -]

(l_"f\@)g = 2°[cos[- 97”)+ isin—?—g—]

(2]

=/ =2ﬁ[cos(—2—”+i—”)+fsin
=" =2J5(cosz3—”+isin2—”J

3

Choisir la bonne réponse dans les exercices 128 .
1- Si Z est un nombre complexe de module

unitaire et d’argument« , alors :

1

a) Z=cosa+ising b) E=—E
c) E:l . d) i=-—cosa +isina
Z Z

2- La forme algébrique du nombre complexe

(1 +i\f3_)’ est:.
a) 32+32i43 b) 32-32i3
¢) 16-16i3 d) 16 +16i/3

3- La forme algébrique du nombre complexe
(l+ iﬁ)mest -

a) —512-512i3
¢) 21042103

b) 498—-512i
d) Aucune de ces réponses

4,- Un argument du nombre complexe
-(1+z‘«ﬁ )5 est :
Sz S
a) — b) — #
) 4 ) 3
c) -;ﬁ : d) aucune de ces réponse
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—

5.-Si % est un argument du nombre complexe Z

4 :
alors 7 a pour argument :

ﬁ.

T b 24
= i . =5 d) —

6.~ Un argument du conjugué du nombre

complexe Z = ﬁ[sin(%+%] + ico{% + %)]

est
27 /3 T 2
— b -= )=  d)-—
2 3 ) 6 ©) 6 ) 3
Z +7i.10°
7-" - 3 = ee
Z-7i10
a)l b)-1 ¢)i d)-i

8.- Si deux nombres complexes Z et Z* sont tels
que 7 - _%+£;et Z'=1+i, alors la forme
2

trigonométrique de .22.7 est:

z \5( 57 .. S ]
— = ——| cOS —+ i5in —
zZ' 2 12 12
b)i_:/i( T _zf_]
) cos 2 + isin %
c)£.=.£( EL 21)
7 5 cos ) fsin 5
d) Z—-= J_z_.[ .T—I_.Q.fs'm 1—”)
z' 2 6

9.- Relier chaque nombre complexe de gauche 2
sa forme trigonométrique inscrite & droite.

-V6-iV2 4[(:053—;-' +isin 225)
5411i4/3. 8(cos0 + isin0)
743 8(cos +isinz)
3x .. 3=
4+ 4 4Jf[cosT+:sm—_4—]
-4i 22 (cos I +isin ~7—ﬂ-)
6 6
8 4((:0557: +isinSx)
( 2r .. 2xm
A4 2| cos— +isin—
(-1-1) 3 3

—_—

Co
T ol Stratéiey o
Un triangle inscrit dans un cercle dont |,
diamétre
est I'un des cotés de ce friangle reprseny, .
triangle rectangle.

S
10- Dans le plan comglcfxe rapporté au repgre
orthonormal direct (o, u,v), unité 4 cm, -
considére les points A, B d’affixes respectives 4
etb telles que :a=1-i b=1+i. Onnote ()
le cercle de diamétre [4, B]
a) Placer sur une figure les points A, Betle .
cercle(C).
b) Mettre les nombres complexes a et b sous
forme trigonométrique.
¢) Montrer que quelque soit le point M du
cercle (C) différent de A et B de
coordonnées (x, y), le triangle (AMB) est
rectangle en M.

e ———y

z'|=ll" = |2 =4flz"
arg(2" )= narg(2) .;

& arg(Z): ar_g’(?:)

Idées et stratépies

Soit A + iB la forme algébrique d’un
nombre complexe Z et p(cos@+isind) $
forme trigonométrique. Dans un probléme 0d I
est question de déduire cosd et sind, on procéd |
de la fagon suivante ;

n>1

A=pcosfé = cos@=—

EE TS

B=psinf = sinf==

0
-+

11- On considére le nombre complexe Z défin’
par:Z = (V3 +1)+ {43 -1).
a) CalculerZ?.
b) Déterminer le module €t 6]
argument @ de 22 puis déduire le 13
et un argument de Z.

uf

e
¢©) En  déduire la  valewr &%
7 T
deccs— et sin—. 1
12

b




i

Complexe

12- On consicére le nombre complex: Z définie
7= 1+i3
TS T -
1)  a)CalculerZ?.
b) Déterminer le module et un argument

de Z? puis déduire le module et un argument de
Zis

2) Déduire des questions précédentes la
valeur exacte de cos7—” et sin E-

3 Déterminer les entiers naturels n tels
que :

a) Z" soit réel puis calculer Z” correspondant 4 la
plus petite valeur de n obtenu.

b) Z" soit imaginaire pur.

13.- Soit Z, =1+i et Z, =1+iy3 deux nombres

complexes
a) Déterminer le module et un argument de
Zyetde Z
b) Ecrire sous forme algébrique et sous

forme trigonométrique le produit Z;Z>

L mw I
¢) En déduire les valeurs de cos—lzfct sin—

14.- On donne les nombres complexes

Z,=2(1+i)et Z, = ‘52""
a) Ecrire sous forme algébrique et sous forme

: Z
trigonométrique le quotient Z = Z,

: 5z . 57
b) En déduire la valeur decosT et sin =

15.- Soit Z, un nombre complexe de module p
et d’al’gument 9_1 . E
1) Déterminer la forme trigonométrique
a) De l'inverse du conjugué de l'opl:;osé de Z,
b) De I"opposé du conjugué de Z,
2) On considére maintenant le nombre
complexe Z; de module p, €t d‘ax:gument
8, vérifier que la forme tri gonométrique
a) du produit Z,Zz est *
v ooy = [cos(6, + 02)+'isin(£?| +6,)]

b) Du quotient —Z—L est:
Z,

2 = [cos(®, -6,)+isin’6, -6, )]

2

-\9

16.- Soit z = 4+1)

(1-if

a) Vérifier que la forme trigonométrique de Z
est telle que :

Z= ZE[COS%E-HSin%E]

b) En déduire la forme exponentielle et la

forme algébrique de Z.

un nombre complexe

17- Soit U I’ensemble des nombres complexes de

module égal a 1.
a- Comparer I'inverse et le conjugué d’un

élément de U.
b- SoientZ,ctZ,deux éléments de U tels
que:Z,Z, #-l. Montrer
Z

127 est un nombre réel.
1+2,Z,

¢c- Exprimer Z en fonction
argumentst, et t, de Z, etZ,

queZ =

des

18~ Déterminer la forme algébrique et
exponentielle des nombres complexes suivants:

St .. 5w
a) Z=42 cos—”—+zsm-———
4 4
b) z- 2[— cos %4 isin i’i-]
6 6
¢) z= —2(cos 3% o isin 2‘3—)
4 4
d) z =_2[_.cm 163:r - el lﬁ;r}

) 7= —z(sjn -E—-+ icos :—]

19.- Déterminer un argument du nombre

complexe Z dans les cas suivants :

a) Z= Z[Sin[-;i +~’3£) +i cos(-;£ + %]]

b) Z = 2si a [ L@ o
= 5 p— P AN ——
in 2 sin 3 icos 2)

€) Z =2sin %[— sin %4- i cos %—)

20.- Déterminer un argument du conjugué du
nombre complexe Z dans les cas suivants :
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o 723 sifl Za+Z |4 LJE)

) f{sm(z-kts)wcos[z =
by Z=2sinl Z+Z|si [zr_z]
) [sm(2+3)+:cos 2+3

c) Z=25in£(—sin£+icos£
2 2 =2

o Z= 25in£(—-sing——icos£)
2 2 2

.- Soit Z un nombre complexe de module p et
d’argument 0, déterminer dans les exercices 21 a 26
la forme trigonométrique :

a) Duconjuguéde Z

b) De I'oppose de Z

¢) Delinversede Z :

d) De I'opposé du conjugué de I'inverse de Z

21-p=ﬁ et@=-—§ 22-p=ﬁet9=3—:-
3r 107

23- p=8etf=— 24-p=2¢etlf=—r
P=2=7770 3 M

25- p=2 e 9:5:;- 26- p=2et0=3

27.- On considére le nombre complexe donné
o 2ot 3if3

P 1-2i43
a) Déterminer la forme algébrique de Z.

b) Déterminer le module et un argument de Z.
c) Calculer 72, Z* et 2"

Metzz=1—ideux

28.- Soient Z, =

nombres complexes
a) Déterminer le module et un argument de

chacun de ces nombres complexes
b) En déduire le module et un argument des

Z
nombres complexes Z = -zl et Z°

1
e 5+i3
29.- Le nombre complexe Z s*éerit Z = 5 i3

a) Trouver la partie réelle de Z, sa partie
imaginaire, Son module et un de ses
arguments. Construire le point M image de
7 dans un repere orthonormé

Za
b) Calculel‘ Bu:c 2004

_Lompley,

V2 —=
30.- Soit z=z = 5 (1+ 1) un nombre complexe

a) Déterminer le module et un argument e ,
b) En déduire la Sorme trigonométrique de 5
¢) Déterminer 2" pour toutn € N

d) Calculer n pour que 2" soit

d;) Réel

dy) Soit imaginaire pur

31.- On considére le nombre complexe :
U=-3+3i
a) Déterminer la forme trigonométrique de [
b) Déterminer le nombre camplexe Z tel que

Uz = Gﬁ[cos%’i +i sin-l-llz’i)

¢) En déduire les valeurs exactes de cos'_zzl'
et sin \x,
12
32.- On pose Z, =+2(1+i) 2z, = ﬁz-:_

Z

1

a) Calculer le module et un argument

b) Ecrire Z: sous forme algébriquc
1
c¢) Déduisez-en des valeurs exactes de:
Sw . 5=
¢0s —, sin —
127 12 _
d) Quelle est la plus petite valeur
strictement positive du naturel n telle 4%
[ 1._}' soit réel? -
Z, |
33- On donne les nombres complexes
suivants : Z, = ﬁ(l+i~/§) et Z, =2JE(I+!)- |
a) Déterminer la forme algébriqué =
225
z, -
b) Déterminer la forme trigonométriqi® =
Z.
En déduirecos—’z- et sin—’-r-
12 12
34- Z cst un nombre complexe tel que

- 1 e[SUf
Z = --3(sin x%+ I cos x.’;i) , Détermind

1-J1, 0, un argument de Z*




Complexe

e . =
Chapltre 111 (Z - Z)‘ =2cos4x—8cos2x+6
Linéarisé un polyndme du type cos"x 3 xin"x ; (Z 2)’ 2f(5i“ 3x—3sin x)
cosxsin 1 (Z + Z)] 2(cos3x + 3c:ox)
Bindme de Newt
. - Définition
(a+b) = Z.,OC Pa"?pP Linéariser un polyndme du type
2 cos” x,sin” x,cos” xsin" x revient a le
Exemple
transformer en une somme de termes du
(a+b) = C 7a" b’ typeacosax ou fcosbx. Autrement dit c’est

(a+b) = Cfa’b” +Cla’b+Clab® +Cja’b®
donc

(a+b) =a’ +3a’b+3ab’ + b’

Pour trouver les coefficients dans le

développement du bindme (a+b)" on peut aussi
utiliser le triangle de pascal

BN -O

Exercice d’approche :
Soit x un nombre réel quelconque et Zun
nombre complexe défini par :Z = cosX + 1 sinx

» Prouver que: -7Z=1. En déduire
YneN,Z'Z =1
o Simplifier : Z* 727 ; .7'Z"

. Expnmer cosx et sinx en fonction de

ZetZ.
¢ Endéduireque VneN :

cos" x= (%)" (Z+ E)" et
sin" x= (—2%]” (Z —ET

e Vérifier que:
2" +Z =2cosnx et Z" ~Z =2isinnx
e A patir de la connaissance du
développement du bindme (a+b)" 2t des
formules établies, prouver que :

Iexprimer & I'aide de sinus ou de cosinus
figurant au premier degre.

Pour tout nombre complexe Z de module
unitaire et d’argument X on a .

7Z =1 707" =1  Z+Z=2c0sX

n - : A l 5 e
Z" +Z = 2cosnx cos x=[§-] (Z+ZT
Z—7 =72isinx

7 -7 =2isinx  sin"x =[%) (z-Z)

1.- Linéariser les exprcsswns suivantes :
a) f(x) = cos x—sin x

b) g(x)= cos'*x+ sin* x

¢) f(x)= cos®x— sin® x

d)ffx)= cos®x +sin® x

Le principe de base de linéarisation tient dans les
formules d’Euler :

e“ +e-“ ebu’ +e_"“

CosSX = COS X = ————
2 2
. g™ —g™™ ) " —e™
sinny = ———— sinx =
2i 2i

e’ e =1 e e =1
Exercice

Utiliser les formules d’Euler pour linéariser les
expressions suivantes :

a) f(x)=sin? xcos*x
b) g(x)=cos? 2x:sin'x
¢) h(x)=cos’ xsin‘ x
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: Con —
2.- Les racines carrées du M
. Z=3+4disont: ... Plexg
Chapitre IV :
Objectif
Définir et déterminer les racines carrées d’un _ ) .
nombre complexe non nul 3- Si 5+12iest une racine carrée d'yy nomp
.~ Définition complexe Z . “
On appelle racine carrée d’un nombre| Alors I'autre racine est...
complexe non nul Z, tout nombre complexe m tel
que m* = Z donc, |am]z =|Z|
Choisir la bonne réponse dans les exercices 4 37
m =X+ yi estune racine du nombre complexe 4- Le nombre complexe u vérifiay.
Z= a + bi si le couple (x, y) est solution du| u? =-21+20F est:
systéme : . a) u=2-5i ou u=-2+5i
xt = =Re(z) (1) b)u=2-5iouu=-2-5i
2xy =Im(2) (2) Cu=2+5etu=-2-5i |
2 + 2 == 3
> d . 12| ¢) 5.- Les deux racines du nombre complexe
x* + Yy =g (1) z=-8+6i sont:
— 2@ =} (2) ' a) —1-3ietl+3i b) =1-3iet—1+3i
c) ~1-Siet—1+3;
X + Yy - ,az +b2 (3) ‘ .
x* -y =a () 6.- Les deux racines carrées du nombre
— 2y =b (2) complexe -3-4i sont :
. . o A:2~i et 2+i B:1-2i et 1+2
x2 + yr =p (3) (pmodu!edeZ) o C:24iet-2-i D:2-i et —142
(1) +(3) donne : |
x=2 ; £ = x-= i”“Tp @) 7.~ Une des deux racines carrées du nombre
5 ‘| complexe -9 — 40j est :
donne  y = o— * A:—4+35i B:4-3i
' e C:d5- =54
eneﬂﬁt:m=x+yi = m=x(l+li) i 2
X
en remplagant x et y dans m on obtient: 8- Déterminer les nombres complexes U
_ a+p( bi . vérifiant : '
m==% ) kl + . y
3 ¢ U’=-20-48i U?=-3-4i
Cette formule permet de calculer les racines o U?=_846i Ut =3-4i |
carrées d’un nombre complexe Z = g + bi de o Ul=g; U =9 I
mOdUIC P ™ U2 =-"2l‘ U! = 5 + 12[. !
Tout nombre complexe non nul admet deux| >+ Déterminer les racines des no™ ;
racines carrées opposées complexes Z suivants -t i :
Exercices » Z=3+4i Zass +21 -2, )
T T n Z = = = "‘1 !
Compléter pour les exercices 1343 _ . 7o 2} —82'41* Z=5 '!
1.- Le nombre complexe U vérifiant U? =8+ 6 « Z-8+6 7 =117-44i 5
est .... .
:
1
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Chapitre

Equations dans ¢
Equation du second degré 4 coefficients réels

Soit & résoudre aZ’ + bZ + ¢ = ¢
des nombres réels. On évalue A -
A=b - 4ac

e Si A=0, '"équation admet une racine
. double

e Si A > 0, I"équation admet deux
racines réelles distinctes

¢ Si -A < 0, I'équation admet - deux
racines  complexes  conjuguées
données par :

Z, =:—u-‘/-@ z =M
2a % 2a

» Ol @, b, ¢ sont

Equation du second degré & coefficients
complexes

aZ’ + bZ + ¢ =0,a,b,cec
On évalue A. A= b’ — dac

* Dans le cas ol le calcul de A conduit & un
nombre complexe, on cherche une racine de

a;]AJ[‘ +'a-!:"[¢|]

et on détermine les solutions :
7 _—b-A —b+~/A
= a 2a -

A par la formule /7 -

’..z;=

Choisir Ia bonne réponse dans les exercices 14 4
L.- Dans I'ensemble (C) des nombres complexe,
Iensemble S des solutions de I’équation *

' +4=0 est:

8=¢  b)S={22} c)

§= {-— 2i52i }

2-8i —~3+4i est I'une des racines d’une
$quation du second degré a coefficient réels
alors I'autre ragine est -
V-3-4i  b)3-4f c) 3+4i
3~ Dans Pensemble ¢ des nombres complexes
~I'équation 2% + 9= 0
1) admet deux racines réelles -3 et 3

b} 'a pas de racine

—_—

Complexe
imaginaires

€)  admet  deux racines
conjuguées -3i et 3i
d) admet une rasine imaginaire 3/

4.- La solution dans C? du systéme :
iz - 2z =2i
-z + @+i)z =144; =
a) {3+i1-1)
b) {8+i-1+6i)
) {8+i;5+31))

S.- Résoudre dans C x C les systémes suivants
iZ-3Z2'=2-3i
(+i)z+2iz' =5-i
(1+1)z-3iz'=3+2i
b)
(3+50)z -(2=30)z' = 7-5i

6.~ Résoudre dans C les équations suivantes
a) Z*—(-10i-5)Z-14i-48=0
b) Z*+9=0
¢) Z*-5(Qi-1)Z -14i-48=0
d) Z?+2(1+1)z-501+2i)=0

7.~ Résoudre dans C I’équation (E) :
252 s
- ""“3’] +6[’"3'J—13=0.
z+2 z+2

z-3i
Z=
On posera .

et on résoudra l’éqﬁation
~Z*+6Z-13=0

8.- On considére I’équation :
22 +bZ+2=0 (ZeQ)
ou b désigne un nombre complexe,

a) Calculer le nombre b pourque Z; = 7 + i
soit solution de cette équation. En déduire
["autre racine Z

b) En utilisant la formule de Moivre, vérifier
que :
Z)+Zd= --141

9,- Soit dans C, 1'équation : ZP_2Z+4=0

1. Calculer ses racines Z* et Z"



! »
2. /Vérifier que %; +% est un nombre

complexe réel.

10, Soit Z, =2

—i

1. Ecrire Z, sous la forme a + bi

2. Montrer que Z; est une racine
I’équation :
Z2-2Z+2=0.
En déduire "autre racine Z;

3. Déterminer le module et un argument du

un nombre complexe

de

nombre complexe Z = E‘—
Z, .
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SiAetB sont deux points d’un espace
donné, alors les coordonnées d’un point C tel
que A, B, C, sont alignés sont tel que :
AC=AAB (AeR)

< OAB étant un triangle rectangle en O;

L/
"

OACB sera un rectangle si
OA L4C et OB LAC
Crest-a-dire si{.@. - AL =0,
OB .BC=0
11- On considére dans I’ensemble C des
nombres complexes le
polynéme P(Z)=iZ? - (3 +i)Z +2-2i.
a) Résoudre dansC, I"équation
P(Z)=0 .
b) On noteZ, et Z,la solution

déterminer les coordonnées du point
C tel que A, B, C soient alignés.
12- On ‘considére ’application f deC dans C
définit par: f(Z)=2"+2Z+20u Z est une
variable complexe ;
1)  a) Résoudre dans C I'équation f(Z)=0.

On note Zet Z,les racines de I'équation .

£(2)=0 aveeIm(Z,) > n(Z,).

b) Pour tout entier natureln 21
_ Caleuler Sn=Z] + Z3 i

: -
c) Trouver une relation ind?,,n;i’%;
denentre S, etS,,,
Z+1
Z)Onposef(z =1 |
a) Calculer £(2,)+ f (2,) et f(z, Yotz,),
b) . Vérifier qu'une équation du second degrg
admettant pour solution f(Z,) et f(za)'
est telle que 5Z2° —2Z+1=0 B

13.- Soit dans ¢, I'équation : |

(£): 2% 2B +iz + 23 +i3)=0

On désigne les racines de (E) par Z; et 75 7,

étant la racine dont la- partie imaginaire est

négative

1) Résoudre (E) _

2) Représenter dans le plan euclidien rapporté
au repére orthonormé (o,7,7)les points A
et B d’affixe respectives Z; et Z,. indiquer
la nature du triangle OAB. g

3) Déterminer le point C tel que 0AC
un rectangle.

14.- Soit (P) le polynome définie sur (c) par
P(z)=( z+2-31) (Z*+iz +20)

a) Résoudre dan$ C, 1’équation P(2)= 0
b) Soit S la somme des racines de I'équatil
P@)=0"
1) Trouver le module et un

we)
2) Trouver la plus petite valeur de 1'entr®

naturel n tel que S, sont imaginaire puf
15-1) Déterminer les racines t_:ﬂﬂ'w_ .
chacun des nombres complexes suivants =
a) A=-5-12i b) A=8+6i

c) A=8-6i d) A=55+48i

2- Résoudre dans C les équations suivante®
a) Z2 —(5+3i)Z+2+6i=0
b) Z* -(1-3))2-4=0
¢) Z2+7+24i=0

;-s_{.':
Equations se ramenant av mf”"' "

Soit I'équation (E) :




Complexe

— 2 b2 +cZ+d =0
wa b & d sont des nombres complexes
‘z" 2 0). Pour la résoudre on peut envisager deux
cas

Cas ol I'on précise une racine Z,
" Onraméne 1"équation sous la forme :

(2-Z,oZ? + fZ+A)=0

oil 0,B,A sont des nombres complexes a préciser
Idées et Stratéegies

Sia= 1, I'équation se factorise ainsi :
(Z-ZoXZ+aZAP) =0

...............................
...............................

On cherche une solution particuliére a partir
des indications fournies dans les énoncés du
probléme et on raméne le probléme au
premier cas.

Factoriser un polyndme de degré supérieur ou

¢gal & deux connaissant un zéro du polynime.

- Tableau d’Honner
Soit a factoriser le polynéme

flz)=az’ +bz+c sachant queZ, est une
Tacing

- a b c
“ N az, Zo(b""aza)
a b+aZ, 0

|
| Dob f(z)=(z -z, Xaz? +(b+aZ,))
irFﬂt‘-toriscr le polynéme complexe suivant
Sle)=22 +(~2-i)Z +1+1sachant

E

= I -2-i 1+

4 1 T4

! 1 -1 0

é} )=(z-1)z-1-7)

3 f(l:i Fact;)riser le polyndme complexe suivant :
LS 4bZ? v cZ v d

(At

Sachant que Z; est un zéro.

a b [ d
&Q | aZ, Z,(b+az,) | Zylc+2,(6+aZ,)
a | b+az,| c+Z,(b+aZ,) 0

Posons a = 4
b+aZ,=B
c+Z,(b+az,)=C
Donc f(2)=(2Z-2,)42* + BZ +C)
Exercice
Factoriser . le polynome

f(2)=2* +2(1-i)z* + (5-4i)Z -10i si
f2i)=0

.

2-2i 5-4i -10i

2i ¥ 2i 4i 101

—

2 5 0

Donc f(z)=(2-2i) (2% +2Z + 5)
soit le polynéme complexe f définie par :
f(2)=2z,-3(1+i)Z* +8iZ + 4 —4i.

Déterminer les nombres complexe aet btels
que: f(2)=(Z-2)z? +az +b)

Si A et B sont deux points d'un plan complexe
d’affixes respectives Z, et Zp alors
AB=|Z,-Z,|

Un triangle ABC est triangle isocéle si et

Z,.-Z
£ T4 - ¢’est-a-dire

seulement si

c 'B

Zo~-Z,\ «
=1 et < A =2 2
arg(zc _ZBJ 2(mod )

Ze =24
Zc"za

33



Tdées et stratégies Paxe
Une solution dont le point image est sur
réel correspond 4 une solution réelle
Une solution dont le point image est sur I'axe

imaginaire correspond & une solution imaginaire
pur

Si Zo et Z, sont respectivement les sol_utions
réelles et imaginaire pure d’une €quation
complexe du 3¢ degré AZ* +BZ’+CZ+D=0

e . Com
solution dans C de I'équation P(z)-) -satlm

alorsona: (Z-Z,XZ-Z X2 -a-bi)=0

Chaisir la bonne réponse dans les exercices 1 @ 5
1.- Z étant un nombre complexe, on pose

VZeC; f(z)=2" +(1=-5i)z* =2(5 + i)z +8i;

f(z)=(é—2:‘Xz’+az+b_) pour :
a)a=1-3ietb=4
b)a=1-3ietb=—4
ca=1+3ietb=—4

2.- Z étant un nombre complexe, on pose :
P(Z)=2° -(6+9i)Z? +(-9+45{)Z + 54— 54i
. L*équation P(Z)=0 admet une solution dont
le point image est sur axe réel égale 4 ;

a)3 b) 2 c)2et3
d)2ou3l e) 3i

3.- Le plan complexe (P) étant muni d*un repére

orthonormal. On désigne par (E) I’équation
complexe :

P(Z)=z2* +(4-5i)z? +(8-20i)2-40i =0 ; (E)
admet une racine dont Je point image est sur

I’axe imaginaire égale 3 :
a) 2i b) 5i
c)2 d) 5

4.- Soit dans C:
complexes, I’équation
(E)=2 - (2+3i)2 +(i-1)z+2-2i =0

Sachant que Z; = ] est up . .
I’ensemble solution de (E) est-e racine de (E);

I’ensemble des nombres

a) §={1;1+i;2i} b)3='{5;3+3i;6i}
e S ={1;1+i;3i)
54‘ Z étant un nombre

complexe, on

pose : E(Z)= 2 +(1-51);2 “25+1)z48i. [,

qu’elle admet une solution dont le Point ;
est sur axe imaginaire est :
a) §= {22+ 2651 + i} b) §={i1 " 1.2’}
6.- Le plan complexe (P) étant muni d'y,
orthonormal, on désigne par (E) |4
complexe : z° ~2(1+i)z? +3iz—i+1=0

1) Montrer que (E) admet une scaluticnde:l
le point image A dans (P) est sur Iy,
réel

2) Montrer que (E) admet une solution doy

~ le point image B dans (P) est sur ',
imaginaire '

3) Montrer que (E) admet une solutiy
distincte des deux précédentes dont |
point image C forme avec A et Bm
triangle rectangle isocéle

epiny
quatioy

7.- Soit I’équation (E) dans c ;
Z-52+6Z*—5Z+1=0
a) Démontrer que (E) est équivalente a
systtme: |u = Z + -:T—
u® ~Su+4=0

b) Résoudre (E) dans C

8.- Soit I"équation d’inconnue Z :
(E) Z' - (10i - 5)Z° — 14i — 48 =0
Résoudre (E) dans C

Interprétations géométriques du_module ¢ de
I'argument.

(0,2,,2,) étant un repere orthommor®”
direct du plan, sojent a, b, ¢ trois B ofnbﬁ
complexes (c2a et c= b),
respectives A, B, C alors -

c-b|_ BC
c—a|l AC
C —
afg(—c-:—%) =arg(c—b)-arg(c- )

e
k& (-g_:—%) i (EI ' EC—)- (31;;!-6')5 (JCt '

‘(&

o,
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Complexe

ombres complexes «t configurations du plan

\p\E\L

— Caractérisation complexe

T n o 7, -2, . p . Tﬁﬁﬂgf:l;ztér?aﬁo; zéométrique
ﬁ=e ﬁ—e #kn (keZ) est 1socele en A

,.ZE-:E-‘L _bi(be R\ {1} Triarigle ABC est rectangle en A

Z;~Z4 mesd =% '

7.~Zy _ e‘% on L= Z, e—{-f Triangle ABC est équilatéral

7 —Z, Zy=2Z, AB=AC=BC et mesdA=%

Ze=Z4 _; od Zc.-2, > Triangle ABC est rectangle isocéle en A
7.2, Z,-2, . - .
'};_E_é_ &R Les points A, B, C sont alignés

Zy~Z,

1-1) Résoudre 1I’équation

():Z* ~(t+31)Z-2+2i=000 Z est

une
inconnue complexe. Rk

-2 On pose :

TR T i ey L e ey RO ERT P A B R R S——

P2)=2* =3(1+i)Z" +8iZ +4—4i
8) Montrer que I’équation P(Z)=0 admet
une solution réelle Z, 1’on précisera. En

déduire une factorisation de P(Z).

b) Trouver toutes les solution de
I'équation P(Z) =0, on appelleraZ,la
solution réelle, Z, la solution imaginaire
pure et Z, I'autre. Pour chacune d’elles,
précisera le module et un argument.

¢) Montrer queZ,,Z,,Z, forment une

progression  arithmétique ~ dont on
précisera la raison.

L~ Z étant un nombre complexe, on pose :
PZ)=7° —(6+9i)2% +(-9+45i)Z +54—54i

3) Montrer que 1’équation P(Z) = 0 admet une
facine réelle Z, que l'on précisera. En
uire tine factorisation de P(Z) .
Trouver toutes les solutions de l'équatxc_:ns
?(Z) = 0. On appellera Z» la solution
Maginaire pure, Z, la solution réelle et Z
P'autre, Poyr chacune d’elles, préciser le
) Module et un argument. _
Ontrer que Zo, Z,, Z, forment une suite

b)

8ométrique dont on précisera la raison.

Bacc 2004

3.- Dans I’ensemble ¢ des nombres complexes
on considére le polyndéme P définie par V Z C,
P(Z)=Z* -2(2+i)2* +(5+8i)Z -10i
On désigne par (E) I’équation P(Z) = 0. Sachant que
(E) admet une racine particuliére u = A, A €R,
calculer cette racine
a) Résoudre dans ¢ I'équation P(Z) = 0. on notera
v et w les solutions de (E) distinctes de
u (v sera celle qui s'écrit sous la forme
a+ib avec b <0)
dans le plan complexe, on considére les
points A, B et C d’affixes respectives u, v
et w déterminer les réels B et A pour que le
point A soit le barycentre des points 0, B et
C affectés des coefficients respectifs 1, B et
A. Le point 0 désigne I’origine du repére.
Bace 2003

b)

c)

4.- Soit dans C corps des nombres complexes
1’équation suivante :
7> —(4+4i)2? - (2-8i)Z2+12=0 (E)
a) Montrer que (E) a une racine réelle que

I'on précisera puis résoudre (E). on
distingue les trois solutions Z, Z; et Z; de

(E) par |Z,] ‘_‘IZ:I <|z,|
b) Dans le plan complexe, on note Ay, Az Ay
les points d’affixes respectifs Zi, Z2, Z;
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Con-q,h,me

¢) Déterminer le module et un argument du

Z, - Z, en déduire la nature
Z,- z,
du triangle Ay A A; .
d) Déterminer I'affixe du point Ay tels que
A,A2A3Ay soit un carré

quotient g =

5.- Soit 1"équation (E)
744272 +22-2Z+1=0 (Z€C)
1) Démontrer que si Zo est solution de (E),
alors Z, est solution de (E)
2) |
a) Déterminer les nombres réels a et b tels
que:

(E)e z‘[(z—%]z +1{Z-%J +b] =0

b) Résoudre dans C I’équation :
Z*+aZ+b=0
puis 1'équation (E)

6.- Soit I"application de C dans lui-méme définie
par:
f(2)=2" -4(1+i)2* +12iZ* +8{1-1)Z-20
a) Déterminer p et g pour que, pour tout Z de
C, on fait: f(Z)=(2* +2i[2? + pZ +q)
Résoudre dans ¢ 1’équation f(Z) =0
b) Dans le plan complexe (P) rapporté a un
repére orthonormé, on considére les points
A, B, C, D dont les affixes sont les
solutions de I’équation f (Z) = 0.
On prendra les notations suivantes :
e A estle point d’ordonnée négative.
B est le point d’abscisse négative.
C est le point de méme abscisse que A.
On vérifiera que D a méme ordonnée
que B.
Montrer que ABCD est un carré.
c) Calculer le module et I’argument des
racines de I’équation f(Z) =0

7.- On considére I’application f dans C définie
par: f(Z2)=2"+8iz* +2(6i-11)Z - 4(2i +9)
a) Démontrer que I’équation f (Z) = 0 admet
une solution réelle Z; que I’on déterminera.
b) Résoudre dansc I’équation f(Z)=0 (on
notera Z; et Z; les autres racines).

¢) Dans le plan complexe (P), Gm?‘idére
les points A, B, C d’affixes respectifs z
Z», Z3. Montrer que ces points rie sont p;;
alignés.

8.- Soit I'application de C dans C définie py.
fl2)=2° +aZ? +bZ—42+24i ol a et b 5o

des éléments de c.
1. Sachant que :

£(t)=44+32i et f(=1)=30+16i,
déterminer a et b.
2. On suppose dans cette question quea=$§
etb=-8 + i

3.
a) Démontrer qu’il existe un réelaet un

seul, tel que S (cr) =0
b) Résoudre alors dans ¢ I'équation (E) et
onnote: Z:f(Z)=0
¢) On appelle Z;, Zz, Z3 les solutions de
(E) et on note :
Z=ZZ,+Z,Z,+Z,Z,. Calculer Z el
déterminer le module et un argument de Z.

9.- Dans I’ensemble (C) des nombres complexes,
on considére le polyndme : .
f(2)=2" -6iZ* +2(i-6)Z +8i+4 ou Ze(C)

a) Calculer £(2i), puis déterminer IS
nombres complexes a et b tels que:
f(2)=(z-2i)z? +az + )

b) Vérifier que (i) =—2 et (2--2i) =8 puis
résoudre dans C I’équation f(Z)=0

10.- Soit f I'application de C, ensemble ¢
nombres complexes dans lui-méme définie par:
£(Z)=2 +(1-5i)z2 = 2((5+1)Z +8i
a) Calculer {2i). En déduire que fiZ) P ‘_ﬂ,
s’exprimer comme produit d’un polyr s
de degré un par un polynome de 9%
deux de la variable Z. _ 0.
b) Résoudre dans C [équation fiZ) = .

Calcule le module et ['argument
chacune des solutions. N, -
¢) On désignera par Z,, Z,, Z3 les racin®. g

I'équations f{z) = 0, Z, étant la seule ©*°

_d’argument % [27].
5
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Complexe

Etablir que (Z1, Za, Z3) est une suite géométrique
dont on déterminera la raison

11- Soit dans C : corps des cumplexes 1’équation
suivante : Z° —2Z% +2(2-3i)Z-20=0.

1 a) Montrer que Z,=2i est une des
racines de cette équation.

¢) Calculer les deux autres racines Z, et Z
avec Ré(Z,) < Ré(Z, ).

2)  Le plan (P)étant rapport¢ a un repére

orthonormé (0,;,}), on désigne par A, B et C les
points de(P) d’affixes Z;,Z, etZ,.

a) Déterminer I’affixe du barycentre G des
points A, B, C affectés des coefficients—1,1,1 et
construire les points A, B, C et G dans le
repere(0,7,)).

b) Déterminer 1’ensemble des points M
de(P)tels que : — MA® + MB? + MC? =36.

12- On considére I’équation

(E):2° —(8+3i)2* +(17+15i)Z—6-18i=0 ou
Z est une inconnue complexe.

1) Résoudre (E)sachant qu'elle admet une

solution réel. On notera b et ¢ les deux autres
racines avec Ré(b) < Ré(c)..

2 ) Soient A, B, C les points d’affixes '
respectives a, b, ¢, démontrer que le triangle .

(A, B, C) est rectangle isocéle en A.

3 ) Déterminer les coordonnées du points G
barycentre des points A, B, C affectés des
coefficients respectifs 1, -1, -1.

4) Déterminer 1’ensemble des points M du plan
complexe tels que : MA? — MB* = MC* = -4

5) Caractériser 1’application f du plan qui a tout

point M du plan fait correspondre le point M tel .

que : MM' = MA~ MB - MC .

13- On considére la fonction f de la variable
omplexe Z définie par
1@)=2" <23 +i)z? + 41+ i3 )z -8i.

a) Vérifier |
que: f(2)=(z -2i){2*)-2/3Z + 4.
b) Résoudre dansC 1’équation f(Z)=0.

¢) Ecrire les solutions sous forme
trigonomeétr.que et expositionnellc.

i4- Soit P le polynome complexe ‘déﬁm
par: P(Z)=Z? +243Z + 4. 3
19) &) Résoudre dansC 1'équation P(Z)=

¢) Ecrire les solutions sous forme
trigonométrique.

2°) Le {:lan est rapporté & un repére orthonormal

direct lo,uv) (unité 4 cm. Soit A, B et C les
points d’affixes respectives
a=2i b=3+i c=-3+i.
a) Placer les points A, B et C sur la figure,
by Soitz=2"2,
c—b
géométriquement
argument de Z.
¢) Ecrire sous forme algébrique et sous
forme trigonométrique. En déduire Ia
nature du triangle ABC ainsi qu’une
mesure, en radian, de 1'angle (BC, BA).
_d) Calculer I’aire du triangle ABC encm®.

Interpréter

le module et un

15- Soit dans C I’équation d’inconnue
Z:(E)=2Z"-12Z* +48Z -128 =0.
1) Vérifier que 8 est une solution de cette
équation puis déterminer les- nombres
réelsa, B, Atels que pour tout nombres

~ complexes Z :

Z° ~12Z +48Z -128 = (2 -8)aZ? + Z + A).
2) Résoudre (E).

3 lo, ;,;)est un repére orthonormal direct du
plan, I'unité graphique est lecm. On considére
les points A, B, C d'affixes

respectives

a=2-2iy3 b=2+2iy3 et c=8.
a) Calculer le module et un argument
dea puis placer les 3 points A, B et C.

b) Calculer le complexe Z = b—c-

Déterminer son module et son argument.
Interpréter géométriquement le résultat. En
déduire la nature du tringle ABC
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Chapitre VI
‘Objectif

* . e Déterminer les racines n™* d’un nombre
complexe
.- Définition
n étant un nombre entier naturel non nul
et Z un nombre complexe, on appelle racine n
de Z, tout nombre complexe z tel que 2" = Z
s Supposons Z = 0, 0 est I’'unique solution
e SupposonsZ#0 |

e Forme trigonométrique de Z et de

I"inconnue zon a:
Z = p(cos@ +isind)
z=|peR:;0eR]
z=r(cosa +isina)
Z= lr eR);ae RJ
d’ou Z" =1" (cosa + isina)
2" =Z=r"(cosa +isina)= p(cos@+isin9)
' on obtient successivement:
Fr=p
na =6k2x
r=afp
Na=la 2 ez
n n

L’ensemble Zy des racines n
complexe Z est de la forme :

avec r > 0 et k 0Z

ime 4'un nombre

6 k2mx\ .. (6 k2x _'
Z‘, =d;[00$(;+7)+181ﬂ[;+—n—)],k eZ

k e {0,1,...,(n=1)}

P T

u’i-.—ﬂ‘; -,-_;' . :- Lo ‘: —
Le plan étant du repére orthonormé direct (O,]),
les points images des racines n° sont sur le cercle

(C) de centre O et de rayon R = J;

v Lorsque n = 2; les points-images des
deux racines carrés sont diamétralement
opposées sur le cercle

v Lorsque n > 2, les points-images des n
racines n° sont les sommets d’un polygone
régulierden cbtés, inscrits dans le cercle (c)

v Les racines cubiques de l'unité sont

Zk = [l, -’%’5] avec

données par

\

ke{g,_ 1, 2}

Co
Exercices Mplex,
Choisis la bonne réponse.

. __ & 1/r L e 18mY
1- Soit a = ﬁ(cos 5 T isin u) un ngmy,

complexe. Si a est une racine cubigyy d
nombre complexe Z alors Zest égal ¢ : * - L
a) i-2 b) -i+2

¢c) -1+ d) 1-i

2) Soit t = ‘}2\[2_(605:—: + I'Siﬂ%;!-) U nompy,

complexe. Si I esl une racine .cubique qy,

nombre complexe U alors U est égal & :

a) —V&iV2 b) —V3 -1

¢) -—VZ—iVeé d) —vV6+2y2
Exercices

1.- Déterminer les racines cinquiémes d’un nombre

complexe U =1—1i 3 et montrer que dans le plan
complexe les images de ces racines forment un
pentagone régulier.

2- Soit U = -8+ 8i+/3 un nombre complexe
a) Déterminer les racines quatriéme de U
b) Montrer que, dans le plan complexe, les
images de ces racines sont les sommets d’un
carré
3.- Reprendre 'exercice 1 avec Z = 16\[2-(1+i)

4.- On se propose de résoudre dans ¢ I”équation
(E): Z°=2-11i
a) Vérifier que Zo =2 —i est solution de (E)
b) ' Résoudre I'équation obtenue a partir de E
t =-‘?— les
0
solutions de cette &quation en t seront données
sous forme algébrique et sous forme
trigonométrique
¢) En déduire les solutions de E

5.- Soit Z un nombre complexe de module 2=

en prenant pour nouvelle inconnue

g et

d’argument & de mesure%:_' . Déterminer les racints

cubiques de Z, puis représenter, dans le P
complexe, les points images de ces racines
indiquant la nature du pentagone dont ils sO¢
sommets.

2(2-1)
1-3i
a) Déterminer les parties réelle et imaginaire de Z scines
b) Déterminer sous forme trigonométrique s, »
quatriémes de Z }

6.- Soit Z le nombre complexe Z =
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Chapitre VII 1

Objectif

Définir et caractériser une similitude plane
directe et indirecte

Similitude plane directe
Une similitude plane directe est une
transformation du plan complexe définie par -

S:C->C
Z—-2'=S(Z)=A4Z+B,o0 A eC’;BeC

Remarque :

Une similitude plane directe S est
caractérisée par trois éléments :

% Son centre un point d’affixe w tel

que S(w) =w (,,. _ L)

% Son rapport k ot k est module de
A
Son angle ou sa mesure & ol & est un
argument de A

Tdées et stratégies
Pour trouver ’écriture complexe ou I'image
d’un point par une similitude directe de centre £,
d’affixe w, de rapport k et d’angle 6, on peut utiliser
la relation Z — w = k(Z — w)e® .
Si la similitude est de centre 0, on utilise la relation
Z =kzZe®

Exercices
1.- Soit S la similitude directe de centre Q(2, 0)

4
de rapport J2 et d’angle i

Déterminer 1’écriture complexe de S.

' — Idées et Stratégies

i : ' derayon R E&
L’image d’un cercle (C) de centré Acet :
par une similitude directe S fie rapport k est unl g
cercle (C') de centre A = S (A)

et rayon P

-~ 2- Soit S P’application du plan darlls 1;1;—mcme
_ décriture complexe : Z =3iZ— 1=

. Idées et Stratégies

3.- Soit f I"application du plan dans lui-méme

._ Complexe
a) Justifier que S est une similitude

directe et préciser ses élémen:s
caractéristiques

b) Déterminer I’expreszion analytique de
S

2) Déterminer une équation de 1'image par S
de la droite (BC), B et C étant les points
d’affixes respectives 2 et 3 — i

3) Déterminer une équation de (C), image
par S du cercle (C) d’équation : '
(x -2) 4+ y* =1

Pour déterminer Vécriture complexe B
d'une application du plan dans lui-méme P
d’expression analytique donnée, on peut procéder
de 1a fagon suivante : 7

> Ecrire Z'=x'+ iy'-et remplacer x” et y’
er fonctionde x et dey ; . _
o Z+Z Z-Z

Remplacer x par '—2—; y par et

2i
de développer I’expression obtenue en fonction de
Zet Z .
> Si f est la similitude directe de centre Q3 &
de rapport k et d’angle 0 alors f ! est la similitude ¥

1
de centre §2 ; de rapport ; etd’angle —6

!
s e AP A A s A O
e B R G A e o L B LR G

d’expression analytique :{-" SR A
yi==x+y=1.
1) Déterminer I’écriture complexe de f
2) En déduire la nature et les éléments
caractéristiques de f
Déterminer la  nature, les éléments
caractéristiques et I"écriture complexe de 1™

1)

Idée et stratégie

v’ Une rotation d’angle a est une similitude
directe de rapport 1 et d'angle a

¥  Une homothétie de rapport k(k > 0) est
une similitude directe de rapport k et d’angle
nulle ;

v Une homothétie de rapport k(k < 0) est
une similitude directe de rapport k et d*angle 7
v Une translation peut-étre considérée
comme une similitude directe de centre 1 et
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d'angle nul; dans €

dé{:ﬁrelation 7'=Z+B traduit la translation
de vecteur # d’affixe B e K "

véeriture complexe 'Z ;
:Sl gcﬁf:i'unc homothétie de centre Q(w) €

de rapport K

v L'écriture compiel
est celle d'une rotation de ce
d’angle &

v anf‘image d'un cercle (C) de centre Acet dt:
rayon R par une homothétie de rapport K €s
le cercle (C) de centre 4 = h(A) et de rayon
R’ = kLR . |

v L'image d’une droite (D) passant par un
point quelconque A par une homothétie h est

2 )
, Z't —Ww=e (Z w
lexe re QW) et

point A" = h(4)

/ ’ - m
+  Soncentre 2d affixe m

une droite (D') paralléle 4 (D) passant par le

Tdées et strategies

Dans ’applications complexe :
Zw Z'=AZ+B A0
% Si A=], la transformation associée est la

translation de vecteur d’affixe B.
% Si A=-1, la transformation associée est la
symétrie centrale.

% Si A€eR*\ (-1, 1), la transformation

associée est I'homothétie de centre d’affixe
8

?‘et de rapport A. |

% Si |4l =1,la ransformation arsociée est la
rotation de centre d’affixe :_4 et d’angle
8 = arg (A)

% Dans tous les cas la transformation associée

est une similitude de centre d’affixe —2— de

1-a’
rapport & = [4| etd’angle § = arg (4).

S,i B'=0, la  transformation associde a
Papplication complexe est de centre I’

o oo comp origine
; 51- s'agit d'une translation; ¢’est la
translation de vecteur nul.
Remarque

L'écriture  complexe 7’
c_ell:a. d’une siwilitude
similitude plane indirecte ¢

=a—f+b est

aractérisée par :

Inverse on o une .

|

e
& Sonrapport k= |a ‘
Son angle 0 = arg (@)

Choisir la bonne réponse

1- Soit (P) un pLan rapporté 3 yy -

oﬂhOI’IOImé (Ol L .DEt S 3[3 Simlllmd;

4
directe de centre A (;, —-5-), de .
k=yZ et dangle de mesurep.k

{’écriture complexe de Sest : h
g) Z'= A+DZ+4+ 4

p) Z'=Q+DZ-4+H

o Z'=(1+DZ-1+2i

d Z2'=(1+DZ+1-21

2- - Soit (P) un plan rapporté a un repin
orthonormé (0, 7, 7) et § la similing
directe définie par :
{ x'=x+y+2
y'=—x+y—1
L'écriture complexe de Sest :
a) Z=Q-i)Z+2+i

b) Z'=(1—DZ+2—i
¢) Z=(-1+i)Z—-1+2i
d) Z'=(-1+9Z+1 - 2i
3- Si fest une similitude de centre w(1; -3¢
rapport V2 et d’angle de mesure (—‘E): gl
£ est une similitude directe de :
a) de centre centre w(1; —2) de rapport e

d’angle de mesure (f)

. ¢
b) de centre centre ew(1; —2) de rappot &
d’angle de mesure (-— f)
¢) de centre centre w(1; —2) de rapport 7 !

d’a 3 T
ngle de mesure ( 4) ﬂ'gz |
d) de centre centre w(1; —2) de rappO™ 3 .

d’angle de mesure ('“ ;_c)

8

N onﬂl I

4- Dans le plan muni d’un repére ?rmoni’"r 1

zlrect.‘on définit une similitude |
BZ=04+Dz+3-2i



. g 2 —__—'_'_"——-——..___
Timage d'un cercle de centre 237 357 5 par Z - 2' = —37 48 ¥4I e s
rayon K=3 est un cercle de zeppre 4 et de 41,

5 L’image du point
2l g C ;d affixe Ze=4-5; par c:tte homothétie est le
reayon R : point B d’affixe Zj -

) A'G, -1) et R’=52 a) Zp=4-5i b) Zy=19-:;

b) A -(3' ,2) et R'=5 c) Zg=-4-19; d) Zg=4+]9;

o)A' (@ -1) et R'=5 d) 4" (3, -2) et R'=5./3

_ 10- Soit (P) un plan complexe muni d'un repére
5- La transformation associge 3

' ! ’application | orthonormal (O,E f),. (D) la droite d’équation
complexe Z = Z° = ~5iZ + 2(1 4 5i) est : 2x-y+5=0 et h Thomothétie définie par
a) I:i‘homothene de centre A(1, 0) et de rapport | Zw Z'=3Z - 44-92¢ L'image de la droite (D)

==J. _ Ppar A est la droite (A)d’équation
bL La . translation de vecteur 5) 2x-y-9=() @) b)(12x+y+25 =0
20A avec 0A(1,5), ¢) 2x-y-25=0 d) 2x-y+25=0
¢) La similitude de centre 4

(2. 0) de rapport k=5
et d'angle de mesure § = — %

. Exercices

6- La transformation associée 3 I"application L= Soit le plan P rapporté 4 un s

1 orthonormé(0, 7, }).
complexe Z - Z'= 5(_ 3+ i)Z est : 1) Oa considére la transformation T de P dans
i . . P ; qui au point M(x, y), fait correspondre
a) L homotihétle de centre I’origine O et de le point M'(x", y’) tel que :
rapport k= x'=x+let y'=y+43.
b) La translation de vecteur de vecteur nul Le point M a pour affixe le nombre
¢) La similitude de centre origine O et d’angle Z =x+iyet le point M’ a pour affixe le
de mesure— ZE nombre Z'=x"'+ iy’
_ : p s S Sw a) Exprimer Z'en fonction de Z
9)La rotation de centre | ongine O et d’angle 6 b) Donner la nature de la transformation T
2) On considére maintenant la transformation
/- Dans le plan complexe muni d’un repére R qui, au point M d’affixe Z associe le
orthonormal (O, 3 ) On donne 3 points A(2, point M; d’affixe Z, tel que
). B(-4,19) et C (4, -5). SiBestl image du N3 )L
point C a pour I'homothétie de centre A et de i, - [{* T‘)z
"apport k=-3, alors I'écriture complexe de cette Reconnaitre 1'application R
 homothétie est : ‘
) Z'=37+8-4i 2- Dans le plan rapport & un repére orthonormal,
b) 2'=-37-8+4i on donne le poinrt G(-3; 2) barycentre du
L Y Z'=3Z+8+ 44 systéme de points pondérés
4 Z'=-37+8- 4i s={4.2), (81), (c1)} et la

- . transformation f qui, & tout point M d’affixe
- & Dans le plgq/complexe muni d’un repere Z=x+iy associe le point M’ d’affixe Z'=x"+iy’
< — 3 —_— 3 ¥ 4
1 Ol:thonon'nal ﬁ . j’) 01.1 donne H-n pon:;:’ 4 tel que : MM' = ZMA+MB+MC_

*}fﬁxe Z4=2-3i si un point B est 1 VmAge ¢ un 1- Caractériser la transformation /.
- Point C daffixe Zp=-5+4i par la translation de

: 2- Vérifier que I’expression analytique de £ est
N Vec“’»‘%t_??;z; alors ses coordonnées sont : T x = —3r—12

- YB(2; -3) b) B(-5; 1) Sl (o

g ;)B(-!;- -2) d) B(l; -5)

: , 3- Donner I’écriture complexe de f.
> Soit (P un plan complexe muni d’un repére

fthonormag] (O,E: f) et # I’homothétie définie

:ll

.

8-
1
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4- Démontrer que la droite (A) d'dér?)lilfcu?’?) )
2x+5y-7=0 est I'image par f de Ia
d’équation : 2x+5y-3=0

3— 1°)- On considére dans le plan co'mplcxc muni
d’un’ repére orthonormé I"application T) qu;' a
tout point M ayant pour affixe le nombre

complexe Z associe le point M’ d’affixe Z' tel

que Z'=2Z+12+6¢ Caractériser

éométriquement ’application 77 .
g") A, B? C, D désignent les points d’affixe
:spectives ;
rzzsz;""ﬁ-, Zp=-21, Ze=-2+2i, .
Zp=-4+8i. T est une application qui, a
tout point M d'affixe Z associe le point M’
‘d’affixe Z’ tel que : Z'=aZ+b ol a et b sont deux
nombres complexe. Déterminer T pour que
I'image de A soit B et I'image de C soit D.
Caractériser géométriquement ['application T
trouvée.

4- Dans un plan muni d’un repére orthonormal
direct (0.7, f) ,onnote 4 le point d’affixe

Z4=y3-3i, R larotation de centre O ¢t d’angle
-:;1 , T la translation de vecteur 2 46

a) Déterminer les coordonnées du pt B, image de
A par la rotation R.

b) Déterminer les coordonnées du pt C, image
de A par la translation 7.

¢) Déterminer la nature du triangle OBC

5.~ Le plan complexe. est rapporté & un repére
orthonormal (0,i,7%) (unité graphique 4 cm), on
considére la transformation R qui, 4 tout point M
d’affixe Z associe le point M’ d’affixe Z tel

que: z- (L, 3)),
Z [21—21)3

1) Donner la nature et [es éléments
- caractéristiques de cette transformation
2) Soit (k) I'ensemble des points M d’affixe
Z =x+ly tels que: |Z-2i|-“¥2
a) Déterminer et construire (k)
b) Déterminer et construire I'image de
(k) par la transformation R
3) Soit (D) I’ensemble des points M d’aff
Z=x+iytelsque|Z—3 + 20| =|Z+ 4-1?7
a) Déterminer et construire (D) ;

b) Déterminer et construire l.ima;;dz
(D) par la transformation R~

6.- Soit dans © I’ensemble  des Bombyeg
complexes I’équation :
A —3(J§+I)Z+3(2+ lﬁ)-.: 0
1) Montrer que cette équa}ion admet
racine réelle Z ; en déduire autre ragy,

- 2) [Z)ans le plan afﬁilc cuc!idien TAPPOIté 4 yy
orthonormé (0, i,J ), M et M désigney
respectivement les images Z et 2"
Déterminer les éléments qui caractérigen
la similitude-directe plane S telle que
S@=M-etSM)=M
a) Résoudre dans C I’équation :

2iZ* = 2(1+i)Z +1-2i = 0. Déterminer
le module et un argument de la solution
ayant une partie réelle négative, Soit 7, |
cette solution, et Z, I’autre |
b) On considére dans le plan complexe, Iz
transformation f qui, & tout point M |
d’affixe Z fait correspondre le pointM
d’affixe Z définie par:Z'=Z,Z2+2Z,
Démontrer que fest une similitude dont
on déterminera le rapport, I’angle et le
centre

7.- Le plan complexe est rapporté 4 un repére
orthonormal (o,7,7). On considére les points 4
d’affixe — 4, B d’affixe 4 ; E d’affixe 4i; CetD
tels que les quadrilatéres 4 0 £ C et
B 0 E D soient des carrés
1) Placer les points précédents dans le repéf
(o,i:',\?) et donner les affixes des poinis ¢
etD
2) Soit f'la transformation du plan qui 4 1%
point M Fl‘affixe Z associe le point M
daffixe Z tel que : 2" = (1+)Z +4+4
a) Déterminer la nature et les ¢léments
caractéristiques de f |
b) Préciser les points f (A) et f @
déterminer I'image par f de la ¢
(CA) |

Bace 19".-
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Complexe

— Idées et Stratégies —

e Si . I’écriture complexe

application S est de la forme Z
Z=aZ+b(be ), alors S est une
similitude directe de centre O image de
I'affixe de solution de I’équation 2’ = az + B
b, de rapport k =| a | et d’angle 6 up P
argument de a. -

d * une :‘.;

8.- Dans lf Elan rapporté au repére orthonormal
directel\0,i, j ), on considére I'application T du
plan dans lui méme qui a tout point M d’affixe
Z = x + iy associe le point M d’affixe
Z=x+liy tel que: Z’-_—-(_—1+_i)Z+l——2i
a) Donnerla nature de T et préciser ses
¢léments caractéristiques
b) Calculer les coordonnées x et y du point M
en fonction des coordonnées x et y du
point M
¢) Déterminer I'image par T du cercle centre
(2;1)etderayon3 :
Bacc 2000

9.- Z étant un nombre complexe quelconque, on
considére le polynéme : |
P(Z)=2Z° -(1+])2? +4Z -4~ 4i
1. Calculer P(2i), en déduire le polyndme
Q(Z) du second degré tel que pour tout
‘complexe Z, P(Z)=(Z-2i)Q(2)
2. Résoudre dans R I’équation P(Z) =0
Dans le plan complexe, on note A, B, C les
images respectives de 2i ; 1 +i;-2i
4. Déterminer le rapport et une mesure de
P’angle de la similitude S définie par :
S(A)=AetS(B)=C

et

10.- Dans le plan complexe rapporté au repere
orthonormal direct (o, #,7) (unité graphique :
lem) ; placer les points A, b et C d’affixes
Tespectives :
a=8;b=-4+4ietc=-4i
8) Ecrire chacun des complexes a, b €t ¢ Sous
forme trigonométrique

b) Démontrer que le triangle ABC est
rectangle isocéle

¢) La similitude directe de centre- 0, de
rapport

k = 2 et d’angle % ransforme A en A ; B

enB et CenC'_ Placer ces images.
Bacc 2000

11.- Dans le plan affine euclidien rapporté au
repére orthonormé(o,#,7) on considére les
points A, B, C d’affixes respectives a = 2,
b=2+ietc=1i
1. Déterminer et représenter le transforme du
quadrilattre OABC par la similitude
directe de centre A, de rapport 2 et dont

une mesure de I’angle est égale 4 %

2. On affecte les points O, A, C des

coefficients respectifs 1, a, a avec (a €R)

a) Déterminer o pour que B soit le

barycentre des trois points O, A, C

affectés de leurs coefficients
respectifs

Déterminer et représenter | ‘ensemble des

points M du plan tel que:

Pl -, et -~

12- Le plan complexe (P) est rapporté 4 un
repére (0, ¥, v) |
1) Déterminer I’ensemble (C) des points M de
(P) d'affixe Z vérifiant :
a-iv3)Z-V3-i|=4
2) On désigne par S I’application de (P) qui a
tout point M d’affixe, associe le point M d’affixe
Z’ tel que :
2= (1-iBJz -3 |
Quelles sont les images par § des points A
d’affixe, Déterminer la nature et les éléments
caractéristique de S
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Probabilité

Chapitre I
Outils de dénombrement

Soit n et p deux naturels, les tirages de p boules,

nombreux problémes dénombrement.

dans une urne qui en contient n, modélisey, "

Modélisation Les p éléments | Les p éléments Outil Notl;m
sont ordonnés sont distincts _ tirage |
Tirages Oui Non Puplet de E n®
successifs avec
’:‘Trl:lgs:s Oui Qui Arrangement 47 = n ]
successifs sans depde E n m
Timgr:?i:ns:ltané Non Oui Combinaison P H
| | | depde E n “‘B—(";'_—-i
1 L

Calculs de probabilités '
* Objectif identifier Jes experiences

aléatoires et dénombrer leur résultat

Expérience aléatoire
«~ Définition

C’est une expérience ou épreuve dont Je
résultat est déterminé par le hasard autrement
dit une expérience dont le résultat est
imprévisible.

Eventualité

C'est un résultat

possible d’upe
€preuve : une possibilité '

Univers ou ensemble fonda enta

L’univers des possibles : le plus souvent
note Q est I’ensembla des résultats &
épreuve donnée ; c’est I’ensemble

des cas
possibles ou éventualités,

on observe le numérg
; s ' Possibles ; 1, 2,3,4,5 6
on dit qu'on a réalisé une expérience aléatoire
(ou épreuve) comportant six éventualités et que

I'univers associg 3 Celte expérience aléatoire
est:Q = {2:3:4:5.6) -

On a cette fois une experience aléatoir
comportant deux éventualités ; I’univers assocs
a cette épreuve est () = {P, F}

Une ume contient des boules blanches,
rouges et noires. On tire une boule dans cete
ume et on note la couleur obtenue ;. trois .
résultats sont possibles: B (la boule eg

blanche), R(la boule est rouge) et N(la boule est
noire) :

* On appelle événenient toute partie de Q.

% Les événements €lémentaires sont 165
parties de O formées d'un seul élément

L"événement Contraire de A, noté 4 est
orme deg €léments de Junivers qut
n’appartient pag 3 A

Dans | ‘exemple dy dé, I'univers associe e
Q‘= {‘l;2:3; 4;5 y 6}

L L’évém;ment «on a obtenu un nombr
. Pair » se note {2;4:6 165
* 050253y g g5y 2 (6) son
€ments €lémentaires
* SEA= {12} alors d= {3,4:5:6)
Par a'lleurs

o L'événement i
vide notée @

3
mpossible est, la pat

)



T & L’événement certain est Iy,
méme

Soient A et B deux événement (e
o L’événement 4 B est
B est réalise -
% L’événements A et B sont incompatibles
si AnB=¢, c’est-a-dire si A etB e
peuvent étre réalises simultanément

univers $2
réalise si Aoy,

Probabilité d’un événement

On lance un dé bien équilibré et on note
le numéro tiré; I'univers associé 4 cette
épreuve est: Q= {1;2;3;4;5;6} la chance
({i;:gparition est la méme pour chaque

* L’événement {3} & une chance sur six
d’étre réalisé; on dit que la probabilité
de cet événement est L

% L’événement {1; 2; 3;4; 5} acing
chances sur six - d’étre réalisé; sa
probabilité est £

% «obtenir un nombre impair» est
I’événement {1, 3, 5} dont la probabilité
est 3

% I'événement certain Q = {1;2; 3; 4;
5 ; 6} a six chance sur six d’étre réalisé;
sa probabilité est 1

% I'événement impossible n’a aucune
chance d'étre réalisé; sa probabilité est 0

«~ Définition .

Soit Q Il'univers associe 4 une
expérience aléatoire. Une probabilité sur Q est
une application P de p(2) sur [0, 1!,. qui &
chaque partie A et Q associe le réel posmf P(A}
appelé probabilité de 1'événement A et qui
Vérifie les conditions suivantes :

Une probabilité est un nombre entre 0 et 1
% La probabilité d’un événement est la
somme des probabilités dc:s.t événements
élémentaires qui le constituent ; .
“* La probahilitg de 1’événement certain est
1 . .
** La probabilité de 1"événement impossible
" est0

Probabilité

~a  probabilité  de
mentaire {a,} est notée Pla,}
Une probabilité P est parfaitement

déterminée par les données des probabilités
des événements élémentaires

I’événement

@

g aj ves a; sas ap
P{a:} pl LR} P‘ sew Pﬂ
Exercice

On lance un dé pipé ; dont les faces sont
numérotées de 1 4 6, et on note le numéro tire.
La probabilité d’apparition d*un nombre pair est
le double de la probabilité d’apparition d’un
nombre impaire et les probabilités d*apparition
de deux nombres de méme parité sont ¢gales

a) Résumer dans un tableau les événements
élémentaires {a, }et les probabilités P{a, }
associées

b) Quelle est la probabilité d’un nombre
inférieur ou égal 4 4

Cas particulier : équiprobabilité
Propriétés
Lorsque les événements élémentaires
pont tous la méme probabilité, la probabilité d’un
Evénement A quelconque est :
( A) _ nombre d'élément de A
P ombred' élément de Q
nombre de cas" favorable"
nombre de cas " possible"

0< p(4)=1
P(A)= card A

P(4)=

card Q

NB.- Situations classiques d’équiprobabilité :

Dé équilibré (non pipé)
% Piéce équilibrée (non truquée)
< Tirages d'objets indiscernables au

toucher, dans une ume
%+ Cartes bien battue -
< Tirage au hasard -
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Propriétés des probabilités

Quels que soient les événements A et
I'univers O

« P(AuB)=P(4)+B(B)- P(An B)
Si A et B sont incompatibles alors :

o P(ANB)=0

et P(4U B)= P(4)+ P(B)
De plus
e AUA=Qdonc: P(A)+PG)= 1
Pour tout événement A ;

o P(d)=1-P(4)

P(4)=

B de

cardA
card(Q)
Les éventualités de A sont appelées cas

favorables
et celles de {2 cas possibles

Idées et stratégies
Si on lance une piéce de monnaie n fois et on
s’intéresse aux n résultats obtenus dans I’ordre
de leur apparition, I'univers correspondant 2
cette expérience est composé de 2" éventualités

'a) 0,13

Cholsir la bonne réponse dans les exercices 1 4 30

1.- On répéte 5 fois le lancer d'une pidce de
monnaie et on s’intéresse aux 5 résultats
obtenus dans I'ordre de leur apparition.
L’univers correspondant A cette expérience est
composé de :

a) 5 éventualités

b) 10 éventualités
c) 32 éventualités

d) 64 éventualités

2.- l{n commercant dispose de 4 unités d’un
certains article en stock. A la fin de la journée il
fait l'inventaire. L’univers O des possibles
correspondants est ;
a) Q=(0,12,34)

. b) Q = {1’2334 '
€) Q=(1,2,34) }

d) Q={0,1,2,3,4)
3~ On lance 3 fois de suite une piéce de
monnaie parfaite. Les éventualités étant les

suite.? de «piles» ou de « face » obtenues
L’univers £ des possibles est : '

a) Q=1{0,1,2,3}

Probay;
b= .{PPP,PPF,PFF,PFP,FFF,FFP’ Fpp, P;:i-lé
¢) Q= {PPP,PPF,PFF, FFF} )

d) Aucune réponse

4.- On lance 3 fois de suite une piéce de
monnaie équilibrée. Les éventualités étan; |,
nombre de piles obtenu. L’univers Q des

possibles est

a) Q=10,1,2.3}

b) Q = {PPP, PPF, PFF}

¢) Q= (PPP, PPF, PFF, FFF)

d) Aucune réponse

5.- Si A et B sont deux événements d’un espage
probabilisé fini tels que : P(4)=0,4;
P(B)=0,5; P(4nB)=0,25 alors P(4u B)

égale d:

a) 0,65 b) 0,9 c) 0,60

6.- Si A et B sont deux événements d’un espace
probabilisé fini tels que :

P(4)=0,42; P(B)=0,22; P(AUB)=049
alors P(AN B) est égale & :

b) 0,14 c) 0,15

7.- Si A et B sont deux événements d’un espace
probabilisé fini tels que :

P(4uB)=%; P(B)=1; P(4~B)=1;alors
P(A) est égale a :
a) § b) & ©) 3

8.- A et B étant deux événements incompatibles

tels que : P(A) = 0,5 et P(B) = 0,4 alors P(AyB)
est égale a -

30,1 . b)09 ¢)0,45 d)04
9.- 8i A et B sont deux événements compatibles

tels que P(A) = P(B) = 0,45 et P(A1B) = 0.0

alors P(AxB) est égale A :
a) 0,60 b) 0,80
) 0,70 d) 0,50

10.- Si on pipe une pitce de monnaie de tell®
sorte que face apparaisse 3 fois plus que pile
alors la probabiljté d’obtenir pile est :

a) b) £

©)3 d $
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me contient dix bmﬂm

et 10-n rouges  (2#n<7). Qp
simultanément deux boules de ’ume. On
]'équipt()babililé de tous ﬁrages de deux
lorsque la probabilité de tirer deux b
couleurs différente est L. n’est égale 4 -
a)n.=7 b)n:-B c).n=4
dn=5 e)n=3oun=7

12.- Dans un groupe de huit éléves, composé de

extrait
admet
boules
ules de

cinq filles et de trois gargons, on choisit au’

hasard trois €léves pour trois rdles dans une
piéce de théétre.

La probabilité pour que 2 filles exactement
jouent deux des rOles est :

15 15
il — b) =2
Y % ) 34
5 13
2 d) =2
) 7 ) 56

- 13- On sait que 35% des individus d’une
- population lycéenne pratiquent le football
(Sport A), que 25% pratiquent le Basket (Sport
B) et 15% pratiquent les deux sports.

On interroge au hasard une personne de la
population considérée. La probabilité pour que
cette personne pratique au moins un des sports
considéré est :

11 5
i b) —
? 20 ) 20
7 9
L &y o=
% 20 ) 20

" 14.- Un sac contient deux boules noires et huit
boules rouges. On extrait simultanément n
boules du sac (1<n < 8). Lorsque la probabilité
d’obtenir au moins une boule noire est §; n est
égale d :
Qyn=3 b)n=4

15.- On tire au hasard et en méme temps 3
limbres d’une pochefte contenant 5 tfm_b.res
haitiens, 4 timbres américains et 6 tlmb’res
suisses. La probabilité de tirer 3 timbres d’un

- méme pays est ;

c)n=2

120 34
Q) —r .

455 b) 455

30 :
C) —— : éponse
) 455 d) Aucune r€po

Ty ' : Probabilité

= On l_ance simultanément deux dés cubiques
umerotés de 1 2 6. la probabilité pour que la
Somme des résultats soit 4 ou plus est :

11 L33
a) — b) 22 3
d)

36 . €) Aucune réponse

17.- 8i dans une classe il y a 22 filles et 18
gargons alors la chance de choisir au hasard un
gargon dans la classe est :

a) 18% b) 22%

c) 36% d) 45%

18.- 30 pour 100 des jetons d’une boite sont
rouges et les 28 autres sont noires. Si on tire
simultanément deux jetons au hasard dans la
boife alors le nombre de jetons qu'il y a dans la
boite est : '

a) 30 b) 70

c) 50 0

8- Un lecteur dans une bibliothéque choisit un
livre au hasard parmi 200 ouvrages dont 150
romans policiers et 50 biographes. 40% des
romans policiers et 70 % des biographes sont
écrits en frangais. La probabilité que le lecteur
choisisse un livre écrit en frangais est :

a) 0,547 b) 0,745

c) 0,675 d) 0,475

19- On tire au hasard et simultanément 2 boules
dans une boite contenant 5 rouges et des boules
noires. Si la probabilité d’obtenir2 rouges est

= , alors le nombre de boules noires est :

-
@10 b) 7 95 d)
9 ",

20- Jacques a en main sept (7) piéces de
monnaie ; trois piéces d’une gourde (1) ; deux
(2) pi¢ces de cinquante (50) tfentimes et deux
(2) piéces de vingt (20) centimes. I.l tire au
hasard et en méme temps trois pieces, la
probabilité pour qu’il obtienne une somme de
deux gourdes est : -
._3.. . b) .E. c) 3 d)
35 735 7

~

X
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' i 10
artes au hasard parmi
d?a 1 ;SIO ;la probablhté pour

71- On choisit 2

artes numérotées . ilite po
‘c:lueel?'a somme des deux cartes tirées soit impaire
est: 5

27 24 3

A= dT
a) 45 ) 45 ) 9 5 A

gces de monnaie; 3

22- Un sac contient 8 pi :
aces de 20 centimes,

piéces de 10 centimes, 4 pi . :
1 pidce de SO centimes. On tire ensemble

piéces, tous les groupes de 3 piéces ont méme
probabilité d'étre tirés. La probabilité d ob?emr
\ne somme supérieur ou égale 4 60 centimes

est...
2 31

A opy=
Vo V5

25
9 36
23- On tire au hasard et simultanément une
main de 5 cartes d’un jeu ordinaire de 32 cartes.
La probabilité d’obtenir 3 carreaux est...
a) 0,678 b) 0,8670 -
c) 0,0678 d) 0,0768

94- On tire au hasard et ensemble 8 cartes d’un
jeu de 32 cartes. La probabilité d’obtenir au
moins un as est :
a) 0,29

c) 0,92

¢) Autre (préciser)

b) 0,17
d)0.71

25- Le jeu de borlette comporte 100 numéros et
3 lots. Une personne achéte deux numéros
différents ; la probabilité pour que ceite
personne gagne au moins un lot est :

a) 0,94 b) 0,60

¢) 0,49 d) 0,06

26- Un jeu de cubes se compose de 13 cubes |

noires et 2 cubes rouges. Si la probabilité

] - H .
d’avoir au moins un cube rouge dépasse E

alors le nbmbrc nde cubes qu'i
| qu'il faut.
simultanément est tel que ; i

a) ne]4, 9]

b) ne |7, 15
c)nep, 15] o

d n'el2 15]

27- A 'occasion d’une tombola 100 billets sont

Pmbﬁbi]ité

la probabilité de gagner au moins une fojg =

égale a I . alors on doit prendre :
=
? b) 12 billets

10 billets s
3 15 billets d) 11 billets

Sur 1000 étudiants d’un lycée 500 étudjey

28- i :
I’anglais ; 2300 - étudient I’espagnol ; |
apprennent lallemand ; 70 D'anglais
I’espagnol ; 50 I'anglais et 1'allemand, 2

I'espagnol et I’allemand, 10 les trois langues
Si on interroge au hasard un de ces 100)
étudiants, la probabilité qu'il n'étudie aucupe
de ces langues est

c) 0,23 d) aucune de ces
réponses

29- A un examen technique, un étudiant doi
répondre & 3 questions sur un total de 30.
Sachant que des 30 questions proposées, il n'en
connait que 20 la probabilité qu'il a de répondre
a aucune question :

a) 0,281 b) 0,0468
c) 0,0221 d) aucune de ces
réponses

30.- Soit un dé cubique # six faces numérotés & -
1 26 Sice dé est truqué de maniére que la

. . ]
probabilité d’obtenir le numéro « 1 » sot -3-&1 :

que les autres numéros aient méme probabilité |
La probabilité d’obtenir un numéro pair sur &
dé est :
2 2 2
a) — =, —
) : b) 5 a3

3
c) —
.)_5

‘FQI- - On considére ['équation du second deg'éi

5 :
l:jl.:u ¥ tl’x *2 ;0 . On jette simultanément un de cubidl®
el un de cubique rouge dont les faces
r]umémtées de 1 2 6. On considére, pour chaqué et
I'équation précédente dans laquelle a est égal a4 ™ g
marqué sur le dé bleu et b le nombre marqué 5“’;%,11;
rouge. Calculer la probabilité de chacun des éVEn®

suivants :
;- L'équation admet deux racines distinctes:
2 L'équation a une racine double. '
. LUtquation admet deux racines ot

vendus, Parmi veux ci, il y a deux gagrants, Sj

conjugides.
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a) 5 b) ss ) 36
32.-Dansunclubde 9 personnes, composé de 5
filles -et de 4‘ SArgons ;. on doit chaisir 4
perscnes pour jouer 4 roles différents dang une
petite picce de théitre, Déterminer [a
probabilité pour que :

8)  Les 4 rdles soient tenus par 4 gargons

b) 3 fiiles exactement jouent trojs des réles

¢)  Aumoins une fille joue P'un des rdles

/:33.- Dans un tiroir, on a rangeé 15 casettes: 4
casettes de musique classique : § cassettes de
rock et 3 cassettes de jazz, On extrait au hasard
et en méme temps 3 cassettes parmi ces 15

cassettes. Calculer l1a probabilité de chacun des
événements suivants *
1. A1« On extrait une cassette de_ chaque
sorte »

2. B:« On extrait 3 cassettes de rock »
3. C: « On extrait au moins une cassette de
jazz »

926
Rép- P(4)= .

56 23

P(8) 455° #E) 455
34.- Une une contenant 6 boules dont 2 rouges
¢t 4 noires. Le tirage d’une boule rouge
rapporte 20 gourdes et celui d'une boule noire
e rapporte rien, on extrait au hasard et
simultanément 2 boules de 1'urne.

Déterminer la probabilité

a) De ne rien gagner

b) De gagner 40 gourdes

¢) De gagner seulement 20 gourdes

S

35.- Une.Umne contient 15 boules dont n sont
blanches (n=>2) et le reste est rouge. On tire
snsemble deux boules de I'ume. o
1. Calculer, en fonction de n, la pmbab&ht
pour que les deux boules tirées solent
blanches. . N
2. Pour auelle valeur de n cette probabilité
est-ellea 1 ?
3. La probabilité de tirer au moins une boule
rouge est supérieur a 4 . Calculer le

nombre maximal de boul’es blanches
contenues initialement dans 1’ urne.

36.- Jean posséde dans le tiroir de son ax.moircds
paires de chaussettes noires, 3 paires de
ttes vertes et 2 paires de chausseties

Probabilité
mélangées
emables au

fouges, mais ces chaussettes sont
dans is plus grand désordre e. indisc
toucher, .
Au momeini ou Jean s'appréte . s'habiller
survient une panne d’électricité, Jean qui est
presse ct qui n'a pas de lampe de poche, prend
au hasard deux chaussettes dans le tiroir.

1) Calcule_r a 0,01 prés par défaut, la
probabilité pour que. Jean ait tiré 2
chaussettes noires,

2) Calculer & 0,01 prés par défaut, la
probabilité pour que Jean ait tiré 2
chaussettes de méme couleur.

3) En supposant ‘que le nombre de
chaussettes vertes et le nombre de
chaussettes rouge restent inchangés,
calculer quel devrait étre le nombre n de
chaussettes noires (....) contenue dans le
tiroir pour que la probabilité d’avoir

deux chaussettes noires soit égale & %
Rép:n=12

boules rouges et ?oules jaunes. On tire
simultanément 3 boules de I'ume. Calculer ia

probabilité de chacun des événements suivants

1. A «obtenir 3 boules de méme couleur »

2. B «obtenir 3 boules de couleurs
différentes »

3. C «obtenir deux boules d’une couleur et
la 3° d’une autre couleur »

4. D « obtenir au moins une boule rouge »

5. E « obtenir aucune boule rouge »

6. F « obtenir an plus deux boules rouges »

X37.— Une ume contient 4 boules blanches, 4{3)

38- Parmi 16 personnes 10 fument des
cigarettes brunes, 5 fument des -cigarettes
blondes, 3 fument les deux.. On choisit 3
personnes et on suppose que les groupes de 3
personnes ont tous la méme probabilité d'étre
choisis. Déterminer la probabilité pour que :

a) Ces trois personnes fument des cigarettes,

b) Ces trois personnes ne fument pas des
cigarettes. ]

¢) une d’entre elles fume uniquement des
igarettes brunes.

fl’)ga.:.l moins deux d'entre elles fument des
cigarettes brunes.
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Chapitre IT iy

’ 30
39- Une classe de lerminale C d'un lycée compte

léves, dont 10 filles. '
éiﬁ C:Mue cours de mathématiques e pm:esie::;
interroge au hasard trois éléves. Déte._lmne‘
probabilité de chacun des événements sugvants .é
a) A:« Exactement deux des trois éléves intemoges

sont des gargons » |
b) B:« Lesgtmls &léves intemogés sont de méme

sexe » .
¢) C:«llya au plus une fille parmi les trois éléves

interrogés » -
2) Pannirlrgg 19 intemes de la classe on compte 4 filles.

On choisit au hasard, dans cette classe de 30

éléves, deux délégués de sexe différent

Déterminer la probabilité de chacun des

evénements suivants :

a) D: « Les deux délégués sont intemes »

b) E:«Un seul des deux délégués est

interne »
Da) = 047 ¢)~ 0,75
2)a) = 0,14

Rep : b)=031
b) =025
40- On tire simultanément 3 jetons dans une
boite qui en contient 7 dont 4 portant le numéro
« 1 » et trois portent le numéro « 2 ». Calculer
la probabilité des événements suivants :

a) A «les 2 jetons portent le numéro « 1%

b) B «tirer au moins un jeton portant le
numéro « 2 ».

¢) C «tirer exactement 2 jetons portant des
numéros différents. » Que peut-on dire

- de cet événement ?

d) D «tirer 3 jetons dont la somme des
numeéros inscrits est supérieure ou égale
a4,

41- On tire au hasard et en méme temps 2

enveloppes d'un lot de 6 dont 2 contenant

chacune un billet de $50, 3 autres

contiennent chacune 1 billet de $100 e Je 6°

est vide. Déterminer la probabilité de

chacun des événements suivants ;

a) A « tirer une somme de $150.

b) B « tirer une somme de $100 »

¢) C'«tirer une somme supérieur ou
€gale 2 $50. Que peut-on dire de cet
événement. |

gmbabilité condifionnelle

Définition Soit A un évén'el.nem el
et B un événement de probabilité nop, -ilil?:qte
L

robabilit¢ que I'événement A _soit el
sachant que B est réalisée ou tout Simplemey, b

probabilité de A sachant que B .
probabilité conditlonn?lle. Cette Probabijy,
notée P(A/ B) est défini ;)ar :
P(AnB
P (A / B) = —WB)—
On déduit ‘de la définition précédente, |,
probabilité de I’intersection
P(AnB)=P(B)-P(4/B) i
P(B)#0
Remarque.-
En échangeant les lettres A et B, on a auss; : §j
p(4)#0;p(A NB)= p(4)- p(B/ 4)
Idées et Stratégies

P(B)(

Sur un arbre de probabilité :
** La somme des probabilités portées par les
_branches issues d’un méme cceur est égale
al
** La probabilité d’un événement est égale
au produit des probabilités par les
branches qui aboutissent & cet événement

I
Indépendance des deux événements
Définition  On dit que deux événements A et

B sont indépendants si P(4 B) = P(4)- P(B)
Idées et Stratégies

Si les événements A et B sont indépendants ¢!
si P(B)# 0, on obtient :

P(4 B)= P(B). P(4/B)

et P(4n B)= P(4)- P(B).

On en déduit : P(4/B)= p(4); 3
Ce qui traduit le fait que la féalisation &°
'influence pas la réalisation de A: A
dépend pas B, 4

De méme, or P(4/ B)= p(B), B ne dépend P

de A
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Exercices
1.- On tire au hasard une carte dans un jeu de 32
cartes dont on a perdu I’as de pique
1) Déterminer la p:obabilité de chacun dcg
événements suivants
R : « La carte tirée est un roj y»
P : « La carte tirée est un pique »
RN P : «La carte tirée est un roi et un
pique » ‘
2) Déterminer la probabilité de tirer up roi
parmi les piques

2.- On tire au hasard une carte dans un jeu de 32
cartes :
1) Déterminer la probabilité de chacun des
événements suivants :
A : «la carte tirée est un roi »
B : « la carte tirée est un pique »
A NB: «la carte tirée est le roi de pique »
2) Calculer la probabilité de A sachant que B

3.- Dans un collége de Port-au-Prince, 25% des
€léves échouent en mathématiques, 15%
échouent en chimie; 10% échouent en
mathématiqués et en chimie. On choisit un
éléve au hasard

1. Si I’éléve a échoué en chimie, quelle est
la probabilité pour qu’il ait aussi échoué
en mathématiques ?

2. Si I’éléve a échoué en mathématique's
quelle est la probabilité pour qu’il ait
aussi échoue en chimie ? o

3. Quelle est la probabilité pour qu’il ait
échoue en mathématique ou en chimie ?

d- Une boite A contient 8 objets dont 3
défectueux, Une boite B contient 5 dont-2 sont
~ défectueux, On prend au hasard un objet dans

chaque boite., _ .
3 Quelle est la probabilité d’avoir 2 objets

non défectueux ? , _ "
b) Quelle est la probabilité qu’un objet soi

. défectueux et 1’autre non ?7

~ ©) Sil'un des objets est défectueux et l'autre

non, quelle est la probabilité pour que
'objet défectueux provienne de la boite A 7

Probabilité

Chapitre I11

) Variable aléatoire —loi de probabilité
Objectif . D¢ -ouvrir une variable al”atoire
gt déterminer sa loi de probabilité

Variable aléatoire

. Une ume contient cing  boules
indiscemables au toucher. Deux sont blanches
et les trois autres sont noires. On extrait
ensemble deux boules de I'urne en convenant
que chaque boule blanche tirée rapporie une
gourde et on note X la somme ainsi gagnée.
Lors du tirage, on peut obtenir 0, ou 1 ou 2
boules blanches, donc le gain X peut prendre
les valeurs 0 ou 1 ou 2

l

X prend des valeurs réelles qui
dépendent du résultat de I’expérience ; X est
donc une variable aléatoire

Loi de probabilité ou distribution de d’une

variable aléatoire X

C'est I'application / définie par
f:x@)—-[o 1]
x:"f(xi)=.P(X=xf)=pt

Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs
X3 X,5..5%, avec les probabilités respectives

Pyi Pyses P, - La loi de probabilité de X peut
éire résumée dans le tableau suivant :

X; X X, X,

£ P P Pa

Le diagramme correspondant & la loi de
probabilité de la variable aléatoire X ci-dessus,
appelé diagramme en bétons, est donné par :

P(x

x <0

L,

P,
! P ~ s
X I X4 ‘xn X
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- La fonction de répartition de la varia

variable aléat

oire X et courbe cumulative

Fonction de répartition d’une

dessus est I"application F définie par

ble aléatoire X dont

la loi de probabilité est définie ;.

F:R> [0;1]
* € — F(x)= P](:Y“OS;—J;)l[ [x| ;xz[ lxz;xll E,.,;-HJO[.
F(x)= 0 P, P+ P ‘

La représentation graphique de cette fonction appelée « Courbe cumulative » est donnée

F(x)4
r—
1
<
P, ——C
: A —

Espérance mathématique: Variance et écart-

e d’une variable aléatoire X

Considérons la loi de probabilité de la variable aléatoire définie ci-dessus et ajoutons au tableau deux
colonnes : x,P, et x/p,

X‘ xl xz x:’ sen x" TOtﬂ]
A p | P P p i
" Pi=1
xF, XP | YPr | J3Ps | | X P 3
‘ . nin X Bi: E X
2 2 g I ( )
X P | /B xzzpz x,-fp, x’p SR :
R X!Pi=E\X*
S xeri= £(x)
L’espérance mathématique de X encore appelée
mc()ye)nne pondérée de X est le réel ﬁ!éﬁm par : Idées et Stratégies
E\X)=x,p, +x,p, +...4+x,p. =) X P
; o “* Un jeu est bénéfique, profitable oV

Remarqgue

E(X’);x,’p, +xip, 4.4 x2p, = ixﬁ-p' pe

La variance de X notée V(X) est le réel positif
défini par : (X )= E(x?)- [E()F

L’écart-type de X notée o(X) correspond 4 |
racine carrée de la variance

o(x)= JE(X*)-[EX)

=

- I'espérance mathématique

ﬁvantag_eux si ’espérance ma[hémaﬁqutf
est positive ou si la mise est inférigure

Un jeu est déficitaire ou désavantage®™
si  DPespérance  mathématique ©
négative ou si la mise est supérieur®
1 espérance mathématique .
Un jeu est équitable si Iespéran™
mathématique est nulle ou si elle &

égale A la mise

7




Idées et Stratégies

'[?‘ép:euve en question.
2)On détermine les valeurs prises par X,
3) On calcule les probabilités assocides 3

chague valeur de X

Exercices
péterminer Ia loi de probabilité de |a
variable aléatoire dans les excecices | ae6

1.- D'une boite de 9 jetons numérotés de | ag;
on en tire simultanément 3 jetons. Si X est le;
variable aléatoire égale au nombre de jetons
pairs tirés.

2.- D'une boite de 9 jetons numérotésde 124 9 ;
on tire au hasard et simultanément 3 jetons. Le
tirage d'un jeton pair rapporte 2 points et celui
d'un jeton impair cofite 1 point. On note X la
- variable aléatoire égale 4 la somme des points
eventuellement négative obtenue en tirant 3
jetons de la boite. '

' 3.- D'un sac de 8 boules dont 4 noires et 4
- Touges, on tire simultanément 4 boules. Soit n le
. nombre de boules noires tirées. Si X est I'aléa
‘numérique tel que X = 2n-4.

5'4-- Une urne contient 7 jetons dont 4 portent le

‘muméro 1 et 3 portent le numéro 2. on tire au
‘hasard et ensemble 3 jetons de I'urne. Si X est

la variable aléatoire égale 4 la somme des
chiffres portés par les 3 jetons tirés.

S~ Une urne contient 6 boules blanches et_ .
boules noires indiscernables au toucher. On tire
“Simultanément 3 boules de I'ume. Si X est la
variable aléatoire égale au nombre .de e
blanches restant dans 1’urne aprés le urage.

6.~ On jette un dé non pipé numéroté del1aé6;

chaque face 4 la méme probabilité g m?
pparue. Si on obtient un (1) on gagne : pomt{;
Si on obtient un (6) on gagne 6 points ’et b perl

2 points dans tous les autres €as. Si X est' a
varible  gléatoire  égale  aux  EAIS
(éventuellement négatifs).

gftll;her la bonne réponse dans les exercices 7

7- Une variable aléatoire discréete X prend les

valeurs 0, 1, 2 ct 3 avec les probabilités
. 1 1 1 1
respectives —, — _— —.
i et < On donne les
réponses suivantes :
a) £(X)=35 b) ¥(X)=-2
¢) §(X)=133 q) pG <X 52); %

8- Une urne contient 10 boules 4 numérotées 1
et les autres portent le numéro 5. On tire au
hasard et en méme temps 2 boules de I'ume. Si
X la variable aléatoire égale a la somme portée
par les 2 boules tirées, alors I'écart type de
Xest:

a) 6(X)=4/2,61
¢) 8(X)=+/0,76

9- Une urne contient 5 boules numérotées 1, 2,
3,3, 4. Sion tire au hasard et simultanément 2
boules et on fait la somme X des nombres
inscrits sur les deux boules tirées, alors 1’écart

type de X est:
a) 5(X)=52 b 6(x)=41,56
d) 5(x)=156

¢) 8(x)=+52

10- Un sac contient 10 billes dont 6 rouges et 4
vertes. Si on tire simultanément 3 billes du sac
et on désigne par X la variable aléatoire égale
au nombre de billes rouges tirées alors 1'écart

type de X est:
a) 6(x)=18 b &(X)=418
d) 8(x)=0,56

¢) 8(x)=/0,56

11- Un sac contient 10 jetons numérotés de 1 a
10. Si on tire au hasard et en méme temps 3
jetons du sac et on désigne par X la variable
aléatoire égale a la valeur du plus grand des
numéros figurant sur les 3 jetons tirés., Alors
I’espérance mathématique de X est :

a) E(X)=6,7 b E(X)=877

) E(X)=177 d) E(X)=8,25

b) 8(X)=0,76
d) 6(x)=2,61
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12- La loi de probabilit¢ d’une variable
* aléatoire est donnée par le tableau suivant ;.

N

Xi -2 -1 0 I 2
A R P
Sachant que E().’)==% et 5(,1’)=i?, le
triplet £,, P, P, estégaled:
ST B 5 )
(% 55 1) ok 3P

13- Un sac contient 5 jetons ol sont inscrits
respectivement les entiers

-2 (13 (0.0 @

Si on tire simultanément 2 jetons et l'on
désigne par X la variable aléatoire qui prend
pour valeur la valeur absolue de la différence
des nombres obtenus, alors I'écart type est :

a) 6(x)=1 b 8(x)=1,73
¢) 8(x)=2 d) 8(X)=173

14- Une urne contient 5 boules numérotées de 1
4 5; on effectue dans cette ume deux tirages
d’une boule au hasard, avec remise et on
considére la variable aléatoire X qui, & chaque
couple de boules, associe la somme des
nombres obtenus. L espérance mathématique de
X est
a) 6,6 b) 7,6 c)6  d)s6

15.- Soit X la variable aléatoire dont la loi de
probabilité est donnée dans le tableau suivant

X, [3]2 [T 0 |1 |2
B k%2 |3 % | &

Déterminer a puis construire le diagramme de la

loi de probabilité de la variable aléatoire X

1) 2 Calewer P(X>-1); P(x<I)
P(-3< X <1)

2)  Etudier et représenter graphiquement la
fonction de répartition de X

3) Calculer I'espérance et I"écart-type de X

b )

16.- Une ume contient 4 boules blanches et 3
boules ncires. On tire simultanéinent 3 boules

=

asard. On désigne par X |5 .
:ﬁ‘:agire égale au nombre de boules l:;:;f:l’-'
tirées _ - oy
1) Déterminer la loi de probabilitg g X
construire son diagramme et
2) Déterminer la probabilité des é;Vénemems
suivants :
X=1 bpX>2 ¢) 0 X <3

3) Etudier et représenter graphiquemep, .
fonction de répartition de X |

4) Calculer |’espérance mathém-atique, la
variance et |"écart-type de X

17.- Une urne contient 10 billets de une gourge,
et 5 billets de deux gourdes. On tire au hasard ¢
en méme temps 4 billets de 'urne.

1) Déterminer la probabilité de tirer au ply
deux billets de 2 gourdes

2) On désigne par X la variable aléatoire égale 3
la somme en gourde des billets tirés.

a) Déterminer la loi de probabilité de X &
construire son diagramme

b) Etudier et représenter graphiquement |a
fonction de répartition de X

¢) Calculer ['espérance mathématique, Ia
variance et I'écart-type de X

Rép.1) 0,92
2) ¢) E(X)=5,33 V(X)=0,70 o(X)=083

18.- La loi de probabilité d’une variable
aléatoire X est donnée par le tableau suivant:
X = x, 0 1 2 3 3 5
%% (& [% %]
a) Compléter le tableau précédent
b) Représenter graphique la fonction de
répartition de la variable aléatoire X
¢) Calculer la moyenne, la variance €
écart-type de X
EX)=2V(X)=2,64 &(x)=162

19.- La loi de probabilité de la variable aléatoir®

X est donnée par le tableau suivant ;
X; 2 |1 3 |7 m
fGe=x) [01]02 ] [03]

a) Compléter le tableau
pX =3)= p(x =10) t

b) Calculer I'espérance mathématiqu® ¢
Iécart - type de X
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9 Erudier et représenter la fonction de

* répartition de X

) . Le tableau ci-dessous représente la loi de

_pabilité d'une variable aléatoire X
[ ¥ x, 2 (<110 [1]2

o{ X représente le gain d’un joueur a un jeu

8) Déterminer a et b pour que ce jeu soit
¢quitable

) On suppose que a =% et b=3,
construire le diagramme en biton et la
courbe cumulative de la fonction de
répartition de X

c) Calculer I'écart — type de X de la loi de
probabilité de X

I- On lance trois fois de suite une piéce de
‘monnaic bien équilibrée. X étant la variable
léatoire définie par les résultats suivants :

. On gagne 2F pour chaque « 2 piles obtenues
Exactement »

On gagne |F pour chaque «2 faces obtenues

exactement »
-a) Donner la loi de probabilité de X.

b) Déterminer I'espérance mathématique
de X.
©) Caleuler la variance et I'écart-lype de X.

Pcrd 2F pour chaque « 3piles obtenues

F d’une variable

22.- La fonction de répartition
4 leau ci-dessous

Fowo,-3[ 113,50 |56 (6, 8[ | [8,+
I = |2 |-
1 4 12 ] .
1) Compléter ce tableau et donner la courbe

cumulative de F
? Donner la loi de probabilitc’ de X
) Calculer I’espérance mathématique E(X)

et Pécart-type o(X)

" Soit X une variable aléatoire déﬂnie.s.ur
Wivers d'un espace probablhsé

X S"’I,F(,I):O

-—l<xSl,F(x)=—26-
1<"$2,F(x)=% 2<x54,-F(x)=—;- '
4<xss,F(x)=]lU x>5F(x)=1

Pe=x) [z |2 [& [b[& | 1

1. Déterminer la loi de probabilité de X .

2. Calculer I'espérance mathématique €t
I’écart-type de X

3. Tracer, dans le plan muni d’un repére, la
coure cumulative de F.

24- On donne le tableau de la probabilité de la
loi de probabilité de la variable aléatoire X

suivant : -

Xi -2 1 3 7 a

%P:(Q);P). La fonction de répartition est
~iinie par ; :

Pi 1710 | b 2/10 [3/10 [ 2/10
1) Trouver b. )

2)  Déterminerasi E(X)= -’:%.

3) Vérifier que le calcul de I’écart type de

X donne 3,87.
4) Etudier et représenter graphiquement la
fonction de répartition de X suivant

25- Soit (Q; p(Q); p) un espace probabilisé

fini et X la variable aléatoire sur ) prenant les

valeurs -3, -2, 1, 3, 4 avec les probabilités
] 1 1 .

respectives 5 b, 0’ 5,c. Sib=2c:

a) Déterminer lesréels b et c.

b) Calculer I'espérance mathématique et la

variance de X .

c) Etudier et représenter graphiquement la

fonction de répartitionde X
1

1
L —__ et F_
Rép.a) ¢ 5 3
b) E(X)= -]10- V(X)=1.69

25- Dans un lot de 10 cartes dont 5 dames, 3
rois et 2 valets on extrait au hasard et
simultanément deux: cartes.  Sachant qu’au
tirage un roi rapporte 5 points, une dame 2
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ints, et valet fait perdre un
g:: X la variable aléatoire correspond 4 la

somme des points obtenus sur les deux cartes.
a) Quelles sont les valeurs de X a

b) Déterminer la loi de probabilité de X.

¢) Calculer la moyenne et I’écart type de X.
Rép.a) X(Q)={-2 1, 4, 7, 10}

c) E(x)=% 5(x)=28

26- On considére deux dés fantaisistes dont les
faces sont numérotées de la fagon suivante :
le premier 1, 2,2, 3, 4,4
le second 1, 3,4, 5,6, 8
a) On lance en méme temps les deux dés et
on appelle C le chiffre des unités de la
sommes des points obtenus, on suppose
que chaque face a la méme probabilité
d'étre apparu,
1) Préciser le nombre de résultats
obtenus.
2) Déterminer la probabilité pour
que C soit un nombre premier.
b) Si X est la variable aléatoire égale au

chiffre des unités de la somme des

points obtenus lors des lancers des deux
dés. Trouver I'écart-type de X.

27- On place dans un sac, 4 jetons blancs
numérotés de 1 & 4 et 6 jetons noirs numérotés
de 1 4 6. On tire simultanément 2 jetons de ce
sac, on suppose que fous les tirages sont
équiprobables.
1) a) Combien y at-il de tirages distincts ?
b) Quelle est la probabilité de tirer deux
jetons de méme couleur ? '
¢) Quelle est la probabilite de tirer 2
jetons portant le méme numéro.
~2) On appelle X la variable aléato
tirage des jetons numérotés a et
valeur absolue de la différence b-p
a) Quelles sont les valeurs prises
b) Quelle est 1 aloi de probabilité ﬂa: }f’( ??

Calculer [D'espérance mathémat;
variance de X, Taue et

1) a) Carded = 45

ire qui, au
b, associe a

la

b) P(A) = 1—75.

point, on désigne I Q) E(X )=198 V(X)=1,61

28- un sac contient quatre jeton bl
numérotés 1, 2, 3,etd4; un autre sac & FUS
trois jetons rouges numérotés | 2, et 3m_r°“‘
extrait un jeton de chaque sac ; soit a Je no-mbon
porté par le jeton bleu et b celui pong parr[e
jeton touge. Les couples (a, b) possibles
suppose que tous ces couples (a, b) ont [a Méme
probabilit¢ d’étre obtenus. Soit X Ia yarjyy,
aléatoire qui associe la nombre a+h 3 chaque
tirage de deux jetons.

1) Quel est le nombre d’éventualités ?

2) Déterminer les valeurs prise par X, sa loj de
probabilité et son diagramme.

3) Calculer I’espérance mathématique et Jy
variance de X .

4) Etudier et représenter graphiquement [a
fonction de répartition de X .

1)CardQ =12

2 x@)={, 3, 4, 6 7

3) E(X)=4,5 ¥(X)=192

29- Dans une boite il y a 10 jetons dont I
rouges et 7 blancs. Les jetons rouges portent
chiffre 2 et les jetons blancs le chiffre 1. Ontre
au hasard et successivement avec remise 2
jetons de la boite.
a) Calculer la probabilité d’obtenir 2 jetons de
méme couleur. ‘
b)Si a et b désignent respectivement les
nombres portés par le premier et le swofld
jetons tirés, on définit la variable aléatoi®
X=d’-b,
1) Donner 1’univers-image de X .
2) Déterminer la loi de probabilité de X.
déduire la moyenne de X

gs

30- Une vanavle aléatoire discret® preﬂ'dli:és

valeurs 1; —2 et 3 avec les pro” e

respectives Ina,lnferlnd OV csnl' &

strictement positifs (a, 4,4)

Progression géométrique puis on
a) Calculer. (& ,49, A)



3 Etudier et représenter |a fonction de
_ répariition de X
’ Le tableau ci-dessous représente 1a loi de
probabilité d’une variable aléatoire X

¢quitable

b) On suppose que a=L g b=2,
construire le diagramme en biton et Ia
courbe cumulative de |g fonction de
répartition de X

¢) Calculer I'écart - type de X de 1a loj de

probabilité de X

21.- On lance trois fois de suite une piéce de
monnaie bien équilibrée. X étant la variable
icatoire définie par les résultats suivants -

On gagne 2F pour chaque « 2 piles obtenues

'l%i" gagne 1F pour chaque «2 faces obtenues
EXactement » )

= On perd 1F pour chaque « 3faces obtenues
exactement »

On perd 2F pour chaque « 3piles obtenues
[SXactement »

-2) Donner la loi de probabilité de X.

b) Déterminer I’espérance mathématique
de X.

©) Calculer la variance et I’écart-type de X.

#- La fonction de répartition F d’une variable

[ x=<- = 3
Xs=LF(x)=0 -1<x$l,F(x)=2—0

1 -
1<xs2,F(x)=-§ 2<x<4,F(x)=>
P X>5,F) =1

X=x.| % -1 0 1|2
F};("':xi) 'ls' A ‘;;6 b % i

4<xss,F(x)=l%

—e

1. Déterminer la loi de probabilité de X .

2. Calculer I'espérance mathématique et
I"écart-type de X

3. Tracer, dans le plan muni d’un repére, la
coure cumulative de F.

24- On donne le tableau de la probabilité de la

loi de probabilité de la variable aléatoire X
suivant : :

Xi -2 1 3 7 a
Pi 1710 | b 2/10 |3/10 |2/10
1) Trouver b. )

2)  Déterminerasi E(X)= %z—' .

3) Vérifier que le calcul de I’écart type de

X donne 3,87, -

4) Etudier et représenter graphiquement la
fonction de répartition de X suivant

25- Soit (& p(Q) P) un espace probabilisé
fini et X la variable aléatoire sur © prenant les
valeurs -3, -2, 1, 3, 4 avec les probabilités
A | 11
SP ves —, b, —_!_,-S‘_:
respectives 3 T 1b=2¢
a) Déterminer les réels b et ¢.

—=olre X est définie par le tableau ci-dessous
< [T, 3 [5, 61 | (6, 8L

[8, + |

b) Calculer Iespérance mathéma

tique et la
variance de X .

7 X
1 B r

¢) Etudier et représenter graphiquement |a

) Compléter ce tableau et donner la courbe
Cumulative de F

Donner 1a 16 de probabilité de X
Calculer espérance mathématique E(X)
® Pécart-type o(x)

Soit X une variable aléatoire définie sur

oS Q  dun espace probavilisé
’ P (€2;P). La fonction de répartition est
-tinic pa .

fonction de répartition de Y

Rép. a) p=1

3
V(X)=17,69

=L o
6

b) E(X)= IIE

25- Dans un lot de 10 cartes dont 5 dames, 3
rois et 2 valets on extr

ait au hasard e
simultanément dew: cartes.  Sachant qL’au

tirage un roi rapporte 5 points, une dame 2
75




' désigne
points, et valet fait perdre un point, ognd e
pa: X la variable aléatvire cOTTESP

somme des points obtenus zur ;s deux cartes.
2) Quelles sont les valeurs 6 4 -

b; géterminer la loi de probabilité de ()i{ ; 2
¢) Calculer la moyenne €t ['écart type dé A .

Rép.a) X@)=F2 L 4 7 10}
0 E(x)-:?ji 5(x)=28

26- On considére deux dés fantaisistes dont les
faces sont numérotées de la fagon suivante :
le premier 1, 2,2, 3, 4, 4
lesecond 1,3,4,5,6,8
a) On lance en méme temps les deux dés et

on appelle C le chiffre des unités de la
sommes des points obtenus, on suppose
que chaque face a la méme probabilité
d'étre appanu.
1) Préciser le nombre de résultats
obtenus.
2) Déterminer la probabilité pour
que C soit un nombre premier.
b) Si X est la variable aléatoire égale au

chiffre des unités de la somme des
points obtenus lors des lancers des deux
dés. Trouver I’écart-type de X.

27- On place dans un sac, 4 jetons blancs
numérotés de 1 4 4 et 6 jetons noirs numeérotés
de 1 6. On tire simultanément 2 jetons de ce
sac, on suppose que tous les tirapes -
équiprobables. 55 sont
1) a) Combien y at-il de tirages distincts ?
b) Quelle est la probabilité de t;
jetons de méme couleur ? e
¢) Quelle est la probabilité de 1:
jetons portant le méme numéro, i
2) On appelle X la variable aléatoi i
C - - ) Olr
tirage des jetons numérotés a et b a:sguf, aul
valeur absolue de la différence b-g ==l
a) Quelles sont les valeurs prises
b) Quelle est | aloi de probabilité l311&3 ;’ ??
Calculer ['espérance math
variance de X. |

1) a) CardQ) = 45

émaﬁq]_]e et la

b)p(4)=%

| ¢)E(x)=198 V(X)=161

28- un sac contient quatre jetone .
numérotés 1, 2, 3, et 4; un autre ga, o

trois jetons rouges numeérotés 1, 2, ¢ 5 eny
extrait un jeton de chaque sac ; soit a Je no‘ﬂ-} bon
porté par le jeton bleu et b celui portg 1
jeton rouge. Les couples (a, b) possibleg 0]:
suppose que tous ces couples (a, b) ontla Méme
probabilité d’étre obtenus. Soit X [a varigy,
aléatoire qui associe la nombre atb 3 chagye

tirage de deux jetons.
1) Quel est le nombre d’éventualités ?

2) Déterminer les valeurs prise par X, sa loj de

probabilité et son diagramme.
3) Calculer I’espérance mathématique et g

variance de X .

4) Etudier et représenter graphiquement la
fonction de répartition de X .

1)CardQ2 =12

2) X(Q)={, 3, 4, 6, 7}

3) E(X)=4,5 V(X)=192

29- Dans une boite il y a 10 jetons dont 3
rouges et 7 blancs. Les jetons rouges portent le
chiffre 2 et les jetons blancs le chiffre 1. Ontre
au hasard et successivement avec remist 2
jetons de la boite. | :
a) Calculer la probabilité d’obtenir 2 jetons &
méme couleur. :
b)Si a et b désignent respectivement les
nombres portés par le premier ¢t le seco?
jetons tirés, on définit la variable aléa™
X=d’-b.
1) Donner I’univers-image de X
2) Déterminer la loi de probabili
déduire la moyenne de X

t6 de X- B

Jes

30- Une vanuole aléatoire discrét® pﬁbni(:itﬁ

valeurs 1; —2 et 3 avec les probé eS|

respectives In a,In fetin A ol lesnl' ef

Strictement  positifs (e, 5, 4) Es;)f’
Progression géométrique puis on pras

8) Calculer, ( a9, 1) % |




b Calculer la variance et I’écart-type de X
§ péterminer la fonc.ion de répartition de x

41 Dans une Dbibliothéque se trouvent 1
iivrcs - 50% de ces livres sont écrits en Anglais.
90% sont écrits en Allemand et 30 % sont €crits
en Russe. On prélév? au hasard et avec
équiprobabilité S deces h.v‘res.

1) Calculer la probabilité des ¢vénemeits
sujvants .

A:»3 livres sont €crits en une langue et 2 ep
une autre »

B « Plus de 2 livres sont écrits en Anglais »

C) « Moins de 3 livres sont écrits en Russe »

2) Soit X I'aléa numérique qui, & chaque
prélevement de 5 livres, associe le nombre de
volume en Russe prélevé.

a) Déterminer la loi de probabilité et la fonction
de répartition de X' puis les construire.

b) Calculer I’espérance mathématique et "écart
typede X . '

32- Dans la salle de conférence pénétrent
'un aprés 1'autre et au hasard 6 journalistes
dont 4 haitiens et deux canadiens.

2)  Quelle est la probabilité que 2 haitiens
pénétrent en premier et un canadien en dernier.
b)  Soit X la variable aléatoire qui prend
pour le pombre de journalistes haitiens qui
Pénétrent dans la salle avant le premier
joumnaliste canadien.

1) Trouver la loi de la probabilité de X.

%)  Calculer la variance de X.

3)  Déterminer la fonction de réparation de
X,

33.- Une variable aléatoire discréte X prend les

valeurs 3, 4, 5 et 6, Sachant que P(X >5)=1 5

PX <5)=y; P(x=3)=P(x=4)

Déterminer 1a 1oj de probabilité de X puis 50
. agramme en baton

?f“"miner la fonction de répartition de X et 52
UIbe cumulative

tpe de X s

S ucher numérotg :
Le tirage d"une boule ;i ittt
© impaire » rapporte ur..

so (3
Lemtr‘:;; do!:it! le montant est €gal au numéro tire,
8¢ d'une boule paire »fait perdre upe

S0mme dont le montant est goq] A iti
NUmEro firé, gal a Ia moitié dy

Soit X la variab
(éventuellement
tirage.
Déterminer la loi de probabilité de X

Etudier et représenter graphiquement 1a
fonction de répartition de X.
Accepteriez-vous de payer 1 gourde pour
participer a ce jeu ?

le aléatoire égale ay gain
egatif) obtenu 4 Iissue d’un

35.- Un dé est truqué de telle sorte que les
probabilités d’apparition soient proportionnelles
aux numéros. Soit X la variable aléatoire
définie par le numéro sorti

Définir la loi de probabilité de X puis construire
son diagramme

Déterminer la fonction de répartition de X et
construire sa courbe cumulative

Calculer I’espérance mathématique E(X) et
I’écart-type ofX)

36- On jette successivement sur une table
deux dés tétraédriques dont les faces sont
numérotées de 1 4 4. On note X la variable
aléatoire égale au produit des nombres obtenus.
Donner la loi de probabilité de X puis son
diagramme en bétons. N

Donner la fonction de répartition de X et sa

ative. .

g;lu::gtlae‘:'uﬁglpémnce mathématique, la vanance

et I’écart ;ype de X.

: ‘un dé parfait, on
. Dans le lancer _dun i '
2Znsidére I’aléa numérique discret X ‘qlll;
associe a « 1 »1a valeur 0, a un nombre pé:;lrl .
valeur « 2'», & un nombre IMpair autre que
5. | L3
. v?]eulgonner les valeurs prises par Xé _—y
2- Déterminer 12 loi de ppbabzht e
] la représenter par un dlagra.@é‘;nll:t.i o
Calculer |’espérance ﬂ_ﬂal; que,
g variance et 1'écart type de X.
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38  Les six faces d’un dé cubique sont

numérotées comme : 3, 4, 5, 6, 6, . On ac_i:pet

que lors d'un lancer, la probabilité d’apparition
de chaque face estkx, x étant le numéro de la
face supérieure et k un réel.

1- Trouver la valeurde k.

2- On considére I’épreuve qui consistc a
lancer le dé unme fois. Soit X la variable
aléatoire qui, 4 chaque épreuve associe le
nombre inscrit sur la face supérieure du de.

a- Trouver la loi de probabilité de X.

b- Décrire la fonction de répartition F de
X et donner sa représentation graphique.

c- Calculer I'espérance mathématique, la
variance et |"écart type de X.

39-  Une expérience aléatoire consiste 2 tirer
une carte des huit cartes retournées : sept, huit,
neuf, dix, valet, dame, roi et as. Le tirage d’un
as rapporte 20 points ; celui d'un roi et d’une
dame rapporte 10 points ; celui d’un valet et
d’un dix rapporte 5 points et celui des autres
cartes ne rapporte rien, On désigne par X la
variable aléatoire égale au nombre de points
obtenus.

1- Déterminer la loi de probabilité et la
fonction de répartition F' de la variable
aléatoire X .

2- Construire le diagramme de la loi de
probabilité et la courbe cumulative de la
fonction de répartition de X.

3- Calculer I’espérance mathématique, la
variance et |'écart type de X .

Rép. E(X)=6,25 V(X)=4219 o(X)=6,49

40- Un jeu consiste a lire le nombre obtenu en

grattant (4) cases placées cbte 4 cbte ol peut

apparaitre au hasard sur chacune d’elles un et
un seul des chiffres 1, 2, 3 et 4.
a) Justifier que la quantité de nombre

possibles a lire est 256.
b) Calculer la probabilité de lire :
1) Un nombre de quatre chiffres
identiques.
2) Un nombre de quatre chiffres
différents.

¢) X estla variable aléatoire qui preyq i

valeur 1 si le nombre lu est pajr o la
valeur 0 sinon. Donner la distributio, e

X et I'écart-type de X. '

41- Un sac contient 7 jetons tels que trois gq,
noirs et portent des chiffres 1, 2, 2. Quatre gqp
rouges et portent es chiffres 1, 1, 1, 2. On jp,
ensemblc 3 jetons du sac ; on suppose que |eg
jetons ont la méme probabilité d’étre tirés.

1) Calculer la probabilité pour que parmi les 3
jetons tirés, deux et deux seulement soien

TOUEES.

. 2) Soit X la variable aléatoire qui & chaque

tirage, associe la somme des chifires portés par

les jetons tirés.
a) Déterminer la loi de probabilité de A",

b) Calculer I’espérance mathématique, I
variance et I’écart type de X .

42- Un sac contient 7 boules bleues et 3 boules
rouges. Un joueur tire simultanément 5 boules
du sac. On désigne par X la variable aléatcire
égale au nombre de boules rouges obtenues par

le joueur.

1) a) Déterminer la loi de probabilité de X

b) Calculer E(X), V(X) et 8(X).

2) Pour chaque boule bleue tirée, le joueur
gagne a gourdes et pour chaque boule rouge
tirée, il perd & gourdes ; on note Y la variable
aléatoire égale au gain algébrique du joueur.

a) Quelle est la loi de probabilité de ¥ .

b) Trouver une relation entre aet b si E(Y)=0

1)b) E(X)=3,5, ¥(X)=0,58, 6(X)=0,6
2) b)?ﬂ—Bb =0.

43.- Soit Q I"univers fini associc a une épreuve
et X une variable aléatoire définie sur Q dont
l’uni'vgrs image est

X(Q)= {2;4;6;8;1_0} . Sachant que pour tout
entier k de X () la probabilité de 1'événement
(X=k) est proportionnelle a k

a) vérifier que p(X=k) = 3%
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b péterminer la 1oi de probabilité de x. gy
| déduire la variance de x

;iDéﬁni’ 1a fonction de répartition de x
. On lance trois fois de suite une pidce d
:fonnaie équilibrée. Les é€ventualités ?Lant 19,:
| uites de « Piles » ou de « Faces » obtenues,
' |) Déterminer I"univers des possibles
2) Calculer la probabilité de I’événement Pile
apparait exactement deux fois
3) On désigne par X I’aléa numérique discret
représentant  le  nombre de  fois
que « Face » apparait
a) Déterminer ’ensemble des valeurs
prises par X et sa loi de probabilité
b) Calculer la variance de X

45~ On lance trois fois de suite une piéce mal
&uilibrde, A chaque lancer, il y a une
probabilité égale & - d’obtenu « Pile » comme
résultar, Les résultats des lancers successifs sont
indépendants. On appelle X la
variable aléatoire désignant le nombre de fois
qu'on & obtenu « Pile » & ’issue des 3 lancers
8 Quelles sont les valeurs prises par X ?
b) Quelle est la loi de probabilité de X ?
t) Représenter cette loi par un diagramme ¢n
batons (les probabilités seront calculées a

107 pres)

4.~ On lance un dé blanc et un dé noir, chaque
& ayant ses faces numérotées de 1 4 6. Soitale
mbre obtenu sur la face supérieure du dé
blang e b celui obtenu sur la face supérieure du
’.‘dé Moir, Les éventualités sont les couples (a, b)
.Mble. On suppose que tous les couples Ulnt la
Ut chance d’étre obtenus. Soit X la variable
oire qui, 4 chaque couple (a, b) associe le
.?éelxte] que :
* X=} siaest pair;
. " x=)41 sia est impair et

différent de

3;
' x=h4+2sia=5 .
D'Quel est le nombre d"éventualites

) %‘;Ssibles ? -
terminer 1a loi de probabilité d¢

] oi de pro o

) Déterminer 1a fonction de répartition de X
®la représenter g raphiquement

4) Calculer [’esp: -

' y Péﬂincc m fhé i
Pécart-type de X athématique et

Rép.

E(X)=416 v(X)=341 s(x)=136

47.- Dans un jeu de hasard, un joueur a misé
une gourde sur le numéro 5. Le jeu consiste 4
Jeter deux dés parfaits. Si le numéro 5 est
obtenu sur chacun des deux dés, le joueur regoit
5 gﬂm:.des. Si le numéro 5 est obtenu sur seul
dé¢, le joueur regoit 2 gourdes. S'il n'est obtenu
sur aucun dé, le joueur perd sa mise
a} Quelles sont les probabilités respectives de
ces 3 événements
b} Le gain du joueur (somme pergue sur la
mise est une variable aléatoire). Quelle est
son espérance mathématique ? Quelle
conclusion peut-on tirer 7

48.- Un sac contient six boules numérotées :
une porte, le numéro 1, deux portent le numéro
2 et trois portent le numéro 3. On tire
simultanément deux boules du sac et suppose
que les tirages sont équiprobables. On appelle X
la variable aléatoire réelle qui A chaque tirage
de deux boules fait correspondre la somme des
deux numéros inscrits sur les deux boules
1) Quelleestla probabilité pour que :
a)X=4 b) X 25
2) Quelle est la loi de probabilité de X
3) Calculer I’espérance mathématique et
I’écart-type de X
Rép. P(X=4)=0,27 P(X25)=0,60
Bx)=47  6(x)=04

49- On dispose de 9 petits drapeaux dont 4
rouges, 3 bleus et 2 blancs. Les drapeaux rouges
portent le chiffre 1, les bleus le chiffre O et les

blancs le chiffre 3.
a) Si on place au hasard les 9 drapeaux autour

‘i cercle métallique, quelle est la probabilité
Coavoit les drapeaux de méme couleur groupés
;;mg:lbiﬁ-e gu hasard €t simultanément 3
' parmi les 9. _
dm"le)auéue“e ’est la probabilité d’obtenir 3

drapeaux de couleurs différentes?
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2) Si X est la variable aléatoire

correspondant a la son me des nombres
inscrits sur les drapeaux tirés. Trouver la
variance de X.

50- Un sac contient 9 jetons numérotés de 1 a9
indiscernables au toucher. .On tire au hasard et
simultanément 3 jetons du sac.

1) Quelle est la probabilité pour que la somme

des trois numéros d’un tirage soit paire ?

2) Un appelle X la variable aléatoire indiquant
le nombre de numéros impairs figurant parmi
les trois jetons tirés

a) Donner la loi de probabilité de X .

b) Calculer I’espérance mathématique de X

a) P(A)=;—i b) E(X)=1,66

51- Une ume contient 10 boules dont trois
portent le chiffre 1 ; trois portent le chiffre 2 et
quatre portent le chiffre 3. on tire au hasard et
en méme temps 3 boules de 'urne et on note X'
la variable. aléatoire égale a la somme des
nombres inscrits sur les 3 boules tirées.

}) Déterminer la loi de probabilité de X et la
fonction.de répartition F .

2) Construit le diagramme de la loi de
probabilité de X et la courbe cumulative de la
fonction de répartition € x

3) Calculer 1’espérance mathématique, Ia
variance et I’écart type de X .

Rép

a) E(X)=673
c) 6(X)=1.276

b) ¥(X)=1.63;

52- Les douze lettres du mot IRREDUCTIBLE
sont inscrites sur douze cartes insérées dans
douze enveloppes identiques. On prend
simultanément cinq enveloppes :

1) Quelle est la probabilité pour qu'on puisse
former le mot

a) BUT b) LEDUC

2) Soit X la variable aléatoire qui prend pour
valeur le nombre de voyelles obtenues,

a) Former la loi de probabilité de X .

b) Calculer I’espérance mathématique, la
variance et |’écart type de X

Rép. P(BUT)=0,45 P(LEDUC)< (.,

53.- Une umne contient cing bouyleg b
deux boules noires et trois boules Touges Chey
On extrait simultanément deyy bo ”

['urne et on suppose que les ti'rag;: €8 o

équiprobables. On considére le jeu suivay, Sony

» le tirage d’une boule noire rappc.
points at

» le tirage d’une boule rouge rappq,
points t

»  le tirage d’une boule blanche enlgy
points

On désigne par X la variable aléatoire g,

qui, @ tout tirage de deux boules. assoce },

nombre de points marqués

a) Donner la loi de probabilité de X

b) Calculer 1’espérance mathématique ¢
I’écart-type de X

c) Ftudier et représenter graphiquement
fonction de répartition de X.
Rép. E(X)=2  &(X)=4,5l

54.- Une urne contient 10 boules dont 5 noirs,
3 rouges et 2 blanches. On tire une boule de
I’urme. On gagne une gourde si la boule est
noire, on perd une gourde si la boule est U
et on perd 2 gourdes si la boule est bland
Soit X la variable aléatoire qui associe & chiq®
tirage le gain algébrique correspondant {une
perte est considérée comme un gain négatif)
a. Laquelle des réponses suivantes donne B
valeur P(X <1)
Dl b oL dAucunerp®

b. Déterminer la fonction de répttﬂi_ﬁ‘m t
et donner sa représentation graphiq’® il
c. Calculer I'espérance mathématid’®
I'écart-type de X. s ol
55. . On dispose d’une piéce de mOfl“"’iéce
d’un dé & 6 faces numérotées de 12 5 (LaP on
et le dé sont parfaitement symémq“cs;;ncer '
réalise I'expérience consistant .o
successivement la pidce et le dé, puls 4
carte dans un jeu ordinaire de 32 Car®® ..cd
a) Quel est le nombre d’issues possib
celte expérience? L
b) Calculer la probabilité d’obten “r‘é‘c
pair sur le dé et un cceur sur la carte i

g0 !

b |



A gésigne par X la variable aléatoire
: " o« . ntl .
epant 18 valeur - si 7 est pair et == si n egt

.- (n étant le nombze obtenu sur le dg).
r |a loi de probabilité de X

< Une ume contient 10 boules indiscernables
‘oucher dont 5 sont numérotes 1 et les 5

sont numérotées 2. On fire
_ltanément 5 boules. On appelle X 1a
iable aléatoire égale au nombre de points

s
'D Etudier la loi de probabilité de X

E) Calculer 'espérance mathématique, la
| varance et Uécart-typede X .

'y E(X)=75 V(X)=069% &(x)=0833

I
§7- Une boite contient 6 boules vertes et n

boules blanches parfaitement indiscemable au
iucher. Un jeu consiste a tirer simultanément
fexx boules de la boite. Si le tirage est
nicolore, le joueur gagne une gourde, si le
lirage est bicolore, le joueur perd une gourde
Dans cette question, on suppose que n = 3.
Calculer  les probabilités d’obtenir
mspectivement un tirage unicolore et un tirage
Elit':olore
) Dans cette question, n est un entier naturel
| supérieur ou égal 2 2. On note X la
. variable aléatoire qui & chaque tirage de
deux boules associe le gain algébrique du
joueur (le gain est négatif s7il y a perte).
'b) Exprimer en fonction de n les probabilités
P(X =1)et P(X =-1)
'©) Montrer que I’espérance mathématique est

b

E(x) = n* —13n+30

b (2+6)n+5) .
9 Pour quelles valeurs de n le jeu est-l
3 Cquitable ?

= Une ume contient 4 jetons portant les
i Sdiﬁ'érentsl,z,B_eta(aEN. |
:rla La probabilité d’extraire les jetons 1, 2,3
h- Ot notées Py ; Py ; P et Pa

SUppose que ces probabilités sont dans cet

E'd"e les 4 termes d’une suite arithmétique de

B,

9 Calculer P, ; P,; Ps et Ps

b) Soit X la variable aléatoire qu’ associe
au tirage d’un jeton le numéio de ce

jeton.
¢) Calculer a sachant E(X) = 1%2-’- Dans ces
conditions, étudier et représenter
graphiquement la fonction de répartition
de X.
. 1 5 7 9
RG.PZ‘-— P=— P =— =—
PASE BT BTy Th
a=8

59.- Une boite contient 7 jetons dont 3 rouges et
4 verts. On tire au hasard I'un aprés 'autre et
sans remise tous les jetons de la boite.

a) Calculer la probabilité de tirer les jetons
verts en premier.

b) Soit X la  variable aléatoire
correspondant au nombre de jetons
rouges tirés avant un premier vert.

1) Déterminer la loi de probabilité

de X.
2) Calculer I’espérance
mathématique, la' variance et

I'écart-type de X
3) Etudier et représenter la fonction
de répartition de X.

60.- Une ume contient huit boules dont 5 sont
rouges et 3 sont blanches. On tire
simultanément trois boules de ’urne et note X
la variable aléatoire égale au nombre de boules
blanches tirées ‘
a) Quelle est la probabilité¢ de tirer deux
boules blanches au plus ? ;
b) Quelle est la loi de probabilité de ¥
¢) Calculer Pespérance mathématique, la
variance et I'écart-type de X
d) Représenter graphiquement la fonction de
répartition de X.

. 61.- Un joueur lance 3 fois de suite une piéce de

monnaie équilibrée. Il gagne 2 gourdes pour
chaque résultat « pile » et il perd 1 gourde pour

chaque résultat « face » .
a) Donner 1'ensemble des issues

b) Quels sont les gains possibles? - Avec
quelles probabilités ?
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¢) Déterminer le gamn
espérer le joueur sur un

arties ; i

d) l(]jc_ jeu lu est-il favorable S il a'ér:;l;s "
gourde avant de lancer la P!
monnaie

contient 4 boules rouges, 3

- € H
62- Une urm: I..lle verte. On tire

boules blanches et lune:j bI? .
imultanément 3 boules de 1'urne. |
s 1) Calculer la probabilité de |'événement A
« Avoir deux boules de la méme couleur »
2) On considére le jeu suivant : |
%  Si on tire une boule rouge, on ne gagne
rien
»  Si on tire une boule verte, on gagne 3
gourdes
»  Sion tire une boule blanche, on gagne 1
gourde. Soit X I’aléa numérique qui, & tout
tirage simultané de 3 boules, associe le
nombre de gourdes représentant le gain total
du joueur. h
a) Calculer ’espérance mathématique de X
b) Quelle est la probabilité pour que le
joueur gagne wune somme strictement
comprise entre 2 gourdes et 5 gourdes.

63.- Une urne contient 6 jetons ; 3 jetons verts
numérotes 1, 2 et 3 et 3 jetons rouges numérotes
2, 3 et 4. On tire simultanément deux jetons de
I'une. Tous les tirages possibles ont la méme
probabilité
1) Combien y-a-t-il de tirages possibles
différents ?
2)  Quelle est la probabilité d’obtenir un
Jeton de chaque couleur ?
3)  On considére ia variable aléatoire X qui
f‘i chaque tirage correspondre la valeur du
Jeton portant le plus petit numéro s les
numéros sont distincts ou la demj somme

augmentée de 1 si |les 210
: _ nume
identiques. o sont

2) Calculer espérance mathématique et

Pécart-type de X

b) REpr§senter graphiquement la
fonction de répartition de X

04.- Une urne contient cin,

; b
boules jaunes in diScetnah q boules vertes o1 sept

les an toucher, Op tire

is boules de
: multanément trois boule: cette
fil::l]ses étant supposent équiprobables, - l
) Déterminer  1a  probabilit

événements suivants : |
«Les 3 boules sont de |,
Méry,

a)

couleur » )

b) « Deux boules au plus sont jaype S
2) Chagque boule verte porte le nompy, 3

et chaque boule jaune porte le nombre (47)
désigne par X la variable alé.am;re.qui 5(:!13%
tirage de 3 boules associe le produj e
1bres obtenus

nc:)n b]?)éiermi'ner la loi de probabilité de X

b) Calculer I'écart-typede X

c) Etudier et représenter graphiquemen |;

fonction de répartition de X
Rép. P(A)=0,20  P(B)=0,84 8(X)=14

65.- Une ume contient 9 jetons indiscemabls
au toucher. Chaque jeton porte un mot dels
phrase suivante : Il n’y a pas de mathématiques-
sans- effort. On tire un jeton. On appelle X
variable qui, 4 chague tirage associe le nop:br:
de voyelle (distinctes ou non) du mot inscrit su
le jeton.
a) Déterminer la loi de probabilité de X
b) Représenter graphiquement la fonctioné
répartition de X |
¢) Calculer I'espérance mathématique, B
variance et ’écart-type de X

14 218 \Fﬁ
E(x)="2 == R
( 5 i) 81
66.- Sur une table de travail on déP™¥

successivement et au hasard sept ouvrages

4 de mathématiques et 3 de frangais.. 2
a) Déterminer la probabilité de déposef
ouvrage de mathématiques e 1% et un ou
de frangais en dernier. sale
b) On désigne par X la variable aléatoire &
aux nombres d’ouvrages de mathémaid.
déposés avant le premier ouvrage de fog?
déterminer la distribution et la moyenne =

Rép. P(4) =% E(X) =1

o . blan®
6‘;. dix chevaux dont six noirs et Q‘{atreci;qu"
penetrent up par un sur une piste d'un

gl



2) Soit X la variable aléato;

| n?()m.bm de chevaux noirs ;’I‘féecél";l aﬁ]ﬁ X soit. le
' cheval blane qui arrive sur la ofste e pr__enuer
a)Déterminer la loi de probabilits goxe ™
b)Calculer I’espérance math i X
Pécart-type de X atique

RépEX)=1,2 5(X) e

teprésenter graphiquement

3) Calculer I’espérance mathématique E (X), la
variance V (X) et I’écart-type o(X)
Rép-E(X)=42 VX)=056 o(X)=075

9.- Une urne contient 12 boules : 4 sont rouges
¢t 8 sont noires. On admet que chaque boule a
la méme probabilité d’étre choisie au tirage. On
ire successivement 4 boules. Soit X la variable
aléatoire égal au nombre de boules rouges

billet de 500 gourdes et les deux autres

& 0 ‘e sans eur.
“Onfiennent chacune une fBUﬂ}e 5 etv alnon
i : 1que f

: enveloppes sont identiq aléatoire

la variable :
joueur & ceJeu-
& de X et son

Tansparentes. On note X
*Bale 4 [a somme gagnée par un
f“: Donner la loi de probabilit
F'. agramme S
%) Etudier et représenter graphiqu

“Caction répartition de X

ment la

e:t\1

]

4
-

¢) Calculer |"expér:
. périenc P
d) Pécart type de X ¢ mathématique et

ZL"éUn jeu consiste
ir‘;l;lai:mé de 1 2 6. Si on obtient un numéro
e On  gagne un nombre de points
Irespondant au double de ce numéro ; si on
obfzent un numéro pair on perd un nombre de
pmpts correspondant & ce numéro, On note X la
variable aléatoire égale au gain(gain positif,
gain négatif) | o
a} Donner la loi de probabilité de X et son
diagramme
b) Etugiier la fonction de répartition de X et
construire sa courbe cumulative
¢) Si chaque point équivaut  $1, accepteriez-
vous pour avoir le droit de jouer & ce jeu, de
verser $0,50

a jeter un cubique

72.- La porte-monnaie de Louis contient 6
pi¢ces de 10 francs parmi lesquelles se trouvent
exactement 2 pi¢ces fausses qui ne valent rien.
Il régle un achat en choisissant au hasard deux
de ces pieces. Soit X la somme déboursée par
Louis.

a) Déterminer la loi de probabilité de X

b) Déterminer la fonctionde X et la
représenter graphiquement.

¢) Calculer I'espérance mathématique E (x) et
I*écart-type ofx)

E(x)=1333 &8(X)=597

73.- Chacun des mots de la phrase « rien ne sert
de courir il faut partir 4 point » est inscrit sur un
carton. On suppose les cartons indiscernables
ucher et on les place dans une ume. On

au to .
" tire un carton au hasard. Les tirages sont

supposés équiprobables '

PP%? Je mot Inscrit sur le carton contient une

ints
oyelle, on gagne 10 poin ‘
;ySi le mot inscrit sur le carton contient deux

‘ les on perd 20 points o .
;oygli le mol: inscrit sur le carton contient trois

' ; ne 20 points ' .
B?lyiil:':ﬁg(:lt g;agr ¥ |a variable aléatoire qui, 4

chaque tirage, associe le nombre de points

: ositifs ou négatifs) |
?;Jtc]ggfeg}niner la loi de probabilité de X
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2} Calculer 1’expérience mathématique de X et

I’écart-type de X

3) Sans changer les gains 0
contenant une ou trois voye
étre la perte pour les mots contenan

voyelles pour que le jeu soit équitable ?
Rép. 2) EQO)=-1  &(x)=1577
3)-17,5

btenus pour les mots
lles, quelle devrait
t deux

74.- Une loterie consiste & lacher une bille dans

un appareil qui comporte six portes de sortie,
numeérotées de 1 4 6. Soitx la variable aléatoire
égale au numéro de la porte de sortie franchie
Sa loi de probabilité est donnée

par la bille.
par le tableau suivant : _
[ X =x; 7 ]2 13 [4 |3 |6
P(X =xy) 1 | [ 10 ] 10 ). LY
32 2| 32 32

a) Déterminer la loi de probaki:
variable aléatoire X bilitg de

Calculer I’expér.ience mathématique

variance de la variable aléatoire X LA

ks

Chapitre 1V

Epreuve de Bernouilli
Définition  On ) .appelle éprenve
Bernouilli, une experience qui ne présen,
deux issues possibles (succés ou échec).
La probabilité de succés est sy,
notée p et celled’échec g (p+q=1) L

Que

Schéma de Bernouilli
On appelle schéma de Bemouilli

répétition de n  épreuves de  Bemoy)j
indépendantes les uns des autres; la probahili
de succés est la méme d’une €preuve 4 'autre,

1) Compléter le tableau sachant que les
probabilités des portes sorties 2 et 5 sont
égales

2) La régle du jeu est la suivante : un
joueur mise 100 gourdes; il regoit 600
gourdes si la bille franchit les portes 1oub;
200gourdes si la bille franchit les portes 3 ou
4. les portes 2 et 5 ne rapportent rien.

Le gain d’un joueur est la différence entre ce
qu’il regoit a I'issue de la partie et sa mise.
Soit y la variable aléatoire représentant le gain
d’un joueur dans une partie

a) Déterminer la loi de probabilité dey

b) Le jeu est — il équitable 7

Rép. La mise de 100 gourdes rapportent en
moyenne 62,50 gdes; ce qui correspond a
‘une perte de 37,50 gdes donc le jeu n'est pas

équitable.

75.- Une urne contient 3 boules vertes, 4 boules
rouges et 5 boules bleues. On tire au hasard et
en méme temps deux boules de ['urne.
1) Quelle est la probabilité d’avoir un tirage
a) un tirage unicolore b) Un tirage
bicolore
2) Lorsqu’on tire une boule bleue, on marque
un point ; lorsqu’on tire une boule rouge
on perd un point ; lorsqu’on tire une boule
verte, on marque zéro point, on désigne
par X le nombre de points marqués

Théoreme —

Exemple de schéma* de Bemouilli

» Lancer plusieurs fois de suite une picce d
monnaie équilibrée ou mal équilibrée

» Une suite de n tirages d’une boule dansu
urne, avec remise aprés chaque tirage

» Lancer d'un d¢ ete....

> Soit une suite de n épreuves de Bemoul
avec pour chaque épreuve : Ia probabilitep
pour le succés et q I’échec

» La probabilit¢ Py d’obtenir k su

cours de n

coes &l
ép[eui’f

est: P, =C,p'q"" avec0 ksl __—

Loi Binomiale &
La variable X désignant 1€ “°“fbmm;:
succés dans un schéma de Bernouilli su! " ol
Binomiale de parameétres n €t p noté B (2 )u
p est la probabilité de succés lors d’une &7
et n le nombre d’épreuves répétées
Idées et Stratégies
> 8l y a répétition d’é,Vén:;]émﬂ
indépendants, on est en présence us
de Bernouilli . uibufi"“ !
» La loi de probabilité ou la d.lzc o
d’une variable Binomiale X €St donﬂo <k g

>  P(X=k)=C'p*q""
nombre de succés _/
#
|
'




Si une variable aléatojre
distribution binomiale de param
alors +
- -L'espérance mathématique g4, X est
junndepar E (X) =n p
.. Savariance est donnée par
: ViX)=upq
1.~ Une umne contient 5 boules dont 3 rouges et
2 noires. On tire deux boules de Iurne
seffectuant successivement avec Temise ; ¢’est-
a-dire aprés avoir tiré la premiére boule on note
Ja couleur et on la remet dans I’ume avant de
tirer la deuxiéme boule on désigne par X 1a
variable aleatoire qui associe le nombre de
boules rouges obtenues. Donner jJa loi de
probabilité de X puis calculer son espérance
mathématique et sa variance

2- L'équipe de Football du Brésil a une
probabilité de 4/5 de gagner chaque fois qu’elle
joue. Sachant que I"équipe a joué 3 matches an
premier tour de la Copa América (Paraguay
1999), Calculer la probabilité de gagner

a) Exactement deux matches :

b) Aumoins un match,
On appelle X la variable aléatoire désignant le
Mombre de matches gagnés par le Brésil au
tours du premier tour. ,
©)  Quelles sont les valeurs prises par X ?
Déterminer la loi de probabilité de X et
Teprésenter cette loi par un diagramme en
bétons

X suit upe
étres n ¢f p

> On lance 3 fois de suite une pitce de
“omnaie mal équilibrée. A chaque lancer, la
Probabilité d’obtenir «face» comme résultat est
¢ double de celle d’obtenir « pile» comme
Csultat, Les résultats des lancers successifs sont
PPOsés indépendants. On appelle X la
“able aléatoire désignant le nombre de fois
0N 2 obteny « pile» & I’issu des 3 lancers.

5 —cterminer la [oj de probabilité |
Aleuler |'espérance mathématique de X, la
Yiriance ey écart-type de X.

. By

e - U0 jeu de 32 cartes contenant 4 as, on
.‘:ﬂ

i le tirage d’une carte. Les trente deux
W ualités sont équiprobables.
- el est la probabilité d’obtenir un as

(21? Soit X la variable aléatoire associe au tirage

un as le nombre 5 ot au tirage d’une autre
carte le nombre de (-1).
a) Déterminer Ja |oj de probabilité de X

) Etudier ]a fonction de répartition de X et
tracer sa courbe.

3? On procéde cing fois de suite au tirage
tne carte que I’on replace dans le jeu avant

chaque nouveay tirage et on note X la variable

aléatoire au nombre d’as obtenus,

a) Quelle est 1a probabilité

€xactement deux as ?

b) Quelle est Ia probabilité d’obtenir au moins

un as ?

¢) Donner la loi de probabilité¢ de X puis

Calculer E(X), V(X) et o(X)

S- 30 pour 100 des jetons d’une boite sont
rouges et les 28 autres sont noirs, on tire
simultanément deux jetons au hasard dans la
boite.

a) Combien y a t-il de jetons dans Ia boite ?

b) Quelle est la probabilité d’obtenir deux
jetons de couleurs différentes 7

c) Si on extrait successivement avec remise 6
jetons au hasard dans la boite, quelle est la
probabilité d’obtenir 4 jetons noirs ?

Rép. a)n=40 b) P(4)~0,43 ¢) P(4) ~0,324

6.- Un homme en possession de 10 clés dont
une est le bon essai d’ouvrir une porte. On
suppose que les clés sont indiscernables. Il
essaie les clés en remetiant A chaque fois la clé
essayée dans le trousseau,

1) Montrer que la probabilité d’ouvrir la porte
au quatriéme essaie seulement est égale &
0,0729

2) Il utilise maintenant une méthode c?nsistam
a mettre de coté Ja clé essayée et a continuer les
essaies avec les clés restantcs..Sou X le nombre
d’essais nécessaires pour ouvrir I'a Por[e,_

a) Déterminer la loi de probal:f]hle.de.x |
b) Caleuler I'espérance mathématique de X et

la variance. . .
¢) Montrer que la variance de la variable

aléatoire X est égale 3 8,2

d’obtenir

&5



Analyse

Chapitre I

Objectif
Déterminer le domaine de définition d’une
fonction numérique

Corps des nombres réels
Nombre réel On appelle nombre réel, tout
nombre rationnel ou irrationnel

Nombre rationnel On appelle nombre

rationnel, tout nombre dont le développement
en fraction décimale est périodique.

Exemple 1:
10,09
11

7

LEi
11

Nombre irrationnel On  appelle  nombre
irrationnel, tout nombre dont le développement

en fraction décimale est illimité et non
périodique. '

1,54

Exemple 2 :
3,1415927...; e=2,71828.....;
J3=1,7320508....; +/2=1414213...

L'ensemble R est la réunion des rationnels et
des irrationnelles,
Intervalle dams R

Soient @ et b deux nombres réels
quelconques tels quea<b. On appelle

intervalle de R I'un quelconque des sous
ensembles de R suivants :

[a,6]={xeRIa<x<b}
]a,b[={xe‘ﬁ/a<.a_:<b}

[a.b]={xeR/a<x<b)
k.bl={xeR/a<x<p)

Remarque

> la,a]={a}

» [a,a[=}ﬂ,ﬂ];=]a,a[=.—{}

» [a,+°0[-{.xiiRlx20}

]ﬂ’m[={$ﬂﬂ%/x>a}

» ]‘m-ﬂl“’hER/xSa}

}“m’“ﬂﬁ%ﬁERl’x<a}
Yaleur absq"~ans R

On appelle valeur absolue d’un rge| -
I"application f définie par
f:R=>R,
x—»[x|= sup(x,—x)
x six>0
Sup(x;-x)=40 |
-x si x<0
¥(a,b)e R? : |ab|=|allf]
V(a,b) e R?; [a-i-b.ls |a|+ lbl

_la

si x=0

YaeR, WbeR s[4

ol Jol
x=q
VkeR,siaeR,: ]x=a=> ou
xX=-q

Lemme
Théoréme préliminaire c'est-a-dire un

petit résultat qui annonce la démonstration d’un
théoréme

VxeR,siaeR,: |f{<a=>-a<x<a

VxeR,siaeR_: |x|<a Absurde

xza
VxeR.siaeR,: |x2a=1{ ou
Xx<-a
VxeR,siaeR_: [d2a: Tou réel e
solution

Interva!;e ouvert de centre xo et de rayon ______a >0
X, =@ <X<Xy+

S X =@ =X, <X—Xy <Xy =X, +0
—a<x-X, <@ Jx = x| < @
Partie entiére d’un n mbre réel

La partic entiére d’un nombre réel u,;
not¢ E(x) est le plus grand entier rel®
inférieur ou égal & x,

E=(1,5)=1
B=(-y/5)=—3
Fonction partie éntidre
C’est la fonction définie par :

E(-0,5)=-1
E=(2)=4

2
E:R—=Z

X E("‘)

_ Elle est définie par 1’équivalence
logique suivante :

Elx)=n (heZ) o nsx<ntl 8




Analyse

E(x+k)=E(x)+k
& .- Plus grand des deux réels a et b
& Sup(ab)=max (a,b)=a sia>b

4 Sup(a,b) =max (a,b)=b- sib>a
. Plus petit de deux réels a et b

« Inf(a,b)=min(ab)=a sia<b

« Inf(ab)=min(a,b)=b sib<a
Remarque

Sup(a;b)= il ja-4)

2 2
a+b |a - bl
2 -2

Idées et Stratégies
Pour comparer deux réels a et b, on étudie le

signe de leur différence
a-beR_. < a<b

a-beR, © a>b =

inf(a,b)=

Relier, si possible, chaque équation ou
inéquation de gauche a son ensemble de

solution inscrit a droile

N —

' E(1-x)= E(y5
| 3E(x)+ 4B (x+2) = 2E(x+9)

on m.lmé!'-iql-le, toute

On appelle foncti Pt de R vers

“dpplication de R ou d’une

SR =>R
x = f(x)
Domaine de définition d’une fonction numérique

Considérons deux ensembles A et B et f
une fonction de A vers B

A

¢ B
a 1
b >
¢ o > 3 -
d .

Le domaine de définition de f noté Df,
est 'ensemble des éléments de A qui ont une
image par fdans B. Df = {a, b,c}

Périodicité d’une fonction
Une fonction f est périodique de période

p si et seulement si

' VxeDf,EipeR'lf(x-i—p):f(x)

Exemple :
1.- Démontrer que.la fonction f telle que:

fix)=sinx est périodique.

Solation

. Soit P cette période

VXEDI,BPER.II(I-PP):f(x)
fix +p) =sin(x +p)

f(x+p)=f(x)=sin(x+ p)=sinx

= x+p=kK2r+x

x+p=k2mw-x

e e p=k2r

La période fondamentale corréspond & k = I

d’oup =21
2.- Déterminer la période de la fonction f telle
que : f(x) = Sin 7x
Solution
Soit p cette periode f{x + p) =/%)

Sin (15 +7p)=Sin 7%
{‘:hc +Tp=k2rx+7x
=

x +Tp=k2x +p-1x

o Tp=k2rn = y



I
La période fonda nentale correspond a1 = 1
d’ov 2x
P = CH .
o Les fonctions sinx et COS X s?nt
périodiques de période 27 La fonction
tgx est périodique de période .
Généralités
in(ax+b)

et cos(ax+b) (a>0) sont périodiques de

Les fonctions sinax et cosax ; St
période

2n
Ja

| » Sin est pair, les fonctions sin"ax et

Idées et Stratégies |

=
| o
Si n est impair, les fonctions sin"ax et

cos"ax sont périodiques de période %
a

cos"ax sont périodiques de période

Si f et g sont deux fonctions
trigonométriques de périodes
respectives p et p’ alors (f + g) admet
pour période le plus petit multiple
communde petp’

Une fonction f est bornée inférieurement
et supérieurement sur un intervalle I de

R ssi.
» Vxe !,H(m,_M)ER’fmsf(x)sM

}

1- Soit fla foncti

Montrer qué fest

périodiques de

Exercices
on définie par :

Fix-( 1)7[x - E(x)]
périodique de période 2.

ue les fonctions suivantes sont
période p dont on précisera.

a) f(x)=rgx+sin§-x b) f(x)=rcos’3x

o) f(x)= wsfsmg d) f(x)=1g"2x
e) f(x)=sin’3x f) f(x)=cos5x
g) / (x)=cos5x  h) f(x)=cos2x+sindx

i) f(x)=1g3x+cos2x
j) flx)=sin2x+ cos’® x

3.~ Montrer que les fonctions Sum:::“['i
Sont

bornées
g frame—g W [2:4]

b) f:x-—)J2x+4 sur [0;5]

4.- Les fonctions suivantes sont-elles bo
. o mées ?
a) fix—>2xsinx

b)f:x_}l-c;)sx

*

5.. Déterminer le domaine de définition des
fonctions suivantes :

a) fix— l3x-5|

e \/x—Eixj
2x+3

x =
J2x+3-+/2x-3

cos2x

b)g:x—>

c) hix—>

6.- Soit la fonction définie par !

fix—> 2x-2E(x)
a) Démontrer que f est périodique de
période |

b) Résoudre dans R, I’équation f{x) =0

Choisis la bonne réponse
7. Les valeurs des réels a et b pour

lesquelles la fonction fest définie sur IR \{
1'3}parf(x)= =+ 3

—— sont
a)a=-2eth=3

xS +ax+b

b)a=-2elb--3
cJa=2etb=-3
da=2etb=3

"4




Chapitre 11

ciactif .
=" ftudier la continuité et la dérivabilité
d'une fonction numérique

o Limites d’une fonction

o Approche de la notion de limite

it (C) 12 courbe représentative d’une fonction.
e x tend vers xo par valeurs positives ou
| Jeurs négatives X appartient a I'intervalle ouvert

©

SO<x-x, <& |x-—x°|<a(1)

1 méme temps la fonction f(x) déerit
! intervalle ouvert de centre 1 et de rayon €
'J(’)Ek—€,£+s[ o t-g<flx)<t+e
~e<flx)-£<e 1/(x)-4<50)

_ On dit que la limite de la fonction déﬁm"e
U non au point xo existe si quelque .sott
/ iervalle J de centre 1, il existe un intervalle I
L tntre xo tel queF(I)cJ. En d’autres
“mesg ! SRR X : ‘
Ve>0,3a>0,VxeDf ;

-y < e = | f(x)- 4 <

Tableau résumant les limites finies et

Analyse

Limites de références

lilisés 'aes résultats suivants seront couramment
uans les calculs de limites de fonctions
(n eN )
limxll = - no_
=0 0 xl—lbqux s
limyx =0 lim vx = +e0
x>0 F—b420
lim —— = 40 lim x*" = +e0
r-+0 x o P ]
fim — i = 0 lim x** =1 =~
0" x n- X=p==0 e
) 1 1
e | dmgreo

Formes indéterminées ou cas d’incertitudes :
0

. - .m
_,O_m’_.;m_w
0]

Remarques
» La limite en Iinfini d’une fonction

polyndme est égale A la limite en Pinfini de sa
fonction mondme de plus haut degré.

» La limite en I'infini d'une fonction
rationnelle est égale 2 la limite en I'infini du
quotient des mondmes de plus haut degré du
numérateur et du dénominateur, :

EL L2 2]

~ Conditions

> 0:lx—xn| <& :lf(x)-fl <

0,|x..,;o|<a==* If("q >B

Ve >34 0" 0 —
0,3 >
V_B> A.—::fX<B
O,x:‘-Aﬁfx))B
vB>0,34> A= f(x)<-B —

Wfinjes ‘ _
X f(x)
X, 4 ve> 0,32 .
% £ Y& >,3A>0,|x~
X o
+oo |- VB> 0,34>0,x>
e 0,x <
- - vB>034> 2% - ———=¢
: -::o »/370,3/!;-0,14—44:2}'1)}3

sl<a = [Lkx)-4<s

89



Propriétés

Soit f une fonction _
»  Sil existe une fonction g telle que [ = g sur

un intervalle ]A,m[ et }_1.120 g(x) = +0
alors lim f(x)=+o0
I=4 40
» 'l existe une fonction g telle que f < g sur
un intervalle J4,40] et lim g(x)=—»
alors 1'11_11 flx)= —~0
» Soit fune fonction s'il existe deux fonctions
g, htelles que g S f <k surun intervalle
]-A.+°°[ et ‘l_l.xgg(x)= )_1.111” h(x)= ¢ alors
lim = f{x)=¢"

On a des propriétés analogues lorsque x tend
vers -~ ou lorsque x tend vers x;, . Ces

propriétés sont deux formulations des "
théorémes des gendarmes "

nomeétriques

Imites des fonctions

Désignons par Ay, et A; les aires respectives
délimitées par les triangles OMP; OTA et A,
1*aire limite par 1'arc OMA. Evaluons chacune de
ces aires :
i OP.PM sin xcosx
1 —
2

avec OP =cosxet PM =00 =sinx :

donc, 4, =

27!—-)7132 = A =£ OI-RNAHQ
2" x_+ Az 2 2 ] = 1 %
X
S
OA.AT 1gx
= donc 4y =—
AT PE0 T
avec OA=R=1¢t AT =1gx
—
comme 4, <4, <4, on a:‘—s?ﬁsggﬁq
cosxsinx Sx SIgx ' !
en - divisant par. .. sinx
1
obtient :cos ¥ € —— < (1)
sinx COSX
ce qui correspond:  égalememt .
i 1
cosx <o < (2)
x  COSX

En prenant la limite des relations (1) et(])
lorsque x tend vers 0 et en appliquant le théorime
des gendarmes, on obtient :

. sinx 0. X
lim =] ll.!'!l—.—-' =
=0 x =0ginx

1.- Montrer que, en revenant & la définition et
limite :

olgbee)-s ()

¢) lim— =40 d)

2.- Calculer les limites en +ovet en ~* =

fonctions f et g définies par
fix—>5x"-8x+4

9%’ —6x% +5
x}=2x+5

gix—

— Idées et stratégies

Les fonctions sinus et cosins "Paﬂ!él’f
de limite en !’infini. Dans un pro b’w‘e
est question, on utilise le " théord™
gendarmes "

e




-

o calcum la limite en +c0 et ep - de |a

] Oﬂ
f x—>2x+1-3sinx

gﬂculer les limites suivantes :

Jx-2 b) tig Y2232 J“-F

s 247 —10-x 0 Jl+4x__\j“ |
. J+2x=1+x ) lnm\f1+3x-1
..‘J‘-‘ || x

:EIO‘ | _)(1

alculer :

a) }_l;r’i\}f +4x+3—x) b) Hﬁfwg”)
©) };u_'l}b\sz +4x+3+(x+2)

d) }i‘i“w‘f' x?+4x+3 —(x+2)

llﬂ

Analyse

[ Rappel

Pour tous nombres réels petgona:

* cosp+cosg=2cosP i cos P9

2 2
* sinp+sing =2sin2 9 cos 24
2 2
. cos_p—-cosq=—2sinp+qsin p;q
v sinp—sinq=2cosp;qsinp2_q .

= Rappel
v @ —b* =(a—b)a? +ab+b?)

(’{/;)' =x

+ x-a=() -{a)

#Calculer :

Vx-a . x=2
b) lim———+=
a)!{l_t}: —a )H”J;—VE
3
a x_l - _.__._.———tx+2-1
i <
Jx+3—3x+1 lim Yx-1
Pl D el

,/ 2 x+4
B i YX+2 =2 b) lim > ———
| =1 X — 2 =0 x+
:"I Préciser le domaine de définition de la
¥iction f définie par :

k. x-—&f(x):=2x+l+m

#Culer la limite de lorsque X tend vers 1’infini.

on la fonction f défini par
s AT
. x -3 (x) =

X +16
xt-2x
] D.lerrmncr le domaine de déﬁnﬂ;;o?cgg f;.rers
‘ -? -Caleuler 1a limite de f 101'35‘5:“
- plus ’infini et lorsque X €0

— Rappel

Pour tout nombre réel xon a :
1—cos2x =2sin’ x 1+cos2x =2cos’ x

. 2 X x
I—cosx=2sm2'5 1+cosx=2oosz-£

. . X x
sinx = 2sin—.cos—
2 2

8.- Calculer le llmltessuws

) Tin ] =sinx+cosx sin3x
,_,-I sinx—cosx 0ginTx
2 . 1=cos2x
c) hm—— -—+cosr—3 d) lim——
-0 x* \ cose <) T =x sinx
. 1 (4 . : 2sinx -1
9lin B i 2sinz=l
,..iil—cotgx =2 4cos’ x=3
, T
cosx—cosz —cosx
h) lim
g) 1’_"3 s ):-»o 2
sin x —sin—
4
. lgx—sinx xsinx
lim ) lim———
1) a0 x? 0 ] —cosX
_ 1-cosx sin? zx
k) lim——— D1
0 xsinx e I =
£ sin3x
) Xl —2c0osx
. l4sinx—cox . _l1+cosx
m) lim—————— 0 lim :
L x.ﬂl Sinx— —COSX Ll (x '-Jt)
sinSx . Igx
I okl p) llm__
0) 9_{% x =0 x

I



— - . £ t t
- 9.- Relier chaque calcul de gauche a son résulta

inscrit & droite
ﬁ xsinx
lim

20 ] —cosXx

lim (M)"x

x-2 40

- %

%,
=

. x-2
R Yz-12

MW = B

Choisir Ia bonne réponse dans les ¢xercices 10 4 13
10.- La limite en —o0 de:

S =x+14Vx* +x-2 est: vunnrnnnn.

1 1 1
2 b - = &)=
3)4 )zﬁ)2 ) —w

Yx+2 -1
Jx+2-1
a)2 b)l ¢)-2 d)Aucune réponse

11.- La fonction a pour limite en -1

1-sinx+cosx

12.- La limite - quand x tend vers
1-sinx—-cosx

b est:

> S swsea

a)l b2 ¢)-2 d) -1

Continuité d’une fonction

Soit f une fonction et x, un nombre réel.
On dit que f est continue en x, si f est définje en

Xoet lim f(x)= f(x,)

X=Xy

Remarque

3>. Si f n'est pas continue en x, alors elle est
discontinue en ce point.

» f est discontinue en x,
suivants :

O Jix,) n'existe
o lirgf(x)aéf(xa)

Yo est un point igolé -
cenltre en

dans 'un des cqag

pas. d’intervglie ouvert

w
Fonction continue a droite en yp ol
Une fonction f est Continuc“p"\é Xg

. | . drojge
point X, si et seulement sj f(x) e 't:nl,E
: $
hm‘f(x)zf(xo_). fe

=*Xo

NB .- .
fest continue au point x,

lim f(x)= lim, f(x)=f(x,).

I—-—)xn X""‘xu

» Une fonction f est continue sur yy inteny

ouvert ]a_,b[ si elle est continue en 1oy Poin

k.. |

» Une fonction f est continue sur un intery,

fermé [a,b] si elle est continue sur ]n,b{ y

continue a droite en a et a gauche en b,

Si et .w:ul,;,,,,mJJ

Soit une fonction continue sur
intervalle K. S’il existe deux éléments a eth
(a < b) de K tels que f{a) et f{(b) sont de sig
contraires, alors I’équation f(x) = 0 admets
moins une solution dans I'intervalle [a;b] cesk
principe de localisation.

Prolongement par continuité d’une fonction
Soit f une fonction définie sur @

intervalle I contenant x, et vérifiant lim /) !
I3y

x & RAlors la fonctiong : {* /&)
x4l

Si X # X, qui est définie et continue en 1':

appelée : prolongement par continuité def®

Dérivation

s 42

i
' Une fonction f est dérivable en ut pomiﬁﬁ

si elle admet en ce point un nombre dé“‘mli |

c’est-a-dire si la limite du rapport / (-t

X”'

lorsque x tend Vers X, est finie.

Remargue pa'i""“ ‘
Une fonction f est dérivable en W

si le nombre dérivé 3 gauche est égale &

dérivé a drojte C’est-a-dire : )

| _rlx
Iimbf("‘)“ S Gxo) _ lim ﬂ%)—:{"'/
"'.l'. X - xﬂ i

-+ X,




dérivées.

/3//— A
Fondiosl; [ est dérivable en tout point d’un

21, on peut définir sur [ la fonction f* - x
inlf o appelée fonction dérivée de f.
Py

ivées des fonctions trigonométriques.
D¢ goit f1a fonction définie par f{x) = sinx . f
est gérivable en Xo c€ point un nombre dérivé
fini *

" L6 ()
f(xo)—:—i-f-n X— X5

sin x —sin x,

2 f'(xu)=,1_1{§:

X—Xp
2 cos x ;x° si x'-zxo
(x, )= lim
f(.'l'o) =47y b el M
2 cos ~ 20 gin = %o
= f'(xs)= lim 2 2
-+ z(x—xo
2
sin x;x“
x, )= lim cos g
['(xs)= lim - —
2
sin X~ %o
i + L
3_!'(1,): cos -.X_E—‘-x_o-._ Ilm 2
2 ser X=X,
2

done f'(x, )= cosx,

D'une maniére générale fix) = sinx : f ‘() = cosx

* 8i f(x) = cosx, une démonstration
analogue a4 la précédente conduit 2
f ’(I) =-—8inx '
f(x):,g:.__}f(x)z sinx
cosx
f'(x):-_(iiﬂ_{} _cos’x+sin’x
\COsSx 0052 X
)L =l+1g?
Cos 3 x . g x

= d.e fonctions composées.

e all:l; U une fonction dérivable sur un
Mery l et v une fonction dérivable sur un

i"be “ontenant u(k). La fonction vous est
ab] |
Csur Ket’ona : (vou) = z.f’x(v"ou)

Analyse

r

. L
done, (sinu) =u’cosy ; (cosu) =—u'sinu

Dérivées des fonctions élémentaires

x_’k(kER) x—{
XX X — 1
X— 1 X— 1

X .tl
x—x" X — nx™
x—-n/; X— |

23

X — sinx X — COSX
X —* CcOSX X — - Sinx
X — Igx x— 1+ 1e°x

S Iz
u+vy iy
ku (ke R) ku'

v u'v+vu
I "L
u T u
u uy —vVu
v v
u" (me Z) | mun™
x — ufax + b) x—au'(ax+ b
sinu u’cosu
cosu -y 'sinu
tgu u'
cos * u

Interprétation du nombre dérivé

Dérivées et opérations sur les fonctions

e Sifest dérivable en un point X, la courbe
représentative de fadmet au point
Mo(%o; f(xo)) une tangente de coefficient
directeur £(X,) ; cette tangente en M, a pour

équation : y=flx, Nx—x,)+ f(x,)-

e Si fn’est pas dérivable en un point X, la
courbe représentative de f admet au point
d’abscisse X, deux demi-tangentes, Le point
d’abscisse X, est un point anguleux pour la

courbe (C) de £

93



Théoréme de Rollz

» Si une fonction f >st continue sur [a, b, ¢ érivable

surja, bf et prend des valeurs égales pour x = a et
a = b c'est-d-dire fla) = f{b) alors il existe au
moins un point C € Ja, b[ tel que /'(C)= 0

4
C
IRV AN
fla) = f(b)[ A N
(©); j
a b e X

Interprétation géométrique

Sur Ja courbe (C) représentative de f il
existe au moins un point C distinct de A et B ou
la tangente est paralléle 4 AB

Théoréme des accroissements finis

Si f est une fonction continue sur [a, b], dérivable
sur ]a, b[ alors il existe un point C tel que :
fib)—1(a) = (b-a)f’ (c).

Enposant b =a + A, ¢ = a + 6h a<c<b,

Ona: fla+ k) —fla) = hf'(a + 6h), avec 0<0<]

Interprétation géométrique
Sur I'arc AB de la courbe (C) de f, il

existe au moins un point C ol la tangente est
paralléle & la droite (AB)

Théorédme de Gauchy
Soient f et g deux fonctions continues sur
[2, bl, dérivables sur Ja, b[ et que g'(x) ne
s’annule en aucun point de Ja, b[, il existe un
point d’abscisse ¢ appartenant 4 Ja, b[ tel que :
/(6)-1(a) _ 1)
gb)-glc) ')

w
Régle de I'Hospital
> Si f et g sont deux fonctions g,
satisfaisant aux conditions de G b Nigeg -
le segment [a, b] et s’annulant gz, m?ﬂ*lu _-
= a, c’est-a-dire f(a) = g(a) =0 by .
> Si en outre, la limite dy Hppoy
%existe lorsque x tend vers a alos I
g'lx S:
e glx) e g'(x)

T e e o o o 4

. Dérivées successives d’une fonction
Soit f d’une fonction et [ un intervalle

e Si fest dérivable, sur I, sa dérivée e
appelée dérivée premiére de f; on la note
aussi £

e Si f est dérivable sur I, sa dérivée /"
appelée dérivée seconde de f; on la note
aussi @

» de proche en proche, la fonction dérivée
niéme de f sur I, si elle existe, est la
dérivée de la fonction (n—1)""de fsurl;
onlanote £, i

o " estaussi appelée dérivée d’ordrende |
la fonction f

TS s d ) sont notées respectivement

&f d&*f d'f. . . o .
[——— gy ——— tz
sy a e (notation Leibnitz)

1.- On considére la fonction f définie par :
2x—
f)===
a) Montrer que f est une bijection de R~ k
vers R — {2}. Définir alors f" '
b) Vérifier que fof *'(x)=x

c) Calculer de deux fagons (f“’ )' (x)

2.- Soit f'la fonction définie par :
Fix—>4x —4x43 sur [2,+°°[ |

a) fest-elle bijective sur [2, +4[ 3 4
b) Si oui, déterminer 1’ensemble des "akm.'
de f q
c) Définir /' et vérifier que {'of = 1d ‘
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Bijection réciproque a:.
2 olinue oy e dune foneiion
Soit f une fonction et stric
sur un intervalle I
» fréalise une bijection de
« la bijection récipro
continue sur f(I)
» f' est strictement monot
sens de variation que

y=rk)  x=1"(»)
xel Yef (I )
SoitI et I’ deux intervalles de R
Soit f une fonction continue sur I, teljle que
fll) I’ et g une fonction continue sur I’, Lg

fonction gof telle que: 89 = glf(x)]est
continue sur |

Fonction dérivée de Ia composée deux
fonctions dérivables

Si f et g sont deux fonctions dérivables
N X, alors gof est dérivable en Xo et 'on a:

o) = or.s

tement monotone

I'sur f(1)

qUE mnotée f! o

One et a le méme

Lhapitre J)y ——

Démonstration
Multiplions et divisons par y — yo
= fim 80 —8W)  y-x

Y=ty y-yo X = Xp
- - g(xy)
= lim g(y) g(yo)x_ Bm g(x) - g(x,
L sy, o x-x

=& o)l £7(x0) = g70f (o)< ')
(eof) =g of x /]

Done,

Dérivée d la réciprogue d'une fonction
Soit f une fonction dérivable, strictement

Monotone sur un intervalle I, telle que :
Vxel, f'(x)=0

: e - I
* La fonction f réalise une bijection de

sur f(I)

* La bijection réciproque

sur f(I)etona: €'y = Tof

£! est dérivable

T — Analyse

Démonstration
r -1 -1
(f")(.m= lim L0 = S 6
yr Y=Y

= lim el =—
,L,:., 7= 1)~ 7G,)
U_])b‘o} = ﬂ‘]-x;—) = f'(xo )(f-l)h =1

Nombre dérivée de S lenx,
(f“ )'(: )= lim S ~ )
e = x, X = ‘xﬂ

Y= ¥, l

= lim = = :
=, )=o) F060) 71 w)

Donc, (f—] )J(;) = ml_l—)

| Fonctions circulaires réciprogues
.~ Fonction Arc Sinus

La fonction Sinus est continue ef

strictement croissante de [_ _er_ % ] sur [11]5

c¢’est'donc une bijection de [_ %,izi] sur [-1,1]

Elle réalise donc une bijection réciproque
continue et strictement croissante de

[~ 1,1]sur [_ %,%] appelée arc sinus et notée

arc sin
y=arcsinx _x=siny
-15x<1 -Isys%
» La fonction arc sinus étant bijective on
a:arcsinx =arcsingy=>x=y |
= La fonction y = arc sinx est dérivable
sur [-1,1] _
y=arc sinx=>x=siny

, 1
Yor¥o =12 Y0 = 5655

1
x=siny= x, =cosy =

Vi) =

) cos y
cos? y+sin’ y=1=>cos’ y=l-sin’ y
cosy=i"\m or x=siny




AnalY!e

(R

yﬁ]--};—. 1 :cos y>0 = cos y=+1-x

1

1-x

Done, y,)=— ;

y = Arc sin x = yE,) =

3 T -
d’une maniére générale

¥y = Arc sinu= y'=
1 - u

.~ Fonction Arc Cosinus
La fonction cosinus est continue et
strictement décroissante de [0, n] sur [-1,1];
c’est donc une bijection. Etant bijective, elle
réalise une bijection réciproque continue et
strictement décroissante de [-1,1] sur [0, =]
appelée Arc cosinus et notée arc cos
y = Arccosx X =CO0SY
_1<x<l 0sysa
»« La fonction arc cosinus étant bijective
on a: Arc cosx = Arc cosy <X =Y
= La fonction arc cosx est dérivable sur
[-1,1]. Sa dérivée est donnée par:
, -1

Ry '

D’une maniére générale

!

—u
y=arccosu=y = -
Jl-u

.- Fonction Arc Tangente
La fonction tangente est continue et
strictement croissante de ]_ ;_ 5__[ sur R. C’est
2
donc une bijection de ]_ T 5_[ sur R; Elle
22
admet une réciproque de R sur
]_ x 1{ appelée arc tangente et notée Arc tg

23
y=arcigx -=> Xx=Igy
xeR -L<y<%

Sa dérivée est donnée par : =

1+ x
D’une maniére générale

'

y=arclgu = y' = ;
l+u

Exercices T
1.- Soit la fonction !mmériquc. de la Varigh],
COS X ~ §f
fle)=——50x
définie par : ¢ Cox"x—sin’ x
réelle x | g f(”) 5
!

—
— | = c—

4 2

" % T
f est-¢lle continue au point X, = 5

5. Soit f application de R dans |R définie

par:
w5 0=

@)=-3

1) fest-elle continueen 0? est-elle continue 27
2) la fonction f est-elle dérivable en 02 est- |
elle dérivableen 2 7

3.- Soit f la fonction définie par :

fix—o1+x’

a) Préciser le domaine de définition et la
dérivée premiére de f

b) f est-elle dérivable en -17? est-elle
dérivableen 1 7

' Jl-{-x’ —ﬁ
x-1

¢) En déduire lim

x-5)

4.- Soit I"application de | dans |définie par-

) &f:“-ifixi:::) si x#-!
f(—l)n;—
a) fest-elle continue en Xo=-1 7 €0 x"::oo'{;

b) fest-elle dérivable en xo=-17enXe"

- . 1
5.- On considére la fonction numénque fde :
variable réelle x définie par :

x? +x|+1
X —r f(x) = —-———l I‘ .
x| +1
a) Etudier la continuité de fen
xc’ = O 2‘ .ro = -1
b) Etudier la dérivabilité de fen’

x,=0etx,=-]




M =
A e |

T

. Peut-on prolonger par
* fnctions fet g..déﬁnies par;

V9x?
x

9x?
W %0

continuj té les

o

f:x—)f(x)=2x+

en X, =0

bl ) g =

| etg:x-)g(x)=2x+
'I-Z 5
 7.- Soit f 1a fonetion définie par :

?f__ f(X)={x 2 Si. .

L

EY

- Déterminer les réels a et b pour que f soit
[‘ dérivable au point X, =0 .
;{a Soit f la fonction définie par ;
v flx)=x*-1 si x32
f)=ax+b si x<2

Déterminer a et b pour que f soit dérivable au

T

“'I-l..;-l :'-

-9.- Soit f la fonction définie par :
f{I)‘—' “J2¢cos x -1

2¢os 2x + 1
x i
1[3)=4

fest-elle continue au point x, =

-l

?

Ty
w (N

-

“10.- Soit la fonction numérique de la variable

- Ieelle x définie par :

' T+x-1-x
)= Y12

sin x

si x#0

flx)=1 si x=0
2) Préciser I’ensemble de définition de f

< b) fest-clle continue en 0 ?

. -
L

R T T,

Le'

é:l_l-- Soit 1a fonction f définie par :
¥ x> f(x)=+/I-cos2(xsinx)

*Bludier Ja dérivabilité de f au point Xo =0

fn’}z-' Soit la fonction f définie par :
J’_(:o:)='::rsinl si#0
. < _

7(0)=0

si x=0

il

—_—

T

Etudier la continui svahi L C
N nuité et la dén i
i , vabilité de f au

13.- Méme question
: f(x)=x2 sinl si #0

X
f(0)=0

,1-‘4.- Caleuler la dérivée premiére des fonctions
d'expressions suivantes :

a) f(x) = sin3x b) fix) = cos4x
) f(x) = sin(2x + 3) d)fix) = cos(5x- 2J
e) fix) = x — sinx f) f(x) = 2sinx + 1

g) f(x)= LEL b f(x)=V1+sinx

si x=0

cosX
i) f(x-)=C09.'+S.UE j) f[}.‘.']= C?Sr‘
cox—sim cosy+sinx
- {l4sinx
k = P iy .
)/ (’-‘) |—sinx 1)/(1) yeox—cose+]

15.- Soit la fonction f définie par
fix) = cos’x + 2cos’x + 1 | ,
a) Déterminer le domaine de définition Df de
f
b) Vérifier que:
Vx e Df : f'(x)=-2sinxcos? x(2cosx +3)

16.- Soit la fonction f définie par :
2sin2x
f(x)  1+cosx
a) Vérifierque:Df=R-{n+k2x k € Z}
b) Calculer la dérivée premiére de £

17.- Soit la fonction définie par :
sinx+sin2x
1+cosx ‘
a) Déterminer Df; justifier que I'ensemble
d’étude de f peut étre réduit 4 I'intervalle

(079 o
b) Calculer la dérivée premiére de f

fix=>

77-1 Calculer la dérivee premiére -de ces

fonc(fons & , -
2 + \ -
B [0 D AT

24+CO8X

LY
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Fe

18.- Soit f'la fcnction nume

£le)= " =3¢~

—

2

1},1(0) et f(1)
2

ion f(x) =0 admel
s comprises

1) Calculer f(-1), f(1),

2) En déduire que I"équatior
trois racines réelles distincte
entre -1 et 1

Calculer cos3a en fonction de cfosa: En
posant X =COS&; déduire les trois racines
de I'équation f(x) = 0 sous forme
trigonométrique '

19.- Vérifier le théoréme 2de Ro
fonction f suivante : f(x) = x" - 3x +2 sur [1,2]

20.- a)Appliquer le théoreme  des
accroissements finis & la fonction g telle que
g(x) = Jx avec x>0 sur [0,1]

b)Soit la fonction y = ax® + bx + ¢, montrer que
le nombre t de la formule des accroissements
finis :f(x+h)-f(x)=}3f'(xXx+th) 0<t<1

est indépendante de x et de h. Donner une

3)

lle pour la

interprétation géométrique.

21.- Soit f 1a fonction qui, & tout réel différent

de a associe f(x)= - ! On notera
~-a

successivement  par ff'); F@ W e
fonctions dérivées de f
)

1) Préciser ft)]; ft:, o

2) Etablir par récurrence que :
fm= (=1y'n!
() (x_a)ul

22.- Déterminer deux réels a et b tels que :
2x a "
T 1 w1 gel oLl
En déduire la dérivée d’ordre n de la fonetion £
2x

x¥ =1

définie par :x - f(x)=

23.- Soit la fonction f définie par :

f:x—yx(x-tm)

a) Calculer le domaine de d¢
dérivée premiére de

i

— ) Montrer que pour to
£(x)>0

24.- On désigne par J I"intervalle :
J={x/xeR, ~3<x<3}

[’on envisage I'application f de J g R

définie par :
vieJ: f(x)=x°

Démontrer 12 propriété suivante : Vi, et o

I"inéquation suivante est toujours vérifiée -

| |f(x)—-f(xol < 27|x, — x,

En déduire que f continue en tout point deJ,

A
X T o
|

Existence et calcul de la dérivée
25- On considére 1a fonction f définie par:
2x—1
d) Montrer que f est une bijection de R -{1}
vers R - {2}. Définir alors f!
¢) Vérifier que fof ~'(x)=x
f) Calculer de deux fagons (f"‘) (x)

26.- Soit f la fonction définie par :
f:x—>4x* —4x+3 sur [2,40]
d) fest-elle bijective sur [2, +4[
e) Si oui, déterminer ’ensemble des valers
de f
f) Définir £~ et vérifier que £ lof=1d

27.- Soient f et g les fonctions numériques de 12
variable réelle x telles que :

R

28.- Montrer que f est une bijection de

R\ {l} s {3}
2 2
Déterminer la fonction réciproqué de f

Déterminer la fgnction composée & \
Calculer les fonctions dérivées £ €6,

. de
Calculer la fonction dérivée (g

deux maniéres suivantes : ¢

8) En utilisant le résultat dv 3

b) En utilisant le théoréme sur _l‘.‘
d’une fonction composée et 18

85 e b -

dé;i\'.é‘
sdlt®

du 4°



~fprmeren fonctiondex T 0

“"g) sinfarc sinx) b) sin(are cosx)
K C) cos(arc cosx) d) fg(arc Sl'nx)
" ¢)sin(arc 1gx) f) cos(arc siny )

On considére la somme' LY = arc tga + arc

- Calculer tgy en fonction de a et b

1gb-
41 Vérifier que si arc cosx + arc cosy + are Cogs
igalorsxz'*' +Z 4 2xyz—-1=90

11 Résoudre dans R les équations suivantes -

—
—_

1 1
3) Arc cos-i + Afc cosz Aresinx

- . 4
Arcsinx+ Aresin— = —
A 372
0 Arcsin(2x—3_)=%
d) Arcsin(xz -—3x+2)=0

¢) Aretg2x+arctg3x = %

3~ Calculer le domaine de définition et la
Uérivée des fonctions d’expressions suivantes :

8) flx)=Are cos(x"t ~3x+ 1)
b f (x)= Aresin(2x +3)

: L 2=x
| ¢) f(x)-Arctg(x+3J
) f(x)=Arcs‘in(x+lJ
| 2

=
¢) f(fr)= Arcrg(x+1)

x-1

.
.
.
|.' Chapitre IV
. Suites réelles ou suites numériques
'%’fﬂ‘&d@m
tPapplication
NSl
L) Détermines —
2 Ueterminer les images par U des six premiers
b) vm_ﬂaturels ainsi que du 11° entier naturel
2 én.ﬁe" qQue Uy 2 Upt1
idemﬁq le signe de Upeq — Us et Up — 3 pour tout
3R o
Q)’Rr:,ah;,:er une représentation par fleches gua:to;
{y 2 Une idée sur les ensembles de dp
l Vée de u .

ch
u définie par :

Analyse

f f(x)= Arcsin[x+2]

x+1
8 f(x)=drc cos(2x? ~1)
h)  f(x)= drestg(sin )
D) f(x)=4re s,in(4x’t +3x+1)
) )= 4re sin(-2x+5)

Raisonnement par récurrence
Le raisonnement par récurrence est un

procéfie utile permettant de démontrer qu’une
Propriét¢ est vraie au rang n. Soit a démontrer
par récurrence que la proposition P, est vrai
pour tout entier naturel n

* On vérifie que P, est vrai c’est-a-dire la
proposition est vraie au rang n
On suppose que la proposition est vraie au
rang

* Ondémontre qu’elle est vraie au rang ntl

34.- Démontrer par récurrence que, pour tout
entier naturel n, 'entier 3"~ 4°™2 est divisible
par 11

35.- Démontrer par récurrence les égalités
suivantes, n est un entier naturel quelconque
n(n+1)
n=——-—=
2
e n(n +I§2n +1)

a) 14243400 o+

ooooooooooooo

b) 12422 +3 +

adbbdaddrhien

Définition. On appelle suite numérique toute
application de N ou d’une partie de N vers R
U:N—-R

n—>U,
18!

U, se lit U indice n est la notation
indicielle ou le terme général de la suite

(Un)

| Idées et stratégies

Si le premier terme d'une suite numérique (U,)
est U, alors le niéme terme ou ie terme de rang §

e

nest U,.,,




Exercices cndtal ¢
.- Soit ((Uy la suite de terme général:
U =n+3
' n+1

1) calculer les 3 premiers termes de (Uj) ainsi
que le terme Uy
2) quel est le rang du terme U,s

2. Méme question avec :

Ua_=3n+5 s Un.___Jzﬂ._lo
n
Remargue

En général, une suite numérique (U,) est
déterminée par ’un des procédes suivants :

© Une formule explicite permettant de

calculer U, en fonction de n: ¢'est le cas

des suites du type U, = /() od f est une
application numeérique a variable réelle.
Au moins un premier terme et une relation
permettant de trouver les termes de proche
en proche dite : relation de récurrence.

Suite périodique
* La suite (U,) est dite periodique de période
P si et seulement si VneN, Vpe N'/

Ulli-ﬂ = Ul’

Suites bornées
Soit (U,) &l une suite numeérique
» (U,) est minorée s’il existe un nombre rée|
m tel que, pour toutn e I, ona: U,2m
> (Unp) est majorée s’il existe un nombre rée|
M tel que, pour tout n & Lona: U, sM

» (Un) est bornée si elle est A la fois minorée
et majorée.

Suites monotones
Soit (Uy) n € 1 une suite numérique,
> Si pour tout n élément de | Ui =U, 20 ;
alors la suite (U,,) est croissante
» Si pour tout n €lément ge I,
Upn =U,<0; alors la sujte Uy e

st
décroissante
» Si pour tout q €lément e 1
U,y—U,=0; alors la suite (U,) es;
"constante

& A
Idées et Strm%
Pour démonter qu'un suite (U,) est \

; mong
utiliser I'un des procédes suintants - tone o, |
» Etudier le signe de Uiy =T

—nal

Un ) IO]‘squeh
suite (U,) est strictement Positive

» Etudier le sens de variatiop de Iz fong

lorsque la suite est du type : J, = f(o) tion ¢

» Comparer a 1 le quotient g

» Faire un raisonnement Par récumence
> Etudier la monotonie ou [e sepg de variy;
d’une suite réelle (U,) revient 3 dire 5; (Uom
croissante, décroissante oy constante, i
Suite stationnaire
* Une suite est stationnaire sj elje COnStane

4 partir d’un certain rang
Limite d'une suite numérique
* Une suite (U,) admet une limite £ sig
seulement si Ve > 0, VYpeN, Ve,
n>p=|U,-f<e
* On admet que si une suite a une Iimite, cene
limite est unique
Suite convergente
" Une suite (U,) est convergente si sa limit:
est finie c’est-a-dire si lim U, = ({¢e¥)

Suite divergente .
® Une suite (U,) est divergente si elle n'es
pas convergente

Idées et Stratégies ),

>Toute . sidite réelle croissante et majorée ¢

convergente

>Toute suite réelle décroissante et minorée
Convergente o
>Toute suite réelle croissante et admet une limitt ﬁ:;'
©st majorée par cette limite et minorée P
Premier terme et par conséquent este bornée. i
>Toute suite' réclle décroissante et admet 1€
finie est minorée par cette limite et majorée P

Premier terme et par conséquent est bornée Ll

——

Toute suite périodique n'a pas de limite fin
Sui

conséquent n’est Pas convergente.

S4Ues adjacentes : ot seule?”

'.D'cux suites (Uy) sont adjacentes si ?;:;!é o

sll-l UN€ 5t croissante et 1*autre décroiss?” .

milU — V )=
n n) O ]w _.




* Exercices
Solt Ja suite (U,) définie par:

6n+2 nEN'

* T an+
Calculer les trois premiers termes g
?) ainsi que son 10° terme ¢ W
p) Etudier la monotonie de (U,)
- Soit trois réels a, b, ¢ et la suite (Uy) de terme
général U, =an Pvbn+c

3) Calculer a, b et ¢ sachant que I'ensemble des
|h dices de la suite est N et que les trois premiers
ermessont 1 ;6 et 15

b) Calculer le 6‘ terme de la suite

2 Caleuler U,,, en fonction de n et de U,

(U,)est une suite réelle telle quel, =4 et
“}IIE N'Uﬂ = Un—1 +2n-3,
a) Calculer les trois

ceessivement le 1,
b) Détermine 3 réels a,b,¢

achant que Y € N, U, = an® +bn+c.
t) Calculer le 11° terme de la suite.

termes qui suivent

4 La suite Uest définie surNpar son terme
giéral U, = (~1)" +2n.

#) Calculer les trois premiers et le 7° termes de la
Suite.

) Déterminer, en indiquant leur rang, les termes
42 1a suit qui prennent la valeur 13.
t) Montrer que U est croissante.

Minorant de la suite.
) Montrer que la suite est divergente. En

Sduire qu’elle n’est pas majorée.

En déduire un

Analyse

Idées et stratégies

L’ensemble des majorants & d’un¢ suite
réelle (U, ) est tel que : U, —k<0.
L'ensemble des minorants & d’une suite
réelle (U, ) est tel que: U, -k =0.

Toute suite croissante (U,) n€N est
Minorée par son premier  terme
Uy :¥ne N:U, 2U,

_On considere la suite réelle U, ) définie

& fouy entier naturel n par
=342

el
R" +1

1- Caleuler les deux premiers et le 11° termes de
la suite ().

2- Montrer que la suite (U,) est strictement

croissante. En déduire un minorant de la suite.
3- Trouver I'ensemble des majorants de la suite.
Déduire que la suite (U, ) est convergente.

6.~ Soit la suite (V) définie par
v, _3n+s5 ,VneN
n+2

a) Calculer son premier terme et son dixiéme
terme

b) Etudier le sens de variation de (V,) lorsque n
tend vers +o0

¢) En déduire que (V,) est bornée

7.~ Soit la suite (U,) définie par :

g, -5
U“'"U -1 G =2

a) Calculer U,,U,, et U,
b) Calculer U,,,en fonction de U,. que peut-

on en déduire ?
c) (U,) est-elle convergente 7

8.- On considére la suite (W,) définie par :
51
m=§ﬁ.
a) Calculer W, ,WW,,W, et W,
b) Etudier le sens de variation de (W,)
9.- Soit la suite (U,) définie par :
Us=1,U,=3 ¥ neN\{0,1}
v,=33U,,-2U,,
Calculer U, ,U,, et U,

10 On considére la suite (V) définie par :

l-‘_mn si 0sn< 4

V=-—V,,+3 si nz3j

Calculer les dlx ?rcmlers termes (V,). que peut-on
en dédulrsi !
“Ydées et stratégies

> Le nombre de termes n de la suite (U,) ref
que S=Up+ ... +Ugest : n=p-k+].

» De méme si Uy et U, sont respectivement
premier el dernier terme d'une suite finic
U, alors le nombre de termes de(U, )est
n=p-k+l .
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11.~ Soit la suite (Un) définie par -
2
= ,¥nelN
U, (27 +1)2n+3) )
Déterminer deux constantes a €l b tels qu
a b
2n+1 2n+3

Etudier le sens de variation de (Un)
Soit la suite réelle définie par le terme

gél’lél‘ﬂl JS,‘ =ZUJ‘ =U0 "“U] +---+Ua
=0

Donner en fonction de n 1'expression et
montrer que S, est convergente.

.~ Choisir Ia bonne réponse dans les exercices 13 4

21
13- Si Ujs et Ujsp sont respectivement 19 et.
demnier terme d’une suite infinie (U, alors le
nombre de terme de la suite et
a)l75 b)174 c)i176
14.- La suite (Uy) n e N définie par :
L[ i)’ est :
2\ S

a) croissante  b) décroissante
15.- La suite (U,) définie par :

{U o =a est constante si

a)a=1 c)a=4 dya=5

a)

-+

VneN,U, =

b)
c)

d)

d) 325

neN,, _

) constante

v, =;—u,_, +4
b)a=3
n+3

2n+5
a) croissante et majorée parl

b) décroissante et minorée pari
c) croissante et n'est pas majorée

HRERE RN AR L

Suite arithmétique (S.A) oy -
arithmétique (P.A) progression

Exercice d'approche
Seit 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15

23, ... une suite nombres réels on :;
chacun de ces nombres 3 I’exception
gst égdal a son précédent augmenté de

onc d'une suite arithmétique de ra:
Définition On appel;qe. s_xfi::l Soar:-i2
(S:A) ou progression arill1métique (PuAlm
suite de nombres réels oy chacun )' T
I"exception du premier est €gal A sop p:i‘éeux A

augmenté d'une constante
4 € appe i
progression. Ppelée raison

16.- La suite U, =

est:

17, 19, 21,
onstate que
du premjer
1l S’agit

.

éﬁque

e la

—d) décroissante et non "ﬁnorée\"mm

17.- La suite (Un) 1déﬁnie pour tout naguref
n-
Up = nt—n+l
a) est croissante
b) est décroissante
c) est constante
d) n’est ni croissante ni décroissante

npa,:

18.- La limite de la suite (U,) felle o

U =l_9(li_'3) quand n — +co est:
R n+l
al bo i d2

19.- Soit (Uy) la suite définie sur N p.
T x
"~ 2n+salors
a) (U,) est croissante b) (U,) est décroissante
c) (Uy) est divergente d) (U,) est constante

20- Si (Us) n €N est une suite réelle gi
converge vers un réel non nul ¢, alors :

a) (Us) est majorée et non bomée.

b) (U,) est minorée et non bomée.

¢) (Un) n'est ni majorée, ni minorée.

21- Si une suite numérique U, est telle
S=Uzg+...+Ussq, alors le nombre de fermt
cette suite est -

a) 668

b) 610 c) 609 d) 6l

RRE AN e

Généralement on désigne Ja raison (:unf

Progression arithmétique par lale®™

Si (Uy) désigne une suite S.A de ™

la définition précédente se traduit P
Un=Un_|+r,nEN. ‘

ljn#l = lf" +r,ne N

i




Analyse

/’;;r’a;égies

] | 3 nomb!"es 8,
‘mgs da
EI 2 G

-

b et ¢ sont dans cet ordre les

une PA si et seulement si b=

e e e i A

a+c

AN AR

et stratégies

an'ﬁunétique de raison r =

' gier terme UO =bh
el g

1
b

‘ of de la raison.

T e Ao A A AP S ER L Tt L i s ds?

suite (Un) de la forme an + b est une

a et de B

7%
-

pression du terme général U, d’une S.A en
nction du premier terme, du nombre de termes

wit Uy U, 2UysesUygles termes d’une S.A de
r-. sonrona U, U =Uy+r
] U,=U,+r=U,+2r

. U,=U,+r=U,+3r .
u::U,_,+r=Uo+nr Yne N,

U, =U, +n-1)

Dhme maniere générale p<n ;

t,=U, +(n-pk

=
|

Tdées et stratégies

‘_. nombre de termes d’une P.A de

ial =ﬂ.+]
.
1

b—a_l

&tdonné par :m =
. r

four trouver quelques nombres
fMhmétiques on procéde comme suit

impaire, on choisit pour incon

progression de raison r qu’on peut ins

* Si la quantitét de nombres a trou

' n-1 ‘ - L hak
- a'_( r,..-,a“r,asa+rs"‘3a+ 2

1¥* terme a, de

'; son r et de dernier terme b est donné par:

Le nombre de moyens arithmétique d’une

érer entre a et b

en progression

ver est
nues &
n-1

1“ * Sila quantité Je nombres at
Bl onchoisit pour inconnues :
a a+r; a+2r; - a4t

(1-1)

e —————
ToUver est paire,

Dans les deux cas, a et r seront trouves 2 partir des
équations issues de ["énoncés du probléme
« Dans toute suite arithmétique, la somme
termes équidistants aux extrémes est égale d la
somme des extrémes

des

Somme des (n + 1) termes d’une suite

arithmétigue
Soit U,,U,,...,U,les (n+ 1) d'une S.Aona:

8, =Uy+U, +..+U, (1)
Ecrivons cette somme d’une autre fagon
S. =U, +.+U; +U, (2)

Faisons (1) + (2)
28, =(U, +Un)+(Ul "‘Uu-|)+'"+(Un +U°) c

omme (U, +U,,)= U, +U,2)= =(U +U,)
28, =(U, +U,)+ U, +U, )+t (U, +U,)

= 25, =(n+1)U, +U,) 3,=("+'X‘;'°+”~)
Une démonstration analogue conduit a:
S, =U+U,+..+U, =£(£f—'-;—'g"—1

La somme des n premiers termes d’une S.A

Exemple: La suitt (Un) définie sur N

par :{Um =U,-% .
Uy =-1
a) Quelle est la nature de la suite (U,) ?
b) Calculer Uy ; Us; Us
¢) Exprimer U, en fonction den
d) Calculer la somme Up+ U +... +Uj2=-65

Solution
2
Q) U ,,—U,= -3 done U, est S. A de raison

N

3

‘ 5 7

U =U, + =“‘l——=—-—;U =—
b) 1 0 r 3 3 ] 3 3
Uy ==3
¢) Exprimons Uy €n fonction de n
2

U, =U,+nr=U, =—1—§-n

d) Calculons ja somme U, +U, +...+U,, ona:

S AT B AR
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- |
AVeS U, =U, +12r = -1 +n(~-§-] =-9 Donc:

Ug+U, +..+U,, = 13(-1-9)

SoitU, +U, +...+ U,, =—65

Exercices
L.~ Reprendre I'exercice précédent avec la suite
(Un) déﬁnje pa.l' {Utol e UI — 4
U, =0
2- On considére les suites U et V définies
respectivement sur N par

Up =2 Upgyy=U,+2(3n+ 4)et¥, =U, - 3n*

a) CalculerVaV; etV,

b) Montrer que (V) est une suite
arithmétique dont on précisera la raison.

€) On pose S, = &r=pV;. Exprimer V, ,U,
puis Sn en fonction de n.

3.- Calculer le 51*™ nombre impair

4.- Calculer le 99%™ terme d ‘un P.A dont le 7%™
terme est 29 et le 44'“™ est 177

5.- Calculer le premier terme et le 19%*™ terme
d’une S.A sachant le 7*™ est 47 et le 10*™ terme
est 62

6.- Déterminer 3 nombres en progression
arithmétique sachant que leur somme est 9 et la
somme de leurs carrés est 35.

7.- Déterminer quatre nombres en progression
arithmétique sachant leur somme est 16 et la
somme de leurs carrés est 84, -

8.- Une P.A commence par 6 et la raison est 7. la
somme des termes est 41094. Quel est le nombre
de termes ?

9.-Pourune S.A :
U, =11, U, =433 S, =U,+U, +..+U, = 47062
Calculernetr

10.- Calculer la somme de termes d'une P.A

ayant pour premier terme 2 pour raison 4 et
contenant 20 termes

11.- Déterminer le premier terme Mtla\;?:?'\'—
d’une S.A de telle fagon que quelque soj l""ﬂ?i o
naturel, la somme de n premier termeg de cet::

suite soit égale & 7Tn+2n’
|

12.- Déterminer la somme des 26 premiers entier
naturels impairs .

13.- Déterminer la somme des 50 premiers enfjey,
naturels pairs non nuls | |

14.- Déterminer la somme des 37 premiers enfjer
naturels non nuls

15.- Soit-la suite (U,) définie par : {U w2 U, 45
U,=2 ¥
a) Montrer que (U,) est une S.A dont op
précisera la raison
b) Calculer Uy, puis S, en fonction de n
¢) Déterminer n sachant que S, = 354
16.- Pour une suite S.A on donne U; =10 ¢
U, =40
a) Calculer la raison et le premier terme de la
suite
b) Déterminer I’expression de U, en fonction -
den :
¢) Quel est le sens de variation de (Uy)

17.- On considére la suite (U,) définie par:

-7U, -8

= et U, =1
'Tu 41 O

a) Caleuler U,,U, et U, "
b) Montrer que la suite (V,) définie sur NI:
U, 42 oo
arithmétique dont on précisera le pre™
terme et la raison . i
¢) Exprimer V, puis U, en fonction den

18.- On considére Ia suite (U,) définie par :

,]u-—z » VHEN,U°=O
w, -1 '

. 8) Calculer U,,U, et U,s )
b) On construit une suite (Vo) telle &
¥, =—L __. Calculer Vo et Vi et ™
U, -1 ) 18
que (V,) est une S.A dont on précise™ "3
raison et le premier terme

nel ¥




k- Fxprimer Va puis Uy .en fonction den B

getuire BV et im U,
Calculer la somme suivante

9 Vo + V) +eonnt Wy

: Slg -

|
|
|
.. pans le but de rechercher une nappe ¢
“9&”;]1)‘3 susceptible de chauffer url:p g;l‘)z;‘:
yimmeubles, On S¢ propose d’effectuer un
(onage Une somme de 76800 gourdes a &g
| bloguée. L’entreprise de forage a soumis Je
devis suivant :
o Le premier meétre cofite 100 gourdes
¢ Le deuxiéme métre colite 140 gourdes et
ainsi de suite en augmentant toujours de
40 gourdes par metre
" 3) Quelle profondeur pourra-t-on atteindre ?
. b) Quecofitera le dernier métre ?

| 20- On note S, la somme des(n+1) premiers
sermes d’une S.A. de raisonr . Calculer :
\) U, et S, connaissantU, =4 ef r=3.

L St 505 et le nombre de terme de la suite.
- 0) Calculer la somme § = 5+10+ 15+...505.

d Choisir Ia bonne réponse dans les exercices 21 & 43

: 2-1'7 Si (U,) estune S. A, alors la somme
S, =Uy +U, +...+ U, équivautd:

: ?) Sl e n(UO + Uu)

i 2

b S = (n+1)2U, + nr)

. 2

7':‘ 9.8, =_"(2Uo +nr)

(I, _ 2

y
5
N

3 -%2" Si (U,.) est une S. A, alors la somme

U

S=U,+U, 4.4 U, équivautd:

') Déterminer le nombre de moyens inséré entre

——

Anal
2) S, = (n + IXU. +U ) nalyse

2
by §, = 12U, +r)
2
) S, = ".[2U| "'("" l)’]
2

23.- Si les deux termes d’une S.A sont dans cet
ordre -4 et | alors son 25° terme est :
a)120 b)124 ¢)116 d)-124

24.- La suite arithmétique (U,) est telle que:

29 2
U, = —z-et 5 = ?5 le terme Us vaut :

27 31 |
a)2 b)? )13 d)27

25.- Le 15° terme de la progression arithmétique
1,4,7,10,13,....est:
a)43 b)151 ¢)121 d)46 e)5l

26.- Si (Uy) est une S.A de raison - 5 alors :
ayVnN,Up1—Up,=5 b)Up= U, +40
U,+1 _ s

©) Uy =U; +20 d) YaN, =L

27.- (Uy) est la suite arithmétique de raison 3 telle
queU;=2:
a)Uin=298 b)Us=1 ¢) U,=3n-5
dUp=3n2 ¢€)U,=-2n+3

28.- Si (U,) est une S.A telle que Up =-97 et r=3

alors son centiéme vaut :
2)203 b)200 ¢)217 d)-203

29.- S, est la somme de (n + 1) premiers termes
d’une S.A de raisonr. SiU;=4etr=3,alors:
a)Ss=94 b) Sg=-49 ¢)Ss=49 d)Sg=0

30.- Si (Uy) est la suite arithmétique telle que:
U,, =100 et Ujp = 50 alors la somme Sio deslO

premiers termes est:
a)-275 1b)225 c)-225 d)275

31.- Si -13 et -28 sont respectivement le 4™ et le
giéme 4orme d’une suite arithmétique, alors le 1 e
terme Up et la raison r de cette suite ont pour
valeurs :
a) Up=-2,r= 5
c)Up=3,r= 2

b)Upg=2,r=-5
c)Up=-3,r=-2
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S An;
T 39 Si (U,) estune S.A de m;som

ors pour tout 7€ N U, est e ;g,

: S hmeéti telle que
32.- Si (U,) est la suite arithmétique 1€

U,=8etlU,=-1alorsla somme :

b) U, -3n
a) U, +3n I
£
-5;1;2 ; Uy ;)zU& +.;)+ll; 14 ;’)?'1“5 )40 c) U, +3n-3 d) Aucune réponse
a ) ) "
Sy est | des n premiers termes d’une 40.- Le nombre de termes de 1a progressiop .
33.- S, est la somme des n

. .y 3oest:
S.A de raisonr. siUs=5etr=2, alors S¢ igalﬁse ;)1 ’8
a) 100 b) 121 ¢) 103 d) Aucune repo P
> 41.- Le 50° nombre imp T
34.- La somme des 10 premiers entiers naturels 299 bl 01 ¢)103 d)Aucune réponse
non nul est : _ . '
2)603  b)705  c)803  d) Aucune | 45 _ye ]0° nombre pair non nul est:

4]

b) 9 Q1 1

réponse 2)20 b)18 ©) 22 d) Aucune réponse
35-Lasommel +4+7+ . +76estégala: 43-Soit(U, )une suite arithmétique définie sury,
a) 582 b) 852 ¢) 871

Si les 3° et 20° termes de cefte suite soy
respectivement 5 et -80, alors la somme g 4
premiers termes de cette suite est égale & .

d) 874 €)1001

36.- Si (U,) est une suite arithmétique de raison

50 et terme initial Up= 1300 alors : P°“;)= 5 b) n=7
S=Uy+U, +.+Uy vaut: &y n=11 d)n=8
a) 7200 b) 37800 <¢)37275 d) 36000 c »
ompléter
37.- Le nombre m de moyens arithmétiques d’une 1) Si (U,) est une S.A. de raisonr,
prc;g;es:ion de raison 5 qu'on peut insérer entre 3 v(n, p)e N : p < n,alors Un est égal ic.
et 33 est :

— ] — :—_.6 = .
m=4 bm=5 c)m =17 2) Si U est une S.A. définie sur N pr

38.- La somme des 100 premiers termes de la Un=3n+5, alors la sommeU, +U, +.J,
suite : 3,5,7,9,11, 13, ... est: estégala ...

a) 10200 b) 10300 ¢) 100500

d) 101500 €) aucune réponse 3) La somme 142+34.. .+, 4100 est égde

;IR
PEEESRE SRR

Suite géométrique (S.G) ou progression - -
géométrigue (P.G) Premier est égal & son précédent multiplié par

une constante appelée raison de la progression.

Exercice d’approch

Soit 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, ... une suite Généralement on désigne la raison 40
de nombres réels. On constate que chacun de | Progression geométrique par la lettre q. Si (Un)

ces nombres 4 ['exception du premier est gpa 3 | d6si . ‘ b
g P gal & Ene une (S.G &finition
son précédent multiplié par 2, il s’agit dope | Précédente se( ) de raison q la d

d’une suite géométrique de raison 2. U =y traduit par ; -
" M Xq ne
Définition . | Ui =U, xq —_—
Qn apqelle‘sglte géométrique (83.G) ou 1dé .
progression geométrique (P.G) toute sujte de €S et stratégies

Trois nomp
dune § G 5

nombres réels ol chacun d*

! | es
eux 4 Pexception dy 7€ 3, b, ¢ sont dans cet ordre les te™®

' €t seulement si b? = q¢
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=
 gapression du tirme général Un d’ung suite

N i fonction g :
glométrique en U premier terme.
~ g mombre de terme n ct de |3 raison e

oit UosUpsUsssU, les termes drupe 5.6 de
raisonq on a: Uy Ui=Uyq
' U,=U,g=Uyq*

] U,=U,q= qu3
U,=U,,g=Uq" YnN
- U" = qun
L

tﬁ' Si la suite commence par U, une démonstration
- analogue @ l_a récédente conduit 3 -

VnN ¥, U,; - Ulqn-l
. D'une maniére générale ;
: psn; U, =U,g""

il Idées et stratégies
: Lenombre de termes d’une S.G de 1™ terme a, de

o Inl2
demier b et de raison q est donnée par:n = ln_H +1
Rl ' q

: 1"_>Le nombre de moyens géométriques d’une

| progression de raison q qu’on peut insérer entre a et
i b

| best donné par: m = In—l"l -1

E Inlg|

PPour trouver trois nombres en progression

géométrique, on les choisit ainsi : a,aq, ag” ol a et g

seront trouvés A partir des équations issues de

I'énoncé du probléme .

PDans toute suite géométrique le produit des

lt-?‘mes équidistants aux extrémes est égal au produit

-~ Somme des (n + 1) termes d’une $.G .
880t U,,U,,...,U, les (n+ 1) termes dune 59,
i, S“=UD+U1+...+U,, (1)

“Multiplions S, parq o

L 48, =Uyg +Uyg++Ua )

5 QS,, =Ul +U_z Foset UM! (2)

3 I)‘ (2) donne |

[ ——

Analyse
S” -an =U0 "Umr! =
(-g)s, =U, -v, g™
(1‘9)5',, “—‘Uo(i—-q”") =
U fi-gm) |
Sn = 0 q P S =£0__ _ nal
l-¢ ° . l—-q(l y )

Si la suite commence par U, une démonstration
analogue conduit 4

S, =U, +U, +..+U, =9'Ei"—”) ;
-q
La somme des n premiers termes

Pour toute 5.G de 1 terme Up ou U, et de
raison g, ona: g -

Ug=Ust .~ 5,=T0 "
. _ -~g
Un'rl:Uan”
U’”_’:'U’q" SHAM
1-g
Exercices

1.- (Up) est une S. G de raison q et dont les
termes sont positifs. On suppose de plus que
U)Us=36etqueUs+Uy=72

a) Calculer le terme U,

b) Calculer la raison g

c) Calculer ~ la
Sy =U, + U, +...+U,

Rép.-a)Uy=6 b)q=3 .c)Ssz=6560

2.- La suite (U, est définic sur N par:
Un = 5(;2!)'”‘ )
a) Calculer Up, Uy, Uz, Uy
b) Démontrer que (Un) est une S: G

¢) Calculer la somme Up + Ui + ... + Uy
Rép.- a) Uy =% U, =% U, =1§
Uy = "'1%5'

b) U,.,=3%U,. donc est unec suite

somme

géométrique de raison ¢ =2
c) S = o
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premier terme Ug

1.- Déterminer la raison et le
terme 16 et le

d'une P.G connaissant le troisiéme
sixieéme terme 1024.

7.- Déterminer la raison et le premier terme Uj
d’une S.G sachant son troisiéme terme 24 et le
sixieme terme 192.

et le

3.- Déterminer le premier terme, la raison  Je
4

13%™ terme d’une P.G sachant que son
terme est 32 et son 8™ terme est 512.

4.- On considére une S.G (Uy) telle que
U,U, U, =512
a) Déterminer U;
b) Trouver UjetUysiUp + U; =20

5.. Trouver trois nombres en progression
géométrique sachant que leur somme est 7 et la

somme de leur inverse est -Z-

6.- On considére une P.G de 10 termes ; sachant
que le 4™ terme est égal @ 3. et le 9™ terme
T2

est 48 ; calculer la raison, le premier terme, le
demier terme et la somme des termes

7.- Soit (U,) une S.G de termes strictement
positifs tels que :
U, +U, =12 et Uy U, =64
a) Calculer la raison q de cefte suite
b) Quel est le comportement de (U,) lorsque n

tend vers + o
¢) Calculer Us etS=Up+ U+ ... +Usg

8.- Déterminer trois réels distincts a, b et ¢
vérifiant les 3 conditions suivantes
» a, b, ¢ sont dans cet ordre, trois termes
consécutifs d’une suite arithmétique
» b, ¢, a sont dans cet ordre, trois termes
consécutifs d'une suite géométrique
» a+b+c=18

9.~ Trouver trois réels a, b, ¢ sachant que dans cet
ordre, ils forment une S.G décroissante et que
{lna+lnc=lhb+ln2 ‘

a+b+ec=17

1
U,=19=3
S, =U+U, +..+U, =2548

11.- Etant donne un réela, on considére leg
suites réelles (Uy) ne Net (Vo) neN définies
par:

Use R, Upu = %Un +3, V,=U,+«a
Calculer V,,, en fonction de Vpetde a
Comment choisir @ pour que (V) soit une

S.G |
Calculer U, en fonction de Up et n. En :

déduire lim U,

.a)
b)
©)

12.-' Soit la suite (Upy) n € N* de raison q
1

strictement positive et de premier terme U=t
telle que : 81U,, =16U; A
a) Déterminer la raison de cette suite. |
b) Calculer la somme ;

§ =U,+U, +..+U, puis lim§, |

13.= Soient (Uy) et (V,) deux suites définies sur -

|
|
)
Un=9 i
N par :{ i et Vo=U,-12
UJH»I '—'EU.+6

a) Démontrer que (V,) est une S.G dont
précisera la raison ‘

b) Calculer la somme S, = Vo + Vi ++ Vo
En déduire la somme i
Sn=U0+Ul+ ------ +Unc
¢) Calculer Jrlim 5, ¢t lim S,

13.- On considére la suite qui, & tout entier -

strictement positif associe le nombre U, tel qu¢ t

a) U, est strictement positif

b) Unestune .G de raison % -

¢) les trois premiers termes vérifient Pegalité =
SU\U, = 6U, (E)

1. Calculer U; puis exprimef

fonction de n . -
Calculer U, U; et Vénﬁ“,!-_’"
de (Un)

Uy 0
2o c‘

3. Etudier le sen: de variation

10.- Pour une S.G :

I'égalité (E)
10873




‘ K la . somme
4P +..+U, enfonctionden

m
| A 5 Ul + U 1
5 uite Sq est-elle convergente ?

£ s Las

‘. 2 consideére les suites (Un) et (Vy) définie

H'?U gUu-! +3, Ul =2, Vﬂ =Uu -3

| '{on:fe’ ue (Vn) est une S.G dont on

! ¥ isera 18 raison et le premier terme

| pue’te miner Va puis Uy en fonction de n

L;*Dmmﬁner la limite de Vj, lorsque n tend
s +oo. En déduire celle de U,

h Calculer

[S -, +V2'+...+V,, et S.=U+U,+..+U,
{5 On donne ja suite (U,) définie par :

I U, =-1¢et vne N ; U,, =%U,,—2
) Calculer Uy et U2
b) On poseV, = U, +3, exprimer

fonction de Va. quelle est la nature de la
suite (V)
) Exprimer V, puis U, en fonction de n
 g) Calculer la somme Vo+ Vi+... +Vio

V_ _.en

n+l

- Soient les suites (Un) et (Vo) définies par

U
U= "5+6 et Vo=Up-2
) Calculer U, Vi, Va .
b) Montrer que Va st UR¢ suite
géométrique dont on précisera la raison.
¢) Exprimer (Ujp) €t (Vo) €n fonction de 1
puis calculer lim U, et lim V,

_Svi

im0

Cleuler les sommes S, = iUi et S,

=0

lim §',

X—p 2

_lm,‘_‘ff}'s,. et

{UD =4
Uml = ZU" ""3

. v :Z suit;: (V,) définie pour tout natt

rel n par:

- On considére la suite (Un) définie SU0 Tpar:

Analyse

b) Exprimer V, et U, en fonction de n

¢) En déduire la limi
Vers +w a limite de (Uy) quand n tend

d) Déterminer, en fonction de n, la somme
S“=V°+K+V2+ ...... ;"l'V;_t

Bacc 2002
18.- Onuconsidére la suite (U,) définie par :
0o =10
u_”.w-“” nekN
u, +1

1) CalculerU;, Uz et U;
2) On considére la suite (V,) définie par :

U, -3
V =—
=T neN
a) Démontrer que (V,) est une S.G
b) Préciser le terme général de la suite

(Va)
¢) En déduire le terme général Uy de la

suite (Vn) »

Bac 2003

19.- On considére la suite (U,) définie par

U, =2_n;neN
2

a) Montrer que (U,) est une arithmétique

b) Calculer la somme Sis=Uo+ Uy +...tUs

¢) On pose V, = 4V~ Montrer que (V) est une
suite géométrique puis Jéterminer la limite
de V, quand 1= +%

) et (Vo) définies par :

20- Soient les suites (Un
U, -1

1+2U, _U
Uﬂ.”“-: _2_7}-—{-}:— et Vn -———'_"U" +l
-fU,U-,U;,Vo;vICiV; .
gf;f;tlrl:r qule Vln est une S.G dont on précisera l_n
imer Uy et Va €0 fonction de it puis

raison. EXPr
calculer lim ¥, €t lim
et

. g =YW
4) Calculer 165 SOmIES” S Zo

n ‘-o
(e 2e. n2l
oitne N, 00 pose I, ’.Lt-i ¢

S
= en foncticn den

a) Exprimer In
109

3 2 D¢ :miner que (Va) eét une S.G dont on

Prcisera la raison

e YT



b) Montrer que I, est une S. A dont on
précisera la raison et le premier terme
¢) Soit la suite (Vi) est une S.G dont on
précisera la raison et le premier terme
. 1 n%
24,-Soit I, = f xcoszdx
a) Expnmer l.1I en fonction de n
b) Montrer que (I,) est une S.G dont on
précisera la raison et le premier terme Ip
¢) Calculer, en fonction de n, la somme
5n~10+1|+ + I, En déduire la somme
Spu=h+L+..+k

25- . Soit @ un réel donné et (V) la suité réelle
définie par Vo=4 et Vne N, Vo= @ Vo -5
a) Quelle valeur doit-on donné au réel a
pour que la suite (V};) soit constante.

b) On suppose que a= % et on pose

Un=v“_ ls, HEN
3) Montrer que (U,) est une S.G dont on
précisera la raison.

~4) Calculer Un puis Sn= ZUJ

o fm
fonctlon dc n. En déduire lim S,

F=%vx

€n

26- On note (V) une suite gcométnque de raison
positive définie sur N

V,+V, =36

N, v, =72

a) Calculer la raison q et le premier terme

"V, de cefte suite.

" 'b) Déterminer V, en fonction de n
- On pose Sn-iVi Détermmer S,, en

., im0

foncnon de n. En dédllll'e lim §,

n-s v

27- Soit la suite numerique réelle (U, )définie par :
son premiier terme Uo =4, et pour-tout numbre:

' " Pa-r U =—Un-l

i

’____________,_.___

Déterminer e réelw
su:te(U )définie par ¥, =U, +qg; 2
S.G. dom on précisera la ralson ot le ]
terme.

b) Calculer¥V,, puisU, enfoncuon den.
‘¢) onpose: S, = Up+U, +..4U. &t . -
§' =Uy+U +utU,.

Calculer §,en fonction de n pus .
déduire S", |

d) Déterminer lim§,, et im§’,

=+t )

28 Soit (Us) une S.G réelle définie sur N, g
_premier terme non nul et de raison strictement -
positive. Sachant que le premier terme vaut 15 ‘5

fois le cinquiéme.
a) Calculer la raison q de cette suite,

b) Justifier que, si le 17 terme vaut 4
alors¥n e N,U, =27"2. En déduire que
(Up) est convergente. '-i

c) Calculer la somme des 10 prennen -
termes de la suite. -

~£
29- Sonlasulte(U )déﬁme par :U, =2n-1. ;
1) a) Montrer que (U,) est une S.A dont o 3
précisera la raison. !
2) On poseVne NV, =e" i
a) Montrer que (V, )est unie. S'G. dont 0d
précisera la raison. : e

L
L

b) Montrer quel+2+3 +. n _L'(__;:.Q

c) Calculcr le produit P, =¥, x ¥, x.. xV,
d) Trouver I’entier naturel ntel que ¥, >12

30- Sment les suite (Uy) et (V,,) telles que’

U, =1
U, =3U. @y, =ln(U.)
. Montrer ‘que (U, est ¢
i %éométnque dont on précisers 18 rais?

. Xprimer U, en fonction de -
¢) Montrer: que (Vy) est une S.A

A dant ® o
. précisera la raison et le ¥ terme- "

B"p"mef (Va)en foncuon den

' __e) Calculer les sommcs Ilﬂ




| N

!_ ;V o‘*_vl-l-Vn-l et 8" =UostU;+U,, g : Analyse
? | ‘ dg.; Soit (U,,? une 8.G de raison q et du nombre
. réponse dans les exercic TenSiU=1 Upi=128 " 8, = I
. o boot® €91248 | alorsle couple (n,q) =, . " 127
in' qme des 7 premiers termes de la suite | 0(72) ) (73) ¢)(62) d)(6 3) |

.‘_I .. » ] ’ '

07 8l €8T

;;.95.5-3 9930 9939 dggso | 41

| U est une SG de raisonq=.;_, de

. 'initia] Up=4ety - % alorsn=.... .
i b) 16 )8 d)2

. Soit (Un)-ume S.G de n termes déterminée
premier terme — 6 et sa raison-:li , 1a limite

412 somme de ses termes quand n tend vers
0 est:

b4 b)9
Y. [a mison q et le 1™ teme U; d’une S.G
skt que le 4° terme est 24 et le 7° terme est
192 sont <
§g=2et Uy =3
_‘=2etU[=2

-9 d) 4

byg=3etU;=2
d) Aucune réponse

t La raison q et le 1“ térme. U, d’une S.G

ehant que le 3° terme est 16 et le 6° terme est

Wo=detUp=2 b)g=4etUp=1
Wi=detUp=3  d) Aucune réponse

, La suite géométrique (U,) est telle que:
l‘.U!oUs =729. Le terme U vaut ...

3*" D16 ¢)9 d) Aucune réponse

y.

5" Saest la somme des (}1 + 1) premiers termes
' §G de raison q. Si U =9 et q =3 alors Sg= e
-'3 b)31 ¢)65 d)Aucune réponse
-P.Su'?Sl la somme des n premi_cl‘é termes d'une

25 e rjson q.Si U; = 4 et g = 2 alors S5 =

B2 631 )33 d)3S

-

Dy

Sy
) 'ple (n, q) = ... -
59 3)(5.3) ¢)(63) d) Aucune réponse

- 1

" raison 2 et

(Us) est une S.G de raison q et du nombre .
e n sachant que U;j =1, Ua = 16 €t Sn =31.
q Ul » - ¥

d’uneLe noml?re ;n de moyens géométriques
progression de raison 2 qu'on peut i
entre 2 et 128 est : ] pedt Instrer

Ym=4 Bm=5 Om=6 dm=7

42.- Si (U,) est une 5.G de raison 2 et de premier
terme U; alors pour toutne N, U, est égale 4 :
Q) Uy.2"™ ) U2 ¢)U,2" d) U2

43.- Le 10°™ terme de la suite 2, 4, 8, 16, ... est :
a)729 b)1024 ¢)512 d) Aucune réponse

44.- La somme des 6 premiers termes de la suite
1: 3.9, 275 est '
a)324 b)364 ¢)362 d)Aucune réponse

45.- 8i (Uy) est une S.G de raison g =1 et de

premier terme U, =2 et §, la somme des n
premiers termes de (Uy) alors limS, =...:

a)2 b))l ¢)4 d)Aucuneréponse
2

46.- Le nombre de termes de cette progressidn 2,
4,8, .. 1024 est:
a9 Bl il 4dl2

47.- La somme [ +3+9+...+2187 vaut »
a) 3280 b) 3281 ¢) 3283
d) Aucune de ces réponses

48- | Si (Un) est une suite géométrique telle

que : Ug=12 et Ug=43, alors la raison de celte

suite est S
a) <2 b)4 c)4 d)2

49- Si U, ne N* est une suite géométrique de

de 3° terme 8, alors la somme de ces

6 premiers termes est

2) 128 b)136 +  ©)126 d) 120

! ll‘llj



hapitre V
Fonction logarithme népérien

Définition La fonction logarithme
népérien vient pour honorer la mémoire du
mathématicien Ecossais John Napier
(1550-1617)

C’est en cherchant un moyen de
simplifier les calculs numériques que Napier
imagina un procéde de multiplication et de
division au moyen de la baguette chiffrée
connue sous le nom de réglettes de Napier. En
1614, il publia son premier ftraité sur les

logarithmes, malheureusement il mourut trois
ans apres.

On appelle fonction logarithme népérien, la
Jonction notée In vérifiant les propriétés
Suivantes :

* Elle est définie sur R'

* L’imagede ] est0

* Sadérivée premiére est |

x

In:R, - R
x=Inx

donc

-

Propriétés
Pour tous nombres réels a et b strictement positifs
ona:

» Inab=Ina+Inb

1
In—=-=Ina
a

ln%=lna-lnb

Pour tout nombre réel a et tour nombre rationnel m
ona:

» Ina”™ =mlna

La fonction In est continue et monotone
croissante sur ]0,+co[, elle est donc une bijection de
10,+ oo sur }o; 4+ e[ par conséquent - pour tous
nombres réels a et b strictement positifs |

= Ina=Inbsietseulementsia=p

W

Idées et Stratégies

Pour résoudre une €quation cOmpor

logarithmes, on peut utiliser le procéde by :Il' i
o Déterminer les contraintes syr Pina

Se ramener a une ou plusicurs égalités

[
| de la g,
Ina = In b, pour déterminer une équatio ik

n équivaj,%'

Ina <InbsieTseulement sz <p—

Objectil
» Utiliser les propriétés pour résoudre des

équations ou inéquations COMportant des
logarithmes

1.- Exprimer chacun des nombres g,
fonctions de In2 :

L, o i3
In8; ln-lg, In+/2; ln—z—, Inlé; 11151'21

iVants o

: .J
2.- Exprimer chacun des nombres sujvany =
fonctions de In3 et InS :

In15; ln%é; n75/5; In4s

3.- Simplifier les expressions suivantes

a) 4= m{J§+lJ+ln(J_—5-i]
2 2

b) B=101n{y5 +2)+51n(9 - 445)
c)C= ln(2 + -Ji)-f- ln(2 - ﬁ)-!- 2’1n—1/2—§-

. 1
d) D==Ine' +Ine* +Ine o (lne=1)
e

T

¢) E=ln25+3]n-;-+31n\/§

0 F- In{3VZ - VT7J° + 1n{342 +411)

Exemple 1.

1.- Résoudre dans R, I'équation
In(2x-3) + 2In(x+1) = In(6x-3)

‘ Solution
Contraintes sur I*'inconnue :
2x -3 > 0
T+ls>qp @35]1.4&[
6x <3 0 2

_b
Ramenons I"équation sous la forme In 2 " .
ln(2x -3)+2 In(x + 1)=In(6x -3) .
= l"(zx‘“3)+ln(x+l)1 - ln(ﬁ,’r—-J)
= lna=lnbc>a=b

(x=3)x 41 = -3




,WQ)O

x =-2
,,u =T

Lﬂsoluw:m retenue est : X =2 donc § = {2

b"\ - -'5_',, -

-

Idées et stratégies

>

logmthmes on peut utiliser le procéde sujvant :
, Déterminer les contraintes sur |’ nconnue ;

{4 Seramenera une ou plusieurs mégahtés de
- laforme:ma<ind

= __‘._'.DI =r = 'u_

 Exercice .

_-_-—-"_—‘—-—
gt -résoudre.  une inéquation ‘Comportant des

L

- Eremple 2. |
R&;oudre dans R, I tnéquatlon suivante -
(x +2)< 1n(x - 4)

'Tir'l e Y :

P

i

l - Solution

, Contraintes sur I'inconnue :
L [xt2>0 c:.‘>xe]'2+oo[ o

f =430

th. ’inéquation étant déja sous Ja forme Ina <lInbk
Cona:(x+2)< (x = 4)

‘ donc xe Foo~2[w[3,400]

“L'ensemble des solutions de 1’inéquation est
02; +w[m}—oo —2[u}3 -+ mD

(doiS=[3+e0 [

Pour tout nombre rationnel m, on a:
ne"=mine = -

" ®)

'- ~b) Donner une équation équivalente  (E)
& ©) Résoudre dans R, 1'équation (E) |

- Limites de référence

hy=—o - : llrzzmlmr.'=-l-ﬂ<>
X+
Tlhx=0 n>1 ,‘l_'.ﬂx lnx*+°°
Conlex)
0 lim =
x=20 X

L.- Calculer les llmnes Suivantes +
) hm 3x+51nx

. Slndx—2

2+ 2ndx +1

3x +2
&) Jim —T#%.. d) lrmx(lnx)z_

] lnx‘

€) llm—-—-—-ln(x 1)

X2

Dérivées logargthmlgues
Soient u et v deux fonctions. dénvables sur un

; mtervalle I et qui ne s’annulent pas, ona:

(lnu) = . (_lan) =-.f..|..£
: Sy e WoW
(m.’i]';"_’_'_'i : (lnu"')’ =i
}" w M.V - ' LY
Exercige -

2.- Caleuler ie domaine de deﬁmt:on et la
dérivée des fonctions suivantes '

a) f',x—:rln(x 3) b)f.x—a»ln(x—?_a)’
c) f:x—»ln(x"-—cl_) d')f:x—>ln(;+lXx-2)

—i—]-’ f)f:x—;»,/h'li.r—..?i

e) fix—>In
x
Fonction logarithme de base a
a étant un réel - strictement positif et
différent de 1, on appelle fonction logarithme de
base a la fonction notée log, déﬁme pa: o
log :R. =+ R

- |Eni parncullcr sia=10; ]og = Iug

Inx
x> log) = e
Propriétés

Pour tout nombre réel positif différentde | ona:

" log =0 log.=1
Pour tous nombres réels strictement. pOSItlfS b,cet a”
stnctemcnt dl!'!'erent de lona;

« log ! log "+ log |

lag'=log - log . o
Pour tous nombres reels strictement positifs b'et a%
dlt"férent de | et pour tout nombre rationnel n

. log '="'108 .
'r [l'l."
rna

o
ok % On parle;

2 dor de logamhme& basc IO _ i

137



In : logarithme népérien log:
logarithme dc'cimal

Généralement on n'écrit pas la base 10

INFO|

I=lne 1=1logl0
3=lne* = 3=logll®
L
Exercice

Vérifier que pour tout réel positif x différent de
2610 Jog lslog t=log "o a =16

Fonction exponentielle de base e
Exercice d’approche '

Déterminer la récipro.que de la fonction f
définiepar: f:x—Inx

Solution
f:R, >R
x—Inx
Posons f{x) =y
< y=Ihx=>Inx=¢’ |
Sx=e¢’  f'x)=e
f:R=R;
x—e
On appelle fonction exponentielle notée Exp ou
e, la bijection réciproque de la fonction

logarithme népérien : e R‘*
X—>e
Propriétés
=1 ) VIER::E’D'O
VYaeR:e™ =L

v -
Vﬂ,b 'ER :ea+b = ee-eé_.
’ ' e’ .
Va,beR:i— ="

e

_ | Vae'R,VneQ:e“:(e"T
vxe R :lne” =x SR g e
Vee RS e el K= gy, Uhal

Exercice résolu -

e’ =-;-‘_—:>x=—lﬂ2

a) Déterminer les rapines du leﬁf?‘\: -,
que MxeR, P(x)= 7 x? *‘QI—S:U_
déduire une factorisation de P(x) |

b) Résoudre dans R , Iéquation 3 g
+9 e"-5=0 . X

¢) En déduire I'ensemble des solutiong i
I’inéquation 2 e*>5-9¢

En

Solution
a) P(x) =2x*+9x -5
P(k):o:b 2x? +9x-5=0

1 : .
=— ou x==5
*=3

une factorisation de P(x) : P(x) = (2x -1)(x+5)
b) 2e?* +9¢* -5=0
ona:e” =-5 pasdesolution
S={-1n2}
c) 2’ >5-9¢* = 2¢** +9¢* =550
S = In 25t

Dérivée de Ia fonction exponentielle
Soit la fonction f définie par: f: x = ¢~
y=e

-

~ » Comme la fonction /n est bijective, oo

a :lny=]né"_ =hy=x -
> Dérivons - les deux
membres :

3):7=1=°y'=y : doné:f(x):e’
f(x)=e*

> D’une maniére générale fx) =e"®

Ix ='u'(x)e_'(‘3 -
Remarque

;.:.f La -fon&inn o (x)gem a le: mémc

domaine de définition que .JU(,) : _

leifes des fonctions exponentielles
lime* =g ime® =+@ o
Lk g T  RELIE 1
fim ¥%e® = im xe" =+
lageds ¥ rgeie
. e e* =1
el : -0y '

ozl




Aol
0/ - Fo-2julzee] o D =[-22]
Bl - o)l d)2

La dénvee premiére de la fonction f telle
‘. f(x)— ' =2xal est :

|) f( ) (2x+2k;‘-21+1

h)f (x) = (2x —2)e”" 2+

o /()= e

,'- - Vérifier que pour tout réel x :
2e -3 2-5¢7F ~j_ 8

' D2 +3 243 2e* +3
N -k -2z
e H2 e 42et  [142e7F
gt e 1
€42 142e™F e F 427
5~ Soit 1a fonction f définie par:

"9 Montrer  que  WeR on . 'a:

f@x)=2[f ()] -1

I'équation : f(2x)-6/(x)+5=0 >

A 6 Calculer les limites suivantes :

. 29‘ ""3 : 5 2e‘ _3 ‘.
a) lim b) 1
E. v 5ot 42 .)S-IE’Se *+2
£ ©) hm-l-.:.!. d) lim e (e -2)
o . X-blx —e E—h 0

s a;'NIére des fonctions suivantes.
s /() =1n(3e* ~7e +20).
L) S(x)= infex ~3e* +2¢%).

1 9 1)y .{____3]
-1

'f) f(x)= i:;: g

-" ) f(.l'.’):-_- en—l

Résoudre dans R

7 ,
Préciser le domaine de définition et la déﬂ"éﬂ

A:na‘lyse'

8.- Calculer le domame de déﬁnmon et Ia

dérivée des fonctions suivantes :

DIW=Inlx) b )= '.
¢) f(x) 1,{3" 2“] d) f(x)—ln[z f]
&) f(x)= inf}‘- D /()= tnfis(in:x)]
O f()=lx ()=t “i
b fE)=b =3k ) f(&)= el
=52 sk

m) f(x)= -lz—ln(x #1)x-1)

9-.- Résoudre dans R , les équations suivantes :
a) In2x + 1) +In(3-x) =In3 + In(l - 3x)
b) 2inx + n(2x—3) = In(3x - 2)

¢ (Inx)® - 61rzx+5+0

d Infx +2)=1+Inx-

e) ()’ +7lhx—6=0

f) log(3x—4) + log(10x ~ 4) — 2log(5x -2 =0

-10.- Résoudre dans R les inéguations

suivantes :
©a)y 1+In(x+3)> In(x) + 2x -3)

b) I+inx<0

¢) In(3x+2)=In(x-1)

d) In(x+5)+In(x+4)<ln(x+13).
€) (1-Inx)3+Inx)20

f) lu(x2 —4e’)< 1+ In3x

) In(x+2)+In(x+4)<In(x+8).

11.- Soit la forlctlon polyndme définies sur R
par: f(x)=2x" —x* -13x-6
a) Déterminer une fonction trindme du second

degré dont le produit par (x + 2) donne f(x)
En déduire la résolution dans Rde -

- b) l’méquatnon 2e™ —e¥ -13e* =620 -
Conco urs Faculté des sciencg_g )

12- Soit P(x) e = 2" 4™
a) Factoriser P(x). LR

' b) Résoudre successivemeat les éqmmom .

s > eJxal e!.u! ei.h—l c.nll

s T



- - - \&‘hlal -
——.—__qf . . ) i " : - - ‘
> lrsl Lx+] - . . ‘o - .

2x+) 1+l
€ et —~£

€

Concours Faculté des Sciences

13- Relier chaque fonction de Ia col?npe Aa
son ensemble de définition inscrit dans la

colonne B .
Colonne A Colonne B
f(x)=1 (X—B] IR .
, =1n —2 [ . 3] _‘.-
: L (x-2 b 2 Df=R\[-3, -
e = RS
o |x=3 ¢ | Df=fF —3VUB + i
(/)= | | o
G =mG—2kx-3) |9 | ["[Df=Fw -3[u}3 3ub +«f
f(x)=ln(x-—2)+ln(x-—3) : S Dj’=}—oo, 2[u]3, +oo[ . .
£(x)=1n(x? -9} “1 [*]or=Fe 2[uk, 3[uB, +«
fx)= ln(x-2 - 9)] .
f(x)=n(x-3) :
14'- Relier chaque fonction de la colonne A 3 sa
dérivé premiére in;crite dans la colonne B
Colonne A :
Colonne B
' _ x—3 a i -
f(x]—ln(x_z] f'(x)- 2x-5

f(x)= 1,{"—2] b 5 (x=3Yx-2)

2=5 £ [ F 1T

: 2

— 1x-3| =1 || X" =5x+6
f(X)_[n;—zl ' : 3 f.(x):'—' 2 "'—-—--—_l :
FE=ma-20=3) " Ta] X -Sxe6
— : _ -' f"(x)-_:__zx_.__
f(X)=1n(x—2)+ln(x—-3) e '~§~—-____3£2 =9,
f(x)= ln(xz __9)1' | ‘-* : | (x)x3 -9

- .f(x.)=li.1(x’ ~o)
. f(x)-=ln(x-—3)~ Coag o

——

[z] =] =
e
|




Relier chaque équation de la colonne A 2 son
17 = e de solution inscrit dans la colonne B
g

= semm

Yt

Colonne A
ln(x+2)+ln(x—-2)= In45 " : S_Etilonnen
In(x =2)x+2)=In45 b 3 S:[-“;}
In(x-2)x-1)=Inl2 . 3 5=F7, 7)
In(x-2)+In(x=1)=1In12 d [5=(2)
5| §={5}
S[S=t2 5}
— Colonne A Colonne B
Eln(x—1)+2!n2=ln(x—1) a S={%, _%}
In(x* ~1)+21n2 = In(4x~1) b < ={§} ‘
2
In(1-5x)+1n2 = In(2x +3)+ In(3-154 ¢ s—-{ 7
| 6
S={7—4J£ 7-4-4\&}
S= | +4ﬁ}
- Relier chaque inéquation de gauche A
.-__‘l_l!emble de solution inscrit 2 droite.
Colonne A Colonne B
In(x+2)+ In(x +4) < In(x +8) | a Il p;lnv3]
| (I-Inx)3+Inx)>0 b (2] Feo-1n3]
Lli(fz~4ez)<l+ln31 ¢ 2 S=J_f;0[
- | InGx+2)<3 d 4 S=|e”e]
& 3" —7e+20<0 € 5|8 = Resdel
B el 41 f 6 S-=[€'s;e}J .
;‘2‘_‘_—;22 ; A
R ; 1 3 :
oM _ a1 i I 1 §=}2¢*-2
L +.2_50 . g.‘ 8| S= .-1;-]+1n-'2]

__Analyse

1n7



17.- Soit le polyno ne:

P(x)=2x"—13x" =10x +21

i) Montrer qu il existe trois nombres réels 2
b et ¢ tels que : Px)=(x— ~1)ax® +bx+c)
et les déterminer puis résoudre dans R
I"équation P(x)=0.

2) En déduire les solutions dans R
équations suivantes :

a) 2(nx)’ =13(nx)’ ~10Inx+21=0.

b) 10413¢* —2e** =21l

des

18.- On considére 1’expression :
P(x)=e* —e** —14e" +24

Calculer  P(In2)puis  résoudre
P(x)=0

19.- Résoudre dans R, les équations suivantes
a) e —6e’ =0
b) 281:*1 +e.ﬂl = el+h1

-

e’ —e 3

I’équation

x4l Senl

c
et 4e™ 5
dy4* -3.2*" 2‘-0e)

Ix— , 2x42 26 -

2
f) e-ln-z = eZ _1
e

g)3* +i=5_

2 8 -
20.- Résoudre dans R?, les systémes d’équations
suivants :

{Slog;+2lpg’; =8 - {x +y=65
4log;—3log) =50 Inx+lny=3
log,+ 2log1 = |
{Mog, 3logy =11

4) x+y=065:
Iogx+logy 3

5) log, +2 log, 50
=256

—

logi+ 103; - 3

07 3w vt gl

Inxy =3 e

21) Résoudre dans R, le systéme : ‘

4u-2v=28 | : o

3u+v = 1 1 ‘ Ix,:

2) En déduire la resolnnon d& s
équations : _

i Jlnx+Iny=11
4e* ~2¢” =8
) Je* +eF =11

{4Inx 2lny= =8

22-Résoudre dans R. '
2) Inlnx)=0 ~ b) In(x* —€?)=1+lox

¢) Inv/2x ~3= ln(é-—x)—%lnx

d) 1+In(x +3)> In(¥” +2x-3)
e) 4e** +15¢7* =19

".3

x r‘E
e
-
i
ok
5
A
155
2

23- Résoudre dans R ;
a) 3|+11 =

b) 4 =3

c) ¥ =7¢** +10=0
d)‘ln|x < 1| )

24-- Soit la fonction définie par:

f:x*') ln[I+l)
. s

1) Préciser le domaine de définitiondef f‘
2), Montrer que f est une bijéction de
un ensemble | que I'on précisera.

3) Endéduire £'(x)

25.- Méme q@eslion avec
: 2e* -4
e’ -3

',/_':xﬁ

26.- Soit la fonction f 1 x .~ ———
lax -~ 1

a) Donner I'cnsemble de Jéﬁnltlon d"‘ :

ERI T

calculer sa dérivée
pfcnuél'ef :_*--
.'0) Résoudre dans R l‘équationf( ) 3’




ans R, le systéme ©.
+2y)+l =log(2x -3y + 4)

Vi
& i' {103 -6y =81

* w3

s bonne réponse dans les exercices
i ,V 27473 |
tlafoncnon f définie sur R\ [-3, 3] par :

=l =)
4 ,ﬁp,essmn de sa dérivée est ;

) (x)= —Eg b) /()=

=9

: e l'ensemble des solutions de R, de
i iraion: e —Te* +12=0

5=} b)S=f’,e}
11
l o g o b
¢S={n3,In4} .d)S {1;.3,1:19}

WeLe réel b= %ln(e’ J équivaut a ;
SOl b3 ez d)
S 3

A L'expression de la dérivée de la fonction f
epar: f:x—>1—(2x+ e est:

M(‘) dxe” b) f'(x)=—dxe™
“ (‘J"zxe-" 8 %)= _l(zxﬂ)xe-h
=e'" _Ine? alors :
b)A 4 ¢)A=8 d)A=0

dérivée de la fonction f. tcllc'
f(x) =(x+ 1) est : ' |
11y AP AG (x+2)e
L2 gy )< (el
Solution p2 ad
o
{ a)l"f“‘ny In12
, % {7, 12)}

» du systéme :

b)5 = {(4, %)}

40. -La foncnon gi x—In

sur :

. 42.-Sifestu
: ~f(x)—,x’(a+bIHX), /

alors le couple (a, b)

{(4 3); (4, 3} d)S={3, D)

3% Lequauon e F i o ——Analyse
solution; = - Je'4+2=0 , pour
8)8!

{} by§= {O}c)S—{—l} d)S =

- 36.- L’équatio
solution: nn (3x + 2) -

.a)S {} b)s= {0} CJS-(2}d)S ={-1)
37 Soit la fonct:on f déﬁme par:

T (x) = — alors

:+I

{1

a) f est croxssant sur- ]—oo

b) f (x) N (2x + 1) '
(e:-H)2 o ', :
©)f est constante sur }- 0,

d) f est décroissant sur |- o, 1]

38.- Le domaine de déﬁmtmn frelle que

1.‘! -5 -4
s V=) ln(2x+5)

a) Df = J—i-i-oo[
b) Df =}-w0,-%
¢) Df =}

- L'équation de la tangente 2 la courbe
representatlve(C) de la fonction f telle que :

f(x) B X

a)y-3e +e-13 |
c)y=—3e‘+e—~3

2[u ~24f

3
- au point d absc;ssc x, =0est:

b) y=3e"+e¥3
d) Autze (préciser)

est déﬁnié

-x+3
a)-x+3>0 b)-x+3 <0 c)x>3 d) x>-3

- L'équation’
x+y=48

a pour solution
Inx+Iny=2+In3

| S §={e (e,3¢). (e.e)) b) & = {in(e, 3)}

| +1g)’ Sr {(es 3c).(3e e)} d)Autre (préciser)

ne fonction telle que :

olzan—

b)=(3 2). ;'

c)(fhb)=



43- LI wéquation [
] o, U+
=il :; {-_w.-l]u[4,+

44.- Les coordoanées du
courbe rcprésmwn;e de )

. fix—»(x+2)7 sont: )
par: S (b) 0.3 920 9 (0,-2)

int d'i jon & la
int d'inflexion & -
Il):: fonction f définie

a)(2,0)
45.- Soit la fonction :
4¢’
f:x-+ax+b_—e, ")

(C) de f passe par le
) et admet ce
e des

La courbe représentative
point de coordonnées (InZ, In2

point une tangente parallele a I'ax

bsci ur (&, b)=...
:) ?c;fs;; pQb) @1 o2 4d-2)

46~ Le point d’inflexion a la courbe
représentative de la fonction :
1+Inx

flx)= » est:
20z ) b) [,;;; ) 9 (feze)

47.- La réciproque de la fonction f d’expression
f(x)=1n(2x+1) sur Fi,+ oo[est :

0/ @)="E ) )=t
o /=252 g )=
3 2

48.- La  fonction f  d’expression
flx)=e™"'admet sur }o +oo] pour
réciproque :

g Inx+1 =
a) £ (x)= m;+ b) f-1(x)=lnx2 1

. Inx-
o) f '(I)= n:; 2 d) Autre préciser

49.- La courbe représentative de la fonction f

. . X
d’expression f(x)= oy 2 unsommet égal 4 :

. €

2)S =(l,e) b)5=[l,-l—)

c) §=(e1) d) S=(_l_",J m

e

50.- L’équation Inx=-54a pour solutiun .
-3 " | -3 .
a)e b)~% c) —e d)s

51.- La dérivée de la fonction f ¢
fx)=e* est :
D)= B L=
o) fx)=4xe™" ) fx)=e
52.- Lequel de ces nombres donne In3 9
a)—lls- b) In7
Inl10 In3

3x+Inx _

e x]-l-rpw-x +3lnx

a)+o b)3 ¢)3

54.- La solution de I'inéquation 3™ > | .
a)]- o, In5] b) J- =, In3]
0) Jeo,1ng] ) Foo 3

E’XPT&ssign

&)nls ~ Ing

d) indéte"ﬂinée

55.- L’ensemble des solutions du systéme -
x?+y* =34
Inx+Iny=Inl5

a) S=1{(-3,5);(5,-3)}
b) S ={(-5, -3); (5, -3)}
¢)S=1{(3,5);(5,3)}
d) §={(2,5); (5, 2)}

55.-L égalité In(x? —4)= In(x+2)+ In(x-2)est

vraie si ;

a)xe oo, —2[ R+ byxeR\F2Y

¢)x € Foo,-2[ d)xe P

56.- L'inégalité 1 + In(x + 3) > In(x’ + 2x-3)

est vraie si :

a)x € ]-3 3+ [ b) xXxe ]—ao,-—.'i[U]]g*"{ ‘

c)x € ]1; +oo] d)xe R

est

57.- L’égalité %ln|x - 1] - ln|x + l] =0si '
a)x#1 b) x# -1 ‘
c) x#-1 et x=1 d)
x#-=] ou x=21 |
58.- La fonction f d’expression :

f(x)=In(e* +3¢* - 5)a pour dérivée’

1:-0':-



/ 2¢* +3e”
o PO 5 —3)
b)f’(x)= 2¢* +3e”
) 2e™ +3e”
oS 0= B 30 =

- M i B
! s-'"'°°3lﬂ.x-l

g-+ b1 91
. d)2 e) + f) indéterminée

-~ Inx-1
60.- im———— =«
e x—1

a)t ble o)l
d)-1 e) 1 f)indéterminée

a)i b)l ¢)% d)indéterminée

a)0 b)-1 ¢)l d)indéterminée

33 b) ¢

c)1 d) indéterminée
64~ La solution dans R, de I’équation :

4[1“([03 x)]2 ~7inlogx+3=0 est:

a){“ae%} b) {1, 2 c){lO',lO‘%}

05 1. crrymts

L’équation log® =2 a pour solution :

« "f35={6} b)S={3} ©S={2}

‘1': il ul; est la fonction numérique définie sur

@ 1) [ par: f(x)=a+bIn(l+x); F(0)=3
=~1 alors le couple (a, b) est:

' ) ('4! '1)
1, 3) )4, 3)
- lim 2673 _
2) ﬂ:) e +1

391 d) -1
68.- lim.‘i{:‘_‘;

]-....
x-e

Analyse

a) L b) 1 9T

69-- i i
La limite de la fonction x-—» ¢ =2
e’ +1

€n +xo
est:

-2 bl -1 d)2
70.- §i la fonction est défini
éfinie par =™
alors f”(2) est égala: da
a)2 )0 «¢)2e d)-2°

T 2B
=420 l_lnx
a) l b) "2 c) 2
T2 }—i’rpw_;_xz_eu! -
a)l b0 o)l
73 lim 2 -
xeem gt ]
a)-2 bl ¢)-l
73 lim E22 =

a)l b)-1 c)-2

ek khhkhkikkkik¥

Chapitre VI

Primitives d'une fonction
Définition el nror._lrié!és

Exercice d’approche

Dans chacun des cas suivants, déterminer
une fonction F dérivable sur un intervalle I que

|’on précisera ¢t dont la dérivée est la fonction £
a)fix—*3 b) fix—=x
1 .
c) fix—=>—F d) f:x—»cOsX
) f T
e)f;,__,___l?. f) fix—>sinx
x 1
1 by .
B)f:-x—rcos!x ) fix— =
éfinition Soit fune fonction définie sur un
ey de f sur | toute

intervalle I On appelle primitive
121



— t telle
fonction F de I vers R, denvab:l(e sur l( :)l
- que, pous tout élément x de I, F X)—f
Exemple 1

" une
La fonction 7 :x— x’-cosx _-h/; ;“c o
primitive  surf4of de la fon

|

x> 2x+sinx+

d 2%
— Propriétés ]
Si f est une fonction continue sur un intervalle 1,
alors f admet une primitive sur L.

Enserﬁ’ble des primitives d’une fonction

Démonstration

* S0it C un nombre réel. La fonction 7
X = F(x) + C est dérivable sur | et a la méme [%
dérivée que la fonction x — F(x); donc la 2
fonction x — F(x) + C est une primitive de fsur ¥
I

* Soit G une primitive de { sur L. La fonction
G - F est dérivable sur 1 et on a:

Vxel,(G=F) = G'(x)-F'(x);
donc G - F est une fonction constante sur 1. On

en déduit que G est de la forme x — F(x) + C,
ouC e R

—— Propriétés 1

Soit f une fonction admettant une
uin intervalle |
* Pour tout nombre réel C, la fonetion
X — F(x) + C est une primitive de f sur]
¢ Toute primitive de f sur ] est
X — F(x)+CO0C € R

A

primitive F syr

de la forme

Si fest une fonction admettant
intervalle 1, y, un nombre rée|
alors il existe une primitive 4

une primitive sur yn . p
e X, un élémeny del
e fsur|e une seule k

.....

Soit F une primitive de f gyr | » toute
de fsurlest telle que : Yy ¢ I, Gx) =
Ona: G(xo)=yo & F(’fo)+c=y

i .

Primitive G f
F(x)+ ¢

. .
donc la fonction G: x —, F(x

primitive de f sur | qui prenq 1*‘)\; .

%o) ¥y, est I
lwrj’o en;q to :

—— Idées et Stratégies \
o Une primitive de la fonction x -, ) ey
x — F(x) L
e Les primitives de la fonction x —, f(x)

x — F(x)+C,ouC & R _’°‘“

= T A T 7
Choisir la bonne réponse dans. les exercices | et
I- a et b sont deux réels donnés. Si f et g gonis
fonctions définies sur R par f (x)::: (2x+l)e’ ;

g(x) = (ax -+ b)e’, alors g est une primitive de B
R si ét seulement si la couple (a, b) est égal 4 :
)(3:2) b) (3,-2) €)(2,-3)
d)(-2;3) ¢) Aucune de ces réponses:

2- Si [ est une fonction réelle définie paret détivabl
sur R telle que

-14
=2 e YxeR, 1'(x)= " ,alon
(x2 +3)
x2+10 x* =10
W= wfE)=
x?+10 x? +10
/)= x?+2 9 )= +3

Calculs de primitive ' sl
La connaissance des dérivées des fonctions
€lémentaires permet de dresser le m'h!m
suivant, ot C désigne une constante arbitraire
L- Déterminer une primitive sur [ =]0t ¥

[ de chacune des fonctions suivantes :




' {//—- Exercices

Analyse

2.3 Fonction P
3 rimitiv
g [1x% “;T*"J‘;'“; X—>a (aeR) A edef ¥
; 11 X=X e Q-{In|
T X +2X -5 —+— ' X —— ¢
b fix PO : nal l
2 X>—MmeR-{1)) | x>- i
c)f:x—>;+\/;+2{/;—5 xl (-1 ¢
. Déterminer la primitive de chacune des x_":/_;‘ x5 2/x +c
petions suivantes sur Iintervalle I, vérifiant
psconditions indiquées : X = — X — ln]x|+c
2 x O
- 1_,___, P - -
i fl)= x2,1—h,+co[ et F(2)=0 X > o X —>arcsinx +¢
) 1-x?
1_1 —] X — Arccosx + ¢
fl)=2t-———=, I'=0;+o[ et F(1)= X —
2 Jx }3 [ () 1 -
1 X = arclgx
K onction f Primitive de f *p T
oSy x> —cosx+C : -
Fersinax 1 b) f(x)=x+sinx+1g’x ]=J__=_[
x —>——cosax+C ' 2 2|
— a
: 2
Y=>sinlax + b c) fix)= - +Inx
fax+5) x—+—lcos(c::x+b)+C /&) cos’x  sin’ x
a x
[ I=M"* —{-5,7!'}
-2 00sx x—>sinx+C . ;.
X cos ax 1 d) f(x)=cos5x—3sin2x +4e I=R
~—— B €) f(x)=cos(-5x+3)+e*" I=R
I~y .
cos(ax+b) x —> lsin(ax+ b)+ C 4.-Dans chacun des cas suivanti déterminer lz_t
D—— a primitive F de la fonction f sur I'intervalle I, qui
¥ ‘*--—1-—- x—>igx+C vérifie les conditions indiquées
I \% a) f{x) = 3sinx — 4cosx 1=R et F(z) =-1
i x“"“:—l;- x—>rcotgx+C b) f(x)=~- 12 +sinx I-—-]—E,E{et
: W cos’ x 2 2
b PN x = tgax+C F(0)=1
% o)f (x) = cosx I=r et F(%)=—l '.
il x —» cotgax+C
Fen 1o e+l ' Primitives de u” x(vou) C o
L Soit u une fonction dérivable sur un:
\ ¥ oemC g ion dérivable sur un -
3 Iny 2 intervalle [ et v une fonction deri L
3\ x> xlnx-x+C intervalle contenant u (k) la fonction

= D
Uy, NS :
:‘g i it;}:a“‘-ln des cas suivants, déterminer
& X)s . ¢ de la fonction f sur Iintervalle I ;
95X~ 2sinx + 5¢ I=R

A

u" x (vou)admet pour primitif sur I'la fonction

vou est
estu’ x (vou

dérivable sur I et sa ‘dén'vée' _
). On en déduit le tableau suivant® .

)



Fonction f Une primitive f
IJ"H .%_uz
u’um(n EN) un-l-'l
m+1
i‘-'--(n'nal*«l\{l}) -——-—————I
u” (m _ l)um-l
v 2Ju
Ju
v o}
u
u'cosu sinu
u’siqu - COS U
u'e" _ e’
Exercices
1 ; 1
S-a) f)=-—= b fl)=-=
X x
_3
3
0 fK)=—— & fx)=——2%
X = : x-1
3
o fl)=—%

6.~ Déterminer les primitives de la fonction £ sur
R dans chacun des cas suivants :

a) f(x)=(x+ 5Xx2 +10x+2)
b) f(x)=x(x* +1)
o) flx)= (x’ + xxzx +1)
dy 7(x)=2x*(x" +1)
) f(x)=3(2-3x)
0 /(x)=x(x* -5f
¢) £(x)= (ax+b)ax’ +bx+c)
by f(x)=8x"x" -2)
7.~ Déterminer les primitives de la fonction £ sur

I'intervalle I que 1’on précisera dans chacun deg
cas suivants B
b) fla)=-2L

' ; 2x
A {(x)“ Jxi+1 TJT:E

COR ; -9x?-4x
x""-?’ d) =
o) f(x)=(;:’3_)" )f_x) V3 -2
3x* -4 g ___ 2x
€) f(x)=m ) /) x2+1
2x-3
x—5 X :
9 =" h) flx)= 55— —

primitive F de la fonction f sur I'intervalle I

3x—1 2 h
== 1=]”_:l[
a) f(x) (3x’-2x+1)2 3
) . _
0= I=]1, +of
3x% +2
C)f(x)=m I=]—°§,0[
3x . I
d)f(x)z_(;z;‘_l)2 I=]-1,+¢
S 2x? i
e) f(x)= (x3 +1)3 I=]-1, +o0f :
3
ﬂf(x)-_-(__‘s_iﬁ I=R
e
memm
-O—'liﬁf_tif; Déterminer les primitives d'une
fonctnon '

trigonométrique de- 1

forme x — cog” xsin” x | n et m étant des entiers

naturels non nuls,
—-———._’_.________

Idées et Stratégies

Pour déterminer
X — cos” xsi

S procédés sujvants.
Cos” sin™ x -

B relag ; e
& relation coslygin? x=] et &A%

——T%signant un polyngme. -

——

les primitives des fonctions du IffF"e_ ‘
. n” x . N ut | -
Ut!l!ser Iiu“ de : (n € N . m < N ), On’._ pe |

s

I'm et n sont de ‘méme parité, llﬂ“f'w
1 M et n sont de parités différenﬁbs: uriliser. s

cos” sin™ BN S & Tt B
SSIn" x sous la forme cosxﬁ(m{) o e

n i 3 | . . . .
St Impair oy Sin P(cosx) si'mest nﬁP"

' §.- Dans chacun des cas suivants, détéﬁniﬁér l_a

L e P e T Ly




Analyse

— Exercices

R

[~ Déterminer les primitives de chacune des fdGesiet Silipies 3 fonctions

f(;n-:tiOHS suivantes : En ce qui t:cmcerne':1 Iestablczu% o
(x)=cos’ x b) f(x)=Sin‘x rationnelles, si les fommules des % "0 on

3/l ,, _ référence ne peuvent pas étre appliquées,

0 f (-_f):cos x d) f (x )= Sin’x transforme I'écriture de la fonction si cette derniére

¢) flx)= Sin’xCosxdx  f) f(x)=Sin’xcos? x n'est pas indiquée.
0 f(x)= cos® xSin'x
) f(x)= Sin“xCos* xdx

Plusieurs cas sont a envisager : N
e Le degré du numérateur est superieur ou
: égal a celui du dénominateur, on fait une
it la f ion: f: ~os*xSi division algébrique
e l'a f‘?“‘f”?“: fx Gl /s > Le degré gu m?mérateur de la fonction est
Apeés avoir linéarisé f(x) ; démontrer qu'une inférieur 4 celui du dénominateur et que ce
pimitive 5 Pl Eotitton el dernier est factorisable, on raméne la

| A, |
Fix—= ———S8inbx — a‘Sinﬁtx +6—14-Sin2x +~—]—x a b

192 fonction sous la forme + ; ol

M Qi : - s 35 4 i .
2) Soit la fonction g : x — 2Sin xCos*x X1,X; sont les zéros du dénominateur et a, b
a) Démontrer que ;

deux réels a préciser
: — 70y 8 6 4.
vre R, g(x)= 23”7"-‘(‘305 X =2¢0s" x+cos x) > Le degré du numérateur est inférieur 4 celui

du dénominateur et que ce dernier n’est pas

b) En déduire une primitive sur R de la factorisable.
fonction g
| ) . 1-Déterminer une primitive de chacune des
—— Idées et Stratégies 1 fonctions suivantes ;
2
Pour caleuler les primitives d’une fonction de A-a) fx)=2 2 4x+5.
Pulssance de sinus ou de cosinus, on lindarise ' x+1
d‘ﬂbord‘ Cependant, si la puissance est impaire, il 2x+1
fest pas nécessaire de linéariser car la b) S (x) = '
fansformation de la puissance impaire en un produit xz—l
“Oienant une puissance paire maximale et les ¢) f(x) _3x"-8x+4
3 2 . L] _ —_—————
*Perations algébriques permettent d'utiliser la forme X2
Hu" des tableaux de référence
X4 2
N )/ (x) =i
Idées et Stratégies 2 Sx—7
E) f(x) = ——1__________
for-our calculer les primitives d*une fonction X" ~3x+2
Produit de sinus, de deux cosinus ou d’un produit B flx)= 20
. ;ln_us et d'un cosinus, on transforme d'abord le Tl T
PHiten somme suivant les formules :
cosacosh = - [cos(a + &)+ cos(a—b)] e Détem;”er Une primitive de |4 fonction
12 f . -——I—J_:__—_]___
Sinasinb = — [cos(a - b_)— cos(a+ b)] - xs X+l
21 f(x) = ""2"—)::—1-—— = —-——2{,____ 1
; : . - x° 4 ] =
L snecost = Sfin(a-+)+ sinfa~5) L T
2 f(x)': 5 — I
Cloep 1. . . RIS oAt
o T 1es primitives des fonctions suivantes : R | :
) f(x): €0s5x cos3x b) f(x) = sindx sin7x 28 g oo
: " Sindx cos6x T




§2x+l-—-] 1

o= " s
2 x+x+ xP4x+4]

_5[ 2x+1 1 J__ !
2\x +x+] 2t 4x+l) x? +x41
5 2x+1 7 1

Zx +x+1 2x +x+1
<:,.§. 2x+1 7 1

——

2x x4+l 2 , 1 3
x

QE_2x+I 7 1

2x x4 2( I]’ 3
X+—=| ¥~
2 4

<:>-§- 2x+1 _1
2

2
2x x4+ ( IT ( [3)’
x+—| 4| 2=
2 2

Sf
Q%x‘2:+ll'% 5 '
x
2 2 2
J3
3_2x+1 7 FB
2x'+x+1 3 2 1
2
V3
f(x'=-5— 2x +1 _7-‘/5. KN
2x2¥x+] 3 1y ﬁ :
(++4) +[_.)
2 2

t
- est arctg;. Il s’en

. a
or une primitive de —

!
suit que : une primitive de fest :

X+ —
f(x):%lnlxi +x+ll-%ﬂfﬂg :( 32)

24/3 (x + —I-]
2

: 3

A- Déterminer une primitive de la fonction

1

)r(x) = %]nlx’ + X+ l,-z-s—arctg 2.~

155+ 2x? +8x+20
(x)'zx +8x+20
1
f(x)=

2(3:2 +4x+10)

1
c::"f(x) Exx +4x+4+6

] ! —
2 G (x+2)" + (Jg)z
J6
C:f(x)':ix\/_x-g-zr (J-f
J6 |

f()uzs/_ (x+2) +(V6 V6
F(,;):—arctg 2

26 /6

B- Déterminer une primitive de chacune des
fonctions suivantes :

o f=

3x+42
) b )-x -4x+7 )
5
1) 2x% +12x+26
o
2.- Soit la fonction : f : x — —251—’:——2—
2x" +3x+1
1) Déterminer trois nombres réels ab,c tels

que :

v,
xeR\( }f(x a'+2x+1 x+1'

2) En déduire les primitives de f sur ]--;—W[

3.- Soit la fonction :

[ix—p X —9%%2 ) |

(e=3) '

1) Déterminer trojs nombres réels a,b,c tels
que :

Vx € R\ {3}, f(x)-a-*-—b—""'(x 3)
2) En déduire ]a primitive F de f sur ]-3
telle que ; F(2)=5
4.- Soit Ia fonction -
2
fixsX —-321' -2
x' ~1

1) Déterminer trois nombres réels a,b,° tels
que :Vx e R\ {3},

f(x)= _£_+J£_-+_c_

=1 x?4 x4
2) En dédunre la primitive F de f sur F w'l[
telle que : FL7) = - jn2

Soit Ia fonction ¢ expression :

5 -
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—~—  3x1=6x+5
j(x)= (:r:—l)2

) péterminer deux nombres réels a et b tels
. - que, pour tout x différentde 1 on a:

b
.f(r)=“+(j_T)z'

b) En déduire la primitive de f sur]l,+o[ qui
prend a valeur 6 pour x = 2

¢~ Déterminer une primitive F de la fonction f
aprés avoir effectué la transformation
d'écriture indiquée

x+2

) flx)= G2
Mettre f{x) sous la forme :

a b
)= x—2 (x-2)

B fx) = e

2 (x—1) ‘
b

Mettre f{x) sous la forme :%- +——=f(x)
x

(x-1)’

Ofl)=2rx+l

s
b
M =t
ettre f{x) sous la forme f(x) x’+l+x’
12x +16
d) flx)=——-.
) (Jt:+_2)2
Mettre 1) SOUS la forme
f(x) a b

= +

(x+2) x+2
7 Soit Ia fonction f d’expression

2
x“+2x
fli)m A2
(x +x+l)1
Trouver deux nombres réels a et b tels que S
® pour primitive la fonction F

d’expression r
' +
F(I) — -.Tax__b_
X +x+1
8. Soit £ 15 fonction définie dans R par :
flx)=x+ L
e’ +1 .
ar 2 r‘
Y Vérifier que : 2 -0
e* +1 Ly

Analyse
oll Uy,) =e” +1et Uy, est la dérivée de Uy,
b) En déduire une primitive de f
¢) Résoudre dans R, I’équation f(x)=x+e*
‘Bacc 1998

9.- Soit la fonction f définie sur J5;4c0] par :

2x? ~11x+2
Jx)= .
x=5
Déterminer trois nombres réels ab,c tels
que pour tout x de J;+f ona:

f(x)=ax+b+—
x=5

3) En déduire une primitive F de f sur [5;+co]
et la valeur du réel 1 = F(7)- F(6)

10.- Soit la fonction f définie sur Jl;+oof par:
x -2x? —1
==

Déterminer quatre réels nombres réels ab,c

etdtelsque Vxe/ ona:
fx)=ax+b+ fo‘:
. 7 _
En déduire une primitive F de f sur Ji;+o| et
la valeur duréel 7 = F(3)- F(2)

Cholsir la bonne réponse dans les exercices 11 a 17

11.- Une primitive de f{x) =x + In x sur ]0,+0 [
est:

a) xln:t:--%;c2 b)xlnx-i--;—x:

c) x* ln:::—%-.ar2 d)

.u'ln.vc«-x-l--lx2
2
12.- Une primitive sur R de la fonction
x—»3xt 4 2x +1 est:
) x> +xt4x
b) x5 x* +x* +x+1
e) x> x +2x+x+5

13.- L’ensemble des primitives de la fonction £

définie par: f(x)= -——x—:i—:f:.g

a_)F(x)=1ﬂl"X2 +4x—5|+¢

est:

127



b) F(¥)=2ln|—x’+4x—51+c
c) F(x)=:—;-ln|—x’ —4x-—5|+c
d) F(I)=%ln|—x’+4x—5l+c

14.- Une primitive sur R de la fonction
x> x? 43 est:
k]

a) x - 2x b)x—)%hf:

I] x3
C)I-+T+3x d)x—r?+3x+c

15.- Une primitive sur ]_ 1

L ['cle la fonction :

x!=2x+5

fix-—y =" O est une des

2x +1
relations ;
| S5 25
a) F(x)= Zx’ -Ex+——8—1nl2x+ 1

b) F(x)=-i—x2 -%x-}-%h{hﬂ]
2 2

¢) F(x)= %x’- —§x+—§7-ln|2:r+1|

| d) Aucune de ces réponses

3x* ~8x+4
x? '

16.- Une primitivede: f/ :x —
sur]0,+ oo [ est une des relations
2) F(x)=3x-8lnjd-2

X

b) F(x)=3x+8In}d -2

X

¢) Fx)= 3.ac-z:1n]:c[+-‘l

x

d) Aucune de ces réponses

17.- Une primitive sur ]l,+co[ de la fonction
X
) 2Jx =1  b) JYx* -1

| 1
d) ——MH
"0

% Jx? -1

numérique : f 1 x —»

18.- Soit la fonction numeérique ?ﬁ:@%
sinx

V4
0r— | par : X —»=
[0’2] P SInx+Cosx

a) Démontrer qu’il existe des nombreg el
et b tels que, pour tout éléments &

. : cO —_
O;J_T.] onait : f(x)=a+b__§_{__m“n£

b) En déduire une primitive de f

*FdhRNRTI TR A h kit

Chapitre VII

Intégration
Fonction en escalier Soit f une fonction définie

sur un intervalle [a, b), on dit que f est une
fonction en escalier s'il existe une subdivision

(v =a@x5.5%,5x, =b) telle que f soit
constante sur chacun des intervalles ouveris:
]xo: Xy [; ]"1 » X3 [;’”;]xn-l; xn[

Vx e ]x,_,;x,.[ I f(x): ki = constante
Intégrale au sens de Riemann

‘ _On appelle intégrale au sens de Riemann
d’une fonction en escalier f sur [a, b] la somme:

I= h'(x, = l—l)= I:f(x)d"

b
.L Slxdx se lit somme ou intégrale de 8, b de
f(x) dx

Exemple

1.- Soit fla fonction définie sur [-1, 6] par:

[ 2 si -1<x<0

3 si 0<x<}

f(x)-_-‘-] si 1cx<3

1 si J<x<4

2 si 4<x<3

| 3 si 5¢<x<6

Vériﬁerque: I =[‘If(x)¢,=“
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1 Cﬂ;culerl'intégrale suivante : ; _ [* E(x)ax

Solution

.-+]['E()—* soit }-2, -1(; J-1, O[;

i
Wf[} 1,252, 30 13, 405 14, 5[5 15, 6[ une
mdeIslon de[-2,6]ona:
e 210 E(x) =-2
¢ 1,00 E(x)=-1

KEJO ILEX)=0
ce ]l 2L EG) =1
E123[ E(x)=2
35134[ E(X) 3
xE]45[ E(‘{) 4
xE]S 6[’E(x) 5
doncl-‘z‘l+0+l+2+3+4+5

sitl=12
3~ Calculer les intégrales suivantes
o)1= [ 2B(x)- lax

b = [ |E()—(x—1)ax
0)K = I:ZE(x)a'x
)M = [ [E(x)+1jax

Intégrale d’une fonction continue

Soit f une fonction continue sur un
iervalle 1 = [a, b). On appelle intégrale de a &
bde fle nombre réel F(b) — F(a), out F est une
primitive de f sur I

Ounote : [[ (ki = [F()}, = F(b)- Fla)

imarque
rel F(b) — F(a) est indépendant du choix de
b primitiye de f

\‘—-__;

Anayse

et b) et écrire ff(r)dr ou J.:f(s)ds; X

est appelée variable muette

« L'intégrale I f(x)k&x est appéée
intégrale indefinie
= Llintégrale J'h Flx)dv  est  appele:

intégrale définie

= If(x)dx=F(x)+C
+ Ef(-’f)df = F(b)— F(a) est un réel

Vocabulaire
b .r flx)dx se lit somme (ou intégrale) de

aab de f(x) dx

- [F (x)}: se lit F(x) pris entre a et b
a et b sont les bornes de I'intégrale

rf(r)dx

% Dans écnlurer f(x)dx, on peut
femplacer x par toute autre lettre (saul 2

e -

Exemples
1.- Calculer l'intégrale / = I

Solution
x  6x? :
I=|=-"—+—-5x
3 2

. (_43_34.3(4)-5(4)} —(—§+3(l)—5(l)]

I=(~ﬁ+4s-zoj~(—i+3-s]
3 3

=@__[_l]=§+l Fu2loosait 1
| 373 3

=x? 4 6x = S}k

2.- Calculer I'intégrale J = I(x‘ =3x= T)dr
Solution
¥t 3x’ .
J="—=—-—-Tx+(Csolt,
3 3
.’.'} 3
J = —?— - - 71 + C

3.- Calculer I'intégrale z _ J"_(_ dx z
"(x+1)

Solution

= [z, -(-ma){-vh)

1, SOit K=
2

r-.)]--

K==
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I

£
A . A
4.- Calculer I'intégrale [” = L" (sin 2x + coS 3x)d
Solution
1 1. 6
K =|——cos2x+—sin3x
2 3

0

[
=(—-l-c053£+lsin 1E)—(-——l—cos0-&»-:1;:\'.m0)

Propriétés 1

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle
I, o et B deux nombres réels ; a, b et ¢ deux éléments
del,ona:

> f af (x)dx = a:f I (x)cit (Intégrale d’un produit

par un réel)

> [ (af + BeXekde = ) f(x)x+ B gl
(linéarite)

> _[: fx)dx = E Sl )+ f f(x)dx  (relation de

Chasles)

> j:[j(x)+ glx)kix = j:f(x)dx+fg(x)dx

(intégrale d’une somme)

» ff(x)dx =0
> [ Sk = [ 1)

»si f2 0,a]orsff(x)dxg 0
> si f=g,alors Lb f(x)_dx > J': g(x)dx

Interprétation graphique de I’intégral

Soit fune fonction continue ef positive
sur un intervalle 1 ; (C) sa courbe représentative,

a et b deux éléments de 1 (a <b): J-a £ et
{>aire (en unité d'aire) du domaine D délimité

~(0); (0.1) et les droites o —

+ = b, I’aire ve D peut étre notée A(Dyy %

saire du domaine D est I'ensemble des Doty
a<x<b

M(x,y)tels que:{o <y< f(x)

Exemples .
1.- Calculer 1’aire en cm”, de I’ensemble D de
points M(x, ) tels que;

—%Sxﬁ% et 0 < py<cosx PPunité graphique

étant 2 cm sur chaque axe.
Solution

La fonction cosinus étant continue et posiive

sur[_g 7| ona:
2" 2

A(D)= Iicos xdx % 2¢cm x 2cm
7

A(D)= [sin x]i x 2cem x 2¢cm
7

soil._ 5
AlD)=%"

2.- La courbe montrée est la rﬂP‘és‘ﬂM:,"
graphique de la fonction x—»x’ —! c_alr:_ﬂ,

lo'aire du domaine colorié. L’unité gref af ]
€lant 2 em sur ’axe des abscisses €t )
I'axe des ordonnées . e _

Solution T R
a: AD)=D(D)- AD;) !




l

S 1 xs
5al 3 | 3 0

/,//W
s
spectivement l;s courb

4.3 A=2ua
A(D)=§'_+ 5

On ¢en déduit que 'aire du domaine colorie est
gale a2 2cm 3em , soit A(D)=12¢m’
Y ¥

--l —» X

3 Onconkidére la fonction f définie par
fix—>-x'+4on rnote (C) sa courbe
représentative  dans  un repére orthonormé
[0,]’,}’_) unité graphique : 1 cm calculer en em’,
I'aire de la partie limitée par la courbe (C) et
I'axe (0,-}")
Solution
Ona: 4(D)= A(D,)+ A(D,)
0 2
A(p)= j_z(- X+ Al + | (-x*+ 4 )ix
0

2

3 3
(D)= X iaxl 4 -f—+4x]
3 " 3 5

4p)=+ = A(D)=10,66
On en déduit que I*aire du domaine est égale 3

A(D)=10,66x1cm x lem
A(D)=10,66cm’

4~ Soit f et g deux fonctions d’équations
Iespectives ~? =4y et x?=5-y. On note

C,) et (Cz) Ie : : oy
gq:?ésematives de ces fonctions da'ns un 2r pcm-
orthonormé (0.17,}:) unité gr-z?phique' e
Evaluer en cm?, I'aire du domaine dehm! p

ces deux courbes
Solution

i courbes
La représentation graphique de ces deux €0

est donnée par :

Ona:¥v
Donc, g(x) > f(x)

A(D)= [ lg()- £ Ge)is

A(D)= E[S—x’ —%x’}ﬂ

4(D)= fz[—%xl +5]a'x
A(D)=[—-l%x’ +Sx]:

A(D)= i:?—

- On en déduit que I'aire du domaine limite par

ces deux courbes est égale & :
4
A(D)= To-x 2em x 2Zem

ot 4 (p )= 180, 2 OO A(D) = 5333cm?

5.- La courbe montrée est la représentation
graphique de la fonction f: x — x 4+ + g

Calculer la surface S d (==1)*"
. e i
comprise entre la courbe (g) portion du plan

oblique et les droites d'équation’s ioil 3az{mpt01€
X = x=35

Solution

ona: S.=f(}"(x)—y)ﬁ,g,-c
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/
3 4 —x =1 |dxr
S:J,[x-l-l-f"(;—"—r)—z' X s]
_ o dx =[___L.]
- x-1) x-1,
S$=0,25

.

I
|
/3 »

[ 4| SO SITESSSRpre, s,

On en déduit que la surface S cherchée est égale
4 0,25 unité de surface.

Interprétation cinématique de Pintégrale

Un mobile se déplace sur un axe a la
vitesse v(1), t étant la variable du temps. Sil’on
SUppOse que v est positive entre les instants ¢; et
t2, alors la distance parcourue par le mobile

; [}
entre ces deux instants est : ¢ =I "v(r)d
]

Exemple

Un corps est liche, avee une vitesse initiale
nulle & I'instant t, = 0, d’une hauteur de 1 000 m
€1 est soumis & I'accélération de Ja pesanteur
g=9,8ms?

1) Quelle distance a-t-i] parcouru aprés 35

secondes de chute ?

2) A quel instant T exprime en secondes
touche-t-il le so ? ‘

. Selution
1) La distance en métres parcourue apraq 5

secondes de chute est; f = L’v(;)d,
or v(t)

L] 5
804 = [ grar d=B—gr‘] d=1225,,
o

2) Il touche le sol 3 Iinstant .

foamioo T
donc, T= 14,3 secondes

W—T/_Te-l;—n-f;— yenne d’une IOHSN,\ H“’leu&
=" qoit f une fonction COntiy,

§ |

intervalle(a,5] (@ #b), on app, :]"“ ‘
moyenne de f sur [a, b] le nombre tésl g ql?

M:-b—'!—" bf(x)it

Exercices
1- Déterminer la valeur moyenne deo Ia focg
f définie par X = —x* +6x~5 syr 9] i

t deux fonctio .
2- fet g son 10ns  définje "
I'intervalle [0 -;—I-J respectivement par

f(x)=cos* x—sin" x et
g(x): cos' x+sin' x,
a) Calculer la valeur moyenne M de f s

Iintervalle [o g-]
b) Calculer la valeur du réel N o que

N=Eg(x)dx.

o x
c) On pose 1=ECO§‘ xdx et J=J;‘-sin‘ xdx

d) Montrerque: I-J=-';£M et I+J=N
En déduire 7 et J

ghoisir la bonne réponse dans les exercices 3416
- L

& valeur moyenne de la fonction
Six—>sinx sur I’intervalle [0 7]

2 = -
90 b= gl d)__z_
& n V4

4.- _'T(-x2 +6x+5)a§: =
A8 b)g ¢) Autre (préciser)

S jc:(l"z +4x+5):lx=

V8 B4 gy d) % e) Autre (préci
6.- L2(2x+ l}& -
W B3 g, d) Autre (préci
T [ x+2 |
e
32

{



Analy'se

?W‘b) 3(J§--J5) 17- Relier chague intégral de Ia colonne A 2
I ; ~ son résultat inserit dans la colonne B.
|50 9 -2(2-V5) |
.' s E(rl - l}it . Colonne A lCn:iloum: B
" me e* a
c) ) Autr dx =
. "’% b) 3 ) ) © -l;nZ er +2 2
(Prémsef)
; rgx _ b 2 In2
lnx , _ dx
) ]j_'.;-—dx -L_ cos’ x
b)3 C) ‘2 3 .t( :—'2}Lf c 3 _i
f e*le .
E;Autrc (préciser) h <
e [ o=l = [% s |9 3 N
)l b)2 c)-3 1 ]-2x 3
{ i Aurre (préciser)
5 2
: B
Ju [ -x2fde= W
)3 b) c) 4
{)Autre (préciser) Colonne A Colonne B
u. . S x|
| j:(:c-n)" e b 2 [ 1-2In2
1l by -1 c) & : 3
| B 2 2 (ze2)de c 27
{ futre (préciser) L 2P -dzed ) ln——
: 5 (sa-T)de d 4 27
B'. Jl dt _ ,[; =3+ ln_—
- 2 ' 2
! (x~—1) 5 In./2
i3 b) 3 L 1 . . RyT
; ¢)+ d) -+ Autre (préciser
E 9% -7 Aume(pridsn) 6§ | In108
ffoe L |
U6 Col
Y 910 f d)8 e) Autre (préciser) ad” d: e 3 2 ICOlon;: B
o ]__itit_ Iln! e* +1 . -
(e+1)? &= B0 % b 1| R
' ¢ d) Autre (préciser : '
) e i [T I B ]
b)4 et (o2 _ 4 d. | |4 59/6
0)5 d)ﬁ e) Autre (précxser} ny_ - ( )dx _ e i B
6| -2n2
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Intégration par parties . s rivahles
Soient u et v deux fonclions deriva

s [. On
sur un intervalle 1, a ¢ b deux &lements de

sail que la fonction uv esl dé“"’_able (ite??f?
(uv)’=u’v+v'u. Si de plus les fonctions - ot
sont continues sur I, alors uv’ et WV 3%
continue sur [.

On a: J.:(uv)‘ ()dx = I:_(u'v)mdx + j: (m"xx )d”

donc :

I: Ua)VisydX = ["{s)-"(x)]: = j: Ui V(mdx o8
I:V(,)HE')CII = [u{x)'v(,)]: - j: H(,)Vix)dxf

En posant uf,dx = du; Vi,dx=4v

on obtient ug,y=u Vi =V

j: udv = w], - j: vdu
I: vau =[] - f: udv

Une disposition efficace des calculs
pouvant favoriser la mémorisation de la formule
est la suivante :

u=.=>du=..

ay=..=Sv=.,

Idées et Stratégies1 ———————
Le procéde d’intégration par parties s'applique pour
intégrer le produit :

»D’un mondme ou polyndme par un sinus ou un
cosinus

»D’un mondme ou polyndme par une exponentielle
»D’un mondme par certaines fonetions racines
carrées '

Pour toutes ces congidérations, on applique g

formule rudv—[u ]’l =f d)
0 vy =[uv], = [ vaiu et on choisit u ¢gal
au mondme ou au polyndéme

Idées et Stratégies 2 —

Pour intégrer un produit d'une exponentie]
cosinus Ou un sinus on  utjlise

le par yp

ru 7 [m’]f, B rvdu et on chojgj ) .‘ﬂ 5

a

¢
L &
'exponentielle £
I1dées et Stratégies 5

pour intégrer un produtt d'un mongp,,
logarithme QU U7l logarithme seul o Utﬁ?:e "

b 5
formule : .L vu =], - -[ udv et on choisity 4
i

au [ogarith'me

.

Remarque _
e Si le résultat souhaité n’est

a Pas ftroyy
on permute le role de u et dv U,

Choisir 1a bonne réponse dans les questiong 143
- [F xsinxdx =
1. L_xsmx

a)l b) 0 c¢)-1
d) Autre préciser

2.- j: xcos2xdx = |
C b) 7
f) Autre préciser

3.- I;xe‘dr =

b)-e ¢)0
4.- I:(x —Inx)dx =

a) £52 b) 2
§.- KcOsxe"dx =

a) " ~1 b) <2
d) Autre (préciser)

dy -2

)0  d)t

a) e d)1 e) Autre précis

c) Autre (précist)

2 i
6- Relier chaque intégral de la curltmll‘EA
son résultat inscrit dans la colonne B-

Ty

=i

_________,.—"-
- Colonne A Colonne B _|
’—:' 2 .a l 6!{12'2
_L X" cos4xdx A
0
Ll —sha [P| 7] 28 | |
: 3,
L"‘mdx ¢ 3 |
okt |] ] g




_yérifier @ I’aide de la méthode d’intégration
"r paﬁ;eg les intégrales suivantes ;
a

) L’xcos-"‘i’r=~2 b) Exl COSYdI’=—27[
1
o) J:Icos 2xde=0 d) J‘o xe"dy =

2

) ﬁ(;f -4)cos xdx = 3% -10
0

t 1
f Excoﬂxdx ==

9.- Méme question
a) ?ln(x+ dx =6In2 -2

b) 'fm(L]dx ~miS

e) _lex/l—x =%

f Ex'c%sxdx=7r+3«/3_
7 8in" x 9

10- a) Prouver, en utilisant successivement
deux intégrations par partie

. 1
. |8 =2 —
CIUE.J:e cos2idt = E

b) En utilisant a) Calculer/ = Ee“" cos’ tdt et

J=j;‘-‘e"' sin? tdt

(On pourra caleuler I + J et I —J)
- On pose I= J: e” sin xdx et
J= Le‘cosxdx |

¥ Alaide d’une intégration par parties de 1,
démontrer que : / + J = ¢' sint -
On considére une fonction f de la variable
reelle X définie par :

fx)= (sin_x + 208X — é—)e" :

' Analyse
Calculer F(r)= L S(x)dx puis résoudre dans |,

Pintégrale F(r)= %

12.- On donne les intégrales :

1
1= xeds et J = [\ V1 -xdx
a) A l'aide d'une intégration par parties,
calculer ’intégrale I. En déduire la valeur
i
de Ia|x|ez‘dx
b) Calculer la valeur de I'intégrale J, puis &
I'aide d’une intégration par parties
déduisez en [ xyT—xds

c) Justifier le résultat b) en faisant un
changement de variable c’est-a-dire en

posant ¢ =+/1—x

Choisir la bonne réponse dans les exercices 13 &
1189

13- J? (sin 2x +2xcos 2x)dx =

a)% b0 o) d)% e) Aucune réponse

14.- E‘)x sin? xcos xdx =

a) 2r 8 b) 7 _ 2
3 9 2
Ir
c) % d) Aucune de ces réponses
15.- [ In(x +1)de =
a)2ln2-1 b)ind +1
¢) 6In2 -2 d) Aucune de ces réponses

16.- j ;xsinxdx=

a) -tsint + cost
¢) tcost — sint

17.- ]:ji(xl -S)Z“ix
e’ -3

b)-tcost + sint '
d)Aucune de ces réponses

a) b)-3 ¢)3 d) Aucune (préciser)

18.- f(x ~1)In xdx

e’—

a)-3 b3 ¢ d) Aucune (préciser)

135°



19.- Soit la fonction f définje par :

X — f(X) = 3:::;

@) Montrer que, VxeR |, fx)=1+ 2¢”
e’ +2

b) En déduire le caleul de Pintégrale
In3
= |, S (<)
20.-
a) Déterminer la dérivée de la fonction f
définie par :

x— f(x)=(Inx) sur},+o0f
b) Calculer I'intégrale J = r (Inx) dx

¢) Calculer I'intégrale 4 o= J‘ (2'"_" ~ _].]a'x
X

n+l

21.-a) On posea,, =e-2_,VneN,et'
U, = J"'"" [gﬁ_l)dx
a x x

Montrer que (U,) est une S.G dont on
précisera la raison et le premier terme

b) On pose V, =e”», ¥n e N, montrer que (V,)

montrer que (U,) est une S.G dont on précisera
la raison et le premier terme

r
22.- Soit 'intégral 4 = |7 cos* xdx
a) Déterminer deux réels a et b tels que pour
tout réel X, on a:

cos® x=acosdx+bcos2x+c
b) Calculer I'intégral A

23.- a)Calculer cos3x en fonction de cosx et
cos’x. En déduire une expression simple de
cos’x en fonction de cosx et cos3x.

b) En déduire le calcul de JOE cos’ xdx

¢) Indiquer une autre fagon de calculer
Fcos’ xdx
24.- a) Linéariser sin’x

3
b) Calculer f ()= I (4 sin x—E}ﬂ

c) Résoudre I’équation f(t) = 0

—Analyse

25.- On considére expressigp .
4sin’ x
flx)= 1+ cosx

a) Pourcosx+1%0, mettre f(x) sous |,
forme d’un polyndéme en sinx et cosx puis
linéariser ce polyndme

b) Calculer ’intégrale définie I = JO_I F )
¢) Calculer I'intégrale définie

J =[5E f(x)dx. Pouvait-on prévoir [e
3

résultat ?

26.-a)Calculer 'intégrale [ = _[:, %(21n:—3)dr

b) Résoudre dans |, I’équation I =0
27.- On considére les fonctions g et f définie sur
| par : f(x) = _+56__+4_ & gl)=223

T+2 e’ +2
1. Montrer que pour tout x de |R ona:

e.!
x)=e* +2+
f( ) e* +2
2. Pour tout x deR, calculer :

fx)-g(x) et [ (1(x)- gl)ax

3. Déduire de 1 et 2 la valeur de I’intégrale:
n2
K=|"g(x)ax

28.- On considére la fonction f de la variable
réelle x définie par: f(x)= fx=2

B x+2ix +ll

a) Préciser-les intervalle sur lesquels cett¢
fonction est définie et continue ¢!
démontrer qu’il existe deux constant 2etb

etallins x+2 xfil

b) Calculer I'intégral 7 = J'; fle)x >0

¢) Déterminer la limite de F(f) lors que t tend
vers +

29.- Déterminer les nombres réels a et b tels

que:VreR\{~1, 2% — =
? =t~

a) Calculer "intégrale : A—-L—-—"“"




m trois nombres réels a b of o m——

8 betc tes

1 a  bx+
gueR ==+ =2
que * x(x+1)  x  x? 41

'in _[? &

a) Calculer I'intégrale B L m

31.- Soit f la fonction numérique définie I, +ea]
v =3x?+16x 422
par f (x)zm
b) Déterminer les rézls 2 et b tels que
a
fle)= 2545 (x=1)

¢) En déduire une primitive de f syr Biree|

d) Calculer intégrale E 7 (x)dx

32- Soient a et b deux nombre
considére la fonction f, définie sur I”
des nombres: réel par : f(x) = ¢*
on désigne par f° sa dérivée

l-a) Calculer f(x)

b) Déterminer les réels a et b tels que ;
f(n3)=-9et £ (In3)=0

s réels, on
ensemble R
+ae” +b, et

2- Le but de cette partie est le calcul de

Vintégrale I = [* [(2x +1)e? - 6(x + 1)e* Jic, soit
lafonction £ définie sur R par : f(x)= e** - 6e*
Onposex e R : g(x) = xf(x)

a) Calculer g’(x)

b) En déduire la valeur exacte de I

3.~ Caleuler en fonction du réel a 'intervalle
I{a)= E(Gez' — 2e”)dx
%) Résoudre dans R 1"équation 1(a) = 4
H.. Vérifier que J-1, 2[ :
2 +x-13 !, 4

: =) =

X'ex~2 x—-2 x+lI
en déduire une primitive sur ]-1, 2[ dela
2x? +x-13

x?—x-2

a) Caleuler alors ’intégrale _[(:f (x)dr

fonction: f:x —

= Soient 7 = f xcos® xdx
s I;'Jcsin2 xdx

It:) Calculer I+ et V= 3 Analyse

) En déduire | g 1
36- On donpe

1= [ x4 D)cos? X dx

Ji= E (2x+1)sin? x g

a) Calculer [ + Jetl=]

b) En déduire et]

37.- a) Calculer |a dérivée de Ia fonction
X +/x? -2

b) En déduire Ia dérivée de la fonction f définie
sur [0, 1] par : f(x)= ln(x +yx? +2)

¢) Calculer |Ia valeur de

1=j' dx
"JIxt 42

I"intégrale

(Concours Faculté des Sciences)
38- Pour tout entier naturel n, on considére les

intégrales

T
I, =Ee’"‘ sin xdx et J, -=j e™™ cos xdx
1) Calculer 1, et J,

2) Soit n un entier naturel non nul.

a) En intégrant par parties I, et J,, montrer que
In et J, vérifient le systéme :

I +nl, =1
-nl, +J, = e'?

b) En déduire les expressions de I, et Jo en
fonction de n.

3) Déterminer lim/, et limJ,

=t 4D A=

(Concours Faculté des Sciences
39- Soit f la fonction définie pour tout réel x
par :
1x
e
x)=
/ ) e’ +1

1) a)Montrer que pour tout xeR:
fle)=et-

e
e +1
‘ -
b) Calculer Iintégrale I = L flx)dxe
2) Soit g la fonction définie pour tout réel x
par: g(x)= In(e‘ +.l)

= K=y ’-A_--__.
P i e
R A



a) Calculer la dérivée premiere de m’fonTtim
.

b) En déduire i 1’aide d’une intégration par
parties, la valeur exacte de l'intégale :

|

J= L:e‘ 1n(e‘ +1)ir

|
1) | sin® x cosda
2) [ sin® xcos® dx
4

3) J’Esm4 xdx

An

al
Col. ME‘;\

~—

Colonne A

3 £33 L oo
a) —=cos x+;c°sa_x+
: : c
1 5 1
& ==cpel
b)scos X ==c0s’y 4,

1
c) —-:cos*x-l— ¢

g
@ sin? s xdx
40.- Montrer que pour tout réel 4- 3 sin” xco A,
e - z_, 5- f0c0531 sindx d) ‘;3'111‘ x+tc
S P £
e +e" :
m2 e ffacxz +2x - 3)e” ¢ g
b) En déduire I"intégrale L T dx
e 3x—8
b) Déterminer 2 réels a et b tels que, pour b)) 32
tout x de ]0, +oo [, onait :
2e" -3 N be* g)—-3—6e"3
e e b —3—68 —3
. . —3— 6 —
e tae s wae” —3
b) En déduire 'intégrale Lz o dx
Donner la valeur de J sous la forme Int, ou t Chapitre VIII
est un rationnel

41.- On considére la fonction f définie sur R

par:
f(x)= (x" —'3x+2}z’
Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels
que la fonction F définie par :
F(x)=(ax® +bx+ c)e-‘
Soit une primitive de f sur R
2. En déduire la valeur de 'intégrale

1=[ f)r

1.

Bac 2002
42- Etablir une correspondance entre les ¢léments

de la colonne A a ceux de la colonne B. Donner
la réponse sous forme de couple. Exemple le
couple (1, ...)

Représentation graphigue d’une fonction
Idées el stratégies
(C) étant la courbe représentative d'une
fonction { dans un repére orthonorme

o. &

j

Si lij.pf=a oulm f=a (O admet une

asymptote paralléle & (0©,%) d’équation

y=a.

Si ligﬂ f|=+e0 (C) admet une asymptote

paralléle a (0, }) d'équation x=xo

Si lim|f| =-+w0 : il y a éventualité d'uné

asymptote oblique,

si limZ&) i =b :la
m=="=aef lim[ f(x)-ax]=0 :

droite d'équation y=ax+b est asymptoté
oblique a (C)..

Si timZ ix) ~a et lim{f()-ax}==

(C) admet une branche parabolique de
direction : celle de la droite : y=aX.

: (C)admet une branche

limd¥) _ o

1
parabolique de direction (O. J ) oul's
des ordonnées,

138
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3

Analyse

./.:"S;E;_f_;({‘y =0 : (C) admet une branche

X0

arabolique de direction (O', 1) ou l'axe
des abcisses

{ ldélf.f Ef Sl'ralégfes

| La courbe représentative de la fonction f
| géfinie  PaT f(_,vc):\}a':.lr:2 +bx+c admet  en
- infini (w0) une asymptote oblique d'équation
o = |ax +—=—)| clest-a-dire :

)": yat+a

e mem{et )

& En(Foo):y=(ax+ =)
| Si_a=1

& En(—00): y=-(x + %)
% En(+00): y=(x + %)

La courbe représentative de la fonction f
définie par £(x) = Jax+ b admet en (@) une
branche parabolique de direction l'axe des
abscisses.

Choisir la bonne réponse :

I- Dans un repére, la courbe représentative
(C) de la fonction f définie par f(x) = Jx+1
admet en plus I'infini (4€0): |

a) Une branche parabolique de

direction 1’axe des ordonnées.

b) Une  branche

‘ parabolique  de
direction 1’axe des abcisses.

¢) Une branche parabolique de direction
y=x.

d) Une limite finie.

2- Dans un repére, la courbe représentative
© de la fonction f définie par
f(x) = VxT=6x + 5 admet en moins 'infini

("Q'J) z

2) Une asymptote oblique d’équations y=x-6

b) Une branche parabolique de direction y=x.
¢) Une asymptote oblique d’équation y=-x+3.
d) Une asymptote horizontale d’équation y=-6

3- Dans un repére, la courbe représentative (C)
de la fonction  f  gdéfinie par

f(x) = In(Inx)admet en plus I'infini (+00):
a) Une asymptote oblique d’éguation y=x+1.

b) Une branche parabolique de direction I'axe

" des abscisses.

¢) Une branche parabolique de direction I'axe
des ordonnées.

d) Une asymptote verticale d’équation x=-1.

4- Dans un repére, la courbe représentative (C)
de la fonction f définie par
f(x) = (x* - 3)e* admet en plus Iinfini
{(+o0):

a) Une asymptote oblique d’équation y=x-3.

b) Une branche parabolique de direction I'axe
des abcisses.

¢) Une asymptote horizontale d’équation
x=0.

d) Une branche parabolique de direction
I’axe des ordonnées,

Exercices
1.- Etudier et représenter graphiquement les
fonctions suivantes d'expression :

B S(9)=F —axes b) 7(x)=x-1) +<

-
. R
e) fl(x)=2sinx+1 f) f(x)—2-sinx

g) 7(x)= arcsin(2x +3)
h) /(x)=arccos(x? —3x + 1)
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2.- fest la fonction définic ot dérivable sur
J=o0, 1]U [3, oo

pars )= ZL__q f(0) = 3.

NXT—4x43

) Déterminer ffx) puis justifier que
Df=]-w, 1]U[3, +w [

b) Montrer que en (+) Ta courbe (C) de f
admel une asymptote oblique que I'on précisera.
En déduire I"équation de Pasymptote oblique &
(C)en —m),

¢) Etudier les variations d

¢/ puis sa tracer sa
courbe (C).

S B . = o FinXY
oit Ia fonction #(x) cosx+ainx

a) Etudier ses variations dans I'intervalle

——

T 3n - - .
] = T[ puis tracer la courbe représentative
de f'dans un repére orthonormé.

b) Calculer les primitives de £ On mettra
d’abord f{x) sous la forme

=sinx+cosx
f(x) =AY 8 cosx+siny
c) Calculer Ja valeur de I'aire du domaine
compris entre la courbe, I'axe des abscisses et
les deux droites d’équation x=0 et x = '—;-
4-Soit la fonction fd expression :
S = ey ey
1. Sans construirele courbe (C) de f
calculer la surface comprise entre I'axe
des abscisses et les droites d’équations
x=2 et x=t (t>2). Cette surface a-t-
elle une limite lorsque t tend vers plus
I’infini ?
2. Construire la courbe (C) de f et hachure
la surface en question ?

5.- Soit la fonction f d’expression :
: 1
flx)=2x+1-

(-1
1. Démontrer que la droite (D) d'équation :
y=2x+1 est asymplote oblique & |a

oy »
M ’_x;ul_:l M',

— Idées et stratégies

. - &na' e
courbe (C) de . En déduuem
(C) par rapport & (D)

Etudier et représenter graphiquemeny ¢
Calculer, en fonction de a, |'ire "
domaine limite par la courbe (©), 1a droite
(D) et les droites d’équations x=2 ¢ xg
(8>2). Quelle est la limite de cette aire
lorsque a tend vers plus ’infini ?

o

Lorsque le degré du numératenr d'ype #
fonction dépasse celui du dénominateur de
deux unités, la courbe représentative de ceta
fonction admet une parabole comme
asymptote, Une telle asymplote est appelée f
asymptote curviligne. /

IS At A

4- a) Déterminer toutes les racines du
polynéme 2x° 4+ x2 = 3,

b) Etudier la fonction f définie par:
t 1 =
f) =228 o o construire la courbe (C)

k3
dans un repére orthonormé.

¢) Préciser la position de (¢) par rapport i la
parabole (P) d'équation y = x2 + x

d) Calculer en fonction de a I'aire de la

région limitée par la courbe (C), la parabole (P).
la droite x=1 et la droite x=a. (a>]).

e) Déterminer q, § 0.01

. prés pour que cette
aire soit épale 3 1.

5.~ On considere |a fonction numérique :
4
S ix =y _i.r___
x° =1
- Montrer que f peut s’écrire sous la forme:
f(x) = x’ +1 -+ --il-—.
Xt —] .
En déduire que Ia parabole équation
glr)=x 41 est asymptote & la courb®
représentative (C) de £
2. Etudier gt représenter graphiquement f
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Analyse

; Calouler 1'aire limitée par la courbe

. 1’asympt0‘e équation g(x):x2 +1 et les
droites gquations x = \/_2- et x=3

- Dans un plan muni d’un repére orthonormal,

on désigne par (P) la courbe de la foncton

£ —3x+3 et par (C) la courbe de la

(x-1)
-,

) Montrer que (©)
asymptotes au voisinage respectifs de —o et de

4o pUis étudier la position de (C' ) par rapport

5 (P).

7) Etudier f puis dresser un tableau résumé

des variations de g .
3) Tracer (C ) et (P) puis évaluer I'aire du
domaine D formé des points M (x,y):1<x<e

f(x)< y < g(x)

g- =
fonction définie par f(x)=

les courbes sont

- Idées et stratégies

Lorsqu’on étudie I'intersection d’une
courbe avec I'axe des ordonnées, si on
débouche sur une équation du 3*™ degré, il P
n'est pas nécessaire de chercher a résoudre ¢
Iéquation. On dit qu’elle admet au moins une
racine et on note x = o cette racine

A

7.- Soit la fonction numérique définie par :
4
fix=o>x+l+—=3
(x-1)

. Montrer que la courbe représentative (C)
de f .admet une A.O équation :
(A): y = x+1. En déduire la position de

(C) par rapport & (A)

2. Brudier les variations de f et construire sa
courbe (C) dans un repére orthonorme

3. Calculer la surface S de la portion du plan
comprise entre la courbe (C), son
asymptote oblique et les droites équations
X=3et x=A (4> 4).Endéduire lim .S

3 Wees
) our approfondir

1. _ .
On considére 1a fonction f définie par:

o | g
f(x)—x+1 1)

1. Calculer li_rP[f(x)—(x-H)]. En déduire

une interprétation géométrique

2. Etudier les variations de f puis tracer sd
courbe représentative (C) dans un repére
orthonormé

3. Calculer, en fonction de Q, I’aire du
domaine limite par la courbe (C), la droite
(D) équation y = x +I et les droites
équations x = letx =a(a>1) Quelle est
la limite de cette aire lorsque a tend Vers
plus I’infini ?

2.- Soit f la fonction d’expression :

flo)=x+14 255

X

1. Préciser le domaine de définition de f

2. Quel est le comportement de f aux bornes
de Df?

3. Vérifier que pour tout X appartenant 4 Df

ona :f,(x) (x = 2xX;C + 1)2

4, - Etudier les variations de f puis tracer sa
courbe représentative dans un repére
orthonorme

5. Vérifier que le point I(0, 1) est centre de
symétrie pour (C) de f

6. Ecrire I’équation de la tangente & la courbe
(C) de f au point d’abscisse Xo = 1

3.- Soit la fonction f définie par :
2x* +2x—1
X)=
f(x) x?+x
1. Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que :

2. Etudier les variations de f et tracer sa
courbe représentative (C) dans un repére
orthonormé o,?,f')

3. Déterminer toutes les primitives de f sur
]);-c-co[. En déduire celle qui s’annule pour

x=1

6.- Soit la fonction f de la variable réelle x

T

définie par : f(x)= ___-rz + ;x
P

1. Déterminer les réels aet b tels que s .
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fe=acs
En déduire que la courbe (C) de { admet 1a
droite (D) équation y = -x comme
asymptote oblique. Etudier la position de
(C) par rapport (D) _

2. Etudier les variations de f et construire sa
courbe représentative (C) dans un repere
orthonormé (o,?,f) (unité : 2cm)

3. Déterminer I’aire de la portion du plan
limite par la courbe (C), I'axe des
abscisses, I'axe des ordonnées et la droite

x=+5
7.- Soit la fonction f définie sur }—1;+°0[ par .

2x + x*
S&)="—5
(x + 1)
1. Veérifier que f{(x) peut se mettre sous la
forme de f(:l:):l-;2
(x+l)
2. En déduire une primitive de f vérifiant la
relation F(0) = -2
3. Etudier les variations de f, puis tracer sa

courbe représentative dans un repére
orthonormal

Bac Juillet 98

8.- Pour une fonction réelle g définie et
dérivable sur R, on sait que : V x e R,
g'(x)=—_ etg(l)=1

(x? +1)

a) Déterminer g(x) pour x eR

b) Etudier le sens de variationde g

c) Trouver I'équation de la tangente (T) a la
courbe (C) de la fonction g en son point
d'abscisse xo = 1. Tracer la droite (T) (indiquer
le point de tangence 4 (C) de g,

Exeniple d’études de fonctions In

1) Soit f la fonction A variable réelle x
définie par :

flx)=xnx sixe ], +of
2) Préciser I'ensemble de définition de f.

-~

S comre, f plest pas dérivable
 Puisqu'elle ne I"est pas au Pdm-éc :

b) Etudier la continuité puis |5 3 Ang]

.
.
v

de [, en0.f estelle COntin e o ;l]n_é

Justifier. R
f est-elle dérivable sur ® 2 Tustifie,
¢c) Etudier f puis tracer sa coyrp, (C)
repére orthonorme. f
d) Calculer / :'mA(/l) si

A=+0"

A(2)=[ fx)ax (0<2<1)

Solution
a) Précisons I’ensemble de définition g, I
Puisque f (x) =xe* sixe ]— o, 01
donc -f(x) est définie sur R _
De plus Vx e b, +'°0[ ; Inx est définie g
N, . 1l en résulte que f est partout défipe
sur i d’ou .Df=}—oo +oo[

b) Etude de la continuité et dérivabilité g
S enO.

Comme f(0)=0e" =0 o
lim flx)= li?(xe‘)-—- 0

et/ im f(x) = l%rp(xln x)=0 done
Vim £ (x)=1im /(x)= £(0)

Par conséquent f est continue en 0..
Etude de la dérivabilité de f eno

Lim f(x)—- f(O) = lim xe* -0
L b o x-0

2 f(x)_ f(O) . x
Done f est dérivable a gauche en (.

limZ&)=7(0) _ . xlnx—0
. x—0 o x—0

. f(x) - f(O) e
| =y 7 JAN) )
“0." =0 = I:om. (l-nx)

Done f n’est pas dérivable 2 droite en - !
Il'en résulte que J n’estpas déri\'ﬁl?l_e ‘ )
S est continue en 0; elle est confin’®

- . ¢ Ui[

tout point de R* et 9, comme prof’. ues
) ; i

deux fonctions (x'-+ xetx =+ e‘) cu; s

ur .

i en résulte que f est continue s 1
0de .
i

‘¥
0
}

|

—h —

|

b —.



/_

¢) Etude ét courbe de f
. pomaine de définition et continuité.
D'aprés I’étude précédente, [ est définie et

continue sur R,
Limites aux bornes de Df

. l:'_rff(x)=1i_£§1(x€‘)=0, done  (C)
admet I’équation y =0 comme A.H.
. Hmf(x)=h;r§(xlnx)= +00

Il y a donc éventualité d’une asymptote
oblique _

hmf( )—1121 ~
1551'{5: )- I:m(lnx) +c0

Donc il n’ y a pas d’asymptote oblique mais
plutdt (C) admet une branche parabolique
de direction y'oy 5

Sens de variation

Caleul et signe de la dérivée premiére.

On sait que f n’est pas dérivable sur R,
mais elle est sur R_ et R,

Donc :

Ve R_: f(x)=xe*

f'(x)r-(xe“) =(x+1)*

Vre®, : f(x)=xInx
‘R_:f(x):O

Sur &3 e*(x+1)=0,VxeR_e’ >0

Sx+l=0=>x=-1 €R.

R, f‘(x) 0=>1+Inx=0

& Inx=-1=>Inx=—Ine

Do x'=—1- (lem:)
e

Sur

- e

Analyse

Tableau de signes de f*(x)
-0 -1 0 /e “+ 00

OIS

7 /'\(i : D
Lorsque x & J-oo, -I[U}O, %[; f(x)<0:

donc f est strictement décroissante.
Sur les intervalles

L1, O[et-]%, +oo[;f’(x)>0 donc f est

strictement croissante.
f admet deux minima absolus : I'un en -1 et

. 1
I’autre en —.
e

Au point d’abscisse 0 (C) admet un point
anguleux (2 cause de deux demi tangentes
distinctes : I'une de pente 1 et I'autre verticale)

Recherche des minima
Pourx=-1,ona:

)= = --:T donc le  point

s, (——1 —lJ est un sommet de (C)
T _

. 1
Pour x=~—,o0na:
e

1 | 1 | | .
~|l=|=|ln-= f|—-|=—-—,donc! t
f(e] [e) ne /(e) . nc le poin
1 B
5,<(2

- Valeurs remarquables (points sur les axes)
y'oy:x=0 alors 7(0)=0e" =0
donc0(0; 0)e(C)

..%) est un sommet de (C)
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[
Tracé de la courbe (C)
A
y
-1 0 1/e } >
)\
S.l ....... -:f: 'Sz

e) Calculons }u? A(-JL)

Si A(2)=[, fGc)ax et0O<Asl

Comme 0 <A <1,donc x>0, on doit donc
prendre f(x)=xInx comme fonction &
intégrer or sur R, une primitive de f estla
fonction F

e 2
définie par F(x) = % Inx _.}I x?

(Obtenue & I'aide d'intégration par parties)
11 vient donc :

1 1
A(A)-—-[—%-lnx—%x’]

A

12 1., (A 1
= -——l 1—.-. — — — 2
A(R) [zn 31) (zlnﬂ. 4;,)

1 Alnid 17
= —— o o—
A@)=-g+=—5—*7
1 2
Or quand 4 —0° =2 ;n"'—w et %..,.0

: 1 -~
Tlen résulte que lim A2)= =

A

. ~ \m‘“}lﬁ
2.- Etude dela fonction fix = =1+(Ina)

Solution

. Ensemble de Jéfinition
Ona: Df =P+

. Etude aux bornes de ’ensemble de définitioy
Ona: lim [(x)=+;

-

Donc, ia droite (OJ) est asymptote a (C)
On a: lim f{x)=+=; il y a éventualité d'y,

asymptote oblique

lim f—f‘—L lim [—.l-f‘[l“?{_;]]=o

- [ X
.

Donc, (C) admet en 4o une branche
parabolique de direction celle de (OI)

- Dérivée et sens de variation
La fonction f est dérivable sur | et

dérivée est la fonction ¢ gv. , 210
X

.- Signe de la dérivée
f(x)=0=>2Inx=0
2#0=>Inx=0
nx=lhl=x=1

.~ Tableau de la dérivée
x| 0 1 .
/'(x) - 0 +

Vxe _b, l[, f(.r)< 0,
donc, fest décroissante sur b;1[;
vxe P, +wf, f(x)>0
donc, f'est croissante sur J;+ [ ;
Pour x=1; f'(x)=0
donc f admet un extremum' de natur® g
minimum ' '

= Calcul de I’ordonnée du sommet |
x=1= f{)=-1, §=(, -1) |

«~Point sur les axes de coordonnées
©)nx0ox: y<0= f(x)=0
~1+(lnx)? =0

(nx) -1=0= (tnx+111n'x;1)=-o

-

Inx+] = ' TR
.l“oﬁl_n‘x=_|=?.|nx=_|n¢_=>x ¢

I.. . . . i
NE-l=0=hyx=1=Ihx=lne=x=¢

.
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Analvs~

X a,_.-—--"""-—T 1 e
2 0 - +20
f(x).f

T~
N

- Courbe représenmti ve
A

iV ’E

3. Erudier et représenter graphiquement la
fonetion : Six—=In

x+1
Démontrer que q( 10) est un centre de

;m;etne et un point d'mﬂexmn de Ia courbe (C)
e

Solution
Ensembie e définition

Qx)existea%aco x20 et x+120

0/~ o e

Uimies gy bornes de i’ensemble de définition
Ohgsr .
M2 lim S(x)= tim In

Iem T )

A )

X+

D
¢ 12 drojte (Ol) est asymplow 4(C)
n
82 lim fx)= tim 10}

FRO T

=n0* =-o
x+l .

bl o

llmf(x)- lim & LHJ In0* =

10t x0T

donc, la droite (OJ) est asymptote a (C)

ona: lrm f(x)- hm In'—’-ln (+) =+

lim f(x)= lim In}——|= In(+)= +
Femon LA LA O &
donc, la droite (A) d’équation x = -1 est
asymptote verticale a (C)
.~ Dérivée et sens de variation
‘ ' v
f(x)= e (x)-—-"—-;
oy 1 _ l
f(x)_.x X+ :)f() x(x+l) + X
X |- -1 0 + o0
1 + + +
X+x[  + 0 - 0 +
f‘(X.) + u - ” e

Ona: :
Vxeow —1[ufo +e[donc
est croissante sur ]-co, 1[w ]0, +oo[
vxe -1 O[[, f(x)<0;

donc, f est décroissante sur]—l;O[

.~ Intersection de la courbe (C) avec les axes de
coordonnées

(€)nx0x: y=0 — f(x)=0¥ In|——{=0
x+1

In‘i-‘ﬂnl:a — =l:—L=lou—x—=—l
x+1 x+1 x+1 x+1

donc,x-=-% ; (C)nx'ox= {(--%_,0)}

(C)ny'oy: x=0eDf
(C)nyoy: y={}:(c)
ne rencontre pas l'axe des ordonnées

.- Tableau de variation

X | -]

s+

1) /
0

1
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e
«~ Courbe représentative
J
) a\ o 7 =

b) Démontrons que Q(_'?g] est un centre de

symétrie et un point d’inflexion de (C)
St fl-5)=0

ﬂ‘= ln|—1+2.:]—lnll+2x|
1+2x

1 oA |—l—2x|=l_.| l+2-x|
74 o Tl W

f(_% -x) = In[l+ 23] = In|-1+24]
donc :

j{_%+x)+j(_J5 —x)=ld-l+9—"1"ldl+1"{ +Infl+2q - I~ 1+24

/{%u]«»/{-%—x]ﬂ ;

de ce fait, Q(Hl;o] est bien centre de symétrie

on doit avoir

)=

2
de (C).

Remargquons que

i est |'abscisse du point d’ordonnées

2
nulle ot la dérivée seconde f'(_r)=j£ﬂ'___l;

==

-_’tl +:r)
s’annule, Il s’en suit que “(_%; oJest un point

d'inflexion de (C).

_ Anglys,

-
4.- Soit la fonction fix—In(l- lna{) .

'a) Etudier les variations de f. Déterminer o
limites aux bornes de son ensemble g,
définition DI o

b) Montrer que f est une bijection de Df gy
un ensemble I que I'on précisera.

¢) Construire la courbe (C) rgﬁ’ésenwnt [
dans un repére orthonormal (o,,', j) d’unit¢
2c¢m. Bacc 2004

Solution

- Déterminans le domaine de définition de f;
fexiste @ x>0 ¢t 1-Inx>0=>x<e, Df=]0, ¢f

~ Limites de f aux bornes de son ensemble de
définition Df
Ona: Iing. flx)=+0, x=0est AV

X—¥

ona: lim f(x)=-w=,x=eest AV

x—e”
.= Dérivée et sens de variation
fx)=in(l-Inx)
. |

Kl x(l—- In xi
Vxe Df, f'(x)<0
donc, f est strictement décroissante sur Df

71(x)= {1-in x!'

I-lnx

= Points
coordonnées
x=0g Df:(C)ﬁy‘oy:( }
y=0=In(l-lnx)=0
In(1-lnx)=In1 ¥ 1-Inx=1do0x=1
(C) Nx'ox = {(1, 0)} .

d’intersection avec les axes e

-~ Tableau de variation

X0 1 e I
£(x) . .
1) \ ;

-

b) Montmns que fest une bijection de DI sur

ensen;‘ble I que I'on précisera Ao
:Df— Lou £ - !

fest bijctive LS T

Va, x'e Dy : f(r) = f(,t'):- x =..l‘" .

S Il -11x) = () ~Inx’)

m‘lﬂ.\':‘-—lnx':.‘uxd . y ‘




L | .”—-—‘—.|—-m

j(x) y:;- In(l Inx)- y

Inf1-Inx)=le’

j—hnx=e’ ::»—»ln.t-—-e" -1
nx=1-¢’ donc x= e

gyels X existe dans 10, e[

st effectivement une bijection de ]0, e[ sur

J-e s +o0]

¢) Construction de la courbe (C) de f dans un

-

repére orthonormal ("" J) d’unité 2 cm
y 3

(1,0) ie

.[__3

e’ =1

5.- Etude de la fonction f:x—

Solution

.= Ensemble de définition

ona:Df =R\ [0} = }- w:0[L]0;+00]

~ Etude aux bornes de Iensemble de définition

ona: lim f(x)=3 y=3estAV
ona: lim f{x)=

lim f(x) =~

=07

lim f{x)=1

E=4aon

ona:

ona: y=1est A.H

- Dén'vée el sens de variation

/ (x)—

u'v-v'n

= f(x)= .
T A

e 7

Yxe Df, f(x)>0
donc fest strictemen: croissante sur Df

Analyse
.= Poinfs sur les axes de coordonnées

x=0eD/:(C)nyoy={}

p=0= flx)=0= =3
e’ ~1

e*-3=0=>x=In3
(C)nx0x ={(In3;0)}

=0

.~ Tableau de variation

X |- 0 In3 +5
'(x) + + +
i 1
f(—") /
0-
3 -m/

.- Courbe représentative

6.- Etude de la fonction|jr: x —

Solution

.- Ensemble de définition
ona:Df=R=]-o;+o0[

.- étude aux bornes de I'ensemble de définition

ona: x‘lﬂf(x) y=4est AH
ona: lim f(x)=1 y=1lestAH

- Dérivée et sens de variation

f(x){iif = =
(e +l (e +)
(I)- +l)’
)= -3¢*

(e‘ +l)z
vre Df, f(x)<0
donc fest strictement décroissante sur Df
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.= Points sur les axes de coordonnées
r=0= f(O):% Cny'ayﬂlo;%}

e’ +4

y=0= =0=pe* =—4
e’ +1

absurde donc : Cax'ar={ }

.~ Tableau de variation

-0 0 +o0

b4
() s -

1) b

.- Courbe représentative

v

T

1

4
%\

L

X

c¢) Montrons que f est une bijection sur un
ensemble 1 que 1’on| précisera f:Df—/[ ou
f:R= Ji;4[ £ est bijective ssi

.- [ est bijective .
vx,x e R:f(x)= f(x)=x=x'
C e*4+4 e"+4
= .
z

ef+1 e
= (e"+4Xe“ +I)= (e‘ +1)e* +4)
Cﬁfxerl+81+4er+4=e".e" +4e* 4% +4

. ;
o3 =3 2ef=¢’

o x=x'
.- [est surjective
yes Vy,je ]1;4[. IxeR/f(x)=y
fx)=y= ety
e’ +1
" +4=ye" +y
y—4

(]_y)e‘ =y—-4= el m

y=4
xnll‘l(—"-—l_y]

=y

________‘__.-—-‘-"-‘

Anal st

Wy € 4] x existe dans R, il s’en suit'q\uc}ya

une bijection de J-oo0 3 +eo[ sur 15 4L

it ction définie par - fix—xelx
7= So_litr éj;f? Illc domaine de déﬁni’tion de f
i)) Montrer qu’il existe deux réels a et b el
que : f”(x)-i- af’(x)+ bf(x_) =0 Eq
déduire une primifive de fsur R.
¢) Etudier les variations de f .sur'[o-, Foof g
tracer la courbe représentative de f sur cet
i alle.
intervall -

Solution

f(x)=xe™
. Domaine de définition de f
ona: Df=R::>Df=]—ao;+oo[

.- Montrons qu’il existe deux réels a et b tels que :

(x)+ar () + o/ (x) =0

flx)=xe"

f(x)=u'v+v'

J(x)=1e* +2¢* - x

f(x)=e* +2xe**

f(x)=2¢* + 2(.92“ +2xe™ )

f’(x)-:-' 2% +2e** +4xe™

f(xHe? +4xe™

I (x)+af'(x)+ bf(x)=0

4e** +4xe?* + a(2xe" +e** )+ bxe®* =0
(4+2a+b)xe® +(d+a)? =0

[(4+2a+b)x+(4+a)k2x =0
ona:4+2a+b=0 (1)

_A*a =0 @)
a=-detb=4

déduisons une primitive de fsur |
S+ of "(x)+ by (x) =0
I&)-47(x)+4£(x)=0
) ==1"(x)+a £ ()

J(x)= -:-i-(- S (x)+45(x))

N A

J =L e )
| Y



_ Variation et courbe représentative de [ sur

o]

fx)=xe*
. Ensemble de définition
of =[o ',+oc[
- Limites aux bornes
f(0)=0 lim xe = +c0

X+0

il y a éventualité d’une A.O

~ Dérivée et sens de variation
ona:

(x)=2xe™ +e2*
)= (@x+1)e¥
f(x)=0:vxe [0;+no[,e2’ >0
2'-x+l=0::-x::-——l-g_! Df
W0
DOT}C J'x)>0 sur [0; +oof f est strictement
Croissante sur [0 A +go[

= Direction asymplotique

Slx) 2x
lim "_'l = lim e =400
X X=d4ay

B s

La courbe ad
: met un g
direction gy et une branche parabolique de

~T
ableay g, variation
\_ﬁ\hﬁ_—*
X )
v .

'______________;.

1l /m

\-\

C—

S—

Annl!g‘;

Courbe représentative

+

Y

"

9.- Fitude de la fonction f :x — In(-x)

1. Déterminer les réels a et b pour que la
fonction F:x — x[aln(-x)+&] soit une
primitive de f. |

2. En déduire I’aire du domaine limité par la
courbe (C) de f et les droites d’équations
x=-2etx=-l

10.- Soit la fonction :

3x-4

fix—> In( e J

|. Préciser le domaine de définition de fetles
limites aux bornes

2. Montrer que Vx € ok +oo[2;0na:

f(x)>0

3. Présenter dans un tableau les variations de
et tracer sa cousbe représentative (©)

4. Ecrire I'équation de la tangente A la courbe

(C) de f au point d’abscisse 4

11.- Soit f 1a fonction définie sur R’ par:

St

1. Etudier les variations de f et dresser son

tableau de variation. |
5. Déterminer la valeur de X telle que f{x) =0

et écrire 1’équation cle. Ja tangente 4 la
courbe (C) de fen ce point

L

S ot

X e e

S



|

3. Montrer qu'une primitive dex— DX st
X

Inx) P
.ra—;’-)—. En déduire l'ensemble des

primitives F de f .
Bacc 2001

12.- Soit f la fonction numérique réelle définie
par:

Inx
Xiop
x
1. Déterminer les constantes réelles a et b
sachant que: F:ix- alnx+b o5t une

rimitive de fsur b.+o|
2. Etudier les variations de f et construire sa
courbe représentative (C) dans un plan
rapporté 4 un repére orthonormé
3. Calculer "aire du domaine plan limite par
(C), l'axe des abscisses et les droites
d'équations x=1etx=¢
Bacc 2002

13- Résoudre I'inéquation In x| < 1
1) On considére la fonction f de la variation
réelle x définie comme suit :

f(x)=2x—xIn|x| o
{f(0)=0 7o

a) Etudier la continuité de f au point
X0 = 0

b) Construire la courbe représentative
(C)de f

14.- Soit f la fonction de R vers R définie par:
f(x)=ae®™ +be”
ot a et b désignent deux parameétres réels.

1) Calculera ¢t b de facon que la courbe (©)
représentative de f dans Eln‘gzlan.rapponé A
un repére orthonormé (o,i, J), soit au point
d'abscisse 0 tangente 3 la droite d’équation
y= 2x-3

2) :
par g(x) =gt -4e”. On désigne par (C) la
courbe r.eprésentative de g dans un plan
rapporté a un repére c:.-rt%xonorm‘é (0,7, 7)-

a) Etudier les variations de g et dresser
son tableau de variation

Soit g l1a fonction de R Vers R définie

b) Ecrire ["équation de la ‘a“gema%

au point d'abscisse 0
¢) Tracer (C) aussi que la tangente
étudiée

15- Soit fla fonetion définie par:

iy —p—X €
fix=3 .
4 Eudier les variations de f et tracer sa

courbe représentative dans un repére
orthonormal (7+7) unité graphique 3 cm
b) Calculer I"aire du domaine plan défini par:
-2<5x<0
0sys /i)

16.- Soit 1a fonction { définie par :

7= -3

1) Etudier les variations de f puis tracer sa
courbe représentative (C) dans un repére
orthonormé (unité graphique 2cm)

2) Soit la fonction F définie par :
F(x)=(ax2 +bx+ck”
Déterminer les réels a, b, et ¢ pour que F
soit une primitive de f

3) Calculer 1'aire du domaine plan limite par
la courbe (C), 'axe des abscisses €l les

droites d’équations x =0 et x= B3

17- Soit f la fonction numérique de la variable
réelle x définie par:
fix—> ln_x

xz

1) Vérifier, en faisant une intégration par
parties, qu'une primitive de f sur R,
est

~Inx~-1

X =
X

2) Soit la fonction réelle g définie €
dérivable sur R’ par g(ﬂ:ﬂ el
P
g()=3.
a) Déterminer g(x) et préciser les
variations de g.



) Tracer ja courbe (C) de f en repére
orthOHOI'mé-

g Si f estla fonction réelle définie par

\ Te*
J»f(lnil)==0 et VxeR [ (x)—"-m
4 Déterminer f (x).
b) On suppose que S (-")= jx :; , vérifier
1-3¢7*
2 V. *H, = .
que: Vxe R, f(x) T

¢) Etudier les  variations de [/ puis
construire sa courbe représentative (C).

9-Si f est la fonction réelle définie par:
f’(x)=(_f__1_)7 et f(In2)=0, Vxe®R'

a) Déterminer f(x).

b) On suppose que f(x)= e‘—?’ vérifier
er -
| 1-2¢7*
que Vxe R, f(x)= T
—e

¢) Etudier les variations de f puis
construire sa courbe représentative (C).

20- On considére la fonction numérique

f,.(-?r)=M-rE ot xe®. On note
x

(C,) la courbe représentative f, dans un
repére (o,;' __;)
8) Montrer que, lorsque m décrit %, les
courbes (C, ) passent par un point fixe
A dont on précisera les coordonnées.
b) Pour m=1, étudier les variations de f
puis tracer sa courbe (C,) dans un repére
i 3]
¢) Déterminer I’équation de la tangente au
point d’ordonnée nulle de (C).
d) Montrer qu’une primitive de

:
In x (in) _ En déduire
2

X—»—— est x—
X

Pensemble des primitives F; de S et

- Analyse
celle qui prend Ia valeur L lorsque
2

X=e.

20 On consideére la fonction numeérique f
m
mx+2

x

définie par f, (x) =

a) Montrer que, lorsque m décrit sur N les
courbes (C,, ) passent par un point fixe 4 dont
on précisera les coordonnées.

b) Etudier les variations de f lorsque m =1

puis fracer sa courbe (C ) dans un repére

orthonormé ('o,i ;)

c) Vérifier que le point A par lequel
passent toutes les courbes est aussi le
point d’inflexion de la courbe (C,) de
fis

d) En utilisant une intégration par parties,
calculer I’intégral J = J: (x)dx.

20- Soit f la fonction numérique définie par
f(x)= (sz +4}2" .
a) Etudier les variations de f et tracer sa

courbe représentative (C).

b) Déterminer 3 réels a, b, ¢ tels que la
fonction F:x—> (a:v:2 +bx +c ¥ soit
une primitive de /. '

c¢) Prouver que le calcul de I'intégral

! =f|f(x)dx donne [ =%[11-§J

21- Soit f la fonction numérique définie par
(1-In x)?
f (x)-“-——';—‘ -
a- Etudier les variations de f/ puis tracer sa
courbe représentative (C) dans un repére

orthonormé.
b- Ecrire I'équation de la tangente & (C) au

point d’abscisse x, =1.

22- Soit f la fonction numérique de la variable
de la variable réelle x définie par:

)= (x-2)e*.
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u. Etudier les variations de [ puis tracer sa
courbe représentative (C) dans un repére
orthonorme,

s Déterminer les réels @ et b telle que 1a

lunclion ‘\:(\‘) = ("_‘( A {]}:3 x soi‘ une
primitive de .

23.~ On considére la fonction { définie sur
100 4o pm‘;j(x)=2lm-x+3_ On note (C) sa
courbe  représentative  dans  un  repére
orthonormal (o L j’): unité graphique 2em

a) Déterminer la limite de f quand x tend
vers 0°
Calculer la limite de f(x) quand x tend
vers +o., Pour cela on éerire f{x) sous la

b)

¢) Etudier les variations de f(x) et tracer sa
courbe représentative (C)

Bac 2001

24.- Soit 1a fonction définie sur Pi+=| par:
‘)"(:u:)=:»:2 +2(1-1n x)
a) Calculer f(1). Etudier les variations de {
puis dresser son tableau de variation
b) Tracer orthonormé (0.7:7) :unité 1 em
¢) Calculer I'aire du domaine plan défini
par:1<x<3 et 0=<yz flx)
Bacc 2003
25.-'Soit la fonction : f:x — ln(z‘”']

x=2

a) Etudier les variations de f

b) En quel point la courbe (C) de f coupe-t-
clle I'axe x'ax ?

¢) Tracer la courbe (C) de

d) Déterminer 1’équation de la tangente A la
courbe (C) de f au point d’abscisse x, =3

Bac 2004

26.~ Soit la fonction : /x> ln.(x’)

'a) Etudier les variations de f et tracer sa
courbe représentative (C)

b) Etudier 1'équation de la tangente & la (C)
de f au point d’abscisse x; =e

c) Vérifier que la fonction F définie. par
F(;):xln(xz )-2x de f sur chacun des
intervalles ou elle est définie

3 An
27.-{estla fonction définie sur b;ew,ys\e
7x)= (2-In x)Inx

a) Calculer la dérivée f(x) def

b) Résoudre I'équation Inx = 1 et 'dmmm
signe 1-Inx pourx = 0 e

c) Déduire les variations de {

d) Tracer la courbc-(Ci) de f dans up —
orthenormal {13/

g) Festla fonction définie sur [1-,.37 ] par :
Flx)= .\-[4111:( ~(Inx)’ - 4]
Montrer que F est une primitive de f g,

Iie?]

28.- .- On considére la fonction numérique ;

X

frx= x+1

a) Déterminer le domaine de définition de f
by Calculerla dérivée f' def
¢) Etudier le comportement de f au voisinage
de +o0 ; —o0 et-1
d) Dresser le tableau de variation de fet
tracer sa courbe (C) |
¢) Ecrire équation de la tangente a (C) a
point d’abscisse x, =0
Bac Aot 208 ©
29.- Soit la fonction définie par.
f:x—ye’(e" -—2)
a) Etudier les variations et tracer sa courte
représentative  (C) dans un repért
orthonormé unité 1 cm
b) Utiliser la courbe (C) pour réso
'équation : e** —2¢* -3=0
Retrouver les résultats algébﬁqueme_“?
¢) Utiliser la courbe (C) pour étudier ::,m\‘an
le nombre réel m le nombre de FEN
I’équation e* —2¢* ~m=0

, . ol
30.- Soit { la fonction numeérique défin ©

tout réel x par :f(x) = = e’ -1
. et +1 e def

On déduire par (C) la courbe 1"t3131"’”""'nm.tl )
) Montrer que la droite (D) e
Y =X =1 est asymptote & (C)

b) Montrer que pour tout réel X 5

(i) =2
7o)~ (x 1)—2_.”_*-‘“'




Analyse

’ __—— un réel superjeur ou égal & I.n On
| ) Sat & un réel Sup

| Jésigne par Ala) I'aire en em? de la parfie
du plan limite par la co,u_rbe (.C), la droite
| (D) et les droites d equa‘u?n X = 1
ox = . Caleuler Ale) ; préciser A (2) &

2o
| 1cs
107p Bac Sept 97

31~ On considére la fonction numeérique f

4éfinie pour tout x par : f (x)=(@-x)™
onappelle (C) sa représentation graphique dans
Ile plan muni d'un repére orthonormé'(o,f,j),
Punité graphique étant 2 cm
2) Calculer la fonction dérivée f* et étudier
son signe. Préciser les limites de fen +
gten — o0
b) Endéduire que (C) posséde une asymptote
lorsque X tend vers + oo
¢) Dresser le tableau de variation de f
d) On appelle (D) la tangente a (C) ; trouver
une équation cartésienne de (D)
¢g) Tracer avec soin (D) (C) dans le méme
repére (0,7, J

- dans le plan muni d’un repére
orthonormal (o,'z",f) : unité 2 em, (C) désigne
la courbe représentative de la fonction

f(x) _ e!:

e =1’
% Trouver le domaine de définition de f puis
" déterminer 3 réels a, b, ¢ tels que:

Vxe Df, f(x)=ae* +b+ 16’ - En
e —

déduire la courbe (Y) don’t I'équation est
asymptote curviligne a (C) au voisinage de
plus I'infini.
Y Etudier f puis tracer (C) et ().
®) Caleuler en Cm?, I’aire du domaine limité
~ Par (C) et (Y) et les droites d’équations:
¥=In2 et x=In5. On vérifiera que
1 -

—____ e

e

e" <1 e —1

..
e

B g .
Soit £'1a fonction numérique & variable

et —1
e’ +1

I ;
Selle définie par - S(x)=x+

1) Montrer que les droites d’équations

(D) :y=x+1 el (A):y =x—1  sont
respectivement asymptote oblique & la courbe
(C)def en +w eten -,

2)  Monter que f est impaire.

3)  Etudier et représenter graphiquement /.

34- Etudier et représenter graphiquement les

fonctions suivantes
) ff)=In(l+e”) ) fx)=c" +lnf
e) flx)=(1+x)(1+e™)

2x

d )f(x)=2x + :+ z —  fi)=c"+Inx

)
2% -1

e’ +3
e’ +1

&) fix)=x + zn( ] 6=
35- Soit f la fonction numeérique & variable
réelle définie par: f(x) = In(e** +4¢™) et (C)
la courbe représentative de f en repére
orthonormé.

1) Trouver le domaine de définition D/ puis
vérifier que :

a)Vx e Df : f(x)=4x+In(l +4e>>%). En
déduire que (D) : y = 4x est Asymptote oblique
a (C)

5z
l:')‘u".:rel)_,*":f(.vr)=-—.-7:-1—ln4+1r{e4 +I]. En

déduire que (A) : y = -x + In4 est asymptote
oblique
f) 2) Etudier les variations de f puis tracer (C)
dans un repére orthonormé

36- Les fonctions numériﬁues J et g sont

définies respectivement par : f{x)= e"].ln|x| et
1

g(:c_):-;-t»lnx. On se propose d’étudier la

fonction f. Puis de représenter sa courbe (C)
dans le plan muni de d'un repére orthonormal.
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