Lecon

ETUDE DE FONCTIONS
POLYNOMES ET DE
FONCTIONS RATIONNELLES

INSTALLATION DES HABILETES

Activité o Limite d’une fonction polynéme en un point

On considere la fonction polyndme f telle que : f(x) = x2- 3.
1. Recopie et compléte le tableau suivant :

X 1,9 1,99 1,999 1,9999 2 2,0001 2,001 2,01 2,1
f) | 061 | 09601 | “9 | 0,99960001 1 100040001 | MM | L0401 | 141
2. Lorsque x prend des valeurs de plus en plus proches de 2, de quelle valeur se rapproche f(x) ?
Réponse : f(x) se rapproche de 1 quand x se rapproche de 2.
3. Compare cette valeur a f(2).
Exercice de fixation
Exercice 1-1
Recopie et compléte 1’énoncé suivant par le terme qui convient.
Soient a et k, des nombres réels et n un nombre entier naturel.
Ona: lime .k =ket lim,x"=a"
En général, la limite d’une fonction polynéme f en un point a est égale a : f(a).
On note : lim,_,f(x) = f(a).
Exercice 1-2
Réponses : 1A, 2B, 3A, 4C, 5B, 6C, 7A, 8B.
Exercice 1-3 : Calcul de limites
On peut remplacer x par la valeur vers laquelle il tend (continuité des polyndmes et des constantes).
a) limy.103/4 = 3/4
b) lim,,.y3x? = 3
c) limy_(-3x+4) = -2
d) lim_ . (x*+3) = 4
e) limei(x-2)(2x+3) = -5
f) lime (¢ +3x2+2x-3) = -3
Activite © Limite @ gauche en « et limite a droite en a de la fonction: .\‘»—vﬁ
X 2,9 2,99 2,999 2,9999 3 3,0001 3,001 3,01 3,1
f(x) -10 100 | -1000 | -10000 dr;?i?n 10000 | 1000 100 10

2) Quand x — 37, (x - 3) est négatif et trés proche de 0, donc f(x) — -oo.
3) Quand x — 37, (x - 3) est positif et trés proche de 0, donc f(x) — +oo.
Conclusion : la droite x = 3 est une asymptote verticale de la courbe de f.

Exercices de fixation

Exercice 2-1 : Limites

Consigne : réponds par VRAI si la limite donnée est juste ou par FAUX si elle est fausse.

N° | Limite donnée Réponse
1 | lim(x—0-) 1/x =+ FAUX

2 | lim(x—0-) 1/x =~ VRAI

3 | lim(x—0+) 1/x =+ VRAI

4 | lim(x—0+) 1/x = —o0 FAUX




lim(x—a+) 1/(x—a) = +o | VRAI

lim(x—a+) 1/(x—a) = —o | FAUX

lim(x—a-) 1/(x—a) =+ | FAUX

O|N|O|O1

lim(x—a-) 1/(x—a)= - | VRAI

Remarque : 0- signifie « x tend vers O par valeurs inférieures » et O+ signifie « par valeurs supérieures ». (Idem
pour a- et a+.)

Exercice 2-2 — Limites

Consigne : Recopie et relie chaque limite de la colonne de gauche a son correspondant dans la colonne de droite.
Corrections

o lim {x—1*} l/(x—1)=+w

elim {x——17} l/(x+1)=-w

o lim {x—-27} 1/(x+2)=-w

Exercice 2-3

Activité o Limites d’'une fonction rationnelle

3.1. Limite en un point ou la fonction est définie

On considere la fonction rationnelle g définie par : g(x) = (x2—2x +5)/ 2x +1).
1) a) Ensemble de définition

Le dénominateur ne doit pas étre nul : 2x + 1 #0, donc x #—1/2.

Ainsi, Dg = R\ {—1/2}.

b) Tableau de valeurs (arrondi a 4 décimales) :

X 0,9 0,99 0,999 0,9999 |1 1,0001 | 1,001 1,01 11

g(x) 14321 | 1,3423 | 1,3342 | 1,3334 | 1,3333 | 1,3332 | 1,3324 | 1,3245 | 1,2531

2) Limite lorsque x — 1

Comme 2-1 + 1 =3 #0, la fonction g est continue en 1.

Donc, lim {x—1} gx)=g(1)=(1-2+5)/(2+1)=4/3~=1,3333.

3) Comparaison avec g(1)

La valeur vers laquelle g(x) s’approche quand x se rapproche de 1 est 4/3, et c’est exactement g(1).

Exercices de fixation

Exercice 3-1-1
Pour chaque ligne du tableau, une seule valeur de la limite est correcte. Ecris le numéro de la limite suivi de la
lettre correspondant a la bonne réponse.

Exercices de fixation - Limites (Correction)

N° Réponse Valeur de la limite
1 C 1

2 B 2

3 A -2

4 B 3

Justifications rapides (par substitution directe) :
1) lim(x—-2) (3x+4)/x = (3x(-2)+4)/(-2) = 1
2) lim(x—2) 3x/(x+1) = 3x2/(2+1) =2
3) lim(x—-1) -4x¥(x2+1) = -4x(-1)%/((-1)2+1) = -2
4) lim(x—1) (x3+2x+3)/(x+1) = (1342x1+3)/(1+1) =3

Exercice 3-1-2




On consideére la fonction rationnelle f définie sur R \ {-1} par :
fX) =(-3x+2)/(x+1)

Détermine :

e a)limx—1)f(x)=0

e b)limx—2)f(x)=0

e ) lim(x—0)f(x)=2

Remarque : 1, 2 et 0 ne rendent pas le dénominateur nul (x+1+0). La fonction est donc continue en ces points et

les limites se calculent par substitution directe.

3.2. Limite d’une fonction rationnelle en un point qui annule le numérateur et le dénominateur
Etude d’une fonction rationnelle — Limite en 2

Enoncé
Soit la fonction fde R vers R définie par : f(x) = (x*—4)/(x —2).
1) Déterminer I’ensemble de définition de f.
2) a) Recopier puis compléter le tableau de valeurs ci-dessous.
b) Déterminer la limite en 2 de f.
3) a) Factoriser x> — 4 et justifier que, pour x # 2, f(x) =x + 2.
b) Déduire-en que lim {x—2} f(x) = 4.

Corrigé
1) Domaine : le dénominateur x — 2 ne doit pas étre nul, donc x # 2. Ainsi, D_f=R \{2}.
2) a) Pour x # 2, on peut écrire f(x) = x + 2 (voir question 3). On compléte alors le tableau :

X [1,9]199] 1,999 | 1,9999 2 2,0001 | 2,001 | 2,01 | 2,1
f(x) | 3,9 | 3,99 | 3,999 | 3,9999 | Non défini | 4,0001 | 4,001 | 4,01 | 4,1
2) b) D’apres le tableau, quand x se rapproche de 2 (par valeurs inférieures ou supérieures), f(x) se rapproche de
4. Donc lim {x—2} f(x) =4.

3)a) On factorise : x>—4=(x—2)(x+2). Ainsi, pourx #2: f(x)=(x—2)x+2)/(x—2)=x+2.
3)b) Alors lim {x—2} f(x) =lim {x—2} x+2)=2+2=4.

Exercices de fixation

3-2-1) Etapes manquantes

1

" (z—2)z i z 2 1
a3 (z-2)3z+2) =23z+2 3.2+2 4

1)(2 1 2 1 2(—1 1
im(x))(z ):limx :() =-3
r——1 (.7: } 1)(1} | 2) r-1 2+ 2 1+2
3-2-2) Calcule les limites
a)
2
lim & 9 = lim (@~ 3)(z+3) =lim(z +3)=6
3 1 z—3 x—3 3
b)
2
lim 2 dri2 = lim G X ) =lim(z —2)= -1
z—1 T 1 z—1 T 1 z—1
)
. xz+1 o x+1 L B
1131—1122 3z 42 71,11—1 (z+1)(z+2) 71-13—]11:1: L2 =1

3.3. Limite d'une fonction rationnelle en un point qui annule le dénominateur et n'annule
pas le numérateur
On considere les fonctions définies sur R \ {2} :
pPx)=(x+4)(x=2) et qx)=Ex-4)/(x-2)

1) Etude préliminaire

a) Ensembles de définition. Les deux fonctions ont le méme dénominateur (x — 2). Elles sont donc définies
pour tout réel x #2 :

Dp = Dg =R\ {2}.

b) Limites de 1/(x — 2) en 2.



* Quand x — 2—, alors (x — 2) — 0—, donc 1/(x — 2) — —o.

* Quand x — 2+, alors (x — 2) — 0+, donc 1/(x — 2) — +o.

¢) Signe de lim(x + 4) quand x — 2.

lim(x +4) =2 + 4 =6, donc la limite est positive.

d) Signe de lim(x — 4) quand x — 2.

lim(x — 4) =2 — 4 = -2, donc la limite est négative.

2) Tableau de valeurs et limites en 2

a) Tableau de valeurs. Pour x # 2, on calcule q(x) = (x — 4)/(x — 2) et p(x) = (x + 4)/(x — 2).

X 1,9 1,99 1,099 | 1,9999 2 2,000L | 2,001 | 201 2,1
q(x) 21 201 2001 | 20001 d§32| ~19999 | -1999 | -199 -19
p(X) 59 | -599 | —5099 | —59999 d';']?lﬂl 60001 | 6001 601 61

b) Limites & gauche et a droite de g en 2.

Comme (x — 4) — —2 (négatif) quand x — 2 :

* Six — 2—, alors (x — 2) — 0— et (—2)/(0—) — o0, donc lim(x—2-) q(x) = +o.
* Si x — 2+, alors (x — 2) — 0+ et (—2)/(0+) — —o0, donc lim(x—2+) q(x) = —oo.
c) Limites a gauche et a droite de p en 2.

Comme (x +4) — 6 (positif) quand x — 2 :

* Si x — 2—, alors 6/(0—) — —o0, donc lim(x—2—) p(x) = —oo.

* Si x — 2+, alors 6/(0+) — +oo, donc lim(x—2+) p(x) = +o.

Exercices de fixation

Corrigé

3-3-1 Calculer les limites suivantes
1Llim(x—2%) x/(x—2) =+wn

Numérateur — 2 (positif) et dénominateur — 0%, donc le quotient — +oo.
2.lim(x —2%) x+2)/(x—2) >+

Numérateur — 4 (positif) et dénominateur — 0%, donc le quotient — +oo.
. limx—-2) x+1)/(x+2) =+

Numérateur — —1 (négatif) et dénominateur — 0-, donc (—)/(—) — +o.
4. lim(x — —2%) 2x)/(x+2) =>-»

Numérateur — —4 (négatif) et dénominateur — 0%, donc (—)/(+) — —oo.

3-3-2 Calculer les limites suivantes
Llimx—1) 2x+5)/(x—1) -
Numérateur — 7 (positif) et dénominateur — 0-, donc (+)/(—) — —oo.
2. limx —17) 2x+5)/(x—1) >+
Numérateur — 7 (positif) et dénominateur — 0%, donc (+)/(+) — +oo.
. limx—-3) x—3)/(x+3) =+
Numérateur — —6 (négatif) et dénominateur — 0-, donc (—)/(—) — +oo.
4.1im(x — -3 2x+7)/ (x(x +3)) =>-
Numérateur — 1 (positif). Quand x — —3", onax <0 et (x + 3) >0, donc x(x + 3) — 0~ ; ainsi (+)/(0") —
—00

Activite © Limites a I'infini de fonctions élémentaires

: Tableau de valeurs et interprétation en termes de limites
1) Recopie puis compléte le tableau suivant :

X -103 -10° -108 -10%° 10° 10° 108 10%
X2 10° 10% 10% 10% 10° 10% 10% 10%
X3 -10° -10%° -10% -10% 10° 105 10* 10%
1/x -10° -10° -108 -10% 103 10° 108 1010

1/x? 10° 1020 101 10 10° 1010 10 10%

2) Interpréte en termes de limite les résultats du tableau :
Quand x — +o0 :




* x> — Foo, donc lim_{x—+owo} x? = +00
* x* — +oo, donc lim_{x—+oo} x3 = +o0
* 1/x — 0%, donc lim {x—+o0} 1/x=0
* 1/x? > 0, donc lim_{x—+ow} 1/x>=0
Quand x — —0 :

* x2 — +oo, donc lim_{x——o0} x2=+o0
* x> > —oo, donc lim_{x——o0} x> =—©
*1/x — 07, donc lim {x——o0} 1/x=0
* 1/x> — 0, donc lim {x——o0} 1/x2=0

Exercices de fixation

Exercice 4-1 — Relier chaque limite a sa valeur
On relie chaque limite de la colonne de gauche a la valeur correspondante :

Limite Valeur
lim x—+o0 1/x 0

lim x——o0 x2 +o0
lim x——o0 X3 —o0
lim x——o0 1/X 0

lim x——o0 k (k constant) k

Exercice 4-2 — Déterminer les limites suivantes
1. lim x—+00 X3 = o0

2. lim x——o0 X*> = —00

3. limx——o5=5

4. limx—+o (=7)=—7

5. limx—+to 1/x=0

Activite © Opérations sur les limites

On admet que :
¢ lim(x—0") (1/x + 200) = —o0
¢ lim(x—07) (1 — 1/x) = +o0

1) Recopie puis compléte le tableau suivant (tableau complété ci-dessous).

lim(x—-2) x*= | lim(x—0") 1/x lim(x—0%) 1/x lim(x—07%) 1/x lim(x—0%) 1/x lim(x—0%) 2/x
4 = -0 =+ =+o0 =400 =+
lim(x—-2)x*= | lim(x—07) 200 | lim(x—0%) 2/x lim(x—0%) (1 = | lim(x—0") lim(x—0%)
-8 =200 =400 1/x) =~ (—2/x) = —o0 (—=1/x) =—o0
lim(x——2) (x* limx—07) (I/x | limx—0%) (I/x | lim(x—0%) (1/x | lim(x—0%) (I/x | lim(x—0%) (2/x
+x)=—4 +200) = —o + 2/x) =+o0 +1-1/x)=1 —2/x) =—o — 1/x) =+
2) Remarques (simplifications utiles) :

o 1/x +2/x =3/x.

*1/x+1-1/x=1 (pour x £ 0).

o 1/x —2/x=-1/x.

« 2/x — I/x=1/x.

Exercice 5-1-1

On donne :

* lim(x—+o) f(x) =—7

* lim(x—+0) g(x) =+

¢ lim(x—+o0) h(x) =9

* lim(x—+o) t(x) = +oo

Calcule :

Expression Limite (x—+00) Conclusion

lim(x—+o0) (f(x) + g(x)) —7+ (+o0) +oo

lim(x—+0) (f(x) + h(x)) —7+9 2

lim(x—+to0) (g(x) + h(x)) +o0+ 9 +00




| lim(x—-+0) (g(x) + t(x)) +00 + +o0 +00

Exercice 5-1-2

Calcule les limites suivantes :

1) lim(x—2) [ 2x/(x—1) + (x*>=4)/(x—2) ]
On factorise : x* — 4 = (x—2)(x+2), donc (x*—4)/(x—2) = x+2 (pour x#£2).
Alors la limite vaut : 2x/(x—1) — 4 et x+2 — 4, donc la somme — 8.
Conclusion : lim(x—2) [ 2x/(x—1) + (x*~4)/(x—2) ] = 8.

2) lim(x—1%) (—1000 + 1/(x—1))
Quand x—1%, on a x—1—0" donc 1/(x—1)—+o0. Le terme —1000 ne change pas la divergence.
Conclusion : lim(x—1%) (—=1000 + 1/(x—1) ) = +co.

3) lim(x——17) [ @x+1)/(x+1) + 1/(x+1) ]
On met au méme dénominateur : (2x+1)/(x+1) + 1/(x+1) = 2x+2)/(x+1) = 2(x+1)/(x+1) = 2 (pour x£—1).
Conclusion : im(x——17) [ 2x+1)/(x+1) + 1/(x+1) ] = 2.

4) lim(x—1") [ (x=7)/(x—1) + 1/(x—1) ]
On regroupe : (x—7)/(x—1) + 1/(x—1) = (x—6)/(x—1).
Quand x—1* : x—6——5 (négatif) et x—1—0" (positif), donc (x—6)/(x—1) — —oo.
Conclusion : lim(x—1%) [ (x=7)/(x—1) + 1/(x—1) ] = —o.

5.2. Limite du produit de deux fonctions

o lim (2* x 2°) = lim 2° = —32
r——2 x—r—2 Y
1 y
e lim (7(3:2 [ :l:)) = lim (:c | 3:) =lim(z+1)=1
x—0 I x—0 &I x—0
i 5 1 .
e lim (2°x— )= lim = +to0
400 €T #—+00
1 .
e lim (- x2%) = lim 2 =400
r—+00 \ I r—++00
. 1 2 . 2
* lim|—-x—)=1lm|—F)=-00
x—0 T T z—0 T
721 , 9
e lim [— x — ) = lim — | =too
x—( xT T x—0 T

Exercices de fixation

Exercice 5-21

On donne :
lim, ., f(z) = -7, lim, ., g(z) = +oo, lim, ,kh(z) =00, lim, . t(z) =%

1. llin flz)t(z) T) % L

1
14 2

(
(=7) x (+o0) =
(
(

0
foo) X (—o0) = —oo
00

)
2. lim f(z)g(x

z—a

(z)g(z)
3. ll_)rr{llg(:lr)h(z)
4. lim f(z)h(z) =

r—a

7) x (—00) =+



Exercice 5-22

) 2x r—4
1. lim X
=1\ —1 2z-2

z-1 2z-1) (212 =01 0F
. 22 z
2. lim x
=1\ &+ 2 z—1
(z —1)(z +1) z z(x+1) 1-2 2
z+2 z—1 z+2 =1 3 3

ez 5 1.7 7
(e +1)? =1 4

4. li i X !
. lIim E—
=1 \z+1l =z-1
x? 1
(z+1)(z—1) -1 0

5.3. Limite de l'inverse d'une fonction

1 1

lim =
122243 5

oo

0

lim ——— =
z——00 22 3

o1

lim — =+t
ax—0 T

a<()

lim 2= o0
T—r—00

Exercices de fixation

53-1: Compléte le tableau

* S lin% f(z) = 3, alors

1 1
lim — = =
=5 f(z) 3
¢ Si lim g(x) = +o0, alors
lim — =10
a——o0 g(x)
e S lin}lh(m) = —00, alors
. 1
Ay O
. S lirr'.'ll k(z) = 0etk(z) > 0sur R\ {3} alors
li L _ ;
k(@)

e Si lirr}t(m) =0ett(z) <O0sur R {1}, alors
£r—r

i) =



1. lim =0(enfait 07 carz® — 1 > 0).
r—+oo I° 1 ]_

2 J;EIP:,L Z 1 0 (aussi 07).

3. lim —; = —oo(carz® — 1 = 07).
r—1 @I 11

4 lim — = -—oo(carz® —1-—+07).
r—=-1" &

5.4. Limite du quotient de deux fonctions
1) Limites séparées
e Comme x — I,onax*— 1, donc : lim (x—1-) (x>*—-2)=1-2=-1.
*Quandx — 1—,onax — 1 — 0—, donc : lim (x—1-) 1/(x — 1) = —oo.
2) Limite de f(x)
On éerit f(x) = (x> — 2) x 1/(x — 1). Ainsi : lim (x—1-) f(x) = (-1) X (—0) = +o0.
3) Compléter la derniére ligne du tableau

On compléte la ligne lim f(x) x 1/g(x) (c’est-a-dire f(x)/g(x) ) selon les cas suivants :

lim (x—a) f(x) = L L L +00 —00 —00 0
. _ U, 0+ B gor> | er< | > | U<
lim (x—a) g(x) = 0 +o0 | —o0 0 0 0 0 +o0 0
l_lm (x=a) f) x Ve | o/ 0 | o | 0o o e . o FI :Ooo < | FI oo 0 x
......................................................................
Exercice 5-41 — Compléter la limite du quotient
Recopie et compléte les égalités suivantes par 0 ; +oo ; —o0 ou « on ne peut conclure ».
On suppose que a est soit un nombre réel, soit —oo, soit +oo.
lim
X—a 500 | +oo —0o0 +o0 0 —0o0 —00 0
f(x) =
lim
X—a +o0 | =100 | —100 —0 +o0 0 —0 0
9(x) =
lim
Xx—a on ne peut on ne peut | on ne peut | on ne peut
0 —00 +oo 0
f(X)/g(x) conclure conclure | conclure | conclure

Exercice 5-42 — Déterminer les limites
a) lim (x—0-) (-3/x) = +w

b) lim (x——2-) (-2/(x+2)) = +w

) lim (x—3+) (3/(x—3)) = +w

d) lim (x——3+) (-2/(x+3)) = —©

Exercice 5-43 — Limites de g et de f/g en +o
Lfx)=x—-1+1/(x+3) et gx)=2-1/k
¢ lim (x—+00) g(x) =2

* lim (x—+o0) f(x)/g(x) = +o0

2.f(x) =6+ 1/(x+1) et
e lim (x—+00) g(x) = +o0
* lim (x—+00) f(x)/g(x) =0

g(x)=x2—1/(x+3)

3. f(xX)=2x + 1/(x+3) et g(X)=x
¢ lim (x—+00) g(x) = +o0
¢ lim (x—+00) f(x)/g(x) = 2




4. f(x)=—-4/(x-3) et gkx)=1/(x+])
¢ lim (x—+w) g(x) =0
¢ lim (x—+o0) f(x)/g(x) = —4

Activité e Limite a l'infini d’'une fonction polyndome et d’une fonction rationnelle
1) Etude de P(x) = 3x2- 4x + 1
a) Factorisation :
P(x) = 3x2 - 4x + 1 = 3x2 - 3x2-(4/(3x)) + 3x2-(1/(3x?))
Donc P(x) = 3x¥(1 - 4/(3x) + 1/(3x?)).
b) Limites des facteurs :
* Quand x — +o0:
- 3x? — oo (car x> — +o).
-4/(3x) — 0 et 1/(3x%) — 0, donc (1 - 4/(3x) + 1/(3x?)) — 1.
* Quand x — -0 :
- 3x? — oo (car x> — +o).
-4/(3x) — 0 et 1/(3x?) — 0, donc (1 - 4/(3x) + 1/(3x?)) — 1.
) Limitesde P :
Comme P(x) = 3x3(1 - 4/(3x) + 1/(3x?)) et que le second facteur tend vers 1 :
e lim_{x—+o0} P(x) = +o0.
e lim_{x—-o0} P(x) = +o0.
d) Comparaison avec 3x2 ;
Ona P(x)/(3x?) =1 -4/(3x) + 1/(3x?) — 1| quand x — =0,
Ainsi, P(x) ~ 3x? quand x — +oo et quand x — -0 (méme comportement a I’infini).

2) Etudede Q(x) = (2x2-x+ 1)/ (x - 7)
a) Mise sous forme produit :
2x2 - x + 1 = 2x3(1 - 1/(2x) + 1/(2x?)).
X-7=x(1-7IX).
Donc
Q(X) = [2x3(1 - 1/(2x) + L/(2x))] 1 [x(L - 7/X)]
= (2x3x) - [(1 - 1/(2x) + 1/(2x)) 1 (1 - 7/X)].

b) Limites des facteurs :
* Quand Xx — +o0:

- 2x%/x = 2X — o0,

-(1-1/(2x) + 1/(2x%) — 1 et (1 - 7/X) — 1, donc le quotient — 1.
* Quand x — -00 :

- 2X%/x = 2X — -00,

-(1-1/(2x) + 1/(2x%) — 1 et (1 - 7/x) — 1, donc le quotient — 1.
¢) Limites de Q :
Comme Q(x) = (2x&/X) - [(1 - 1/(2x) + 1/(2x3)) / (1 - 7/x)] et que le second facteur tend vers 1 :
e lim_{x—+oo} Q(x) = +oo.
o lim_{x—-00} Q(x) = -o0.
d) Comparaison avec 2x2/X :
Ona Q(X)/(2x3/x) =[(1 - 1/(2x) + 1/(2x?)) / (1 - 7/x)] — 1 quand x — o0,
Ainsi, Q(x) ~ 2x (ou encore Q(x) ~ 2x%x) quand X — o0,
Remarque (facultative) : par division euclidienne, Q(x) = 2x + 13 + 92/(x - 7), donc I’asymptote oblique est y =
2x +13.

Exercices de fixation



lim (z + 5)*

T —00

Quand & — —00, T + 5 — —00 et le cube conserve le signe = —o0.

2. lim (2* — 4z +5)
r—+oo

Terme dominant : 2 (coefficient > 0) = +oo.
3. lim (—22° + 2 —3+410) = lim (22 + 2% +7)
T oo T 00

Terme dominant : —2z%. Or ® — —oo donc —2z% — oo = +oc.

22 3z 4+ 1
4., lim —M——
r—+oo T+ 4 ,
Degrés : 2 au numérateur et 1 au dénominateur, donc ~ % = 2 — —o0.

Donc la limite vaut —oo.

3z +1
im
r——o0 8T + 5
Méme degré (1) : limite = rapport des coefficients directeurs 2.

. 8
Donc g‘
Activite o Notion d’asymptote
2x 4 1

O = .

nafz) = ——
Quand & — 1, le numérateur 2z +1 — 3 > 0.

e Siz —+ 1~ (parvaleurs inférieures a 1), alorsz — 1 — 0~ donc — — —o0.

e Siz — 17 (parvaleurs supérieures & 1), alors  — 1 — 01 donc O_+ > oc.

linl:l f(z) = —o0 et hnln f(z) = +oo

Donc & = 1 est une asymptote verticale.

Exercices de fixation

7-2-1— Définition (phrase réordonnée)
Soit f une fonction et (C') sa courbe représentative dans un repére orthogonal.
Si b est un nombre réel et si b est la limite de f en 00 (respectivement en —oa), alors la droite d'équation
y = b est I'asymptote horizontale & (C) en +00 (respectivement en —o0).
7-2-2 — Compléte
1. Si lim f(z) = —3, alors la droite y = — 3 est une asymptote horizontale & (C) en +oc.
r—++o0
2. Si lim f(z) = 2, alors la droite d'équation y = 2 est une asymptote horizontale & (C') en —oo.
I——00

3. Si lim f(z) = —1, alors la droite d'équation y = —1 est une asymptote horizontale & (C') en —oc.
Ir——00

2+ 1

7-2-3 — Justification pour h(z) = ——

1
Quand x —+ +ooouT —» —00,0na 3 y (), done

lim A(z) :?—O =1.

oo 0

Ainsi, la droite y = 1 est une asymptote horizontale & (C') en —o0 et en +cc.

7.3. Asymptote oblique
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1
f(z):r}Z\; (z#£0)
Donc
f@) @t =(et2+ 1) ~@+2) =1
B z Tz
Or,
lim 1:0 et lim 1:(]4
T—+00 r——co

Ainsi,

lim [f(z)— (z+2)] =0 et TErElx[f(z) (z+2)] =0

—+oo

Conclusion : la droite (D)) : y = @ + 2 est une asymptote oblique a la courbe de f quand & — +00 et

quand & — —00.

Exercices de fixation

7-3-1
Soit fune fonction, (C) sa courbe représentative dans un repere orthogonal. Une droite (D) d’équation y =ax + b
avec a # 0 est une asymptote oblique a (C) en +oo (respectivement en —oo) lorsque la limite en +oo
(respectivement en —oo) de f est infinie et si la limite en +oo (respectivement en —o) de la différence
f(x) — (ax + b)

est nulle.
7-3-2
1. Silim(x—+w) (f(x) —3x —1)=0, alors la droite d’équation y = 3x + 1 est une asymptote oblique a (C) en

+00.
2. Silim(x——ow) ( f(x) + 2x ) = 0, alors la droite d’équation y = —2x est une asymptote oblique a (C) en —oo.
3. Silim(x——w) (f(x) + x —3) =0, alors la droite d’équation y = —x + 3 est une asymptote oblique a (C) en

—00,

7-3-3
Soit la fonction h définie sur R\{1} par : h(x)=x + x/(x — 1). Justifie que la droite (D) d’équation y=x + 1 est
une asymptote oblique a (C) en — et en +oo,
On étudie la différence :

hx)-x+D)=x+xEx-D]-x+D)=x/x—1)—-1=1/(x—1).
Or, lim(x—+w) 1/(x—1)=0 et lim(x——w) 1/(x—1)=0.
Donc, la droite (D) : y =x + 1 est une asymptote oblique a (C) en +oo et en —oo.
7-3-4
Soit la fonction g définie sur R\{—1; 1} par: q(x) =x + x/(x2— 1). Calcule lim(x——o) (q(x) — x). Interpréte
graphiquement le résultat.
Ona:

qx) —x=x/(x2—1).

Quand x — —o0, on a x/(x*> — 1) — 0 (car c’est de I’ordre de 1/x).
Ainsi, lim(x——o) (q(x) —x) =0.
Interprétation : la droite y = x est une asymptote oblique a la courbe de q en —o.

Activité e Etude et représentation graphique d’une fonction polynéme ou d’une
fonction rationnelle

8.1. Etude et représentation graphique d’une fonction polynéme

On donne la fonction f définie sur R par : f(x) = x® — 9x2 + 24x — 16.
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J).

1) Limites de f en — et en +o0

Le terme dominant de f(x) est x3 (coefficient positif). Donc :
o lim_{x——o0} f(x) = -0

o lim_{x—+oo} f(x) =+

2) Dérivée, signe de f'(x) et variations de f
a) Dérivée :

11



f(x)=3x>—18x+24=3(x>*—6x+8) =3(x —2)(x — 4).
b) Signe de f'(x) :

Comme 3 > 0, le signe de fI(x) est celui de (x — 2)(x — 4).
+f(x)>0six<2ousix>4
+f(x)=0six=2ousix=4

+f(x)<0si2<x<4

¢) Variations de f :

On calcule : f(2) = 4 et f(4) = 0.

* f est croissante sur (—o, 2]

* f est décroissante sur [2, 4]

* f est croissante sur [4, +o0)

d) Tableau de variation :

X - b 4 +o0

f'(x) + - +

00 / ‘\’ /

3) Equation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 3

Oncalcule: f(3)=3(9—18+8)=-3 et f(3)=2.

L’équation de la tangenteen x =3 est : y—2 =—-3(x — 3), soit : y=—3x+ 11.
4) Indications pour la représentation graphique de (T) et (C)

5 4

10 2 3 4 5

-2 1
Points utiles :
* A(2, 4) : maximum local
* B(4, 0) : minimum local
* C(3, 2) : point de tangence
*(T):y=-3x+11

Factorisation utile : f(x) = (x —4)((x — 1).
Donc la courbe coupe 1’axe des abscisses en x = 1 et touche I’axe en x = 4 (racine double).

Exercices de fixation

Exercices de fixation
8.1.1

a) f(x) = x%2—4x b) g(x) = 3x2+4
f(x)=2x—4 g'(x) = 6x
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x
fl) | — 0+

x
9'(x) - 0 +

f \4 /

g \4 /'

C) k(x)= —2x2+10x—6
k'(x) = —4x+10

d)k(x) = —x2+10x—6
k'(x)= —4x+10

x —00 % +o0 x —00 g +o0
kx)| + 0 - k'(x) + 0 -
B )
) / 2 \ ‘ / 2 \
— — — — o0

812 f(x)= x2—12x+2 8.13) f(x)= —x2+4x -3
f'(x) = 2x—12 f'lx)= —2x+4
x | - 6 +o0 X |~ 2 oo
f'(x) - 0 + f'(x) + 0 -
+o0 +00 1
\ ) B .
10
-1
! 10 4o 1 2
-10 -1
-2
—20
-3
-30
8.1.4 8.1.5)
f) = (Bx—2)(x +2)? f(x)=x3+1-3x
fl(x) =3(x+2)2+ Bx—2)x2(x+2) f'(x)= 3x*-3
f'(x)=((x+2)9x+2) f(x)=3x+Dx-1)
fest croissante sur les intervalles | —oo; —2]et fest croissante sur les intervalles ] —oo; —1]et
[_Z;+OO[_ [1; 4+oo].
K _ 5 fest décroissante sur I’ intervalle[—1 ; 1].
fest décroissante sur 1’ intervalle[—z ;— ;].

13




X - -2 _2 400 x -0 -1 1 +o0
[ZC)) 0 -0+ f1(x) 0 -0 ¢
0 “+oo
f
! —oo/ M — / \‘—1 —
2 3

8.2. Etude et représentation graphique d’une fonction rationnelle

F) = x2+2x—4

-1

x%4+2x-4

1. llmf(x)— llm( ) = llm(x)——

x? +2x 4
llm f(x)= lim (—)z lim (x) = +o
X—+0 1 X+
2. x +2x 4 = (x—l)(x+3)—1
1
f(x)—x+3—m

3.a) chi_r)l}f(x) = mﬁ X (x242x —4) = —0

hmf(x) = hm

x(x2+2x—4)—+oo

La dr01te d’equatlon x = 1est asymptote verticale a (C).
b) lim (f(x) (x+3))= 11m T =0

11m (f(x) x+3))= 11m T =0
Donc la dr01te d’équation y = x + 3 est asymptote oblique a
(C) en +oo et en —co.
4.f'(x)=1+ o 1)2
5.a) f'(x) > 0 sur les intervalles
1—o0; 1[et]1; +ool.
b) f est strictement croissante sur les intervalles ]—oo; 1] et
11; 4+ool.

c)
x —00 1 +00
f'(x) + +
400 +o00
f
—00 / 00 /

6)

r
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8.2.1

8) f(0) = b) g(x) = Z—
-1 9

f'(x) = Zx+ 1) g'(x) = Gr+ 2

X —o0 _71 +o00 X —00 _?2 +o00
f'(x) - - g'(x) | ++
0 +oo +o0

f \OO \ 9 i / /
< 0

¢) h(x) = % d) k(x) = 4x +3 — —
4 :
= - K(x)=4+——
h(x)=x+2 e (%) (Bx+ 1)2
"=t T x [ o
! + +
X —00 -1 +00 k'(x)
h'(x) + + +o0 ~+o0
+o0 +o0 k —oo/ o /
h
_OO/ » /
8.2.2
X
— x —o0 —1 400
fx) x+2 h'(x) + +
xl—i»}lz f) = xl—i;rpz x+2 XX = =00 +oo +00
h /
A, f () = limy Sy X = e A
<

<
La droite d’équation x = —2 est asymptote verticale
a (o).

li = lim —— = lim(2)=1
x—lHloof(x) - x—lHlocx + 2 - x—l>r—noo(x) -
li = i = lim(3y=1
x—llpwf(x) - x—lHloox + 2 - x—l>r—noo(x) -

La droite d’équation y = 1 est asymptote horizontale
a (C) en +oo et en —oo.

(x) — 2
2) f (x+2)2
fest strictement croissante sur les intervalles

]—o0; —2[ et |—2; +ool.

5 4 3 I T 1

-1

-2

-3

8.3. Théoreme des valeurs intermédiaires

1.a) Sur ’intervalle[—6; 1]la fonction g est dérivable
et strictement croissante.

b) g(—6) = —=175,9(-1) =5.9(-6) <

0etg(—1) > 0 donc g(—6) x g(—1) < 0.

abscisses. L’abscisse du dit point appartient a
I’intervalle [—6;1].

2) La courbe de la fonction g n’a pas de point
d’intersection avec ’axe des abscisses sur I’intervalle
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€) g(—6) <0 < g(1)donc0 € [g(—6);g(1)] [—1;1].Donc
d) La courbe de la fonction g a un seul point I’équationg (x) = 0 n’admet pas de solution dans
d’intersection avec I’axe des [—1;1].

Exercices de fixation

8.3.1h(x) =

—x3—-x-1

hest dérivable et strictement décroissante sur ]0; +o[. A(—1) =1 eth(0) = —1; A(—1) X £(0) < 0.
Donc I’équation 4(x) = 0 n’admet pas de solution dans [—1; 0].

832q(x)=x+1 —%

qestdérivable et strictement croissante sur |—; 0[. ¢ G)

—setq(D=1;

q G) =X (1) < 0 donc I’équation g(x) = 0 admet une solution dans E 1].

8.4. Encadrement par la méthode de dichotomie
h(x) = 4x3 — 6x%+3x—2; h(a) = 0 et & € [1;2].

o - 1+2 =§ h(ay) = 5. h(1) = —1; h(2) = 12 h(ay) xh(1) < 0 a € [1;a,]
0T 2 2 2 h(ay) xh(2) >0 Amplitude :%
o = 1 +2ao =Z h(ay) == h(1) = =1; h(ap) =2 Zgzlg zzgcll))ioo l<a<a

1 0
a, =174 9 Th(ay) = -2 h(1) = —1; h(a,) = = h(a,) xh(a;) <0 a<a<aq
z 2 8 h(a,) xh(1) > 0

Exercices de fixation

841 f(x)=x%—-7x

Intervalle Centre Signe de Amplitude
a+b a+b
e f(@ f( ) e f@ at+b f (a ) x f(b) ?’?ntervalle
@« [ 0| fwn 2 (L) |12
2 [a; b]
2 4 3 -6 6 36 - + 2
2 3 2,5 -6 -1,87 6 + - 1
2,5 3 2,75 -1,87 1,5468 6 - + 0,5
2,5 275 | 2625 | -187 —0,2872 | 1,5468 + - 0,25
2,625 | 2,75 | 2,701 | —0,2872 | 0,7978 1,5468 | — + 0,125
2,625 | 2,701 | 2,663 | —0,2872 | 0,24384 | 0,7978 - + 0,076
Donc 2,625< a,<2,701
842 f(x)=x®—6x2+6; f(a)=0 eta € [0;4]
Centre Images par f Intervalle Amplitude
2 f(0)=6; f(4)=-26 ¢t f(2)=-10 a €[0;2] 2
1 f(0)=6; f(2)=—-10¢et f(1)=1 a €[1;2] 1
15 f(2)=-10, f(1) =1et f(1,5) = —4,125 a €[1;1,5] 0,5
1,25 f(H=1, f(1,5) = —4,125¢et f(1,25) = a €[1;1,25] 0,25
—1,4218
1,125 f()=1, f(1,5) = —-4,125et f(1,125) = a €[1;1,125] 0,125
—0,1699
1,0625 f(1)=1, f(1,125)=-0,1699 et f(1,0625) = a € [1,0625;1,125] 0,0625
0,426
Donc 1,0625< a<1,125
843 f(x)=x%4+2x—2; f(a)=0 eta € [0,7;0,8]
Centre Images par f Intervalle Amplitude
0,75 f(0,7) = —0,257; f(0,8) =0,11 et a €[0,75;0,8] 0,5
f£(0,75) = —0,078
0,775 ; f(0,75) = —0,078, £(0,8) = 0,11et a € [0,75;0,775] 0,25
£(0,775) = 0,154
0,7625 £(0,75) = —0,078, f(0,775) = 0,154¢t a € [0,7625;0,775] 0,125
£(0,7625) = —0,03159
0,76875 £(0,7625) = —0,03167, £(0,775) = 0,154 et a € [0,76875;0,775] 0,0625
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£(0,76875) = —0,0081

0,771875 | £(0,76875) = —0,0081, f(0,775) = 0,154¢et | « € [0,76875;0,771875] | 0,03125
£(0,771875) = 0,036

0,7703125 | £(0,76875) = —0,0081, f(0,771875) = 0,036 a 0,015625
et € [0,7703125;0,771875]
£(0,7703125) = —0,00228
0,7710936 | £(0,7703125) = —0,00228, £(0,771875) = a 0,0078125
0,036 et € [0,7710936;0,771875]

£(0,7710936) = 0,00066

Donc 0,7710936 < 0. <0,771875

8.5. Encadrement par la méthode de balayage

glx)=x3—3x+3

1)
x |6 -5 4 [3 [-2 [-1 ] g(-3)<0etg(-2)>0
g(x)| —195 |-107 |49 |15 |1 5 |donc—3<a<-2.
2)
x |3 |29 |28 [27 [26 |25 |24 |23 [22 [21 =2

gx) | -15 | -12,68 | -10,55 | —8,58 | —6,776 | —5,125 | —3,624 | —2,267 | —1,048 | 0,039 | 1

g(—2,2) < 0etg(—2,1) >0 donc —-2,1<a<—-2.2.

Exercices de fixation

851 tx)=x3+x—-1

x |0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 07 |08 |09 |1

tx) |1 |-089|-0,79 | -067|—-0,53 | -0,37 | -0,18 | 0,43 0,31 | 0,62 | 1

t(0,6) < 0ett(0,7) > 0donc 0,6 <a < 0,7

8.5.2
On cherche la solution 8 €]1;2| de

k(z) =2z 2:0 (z > 0).

Pour z > 0,

donc le signe de k(i) est celui de 22% — 3(carz > 0).

Balayage aux centiemes
¢ Pourx =1,22:
222 — 3=2(1,22)> - 3 =2(1,4884) - 3 =2,9768 - 3 = —0,0232 < 0
donc £(1,22) < 0.
e Pourx = 1,23:
2z — 3 =2(1,23)> - 3=2(1,5129) — 3 = 3,0258 — 3 =0,0258 > 0

donc k(1,23) > 0.

Comme k change de signe entre 1,22et 1,23 la solution f est encadrée par ces deux décimaux consécutifs
d’ordre 2 :
1,22< B < 1,23

8.6. Résolution graphique et algébrique d'une inéquation du type f(x) 2ax+ b
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1.a) Graphiquement : f(z) > g(z)

Sur la figure, la courbe de f est au-dessus de la droite g entre les deux points d'intersection :
z € [1;4]
1.b) Vérification par le calcul

>r—1

8| =

flz) = glz) < 4

— b=

220
T

Comme x > 0, on multiplie par x sans changer le sens :
= b5z—2"-4>0
= 2’ - 52+4<0
= (z—-1)(z—-4)<0

Donc:

z € [1;4]
2.a) Graphiquement : f(z) < g(z)

La courbe de f est en dessous de g avant 1 et aprés 4 :

‘xC]U;l] U [4; |oo[‘

2.b) Vérification par le calcul
flx)<glz) = (z-1)(x—4)=0

Donc :

‘mC]U;l] U [4; |oo[‘

Exercices de renforcement

1
Limites
1 limx—1)2=2
2. lim(x——-3) 2 - V3)=2-13
3. lim(x——-1)(2x+3)=1
4. lim(x—2) (x> +x—-3)=3
5. limx——2) (x*+2x2+x—3)=-5
6. limx——1) (x*+ x>+ 2x2—x—3)=0
2
Limites
1. lim(x—1) 2/x =2
2. lim(x—-3) (2 -3/x)=3
3. lim(x——3) (2x + 3)/(6x — 1) =3/19
4. lim(x—2) 3x/(x*+x—3)=2
5. lim(x—-2) (x*+2x*+x—3)/(x+1)=5
6. lim(x——1) 2x>—x+3)/(x>+ 1)=3

Limites
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Jdim(x—1) [(x-DE2)/[xE-1)]=-1

lim(x—0) (x2 — x)/(2x) = —1/2

Aim(x—-3) (X2 +x - 6)/(x +3)=-5

Jdimx—1) Bx —3)/(x2—1)=3/2

Jdim(x—2) (x2-x—2)/(x2+x—6)=3/5

. lim(x——2) (2x% — x — 6)/(x*> + 2x) : n’existe pas (gauche = +oo, droite = —o0)
im(x——1) 2x2—x = 3)/(x> —x) =-5/2

~Noob~hownN R

Limites unilatérales
lim(x——2-) 2/[x(x+2)] =+
im(x—0+) (x2 = 3)/[(x+2)x] = —0
Adim(x—-3-) (x2+x+4)/(x +3)=—0
Jdim(x——1-) B3 —x)/(x>— 1) =+
im(x—2+) (x2 = 2)/(x®2+ x — 6) = +o0
lim(x——2-) (x2+ 1)/(x% + 2x) =+
im(x——1+) 2x/(x3 — x) = —0

~NoO o wWN B

Limites a ’infini

. lim(x—+w0) (—3) =-3

. lim(x——ow0) (x> + x — 6) =+
lim(x——ow0) 2x2+x + 1)/(x —3) =—©
im(x—tw) (X2 - 2)/(x*+x—6)=1
im(x—t0) (X2 —x —2)/(x*+x—6)=1
lim(x——ow0) 2x2—x—3)/(x*—x)=0
lim(x—+4o0) [(3 —x)/(x — 1] (x2 —x) = —0

~NOoO OB WN -

Limites (divergences / produit)
im(x——2) [ 1/(x+2)? + 1/(x+2) | = +o0
Jdim(x—3) [ (x2+x+4)/(x + 3) —x/(x2 = 9) ] : n’existe pas (gauche = +oo, droite = —o0)
JAim(x—1-) [(3 —x)/(x — 1) (x> — x) = —©0
Jdim(x—40) [ (2x2—x—3)/(x* —x) [ (-3x+2)=-6
Aim(x—0+) [ 1/x — 1/x2+ 1/x3 | =+

A WN - 0

T

Variations (étude de dérivées)
1 f(x)=-3x2+12x -5
f(x)=—6(x—2)
f croit sur ]—o, 2] puis décroft sur [2, +oo[
Maximum : f(2) =7
X)) =x3-9x2-21x+4
Px)=3x*>—18x—21=3x+ 1)(x—7)
f croit sur (—oo, —1], décroit sur [—1, 7], croit sur [7, +oo
f(—1) = 15 (maximum local) ; f(7) = —241 (minimum local)
A(x)=(5x—3)/(x — 1) sur ]-oo,1[ U]1,+oo[
fx)=5+2/(x—-1)
f(x)=-2/(x —1)2<0
o fest décroissante sur ]—oo, 1[ et sur ]1, +oo[
4. f(x) = (3x — 1)/(x + 2) sur ]-o0,~2[ U]-2,+o0]
f(x)=3-7/(x+2)
Px)=7/(x+2)2>0
f est croissante sur ]—oo, —2[ et sur ]-2, +oo[

e & o N e o o

w

8 f(x) = Error!
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Domaine : R\ {—2}.
Dérivée : £(x) =1 —3/(x + 2)~.
P(x)=0&(x+2)2=3 ex=-2-V3oux=-2+13.

+ool.
Valeurs aux extremums : f(—2 — \/3) =—4-2\3 (max local) ; f(—2 + \/3) =—4+2V3 (min local).
e Asymptote verticale : x = —2.

B 100 = x+ Lour 10, 40|

e P(x)=1-1/x%

e  fdécroit sur]0, 1] puis croit sur [1, +oo[.
e Minimumenx=1:f(1)=2.

g(x) = Error!
Asymptote verticale : x = —2 (dénominateur nul et numérateur # 0).
Division : g(x)=x+1—1/(x+2). Donca=1,b=1,c=—1.
Asymptote oblique : y=x + 1 (car —1/(x+2) — 0 quand x — +c0).
Positions relatives : g(x) — (x + 1) =—1/(x + 2). Donc g(x) >x + 1 si x <2, et g(x) <x + 1 si x > 2.

= h(x) = Error!

e  Asymptote verticale : X = 4.
e  Ecriture : h(x) =1 + 4/(x — 4).
e Asymptote horizontale : y =1 (car 4/(x—4) — 0 quand x — F0).
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a) f(x) > 0 : f(x) est positive ou nulle a partir de x = 2.
e Solution:x e [2;3].
b) f(x) > g(x) : Cf est au-dessus (ou confondue avec) Cg sur [-2 ; -1] puis sur [2 ; 3].
e Solution:x e [-2;-1]V[2; 3].
¢) g(x) > f(x) : Cg est au-dessus (ou confondue avec) Cf entre les deux intersections.
e Solution:x e [-1; 2].

13
X €[5, O] U[1/2, +ocf
14
Corrigé
1) Existence et unicité sur [0 ; 4]
« fest continue sur [0 ; 4] (polynome).
+f(0)=6>0cetf(4)=64—96+6=-26<0; donc, par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe au

moins une solution a € (0 ; 4) telle que f(a)=0.
o f(x)=3x2—12x =3x(x —4). Sur (0 ; 4),onax >0 et (x —4) <0, donc f(x) <O0.

Variations : croft sur J—oo, —2 — V3], décroit sur [-2 — V3, —2), décroit sur ]-2, =2 + \3], croit sur [-2 + V3,

Ainsi, f est strictement décroissante sur [0 ; 4] : ’équation f(x)=0 admet donc une unique solution a dans [0 ; 4].

2) Encadrement de o 4 0,1 prés par dichotomie

o € [1,06 ; 1,13] (plus précisément : [1,0625 ; 1,125]).
3) Encadrement de a a 0,01 prés par balayage

a e [1,10; 1,11].

Exercices d'approfondissement

5 Calcul de limites
1) Limite lorsque x tend vers 1 :

lim(x—1)[x2—1+2x - Dx*+2x—3)]/ (x2+4x + 5)
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Le dénominateur vaut 10 # 0 lorsque x = 1.
Le numérateur tend vers 0.
Donc la limite est : 0.

2) Limite lorsque x tend vers 2 :
lim (x—2) (x> +x — 6) / (x* = 16)

Factorisations :
xX*+x—6=x+3)(x—-2)
xt=16=(x—2)x +2)(x>+4)

Apres simplification, la limite vaut : 5/32.

3) Limite lorsque x tend vers 4 :
lim (x—4) (x —4)/ [x(2 —x) + 4x — §]

Le dénominateur se factorise en : —=(x — 2)(x — 4)
Apres simplification, la limite vaut : —1/2.

16

Limites et factorisation
1) Soit la fonction polynéme u définie par : u(x) = x3 + 2x + 3.
a) Vérification que —1 est un zéro de u :
u(-1)=(-12+2(-1)+3=-1-2+3=0. Donc —1 est un zéro de u.
b) Déterminer a, b et c tels que : u(x) = (x + 1)(ax? + bx + c).
(x+1)@xt+bx+c)=ax®+(@a+b)x2+ (b+c)x+c.
Par identification avec x3 + 0x2 + 2x + 3 :
ca=1
catb=0=21+b=0 =b=-1
ebtc=2 >-1+c¢c=2 =¢c=3
Ainsi: u(x)=(x+ )x*—x+3).

2)

a) Développer :
c(x+1)(x+3)=x>+4x+3.
c(x+Hx*—x+3)=x>+2x+3.

b) Calculer lim {x——1} (x*+2x+3)/(x*>+4x+3).
On factorise :
xX*+2x+3=x+1)E*—x+3)
X2+4x+3=(xX+1)(x +3)
Pour x #—1, on simplifie par (x + 1) :
xX*+2x+3)/(x2+4x+3)=x2—x+3)/(x+3).
Donc :
lim {x——1} xX*+2x+3)/(x*+4x+3)= 5/2.

3) Calculer :
e lim_{x—+oo} (x*+2x+3)/(x®>+4x +3).
Le terme dominant au numérateur est x3 et au dénominateur x2, donc le quotient se comporte comme X.
Ainsi, lim_{x—+oo} (x* +2x + 3) / (x2 + 4x + 3) = +o0.
e lim {x——oo} (x*+2x+3)/(x*+4x +3).
De méme, le quotient se comporte comme X, donc il tend vers —co.
Ainsi, lim_{x——o} (x*+2x+3)/ (x> +4x + 3) =—o0.
17
Dans chacun des cas suivants, déterminer 1’expression de la dérivée f'(x) de la fonction f.
1 fx)=2x>-3x*+x—4
Dérivée : f'(x) = 6x2—6x + 1
2. fx)=(2x—3)*—x+3
Dérivée : f'(x) =8x — 13
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3. fx)=(x*+3)3x*+x—1)
Dérivée : f'(x) = (2x)3x2+x— 1) + (—x>+ 3)(6x + 1)
=—-12x>—3x*+20x + 3
4.fx)=1/(x2+x+3)
Dérivée : f(x)=—(Q2x + 1)/ (x> +x + 3)
5 f(x)=1/(x2+x + 3)
Dérivée : f(x)=—-(Q2x+ 1)/ (x®2+x +3)
6. f(x)=(x—1)/(x2+4)
Dérivée : f(x) =[(x>+4) — (x — D(2x)]/ (x> + 4)?
=(—x2+2x +4)/ (x2+4)
7.f(x)=x+x/(x2+1)
Dérivée : f(x) =1+ [(x>+ 1) —2x?]/ (x> + 1)
=1+(1—-x¥)/(x*+1)y
=x*+x2+2)/(x2+ 1)
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Etude de la fonction g(x) = x* — 3x2 + 2

Enoncé :

On considere la fonction g définie sur R par: g(x) = x> — 3x*+ 2.
1) Limites de g en —oo et 4+

Le terme dominant est x®.

¢ lim(x——o) g(x) = —

¢ lim(x—+0) g(x) = +oo

2) Dérivée de g
g'(x) = 3x? — 6x = 3x(x — 2).

3) Etude des variations et extrémums

a) Signe de g'(x)

g'(x) = 3x(x — 2). Les zéros sont x =0 et x = 2.
*Six<0,alorsx<0etx—2<0=x(x—2)>0=g(x)>0.
*Si0<x<2alorsx>0etx—2<0=x(x—2)<0=g'(x)<0.
*Six>2,alorsx>0etx—2>0=x(x—2)>0=g(x)>0.

b) Tableau de variation de g
Oncalcule: g(0)=2etg2)=8—-12+2=-2.

Donc : g est croissante sur ]—oo, 0], décroissante sur [0, 2] et croissante sur [2, +oo[.

Tableau de variation (lecture) :

X —00 0 2 +o0
gx) | + 0| - |0 +
gx) | =0 A | 2| N | 2] - A 4o

¢) Extrémums relatifs
* Maximum relatif en x =0 : g(0) = 2.
* Minimum relatifen x =2 : g(2) =-2.

4) Tableau de valeurs
On compléte le tableau pourx=-1,5;-1;-0,5;0;0,5;1;1,5; 2.

X -15 -1 —0,5 0 0,5 1 15 2

g(x) —8,125 —2 1,125 2 1,375 0 -1,375 -2

b) Construction de la représentation graphique (consignes)

1. Placer les points du tableau de valeurs.

2. Placer les points remarquables : A(0 ; 2), B(2 ; =2), C(1 ; 0).

3. Relier par une courbe lisse en respectant les variations : montée jusqu’a x = 0, descente jusqu’a x = 2, puis
montée.
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5) Factorisation sachant que g(1) =0
Comme g(1) =0, alors (x — 1) est un facteur de g(x).
On obtient : ggx) =x—-DEx*—-2x—-2).

19
Exercice 19 — Etude de la fonction polynéme

Corrigé

1) Domaine et limites

f est un polynéme, donc Df = R.

Le terme dominant est x*3, donc :

e lim_{x——o0} f(x) =-o0

e lim_{x—+o0} f(x) =+

2) Dérivée et signe de f'(x)

f(x)=3x"2—-3x +3=3x"2—x+1).

Orx"2 —x+1=(x—1/2)"2+ 3/4> 0 pour tout x ER.
Ainsi, f'(x) > 0 pour tout x €ER.

3) Tableau de variation

Comme f(x) > 0 sur R, la fonction f est strictement croissante sur R.

—o0 | +oo

X
f(x) | + +

f(x) | —o0 | +oo

Donc f(x) augmente de —co vers +oo quand x va de —co vers +oo.

4) Existence et unicité de la solution dans ]1 ; 2[

f(l)=1-32+3-3=-1/2<0.

f2)=8—-(3/2)4+6—-3=5>0.

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe a € (1,2) tel que f(a)=0.

Comme f est strictement croissante, cette solution est unique.

5) Encadrement de o (au dixiéme)

f(1,1)=1,331—-(3/2)- 1,21 + 3,3-3=-0,184 < 0.

f(1,2)=1,728 — (3/2)- 1,44+ 3,6 = 3=0,168 > 0.

Donc: 1,1 <a<1,2.

6) Tangenteen x =0

f(0) =—3 et £(0) = 3.

L’équation de la tangente (T) au point d’abscisse 0 est : y = f(0) + f(0)(x — 0) = 3x — 3.

Donc (T) : y=3x—3.

7) Construction de (T) et (Cf)

* Pour (T) : placer par exemple les points (0 ; —3) et (1 ; 0), puis tracer la droite.

* Pour (Cf) : la courbe est strictement croissante. Placer quelques points, par exemple :
=(0;-3),(1;-05),(2;5).
— (Cf) coupe I’axe des abscisses une seule fois en a, avec 1,1 <a < 1,2.

Relier en respectant la croissance (forme cubique montant de —oo vers +o0).

20
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Corrigé — Exercice 20

Partie A

On considere la fonction :

g(Xx) = (-x2+3x + 7)/(x + 2)

1) Ensemble de définition

Le dénominateur ne doit pas étre nul : x + 2 #0
Donc Dq = R\ {-2}.

2) Ecriture sous la forme q(x) = ax + b + ¢/(x + 2)
Par division euclidienne, on obtient :
gX)=-x+5-3/(x+2)
Ainsi:a=-1,b=5c=-3.

Partie B

On considere la fonction :

gx) =-x+5-3/(x+2),x £-2.

1a) Calcul de g(-2 + x) + g(-2 - X)
g(-2+x)=7-x-3/x

0(-2-x)=7+x+3/X

Donc g(-2 + x) + g(-2 - x) = 14.

1b) Centre de symétrie

Puisque la somme vaut 14 =2 x 7,

le centre de symétrie de la courbe est Q(-2 ; 7).
2) Asymptotes

Asymptote verticale : x = -2

Asymptote oblique : y=-x+5

Leur point d’intersection est (-2 ; 7).

Donc Q appartient aux asymptotes.

21
1) Ensemble de définition, asymptotes et limites
Ensemble de définition : On observe deux asymptotes verticales en x =—1 et x = 1, donc :
Df=R\ {-1, 1}.
Asymptotes :
» Asymptotes verticales : x =—1 (Dl) et x = 1 (D2).
» Asymptote oblique : la droite (D) a pour équation y = x.
Limites :
Au voisinagedex=1:
o lim {x—1-} f(x) =—w
o lim_{x—1+} f(x) =+
Au voisinage de x = —1 :
o lim_{x——1-} f(x) = -0
o lim_{x——1+} f(x) =+
A Pinfini :
o lim_{x—+ow} f(x) =+
o lim_{x——o0} f(x) = -0
La courbe se rapproche de I’asymptote oblique y = x aux extrémités.

2) Positions relatives de (Cf) et de I’asymptote oblique y = x
D’aprés le graphique :

e pour x <—1, (Cf) est en dessous dey=x;

* pour —1 <x <0, (Cf) est au-dessus dey = x ;

e pour 0 <x <1, (Cf) est en dessous de y = X ;

* pour x > 1, (Cf) est au-dessus de y = X.

La courbe coupe I’asymptote oblique au point O(0, 0).

3) Tangenteen x =0

On lit sur le graphique que f(0) = 0 et on sait que f'(0) =—1.
L’équation de la tangente en x = 0 est :

y=f(0)(x — 0) + f(0) = —x.

Donc la tangente (T) a pour équation : y = —x.
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22 _ Etude d’une fonction rationnelle
1. Ensemble de définition
Le tableau de variations montre deux discontinuités en x =0 et x = 3.
Donc I’ensemble de définition est :
Df=R\{0; 3}.

2. Signe de f'(x) sur Df

* Sur J-oo ; —1], f est décroissante donc fi(x) <0
* Sur [-1; O[, fest croissante donc f'(x) > 0

* Sur ]0 ; 1[, fest croissante donc f'(x) > 0

* Sur |1 ; 3[, fest décroissante donc f(x) <0

* Sur 3 ; 4o, f est croissante donc f(x) > 0

Onadonc f(-1)=0et f(1)=0.

3. Unicité de la solution de f(x) = 0 sur ]3 ; -+oo[

Sur ]3 ; +oo[, la fonction est strictement croissante.

De plus :

lim(x—3%) f(x) = —o et lim(x—+o0) f(x) =2 > 0.

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, 1’équation f(x) = 0 admet une unique solution o dans 1’intervalle ]3 ;
+oo].

4. Signe de f(x) selon les valeurs de x
* Sur -0 ; 0, f(x) > 0

*Sur]0;3[, f{x)<0

*Sur]3;af, f(x)<0

*fl0)=0

* Sur Ja ; +oo[, f(x) >0
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Corrigé — Exercice 23

Partie 1

Ondonne: p(x)=x2—4x et q(x)=x2+x—2.

1) Résoudre dans R I’équation q(x) = 0.
qx)=x*2+x-2

On factorise : x2+x —2=(x+2)(x — 1).
Donc:g(X) =0 sx+2)x—1)=0&x=—"2o0ux=1.
Solutions : {2 ; 1}.

2) Justifier le signe de p(x).

p(x) =x>—4x =x(x — 4).

Les zéros sont 0 et 4. Comme le coefficient de x? est positif, p(x) est positif a I’extérieur des racines et négatif
entre elles.

* p(x) > 0 sur J-oo; O[ U4 ; +oo]

*p(x) <O0sur]O;4[

*p(0)=p#H =0

Partie 2

Soit f la fonction définie par f(x) = (x2+ x — 2)/(x — 2). On note (C_f) sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O, |, J).

1) Domaine, limites et asymptote verticale

a) Domaine de définition

Le dénominateur ne doit pas étre nul : x —2 #0 &x # 2.
Donc D_f=R\{2}.

b) Limites

On écrira plus loin : f(x) =x + 3+ 4/(x — 2).

o lim_{x—+too} f(x) =+

o lim_{x——o0} f(x) = -0
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o lim {x—2-} f(x) = — (car 4/(x—2) — —o)

o lim {x—2+} f(x) =+ (car 4/(x—2) — +w0)

c) Asymptote verticale

Comme f(x) — o0 quand x — 2, la droite x = 2 est une asymptote verticale a (C_f).
2) Décomposition, asymptote oblique et positions relatives

a) Décomposition

Division euclidienne : x2+x—2=(x —2)(x + 3) + 4.

Donc f(x)=(x*+x—2)/(x—2)=x+3+4/(x—2).

b) Asymptote oblique

f(x) - (x+3)=4/(x—2) et lim_{x—=o0} 4/(x —2)=0.

La droite (D) : y=x + 3 est une asymptote a (C_f) en —oo et en +oo.

c) Positions relatives de (C_f) et (D)

Le signe de f(x) — (x + 3) est celui de 4/(x — 2).

*Six<2,alors x —2 <0 =4/(x —2) <0=f(x) <x+ 3: (C_f)est en dessous de (D).
*Six>2,alorsx —2 >0 =4/(x —2) >0 =f(x) >x + 3: (C_f) est au-dessus de (D).
3) Dérivée et variations

a) Expression de la dérivée

On pose u(x)=x*+x—2 et v(x)=x—2. Alors f=u/v et

f(x) = (u'v—uVv)/V? avec u'(x)=2x+1 et v'(x)=1.

f(x) = [(2x+1)(x—2) — (x*+x—2))/(x—2)* = (x*—4x)/(x—2)*.

Donc f'(x) =p(x)/(x — 2)

b) Sens de variation et tableau

(x —2)*>0sur D_f, donc le signe de f'(x) est celui de p(x).

D’aprés la Partie 1 : p(x)>0 sur ]—oo;0[U]4;+oo[ et p(x)<0 sur ]0;4[.

Ainsi :

* f est croissante sur ]—o0;0]

* fest décroissante sur [0;2[

« fest décroissante sur ]2;4]

* f est croissante sur [4;+oo[

Valeurs utiles : f(0)=1 et f(4)=9 ; lim {x—2—}{(x)=—00, lim_{x—2+}f(x)=+0co0.

X -0 | 0 | 2 | 4| +oo

f(x) | + 0| - - 0|+

FO |27 | 1| N +o0 +o0
—0 -0 N |9 A

4) Intersections avec ’axe des abscisses (OI)

Sur (Ol), y=0 donc f(x)=0 <x2+ x — 2 = 0 (car un quotient est nul si et seulement si son numérateur est nul).
Orx2+x—2=(x+2)(x—1). Donc x =-2 ou x =1 (et ces valeurs sont différentes de 2).

Points d’intersection : (—2, 0) et (1, 0).
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On note x la longueur (en m) réservée au carré. Alors la longueur réservée au domino vaut 1 — x, avec x €[0; 1].
Carreé : périmétre 4a = x donc a = x/4, aire Ai(x) = a2 = x¥16.

Domino : largeur b, longueur 2b. Périmétre 2(2b + b) = 6b = 1 — x donc b= (1 — x)/6. Aire Az(x) =2b*>=(1 —
X)?/18.

Somme des aires : A(x) =x%16 + (1 — x)*18.

Dérivée : A'(x) =x/8 — (1 —x)/9. On résout A'(x)=0 : x/8 = (1 — x)/9 <27x = 8 & = 8/17.

Conclusion : il faut couper la ficelle de sorte que 8/17 m servent au carré et 9/17 m au domino (minimum de la
somme des aires).
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1) Recette : R(q) = 999 (en milliers de francs).

2) Bénéfice : B(q) = R(q) — C(q) = 99q — (¢> — 48q + 600) = —q* + 147q — 600, pour q €[4 ; 10].

3) Dérivée : B'(q) = —3q*>+ 147 =3(49 — ¢?).

4)Sur[4;10]:B'(q)>0siq<7,B'(7)=0,B'(q)<0siq>7.

Donc B est croissante sur [4 ; 7], puis décroissante sur [7 ; 10].

5) Maximumen q =7 : B(7) = —343 + 1029 — 600 = 86.

L’entreprise doit produire 7 milliers de crayons (7000) pour un bénéfice maximal de 86 (dans 1’unité indiquée).
6) B(q)=0 sur [4 ; 10] : deux solutions dans ’intervalle : qi ~4,864880... et q2 =~ 8,936364...

Encadrements d’amplitude 107 : q: €[4,864 ; 4,865] et g2 €[8,936 ; 8,937].
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7) B(g) > 0 pour q € 1q: ; q2[, donc pour q € [4,864880... ; 8,936364...[ (en milliers).

26

Solutions : t: = 0,590 s (phase ascendante) et t- = 5,526 s (phase descendante).
Au dixiéme : t = 0,6 s (montée) et t = 5,5 s (descente).
2) h'(t) =30 — 9,81t. Donc h'(t)=0 tmax=30/9,81 = 3,058 s, soit 3,1 s au dixiéme.
3) La trajectoire h(t) est une parabole concave, de sommet S(tmax ; N(tmax)) €t d’axe t = tmax. Elle coupe ’axe des
tempsent=0 et t=2v/g = 6,12 s.
27

fi(x) =3x*+ 3 =3(x*>+ 1) > 0 pour tout x. Donc f est strictement croissante sur R, en particulier sur [-2 ; 2].
Valeurs utiles :

X -2 |-1]0]1]|2
f(x) | -13 | -3|1|5]| 15
Tableau de variation (sur [-2 ; 2]) : faugmente de f(—2)=—13 a f(2)=15.
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Df=1)=E1P—-(1)P2=(CD)+1=-1-1+1+1=0.
f(0)=1; f(1)=1 -1-1+1=0; f(2)=8 -4 -2+1=3.
2)Sur(D):y=x+1.
a)Six=-1alors y=0, donc A(—1;0). Siy=1alors 1 =x+ 1 donc x =0, donc B(0 ; 1).
b) Pour Ai(—1; 1), on wérifie: x + 1 =—1+ 1 =0 +# 1, donc A: n’appartient pas a (D).
) =3x>—2x—1=0Cx+1)(x—1).
Signe : f'(x) > 0 sur J-oo ; —1/3[ et sur J1 ; +oo[, et f(x) <0 sur ]-1/3 ; 1[.
Donc f est croissante sur J—oo ; —1/3], décroissante sur [—1/3 ; 1], puis croissante sur [1 ; +oo[.
Extrema : f(—1/3)=32/27 = 1,185 (maximum local) et f(1)=0 (minimum local).
Points communs avec (D) : on résout f(x)=x+1:
xX*-x2—x+1=x+1*—-x2-2x=0 <x((x —2)(x + 1)=0.
Donc x € {-1, 0, 2}. Les points d’intersection sont : (—1 ; 0), (0; 1), (2 ; 3).
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1) f est un polynéme donc D_f=R.

2) Limites : lim_{x——o0} f(x) = +o0 et lim_{x—+o0} f(x) = —oo (car le terme dominant est —x3).
3) f(x) =-3x>+3 =3(1 — x°).

Donc f'(x) > 0 si [x| < 1, f(+1)=0, f'(x) <0 si [x| > 1.

Variations : f décroit sur |—oo ; —1], croit sur [—1 ; 1], puis décroit sur [1 ; +oo].

Valeurs aux points critiques : f(—1)=—1 et f(1)=3.

4) Tangente en x=3 : {(3)=—27+9+1=—17 et {(3)=3(1-9)=24.

Donc (T) : y =1(3) + f(3)(x—3) =—17 — 24(x—3) = —24x + 55.

5) Tableau de valeurs :

X -2 -1 0

[N
N

(%) 3 -1 1 3 -1
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Etude d’une fonction rationnelle
Fonction définie sur ]1 ; +oo[ : f(x) =(x2-X-6)/(X-1)

1) Limites
a) Limite en +oo :
On effectue la division : (x2-x-6)/ (X -1) = x - 6/(x - 1).
Comme -6/(x - 1) — 0 lorsque x — +oo, on obtient :

lim_{x—+o0} f(x) = +o0
b) Limite en 1 par valeurs supérieures :
On utilise f(x) = x - 6/(x - 1). Lorsque x — 1%, on a (x - 1) — 0" donc 6/(x - 1) — +oo.
Ainsi :

lim_{x—1} f(x) = -

Conclusion : la droite d’équation x = 1 est une asymptote verticale a (C).

2) Dérivée et variations
a) Fonction dérivée :
A partir de f(x) = x - 6/(x - 1), on dérive :
ff(X)=1+6/(x-1)2=(x2-2x + 7)/(x - 1)2
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b) Etude du signe de f'(x) et interprétation :

Pourtoutx>1, (x-12>0etx2-2x+7=(x-1)2+6>0.

Donc f'(x) > 0 sur |1 ; +oo[ : la fonction f est strictement croissante sur cet intervalle.
Graphiguement, la courbe (C) monte continment de -oo (au voisinage de x = 1) vers +oo.
Tableau de variation sur |1 ; +oof :

3) Résultats demandés sur f'

a) Pour tout x €]1 ; +oo[, on obtient f(x) = (x2 - 2x + 7)/(x - 1)? (voir question 2).

b) Comme (x-1)2>0etx2-2x+7=(X-1)>+ 6 >0, alors f(x) > 0 sur 1 ; +oo].

¢) Donc f est strictement croissante sur ]1 ; +oo[. Le tableau de variation figure ci-dessus.

4) Asymptote oblique et position relative

a) Par division, pour tout X €11 ; +oo[, f(x)=x-6/(x - 1).

b) f(x) - x = -6/(x - 1) — 0 quand x — +o0 ; donc la droite (A) d’équation y = x est une asymptote a (C) en +oo.
c) Pourx>1,onax-1>0donc-6/(x - 1) <0, ainsi f(x) < x : la courbe (C) est en dessous de (A) sur ]1 ; +oo[.

5) Valeurs numériques et tangente en x =3

a)f(3)=(32-3-6)/((3-1)=(9-9)/2=0.

b)f(8)=1+6/(3-1)2=1+6/4=5/2.

L’équation de la tangente (I') au point d’abscisse 3 (point A(3 ; 0)) est :
y = (5/2)(x - 3) = (5/2)x - 15/2

¢) Représentation (C), (A) et () :

Représentation de f(x)=(x?-x-6)/(x-1) sur ]1,+ [

--- Asymptote verticale x=1
10 4 = Courbe (C) : y=f(x)
Droite (A) : y=x

—— Tangente (1) en x=3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

Figure : courbe (C), asymptote verticale x = 1, asymptote (A) : y = x, et tangente (I') en x = 3.
31
Corrigé - Exercice 31

Donnée :
On considere la fonction f définie sur [0,3[ U]3,+o<[ par :
fix) =x-8+4/(3-x%)

(C) est la courbe représentative de f.

1) Asymptote verticale x = 3

Ona:

lim (x=>3-) 4/(3-x) = +o= et lim (x>3+) 4/(3-x) = —o°
Donc:

lim (x=>3-) f(x) = 400 et lim (x>3+) f(x) = —o0

Ainsi, la droite x = 3 est une asymptote verticale a (C).

2) Asymptote oblique en +oo
f(x) - (x - 8) =4/(3 -x)
Or:
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lim (x>+2)4/(3-x)=0
Donc la droite y = x — 8 est une asymptote oblique a (C) en +eo.

3) Intersection avec I'axe des abscisses
flx)=0

x-8+4/(3-x)=0
(x-8)3-x)+4=0

-x2+11x-20=0

x2-11x+20=0

A=41

Les solutions sont :
x=(11-v41)/2 et x= (11 +v41)/2

Les points d’intersection sont :
A((11-v41)/2;0) et B((11 +v41)/2;0)

4) Etude des variations

a) Dérivée
f(x)=x-8+4(3-x)"
fi(x)=1+4/(3 -x)?

b) Signe de la dérivée
Pour tout x# 3, (3 -x)?2>0 donc:
f'(x)>0

Ainsi, f est strictement croissante sur [0,3[ et sur ]3,+e°[.

c) Variations
f(0) =-20/3
lim (x=>3-) f(x) = +oo
lim (x=>3+) f(x) = —o0
lim (x>+o0) f(x) = +oo

La courbe admet :
—I'asymptote verticale x =3
—I'asymptote obliquey=x-8

32
Equation (E) : 1/x = x - 2, avec X €]0 ; +ol.
1) Lecture graphique
Sur ]0 ; +oo[, y = 1/x est décroissante (positive) et y = x - 2 est croissante : il y a un seul point d’intersection.
Donc, (E) semble admettre une seule solution sur 0 ; +oo].
2) Etude de g(x) = x - 2 - 1/x
a) Dérivée et variation
g(x) =1+ 1/x?
Pour x > 0, 1/x*> 0 donc g'(x) > 0 : g est strictement croissante sur |0 ; +oof.
b) Existence et unicité de la solution
gl)=-2<0
gb)=5-2-1/5=28>0
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g étant continue et strictement croissante, elle s’annule une seule fois. Comme g(1) < 0 et g(5) > 0, I’équation (E)
admet une unique solution a avec 1 <a <S5.
¢) Encadrement de a a 102 prés

2(2,41)= 0,41 -0,41494 <0

g(2,42)= 0,42 -0,41322>0
Donc : 2,41 <a<2,42.
3) Résolution algébrique
Pourx>0:

Ux=x-2 &1=x(x-2) &x2-2x-1=0
x=1+12
Comme 1 - 2 <0, la seule solution sur ]0 ; +oo est :
a=1+V2~24142

33
On travaille avec
g(x) = Error! (x#-2)
(ce qui correspond bien a la décomposition demandée en 2).
Limites de g
D’aprés 2) on écrira :
gxX)=x+1+4/(x+2)
* Quand x — +o0: 4/(x +2) — 0 donc g(x) ~x + 1 et lim g(x) = +oo.
* Quand x — —0: 4/(x +2) — 0 donc g(x) ~x + 1 et lim g(x) = —oo.
*Quand x — —27:x+2 — 0~ donc 4/(x + 2) — —oo et lim g(x) = —oo.
* Quand x — —2": x+ 2 — 0" donc 4/(x + 2) — 4o et lim g(x) = +oo.
2) Montrer que g(x) =x + 1 + Error!
Division euclidienne :
X2+3x+6=(x+2)x+1)+4
(car (x + 2)(x + 1) =x2+ 3x + 2).
En divisant par x + 2 (avec X #—2) :
g(x) = (x2+ 3x + 6)/(x + 2) = x + 1 + Error!
3) Centre de symétrie Q(-2, -1)

Posons x = -2 + h (h # 0). Alors
g(-2+h)=(-2+h)+1+4/h=-1+h+4/h,
g(-2-h)=(-2-h)+1+4/(-h)=-1-h-4/h.

Donc
g(-2+h)+g(-2-h)=(-1+h+4/h)+ (-1 -h-4/h)=-2=2(-1).

Ainsi, les points de la courbe d’abscisses -2 £ h ont des ordonnées dont la somme vaut 2(-1) : la courbe est
symétrique par demi-tour autour de Q(-2, -1).
4) Variations de g sur IR\ {-2}
gxX)=x+1+4/(x+2)
=g'(x) =x(x + 4)/(x + 2)
Comme (x + 2)>> 0 (pour x #—2), le signe de g'(x) est celui de x(x + 4).
o Zéros : x=—4etx=0.
* Signe :
- sur |-, =4[ : x <0 et x + 4 <0 =g’ > 0 (croissante)
-sur -4, 2[ : x<0,x +4>0 =g’ <0 (décroissante)
-sur |-2,0[ : x<0,x +4>0 =g <0 (décroissante)
- sur 0, +oof : x>0, x + 4> 0 =g’ > 0 (croissante)

Valeurs utiles :
g4)=-4+1+4/(2)=-3-2=-5 g0)=0+1+42=3.

5)
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- 1 +o0
0 \ 3 /
glx -5
_m/ \

6) Asymptotey =x +1
qx)—(x+1)=4/(x+2)— 0quand x — Foo.
Donc la droite y = x + 1 est une asymptote oblique a la courbe (Cg) aux deux infinis.
De plus, x = —2 est une asymptote verticale (limites infinies en —2* et —2°).
Remarque
On peut écrire la fonction sous la forme :

gX)=x+1+4/(x+2)=(x*+3x+6)/(x+2).

Lorsque x — —2*, q(x) — 0.
Lorsque x — —27, q(x) — —oo.

7) Construction

— Cpiy=g(x)
10 { == Asymptote x= -2
~~ Asymptotey =x+1

Série Al

a) Une primitive sur [-1, +oo[

Sur I’intervalle [-1, +oo[, on a x + 2 > 0, donc :
Injx + 2| = In(x + 2).

On calcule :

[gx)dx=[(x+1+4/(x +2))dx
=x¥2+x+4In(x+2) +C.

Une primitive est donc :

F(X) =x3/2 + X+ 4 In(x + 2).

b) Primitive G telle que G(-1) = e

On calcule :
F-)=12-1+41In(1)=-1/2.

On cherche G(x) = F(x) + C avec G(-1) =e:
-12+C=e =C=e+1/2.

Ainsi, la primitive cherchée est :
GX)=x¥2+x+4In(x+2)+e+1/2,
pour tout X € [-1, +oo[.

34

1) Calcul de y pour x = 20

Le volume vaut : V =x - y - 16 = 10 000, donc xy = 10 000/16 = 625.
Ainsi, y = 625/x. Pour x =20 : y = 625/20 = 31,25 cm.

2) Expression de f(x)
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La boite est sans couvercle : sa surface est composée de la base et des 4 faces latérales.
* Aire de la base : A base = xy.

* Deux faces de dimensions 16 x x : 2 x 16x = 32x.

* Deux faces de dimensions 16 X y : 2 x 16y = 32y.

Donc f(x) = xy + 32x + 32y.

Or xy =625 ety =625/x,d’ou :

f(x) = 625 + 32x + 32(625/x) = 32x + 625 + 20 000/x.

3) Dimensions minimisant 1’aire

On minimise f(x) = 32x + 625 + 20 000/x pour x > 0.

f’(x) =32 — 20 000/x2. On cherche f’(x) =0:

32 =20 000/x2 &x2 =20 000/32 = 625 <x = 25 (car x > 0).
Alors y = 625/x = 625/25 = 25.

Dimensions minimales : base 25 cm x 25 cm et hauteur 16 cm.

35 Bofte sans couvercle (optimisation de volume)
1) Expression de V(x)
Apres découpe, la base de la boite mesure (24 — 2x) cm par (18 — 2x) cm et la hauteur vaut x cm.
Ainsi : V(x) =x(24 — 2x)(18 — 2x).
En développant : (24 — 2x)(18 — 2x) =432 — 84x + 4x2, donc
V(x) =x(432 — 84x + 4x?) = 4x3 — 84x2 + 432x.
2) Dérivée V'(x)
V'(x) = 12x2 — 168x + 432.
On peut factoriser : V'(x) = 12(x®> — 14x +36) = 12(x — (7 — V13))(x — (7 + V13)).
3) Variations de V sur [0 ; 9]
Les zéros de V'sont 7 — V13 = 3,39 et 7 + V13 = 10,61. Sur I'intervalle [0 ; 9], seul a =7 — V13 appartient a
I’intervalle.
Comme V'(0) =432>0,ona V'>0sur[0; af ; et comme V'(5)<0,ona V'<0sur Ja; 9].
Donc V est croissante sur [0 ; a] puis décroissante sur [a ; 9]. De plus, V(0) =0 et V(9) = 0.
4) Valeur de x rendant le volume maximal
Le maximum sur [0 ; 9] est atteint pour : x=0=7— V13 ~3,39 cm.
Le volume maximal vaut : Vmax = V(7 — V13) = 280 + 104713 =~ 654,98 cm>.
5) Peut-on obtenir une contenance > 650 cm?® ?
Oui, car Vmax = 654,98 cm?® > 650 cm®. En pratique, V(X) > 650 cm® pour X compris approximativement entre
3,06 cmet 3,74 cm.
Remarque : les valeurs décimales sont arrondies au centieme.

36 Co0t moyen de production (engrais biologique)
Ona, pourx € [5;60]:
f(x) = Error!=x — 15 + Errorl.
1) Co(t moyen pour 5 m3
f(5)=5— 15 + Errorl=70.
Donc le colt moyen est 70 (centaines de milliers de FCFA), soit 70 x 100 000 = 7 000 000 FCFA.
2) Minimum du co(t moyen

f’(x) =1 — Errorl.

(x) =0 &1 = Errorlex? = 400 <x =20 (car x > 0).

De plus, £°(x) = Error!> 0 sur [5 ; 60], donc f admet un minimum en x = 20.

f(20) =20 — 15 + Error!=5 + 20 = 25.

Le co(t minimal est donc 25 (centaines de milliers de FCFA), soit 25 x 100 000 = 2 500 000 FCFA.

Conclusion : le colt moyen est minimal pour un volume de 20 m3, et vaut 2 500 000 FCFA.

37

Etude d’une fonction et optimisation d’un volume
On considére la fonction f définie sur [0 ; 15] par :
f(x) = 2x3 — 60x2 + 450x — 500.
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1) Etude de la fonction f sur [0 ; 15]

a) Calcul de f'(x)

fi(x) = 6x* — 120x + 450.

On factorise : f'(x) = 6(x*> — 20x + 75) = 6(x — 5)(x — 15).

b) Signe de f'(x) sur [0 ; 15]

Le coefficient 6 est strictement positif, donc le signe de f'(x) est celui de (x — 5)(x — 15).
e Sur[0;5[,ona(x—5)<0et(x—15)<0,donc f(x)>0.
e Enx=5:f(5)=0.

e Sur]5;I5[,ona(x—5)>0cet(x—15)<0, donc f(x) <0.
e Enx=15:f(15)=0.

¢) Tableau de variation de f sur [0 ; 15]

Calculs : f(0) =—500 ; f(5) = 500 ; f(15) = —500.

Conclusion :

e fest croissante sur [0 ; 5] (de =500 a 500).

e fest décroissante sur [5 ; 15] (de 500 a —500).

T 0 5 15
@) | 0 0
f(z) | -500 7500 *, 500
d) Solutions de I’équation f(x) = 0 sur [0 ; 15]
On admet que I’équation f(x) = 0 admet deux solutions distinctes dans [0 ; 15].
On factorise : f(x) = 2(x — 10)(x* — 20x + 25).
Ainsi :
e X =10 est une solution.
o X2—20x+25=0=x=10=5V3.
Or 10 — 5V3 =~ 1,3397 et 10 + 5V3 = 18,66 (hors de [0 ; 15]).
Donc,a 10" prés : a= 1,3 et B=10,0.
2) Boite en forme de pavé droit (feuille carrée de 30 cm de coté)
On découpe deux bandes de méme largeur x dans la feuille. On admet 0 < x < 15.
a) Calcul du volume de la boite si x =2
On admet que le volume est : V(x) = (15 — x)(30 — 2x)x (en cn?’).
V(2)=(15—-2)(30 — 4)-2 = 13262 = 676 cn?.
b) Justification de V(x) = (15 — x)(30 — 2x)x
Apres découpe et pliage :
e lahauteur de la boite vaut x ;
e une dimension de la base vaut 15 — x ;
e lautre dimension de la base vaut 30 — 2x.
Donc V(x) = (15 — x)(30 — 2x)x.
c) Vérification : V(x) = f(x) + 500
Développement :
V(x)=x(15 — x)(30 — 2x) = x(450 — 60x + 2x?) = 2x3 — 60x* + 450x.
Or f(x) + 500 = (2x* — 60x2 + 450x — 500) + 500 = 2x* — 60x> + 450x.
Donc V(x) = f(x) + 500.
d) Valeur de x pour laquelle le volume est maximal
Comme V(x) = f(x) + 500, V est maximale exactement lorsque f est maximale.
D’aprés le tableau de variation, f atteint son maximum en x = 5.
Donc x_max =5 et V_max = V(5) = f(5) + 500 = 500 + 500 = 1000 cn®.
3) Boites de 500 cm?3
On cherche les x tels que V(x) = 500.
V(x) = 500 <f(x) + 500 = 500 <f(x) = 0.
Or, sur [0 ; 15], f(x) = 0 admet deux solutions : x = 1,3 et x = 10,0.
Conclusion : le fabricant a 2 possibilités.

38 Modéle de croissance d’un troupeau de moutons
a) Etude et tableau de variation sur [0 ; +oo[
On modélise le nombre de moutons par :
Q(t) =-t* + 21t2+ 100, t>0
Dérivée :
Q'(t) = -4t3 + 42t = -2t(2t% - 21)
Sur [0 ; +oo[, les points critiques sont : t=0 et 22 - 21 =0, soit t = \(21/2).
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Signe de Q'(t) pourt >0 :

e Q(t)>0pour0<t<+(21/2) =Q est croissante.

e Q(t)<O0pourt>~(21/2) =Q est décroissante.

Valeurs utiles :

e Q(0)=100.

e Q((21/2))=210,25.

e lim (t—+o0) Q(t) = -co.

Tableau de variation (résume) :

b) Maximum de Q sur [0 ; +oo[ et interprétation

Le maximum est atteint au point critique t = V(21/2) ~ 3,24 ans.

Valeur maximale : Qmax = Q(\(21/2)) = 210,25 (environ 210 moutons).

Interprétation : la population augmente d’abord puis atteint un pic d’environ 210 moutons vers 3,24 ans, avant de
diminuer selon ce modeéle.

c) Calcul de Q(5) et interprétation

Q(5) = «(5%) + 21+(5%) + 100 = -625 + 525 + 100 = 0.

Interprétation : au bout de 5 ans, le modéle prévoit 0 mouton (disparition de la population). Au-dela, le modéle
donnerait des valeurs négatives, ce qui n’a pas de sens : on limite donc I’interprétation aux périodes ou Q(t) >0

*
39 Etude d’une fonction température (24 h)
On considere : T(t) =-(1/80) - t- (t-12) - (t-24), t€[0; 24].

1) Températures demandées

a)A6h (t=6)

T(6) =-(1/80) - 6 - (6 - 12) - (6 - 24)
=-(1/80) - 6 - (-6) - (-18)
=-648/80 = -81/10

Donc T(6) =-8,1 °C.

b) A midi (t = 12)
T(12) =-(1/80) - 12 - (12-12) - (12-24)=0
Donc T(12) =0 °C.

2) Extremums sur ’intervalle [0 ; 24]

On dérive T. Pour cela, on peut développer :
T(t) = -(t3/80) + (9t2/20) - (18t/5).

Ainsi :

T'(t) = -(3t%/80) + (9t/10) - (18/5).

On factorise :

T'(t) = -(3/80) - (2 - 24t + 96).

Les points critiques vérifient : t2- 24t + 96 = 0.
A=24%-4.96 =576 - 384 = 192.

Donc : t= (24 £192)/2 = 12 + 43,

On obtient :
ti=12-4V3~5,07h (=5 h 04).
t2=12 +4V3 ~ 18,93 h (=~ 18 h 56).

Valeurs correspondantes :

T(t:) = -(24V3)/5 ~ -8,31 °C (minimum).
T(t:) = (24\3)/5~ 8,31 °C (maximum).
Deplus: T(0)=0et T(24)=0.

Variations (signede T') :

Intervalle Sens de variation de T
[0;12-4+3] T décroit

[12-4V3; 12+ 4\3] T croit

[12 + 473 ; 24] T décroit

Conclusion :
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« Température la plus basse : Tmin = -(24V3)/5 ~ -8,31 °C atteinte vers 5 h 04.
« Température la plus élevée : Tmax = (24V3)/5 =~ 8,31 °C atteinte vers 18 h 56.

*
40 Boite rectangulaire ouverte — Optimisation du volume

Feuille de carton 20 cm x 30 cm, carrés de coté x découpés aux quatre coins.
Données et modélisation
Apres découpe puis pliage :
* hauteur : x
* base : (20 — 2x) x (30 — 2x)
Le volume (en cm3) est donc :
V(x) = x(20 — 2x)(30 — 2x).

1) Intervalle de validité de x

On doit avoir des dimensions strictement positives :
20-2x>0 =x<10

30-2x>0 =>x<15

etx>0.

Donc: x €(0; 10).

2) Développement de V(X)

V(x) =x(20 — 2x)(30 — 2x)
=x(600 — 100x + 4x?)
=4x3—-100x>+ 600x.

3) Intervalle ot V(x) >0

On peut factoriser :

V(x) =x(20 — 2x)(30 — 2x) = 4x(x — 10)(x — 15).

Sur I’intervalle de validité (0 ; 10) :

x>0, (x—10)<0et(x— 15) <0, donc le produit est positif.
Ainsi : V(x) > 0 pour tout x € (0 ; 10) (et V(0) = V(10) = 0).

4) Valeur de x donnant le volume maximal

On dérive :

V(x) =4x®—-100x>+ 600x = V'(x) = 12x>— 200x + 600.
On résout V'(x) =0 :

12x2—200x + 600 =0 <3x>—50x+ 150=0.

A =50%—4x3x150= 2500 — 1800 = 700.

x = (50 £V700)/6 = (25 + 5\7)/3.

Sur (0 ; 10), seule la solution suivante convient :

x_max = (25 — 5\7)/3 = 3,92 cm.

De plus, V'"(x) = 24x — 200, donc V"(x_max) <0 : il s’agit bien d’un maximum.
Volume maximal :

V_max = V(x_max) = (10000 + 7000\7)/27 =~ 1056,3 cr.

Réponse finale : x €(0 ; 10), x_max = (25 — 5\/7)/3 = 3,92 cm, V_max = 1056,3 cm®.

*
— Situation complexe — Modélisation du nombre de bactéries (polynéme de degré 3)

On note f(t) le nombre de bactéries t jours apreés la pollution. On cherche un polynéme de degré 3 :
ft)=at?+btz+ct+d

Données :

e f(0) =0 (au moment de la pollution)

o f(5) =250 (5 jours apres)

e f(10) = 1000 (10 jours apres)

e f(15) =0 (15 jours aprés : plus de trace)

De f(0) = 0, on obtient d = 0. Donc :
ft)=atd+bt2+ct

On obtient le systéme :
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125a + 25b + 5¢ = 250
1000a + 100b + 10c = 1000
3375a + 225b + 15¢ =0
En simplifiant :
25a+5b +c =50
100a + 10b + ¢ =100
225a+15b+c=0
Soustractions :
(100a+ 10b +¢) — (25a+ 5b+c¢): 75a+ 5b=50 =15a+b =10
(225a+ 15b+¢) — (100a+ 10b+c¢): 125a+5b=-100 =25a+b=-20
Donc :
(25a+b)—(15a+b)=-20-10 =10a=-30 =a=-3
15a+b=10 =b=55
25a+5b+c=50 =c=-150
Conclusion : f(t) = —3t> + 55t — 150t
Factorisation : f(t) = t(15 — t)(3t— 10)
Vérification : f(0)=0, f(5)=250, f(10)=1000 et f(15)=0.

3. Exercice du méme type (contexte et données modifiés)
Pollution dans une lagune : on modélise la quantité Q(t) (en « unités de micro-organismes ») en fonction du
temps t (en jours) par un polynéme de degré 3.

Données :

e Q@O)=0

e Q@4)=192
e Q(8)=320
e Q12)=0
Questions :

1. Déterminer 1’expression de Q(t).
2. Vérifier que les données sont bien respectées.

4. Corrigé de I’exercice
On cherche Q(t) =at?+ b t2+ ct+d. De Q(0)=0, on a d=0, donc Q(t)=at®+ b t2+ ct.
Systéme :
64a + 16b + 4c =192
512a + 64b +8c = 320
1728a+ 144b+12c=0
Résolution (résultats) : a=—-2, b =20, c =48.
Conclusion : Q(t) =—2t* + 20t2 + 48t
Factorisation : Q(t) = 2t(12 — t)(t + 2)
Vérifications : Q(0)=0, Q(4)=192, Q(8)=320, Q(12)=0.

42 Optimisation du bénéfice - Entreprise de jouets
1) Expression du bénéfice
B(x) = (1000x - 0,04x?) - (1 000 000 + 500x + 0,01x?)
B(x) = -0,05x2 + 500x - 1 000 000
2) Valeur de x qui maximise B(x)
B(x) est une fonction du second degré avec a = -0,05 < 0 : la parabole est tournée vers le bas, donc B admet un
maximum au sommet.
x_max =-b /(2a) =-500/ (2 x -0,05) = -500 / -0,1 = 5000
Interprétation : x représente des centaines de jouets.
Nombre de jouets correspondant = 5000 x 100 = 500 000 jouets.
3) Bénéfice maximal (optionnel)
B(5000) = -0,05 x (5000)2 + 500 x 5000 - 1 000 000 = 250 000 F CFA
Conclusion : Pour obtenir un bénéfice maximal, I’entreprise doit fabriquer 500 000 jouets. Le bénéfice maximal
est 250 000 F CFA.
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Fonction : f(x) = Error!
1) Domaine de définition
Le dénominateur ne doit pas étre nul : 2x + 1 # 0, donc x # -1/2.
Ainsi, Df = R\ {-1/2 }.
2) Dérivée et variations
On dérive :
fX)=(x+3)/(2x+1) =>2fx)=[2x+1)1—-(x+3)2]/2x+ 1)
fx)=Q2x+1-2x—-6)/(2x+1)*=-5/2x+ 1)
Comme (2x + 1)2> 0 pour x #—1/2, on a f(x) < 0 sur tout son domaine.
Donc f est strictement décroissante sur |—oo, —1/2[ et sur ]—1/2, +oo.
3) Limites et asymptotes
On peut écrire par division euclidienne :
f(x) = 1/2 + (5/2)/(2x + 1).
Limites a I’infini : lim_{x—=o0} f(x) = 1/2 =asymptote horizontale : y = 1/2.
Limites au voisinage de —1/2 :
o lim {x—(—1/2)—} f(x) = —0
o lim {x—(—1/2)+} f(x) =40
Donc asymptote verticale : x = —1/2.
4) Points remarquables et signe de f
Zéro : f(X)=0 &x+3=0 &x =—-3 =point A(-3 ; 0).
Ordonnée a I’origine : f{0)=3 = point B(0; 3).
Signe :
e epourx <-3:(x+3)<0 et (2x+1)<0 =f(x)>0
e epour—3<x<-1/2:(x+3)>0 et (2x+1)<0 =f(x)<0
e epourx>-—1/2: (x+3)>0 et (2x+1)>0 =f(x)>0
5) Tableau de variations
Sur ]-oo, —1/2][, f décroit de 1/2 vers —oo ; sur ]—1/2, +oo[, f décroit de +oo vers 1/2.
6) Représentation graphique (croquis)
Tracer d’abord les asymptotes x = —1/2 (verticale) et y = 1/2 (horizontale), placer A(—3;0) et B(0;3), puis
dessiner les deux branches décroissantes.

Courbe de f(x) = (x+3)/(2x+1)
10.0 T

7.5 1

5.0 1

2.5 1

> 0.0
—2.5 1
—5.0 1

—7.5 1

-10.0 T T T T T T T
-10.0 =75 -5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 75 10.0
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