Guide du Professeur

M0|’1 livre de
MATHEMATIQUES

TOME 1

CORRIGES DES EXERCICES

© Découverte des habiletés
© Des questions d’évaluation

© Mes séances d’exercices







mA >

% | .
o piy ) /4
5

Ty, A Y.cosy
AP\
2(R)~-T.o ./ 502\

Guide du Professeur

Mon livre .de
Mathématiques

CORRIGES DES EXERCICES

© Découverte des habiletés
©@ Des questions d’évaluation
© Mes séances d’exercices

JD Editions
21 B.P. 3636 Abidjan 21
Cote d'Ivoire






SOMMAIRE

Pages
Lecon 1: Limite et continuité 7
Lecon 2 : Dérivabilité et étude de fonctions 36
Lecon 3 : Primitives 80
Legon 4 : Fonctions logarithmes 97
Lecon 5: Fonctions exponentielles et fonctions puissances 128
Lecon 6: Suites numériques 161
Lecon 7: Calcul intégral 184
Lecon 8: Equations différentielles 224
Lecon 9: Probabilité conditionnelle et variable aléatoire 248

Lecon 10: Statistique a deux variables 283



Ce document pourrait contenir des erreurs au fautes de frappes.
Priere les signaler a I'adresse : kyoussouphou@gmail.com



LIMITES ET CONTINUITE D’UNE
FONCTION

n SITUATION D’APPRENTISSAGE

e Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par le professeur, par un
éléve et une lecture silencieuse des éléves), I'enseignant pourra s’assurer

que les éléves ont bien compris le texte.

e |l pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers

une ou des questions du type :

Constituants de la

Exemples de questions

Réponses possibles des

situation possibles éléves
Contexte -De quel événement parle le -La variation d’un cm3 de
texte ? phosphore en fonction de la
température.
-Quels sont les acteurs -les acteurs sont des éléves
principaux de cet événement ? de terminale.
-A quel moment se déroule -C’est pendant le cours de
I’événement ? physique-chimie.
Circonstance Quel probléme ou quelle 11 s’agit d’un phénoméne
difficulté rencontrent les d’augmentation brusque de
éleves ? 35 mm? du volume autour
de 44°.
Taches -Que décident de faire les -Ils décident d’étudier le

éléves ?

-Comment s’y prennent-ils ?

comportement du volume de
phosphore.

-Ils veulent prendre des
valeurs proches de 44° par la
gauche et par la droite.

Le professeur utilisera la tache énoncée par ses éléves pour faire la synthese de la situation
et présentera le plan de la legon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation
durant tout le déroulement de la legon.
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a DECOUVERTE DES HABILETES

ACTIVITE 1 : Limite d’une fonction en utilisant les limites de référence (Rappel)

e L'objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une fonction en utilisant les
limites de référence.
e Réponses aux questions de I'activité.

a) lim (x?—6) = 4+ car lim x2 = 4o
X—+00 x—>+00

b) lim (x®*—1) = -0 car lim x®=-o
X——00 X—>—0

©) lim (x*+3)=+c car lim x*=+c
X—>—00 X—-—00
X3

d)xlirllw(x%—l) =0 car lim = =0

e) lim (Vx+2)=+o car lim vx=+w
x—+00 X—+00

2.
Colonne A Colonne B
1 P, s
i . 0
. 1 3
)lclzné (x—8)S e +00
li sinx 7~ -
xl—»O x —
1. cosx—1 */
0 x [ 1

3. Lalimite:d
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 1

a) 11m——+oo b) 11m3; —0o0
>

Exercice 2

o ; b) lim m—— =+

—>5 (x-5)2

a)

. 1
Iim —— =
x——1 (x+1)3
>

Exercice 3

1- cosle.b) .

a) hm > ;b) lim —
x 2 x—0 Sinx
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ACTIVITE 2 : Limite d’une restriction (rappel).

e |’objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une fonction en utilisant la
limite d’une restriction.
e Réponses aux questions de I'activité.

1) Comme x € R, \ {1} alors x est positif et alors x = (\/E)Z; on a donc :

Va-x _ Jx(1-Vx)
L DD Comme x € R, \ {1} alors,

Vx )_ 1
2) il_r,rll (\/E+1 2
X im (_i)_ _1
x—1  xo1 Vx+1) 2
* En multipliant numérateur et dénominateur par I’expression conjuguée de vx —x ,ona:

Vi—-x (x-x)Ex+x) x — x?
x—1 (x—-DWx+x) (x-DHEx+x)

Ve—x _ Vx
x-1 Vx4l

\/— —x —x « ..
Ce qui donne apres factorisation et réduction : S G ( méme limite)
e Corrigé de I'exercice de fixation
Exercice 4
Vx+3-2 . 1 1
a) lim= —llmx 3—6b11m = lim ==,
) x—3 x—3 ( +3) ) x-1 x—1Vx+3+2 4’
. x—Z L —x=2 . 1 1
¢) lim o T S [ SR
x—>—22x+4  x—>-22(x+2)  x—-2 2 2
< <

ACTIVITE 3: Lien entre limite & gauche, limite a droite et limite d’une fonction en un
point
o |’objectif de cette activité est d’étudier la limite d’une fonction en un point.
e Réponses aux questions de I'activité.
1
1) a) lim flx) = lim (—x?>—-1)= -2 donc I = -2
2
b) 11m f(x) = hm ’;Tz hm (x—1)=-2 donc m= -2
2) f(= 1) =-
3) on déduit que : limlf(x) =-2 car l=m=f(-1).
x——
11
1) Lafonction f n’apas d’image en O car 0 n’appartient pas a son ensemble de
définition qui est R \ {0}.
_ x(x+1) 1 : Ll X _1
2) 11m f(x) = llm = et Ll)géf(x) = }};r%( i 1 5

3) Onen dedu1t que llr%f(x) = % car on a la méme limite a gauche et a droite en 0.
xX—
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e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 5
1-F; 2-F ; 3-F.
Exercice 6

Pour x €] —o0; —2], soitx < —;,ona:f(x) =—2x—3et l_L;mzf(x) =1
Xe—

f=2)=1
si x €] —2;4oo[ alors lim f(x) = limx+3=1
x3 -2 xS =2
On en déduit que limzf(x) =1.
x——
Exercice 7
. — . 2 — . . — . — . —
,}I?Hgf(x) = limx* =1; ;%mlf(x) =limx+1=2f(1) =2

}l_r{'ll flx) + }léml f(x) donc f n’admet pas de limite en 1.
< >

ACTIVITE 4 : Limites et opérations sur les fonctions (Rappel)

e L'objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une fonction en utilisant les
opérations sur les fonctions.

e Réponses aux questions de I'activité.
a) Somme de deux fonctions

I. lim == limvx=+4% ; lim — x3=—-00 et lim —2x = -
x—>+00\/§ X—>+co X—+co xX—+00

2. lim (—x®—2x) = —oo; on ne peut pas conclure, pour lim (i - Zx)
X—+00 xX—+00 \/E

directement. On a une forme indéterminée.
b) Produit de deux fonctions

lim (ft)(x) =0; lim (gh)(x) = — ; lim (gt)(x) = +o0; lim (th)(x) =

X——00 X——00 X——00 xX—>—00

—oo  lim (fg)(x) et lim (fh)(x) :on ne peut pas conclure pour ces deux
X——00 X—>—00

limites.(forme indéterminée)
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¢) Quotient de deux fonctions

T =11 ==
=10 =72 (£ @ -0
x—a \g
: ; . i
e | @ | (B0
: ; : f
@ | O i
= +4o00 = —
: : . f
4] Jim £ Jim g(x) lim_ (E) (x) F.I
= 400 = 400
- : _ -
S| dim @) | Jim () =0 | im (£) () = —oo
=-2 et g(x)>0
- — : — - f
6 L]_rgf(x) 0 }}_rgg(x) 0 ng; (E) (x) FI

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 8
lim f(x) = lim x? = +ooet lim g(x) = lim 1=0 d’aprés les propriétés sur la limite
X—+00 X—+00 X—+00 X—+00 X

de la somme de deux fonctions, lirP (f + 9)(x) = +oo.
X—+00

Exercice 9
1 lim f(x) =—4 | lim g(x) = —co | lim (fg)(x) =40
X——00] X——00 X—>—00
2 lim f(x) =0 lim g(x) =+ | lim (fg)(x) F.I
X—+00 X—+00 X—+co
3 lim f(x) =+ | lim g(x) = —oo | lim (fg)(x)=—c0
X—+00 X—+00 X—+00
4 ] lim f(x) =+oo | lim g(x) =~1 | lim (fg)(x) ==

Exercice 10

Comme lim f(x) = —3et limg(x) = —6 alors lim(fg)(x) =9
x-2 2 x-2 x—-2

Exercice 11

1-F; 2-F ;3-F ; 4-V

Exercice 12

Comme lin(l) f(x)=0c¢et liné g(x) = 0, on ne peut conclure directement.
X X

Li_l;(;l) (ﬁ) (x) = lim

—1+cosx _

cos?x—1

—sinx

= lim =0.

x-0

sinx

- x—0 sinx(cosx+1) - x—0 cosx+1 -
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Exercice 13

Comme lirré fx)=0et lirr(l)g (x) = 0, on ne peut conclure directement.
X X

i  1—cos®?x __ /sinx
lim (—) (x) =lim——— = lim (—) X cosx =1
x-0\g x>0 xtanx x>0\ X
ACTIVITE S : Limite d’une fonction composée

L’objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une fonction composée .

e Réponses aux questions de I'activité.

5x+4

1) hG) = gof () = |2

2) Lii%f(x) =1, }Ciir}g(x) =2 et Lig(l) 5::14 =2.

3) Ona lim gof(x) = lim 3444 — 2 done lim gof(x) =limg(x) = 2..
x-0 x-0 x-0 x-1

x+1

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 14
; . . . . .2 tan3x
Détermine les limites suivantes : lim xsin(=) et lim——
X—+0o0 x x>0 X
« Corrigé :

.2
[ Sin—
sinx x

a) Posons:u(x) = 3 ;v(x) = - ¢ h(x) = vou(x) =

RN

1.2 ; L2\ 1
onadonc h(x) = S Xsin— d’ou xsin (;) =3 vou(x)
. . . (2 L1
par conséquent : lim xsin (—) = lim = vou(x)
x>+ X xX—+00 2

c’est-a-dire lim u(x) =0 et limwv(x) =1 donc lim xsin (E) =1
X—>+00 x-0 x—+00 v 2

. tan3x . tan3x tanx
b) lim = lim3 etenposant:u(x) =3x et v(x) =—— ona:
x>0 X x>0 3x x

. tan3x .
lim —= = lim3vou(x)=3
x-0 X x=0

Exercice 15
a) limlx2 +x+2=2 et)l(irr%\/Yz V2 donc lirr(l)\/xz +x+2=42
X—— - X—
b) limx?2+x+2= +ooetxli1;£1 VX = 400 donc lirP Vx2+x+2=+w
—+400 X—+00

X—+00

¢) lim x2+x+2=+owet lim VX = +oodonc lim VxZ+x +2 = +oo
xX—>—00 X—>+o00 X——
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Exercice 16
a) lim 7x —1=—-22¢t lim |X| = 22 donc lin3|7x -1 =22
X—
X——00

b) 11m 7x —1=—wet llm |X| +oo donc lim |7x — 1| = 4o
X—>—00

¢) lim7x—1=+wet llm |X| = +o0 donc lim |7x — 1] = 40
X—+00 X—>+00 xX—-+o00

ACTIVITE 6 : Limite par comparaison

o L'objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une fonction en utilisant les
propriétés de comparaison.

e Réponses aux questions de I'activité.

1.

a) Vx€]0; +oof, -1 <sinx <ldoncx—1<sinx+x<x+1
D’oux —1 < sinx +x
b) lim x —1= 4+

xX—+00

¢) On en déduit : lim sinx + x = 400
x—+0

2.
a)Vx €]0; +oo[,—1 < cosx < 1,on obtient ——ZS— czzxsxl d’ou
1_%S1_cosxgl+iz
X x2 X
b) lim 1———1 et lim 1+——1
X—+00 X—+00

Ccosx

¢) On en déduit que : lirP 1- =1
X—+00

e
e Corrigé de 'exercice de fixation
Exercice 17
Détermine lim (cosx + Vx) , pour tout x €]0; +oo[
< Corrigé
pour tout x €]0; +oo[, —1 <cosx <1 d’ott Vx — 1< cosx + Vx < 1++x
et Xlirllmﬁ —1 =40 donc xlirpwcosx +Vx =+

Exercice 18

a) pour tout x €]0; +oo[, —1 <sinx <1 d’ou ——<

. 1 1 sinx
or lim —== lim - = 0donc 11m—=0
X—+0 X xX—-+00 X X

b) pour tout x € R,3x + E(x) < 4x
or lim 4x = —oo donc llm 3x + E(x) = —oo.

xX—>—00
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ACTIVITE 7 : Déterminer la limite en utilisant le nombre dérivé

e L'objectif de cette activité est de déterminer la limite en utilisant le nombre dérivé.
e Réponses aux questions de I'activité.

1. Posons: f(x) = sinx,ona: lim ST im (OT© f'(0)
x-0 X )'(—>0 0
Or f'(x) = cosx et cos(0) = 1 donc lim0 % =1.
X
2. De méme en posant : g(x) = cosx on obtient : lirr(l) % =0
X
et h(x) = tanx on obtient: liH(l) ta:x =1
X—

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 19

Posons f(x) =+vxetpour x>0, f'(x)= i}

Vx—1 =i foo-fy _ 1
1-x _x—»l —(x-1) -2

On a alors : lim
x-1

Exercice 20

Posons f(x) =vx+5

Pour x > =5, f'(x) = =

2vx+5
Onaalors: lim Y2572 =, |jm [®J@ _ f'(-1
x-1  x+1 x-1 x—=(-1)
. Vx+5-2 1
lim ———— ==
x-1 x+1 4

PROPRIETE ADMISE : Limite d’une fonction monotone sur un intervalle ouvert.

o L'objectif de cette activité est de connaitre la propriété relative la limite d’une
fonction monotone sur un intervalle ouvert.
e Réponses aux questions de l'activité.
a) f estune fonction croissante sur un intervalle | a; b [
1. On suppose que f estbornéesur Ja;b[ doncVxe]a;b[ ona:m< f(x) <
M avec met M, deux réels.
Ona: ngrtl) f(x) =1letl <M dou lalimite est finie.
<

Onaaussi: limf(x) = l"et I'<m d’oula limite est finie.
x>a

2. On suppose que f est non majorée et non minorée sur | a;b | .
On suppose que lilrg f(x) =1 et lestréel, ce qui entraine que
X<

Vxel]a;b[ on a: f(x) <!l donc f serait majorée, contradiction et donc
lim f(x) = +oo.
xZb

On raisonne de la méme maniere pour f non minorée sur | a;b [ eton en déduit que

limf(x) = —o0
Xsa

.I 14  Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 1



b) f estune fonction décroissante sur un intervalle | a; b [
On utilise le méme raisonnement en permutant les roles de a et b.
e Corrigé de I'exercice de fixation

Exercice 21
a-Faux ; b-Vrai ; c-Faux ; d-Vrai
ACTIVITE 8 : Continuité en un point

e L'objectif de cette activité est d’étudier la continuité d’une fonction.

e Réponses aux questions de I'activité.
1

D fO)=2; g0 =1
b i) = lmfG) = £(0) donc lim fGx) = £(0)

©) !35% glx) =-2+g(0) ; }(igég(x) = g(0)

On dit que la fonction f est continue au point 0 mais g ne ’est pas.

2.
a) Comme p et q sont définies sur E  alors

VaeE, lim p(x) =p(a) et lim q(x) =q(a)
X—a X—a
lim (p+q)(x) = limp(x) + limq(x) = p(a) + q(a) = (p + q)(a)
X—a XxX—a X—a
lim (p+q¢x)=@+qg)(a) dou p+ q estcontinue sur E
X—a
b) lim (pg)(x) = limp(x) x limq(x) = p(a) x q(a) = (pq)(a)
XxX—a X—a XxX—a
lim (pg)(x) = (pq)(a) d’ou p X q est continue sur E
X—a
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 22
lim £(x) =}(i§(1)(—x) =0; }Ciér(gf(x) = }Ciérg\/f =0etf(0)=0
<

Li_r)r(l) fx) = }cill(l) f(x) = f£(0) donc f est continue en 0.
< >

Exercice 23

Xli;rylf(x) =xlirzll(x +1)=0et Xli;rglf(x) =xli)<11112x —5=-7etf(-1)=-7.

xlirfﬁ f(x) + xl_i)rgl f(x) donc f n’est pas continue en —1.
< >
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Exercice 24

let2.

ACTIVITE 9 : Prolongement par continuité

o L'objectif de cette activité est de déterminer un prolongement par continuité d’une
fonction en un point.
e Réponses aux questions de I'activité.
) E=R\{1}
2-1
2) limf(x) =lim3->==1; limf(x =lim2(
) xz1f( ) X2l x-1 ’ xglf( ) xS1

On a donc lim 1f(x) =l=1
xX—

\/E—l) -1

x-1

3) lim 1g(x) = lim 1f(x) =1 et g(1) =1donc g est continue au point 1
X X

On dit que la fonction g est le prolongement par continuité de f au point 1.

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 25
1) OnaDF =R\ {2}et lirg f(x) = 4 donc f admet un prolongement par continuité en
X—

2.
2) Le prolongement par continuité de f est la fonction g définie par :

{pour x € R\ {2}, g(x) = f(x)
g9(2)

Exercice 26
sin(2x)
5x

fG) =

1) OnaDf =R\ {0}et lin(l] fl) = g donc f admet un prolongement par continuité en
x—

2.
2) Le prolongement par continuité de f est la fonction h définie par :

pour x € R\ {2}, h(x) = f(x)
{ h(2)

ACTIVITE 10 : Continuité sur un intervalle - Opérations sur les fonctions continues

e L'objectif de cette activité est de connaitre les propriétés relatives aux opérations
sur les fonctions continues sur un intervalle.

e Réponses aux questions de I'activité.

1) La fonction p est la somme des fonctions de référence (mondémes) continues sur R,
donc elle est continue sur R.
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2) a.Comme fet g sont continues sur [ alors
Vacel, lir;lqaf(x) =f(a) et lir}lﬁag(x) =g(a)
Vacel, lirgl_}a(f +9)x) = lir?qaf(x) + lir?qag(x) =f(a) +g(a)
=(f+9@
Vacel, liTqa(f +9)x) =(f+g)(a) dou f+ g estcontinue sur I.

b. Comme f est continue sur [, alors Vael, lim |f(x)|=|f(a)] d’ou |f]est
X—a

continue sur [.

c. Comme fet g sont continues sur I tel que g ne s’annule pas sur [ alors

. fx _ f@
Vael, 11’1;1’_1) ( )(x) = )lHa 900 = gt AVee g(a) #0.

Ona Vacel, )lgr&(i) (%) =(£) (a)

d. f étant positive et continue sur I, V a € [, lim /f (x) =./f(a) donc la fonction ,/f est continue
x—a

sur /.
e Corrigé de I'exercice de fixation

Exercice 27

1-Vrai ; 2- Faux ; 3- Vrai

Exercice 28

Ensemble de définition : E =] — o0 ; 3]\{ -2}

La fonction x — 3 — x est continue et positive sur E donc u(x) = V3 — x est continue
sur E. La fonction v(x) = x + 2 est continue et ne s’annule pas sur E ;

On en déduit que f = % est continue sur E.

ACTIVITE 11 : Image d’un intervalle par une fonction continue

e L’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés relatives a I'image d’un
intervalle par une fonction continue.
e Réponses aux questions de I'activité.

1.
a) Vxel,ona: 1<x<4 cequidonmne -5<-2x+3<1

Donc Vxe [,ona f(x)e[—5;1]

b) L’image de I par la fonction continue f est un intervalle
2.

Vxe[l;3],ona:1<x<3doncl<x*<9doul estunminorant de f et 9 estun
majorant de f sur [1;3], or f(1) = L et f(3) = 9 donc 1 et 9 sont respectivement le

minimum et le maximum de f sur [1; 3]. On conclut ([1;3]) = [1;9] .
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e Corrigé de 'exercice de fixation

Exercice 29

f estcontinuesur I, VxeI,ona: —2<x <0 cequidonne 0 <x? <4
soit—2<x?2-2<2

Donc Vxe Lona f(x)e[—2;2].

L’image de I par la fonction continue f est incluse dans I’intervalle I’=[-2 ; 2].

Exercice 30

Comme f est continue et croissante sur |—1; 3] et xli»191 f(x) =5et f(3) =19 alors
>

fA-1;3) = ],ggn_alf(x);f@] =15;19]

Exercice 31
Comme f est continue et décroissante sur [7; 13]et f(7) = 0 et f(13) = —10 alors
f(7;13]) = [f(13); £(7)] = [-10; 0].
Exercice 32

1. Comme g est continue et décroissante sur [—3; —1]et g(—3) = 9 et g(—1) = 1 alors
9([=3;—1D = [g(-1); (=] = [1;9].

2. Comme g est continue et croissante sur [1; 4]et g(1) = 1 et g(4) = 16 alors
9([1;4D = [g(D); 9] = [1;16].
ACTIVITE 12 : Continuité d’une fonction composée

e |'objectif de cette activité est de connaitre la propriété relative a la composée de
deux fonctions continues sur un intervalle.
e Réponses aux questions de I'activité.

Soitu un élémentde . Ona: lim f(x) = f(u)
xX-Uu
g est continue en f(u), donc:a limf( )g(y) =g[fW)]
y=f(u

Onen déduitque: lim gof(x) = gof(u) donc gof est continue en tout élément u de
xX-Uu

I c’est-a-dire g est continue sur /.
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e Corrigé de I'exercice de fixation
Exercice 33
1. V;2.V;3.F
ACTIVITE 13 : Théoréme des valeurs intermédiaires

e L'objectif de cette activité est de connaitre le théoréme des valeurs intermédiaires.
e Réponses aux questions de |'activité.

D’apres les résultats de ’activité 11, Vx e [a;bJona: m < f(x) <M

donc f([a; b]) = [m; M] et I'intervalle d’extrémités f(a) et f(b) est inclus dans [m; M] . 1l
en résulte que tout réel ¢ compris entre f(a) et f(b) admet au moins un antécédent compris

entre a et b.

Deplussi c=0,0naf(a) <0< f(b), soit f(a)x f(b) <0.On conclut que

I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution comprise entre a et b.

e Corrigé de I'exercice de fixation

Exercice 34
1. V;2.F;3.V
ACTIVITE 14 : Fonction continue et strictement monotone

e |’objectif de cette activité est connaitre les propriétés relatives aux fonctions
continues et strictement monotones sur un intervalle.

e Réponses aux questions de |'activité.

1. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, on sait que tout élément de f(I) a au

moins un antécédent dans [ . Comme f est strictement monotone (strictement
croissante dans notre cas) alors il existe un seul antécédent d’ou f réalise une bijection
de I vers f(I).
2. B
a) La fonction f est continue en tant que somme de fonctions continues sur I et elle
est strictement croissante donc c’est une bijection de I vers f(I) = [f(0);
li){ri+wf(x) [ dou[l; +oo[=K
b) C’est une bijection donc elle admet une bijection réciproque f~! définie de
f() =K vers Iet f(x) =y entraine 1++x =y soitx = (y —1)%car et yeK ,

x>0 et y—1=0parconséquent f~1(x)=(x—1)2=x*-2x+1

Guide du professeur - Pyramide Maths T°C TOME 1 19 I.



¢) f~Yestcontinue sur K en tant que fonction polyndme continue sur K
d) Pourtoutélémenta eth de K telsque a <bona:f *(a) < f~1(b) donc f?!
est strictement croissante comme f .

e Corrigé de I'exercice de fixation

Exercice 35
a) f est continue et strictement décroissante sur ]1; +oo[ et
f(1;4+]) = XEwa(x); }61_1,1} f(x)| =1]0; +oo[ donc f est une bijection de ]1; +oo[
>
dans ]0; +oo|.
b) Soity €]0;+oof, f(x) =y & ﬁ = y c’est-a-dire x = HTy donc
f71:10; +oo[ — 11; +oof

1+x
x

X —>

ACTIVITE 15 : Asymptotes (Rappel)

o L'objectif de cette activité est de déterminer les propriétés relatives aux asymptotes.

e Réponses aux questions de I'activité.

. . 3 . e
1. lim f(x)= lim 3 — _1. On dit que la droite d’équation y = —1 est
X—00 X>—00 1-2X 2 2

une asymptote & (C) en —oo ; elle est paralléle a I’axe (OI) des abscisses.

lim f(x) = lim X3 — 4o car: lim1—2x=0 et 1-2x>0;limx+3 =2
x—% x—% 1-2x x—% x—% 2
< < < <

On dit que la droite d’équation x = % est une asymptote a (C) et elle est parallele a I’axe (OJ).
i = i _ 2\ _wo -
2. a) )}er_loog(x) = ll){g_w (x +1 x—l) =—00 ;

2
lim gx)= Ilm x+1-——=+4
x—+00 x—+00 x—1

b) lim g(x) —(x+1)= lim —ﬁ=0

X——00 X>—0

- = i -2 _
llg+w(g(x) —(x+1)=lim == 0

x>+
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e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 36

Dy = ]—o0; —1[ U]1; +oo]

= 1=

« Vxell ol g(x) = —

x2

, donc lirP g(x) = 2 donc la droite d’équation y = 2 est
X—+co

asymptote horizontale a la courbe (C) en +co.
1

—24=
+’1‘ donc lim g(x) = —2 donc la droite d’équation y =
X—>—00

o Vxel-oo-1[g(x) =

x

—2 est asymptote horizontale a la courbe (C) en —oo.

. hm gl) = llm \/__— hm (2x—1) ><\/_1 —oo donc la droite d’équation

<
x = —1 est asymptote verticale a la courbe (C).
. LIL’I} gl) = 11_1}}\/_ = }(ig}(Zx —1)x \/% = 400 donc la droite d’équation x = 1
> >

est asymptote verticale a la courbe (C).

Exercice 37
Vx#0,g(x)—(2—-x) =i

e lim [g(x) —(2—x)] = lim 1=0 donc la droite d’équation y =2 —x est
X—+00 X—+00 X
asymptote oblique a la courbe (C) en +co.

e lim [g(x)— (2—x)] = lim %: 0 donc la droite d’équation y =2—x est
X—>—00 X—>—00
asymptote oblique a la courbe (C) en —co.

ACTIVITE 16 : Branches paraboliques

o L'objectif de cette activité est d’interpréter [ lirjP f(x) = 400 (resp.—)] et
X—+00

1@ 10 _ o)
X

= +oo (resp.—) ou lim
x—o+Foo X
e Réponses aux questions de I'activité.

y —_
. a) Le coefficient directeur de la droite (OM) est égal a : Y-yo _ )0 _ f)

XM—X0 x—0 X
b) llm f(x)— llm +x = +o0 et lim %= lim —+x——oo
X——00 X—>—00 X'

On dit que (C) admet une branche parabolique de direction celle de 1’axe (OJ) en —oo.
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YN- -0
2. a) Le coefficient directeur de la droite (ON) est égal 4 : Wy _ 8000 _ 9
XN—X0o x-0 x

b) lim L g(0) = Jim —2Yx=—o et lim £2= lim —2%= lim —2L1=0

x—+00 X x—+00 x X—+00 Vx

On dit que (€) admet une branche parabolique de direction celle de I’axe (OI) en +oco

e Corrigé de I'exercice de fixation

Exercice 38

0 Jim, £ = e

b) ler 7_ lim [x+ }1+ ] +00
X—+00 X—+00

¢) lim f(x) =+4ooet lim L9 — 4 o0 donc la courbe de Ia fonction f admet une
X—+00 x>+ X

branche parabolique en +oo et de direction I’axe des ordonnées.

ACTIVITE 17 : Fonction racine n-iéeme

o L'objectif de cette activité est de justifier que la fonction f suivante est une bijection
et d’identifier sa bijection réciproque.
fiRy = Ry
x +— x"
e Réponses aux questions de I'activité.
On sait que f est une fonction mondme donc continue sur R, ; pour tout x ety éléments de

R, tels que x < y,ona:x™ <y™ d’ou la fonction f est continue et strictement croissante

sur R, ; elle réalise une bijection de R, vers f(R,) = R, =K
La bijection réciproque de f est appelée fonction racine n-iéme

Exercice 39

La fonction f est strictement croissante sur R et la fonction x — 3/x est la bijection

réciproque de f sur R, donc elle est aussi croissante sur R,.

ACTIVITE 2 : Fonction puissance d’exposant rationnel

o L'objectif de cette activité est de connaitre les propriétés relatives aux puissances
d’exposants rationnels.

e Réponses aux questions de I'activité.
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pEZLp €ZqeNetq €N

P Y 1 p L kY
1) Ona: xi=x""a=(xP)aetxe =x'" 0 = (xP)a

1 1
Sir= Z—) = Z—:alors (xP)a = (xP")e

2) Soitr € Q etr' € Q, il existe des nombres p, p'et q tels que r = get r' = %

N1 prN\4 rq p'q
)= 1 @ = (xd) (x9) =xTxT =

p+pr\ 4 q\P+p’
(™™ = (x q ) = (x‘?) = xP*P = xPxP’

On en déduit que (x"x™)? = (x"*"")4 donc x"x™ = x"*"’
Exercice 40

2 3

0 (O () - (Z22) - s (8)° - 5P st - ()

8

2 3 2 3 1
d) 23x275 = 2G3) = om.

a DES QUESTIONS D’EVALUATION

Question 1 : Comment calculer la limite d’une fonction dans le cas ou les opérations sur les
limites conduisent a une forme indéterminée ?
Exercice non corrigé

x 1

a) lim = lim
) x—0tanx x50 S
x

b) lim =2 = — <lim M) = —cos(3) =0
2 2

©) lim Zt ;sz:lin})(Z— /x—12+1>= 1
X X

¢ Question 2 : Comment calculer la limite a I’infini d’une fonction contenant des

. Sinx .
X cosx = 1 car lim——= =1 et limcosx = 1.
x-0 X x—0

radicaux ?
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Exercice non corrigé
a) lim+ (V4x% + 3 —5x)
X—+00

-on met sous le radical 4x? en facteur: [4x2(1+ %) — 5x

-on la propriété de la racine carrée d’un produit et la régle de la valeur

, 3 _ ’ 3, _5
absolue :  2x( (1+m)—5x = 2x( (1+E) 2)

. . ’ 3 5
-ona: ll){r_1>+m(\/4x2+3 —Sx) = ll)r(r_1)+w2x( (1+4x—2) _E):_oo
b) lim (V9x2 -2+ 3x)
X——00

-on introduit I’expression conjuguée avant d’appliquer si nécessaire ce qui

précede :
Vox2 — -2 fou i VOxZ — -
9x?2 —2+3x = T2 d’ou ll;rl_m( 9x%2 -2+ 3x) =0
« Question 3 : Comment encadrer une solution a de I’équation f(x) = 0 avec
a€la;b|

Exercice non corrigé 1
Méthode de dichotomie
f(0)>0;f(1) <0 doncBe]0;1]
f(0,5) > 0et f(1) <0donc Be]0,5;1]
f(0,75) < 0et f(0,5) >0 donc Be]0,5;0,75[
£(0,625) > 0et f(0,75) <0 donc Be]0,625;0,75[
£(0,6875) < 0 et £(0,625) > 0 donc B €]0,625;0,6875[ d’ou B €]0,6;0,7[.
Donc I’équation (E ) : gxs — 4x3 + 1 = 0 admet au moins une solution fe ]0; 1[
Exercice non corrigé 2
On utilisera la méthode de balayage
1) a€l0;1[ et f(x)=2x3+5x—1

f(0,1)<0; f(0,2)>0; dou a€]0,1;0,2[.
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2) £(0,11) < 0;£(0,12) < 0; £(0,13) < 0; £(0,14) < 0; £(0,15) < 0;
£(0,16) < 0; £(0,17) < 0; £(0,18) < 0; £(0,19) < Oet; £(0,20) > 0 d’ot
@ €]0,19;0,20[.

Donc I’équation 2x3 + 5x — 1 = 0 posséde une unique solution « tel que a € 10,19 ; 0,20[.

MES SEANCES D’EXERCICES

«»» Exercices de fixation

= Limites de référence
Exercice 1

a)-F; b)-V; ¢)-F; d)-V

Exercice 2
. 1 1-cosx sinx 1 11
a) lim ——=—o0 ; b) lim=2 = |im ( ) 1 _11.
x—>=3 (x+3)3 x—0 2x2 x—>0 x 2(1+cosx) 4 4
<

0SX . X
c) lim 22X = |im (—) Xcosx =11
x—0 Sinx x—0 \sinx

= Limite d’une restriction

Exercice 3
T _ 2 _ . ; T _1
= Jim (x = 2)(x" +4) = p by lim S5 = lim o= S
Exercice 4
VX 11
a) llm —-2-2 }(_}2 \/F+3 g g
x—rO
<

= Limite a gauche, limite a droite et limite d’une fonction

Exercice 5
n°3
Exercice 6

lim f(x) =0etlim f(x) /5 donc elle n’a pas de limite en -2.

xZ-2 x5 -2
Exercice 7

1- gapourlimite l en -1;
2- g n’apasde limite en 2.
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= Limites et opérations sur les fonctions

Exercice 8

. 2 _ 1 _ i — . .
1- 11£+mx |x] +Vx xllrzlmx(x 1+\/§) + o 2}(1<1m +00

Exercice 9
Vx+1-2 . 1 1 . VxZ-1-v3 x=2 -2v3

a) lim =lim == b) lim ———= lim =

x—>3 x-3 xs3Vx+1+2 4 x>-2  Xx+2 xo— 2\/x2 Vxz-1i+v3 3

2
X

¢) lim = 1m( - ) X (1+ cosx)=2.

x—0 1—cosx x—0 \sinx

Exercice 10
1-F;2-V;3-F;4-V

Exercice 11

a) lim (\/x2+3—§)= lim x< 1+x%—%>=+oo;

x—+00 x—+00
e I
. x2+x+1 . x' x2 .
b) lim = lim >—=-1; c¢) lim Vx2—4—-5x = —o0
x—+00 X—2 X—+00 1—; X—>—00

= Limite d’une fonction composée

Exercice 12

)11mM 11m5xM=5;
x>0 X 5x
1—cos(4mx) _ . sin(4mx)) 2 (4m)? _ 2 .
b) }c—>0 X2 - Llll(l)( 41X ) (1+cos(4mx)) 8”5
c) Comme 11m ;T =3et llm\/_ V3 donc llm =4/3.

Exercice 13

i —_ 2
1. lim [22%*—> ;2. lim |ﬂ| :% ;3. lirr;,/4 — x| =1.
P g

x—0 2x X—>+00 1+6x

3- lim 3w/4— x| =1
xX—
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Exercice 14

li in(2x — —
11;1(1_)Osm( X 6) —Z

1

2x+1 —

lim 2
x-0 | x+ 4

. —x*+3 —0
e 2(x + 1)

I ( 1 ) 1
im cos
X—+00 2\/}
= Limite par comparaison
Exercice 15
1. lirri fx) =40 ; 2. lirE f(x) = —o0; 3. la limite de f est comprise entre 1,9 et 2
X—+00 X—+00
Exercice 16
1 |f=get lim g(x)=—co donc lim f(x)=—o0 F
X—Xq X—=Xo
7 |g=fet lim g(x)=-—c donc lim f(x)=—c0 vV
X—Xq X—=Xo

h<f<g, lim h(x)=-1 et lim g()=-09999 donc
xX-Xq xX-x¢

lim f(x)=-1
X—Xo

4 |Ifl€get lim g(x)=0 donc lim f(x)=0 Y
X—>Xg xX—Xg

Exercice 17

. vx Vx o, Vx .\ 1 1
—-1< < — <= < L dou—— < < —
I. x>0,—1< sinx <1donc = S asix s d’ou x\/;_f(x)_ S
2. lim f(x)=0
X—+00
Exercice 18
3
1. Comme Ilim ——==0 donc Ilim x) =2
x>+00 14+Vx X—>+oof( )
1 L1 L1 2 1 1
2. Posons:u = = etlim—=—oo et lim—=400;0na:x“cos== —cosu avecu
X x-0 x x-0 x X u
< >

qui tend vers I’infini.
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. 1 1 1 . 1 . 1
Comme —1 < cosu < lonobtient: — < cosu<—; lim ——= lim =0
u u u u—+co u u—->+oco U
(méme résultat en —oo ).

Donc lim f(x) = 0.
x—-0
3-lim % =+oco donc lim f(x) = +o0
x—0X x—-0
= Limite d’une fonction monotone sur un intervalle

Exercice 19

e Si g est non minoré sur |a; b[ alors g a pour limite —co a gauche en b.

e Si f est minorée sur ]a; b[ alors f admet une limite finie a droite en a.
Exercice 20
D Jig fG) =m;
>
2) }cigzl;f(x) = 400,

= Continuité en un point

Exercice 21
1. f n’estpas définie en 0 donc elle n’est pas continue en 0 ;

f estdéfinicen2;f(2) =0 et lime(x) = 0 donc f est continue en 2.
xX—
2. g estdéfinieen-1;9(—1)=0 et lim 1g(x) = 0 donc elle est continue en 2
xX—>—
Exercice 22

1. lir?_)of(x) = —2 et f(0) # —2: donc f n’est pas continue en 0.
2. lir?_)lg(x) =% =g(1): g estcontinueen I.
3. h(-1)=1; )}i_»n_lﬁ(x) = )}i_)rr_llh(x) =1 = h(—1) donc h est continue en —1.
< >
ki_r:nzh(x) =4; LiLnZh(x) =0eth(2)=0.0na Li_rgh(x) * Li_ngzh(x) donc hn’apas de
1irr<1ite en 2 donc e>lle n’est pas continue en 2. ) g
Exercice 23

f(=1)=5et lim 1f(x)=5;onobtient: 2—a+1=5 soit a=-2
xX—=—

f(O)=-1+b et lin; 0f(x)=1;0nobtient:1 =—14b soit b=2
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= Prolongement par continuité

Exercice 24
1-V ;2-F
Exercice 25
f est définie sur | — 4; 16[ \ {0} et lir}rcl_’of(x) =—=
Exercice 26

La limite a gauche en 0 est différente de celle a droite en 0 donc elle n’admet pas de

prolongement par continuité en 0.

Exercice 27

P . x2-1
1. f n’est pas définie en 1, de plus comme lim =
x—1 X+1

donc lim L f(x) =2 parsuite f admet un prolongement par continuité en 1 .
X

h(x) =f(x) si xel

2. Soith ce prolongement défini par :{ h(1) =2

Exercice 28

1) f n’est pas définie en —1 et xli)rp1 f(x) = —oo donc f n’admet pas de prolongement
>

par continuité en —1.

2) f n’est pas définie en 1 et }Cl_r)r} f(x) = —oo donc f n’admet pas de prolongement par
<

continuité en —1.

3) f n’est pas définie en O et lir% f(x) =2 € R donc f admet un prolongement par
X

continuité en 0.

= Continuité sur un intervalle — Opérations sur les fonctions continues
Exercice 29
f est une somme de fonctions continues sur ]0; +oo[ donc sur ]0; 5[ .

= Image d’un intervalle par une fonction continue
Exercice 30

1-F ; 2-F ; 3-F
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Exercice 31
f(0;1D) =[4;7]
Exercice 32

1. f(2;4]D = [0;4];
2. f([4+oo]) = [0; +oof;
3. f(Q—00;2]) =] — o0; 4]

= Continuité d’une fonction composée
Exercice 33

f estcontinue sur R et g estcontinuesur R ; f(R) € R donc g estcontinue sur

f(R). En conclusion g o f est continue sur R .
Exercice 34
x > 2x — 3 est continue sur R et positive sur [g ; +oo[ donc g est continue sur [g ; +oo[
LR 3
d’ou sur ]E; +00[.
= Théoréme des valeurs intermédiaires

Exercice 35

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, contenant a et b deux éléments de 1.
Tout nombre réel compris entre f(a)et f(b) a au moins un antécédent par f compris

entre a et b.
Exercice 36

I-F; 2-V; 3-V
Exercice 37

f(x) = x° — 3x + 1 est continue sur R en tant que fonction polynome.
f(0)=1et f(1) =—1,onadonc f(0)x f(1) <0 donc f(x) = 0admet au moins une

solution comprise entre 0 et 1.
Exercice 38

f(x) = x® — 3x — 1 est continue sur R en tant que fonction polynome.
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f(1)=-3 et f(2) =1,onadonc f(1) X f(2) <0 donc f(x) = 0 admet au moins une

solution comprise entre 1 et 2.
= Fonction continue et strictement monotone
Exercice 39
1-V;2-F; 3-V; 4-V; 5-F; 6-F
Exercice 40

f est continue et strictement croissante sur 10 ;1[ et f(] 0; 1[) =]1; +oo[=1. f réalise donc

une bijection de 10 ;1[ sur ]1; +oo[= 1.
Exercice 41
f est une bijection et 2 € ]1; +oo[ donc I’équation f(x) = 2 a une seule solution dans ]0 ;1[.
Exercice 42
1. g est une bijection strictement croissante sur | — 0; 0[ ;

g(]—o0;0[) =]0; 1[.
2. 1;6 10; 1[ donc g(x) = % a une seule solution dans | — oo; 0[.
= Asymptotes
Exercice 43
les droites d’équations: y =3 etx =1
Exercice 44
1. lalimitede f en % est infinie donc : x = ; est une asymptote verticale a (C).
2. Lalimite de f en D’infini est —% donc y = —% est une asymptote horizontale a (C).
Exercice 45

1 7

3 . .
t(x) = g(x) - (—x _E) = E (m ) et llalcll_oot(x) =0 donc la droite

P . 3 . N . :
d’équationy = —x — 5 estune asymptote oblique a la courbe représentative de g.
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Exercice 46

1. les droites d’équations : x = 0 et y = —x + 1 sont les asymptotes.
2. les droites d’équations : x = 2 et y = —2sont les asymptotes

= Branches paraboliques
Exercice 47
1-F;2-V;3-V
Exercice 48
a) lim f(x) = +oo :b) lim 22
+00 une branche parabolique de direction (0J).
Exercice 49

gx)

= 400 ; ¢) La courbe représentative de f admet en

lim g(x) =+ et lim == = 400 donc la courbe représentative de g admet en +00 une
xX—+o0 X—+00 X

branche parabolique de direction (OI) en +oo.
= Fonction racine n-iéme — Fonction puissance d’exposant rationnel

Exercice 50

1
a=Vbeb=ad" ;b =a < qio=b.
Exercice 51

Vx € Ry, f'(x) =%><5Lm ;
10; +ool.

Exercice 52
A=+27=8V2
Exercice 53

10
16

Exercice 54

A=32
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+» Exercices de renforcement / approfondissement

Exercice 55

3
. o = _ Lo f&®) _ 1-2 _
1) xl—l}Poo f(x) - x1—1>r-+1:100 * too s xl—l>IPw X x1—1>r+1:100 Vx=3

% = 0 donc la courbe représentative de g admet en +o0o

2) lim f(x) =+oet lim
X—+00 xX—+00
une branche parabolique de direction (OI) en +oo.

Exercice 56

D Jim f() = lim Va2 +1+x% = +oo ;
x—>+00 X—>+00

. X . VxZ+14x? . 1
lim [9 = jjm 2HEC iy 1+5+x=+00.
x>+ X xX—>+00 x X—+00 x

2) Ona: lirp f(x) =+ooet lirll %x) = 400 donc la courbe représentative de f admet
X—+00 X—+00

en +oo une branche parabolique de direction (OJ) en +oo.
Exercice 57
1. f est décroissante sur [—5;5] et V x € [—5; 5], f'(x) = 3(x — 3)%.

OnaVx € [-5;5], f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur [—5; 5] d’ou f est une
bijection de [—5; 5] sur [-517; 3].

2. a) f est continue et strictement croissante sur [—5; 5] de plus f(—5) = =517 et f(5) = 3
soit f(—=5) X f(5) < 0 donc I’équation f(x) = 0 admet une unique solution ¢ € [—5; 5].
b) f(4,7) = —0,087 et f(4,71) = 0,000211 soit f(4,7) X f(4,71) < 0 donc
47 < a<4,71.
3. f est continue et strictement croissante sur [—5; 5] donc f est une bijection de [—5; 5] sur
[-517; 3] or —1 € [—517; 3] donc I’équation f(x) = —1 admet une unique solution dans
[-5;5].

Exercice 58

lim [f(x) — (2x —3)] = lim _Bf”O = lim = = 0 donc la droite d’équation
X—>—00 x—>—00 X%+5 xX—>—0 X

y = 2x — 3 est asymptote a (C) en —oo.

—8x+20

[f(x) — (2x—-3)] = lirP = lim = = 0 donc la droite d’équation
X—

lim >
X—>+00 oo X“+5 x>+ X

y = 2x — 3 est asymptote a (C) en +oo.
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Exercice 59

o }Cilr}f(x) =400 ;}Ci_r)r}f(x) = —oo donc (D;): x = 1 est asymptote a (C).
< >

. xllrplf(x) = —© ;xllrplf(x) = 400 donc (D,): x = —1 est asymptote a (C).
< >

e lim f(x)—(x+2)=0; lir;ﬂ f(x)—(x+2) =0donc (D3):y = x + 2 est
X——00 X—+00

asymptote a (C).
2.

Vx €[-3;—1[ f(x) — (x + 2) < 0 car (C) est au-dessous de (D3) sur [—3; —1].
Vx €]1;3], f(x) — (x + 2) <0 car (C) est au-dessous de (D3) sur]1; 3].
Vx€e]-1;1], f(x) — (x + 2) > 0 car (C) est au-dessus de (D3) sur |—1;1].
Exercice 60

. f'(x) = % Soit V x €] = 5;4+00[, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur

1-5; +ool.

2. f est continue et strictement croissante sur | — 5; 4-oo[.

De plus f(] — 5; +o0[) = ]—o0; 2[, donc f est une bijection de] — 5; +oo[ sur | — oo; 2].

2x-3
3. Vyel-o2[f)=yeT—=y
+ 5x
[ =y o xm T
fh1=00;2[ > ]=5; +oo]
3+ 5x
—>
x 2—x
4, Xllrr_ls f(x) = —oo donc la droite d’équation x = —5 est asymptote verticale a (C).
>

2x-3
x+5

5. lir+n flx) = lirJIl = 2 donc la droite d’équation y = 2 est une asymptote
x—+00 x—+00

horizontale a (C) en +oo.
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+ Situation complexe

Exercice 61

Hypothése de ABOU : f(t) < 11 & %4— 10< 11

210-t
t

< 0donc f(t) < 11 pour t € ]210; +oo[

Hypothése de KONAN : vVt > 1, f(t) > 10, il n’existe donc pas de temps long pendant
lequel f(t) = 10. En effet la droite d’équation y = 10 étant une asymptote a la courbe de la

fonction f, aucun temps ne peut correspondre a une température de 10 degrés. Le vendredi
correspond & t = 24 X 60 = 1440 mn. Ainsi pour t € ]210; 1440[, ona f(¢t) < 11.
L’hypothése de Abou est donc celle qui est plausible.

Exercice 62

. . . . . aRr?
L’aire d’un secteur en radian : si a est en radian alors ’aire A = -

Posons EF = x et h la hauteur du triangle isocéle OEF.

L’aire du secteur OEF est : %

On a: OE=0OF=1.0na:x=2h tan(g) (relation trigonométrique dans un triangle
rectangle). On a aussi :h = COS(%) . Si I’on désigne par S I’aire du triangle isocéle OEF, on a
donc: S = h—x, soit S = h?tan (g) ou encore S = cos (ﬁ) sin (g) On a donc S = < sina.

2 2 2 2 2
Donc I’aire comprise entre [EF] et I’arc EF est : % - %sina. Le probléme revient donc a

; - S 1. . L L.
résoudre 1’équation : 5 — 5 Sina = sina. 11 s’agit de donner une approximation décimale

d’une solution si elle existe de I’équation : 2sinx — x = 0. Posons f(x) = 2sinx — x.

La fonction est continue sur |0; 7z[.

£(1,85) vaut environ 0,072 et £(1,9) = —0,007. £(1,8) et £(1,9) sont de signe contraire
donc 1,85 < a < 1,9.

1,9 radian est une bonne approximation de @. En dégré on obtient environs 109 degrés.
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n SITUATION D’APPRENTISSAGE

e Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par le professeur, par un éléve et

DERIVABILITE ET ETUDE DE
FONCTIONS

une lecture silencieuse des éléves), I’enseignant pourra s’assurer que les éléves
ont bien compris le texte.

e Il pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des
questions du type :

Constituants de la Exemples de questions Réponses possibles des
situation possibles éleves
Contexte -De quel événement parle le - Il s’agit de la mise en place
texte ? d’un systéme de collecte des
eaux de pluie sur un mur.
-les acteurs sont le proviseur
-Q.uel.s sont les acteurs et les éleves d’une classe du
principaux de cet événement ? lyeé
ycée.
A . . 9
Ou se déroule I’évenement ? -Dans un lycée.
Circonstance Quel probléme ou quelle 11 s’agit de chercher la
difficulté rencontrent les position du point M sur le
éleves ? mur afin de minimiser la
longueur des tuyaux a
acheter.
Taches -Que décident de faire les -Ils décident de minimiser la
éleves ? longueur totale des tuyaux.
-Comment s’y prennent-ils ? -Ils étudient une fonction.

Le professeur utilisera la tache énoncée par ses ¢leves pour faire la synthése de la situation et
présentera le plan de la lecon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation
durant tout le déroulement de la legon.
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a DECOUVERTE DES HABILETES

Activité 1 : Dérivabilité d’une fonction a gauche (respectivement a droite) en un point.

e [’objectif de cette activité est de connaitre la définition d’une fonction dérivable a
gauche (respectivement a droite) en un point.

e Réponses aux questions de I’activité.

1 limf(X)—f(Z)

X2 xX=2

[OOF@ _ o2y
xX—2

=lim(—x?%) = —4 et lim
x-2 xX—2 x—2

< >
2) limf(X)—f(Z) + lim fO-f(2)
X-2 x=2 x—2 x=2
< >
3)
yr
5,,
41
© 34
o (1d) (Tg)
14
1o ila\é 5

e Corrigé de I’exercice de fixation

Exercice de fixation 1

a est / la tangente a droite de f en a

B est L B le nombre dérivé de f a droite en a
(D) est le nombre dérivé de f a gauche en a
(A) est la tangente a gauche de f en a

Activité 2 : Tangente et demi-tangente verticale.

e L’objectif de cette activité est de justifier que la représentation graphique d’une
fonction f admet une demi-tangente verticale en un point.
e Réponses aux questions de I’activité.
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L@@ -1 . F)-f(0) 1
2. }CIL‘% — = }Clir(l)\/__x = —ooet chlgr(l) o }C%\/_ +o00 donc la courbe (C) admet
< < > >

une tangente verticale au point O.

3.
a) Le coefficient directeur de la droite (OM) est : u (x)

b) La «position limite » de la droite (OM) lorsque x se rapproche de plus en plus de 0
par valeurs supérieures ou inférieures est la droite (0J).

e Corrigé de I’exercice de fixation

Exercice de fixation 2
0 {VX € ]—00; —1[ U [1; +oo[ f(x) = Va2 — 1
na:
vx € [-1;1], f(x) =v1—x?

fO)-f@) _ Vi-x° . —1-x

lim = lim = lim = —o0
x—1 x-1 x—1 x-1 xXx—1./1-x?
< < <
L fO-f) _ g Vx2-1 x+1
911—>ml x-1 - )11—>ml x-1 =i ml Vxz-1 =t
>
lim [ _ _ ot llm f(X) f _ +oo
i—1  x-1 x-1

< >

Donc la courbe (C) admet au point d’abscisse 1 une tangente verticale.

Activité 3 : Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle [a; b]

e [’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés relatives a la dérivabilité
d’une fonction sur un intervalle.
e Réponses aux questions de I’activité.

. xVx
= lim—
x-0 x
>

1. lim f&x)-f(0)

x-0 x-0
>

= }Ci_r,%\/} =00 € Rdonc f est dérivable a droite en 0.
>
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— — 2
2. 1im 227D _ iy ol lim 22t = 2 ;3 € R donc f est dérivable a gauche en 1.
x-1  x-1 x-1 x—1 x51 xVx+1 27’2
< <

3. f estdérivable sur ]0; 1[ et f est dérivable a droite en 0 et f est dérivable & gauche en 1
donc f est dérivable sur [0; 1].

e Corrigé de I’exercice de fixation

Exercice de fixation 2

vx € [-1;1], f(x) = V1 —x?

o Etudions la dérivabilité de f a droite en —1 et a gauche en 1

- A —x2? -1
lim L9 @ _ iy Y20 i 2% — o5 done f n’est pas dérivable a gauche en 1.
x—1 x-1 x—1 x-1 x—1,/1-x?
< < <
L f@-f@) _ o VImAZ L 1-x , s Co
lim = xll,nll prenie xll»nlu/m = +oo donc f n’est pas dérivable a droite en 1.
> >

x—-1 x+
>

e La fonction u:+—> 1 — x? est dérivable sur |—1; 1[ et u(]—1; 1) = ]0; 1[
De plus la fonction x +— +/x est dérivable sur ]0; 1[
Donc vu est dérivable sur ]—1; 1[.
On en déduit que f = vu est dérivable sur |—1; 1[

Activité 4 : Dérivée d’une fonction composée

e L’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés relatives a la dérivée d’une
fonction composée.
e Réponses aux questions de I’activité.

Partie I
. a)Vx ERA(x) =9x% +12x + 4
b) Vx € R, gof(x) = glf(x)] = g(3x +2) = 3x + 2)?
Donc V x € R, h(x) = gof(x)
2. VxER f'(x) =3; VxER, g'(x) =2xet Vx € R A'(x) = 18x + 12
a) VXER f'(x) x g'(f(x)) =3%x2(3x +2) =18x + 12
b) VxeR A (x) = f'(x) X g’(f(x))
g @I-glf(xo)l , fC)=f(x0) _ glf ()]-glf (xo)] _
3. 2) FOO-£(x0) X x-xg X=Xg =T
b) f est dérivable sur / et x, € I donc f est continue en x,.

Donc )}l_gcl f(x) = f(xo)

) xl”? T(x) = lim I @)]-glf (x0)] x fO)—f(x0) _ g (F (o)) X f'(x0)
—Xo

x-xg  fO)=f(x0) x-xo
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Partie I1
u'(x)

2 Ju(x)
Vx€lLh,(x)=ru()[u@)]?
Vx€lh;(x)=—-u'(x) X sin(u(x))
Vx€lh,(x)=1u'(x) X cos(u(x))

e Corrigé de I’exercice de fixation

Vxel,hi{(x)=

Exercice de fixation 4
l. VxeR, f'(x) =802x—1)3
2. Vx €R,f'(x) = —2sin(2x — 3)

3. Vx e R\ {=2},f'(x) =3 (4x—1) , (4x—1)2 32 (4x_1)2

x+2 x+2 (x+2)% \ x+2
2
F10x) = 27 (4x—1)
(x+2)* \ x+2
2x x

2Vx2+43  Vx2+3

4. VxER, f'(x) =

Activité 5 : Nombre dérivé de la bijection réciproque

e L’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés relatives a la dérivée d’une
fonction composée.
e Réponses aux questions de I’activité.

1. ayVbel fof*(b)=h
by Vb el (fof 1 (b) = 1.
2. Vb eL(fof M'(b) = (f1)'(b) x fI[f ()]
3. (FHY'(B) X f'If 1(b)] = 1 donc si f'[f~1(b)] # 0 alors (f~1)'(b) = m

e Corrigé de I’exercice de fixation

Exercice de fixation 5

Calcul de (f 71)' ()
. fx)=x3eta=1
vx €R, f'(x) = 3x*
Ona:f(1)=1doncf (1) =1
FF)=f (1) =3et3#0

Donc et f~1 est dérivable en 1 etona: (f71)/ (1) = ! L

i) 3
2. f(x) =2 eta=0

x+1

Vx € [0; +oo, f(x) = —

(x+1)?
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Ona: f(0) =0donc f71(0) =0
FFH0) =f'(0)=1et1#0

-1 o} . _1 7 — 1 — l _
Donc et f~* est dérivable en O etona : (f 1) (0) Fgon = 1 1

Activité 6 : Dérivées successives

e L’objectif de cette activité est de connaitre les nouvelles notations des dérivées
successives.
e Réponses aux questions de ’activité.
1) Vx €R,f'(x) = 6x5+ 5x* — 20x3 + 2x
2) Vx €R,f"(x) =30x* + 20x® — 60x% + 2
3) Vx €R, f®(x) = 120x3 + 60x2 — 120x
4) Vx€R,f®(x) =360x2+120x — 120
VxER,fOx) =720x + 120
vxER,fOx) =720
Pourn=>7Vx€E [R,f(")(x) =0

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice de fixation 6
f(x)—Zx + 3x2 —5
&L = 1225 + 6x ; 7L = 60x* +6,d3—240x3 ‘”—720x

an f(x)

La plus petite valeur de I’entier n pour laquelle =0est7.

Exercice de fixation 7
D f(x)=x*+3x2+1
2
=4x3+6x; SL=12x+6
dx
2) fx)=x3+4x*+2

3
—6x+12;:%L 6.4

’ dx3 ’ dx*

d——3x +12x’a2

3) f(x) = sinx

d a2 a3
—f = CO0SX , —f = —Slnx —f = —C0SX
dx dx? ’ dx3

4) f(x) = cosx

df . da’f d3f . da*f
— = —SINX ;- = —COSX ; —— = SINX ; —, = COSX
dx dx? dx3 dx*
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Activité 7 : Point d’inflexion
e L’objectif de cette activité est de déterminer un point d’inflexion d’une courbe
représentative d’une fonction.

e Réponses aux questions de I’activité.
L.

1. La courbe traverse la tangente (D) en A dans le cas de la figure 1.
2. Figure 1: (Cf) est au-dessous de (D) sur |—oo; a[ et (Cf) est au-dessus de (D)
sur Ja; +oof.
Figure 2 : (Cf) est au-dessous de (D) sur R.
IL.

1. Vx€R,f'(x) =3x%+4x

Vx€ER,f'(x) =6x+4
2. a)f”(x)=0<:)x=—§

b)Vxe ]—oo;—g[,f"(x) <OetVxe ]—§;+oo[,f”(x) >0
3. Vx € ]—00; —%[,f”(x) <0 donc(Cf) est au-dessous de (D) sur ]—00; —%[
Vx€ ]—g; +00[,f”(x) > 0 donc (Cy) est au-dessus de (D) sur]—g; +00[.

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 8
flx) =2x3—-3x2+1
f est deux fois dérivable sur R.

Ona:f'(x) =6x>—6xetf"(x)=12x—6

Uy

X —00

400

2
0

f'(x) - +

f"(x) s’annule en % en changeant de signe donc le point de (C) d’abscisse % est un point

d’inflexion de la courbe (C).

Exercice de fixation 9

fl)=x*

f est deux fois dérivable sur R.

Ona: f'(x) =4x3et f"(x) = 12x?

Vv x € R,x% > 0, donc f"'(x) ne change pas de signe sur R, alors la courbe représentative de
f n’admet pas de point invariant.
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Activité 8 : Inégalité des accroissements finis

e L’objectif de cette activité est de déterminer un point d’inflexion d’une courbe
représentative d’une fonction.
e Réponses aux questions de I’activité.

L. Vx€elab, m<f'x)<M
1. La fonction g définie sur [a; b] par : g(x) = f(x) — mx
g est dérivable sur Ja;b[etona:V x € Ja; b[, g'(x) = f'(x) —m; donc g’ est positive sur
[a; b].
La fonction g est croissante sur [a; b], donc g(a) < g(b).
On en déduit que : f(a) —ma < f(b) —mb ; donc m(b — a) < f(b) — f(a).
2. La fonction h définie sur [a; b] par : h(x) = Mx — f(x)
h est dérivable sur Ja;b[ etona:V x € Ja; b[,h'(x) = M — f'(x) ; donc h’ est positive sur
[a; b].
La fonction h est croissante sur [a; b], donc h(a) < h(b).
On en déduit que : Ma — f(a) < Mb — f(b) ; donc f(b) — f(a) < M(b — a).
3. D’apres les questions 1 et 2, m(b —a) < f(b) — f(a) < M(b —a)
. VxelLlf(x)|<M
Vx€l,—M < f'(x) < M; D’aprés les résultats précédents, on a :
Vx€lab]l: —M(b—a) < f(b)—f(a) <M((b—a)
Dol [f(5) — f(@)| < M|b - al

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 10

Soit f(x) = cosx

Vx€eER,f'(x)=—sinx

Vv x € [a; b], If'(x)| < 1, d’aprés le théoréme de I’inégalité des accroissements finis, on a :
|f(b) — f(a)| < |b — al, donc |cosb — cosa| < |b — al.

Exercice de fixation 11
’ _ 1 e 1
D F) =22 F @) < o

, 1

IF I <5

|01 — v400| < - |401 — 400| ;
V401 — v400| <
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1 1
donc _E+ 20 <401 <E+20
Soit 19,975 < V401 < 20,025

Un majorant de 1’erreur commise en remplagant V401 par 20 est i.

Activité 9 : Etude d’une fonction rationnelle

Exercice de fixation 12
2x%-3x+3
x2-2x+2 "

La fonction g de R vers R définie par : g(x) =

e Ensemble de définition

L’ensemble de définition de la fonction g est : R.
e Limites
lim g(x) =2et lirIl g(x) = 2 donc la droite d’équation y = 2 est asymptote horizontale
X——00 X—+00

a la courbe représentative de g en —oo et en +oo0.

e Dérivée
La fonction rationnelle g est dérivable sur R.
' _ x(=x+2)
Vx€ERyg (X) T (x2-2x+2)?

e Sens de variation
¥ x € ]—00; 0[ U ]2; +00[, g'(x) < 0 donc g est strictement décroissante sur]—oo; 0[ et
sur |2; +oof.
vV x €]0; 2[, g'(x) > 0 donc g est strictement croissante sur |0; 2[.
vV x €{0;2},g'(x) =0.
e Tableau de variation

X —oo 0 2 +o0
g'(x) — 0 + 0 —
2 5
g(x) \ / 2 \
3
2 2

e Représentation graphique

i (Cg)
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Activité 10 : Etude d’une fonction trigonométrique

Exercice de fixation 13
7
f(x) = cos (E — 3x)
vV x € R, cos (g - 3x) = sin(3x) donc f(x) = sin(3x)
e Périodicité
VxER,f (x + 23 ) f(x), donc f est périodique de perlode , on peut donc réduire son
étude a ’intervalle [0; ?] et compléter sa représentation graphlque grace a la translation de

vecteur %’TO—I) et de la translation de vecteur — %”W
o Dérivée

Vx €R,f'(x) =3cos(3x)
e FEtude du signe de la dérivée

k2r m k2w
VxelRBcos(Bx)>0<=>—g+T x<6+—(k€Z)

Donnons les solutions de f'(x) = 0 sur [O; 5

Pourk =0,x € [0; %]

Pourk=1,x € E, 2?"]

On en déduit que : V x € ]0; g[u]g; 2?n[,f'(x) >0

o 2[f(x)<0

e Variations de f

VxE]

. . 2 . ..
f est strictement croissante sur ]0; %[ et sur ]E ; ?n[ et f est strictement décroissante sur

2
|T[ T
6" 2

e Tableau de variations

X 0 n n 2
6 2 3

f'(x) + 0 — 0 +
1 0

16 O/' \_1/
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e Représentation graphique

¥

Exercice de fixation 14

k(x) = tan (g — Zx)

e Périodicité
Vx€eRk (x + g) = k(x), donc k est périodique de période g, on peut donc réduire son
étude a I’intervalle [0 ; g] et compléter sa représentation graphique grace a la translation de
vecteur gm et de la translation de vecteur — gm

e Dérivée

-2
Vx€eRK(x)=

2 (T _
cos (3 Zx)

e Etude du signe de la dérivée
VxeRKk'(x) <0

e Variations de f

. , . 51 St m
f est strictement décroissante sur ]0; E[ et sur ]E ; ;[

e Tableau de variations

NS

5t
¥
£ - -
\/§ —o0
£ \ \
—oo 3
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e Représentation graphique

S

—1L

—21

a DES QUESTIONS D’EVALUATION

Question 1 : Comment étudier la dérivabilité d’une fonction en un point lorsqu’elle est
définie a gauche et a droite en ce point ?

» Exercice non corrigé

Ona::
1
) x)-f(3 . oEtl . 3-x Looo-1
. mf—f()zll 22 _ |jm —— = lim —=1
x—3 x-3 x—3 x-3 x—3 (x-3)(2-x) x—>32—x
< < < <

Donc f est dérivable a gauche en 3 et f’ g B)=1

(x=3)(x%+3x+9)

- 3_ 3_
lim fO-f3) _ lim 22284t _ iy 2027

. = lim
x—3 x-3 x—3 x-3 x—3 x-3 xX—3 x-3
> > > >
lim Z0/®) lim(x% +3x +9) =27
xX—3 x-3 xX—3
> >

Donc f est dérivable a droite en 3 et f',(3) = 27.
e f1,(3)# f’g(3) donc f n’est pas dérivable en 3.

Question 2 : Comment justifier que la courbe représentative d’une fonction f admet un
point d’inflexion ?
» Exercice non corrigé
e Calculons f"' la dérivée seconde de f
vxe[0; 7], f'(x) = 1+ tan®(x)
vxel[0; ], £ (x) = 2(1 + tan?(x))tan(x)
e Résolvons dans ]—gg[ I’équation f"'(x) = 0.
Ona:f"(x) =0 2(1+tan?(x))tan(x) =0 S tanx =0 = x =0
e Etudions le signe de f"

Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 1




f" s’annule en 0 et Vxe ]—g;o[,f”(x) < 0etVxe ]0;%[,f”(x) >0

e f" s’annule en 0 en changeant de signe donc le point 0(0; 0) est un point
d’inflexion de (C).

Question 3 : Comment calculer le nombre dérivé de la réciproque d’une bijection en un

point ?

> Exercice non corrigé

1. Résolvons I’équation f(x) = \/2—3

Ona:f(x)=\/2—§<=>sinx=§<=x=g

2. Calculons f ’(g)

vxe |0; 2], £/ (x) = cosx

f! (g) = cos(g) :%

f' (g) # 0 donc f~1 est dérivable en ?
3. Calculons (f‘l)’(‘/;)

NV L S
(f 1) (7)—f,(g)—2

3

MES SEANCES D’EXERCICES

|

Exercices de fixation

Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite.

Exercice 1
1. Faux.
2. Vrai
3. Faux
4. Faux
Exercice 2
Etudions la dérivabilité de g en 2.
Ona:g(2) =4
Vxe]—o0;2],g(x) = x? — x + 2 et Vxe[2; +oo[, g(x) = x®> + x — 2
_ 2_ _ 2 _ 4 -
o limE0TIR) _ gy XX gy X2 gy (DD i+ 1) = 3
X2 x=2 xX—2 x=2 xX-2 x-2 x—2 x=2 xX-2
< B < <, e < ees <
o limE0TIR) gy XHXT2TE gy R0 gy (DO ik +3) = 5
X2 x-2 xX—2 x-2 x-2 x-2 x—2 x=2 xX-2
> > > > >
lim 29029@) o iy $070@) 40 g est pas dérivable en 2.
x-2 x=2 x—-2 x=2
< >
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Exercice 3
Etudions la dérivabilité de f en 0.

- 2 — 2
o lim LSO _ jjpy XXM, XOOHS) =lim(x*+3) =3
x-0 X x-0 x x-0 x—-0
< < < <
o 1imIBTO _ i 3 3 im3 =3
x-0 x x-0 x x-0 x x-0
> > > <
lim L2 _ iy LOTO _ 3 ¢ f est dérivable en 0.
x—0 x x—0 x
< >

Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle.
Exercice 4

1. Faux.
2. Faux
3. Vrai

Exercice 5

Etudions la dérivabilité de f sur [—1; 0].
e Dérivabilité de f a droite en -1.

Ona: lim fOIED _ jpyy &0 1x+1 = lim Vx+1=0
>

-1 x+1 x--1 x+

> <
Donc f* est dérivable a droite en —1.
e Les fonctions x — x + 1 et x — vx + 1 sont dérivables en 0. Donc f est dérivable

en 0.
e La fonction : x +— (x + 1)vx + 1 est dérivable sur ]—1; 0[. Donc f est dérivable sur
1-1;0].

D’ou f est dérivable sur [—1; 0].
Tangente - tangente verticale.
Exercice 6

Faux
Faux
Faux
Vrai.

Eal ol

Exercice 7
FO)-f1)
-1

p puis donnons une interprétation graphique du résultat obtenu.

Calculons lim
x—1
>
. x)-f(1 . Vx-1 . 1
lim f@0-r@ _ lim = lim =
x—1 x-1 x—1 x-1 x—1vx—-1
> > >

Donc la courbe (C) admet une tangente verticale au point d’abscisse 1.

+oo
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Dérivées successives

Exercice 8
1.c) 2.b) 3.a)

Exercice 9
Calculons la dérivée 3™ de f sur I’intervalle I dans chacun des cas suivants :
. f(x)=3x*-5x2+7;1=R.
vxeR, f'(x) = 12x3 — 10x
vxeR, f''(x) = 36x2 — 10
vxeR, f®(x) = 72x

2. f(x) =2sinx —3cosx ;1 =R.
VxeR, f'(x) = 2cosx + 3sinx
VxeR, f''(x) = —2sinx + 3cosx
vxeR, f® (x) = —2cosx — 3sinx

1

(x-1)?
2

(x-1)3

Vxell; +oof, f'(x) = —

Vxe]l; +oof, f"'(x) =

6
(x-1)*

vxe]1; +oof, fG)(x) = —

Dérivée d’une fonction composée

Exercice 10

COLONNE A COLONNE B

ru'u*

*

.

(o mw
e

Ne

—

v Xu'ow

cos (u)

143

sin (u)
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Exercice 11

1.b) 2.b) 3.a)

Exercice 12
Calculons la dérivée de f sur I’intervalle I dans chacun des cas suivants :

1. f(x) =sin(3x—4);1=R.
vxeR, f'(x) = 3cos(3x — 4)
2. f() =(=2x+5°;I=R.
VxeR, f'(x) = 6 X (=2)(—2x + 5)5 = —12(—2x + 5)°

3. f(x)=Vx2+1;1=1]0;+oo].

1 2
Vxe]0; +oof, f'(x) = % x2x(x2+1)it = gx(x2 +1)7
. ’ _ 2x
vxe]0; +oof, f'(x) = o
4. f(x) =cos*x;I=R.
VxeR, f'(x) = 4 X (—sinx)cos3x = —4sinxcos3x

Inégalités des accroissements finis

Exercice 13

Soit f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I, a et b deux éléments de [ tels que
a < b.S'il existe des nombres réels m et M tels que pour tout x élémentde [a; b ],
m< f'(x) <M, alors m(b—a) < f(b)— f(a) < M(b— a).

Exercice 14

Justifions que : % <f(a) < %

Vxel0; a],% <f'(x) < %

En appliquant ’inégalité des accroissements finis sur [0; a]
Ona:z(a—0) < f(a) - f(0) <5 (a—0)

Donc%Sf(a) S%

Exercice 15

Soit la fonction f dérivable et définie sur R par : f(x) = sinx
VxeR, f'(x) = cosx

VxeR, |cosx| < 1
Donc VxeR, |f'(x)| < 1.

Guide du professeur - Pyramide Maths T*C TOME 1 51 I.



Soit x€RR, en appliquant I’inégalité des accroissements finis sur [0; x] ou [x; 0], on a :

If() = f(O) < 1lx—-0].

D’ou |sinx| < |x].
Point d’inflexion

Exercice 16
Sur la FIGUREI1 le point A est un point d’inflexion de la courbe (Cy).
Exercice 17

Déterminons un point d’inflexion de la courbe (C).

VxeR, f'(x) = —3x2 + 6x

VxeR, f""(x) = —6x + 6

Ona:f"(x) =0 —-6x+6=0x=1.

Vxe]—oo; 1[, f"(x) > 0 et Vxe]l; +oof, f""(x) < 0

f"" s’annule en 1 en changeant de signe donc le point A(1; 0) est un point d’inflexion de (C).

Exercice 18

1. Faux 2.Vrai 3.Faux 4. Vrai.

Nombre dérivée de la réciproque d’une bijection en un point

Exercice 19
1. Faux 2.Vrai 3. Vrai 4. Vrai

Exercice 20

™

Ona (2) = ane 149 =2
@) =r@=%

f' (f_l (%)) # 0 donc f 1 est dérivable en%
o () =g -3
Exercice 21

Calculons (g~1)’ (— g)

Résolvons I’équation g(x) = —%
1 x-1 1 2
g(x)——54:’2x+1——g(:>3x—3——2x—1(:>x—g

Calculons g'(g).
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g (B = —3 32 _2
Ona:g (s) (2x2+1)? 3Xa =
g (E) # 0 donc g~ est dérivable en — =

5 3’
127

Ona: (g7 (=3) = @

Exercices de renforcement/ approfondissement
Exercice 22
La fonction f:x = +/x est dérivable et définie sur [1000; 1001]

vx € [1000;1001], f' (x) = %

vx € [1000; 1001], zm <fl(x) < W

En appliquant I’inégalité des accroissements finis sur [1000; 1001], on a:

1
75 < £(1001) — £(1000) < ﬁ
1
donc N_+f(1000) < £(1001) < ;== + f(1000)
D0l 5=+ V1000 < V1001 < 1000

Exercice 23

1. Démontrons que Vx € [O;ﬂ ,1<g'(x) <2
Vx € [O; E],g’(x) =1+ tan’x
g est strictement croissante sur [ ] donc tan(0) < tan(x) < tan( )

Doul0<tanx<1=1<1+tan’x <2

Doivx €[0;2], 1< g'(x) <2

2. Pour tout x € [O; %], on applique I’inégalité des accroissements finis sur [0; x] et on
obtient : 1(x — 0) < g(x) — g(0) < 2(x — 0) d’ou x < tanx < 2x

Exercice 24

Démontrons que Vx € [0;§],1+%S\/1+x$ 1+§

La fonction f:x + V1 + x est dérivable et définie sur [0; %]

Ona: Vxe[ ]f()_b/%et%gﬁf'(x)ﬁé
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Pour tout Vx € [0; %] , on applique ’inégalité des accroissements finis sur [0; x] et on
obtient : = (x — 0) < f(x) = £(0) < 5 (x = 0)

Dot =<VI+x-1<73

On en déduit que Vx € [0;%]’1+\7_ES Vitx< 1+§

Exercice 25

1. a) Tableau de variation de h.

1

Vx € [1;4+oo[,h'(x) = o

Vx € [1;+oo[,h'(x) < 0 donc h est strictement décroissante sur [1; +oo[

X 1 +0o0
H (x) -
2
h(x)
1

b) Soit la fonction g dérivable et définie sur [1; +oo par: g(x) = h(x) — x

Vx € [1;4+00[,g'(x) =h'(x) — 1

Vx € [1; +oo[, g’ (x) < 0 donc g est strictement décroissante sur [1; +oo[.

g est continue et strictement décroissante sur [1; +oo[ et g([1; +oo[) = ]—o0; 1].

Or 0 € ]—o0; 1] donc I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans [1; +oo[.
On en déduit que I’équation h(x) = x admet une unique solution a dans [1; +oo].

2. a) Démontrons que : Vx € [1; +oo, |h'(x)]| < %

1

Vx € [1;4oo[, |h' ()| = Zxvx

orVx € [1; 4], S;

.
2xVx
Donc Vx € [1; +oof, |h'(x)] S%

b) Soit x € [1; +oo[, on a aussi a € [1; +oo|.
Comme Vx € [1; +oo[, |h'(x)| < %, en appliquant I’inégalité des accroissements finis sur
[x; @] ou [a; x] ona: |h(x) — h(a)| < % [x — «al

D’ou |h(x) — a| < % lx — a|
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Exercice 26

1. Dérivées premiére, deuxieme et troisiéme de chacune des fonctions f et g.

vx € ]-L1[ f'(x) = — vx €]-1;1[ g'(x) = —

(1-x)? (1+x)?
. " _ 2 _1. " — 2
vx e]-1L;1[f"(x) = FEe vxel-1;1[g"(x) = T
1 @) (x) = —2 —1 @ (x) = —
vx € 1-1;1[, f©)(x) o vx €]-1;1[, g®(x) ey

2. Dérivées nieme de fetg (n > 1)

n!
(1_x)n+1
_ (=D"xn!

e Vxe]-1;1[ g(n)(x) T (a-xntt

o Vxe|-L1Lf™(x) =

Exercice 27

1. Déterminons a et b.

Vx ER,f'(x) =3x?+2ax+b

Ona:f'(0)=b=-3
ff)=f'(-1)e3+2a+b=3-2a+b=a=0

a=0
b=-3

2. Variations de f
Vx ER, f'(x) =3x2-3=3(x+1D(x-1)

On obtient : { donc f(x) =x%—-3x+1

f'lly=0e=x=-1oux=1

o f est strictement croissante sur |—oo; —1[ et sur ]1; +oo[
e f est strictement croissante sur |—1; 1[

3. Construction de (C).

’ |

O

L

=
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Exercice 28

1. Détermination de a

vr e R\ {~2}.f'() =

(2x+1)2

La tangente a la courbe (C) au point d’abscisse 0 est paralléle a la droite (D) : y = —5x + 2 si
et seulement si f'(0) = —5

Onobtient:a—4=-5<a=-1

2. Tableau de variation de f pour a = —1

Ona: VxE]R\{——} f'(x) =

(2x+1)2

Vx € R\{—%},f’(x) <0

X —co — +co

(=)

f(x)

Exercice 29

1. Détermination de a et b

, _ x*-2x-a-b
Ona:vx e R\ {1},f'(x) = R
'(-3)=0
(C) admet au point de coordonnées (—3; 1) une tangente horizontale donc {]} ((_3)) -1
. . a+b=15 , . \ fa=7
Ce qui donne : {—3(1 th=-13 le résolution de ce systéme donne : {b —3
2
Do f(x) == :ZTS

2-2x-15 +3)(x—5
2.vx € R\ {1}, f'(x) = 52 = 2D

5 400

=) + 0 -

TN

+eoo
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Exercice 30

l.a) D = ]—00; 0[ U ]0; 1[ U ]1; +oo[

b) lim £ (x) = o0 ; lim f(x) = —o0 3 lim () = =0 ; lim f(x) = o0 ; lim f(x) =3

< > < >
i =1

et xl_l)rjloof(x) ==

c¢) Les asymptotes : les droites d’équations x =0 ;x = 2 etx = %
2. Calcul de f'(x)

Vx € R\ {0;2), f'(x) = 2.

x%(x-2)*
3. a) Variations f.
. f’(x)=0(:)x=1
e Vxe]-oo;0[U]0;1[,f'(x) >0
o Vxe€]1;2[U]2;40of,f'(x) <0
Donc f est strictement croissante sur |—oo; O[ et sur ]0; 1|
f est strictement décroissante sur ]1; 2[ et sur ]2; +oo[

b) Tableau de variation de f.

x —oo 0 1 2 “+oo
F(x) 7

-
f=x) /

7

é

4. Représentation graphique de f.

|
‘1‘

|

b e
R
§

{
n'

[

_.__._
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Exercice 31

1.a) Dy = ]—o0; 2[ U ]2; o[
b) lim f(x) = —o0 ; lim f(x) = 4+ ; lim f(x) = +owet lim f(x) = +oo.
xzz x:Z xX——o0o X—+00

¢) lim [f(x) —(—x+3)]=0et lirP [f(x) — (x — 3)] = 0 donc les droites d’équations
X—>—00 X—+0
y = —x + 3 ety = x — 3 sont asymptotes a (C) respectivement en —oo et en +oo.
2. a) Dérivabilité de f en 3.

feO-1(3) _

[@-1G) _

Ona:lim —2 etlim
x-3 x-3 x-3

>
lim F)-f(3)
x-3

x—3
<

x-3
>

# lim f(x;:g(?,) donc f n’est pas dérivable en 3.

b) Calcul de f'(x).

v €]-0;2[U12;3], f(x) = —x + 3 + =

Ona: 1
Vx€[3;+00[,f(x)=x—3+;

Vx € ]-0;2[U]2;3[ f'(x) = -1 — (x—12)2

1 _ (x=3)(x-1)
(x-2)2 7 (x-2)?

Donc
Vx €]3;+o[, f'(x) =1—

¢) Sens de variation de f

e Vxe€]-0;2[U]2;3[f'(x) <0
o Vxe]3;+off'(x) >0
Donc f est strictement décroissante sur |—oo; 2[ et sur 2; 3[
f est strictement croissante sur ]3; 400

d) Tableau de variation de f

x —o 2 3 +0oo

fi(x)

= = T
B

.I 58 Guide du professeur - Pyramide Maths T'“C TOME 1



3. Construction de (C).

Exercice 32
l.a) Dy = ]—00; 2[ U ]2; +oo[

b) Lirr%f(x) =400 ;}Cirr%f(x) =400 ; lim f(x) = —ooet lim f(x) = +oo.
iy = X——00 xX—+00
< >

2. a) Variations de f.
Calcul de f'(x).

\7’x€]—oo;2[,f(x)=x—3—L
Ona: *2
VxE]Z;+00[,f(x)=x—3+xT2

Vx €]—-00;2[,f'(x) =1 +—

Donc G2?
_ ) = 1 — L = G=9@=1
Vx €12 +ool f'(0) =1 -5 ==

o Vx€]-o0;2[U]3;40[f'(x) >0
o vxe|2;3f'(x) <0
Donc f est strictement croissante sur |—oo; 2[ et sur ]3; +oo[.

f est strictement décroissante sur ]2; 3[ .
b) Tableau de variation de f.

=)

flx)
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Exercice 33

Calculons si possible le nombre dérivé a gauche et a droite, en x, de la fonction f définie par:
I. f(x)=-3x2+7|x| enxg=0

- —3x2—
Ona: lim LZOT© _ iy D370y XC3D) llm( 3x—7)=-7
x—0 x x—0 x x—0
< <

Donc f’<g(0) =-

- fl) - f(0) C =3x%+7x x(=3x+7)
lim = lim = lim ———

x—>0 x—0 X x—0 X
>

Doncf 0 =7

:}%(—3x+7)=7
>

2. f(x) = lxtzl enxy=—2
Ona:
()—£(0) o 11
o lim 2O _ iy =1 g L1
xX—=2 x+2 xX—=2 x+2 x—=2x-1 3
< 1 < <
! = =
Donc f g( 2) = 3
(O£ (0 =2 1 1
o lim 27O _ iy =1 gy L= 2
xX—=2 xX+2 T x>-2 x+2 x—-=2x-1
> > >

Donc f',(=2) = -

3. f)=4x|lx—1] enxy=1

Ona:
lim foO-r@) _ lim VX(=x+1) -1 -x

. im —==—
x—»l x—1 x—>1 x-1 x—>1 x(—x+1)

Donc f'n est pas derlvable a gauche en 1

L fO-fQ@) . Yx(x-D) x _
¢ ;Enﬂ x—1 }Enﬂ x-1 _}L»rnlw/x(x—l) =t
> > >

Donc f n’est pas dérivable a droite en 1.

Exercice 34
1) Démontrons que fonction f est dérivable en 1 et calculons son nombre dérivé en 1.

- 245
Ona: lim fx)-f(1) = lim 3x%+5-8 = lim 3(x— 1)(x+1)
x-1 x-1 x-1 x-1 x-1 x=

Donc f est dérivable en 1 et f'(1) = 6

llm 3x+1)=6

2) Déterminons une équation de la tangente (T) en A a (Cf).
M:y=fME-D+fD)

y=6(x—1)+8
y=6x+2
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3) Construis la courbe (Cf) et trace tangente (T).

Exercice 35
e Dérivabilité de f en 0.

ona: lim Z27O _ jim 2 — fim —x2 = 0
x—0 x x—0 x x—0
< < <
Donc f’g =0
_ 3
lim 29O _ i 2~ im %2 = 0
x—0 x x—0 x

> >
Donc f',(0) =0

f’g(O) = f',(0) , on en déduis que f est dérivable en 0.
e Dérivabilité de g en 0.
90)=9(®) _ o =’
X

—=1lim—x=0
x—0

Ona: lim
x—0 x—0 x
<

<
Donc g’g(O) =0

. (x)-g(0 . X .
llmg—g()zhm—zllmx=0
x—0 X x—0 x x—0

> >
Donc g',(0) = 0

g’g (0) = g’,(0) , on en déduis que g est dérivable en 0.
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e Dérivabilité de h en 0.
Ona:

lim POR© _ iy fE lim1+—= 4o
x x—0 X

x—0 x—0 x Vx

> > >
Donc h n’est pas dérivable en 0.

Exercice 36
) fx) = §x3 + 3x? —%x -5
f est définie et dérivable sur R
VxeR, f'(x) = x% + 6x —%
2
2) f(x)=3x—4+ Py

f est définie et dérivable sur R\ {— g}
Vxe]R\{—%},f’(x) =3-—2

(2x+7)?
3) f(x) =2x —cosx
f est définie et dérivable sur R
VxeR, f'(x) = 2 + sinx

3x2—x+2

4 for) =2
f est définie et dérivable sur R\ {%}
10 o _ (6x—1)(3x—-1)-3(3x%2-x+2) _ 18x?—9x+1-9x%+3x—6
VxeR\ {3} 100 = (3x—1)2 - (3x—1)?
9x2—6x-5
(3x-1)?

f'x) =

5) fe) = [
f est définie sur ]—2; 2] et dérivable sur ]—2; 2[.
Vael-2; 2 f'(x) = ———

2 22X
(2+x) ix

6) f(x) = cos3(x? —2x)
f est définie et dérivable sur R
VxeR, f'(x) = 3 X [cos(x? — 2x)]’ cos?(x? — 2x)
f'(x) = —3(2x — 2)sin(x? — 2x)cos?(x? — 2x)

7 f(x) =xV3x—2

f est définie sur E +00[ et dérivable sur E +oo[4

2 3 3x
Vxe]—;+00[, ") =V3x—2+4+xX——==V3x -2+ ——
3 f'e) 2V3x — 2 2V3x — 2
reN . 9x—4
f(x)_z\/sx—z

8) f(x) _ (Zx—l)g.

x+1
f est définie sur | —o0; —1[ U E, +00[ et dérivable sur ]—oco; —1[ U E, +oo[
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1

Vxe]—oo; —1[ U E' +°°[rf’(x) = g(ﬁ) (%)_3 - (’f’rl)zz—”\/E
x+1

Exercice 37
2x%+1
x2+3

On considére la fonction g définie de R vers R par : g(x) =

1) Déterminons l'ensemble de définition de g.

Dy =R

2) Calculons la dérivée de g et donne son ensemble de dérivabilité.

g est une fonction rationnelle définie sur R donc g est dérivable sur R.

. , _ 4x(x?+3)-2x(2x2+1) _ 4x3+12x—4x3-2x _  10x
Ona:VxeR,g'(x) = G2+3)? B PN R O Ty
3) Calcule les nombres dérivés de la fonction g en -2 et 3.
oy _ _10X(=2) _ -20
Ona:g'(-2) = TSR

10x3 _ 30 _ 5

g3 = (32+43)2 144 24
4) Détermine une équation de la tangente a la courbe de g au point d'abscisse -2.
M)y = g'(—2)2(§ +2)+ 57(—2)9
Ona:g (—2) =2F etg(—gZ) =3
Donc (T):y = —E(x +2) +3
—_20, .2
Y= Tw* T,
Exercice 38
1) Donnons l'ensemble de définition de f.
f est une fonction polynome donc : Dy = R.
2) Calculons les limites aux bornes de son ensemble de définition.
lim f(x)= lim x> —2x?+x—2= lim x* =— o
X—>—00 X—>—00 i X—>—00
lim f(x) = lim x®—=x?+x—-2= lim x® =+
x—>+00 x—+00 2 x—+00
3) Etudions le signe de f'(x) suivant les valeurs de x.
VxeR, f'(x) =3x2 —x -2
ff(x)=0=3x2—x—-2=0
A= (1) —-4x3x%x(-2)=25
A> 0 donc I’équation f'(x) = 0 admet deux solutions :
1-5 2 1+5
X]_:T:—g etx1=T=1
Vxe]—OO; —g] U [1;+[, f'(x) =0
Donc 5
ve[-21],fm <o
4) Déduisons le sens de variation de f et dresse son tableau de variation.
f est strictement croissante sur R.
Tableau de variation de f.
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x
2
—o0 —3 1 +o0
fi(=)
+ 0 - 0 +
50 +oo
o 27
f(x)
5
o -3

5) Déterminons les extrémums relatifs de f.

2 . oy s 50
e fadmeten — 3 un maximum relatif égal & — P

.. o A 5
e f admeten 1 un minimum relatif égal a -3

Exercice 39

1) Déterminons I'ensemble de définition de f.
Dy =R\ {2}

2) a- Calculons : }cllg f(x)et }cllg f (x) puis interprétons graphiquement les résultats.

< >
. e XP4x-2 . 2 _ 1
Iy £ ) = I 52 = iy a2 + - 2) x 2
< < <
i - _ im (2 —_92) = im—— = —
lim f(x) = —oo car Ll_r)r%(x +x—2)=4et lim — 0.
< < <
. o xPex=2 2 _ 1
lm £ = i "2 = et +x—2) x L5
> > >
. _ . 2 _ - . L —
}Cl_lgf(x) = 400 car Ll_rg(x +x—2)=4et }cl_r)r%x_2 +o0.
> > >

La droite d’équation x = 2 est une asymptote a le courbe (Cf).
b- Calculons li1+n f(x) et lim f(x).
X—+00 X——00
lim f(x)= lim x3 =40 et lim f(x)= lim x3=—o0
X—+00 X—+00 X—>—00 X——00

3) Déterminons les réels a, b et ¢ tels que VxeDf, f(x) = ax + b + x_iz

_ ¢ _ (ax+b)(x=2)+c _ ax?+(b—2a)x+c—2b
VxeDf,f(x)—ax+b+x_2— =

x—2 x—2
a=1 a=1
Par identificationona:{ b —2a=1 & {b =3
c—2b=-2 c=4

donc VxeDf, f(x) =x+3 +x472
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4) a- Démontre que la droite (D) d'équation y = x + 3 est une asymptote a la courbe (Cf)
en +oo eten —oo.

Jim (f() = (x+3)) = lim 2 -0

—+400 X— 2
et llm (f(x) - (x+3)= llm ;— 0
donc 1a droite (D) d'équation y = x + 3 est une asymptote a la courbe (Cf) en +oo et en
— 0.

b- Etudie les positions relatives de (Cf) et de la droite (D).
vxeR\ {2}, f(x) — (x+3) = —2

Tableau de signe

x —o0 2 +o

fO) = (x+3) -

o Vxe]—oo; 2[, f(x) — (x + 3) < 0 donc (Cf) est au-dessous de la droite (D) sur

]—o0; 2[.
e Vxe]2;4oof, f(x) — (x + 3) > 0 donc (Cf) est au-dessus de la droite (D) sur
12; +ool.
5) a- Démontre queVxeDf , f'(x) = %
VxeR\ {2}, f(x) = x + 3 + %2
’ 44 (x-2)P-4 x(x—4)
vxeR\ {2}, f'(x) =1 s e - 22

b- Détermine le signe de f'(x) suivant les valeurs de x.
vxeR\ {2}, (x — 2)? > 0 donc le signe de f'(x) est celui de x(x — 4).
ff(x)=0=x=00ux=4

'(x) N
f( R B § B +

Vxe]—o0; 0[ U ]4; +oo[, f'(x) > 0

vxel0;2[ U ]2;4[ f'(x) <0
c- Déduis-en le sens de variation de f puis dresse le tableau de variation de f.
e f est strictement croissante sur ]—00 ; 0[ et sur ]4 ; +00[.

e [ eststrictement décroissante sur |0; 2[ et sur 12; 4[
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+00

f'(x)

f(x)

N

+m\ 9 /+m

6) Détermine une équation de la tangente (T) a (Cf) au point d'abscisse 1.

M:y=fO&E-D+fD),f (1) =-3etf(1)=0

y=-3(x—-1)=-3x+3

7) Détermine si possible les extrémums relatifs de f.
e f admet en 0 un maximum relatif égal a 1.

e f admet en 4 un minimum relatif égal a 9.
8) Construisons (Cf), (D) et (T).
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Exercice 40

1) Vérifie que AH = 22
Le triangle ABH est rectangle en H.
Donc sinABH = j—: etona:mesABH = g
Dot AH = ABsinABH = a X sin =

Donc AH = @3

—
2) Démontre que MQ = x+/3.
Le triangle MBQ est rectangle en Q.
Donc tanMBQ = Z—g etona: mesMBQ = g
D’ott MQ = BQ X tanMBQ = x x tang
Donc MQ = xv/3.
3) Exprimons l'aire du rectangle MNPQ en fonction de x.
A(x) = Aire(MNPQ) = PQ x MQ
Ona:BQ =PC =xdonc PQ =a—2x
Dot A(x) = xvV3(a — 2x) = —2/3x2% + aV/3x
Ax) = —=2v/3x% + a/3x

4) Déterminons la position du point Q pour laquelle I'aire du rectangle est maximale.

L’aire du rectangle est maximale si A'(x) = 0.
Or A'(x) = —4vV3x + a3
Ona:o‘l’(x)=0<:>x=%
Vxe]O;%[,a‘l’(x) >0 et Vxe]%;a[,u‘l’(x) <0
Donc A atteint son maximum pour x = %.
D’ou la position de Q est telle que : BQ = %
5) Calcule alors 1'aire maximale du rectangle MNPQ.

a*V3

l'aire maximale du rectangle MNPQ est : A (%) =

Exercice 41
1. Etudie la continuité de f en 3.

f est définie en 3 et f(3) = 2
Ona: lin%f(x) = lin;x|x -3|42=2=f(@3)
xX— X—

Donc f est continue en 3.

2. Etudie la dérivabilité de f en 3. Interpréte graphiquement le résultat.

Ona: lim LT ® _ jjy 26704272 _ ) X073 _ iy x = -3
x—3 x-3 x—3 x-3 x—3 x-3 x—3
< < <

<
Donc f’g(3) =-3
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lim fO-FB3) _ lim
xX—3 x-3 x—3 x-3

> >
Donc f',(3) =3
f’g (3) # f',(3) donc f n’est pas dérivable en 3.

3

3. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.

{Vxe]—oo; 3LF(x) =—x%+3x+2
vxe]3; +oof, f(x) = x2 —3x + 2

{Vxe]—OO; 3Lf'(x) =—-2x+3
Vxel3; +oof, f'(x) =2x -3

vxel-o0; 3 f/(x) = ~2x + 3
f)=0ex=2

Donc Vxe]—oo:g[ U 13; +oo, f'(x) > 0

Vx6]§;3[.f'(x) <0

On en déduit que :

e f eststrictement croissante sur ]—00; S[ et sur |3; 4-ool.

. L. 3
e f eststrictement décroissante sur ];; 3[.

3
x —o = 3 +oo

o

F1x) * 0 - \\ +

Y

2

oo

4. Trace (C).

V.

—

st
——

| L



Exercice 42

1. Etudions la dérivabilité de f en 0 puis interpréter graphiquement le résultat.

CfOO=FO) _ o x%-2vx _2\=-_
Jig P2 = Jim S22 = lig (x = ) = —oo
> > >

Donc f n’est pas dérivable en 0.
La courbe (C) admet une tangente verticale au point d’abscisse 0.
2. Calcule les limites de f(x) et L;) lorsque x tend vers +oo puis interpréte

graphiquement les résultats.

lim f(x) = lim x2—2vVx = lim \/x(x\/x - 2) =+
X—>+0o X—+00 —_ x>+ )

. X . X“=2vVx .

dim === lim —== lim (x—7) =+

La courbe (C) admet une branche parabolique de direction celle de (OJ) en +oo.

3. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
. , _ 1 2xvx-1
vxe]0; +oof, f'(x) = 2x NCA -
Vxe]0; +oo[,v/x > 0 donc le signe de f'(x) est celui de 2xv/x — 1.

31

flx)=0=x= J;
Donc Vxe]O; iE [,f’(x) <Oet Vxe]s\E ;+00[,f’(x) >0

. o 31 . . 31
f est strictement décroissante sur |0; 7 | et strictement croissante sur |- ; +oo

4. Trace (C).
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Exercice 43

1. Déterminons I’ensemble de définition de f
2. Etudie la continuité de f en 0.

f estdéfinieen O et £(0) =0

Ona: }cif(l)f(x) =0=f(0)

Donc f est continue en 0.

3. Démontre que (C) admet au point d’abscisse 0 une tangente dont on précisera une
équation.

Etudie la dérivabilité de f en 0.

Ona:limw—lm_"“—ll L =1
x x—0 x x—»Ol X
< <
Donc f’g 0=1
limf(x) fO© _ i -1 =1
x—>0 x—>0x+l

Donc f',00) = 1
f’g(O) = f',(0) =1 donc f est dérivableenOet f'(0) =1
D’ou (C) admet au point d’abscisse 0 une tangente (T) de coefficient directeur 1.
(T):y = f'(0)(x —0) + f(0)
y=x
4. Etudions la parité de fet donne une interprétation graphique du résultat.
VxeR, —xeR et f(—x) = =—f(x)

Donc f est impaire.
Le point O est un centre de symétrie de (C).
5. Calculons la limite de f en +oo. Interpréte graphiquement le résultat.
llm f(x) = lim =—= lim Z=1

x—+00 X+1 X—>+00 X
Donc la droite d’équation y = 1 est une asymptote a (C) en +oo.
6. Etudie les Variations de f sur [0; +oof et dresse le tableau de variation de f.

Vxe[0; +oof, f(x) = x+1

Vxe[0; +oof, f'(x) = m
Vxe[0; +oo[, f'(x) > 0 donc fest strictement croissante sur [0; +oo].

|- x|+1 |x|+1

X 0 +o0
f'() +
1
f)
0
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7. Trace la courbe (C).

Exercice 44

1. Etudions la continuité de f'en 2.
Dy =R\ {-1}
f estdéfinieen2 et f(2) = g.

hm fx) = 11m z ;lf 2 é = f(2) donc f est continue en 2.

2. Etudions la dérivabilité de f en 2. Interpréte graphiquement les résultats.

f@-r@) _ g s 3x-1 _5
. X - . x—
Ona: 11m = lim X —2 = lim =-
X x-2 x—2 x-2 x—23(x+1) 9
< < <
5
Donc f' (2) ==
f,@=:
f@-F(2) Ler2 s sx45 11
. X)— . -3 . X+
lim = lim X123 = =—=
x—2 x-2 x—2 x-2 xX—2 3(x+1) 9
> > >

Donc f',(2) = %
f’g(Z) # f',(2) donc f n’est pas dérivable en 2.
La courbe (C) admet deux demi-tangentes : une demi-tangente a gauche de coefficient directeur 5
et une demi-tangente a droite de coefficient directeur 1,71.
3. Calculons les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

x2—x+2
11m fx) = Emm? = —o0

i x2—x+2
llm f(x)— _)+m 1 = 4o

_ x24|x=2| _
Jim, 70 = Jim, 2252
< <

x+1
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. . xZ4|x=2|

lim f(x) = lim ———— = 4o
x--1 x--1 x+1

> >

4. Etudions les variations de f et dresse son tableau de variation.

x2—x+2

Vxel—eo; —1[U |1, 2], f () = Tk
_ x%4x-2

Vxe]2; +oo, f(x) = 1
, _ x%+2x-3
Vxe]—oo; —1[ U ]-1;2[, f'(x) = (x+1)?
, _ x%+42x+3
Vx€]2, +°O[vf (x) - (x+1)?
x?42x-3

o Vxe|—oo;—1[U]-1;2[, f'(x) = D)’

Vxe]—oo; —1[U]-1;2[ f/(x) =0 = x?+2x—3=0 (x—1D(x+3)=0
Vxe]—oo; —1[U]-1;2[,f'(x) =0 & x =1oux = -3
Donc Vxe]—o0; =3[ U ]1; 2[f'(x) > 0 et Vxe]-3; —1[U ]-1; 1[, f'(x) < 0
f est strictement croissante sur |—oo; —3[ et sur 11; 2[
f est strictement décroissante sur |—3; —1[ et sur |—1; 1[

. Vxel2: +00[,f’(x) _ x2+2x+3

(x+1)?

vxel2; +oof, f'(x) =0 = x2+2x+3=0
A=22—-4x1x3=-8,A< 0 donc Vxe]2; +oof, f'(x) > 0

est strictement croissante sur ]2; 4o

X —o0 -3 -1 1 2 +00
Ji€9)] + 0 - o 0 + +
-7 +00 + 00
fx)
—00 1

a) Démontrons que les droites (D) et (D2) d’équations respectives y = x — 2

ety = x sont asymptotes a (C) respectivement en -o0 et en + oo .
lim [f(x) — (x —2)] = lim 2 =0
X——00 X—

—oo X+1

. i 2
Am ) =] = lim —25=0
Donc les droites (D1) et (D2) d’équations respectives y = x — 2

et y = x sont asymptotes a (C) respectivement en -co et en + oo .

b) Etudions la position de (C) par rapport a (D1) sur | — o0; —1[U] — 1; 2].

Vxel—o0; ~1[U]-1;2], () = (x = 2) = 37
Vxe]—oo; —1[, f(x) —(x —2) <0
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vxel-1;2], f(x) — (x—2)>0
Donc (C) est au-dessous de (D) sur | — oo; —1] et au-dessus de
(Di1) sur] —1;2]
¢) Etudions la position de (C) par rapport a (D2) sur [2; 4oo].
2

Vxe[2; +oof, f(x) —x = -

Vxe[2; +oof, f(x) —x <0

Donc (C) est au-dessous de (D2) sur [2; +oo[.

6. Tragons (D1), (D2) et (C).

Exercice 45

Partie A
1. Justifions que I’ensemble de définition de fest | — oo; —2]U[—1; +oo[.
xeDp & x?*+3x+220 (x+1)(x+2)=>0
x —o0 -2 -1 +o0
(x+D(x+2) + 0 - 0 +

Donc Dy =] — 00; =2]U[—1; +oo].

1. Etudions la dérivabilité de f en —1 et en —2 puis interprétons graphiquement les
résultats.
Ona:

. f)-f(-1) _ . VO+D)(x+2) . (x+1)(x+2)
lerP1 x+1 - xll»rp1 x+1 xll}lll x+ DY+ D (xc+2)
> > >
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li fO-FED _ x+2
x—-1 x+1 x—=—=1./(x+1)(x+2)
> >
f n’est pas dérivable en —1.
La courbe (C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse —1.

e lim fx)-f(-1) = lim v (x+1)(x+2) — T (x+1)(x+2)
x—>-2  x+2 x—==2 x+2 x>=2 (x+2)/(x+1)(x+2)
< < <
li fOFCED x+1

xX—>-2 x+1 x=—=2./(x+1)(x+2) -
<

<
f n’est pas dérivable en —2.
La courbe (C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse —2.

2. Calculons les limites de f en — oo et en +oo.

lim f(x) = lim Vx2+3x+2=+4+oet lim f(x) = lim Vx2+3x+2 ==+
x—+oo X—+00 X——00 X——00

3. Etudions les variations de f et dresse son tableau de variation.

. 1. ’ _ 2x+3

Vxe]—oo; —2[ U ]—1; +oof, f'(x) _72§/m
f’(x)=0<:>2x+3=0<:)x=—5
Donc Vxe|—o0; —2[, f'(x) < 0 et Vxe]—1;+o[, f'(x) >0
On en déduit que f est strictement décroissante sur ] —oo; —2[ et strictement croissante sur

1-1; +ool.
x —o0 -2 -1 +0oo
f'(x) - +
+ o0 +00
fx)
0 0

4. Démontrons que les droites (D) : y = —x — % et(D2):y=x+ ; sont asymptotes a
(C) respectivement en —oo eten + oo .

lim [f(x)—(—x—%)] = lim vx2 +3x+2+x+%
X——00 X—>—00

. EN Y 3+§ 3 _
Jim [0 = (—x=3)] = Jim —=—+2=0

o= 141
lim [f(x) - (x+3)] = lim Vx2+3x+2—-x—>
x—+00 2 x—+00 2

2
lim —=~—-2=0

o= f13 24 2
X X
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Donc les droites (D1) : y = —x — % et(Dy):y=x+ % sont asymptotes a (C)
respectivement en —oo et en + oo .

5. Démontre que la droite (A) d’équation x = — % est un axe de symétrie de (C).

VxE]R,—g—xeDf = —%+xeDf

Ona:f(—%—x)= /xz—i etf(—%+x)= xz—i

f (—; - x) =f (—% + x) donc la droite (A) d’équation x = — % est un axe de symétrie de
(©.

6. Donne une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.

(T):y = f'Ox + £(0) = Zx + V2
y= é—ix +2

7. Trace (Dy), (D2),(T) et (C).

Partie B
Soit g la restriction de f a [-1 ; +oo [.
1. Démontrons que g est une bijection de [-1 ; +oo [sur [0 ; +oo [.
g est continue et strictement croissante sur [-1 ; +oo [ et g([—1; +oo[) = [0; +oo].
Donc g est une bijection de [-1 ; +oo [sur [0 ; +oo [.

2. Justifions que la bijection réciproque g~! de g est dérivable en V2 etcalcule
(g™’ W2).
Ona:g(x)=v2=x=0
V2

Donc g’ (g‘l(\/f)) =g'(0)=2

2
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g (g‘l(\/f)) # 0 donc g1 est dérivable en V2.
Y(V2) =55 =12

g'(0)

Exercice 46

1. Démontrons que f est une bijection de IR sur un intervalle K que I’on précisera.

frn 1

VXGR,f (x) = m
VxeR, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur R.
f est continue et strictement croissante sur R et f(R) = ]0; 2[
Donc f est une bijection de R sur ]0; 2[.

2. Justifie que la bijection réciproque f =1 de f est dérivable en 1 et calcule (f~1)’(1).
Ona: f(0) = 1donc f~1(1) = 0.

F(F1)=£'(0) = GroyTie 1
F'(f71(1)) # 0 donc f~* est dérivable en I etona: (f71)'(1) =

3.
a) Trace (C).

1
£1e1) ~ L

b) Trace (C’) la courbe représentative de f~1. (voir figure)
Exercice 47

1. Etudie la dérivabilité de f en 0.
lim £9~7© _ iy X lim (1 - i) = 400
x—0 x x—0 x x—0 Vx
> > >
Donc f n’est pas dérivable en 0.
2. Interpréte graphiquement le résultat obtenu.
La courbe (C) admet une tangente verticale au point d’abscisse 0.
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3. Démontre que f est une bijection de [0 ;1] sur [0 ; 1]
. y) = 1 — L = Yx=1

vxel0; 1], f'(x) =1 N
vxe]0; 1], f'(x) < 00 donc f est décroissante sur ]0; 1].

f est continue et strictement décroissante sur [0; 1] et £([0; 1]) = [0; 1]

4. Démontre que pour tout x € [0; 1],f o f(x) = x.
vxe[0;1],f o f(x) = f(f(x)) = f(x) = 2/f(x) + 1
Or f(x) = (Vx — 1)?)
Donc
vxe[0;1], fo f(x) =x —2Vx + 1 — 2 /(\/}—1)2+1=x—2\/§+1—2|\/§—1|+1
fof()=x—2Vx+1-2(—Vx+1)+1=x ,car[Vx—1| =—Vx+1
vxe[0; 1], f o f(x) = x

5. Déduis en la bijection réciproque £~ de f.
Ona:Vxe[0;1],f o f(x) =x donc fof =Idjy doncf~'=f
6. Construis (C).

Loided
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Situations complexes
Exercice 48
Détermination de la valeur exacte de 8 qui minimise la longueur totale des tuyaux.

Calcul de g'(6)

—5+10siné
cos*6

vo € |0;5],9'(0) =
Variations de g

g'(0)=0& —5+10sinf =0 6 ==
Done v6 € |0; 2], g'(6) < 0 etvo € |2 2], g'(6) > 0

PR - ’ . T . . T T
D’ou g est strictement décroissante sur ]0 ;Z[ et strictement croissante sur ]Z ;E['

Tableau de variation de g

=)

6+5/3

La valeur de de 8 qui minimise la longueur totale des tuyaux est %.

Exercice 49

Le bénéfice est défini par la fonction B telle que :
vx[0; 60], B(x) = 3x — f(x) = —x? + 84x
Calculons B'(x)

vx[0; 60], B'(x) = —2x + 84

B'(x) =0 x =42

Tableau de variation de B.

x 0 42 60
B'(x) + 0 -
1764
B(x) / \
0 60
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Le Bénéfice est maximal pour une production journali¢re de 42 parapluies.
Ce bénéfice est de 1 760 000 Francs.
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PRIMITIVE

SIT ION D’APPRENTISSAGE

o 1

1

compris le texte. Dans le cas de cette situation, le texte ne semble pas contenir de mots
ou expressions difficiles pour un éléve de terminale. Toutefois le professeur donnera la
parole a ses €léves afin de s’assurer que tout le monde a compris le texte.

e Il pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des

questions du type :

Constituants de la
situation

Exemples de questions
possibles

Réponses possibles des
éléves

Contexte

Ou et quand se déroule la
scéne ?

Lors d’une expérience
menée par des éleves,
portant sur I’efficacité
d’un bactéricide.

Circonstances

Indique la raison pour
laquelle tu es sollicité ?

Pour vérifier I’efficacité
du bactéricide : sachant
qu’il est jugé efficace si
apres son introduction, le
maximum de la
population de bactéries est
inférieur a 460 000.

Tache

Qu’as-tu décidé de faire
apres avoir été sollicité ?

Face a mes difficultés, j’ai
décidé de former un
groupe de travail afin
d’effectuer des recherches
sur la question.

Le professeur profitera donc de la tdche énoncée par ses éléves pour faire faire la synthése
de la situation et annoncera le plan de la lecon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la
situation durant tout le déroulement de la legon.
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u DECOUVERTE DES HABILETES

Activité 1 : Primitive d’une fonction

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition d’une primitive d’une fonction
continue.

e Réponses aux questions de I’activité

1) VxER,F'(x) =3x%—14x +3

2) Vx € R F'(x) = f(x)

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 1

F est dérivable sur]0; 4+oo[, donc Vx € ]0; +oo[, F'(x) = f(x) . Ainsi F est une primitive de f
sur ]0; +oof.

Exercice de fixation 2 :

Associe chacune des fonctions de la colonne A a sa primitive sur R dans la colonne B.

Colonne A Colonne B
7x%—8x+6 | Lo 3x +2
—21x? o| | o x*+3x—-5
2x +3 -— o x” —4x*+4+6x-9
3 o« e -7x3 -1

Activité 2 : Primitive et fonction continue sur un intervalle.

® [ ’objectif de cette activité est de justifier qu’une fonction admet une primitive sur un
intervalle.

® Réponses aux questions de I’activité

1. f est définie de R vers R par (x) =

bt

1 . .
7 Justifions que f est continue sur

V2x—1

La fonction g: x + 2x — 1 est continue sur E +00[ etg (E +00D =]0; +ool.

La fonction h: x — +/x est continue sur [0; +oo[ et ]0; +oo[ < [0; +oo].

La fonction h: x — % est continue sur ]0; +oo[. Donc la fonction f = lohog est continue sur
]l ; +00[.
2

2. g est dérivable sur E ; +00[.
Ona:Vx € E, +00[,g’(x) = \/% donc g est une primitive de f sur E, +00[

o Corrigé de I’exercice de fixation
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Exercice de fixation 3 :

X
x2+1
continues sur R donc f et u admettent une primitive sur R.

Les fonction f:x — x3 —1 etuw:x » ont pour ensemble de définition R et sont

La fonction h: x = v/x a pour ensemble de définition R et est continue sur R*donc h
admet une primitive sur R*

Activité 3 : Primitives d’une fonction

had

L’objectif de cette activité est de déterminer les primitives d’une fonction sur un
intervalle.

Réponses aux questions de 1’activité

F et G sont des primitives de f sur [ donc
F'(x)=f(x), vxel
{G'(x) =f(x), Vx el
VxeI Gx)—F'(x)=0

vVxel G(x)—F(x)=c,ce R
vVxel, G(x)=F(x)+c,ce R

douVx el F'(x)=G"(x)

Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 4

f, h et t sont des primitives de g sur R.

Exercice de fixation 5

VxE]R,G(x)=x?3—3x+5

Vx € R, H(x) ="3—3—3x— 100

Activité 4 : Primitive prenant une valeur donnée en un point donné

L’objectif de cette activité est de déterminer la primitive d’une fonction prenant une
valeur donnée en un point donné .

Réponses aux questions de 1’activité

. Vx€Il,6(x)=F(x)+cc€ER

a)OnaG(a)=be=c=-F(a)+b

Onobtient G(a) =b <= G(x) =F(x) —F(a)+b

b) La fonction G définie par G(x) = F(x) — F(a) + b est I’'unique primitive sur I qui
prend la valeur b en a.
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o Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice de fixation 6

La fonction f est continue sur R, f admet donc une primitive F sur R.
vx € R, F(x) =%x4 —5x+c¢, avec c €R

Déterminons la primitive de f sur R qui s’annule en —1.
F(-1)=0& < (-1)*—5(-1) +c =0

On obtient ¢ = —%donc F(x) = %x‘* —5x — %

Exercice de fixation 7
1) Déterminons la primitive G de f sur R qui prend la valeur 5 en 0.
G(x)=x*>—-x+5
2) Déterminons la primitive H de f sur R qui prend la Valeur% en — 1.

H(x) =x*—x— %
Activité 5 : Primitives des fonctions usuelles.

o [’objectif de cette activité est de connaitre les primitives des fonctions usuelles.
e Réponses aux questions de 1’activité.
l. Dy =R,D; =R, Dy, =R", Dy, = [0;+0[, D, =R, D, =R,

Dy =R\ {Z+kn} ke

2 af'=a, g@=x" K®=-7, MK =7z,n&) =sinx,
p'(x) = cosx et q'(x) = 1 + tan®x.

b)

f' est continue sur R.

g’ est continue sur R.

h' est continue sur ]—oo; 0[ et sur ]0; +oo
m’ est continue sur |0; +oo].

n' est continue sur R.

p' est continue sur R.

q' est continue sur les intervalles du type ]—g + km; g + kT[[ ouk € ZR.

3. a) Une primitive de x = a sur R est la fonction f:x = ax
n+1

b) Une primitive de x = x™ sur R est la fonction g: x = 3

o 1 . 1
¢) Une primitive de x - - sur R est la fonction : x = — o

d) Une primitive de x = % sur R est la fonction m: x = 2+/x

e) Une primitive de x + sinx sur R est la fonction n: x = —cosx
f) Une primitive de x = cosx sur R est la fonction p: x — sinx
@) Une primitive de x » 1 + tan®x sur R est la fonction q: x - tanx
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e Corrigé de I’exercice de fixation

Exercice de fixation 8

Fonction f Primitive F
-2 —2x+c
x5 %6
? +c
1 1
x? x
1 2Vx
Vx
sinx —Ccosx
cosx sinx
1+ tan®x tanx

Activité 6 : Opérations sur les primitives

e [’objectif de cette activité est de connaitre et de déterminer les primitives des
fonctions de la forme u’ + v/, u'u”" (r # —1), Z—; r+1), %
e Réponses aux questions de ’activité.
1) a F(x)=x*+xetG(x) =x:4
b-h(x) =x3+2x+ 1onaH(x) =§+x2 +x
c- Ainsi on remarque que : H(x) = F(x) + G(x)
2) a-j(x) =k(2x+1)

b- La primitive J de j sur R : J(x) = kx? + kx
c-Ona:kF(x) =k(x?>+x) =kx?+kxdoncV x €R, J(x) = kF (x)

3) a-U'(x) = ' ()u™(x) ; m'(x) = Z,’L((J;)) ;n'(x) = \1;;(—);)) ;p'(x) = u’(x)cos(u(x));
q'(x) = ' (0)sin(u(x)).

n+1 1 1
b- u'(x)u™(x) a pour primitive it LA C)

—— a pour primitive ——————— ;
n+1  ’un(x) pourp (n-Dun"1(x) ’

u’(x)

u(x)

u'(x)sin(u(x)) a pour primitive —cos(u(x)).

a pour primitive 2/ u(x) ; u'(x)cos(u(x)) a pour primitive sin(u(x)) ;
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e Corrigé de I’exercice de fixation

Exercice de fixation 9
2 3
a) Vx ER,F(x) = %—cosx;b)Vx € R, F(x) =%+2\/§;

¢) Vx € R, F(x) = sinx + cosx
Exercice de fixation 10

(x2-5x+1)*
4 b

1 .
x3+1

1) Vx €]0; +oo[, F(x) =
2) 2)Vx €]0; +oo[,F(x) = —

3)Vx € ]0; 4o, F(x) = 2v2x + 3
4)Vx € ]0; 4+oo[, F(x) = sin(—3x) ;

5)Vx € ]0; 4o, F(x) = —cos(xx/g— 7)

a DES QUESTIONS D’EVALUATION

Question 1 : Comment justifier qu’une fonction f est une primitive d’une
fonction g ?

e Correction de I’exercice non corrigé

f est dérivable sur R, Vx € R, f'(x) = 3x2 + 7. On constate que Vx € R, f'(x) = g(x)
donc f est une primitive de g sur R.

Question 2 : Comment justifier qu’une fonction f admet des primitives sur un
intervalle I donné ?

e Correction de I’exercice non corrigé

f est une fonction polynéme, elle est continue sur R donc f
admet des primitives sur R.

Question 3 : Comment déterminer la primitive F d’une fonction f qui prend la
valeur b en un point a ?
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e Correction de I’exercice non corrigé

Déterminons les primitives F de f.

Ona:F(x)=2vx—1+c¢, c€eR

Déterminons la valeur de ¢ pour laquelle F(2) = 3.
Ona:F(2)=3donc2v2—1+c=3

¢ = 1. Ainsi la primitive F de f qui prend la valeur 3 en 2 est F(x) = 2vx — 1 + 1.

MES SEANCES D’EXERCICES

Exercices de fixation
Primitive d’une fonction
Exercice 1

Vx€R,f'(x) =4x3+ 6x% —2x + 7. On constate que V x € R, f'(x) = g(x) donc f est
une primitive de g sur R.

Exercice 2
Les primitives de f sur R sont les fonctions G et P.
Primitive d’une fonction continue sur un intervalle.
Exercice 3

Les fonctions g: x — |x| et h: x + 1 sont continues sur R donc la fonction f = g + h est
continue sur R. On en déduit que f admet des primitives sur R.

Exercice 4

Les fonctions qui admettent une primitive sur leur ensemble de définition sont : f, hetu
Primitives d’une fonction donnée

Exercice 5

Tout autre primitive de g est de la forme : x — G(x) + ¢, c € R.
Lesfonctions:x-—»ix‘*—x2 +27, x-—>%x4—x2 +13et:x'—>ix4—x2—41 sont
donc trois autres primitives de g sur R,

Exercice 6

1) Vx€ER,F'(x) =5x*
Vx €R,F'(x) = f(x) donc F est une primitive de f sur R

2) Quatre autres primitives de f sont: x — x>+ 15; x — x5;x — x5 —2030;
x — x5-1
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Primitive prenant une valeur donnée en un point donné
Exercice 7
Déterminons la primitive F de f sur R qui s’annule en 0.

OnaF(x) =x3—x?+5x+c, c €Rtel que F(0) = 0. On obtient c = 0 donc
F(x) = x3 — x? + 5x.

Exercice 8
Les primitives F de f sur ]0; +oo[ sont de la forme F(x) = ;xz —-x— xiz +c¢, ceR.

F(1)=0 @3_1_1+C=0,0ntrouvec=§

Donc F(1) =0 & F(x) =2x?—x——+=
Primitives des fonctions usuelles
Exercice 9

1) Vx€R, F(x) =x*+x

) Vx€ER, F(x) =

2
3) Vx €]0;+oof, F(x) ==+ 2Vx
4) Vx €R, F(x) = —cosx — 2sinx

Exercice 10

X

1)V x €]0; 4+oo[, F(x) =T4+C’C€ R

2) V x € ]0; +oo[, F(x) =54+c,ce R

3)Vx €]0;+o[,F(x) = —cos(x) +¢c,c €ER

4)V x € ]0; +oo[, F(x) = sin(x) +¢c,c ER

5)V x €]0; +o[, F(x) = 2Vx + 2x + ¢c,c €R
x3 x?

6)Vxe]0;+00[,F(x)=?—7—2x+C,CER

Opérations sur les primitives
Exercice 11

a)Vx €]0;+oo[,F(x) =cos(—3x) +c,c ER
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b)Vx€]0;+oF(x) =2v2x+1+c,c€R
c)Vx €]0;+oo[, F(x) =2;—_5+C,CER

_ (x2+7)8

d)Vx €]0;4+0,F(x) = s toceE R
Exercice 12
2_ 4
a) V x € ]0; +oo[, F(x) =@+c,c ER
1
b)Vx E]O,+00[,F(X) = —m‘f—C,C eER

c)Vx €0+, F(x) =2Vx?+x+1+c,ceR

cos3(x)
3

d)Vx €]0;4+[,F(x) = +c,ceR

Exercices de renforcement/ approfondissement

Exercice 13 ( Dans le manuel, corriger la numérotation des questions dans I’énoncé de
I’exercice)

1- Faux ; 2- Vrai ; 3- Vrai ; 4- Vrai

Exercice 14

3

1) Vxe]R{,F(x)z%+2

2) Vx€]0;+0o[,F(x) = 2Vx + 4

3) Vx €0+ Fx) = -~ —1

4

4) V x €]0; +oo, F(x) =%x§+ 100

5) Vx €]0; 400, F(x) = ——+700

6) Vx €R F(x) =—cos(x)
Exercice 15

1) Vx € R F(x) =—4,9x% + 5x

2) VXE]—§;+00[,F(x):—3x1+1
3) VXEE;+00[,F(x):5\/2x—1
4) Vx €R,F(x) =sin(x*>-1)
5) Vx €R,F(x) =§(xZ —x+5)g
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Exercice 16

La fonction g définie par g(x) = 3x2 — 4x + 7 est continue sur R, donc g admet une
primitive sur R. Vx € R, G(x) = x3 — 2x> + 7x + c,c ER.

G1)=3c=-3
G)=3e VxeRG(Hx) =x3—2x2+7x—3

Exercice 17

La fonction g définie par g(x) = cos(3x) — %cos(x) est continue sur R, donc g admet une

primitive sur R. V x € R, G(x) = gsin(3x) — ésin(x) +c,c€ER

m V2
G(Z)=O=)C=E
6(3)=0= vreRGw = 1sm(3x>—1sm(x>+€

Exercice 18

1- Déterminons trois nombres réels a, b et c tels que
pourtoutx > 1, h(x) =ax+b +

1)2
ax3+(b— 2a)x +(a—2b)x+b+c

pour tout x > 1, h(x) =

(x-1)?
Par identification, on obtient :
a=2
b=-3
c=2
pour tout x > 1, h(x) = 2x — 3 +#

2- h est continue sur |1; +oo[ donc h admet une primitive H sur ]1; +oo[.
2
Vx €]1; +oof, H(x) = x2 —3x—m+c,c ER
H2) =0oc=4

2
HR2)=0oVxel]l; +00[,H(x)=x2—3x—m+4

Exercice 19
1- Dy = {x € R/3 —x = 0} doncDy = ]—o0;3].
2- La fonction F définie par F(x) = (ax? + bx + c)V3 — x est dérivable sur ]—oo; 3[.
vV x € ]—00;3[, F'(x) = (2ax + b)V3 — x + (ax? +bx+c)2m
—5ax? + (12a — 3b)x + 6b — ¢

Vx €]—o0;3[F'(x) = N

a2
OnaVx €]—o0;3[, f(x) =xVv3—x.Ainsi Vx € ]—00; 3[.f(x) = szririx
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—5a = -2
Vx€]-o;3[F(x) = f(x) & {12a -3b=6

6b—c=0
2
VxE]—0°:3[,F'(x)=f(x)=>4 b=—§
l_ 12
‘=7%

2
V x € |—00; 3[, F(x) =§(x2 —x—6V3—x+cc €ER

3 F(-D=0ec=7

F(-1) =0 o Vx€]-w;3[,F(x) =§(x2—x—6)\/3—x +?

Exercice 20

I- Vx € R,sin3(x) = sin(x)(1 — cos?x)
V x € R, sin®(x) = sin(x) — sin(x)cos?(x)

2- La fonction h définie par h(x) = sin®(x) est continue sur R. h admet donc une
primitive sur R. V x € R, H(x) = —cos(x) + §C053(x) +c ceR

3- Hm)=2ec=0
H(m) = % & Vx€eRHMX) =—cos(x) + écos:“(x)
Exercice 21
La fonction f définie sur R par : f(x) = cos3x sin®x.
f est continue sur R donc f admet une primitive F sur R.
Vx €R,f(x) = (1—sin®x)cosxsin®x
V x € R, f(x) = cosxsin®x — cosxsin®x

1, 1
Vx€RF(x) = ;sm7x —;smgx

Exercice 22

f de [0; 1] dans R définie par f(x) = E(x)

f n’admet pas de limite en 0 donc f n’est pas continue en 0.
f n’admet pas de limite en 1 donc f n’est pas continue en 1.

f n’est ni continue en 0 ni continue en 1 donc f n’est pas continue sur [0; 1].
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Exercice 23
Justifions que F(x) = x|x| est une primitive de f(x) = 2|x| sur R.
o Vx€]—o;0[F(x) =—x?
F est dérivable sur |—o0; 0[ et V x € [—00; 0, F'(x) = —2x = 2(—x) = 2|x]|
donc F est une primitive de fsur ]—oo; 0[.
e Vx€[0;+oo[,F(x) = x?
F est dérivable sur [0; +oo[, V x € [0; +oo[, F'(x) = 2x = 2|x|
donc F est une primitive de f'sur [0; 4-oo].
En conclusion, la fonction F définie par F(x) = x|x| est une primitive de fsur R.
Exercice 24
a) Vx€]0;+of, f(x) =x>+x2+3
4 3
Ainsi V x € ]10; +oo[, F(x) =%+%+3x+c, ceER
43
F(l) =0sc= T
i3 43
F(1) =0 Vx€]0;+oo[, F(x) =T+?+3x_ﬁ
b) Vx €R,f(x)=2x* + 4x?
Ainsi V x € R, F(x) =§x5 +§x3 +cc€ER
F0O)=0=c=0
Donc F(0) =0 &V x € R, F(x) =225 +7x3
n 1
c) Vx € ]O,E[,F(X) = —E'FC
b
F(¥)=1oc=1+2
n T 1
F(Z) =1 @VxE]O;E[,F(x) = —m'i'l‘l'\/z
d) VxERF(x) = isin“(x) +c
F(n)=0=c¢=0
Donc F(n) =0 & F(x) = %sin‘*(x)

Exercice 25
1) Vx € R,m(x) = cos(2x)
Donc Vx € R,M(x) = %sin(Zx)
VxeRn(x)=1

DoncVx € RN(x) =x
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2) a- cos(4x) = cos*(x) + sin*(x) — 6cos?(x)sin?(x)
b-Vx € R, t(x) = cos(4x)
Vx€eRT(x) = %sin(4 x)
3) Vx € Rh(x) = (n(x) — t(x))
f_
Vx €R f(x) =3 (m(x) + t(x) + 3h(x))
Vx€ERF(x) = %sin(Zx) + ésin(élx) + Zx
Vx €R g(x) = f(x) —m(x)
DoncVx € R G(x) = —%sin(Zx) + %sin(élx) + %x

Vx€ERHX) = isin(élx)

Exercice 26

5
1- VxE]R,F(x)zw
7
2- VxE]R,F(x)=%
2_ 6
3- VxE]R,F(x)zw

4- Vx€ERF(x) = —%coszx

Exercice 27

1

1) VxE]—%;+oo[,F(x) = —

1+4x
4 2
2 VxE ]_Oo’ 5[,F(x) T 3(4-3%)
1
3) Vx €]3;+m[,F(x) = e

Exercice 28

1- Vxe]—%;+oo[,F(x):2\/4x+l
2- VxE]—oo;%[,F(x)=—§\/2—7x
3- VXERF(x) =2Vvx2+x+1

4- CommeVx €R —1<sinx<1ldoncl<2+sinx<3
OnaVx €R,2+ sinx > 0 donc f est continue sur R et admet une primitive F sur R.

Vx €R,F(x)=2V2+sinx
Exercice 29

1- g est dérivable sur ]0; +oo[
vx €]0; +oo[, g'(x) =2V

2- Vx €]0; 400, f(x) = gg’(x) donc Vx € ]0; +oo[, F(x) = gg(x)‘
Vx € ]0; +oo[, F(x) = gx\/E
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Exercice 30

1. Déterminons les réels a et b tels que

vx € R\ {1}, f(x) =

b
(x+1)2 (x+1)3°

Vx € R\ {1}, f(x) =

ax+a+b
(x+1)3

Par identification on obtient: a =3 etbh =1

vx € R\ {-1},f(x) =

1
(x+1)2 (x+1)3'

2. Déterminons une primitive F de f sur ]—1; +oo[

1
Vx € |-1; +oo[, F(x) = : Ty

Exercice 31

1. Déterminons les réels a, b et c tels que

vx e R\ {-2},f(x) =ax+ b+

(x +2)Z

¢ ax®*+(4a+b)x?+4(a+b)x+4b+c
x+2)2 (x+2)2

ax+ b+

On obtient par identificationa = 2,b = =3 et c =5

vx € R\ {-2},f(x) —2x—3+( +2)2

2. Déterminons la primitive F de f sur ]—2; +oo[ telle que F(0) = 3
Vx € ]=2; +oo[, F(x) = x* — 3x—i+c, ceR
F)=3ec==

Vx € |-2; +00[F(x)—x —3x——+E

Exercice 32

1. Déterminons les réels a et b tels que : Vx € R\ {—1}, f(x) = a + (x+1)2

b ax*+2ax+a+b
(x+1)2 ~ (x+1)?

a+

Par identification, on obtient :

a =3ethb=1c’est-a-dire :
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1
(x+1)2

vx € R\ {-1},f(x) =3+

2. Vx €]-1;+[,F(x) = 3x—ﬁ+c, ceER

FQ)=-1ec=-2

1 20
F(Z)——1<:> F(x)—3x—m—?

Exercice 33

Vx €R, h(x) = f(x) + g(x)

vV x € R, h(x) = (2x + 1)(cos?x + sin’x)
Vx €€RhA(x)=2x+1

VxERH(X) =x>+x+cc€ER
H(-1)=0<c¢=0

H-1)=0 ®HXx) =x*+x

Exercice 34

13 _ 3x2+12x—1
1) VXE]—2,+OO[,3—W—W

13

Donc V x € |—2; 4o, g(x) = 3 — (x2)?

2) Déduisons-en la primitive G de g sur |—2; +oo] telle que G(1) = 4
Vx € ]=2;+00[,G(x) = 3x+£+c, ceER

G(H)=4c= —? c’est-a-dire :
13 10
G(l)—4 4=G(x)—3x+m—?

Exercice 35
Vx € R, f(x) = cos?(x) et g(x) = sin?(x)
1. Vxe Rm(x) = f(x)—gx)
Vx € R m(x) = cos(2x) donc M(x) = %sin(Zx)

Vxe Rnx) =fx)+g)

Vx€ Rn(x) =1doncVx e R N(x)=x
m(x) = f(x) — g(x)
n(x) = f(x) + g(x)
Vxe R f(x) = %(m(x) +nx))etvxe R glx) = ;(n(x) —m(x))

Ainsi Vx € R, F(x) = %(M(x) + N(x)), ontrouve x € R,F(x) = %sin(Zx) +§

2. On obtient le systéme { d’ou on tire

etVx € RG(x) =5 (N(x) — M(x)), on trouve x € R, G(x) =3 — Zsin(2x)
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Exercice 36

I (x+3)x?+2x+1)+1=x3+5x>+7x +4

1
2. Vx €]-oo =1 f(x) =x + 3+ 55
f est continue sur | —co; —1[ donc f admet une primitive F sur ]—oco; —1[.
2
Vx € =00, —1[ F(x) =% +3x -

x+1
3. Vx €]—0;—1[,G(x) =F(x)+¢, ceR
G(—2) =5 F(—2) + ¢ =5onobtientc = 8
_x? 1
Vx € |—o0; —1[, G(x) —7+3x—m+8
Exercice 37

1. Déterminons les réels a et b tels que :

b
Vx € ]1; oo, f(x) = (x—a1)2 HETEE

a(x+1)?+b(x-1)?
(x?-1)2

Vx € |1; +oo[, f(x) =

(a+b)x?+2(a-b)x+a+b
(x2-1)2

Vx € ]1; 4o, f(x) =

Par identification

Q
Il

{ a+b=1 donc

2(a—b) =1

N FEWN N )

3 1

On obtient : Vx € |1; +oo[, f(x) = 4(x-1)2 | a(x+1)?

2. f estcontinue |1; +oo[

Vx € ]1; oo, F(x) = —>

4(x-1) + 4(x+1)

F(2)=0<:>c=§

F(2) =0 F(x) =— L 42

4(x-1) + 4(x+1) 6

Situations complexes
Exercice 38

e Signede [’
f'(t) = —103t% + 3 x 103t + 10* et £(0) = 103.

Calcul du discriminant, on sait que A= b? — 4ac. On trouve A= 49 X 10°
A> 0 alors f' admet deux zéros distincts x; et x,.
On trouve x; = 5 et x, = —2.
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Commet = 0donc f'(t) =0 &t=5

Tableau de signe de f'

t 0 5 40
f'® - 0 +

e Sens de variation de f
vt € [0;5[, f'(t) > 0 donc f est strictement croissante sur [0; 5[.
vVt € ]5; 4o, f'(t) < 0 donc f est strictement décroissante sur ]5; +oo].

e Détermination de la formule explicite de f
f" est continue sur [0; +oo[ donc f’ admet une primitive f sur [0; +oo].
103 3x 103

vVt € [0;+oof, f(t) = _Tt3+ 5 t2+10* +cceR

f(0)=10% & ¢ =10°
103 3x103
f(0)=10° = Vit e [0+ f() = ———t7 +

t? + 10*t + 103

e Tableau de variation
0 5 +o0

t
f'® + -

f(5)
£ /’ \
103 —00

140500

f(5) = 3 ; £(5) = 46833
e Interprétation des résultats

Le maximum de la population de bactéries est atteint 5 heures apres I’introduction du
bactéricide et vaut environ 46833 bactéries.

Or 46833 < 460 000, donc le bactéricide est efficace.
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FONCTIONS LOGARITHMES
NEPERIEN

n SITUATION D’APPRENTISSAGE

e Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par un éléve, par le professeur et une lecture
silencieuse des €leves), 1’enseignant pourra s’assurer que les éléves ont bien compris le texte.
Dans le cas de cette situation, le texte ne semble pas contenir de mots ou expressions
difficiles pour un éléve de terminale. Toutefois le professeur donnera la parole a ses éléves
afin de s’assurer que tout le monde a compris le texte.

e Il pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des questions
du type :

Constituants de la situation | Exemples de questions Réponses possibles des

possibles éleéves

Contexte Ou et quand se déroule la M. Kouassi a acheté une

scene ? voiture neuve a 8.000.000 de

francs CFA le premier

Janvier 2020 .

Circonstances Indique la raison pour Le concessionnaire affirme

laquelle tu es sollicité ? que, compte tenu des

innovations technologiques,
cette voiture perd 8%de sa
valeur par an.

M. Kouassi a décidé de

donner sa voiture a sa fille

Henriette

lorsqu’elle vaudra moins que

le quart de son prix initial.

Au cours d’une discussion,

ta camarade Annick

Henriette se demande en

quelle année la voiture lui

reviendra .N’ayant pas la
solution

Téche Qu’as-tu décidé de faire Partageant I’inquiétude

apres avoir été sollicité ? d’Henriette, vous décidez

d’exprimer la valeur de la
voiture au bout de n années
puis d’effectuer des calculs
afin de répondre a sa
préoccupation.

Le professeur profitera donc de la tache énoncée par ses éléves pour faire faire la synthese de la
situation et annoncera le plan de la legon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation durant
tout le déroulement de la lecon.
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a DECOUVERTE DES HABILETES

Activité 1 : Définition de la fonction logarithme népérien

e [’objectif de cette activité est de connaitre la définition de la fonction logarithme
népérien.
e Réponses aux questions de I’activité
1. Ona: f(1)=f(1)+f(1) d’ou f(1)=0
2. Pour tout x élément de] 0 ; + oof, g(x)=f(a)+f(x)-f(x)
g(x)=f(a)

Donc g est une fonction constante.
3. a) g est dérivable sur] 0 ; + oo[car f est dérivable sur] 0 ; + oo[.
b) pour tout x élément de] 0 ; + oo[, on a g'(x).= af (ax)-f’(x)
¢) g’(D=af (ax 1)-f*(1)= af "(ax)-f '(x)
4. Onpose f’(1)=k
D’apres 2) g est constante d’ou g’(x)=0 et avec 3)b) on a : af’(a)-f’(1)=0
Or f’(1)=k alors g’(1)=af’(a)-k=0 d’ou k=af’(a) donc f ’(a)ZS ; ainsi par extension on a,, pour
tout réel x >0, f (x)=§

. s k .,
Par conséquent, f est la primitive de x— z sur] 0 ; + oo[qui s’annule en 1.

e Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice 1:

1. F;2.V;3.F; 4F

Activité 2 : Conséquences de la définition

e L’objectif de cette activité est de connaitre la dérivée, le sens de variation et les
conséquence de la variation de la fonction logarithme népérien.

e Réponses aux questions de I’activité

Ona:D;,=]0;+ [

. D’aprés la définition, In est la primitive sur ] O ; + oo de la fonction :

o =

1. (.
X = —qui s’annule en 1, donc In est dérivable sur] 0 ; + oof.

3. Vx€]0;+oo, ln'x——i ori >0 alors In est strictement croissante sur
10 ; +oo].
4. Ona:a<b << Ina<inb

a=b < lna=Inb

5. Inl1=0
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6. Ona:Inx<0 &0<x<1
Inx >0 &x>1
Inx=0 < x=1

o Corrigé des exercices de fixation

Exercice 2
1. F; 2.v ;3. F ; 4F ; 5F ; 6V; 71F
Exercice 3

a)Comme 7 > 5 alors In7 > In5 ;
b) on a: 29 < 4+/5 donc In29 <In4/5
c) ona: \/§>% doncln\/§>ln§

Activité 3 : le nombre e
o [’objectif de cette activité est de connaitre le nombre e 1'unique antécédent de 1
par la fonction logarithme népérien.
e Réponses aux questions de 1’activité
1. La fonction In est continue et strictement croissante sur]0 ; + oo[alors elle
réalise une bijection de]0 ; + oo sur In (]O ; + ) = R donc In est une bijection
de]0;+oo[surR.
2. Comme 1 € R alors 1 admet un antécédent unique par In.

Activité 4 : Propriété fondamentale

o [’objectif de cette activité est de connaitre la propriété algébrique fondamentale
de la fonction logarithme népérien et

e Réponses aux questions de 1’activité

1) fest dérivable sur]0 ; + co[car In I’est aussi et VX€]0 ; + oo[on a :

1
=7

2) Ainsi f est aussi une primitive de x +— % sur]0 ; + oo[donc VX€E]0 ; + oo ona:
f(x)=Inx +c,c € R;or f(1) =In(a)=Inl+c .
Comme In1=0 alors ¢ = Ina donc Vx€]0 ; + oo, f(x) = Ina +Inx

e Correction de I’exercice de fixation

Exercice de fixation
Exercice 4

1.v;, 2.F; 3.V ;4 F
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Activité 5: Conséquences de la propriété fondamentale

e [’objectif de cette activité est de connaitre les autres propriétés algébriques de
la fonction logarithme népérien et utiliser les propriétés algébriques de la
fonction logarithme népérien pour transformer une écriture.

e Réponses aux questions de I’activité

1. Onpose:1=>b X%d’oﬁ Inl = In(bx %)
0 =1Inb +In (% ), d’apreés la propriété fondamentale
donc In (3 ) = - Inb
2. On pose : %= a X % d’ou In (% ) =Ilna + In (%) d’aprés la propriété fondamentale ;
orln (5 ) = - Inb donc In (3 ) = Ina -Inb
3. Poura=bona:In(a% =In (aXa)
= Ina +lna
=2lna
D’une fagon générale, pour toutr € Q , In (a”) =r Ina

e Correction des exercices de fixation
Exercice 5
1.
a)ln4+In7 = In (4x7) = In28 b)Inv3 +Inv12 = In(V3 x V12 ) =In(~/36 =In 6
0)ln7 21 =In () =In;=-In3
2.0na:In(1+/2) + In(v/2-1) = In [(1+V2) (V2-1)]

= In[ (vV2)*-12] = In(2-1)
=1nl1=0

Exercice 6

1.V, 2F; 3V; 4F; S5F

Exercice 7 : In4+In5= In(20) ; b) Inv3 +Inv12 = Inv/36 = In6 ; c) 1n8+1n§ =In2
Activité 6 : Limites aux bornes de son ensemble de définition

o [’objectif de cette activité est de connaitre les limites de référence aux bornes
de I’ensemble de définition de la fonction logarithme népérien.
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e Réponses aux questions de I’activité
1.On a: Vx€]0 ; + oo, In (i ) =-Inx

. 1 , .
2. La fonction x+— In (;) est la composée de la fonction
1 .
X+~ et de la fonction x —Inx
3.0na: lim==+wet lim lnx=+o
x—0X X—+w

D’aprés la propriété de la limite des fonctions composées, on déduit que lirr}J Inx = -0
X—

4. La droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale a la courbe de In.

5. Tableau de variations de la fonction In.

><|+—x

-

Activité 7 : Représentation graphique de la fonction In

o [’objectif de cette activité est de connaitre la représentation graphique dela

fonction logarithme népérien et la limite de référence : lim —

xXx—+w X

e Réponses aux questions de I’activité
1. Ona::(T;):y=In’(1) (x-1) tInl et (T,):y=1In’(e) (x-¢) +lne
y=1(x-1)+0 y=22+

y=x-1 y=-=
2. Vx€]0 ;+oo[ , Inx < g <x et Inx <x-1<x donc la courbe (Cy;,) est en dessous de
(Tp) et(Te) -
Inx _ 2vx

3. a)Ona:\7’x€]0;+oo[;0<§lnx<\/§<=>0< ~ <
Inx 2
<:O<7<E

2 _ nx _
a) Comme xgm = =0 alors xl_l)n}@ . 0

b) La courbe (C;;,) admet une branche parabolique de direction (OI) en +oo .
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¢) Voir dessin

4
 ——
. 0t / —
=2 =1 o 1 2 3 4 5
F '_.-r"
,’
p
&
# f' -J 1
.-'l..- []
y
& 1

e Correction des exercices de fixation
Exercice 8
a) La courbe ( Cj;,) admet une branche infinie en +oo ;
b) La courbe ( Cj,,) admet une branche parabolique de direction (OI) en +co .
Exercice 9
C’est la courbe de la figure |

Exercice 10

a) lim (x —Inx) = llm x(1- —) +oocar lim x=+ooet lim ZX=0
X—+00 X—>+00 X
b) llm (lnx + —) +o0 car hm Inx=+ooet lim —=0
x—+00 Inx
c) llm(lnx + —) = - 0o car 11m lnx— ~wetlim—=0
x—0 Inx

Activité 8 : Autres limites

e [’objectif de cette activité est de connaitre les autres limites de référence.
e Réponses aux questions de l’activité

ln( z

1. a)On peut écrire : xInx =
} x
Inx
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b) Comme lin}) i =+ooet lim nT = 0 donc en utilisant la propriété de la limite
xX—

X—+o©

des fonctions composées, on obtient :
lim xInx =0
x—0

Inx _ Inx—Inl
x-1 x-1

Inx—Inl

2.0na d’ou 11m =In’(1)=1

. Inx
donc lim —=1
x—1x-1

3) On pose X=x+1; quand x— 0; X—1 et x =X-1

. In(x+1 . InX
Ainsi lim n@+d) _ lim —=1
x—0 X X—1X-1

e Correction des exercices de fixation
Exercice 11

1) On a: x(1-Inx) = (x- xIn x) or hm xln x=0 et lim x =0

x—0

Donc lim x — xlnx =0.

x—0

2)Ona: llmxlnx Oetllmx+1 1 donc llmm:O

1
3)Ona: %= (—x) or llmx 1 et lim 2= |
x—1 x—1x—1
xl
Donc lim == =1
x—1 x—1

Exercice 12
1.V ;2.F ;3.V
Activité 9 : Equations et inéquations faisant intervenir la fonction In.

o [’objectif de cette activité est de résoudre des équations ou inéquations faisant
intervenir la fonction /n

e Réponses aux questions de 1’activité
1.

a) Soit V I’ensemble de validité :

2
3x—2>0 x>z
XEV ©{x—-—1>0 ©( x>1 donc V=]1;+ o0
4x+2>0 x>-—1
2
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b)
Soit x € ] 1 ;+ oo[
In (3x-2) +In(x-1) = In (4x+2) < In [(3x-2) (x-1)] = In (4x+2)
¢) On a: In [(3x-2) (x-1)] = In (4x+2) & (3x-2) (x-1) =4x+2
< 3x2-9x =0
& 3x(x-3) =0
< x =0 oux=3

o Vérification :
0 ¢ Vet3 e Vdonc Sp= {3}

2.
a) Soit V I’ensemble de validité :
2
3x —2>0 x>3
XEV ©{x—-1>0 &4 x>1 donc V=]1;+ oo
2

b)
Soit x €] 1 ;+ oof
In (3x-2) +In(x-1) < In (4x+2) & In (3x-2) (x-1) < In (4x+2)
¢)Ona:ln (3x-2) (x-1) < In (4x+2) & 3x>-9x <0

< 3x (x-3) <0
& 3x%-9x <0
< 3x (x-3) <0
< x€]0; 3]
Ona:Sp=VnNJ0;3[

=] 1;3[
e Correction des exercices de fixation

Exercice 13

{e}:{0};{-2}
Exercice 14

1:]-003-1[ 5 2:]0 ;400 ;3: {}
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Exercice 15
Ona:l- (i)n > 0,95 < 1-0,95 >C)" < 0,05 >C)"
: 4 ! > 4 > 4

& In(0,05) >nln (%)

n> m
In()
<n> 1041
Donc le plus petit entier naturel est : 11
Activité 10 : Fonctions du type : Inou ou Inlul

o [ ’objectif de cette activité est de connaitre et de déterminer les
dérivées des fonctions du type : Inou et Ino|u| ; de connaitre et de
déterminer les primitives des fonctions du type : %’,01‘1 u est une

fonction dérivable non nulle.
e Réponses aux questions de I’activité

a) On sait que In est dérivable sur ]0 ;+oo[ ; de plus Vx € I,
u(x) €]0 ;+oo[ donc Inou est dérivable sur I .

insi —x t==W
b) Ainsi (Inou)’=u’x - "
a) Inolv! est dérivable sur toute partie de J sur laquelle v ne s’annule pas .

b) On a: (Inolvl )’= (% In(v?) )’

N |-

1
X2XV’'X =
v

v

c) Les primitives des fonctions de la forme % sont les fonctions de la forme :
In (Iv(x)I+c, c étant une constante.

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 16

1:]-0032[ ; 2:]-00;0[; 3:R\{-3}
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Exercice 17

Exercice 18
1.V, 2.F; 3.F; 4. F
Activité 11 : Fonction logarithme de base a (a>0 et a#1)

o L’objectif de cette activité est de connaitre la définition de la fonction
logarithme de base a (a > 0 et a # 1) et la définition de la fonction
logarithme décimal.

e Réponses aux questions de ’activité

1. Comme In est une bijection sur ]0 ; + oo, alors f}, est une bijection de ]0 ; + oo[ vers
R.

2. Comme In est dérivable sur]0 ; + oo, alors fiest dérivable sur
105+ ool.

3. Soit a et b deux réels strictement positifs.
On a: fi(ab) =kIn (ab)

=k (Ina +Inb)

= klna +kInb

= fi(@)*fi(b)
Donc f}, vérifie la propriété fondamentale

4.a)Ona: fi(a)=1 < kin(a) =1
_ 1
In(a)
b) Pourle cas a=10,ona:k=

1

In(10)

e Correction des exercices de fixation
Exercice 19

1.V, 2.F; 3F; 4.V, 5.V.
Exercice 20

La bonne réponse est : d)
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Exercice 21

La bonne réponse est : a)

a DES QUESTIONS D’EVALUATION

Correction de I’exercice non corrigé

Calcul la limite de f en 0.
On a f(x)=2Inx + Zdou lim f(x) = lim 2 (2xInx + 1)
X x—0 x—0 X
Donc lim f(x) = 4o car lim 1= tooet lim (2xInx+1)=1.
x—0 x—0X x—0
Calcul la limite de f en +oco.

On a f(x)=2Inx + Zdou lim f(x)= lim (2lnx+ l)
X X—+ o0 X—+00 X

Donc lim f(x) =4oco car lim Z=0et lim (2Inx) =400
X—+0co X—+00 X X—+00

v Question 2 : Comment calculer (Inou)’ , aprés avoir détermine son
ensemble de dérivabilité ?

Exercice

Détermine 1’ensemble de définition de la fonction f telle que :
f(x) = In (-x).

Corrigé

On a : f(x) est du type f(x)=In (u(x)) avec u(x)= -x ; or pour f(x)= In (u(x)) c'est-a-
dire f= Inou : x€ Dy & u(x) >0, doncona:—x >0

soit x <0, par suite Df=]-o0 ; 0[.
Correction de I’exercice non corrigé
Soit la fonction k définie par : k(x) = In(y/1 — x%) .

Détermine le plus grand ensemble I sur lequel k est dérivable, puis calcule k’(x) pour
tout x élément de I.

Soit la fonction rationnelle u définie par : u(x) = v 1 — x?
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La fonction u est dérivable sur |—1; 1]
On résout I’inéquation: x€ |—1; 1, u(x) >0
Or x€ ]—1;1[, u(x) >0 donc k est dérivable sur]-1;1[

On applique la formule :( Inou)’= ”;'

—2X

—-2X 2y/1-Xx?
donc k’(x) = =
2V 1-x? ( ) J1—x? 1-x?

Question 3 : Comment déterminer les primitives des fonctions du type : %’ ?

Pour x€]-1;1[ ,v’(x) =

Correction de I’exercice non corrigé

Déterminons les primitives sur]-co;1[de la fonction f telle que f(x)=x,f_1 .
5 — 3 . > I P TR _1 3x?
Ici, on prend u(x) = x° — 1 ; on au’(x)=3x“ d’ou f(x) = X5
1 ¥ @
3 u(x)

Donc les primitives sont : F(x) = § In(1x3—1D+c;c€R
Vx € ]—o0;1[x3—1<0

Donc  F(x) = gln (1-x3) +c; c € Rsur]-o0 ;-1 [

MES SEANCES D’EXERCICES

v Exercices de fixation
<+ Définition et propriété algébriques de la fonction logarithme népérien.
Exercice 1
1.F;2.V;3.F;4.F;5V;6.V

Exercice 2

1. B; 22.C; 3.B

4+ Equations comportant des logarithmes.

Exercice 3

a)
v Soit V I’ensemble de validité :
XEVeS x>0
= x<1
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Donc V=]- o0 ; 1]
v Résolution
Soit x un élémentde V ;on a :
In(1-x) =0 < In(1-x)=In1
=l1-x=1
=x =0

Comme 0 €V alors S = {0}

b)
v Soit V ’ensemble de validité :
XEV & 4-x >0 et x-1>0
Sx<4detx>1
< x€e]l ;4]
Donc V=]1;4[
v" Résolution
Soit x un élément de V ; on a :
In (4-x) =In(x-1) & 4-x =x-1
S 2x=5
ox=2
Comme % €V alors S = { g}
c)

v Soit V ’ensemble de validité :

XEV & x2-5x+4 >0 et x2-x-6 >0
Sx<loux>4etx<-2oux>3
Sx<-2o0ux>4

D’ou V =]-c0 ;-2[U] 4 ; + oo

v" Résolution
Soit x un élément de V ; on a
In(x2-5x+4) = In(x?-x-6) & In(x2-5x+4) = In(x2-x-6)
& x2-5x+4= x2-x-6
& -4x=-10
ex=2

OrgeV donc S = {}
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Exercice 4

a)

v' Soit V ’ensemble de validité :

b)

XEV & x>0
Donc V=]0;+oo [
Résolution
Soit x un élément de V ;on a:
(x2-1)Inx =0 < x2-1=0 ou Inx=0

< x=loux=-1oux=1
Vérification
Ona:-1¢Vetl€VdoncS= {1}

Soit V I’ensemble de validité :
XEVES x+5 >0etx-2>0
&S x >-Setx>2
Sx>2
Donc V=]2;+ oo
Résolution
Soit x un élémentde V ; on a :
In(x+5) = 2In2-In(x-2) & In(x+2)+In(x-2)= 2In2
& In[(x+2)(x-2)] = In4
S x-4=4
= x2-8=0
& x=2v2 ou-22
Vérification
Ona:2vV2 €Vet-2v2 &V donc S = {2v2}

Soit V I’ensemble de validité :
XEV x>0

Donc V =]0 ;+oo |
Résolution

Soit x un élémentde V ;on a :
Inx=1<x=¢

Comme e€V alors S = {e}
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Exercice 5
1. A; 2.B; 3.C
Exercice 6

a) R*; b)]-00;-2[U]0;+00[; ¢)]0;+oof

#+ Inéquations comportant des logarithmes

Exercice 7

v" Soit V I’ensemble de validité :
XEV & 2+3x>0etx-1>0

<:>x>_73 etx>1
Donc V=] 1;+ oo

v" Résolution
Soit x un élémentde V ;ona:
In(2+3x) <In(x-1) & 2+3x < x-1

(:)x<—3
2
3
@xe]-oo;_z[
Donc $=VNJ-e0;-2[= {}

b)

v" Soit V I’ensemble de validité :
XEV & -x >0
Sx<0

Donc V =]-o0; 0[

v Résolution
Soit x un élémentde V ;ona:
In(-x) = 0 & In(-x) =Inl
= -x>1
S x < -1
& x €]-00 ;-1

Donc S =VN]J-00 ;-1[=]-00 ;-1]
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Exercice 8

a)
v Soit V I’ensemble de validité :
XEV & [-x2>0
& xe -1 1]
Donc V=]-1; [
v Résolution
Soit x un élément de V
Ona:ln(1-x?) > 1< In (1-x?) >Ine
= 1-x2>e
= -x2+1-e >0
Comme le discriminant A = 4(1-e) < 0, alors S= {}
b)

v Soit V I’ensemble de validité :
XEV &x2-4¢?>0 et 3x >0
& XEJ-00 ;-2¢ [U] 2e;+ oofet x> 0
S x> 2e

Donc V =] 2e;+ oo[

v Résolution
Soit x un élémentde V ;ona:
In(x?-4¢e?) < 1+In (3x) & In(x*-4e?) < Ine +In3x
©In(x-4¢?) < In (3ex)
& x*-3ex-4e* <0
Le discriminant A = 25¢? d’ot VA = 5e ainsi les racines du polyndme
sont : -¢ et 4¢ donc x €]-¢ ;4e[

S=VnNl-e;4de [=] 2¢e; 4e [

4 Limites de référence et limites aux bornes de I’ensemble de I’ensemble de
définition d’une comportant des logarithmes

Exercice 9
1. C; 2.A; 3A; 4B

Exercice 10

n l
a) lim X —lim + 0 —=+oocar lim —=0 t—nx >0
x—+oo Inx  x— - x—+4o00 X
. l
b) lim (x — lnx)— 11m x(l - —) +00 car 11m x=+ooet lim —==0
X—+00 X—+o00 X
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Exercice 11
. x+1 . 1
— )= —
a) )1(1_1)1(1) In( =) 3161_1)1(1) ln(x 1) 1
=+oo carlim (1 4+ =)= +oo et lim Inx=+co
x—0 X x—0

inx . —inx

b) lim

x—11-x° - me1 (-1 (x+1)
= Jim 5 G
x—1x+1 x—1x-1
©) lim Vnx = lim xzlnx = 0
% Dérivée d’une fonction comportant des logarithmes.
Exercice 12
1. B; 2.B; 3.C
Exercice 13

) F=-=; bgX=2; ohK-=

2x—-2
X?-2x+4

% Primitives d’une fonction du type u:’

Exercice 14
a) F(x)=In(x-4) +c;ce R
b) F(x)= §1n (3 -1) +c; cE R
c) Fx)= %(lnx)z—l-c ;cER
d) F(x)= gln(—Sx—l)+51n(—x+2)+c ;c€ER
Exercice 15
1.C; 2.B; 3.B
#+ Définition et propriété de la fonction logarithme de base a
Exercice 16
1.V, 2.F; 3.F; 4F; 5V; 6V

Exercice 17

2) log,(4x 3 )=10g,(2)
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b) logs()=logs (3)
c) log,(5% 8)=1log,(40)
v’ Exercices de renforcement /Approfondissement
Exercice 18

In(v3 +1) + In(v/3 -1) = In[(+/3 +1) (v/3-1)]
=In(3-1)
=1n2

a) In(2+V3) +In(2- V3) = In[(2+V3) (2- V3)]
=In(4-3)
=1Inl
=0

b) In2+In(2+v2) HIn[(2+V/2 + V2 ) (2- V2 + V2 )] = In2+In(2-+V2)+In(4- 22 )
= In2+In(2+V2)+n(2- V2 )
= In2+In(4-2)

= n2+In2
=2In2

Exercice 19
1) In@)=-Ine=-1;In(Ve)=2lne==;In(e Ve )= Inc +In (Ve)==;
In () = In (Ve) - Ine = - 1= -1
2) Ona:lIn(e3)-In(e*)=3Ine—2lne=3-2=1
Sin () + 4In(eve) = - 5 +4x 2=

Exercice 20

1.

xilnx inx .
a) lim —= lim —5=+ccar lim [nx=+o et
x—+o00 X+1 X—+00 1+— X—+00
lim (1+ —) =1
X—+0co

b) Ona: f(x) — lnx ln(\/_2 21n(r

— =" = alors

lim f(x)= lim M 0 car lim \/_ +ooet lim 2=

X—+00 X—+00 X—+00 X—+o00 X
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In(1+3) 1
¢)Ona: hm flx) = hm xIn(1 +—) =lim ——% =1lcar lim ==0et

x>+ = xX—+00 X
lim In(1+x) -1
x—0 X
2y In(x2)+In(1+—
d)Ona: f(x) = ==z
2y In(l+
:ln(); ) . In( : ln(x )Jr 1 (1+—)
X X
Donc lim f(x) =0
x>+
Inx-2 _ 1_%

2.a) f(x) = donc lim f(x) = 1 car gmﬁ =0

Inx+1 1+$
b) f(x) = xIn(*=) = xIn(x+1)- xInx donc lim £ (x) =0
x—

In(1+x In(1+x In(1+x
( )1, @+, ; comme 11m L too et lim 240
x x x—0 X
>

alors lirr}) f(x)=+oo ( Dans I’énoncé préciser pour ce cas que x > 0)
X—

¢) Vx > 0, f(x)= -1

Exercice 21

1. (x+1)(2x>-5x+2) = 2x3-3x>-3x+2
2. a)Posons X =Inx
On a: 2X3-3X2-3X+2 =0 < (X+1) (2X>-5X+2) =0
S X=-10u2X>5X+2=0
& X=-louX=1louX=4

& x=e loux=eoux=e*
Donc S={e 1;ee*}

b) (I) : In(3x-2) —In(2x-3) < 2Inx & 2x3-3x2-3x+2 = 0
< x€]-1; 1]U[4 ;+oo
Donc S =]-1 ; 1]U[4 ;+oo[

Exercice 22

a) Ensemble de validité : V = ]0; +oo[ X ]0; +oo]
—X+2Y=4 (X=-2 (x= e2
AL ‘:’{ y=e

d’ou x et y s’ils existent sont solutions de

Posons: X =Inxet Y =Iny , ona:{
b) On obtient le systéme : {xy i/ -
I’équation : X2-X-2=0 X = 2 ou X = - 1 donc les couples solutions sont :
2;-Det(-1;2).
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¢) Ensemble de validité : V = ]0; +oo[ X ]0; +oo]

On pose : X =Inx et Y = Iny ; on obtient le systéme : Zdon  X= %

1
etY=-3ouX=3etY=- % donc les couples solutions sont : (ez ;e™3) et

1
(e se72).
Exercice 23

e Soit V I’ensemble de validité :
XEV & x-2 >0
& x >2 donc V =12 ;+oo]
e Résolution
Soit x un élémentde V ;on a:
(x-2) In(x-2) =0 & x-2=0 ou In(x-2) = 0 =1Inl
S x=2o0ux=3
Comme 2 ¢Vet3 €V donc S={3}

b)

e Soit V I’ensemble de validité :
XxEVS x+2>0etx-2>0
& x>-2 etx>2doncV=]2;+ o]
e Résolution
Soit x un élément de V ; on a:
In(x+2)+In(x-2) = In(45) <In[(x+2)(x-2)] = In(45)
S x2-4=45
= x2-49=0
Sx=T7oux=-7
Comme 7 € Vet—7 &V donc S = {7}

e Soit V I’ensemble de validité :

XEVE& x+4 > 0etx-2>0et5x-4>0
<=>x>-4etx>2etx>§ doch=]§ 7+ oo

e Résolution
Soit x un élément de V ; on a:
In(x+4) +In(x-2) = In (5x-4) <=In[(x+4)(x-2)] = In(5x-4)
= (x+H4)(x-2) = 5x-4
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< x>-3x-4=0
S x=-loux=4
Comme —1 € V et4 €V donc S = {4}

d)

e Soit V I’ensemble de validité :
XEV & x+1 # 0 et x+5#0
S x#-letx#-5 donc V=R\{-1;-5}
e Résolution
Soit x un élément de V ; on a :

In (Ix+11) +In (Ix+51) = In15 & In(I(x+1)(x+5)l = In15
& I(x+H)(x+5) = 15 =115
& (x+1)(x+5) = 15 ou (x+1)(x+5) = - 15
S=1{-3-V19;-3+/19}

Exercice 24

e Soit V I’ensemble de validité :
XEV & 2-3x>0
(:)x<§ doch=]-00;§[
e Résolution
Soit x un élément de V ;ona:
In (2-3x) 20 < In (2-3x) = Inl
= 2-3x =1
S x < 2
3 1
& X €]-00; 7]
$=VNe] - 00:7] =] - 03]
a)
e Soit V I’ensemble de validité :
XEV & 2x-e >0
(:)x>§doch=] §;+00[
e Résolution
Soit x un élément de V ; on a :
In 2x-¢) =2 1 © In (2x-¢) =Ine
S 2x-e=>e
& x = edonc xE [e;+ oof
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S=VNnle;+oo[=[e;+ oo

e Soit V I’ensemble de validité :
XEVeS2x>0etx+4 >0et3x+2 >0

(:)x<2etx>-4etx>—§
Donc V ] 2[

. Resolutlon
Soit x un élément de V ; on a :
In(2-x)+In(x+4) >In(3x+2) < In[(2-x)(x+4)] > In(3x+2)
S(2-x)(xt4) >3x+2
& x?+5x-5 <0
S X €61
S=Vnl6:1[=1]-=; 1[

d)

e Soit V I’ensemble de validité :
XEV&ES xt2>0etx2-4>0
Sx>—2etx<-2oux>2

Donc V =] 2 ; + o[

e Résolution
Soit x un élément de V ;on a:
In(x+2) < In(x>-4) & x+2 < x>4
=X e] 003 - 2]U[3 ;+oo[
S =V nJ- ;- 2]U[3 ;+oo[ = ]2,+°°[

Exercice 25

a) f(x)=

b) £ =2 )

¢) £'(x)=-1-In(1-x)
1+Inx

d) P(x)=2x+—3
e) f’( )_lnx(lnx 2)

Exercice 26

1+ln(2x)

a) lire « qui prend la valeur y, en xo ; Lire également page 100, remarque : (limite de
la fonction In) : limite quand x tend vers 0 et non quand x tend vers 1
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e Les primitives de f sur]g ;+ oofsont : F(x) = - ; In (2x-3) +c;

ceR
e ona:FQ2)=-3 & -Znltc=-3
Sc=-3
Don F(x) =- 2 In (2x-3)-3
b)
e Les primitives de f'sur] 1 ; + oof sont : F(x) = In (Inx)) +c ;

ceR
e Ona:F(e?)=2In2 & In (Ine?)) +¢c =2In2
& In2+¢ =2In2 d’ot ¢ =In2

Donc F(x) == In (Inx)) +In2

<)
e Les primitives de fsur ]0 ;+oo[ sont : F(x) = %(lnx)2+c ;5cER
e Ona: F(e)=§ = %(lne)2+c =

Sc=1
Donc F(x) = %(lnx)z-i-l

N | W

Exercice 27

1. Ona:a=-1;b=2etc=-5

2. Ona:f(x)= -1+ﬁ - % d’ou les primitives sur =] 1 ; +oo[ sont les fonctions F

définies par F(x) = —x—%ln(3x—1)+51n(x—1) + k, k étant une constante réelle.

F(2) =229 gonc k=215 51540
3 3
_ 11in5
k—-2+T

—5In2+2

donc, Fi(x) = —x—%ln(3x—1)+51n(x—1) + 41;‘5
Exercice 28

1. XEDf@x>Oetl-x¢O
=Sx>0etx#1

Donc Dy =]0; 1{U] 1 ; + oof

2. Ona:
e 1¢ Dy
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xlnx
. 11m x)= lim —=
fO0)= lim =
Inx
= lim —x —
x—1 x—1
. . Inx
=-lcarlim —x=-1etlim—=1
x—1 x—1x-1

Comme - 1€ R alors on peut prolonger f par continuité en 1.

3. Notons g ce prolongement ; g est définie par : {g(fq)ﬂ:)f_( xz;lx ¢ Dy

On a: la limite a gauche en 1 de % est - oo et la limite a droite en 1 de

% est + oo donc g n’est pas dérivable en 1.

4. Graphiquement, la courbe représentative de g admet au point d’abscisse 1 une
tangente verticale.

Exercice 29

1) On a: f(1+x) +f (1-x) = —1-x—Inlx +1—x+ln|x| =-2=2(-1).

2) On conclut que la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére
orthonormé admet un centre de symétrie le point A (1 ;-1).

Exercice 30

Désignons par uy = 500000 le capital initial et u,, le capital au bout de n années ; n >
1.Ona: u, =500.000 (1,06)"

Pour acheter le terrain, il faut que : u,, = 1250.000 soit 500.000 (1,06)™ > 1250.000

In(25) soit n >15,793 donc n =16

9 A\l >
d’ou n In(L06)

Il pourra acheter ce terrain au bout de 16 années.

Exercice 31

1. a)ona: llrr%)(— = hrr}) Exlnx-—x 0
¢) hest dérivable en 0 et h’ (0) 0.
d) llm h(x)= llm —lenx-—xzz 0 ="h(0) donc h est continue en 0.

h(x 3
e) 11m b _ llm 2xlnx-3x = 11m —x (Inx- —)— +00
x—+00 X x—+o00 2 4

f) Interprétation graphique :
e Lacourbe (C)admet au point d’abscisse 0 une tangente horizontale
e Lacourbe (C) admet une branche parabolique de direction (OJ) en +oo
2. a) h est dérivable sur I’intervalle] 0 ; + oo et h’(x) = x (Inx- 1)
a) h est décroissante sur [0 ; e] et h est croissante sur [e ; +oo[
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b) Tableau de variation

h’(x)
h(x)

3
3. On résout I’équation h(x) =0 d’oux=0oux=e+ doncilya deux points

3
d’intersection O (0 ; 0) et K ( e+ ; 0)
4. Equation de la tangente (T) :
1
(M) y=-x+;
5. Construction de (T) et (C).

Exercice 32
On a : S(en décibels) = 10log(10000)= 40

1. Ona:I1=Iln (1010) =10"12In (1010)
=10"In10 =23. 10~ 12Watt/m?
2.0na:1=10"131n10=23.10"1* Watt/m?

Exercice 33

1. Calculons I’énergie E libérée au foyer de chaque séisme :
e Séisme de magnitude 3 :

On a: logE = 11,4+1,5(3) =11,4+4,5=15,9 donc E=¢15°n10
o Séisme de magnitude 7 :

On a : logE=11,4+1,5(7)= 11,4+10,5 =21,9 donc E= ¢21.°10

Comme 21910 > 1591110 qonc yn sé¢isme de 7 est plus puissante qu’un

séisme de magnitude 3.

2. L’énergie E libérée par un séisme de magnitude 4 est telle que : logE=174.
Désignons par E’ et M respectivement 1’énergie libérée et la magnitude du
séisme de Skopje en 1963 ;ona: E’> 1000 E < logE’ = log (1000 E)

< 11,4+1,5M = 1og1000+logE
<= 11,4+1,5M = 3+17,4
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< 11,4+1,5M > 20,4
SM=6
Donc la magnitude du séisme de Skopje en 1963est au moins 6.
3. Soit E; , E, et E5 les énergies libérées respectives des séismes de Skopje, de
Los Angeles et de Lisbonne. On a :

E = 20410 . | 022,650 of [ — o249
Ona: E; < E,<E;
Exercice 34

Dans tout le probléme, on se place dans un repére orthonormé (O, I J). L’unité
graphique est 2cm.

Partie I : Etude d’une fonction g.

Soit g la fonction définie sur]0 ; + oo[par : g(x)= xInx-x+1 et (C) sa courbe
représentative dans le plan muni du repére (O, I, J).

1. Etude des limites de g en 0 et +oo .

. . . 1
limgG) =1 et lim g(x) = lim x(Inx —1+7) = +oo
On suppose que g est dérivable sur]0 ; + oo[.

2.

a) Etudie les variations de g.

e Dérivéede g
Vx € ]0; +o[, g'(x) = Inx

e Vx €]0;1[,g'(x) < 0 donc g est strictement décroissante sur ]0; 1[
Vx € ]1; +oo[, g’ (x) > 0 donc g est strictement croissante sur ]1; +oo[

b) Déduis —en le signe de g(x) en fonction de x.
0 est le mininum de g sur ]0; +oo[ donc Vx € ]0; +o[, g(x) = 0
Partie II : Etude d’une fonction f.
Soit la fonction f définie sur]l ; + oo[par : f(x) = x—illn X

1. Etudie les limites de f en +ooeten 1 .

Inx—In1

. }Cl_r}}f(x) = ’161_13 vt In(x)=1
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. . Inx . x Inx
e lim f(x)= lim —= lim —x—=0
X—+00 x—>+00 xX—1 x—+00 x—1 X

2. Dresse le tableau de variation de f.

vx €]0; +ool, f1(2) = 7

Donc Vx € ]0; +oo[, f'(x) < 0

X 1 + o0
f'x) -

j6)) \
0

3. Trace la courbe représentative (C¢) de f dans le repére (O,LJ) .

Partie III : Etude de I’équation f(x) =2

1. Démontrons que 1’équation f(x)= 2 admet une unique solution notée a et
que 3,5< a <3,6.

f est continue et strictement décroissante sur |1; +oo[ et

f(1; +oo[) =]0;1[

Or% € ]0; 1[ donc I’équation f(x)= % admet une unique solution a dans ]1; +oo].

De plus f(3,6) < % <f(3,6) = f(3,6) < f(a) < f(3,6) donc
3,5< a <3,6.

2. Soit la fonction h définie sur]1 ; + oo[par : h(x) = 1nx+%x+%
a)Démontrons que a est solution de I’équation : h(x) = x.

Ona:h(x)=x(=)lnx+lx+l=x<=>lnx=l(x—1)<:>ln—x:l
2 2 2 x-1 2
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hx)=x e f(x) = % donc «a est solution de I’équation : h(x) = x.

b) Etudie le sens de variation de h.
Vx € ]1; +oo[,h'(x) = %+%
Vx € ]1; +oo[, h’'(x) > 0 donc h est strictement croissante sur |1; +oo[.

¢)On pose [=[3 ; 4].
Démontrons que pour tout x élément de I, on a : h(x)€l et h’(x)l < g ;
o h([3;4]) = [h(3); h(4)] = [ln3 +2;In4 + ;] or [1n3 +2;In4 +
g] c [3; 4] donc h([3;4]) < [3; 4]
On en déduit que : Vx € [, h(x) € 1
, 1,1
e Ona:|h(x)|= |§+E|
vx €[3;4],3 <x <4donc;<-<
N R 5
d’ou " <h'(x)< . ]
Donc : Vx € I, |h'(x)]| < -

3. On définit pour tout nombre entier naturel n , la suite (u,,) par :
{ Ug=3
un+1=h(un)
Justifions successivement les trois propriétés suivantes :

W=

a)Pour tout nombre entier naturel n , lu,,, -al< Zlun—al .
On sait que : Vx € [, |h'(x)| < g , a € I et pour tout entier natureln, u, €
I. En appliquant I’inégalité des accroissements finis, on a :
Ih(un) = h(@)] < 2 luy = al or h(uy) =ty et
h(a) =«a
Donc luy, 4 -al< %Iun—al

b)Pour tout entier naturel n , lu,-al< (g)”.
Pour tout entier naturel n, lu,,, -al< %Iun—al
Donc lu, -al< Zluo—al s luy —al< g\ul—al e ;

lu, -al< Z\un_l—al
En multipliant membre a membre ces inégalités on obtient :
lu,-al< (g)"luo —alor—06<uy—a<-05=|u;—a|l<1
Donc Pour tout entier naturel n , lu,,-al< (z)".

c)La suite ( u,) converge vers .
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. 5
Pour tout entier naturel n , lu,-al< (g)”.

n
Or lim (g) =0donc lim u, =«

n-+oo n—+oo

4. Déterminons un nombre entier naturel p , tel qu’a partir des majorations
précédentes , on puisse déduire que u,, est une valeur approchée de a a 1073,

Ona: lu,-al< (G )p<10 3 (z)pln()<ln(10 %)

In(1073)
e

op> n(1073)

— m()

La résolution des exercices 35 — 39 est laissée a 1’appréciation du lecteur.

v' Situations complexes
Exercice 40
Corrigé
Pour résoudre ce probléme, je vais utiliser la proportionnalité et logarithme décimal ;
Je vais :

= Calculer le coefficient de proportionnalité
= (Calculer I’intensité sonore I

= Déterminer la valeur de S

= Comparer S et 70

Développement :

= Calcul du coefficient de proportionnalité :

On a la formule : [ = % Xk ou k est le coefficient de proportionnalité et d est la
distance. Ainsi pour d = 100 m et I = 110 décibels, on obtient k=1 X d>d’ou k=110
X100 =11000.

= Calcul de Pintensité sonore I :

0,044
10— 12)

alors S=10 log (
= Détermination de la valeur de S :

On a: alors S=10 log ( ) donc S = 10 log (44x 10°) = 106 décibels

10-12
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= Comparaison de S et 70 :
Ona: 106 > 70

Conclusion

Comme 106 > 70 alors le niveau sonore pergu par les riverains n’est pas conforme a
leur veeu ; donc M. Konan doit revoir son installation.

Exercice 41
Introduction :

Pour résoudre ce probléme, je vais utiliser : les suites géométriques et le logarithme

népérien ;
Je vais :
= Déterminer la consommation de charbon en 2019 +n ;
= Comparer cette consommation a 2000 ;
Développement :

= Détermination de la consommation de charbon en 2019+n :
On pose uy = 10000 tonnes la consommation de charbon en 2019.
Notons u, la consommation de charbon en 2019+n :
Ona:u;= uy-0,08uy, d’ou u; =0,92 u,
u,=(0,92)? u,
Ainsi de suite, on obtient : u,= 10000(0,92)"

= Comparons cette consommation a 2000 :

In(0,2)
In(0,92)

On a: 10000(0,92)" <2000 < n>

< n> 19,320
Donc n =20 ; ce qui correspondant en 2039.
Conclusion

La consommation de charbon sera a moins de 2000 tonnes en 2039. Par suite, le pays
ne gagnera pas la lutte contre le réchauffement climatique en 2030.
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Exercice 42
Corrigé
Introduction :

Pour résoudre ce probléme, je vais utiliser : les suites géométriques et le logarithme
népérien.

Pour ce faire, je vais :

= Déterminer le prix de la voiture en 2020+n ;
= Comparer ce prix au quart de son prix initial ;.

Développement :
= Détermination du prix de la voilure en 2020+n :
On pose uy = 8000000 francs CFA le prix de la voiture en 2020 ;
Notons u, le prix de la voiture en 2020 + n
On a : u, = 8000000(0,92)"
= Comparaison du prix au quart de son prix initial : d’ou u,
< %(8000000) < 8000000(0,92)™ < 2000000 < 4(0,92)" < 1
< (0,92)" < 0,25
< 1 1n(0,92) < In(0,25)

In(0,25)
In(0,92)

& n> 16,6223

&S n>

Donc on prendn =17
Conclusion

La voiture lui reviendra en 2020+17 =2037
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n SITUATION D’APPRENTISSAGE

FONCTIONS EXPONENTIELLES
ET FONCTIONS PUISSANCES

e Apres lalecture de la situation d’apprentissage (par le professeur, par un éléve et une
lecture silencieuse des éléves), I'enseignant pourra s’assurer que les éléves ont bien compris

le texte.

e |l pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des questions

du type :

Constituants de la situation

Exemples de questions
possibles

Réponses possibles des éleves

Contexte

-Ou se déroule la situation ?
-Qu’a fait I'étudiant stagiaire ?
-Par quelle fonction est
modélisée I'évolution de la
masse de médicament dans le

-A l'infirmerie de mon
établissement.

-Il a donné un médicament a
un patient qui I’a pris aussitot
-Par la fonction

Que fait-il pour cela ?
-Comment procéde-t-il ?

sang? M(t)= 50.e ~075¢
Circonstances -Que veut faire I'étudiant -1l désire visualiser I'évolution
stagiaire ? de la masse M en fonction du

temps.

-1l sollicite mon professeur de
SVT qui a son tour nous
associe.

Taches

-Que font les éléves pour aider
I’étudiant stagiaire a trouver la
réponse a sa préoccupation ?

-Ils font des recherches sur les
fonctions comportant la
fonction exponentielle
népérienne.

Le professeur utilisera la tache énoncée par ses éléves pour faire la synthese de la situation et
présentera le plan de la legon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation durant

tout le déroulement de la legon.
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a DECOUVERTE DES HABILETES

ACTIVITE 1 : Définition et propriétés fondamentales

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition et les propriétés de la fonction
exponentielle népérienne.
e Réponses aux questions de I'activité.
1. Lafonction exp est définie sur IR (car la fonction In réalise une bijection de ]0; +oo[
dans IR)

2. Lafonction exp a un signe strictement positif, car la fonction exp réalise une bijection
de IR dans ]0; +oo].

3. exp(Inx) = x pour tout x strictement positif.

4. In(exp(x)) = x pour tout nombre réel x.

5. exp(0) =1etexp(l) =e.

6. In(e”) =In(In(r)™!) = retexp(r) = exp(In((In(r)™1) = e”

7. Vy€]0;+o[,Vx € IR e* =y © x = Ilny

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 1
1. V; 2. F; 3.V ; 4 F; 5F; 6.V; 7.F; 8V; 9.V

ACTIVITE 2 : Propriétés algébriques

e L'objectif de cette activité est de connaitre et utiliser les propriétés algébriques de la
fonction exponentielle népérienne

e Réponses aux questions de I'activité.

1. a+b=1In(e*?)eta+b=Ine*+ Ine® = In(e? x e?).
Donc : In(e?*?) = In(e® x e?) ; par suite : e3P = % x e?.

- . _ 1 1
2. e xe =% %=¢%=1donce “=;oue“=—

e—a

a
e b = ga*+(=D) = @ x =P Commee™? = eib, donce® b = Z—b
4. Ona:n(e™) =raetIn((e®)”) =rln(e®) = ra.Donc:In(e"™) =In((e*)") ; par suite :
(eV)" =e™,
e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 2

a) e*; b)e7?; ¢)e®=1; d)e?
Exercice 3
a) e®;b)e?

ACTIVITE 3 : Sens de variation de la fonction exponentielle
o L'objectif de cette activité est de connaitre le sens de variation de la fonction exponentielle
népérienne et les propriétés d’égalités et d’inégalités.
e Réponses aux questions de I'activité.

1. a) Comme la fonction exp est la bijection réciproque de la fonction In et que la fonction

In est croissante donc la fonction exp est croissante sur IR.
b) Ona:e® =e? © Ine® = Ine® & a = b (car la fonction In est bijective)
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2. a)e® < e? = Ine® < Ine” = a < b (car la fonction In est croissante ; la fonction exp
est aussi croissante)
bje*<1=e*<e’=a<0
e Corrigé de I'exercice de fixation
Exercice 4
a) F; b)V; ¢ F; d)V.

ACTIVITE 4: Limites, dérivée et représentation graphique de la fonction exp

e |'objectif de cette activité est de connaitre les limites de références de la fonction
exponentielle, la dérivée de la fonction exponentielle et de construire la représentation
graphique de la fonction exp.

e Réponses aux questions de I'activité.

Courbe représentative de la fonction exp :
¥ i

[
|

2. Lafonction exp est définie comme bijection réciproque de la fonction In ; or la fonction In

est dérivable sur ]0; +oo[ d’ou la fonction exp est dérivable sur In(]0; +oo[ ) = IR.

Posons : y = exp(x), donc:x = In(y).On a :Z—; = %}(}y» = %, d’ol % = % c’est-a-dire :
dx

Y_ = i dlexp@) _

=y = exp(x). Soit : = exp(x).

On conclut que : (exp)’(x) = exp(x).

3. a) Tableau de variation de la fonction In puis celui de la fonction exp.

X 0 + x —0 400
(Inx) + (exp(x))’ +
Inx . +oo exp(x) I +00
—oo 0

b) lim e* =0et lim e* = +o0

X——00 xX—+00

4. a) (Cy admet une branche parabolique de direction celle de (0J) en 4+oc0. Donc :

lim £=+00 (

xX—+00 X
. e¥-1 . eX—ef . e¥-1

b) lim =lim—— =(e¥)'(0) = e® = 1; donc: lim— = 1.
x-0 X x-0 X x-0 X
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e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 5

a) —oo; b)0; c) +oo; d)1; e) +oo; f)+oo.
Exercice 6
Constructionde f: x — e™*.
Soit (C’) la courbe représentative de la fonction f et (C) la courbe représentative de la
fonction x +— e”*.
(C’) est I'image de (C) par la symétrie orthogonale d’axe (0J).

(C’) est en rouge.

ACTIVITE 5: Ensemble de définition et dérivée des fonctions du type : e*

e L'objectif de cette activité est de connaitre I'ensemble de définition et la dérivée des
fonctions du type e* .
Réponses aux questions de I'activité.
X € Dy & x € D, , autrement dit: Dy = D,,.
La fonction u est dérivable sur K donc la fonction e est dérivable sur K comme composée
de fonctions dérivables sur K.
e'™ = e*o u(x) = (e“(x)), = (u(x))’ X (e")’o(u(x)) = u'(x)e”(")
Corrigé des exercices de fixation

Exercice 7
Bonne réponse : b)
Exercice 8
1
a) f'(x) =2e¥*; b)g'(x) = 4xe™; o) k'(x) = —%e"x;

(3x2-2x+3)e3x1
d) (x2+41)?

N}

ACTIVITE 6: Equations faisant intervenir la fonction exp.

o L’'objectif de cette activité est de savoir résoudre des équations faisant intervenir la fonction
exp.
e Réponses aux questions de I'activité.
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1. X=e* X >0doncE, =IRete?* —2e* =15 & X? —2X = 15.

On obtient X2 —2X —15=0.A= 64.X=—3 ou X =5.

Soite* = =3 oue* =5.

Ona:x = In5. Donc S ={In5}.

2. On peut effectuer un changement de variable et appliquer la propriété :
e*=eb = a=h

Exercice 9

a) E, =IR.e3* —5¢* = 0 & e*(e?* —5) = 0.Donc S = {%}.

b) E, =IR.e3*** =2.DoncS = {_4+Tln2}.

¢) Ey =IR.eS™ = /e & eSin¥ = e%. Soit S = {% + 2km; S?H + 2km,
keZ}
d) E,=IR.e™*=2e* @ e = % DoncS = {%}.
e) E,=IR.e?*—3e*+3=0e X?>—-3X+3=0,avecX = e%,
X > 0.DoncS=0.
f) E, =IR.e3*(e**3 - 1) = 0. Donc S ={-3}.
ACTIVITE 7: Inéquations faisant intervenir la fonction exp.

e L'objectif de cette activité est de savoir résoudre des inéquations faisant intervenir la fonction
exp.

e Réponses aux questions de I'activité.
E, =IR.X=e*,X>0donc2e?* —3e*-2< 0 2X?-3X-2<0.

2e2x—3e"—2<0®2(ex—2)(ex+%)<0.
D’aprés le tableau de signes : S =] — oo; [n2].
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 10

a) Ey =IR.X=¢e*,X>0alors:E, =IRet
37— 16e* +52 0 & 3(e* —5) (e¥ 1) 2 0.
D’apres le tableau de signe : S =] — 00; —=In3] U [In5; +oo].

b) E, =IR.e?**3 < In3.DoncS=]— w;w[.
e2*+1 e?%+ 1 2e%%
c) oy < —1.Ey =IR* et = T 1<0e g < 0.

Donc: S =]—o0; 0.
d) Ey =IRet2e?*t!1 —3e¥ +1 < 2e & (2e)e?* —3e* + (1 —2¢e) < 0.
X=e*,X > 0alors: (2e)X*—3X + (1 —2¢) < 0.A=16e?—8e+9>0.0na: X =

3-V16e2-8e+9 3+V16e2—8e+9
——<0ouX =————.
4e 4e

3+V16e2-8e+9
Donc S =] — oo; IH(T

)L
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ACTIVITE 8: Primitive de u'e*

o L'objectif de cette activité est de connaitre et de déterminer une primitive d’une fonction de
la forme u'e®.

e Réponses aux questions de I'activité.

a) Cas1) f'(x) = —5e~5**%  Soit G une primitive de g :
g(x) = f'(x) donc : G(x) = - (x) = e ™5+,
Cas 2) f'(x) = —sinxe®* . Soit G une primitive de g :
g(x) =—f"(x) donc:
G(x) = ~f(x) = —eco
Cas3) f'(x) = 6(x - 1)93"2‘6"‘11. Soit G une primitive de g :
9(x) == f'(x) donc:
G(x) = —f(x) = Lp3x?-6x-11

Casd)f'(x)=u (x)e“(x). Soit G une primitive de g :
g(x) = f'(x) donc:
G(x) = f(x) = u'(x)e*™),
b) Conjecture : Sur un intervalle K, toute fonction de la forme u’e* admet pour primitive une
fonction de la forme e* + ¢,c € R.
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 11

a) Soit F une primitive de f surIR. On a: F(x) = e**~2,
b) Soit G une primitive de g sur IR. On a: G(x) = eX +1.
¢) Soit H une primitive de h sur IR. Ona: H(x) = %e"z"‘“‘“ —3.

Exercice 12

Soit f(x) =

etanx _r T _ l tanx_
2costx © X €] 2’ Z[Ona F(x) =
ACTIVITE 9: Définitions et propriétés algébriques de la fonction exponentielle de base a (a > 0
eta # 1)

o L'objectif de cette activité est de connaitre la définition de la fonction exponentielle de base
a ainsi que ses propriétés algébriques et d’utiliser ces propriétés pour effectuer des calculs.
e Réponses aux questions de I'activité.
1. exp, est définie sur IR.
2. a)a¥ty = e(x+y)ina — oxina+ylna _ pxina y gylna — plna* y pna” _ x 0¥

— - — 1
b)1=a’ =a**=a*xa*donca "=;
C) aXy = e(x—y)lna = eXlna-ylna _ pxina y ,-yina
x -y
elna Xelnu

1 a*

Parsuitea*™ =a*xa¥ =a* X —==—
ay ay
d) (%)x — xln(z) — pXlna—xinb _ exlna x e~XInb — pln a* « elnb"‘
e x — 1 a_X
Soit (b) =a*Xb™*=a*x ox = o
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e) (ab)x = eXln(ab) — pxina+xinb _ oxina y pxinb _ elna" X elnb"
Soit (ab)* = a* x b*
f) (ax)y — eyln(ax) = exyina — 4xy.

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 13

1
a) flx) = eXin2 ., p) g(x) = ¥ = e~*inz

0 h() = &) = M.
Exercice 14
a) 227 =4x27%; b) O)F; o) 7P =49 x 77,
ACTIVITE 10: Etude de la fonction exp,, et propriétés de comparaison

e L'objectif de cette activité est d’étudier la fonction exponentielle de base a (limites,
variations et représentation graphique)
e Réponses aux questions de I'activité.
Soit f(x) = a* = e¥"e, Df =R.Ona: f(x) > 0 quelque soit x. De plus la fonction
exponentielle étant bijective, donc la fonction exp, est une bijection de IR sur ]0; +oo].
2. Limites en fonction de la valeur de a. Puisque a > O et a # 1, donc:
Poura>1, lim a* =0et lim a* = +oo.
X——00 xX—+00

Pour0<a<1, lim a* =+4wet lim a*=0.
X——00

x—+00

3.a) La fonction exp, est dérivable sur IR comme composée de fonctions dérivables sur R.
(expa(x))’ = (e*"a)’ = Inge*ina

Donc (expa(x))’ = lna X a*.

b) Pour0 < a < 1,lna<0:doncpourx €ER, (expa(x))’ < 0; d’ou la fonction exp, est
strictement décroissante sur R.
c)Poura > 1,Ilna > 0:doncpourx € R, (expa(x))’ > 0 ; d’ou la fonction exp, est
strictement croissante sur R.
4. Tableau de variation :

Pour0<a<1

x — —®

(expa () -
expq +o0
_ .

Poura > 1

x —0o0 +o0

(expa ()’ +

exp, / +o0
0

.I 134 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 1



5. Branches paraboliques :

A i ) aX ) exlna
e Si0<a<1:lim a*=+4w et lim —= lim .En posant X=xlna,ona:
X——00 XxX——00 X X——00
X
Xlim : Z =T Donc la courbe de exp, a une branche parabolique de direction celle de
—+00 —.
na
(0J) en —co.
X X A aX ) eXlna
e Sia>1: lim a* =4+wet lim —= lim . En posant X = xIna, ona:
X—+00 X—+oc0 X XxX—+00 X
X
Xlim : i + oo0. Donc la courbe de exp, a une branche parabolique de direction celle de
—+00 —.
Ina
(0J) en +oo.

6.a)a* = a¥ © e*"% = ¥ & xIng = ylna & x = y.
b)Si0<a<1, ona:a*<a’ o e’ < ¥ < xina < ylna
e (x—y)na<0
Sx—y>0carlna<0
ox>y.
b) Sia>1lona:a* > a” & e > ¥ & xina > ylna & (x — y)lna > 0
Sx—y)hna>0 ©x—y>0carlna>0
e x>y
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 15

Soit f(x) = 5% = e*In5,
Ona: lim f(x) =0; lim f(x) =+owet lim L0 _ oo,
xX——00 xX—=+00 x—>+o0 X
La courbe de f admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en —co.
La courbe de f admet une branche parabolique de direction celle de (OJ) en +co.

Sens de variation :
Vx€ER, f'(x) =In5e*"5 > 0 donc f est strictement croissante sur R.

Ona:
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Exercice 16

E, =IR. 2X9*—5X3¥+2=02X3%—5x%x3%¥+2=0.Posons X =3% X>0.

Ona:X=2ouX= 2.SoitS={m—2;ﬂ}.
4 n3" In3

Exercice 17

Ey =R 2X9*—5x3*+2>002%x3*-5x3*+2>0.

Posons X = 3%, X > 0. Ona2X2—5X+2=0pourX=%ouX=2.

. n2 —in4
Soitx =— oux = —.
In3 In3

T Ul ool

D’aprés le tableau de signes, on obtient : S=] — oo; —;
in3 in3

Exercice 18

Ey=IR. 2¥ <27 © 2% < ] & e2XIM¥ <00 o 2xIn2 < 0.
DoncS=]—o0; 0[.

Exercice 19

in6

Ey =IR.0,5* > 6 © xIn0,5 > In6 orln 0,5 < 0.DoncS=] — oo;m[-

ACTIVITE 11: Propriétés algébriques et étude de la fonction puissance

e L'objectif de cette activité est d’étudier la fonction puissance (limites, variation et
représentation graphique) et d’utiliser les propriétés algébriques de la fonction puissance.
e Réponses aux questions de I'activité.
(Modifier 'ordre des questions 1 et 2)
1. Ensemble de définition : On a :f(x) = x* = e®"¥
donc Dy =]0; +ool.
2. f(x) = x® = plnx® _ painx
3. f est dérivable sur]0; +o0o[ comme composée de fonctions dérivable sur]0; +oo[. Vx €
10; +oo[, f'(x) = (alnx)'e® ;
soit f'(x) = %x" = ax®1,
4. Signede f'(x)
Pourx > 0,sia < 0, alors f'(x) < 0. Pourx > 0,si @ > 0, alors f'(x) > 0.

5a)Sia >0, f(x) =x%=e%"* Ona: lirP f(x) = +ooet
X—+00
}(i_%f(x) = +o0,
>
b)Sia <0, f(x) = x% = e%n% et 111}_1 f)=0 et}cirrtl)f(x) = 400,
X—+00 -
>

6.a) Comme poura < 0 lirp f(x) = 0 donc la courbe de f admet une asymptote horizontale
X—+00

d’équation y = 0 qui est I'axe (Ol).
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b)Pour0<a<1,ona: lirP f(x) = +ooet
X—+00
lim M: lim xa_l = lim e(tl—l)lnx =0
x—-+o0 X x—=+00 x—400
cara — 1 < 0. Donc la courbe de f admet une branche parabolique de direction celle de (Ol) en
+00.
fx)

c)Poura>1,0na: lim f(x) =+oet lim 2 = lim x* 1= lim e@ Y™ = 4 o car
X—+00 x—+00 X x—+00 x—+00

a — 1 > 0.Donc la courbe de f admet une branche parabolique de direction celle de (0J) en +oo.

7. Tableau de variation de f.

Poura < 0:
X 0 +00
f'(x) -
f(x) | 4o
\ .
Poura >0:
X 0 +00
f'(x) +

f) +oo
o /

. . 2
8. Courbe de la fonction f pour a prenant les valeurs respectives : -3 ;% etv2.

(C2)n

3
(C1) n

] é/’/“”—/ 3
~_ ! : (N

Exercice 20

Etudie la fonction : : x — (e)‘m""
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ACTIVITE 12: Etude des fonctions du type : x — (u(x))*

o L'objectif de cette activité est d’étudier les fonctions puissances du type x +— (u(x))*
(limites, variations et représentation graphique).

e Réponses aux questions de I'activité

e Cette activité est traitée sous forme d’exemple.

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 21
1- F;2-V;3-V.
Exercice 22
e Voir 'exercice 20
Exercice 23
a) gx) =V7(=2e"2)(1 + e 2)V7 ; b) g(x) = In2(2x — e~¥)(x% + e~¥)n2-1
o) g'(x) = In2(3e* — e *)(3e* + e~¥)n2-1,

ACTIVITE 13: Primitives de u'u®
e L’objectif de cette activité est de déterminer des primitives des fonctions du type u'u®.
e Réponses aux questions de I'activité

L (u(x)*+! P Lo ’ a
1. Lafonction:x +— oo apour dérivée la fonction : x — (u(x)) (u(x))%.
a+1
2. Une primitive sur | de la fonction :x +— (u(x))'(u(x))* est lafonction : x — %

e Corrigé de I'exercice de fixation

Exercice 24

a) f(x) = (e¥)*2 = (e¥)'(e¥*)™? , donc une primitive sur R de f est la fonction :
(eX)1+ In2
X ———
1+ In2
b) g(x) = (1 —3e3)(x + e=3¥)71*"3 donc une primitive sur R de f est la fonction :
(x+e—3X)ln3
In3 :

X —

ACTIVITE 14: Croissance comparée des fonctions : x — Inx, x — e* et x — x“

e |’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés relatives a la croissance comparée
des fonctions logarithme népérien, exponentielles et puissances et d’étudier les limites sur
la croissance comparée.

e Réponses aux questions de I'activité

. inx . Inx 1
lim — = lim — x == 0 (Poser X = x%)
x—400 X% X—>4+00 X a

lim g lim (ex)"‘ X = =+ (Poser X =)
x—>+00 X% _X—>+oo X at T

lim x%Inx = lim = XInX = 0 (Poser X = x%)
x-0 X-0a
> >

.I 138 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 1



. — . 1
lim x%*e™ = lim —= =0
x—>+00 x—+00

e Corrigé de I'exercice de fixation

Exercice 25
3x+1 X X 2x+1
N e —e . e e -1
lim 3 = lim [—=—] =+ .
x->+00 x°-1 xX—+00 X (1—x—3)

a DES QUESTIONS D’EVALUATION

e Question 1 : Comment déterminer 'ensemble de définition des fonctions du type e*®*)?
Solution de I'exercice non corrigé

glx) = =3 Dy = 10; 4[ U]4; +oo[

e Question 2 : Comment résoudre une équation comportant des exponentielles ?
Solution de I'exercice non corrigé
S={—V1+ n3;V1+ In3}

e Question 3 : Comment résoudre une inéquation comportant des exponentielles ?

Solution de I'exercice non corrigé

s=1-o0; = Z[U]Z; 4oo].

¢ Question 4 : Comment résoudre une équation du type ae?* + be* +c=0?
Solution de I’exercice non corrigé

S ={In5}

MES SEANCES D’EXERCICES

» Exercices de fixation
e Propriétés algébriques de la fonction exponentielle népérienne
Exercice 1
1.Vv; 2.F; 3V; 4F; 5F; 6.V; 7.F; 8V; 9V

Exercice 2
1
A=3;B=1; C=3e%D=ve;E=~ez0uk =~ve;F=2G=53 = 125;H=—=; | =22,
5 2 6 6 2 3e x=2

Exercice 3
R=e5; S=e™2%;T=e*;U=e";V=e"%
Exercice 4

SN2y om3-1 3.y ,5in3 _ 2,In7 _ .
a) ln(e 3)— 3,b)e —e,c)e 3e™ =222,

d) elnG?=1) 4 oIn(=2x+3) = 32 _ Dy 4 2.
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e Résolution d’équations et inéquations comportant exponentielle

Exercice 5

a) S = { 1b) Sir = {In2}; ¢) Sk = B ou{}; d) Sig = {0} ; &) Sig = {—= ln3}
f) Sir = {0}.

Exercice 6

a) SIR = {0, an} ; b) SIR = {0} ; C) SIR = {ln 2; In 3} ; d) SIR = {ln4}

Exercice 7

a) S =]

Exercice 8

a) Sigr =] — ;0] U [InZ; +o[; b) Sigp = @; c) [In3; +oo[; d) Sjr =] — o0; In2].
e Résolution de systemes d’équations comportant exponentielle dans IR X IR

1+in3
)

oo[; b) Sig =16; +o[ ; ¢) Sig =]7; +o[ ; d) Sig =]_°°5_§[-

Exercice 9

a) Swxmr = {(In4;0)}; b) Sirxr = {(0; 0); (In2; —In2)};
b) Sirxir = {(—5;3); (3; —5)}.

e Calcul de limites d’une fonction comportant exponentielle
Exercice 10
= lim (x? +e*) =+
X—+00

n — XY = _i = —
xl—l»I-Eloo(Jz e ) xl—l)moox (1 x ) *©

= lim S 2=0

x—+oo0 e3¥+1

* lim (x2—x+1)e™* =0
X—+00

. 5—e*
= lim —5=—-
X—>—o0 1+e2%
2x
et —1
= lim =2
x>0 X
X
. xe -1
x—0e*X—1

e Calcul de dérivées d’une fonction comportant exponentielle

Exercice 11
a) f(x) =(2x+1)e ™. f estdérivablesurIRet: f'(x) = e”*(—2x + 1).
er_z e2x
b) glx) = = ezx . g est dérivable sur IR\ {0} et g'(x) = m
L. ’ _ 1-x%e*
c) hix) = ot . h est dérivable sur IRet h'(x) = Lo

= Calcul de primitives d’une fonction comportant exponentielle
Exercice 12

a) f(x) =2xe3***suriR; f(x) = %U'(x)eU("). Soit F une primitive de f surIR. Ona:

F(x) = §e3"2+1.
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—e 2% 1U(x)

b) g(x) = 300
G(x) = %ln|2x + 72| — 1. De plus comme Sur ]0; +oo[, 2x + e~2* > 0 alors G(x) =
éln(Zx +e ) —1.

Soit G une primitive de g sur ]0; +o[. Ona:

1
2x+e—2X sur ]0' +00[ ’ g(x) -

Exercice 13

a) a=1letbh=—4.

b) Vx €IR, f(x) = e* — 8‘23. Soit F la primitive de f sur IR qui s’annule en 0.
F est sous laforme : F(x) = e* — 4In(e®* 4+ 3) + ¢,c € Ret F(0) = 0.
On obtient: F(x) = e* — 4In(e* + 3) + 4In4 — 1.

> Exercices de renforcement/Approfondissement
Exercice 14

1. On vérifie que : P(1) =0 et P(-3)=0.
2. a) Ona:P(x)=(x — 1)(x + 3)Q(x). Donc P(x) = (x — 1)(x + 3)(x + 7) (x — 2).

b) Les solutions de I'équation P(x) =0 sont : S ={1;2; —7; —3}.
3. Les solutions de I'équation : e** + 7e3%* — 7e?* — 43e* + 42 = 0 sont : § ={0; In2}.

Exercice 15
a) Démontrons que f est continue en 0.
Ona: Dy =IR. 0 € Df. Calculons la limite de f en 0.

limx =0
lim £(x) = lim —— = lim x X —— = lim x X =& = 0 e
am /W e T T TR N = T VAN lim = = = = 1
x x-0 1
x
Comme lirr(l) f(x) =0 = f(0) donc f est continue en 0.
xX—
b) Dérivabilité de f en 0.
X2 lil’l’(l) -1=-1
— % - X
lim £SO _ i 1= =y X =limx—}1= —1car ¥ 1
x>0  X— x-0 X e lim =1
x-0 X

Donc f est dérivable en 0.

Interprétation graphique : La courbe de f admet au point d’abscisse 0 une tangente de
coefficient directeur —1.

Exercice 16

1. 3¥* =1 Ey =IRetxIn3 =Inl,donc:S={0}.
2. 2**1 =8 < E, = IRetxIn2 = 2In2, donc: S = {2}

X — x+1 — — Q= ln—3
3. 2¥ =31 & Fy = [Retxin2 = (x + 1)In3, donc: S = {——}
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4, 3%* =23* o E, = IR et 2xIn3 = (In2)3x, donc : S = {0}.

5. 3+32sz 9* < E, =IRet (3%)2 —2x 3* —3 = 0.0n pose X =3* avec X > 0. Donc la
solution est : {1}
6. (x+3)*=1e Ey =] —3;+o[etxIn(x + 3) = Inl. Donc:S={0; -2}.
7. 43t > 3% < E, = IRet (x + 3)In4 > 5xIn3 . Donc:S=] — oo; lni’:;%].
8. 2 <2 @ Ey =IRetxIn2 < —xIn2 .Donc:S=] — o; 0].
5
9. 2X10%*3 x 10— 5 = 0 & E, = IRet 103 = % Donc: = {mi;fizw}.

10.2213 —3x 2%+ 1 =0 E, =IRet8 X (2¥)2—6x2¥+1=0.
Enposant:X:Z"avecX>O.Onobtient:8X2—6X+1=0.Ona:X:%ouX:%.Cela
équivauta:x = —loux = —2.Soit S={-1; -2}.

Exercice 17
a) lim ¥ =+ocarm > 1.
x—+00
b) liT 1072 = lim (10‘2)" =0car1072 < 1.
X—+00 X—
¢) lim 5 = lim e" 5 = oo,
X——00 X——00
. 1 . Ln3 . 1
d) lim 3x= lim ex ° =1car lim ==0.
X—>—00 . xX——00 . xX—>—00 X
e) lim == lim 2= lim xe*(~% Enposant:a=1—-In5<0et X=xa,ona: x =
X—»+oo 5% xo—00 X5y 1o R
1x.six— +00,a|orsX - —00.0na: 11m LxeX =0.Dponc lim X =o.
a X->—0 @ x—>+00 5%
Exercice 18

1. f(x) = 5% + 2x = e*™5 + 2x. Les primitives F de de f sur IR sont de la forme :
F(x) = ﬁSx + x% + ¢; ¢ €IR. Une primitive F de f sur IR est : F(x) = ﬁSx +x2—1.

2.f(x) = V5 = eXn3 s primitives F de de f sur IR sont de la forme : F(x) = ﬁg\/gx +c;
¢ €IR. Une primitive F de f sur IR est : F(x) = —\/_

3.f(x) = 3% = 37% = ¢=*"3_Les primitives F de de f sur IR sont de la forme :

1

F(x) = % X 3% + ¢; ¢ €IR. Une primitive F de f sur IR est : F(x) = % X o

4.f() =~ = %e"(m_mz)- Les primitives F de de f sur IR sont de la forme :

F(x) = m3—inz 2x+1 + ¢; ¢ €IR. Une primitive F de f sur IR est : F(x) = m X 2)3:_; +e.
Exercice 19

=5

e Ensemble de définition de f : D = IR
e Ensemble de dérivabilité de f : IR
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e Dérivée et variations de f : Ona: f(x) = xe ¥"3,
1

f est dérivable sur IRet f'(x) = e ™3 (1 —xIn3). f'(x) =0 = x = s

. . 1 . A 1
f est strictement croissante sur | — 0;— [ et f est strictement décroissante sur ] o +oof.

e Calcul de limite aux bornes de D.

. . X . —
lim f(x) = lim == lim xe™*™ = —oo,
X—>—00 x——00 3% X——00
. 1
(On pose X = —xIn3. Lorsque x - —0,X —» +oetona: lim ——XeX = — o)
X—+o00 In3

lim f(x) = lim == lim xe ¥ =,
xX—+00 x—+00 3% xX—+00
(On pose X = —xIn3. Lorsque x = +00,X — —oo et on a:Xlim —%Xex =0)
——00
Interprétation graphique : La droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale en 400 a la courbe

de f.

e Tableau de variation de f :

X —o

f'@ v b -

fx) / )
—oo \‘ o]

e Représentation graphique de f: (Cf)

«

Exercice 20

1) f(x) = xv/x donc f'(x) = %x/}
-2 1 1

Y- ’ _1 _ 1 _
2) f(x)= x—x3doncf(x)—3x3 = ITaE

X

1 1 -1 , -1
3) f(x) —%—g—xzdoncf %) =0
CcosXx

4) f(x) = Y1 + sinx donc f'(x) = T
5) f(x) = V1+x2donc f'(x) = m
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Exercice 21

) f@ =Y o fe=x doncf’(x) -
2) f)=x e\/_@f(x)—x 2 doncf(x) (e+)x
3) f(x)=4—=>f(x)=x 4doncf(x)=—4\/_,

ln3

4) f(x) —xl — & f(x) = xS donc f'(x) = (e — 1 — In3)x¢~2713,
Exercice 22

Les primitives de f sont les fonctions F telles que :

1. f(x)——c)f(x)—x 2,donc: F(x) = — 3\/_+c c €IR.
2. fy=0Q—-x)" 3=—UU 3,donc:F(x):—E(1—x)\/ —x+c,cEIR
3. f(x) =x(x?— 1)3 le’Ug,donc:F(x) =%(x2 —1)3Vx2—1+¢c,c€IR.

4 fe=—5=54

(x3-1)2

+c,c€IR.

N.wlq

,donc: F(x) = —gxﬁ

3
5. f(x) =ﬁ;4:>f(x) =x"2,donc:F(x) = —%+C,C€|R.

Exercice 23

x3 e¥
1. lim ==0car 11m — = +o00,
x—+00 €% o0 x3

2. lim (e —xz)— llmx (——1):+oo

x—-+

3. llm (lnx —x%) = llm X (l:x 1) = —oo,
2% e;c)?nz xln2
4. lim —=0car lim = lim [n2 ><— = +o00. (En posant X = xIn2)
x—+00 X x—+00 X xX—+0o
zx
5. lim —=0car llme—XZX——+oo
x—+00 lnx o 2X nx
6. lim (x +1)%* = +00
x—+00
7. lim x(Inx)3® = 4o
X—+00
8. lim x3e* = 4o
X—+co
. e . e* . x3
9. lim = lim =X = +4oocar lim — = +4ooet lim =1
X—+00 x3+1 xoto00x3 T x341 X400 x3 X—+00 X3+1
Exercice 24

1. Ensemble de définition et limites aux bornes :

Dy = IR* ou Dy =] — 00; 0[U]0; +ool.

- =0car 11m e?* =0et lime*—1=-1.

xX—>—00

lim f(x) = lim e
X——00 Xx—>—00 €% —

ex

: . 92
i 70 = i £

. 1
= = 400 car llme =+4owet lim1-—==1.
eX—1 x—+00 1—— x—+00 ex
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. . e . e** 1 . e¥* . 1
= = — —_— = —00 —_— = —00 —_— =
imf () = i oo = i X g = —ocor i 5 = —oet lim g = 1.
< < < x < x
li li e li e 1 li e2x li 1 1
= [ — X —— =400 — =400 [—
imf () = lim o = i = x gy = Hon car li; - = Fooet lim gy = 1
> > > Xl > x 1
2. Ona:f(x)—(1+e*) = et lim x)—(1+e*)] = lim =0.
()= (1+e%) = =et lim [f(0) = (1+e)] = lim <

Donc (') :y = 1 4 e* est une asymptote a la courbe de f en +oo.
Position de (C) et de (I') :

f)—(1+e)>0=e*-1>02e*>1 x> 0.
Donc, (C) est au-dessus de (I') sur ]0; +oo[, et (C) est en dessous de (I') sur ]—o0; 0[ .
3. Variations de f et représentation graphique :

, e?X(e*-2) , x .
Vx € Dy, f'(x) = f'(x) =0 & e* —2.Soitx = In2.

f est strictement décroissante sur | — oo; 0[ et sur ]0; In2].
f est strictement croissante sur ]In2; +oo[.
Tableau de variation de f:

x —oo In2 +co
') - - +
0 +o +o0
F) \‘ \ /
—oo /] a4
Représentation graphique :
g(0) =2

. . ()
(M:y=14+¢€*.Soitg(x) =1+¢€*.0na: xl_l)f;ﬂwg(x) =toet xl_l)l;ﬂw% =+% donc:

lim g(x) =1
X——00

(T) admet une branche parabolique de direction celle de (OJ) en +co.
(T') admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 en —oo.
g'(x) = e* > 0et g eststrictement croissante sur R.

i

TV
\/

)
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Exercice 25
Partie A

1- Calculons les limites : lim g(x) = —oet lim g(x) = 1.
xX—>+0 X2—0
2. Dérivée g'(x) : Vx €IR, g'(x) = —x(2 + x)e*.
3. Sens de variation et tableau de variation de g:
g est strictement décroissante sur | — co; —2[ et sur ]0; +oo].
g est strictement croissante sur ] — 2; 0[.
Tableau de variation de g :

X —® =2 0 +oo
g'() - [] - ) +
g(x) |1

\“““\-H\‘\\\\“. 148_2’////’//,,,,/”' ! ““‘\\\\H\\\‘ »

4. g est continue et strictement décroissante sur ]0,7; 0,71, donc g réalise une bijection de
10,7;0,71[ sur g(]0,7;0,71[).Ona: g(0,7) = 0,01 et g(0,71) = —0,025.
Comme g(0,7) x g(0,71) < 0, donc I'équation g(x) = 0 admet une solution unique « telle que
10,7 <a<0,71.

5. Signede g(x):

g(=2) ~ 0,45 > 0.
g(—2) est le minimum de g sur ] — o0; 0[, donc Vx €] — o0; 0[,g(x) = g(—2) = g(x) > 0.
g est continue et décroissante sur ]0; +oo[ et a €]0; +oo].
Soit x €]0; a[= x < a d’ou g(x) > g(a) or g(a) = 0 donc g(x) > 0.
Soit x €]a; +oo[= x > a d’ot g(x) < g(a) or g(a) = 0 donc g(x) < 0.
En conclusion : {V * €] —oaf,g(x) > 0.
"(Vx €]a;+oo,g(x) >0
Partie B :
1. Variationde h: h(x) =1+ xe* et D, = IR.
e Dérivée h'(x) de h(x): h est dérivable sur IRet h'(x) = (1 + x)e*.
e Signede h'(x) etsensdevariationdeh:h'(x) =0& x = —1care* > 0.
DoncV x €] — o0; —1[, ' (x) < 0 donc h est strictement décroissante sur | — co; —1].
V x €] — 1;+oo[, h'(x) > 0 donc h est strictement croissante sur | — co; —1[.
e Signe de h(x) : D’apreés le tableau de variation de h, h(—1) est le minimum de h sur IR. Or
h(-1)=1-¢e"1%=0,63>0.DoncVx €IR h(x) >0.Doncx €IR, 1+ xe*#0; dou
2.0na: lim f(x) =—wet lim f(x)=0.
X——00 xX—+00
Interprétation graphique: Comme xl_i}rpQQf(x) = 0, donc la courbe de f admet une asymptote
horizontale d'équation y = 0.

. . ’ __9®
3.a) Démontrons que: ¥V x €IR, f'(x) = Txer
- , _1(1+xe®)—(e*+xeM)x _ 1-x*e* _ g(x)
f est dérivablesurIRetVx € IR, f'(x) = o) = Goret = Qerer
b)Vx €IR, f'(x) = 99 donc le signe de f'(x) est celui de g(x) carVx € IR, (1 + xe*)? > 0.

(1+xeX)?’

.I 146 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 1



Vx €]l—o;af,f'(x) >0
Donc: { I L f, )

Vx Ela;+oo[,f'(x) <0
f eststrictement croissante sur | — oo; a[ et f est strictement décroissante sur ]a; +oo[.
Tableau de variation :

—o0 a +oo

X
() + b -
N —_
- 0

4. Démontrons que la droite (A) :y = x est asymptote a (C¢) en +oo.
lim —x%* =0

_ _ _ —x’e* _ xX—>—00
Ona:f(x)—(x)= et 11m [f(x) = 11m ! Terex = 0 Car lim 1+xe*=1

X—>—00

Donc, la droite (A) est asymptote oblique a (Cf) en +o.
5. Calcul et encadrement de f(a):
e flo) =
. Encadrons f(a) :on obtient : 0,29 < f(a) < 0,30.
6. Représentation graphique de (Cy) :

—org(a) =0= ae*=- - bonc, fla) = 1+2a

Partie C:
1.a) Justifions que k est une bijection

Vx € [a;+o[, k(x) = f(x). k est donc continue et strictement décroissante sur[a; +oo[ ; donc k

réalise une bijection de [a; +oo[ sur k([a; +oo[) = ]0 1+a]

b) Tableau de variation de k=1 : Les fonctions k et k~* ont le méme sens de variation.

x 0 a?

1ta
(k™))'(x) -
k™i(x) | 4o
\ .
2
2.a) Prouvons que k™! n’est pas dérivable en 1{1—0‘

Ona:k(x) = %ﬁ x= a.0r, k'(a) =f'(a) =

9@
(1+ae®)?

=0carg(a) =0.
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2
- o a
On conclut que : k=1 n’est pas dérivable en Py

b) Calcul de k(1) et prouvons que k™1 est dérivable en 1—;

1-e

Ona:k(1)=f(1) =—etk'(1) = f'(1) = ——=; or

1+e e O e # 0, donc la fonction

1 )_ 1 (1+e)?
1+e 1-e 1-e '

- - 1 _
k™1 est dérivable en et k™Y’ (
€ (1+e)?

c) Tracé de (Cj-1)

La méthode consiste a tracer la premiére bissectrice (la droite d’équation (D) : y = x) eta
construire suivant I'intervalle donné, I'image de la courbe (Cy) en utilisant la symétrie axiale d’axe
(D).

Exercice 26

1. Sens de variation de h :

Ona:h'(x) =1+ ieE et h'(x) > 0, donc h est strictement croissante sur IR.

2. Calcul des limites :

Ona: lim h(x) = —wet lim h(x) = +oo.
X——00 X—>—

3. hest continue et strictement croissante sur IR en particulier sur ] — 0,71; —0,7[. De plus:
h(—0,71) = —0,0088 et h(—0,7) = 0,0047. Comme h(—0,71) x h(—0,7) < 0, donc
I’équation h(x) = 0 admet une solution unique a appartenanta | —0,71; —-0,7[.

4. Justifions le signe de h(x) sur IR.

h est continue et croissante sur IR avec h(a) = 0.

Six €] —o;a[= x < a,d ot h(x) < h(a);orh(a) =0,donc h(x) < 0.

Si x €]a; +o[= x > a, d’ou h(x) > h(a); or h(a) = 0,donc h(x) > 0.
Vx €] —oo;af,h(x) <0

En conclusion :{Vx €]a; +oof, h(x) > 0.

Partie B :
1.a) Démontrons que : f(a) = -2 —a — g.
Ona:f(a) =Qa+ 4)e_% —a;orh(a) =0= e_% = —i.
e — T
Par suite : f(a) = (2a+4)( a) a=—-2—-a pe
e Encadrementde f(a). Ona:4,3 < f(a) < 44.

X
2.a) Calcul de f'(x) et démontrons que f'(x) = —h(x)ez
X X X X
f estdérivablesurlRet f'(x) = —xe z—1.0na: f'(x) = —e 2 (x + ef) =—h(x)e 2.
b) Variations de f
f est strictement croissante sur ] — oo; a[ et strictement décroissante sur ]a; +oo[.

3.a) Calcul de limites en —oo et interprétation graphique :

Ona: lim f(x) = —oet lim D _ 4o,
X——00 xX—>—-0 X

Interprétation Graphique : La courbe (Cf) admet une branche parabolique de direction celle de
(0J) en —oco.
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b) Limitede f en +o:0na: lirP f(x) = —oo.
X—+00
c)Ona:f(x) —(—x) = 2x+4)e zet lim [f(x) — (—x)] = 0. (On peut développer
X——00
X
(2x + 4)e 2z et effectuer un changement de variable en posant X = —g.) Donc (A) est asymptote

oblique a (Cf) en +oo.
4.a) Tableau de variation :
—00 a “+ oo

X
f'(x) + ) -
f(x) v f@—

b) Construction

|

!

Exercice 27

Partie A
l.a)Ona: lim f(x) = —2, donc la courbe (C) admet une asymptote horizontale d’équation :
X—>—00
y=-2.
b) Il suffit de développer f(x) , puis mettre xe?* en facteur.
c) En utilisant la derniére forme de f(x), on obtient : lir;n f(x) =+ocoet lirp %x) = +o00.
X—+00 X—+00
Donc la courbe (C) admet une branche parabolique de direction celle de (0J) en +co .

2. a) Démontrons que f'(x) = 2xe*(e* — 2) . (Il faut rectifier dans le manuel car erreur)

f dérivable sur IR et f'(x) = 2xe?* — 4xe* = 2xe*(e* — 2).
b) Tableau de variation de f:
X —00 0 In2 +00
f'@) + b - b +
f) f(0) +00

f(0)=15etf(In2) =1,2
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3. a) Démontrons que la courbe (C) coupe I'axe (Ol) en un point d’abscisse a.

e f est continue et strictement croissante sur | — oo; O[ , donc f réalise une bijection de
] — o0; 0[ sur] — 2;1,5[. Comme 0 €] — 2;1,5[, donc la courbe (C) coupe I'axe (Ol) en un
unique point d’abscisse a (@ € | — o0; 0[).

e Sur]0; 4+oo[, f admet un minimum en In2 qui est f(In2) = 1,2 > 0. Donc la courbe (C) est
au dessus de I'axe (Ol). Il n’y a pas de point d’intersection de (C) avec (Ol).

e On conclut que (C) coupe I'axe (Ol) en un unique point d’abscisse a tel que @ € | — oo; 0[.

b) Démontrons que : a €] — 1,7; —1,6].

Ona:]—1,7;,—1,6[c] — o; 0[, donc f est strictement croissante sur | — 1,7; —1,6][.

De plus: f(—1,7) = —0,10 et f(—1,6) = 0,014. Comme f(—1,7) x f(—1,6) < 0, donc

a€]—-17,-16[.

4.3) Tracé de la courbe (C) :

b) Nombre de solution de I'équation (Ey) :f (x) = k.
-Sik < —2, alors I'équation (E}) n’admet pas de solution ;
-Sik €] — 2;1,2[U]1,5; + o[, alors I'équation (E}) admet une solution unique m (m € IR) ;
-Sik €]1,2; 1,5[ alors I'’équation (Ej) admet deux solutions réelles.
5.a) H est dérivable sur IR et H'(x) = f(x) + 2. Donc H est une primitive sur IR de la fonction :
x— f(x)+2.
b) Déterminons F, la primitive de f sur IR qui s’annule en —1.
Ona:H' X)) =fx)+2=f(x)=H'(x) —2,doncF(x) =H(x) —2x+c,c €EIRetF(—1) =0.
Donc: F(x) = (’Z—C - é) e?* + 42— x)e* + 2x — 12—7
Partie B :
1. a) Ensemble de définition de g : Dy = [0; +ool.
b) Justifions que : Vx > 0, g(x) = f(lnx).

Ona:Vx > 0,e2In* = x2 ete!™* = x, d’out: f(Inx) = (lnx -1

E) e?nx _ 4(lnx — De™ -2
= Inx(x? — 4x) —%(x2 —8x +4)
Donc:Vx > 0,g(x) = f(Inx).
2.a) Etude de la continuité de g en 0.
Ona: }(i_l:% gx) = ;lci_l:% f(nx) = X“‘P f(X) = —2 (d’aprés le résultat de la question 1 de la partie A).
> >
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Comme Li_r}r(l) g(x) =—2 # g(0) alors la fonction g n’est pas continue en 0.

>
b) Etude de la dérivabilité de g a droite en 0.
lim 290790 _ 13y 90 g, Dong, la fonction g n’est pas dérivable en 0.
x—0 x=0 x-0 x
> >

Interprétation graphique : La courbe (C;) admet au point d’abscisse 0 une demi-tangente verticale.
c) lim g(x) =4+oet lim & _ +0o0.

X—+00 x—-+00 X
Donc la courbe de g admet une branche parabolique de direction celle de (OJ) en +oo.
3. Variations de g et tableau de variation de g

Vx>0,g ()= (f(nx)) = (Inx)' x f'(Inx) ;doncVx >0, g'(x) = 2(x — 2) Inx.
g est strictement croissante sur ]0; 1[ et sur ]2; +oo] .
g est strictement décroissante sur |1; 2.
Tableau de variation :

X 0 1 2 +oo

g [1 + P - b +
g(x) g(l) +coo
o— gy —

g(1)=15etg(2) =4—4In2 = 1,2.

4.a) Encadrement du point d’intersection de (C,) avec 'axe des abscisses

(C4) coupe I'axe (Ol) implique que g(x) = 0 & f(Inx) = 0,donc Inx = a. Soit x = e®.
Ora €] —1,7;—1,6[. D'ou : e* €]e 17; e~ 10,

b) Construction de (C,) et de la tangente en 0.

6 -3, ﬁ/ 3
Exercice 28
Partie A
1. lim f(x) = lim 2¥(2 —2%) = —ooet lim f(x) = lim (e®+Din2 _ gxinty =
X—+00 X—+0oo X——00 X——00

Comme lim f(x) = 0, donc la courbe (C) admet une asymptote horizontale en —co d’équation
X——00
y=0.
2.a)Ona: f(x) = 2¥+1 — 4% = 2%(2 — 2%) = e*In2(2 — ¢*In2),
b)Ona: f'(x) = 2 In2 e*M2(1 — e*"?),
Vx € R, 2 In2 e¥™2 > 0, donc le signe de f'(x) est celui de 1 — e*'"2,
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c) Tableau de variation de f:

x —00 0 +o
JA€3) + 0 -
f) £(0)
o— T
3. Représentation graphique :

fO) = Lf(-1) =3;£(1) = 0;f(2) =8,

—00

o

Partie B

Numeéroter 1. Résolution graphique :

(ED:f(x) = % eox=—-loux= % Donc S = {—1;%}.

(E):f(x)=—2x=~ % DoncS = {%}.
2. Déterminons les solutions exactes de (E;) et (E;)
(ED): fx) = 2 & 2¥x2—2% —% = 0. Posons X = 2%, donc (E;):—X? +2X —%z 0
Donc:S={-1; m—3—1}.
(Ey): f(x) = —2 © 2% X 2 — 2% 4+ 2 = 0. Posons X = 2%, donc (E;): —X? +2X + 2 = 0.
Donc:S = {ln(1+\/—)}

Exercice 29

1. F;2.V;3.F;4.F

Exercice 30

S={Un3;0)}; b)S=0; S={C);nE)};

-1+ /1+44 e3+in7 —1+ [1+44(e3tIn7

d)S=={(1+ In7 + 2In( 2(e3+“(17) )); —In 2(€3+lf"7) ) ;

e s = ((1n(5%):n (255)); 0n (5)sm ()
Exercice 31
1.a)Ona:P(1) =0. Donc 1 est une racine de P.

b)S ={1;2;—3}
2. Déduis les solutions dans IR de I'équation :
a) S={0;I[n2}
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b) S=[0;In2].
Exercice 32
1. B;2.C;3.A;4.B
Exercice 33
flx) = e™inx, Dy =]0; +oo[. Notons (C) la courbe représentative de f.
‘}lciLI(l) fx) = XliTm eX = +oo, donc (C) admet une asymptote verticale d’équation x = 0.

. 5_1)11100 flx) = Xl_i}er e* = 0, donc (C) admet une asymptote horizontale d’équation y = 0.

e Dérivée et sens de variation :
f est dérivable sur ]0; +oo[ et f'(x) = —%e‘l"". Ore ™ > (et —i < 0 sur ]0; +oo[, donc
f'(x) < 0. Parsuite, f est strictement décroissante sur ]0; +oo].
Tableau de variation de f:

X 0 +o00
f'(x) -
o) e —0
0

Rep_résen_tation _graph_iqu_e :

Exercice 34
e*X+1-1 3eX
L vx€lR, f(x) 3(1_e’f+1) 3( eX+1 )_e"+1
2. Les primitives F de f sur IR sont : F(x) = 31In(e* + 1) + ¢, ¢ € IR. Or, F(0) = 0 donc la primitive
cherchée est : F(x) = 31In(e* + 1) — 3In2.

Exercice 35
a) 5% —57* = 6. Posons : X=5%, X>0alors 57 = % On obtient : X2 — 6X — 1 = 0.
5= {ln(3+\/_)}

b) 4% + 6% = 9% & ¥t + X _ oxin(ax(; ) Soit 1 + e*"G) = g*nG)’

Posons : X = exm(f), X >0.0n obtient : X —X —1=0.A=5.
ln(1+\/_)

S=
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Exercice 36
Etude et représentation graphique de fonctions :

3
1. f(x)=x%5.0na:f(x) = xz = Vx3.
Dy =[0,+0o[. f(0) =0et xl—i>rPoo f(x) = +o0. De plus xlirllw% = 0. Donc la courbe
représentative de f admet une branche parabolique de direction celle de (Ol) en 4co.
f est dérivable sur ]0, +oo[ et f'(x) = %x—o,zs. f est strictement croissante sur 0, 4.

Tracé de la courbe représentative de f :

2.f(x) = (0,5)%.0Ona: f(x) = e*n05

Df=IR. f(0) = 1;xlirzlwf(x) = +ooet xlirpwf(x) = 0. De plus xlirpw@ = +o0.

Donc la courbe représentative de f admet une branche parabolique de direction celle de (OJ) en
—oo et une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +oo.

f est dérivable sur IR et f’(x) = In0,5e*"%5 = n0,5(0,5%); or In0,5 < 0. f est donc décroissante

sur IR.
Tracé de la courbe représentative de f :
| ER N A
‘ \ ‘ ’
A
\
\
\

3.f(x) =2*—2.0na: f(x) =e*"2 -2

@=+00.
X

Df=IR. f(0) = —1; lim f(x) = —2etlim f(x) = +c0.Deplus, lim
X——00 X—+0o X—

+o00
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Donc la courbe représentative de f admet une branche parabolique de direction celle de
(0J) en +o0 et une asymptote horizontale d’équation y = —2 en —oco.

f est dérivable sur IR et f'(x) = 2e*"2 = 2(2%) = 2**1, Or f'(x) > 0, donc f est
croissante sur IR.

Tracé de la courbe représentative de f

Exercice 37
()_ex—3
flx Texr—1

1. Ensemble de définition : Dy = IR * ou Dy =] — 00; 0[U]0; +ool.
2. a) lim f(x) =3et lim f(x)=1.
X——00 xX—+00
Interprétation graphique:
Comme lim f(x) = 3, donc (C) admet une asymptote horizontale d’équation y = 3 en —co.
X——00

Comme lim f(x) =1,donc (C) admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 en +o0
b. llmf(x) = tooet llmf(x) =-

Donc (C) admet une asymptote vert|cale d'equat|on x=0.
3. a) f estdérivablesur IR * et f'(x) =

(9" n*
f est strictement croissante sur | — oo; 0 et sur ]0; +oo].
b) Tableau de variation de f:

X
f'(x)
f()

3

4. Tracé de la courbe de f
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Exercice 38
Partie A
P (x) = 2e%* —5e* +2
1. Les solutions de I'équation P (x) = 0 sont: {%; 2}.
2. Ona:P(X)=2X2—5x+2=2(X—§)(X—2);donep(x)=2(ex—§)(eX—2).
En dressant le tableau de signes de P (x)= 2 (e" - é) (e* — 2), on obtient le résultat demandé.
Partie B

f(x)=2x+1+ex_1
1. Ensemble de définition : Dy = IR *=] — o0; 0[U]0; +oo[
2. a)xgglmf(x) =—oet xlirpmf(x) = o0,
b) }lci_r)%f(x) =—wet chi_rg(l)f(x) = 400,

< >
Donc la courbe de f admet une asymptote verticale d’équation x = 0.

A * / _ o e* _2(e"-1)-e* 2e**-5e"+2 _ P(x)
3. a)f estdérivablesurIR*et f'(x) =2 T ey T ey e

b) Signe de f'(x)

f'(x) = %, or (¥ — 1)2 > 0 donc le signe de f'(x) est celui de P(x).

V x| — 00; =In2[U]in2; +oo[, f'(x) > 0

D’aprés question 2 de |a partie A:{ V] —n2; 2], f'(x) < 0

c) Tableau de variation de f

x —00 —In2 0 In2 +0o0
f(x) + b -7 - b+
fx) o f(—an)\ _w% +oo\f(ln2) et

f(=In2) = -2 = 2In2; f(In2) = 1 + 2In2.
4a)0na:f(x)—(2x+1) = exl—1 et xl_i)r&[f(x) -(2x+1)] =x1_i,Tooex;—1 = 0. Donc la droite (D)
d’équation y = 2x + 1 est asymptote oblique a (C) en +oo.

b) Position relative de (C) et (D) sur ]0; +oo].

Ona: f()—Q2x+1) = exl-l' Or, sur ]0; +oo[, e — 1 > 0. Donc (C) est au-dessus de (D) sur

10; 4oo].

50)Ona:f(x)—(2x) =1+ e"l—l et xl_i)r_nw[f(x) - (2x)] = xlirjlwl +
d’équation y = 2x est asymptote oblique a (C) en —oo.

b) Position relative de (C) et (D’) sur | — oo; O[.

Ona: fX)—(2x) =1+ ex1—1 = eiif Or,sur] —o0;0[,e* =1 < 0ete* > 0.Donc(C)esten

dessous de (D’) sur ] — oo; 0[.

= 0. Donc la droite (D’)

1
e¥—1
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6. Construction de (C), (D) et (D’)

e* (ax+b)e*—ax (2x+1)e*—2x
7af(x)—ax+ex1 Torf(x)—2x+1+ =

onobtient:a=2eth =1.
b) Primitives F de f sur ] — o0; 0
OnaVx €] — oo; O[f(x)—2x+ donc F(x)=x?+1Inle*—1|+c, c€EIR.

Ore*—1<0sur]—oo;0][. DoncF(x)—x +In(1—e*)+c¢, c€IR.
oF(-1)=1oc=1-In(e—1)donc:F(x) =x*+In(1—e*) + 1 —In(e — 1).

Par identification,

Exercice 39 :

f(x) = x%e™*.
1. Dérivée : f est définie et dérivable sur IR et f'(x) = x(2 — x)e ™™ .
2. Ona :xlimwf(x) =+ et xliwa(x) =0.

Tableau de variation de f :
|

x —oo 0 2 +
') - 4 ; -
f(x) | +oo de”

\, 0 / \i 0

3. Tracé de la courbe de f :
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4. Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = —geg. Soit & un nombre réel de I'intervalle
I =[-1;0].

Démontrons que f(a) = f(2) © g(a) = a.

f(a) = f(2) équivauta: a?e™® = 22¢7%2 & a? = 4e~%e% . Soit a? = ie”‘.

Dol (a?)? = (5 e®)2.
| @ |=§e% ora <0donc a= —ge% = g(a). Par conséquent : f(a) = f(2) © g(a) = a.
5.a) Démontrons que g(I) est inclus dans I.
g est continue et dérivable sur IR en particulier sur I. Donc: g'(x) = —éejz_c. g est donc strictement
décroissante sur I.
I =[=1;0]alors g(I) = g([-1;0]) = [-3; —%e_%]. Soit g(I) = [—0,73; —0,69].
Comme —1 < —0,73 < —0,69 < 0 alors g(I) est inclus dans I.

b) Démontrons que | g'(x)|< é
-1

VxEI,—leSOdonc—%S;—CSO(:)ez <e§<1.50it—%e_71 >—§e)2_c>—%.
Comme Vx € I, —i <g'(x) Sé;donc vxel|g'(x)]| < %
c) Déduisons que :Vx € I, |[g(x) — a ‘S §| x—af
On saitque Vx € I, |g'(x)| Sé et g étant continue et monotone sur I, d’apres le théoreme des
accroissements finis, on a : |g(x) —g(a) |S §| x — a|.
Org(a) =a,donc:|g(x) —a |S §| x —al.
6. a) Démontrons que |u, — a (< X

==
Ona:u,y = g(uy,) etu, €LLEnposant:x = u,ona: g(x) = g(u,), donc:

uy — al.

1 1
lge) —al <2 jx—a| & |g(u) - al < |u, — af
Soit [uper — ] < i |u, — al
Paritérationona:|u; —a| < i |ug — |
1

lu, —al <2 Juy — al

..... L

Iy = al <2 fuyy — al
En faisant le produit membre a membre des n inégalités ci-dessus et aprés simplification on
obtient : |u, — a| < (i)" |lug — |, donc |u, —a| < ein |ug — a|.

1

P . L < L
b) Déduisons que : |u, — a| < o )

. 1 1
Onsaltquelun—alSe—n|uo—a|;or—1SaSOetuoz—E:—ESuo—aS

. 1 11 1

Soit |ug —a |< 5 Donc lu, —al < = X E,donc: lu, —al < Som
1 R 10°

o lu, —al <107 = < 107%; soitn > In (T) >n>13,12.

Soit n = 14. Le plus petit entier naturel cherché est : 14.

N
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» Situations complexes

Exercice 40

Pour répondre a la préoccupation du styliste, je vais utiliser les fonctions exponentielles.
- Je détermine d’abord le chiffre d’affaires annuel en 2010
- Je détermine ensuite le nombre de magasins correspondant au chiffre d’affaires a atteindre
- Enfin, a partir de la représentation graphique de la fonction f, je détermine I'année.

e Chiffre d’affaires annuel en 2010
Soit C; le chiffre d’affaires annuel en 2010. On a pour 5 magasins,

C; = 164 000 x 300 x 5 F =246 000 000 FCFA.

e Je détermine ensuite le nombre de magasins correspondant au chiffre d’affaires a atteindre
Soit y le nombre de magasin correspondant au chiffre d’affaires de 3 936 000 000 FCFA.Ona:y =
3936 000 000X 5

256 000 000
e Représentation graphique de f et détermination de I'année

= 80 magasins.

f est continue et dérivable sur [0; 20]. Soit f'(x) = (1 + 0,2x)e%?*"1,
Sur [0; 20], f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur [0; 20].

Tableau de quelques valeurs :

X 0 |4 8 10 14 15 20
f(x)|5 8,27 | 18,57 | 32,18 | 89,69 | 115,83 | 406,3
Représentation graphique de f(x) = 5 + xe®?*"1

|
|
|
]
/
/i
/|
ZiiT

Echelle : sur (Ol) : 1 cm pour 2 ans. Sur (0J) : 1cm pour 10 magasins.

Graphiquement, pour f(x) = 80, alors x = 13,55.

Je peux donc affirmer que le chiffre d’affaires sera supérieur a 3 936 000 000 FCFA apreés 14 ans.
Donc I'année correspond a 2024.
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Exercice 41

Pour déterminer I’heure du crime, je vais utiliser les fonctions exponentielles. Je vais :
- Résoudre des équations comportant des exponentielles pour déterminer les constantes A et
k.
- Résoudre une équation comportant exponentielle pour déterminer la durée écoulée aprés
le déces ( t en heures).
- Conclure en déterminant I’heure exacte du crime.

e Détermination de Aet k

- Soit t = 0, le moment ou le médecin légiste prend la température du corps ;ona:
f(0) =32 < Ae®+ 20 = 32.Soit A=12.

- Soitt = > le moment ol le médecin légiste prend a nouveau la température du corps ; on

a:
1

1
f(3) =31 & 12¢7%* + 20 = 31. Soit k = —2In(33).

11
Finalement on obtient la fonction : f(t) = 12e22@* 4 20
e Durée écoulée apres le déces ( t en heures).
Soit At la durée ou le temps avant I'arrivée du médecin légiste c’est-a-dire avant le déces.

17
ln(ﬁ)

11
Ona:f(At) = 37 & 12¢""@* + 20 = 37. Soit At = Z -4 Donc : At = —2h.
12

Il'y adonc 2 h écoulées avant la prise de température du corps.
On peut conclure que le crime a été commis ce mercredi 02 AoGt 2023 a 8 H.
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n SITUATION D’APPRENTISSAGE

SUITES NUMERIQUE

Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par le professeur, par un éléve et une lecture
silencieuse des éléves), I’enseignant pourra s’assurer que les éléves ont bien compris le texte.

Il pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des questions du

type :

Constituants de la situation

Exemples de questions
possibles

Réponses possibles des
éleves

promotion ?

-Que décident de faire les
¢éleves de la promotion pour
aider leur président ?

Contexte Ou et a quel moment se Pendant la préparation des
déroule la situation ? festivités de fin d’année de la
promotion terminale.
Circonstances -Que veut faire le président -il veut faire un placement
de la promotion terminale ? | d’argent.
-Que lui propose le -le banquier lui propose deux
banquier ? options de placement
d’argent ».
-Que veut connaitre le
président de la promotion ? -1l veut connaitre I’option la
plus avantageuse pour
obtenir 400000 en plagant
300000.
Téches -Qu’affirme le major de la -1l affirme que le probléme

peut étre résolu a I’aide des
suites particuliéres.

-ils décident de faire des
recherches sur les suites
arithmétiques et
géomeétriques.

Le professeur utilisera la tache énoncée par ses éleves pour faire la synthese de la situation et présentera
le plan de la legon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation durant tout le déroulement
de la legon.

u DECOUVERTE DES HABILETES

ACTIVITE 1 : Suites majorées

L’objectif de cette activité est de démontrer qu’une suite est majorée.

Réponses aux questions de I’activité

. 1
Pour tout entier naturel non nul, n > 1 donc - <1

D’ou, pour tout nombre entier naturel non nul n, u,< 1.
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e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 1

Pour tout entier naturel n,n < n + 1 donc % <1

, . 3 . . .
D’ou n—fl < 3. Par conséquent la suite (u,,) est majorée par 3.

ACTIVITE 2 : Suites minorées

o L’objectif de cette activité est de démontrer qu’une suite est minorée.
e Réponses aux questions de I’activité
. 3 . .3
Pour tout entier naturel non nul, n = 1 donc - > 0. Ainsi - +22=>2.

D’ou, pour tout nombre entier naturel non nul, v, > 2.
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 2
. 2 2
Pour tout entier naturel non nul n, s > 0 donc: ~= 1>-1.

D’ou v, = —1. Par conséquent la suite (v,,) est majorée par -1.
ACTIVITE 3 : Suites bornées

e L’objectif de cette activité est de démontrer qu’une suite est bornée.
e Réponses aux questions de 1’activité

. 1
Pour tout entier naturel non nul, n > 1 donc . =>0.

De plus , pour tout entier naturel non nul % <1

D’ou, pour tout nombre entier naturel non nul : 0< u, < 1.
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 3
Pour tout entier naturel n, —1 < w,, < 1.

Par conséquent, la suite (wy,) est bornée.
ACTIVITE 4 : Raisonnement par récurrence

e L’objectif de cette activité est de savoir mener un raisonnement par récurrence.
e Réponses aux questions de I’activité
l. ug= 2. Or 2<3,doncu, < 3.
u, <3
éuk <1
Uy +2 < 3, donc ey < 3.
2. Ainsi, pour tout entier naturel n,u, < 3.
e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 4
Soit P(n): «u, = 3™"-2»
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- Vérifions que P(0) est vraie.
Ona3’-2=-1=u,.
- Supposons que P (k) est vraie pour un entier naturel k > 0 et démontrons que P(k + 1) est
vraie.
P (k) vraie signifie que u, = 3% - 2.
Onaugy =3u, + 4
Uper =3(3%-2) +4
Uppr = 3°F1 - 2.
Donc P(k + 1) est vraie.
- Ainsi, pour tout entier naturel n, u,, = 3" - 2.

Exercice 5

nn+1
ne+) o

Soit P(n) : «1+2+3+--+n = 2

- On vérifie que P(1) est vraie.
- Supposons que pour un entier naturel k > 1, P(k) est vraie et démontrons que P(k + 1) est

vraie.
Ona:1+2++ k+k+1="SD4p41
k(k+1)+2(k+1) _  (k+1)(k+2)

1424 +k+k+1=

, donc P(k + 1) est vraie.

n(n+1)
2

2
- Ainsi pour tout entier natureln > 1,1+2+3+--+n =

ACTIVITE 5 : Sens de variation d’une suite numérique

e L’objectif de cette activité est de démontrer qu’une suite est monotone.
e Réponses aux questions de I’activité

Partie 1

1.

Ona:VneNn<n+1.
La suite (Uy )nen est strictement croissante, donc:n <n+1 = u, < upyq -
a) Onsuppose que: Vn € N,u, < up,q.

Soit m € N.
Démontrons par récurrence que : Yk € N*, up, < Uppqx-
Soit la proposition P(k): < Uy, < Upigr -

- Vérifions que P(1) est vraie.

Sachant que : Vn € N,u,, < U1 ,0na: Uy, < Upyyq. Donc P(1) est vraie.
- Supposons que pour un entier naturel g (q = 1), P(q) est vraie c’est-a-dire : Up, < Up4q -

Démontrons que P(q + 1) est vraie c’est-a-dire : Uy, < Umyq+1 -
vn € N, u, <uppq. DPOU: Ui < Upgger -
On obtient : Uy, < Upyq < Umiget -

D’ou P(q + 1) est vraie.
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Ainsi : Vk € N*, u,, < Uk
b) Le résultat précédent revientadire: Vm €N, VneN, m<n = u, <u,.
Donc la suite (u,)ney st strictement croissante.
Partie I1

. pi—un=r:
- Sir > 0, alors la suite ('un) est strictement croissante.
- Sir <0, alors la suite ( un) est strictement décroissante.
- Sir =0, alors la suite (un) est strictement constante.

2. a) Va1 — Vo = voq"" — voq" = q"vo(q-1).
b) lorsque vo > 0 :
- si g > 1 alors la suite (vn) est croissante ;
-1 0< g < 1 alors la suite (vn) est décroissante ;
- si ¢ = 1 alors la suite (va) est constante.
- siq < 0, alors la suite (vn) n’est ni croissante, ni décroissante.
lorsque vo < 0 :
-si g > 1 alors la suite (vn) est décroissante ;
-1 0< g < 1 alors la suite (vn) est croissante ;

-si g = 1 alors la suite (vy) est constante.

- siq < 0, alors la suite (va) n’est ni croissante, ni décroissante.

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 6
1-F 2-V. 3-F

Exercice 7

!

T (1t

Upy1 — Uy > 0, donc la suite (U, ) ey €St croissante.
Exercice 8

VneN, u,q —u,

1. La suite (va) est croissante.
2. Lasuite (va) est décroissante.
3. La suite (va) est décroissante.
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ACTIVITE 6 : Limite infinie d’une suite numérique

e L’objectif de cette activité est de déterminer la limite infinie d’une suite numérique.
e Réponses aux questions de I’activité

n 1 2 3 4 5 6

Un 3 5 9 15 23 33

2. Démontrons par récurrence on a : ¥V n € N*,u,, > 2n.
Soit la proposition P(n) : «u, > 2n».
- Vérifions que P (1) est vraie.
u; =3et2X1=2.0na3 > 2c’est-a-dire: u; > 2 x 1.
- Supposons que P (k) est vraie pour un entier naturel k( k = 1) , ¢’est-a-dire vy, > 2k.
Démontrons que P(k + 1) est vraie, ¢’est-a-dire uy 44 > 2(k + 1).
Onaugy, = 2k +uy
Uppr — 2(k+ 1) =u, —2
Or: up —2>2k—2
u,—2>2(k—-1)=>0,cark > 1.
Alors: u —2 > 0.
Par suite : Uy — 2(k+ 1) > 0. D00 : upyq > 2(k + 1).
Donc P(k + 1) est vraie.
Ainsi : Vn € N*, u, > 2n.
D’autre part,ona: uy=3 et 2 x 0 =0, alors uy > 2 x 0.
On conclut que pour tout entier naturel n, u, > 2n.

3. OUL il suffit de prendre n assez grand.
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 9
1. F 2.V

ACTIVITE 7 : Limite finie d’une suite numérique

e L’objectif de cette activité est de déterminer la limite finie d’une suite numérique.
e Réponses aux questions de I’activité

a)
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1.

b) la suite (Uy) converge vers 3.
Corrigé des exercices de fixation

Exercice 10
F 2.V

ACTIVITE 8 : Limite d’une suite définie par une formule explicite

L’objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une suite définie par une formule
explicite.
Réponses aux questions de I’activité
1. lim f(x)= -2

x—+00

5

n2+1
b) lim u, =-2

n-+oo

2. Au,=-2+

Corrigé des exercices de fixation
Exercice 11
- V 2- F

Exercice 12
sinN

1 . . .
En posant : N==, on obtient lim u, = lim =1.
n n-+o

N-0 N

ACTIVITE 9 : Limite d’une suite géométrique

e

L’objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une suite géométrique.
Réponses aux questions de I’activité
. vy=vyxq"
2. Sig>1letvy > 0,alors limv, = +oo.
Sig > 1letv, <0,alors limv, = —oo.
Si-1< g < 1,alorslimv, = 0.
Sig= 1,alorslimv, = 1.
Si g < —1, alors la suite (v,,) n’a pas de limite.

Corrigé des exercices de fixation

Exercice 13

lim (2=0 ;  lim (~4(Z3")= -0 .
2 n-+oo 2

n-+oo

Exercice 14
5n-2n

G =1

m
n-+o
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ACTIVITE 10 : Limite d’une suite du type u,, = n®

o L’objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une suite du type u,, = n*.

e Réponses aux questions de I’activité
Six< 0, alors limu,, = 0.
Six=0, alors limu, = 1.

Si o> 0, alors lim u,, = +oo.

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 15
- A 2- C

Exercice 16
li =
Al v =0
Exercice 17

lim w, = 4o
n-+oo

ACTIVITE 11 : Croissance comparée des suites n%,a™ et Inn

e L’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés des croissances comparées.
e Réponses aux questions de I’activité

Inn Inn 1 c ‘e .
P : Remarquer que —- = — X —— et en considérant les conditions initiales, conclure.
n n n
na an(lnn_lna) . . L
P> : Remarquer que m=e \n o« eten considérant les conditions initiales, conclure.

Inn _Ina

@ _

n' 1y .. .
P3: Remarquer que — = e“"( ") et en considérant les conditions initiales, conclure.

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 18
) lim (-2 =0 b lim (Z2)=-o

n—-+oo nxan n-+oo

Exercice 19

a) limu, =40 b)limu, =0 c)limu, =0 d)limu, =0

ACTIVITE 12 : Propriétés de comparaison

e L’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés de comparaison.
e Réponses aux questions de 1’activité

;) IR alors lim u,, = +oo.

[o) FOUT alors lim v, = —oo.

alors lim u, = L.
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Corrigé des exercices de fixation

Exercice 20

1.

lim (n? 4+ (—-1)™) = +oo 2. lim (n+sin(n)) = 4o
n-+oo n-+oo

Exercice 21

sinm _ 2. lim &

n-+o0 N no+ow n?

=0

ACTIVITE 13 : Limite d’une suite monotone

L’objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une suite monotone.
Réponses aux questions de ’activité

;) FOU alors lim u,, = [ (I est un nombre réel)

D)ool alors lim u, = [ (I est un nombre réel)

Corrigé des exercices de fixation

Exercice 22

1-v. 2-F 3-V 4V

Exercice 23

1-

2-

3-

On vérifie que uy < 3.
On suppose que pour un entier naturel kK > 0, u; < 3 et on montre que Uy, < 3.
On tire la conclusion.
2
Uny1 — Up = %
Upsq — Uy = 0, donc la suite (u,) est croissante.
La suite (u,) est croissante et majorée par 3, donc elle est convergente.

ACTIVITE 14 : Suite définie par une formule de récurrence du type u,., = f(u,)

e

L’objectif de cette activité est de déterminer la limite d’une suite définie par une formule de
récurrence du type U, 41 = f(uy) -
Réponses aux questions de I’activité

9

1. f(x) = "

2. a) Représentation graphique de la fonction f dans le plan muni du repére (O, L, J).
b) Construction des quatre premiers termes.
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c¢) La suite (un) est croissante et majorée par 3, donc elle converge vers une limite [ < 3.

3-a) Onau,q = f(uy), avec f(x) = :gx .
La suite (u,,) converge vers [ telle que [ < 3. Sachant que uy, = 2, alors (u,,) est a valeurs
dans [2; 3].

La fonction f est continue sur [2; 3].
Ona: lirP u, =1 et lin}f(x) = f(l) , car f est continue en [, élément de [2; 3].
n—-+oo Pand
D’ou: lim f(u,) = f).
n—+00
D’autre part : lim u,,.; = [ car lim u, =1.
n-+oo n-—+oo
Par unicité de la limite d’une suite convergente,ona: [ = f(I). Donc: | = & .

b) Enrésolvons 1’équation on obtient [ = 3.
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 24
Soit [ la limite de la suite (uy). [ est solution de 1’équation 2V + 1 = L.
En résolvant I’équation on obtient | = 3 —2v2Zoul = 3 + 2v2.

Comme up = 1 et que (un) est une suite a termes positifs croissante, alors [ = 3 + 2v/2.

a DES QUESTIONS D’EVALUATION

e Question 1 : Comment démontrer qu’une suite est minorée, majorée ou bornée ?

Solution de ’exercice non corrigé

Pour tout entier naturel nonnul n,ona: —1 <

Ona:-1< v, < 1 donc la suite (v,) est bornée.

e Question 2 : Comment étudier le sens de variation d’une suite numérique ?

Solution de I’exercice non corrigé

La suite (u,) est a termes positifs.
Un+1 — n

Up n+2”

Sachantquen < n+2,ona % < 1. Donc la suite ( uy,) est strictement décroissante.

¢ Question 3 : Comment démontrer qu’une suite numérique est convergente ? Et comment
calculer sa limite ?
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Solution de I’exercice non corrigé
1. Raisonner par récurrence
2. ayuyy =1
b) Utiliser les différentes étapes de la démonstration par récurrence.

3. La suite (u,,) est décroissante et minorée par 0, donc elle est convergente.

. o . . . 2x+1
Soit [ la limite de la suite (u,,) . [ est une solution de I’équation x = ;3 .
. A . -1-v5 -1+/5
En résolvant cette équation on obtient x = 2‘/» ou x = T\F
-1+5
Comme u, = 0,onadonc: [ = T\F .

MES SEANCES D’EXERCICES

> Exercices de fixation
o Représenter les termes d’une suite sur ’axe (OI)
Exercice 1

Exercice 2
Utiliser la méme le méme procédé.

e Démontrer par récurrence
Exercice 3

Soit P(n) : «u, = 5 X% (g)” ».

upy=5et 5x (g)O =5 donc P(0) est vraie.

Supposons que pour un entier naturel k > 0, P(k) est vraie ¢’est-a-dire u;, = 5 X (g)" et
démontrons que P(k + 1) est vraie.

Upp1 = guk oru, =5Xx (g)k donc uyyq = g X 5% (g)k.

d’otl wyyy =5 X (g)’”l. Ainsi P(k + 1) est vraie.

Par conséquent: Vn € N,u, =5x (g)" .
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Exercice 4
Vérifier que 2< uy < 4.
Supposer que pour un entier k > 0, 2< u;, < 4.
Démontrer que 2< ugqq < 4.
Conclure.

Exercice 5
Utiliser les étapes de la démonstration par récurrence
Exercice 6
Utiliser les étapes de la démonstration par récurrence

Connaitre la définition d’une suite minorée, majorée ou bornée
Exercice 7

_ 13(n-1)

~ 4(5n-1)’

1
Onaun+z
uy = 3, donc u, 2—% 1)
¥ne N,n—120et5n—1>0 Donc:¥n€ N',uy+5 =0. (2)

De (1) et (2), on tire que la suite (u,,) est minorée par —71 .

Exercice 8
On vérifie que uy < 2.
On suppose que pour un entier naturel k > 0, u, < 2 et on démontre que U1 < 2.
11
Ona,u, <2donc— ==
Uk 2
2t
Uk 2

1-L

1
<-<2,doncuyq < 2.
u =2

Ainsi, la suite (u,,) est majorée par 2.

Exercice 9

3 .3 3
vVne N,—nZO.Au551—n=3——<3.
n+1 n+1 n+1

Alors : 0 < u, < 3.D’ou la suite (u,) est bornée.

Exercice 10
Remarquer que 2" < 3" donc Vn € N, 2" —3" < 0.
On conclut que la suite (u,,) est majorée par 0.

Etudier le sens de variation d’une suite numérique

Exercice 11
-3

Q) VREN Uy — Uy = (2n+3)(2n+1)

< 0, donc la suite (u,) est strictement décroissante.

b) Etudier le sens de variation sur [0; +oo[ de la fonction f définie par f(x) = %.

La suite (u,,) a le méme sens de variation que la fonction f.
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2
c) Etudier le sens de variation [0; +oo[ de la fonction g définie par g(x) = %

La suite (u,) a le méme sens de variation que la fonction g.
d) La suite (u,) est positive.
n

Ona: Vn €N, %:(_

n
) < 1, donc, la suite (u,,) est strictement décroissante.
Up n+1

Exercice 12

a) Etudier le sens de variation sur [2; +oo[ de la fonction f définie par f(x) = l:—zx , puis

conclure.
X
b) Etudier le sens de variation sur [0; +oo[ de la fonction g définie par g(x) = % , puis

conclure.

_ 3"(2n-1)

C) Uppq —Up = D) > 0, donc la suite (u,) est strictement croissante.

Exercice 13

* _ 1 _ __2n+1
a) Vvne N u, 1 —u, = e D) >0etvy, — v, = PorD? > 0.
Donc les suites (u,) et (v,) sont croissantes.
. 1
b) Soit w, =u, X v, = =
En étudiant le sens de variation sur ]0; +oo[ de la fonction h définie par h(x) = X R

x3
on conclut que la suite (wy,) est strictement décroissante.

» Connaitre la définition d’une suite convergente
Exercice 14
1-v 2-V 3-F 4-v

Exercice 15

a) limu, =1, donc la suite (u,) est convergente.

b) lim u, = 1, donc la suite (u, ) est convergente.

c) Lasuite (u,) est décroissante et minorée par 0, donc la suite (u,,) est convergente.
d) limu, = e?, donc la suite (u,) est convergente.

Exercice 16
limu, =+c ; limvy, =-—oc0 ; limw, =0.

»  Connaitre les propriétés de comparaison
Exercice 17
limu, =—-c ; limvy, = +oo.

Exercice 18

I- vne N, |2—-(-D" <3
l2-(-1)"| 3 3
nmn+l — nvn+l  nn

. 3
* < —
AinsiVn € N* |u,| N

vne N,

2- limu, =0.
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e Reconnaitre une suite arithmétique ou une suite géométrique
Exercice 19
vn € N,u,,1 —u, = 1 donc la suite u est une suite arithmétique.

Exercice 20

u 2 . . 7 Fo]
vne N*, ;—“ =3 donc la suite u est une suite géométrique.
n

Exercice 21

Les données raménent au systéme d’équations : { Uy 7r =4
u; +5r=-2

En résolvant le systéme on obtient uy; = —17 et r = 3.

Exercice 22

Les données ramenent au systéme d’équations : { U 47 =8
U +7r=-1

En résolvant le systéme, on obtient uy = 20 et r = —3.

Onau, =20 —3ndonc u;5s = —25.

Donc S5 =-40.

Exercice 23
Sn=(nt+1)X wTu" , donc (n+1)x _723 = —138.

n+1= 12,doncn = 11.

Exercice 24

On sait que u, = 4 X (%)". En résolvant I’équation 4 X (é)" = %, on obtient n = 4.

Exercice 25
2047

=1 11 _ q) = 2947
S1o 3 X (2 1) -
Exercice 26

¢ Il s’agit de la somme des 11 premiers termes de la suite géométrique de raison § et de

. 3 1\ 11
premier terme 1. Donc S = 3 [1 - (}) ]
¢ Il s’agit de la somme des 15 premiers termes de la suite géométrique de raison 2 et de
premier terme 1. Donc R = 215 — 1.

Exercice 27

Soit up , uq et ut les termes consécutifs d’une suite arithmétique telle que :
up +ug+u=51etuy X ug X ue=4301. De ces données on obtient :

up +7 =17 avec r la raison de la suite et 172 — 72 = 253.
Dou:r=6o0ur = —6.

Pourr = 6,u,=11, uq=17 etu,=23.
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;i -

> Exercices de renforcement/approfondissement
Exercice 28

a) Ona:w=qui uz = q*u; u, =q3u; etus = q*uy,donc
" 2_ (52 2.2
Uy XuUs = q* Xu“=(q° Xuy)” =uj.

b) En utilisant les données, on montre que :

5 5
Up = 3,Up =5 Us =5,u, = 5q etus = 5q°
35 5 25
Uy + Uz + Uy =7.C0mmeu3 = 5,0na;+5q =
7’ ’ . . 1
En résolvant cette équation, on obtient ¢ = Jouq=2.

L 1 5 5
Ainsi : sionprend g = E,alorsul =20,u, =10,u3=5,u4=;etu5=z;

. 5 5
si on prend q =2,alorsu1=2, u2=z,u3:5,u4=10,u5:20-

Exercice 29

La suite u est une suite arithmétique.

u; =—1 etu, = -5
Uptq — Up, = —4 < 0 donc la suite u est strictement décroissante.
U, =3 —4n

a)S, =+ 1)(3—-2n).
b) S’ = (n—1)(-1 - 2n).

Exercice 30
La suite u est une suite est une suite géométrique.
3 3

Uy =3 etuz = e

1 . L.
Ona % =3< 1 donc la suite u est décroissante.

n
1o

Uy = 3 X (E)n 1

1 n
Sa=6(1-(3))

a)Ona: v, — v, = —In2, donc la suite v est une suite arithmétique de raison -I[n2 et de
premier terme v; = [n3.

b) v, = lnu,, donc u, =e’n

P=e" xe"2 X ..Xe"n
P = gVitvztotvy

pP= en[ln3+7(17';)mz]
Exercice 31
Représentation graphique
. 5
a) On vérifie que U, < 7

. 5 , 5
On suppose que pour un entier naturel k > 0, Uy, < eton démontre que Uyp,q < 7

On tire la conclusion.
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b) OnaU,,; — U, > 0 donc la suite (U,) est croissante.
La suite (Uy,) est croissante et majorée par ; , donc elle est convergente.
3. a) On montre que V4 = %Vn donc la suite (},) est une suite géométrique de raison
g et de premier terme _75 .
D = ety = 2 () L
¢) limU, = 2.

Exercice 32

LUp=242 o 0= 142

1 . . L1 .
2. Montrer que Vy,q = 3 V,, , donc la suite V est une suite géométrique de raison et de premier
22
terme V, = %—
_ o2z \" 2 (1\", m2
3. W= TX(E) et Un_3x(2) 3
Ona: lim U, =+oo, donc la suite U est divergente.

VZ [4v2 1\+1 1
4 Son=F[E(1-(3)")+ 2]

lim S, =+ .
n-+oo
Exercice 33

a) S;=1;5,=5; S3=14; S, =30.
b) Sps1 = Sp+(m+ 12,
) S, =1- 1a+D@x1+1)

6
_ K(k+1)(2k+1)

Supposons que pour un entier naturel k > 1, S p

Montrons que Sg4+1 = D@3

6
On sait que Sg4q = S + (k+ 1)2

k(k+1)(2k+1)
Sisr = 2+ (k + 1)
(k+1)(k+2)(2k+3)
Sk+1 = - e -
n(n+1)(2n+1)

Ainsivn e N* S, = 5
Exercice 34

U=1=2° U, =2=2.

Supposons que pour un entier naturel k > 1, Uy, = 2% et Uy, = 2F*1,
Démontrons que : Uy, = 2K+2,

Uk+2 = 5Ug41 — 6U

Upyp =5 X 21 — 6 x 2K

Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 1




2%(10 — 6)

Uk+z
Upsp = 2K x 4=2k+2

Ainsi: Vn €N, U, = 2™

Exercice 35
Soit r la raison de cette suite arithmétique.
y=x+retz=x+2r.

En exploitant les données, on obtient x + 7 = 3 etr? = 16.

Onar=4our = —4.
Sir =4,alorsx=—1;y= 3etz = 7.
Sir = —4,alorsx =7,y = 3etz = —1.

Exercice 36

1. Utiliser les étapes de la démonstration par récurrence.
2. Upyr = _711),1 donc (v,) est une suite géométrique.

3. v, = gx (_71)" donc lim v, = 0.

4. u, = % donc lim u,, = 1.

Exercice 37

1. Vyyr = %Vn donc ( V) est une suite géométrique de raison i et de premier terme V = 1.

n
2. V= (%) , donc lim V,, = 0.
3. Ona:U, =9e",donclim U, = 9.

Exercice 38

1. —Déterminer V4
-Effectuer V41 -V,

- Montrer que Vn+1—Vn:§
1,1 1
2. Vn—5+zn72(n+1).
Onal,=~-2doi Uy = ——2
nal, = - ou Up = — .

3.limU, = —2et limV, = +oo.
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Exercice 39
1. Construction des 5 premiers termes.

1 1 1
2.a) Upyq = EU" —3etU, = ZUn1— 3,donc Upyq — Uy :;(Un —Up_1).

b) La suite ( U441 — Uy) est par définition une suite géométrique de raison 3 de premier terme -5.

Donc Uy 41 — -5x ( )”

¢) Upyq — Uy, < 0 donc la suite (Uy,) est strictement décroissante.

3.a) On pourra démontrer par récurrence que : Vn € N* , U, + 6 = %(Un_l +6).

2
b) Vi€ N, Up+6=3(WUny+6)=(3) Wnz+6).

Up+6= (%)3 Wns +6) == () Waen +6) = (2)" Wo +6).
¢) D’aprés 3.b), ona: limU, = —6.
Exercice 40
1. Vo=—In2
2. Vayr = InG Unsr)

n+1 ln(_ n)z

Vpg1 =2X ln(— ) =2V, donc la suite (V,) est une suite géométrique de raison 2.

3. V= —In2x2™
4, limV, = —

5. U, = ZeVn donc limU, = 0
6. a)S, = VOX— In2 x(1-2").
b) T, = —eVU X = eV1 X . x;e Vi1
_ (2\n VotVi++Vn_1 — (2\n Sn
Tn (3) X e’ot 1 (3) X e
_ (%\n (1-2™)in2
o) T, (3) Xe .
Exercice 41
1-a) Utiliser un raisonnement par récurrence.
b) Upyq — Uy, = Up(eUn — 1) < 0, donc la suite (U,,) est décroissante.
c¢) La suite (U,,) est décroissante et minorée par 0, donc elle est convergente. Sa limite est O

2- Démontrer par récurrence que : Vn € N, Upyq = e,

Comme la suite (U,) converge vers 0 , alors (U, 1) converge également vers 0, donc la suite (S,,)
converge vers +oo.
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Exercice 42

. . . 3 3 3 3 _ n?(n+1)?
Démontrons par récurrence que pour tout entiern = 1, 1° +2°+3° + .-+ n° = —
2 2 2 2
o =1, X8 g poi: 13 =20
i . 13 3 3 3 _ k%(k+1)?
e Supposons que pour unentierk (k> 1): 1°+2° +3° + -+ k° = —
2 2
Démontrons que : 13 +23+3%3 + -+ (k+1)% = w
k2(k + 1)?
1P4+28 433+ + k3 + (k+1)° =¥+(k+1)3
_ k2(k+1)%+4(k+1)3
4
= G2k +aGer )]
4
_ (k+1)?(k%+4k+4)
4

_ (k+1)%(k+2)?
=

n?(n+1)2

Donc: Vvn=>1,13+23+33+...+nd = ”

Exercice 43

Démontrons par récurrence que pour tout entier natureln > 1, 1 X2+ -+ n(n+1) = M .
Ona:1x(1+1)=2et DD _ 5 pogy:1x (14 1) = DA

Supposons que pour un entier naturel k (k > 1) ,ona: 1 x24 -+ k(k+1) = w
Démontronsque: 1 X 2 + -+ k(k+ 1)+ (k+1D(k+2) = U(H)(Zw

Ona:1x 2+ +k(k+1)+ (e + 1Dk +2) = LDED ey 1)k +2)

k(k+1)(k+2)+3(k+1)(k+2)
3

Ix2+-+k(k+1D)+(k+D(k+2)=

1x 24 e k(h o+ 1) + (k o+ 1)k +2) = D020

nn+1)(n+2)

Dongc, pour tout entier natureln > 1, 1 X2+ -+ n(n+1) = P

Exercice 44

Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n, 32" — 1 est un multiple de 8.
e 32X0 _1 = 0. Donc, 32%% — 1 est un multiple de 8.

Supposons que pour un entier naturel k (k = 0) , 32% — 1 est un multiple de 8.
Démontrons que 32¢+1 — 1 est un multiple de 8.

Ona:320+) _ 1 =9x 32k _1=9x32k_94+8=9x(32k-1)+8.
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Or : 3%F — 1 et 8 sont des multiples de 8. Donc, 9 X (32 — 1) + 8 est un multiple de 8.
Par suite, 32+1 — 1 est un multiple de 8.

Donc, pour tout entier naturel n, 32" — 1 est un multiple de 8.

Exercice 45

L vpyq = §Un~ Donc, (v,) est une suite géométrique de raison é }
2. a) limv, =0
b) u, = v, + 3, donc limu,, = 3.

Exercice 46

1. uppq —u, = % , donc la suite (u,,) est une suite arithmétique de raison g et de premier
terme uy = —5.
Donc:Vn€e N, u, = —5+;n.
2. Représentation graphique
3. ugtup tuy Uy =21 X

Ug+uzp

= 210.

Exercice 47
Up—q1 + Uptr = 2Uy ,pourn =1.Donc: Uy — Uy = Uy — Up—q , pOUrn = 1.
Ainsi, la suite (u,,) est une suite arithmétique.

Exercice 48

. uy =4et v1=§.
2. a)dy, = % d, ,donc la suite (d,,) est une suite géométrique de raison % et de premier terme
dy = 6.
b) d,, = 6 X (%)"
c)Vne N, 6>0et (%)n>0,donc:\7’n€ N,d, > 0.
d)limd, = 0.
3. a) Effectuer u,,; — u, et conclure , puis effectuer v, — v, et conclure.
b) d?" > 0, donc la suite (u,) est strictement croissante.
_Td" < 0, donc la suite (v,) est strictement décroissante.
c) La suite (u,) est strictement croissante , donc : uy < uy < - < uUp_qg <u, (1)

Aussi,ona: u, <v, (2)
La suite (v,,) est strictement décroissante , donc : v, < v,_; < - <v; <vy (3)

De(l),2)et(3)ona: ug <uy < <uUpq <Up <V < Vg < < vy <V
D’ou: uy <u, <v, <vyg.

d) Lasuite (u,) est strictement croissante et majorée par v, , donc la suite (u,) est
convergente.
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La suite (v,) est strictement décroissante et minorée par u, , donc la suite (v,,) est

convergente.

. 24 5\"
4. a) Pour tout entier naturel n, u,, = 7(1 - (E) ) +2
b) lim w, =§ et lim v, = lim (u, + d,)) =§ _

Exercice 49
1. a) Vx €]0; +oo[, f'(x) = :—2 > 0. Donc la fonction f est strictement croissante sur ]0; +oo[.

Tableau de variation de

X 0 +00
f'(x) +
4
fx)

b) Tracé de (C) et de (D)
c) Construction de ugy, uy, u, et us.

2. a) f est continue et strictement croissante sur [2; 3], donc f([2;3]) = [f(2); f(3)] = E. 3]
Or [2:3] €[2:3] done : £(12:3])C [2:3].

b) Utiliser un raisonnement par récurrence pour démontrer que : Vn € N, 2 <wu, < 3.

— B-up)un-1)

Un

c)Ona:u, g —uy > 0, donc la suite (u,) est croissante.

d) La suite (u,) est croissante et majorée par 3 donc elle est convergente.

3. a) Déterminer I’expression de vy, 11.

v 1.
Montrer que = = = | puis conclure.
v 3

b)v, = — G)n , donc limv,, = 0.

vp—3 .
¢) u, = =—, donc limu,, = 3.
V-1
Exercice 50

1. uy =3 et u, =10.
2. a) up=0etu; > 1.
Supposons que pour un entier naturel k > 1, u, = k et montrons que U4, = k + 1.

Ona:u, =k
3uk > 3k
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3uy, —2k >k
Bupy—2k+3=>k+3>k+1dou up =k+1.
Donc:vVn €N, u, >n.
b) limu, = +oo.
3. vneN, u,yq —u, = 2(u, —n) + 3.
Or:vVneN, u, —n=0.Donc:uyy —u, =23=0.
Donc la suite (u,) est croissante.
4. a) V1 = 3u, — 3n + 3 = 3y, donc la suite (v,,) est une suite géométrique de raison 3 et de
premier terme 1.
bu,=v,+n—-1,orv, =3"donc u,=3"+n-1.
Exercice 51

pour uy = 0,50onau; =0,6.

1 1 -1 . 1 . . " . -1 .
2. — — = —, donc la suite (—) est une suite arithmétique de raison — et de premier terme —2.
VUn+1 Un 2 Un 2
1 —4-n -2
3. —=——,doncy, = —.
vy 2 4+n

U, = v, + 1. Comme limv,, = 0, on a limu,, = 1. Ainsi, la suite (u,) converge vers 1.
4. Apres plusieurs reproductions, la population sera constituée uniquement de souris noires.
Exercice 52

1. On montre par récurrence que : Vn € N, 0 <u, < 3.
2. Upyq — Uy > 0, donc la suite (u,,) est croissante.

De plus, elle est majorée par 5. Donc, elle est convergente.

3. a) Utilisation de I’inégalité des accroissements finis en considérant la fonction f telle que :
f(x)=+vx+6.
Montrer que f'(x) < é

Ensuite on a :|f(u,) — f(3)| < ilun —3],dou |uper — 3| S%Iun - 3.
1 1 1
|lug — 3] X Juy — 3] X ... x |u, — 3| S§|u0—3|><§|u1—3|><...><§|un_1—3|
1 n
Donc: |u, — 3| < (}) |lug — 3.
n
Dou: |u, — 3| < 3(%) .

¢) limu, =3.

Guide du professeur - Pyramide Maths T*C TOME 1 181 I.



» SITUATIONS COMPLEXES
Exercice 53

Pour aider monsieur YAO, je vais utiliser mes connaissances sur les suites numériques.

Pour cela, je vais :

- déterminer une suite numérique (u,) qui donne le salaire de M.Yao a la n-iéme année du
premier contrat et en déduire le salaire 4 la 9°™ année ;

- déterminer une suite numérique (v,,) qui donne le salaire de M.Yao a la n-iéme année du

deuxiéme contrat et en déduire le salaire a la 9% année ;

- comparer les salaires a la 9™ année dans les deux contrats et conclure.

e Soit u, le salaire a la n-iéme année avec le premier contrat.
Ona:u; = 750000 et U4y = Uy + =y = 1,041y
Dans ce cas, le salaire évolue comme une suite géométrique de raison 1,04.
Le salaire a la n-iéme année est donné par ’expression :
Uy = uy X (1,04)""1 = 750000 x (1,04)""1.
A la neuvieme année, le salaire avec le premier contrat sera :

ug = 750000 X (1,04)® ~ 1026427.

e Soit v, le salaire a la n-iéme année avec le deuxiéme contrat.
Ona:wv; = 750000 et v, = v, +30000.

Dans ce cas, le salaire évolue comme une suite arithmétique de raison 30000.
Le salaire a la n-iéme année est donné par ’expression :
v, = v; +30000(n — 1) = 750000 + 30000(n — 1).
A la neuvieme année le salaire avec le deuxiéme contrat sera :
vy = 750000 + 30000 X 8 ~ 990000.
e Ona:ug > vg,donc le premier contrat est le plus avantageux pour monsieur YAO.

Exercice 54

Pour dire si la déclaration de mon camarade de classe est juste ou non, je vais utiliser les suites

numériques. Pour cela, je vais :

- Identifier la suite numérique qui décrit I’évolution de la pandémie ;
- Déterminer la somme S(t) des t + 1 premiers termes consécutifs de cette suite numérique ;
- Déterminer le plus petit entier t tel que S(t) = 10000 et conclure.

o Identifions la suite numérique qui décrit I’évolution de la pandémie.

Ona: f(t) =120t + 1,t € N.
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f est une suite arithmétique de premier terme 1 et de raison 120.

e Déterminons la somme S(t) des t + 1 premiers termes consécutifs de la suite f.
Ona:S(t)=fO)+f(1)+-+f(t)
t+1

S8 =22 [F(0) + £ ()]

t+1

S(t) = =— (120t + 2) = 60t + 61t + 1, avec t = 0.
2

e Déterminons le plus petit entier ¢ tel que S(t) = 10000.
S(t) = 10000 = 60t + 61t — 9999 > 0.

—61+v/2403481
120 )

Sachant que : t > 0, on obtient : t >
La plus petite valeur de I’entier naturel t est 14.
Le couvre-feu interviendra 14 jours apres la déclaration du premier cas de COVID-19 dans ce pays
Donc, I’affirmation du camarade de classe n’est pas juste.
Exercice 55
Soit po le prix d’un article en 2014 et py, son prix en 2014 + n
Entre 2014 et 2017, le taux d’inflation annuel étant de 6%, on successivement :
p1 = 1,06 po (prix en 2015), p> = (1,06)> po ((prix en 2016), p3 = (1,06) py (prix en 2017)
Entre 2017 et 2019, le taux d’inflation annuel étant de 7%, on a donc :
pa=1,07 p3,soit ps = 1,07(1,06)* po (prix en 2018), ps = (1,07)%(1,06)* po (prix en 2019),
Entre 2019 et 2020, le taux d’inflation annuel étant de 7,5%, on a donc :
e =1,075(1,07)%(1,06) po (prix en 2020),
Entre 2020 et 2021, le taux d’inflation annuel étant de 8%, on a donc :
p7=1,08x1,075(1,07)*(1,06) po (prix en 2021),
Entre 2021 et 2022, le taux d’inflation annuel étant de 8%, on a donc :
ps = 1,1x1,08x1,075(1,07)*(1,06)° po (prix en 2022).
On adonc : ps=1,74144617632 po,

1,74144617632 > 1,6 ; donc le coit de la vie est élevé dans ce pays. Coulibaly a raison
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Y@l CALCUL INTEGRAL

n SITUATION D’APPRENTISSAGE

e Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par un éléve, par le professeur et une lecture
silencieuse des ¢éléves), I’enseignant va procéder a I’explication éventuelle des mots difficiles.
Dans le cas de cette situation, le texte ne semble pas contenir de mots ou expressions difficiles pour
un éléve de Terminale C. Toutefois le professeur donnera la parole a ses éléves afin de s’assurer
que tout le monde a compris le texte.

e [l pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des questions du

type :
Constituants de la Exemples de questions Réponses possibles des éléves
situation possibles
Contexte Ou et quand se déroule la | La scéne se déroule dans un
scéne et qui en sont les | ¢tablissement secondaire.
acteurs ? 1l s’agit d’un exposé en Histoire-
Géographie sur les infrastructures
routieres réalisées en Chine.
Les acteurs sont les ¢léves de la
promotion Terminale.
Circonstance Indique la difficulté a Les éléves de la promotion de
laquelle les éleves sont Terminale sont fascinés par les
confrontés. informations données par les
ingénieurs et découvrent une
expression mathématique qu’ils
ne comprennent pas.
Tache Qu’est ce que les éléves de | Les éléves de la promotion de
cette promotion de Terminale décident de faire des
Terminale décident de recherches sur le calcul d’aire.
faire ?

Le professeur profitera donc de la tache énoncée par ses €léves pour faire la synthése de la situation et
annoncera le plan de la legon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation durant tout le
déroulement de la legon.
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a DECOUVERTE DES HABILETES

Activité 1

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition de 1’intégrale d’une fonction continue.

e Réponses aux questions de I’activité.
1. G(b)—G(a)=Fb)+c—F(a)—c=F(0b)—-F(a).

2. Ona:G(b)—G(a) = F(b) — F(a), donc le nombre réel F(b) — F(a) est indépendant la primitive

choisie. Car il est le méme quelque soit la primitive choisie.

Exercices de fixation 1

1.
xF(b)—F@) ; OG@—-F®) ; xGb)-G@ ; x[F®l, OFOI;

2.

La fonction f'étant continue sur I’intervalle I, elle admet au moins une primitive sur /.
X, étant un élément de /, il existe une et une primitive de f sur I qui s’annule en x,.
Or F est une primitive sur I de f qui s’annule en x,. D’ou le résultat.

3.
a) [, (2t — Ddt = [t> — t]§ = 18.
b) f, dt =[-3i = -2

0 Jy t2de =513 =1

d) [, 7dt = —In2.

Activité 2

e L’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés de linéarité de I’intégrale.
e Réponses aux questions de I’activité.
1. Une primitive sur / de la fonction < f + 8 g est la fonction < F +  G.

2. f{f[cx £ + Bg()ldt = [x F(t) + BG(®)]5 = « F(b) + fG(b) — (x F(a) + BG(a))
=o (F(b) = F(@) + B(G (1) - G(@))
=o [P f(0)dt + B J7 g(O)dt.

Exercices de fixation 2

1.

) [2(f©) - 29()dt = -
02’ f©dt + [} g(©)dt 027 eyt - [ g(0)de
d2- f:f(t)dt + f:g(t)dt x f;’ F(O)de — 2 fabg(t)dt.
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b) [ (af (O — Bg(®)dt = ..

O, f(Ode + af) g(£))de ; O (a—p) (J) f@©de + J g()dt)
O (a+p(f) fOdt - [ gtydt) x [’ f©)dt — B g(®)t.
2.
x’ 82 .
ol v

c) fog(sin2 x)dx + fOE cos? x)dx = fog(sin2 x + cos?x)dx = fog dx= g

Activité 3

e [’objectif de cette activité est de connaitre la définition de I’intégrale d’une fonction continue.
e Réponses aux questions de I’activité.

1. a) [Sf(®)dt=F(c)-F(a) b) [7f(®)dt =F (b) = F(o).
2. [SF@dt+ [F f©)dt = F(c) = F(@ + (F(b) = F(c)) = F(b) - F(a) = [ f(t)dL.

Exercices de fixation 3

1.

3 -1 3 -1 3
f 20t + 1)dt = f 21t + 1/dt + f 20t + 1/dt = f —2(t + 1)dt + f 2(t + 1dt = 17.
-2 1

-2 -1 -2 -
2.

3 1 3
f 2x — 1|dx = f —2(x — dx + f 2(x — 1)dx = [2x — x2]%, + [x2 — 2x]3 = 13.
-2 -2 1

Activité 4

o L’objectif de cette activité est de connaitre la positivité de 1’intégrale et ses conséquences.
e Réponses aux questions de I’activité.
1. a) F estune primitive de f sur [a; b]. Donc : Vx € [a; b], F'(x) = f(x).
Or: f = 0sur [a; b] , donc F est croissante sur [a; b].
b) F est croissante sur [a; b], donc: a < b = F(a) < F(b).
¢) F(a) < F(b) = F(b) — F(a) = 0.
b
Donc : [, f(x)dx = 0.
2. a) f<gsur[a;b]l.D’ou:g—f =0sur[a;b].
D’aprés la question 1 : g — f = 0 sur [a; b] = f:(g —H(x)dx = 0.

) [ (g - Hdx20= [’ g(x)dx - [, fF(x)dx > 0.
Donc : f:f(x)dx < f:g(x)dx.

N.B La justification de ce qui précéde utilise la linéarité de 1’intégrale.
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Exercice de fixation 4

1.
s . . 2dx _ 2dx
En intégrant sur[1,2],0na.0§f1 " <J; =
Or: [ % = [2Vx]3=2vZ -2, donc: 0<In2 <2vZ-2.

2.
a) La fonction x + sinx est continue et positive sur [0; g ],d’ou: fOE sinxdx > 0.

b) La fonction x +— x3 est continue et négative sur [—2; —1 ], d’ou : f__zl x3dx <0.

Activité 5

e [’objectif de cette activité est de connaitre I’inégalité de la moyenne et ses conséquences.
e Réponses aux questions de I’activité.

I Vtea;b], m<f(t) <M.Dou: [l mdt <[’ f(t)de < [} Mdt.
On en déduit que : m(b — a) < f:f(t)dt <M(b - a).
2. vte[ab], If(H)] <M, dou: —M < f(t) <M

D’aprés la question 1,ona: —M(b —a) < fff(t)dt <M(b - a).
Donc : |flff(x)dx| <M( —a).

Exercices de fixation 5

1.

z
. . ’ . . . = . s
La fonction x + sinx étant continue sur [0 ; E]’ et pour tout nombre x, [sinx| < 1. | foz sinxdx|< >

Or:Z < 2, donc : |[2 sinxdx| < 2.
2 0
2.

2
Vx €[e;e?], 1<In*x <4. Dou: 1x(e?—e) < f: In?xdx <4 x (e? —e).

2
On obtient donc : e(e — 1) < f: In?xdx <4e(e —1).
Activité 6

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition de la valeur moyenne d’une fonction
continue.
e Réponses aux questions de I’activité.

-

1

1
_ % _ 2 2 _ 17_ _
u= XL fx)dx=6 XJ Fdx— 12 x [—;L— 12x (=2 —-(-3)) =12.
3 3

1_1 1
273 3
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Exercice de fixation 6

1. & 2. e? 3,
3

W

Activité 7 : Technique de I’intégration par parties

e L’objectif de cette activité est de connaitre la technique de I’intégration par parties
e Réponses aux questions de I’activité.

Les fonctions u, u’, v, v’ étant continues sur [a ; b], les fonctions uv' et u'v sont continues sur [a; b] et
ona:

b b b
f (uv)'(t)dtzf u(t)v’(t)dt+f u'(t)v(t)de
or, [Pwv)' (©dt = ()15 = u@vD]}

done : [P u(v'(©)dt + [2 w' (Ov(©)dt = [u(®v(0)]3.

Do : [ u(®)v'(t)dt = [u®v(D]; - [ u' (O)v(©adt.
Exercices de fixation 7

1.

u(x) = x, dou: u'(x) = 1.

3
v'(x) =v2x+1, onchoisit: v(x) = é(Zx + 1)z. (Il y a une infinité de primitives de v’ ; mais la

primitive choisie importe peu)
3 3 3 5
JyxV2x + Tdx = [§ (2x + 1213 = [, 5 (2% + 1)2 dx= 5 (2x + D2 — - [(2x + D3] ;

f N2xF 1dx=22 + is
2.
u(x) = Inx,dott:  u(x) :%
v'(x) = x,0n choisit : v(x) ==
fle xlnxdx = [é Inx]§ — ff’z—f dx
fle xlnxdx = [? Inx]§ — [%]1: % +%,
Activité 8
o L’objectif de cette activité est de connaitre la technique de changement de variable affine
e Réponses aux questions de I’activité.

1. Onsaitque: (F(xt+p)) = F'(xt+p).
F étant une primitive de f sur I, F' = f.
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On en déduit que : (F(< t + B)) = f(x t + ).

2 [ f(ect+p)de = F(oct+ﬁ)]b=§(p(o<b+ﬁ)— F(xa+p)).

«b+p
xa+p *

Enposant: u =xt+ fB,ona: F(xb+p)— F(<xa+p)=[Fw)]

Dou: [ flct+p)de = [0 1) du.

xa+f o
Exercices de fixation 8
1.

Posons:u =x+ 1.
8

Jo s x = [ O = @ = Gt — (24t =5

2.
Posons : u = 2x — 3.
fOZ(Zx —3)*dx = %f_l3 utdu = % .
Activité 9
e L’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés sur le calcul des intégrales des fonctions

paires et des fonctions paires.
e Réponses aux questions de I’activité.

L[ f@©de+ [ f(ode = [°, f(oat,

2. Siu = —t,alors : du = —dt. Donc : dt = —du
Pourt = —a, u=a.
Pourt =0, u=0.

Ainsi: [° f(0)dt = — [} f(—u)du = [} f(~w)du.
3. Ona: [ f(®O)dt = [° fO)dt+ [} f(O)dt = [ f(~wdu + [ f()dt.

e Sif estpaire sur [—a; a], alors : f(—u) = f(w).
Dou: [°, f(@®)dt = [} f(-wdu = [ fwdu = [ f(B)de.
Ainsi: [°, f(O)dt = [°, f(O)de + [ f(Ode = [[f(Ode + [ f©)de = 2 [ f (D).
e Sif est impaire sur [—a; al,, alors : f(—u) = —f ().
Do [ f(®)dt = [ f(—u)du = — [}’ f(wdu = — [} f(£)dt.
Ainsiz [° f@de = [°, f(©Ode+ [ f(©)dt = ~ [} f(©)de + [ f(©)dt = 0.
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Exercice de fixation 9

a) La fonction : x — sinx cos*x est continue sur [—g ; g] et est impaire sur cet intervalle, donc :
T
[Znsinx cos*x dx = 0.
2
b) La fonction : x > xVx? + 9 est continue sur [—2; 2] et est impaire sur cet intervalle, donc :
2
Jo, xWx2+9dx =0.

¢) La fonction : x + |x| est continue sur [—1; 1] et est paire sur cet intervalle, donc :

1 1 1 1
Jo Ixldx=2[]Ixldx=2[ xdx=2x2=1
Activité 10

e L’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés sur le calcul des intégrales des fonctions
périodiques.
e Réponses aux questions de I’activité.

1. Enposant:x = t —T, ona:ff::f(t)dt = fff(x+T)dx = fff(x)dx = fff(t)dt.

2. ) 2 p@ar = [F foar

a
BL+T B+T

Dou: [P fo)de = [T fF©)de+ [F f0)de + T fode = [f f@at.

On obtient : [ f(t)dt + [ [f’ -

F(e)dt = 0.

On en déduit que : — f:”f(t)dt =— flfwf(t)dt.
a+T B+T

Donc : fa f®dt = fﬁ f(®)dt.

b) SiB =0, alors I'égalité précédente devient : [ f(6)dt = [ f(t)dt.
Exercice de fixation

Exercice 10

2n+2n

2n , an Lo L -
a) fo sinxdx = | o042, Sinxdx = on sinxdx, car la fonction sinus est périodique de période 27.

2n —n+2n T . . ,o. . ,o.
b) [ Tcosxdx= [ cosxdx = [*_ cosxdx, car la fonction cosinus est périodique de période 2.
0 -n - ’

Activité 11 : Fonctions du type : x — f:f(t)dt

o L’objectif de cette activité est I’étude d’une intégrale fonction de sa borne supérieure
e Réponses aux questions de I’activité.
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L o) = [} f(Ddt = F(x) - F(a).
2. a) x€l, ¢'(x) =F'(x) —0=f(x).

Donc, ¢ est une primitive de f sur [.
b) ¢(a) =F(a) —F(a) =0.
Exercice de fixation

Exercice 11

. t . . x et .
La fonction t » —— est continue sur R. Il en résulte que la fonction x — [~ ——dt définie sur R est
Vitet d IO Vitet

t
I’unique primitive de fonction t » —— définie sur R et qui s’annule en 0.
aep Trvet a

Activité 12
e L’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés sur le calcul des intégrales des fonctions
périodiques.
e Réponses aux questions de I’activité.

1. L’aire du rectangle de dimensions OI et O] est OI X O] cm?, soit xy cm?.

2. a)

b) Pour tout x € [0; 2], f,(x) > 0.
©) fozfl(t)dt = foz tdt = Etz]z =2-0=2.

d) L’aire de la surface délimitée par la courbe (Cfl), I’axe (OI) et les droites d’équations

2x2 iy .
x=0ectx =2est: - = 2 (enunités d'aire).
base xhauteur
2

2

(onrappelle que l'aire d'un triangle est:
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b) Pour tout x € [—1; 1], f,(x) < 0.

o = [1 f®dt = [1,(1 - t})dt = ¢ —?]il =1-3-(-1-F)=3%.

4. a)

b) Pour tout x € [1; €], f(x) — g(x) =§—x =1

X
Pourtoutx € [1;e],1—x?><0 et x >0,dou f(x)—g(x) <0.

Donc, pour tout x € [1; €], f(x) < g(x).

S L e

2

Exercice de fixation 12

1.

L’unité d’aire est 3x2 cm?. La fonction f étant continue et positive sur [1 ; 2], 1’aire en unité d’aire est :
2 ., 11 .
2+ x = 2)dx, soit — u.a. Ce qui donne : 11 cm?.
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2.

L’unité d’aire est 4 cm?. La fonction f étant continue et négative sur [-2 ; 0], I’aire en unité d’aire est :

0 .. 10 . 40
= [,(% + x = 2)dx, soit 5 u.a. Ce qui donne : ?cmz.

3.

Cette aire, en unité d’aire, vaut : f03(g(x) — f(x)dx.
Ce qui donne 9 u.a.

Activité 13

L’objectif de cette activité est d’étudier une technique d’approximation de I’intégrale d’une fonction
continue dont les méthodes de calcul d’intégrale au programme ne permettent pas de la calculer.

e Réponses aux questions de I’activité.

11 faut supposer que_f est continue, positive et croissante sur [a ; b] dans 1’énoncé.

1. L’aire du rectangle R; est: f( x)(xj41 — X;).

20wy = NI FO) (i — %) =TI F () (B50) = 280 () = =220 f (@ + 220)
L’activité du manuel est incompléte. Voici activité a faire :

Démontre que : —Z o f(a + e L) <f f(x)dx < —Z . f(a + —L)

Démonstration

. . b o s
La somme des aires des rectangles R; minore fa f(x)dx. On consideére les rectangles Q; constitués des

points M(x ; y) tels : xi <x <xi+1 et 0 <y <f(xi+1), i allant de 0 a n-1. La somme des aires des rectangles

Qi majore fff(x)dx.
Remarques :

Si on pose u, = Z f( a + 22 l) etv,= . f(a + e l) alors 2227 est une valeur

approchée de f f (0)dx 8 2222 pres.

Si f'une fonction continue positive et décroissante sur un intervalle [a ; b], alors les inégalités précédentes
sont en sens inverse.

Exercices de fixation 13

1.

ayn = 10, flzidx

La fonction f'qui a x — % est continue positive et décroissante sur [1 ; 2].
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10,1f( 00= 1xx—1o,0f( 0
i= i=

0,668771403 <"~ dx < 0,718771403.
Dot : 0,668 <[, ~dx < 0,72,
0,694 est une valeur approchée de de ffidx 426%x1073 pres.

b)n=20, [ e dx.

. - —x?
La fonction f'quia x +— e™*

est continue positive et décroissante sur [0 ; 1].

202f(—1)<f ey < 2OZf(—)

Ona: 0,73086782 < fole"‘zdx < 0,76247385.
Doi: 0,73 < [ e ™ dx < 0,77
0,75 est une valeur approchée fol e™**dx 42x1072 pres.

¢) n =15, méthode identique

2.

=1 2T ZE):E n 2 km
a) Sn—n(1+cos —+ -t cost— n2k=0cos —
K
rof (;) ,avec f(x) = cos?mx.

1 km
S0 =28k cos? 2 = 2

! 11 1 1 !
nl—i>I+T—loo Sp = J;) cos’mxdx = JO (E + Ecosan) dx = [Ex + Esinan]O

Jygmsh )
1 1 2
b Su=1 (vt ) = Mheo T
k
1 k 1
Sn =2 Xk=0Tmrs = EOT E 1f() avec f(x) = 75—
+1

1 x 1
o Sn :fo Nrzare ol [V +1]

lim S, =v2-1.
n-+oo
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a DES QUESTIONS D’EVALUATION

. b
Question 1 : Comment calculer une intégrale du type fa cos™x sin"xdx ?

Corrigé de I’exercice non corrigé
a) L’exposant de sin2x est impair.
On a: sin32x cos?2x = sin2x sin?2x cos?2x.
= (sin2x) (1 — cos?2x) cos?2x.
sin®2x cos?2x = sin2xcos?2x — sin2xcos*2x .

. o m . . .
Une primitive sur [— " n'] de la fonction : x +— sin32x cos?2x est la fonction :

X — —2c0s32x + = cos52x.
6 10
m 1 T
3 2 03  rpcS I
f__sm 2x cos Zxdx—[ cos 2x+10cos Zx] %— 5
4

b) On va linéariser cos*x

1+cos4x)

2
cos*x = (cos?x)? = (@) = i(l + 2c0s2x + cos?2x) = —(1 + 2cos2x +

3 1 1
cos*x = S+ 5 cos2x + 2 cos4u.

[fcoste = [} (3 R Sesteax = e+ s+ S|
_ECOS X ax = 3 ZCOS X 8COS X 8x 45”’[ X 325”1 X _%
f% L ( 3n)_91r+1
_;sz T3 e ") T2

Question 2 : Comment calculer une intégrale du type f: In(kx+p)dx?
Corrigé de I’exercice non corrigé
Onpose: u(x) =m(2—-x) ; ona: u'(x)= %
v'(x) =1,o0nchoisit v(x)=x
Ona: f_ll In2 —x)dx = [xIn(2 —x)]%; — f_ll %dx.

Or:—==1--"2

2-x
Dongc, une primitive sur [—1; 1] de : x +— % est la fonction: x — x + 2In(2 — x).

Ona: f_ll In2—x)dx = [xIn(2 —x)]%; — [x + 2In(2 = X)L,
f_ll nR-x)dx =[(x —2)In(2 —x) — x]%;.
[}, In@2 - x)dx =3n3 - 2.
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Question 3 : Comment déterminer a I’aide d’une intégrale, des primitives de certaines fonctions

du type fg ?

Corrigé de I’exercice non corrigé
X Int

La primitive F est définie par: F(x) = [, 5 dt.

e
On va effectuer une intégration par parties pour expliciter F.

Posons: u(t) =Int ; ona: u'(t) =%
v'(t) = tiz ;on choisit:  v(t) = —%.
D’ou: F(x) = [ ) _f (——)d—[ ln_f [] [lnt 1]

Fx) = === +2

P

MES SEANCES D’EXERCICES

» Exercices de fixation

Exercice 1
N° Affirmation Réponse
1 | F; et F, étant deux primitives d’une fonction f sur un

intervalle [a; b], telles que : Vx € [a; b], F;(x) = F,(x) + 8. Faux
Ona: [F(0)]5 # [F)]5.
2 | F est une primitive d’une fonction f sur un intervalle [—1; 3].

Si: f_31f(x)dx =5, alors F(—-1) =5 —F(3) Faux
3| L’intégrale [ f \/_dt est égale a 1. Vrai
4 | L’intégrale fo e*dx estégaleal —e. Faux

NB. Pour 3 et 4, un calcul peut étre nécessaire

Exercice 2

-2 1 1172 7
1. f—l t_4dt: [—;]_12—5.

1 392 _
2. [Pdt =[] tadt = Etz]l —= @

3.0 e+ Dde = [ﬁ+t]1
4. J-ln3 2ty = [ zt]ln3
> J‘1 2t-1 dt = [In(2t — D]{ = In(2e — 1).

6. f05 costdt = [sint]; = g

7. fogsin (3t —E) dt = [—lcos (3t —g)]g =¥

0 3
\/_
3

8. an [tant]" =

= cos?t
6
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Exercice 3

Réponse
Ne Affirmation
Vrai | Faux
1. | f est une fonction continue sur R.
Ona: [ f(3x)dx =3[ f(x)dx Faux
2 T T
' J. sin2xdx = 2] sinx cosxdx
0 0 .
Vrai
3. | f estune fonction continue sur [1; 3].
. (3 3(3 i
Si: fl f(x)dx = 2, alors : fl (Ef(x) - x) dx =—1. | Vrai
4. 2 9eg2x n2 2% Inx 5 Faux
_fm3 Inx+2" flm nx+2" "2
Exercice 4

4 4 4
f(—4f+5g)(t)dt=—4f f(t)dt+5fg(t)dt=—4x2+5><(—1)=—13.
1 1 1

Exercice 5

T T
6

= ) i L oz Ld 1 3
1. foﬁ[Zcosx — 3sinx]dx = 2 f06 cosxdx — 3 foﬁ sinxdx = 2[sinx]§ + 3[cosx]§ =2 x5 +3 (7— 1

Je[2cosx — 3sinx]dx =

NG

id LI
3. [ sin®xdx = [%
6 6

7-1)
3yV3-4
-

4 4
+4x)dx =5 [} T=dx + 4 [ xdx = 5[Vx], +4[52?| =52-1)+2016-1) =35.

1

COS2X
2

T T T T
7 1 107 1 1z 11 . 2 T 3
_(z 1 _1m — |1 _ 11 _T_¥3
dx = f—% Sdx zf—g cos2xdx [2 x]_E > [2 stx]_E i
6

- L4
2

us us us =
4. [2cosxdx — [2sin*xdx = [?(cos*x — sin*x)dx = [? cos2xdx = Esian]; =0.

Exercice 6
1. ¢

Exercice 7

2. d)

J:f(t)dx = J:f(t)dt+fcbf(t)dt= J;bf(t)dt—_’;af(t)dt.
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Exercice 8

e? 1 e?
e
f(x)dx =f e"dx+f ;dx =[e*]}+[elnx] =e—1+2e=3e—1.
0 1

0

Exercice 9

i3
2 =
0

[l sinx|dx = f° n( sinx)dx + fz sinxdx = [cosx]on + [—cosx]
3

2. [La-1-ePdx=["(1- (™ - 1))dx + (1 —(1—e™))dx
3.

[LA-11-e™Ddx = [’ (2—e™)dx + [) e¥dx = [2x+ e +[-e =4 —e—7.
4. ff Vx? — 4x + 4dx = fflx —2ldx = f12(2 —x)dx + f23(x —2)dx

3

f13 —4x +4 dx—f (x— )de—f |x —2|dx [2x—7] +[——2x]2=1.

Exercice 10

1. Faux
2. Vrai
3. Vrai
4. Faux

NB. Le 2. demande un calcul.

Exercice 11
— —2)2
Vx € [2;5], x — &2 = &3
X X

(x— 3)

Or:Vx € [2;5], > 0.

6x—9

Donc : Vx € [2;5], x —

> 0.

56x9

D’ou: fzs (x - 6xx_9) dx = 0, on en déduit que : f xdx 2 |, dx.

Exercice 12

T 4cosx 36c0sx s x L 4cosx 7 cosx 36c0sx
vre |57, Sf(x)ST.Dou.f,, 205X 1y <f % dx <fn 36COSX .

s
; cosx 36sinx]z
< 7 SEax < [

s s

On obtient : [4smx]

T2

CYERNIE!

. . 2 S COSX 18
On en déduit que : = < [ —-dx < .
s g X T
Exercice 13
n2 Inx In3 3 ln3
Ona'T<7_— d’ou f—d <1<f
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Ainsi : [”’sz] <1<[“;3 ]z

2

In3
2

o<
3
n2

< In2,donc: ST

N =
I

On sait que :

In3 < In4, doit : ’"73 < In2.

In2

On obtient: = <—
6 3

IN

IS%SI n2.

Exercice 14

En étudiant la fonction f définie sur I’intervalle [O; %] par: f(x) = 7= ona:

1 1 z\/’ 1 1ax 3

VxE[O,E],l . On en déduit que : E<f — <5~
V3 _ V3 o1 1ax V3
Or, ==— donc.ESfozmS7

Exercice 15
3 m=—ifdf(x)dx
: c—d’c

Exercice 16

Lou =§f03e§dx = [eg]z =e—1.

2 2m

1 1
3 COSTIX sinmx]2 1
2./1=f_21—dx=[ ]1=;.
2 2

sinx

Cwia

)dx = —%[ln(cosx)]% =

303 3 3in2
=—|3 = —= -
3. p=_[3tanxdx ~J —

cosx

101 1 1[-111 1
4. ‘u:_fl(x 3)2dx:E[E]_1:§'

Sl 900 =2 mmdr =S [pE =] =S -3) =2

17 10
Exercice 17
b).

Exercice 18

1. Faux
2. Faux
3. Vrai
4. Vrai

NB. Il faut dans certains cas intégrer par parties pour choisir.
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Exercice 19

J¥ n2x dx

Posons : u(x) =In2x ; ona: u'(x)= %
v'(x) = 1, on choisit:  v(x) = x.

e e e?—1)n2+2
fl In2x dx = [xIn2x]] — fl 1dx = [xIn2x — x]§ = %.
1 e = e
e
2. le(x — Dinxdx
Posons: u(x) =Inx ; ona: u'(x)=-

2
v(x) =x—1, onchoisit: v(x)=Z-x

f (x = Dinxdx = [(—z—x)lnx] —f (——l) = [(xz—z—x)lnx—§+x]: = —%,

8 x
3. f3 mdx
Posons : u(x) = x ; ona: u'(x)=1.
v'(x) = == on choisit : v(x) = 2vx + 1.
8 318
[y A=dx = [Zx\/m]3 — fy 2V Tdx = [2Vx F 15 (x + 1)2]3 =2
4 fi— xdx = [xtanx]‘* f‘* tanx dx = [xtanx + f‘* ( ;l;x) dx = [xtanx]g + [ln(cosx)]g

T 2in2 n-In4
=—+ln—=———ln2=———=—
4 V2 o4 2 4 4 4

5. fg(l — x)cos4x dx
Posons: u(x) =1—x ; ona: u'(x)=-1.
v'(x) = cos4x ; on choisit: v(x) = isin4x.
fg(l — x)cosdx dx = E(l - x)sin4x]z + %folesinélx dx = [43(1 — x)sindx — icosl&x]i =0.
6. fe Inx d

Posons: u(x) =Inx ; ona: u'(x) =§ .

1 .. 1
v'(x) = —2 ; on choisit : v(x) = -+
e? o2
e l"_xd _ln_x e —d _zn_x_l] _[_lnx+1] _ 2e-3
e x xlg x e o2

7. f_l(x +1)e?* dx
Posons: u(x) =x+1 ; ona: u'(x)=1.

v'(x) = e%* ; on choisit : v(x) = l 2x,

f_ll(x +1)e?* dx == E (x+ 1)62"] f e dx = [ (x + e — 192"] (3e +e72).
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Exercice 20

1. fonxzsinx dx
On pose : u(x) = x? ; ona: u'(x)=2x.
v'(x) = sinx ;onchoisit: v(x) = —cosx.
s m
f x%sinx dx = [—x?cosx]T + 2f xcosx dx
0 0

Soit J = f:xcosx dx.

Onpose: f(x) =x ; ona: f'(x)=1.
g'(x) = cosx ;onchoisit: g(x) = sinx.

Ona:J = [xsinx]¥ — f: sinx dx.
D’ou: foﬂxzsinx dx = [—x%cosx]¥ + 2] = [-x%cosx]T + 2[xsinx]F — 2 f: sinx dx

T . .
fo x%sinx dx = [—x?cosx + 2xsinx + 2cosx]¥ = % — 4.

2. f_ol(x + 1)%e > dx
On pose : u(x) = (x + 1)? ; ona: u'(x)=2(x+1) .
v'(x) =e ™ ;onchoisit: v(x)=—e7*.

) 0
f (x+1)?%e ™ dx = [-(x + 1)?e7*]%, + Zf (x+ e *dx
-1 -1
Soit ] = f_ol(x + 1)e ™ dx

Onpose: f(x) =x+1 ; ona: f'(x)=1.
g'(x) =e® ;onchoisit : glx) = —e™*.

Ona:J=[-(x+De™% + [° e dx.
Do : [° (x + D)%™ dx = [-(x + )2 ], + 2/
SO e+ D%edx = [~(x + D21 + 2[~(x + De ] + 2 [ e dx
S G+ D2e dx = [—(x + 12 — 2(x + De ™ — 2¢7¥]°,
SO (e + D2e ™ dx = [(—x® — 4x — 5)e™¥]%; = 2e — 5.

3. ff x(Inx)? dx

On pose : u(x) = (Inx)? ; ona: u'(x)= Zl% ‘

2
v'(x) =x ;onchoisit: v(x) = %

e xZ(lnx)z e e
f x(Inx)?dx = |[———— —f xInx dx.
1 2 1
1

Soit J = fle xlnx dx
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On pose : f(x) = Inx ; ona: f'(x)=

g'(x) =x ;on choisit : gx) =

1
x
x2
2

x2inx]® 1 e
= ] —= [ xdx.
2 Iy 29

e
D’ou : fle x(Inx)? dx = [@]

JE x(nx)? dx = [_"Z“”")z]i_ [ﬂ] ffxdx

2 2

2 2 2 21€ 2
2 (Inx) x?inx | x?]7 _ e?-1
fl x(Inx)? dx —[ -—+ 4]1 =—.

™
4. [, e¥cosxdx

On pose : u(x) = e* ; ona: u'(x)=e*
v'(x) = cosx ;onchoisit:  v(x) = sinx.
f e*cosx dx = [e*sinx]¥ f e*sinx dx

Soit | = fo e*sinx dx
Onpose: f(x) =e* ona: f'(x)=c¢e*
g'(x) =sinx ;on choisit : g(x) = —cosx.
Ona:J = [—e*cosx]T + fonexcosx dx.

D’ou : fone"cosx dx = [e*sinx]T —

fonexcosxdx = [e*sinx]¥ [ e*cosx|¥ f e*cosx dx
2 f: e*cosx dx = [e*(sinx + cosx)|f = —e™—1 .
T —e™—1
f e*cosxdx = ————.
o 2

Exercice 21

[t

0 (2t+1)*

Onpose: u =2t + 1.

. Ona:tzi(u—l).
o dt=1du
2

e Pourt=0,, u=1
Pourt =1, u=3.

1 3 tw-1) 1 1.3 (1 1
Donc : [, (2t+1)4dt—f o xsdu= ] (u3 )du—4 —+—
1/ 1,1 1,1
z( 18 a—(—#;))
1 t 5
Jo @t+D)* dt =15
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2. [lt(4—-0sdt
Onpose: u=4—t.

e Ona:t=4—-u.
o dt=—du
e Pourt=1 u=3
Pourt=2, u=2
u’ 2u5]2:3133
3

Donc : flz t(4—-t)5de = —f32(4 —wuSdu= f; (ub —4uS)du = [7_T
3. [0 wT+edt

21 "

Onpose: u=1+t¢t.

e Ona:t=u-—1.

e du=dt.

e Pourt=-1, u=0
Pourt=0, u=1

Donc:f_olt\/1+tdt= fol(u—l)\/ﬂduzfol (u%—u%)du = [zuE—guE] =-2
0

1t
fo \/1+zzdt'

Onpose: u =1+ 2t.

e Ona: tzi(u—l).
o dt=-du
2

e Pourt=0,u=1
Pourt=1, u=3

1t 3
bone: Jy gt = Iy S xadu =gk

Exercice 22
On pose : u = at, (a # 0).

e Ona: tzz, dou:dt =1du
a a

e Pourt=a, u=ad?.

Pourt = b, u = ab.

ab 1

b1 ab 1
Donc:fa?dtz 22

ab 1
2 ;dt

ab a 1
x=du=/[,
a a

1
X=du=|[,
a a

du= [

u

U
- u
a
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Exercice 23

N° Affirmation Vrai | Faux
1| Si g est paire, alors ffag(x)dx =2 f;g(x)dx. F

2 | Si g est paire, alors f_oag(x)dx = foag(x)dx. v

3 | Si g est impaire, alors f_aa(g(x) —1dx = a. F

4 \'%

Si g(x) = tanx, alors [*x g(x)dx =0
4

Exercice 24

3
1. La fonction : x — \/% est continue sur [—2; 2] et elle est impaire sur cet intervalle.

Donc : szdx—O

2. Lafonction : x — (|x| — 5)sinx est continue sur [— % ; g] et elle est impaire sur cet intervalle.

Donc : f_gE (Jx| = 5)sinxdx = 0.
6

. . . m T .
3. Les fonctions : x = sin7x et x — cos2x sont continues sur [— e Z] et elles sont respectivement

impaire et paire sur cet intervalle.

z L4 T
Donc : [* (sin7x — cos2x)dx = —2 f04 cos2x dx = [—sin2x]} = —1.
4
. tan2x . m T . . .
4. Lafonction : x — —— est continue sur [— 5 E] et est impaire sur cet intervalle.
T
5 tan2x
Donc : [% ——dx = 0.
- X243

. 1-e?¥ . . . .
5. La fonction : x +— ﬁ est continue sur [—1; 1] et est impaire sur cet intervalle.

e2x

Donc : fl T 2xdx =0.
x|x| X|X| 3 xlx|
6 I i 1 & =1 Il el
Or, la fonction : x — |:—|1 est continue sur [—1; 1] et est impaire sur cet intervalle, donc :
xlxl _
f_1 |x|+1 =0

xlx| _ 3 xlx| _ 3 x_z . . _
Ainsi : f_l e dx = [ et dx = [ —dx, car:Vx € [1;3], |x| = x.

N 3 x|x|
Dou: [

=1 |x|+1

x=f13 (x—1+—)dx—[ x —x+ln(x+1)] =2+ In2.
Exercice 25

La fonction : x + In(cos2x) est continue sur [—g ; g] et est paire sur cet intervalle.

204 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 1



Donc : : [% In(cos2x)dx = 2 ¥ In(cos2x)dx = [? In[(cos2x)*]dx = [¢ In (w) dx.
8

2
Exercice 26

1. La fonction : x — cos2x est continue sur R et périodique de période .

3m

Dot fz* cos2xdx = fgm cos2xdx = fon cos2xdx.
2 2

2. Lafonction : x — sin2x — cos2x est continue sur R et périodique de période 7.

41 T

D’ou: fg(sian — cos2x)dx = f_gzn(sian — cos2x)dx = f_gz(sian — cos2x)dx
3 3 3

s s
= [*rsin2xdx — [*zcos2xdx
3 3

La fonction : x +— sin2x est impaire et la fonction : x — cos2x est paire.

Onaalors : [*rsin2xdx =0 et [*rcos2xdx =2 J3 cos2xdx.
3 3
an L
Donc : f3 (sin2x — cos2x)dx = —2 [? cos2xdx.
3

Exercice 27

. . 51 T P T Jo T
1. Lafonction : x = cos4x est continue sur [— i ;] et périodique de période 5
T T s

us
Dou:K = [ & cosdxdx =K = f_é_::z cosdxdx = [°r cos4xdx.
6 6 2 3

s

z Iy kg
2. K= ff% cosdxdx = fé ? cos4xdx = [? cos4xdx.
Exercice 28

x 12
F(x) =j e 2" dt.

1

Exercice 29

1

1. vxel]-1;1,9'(x) =

1-x2 °
2. g =0.
Exercice 30
1. a) 2. ¢)
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Exercice 31

A= foz fx)dx xu.a.= 4f02%dx = 4[In(x? + 1)]3 = 4In5.

JEfydx =} xfjldx = [In(x? + 1)]2 = In5.
D’ot : A = 4In5 cm?.

Exercice 32

La fonction f est négative sur [—1; 0] et positive sur [0; 1].

AW = (=[5, fC dx + [ f() dx) x w.a

Jo (= —2x)dx + [ (x> + 2x) dx = [—? - 7|

L’unité d’aire étant 2 cm?, A(A) = 4 cm?.
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Exercice 33

Pour tout x élément de [2; 4], f(x) < x —2.

c/lzf;(x—Z—f(x))dxxu.a.; f:(x—Z—f(x))dx:f;ﬁdx: _—4];}:—.

X1
e 8
L’unité d’aire étant 1 cm?, A = gcmz.

Exercice 34

Pour tout x élément de [—1; 0], f(x) = 2x + 1.
A= f_ol(f(x) —(@2x+1)dxXua.= —f_olxe_" dx X u.a.
On va utiliser une intégration par parties f_o 1 xe *dx.

Onpose: u(x) =x ; ona: u'(x)=1

v'(x) = e ¥ ;onchoisit: v(x) = —e™*.

0 0
f xe ¥ dx = [—xe *]%; + f e ¥dx = [-xe*—e ¥, =[(—x—1)e*]°, = —1.
1 -1

L’unité d’aire étant 4 cm?, A = 4 cm?.
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Exercice 35
1. V 2. V 3.V 4. F 5.V 6. F

Exercice 36

Ona: 2238, f(x) < [} f(0) dx <2258, f(x).

5
0,6
= D[ = 0ALF (O + £(0.2) + £(0.3) + F(O4) + F(05) + F(06)]
i=0

—2x01 [ln(O 1) ln(t) 2) ln(t) 3) ln(lo 4) ln(t) 5) ln(O 6).
0 6
f(xl) =0,1[f(0,2) + f(0,3) + f(0,4) + f(0,5) + f(0,6) + f(0,7)]
i=0

1 1 1 1
—2X 0 1 [ln(o 2) + n(0,3)  In(0,4) n(0,5) n(0,6) ln(o 7).

On en déduit que : 1,27557597 < ["7 £(x) dx < 1,74945173.
Exercice 37

1. La fonction f:x — 2 1 est continue, positive et strictement croissante sur [—1; 4].

Ona: =520 f(x) < }_1,;’; <23 ().
%Z Fx) =
TOSIA-1) + F(-05) + £(0) + F(05) + F( + F(LS) + (2) + F@5) + F) + fGSL
< 10
= ) =

0,5[f(=05) + f(0) + f(0,5) + f(D + f(L5) + f(2) + f(25) + fFB) + f(B5) + f(D].
On obtient I’encadrement : 6,69612 < K < 8,20999.

6,69612+8,20999

2. %z 7,453055 ; = 0,756935.

Donc, une valeur approchée de K a 7,57.1071 prés est : 7,453055.

8,20999—-6,69612

» Exercices de renforcement /Approfondissement
Exercice 38

1. Vx € R, F'(x) = f(x). Donc F est une primitive de f sur R.
2. f_olxzex dx = [(x?> —2x +2)e*]%, =2 — z
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Exercice 39

e? 1 _re? % _ 1 1¢ 3
L. fe t(int)3 dt = fe (int)3 dt = [_ 2(lnt)2]e T8
2186

1
2. fol(xZ —1DBx—x3+1)%dx = [—i(3x —x3+ 1)7]() =-=".

3 i = [ dx = [3(2 +1)] =3(35-1).

0 3/(x2+1)2 0
(+1) (24105

4. fo (2x + 1) sinx(x + 1)dx = f (2x + 1) sin(x? + x)dx = [—cos(x? + x)]°, =
5. f1 —exdx = —ﬁ (— )exdx = [—ex]l e?—e.

6 [ Emdx_ [in(e* + 1)]2 = In (e “).

1 1
7. [ 2 - de = =2 [ (3 (1 -2 dx = -2 -] =7

e
3. fe (Inx)? dx = [(ln;c)3] _1

1 x

1 312
9. foz(x + 1DVx2 + 2x dx = %foz(Zx +2)(x% + 2x)2dx = E (x? + Zx)E] = 163—\/7
0

5 1 6\/—+2\/— 16
10. f3 mdx (\/x—l—\/x+ )dx———[ (x—1)2——(x+1)] —_—

2_e* 2 _—et 1 2 1 1

g Grray 6=~ fO e 4= [3(e—t+2)3]0 T 32423 81’
™

H a4 _lz ) _sinsztz_i
12. [# cos2tsin*2t dt = > J§ 2cos2tsin*2t dt = [—10 ]o ==

es 1 e®
1B s At = [2VIe = 1], =

1 x+1 11 _ax+d _1 2 1 _ 3
14, [ dx = [ o — dx = [In(2x® + 4x +3)]§ = = .
15. f4 cosx _ —lf%(—ZCOSX) e~2sinx gy — _1 [e—ZSinx]% _ e2_¢~V2Z

3 ezslnx - n = 2 g = —2

In5 e*—e™ _ 39
16. [, . = " dx = [In(e™™ + )]s =

2

17. f == = [In(lnx)]g" = In(Ine?) — In(Ine) = In2.

> sin2x _ 25iNXcosx _ '2—' _ 3
8. f 1+COSZX - fn( 1+cos2x ) = —[In(1 + cos x)]% =n>.
Exercice 40
VtE[O;EJ, EScostSl.D’oﬁ: L cos?t<1.Dou:1l<—— —<2.
4 2 2 cos?t
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En appliquant I’inégalité de la moyenne sur I’intervalle [x; y], on obtient :

y—x) < f;w;tdx <2y —x).
[tant]? < 2(y — x).

tany — tanx < 2(y — x).

7 . tany—tanx
On en déduit que : Yf <y-—x.

Exercice 41

L. folxvl —x dx

Onpose: u(x)=x ; ona: ux)=1
3
v'(x) = V1 —x;onchoisit : v(x) = —%(1 —x)z.

f:xmdx = [—;x(l —x)%]: +§f01(1 —X)%dx = [—%x(l —x)% —%(1 —X)%]z

1
4
f xV1—xdx =—.
S 15
2. Jze **cosxdx
Onpose : u(x) = e 2% ; ona: u'(x)=—-2e% .
v'(x) = cosx ; onchoisit: v(x) = sinx.

T i b3
JZe **cosx dx = [e™*sinx]} + 2 [? e”*sinx dx

Soit J = [Z e *sinx dx
Onpose: f(x) =e 2 ona: f'(x)=—2e %
g'(x) = sinx ;onchoisit: g(x) = —cosx.
I g
Ona:] = [-e *cosx]} — 2 [? e * cosx dx.
D’ou: [? e *cosx dx = [e‘z"sinx]g +2J

b T T 3
f02 e ?*cosx dx = [e™**sinx]? + 2 ([—e‘z"cosx]; -2 fOZ e 2*cosx dx)

T r
5 [z e cosx dx = [e™*(sinx — 2cosx)]; = ™" + 2.

z -T
2 p—2X _ e ™+2
JZe Hcosxdx = T
3. ff x2Inx dx
On pose : u(x) = Inx ; ona: u(x) :% .
3
v'(x) = x? ; on choisit : v(x) = "?

e 2

e x3inx]’ x
flenxdx= —f —dx.
1 3 13
1
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3

e Binx  x3]° Inx 1
f x?Inx dx = -— =[x3 (———)] .
. 9 3 9/,
1

3
¢ 2e5+1
flenxdx: .
1 9
eln(1+u)
4. fl o du
Onpose : f(u) = In(1+u) ; ona: f’(u):ﬁ .
W= st L
9'(W) = 77 5 on choisit : 9@ = ——
feln(1+u) _[ In(1+un® fe 1 .
, (T+w?2 T 1+u |, ), a+wz™
‘lm(1+w) [ mA+w+1]" m2+1 Im@1+e)+1
1 (1+u)? B 1+u 1_ 2 1+e

Exercice 42

1. folxx/l—x dx

Onpose: u=1-—x.

e Ona: x=1—-u.

o dx=—-du

e Pourx=0,u=1
Pourx=1, u=0

3 5
Donc : folxx/l —x dx = fol(l—u)\/ﬂdu = fol (u%—ui) du = [zu%—ziﬁ] =2
0

2. folx(l —x)™ dx, ou n € N*.

Onpose: u=1-—x.

e Ona: x=1—-u.

o dx=—-du

e Pourx=0,u=1
Pourx=1, u=0

Donc : fol x(1—x)" dx = — ff(l —wudu = fol (u™ —u™Vdu = [Lu”“ - Lu"“] .

1
J. x(1—x)" dx =
0

Exercice 43
Soitx > 0.

Ona: ¢(x) =f1

X Int

t+1

1

n+1 n+2 0

1

n+D(n+2)°

dt. Donc: ¢'(x) :%et (1) =0

Le signe de la fonction [n est connu sur ]0; +oo[. On obtient le tableau de variation suivant :

X 0 1 +oo

@'(x) - +

2 N
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Exercice 44
1. VEE[0;+0o0[, t+12 1,d’01‘1:$s 1.

1 t2
vt € [0; +oo[, E_(l_t)zm'

1
1+t

2
Ona:Vt € [0; oo, ﬁzo,d’oun—ts
On obtient donc : Vt € [0; 4], 1 —t sﬁs 1.
2. D’aprés la question 1,ona: Vx € [0;+oo[,fox(1—t) dt < fo"ﬁdts foxldt.

X
Ce qui donne : [t - étz] S [In@A+05<[tlg.
0

Donc : Vx € [0; +oo[, x —%xz <In(x+1) <x.
Exercice 45

3,1 1 .
1. Vx €R, cos*2x = 3 + Ecos4x + ECOSBX. (Par linéarisation).

w
2. Calculons : foz(l — x) sin2x cos®2xdx.

Onpose: u(x) =1-—x ; ona: u(x)=-1.

. . 1
v'(x) = sin2x cos32xdx ; on choisit : v(x) = —gcos42x.

T T w
(7101 — i 3 ==X = 49,4 _1(2 4
Ona.fo4(1 x) sin2x cos®2xdx = [ 5 (1—x)cos Zx]0 8f04 cos*2x dx.
11— wycostax]t — L fE(2 4l 1
= [ s (1 —x)cos Zx]0 Sfo‘* ( s + 2Cos4x + 8Cos8x) dx

n

1 3 1, 1 o Ta

= [——(1 —x)cos*2x — = x — =sindx — —sm8x]4

8 64 64 512 0
32-3m
256

w
foz(l — x) sin2x cos32xdx =

Exercice 46

1. Calcul de fozn cos*x dx

On utilise : 2cosx = e'* + e~ et la formule du bindme de Newton.
16cos4x — e4ix + 463ixe—ix+6ezixe—2ix + 4eixe—3ix + e—4ix
16costx = (™ + e™4%) + 4(e?™* + e72%) + 6

Donc : cos*x = %cos4x + écost + % .

2m
. 2m 1 1. 3 3m
Par suite : fo cos*x dx = [—32 sindx + - sin2x + gx] =
0
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27 31.[
f cos*x dx = —
o 4

2. Calcul de fozn sin?x cos?xdx

o . 1,1 1 1
Par linéarisation, ona : sin®xcos?x = s + Ecost — gcos4x -3 cos2x
21
2T . 1 1 . 1 . 1 .
[ sin®x cos?xdx = [—x + - sin2x — —sin4x — —stx]
0 8" 2 32 3 o
2n . o 2 s
[ sin®x cos?xdx = -
0 4
L
3. Calcul de [2 sin®x cos?xdx
z ™
[2 sin?x cos?xdx = —
0 16
n
4. Calculde [2sin®2x dx

On a: sin’2x = sin2x — 2sin2xcos?2x — % (=2sin2x)cos*2x

m
z 1 1, 1
sin°2x dx = |—=c0s2x + = cos*2x — —cos 2x]
o 2 3 10 0
T
z . 8
sin’2xdx =— .
o 15
Exercice 47
L __ —sinx sin3x—3cos?x sin®x _ -sin*x—3(1-sin?x)sin®?x __ 2 sin*x—3sin®x
1. vxe [Z'E] 100 = sinéx - sinéx - sinbx
3
Donc : VXE[— —] f(X)_F prevvE
2. a) D’aprés I,ona: fgf’(x) dx =21 —-3J.
6
E T
[ _ 2 _ Ty _
Do 21 = 3] = [f (0l = FE)-r(E)=-43
b)l—f,, ——ﬂ] =3

sinx
6 6

c) 21—3]=—4\/§et1=\/§.

On en déduit que : | = g .
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Exercice 48

1. Vx € R*, g(x)=—i xjil'
2 3
2. ffg(x) dx = ff (—% + x:il) dx = [-lnx + In(x?> + 1]} = [ln (x x+1)]1 = lng.

Exercice 49
4
1. Vx € ]2; +OO[, h(x) =x+3- (x—-2)2 °

: )dxz[x—;+3x+x472j=18.

5 5
2 [Fh@dx= [ (x+3- 2

Exercice 50
1

I, =J’ x"e*dx, n €N
0

— 1 X = —
L Iy=[jedx=e—1
1
I = f xe* dx
0
A T’aide d’une intégration par parties, on obtient :

L =[(x—1De*]g = 1.

2. Iy = folx”“e" dx
Onpose: u(x) =x""1 ; ona: W(x)=Mmn+1)x" .
v'(x) = e* ;onchoisit: v(x) =e*

I = [X"e*—(n+ 1) fl x"e* dx.
Liyy=e—(+DI,. ’
3. )= [, +2x% —2x + De¥dx = Iy + 21, — 2L, + I
Ona: lpy=e—-1; 1=1; L =e—-2ly=e—2; 3=e—3, = —2e+6.
Donc: J=e—1.
Exercice 51
1. I+K= f_nn(cost cos4x + sin2x sindx) dx = f_"ﬂ cos2x dx =2 f(;z cos2x dx = [sin2x]T
I+K=0.
I-K= f_nn(COSZX cos4x — sin2x sindx) dx = f_”n cosbxdx =2 fon cos6x dx = %[sin6x]g
I—K=0.
2. I+K=0et/—K=0.Dou:I=K=0.
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Exercice 52

1. a) Lafonction: t +— eT[ est continue sur ]0; +oo[ , car étant quotient de deux fonctions continues sur
]0; +oo[. Par suite, la fonction F est dérivable sur ]0; +oo[ et sa dérivée F’ est définie sur ]0; 4o0o[
par: F'(x) = ex—x.

F' étant strictement positive sur ]0; +oo| , alors F est strictement croissante sur ]0; +oo.

b) F(1) = 0, par suite F est négative sur ]0; 1[ et positive sur ]1; +oof .

, . - 1
2. a) Pour tout nombre réel strictement positif x, ona : Inx = flx ;dt.

t_ t_
Par suite : f(x) = fx clat. Or, la fonction : t +— % est continue et positive sur ]0; +oo[.

1t
Donc, f est négative sur ]0; 1[ et positive sur ]1; +oo[.
b) D’aprés 2.a),ona:Vx € |0;1[, F(x) < Ilnx (i)

Vx € ]1;40o[, Inx < F(x) (ii)
De (i),ona: }Ci;T}g)F(X)=—°° , car: chiér(l)F(x)=—°°-

De (ii),ona: lim F(x) = +oo , car: lim F(x) = 4oo.
X—+00 x—+00

3. a) (Ty:y=e(x—1).
b) (C) est en-dessous de (T) sur ]0; 1[ et (C) est au-dessus de (T) sur ]1; +oof.

Indication : Etudier la fonction le signe de la fonction H telle que : H(x) = F(x) — e(x — 1).

4. a) Pour démontrer que : V t € [1; +oo[, ef > % t2 , il faut étudier le signe de la fonction ¢ définie sur
[1; +oo[ par: @(t) = et —% t2.

2_
b) En utilisant la question 4.a), on obtient : V x € [1; 4+oo[, @ >l

4x

F® _ o

On en déduit que :  lim
xX—+400 X

¢) La courbe (C) admet en +oo une branche parabolique de direction celle de (0)).
5. Construction (T) et (C).

f
OF Jy
/

/

R
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Exercice 53

a) Le triangle ABM étant rectangle en M, on a : AM = 2Rcos6.D’ou AM? = 4R?cos?8.
Par suite, AM? est une fonction de 8 définie sur [0; g] dont la valeur moyenne
est: E_iofog 4R?c0s%0 d@, c’est-a-dire 2R?.
2
b) Le triangle ABM étant rectangle en M, et H le projété orthogonal de M sur (AB),
ona:AM? = AH x AB.
Le point H appartenant au segment [AB], on a : AM? = 2Rx, ou x € [0; 2R].
Par suite, AM? est une fonction de x définie sur [0; 2R] dont la valeur moyenne

2R .
est: ;f 2Rx dx, ¢’est-a-dire 2R?.
2R-070

Exercice 54

2 s 2_g
1.@1+1=ﬂ%x—ndx=E_mL=17f
b)I—]= fon (x — 1cos2x dx
Posons: u(x)=x—1 ; ona: u'(x)=1

v'(x) = cos2x ; on choisit : v(x) = ésian.

us us
Ona:[—J] = E (x— 1)sin2x]0 - %f: sin2x dx = E (x — 1)sin2x + icost]O.
I—-j=o.
n?-2m
2. Onale systéme : {1 t==
I-]=0
n?-2m

Onendeéduitque:/ =] = "

Exercice 55
La primitive F de f sur ]—o0; 3] qui s’annule en 2 est définie par : F(x) = fZX tv3 — tdt.
Explicitons F a I’aide d’une intégration par parties.

Onpose: u(t)=t ; ona: u(@)=1
3
v'(t) =V3 —t ;onchoisit: v(t) = —%(3 —t)z.
2 31 2 x 3 2 34 51"
Ona: F(x)z[—;t(3—t)2]2 +2f (3—t)2dt=[—gt(3—t)2—E(3—t)2]2.
2 34 5 14
F(x)=—§x(3—x)2—ﬁ(3—x)z+ﬁ.

3 5
Donc, les primitives de f sur ]—oo; 3] sont de la forme : x — —gx(3 —x)z — % (B3—x)2+c,ouc ER.
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Exercice 56

[ lnx——ln(x+2)+ ln2——ln4+——( lnl—iln3+%)

2(x+2)]

K=22_22_
4 4 24
_ (2 Inx
2. a) L= [/ =5 dx
Onpose: u(x)=Inx ; ona: u'(x)=-=
v'(®) = (x+2)3 v(®) = - z(x+z)2'
Inx 2 1,2 1 Inx 2 1 n2 1
Ona: L= [_ 2(X+2)2] 21 xGr22 T T [_ 2(x+2)2]1 K=k
b) L=—T42K= “‘3—5’—"2—1.
8 32 48

Exercice 57

1.

La dérivée f” de f'est continue sur le segment [a ; b] donc est bornée sur ce segment. Il existe donc un
nombre réel M strictement positif tel que pour tout x appartenant a ’intervalle [a ; b], [/ (x)]| < M.

. D’aprés I’inégalité des accroissements finis, |f(w) — f(a)| < M|u — al,

pour tout u appartenant a [ ; b]. Ce qui donne : |f(w) — f(a)|<M(u — a).
_ 12
En intégrant, on obtient : f; If(x) = fla)|dx < M@.
(i+1)(b—a)

a) En utilisant I"égalité de Chasles, ona : [* f(x)dx = Ei “:i(,,_;; F(x)dx.
a

n

b n-1 (l.+1)(b a) n-1
_ e R - =P8 (0 20
=] s k=) |y T@x==2) i
i=0 n i=0
n-1 (L+1)(b a)

=J:7f(X)dx—Rn=. Ll(ba) f(x)dx_b;_af(a+b;ai)

Il
=)

3
|
=N

b (L+1)(b a) a+(i+1)1(lb—a)

= af(x)dx—anl f+l(b o f(x)dx—f( i) O

I
=}

3
|
[N

(L+1)(b a) a+(i+1)(b—a)

=J‘bf(x)dX—Rn=. f - o (Jc)ti)c—f{”i(b__a;l f(a+b;ai)dx

a

1]
=)

(L+1)(b a)

B[ feodx— R, = Z [ 0 [reo-£(

i=0

_ai)]dx.
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¢c) Ona:

n-1 . (+Db= a)

[riwa  lroo-r(estfa

i=0

(L+1)

Or d’aprés 2),on a: f b a If(x) — f(a+b;—ai) |dx<M(b Ll

2nz
b-a)?
donc en sommant les n termes, on a : |E,| <M Py
—x?
4. f(x) =e™™.

Ona:Vvx € [0;1],[f'(x)| < 2.
Pour M = 2, il faut prendre > 10*.

Un calcul a la main serait trés fastidieux pour déterminer : —Z Lf(a + 2z l) pour a = 0;

b =1 etn = 10* pour la fonction donnée. L’utilisation de calculatrlces programmables ou d’ordinateurs
s’avere trés nécessaire a ce moment.

Exercice 58

1. a) Xgrzlwf(x)zl.
lim f(x)=-1.
X——00

2 2 2
X xX“+1-x
Vx2+1—

’ _ VxZ+1 _ Vx2+1 _ 1
b) Vx€R,f(x) = x2+1 x241 (2+1)VxE+1

c) VxeR,f'(x)>0.

Tableau de variation de f

%) +

1
fx) /
1

2. Tragons (C) dans le repére(0,1,]).

L)
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3. cﬂ—6f f(x)dx—6f dx—[6\/x2+] * = 6cm

Exercice 59

1. K= f:e" cos2x dx
Onpose: u(x) =e* ; ona: u'(x)=e*

v'(x) = cos2x v(x) = isian.

1 L
K= [—e"sian] ——f e*sin2x dx

2 o 2J;
Soit] = [, e*sin2x dx.
Onpose: f(x) =e* ; ona: f'(x)=e"

g'(x) = sin2x gx) = —écost.
™ ™
Ona:J = [—ie"COSZx]O +%f0ne"0052x dx = [—%exCOSZX]O +§K.

s

K—[lx'z]n 1—[1x-z] 1[1x z]n+11<
—Zesmxo 2]— Zesmxo > 2ecosx0 >K).

1=

5 1 . 1 T 1.
K = |-e*sin2x +-e*cos2x| =-e" —-.
4 2 4 0o 4 4

e™—1

Donc: K =

2. a)1+]=f:e"dx=e”—1=51(.

1_]:f:exc052xdx. Dou:I—J =K.

, . (I+]=5K
b) Onrésout le systeme : {I—]=K
On obtient : [ =2 ¢t j =22

Exercice 60

LI =2 [In(1+x2]} =n2.

entier naturel n non nul, I, > 0.

< xm"
1+x2_

3. Ona:Vx€[0;1], 1<1+x%<2.Du: —x"<

11 1
f Ex”deInSf x™dx.
0 0

On en déduit que : L

L <] <=
( +1) = " T o1
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4. a) x appartient a [0; 1].

Xn+1

<
1+x27 14x2°

Pour tout entier naturel n non nul, on a : Dou: Il < I,.

Par suite, la suite (I,,) est décroissante.

b) (I,) est décroissante et minorée par 0, donc elle est convergente.
D’aprés 3, elle converge vers 0.

Exercice 61

1. Soitn = 2.

2 2
I, = f sinx dx = f sinx x sin™ 1x dx.
0 0

Onpose: u(x) =sin™x ; ona: u'(x)=(n—1)cosxsin®?

v'(x) = sinx v(x) = —cosx.
b

X .

z Z
I, = [—cosxsin™ 'x]Z + (n — 1)J. cos?x sin™ %x dx.
0

T T
2 2
I,=mn- l)f (1 —sin®x) sin®" 2xdx = (n — l)f (sin™2x — sin™x) dx.
OE . 0
Z Z
I,=n- 1)-[ sin"2xdx — (n — l)f sin™x dx.
0 0

Donc:Vn=22, I, =(n— D, — (n—1DI,.

ks
2. a) Iozfozdx—;.
b) D’aprés l,ona: I, =1y —1I,. D’ou 12——10=%
=3, =%
I, =3l =3I, Dou: l,=>L=7.

Exercice 62

1. I = [(In£)2]%n-
=2n-1
2. (I,) est non bornée, car elle n’est pas majorée.
3.Ona:VneN*,I—"=2—1.
n n
Donc, la suite (I;") converge vers 2.

4. En utilisant I’égalité de Chasles, on a :

n n

€ 2int n
Z Ik = f Tdt = [(lnt)z]f = nz.
k=1 1

Exercice 63

e x31¢  e3-1
L Lh=] xzdx=[?]1= —-

2. I = fflenx dx.
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Onpose: u(x) =Inx ; ona: u'(x)=
v'(x) = x? v(x) =

1_x3lnxe 1 ezd _x3lnx x3e_e3 e3 (1)_293+1
S T PV i IR = :

3. I = [ x*(lnx)"dx, oin € N".
D’ou: I, = flexz(lnx)"”1 dx.
Onpose: u(x) = (lnx)™* ; ona: w'(x)=(m+ 1)§(lnx)" _
3
v'(x) = x? ; on choisit: v(x) = x?
(n)"11° 1 e
Inyy = ¥ —=(n+ l)f x2(Inx)™ dx.
3 3 1
341 + (0 + DI, = [x3 (Inx)" ]S,
3+ (n+ DI, =e3.

e3-21, 5e3-2

27

4. Ona:3I,+2l, =e3.Dou: I, = . Onobtient: I, =

5. Démontrons que : Vn € N, I;, = 0.
E
. [ozeTl.Doncl()ZO.

o Vx€|[Le], x2>0, Inx >0. D’ou: Vn € N*, x2(Inx)" > 0.
On en déduit que : Vn € N*, [, > 0.

Ona:lp=0et:Yne€N", [, 20.Donc::Vn €N, I, > 0.
6. D’aprés3,ona:Vvn € N¥, 3In+1+(n+1)1n=e3.
D'ou: Vn€EN, I, = >

— g
T+l ne1ontl

D’aprés la question 5, ona: Vn € N*, 1In+1 >0, dou:— ni1 L,y1 <0.

3 3 3
Ce qui donne : — — —] <—
q n+1 n+1 ML +1°

3
Donc : vn € N* Inﬁ—
n+1

e3

93
. * < < . : —
7. Ona:VneN', 0, < 1AOr. lim =

D’aprés le théoreme des gendarmes: ~ lim 1, = 0.

Exercice 64 est laissé a ’appréciation du lecteur
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» Situations complexes
Exercice 65
Pour répondre a la préoccupation du maitre d’ceuvre, le calcul intégral.
Je vais :

- traduire a I’aide d’une intégrale 1’aire de la surface OABC ;
- calculer cette intégrale et conclure.

2
e L’aire de la surface OABC en métre carré est donnée par : fosso (1200 - % + 125) dx.
2 3 2 550
. Ona:fo550 (X——£+ 125)dx =|=-Z+ 125x]
1600 4 4800 8 0

Cette intégrale vaut environ 65599.
Pour la couverture de la surface OABC, il faudra 65599 m? de grillage.

Exercice 66
Pour calculer la nouvelle superficie, je vais utiliser le calcul intégral.
Je vais :

- calculer I’aire du champ de mais ;
- traduire a ’aide d’une intégrale 1’aire du champ d’igname et la calculer ;
- déterminer la nouvelle superficie de la parcelle du cultivateur.

e L’aire du champ de mais en unité d’aireest: e X 1 = e.

e L’aire du champ d’igname en unité d’aire est donnée par : J' (2—Inx)dx

e

Calculons f:Z(z — Inx)) dx.

e? e? e?
f (2 —-Inx))dx = f 2dx — f Inx dx.
e e e

EZ
J, 2dx =2e* - 2e.
2
A I’aide d’une intégration par parties, on obtient : f: Inx dx = [xinx — x]g2 =e2

2
Donc : f: (2 — Inx)) dx = 2e? — 2e — e? = e% — 2e.
e Lanouvelle superficie A du champ du cultivateurest: A = e +e? —2e =e? —e.
Sachant que I’unité d’aire est 1 hm?, A vaut environ : 5 hm?2.

Exercice 67

Pour calculer le nombre moyen 4, de personnes contaminées sur les 30 premiers jours, je vais utiliser le

calcul intégral.
Je vais :

- €crire ’expression de u, sous forme d’une intégrale.
- calculer cette intégrale en utilisant deux intégrations par parties.
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e Donnons ;, sous forme d’une intégrale.
. _ 1 30 _ 1 30 5 %
Ona: p, =—— [ f()dx = [ x?es0dx.
e ATaide de deux intégrations par parties, calculons .
Onpose: u(x) =x> ; ona: u'(x)=2x.
X X
v'(x) = e30 ; on choisit : v(x) = 30e30 .

X

30 x x 430 30
f x%e30dx = [30x2e%] - 60] xe30 dx.
0 0 0

. 30 *
Soit: K = [~ xesodx.

Onpose: f(x)=x ; ona: f'(x)=1

g'(x) = €30 ; on choisit : g(x) = 30e30 .
x130 30 X x x130

D’ou: K = [30x630] - 30fO esdx = [30xe30 - 900630]
0 0
.30 5, X %130 x x %930
Ainsi: [ x%esodx = [3Ox2830] — 60K = [30x2e30 — 1800xe30 + 54000630]
0 0

30 x x 430
f x2e30 dx = [(30x2 —1800x + 54000)eﬁ] .
0 0

1 30 x x 130
x%e30 dx = [(x2 — 60x + 1800)eﬁ] = 900e — 1800.
0

H2 =30 ),
L’arrondi d’ordre 0 de y,, est 646.

Donc, le nombre moyen u,, de personnes contaminées sur les 30 premiers jours est 646.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

e DECOUVERTE DES HABILETES

Activité 1 : Notion d’équation différentielle

Corrigé
f est une primitive de g sur ]0; +oo[ = Vxe]0; +oo[, f'(x) = g(x).
flx)=g@) = f'(x)= % ,x€]0; +oo[

= f(x) =2lnx+k,k €IR
fle)=0=>k= -2

D’ou la fonction f est définie par x€]0; +oo[ , f(x) = 2lnx — 2.

Exercices de fixation

Exercice 1

Corrigé

Toute équation dont I’inconnue est une fonction de R vers R, dans laquelle apparaissent I’inconnue et des
dérivées successives de I’inconnue s’appelle une équation différentielle.

Exercice 2
Corrigé

y +4=0;y"+2y'+y=5.

Activité 2 : Equations différentielles du type y' = ay (a nombre réel)
Corrigé

1. f(x) = ke . Alors: f'(x) = ake™ = af (x).
Donc f est une solution de (E):y’ = ay.
2. a) h(x) = e~ g(x), ou g est une solution de (E).
Ona: h'(x) =—ae *g(x) +e * g'(x).
b) Justifions que la fonction h est constante.
h'(x) = —ae™g(x) + e~ g'(x).
g étant solution de (E),ona: g'(x) = ag(x).
Ainsi : h'(x) = —ae ™ g(x) + e % g'(x) = —ae ™ g(x) + e™* x ag(x) = 0.
Vx € R,A'(x) = 0.
Donc, h est une fonction constante.
Ona: e ™ g(x)=k , ou keR.
Ce qui entraine : g(x) = ke™ , ou k €ER.
3. Les solutions de ’équation différentielle (E):y’ = ay, sont les fonctions f définies par :
f(x) = ke, avec k € R.
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Exercices de fixation
Exercice 3

Corrigé

Réponse A

Exercice 4

Corrigé

Réponse B

Activité¢ 3 Equation différentielle dutype y’ = ay + b, a e R ,b € R
Corrigé
Soit I’équation différentielle (F):y' = ay + b.
1. glx) = —Z .Ona:g'(x) =0.
D’autre part: ag(x) + b =—-b+b = 0.
Onaainsi: g'(x) = ag(x) +b.
Dong, la fonction g une solution de 1’équation différentielle (F).
2. festsolutionde (F) & f'(x) =af(x)+D.
< f'(x)—af(x) =b.
Or:g'(x) =ag(x)+b.Donc: g'(x) —ag(x) = b.
On en déduit que : f est solutionde (F) & f'(x) —af(x) = g'(x) — ag(x).
3. Sachant que: f'(x) —af(x) = g'(x) —ag(x),ona: f'(x) — g'(x) = af (x) — ag(x).
Donc : (f — g)'(x) = a(f — g)(x).
On en déduit que f — g est solution de I’équation (E"):y’" = ay.
4. Les solutions de (E") sont les fonctions de la forme : x — ke®* , avec k € R.

5. Les solutions de (F) sont les fonctions f telles que f — g soient solutions de (E).

Onadonc: f(x)—g(x) =ke®™. Dou: f(x)=ke™ + g(x) = ke™ —g .

Ainsi, les solutions de (F) sont les fonctions f définies par : f(x) = ke™ — Z ,ouk € R

Exercices de fixation
Exercice 5

Corrigé

Réponse A

Exercice 6

Corrigé

Réponse C
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Activité 4 : Equation différentielle du type y” = 0
Corrigé

Soit I’équation différentielle (K):y" = 0.
1. Sila dérivée seconde d’une fonction est nulle, sa dérivée premicre est constante.

Dans ce cas, cette fonction est un polynéme de 1¢ degré, c¢’est-a-dire une fonction affine.
2. h(x) =ax+b.

Ona:h'(x) =aeth”(x)=0.

On en déduit que h est solution de (K).

Exercice de fixation
Exercice 7

Corrigé

Réponse B

Exercice 8

Corrigé

y' =1,douy"” =0.

Dongc, la fonction x — x + 8 est une solution de 1’équation différentielle y" =0.

Activité 5 : Equation différentielle du type y” = w?y, w € R*.
Corrigé
Soit I’équation différentielle (P): y” = w?y, w € R*.
I. f(x) =e" etg(x) =e™"*.
o fl(x) =we"¥etf'(x) =w2e"* . Dou: f'(x) =wif(x).
e g'(x)=—-we " etg"(x) =w2e™* . Dou: g"(x) =w?g(x).
Dongc, les fonctions f et g sont des solutions de I’équation différentielle (P).
2. Ona: af”(x) + bg"(x) = aw?e"* + bw?e™"* = w?(ae"* + be™"*)
af"(x) + bg" (x) = w*(af (x) + bg (x)).
On en déduit que la fonction : x — af (x) + bg(x) est une solution de (P).
3. Ainsi, les solutions de (P) sont les fonctions de la forme : x +— ae"* + be™* , ou (a; b) € R2.
Exercices de fixation
Exercice 9
Corrigé

Réponse C
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Exercicel0
Corrigé
e Y'-y=0ey'=y.
Les solutions de (E) sont les fonctions: x + ae* + be™* , ou (a; b) € R
o y'-3y=0&y" =3y.

Les solutions de (E) sont les fonctions: x +— ae*3 + be=*3 ou (a;b) € R2.
Exercicell

Corrigé
" " 1
a) 4y -y=0sy"=.y.

1 1
Les solutions de (E) sont les fonctions: x = aez” + be” 2 , ot (a; b) € R?.

" n 9
b) 16y" -9y =0y =TV

3 3
Les solutions de (E) sont les fonctions: x = ae#* + be” #* , ol (a; b) € R?.

) 4y —49y =0y =2y,

7 7
Les solutions de (E) sont les fonctions: x = aez” + be” 2" , ot (a; b) € R?.

Activité 6 : Equation différentielle du type y” = —w?y,,w € R
Corrigé
Soit I’équation différentielle (T):y” = — w?y, w € R*.

1. f(x) =sin(wx) et g(x) = cos(wx) .
e f'(x) = wcos(wx) et f’(x) = —w2sin(wx) . D’ou: f"(x) = —w?f(x).

e g'(x) = —wsin(wx) et g""(x) = —w?cos(wx) . D’oti : g"'(x) = —w?g(x).
Donc, les fonctions f et g sont des solutions de 1’équation différentielle (T).
2. Ona: af"(x) +bg"(x) = —aw? sin(wx) — bw?cos(wx) = —w?(a sin(wx) + b cos(wx))
af"(x) +bg" (x) = —w?(af (x) + bg(x)).
On en déduit que la fonction : x — af (x) + bg(x) est une solution de (T).

3. Ainsi, les solutions de (T) sont les fonctions de la forme : x +— a sin(wx) + bcos(wx) ,
ou (a; b) € R?.

Exercices de fixation

Exercicel2

Corrigé

a) (E):y'"+y=0ey"=—-y.
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Les solutions de (E) sont les fonctions: x = acosx + bsinx , ou (a; b) € R?.
b) (E):y"+4y =0 y" =—4y.

Les solutions de (E) sont les fonctions: x = acos2x + bsin2x , ou (a; b) € R?.
c) (E):y"+9y=0ey" =-9y.

Les solutions de (E) sont les fonctions: x — acos3x + bsin3x , ou (a; b) € R2.
Exercicel3
Corrigé
a) (E):4y"+y=0y"= —%y.

Les solutions de (E) sont les fonctions: x = acos %x + bsinix ,ou (a; b) € R2.

b) 16y" +9y=0<=y" = —%y,

Les solutions de (E) sont les fonctions: x = acos %x + bsin%x ,ou (a; b) € R2.

c) 4y"+49y=0=y" = —i—gy.

Les solutions de (E) sont les fonctions: x = acos %x + bsingx ,ou (a; b) € R2.

e DES QUESTIONS D’EVALUATION

Question 1 : Comment résoudre une équation différentielle du type y’ = ay, a € R?
Exercice 1

Résous I’équation différentielle (E;): y' = 5y

Solution commentée

Cette équation est du type ¥’ = ay avec a = 5. Donc, les solutions de (E;) sont les fonctions :
x—ke>* avec k € R.

Exercice 2
Résous I’équation différentielle (E,) : 2y’ + 3y = 0
Solution commentée
L’équation (E,) est équivalente & I’équation différentielle (E',) : y' = — %y.
L’équation (E',) estdu type y’ = ay aveca = — % . D’ou les solutions sont les fonctions :
_3
xke 2k €R.
Exercice non corrigé

Résous I’équation différentielle 3y’ + 2y = 0.
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Corrigé
L’équation différentielle 3y" + 2y = 0 est équivalente a I’équation différentielle :

)

2 \ . . _2
y =-3y .D’ou les solutions sont les fonctions : x+—ke 3, k € R.

Question 2: Comment déterminer la solution de I’équation différentielle y’ = ay
qui prend la valeur y, en x, ?
Exercice
On considére I’équation différentielle (E) : y’ = —3y
, . . . 1
Détermine la solution de (E) qui prend la valeur = en 1.

Solution commentée
Soit I’équation différentielle (E) : y’ = —3y

On détermine d’abord la solution générale. fi: x = ke™3*

On résout 1’équation fi (1) = eiz

1 _ 1 —
il = eke?=—=e7?
sk=e

. - . 1 . e . _3x_ -
D’ou la solution de (E) qui prend la valeur —en 1 est la fonction f définie par : f(x) = ee™3% = ¢3¥+1

Exercice non corrigé
On donne I’équation (E) : y’ = 4y
Détermine la solution de (E) qui prend la valeur 3 en -2.
Corrigé
Soit I’équation différentielle (E) : y’ = 4y
On détermine d’abord la solution générale fi:x — ke** .
On résout 1’équation f,(—2) = 3.
fi(=2)=3 oke®=3
o k = 3e8.

D’ou la solution de (E) qui prend la valeur 3 en -2 est la fonction f définie par : f(x) = 3e8+**.

Question 3 : Comment résoudre une équation différentielle du type : y’ = ay + b avec
a et b réels non nuls ?
Exercice

Résous I’équation (E) : vy’ = 2y + 7
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Solution commentée

L’équation (E) est une équation différentielle du type y’ = ay + baveca = 2eth = 7
D’ou les solutions sont les fonctions f;, définies par : fi,(x) = ke?* —% avec k € IR.
Exercice non corrigé

Résous I’équation différentielle : (E):y’ = 3y - 2.

Corrigé

L’équation différentielle (E)estdutypey’ = ay + baveca = 3eth = —2

D’ou les solutions sont les fonctions fj, définies par : fi (x) = ke3* +§ avec k € R.

Question 4 : Comment déterminer la solution d’une équation différentielle du type y’ =ay + b
qui prend la valeur y, en xq ?

Exercice

On donne I’équation différentielle (E) : y° = —2y + 3.

Détermine la solution de (E) qui prend la valeur 2 en 0.

Solution commentée

L’équation (E) a pour solution générale la fonction f; définie sur R par :
fiolx) = ke 2% +§, keR

La solution de (E) qui prend la valeur 2 en 0 est la fonction f telle que :

f(x) = ke > +2 et (0) = 2

f(O):24:>k+%=2 = k=§ d’ou ona:f:xH%e‘2x+ ;

Exercice non corrigé

Détermine la solution de I’équation y’ = 5y - 3 qui prend la valeur e — ; en _?1 .
Corrigé
L’équation y’ = 5y — 3 a pour solution générale la fonction fj, définie sur R par :

fi() = ke +2, k€R,
La solution qui prend la valeur e — % en _?1 est la fonction f telle que:

flx) = kesx+§etf(_—1)=e—§

2 s
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Question 5 : Comment déterminer la solution de I’équation différentielle du type y” = 0
qui vérifie les conditions suivantes : y (xo) =yo ety (x1)=y1 ?

Exercice

On considére 1’équation différentielle (E) : y” = 0

Détermine la solution f de (E) telleque : f(1) = —1et f(2) = 1.

Solution commentée

La solution générale de (E) est la fonction F définie sur IR par : F(x) = ax + b,avec a et b des
nombres réels.

On détermine les nombres réels a et b telsque : F (1) = —1etF (2) = 1.

atb= -1

F(1) = —1etF (2) = 1<:>{2a+b:1

{z: f b =_11 < {ba: —23

D’ou la solution cherchée est la fonction f définie sur R par: f(x) = 2x - 3.

Exercice non corrigé
Détermine la solution f de 1’équation différentielle y” = 0 telle que : f (é) =letf(2) = —4.

Corrigé

La solution générale de (E) est la fonction F définie sur IR par : F(x) = ax + b, avec a et b des
nombres réels.

On détermine les nombres réels a et b tels que : F (%) = 1letF (2) = —4.

la+b=1
3

F@ = 1etF(2) = —4@{
3 2a+b=-4

1
“lg—b=-1_ (a=-3
3 =

{2a+b=—4 {bZZ

D’ou la fonction cherchée est la fonction f définie sur IR par: f(x) = —3x + 2.
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Question 6: Comment résoudre une équation différentielle du type : y” = my, avec m nombre
réel ?

Exercice

Résous chacune des équations différentielles suivantes :

(E):y" = 2y;(Ep):y" = =9

Solution commentée

(E;) est de la forme : y” = w?y ,avecw = V2 d’ou les solutions de (E;) sont les fonctions f telles
que: f(x)= ae™2 + be™™V2 avec a € Reth € R..

(E,) est de la forme : y” = —w?y avec w = 3. D’ou les solutions de (E,) sont les fonctions f telles
que : f(x) = acos(3x) + bsin(3x) ,avec a € Retb € R.

Exercice non corrigé

Résous chacune des équations différentielles suivantes

(E3):y” = 4y ;(E,):y” = —=5y.
Corrigé
(E3) est de la forme : y” = w?y ,avecw = 2.D’ou les solutions de (E3) sont les fonctions f telles

que: f(x)= ae® +be %, aveca € Reth € R.

(E4) estde la forme : y” = —w?y avecw = /5 d’ou les solutions de (E,) sont les fonctions f telles
que : f(x) = acos(xV/5) + bsin(xV5) ,avec a € Reth € R.

Question 7 : Comment déterminer la solution f de I’équation différentielle y” = my, qui vérifie
f(x0) = yo et f'(xo) = zg? (¥(x0) = yo ety (xo) = zo)

Exercice 1

On considére 1’équation différentielle (Es) : y” = —4y .

Détermine la solution f de (Es) qui vérifie f (g) = ; et f’(g) =3

Solution commentée 1

La solution générale est la fonction F telle que : F(x) =acos2x + bsin2x a € Reth € R.

Déterminons a et b tels que F (g) =3¢t F'(g) =—

2

F() —:>acos +bsm—=;
:a£+b\/_ ;

F'(x) = —2asin2x + 2bcos 2x

FE) =-3= Za +2b -3
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a£+b£=E a+b=ﬂ
2 2 2 = 2
~202+20%= -3 |-a+b= -2

=>b= g eta=2v2. D’ou lasolution particuliére f cherchée est définie
par: f(x)= 2v2cos2x + \/Z—Esin 2x =2 (2 cos 2x + %sin Zx).
Exercice 2
On considére 1’équation différentielle (Eg) : y” = 3y .
Détermine la solution g de (Eg) qui vérifie g(0) =2 et g’(0) =—/3 .

Solution commentée 2

La solution générale est la fonction F telle que : F(x) = ae™® + be™™3 Javec a € Reth € R.
Déterminons a et b tels que F (0) = 2 et F'(0) = —/3.

Ona: F'(x) =aV3e*V3 — h/3e >3,

F0)=2 = a+b=2

F(0) =—V/3 = aV3-bV3 = -3

{a+b=2 =>{a+b=2
av3-hbv3 = =3 a—b= -1
1 3

>a=>-¢cthbh=
2 2

D’ou la solution particuliére g cherchée est définie par: g(x) = %e"‘ﬁ + %e‘x‘ﬁ = %(e”“/E + 3e"‘\/§).
Exercice non corrigé 1

On considere 1’équation différentielle (Eg) : y” = —25y.

Détermine la solution f de (Eq) qui vérifie : f(g) =2et f’(g) =1.

Corrigé

La solution générale est la fonction F telle que : F(x) = acos 5x + bsin5x a € Reth € R.
Déterminons a et b tels que F (g) = 2 etF ’(g) =1

F(g) =2= acoss?n+bsin 5?”= 2

>la- b\/—§ =2
2 2
F'(x) = —5asin5x + 5bcos5x

F@&=1=5a2+3p=1

~a—b— =2

2 2 _ 1-10V3 _ 10+3
V3, 5 =b= 0 tae=—g -

5 _+Eb:1
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110\/_.

D’ou la solution particuliére f cherchée est définie par : f(x) = —— cos 5x + ———sin 5x.

10+V3
10
Exercice non corrigé 2
On considere 1’équation (E) : y” = y.
Détermine la solution g de (E) qui vérifie g(1) = eet g’ (1) = 2e.
Corrigé
L’¢quation (E) a pour solution générale la fonction F telle que :
F(x) = ae*+ be ™ ,avec a € Reth € R.
F'(x) = ae* —be™™

{F(1)=e =>{ae+be‘1=e
F'(1) = 2e ae —be !t = 2e p= _&

2
D’ou la fonction g est définie sur IR par : g(x) = ;e" - %e_x = %(3e" e **2),

MES SEANCES D’EXERCICES

Exercices de fixation
Justifier qu’une fonction est solution d’une équation différentielle
Exercice 1
Corrigé
fx)= 2e%V2 = ') = 2V2e™2 =2 (Zexﬁ) =2 f(x). D’ou f est une solution de (E).
Exercice 2
Corrigé
g(x) =2et*5% — % = g'(x) = 10e1+5% = 5(2¢1+5% — 2 ) +3 =5g(x)+3. D’ou g est une solution de (E).
Exercice 3
Corrigé
d(x) =xV5 + In3 = d’'(x)=+5 = d”(x)=0 d’ou d est une solution de (E)
Exercice 4
Corrigé
h(x) = 222 — 37202 = p'(x)= 42?2 + 6y2e 722
= R(x)= 16222 — 247252 = §(2e27VZ — 3¢721V2)
=8h(x).D’ou h est une solution de (E).
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Exercice 5
Corrigé
I(x) =mcos13x + V2sin13x = I'(x)=—13msin 13x + 13v2 cos 13x
= ["(x) = —169mcos13x — 1692 sin 13x
= —169( mcos 13x + vZsin 13x) = —1691(x).

D’ou [ est une solution de (E).

Résoudre une équation différentielle du type y' = ay

Exercice 6

Corrigé

L’équation différentielle y’ = 3y a pour solution les fonctions fj définies sur IR par :
f()=ke3*, k nombre réel.

Exercice 7

Corrigé

L’équation différentielle y’ = —4y a pour solution les fonctions fj, définies sur IR par :

fx()= ke™*, k nombre réel.

Déterminer une solution particuliére d’une équation différentielle du type y' = ay
Exercice 8

Corrigé

La solution f qui vérifie f (1) =e est définie par : f(x)=e?*"1
Exercice 9

Corrigé

La solution g de (E) qui vérifie g (3) =5 est définie par :g(x)= Sez_gx.

Résoudre une équation différentielle du type y’ = ay + b,a # 0

Exercice 10

Corrigé

L’équation différentielle y’ = 2y — 5 a pour solution les fonctions f}, définies sur IR par :

fie(x)=ke? + 2, k nombre réel.
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Exercice 11
Corrigé
L’équation différentielle y’ = 4y + 3 a pour solution les fonctions f;, définies sur IR par :

fr(0)=ke** — Z , k nombre réel.

Déterminer une solution particuliére d’une équation différentielle du type y’ = ay + b,
a+0

Exercice 12

Corrigé

La solution f de cette équation différentielle qui vérifie f (0) = — é est telle que : f(x)= —%es" + % .
Exercice 13
Corrigé

La solution g de (E) qui vérifie g (— %) = 1esttelle que: g(x) = %(4—e"1_3").

Déterminer une solution particuliére de I’équation différentielle y” = 0.
Exercice 14
Corrigé

l.f(x)= —2x+5

2.9(x)=x
3.h(x) =2
Résoudre une équation différentielle de type y” = w’y

Exercice 15

Corrigé
L’équation différentielle: y” = 4y a pour solutions les fonctions : x + ae?*+be~2*

nombres réels.

,a et b étant des

Exercice 16
Corrigé

L’équation différentielle y” = 5y a pour solutions les fonctions : x ~ aeV®*+be V5% g et b étant des
nombres réels.
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Déterminer une solution particuli¢re d’une équation différentielle de type y” = w?y

Exercice 17

Corrigé
1 1
Soit F la solution générale on a : F(x) = aez*+be 2"
) 1 Ly 1, 1y ) 1 1
F’'(x) = aez —Ebe 2, F(0) =a+betF(0)= Sa-— Eb'

a+b=4

On a le systéme suivant : {1 a— % b=1

2
La résolution de ce systéme donne a = 3 et b = 1. Donc la solution f qui vérifie f(0)=4et f (0)=1
est telle que :f (x) = 3e%x + e‘%x,

Exercice 18

Corrigé

3

—=x

: %"—b%e 7,

3 3
Soit F la solution générale, ona : F(x) =aev +be vz ,F'(x) = a 5e

F(N2) = ae®+be 3 et F(\2) = %ae"’ —\%be‘?

ae3+be 3 =1

3, _ .
ae®— —=be 3 =0

On a le systéme suivant : {i
V2

vz
La résolution de ce systéme donne a = 32: eth = 22—3 . Dong, la solution g qui vérifie g(v2) =1 et
g'(2) =0 est telle que :g(x)= ? e%x + e;ef%x.
Résoudre une équation différentielle de type y” = — w?y
Exercice 19

Corrigé

L’équation différentielle : y” = —3y a pour solutions les fonctions : x — acosv3x+bsiny3x , a et b
étant des nombres réels.

Exercice 20
Corrigé

L’équation différentielle : y” = —49y a pour solutions les fonctions : x +— acos7x+bsin7x ,a et b
étant des nombres réels.

Déterminer une solution particuli¢re d’une équation différentielle du type y” = —w?y
Exercice 21

Corrigé

Soit F la solution générale, ona : F(x) = a cos3x + b sin3x.
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F’(x) = —3asin3x + 3bcosx, F(g) =—aetF’ (g) = —3b.

F(g) =1etF (g): -6 donne a = —1et b = 2.D’ou la solution f qui vérifie f (g) =letf (g) =-6
est telle que f(x) = —cos3x + 2 sin3x.

Exercice 22

Corrigé

Soit G la solution générale, on a: G(x) = a cosx + b sinx.

G’(x) = —asinx + bcosx, G(g) = a\/; +%b et G (g) =-— %a + bg.

G(g) =let( (g): V3 donne a = 0 et b = 2 d’oii la solution g qui vérifie g (g) =letg (g) =V3 est
telle que g(x) = 2 sinx.
Exercices de renforcement / approfondissement
Exercice 23
Corrigé
. 3y +2y =0 y =— g y . D’ou (E) est une équation différentielle de type y' = ay,
aveca = — é
2. On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions f;, définies sur IR par : fk(x):ke_gx, k étant
un nombre réel.

3. La solution de (E) dont la représentation graphique passe par le point de coordonnées (0 ;2) est la
fonction f telle que : f(0) = 2.

F(0) =2 = k = 2. Doi: f(x) = 2¢” 5.

Exercice 24

Corrigé

L4y -3y +8 =0y = %y— 2 d’ou (E) est une équation différentielle du type y’ = ay + b,
avec a = % eth =-2.

2. On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions g, définies sur IR par : g, (x) = ke%" + g ,

k étant un nombre réel.
3. La solution g de (E) telle que le nombre dérivé de g en 0 est 4 est telle que : g’(0) = 4.
16

3
g(x) = % ke+,d'oug'(0) = 4 = k = —

3
Donc, la fonction g est telle que : g(x) = ?e;‘x + g .
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Exercice 25

Corrigé

L’équation différentielle (E) : y” = 0 a pour solution générale les fonctions :

x — ax + b,a et b étant des nombres réels.

La représentation graphique de h passe par le point A (3 ;0) d’ou : h(3) = 0.
La droite (D) d’équation 2x + 3y + 1 = 0 a pour coefficient directeur — § .

La représentation graphique de h est une droite et n’a aucun point commun avec la droite (D) de

coefficient directeur — 2, d’ou elle a pour coefficient directeur — 2 .

On déduit de tout ce qui précéde que : a = — 2 et b = 2 et la fonction h est définie sur IR par :
2

h(x) = — Jx + 2.

Exercice 26

Corrigé
1. %Sy” + gy =0 y" = —-25y, d’ou (E) est une équation différentielle du type
y’ =—w?y,avec w = 5.

2. On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions f définies sur IR par :

f(x) = acos5x + bsin5x, aetb étant des nombres réels.

3. La solution f de (E) telle que la représentation graphique de f admet une tangente de coefficient
directeur 5 au point A (i ;3) est telle que : f (ln—s) =3etf '(1—7TS)=5.

f(x) = acos5x + bsin5x = f’(x) = —5asin5x + 5bcos5x.

la+8p=3
2 2

V3

f (1)23 et f'(l):S donne le systéeme .
1 s -52a+2b=5

1+3V3
2

La résolution de ce systéme donne a = %5 eth = , d’ou cette fonction f est telle que :

fx) = #COSSX + #sinSx.

Exercice 27

Corrigé

1.4y"-9y =0 y' = ;y , d’ou (E) est une équation différentielle du type
y’ = w?y,avecw = %

2. On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions f définies sur IR par :

3 3
flx)= aez* 4+ be™ 2%, a et b étant des nombres réels.
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3. La droite (D) a pour coefficient directeur % d’ou la tangente perpendiculaire a la droite (D) a pour

coefficient directeur -2 (aa’ = —1 ol a et a’ sont les coefficients directeurs de deux droites
perpendiculaires).

La solution f de (E) telle que la représentation graphique de f admet une tangente au point B (0; 2)
perpendiculaire a la droite (D) d’équation x - 2y - 10 = Oesttelleque: f(0) = 2 et f'(0) = —2.
3, 3, . 3 3y 3 3, ) 3 3
f(x) = aez” + be 2 donne: f'(x) = Saez — b;e 2, f(0=a+b etf(O):;a - Eb'
a+b=2

f(0) =2 et f'(0) = —2 donne le systeme {;a _ %b - _o-

. . \ 1 5 4, . .
la résolution de ce systéme donne a = et b= 3° d’ou cette fonction f est telle que :

1 3 5 _34
f)= jer+ e 7.

Exercice 28
Corrigé

1. () ®y" =—4y.
Les solutions de (E) sont de la forme : x +— Acos2x + Bsin2x, ou A € R,B € R.
2. f'(x) = —2Asin2x + 2Bcos2x.

AcosZ+ BsinZ =2
2 2

3. Ona: .D’oil A=§ et B=2.

—ZAsing + 23005% =-1

Donc : f(x) = %cost + 2sin2x.
Exercice 29
Corrigé

. (B)=y" = —zy.

Les solutions de (E) sont de la forme : t +— Acos%t + Bsingt, oud €ER,BER.

2 a) f(0)=tetf (2)= 0.

b) f'(t) = —%Asin%t+%3cosgt.

A=1
Ona:{—%Asin%+%Bcos§:0 .Dou: A=1 et B=1.

On obtient : f(t) = cos;t + singt.
1 1 3 1 .3 3, 0w
3. J_Ef(t) —ﬁcosEt+ESLnEt = COS(Et—Z).

Donc : Vt € R, f(t) = V2cos Gt - g)
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Exercice 30
Corrigé

1. Ona:g'(x) = e? + 2xe?*.
g'(x) —2g(x) = e?* + xe?* — 2xe?* = e?*, Donc g est une solution de (E).
2. Les solutions de (G) sont de la forme : x — Ce?¥, ou C € R.
3. f —gsolutionde (G) & (f — 9)'(x) = 2(f — g)(®)
e f't) - 2f(x) = g'(x) — 29(x)

& f1(0) - 2f(x) = >
< f solution de ( E).

4. Ona: f(x) — gx) = Ce?*,

D’ol f(x) = Ce?* + g(x) = Ce? + xe?*.

Les solutions de (E) sont de la forme : x — Ce?* + xe?*, ouC € R.
5. Ce? + e2=0,doncC =-1.

La solution de (E) qui s’annule en 0 est : x — (x — 1)e?*, ou C € R.

Exercice 31

Corrigé

X
1. Les solutions de (1) sont de la forme : x +— Cen,ou C € R.
2. Onag(x)=ax + b

. , 1 ___xt
g estsolutionde (2) & g'(x) ng(x) 2nrD
1 x+1
S oa— ;(ax + b)__n(n+1)
o (—an—a)x + an*+an—bn—b=—-x — 1

—an+1)=-1
< {(—1 —n)b+an(n + 1) =-1

1
= {“=E
b=1
Donc:g(x)zﬁx+1.
3. a) h — gsolutionde (1) & (h — ¢)'(x) — % (h—g)x) =0
S h'G) - Th) = g'@) - 9@
o h'() - sh(x) = ——=

n(n+1)

< hest solution de (2).

b) h est solution de (2) si seuleument si h — g est solution de (1).
D’ou: h(x) — g(x) = Cen,ouC € R.

Donc: h(x) = Cen+—x+ 1,ouC ER.
n+1
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Exercice 32

Corrigé

1. u(x) = acosx + bsin x = u'(x) = —asinx + bcosx.

La fonction u est une solution de (E) si et seulement si : Vx € IR, u'(x) = 2u(x) + cosx

Vx € IR, U (x) = 2u(x) + cosx < Vx € IR, —asinx + bcosx = 2(acos x + bsin x) + cosx
< Vx€IR,(b—2a—1)cosx + (—a—2b)sinx =0

& b—-2a—1=0et-a—2b=0

On obtient le systéme {:ia__l_zg Z (1) qui a pour solution a = — E eth = % .
D’ou: u(x) = — E cosx + % sinx.

2. L’équation (Ep) : y’ = 2y apour solutions les fonctions : x » ke?*, k étant un nombre réel.
3. La fonction f — u est solution de (E;) si et seulement si :
Vx € IR, (f —u)'(x) = 2(f —w)(x).
VX €IR, (f —w)y() =2(f~w) = - wE) —2(f-wk) =0
e fl(x)—uw(x) —2f(x) +2u(x) =0
S f(x) =2f(x0) = W) —2ux) =0
< f(x) —2f(x) — cosx = 0, car u est solution de (E).
< f estsolution de (E).
On conclut que f — u est solution de (E) < f est solution de (E).

4. On déduit que les solutions de 1’équation de (E) sont les fonctions f définies sur IR par :

2 1 . .
f(x) = ke® + u(x) = ke®* — < cosx +  sinx, k étant un nombre réel.

5. f( g) = ke™ + é =0 k= — 58% d’ou la solution de (E) qui s’annule en g est la fonction
v définie sur IR par : v(x) = — Se%ezx - E cosx + % sinx.

Exercice 32
Corrigé
1. v estsolution de (B) & Vx € IR, 2v'(x) + 6v(x) = 2x* —6x + 8
& Vx€EIR, vV(x)+3v(x)= x* —3x + 4
S Vx€eIR, Ba—1)x*+2a+3b+2)x+b+3c—4=0
(

a=

=Wl

3a—1=0 3
©12a+3b+3=0 =<b=
b+3c—4=0 |

le=2%

IS
\1‘°|
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D’ou: v(x) = %xz —%x +g.
2.2y + 6y = 0 < y = —3y, d’ou les solutions de 1’équation (E) sont les fonctions f; définies
sur IR par : fi.(x) = ke™3*,k étant un nombre réel.
3. Démontre qu’une fonction g est solution de (E) si et seulement si g — v est une solution de
I’équation (Ej).
La fonction g — v est solution de (E) si et seulement si :
Vx € IR, (g — v)'(x) = —3(g — v)(x).
Vx € IR, (g — v)'(x) = -3(g — @) © (g— v)'(®) +3(g—)(®) =0
= gx)—vx) +3g(x)—3vx)=0
& g0 +390) - W) +3v(x) =0
S g(x) +39(x) — (x* —3x + 4) =0,
car v est solution de (E).
& g est solution de (E)
On conclut que g — v est solution de (Ey) & g est solution de (E).

4. On déduit que les solutions de 1’équation (E) sont les fonctions g définies sur IR par :

gx) = ke ™ +v(x) = ke ¥ +§ x* — %x + g , k étant un nombre réel.

5. la solution de (E) dont la représentation graphique passe par 1’origine du repére est la fonction h telle
que h(x) = ke ¥ +v(x) = ke™* +: % —x +> et h(0) = 0.

h(O)=k+3 = 0o k= - doi:h(x)= - Ze ¥ +v(x)= — e ¥ +2x2 —Tx +5.
Exercice 34
Corrigé
O = 2 douq'(t) = —2q() + 30
q(®)-15
2.q'(t) = —2q(t) + 30 est une équation différentielle du type y’ = ay + b.

Elle a pour solution générale q (t) = ke ' + 15,k € IR.
En tenant compte des conditions initiales c¢’est-a-dire ¢ (0) = 80 ona:k + 15 = 80
c’est-a-dire k = 65. D’ou q (£) = 6572 + 15.
3.0na: 30 min=0,5hd’ou: q(0,5)=65e~1 + 15 = 38,91.
Au bout de 30 min la température du corps sera de 39°C.
4.q(t) = 45> 65e 2t +15=45
= 65e % =30=>13e7% =6
= -2t =In(2) = t = In(2) = 0,08.
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0,08h = 4,8min et 0,8 min = 48s d’ou : t =4 min 48s.
; — 1 -2t —

5. tEIqu(t) = tl_l)Illw 65e7** +15 15.

Interprétation

La température minimale que le corps peut avoir est la température de la salle (Le corps ne peut se
refroidir en dessous de la température de la salle).

Exercice 35

Corrigé
1. ¥y + % y=0 ¢ y'=— % y d’oti (E) est une équation différentielle de type y” = —w?y,
avec w = g

2. On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions : x +— acos(g x) + bsin(g x),a et b étant des

nombres réels.

3.) f(x)
f®3

Orf(3):-3etf’(3):—% dou: a =2eth =+3.

acos(g x) + bsin(g x)etf'(x)=— gasin(gx) + %bcos(%x) donne

—aetf(3)=-— gb.

La solution f de (E) telle que f(3)=-3 et f’(3) = — % a pour expression :
fx)= 3cos(g x) +\/§sin(§x).
. V3 .
b) f(x)= 3cos(§ x) +\/§sm(§ x)=23 (z%cos(g x) + %sm(g X))
_ V3 n 1. 7w
=2v3 (Geos(Gx) + Zsin(5 %))
_ 3 s
=23 cos(;x - g)

Vx €IR,f(x) = Zﬁcosg(x—%),

Exercice 36
Corrigé

(E):%y”—lZy—ez"—kx—Z:O

1. P(x) =—%ez"+1—12x—%
P’ (x)= —13—692"+1—12et P’(x) = — %ez",

Posons A = %P"(x) —12P(x) — e +x —2

Ona: A= ;x(— g)ezx_12(_33_292)6'1‘1—123(—%)—62"—{—)(—2
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A=—%e2x+§e2"—ezx—x+2+x—2

=0, d’ou P est une solution de (E).
2.9) (Bp):3y" —12y =0 & y" = 36y = 6%y.
(Ey) est une équation d’inconnue y et contient la dérivée seconde de y et de la forme
y’ = w?y,avec w = 6.
b) Les solutions de (Ej) sont les fonctions définies sur IR par :
x - ae®® + be %, a€IReth € IR.
3) Soit f une solution de (E).
(1) 3£"() = 12f () — e** +x =2 = 0, car f solution de (E).
) gp”(x) —12P(x) — e?* + x — 2 = 0, car P solution de (E).
(1) - (2) donne i(f”(X) - P'(0)) - 12(f(x) - P(x))=0;
i(f —P)'"(x) —12(f — P)(x) =0, d'ou f — P est une solution de (E;).
Soit f une fonction telle que la fonction f - P soit solution (Ejp).

f - P solution de E, :>§(f —P)"(x) = 12(f = P)(x) = 0
= 2f"(x) = 12f () — 3 P"(x) + 12P(x) = 0

= 100 - 12f@) — (= 2e) +12(- e + Sx - 1) =0

32 12 6

= 2f"(x) - 12f (%) +§e2" —gez" +x—-2=0.
%f”(x) —12f(x) —e?* + x — 2 = 0. D’ou f solution de (E).

4) D’apres le 3), les solutions de (E) sont les fonctions f définies sur IR par :

fG)=ae*+bhe=*—2e2x 4 Lyl gecRetbh€lR.
32 12 6

5) Soit (Cp,) la représentation graphique de la fonction h solution de (E) vérifiant les conditions indiquées.

Ona:h(0) = 1leth’(0) = g. on obtient le systéme:

31 2
a+b-—=-I=1 6a+6b = —
32 6 P 16
3 23 -
6a—6b——+==12 6a—6b= 2
16 12 3 16
. 3 9 . 3 9 3
Onentirea = >et b= — dou:h(x)=2e¥ +2e2x - Se2x y Ly 1
4 96 4 96 32 12 6

Guide du professeur - Pyramide Maths T*C TOME 1 245 I.



Corrigé
Lg@®=f)xe =2g@) =f@)x e + e xf(b).
=(FO+f@)e
=aetx et
g (t)=a =g (t) =at+b,b € IR, d’ou g estune fonction affine.
2. g =f@)x et = at+bh.
Sf@)=(at+b)e 5 f(0)=b=0dou: f ()= atet.
3. a) pour @ = 4.
f(t)=4te™t
=4t —tet) = 4e7t(1—1).
f'(t) > 0 =t<1= f croissante sur [0; 1[.

f'(t) < 0 =t>1 = f décroissante sur |1; +oo[ .

Tableau de variation

F()=0:f(1)=4e"" =2 =147 ou15.
t 0 1 +00
O + 0 B
4
JiO) e
0 0

b) Le taux maximal est 1,47g. 17! et il est atteint au bout d’une heure.
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¢) La période est [0; 0,3] ou [2,35; +oo .
Exercice 38
Corrigé

La quantité dissoute est f(t) et la quantité placée a I’instant t = 0 est 50 grammes, d’ou la quantité non
encore dissoute est 50—f(t). Sachant que la vitesse de dissolution est proportionnelle a la quantité non
encore dissoute on a : f'(t) = a(50 — f(t)).

f(®) =a0-f®) = f (&) = —af(t) +50a.

f'(t) = —af(t) + 50a est une équation différentielle qui a pour solutions les fonctions f telles
que: f(t) = ke % +50.

Déterminons k et a.

0)=0e k=-50. k=-50= f(t)= —50e~% + 50.
f(0) f

£(10) = 20 & —50e719¢ + 50 = 20 .
oa =— 209 ¢ 0,05
10

On conclut que : f(t) = —50e~%05¢ + 50,

SITUATIONS COMPLEXES
Exercice 39
Corrigé

Pour déterminer le nombre de minutes qu’il faudra pour que la température de 1’objet passe en-dessous
de 15°C, je vais utiliser la lecon sur les équations différentielles.

Pour cela, je vais :

- déterminer I’expression de 8(t), solution de I’équation différentielle (E): 8'(t) = —0(t)In3;
- déterminer la température T (t) de 1’objet, sachant que : T(0) = 100 ;

- résoudre I’inéquation : t > 0, T(t) < 15;

- conclure.

e Déterminons 1’expression de 0(t).
La solution générale de I’équation différentielle (E) est définie par : 8(t) = ke
nombre réel.

e Déterminons la température T (t) de 1’objet, sachant que : T(0) = 100.
Ona:0(t) =T(t) —10.
On en déduit que : T(t) = ke "3 + 10.
Sachant que : T(0) = 100, on obtient k = 90.

—tn3 o0 k est un

Donc : T(t) = 90e~t"3 + 10, avec t = 0.
e Résolvons I’inéquation : t = 0, T(¢t) < 15.

Ona:90e~tM3 4 10 < 15. Ce qui donne : t > % , avec % ~ 2,63.

e Latempérature de I’objet passera en-dessous de 15°C apres 2,63 mn, soit 2 mn 38s.
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n SITUATION D’APPRENTISSAGE

e Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par le professeur, par un éléve et
une lecture silencieuse des éléves), 1’enseignant pourra s’assurer que les éléves ont

bien compris le texte.

e Il pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des

questions du type :

PROBABILITE CONDITIONNELLE
ET VARIABLE ALEATOIRE

Constituants de la Exemples de questions Réponses possibles des
situation possibles éleves
Contexte -De quel évenement parle le - D’augmentation
texte ? conditionnée d’argent de
poche d’un éléve.
-Quels sont les acteurs -les acteurs sont le pére et la
principaux de cet événement ? mere d’un éléve de terminale
ainsi que ses amis de classe.
-A quel moment se déroule -A la maison puis en classe.
I’événement ?
Circonstance Quel probléme ou quelle 11 doit gagner au moins deux
difficulté rencontre 1’éléve ? parties consécutives contre
sa mere et son pere en
changeant d’adversaire a
chaque partie.
Taches -Que décident de faire les -Ils décident de déterminer
éleves ? s’il est probable que leur
camarade de classe gagne.
-Comment s’y prennent-ils ? -Ils se mettent a faire des
calculs.

Le professeur utilisera la tdche énoncée par ses ¢leéves pour faire la synthese de la situation et

présentera le plan de la legon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation durant tout

le déroulement de la legon.
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a DECOUVERTE DES HABILETES

Activité 1 : Définition, conséquence d’une probabilité conditionnelle

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition d’une probabilité conditionnelle.
e Réponses aux questions de I’activité.

Age 17 ans Autre que 17ans Total
sexe
Fille 14 10 24
Gargon 4 8 12
Total 18 18 36

1) Q est’ensemble des éléves de la classe et card(Q) = 36
2) Calculons

_ card (B) _ card(A)
a) P(B) - card(Q) b) P(A) - card())
_1e _2
36 36
1 2
P(B) =3 P(A) =

__card(AnB) _ 14 _ 7
c) P(AﬂB)—icard(m v doncP(ANB) =
3-a) L’univers c’est I’ensemble des filles de cette classe de terminale, il n’est pas le méme que dans
la question 1.

On a: card(A) =24

__ card(AnB) _ 14 _ 7
b p= card(A) 24 donc p 12
c) Comparons p et %
P(ANB) _ 7 3 _ 7 _ P(4nB)
Ona @ 1 "z 12 donc p P(A)

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 1

1. P(A) = §
P,(B) = ; (probabilité d’obtenir une boule rouge dans I’urne qui ne contient plus
que 4 boules rouges et 3 boules blanches)
. _ P(AnB) _ _5 4_ 5
2.0na: Py(B) = ) donc P(ANB) = P(A) x Py(B) = s X5=0

Exercice de fixation 2

_P(RNG) 03
Pr(G) = W— ﬁ =0,75
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Activité 2 : Arbre pondéré

e L’objectif de cette activité est de construire un arbre pondéré.

e Réponses aux questions de I’activité.

wiN
LS
/
[sol]

Wi
)

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 3

Arbre de pondéré 1

\Z

oo
Db
2

o
~
08}

/gy

\o_{
t
N

Arbre de pondéré 2

203 S
480 116

480 F P
rve 161

T
140

387 s
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Exercice de fixation 4

1. arbre de probabilité

2. P5(A)=1-(0,4+05)=0,1
3.P(DNB)=P(D)xPy(B) =07 x(1-(02+0,3)) =07 x0,5=0,35

Exercice de fixation 5

Arbre de pondéré

Activité 3 : Formules de probabilités totales

e [’objectif de cette activité est de calculer la probabilité d’un événement en utilisant la
formule des probabilités totales.

e Réponses aux questions de I’activité.

1.Ona: B=BNQ=BnN (A4 UAUA;U.. UA,)
=(BNA) UMBNA)YU(BNA)U.. UBNA,

2.a) P(B)=P[(BNA;)) UBNA,)U(BNA3)U.. U(BNA,]
P(B) =P(BNA;)+P(BNA,)+-+P(BnA,)
Car(BNnA)N(BNA;)c (A nA;)et A;nA; =0, pouri # j.

b) P(B) = P(A;) X Py, (B) + P(A) X P4,(B) + -+ P(A,) X P, (B)

e Corrigé des exercices de fixation
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Exercice de fixation 6
P(G)=P(GNR)+P(GNR)=P(GNR)+Pr(G) x P(R)=0,3+(0,6x0,3)=0,48
Exercice de fixation 7

{V ; 7} estun systéme complet d’événements. Dot :

P(T)=P(VNT)+P(TnV)=PV)xP,(T)+ P(V) x Py(T) = (0,02 x 0,99) + (0,98 x 0,01)
=0,0296

Car: Py(T) =1— Py(T) et Py(T) = 0,99.
Activité 4 : Définition de deux événements indépendants

e L’objectif de cette activité est de justifier que deux événements sont indépendants ou non.
e Réponses aux questions de 1’activité.

L.a)y Q={(P,P);(P,F);(F,P);(F,F)}

b) A={(F,P);(F.F)}; B={(P,F) ;(F,F)} etAn B={(F,F)}

card(A) _ 2 _ 1

card(B) _ 2 1 card(AnB) _ 1
card(Q) T4 2

card(Q) - Z = E etP (A n B) = card(Q) - Z

2.a)P(4) = ;P (B) =

Ona: P(4A) x P(B) =%x§=% etP(ANB) =§ donc P (AN B) = P(A) x P(B)
e  Corrigé des exercices de fixation
Exercice de fixation 8
1. Faux ; 2. Vrai ;3. Faux ;4. vrai
Exercice de fixation 9
Ona: A={2,4,6},douP(4)=3: B={36},dou:P(B) =§

et AnB={6},d’oﬁ:P(AnB):é.

deplus:P(A)xP(B):%X§:%:P(AnB),

Par suite les événements A et B sont indépendants.

Activité S : Propriété de deux événements indépendants

e L’objectif de cette activité est de justifier que si A est un événement de probabilité non nulle,
les événements A et B sont indépendants si et seulement si P4 (B) = P(B).
e Réponses aux questions de I’activité.
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1. a) D’apres la définition de la probabilité conditionnelle on sait que
P(ANB)=PA)xP,(B) (1)
b) Si A et B sont indépendants alors P (A N B) = P(A) X P(B) (2)

¢) Par identification de (1) et (2) on a P(A) x P(B) = P(A) x P, (B) donc P, (B) = P(B). Car A
est de probabilité non nulle.

2. D’apres la définition de la probabilité conditionnelle, on sait que :
P(ANB)=P(A) x P, (B)
Si P, (B) = P(B) alors P (AN B) = P(A) x P(B) et par suite A et B sont indépendants.
e Corrigé des exercices de fixation
Exercice de fixation 10
1. Vrai
2. Vrai
Activité 6 : Propriété et conséquence de deux événements indépendants

e L’objectif de cette activité est de connaitre la conséquence de la propriété de deux
événements indépendants.

e Réponses aux questions de I’activité.
1. a) En appliquant la formule des probabilités totales avec { B ; B}, ona:
P(A) =P(ANB)+P(ANB) =P(A) x P(B) + P(A) X P4(B) = P(A)(P(B) + Py(B))
b) Ona: P(A) = P(A)(P(B) + Py(B)) d’oit P(B)+ P4(B) =1 donc

PA(B) =1-P(B) = P(B)

2. Ona:P(ANB) = P(A) x P,(B) = P(A) x P(B) donc A et B sont indépendants.
3. A et B sont indépendants = A et B sont indépendants ;
B et A sont indépendants = B et A sont indépendants. CQFD.

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice de fixation 11

Ona:P(ANB) =028 = P(A) x P(B), donc les événements A et B sont indépendants.

Par suite A et B sont indépendants, c’est-a- dire les événements A et B sont indépendants.

Exercice de fixation 12

P(A) =T =52 =02 etP(AUB) = P(A) +P(B) ~ P(ANB) = 0,6

Guide du professeur - Pyramide Maths T*C TOME 1 253 I.



Exercice de fixation 13

C=ANB. AetB étant indépendants, A et B le sont aussi, d’oti : P(C) = P(A) X P(B).
Par suite: P(C) = 0,8 x 0,9 =0,72.

Activité 7 : Définition d’une variable aléatoire

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition d’une variable aléatoire.
e Réponses aux questions de 1’activité.

1.a) Q = {PPP;PPF;PFP;FPP;PFF ;FPF; FFP;FFF}

NB. On peut aussi les éventualités sous forme de triplets. Par exemple : (P, P, P) au lieu de PPP

b)card () =8

2.ona:
PPF ; PFP;FPP - +15
FFF - —15
PFF ;FPF ;FFP - 0
PPP - +30

Les différents gains possibles sont : — 15;0; 15 et 30.

En terminale, une variable aléatoire réelle est une application de 0 dans R. Cette définition est
vraie lorsque () est fini ou infini dénombrable. Ce n’est plus vrai lorsque () est non
dénombrable.

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice de fixation 14

On considére une expérience aléatoire d’univers 2 . On appelle variable aléatoire
Toute application de (0 dans R.

Exercice de fixation 15
1. Vrai
2. Faux
3. Vrai

Activité 8 : Notation et vocabulaire

e L’objectif de cette activité est de noter un événement en utilisant une variable aléatoire.
e Réponses aux questions de I’activité.

1.a) (X = +15) ={ PPF;PFP;FPP} ;b) (X = — 15) ={ FFF}
2.a)(X =0) ={PFF;FPF;FFP} ;b)(X = +15) ={PPF;PFP;FPP;PPP}
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3.(X=+30) ={PPP}

e  Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 16
a) X=1={2;4;6} ;b X=0={1;3}

o X<1D={1;3;5} ;d &=2)=29

Activité 9 : Définition de la loi de probabilité d’une variable aléatoire

o L’objectif de cette activité est de connaitre la définition d’une loi de probabilité d’une
variable aléatoire.

e Réponses aux questions de I’activité.

1. X(Q)= {-15;0;15;30}

2. L’événement (X = 15) est {PPF ; PFP;FPP }.D’ou: P((X = 15)) = g

3. P(x=0)=2; P(Xx=-15)) =1; P((x =30)) =<

4. L’application P qui a chaque valeur x prise par X associe la probabilité de 1’événement
(X = x) est telle que :

e Pour tout x appartenant a X(Q),P(X =x) = 0;
e P((Xx=-15))+P((X=0))+P((X=15))+P((X=30))=1.
Donc P est une probabilité définie sur {—15;0; 15 ; 30}.
Cette probabilité P est définie, pour toute partie A de X(Q ), par: P(A) = Y rea P(X = x).

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice de fixation 17
1. X(Q)={0,1,2}

—=8_3 . —1)=Gxd _ 6. — =G _1

2 Px=0=g=g Pa=D=TE =S Px=2=Z=1
X 0 1 2
P =PX = x) 3 6 |1
10 10 10

Exercice de fixation 18
X@Q)={-2;0;1}

PX=-2)=% ;P(X=0)=2; P(X=1)=2
x; -2 10 1
1 2 3
Pi=P(X = x; = Z z
=P =x) | 2 | = | %
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Activité 10 : Espérance mathématique d’une variable aléatoire

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition de 1’espérance mathématique d’une
variable aléatoire.

e Réponses aux questions de ’activité.

1 3 3 1 —15+445+30 _ 60 _ 15
1. (—15)XE+OX§+ (15))(5"1'(30))(5— T_?_?'
P1X1+D2 X2 +D3X3+Dax
2, i lplip;p;; == P1Xy + DaXp + P3Xs + PaXy, carpy +py +p3+ps =1

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 19
3 6 1 642 _ 8 _ 4
1. E(X)—OXE+1XE+ 2X =T =0T
2. En moyenne, sur un grand nombre de tirages, le nombre de boule noire par tirage est égal a
0,8, soit environ 1 boule noire.

Exercice de fixation 20
E(X)=-2%014+1x05+ 6x0,07+9x0,06+ 10 x 0,08+ 14 x 0,19 = 4,72

Activité 11 : Variance et écart-type d’une variable aléatoire

o L’objectif de cette activité est de connaitre la définition de la variance et écart-type d’une
variable aléatoire et les calculer.

e Réponses aux questions de 1’activité.

1. a) V(X) = (—15—%)2x§+(o—§)2x§+(15—12—5)2x§+(30—§)2x§
675
=%

b) WO = ( (<150 x 2+ (@)% x 2+ (157 x 2+ (302 x 2 ) - (&)’

2
__ 675

¢)Ona: W(;() =V(X)
2. o(X) =JVX)

o(x) =28

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 21
V(X)=(-2)2%x01+1%x05+ 62x0,07+92x 0,06+ 10 X 0,08 + 142 x 0,19 — (4,72)?
= 31,24

a(X) = JV(X) = 5,58
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Exercice de fixation 22

1 2 23 5 5

1. EX)= (_Z)XH+(_1) X+ 0) xg+(1) XZ+2x
E(X) = 0,17

5 5
20) V() = (22 x S+ (12 x 2+ (002 x 2+ (1) x = + (2)% % g) —(0,17)?
V(X) = 1,35

b)o(X) = 1,16

Activité 12 : Fonction de répartition d’une variable aléatoire

e L’objectif de cette activité est de déterminer et construire la représentation graphique de la
fonction de répartition d’une variable aléatoire.
e Réponses aux questions de I’activité.

1) Si x<-1,F(x)=0;Si —1<x<0, F(x)=o+§;

i 1,2_3.4g; 1,2,1_4 )
Si0<x<1,F()=0+;+-=::8 1<x<3,F()=0+_+-+;=7; Si
1 2 1 1
3<x, F)=0+_+:+-+c=1
2) Représentation graphique de F
y
1 o
~——
~—
-—

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 23

Soit F la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
F est définie par :
Si x<-15,F(x)=0
1

Si —15<x<0, F(x)=0+§_5
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Si 0<x<15,F(x)=04-+2=2=1
8 8 8 2
Si 15<x<30,F(x)=0+-+243=1
8 8 8 8
. 7 ,1_8
Si BOSX,F(X)—E‘FE—E—].
Représentation graphique
¥
-4 2 2 - o
Exercice de fixation 24
x; 0 1 2 3
— p(y = 1 1 1|1
P=P(X =x) 1 1 1 -
4 1 1 | 4

Soit F la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
F est définie par :

Si x<0,F(x)=0

1

Si 0<x<1,F(x)=0+5;=1

Si 1Sx<2,F(x)=i+

Si zs;c<3,F(x)=§+
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Représentation graphique

y
1t o
—
-—
—
: : : : : : - : : : : : : : : :
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0o 1 2 3 4 5 6 1 8 x

Activité 13 : Epreuve de Bernoulli- Schéma de Bernoulli

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition d’une épreuve de Bernoulli et d’un
schéma de Bernoulli.

e Réponses aux questions de I’activité.

1. 1l y’a deux possibilités « PILE » et « FACE ».

2. Dans cette expérience, « lancer une piece de monnaie équilibrée et noter le résultat
obtenuy est répété trois fois et les résultats suivants ne dépendent pas des précédents, car
tous les lancers se font dans les mémes conditions.

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice de fixation 25

1. Vrai. Cette expérience aléatoire est épreuve de Bernoulli, car au tirage d’une boule de
I'urne, il y a deux issues possibles exclusives : tirer une boule blanche (succes) et tirer une
boule rouge (échec).

2. Vrai. Cette expérience aléatoire est épreuve de Bernoulli, car au lancer du dé, il y a deux
issues possibles exclusives : le 6 sort (succes) et le 6 ne sort pas (échec).

3. Vrai. Cette expérience aléatoire est épreuve de Bernoulli, car au tirage de la fleche de I'arg, il
y a deux issues possibles exclusives : atteindre la cible (succes) et ne pas atteindre la fleche
(échec).

4. Vrai. Cette expérience aléatoire est épreuve de Bernoulli, car au lancer du dé, il y a deux
issues possibles exclusives : avoir un nombre pair (succes) et ne pas avoir un nombre pair.

Exercice de fixation 26

L’expérience qui consiste a choisir un ordinateur parmi les 50 ordinateurs
est une épreuve de Bernoulli, car il n’y a que deux issues possibles :

« L’ordinateur est en panne » ou « I’ordinateur n’est pas en panne ».
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Le fonctionnement des ordinateurs étant indépendant les uns des autres, I’expérience qui
consiste a choisir trois ordinateurs successivement est une répétition de fagon indépendante
d’une épreuve de Bernoulli. C’est donc un schéma de Bernoulli.

Exercice de fixation 27

L’expérience qui consiste a jouer une fois a la roulette
est une épreuve de Bernoulli, car il n’y a que deux issues possibilités :
«la boule tombe sur le rouge » et « la boule ne tombe pas sur le rouge »
Comme I’expérience est répétée vingt fois de fagon indépendante alors on a un schéma de
Bernoulli.

Activité 14 : Loi binomiale

e L’objectif de cette activité est de connaitre la définition de la loi binomiale de paramétres n et
p.

e Réponses aux questions de I’activité.

1. Un participant peut gagner : 0 partie, 1 partie, 2 parties ou 3 parties.
2.a On a les possibilités suivantes : (SSS) ou (S5S) ou (SSS)
Comme les épreuves sont indépendantes on a :
1818 19 , 18 19 18 , 19 18 18

P==—X—=X—=4+ =X=X—+—=X=Xx—=0,36
37 37 37 37 37 37 37 37 37

b) ) Il y a une erreur. Il faut lire Cf X (1—8)2 X (1—9)1 au de sz X (E)Z X (2)1.

37 37 37 37
P’ =C2x (;—f)z x (5)1 =036

¢) On remarque que P = P’

500 =t x () x (2)' = () =oas

POt =1) = ¢ x (2) x (2)" = 3 x 2227 _ g3
3

3
Pa=9 = x (20) % (22) = () 012
= = X [ — — ) =(—) =
iX\37) *\37) =57) =7
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 28

916 2\
P(X=6)=Cfx (=) x(Z) =0,068
Exercice de fixation 29
Le tireur atteint la cible ou n’atteint pas la cible il n’y a que deux résultats possibles, de plus
I’expérience est répétée trois fois de fagon indépendante. Ainsi X suit une loi binomiale de

parametres 3 et 0,7.
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Activité 15 : Espérance mathématique et variance d’une variable aléatoire suivant une loi
binomiale

e [’objectif de cette activité est de connaitre la propriété relative a I’espérance mathématique et
la variance d’une variable aléatoire et de calculer I’espérance mathématique, la variance et
I’écart type d’une variable aléatoire donnée.

e Réponses aux questions de I’activité.

1. X suit la loi binomiale de paramétres 3 et g.

P =0 =t (2 x (2 = (27 =ons
P(X=1) =c§x(§)1x(g)z =3x 2% =038
P(X =2)=C? x(g)zx(;—g)1 =3x19:Tl382=0,36

P(X=3)=(}x (5)3 x (2)0 = (5)3 =012
Laloide X estdonc

x; 0 1 2 3

P, =PX =xp) 0,14 0,38 0,36 0,12

0,14+0,38+0,36+0,12=1
22)E(X) =0x014+1x0,38+2x%x036+3x%x0,12=1,46

byona: E' =3 x%: 1,46 donc E(X) = E'
3.2) V(X) = (02 x 0,14 + 12 x 0,38 + 22 X 0,36 + 32 x 0,12) — (1,46)% = 0,74
b)Ona: V' = 3xgxg= 0,74 donc V(X) =V’

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice de fixation 30
1. EX)=3x%x0,7=2,1
2. V(X)=3x0,7%0,3=0,63
3.0(X) =0,79

Exercice de fixation 31

1 1
Il y a une erreur dans le manuel. C’est 5 ctnon -

1. Soit la réponse est juste soit elle n’est pas juste ; il n’y a que deux résultats possibles et comme
I’expérience est répétée dix fois de fagcon indépendante alors X suite une loi binomiale de paramétres

10 et 2.
4
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3. E(X) =10 X%: 2,5

V(X) =10 x%x%= 1,875

o(X) =1,37

a DES QUESTIONS D’EVALUATION

Question 1 : Comment calculer des probabilités a ’aide d’un arbre de probabilité ou
de la formule des probabilités totales ?

Exercice non corrigé

Soit les éveénements suivants :

M : «la personne est malade » ; T : «le test est positif ».

L’énoncé nous demande de calculer Pr( M).

1-p M% T
0,\ T
On en déduit :

P(TY=P(MNT)+P(MnT)=099p+0,01(1—p)=098p + 0,01
Par suite :
PT(M)=P(MnT)_ 099p _ 99p

P(T) ~ 098p+001 98p+1

Question 2 : Comment déterminer la loi de probabilité d'une variable aléatoire qui suit une loi
binomiale ?

Exercice non corrigé
. A . . Cqs . N 1
1. La variable aléatoire X suit la loi binomiale de paramétres 10 et 3

k 10—k
. . 1 . _ _ rk 1 2
2.X suit B(10;3), done : P(X = k) = ¢l x (3) x (%)

Question 3 : Comment calculer I’espérance mathématique et la variance d’une variable
aléatoire qui suit une loi binomiale ?
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Exercice non corrigé

La variable aléatoire X suit la loi binomiale de parametres 10 et % .( réponse exacte ou pas )

done E(X) =103 =§ et V(X) = 10><§ ><§= ?
MES SEANCES D’EXERCICES

EXERCICES DE FIXATION
Probabilité conditionnelle
Exercice 1
1b ;2.a ;3.c;4b
NB Le numéro 3. Fait I’hypothése que P(A) n’est pas nulle.
Exercice 2

1. a) Construction de I’arbre pondéré

3 c
w5

4 V< 17
<5/ v
1 2 P C
S\V 5
-,
5 T~ c
80 4 15 3
b)ona:P(V)=m=g et PV(C)=E=%
4 3 3
= 1.2 2
Exercice 3
9 8 3
LayP(R) = ; PR(B)=, ctPr(B) =1

b) 130/3

2 R<2
10 _— E\E
<i 3/3
10\R<E
00—,
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9 8 72 = 1 3 3

2.3) P(RnB)—EXE—m etP(RnB)—EXB—m
= 72 3 75 3
b) P(B)—P(RﬂB)+P(RﬂB)—E+E—R_Z

Exercice 4

1. En appliquant la formule des probabilités totales avec { V; V} ona:

= 3 2 5 1
P(C)=P(VnC)+P(VnC)=E+E=E=E
3
P(VNC) 25 3
2 P =50 =5 =2
5

Exercice 5
1.

2. PBNS)=P(B)xPy(5)=(1-08)x(1-0,2)=0,2x%x0,8=0,16
3.PS)=PBNS)+P(ANnS)=0,16+0,8x0,9=0,16+ 0,72 = 0,88

P (BNS) _ P (BNS) _ 0,2x0,2

4. P(B)= P(S)  P(BNS)+P (ANS) _ 0,2x0,2+0,8X0,1

=0,33

Exercice 6

L’univers E est la réunion des trois urnes. { Uy, U,, Uz} est un systeme complet d’évenements. Nous
devons calculer P(R). D’aprés la formule des probabilités totales :
P(R)=P(U,;NnR)+PWU,;NR)+PWU3NR)

Calculons ces trois probabilités ; il est clair que :

P(UY) = P(U) = P(U3) = .

D’autre part, Py, (R) = é (c’est la probabilité de tirer une boule rouge sachant qu’elle provient de
I’urne U,).

De méme Py, (R) = 2 et Py (R) = §

11 en résulte que :

P(UyNR) =P(U,) X Py, (R) = % X % = 1_13 et de fagon analogique, on a :
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1 3 1
P(U, NR) = P(U;) X Py,(R) = $X3=3
1 1 1
P(U3nR) :P(U3) XPU3(R) IEXEZS
Finalement :
1 1 1 5
PR =5+it5=%
Exercice 7

1. Nombre d’issues possibles

Si la premiere est bleue, le jeton tiré peut étre bleu ou rouge.
Si la premiére est rouge, le jeton tiré peut étre bleu ou rouge.
1l y a 4 issues possibles.

2. Arbre pondéré

4
2 B 4 3
5 _— 7 —_—
< 3 2 b
5 \ R 2
< ,
4 T r
2 1 2 3 3
P(B,b)=§><;=—0 5 P(B,T)= EXZ=E;
3 2 3 3 2 3
P(R,b)z EXZ:E ,P(R,T): EXZ:E

3.P(A) = P(B,b) + P(R,7) = %+%:§

Exercice 8

12 1 32 1
PA) =5 =5:PB) =5 =3
P(ANB)=2=21

9% 24
P(A) x P(B) = ietP(A nB) = i
Donc A et B sont indépendants.
Autre méthode :
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1

B étant de probabilité non nulle, on a : Pz(4) = P(%g)m =Z&= % =P(4)
3

On en déduit que A et B sont indépendants.

Exercice 9

A et B sont indépendants donc P(A N B) = P(A) X P(B)

OrP(AUB) = P(A) + P(B)—P(ANB)

Dot 5=+ P(B) —zP(B)

4 3

Donc EP(B) =3

Par suite P(B) = %

Exercice 10

60 _ 2 78 _ 2 33
1. P(E)—a—g ,P(H)—E—getP(E nH)—E—O,ZZ

OnaP(E) x P(H) = 0,208 et P(E N H) = 0,22, comme P(E NH) # P(E) x P(H)
donc les événements « étudier 1’espagnol » et « pratiquer le Handball » ne sont
pas indépendants
9 _ 3 45 _ 3 27

2. P(A) :E:E ’P(B)ZEZE etP(A nB) 2520,18
OnaP(4) xP(B) =0,18 et P(A NB) = 0,18, comme P(ANB) = P(A) x P(B)

Alors les événements « étudier 1’anglais » et

« pratiquer le Basket » sont indépendants

Exercice 11

§ + % + % + % = 1 donc le tableau détermine la loi de probabilité d’une variable aléatoire X

Exercice 12
a=1
3
Exercice 13
1.a) Soit Q 'univers de cette expérience aléatoire, ou (L = B X N, B est le dé blanc et N le dé noir.

X est définie de Q2 dans R car a chaque éventualité (w4 ; w;), on associe la somme w; + w, des
points qui est un nombre réel. Par suite X est une variable aléatoire.

b)
Dé noir
0 11122
Dé blanc
-1 -1 0 |0 |0 |1 1
-1 -1 0 |0 |0 |1 1
0 0 1 1 1 (2 |2
0 0 1 1 1 (2 |2
1 1 2 |2 |2 |3 |3
1 1 2 |12 |2 |3 |3
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Ona:X(Q)={-1;0;1;2;3}.
2. La loi de probabilité de X est donc :

X; -1 0 1 2 3
P(X = x;) 8 12 10 4
36 36 36 36 36
Exercice 14
1. Vrai ; 2. Vrai ;3. Faux ;4. Vrai

1. est vrai car la fonction de répartition étant une application de R dans [0 ; 1] est aussi une
application de R dans R. Ici, le rédacteur veut qu’on réponde NON. Mais la formulation de la
question ne contraint pas 1’éléve a cette réponse.

Exercice 15

1. La fonction de répartition F de la variable aléatoire X est définie par :

( six<—-1,F(x)=0

Isile<2,F(x)=

2
lsiZSx,F(x)=;+ +=-=

2
i si—le<1,F(x)=7

2
+

4
7
1
7

2. Représentation graphique de la fonction F
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Exercice 16

1.

Dé noir

\ 0 |1 |1 |1|2]2

Dé blan

-1 -1 Jo Jo [o |1 |1
-1 -1 Jo Jo o |1 |1
0 0 1 |1 |1 |2 ]2
0 0 1 |1 [1 |2 |2
1 1 2 [2 |2 |3 |3
1 1 2 |2 |2 [3 |3

X étant la somme des points obtenus, on a donc X(Q) = {—1;0;1;2;3}

La loi de probabilité de X est donc :

x; -1 0 1 2 3
P(X =x) 2 8 12 [ 10 4
36 | 36 | 36 | 36 | 36

2.a) la fonction de répartition F de X est définie par : F(x) = P(X < x) , ainsi

six<-1,F(x)=0

2 1
i—1< =—=—
si—1<x<0,F(x) 36- 18
0x<LFa) =4l
st0=x ) =3%36" 18

12 11

2 8
sil<x<2F(x)= %4‘%4'% E

2,8 12 10_8
Si2sx<3F)=ge+3:+3:%3575
=1

2 8 12 10 4
36 36 36 36 36

b) Courbe représentative de F

si3<x,F(x)=

¥

1 -~
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Exercice 17
1.a) ;2.)

Exercice 18

—2+12+20412 _ 42 _ 7

2 8 12 10 4
E(X)—(—l)x§+0><g+ (1)x£+(2)x£+3xg_ . =3
Exercice 19

La variance

2 8 12 10 4 7\?
VOO0 = ((CD2 X (0 x ot (D x5+ (@ x5e + 3 x 52 )= ()

2+12+40+36 49 90 49 41
V)= "—"—F—F—F——— = - 2= —
( ) 36 36 36 36 36

L’écart type

o) = V) = |2 =1
Exercice 20
X suit une loi de Bernoulli de paramétre p. Il vient que  E(X) =p et V(X) = p(1 —p).
N.B. Si I’exercice est donnée avant la loi de Bernoulli, il faut calculer E(X) et V(X) :
EX)=0x(1-p)+1xp=p;VX)=0*x(1—-p)+12xp—p%= p(1l—Dp).
Exercice 21

. E(X) =432 dounp =432 (1)

V(X) =27,648 d’ou np(1—p) = 27,648 (2)

27,648

De(l) et(2)ona: 1—p = w32

= 0,64

2. 1-p =064 donc p=1-0,64 = 0,36 par suite n == = 120

Exercice 22

o(X)=15;ynp(1-p)=15; y25p(1—p) =1,5;
Vpd=p)=2=03;

Jp(1-p)=03 & p—p?=0,09
< pP—p+0,09=0
Ona: A= 0,64 donc p=0,1 ou p=0,9
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Exercice 23
La naissance d’un enfant conduit a deux issues possibles exclusives : soit I’enfant est un gargon, soit
c’est une fille. On a donc une épreuve de Bernoulli.

Exercice 24
Un éléve de cette classe est soit admis soit non admis, ¢’est une épreuve de Bernoulli comme elle est
répétée 60 fois de fagon indépendante on alors ¢’est un schéma de Bernoulli.

Exercice 25

La naissance d’un enfant conduit a deux issues possibles exclusives : soit I’enfant est un gargon soit
c’est une fille. Dans une famille de cinq enfants, cette expérience est répétée 5 fois de maniere
identique et indépendante. On a donc une épreuve de Bernoulli.

La variable aléatoire égale au nombre de filles suit une loi binomiale.

Exercice 26

1. Laloi de X est déterminée par : P(X = k) = CX, x (0,36)% x (0,64)%°% k =0,1,...,19.
2.3) P(X = 3) = C3, x (0,36)% x (0,64)7 = 0,0269
b) P(x<2)=P(Xx=0)+P(Xx=1)+P(Xx=2)
=3y x (0,36)° x (0,64)2° + C}, x (0,36)* x (0,64)'° + C%, x (0,36)% x (0,64)'8
=0,000132 + 0,001495 + 0,007990 = 0,009617
OP(X=21)=1-P(X=0)=1-C% x(0,36)° x (0,64)%° = 1—0,000132 = 0,999
Exercice 27
P(Xx=1)=03 dou C}x(@P*x(1-p)t=03
Donc 2p(1 —p) = 0,3 par suite p2 —p+0,15=10
Ona: A= 0,4 donc p =0,18 ou p =0,82.
Exercice 28
1. E(X) = np = 2022 x % =505

2. V(x)znp(1—p)=2022xix%=$

Exercice 29

1. Soit un joueur gagne soit il perd il n’y a que deux résultats possibles et comme 1’expérience est
répétée 100 fois de fagon indépendante alors on a un schéma de Bernoulli.

Par suite X suit une loi Binomiale de paramétres 100 et 0,1.
2.a) P(X = 12) = €13, x (0,1)*2 x (0,9)%® = 0,098
P(Xx>1)=1—-[P(X=0)+P(X=1)]
=1—[C5 x (0,1)° x (0,9)1°° + ¢y x (0,1)* X (0,9)°°]
=1-(0,00002 + 0,00029 ) = 0,99
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Exercice 30
1. a) Soit un joueur gagne soit il perd il n’y a que deux résultats possibles et comme

I’expérience est répétée n fois de fagcon indépendante alors on a un schéma de Bernoulli.

. . e . A 1
Par suite X suit une loi Binomiale de paramétres n et T

. . 1\k _ ro\"k
b) Laloi de X est déterminée par : P(X = k) = CK x (E) X (—)

) =16

donc n > 43,70.

2. P(le)zl—P(Xzo)zl—C,?x(%)

n(0,01)
m(0,9)

1-(2)" 2099, doi: n>

Ainsi la plus petite valeur de n est 44.
Exercice 31

1. Un éléve a soit 18 ans et plus soit moins de 18 ans, il n’y a que deux résultats possibles. Comme
les 35 éléves ont moins de 18 ans ou au moins 18 ans de fagon indépendante, on a un schéma de
Bernoulli. D’ou X suit une loi Binomiale de paramétres 35 et 1 — 0,67, soit 35 et 0,33.

2.2) P(X = 10) = €32 x (0,33)1° x (0,67)%° = 0,12

b) P(X > 2) =1-[PX=0)+P(X=1)]=1-(0,0000008+ 0,0000140)
=0,99
3.E(X) =35x%x0,33 =11,55
V(X) =35%0,33x%x0,67 =773
Exercice 32

1. Dans ce stock une boite présente des traces de pesticide ou ne présente aucune trace de
pesticides. Il n’y a que deux résultats possibles et comme 1’expérience est répétée 10 fois
de maniére indépendante nous avons un schéma de Bernoulli.

X suit donc une loi Binomiale de parameétre 10 et 0,88.

2. P(X =10) = €10 x (0,88)'° x (0,12)° = 0,27
3PX=21)=1-PX=0)=1-C x(0,88)° x (0,12)1° = 0,62 x 107°.

Exercice 33
1. A un tirage on a soit une boule verte soit une boule rouge il n’y a que deux résultats et deux
seulement comme on en tire trois de fagon indépendante on a un schéma de Bernoulli, par suite X

suit une loi binomiale de paramétre 3 et i

1 3
2.Ona.E(X)—3XZ—Z

V(X)=3X%X%=1% donc U(X):,/V(X):\/?;G:%
Par suite E(X) = o(X).
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Exercice 34
1. A chaque question aléatoirement choisie, I'éléve donne soit une réponse juste avec la

—_ 1. . A B . R
probabilité de - Soit une réponse fausse avec la probabilité de > L’éléve répond au hasard a

chacune des 6 questions du QCM. Il y a répétition de 6 épreuves de Bernoulli identiques et
indépendantes. La variable aléatoire X égale au nombre de réponses justes suit une loi binomiale de

parametres 6 et i .
La variable aléatoire X égale au nombre de réponses justes au QCM suit une loi binomiale de
paramétres 6 et i

k 6—k
2. La loi de probabilité de X est: P(X = k) = C¥ x G) x G)

a) P(X=3)=ch(§)3><(%)3=0,13
b) P(Xz1)=1—P(X=0)=1—cg><(§)°x(§)6=o,8z
3. E(X)=6><§=§=1,5

En moyenne 1’¢léve répond juste a une question et demie.
Exercice 35
1. X suit une loi binomiale de parametres 4 et %
N 4-k
La loi de probabilité de X est: P(X = k) = Cf x (E) X (—)

a) P(X=2)=C2x (% )2 x (%)2 = 0,048

b) P(X>3)=P(X =3)+P(X =4)
3 1 4 0
-chx () x(3) et x () <)
=0,0037
2. E(X)=4><%=o,4

E(X) = 0,4 donc en moyenne dans cette famille il y’a moins d’un enfant qui présente
le caractere C.

EXERCICES DE RENFORCEMENT/APPROFONDISSEMENT

Exercice 36
Notons : M : « I’individu prend le médicament »
G : «I’individu a une baisse du taux de glycémie »

1. Py(6) =08
2. P(G)=P(GNM)+P(GNM)=0,6x08+0,4x0,1=0,52 Car:PM)=0,6; Pi(G)+
Pi(G) =1,Pz(G)=09.

P(GNM) _ 0,6X0,8

3. Pg(M) = P(G) 052

=0,92

.I 272 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 1



4. Chez un individu, soit le taux de glycémie a baissé soit il n’a pas baissé¢. Comme le choix des 5
individus se fait au hasard et donc de fagon indépendante alors on a un schéma de Bernoulli. La
variable aléatoire X qui compte le nombre d’individus pour lesquels on constate une baisse de la
glycémie suit une loi binomiale de paramétres 5 et 0,52.
La probabilité d’avoir exactement k individus dont le taux de glycémie a baissé est
P(X =k) =Ck x0,52F x 0,4857F
a) Ainsi : P(X =2)=C2x0,522 % 0,48% = 0,29.

b) 1-P(X=0)=1-CJ%x0,52°x 0,485 = 0,97

Exercice 37

1. sile numéro est 2 il gagne 2000; si le numéro est 3 il gagne 3000
si le numéro est 5 il gagne 5000 ; si le numéro est 1 il gagne —1000
si le numéro est 4 il gagne —4000; si le numéro est 6 il gagne —6000.
Ainsi, ’ensemble des valeurs prises par X est :

{~ 6000 ; —4000 ; —1000 ; 2000 ; 3000 ; 5000 }

2. Laloi de probabilité de X est donnée par le tableau ci-dessous.

k —6000 | —4000 | —1000 | 2000 | 3000 | 5000
PIX = k) 1 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6
343) E(X) — —6000—4000—10006+2000+3000+5000 — —%
2 2 2 2 2 2 2
V(X) — 6000“4+4000“+1000 -;—2000 +3000%+5000 _ (%) — 151638888,8

b) Comme E(X) < 0 alors le jeu est défavorable au joueur
4. La fonction de répartition F de X est définie sur R par :

six < —6000,F(x)=0

si — 6000 < x < —4000, F(x) =
si — 4000 < x < —1000,F(x) =
si— 1000 < x < 2000, F(x) = 2
si 2000 < x < 3000, F(x) =

AN IR

4
6
i 3000 < x < 5000, F(x) =§

si5000 < x,F(x) =1

Exercice 38

1. a) Il y’a une boule rouge parmi les 7 boules donc p(R;) = %

1l y’a cinq boules non rouges parmi les 6 boules restantes donc p(R,) = %

b) Arbre pondéré
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NR

N

2.a) Aupremier tirage :

alun

Si elle est rouge, il gagne 10 000 francs

Si elle est jaune, il gagne - 5 000 francs

Au second tirage :

Si elle est rouge, il gagne 8 000 francs

Si elle n’est pas rouge, il gagne - 4 000 francs

Ainsi, I’ensemble des valeurs prises par X est: { —5000; —4 000; 8000; 10 000 }.

b)ona:
P(X = —=5000) = P())

7

P(X = —4000) =§x§:g;P(X =8000) =

4 1 2
—X ===
7 6

2. P(X =10000) = P(R,) =§

21

la loi de probabilité de X est donnée dans le tableau ci-dessous

X —5000 | —4000 | 8000 | 10000
P=x)| 2 | 10 [z 1
7 21 21 7
C) E(X) — —5000X6—4000X1(2)1—8000X2+10000><3 — _@

. . 8000
Sur un grand nombre de parties le joueur perd en moyenne - francs

Comme E(X) < 0, le jeu est défavorable au joueur

HVE) =

21

5000%x6+4000%x10+8000%x2+10000%x3 8000
— (*3%)" = 3383674,69
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3. La fonction de répartition F de X est :

six < —=5000,F(x) =0

6
si—5000£x<—4000,F(x):H

i — 4000 < <8000F()—6+10—16

st =x A E AT T

18000 < x < 10000, F(x) = 0 4 = = 18

st =X A=A T
2 <x P =8y 3

StesXnt =11~

Exercice 39

1- Arbre pondéré

Q|

E

2-a) Cette probabilité est : P(D NEN 0)=0,8%0,75 Xgi =0,2. Car la probabilité d’un chemin est le

produit des probabilités sur ce chemin.
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b) Cette probabilité est : P(D NEN 0) = 0,8X0,75X3E = 0,4. Car la probabilité d’un chemin est le
produit des probabilités sur ce chemin.

3- Pour étre admis a ce concours, il faut étre admis sur dossier ou bien étre passé par 1’écrit, subir
I’oral et étre admis 4 I’issue de ’oral. La probabilité cherchée est : P(D) + P(D NEN 0) qui vaut 0,6.

Exercice 40

1 2 3 4 5 6
I 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12
1- P(A)==.
2- P(B)==.
_ _ P(4NB) . _1
3 P(C) = Py) = 402 p(c) = L

Exercice 41

Soit :

U I’événement : « Tirer une boule de I’'urne U » ;

U, I’événement : « Tirer une boule de I'urne Us » ;

R I’événement : « Tirer une boule rouge » ;

N I’événement : « Tirer une boule noire ».

La répartition des boules dans 1’urne fournit les probabilités suivantes :

PuI(R) =2 ; Pui(N) == ; Pa(R) = 7 et Puao(N) = 3.
Le dé étant parfaitement équilibré, on a : P(U;) = é ; P(Up) = g

Tous ces résultats sont résumés dans 1’arbre pondéré ci-dessous :
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P(N) = P(NNU}) + P(NNUz)
=P(U1)x Pui(N) + P(U2)x Py2(N)

2- Cette probabilité est : Py(Uy).

Ona: Py(Up= —P(Ulzzgl(m

6
Py(Uy) BETE

Exercice 42

On considere les événements suivants :
H : «la personne choisie est un homme » ;
F : « la personne choisie est une femme » ;
P : «la personne choisie présente le caractere P ».
On a les probabilités suivantes :
P(H) =045 ; P(F)=0,55; P(P/H)=0,04 ;P(P/F)=0,05.
1. Détermination de la proportion de personnes qui présentent le caractere P.
P(P) = P(H) P(P/H) + P(F) P(P/F)
P(P) = 0,45x0,04 + 0,55%0,05 = 0,0455 ; soit 4,55 % des personnes de cette population.
2. 1l s’agit de déterminer P(H/P).

P(H/P) = —P(“;:’lf)" M _ 4.

Exercice 43

On considére les événements suivants :

M : « la personne choisie est malade » ;

T : «la personne choisie est testée positif » ;

On en déduit les événements suivants :

M : «la personne choisie est saine » ;

T : «la personne choisie est testée négatif ».

On a les probabilités suivantes :

P(M)=0,03;

Pwm(T) est la probabilité qu’une personne malade soit testée positif : Pm(T) = 0,95 ;
P3; (T) est la probabilité qu’une personne saine soit testée positif : P3; (T) = 0,1.

1- a) Cette probabilité est P((MNT)
PMNT) = P(M)xPm(T) ; P(MNT) = 0,03x0,95 = 0,0285.
b) Cette probabilité est P(M NT)
P(M NT) =P(M)x P (T) ; P(M NT) =0,97%0,1 = 0,097.
¢) Avec la formule des probabilités totales appliquée a {M ; M}, ona:
P(T) = P(MNT) + P(M NT) ; P(T) = 0,0285 + 0,097 = 0,1255.
2-a) Cette probabilité est P (M)

P(MNT) 0,0285
Pr (M) = P ; Pr (M) = 01255

3. Cette probabilité est Py (M)

=0,2271.
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=\ _ P(MNT) = _ 0,097 _
Pr (M) ==p05— 3 Pr (M) = o125 0,7729.
On pourrait remarquer que : Py (M) = 1—Pp(M).
4. Cette probabilité est P7(M)
P(MNT
Pr(M) =200,
Avec la formule des probabilités totales appliquée a {T ; T, ona:
PM)=PMNT)+PMNT);dou: PMnN T)=P(M) —P(MNT) = 0,03—0,0285 = 0,0015.
_ 00015 _

Pz(M) = o255 0,0017.
5. Cette probabilité est Pr(M)
P7z(M)=1—-P#(M); Ps(M) =1-0,0017 = 0,9983.

Exercice 44

1) A chaque régle choisie au hasard, il y a deux issues possibles : la régle présente un défaut avec
une probabilité constante égale a 0,1 ou bien la régle ne présente aucun défaut une probabilité de 0,9
car le tirage est supposé fait avec remise. Il y a répétition de 8 épreuves de Bernoulli identiques et
indépendantes. La variable aléatoire X qui prend pour valeur le nombre de régles présentant un
défaut suit donc une binomiale B(8 ; 0,1).
2) P(A) =P(X=0)=0,9%=0,43.
P(B) = P(X=2) = C2(0,1)(0,9)°=0,149.
P(C)=1-P(A)=0,57.
3) E(X)=8x0,1=0,8. L’arrondi d’ordre 0 du résultat est 1.

En moyenne 1 régle sur 8 Choisies au hasard présente un défaut au controle.

Exercice 45

1. Le nombre de cas possibles : C2xC2 = 100.
Pour avoir un cas favorable a E : tirer exactement 1 boule blanche dans chaque urne ou bien 2 boules
blanches dans une seule des deux urnes. Soit au total:

CIXC3 + CIXCE + C3xC2+CExC2=46.D’ou : P(E)= :‘Ti) = 0,46.
2. a) Les valeurs prises par X sont: 0;1;2;3 ;4.
La loi de probabilité est donnée par le tableau ci-dessous :

k 0 1 2 3 4
P(X=k) | 0,03 0,24 0,46 0,24 0,03
b) E(X) =2.

Le nombre moyen de boules blanches tirées est 2. Le gain par boule blanche tirée étant de 600 F, le
gain moyen est de 2x600 —1500 qui est —300. La gain étant non nul, le jeu n’est pas équitable.

3. On peut considérer la variable aléatoire Y = 600X—1500. Cette variable aléatoire donne le
gain du joueur. E(Y) = 600E(X) —1500 = —300.
Sur un grand nombre de tirages qui donnent lieu au jeu, ce jeu n’est pas favorable au joueur car le gain
obtenu est négatif (perte).
On considére les éveénements suivants :
B : «tirer exactement deux boules blanches »
Uj : « tirer une et une seule boule blanche de U »
P(BNU; 3

P(BU) = ﬁ S PBIUN =2,

4. Soit ’événement succes S : « tirer deux boules blanches ».
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cG_ 3
cz 10
La variable aléatoire X prenant pour valeurs le nombre de succes au cours des 10 tirages suit une loi

La probabilité d’un succes est : P(S) =

binomiale de paramétres 10 et 13—0.
La probabilité cherchée est P(X > 2).
P(X>2)=1-P(X=0) —P(X=1).
7 3.1,7
P(X22) = 1-(;)" —Clo( ' (55)° = 0.851.

Exercice 46

D
a) Pour réaliser A, on doit tirer une boule blanche de I’urne U et la remettre dans 1’urne U; puis tirer
une boule blanche de I’urne U; et la remettre dans U; ou bien tirer une boule noire de I'urne U et la
remettre dans I’urne Ux puis tirer une boule noire de 'urne U; et la remettre dans Uj.
3 n+2

P(A)= x5+ —=x 2 s dod: PA) =5 ().

4 n+3 4 n+3

b) Cette limite Vaut4i .

2) Pour réaliser B, on doit tirer une boule noire de I’'urne U; et la remettre dans 1’urne U puis
tirer une boule blanche de I’urne U et la remettre dans Uj.

3 2 N 6
P(B) = 351 d’ou:P(B)= proess
3) a) D’apreés les trois cas décrits dans 1’énoncé, les gains algébriques du joueur en franc peuvent étre :
2(n —10) ; n — 20 ; —20. C’est pour n supérieur a 10, que le joueur peut espérer gagner.
b) Les valeurs prises par X sont : 2(n — 10) ; n — 20 ; —20.
La loi de probabilité est donnée par le tableau ci-dessous :

k —20 n—20 2(n —10)
P(X=k) n 3 a2 6
int3) |4 G 4(n+3)

3n%-62n-240
O ECO =005

d) E(X) est strictement positive si et seulement si n est supérieur ou égal a 25.
Dés que l'urne U7 contient au moins 25 boules blanches, le jeu est favorable au joueur.
Exercice 47

1) Tous ces résultats sont résumés dans 1’arbre pondéré ci-dessous :

%4

0,1
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2)a)

P(V)=P(VNn A) + P(VN B)
=P(A)xPa(V) + P(B)xPs(V)
=0,47%0,9 +0,53%0,8

P(V)=10,847.
b) Cette probabilité est : Pv(A)
_P(Vn4) _047x09 _ 423 . .
Pv(A) = ) Pv(A) YR soit environ 50 %.

3. La personne choisie vote effectivement le candidat A si elle affirme voter le candidat A et dit la
vérité ou affirme voter le candidat B et ne dit pas la vérité.

Cette probabilité est : P(AN V) + P(BN V)

P(AN V) +PBNT)=0,47%0,9 + 0,53%0,2 = 0,529.

4. En une demi-heure, on répéte 10 expériences de Bernoulli indépendantes dont la probabilité de
succes est 0,4. La variable aléatoire X qui compte le nombre de personnes qui accepte de répondre au
cours de la demi-heure suit une loi binomiale de paramétres 10 et 0,4.

On a : E(X) = 10x0,4 = 4. Cela signifie que I’institut de sondage espére en une demi-heure obtenir 4

personnes qui acceptent de répondre a I’enquéte. Or : % = 300, donc I’institut de sondage doit

prévoir en moyenne 300 demi-heures, soit 150 heures pour parvenir a I’atteinte de son objectif.

Exercice 48

Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre d’ordinateurs tombés en panne parmi les 100
disponibles.

Les 100 ordinateurs tombant en panne de fagon indépendante avec une probabilité de 0,01 a chaque
panne, la variable aléatoire X suit une loi binomiale de probabilité de paramétres 100 et 0,01.

1. La probabilité qu’aucun ordinateur ne tombe en panne est : P(X = 0).

P(X=0)=(1-0,01)1%; P(X =0) = 0,366.

2. La probabilité qu’au moins un ordinateur tombe en panne est : P(X > 1).

P(X>1) =1-P(X=0)=0,634.

3. La probabilité qu’exactement trois ordinateurs tombent en panne est : P(X = 3).

P(X =3)=C3,(0,01)% x (0,99)°7 ; P(X = 3) =0,061.

4. La probabilité qu’au plus trois ordinateurs tombent en panne est : P(X < 3).
P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3);

Ona:P(X=1)=Ci(0,01) X (0,99)%°=0,37;

P(X =2) = C%(0,01)2 x (0,99)% =0,185.

P(X<3)=0,366+ 0,37 + 0,185 + 0,061 = 0,982.

5. X suivant une loi binomiale de parameétres 100 et 0,01, le nombre moyen d’ordinateurs qui
tombent en panne dans cette entreprise est 100x0,01 = 1.
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Exercice 49

Arbre de probabilité

190 000
B 290 000
¢ R 900000
- A 90 000

G
B 190 000

- 10000

490~ 490

2) Ona: PG(R):1_(%+$):1_1_482
3)a) voir figure

b) X(Q) ={-10000;90 000 ;190 000 ;290 000 }
4)a) ona: PG(A)><P(G)+P(BHG)=1L donc

Poll) = (e~ e x D) x50=2 12

125 490~ 50 125 10 10
b) ona: PG(R)><P(G)+P(AHG_)=51—3 donc

13 1 49 13 7 6
PG(R)—(ﬁ—%Xg)XSO—————

10 10 10

5) a) la loi de probabilité de X

Ona P(X=-10000)= P(G) x P¢(R) _ 482 49 482

490 50 500
Bt P(X=290000)= P(G) X Ps(B) = =X (1 _1;’0) 1

500
X=x —~10 000 90000 | 190000 | 290 000
P(X = x,) 482 13 1 1

500 500 125 500

b)) Calculons I’espérance mathématique E (X).

~10 000X482+13x90000+4X190000+290000 _ — 2600000
EX)= = =—-5200
500 500
Sur un grand nombre de parties le joueur perd en moyenne 5 200

De plus comme E (X) < 0, le jeu est défavorable au joueur
Exercice 50

1. Vrai 2. Vrai 3. Faux
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Situations complexes
Exercice 51

Identification du probléme a résoudre

11 s’agit de donner une argumentation au fabricant sur le bénéfice qu’il espére avoir basée sur ton
cours de mathématiques.

Modélisation

Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de consoles conformes parmi les 400 produits et
vendus par mois. Le fabricant faisant réaliser un test de conformité, dans les mémes conditions, sur
chacun de ses objets fabriqués, X suit une loi binomiale dont le succés est « la console de jeu est
conforme » avec une probabilité de 0,93.

Calcul du bénéfice

L’espérance de la variable aléatoire X est 400x0,93 = 372. Cela signifie que le fabricant espére
produire et vendre mensuellement 372 consoles conformes. Le nombre de consoles non conformes
que le fabricant espere produire et vendre est : 400 —372 = 28.

Le montant total des ventes en FCFA est donc : 290 000x372 + 150 00028 =112 080 000.

Le cott total de la production des 400 consoles en FCFA est : 160 000x 400 = 64 000 000.

Le bénéfice en FCFA que le fabricant espere réaliser est : 48 080 000.

Solution a la préoccupation du fabricant

Le bénéfice espéré par le fabricant de 45 000 000 FCFA est inférieur a 48 080 000 FCFA.

Il n’a donc pas a s’inquiéter. Il lui suffira de suivre ses activités correctement et il n’y aura pas de
probléme.

Exercice 52
Option 1
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de « faces » obtenu a I’issu des trois lancers.

X suit la loi binomiale de paramétres 3 eté .
— — c2¢1y2 1v1
P(X =2) = C3(5)*%(3)
PX =2) = 3
x=2 =z

Option 2
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de « faces » obtenu a I’issu des quatre lancers.

Y suit la loi binomiale de paramétre 4 et % .

P(Y=3)+ P(Y = 4)

1 1 1
52(5)3 X (5)1 + (5)4

5

16

P =3) + P(Y =4
Conclusion

5 . .. .
% > Donc je choisis I’option].
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STATISTIQUES A DEUX
VARIABLE

n SITUATION D’APPRENTISSAGE

e Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par le professeur, par un éléve et une
lecture silencieuse des éleves), I'enseignant pourra s’assurer que les éléves ont bien

compris le texte.

e |l pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des

questions du type :

Constituants de la

Exemples de questions

Réponses possibles des

situation possibles éleves
Contexte Quand se déroule la Apres que le riche
situation ? entrepreneur ait offert

I'une de ses entreprises a
son fils.

Circonstances

-Que veut faire le fils ? Y
arrive-t-il ?

-Comment procéde-t-il ?

-1l veut connaitre le
chiffre d’affaires de son
entreprise en 2023 et
2024. Mais il n’y arrive.
-1l me sollicite.

Taches

-Que fais-je pour I'aider a
trouver réponse a sa
préoccupation ?

-Je me rends au CDI de
mon lycée pour faire des
recherches sur les séries
statistiques a deux
variables.

Le professeur utilisera la tdche énoncée par ses éléves pour faire la synthése de la situation
et présentera le plan de la legon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation
durant tout le déroulement de la legon.
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a DECOUVERTE DES HABILETES

ACTIVITE 1 : Série statisti

que double

e L'objectif de cette activité est d’identifier une série statistique double.

e Réponses aux questions de 'activité.

1- a) La population étudiée est : les patients d’'un médecin.

b) Leffectif total est :

5

2- a) Les différents caractéres étudiés sont : la taille et la masse.
b) Types de chaque caractére : Taille : quantitatif discret, Masse : quantitatif discret.

e Corrigé des exercices
Exercice 1
1. Faux; 2. Vrai;

ACTIVITE 2 : Distributions marginales en X eten Y

de fixation

3. Vrai ; 4. Faux.

e L'objectif de cette activité est de connaitre et d’établir les distributions marginales
d’une série statistique.

e Réponses aux questions de I'activité.

Tableau 2
X |59 62 65 68 71 74
Y
165 1 0 1 2 0 0
168 0 1 0 0 0 0
171 0 0 1 2 0 0
174 0 1 1 0 1 2
177 0 0 0 1 1 0
Tableau 3
X 59 62 65 68 71 74
Effectif (n;) 1 2 3 5 2 2
Fréquence (f; en %) 6,67 13,33 20 33,34 | 13,33 | 13,33
Tableau 4
Y 165 168 171 174 | 177
Effectif (n;) 4 1 3 5 2
Fréquence (f; en %) 26,66 6,67 20 33,34 | 13,33
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 2

Série des fréquences marginales en X

; Série des fréquences marginales en Y

X 9 14 20 Y 6 12 18
Effectif (n;) | 19 34 21 Effectif (n;) | 27 18 29
Fréquence | 2568 |4594 |2838| |Fréquence |36,49 | 24,32 |39,19
(fi en %) (f; en %)
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ACTIVITE 3 : Nuage de points — Point moyen
o |’objectif de cette activité est de représenter un nuage de points et calculer les
coordonnées du point moyen puis de placer ce point moyen sur un graphique.
e Réponses aux questions de I'activité.
1. Représentons les 10 points M;(x;; ;)

¥

4

5 ¢ s 6 7 8 9 1o 11 12z 13 14 15 16 17 18 x

2. Moyennes :
9+12+5+6+9+14+3+6+12+14~_9

X =
10

_ 104+13+8+4+10+13+17+5+8+16+16

y= 10 =116

Ona:G(9;11,6).
e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 3
1. Nuage de points : Sur (Ol) : 1cm pour 5 ; Sur (0J) : 1cm pour 10.
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2. Coordonnées du point moyen G. On a : G(20,5 ;80,6). Voir figure.
ACTIVITE 4: Covariance d’une série statistique double

e L’objectif de cette activité est de calculer la covariance d’une série statistique double.
e Réponses aux questions de I'activité.
1. Ona:G(9;8,2).

a) Je compléte le tableau.

X; [8 [7 J9 J10 [11
Y, |5 |6 |10 |11 |9
X;Y; |40 |42 |90 | 11099

b) Somme des X;Y; est égale a: 381 ; Donc T = % =76,2.
)T-XY =762-9%x82=24.

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 4

1.F;2.F;3.V;4.F;5.F

Exercice 5
Cov(X;Y) =
Exercice 6
Cov(X;Y)=1,57

ACTIVITE 5: Droites de régressions

o L’objectif de cette activité est de déterminer une équation de la droite de régression
linéaire et une équation de la droite de régression de Xen Y.
e Réponses aux questions de I'activité.

1. Pi(x1,1); Ki (x1, axi+ b), donc : PiKi=,/(y; —ax; — b)2=|yi—a,x — b|
2.

a) Onpose:S=Y",(y; —ax; — b)?

b) S=(y —ax; — b)2+ (y, — axp, — b)*+..+( — ax, — b)?
S=(y1 —ax;)* =2b(y1 — axy) + b + (y; — axz)* =2b(y, — axz) + b’ +

+ (P — ax,)* —2b(y, — ax,) + b?, en regroupant les termes identiques,
Ona:S=nb*=2b¥1(y; — ax;) + Lio, (v; — ax;)*.

¢) Sestun trinome du second degré en b du type : a b> + b + 5.
p = TeOimax)

S est minimal pour : 2b o + = 0 (dérivée nulle) soit : -

d) Py 1(yi—axz) _ i
n
(D):y=ax+b,commey = ax + b , donc le point moyen G (i ; y) appartient a la
droite (D).

Zl 1% Onadonc:b=3 —afx.
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3.
a) Remplagons b par sa valeur : y —ax
S=YLi(yi—ax;—y + ax)* soit S=Y¥L [(y; — § + a(® — x)]%
S=W1 —¥)—2a(y1 — §) (x1 = X) + &*(xy — X + (v — ¥V —2a(y; = §) (xz — %) +

(X = X+ .t (U — P20 — ) (% — %) + @*(xp, — X,
On met en facteur a? et —2a et on ajoute les termes indépendants du nombre réel a.
On obtient : S =a” XL, (x; — £)? —2aX 7 (yi — ) (x; — ©) + X, (vi — 7).

b) S estun trindme du second degré en a du type : aa® + Ba + 8 ot o= Y1, (x; — X)? ;
B=—2XL1(ri =) (i = etd=XL, (i — ¥)*

ini —_ B it: g= ZEON D
S est minimal pour a 7o SOit: @ S )
- , , . 1 .
¢) En multipliant le numérateur et le dénominateur de a par o»on obtient :

_ cov x,y)
v(x)

4. En minimisant la somme S’= Y7 (x; — a'y; — b’ )?, on reprend le méme

raisonnement que précédemment et on montre que la droite d’ajustement (D) de x en

cov (x,y)

y aune équationdutype :x=a’'y+boua’ = ")

. (L enseignant pourra

constituer des groupes de travail et laisser le soin a ses éléves de retrouver cette

formule)

ACTIVITE 6: Coefficient de corrélation.

o L’objectif de cette activité est de déterminer le coefficient de corrélation d’une série.
e Réponses aux questions de I'activité.

2 n _¥ _¥
(cov (%)) . Or cov(x, ) _ Zie (02-9) (x2—X) ot

1. Enprenantlecarréder,ona: r* = S Ov0) -

n )2
v(x) = E‘:l(+x), d’ou le résultat.

2. S=a ¥ (6 —X)* —2a¥ (v —¥) (6 — )+ X (v — )2
a) S estun trindme du second degré en a du type : 0a® —2a P+ &
ota=Y",(x; —%)? ;remarquons que: 0.>0; B=Y" (v; —¥) (x; — %)
etd =X, (v —¥)%

Soit A’ son discriminant réduit. On a A’ = f*>—a. 5,
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soit : A= [ X1, (v — §) (% — D=2, (i — 02 X, (v — 7 )2
S’étant une somme de carrés, ona : S = 0 etdonc A’ < 0, soit:
[T = 7) (4 = BP— 2 (i — 02 X1, (v — 7 )*< 0.

n = LSRN (a2 (0 T2 [S1,0i=9) i=D)]2 2
[X1(2 =) (2 — X)] il =0 XL -y ) <0< S (i-D2 T, =72 <ler<le|q<l

b) Si|r =1, ondémontre que S = 0. (7/ suffit de remplacer a par sa valeur
minimum dans l'expression de S sous I'hypothése r? = 1,

Soit: [3F1 (v, = §) (= B))? =21 (% — D2 X, (v — 7))
S = 0 signifie que V i, yi = axi + b, donc tous les points du nuage sont alignés.

On démontre dans ce cas que les droites d’ajustement (D) et (D”) coincident.

3. a= 2O o = CVEN L o g done : ag’ = SLLED ¢ 0L
v(x) v(¥) 2’ ) v(x) v(y)
On a donc : aq’ = 2N _ _(COVCPN. _ 2

T v (roroN?

Exercice 8

1. V;2.F;3.V; 4.V (Supprimer la question 4 : répétition de 1)

Exercice 9

Ona:r =0,975368. Il y a une forte corrélation linéaire entre les caractéres X et Y car
|r| > 0,87.

n DES QUESTIONS D’EVALUATION

e Question 1: Comment représenter un nuage de points d’une série statistique
double dans un repére orthogonal ?
Solution de I'exercice non corrigé
On considére les points : M;(1; 18) ; M,(2; 20) ; M3(3;19) ; My(4; 17) et M5(5; 22).
On choisit I’échelle approprié : Sur (Ol) : 1 cm pour 1 ; Sur (OJ) : 1 cm pour 1. Origine
du repéere : O (0; 15) .On obtient le graphique suivant:
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Question 2 : Comment déterminer le point moyen d’un nuage de points ?
Solution de I'exercice non corrigé

Ona:

. 0+1+2+3+4+5

X = 3 =25

_ 280+ 225+ 180+ 100 + 98 + 95

y= =163

6
Ona:G(2,5;163)
Question 3 : Comment déterminer une équation de la droite d’ajustement linéaire
par la méthode des moindres carrés ?
Solution de I'exercice non corrigé
On obtient : (D) :y = 0,4758x + 6,2203 et (D’) : x = 1,35y — 3,3.
Question 4 : Comment calculer le coefficient de corrélation linéaire et I'interpréter?

Solution de I’exercice non corrigé

On obtient : 7 = —0,956. Interprétation : Puisque, |r| €[0,87; 1] donc la relation linéaire

entre

X et Y est forte. Dans ce cas, un ajustement linéaire est envisageable.

MES SEANCES D’EXERCICES

e Sé

» Exercices de fixation
rie statistiques double - fréquences marginales

e Exercice 1

Les tableaux qui définissent une série statistique double : tableau 2 et tableau 4.

Exercice 2
e Le tableau des fréquences marginalesde T :
T 14 15 16 17 18
Fréquence en % 20,83 20,83 22,92 18,75 16,67
e Le tableau des fréquences marginales de Z :
z 13 14 15 16
Fréquence en % 27,08 16,67 29,17 27,08
Exercice 3

e Letableau des fréquences marginales de X :

X 15 20 25 30

Fréquence en % 25 25 25 25
Le tableau des fréquences marginales de Y :

Y 7 3 12 8

Fréquence en % 25 25 25 25
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e Nuage de points - point moyen

Exercice 4
Sur (Ol) : 1cm pour 500 FCFA ; Sur (0J) : 1 cm pour 5 jours.
.y . M M M M H H H M

Exercice 5

Les coordonnées du point moyen G de cette série statistique double est : d) G(4 ;6).
Exercice 6

Soit x; la vitesse en Km/h et y; la consommation en litres L.

Ona:X =105et¥ = 8,5. On obtient : G(105 ; 8,5).

Exercice 7

1) Nuage de points :
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2.a) Coordonnées du point moyen G:
Ona:X =75etY = 3,5 Onobtient:G (7,5;3,5).
2.b) Plagons le point G : Voir courbe.

e Covariance
Exercice 8
1. Coordonnées du point moyen G:
Ona:X =103,6etY = 11. On obtient : G (103,6; 11).
2. Calcul de la covariance : cov(X ;Y) = %Z’f:l XY, — XY.

Donc cov(X;Y) = —29,6.
Exercice 9

Ona:X =45000etY = 2,6. On obtient cov(X;Y) = 2 000.
o Droites de régression
Exercice 10
Réponse exacte : d)
Exercice 11

Regroupons les étapes de calcul dans un tableau.

X 4 6 | 8 | 10| 14 | 20 |2X=62 = %
Y, 14 | 8 | 13| 16| s0 | a0 [ZVi=141 7= %
XY, 56 | 48 | 104 | 160 | 700 | oo | % X:i¥i=1868 % XY = £668
P 16 | 36 | 64 | 100 | 196 | 400 | 2Xi=812 V(X) = %
Par suite : cov(X;Y) =%; azgzg, = —%_ Donc(D):y=%x—%ou

(D) :y = 2,3988x — 1,2879

Exercice 12
Ona:X=68;Y=4;V(Y)=2etcov(X;Y) = -1
On obtient : (D’) : x = —%y +8,8.

e Coefficient de corrélation linéaire
Exercice 13
Le coefficient de corrélation linéaire est : b) » = 0,051.
Exercice 14
OnaT =285; J=6,75; V(T) =1,25;V(J) = 2,1875 et cov(T;J) = 1,375.
On obtient : » = 0,832.
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» Exercices de renforcement/Approfondissement

Exercice 15
1. Le point moyen a pour coordonnées (X ;¥):0na: X =2,0r ¥ =573X +

516,2. Alors : Y = 630,8 .Donc G (2 ; 630,8).
2. Déduction de la Valeur de I'inconnue « :
Ona:Y = §(2463 + a),or Y = 630,8 donc @ = 5Y — 2463 = 691.

3. Déterminons I'année:

On détermine le rang x pour y connu :

Pour y = 1433,0na: 1433 = 57,3x + 516,2. Soit x = 16.

L’année correspondante est: 2017 + 16 = 2033.

Donc le chiffre d’affaires de I'entreprise atteindra 1 433 000 000 FCFA en 2033.

Exercice 16
1. Je déterminelesnotesa et :
Ona: )?zi(36+zx),or)? =10donca = 4.

EtY =§(22+ﬁ),or? = 9donc § = 14.
2. Je détermine le coefficient de corrélation linéaire :

Ona:V(X)=30.V(Y) =13 et cov(X;Y) = 19. Donc » = 0,962.

La relation entre les caractéres X et Y est forte et positive. Cela traduit que plus un candidat
a de bonnes notes en musique, plus il a de bonnes notes en dessin.

3. Je détermine une équation de la droite de régression de Y en X.
Ona:a==eth =§.Donc(D):y:2x+§.
30 3 30 3

Exercice 17
1) Je détermine le nuage de point associé a la série (M ;T).
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2.a) Je calcule la masse moyenne M : M = 3,21.
b) Je calcule la taille moyenne T : T = 54,1.
3) Une équation de la droite de régression de (D).

Les valeurs du caractére M sont rangées dans |'ordre croissant. On partage la série en deux
séries d’effectif 5 chacune.

Série m; 2’4 2,6 2’7 3 3,2 1 Série 2 :
t; |45 |47 |48 |80 |51

Série 2 m; |3,3]3,5]36]3,84
t |52 |53 |54 |55 |56

Point moyen G, (75; t;) Point moyen G, (7; &)
m; = 2,78 etf; = 54,2 m, = 3,64etf, = 54
donc G1(2,78; 54,2) donc G1(3,64;54)

. ) _ _Y6,7Y6, _ 1 _ _ _ 17211
On obtient : (D) = (G,G,) aveca = X—az—Xcl == b= ys —aXg, 160

117211
2160

Soit (D) 1y = ——-x + ou(D):y = —0,232x + 54,264.
4.a) Je calcule le coefficient de corrélation et j'interpréte :

Ona:: V(M) =0,25489. V(T) = 86,09 et cov(M; T) = 1,089. Donc » = 0,232.

7 & [0,87; 1]. La relation linéaire entre la masse M et la taille T des nouveaux nés est tres
faible.

b) Une équation de la droite (D) de régression de Y en X.
Ona:(D):y = 4,272x + 40,386
5.a) Calcul de la taille si la masse est 4,7 Kg.
Ona(D):y =4,272 x 4,7 + 40,386 ; La taille est donc : 60,46 cm.
b) Calcul de la masse du nouveau-né :
Pour y = 60 cm ona:60 = 4,272x + 40,386. Soit x = 4,59 Kg.
Exercice 18

1. Nuage de points
2. Coordonnées du point moyen G : G( 2425 ;205).

Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 1




3. a) Equation de (D) par la méthode des moindres carrés :
(D) :y = —0,074x + 384,701

b) Tracé de (D) : Voir figure : Pour x = 2900 alors y = 170,1. On a : M(2900; 170,1)
On trace alors : (GM) = (D).
4. Calcule du coefficient de corrélation et interprétation :
7 =—0,992.

Comme : —1 < 7 < —0,87 donc la relation linéaire entre les caractéres X et Y est trés forte
et négative.

Exercice 19

1. Les coordonnées du point moyen G sont : On a : G(42,2; 149).
Equation de (D) par la méthode des moindres carrés : (D) : y = 0,473x + 129,041
a) Calcul du diamétre du tronc si la taille est 47 m : Pour x = 47 onay = 151,27.
Le diamétre du tronc est estimée a 151 c¢m si la taille est 47 m.
b) Calcul de la taille du tronc si le diamétre est 170 cm.
Poury = 170, 0na x = 86,594 cm. La taille du tronc est donc d’environ 86,6 cm.

Exercice 20

1. Déterminons Cov(X;Y): Cov(X;Y) = 65.

2. Déterminons V(X) puis V(Y) : Ona: V(X) =% et V(Y)=1500.

3. Déterminons le coefficient de corrélation 7 :ona:# = 0,98. 7 € [0,87; 1]. La
relation linéaire entre X et la Y est tres forte

4. a) Déterminons une équation de la droite de régression de Y en X.
Ona:(D):y=£76x+92.

b) Déterminons une équation de la droite de régression de X en Y.
13 116
Ona.(D).x—ﬁy—E.
5. Une estimation du chiffre d’affaires au bout du 8™ mois :
Pourx = 8onay = 270,286 milliers de FCFA. Donc au bout du 8™ mois, le

chiffre d’affaires atteindra 270 286 FCFA.
Exercice 21

1. Nuage de points.
Coordonnées du point moyen G : on a : G(39 ;31).
Calcul de V(X), V(Y) et de Cov(X;Y) :
Ona:V(X)=56,20; V(Y) = 118,20 ; Cov(X ;Y) = —81,20.
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4. Calcul du coefficient de corrélation linéaire : ona:#» = —0,99. 7 € [—1; —-0,87]. La
relation linéaire entre X et Y est trés forte et négative. Cela signifie que plus le
montant du forfait augmente plus le nombre de client diminue.

5. Une équation de la droite de régressionde Y en X est: (D) : y = —1,44x + 87,35.
Déterminons le nombre de clients pour un montant de 6000 FCFA.

Pourx = 60ona y = 0,95 = 1. Pour un montant de 6000 FCFA, on obtient un seul
client.

Exercice 22

1. Nuage de points :

2. Coordonnées du point moyen G : on a: G(15,14 ;557,14).

3. Justifions que V(X) = 61,92 et V(Y) = 32480,73.

On applique les formules de la variance et on trouve V(X) = 61,92 et V(Y) =
32480,73.

4. a) Calcul du coefficient de corrélation linéaire : ona: 7 = 0,99.+ € [0,87;1]. La
relation linéaire entre X et Y est tres forte et positive. Cela signifie que plus
I'ancienneté est élevée, plus la prime pergue est élevée.

5. Une équation de la droite de régressiondeYen X:Ona: (D) :y = 22,85x + 211,19.
Déterminons la prime pour une ancienneté de 30 ans.

Pourx = 30,0na:y = 896,69. La prime s’éleve donc a 896,69 euros.

Exercice 23

1. A partir du graphique, dressons le tableau statistique :
x (1134 |5 [7]8 |9
y;1|0|1]15[25|4|45]|4
2. Coordonnées du point moyen G:ona: G(; ;17—705), soit G(5,29 ;2,5).

3. Justifions qu’une équation de la droite de Y en X est (D) : y = 0,59x — 0,62.
Ona: V(X)=7,02;Cov(X;Y)=4,13;a=0,59etbh = —0,62.
Donc, on a: (D) : y = 0,59x — 0,62.

4. Six = 2alorsy = 0,56.0n a: M(2;0,56). Alors (D) = (GM).

Exercice 24

1. Nuage de points.
2. a) Coordonnées du point moyen G : on a: G(3,5;57,12).
b) Déterminons le coefficient de corrélation linéaire : ona: 7 = 0,96.
¢) Comme 7 € [0,87; 1], donc on peut envisager un ajustement affine.

3. a) Je justifie qu'une équation de la droite de régressionde Yen Xest Ona:
(D) :y = 1,96x + 50,27.

= Cvin) _ 1933 _ 1 96eth =y — ax = 57,12 — 1,96 X 3,5 = 50,26.
V(X) 5,25
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Donc (D) : y = 1,96x + 50,27.
Exercice 25

1. Coordonnées du point moyen G : on a : G(44 ;132,5).

2. Détermine le coefficient de corrélation linéaire : ona: 7 = 0,74.
Comme 7 & [0,87; 1], donc il existe une faible relation linéaire entre X et Y. Il
n’est pas approprié d’envisager un ajustement affine.

Exercice 26

1. Déterminons la covariance de la série : Cov (X ;Y) = —125,67.

2. Coefficient de corrélation et interprétation : 7~ = —0,96. Comme |7-| € [0,87; 1]
donc il y a une forte corrélation linéaire entre X et Y. Plus la valeur de X croit,
plus la valeur de Y correspondant décroit.

3. Déterminons une équation de la droite de régressionYenX:0Ona:

(D) :y = —18,85x + 135,4

4. Déterminons une équation de la droite de régressionde XenY:Ona:

(D’) : x = —0,049y + 6,93

Exercice 27

1. Nuage de points.
2. Jejustifie que les coordonnées du point moyen G sont définis par G(5,63 ; 7,75).

= 1 S 1
X=zXxetY =Xy

3. Jejustifie que V(X)= 4,18, V(Y) = 8,44 et Cov(X ;Y) = 5,37.

V(X) = %inz —X?etV(Y) = %Zyiz -YZ%; cov(X,Y)=§inyi - XY

4. a) Déterminons le coefficient de corrélation linéaire : on a: 7 = 0,90.
b) Interprétation du résultat : Comme #~ € [0,87; 1] alors il y a une forte
corrélation linéaire entre le nombre de travailleur et la superficie exploitée.
Autrement dit, plus la superficie exploitée est grande, plus le nombre de
travailleurs est élevé.

5. a) Je justifie qu'une équation de la droite : (D) : y = 1,28x + 0,54.
Y=ax+baveca=COV(X,Y)eth =y —ax.
b) Tracé de (D) : Si x = 3, alors y = 4,38. M(3 ; 4,38) et (D)=(GM).
6. Estimation :

Poury = 16,0na:x = 12,078. Donc pour 16 ha de superficie exploitée, il faudra 12
travailleurs.
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Exercice 28

1. a) Nuage de points. On pourra prendre :
Abscisse : 1 cm pour 5 ans. Ordonnée : 1 cm pour 50 000 FCFA.
Origine du repére : le point de coordonnées (20 ; 600).
b) Coordonnées du point moyen G : on a : G(36 ;831). (Voir courbe)
Déterminons la covariance de cette série : On a Cov(X ;Y) = 1024.
Déterminons le coefficient de corrélation linéaire et interprétonsle :ona:» = 0,75.
Comme €& [0,87; 1], donc il y a une faible corrélation linéaire entre les caractéres
X etY. Le salaire n’est pas forcément lié a I'age.

Exercice 29

1. Nuage de points : On pourra prendre :
Abscisse : 1 cm pour 2. Ordonnée : 1 cm pour 3.
Origine du repére : le point de coordonnées (8 ;9).
2. Les moyennes et écarts types : Ona: X = 14,04 ;Y = 19,06. V(X) = 20,3304 donc
ox = 4,5 et V(Y) =59,1704 donc oy = 7,69.
3. Déterminons une équation de la droite de régression de Y en X.
Ona:(D):y =1,69x — 4,64.
4. Déterminey pour x = 23,2. Pour x = 23,2, ona:y = 34,57.

Exercice 30

Rectifier : 248 ménages

Remplacer 500 ménages par 248 ménages.

1. Distribution marginale du nombre Y 1 2 3
d’enfants : Fréquence en % | 58,06 | 15,73 | 26,21

2. Distribution marginale des dépenses annuelles :

X Entre O et 100 | Entre 100 et 200 | Entre 200 et 300
Fréquence en % | 53,23 21,37 25,40

3.a) Proportion des ménages d’un enfant :% X 100 = 58,06 %

b) Proportion des ménages dont la dépense annuelle en fournitures scolaires est comprise

entre 100 000 FCFA et 200 000 FCFA : :% x 100 = 21,37 %
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Exercice 31

1. Déterminons la valeur de a.
Ona:y=ax+baveca=9etb=0,6.0rb =y —ax.

Ona:x=16et y= 55% Par suite : 0,6 = 55;“ —9 X 1,6. Soit a = 20.

2. Déduisons le coefficient de corrélation linéaire.

cov(X;Y) _ 0,72

Onsaitquer? =axa' ola = o= s 0,09. On obtient 72 = 9 x 0,09 = 0,81.
Donc7 = 0,9.
Exercice 32

1. Etablissons le tableau donnant les valeurs de z; en fonction de t;.
Ona:z; =Iny;ett; = Inx;

t; 10,59 11 11,28 11,51 11,93 12,42 12,89

Z; 10,31 10,52 10,64 10,73 10,92 11,17 11,37

2. Représentons le nuage de point de la série (t;; z;) . On pourra prendre :
Sur (Ol) : 5cm pour 1 ; Sur (0J) : 5 cm pour 1. Origine du repére : My(10; 10).
3. Déterminons une équation de la droite de régressionde Zen T.

Onsaitque (D):z=at+b.Ona:T =11,46;Z = 10,72; Cov (Z;T) = 0,16 ; V(T) = 0,36.
Soit (D) : z = 0,46t + 5,43.

4. Déduisons une relation entre X et Y.
On sait que : z; = Iny; et t; = Inx; doncz = 0,46t + 5,43 signifie que :
Iny = 0,46Inx +5,43. Ainsi Iny = Inx%*® + [ne5*3, Soit Iny = In(e>*3 x x0*9).
Enfin : y = 543 x x046,

5. Déterminons les dépenses mensuelles pour un salaire de 20 000 FCFA.

Pourx = 200000na:y = 2171193 FCFA. Donc pour un salaire mensuel moyen de
20 000 FCFA , les dépenses mensuelles moyennes alimentaires sont estimées a 21 710 FCFA.

Exercice 33
1. Nuage de points de la série (x;; ¥;). On pourra prendre :

Sur (Ol) : 1 cm pour 1 ; Sur (0J) : 1 cm pour 180. Origine du repere : M, (0; 180).
2. Nuage de points de la série (x’; y) avec x’ = Inx . On pourra prendre :

Sur (Ol) : 1,5 cm pour 0,5 ; Sur (OJ) : 1 cm pour 500. Origine du repére : M,(0; 198).
Soit le tableau donnant les valeurs de y; en fonction de x';.
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x'; |0 In2| In3 | Ind | In5 | In6 | In7 | In8 | In9 | In10 | In11 | In13

y; | 198 | 881 | 1256 | 1489 | 1804 | 1983 | 2104 | 2247 | 2312 | 2468 | 2541 | 2639

3. Déterminons le coefficient de corrélation linéaire de la série (X'; Y)
Ona:7 = 0,999.

4. Une équation de la droite de régression de Y en X’ est:
(D):Y=972,26X' + 200,95.
5. Déduisons une relation entre X et Y de forme Y = alnX + b.

OnaY=972,26X' + 200,95 or X' = InX donc:Y=972,26{nX + 200,95 d’oli a = 972,26 et
b=200,95.

Exercice 34

1. Nuage de points :On pourra prendre:
Abscisse : 1 cm pour 1 mois. Ordonnée : 1 cm pour 2 notes.
2. Les coordonnées du point moyen G:Ona:X = 3 ;¥ = 10,8. Donc G(3 ;10,8).
3. Déterminons la variance et I'écart type de chacune des séries X et Y.
Ona:V(X)=2donc oy = V2 = 1,41 et V(Y) = 3,76 donc oy = 1,94.
4. a) Calcul de la covariance : Cov(X;Y) = 2,6.
b) Coefficient de corrélation linéaire : » = 0,95
5. Equation de la droite de régression Yen X.Ona: (D) :y = 1,3x + 6,9.
Six = 0, alorsy = 6,9 alors M(0 ;6,9) et (D)=(MG).

Exercice 35

1. Interprétation du nombre 7 du tableau : c’est le pourcentage (ou la proportion) des
véhicules dont la puissance est 25 CV et la durée des pneumatiques est de 4000 Km.
2. a) Extrait des séries marginales X et Y puis valeurs de X et de Y.

X; 20 |25 |30 Vi 2 3 4
Fréquence | 38 |32 |30 Fréquence |30 |31 |39
X=25et¥ =3.

b) Nuage de points des 9 points de coordonnées (x;; y;). On pourra prendre :

Sur (Ol) : 1 cm pour 5 CV. Sur (0J) : 1 cm pour 1000 Km. Le point M(15; 0) étant pris comme
I'origine du repeére.

c) Tracé de (D) et détermination d’une équation de la droite (D).

La droite passe le plus prés possible des points du graphique de coordonnées (25 ; 3) et
(30; 4).

4-3
30-25

Ona:(D):y=ax+baveca = =%etb=3—é(25)=—2.Donc:(D):y:§x—2.
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3. a) Coordonnées du point moyen G. On a; G(25; 3).
b) Calcul de la variance de X et de Y. On a : V(X)= 16,67 et V(Y) = 0,6819.
c) Calcul de la covariance. On a : Cov(X ;Y) = —2,614.
d) Déterminons une équation de la droite de régression Y en X. On obtient :
(D):y = —0,16x + 6,91.
e) Déterminons une équation de la droite de régression X en Y. On obtient :
(D) : x = —3,83y + 36,44.

4. Calcul du coefficient de corrélation 7. On a : v = —0,77. Comme 7~ & [—1; —0,87]. Il
existe une faible relation linéaire entre les deux caractéres X et Y. Il va sans dire qu’un
ajustement linéaire n’est pas envisageable ou la modélisation n’est pas adéquate.

» Situations complexes
Exercice 36

Suggestion : Prendre le tableau ci-dessous car le tableau du document donne : = 0,02.

Le modeéle linéaire n’est donc pas adéquat pour faire des analyses avec justesse.
On doit normalement s’arréter et faire des recommandations.

Taille 150 160 165 170 179

Poids 50 55 57 60 70

Pour savoir si la sensibilisation a été efficace ou non, je vais utiliser les statistiques a deux
variables. Je vais orienter ma démarche comme suit :

- Jecalcule le coefficient de corrélation linéaire et je détermine la droite de régression
de Y en X si possible

- Je détermine le poids pour une taille de 185 cm

- Je conclus quant a la préoccupation de 'ONG.

e Je calcule le coefficient de corrélation linéaire et détermine une équation de la droite

de régression de Y en X
cov(X;Y)

Soit (D) cette droite telle que : (D) : ¥ = ax + b aveca = ) eth=Y —aX.
- Jecalcule X puis Y.

Ona:)?=%=82?4= 164,8cmet7=¥=2%= 58,4 Kg.
- Jecalcule V(X), V(Y) puis cov(X ;Y)

V() = B g o B 46482~ 9416

V(Y) = 44,24

Cov(x ;) = 22 x7 — 62,68
- Je calcule le coefficient de corrélation linéaire : 7 = ‘/%

.I 300 Guide du professeur - Pyramide Maths T'“C TOME 1



Ona:r =0,97.

- Jexprime I'équation de la droite (D) :
(D):y =0,67x +51,3.

e Je détermine le poids pour une taille de 185 cm.
Pour x = 185,ona y = 0,67x + 51,3 = 72,65 Kg.

Ainsi une personne ayant la taille de 185 cm a un poids estimé a 72,65 Kg. Puisque ce poids
est inférieur a 90 Kg, donc la sensibilisation a été une réussite.

Exercice 37

Pour trouver la date, je vais utiliser les statistiques a deux variables. Je vais orienter ma
démarche comme suit :

- Jecalcule le coefficient de corrélation linéaire et je détermine la droite de régression
de Y en X si possible

- Je détermine le rang pour 3000 adhérents.

- Je donne une estimation de la date.

e Je calcule le coefficient de corrélation linéaire et détermine une équation de la droite

de régression de Y en X
cov(X;Y)

eth=Y —aX.
[2es)

Soit (D) cette droite telle que : (D) : y = ax + b aveca =
- Jecalcule X puis Y.

_ 12 — 12 .
Ona:X =215 _78 _ g5 o = Zi=adi 18890 _ 455y 167
N 12 N 12

- Je calcule V(X), V(Y) puis cov(X ;Y)

12 .2 _
V(X) = Z—‘j;"‘ -X?= % - 6,57 = 11,917

V(Y) =96 124,181521
5 Y —_
Cov(X ;¥) = 2= — X7 = 1025,42.

cov(X;Y)

JVOOv(Y)

- Je calcule le coefficient de corrélation linéaire : r =

Ona:r = 0,95809.
Le modéle linéaire est justifié pour faire les estimations car 0,87« |r| < 1
Mais si on continue :
- Jexprime I'équation de la droite (D) :
On obtient : a = 86,048 et b = 1014,84.
Donc:(D):y = 86,048 x + 1014,84.
e Je détermine le rang du mois pour y = 3000.
Poury = 3000, 0n a:x = 23,07. Le rang cherché est environ 23.

Ainsi la date probable de réception de ce don est prévue pour novembre 2019.
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