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Barycentre - 2nd

Classe: Seconde
I. Définitions et propriétés
Activité
—

Sur une droite (D) muni d'un repére (A, AB) on donne les points C(4) , D(5) , E(9) et F(—4).
Dans chacun des cas suivants trouver deux réels a et g tels que :

— —
a)aBA + BBC =0

H —> —
b) AD + BAB =0

—_— =
&) aBD + BBE =0

Résolution
. tF :A HB eC =D eE
5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 g 7 8 a 10 1

d'apres le graphique on a:
— =
a)3BA + BC =0donc,a=3etf=1
_— —
by AD —5AB =0donc,a=1et= -5
oy
)2BD — BE =0donc,a=2etf = -1

1.1 Définitions

A et B deux points du plan, a et 3 deux réels tels que a + 3 # 0. Le barycentre de A et B affectés des
coefficients respectifs a et 3 est I'unique point G tel que

— - > .
aGA +GB =0 ou aAG + BBG =0

On dit aussi que G est le barycentre des points pondérés (A ; «) et (B ; )



Exercice d'application

Déterminer « et B pour que A soit barycentre de (B ; «) et (C'; () dans les cas suivants :
— =

a)2AC +3BA =0

— =
b) AC +3BC =0

—_ 2 —
¢ BC = —AB

3

Résolution

a)2AC +3BA =0 = 2AC —3AB = 0donc A est barycentre de (B; —3)et(C; 2)

b)

— = > > y
AC +3BC =0 < AC +3BA +3AC =0
— =
& 4AC +3BA =0

— —
& 4AC —34AB =0

Donc, A est barycentre de (C'; 4) et (C'; — 3)

Q)

2 — —
—AB < 3BC =2AB

BC
3

—_—
& 3BC —2AB =0

& 3BA +3AC —24B =0

—
& —5AB +3AC =0

Donc, A est barycentrede (B; —5) et (C; 3)

Remarques

. Si G estlebarycentrede (A ; «), (B p) alors,

o - -
aCGA +BGB=0 = aGA=_BGB

D'ou, A, G et B sont alignés.
. Sia=alorsona:

—_— —_ S
aGA +BGB =0 = a(GA+GB):0

— =
= GA+GB=0
Donc, G est le milieu de [AB|.

. Sia = B ondiraque G estisobarycentre (méme coefficient) de A et B, et G est le milieu de [AB].

1.2 Construction du barycentre de deux points

Activité

Soit A et B deux points du plan tels que AB = 4 cm et M barycentre de (4 ; 2), (B; 1).



— —
1) Exprimer AM en fonction de AB puis construire M.
2) Placer deux points A et B tels que AB = 4 cm.

a) Tracer la droite (D4) passant par A et ne contenant pas B et (Dp) la droite passant par B et
parallele a (Dy).

/

—>/ — —
Soit A’ sur (Dy4) tel que AA =1 et B' € (Dp) telque BB = —21.
b) Montrer que M est le barycentre de (A ; 2) et (B ; 1) et aussi barycentre de (A’ ; 2) et (B’ ; 1).
¢) Construire M.

Résolution

1) M barycentre de (A ; 2), (B; 1) donc,

— = o > > s
2AM +BM =0 = 2AM +BA +AM =0

— —
= 3AM = —BA

> 1 >

2) M barycentre de (A ; 2), (B; 1) donc,

N \ / /

7

—> H — 7
2AM +BM =0 = 24AA +2A'M

// > — —>
+BB +B'M =0 orBB = —-24A

e e
= 2A'M +B'M =0

D'ot, M barycentre de (A’ ; 2) et (B ; 1)

/ w M B =
o .. a

1.3 Propriétés

I.3.1 Homogénéité du barycentre

G est le barycentre de (A; ) , (B; B) si, et seulement si, G est le barycentre de (A; ka) et
(B; kB) , Vk #0.

Cela revient a dire que le barycentre reste inchangé si on multiplie ses coefficients par un méme réel
non nul.

Preuve



—
G barycentre de (4;a) , (B;8) < aGA +PBGB =0 aveca+p#0

—_ — "
@kQMAHm@:mk¢mm+w¢o

— —
&  (ka)GA + (kB)GB =0

I.3.2 Propriétés caractéristiques

G barycentre de (4; a),

Ou encore

Preuve
G barycentre de (4; «),

G barycentre de (4; «),
Ona:

—
aMA

(B; B) alorsV M € P,ona:

R e
aMA + BMB = (a+ B)MG avec a+ [ #0

—  —
aMA + BMB

—
MG =
a+p

—_—  — —
(B; B), montrons que a M A + M B = (o + B)MG.

e e
(B; B) si, et seulement si, aGA + BGB = 0 avec a + 8 # 0.

— —_— —  —
+BMB = a(MG+GA)+B<MG+GB)

= (a—l—ﬂ)Md +aGA + BGB

= — =
= (a+p)MG +0 caraGA +pGB =0

du fait que G est le barycentre du systéme (4; a), (B; 5)

—  — —
Réciproquement, supposonsV M € P, aMA + BMB = (o + B)MG etquea+ S # 0

Ona:

— ; S ) ;
aMA +BMB = aMG+ aGA + BMG + BGB

—s -
Donc, aGA + BGB =0

D'ou, G barycentre de (A

= (a+B)MG +aGA + BGB

— (a+BMC

;a), (B; B)

1.4 Coordonnées du barycentre

G barycentre du systeme

(4; a), (B; p) alors,

— — —
VMeP,aMA+BMB = (a+pf)MG
— —
— aMA + SMB
= MG =




— —
. N 2 = — aOA + OB
Dans le plan muni du repere (O; ¢, j),ona: OG = B
o

Donc, G a pour coordonnées :

a.xg+ B.xp

Lo —
G ot B

’ _ays+pBys
¢ a+pf

—  —
I.5 Réduction de v = aMA + BMB

. Sia+ B # 0alors, le systétme (A, a), (B, S) admet un barycentre. Soit G ce barycentre.
Ona:

e
— aMA + BMB

el

— (a+BMC

. a+ B =0,lesysteme (A, ), (B, ) n'admet pas de barycentre.
On a alors :

. —
v = aMA+ BMB

— aMA + BMA + BAB
— —
= (a+B)MA + BAB
. —
Donc, v = BAB est un vecteur constant (ou indépendant de M).

Il. Barycentre de trois points

II.1 Définitions

Soient A, B et C trois points du plan, affectés des coefficients a, 3 et «y; des réels. On dit que G est le
barycentre de (4, «), (B, B), (C, v) aveca+ S+ v # 0si:

aGA + BGB +~GC =0
G est unique.
Expérience

1) Soit ABCD un parallélogramme, déterminer o, 8 et v pour que D soit barycentre de
(A5 a);, (B; B)et(C; ).

2) Soit AB —2BC +CD = 0, déterminer b , c et d pour que A soit barycentre de (B ; b);, (C'; ¢)
et (D ; d).

Résolution

1)

ABCD parallélogramme = AB = DC

\
7

= _DA + DB - DC

Donc, D est bien barycentrede (A; —1);, (B; 1)et(C; —1).



AB —2BC +CD =0 = AB —2BA —2AC +CA + AD =0

— 3AB —34C + AD =10
D'ou, A est barycentre de (B ; 3);, (C; —3)et(D; 1).
1.2 Remarques

G est le barycentre du systéeme (4, a), (B, B), (C, v).Sia = = v on dira que G est isobarycentre
de A, BetC.

On a donc

GA +GB+GC =0
Ainsi, G est centre de gravité du triangle ABC.
1.3 Propriétés

I1.3.1 Homogénéité

G est le barycentre du systéeme (A, a), (B, B), (C, ) si, et seulement si, V k # 0 , G est barycentre
de (4, ka), (B, kf), (C, k).

Le barycentre reste inchangé si on multiplie les coefficients par un réel non nul.

11.3.2 Propriétés caractéristiques

G est le barycentre du systéme (4, a), (B, B), (C, 7) si, et seulement si,

: , , —
VMeP, aMA+BMB+~yMC = (a+B8+v)MG

Par suite,

aMA + BMB + yMC
a+B+7y

MG =

11.3.3 Associativité du barycentre

Si G est le barycentre de (A, «a), (B, B), (C, ) et si I est le barycentre de (A, «), (B, f) alors, G
est le barycentre de (I, a + ), (C, 7).

Preuve

G barycentre de (4, «), (B, B), (C, ~) alors, aGA + BGB/ + 'de =0aveca+B+y+#0

Donc,
—  — —  — — e T e e
o <GI —|—IA) —|—ﬂ<GI —l—IB) +9GC =0 = aGI +alA+ BGI +BIB+~4GC =0
— = == =,
= (a+B)GI +alA + BIB ++GC =0
— =
Or, I est le barycentre de (4, «), (B, ) donc, alA 4+ SIB = 0.

— =
Par suite, (a+ B)GI +~vGC = 0avec (a+ B) +v#0

D'ou, G est barycentre de (I, (a+ f8)), (C, 7).



II.4 Coordonnées du barycentre

G barycentre du systeme (4, «), (B, B), (C, v).

Ona:
— —
VMeP,aMA+ BMB+~yMC = (a+B+~v)MG
— aMA + BMB +yMC
= MG =
a+ B+

Dans le plan muni du repere (O; ;, 3) pour M = QOona:

o0 — aOA + BOB +~0C
B a+ B+

Donc, G a pour coordonnées :

a.zy+ B.xg+v.-x¢
a+ B+

g =

o.ya+ By +7.yc
a+ B+

Ye =

— —
Dans le repere (A; AB, AC) ona:

—s =
—  BAB +~AC

AG =
a+ B+
Donc, G aura pour coordonnées :
o B
¢ a+B+y
Yc = 7
a+pB+y

II.5 Ensemble de points

A, B et C trois points non alignés du plan P.

ey
. E= {M eEP; || AM|| =k > 0} est le cercle de centre A et de rayon k noté C(A , k).

T -
. E= {M €P; ||MB|l = ||MC’||} est la médiatrice du segment [BC.




Exercice d'application

Soit un triangle ABC' tel que AB=6c¢m , BC=4cm , AC =5cm

1) Construire I et J tels que I soit barycentre de (A; 1), (B; 1) et (C; 2), J barycentre de
(4;2), (B; 3)et(C; —1).

2) Déterminer I'ensemble E; des points M tels que

|IMA + MB +2MC|| = ||2MA + 3MB — MC||

3) Déterminer I'ensemble E5 des points M tels que

e e > —_  —
|MA + MB +2MC|| = ||MB — MC||
Résolution

— = =
1) IA + IB + 2IC =0, considérons K barycentrede (A4 ; 1), (B; 1).

a = B donc K est milieu de [AB], d'ou I barycentre de (K ; 2), (C; 2) donc I est milieu de [KC].

— = =
2JA +3JB — JC =0, considérons D barycentre de (B ; 3), (C'; — 1) alors,

\
4

— = _ > > S
3DB-DC =0 = 3DB-DB-BC =0

— —=
= 2DB = BC

— 1=
= DBZEBC

Donc, D est milieu de [BC]|
Par suite, J est barycentre de (4 ; 2), (D ; 2).

D'ou, J est milieu de [AD].

2) Déterminons I'ensemble des points M tels que

|MA + MB +2MC|| = ||2MA + 3MB — MC||



I barycentrede (A; 1), (B; 1), (C; 2) et J barycentrede (A; 2), (B; 3), (C; —1)alors,

> > > > > > — —
|MA + MB + 2MC|| = ||2MA + 3MB — MC|| < |AMI|| = ||4MJ ||

— e
& |[MI|| =|[|MJ ]

Donc, E; est la médiatrice de [1.J]

3) Déterminons I'ensemble des points M tels que

> > > — —
|MA + MB +2MC|| = ||[MB — MC||

> > \ —  — — — —
|MA + MB +2MC|| = ||[MB — MC|| < ||AMI||=||[CM + MB||
— —
& |[4MI|| = ||CB]|

— 1 —
& [[MIf|=2[|CB]|

Or, BC = 4 em dong, Ej est le cercle de centre I et de rayon 1.
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