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EXERCICE N°1                                                       EXERCICE N°2 

①- VRAI                                                                         ①. D                                                                 

②- FAUX                                                                       ②.  C 

③- FAUX                                                                       ③. C 

④- VRAI                                                                        ④. D 

EXERCICE N°3 

①. Calculons 𝑷(𝒊)             

𝑃(𝑖) = 𝑖3 − (3 + 2𝑖)(𝑖2) + (1 + 4𝑖)𝑖 + 1 − 2𝑖             

𝑃(𝑖) = −𝑖 − (3 + 2𝑖)(−1) + (1 + 4𝑖)𝑖 + 1 − 2𝑖             

𝑃(𝑖) = −𝑖 + 3 + 2𝑖 + (𝑖 + 4𝑖2) + 1 − 2𝑖             

𝑃(𝑖) = −𝑖 + 3 + 2𝑖 + 𝑖 − 4 + 1 − 2𝑖             

𝑃(𝑖) = (3 − 4 + 1) + (−𝑖 + 𝑖 + 2𝑖 − 2𝑖) ; donc 𝑷(𝒊) = 𝟎. 

②. Vérifions que: ∀𝒛 ∈ ℂ, (𝑧) = [(𝑧 − 𝑖)(𝑧2 − (3 + 𝑖)𝑧 + 2 + 𝑖)] 

On a:  𝑃(𝑧) = [(𝑧 − 𝑖)(𝑧2 − (3 + 𝑖)𝑧 + 2 + 𝑖)] 

         𝑃(𝑧) = 𝑧3 − (3 + 𝑖)𝑧2 + (2 + 𝑖)𝑧 − 𝑖𝑧2 + (3𝑖 − 1)𝑧 − 2𝑖 + 1 

        𝑃(𝑧) = 𝑧3 − 3𝑧2 − 𝑖𝑧2 + 2𝑧 + 𝑖𝑧 − 𝑖𝑧2 + 3𝑖𝑧 − 𝑧 − 2𝑖 + 1 

       𝑃(𝑧) = 𝑧3 − (3 + 𝑖 + 𝑖)𝑧2 + (2 − 1 + 𝑖 + 3𝑖)𝑧 + 1 − 2𝑖 

       𝑷(𝒛) = 𝒛𝟑 − (𝟑 + 𝟐𝒊)𝒛𝟐 + (𝟏 + 𝟒𝒊)𝒛 + 𝟏 − 𝟐𝒊. 

③. Vérifions que 1+i est une racine carrée de 2i 

On a: (1 + 𝑖)2 = 12 + 2𝑖 + 𝑖2 

         (1 + 𝑖)2 = 1 + 2𝑖 − 1 donc (𝟏 + 𝒊)𝟐 = 𝟐𝒊 , alors 𝟏 + 𝒊 est une racine carrée de 𝟐𝒊. 

Autre méthode: Déterminons les racines carrées de 𝒛 = 𝟐𝒊 

|𝑧| = |2𝑖| = √22 = 2  

Soit 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 une racine carrée de z. 

𝑧2 = 2𝑖 {

𝑥2 + 𝑦2 = 2 (1)

𝑥2 − 𝑦2 = 0 (2)
2𝑥𝑦 = 2        (3)

 {

2𝑥2 = 2 (1) + (2)

2𝑦2 = 2 (2) − (1)

𝑥𝑦 = 1   (3)           

  {
𝑥2 = 1
𝑦2 = 1
𝑥𝑦 > 0

{

𝑥 = 1 𝑜𝑢 𝑥 = −1                   
𝑦 = 1 𝑜𝑢 𝑦 = −1                   
𝑥 𝑒𝑡 𝑦 sont de même signe 

 

Les raciness carrées de 2𝑖 sont: 1 + 𝑖    𝑒𝑡   − 1 − 𝑖 

Donc 𝟏 + 𝒊 est une racine carrée de 𝟐𝒊.  
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④. Résolvons dans C l’équation: 𝑷(𝒛) = 𝟎. 

 𝑷(𝒛) = 𝟎 (𝑧 − 𝑖)(𝑧2 − (3 + 𝑖)𝑧 + 2 + 𝑖) = 0 

                 (𝑧 − 𝑖) = 0 ou (𝑧2 − (3 + 𝑖)𝑧 + 2 + 𝑖) = 0 

                  𝑧 − 𝑖 = 0   ou 𝑧2 − (3 + 𝑖)𝑧 + 2 + 𝑖 = 0 

                 𝑧 = 𝑖          ou ∆= [−(3 + 𝑖)]2 − 4 × 1 × (2 + 𝑖) 

                                             ∆= (3 + 𝑖)2 − 4(2 + 𝑖) 

                                            ∆= 9 + 6𝑖 − 8 − 4𝑖 = 2𝑖 

                                           D’après la question (3) les raciness carrées de 2𝑖 sont: 𝛿1 = 1 + 𝑖    

                                           𝑒𝑡  𝛿2 = −1 − 𝑖. 

 𝒛𝟏 =
𝟑+𝒊+𝟏+𝒊

𝟐
=

𝟒+𝟐𝒊

𝟐
=

𝟐(𝟐+𝒊)

𝟐
= 𝟐 + 𝒊. 

 𝒛𝟐 =
𝟑+𝒊−𝟏−𝒊

𝟐
=

𝟐

𝟐
= 𝟏 

Donc 𝑺ℂ = {𝒊 ; 𝟏 ; 𝟐 + 𝒊} 

EXERCICE N°4 

①. a) Démontrons que la suite (𝑢𝑛) est croissante. 

On a: 𝑢0 = 0  et 𝑢𝑛+1 =
2𝑢𝑛+1

𝑢𝑛+2
   puis on admet que: 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1. 

 Calculons la difference 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 et montrons que 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≥ 0. 

On a: 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
2𝑢𝑛+1

𝑢𝑛+2
− 𝑢𝑛 =

2𝑢𝑛+1−𝑢𝑛(𝑢𝑛+2)

𝑢𝑛+2
=

2𝑢𝑛+1−𝑢𝑛
2−2𝑢𝑛

𝑢𝑛+2
 

          𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏 =
𝟏−𝒖𝒏

𝟐

𝒖𝒏+𝟐
 et de plus 𝒖𝒏 + 𝟐 ≥ 𝟎 et 𝟎 ≤ 𝒖𝒏 ≤ 𝟏 donc 𝟎 ≤ 𝟏 − 𝒖𝒏

𝟐 ≤ 𝟏 

Alors ∀𝒏 ∈ ℕ∗, 𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏 ≥ 𝟎 donc la suite (𝑢𝑛) est croissante. 

      b) Déduison que la suite (𝑢𝑛) est convergente. 

Comme la suite (𝑢𝑛) est croissante est majorée par 1 alors la suite (𝑢𝑛) est convergente. 

②.  a) Démontrons que: ∀𝒙 ∈ [𝟎 ; 𝟏], |𝒇′(𝒙)| ≤
𝟑

𝟒
. 

 Déterminons la dérivée de la fonction 𝑓. 

∀𝑥 ∈ [0 ; 1], 𝑓′(𝑥) = (
2𝑥+1

𝑥+2
)

′

=
(2𝑥+1)′(𝑥+2)−(𝑥+2)′(2𝑥+1)

(𝑥+2)2
=

2(𝑥+2)−(2𝑥+1)

(𝑥+2)2
=

2𝑥+4−2𝑥−1

(𝑥+2)2
  

∀𝒙 ∈ [𝟎 ; 𝟏], 𝒇′(𝒙) =
𝟑

(𝒙+𝟐)𝟐 . 

 Démontrons que: ∀𝒙 ∈ [𝟎 ; 𝟏], |𝒇′(𝒙)| ≤
𝟑

𝟒
. 

 ∀𝑥 ∈ [0 ; 1], 0 ≤ 𝑥 ≤ 1  2 ≤ 𝑥 + 2 ≤ 3 
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                                          4 ≤ (𝑥 + 2)2 ≤ 9 

                                         
1

9
≤

1

(𝑥+2)2
≤

1

4
 

                                         3 ×
1

9
≤ 3 ×

1

(𝑥+2)2 ≤ 3 ×
1

4
 

                                         
3

9
≤

3

(𝑥+2)2
≤

3

4
  

                                         
1

3
≤

3

(𝑥+2)2 ≤
3

4
  donc  |𝒇′(𝒙)| ≤

𝟑

𝟒
 

b) En utilisant l’inégalité des accroissements finis, démontrons que : 

      ∀𝑛 ∈ ℕ, |𝑢𝑛+1 − 1| ≤
3

4
|𝑢𝑛 − 1|  

Appliquons l’inégalité des accroissements finis. 

∀𝑥 ∈ [0 ; 1], |𝑓(𝑥) − 𝑓(1)| ≤
3

4
|𝑥 − 1|. Comme ∀𝑛 ∈ 𝐼𝑁, 𝑢𝑛 ∈ [0 ; 1], posons 𝑥 = 𝑢𝑛. 

On a: |𝑓(𝑢𝑛) − 𝑓(1)| ≤
3

4
|𝑥 − 1| or 𝑓(𝑢𝑛) = 𝑢𝑛+1 et 𝑓(1) =

2×1+1

1+2
= 1 d’où 𝑓(1) = 1 

Donc ∀𝒏 ∈ ℕ, |𝒖𝒏+𝟏 − 𝟏| ≤
𝟑

𝟒
|𝒖𝒏 − 𝟏|. 

c) Démontrons par récurrence que : ∀𝒏 ∈, |𝒖𝒏 − 𝟏| ≤ (
𝟑

𝟒
)

𝒏

. 

 Vérifions que la proposition est vraie au rang 0. 

On a: |𝑢0 − 1| = |0 − 1| = |−1| = 1 

D’où |𝑢0 − 1| ≤ (
3

4
)

0

|𝑢0 − 1| ≤ 1 or 1 ≤ 1. 

Donc la proposition est vrie au rang 0. 

 Soit k un entier naturel tel que 𝒌 ≥ 𝟎. 

Supposons que la proposition soit vraie au rang k c’est-à-dire |𝑢𝑘 − 1| ≤ (
3

4
)

𝑘

démontrons 

 que la proposition est vraie au rang 𝑘 + 1 c’est-à-dire |𝑢𝑘+1 − 1| ≤ (
3

4
)

𝑘+1

. 

D’après l’hypothèse de recurrence, |𝑢𝑘 − 1| ≤ (
3

4
)

𝑘

. 

On déduit que: |𝑢𝑘+1 − 1| ≤
3

4
|𝑢𝑘 − 1| alors on a: |𝑢𝑘+1 − 1| ≤

3

4
|𝑢𝑘 − 1| ≤

3

4
× (

3

4
)

𝑘

. 

D’où |𝑢𝑘+1 − 1| ≤
3

4
|𝑢𝑘 − 1| ≤ (

3

4
)

𝑘+1

. 

Donc la proposition est vraie au rang 𝑘 + 1. 

Conclusion: ∀𝒏 ∈ ℕ, |𝒖𝒏 − 𝟏| ≤ (
𝟑

𝟒
)

𝒏
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d) Déduison la limite de la suite (𝒖𝒏) 

On sait que: |𝑢𝑛 − 1| ≤ (
3

4
)

𝑛

 et 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(
3

4
)

𝑛

= 0 d’où 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

|𝑢𝑛 − 1| = 0 donc 𝒍𝒊𝒎 𝒖𝒏 = 𝟏
𝒏→+∞
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①. a) Calculons la limite de 𝒇 en 0. 

      𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

 2𝑥 − 1 +
1

𝑒𝑥−1
  

       {
𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟐𝒙 − 𝟏 = −𝟏

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟏

𝒆𝒙−𝟏
= +∞

    donc 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙) = +∞. 

b) Calculons la limite de 𝒇 en +∞. 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 2𝑥 − 1 +
1

𝑒𝑥−1
   

       {

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝟐𝒙 − 𝟏 = +∞

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝟏

𝒆𝒙−𝟏
= 𝟎

    donc 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = +∞. 

②.  a) Démontrons que: ∀𝒙 ∈ ]𝟎 ;  +∞[; 𝒇′(𝒙) =
(𝟐𝒆𝒙−𝟏)(𝒆𝒙−𝟐)

(𝒆𝒙−𝟏)𝟐 . 

∀𝒙 ∈ ]0 ; +∞[; 𝑓′(𝑥) = (2𝑥 − 1 +
1

𝑒𝑥−1
)

′

= 2 −
𝑒𝑥

(𝑒𝑥−1)2 =
2(𝑒𝑥−2)2−𝑒𝑥

(𝑒𝑥−1)2 =
2(𝑒2𝑥−2𝑒𝑥+1)−𝑒𝑥

(𝑒𝑥−1)2   

∀𝑥 ∈ ]0 ;  +∞[; 𝑓′(𝑥) =
2𝑒2𝑥−4𝑒𝑥+2−𝑒𝑥

(𝑒𝑥−1)2 =
2𝑒2𝑥−5𝑒𝑥+2

(𝑒𝑥−1)2  ; or (2𝑒𝑥 − 1)(𝑒𝑥 − 2) = 2𝑒2𝑥 − 5𝑒𝑥 + 2 

Donc ∀𝒙 ∈ ]𝟎 ; +∞[; 𝒇′(𝒙) =
(𝟐𝒆𝒙−𝟏)(𝒆𝒙−𝟐)

(𝒆𝒙−𝟏)𝟐 . 

b) Déduisons que: 𝒇 est strictement décroissante sur ]𝟎 ; 𝒍𝒏𝟐[ et 𝒇 strictement croissante  

     ]𝒍𝒏𝟐 ; +∞[. 

 Étudions le signe de la dérivée 𝒇′(𝒙) 

∀𝒙 ∈ ]𝟎 ;  +∞[, (𝑒𝑥 − 2)2 > 0 , donc le signe de 𝒇′(𝒙) depend de (2𝑒𝑥 − 1)(𝑒𝑥 − 2). 

∀𝒙 ∈ ]𝟎 ;  +∞[, 𝒇′(𝒙) = 𝟎 (2𝑒𝑥 − 1)(𝑒𝑥 − 2) = 0 

                                           (2𝑒𝑥 − 1) = 0 𝑜𝑢 (𝑒𝑥 − 2) = 0 

                                           2𝑒𝑥 − 1 = 0   ou 𝑒𝑥 − 2 = 0 

                                            𝑒𝑥 =
1

2
    ou  𝑒𝑥 = 2 

                                           𝑙𝑛 𝑒𝑥 = 𝑙𝑛
1

2
     ou 𝑙𝑛 𝑒𝑥 = 𝑙𝑛 2      

                                             𝑥 = − 𝑙𝑛 2      ou  𝑥 = 𝑙𝑛 2      or − 𝑙𝑛 2 ∉ ]𝟎 ;  +∞[ 

 Tableau de signe 
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 ∀𝒙 ∈ ]𝟎 ; 𝒍𝒏𝟐[, 𝒇′(𝒙) < 𝟎 

    ∀𝒙 ∈ ]𝒍𝒏𝟐 ; +∞[, 𝒇′(𝒙) > 𝟎 

 Sens de variation 

 

- 𝒇 est strictement décroissante sur ]𝟎 ; 𝒍𝒏𝟐[ 
- 𝒇 Strictement croissante] 𝒍𝒏𝟐 ; +∞[. 

  c) Dresse le tableau de variation 

 

 

 

 

 

 

 

③.  a) Justifion que la courbe (C) est au-dessus de la droite (D). 

Étudions le signe de 𝑓(𝑥) − (2𝑥 − 1). 

∀𝒙 ∈ ]𝟎 ;  +∞[, [𝑓(𝑥) − (2𝑥 − 1)] = 𝟐𝒙 − 𝟏 +
𝟏

𝒆𝒙−𝟏
− (𝟐𝒙 − 𝟏) =

𝟏

𝒆𝒙−𝟐
  

∀𝒙 ∈ ]𝟎 ;  +∞[ , 
𝟏

𝒆𝒙−𝟐
> 𝟎, donc 𝑓(𝑥) − (2𝑥 − 1) > 0 alors 𝑓(𝑥) > (2𝑥 − 1) . 

Par consequent la courbe (C) est au-dessus de (D). 

b) vérifions que: ∀𝒙 ∈ ]𝟎 ;  +∞[, 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝟐 +
𝒆𝒙

𝒆𝒙−𝟏
 

∀𝒙 ∈ ]𝟎 ;  +∞[, 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝟐 +
𝒆𝒙

𝒆𝒙−𝟏
=

(𝟐𝒙−𝟐)(𝒆𝒙−𝟏)+𝒆𝒙

𝒆𝒙−𝟏
=

𝟐𝒙𝒆𝒙−𝟐𝒙−𝟐𝒆𝒙+𝟐+𝒆𝒙

𝒆𝒙−𝟏
=

(𝟐𝒙+𝟏)𝒆𝒙−𝟐𝒙+𝟐

𝒆𝒙−𝟏
  

Or 𝟐𝒙 − 𝟏 +
𝟏

𝒆𝒙−𝟏
=

(𝟐𝒙−𝟏)(𝒆𝒙−𝟏)+𝟏

𝒆𝒙−𝟏
=

𝟐𝒙𝒆𝒙−𝟐𝒙−𝒆𝒙+𝟏+𝟏

𝒆𝒙−𝟏
=

(𝟐𝒙+𝟏)𝒆𝒙−𝟐𝒙+𝟐

𝒆𝒙−𝟏
 

Donc ∀𝒙 ∈ ]𝟎 ;  +∞[, 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝟐 +
𝒆𝒙

𝒆𝒙−𝟏
. 

c) Démontrons que: 𝑨(𝒌) = 𝟒[𝒍𝒏𝟐 + 𝒍𝒏 (
𝒌−𝟏

𝒌
) 𝒄𝒎𝟐  

𝐴(𝑘) = ∫ [𝑓(𝑥) − (2𝑥 − 1)]𝑑𝑥 × 𝑢𝑎
𝑙𝑛𝑘

𝑙𝑛2
 or 𝑢𝑎 = 𝑂𝐼 × 𝑂𝐽 = 2𝑐𝑚 × 2𝑐𝑚 = 4𝑐𝑚2 

           = ∫ [𝟐𝒙 − 𝟐 +
𝒆𝒙

𝒆𝒙−𝟏
− (𝟐𝒙 − 𝟏)] 𝑑𝑥 × 4 𝑐𝑚2𝑙𝑛𝑘

𝑙𝑛2
 

          = ∫ [𝟐𝒙 − 𝟐 +
𝒆𝒙

𝒆𝒙−𝟏
− 𝟐𝒙 + 𝟏] 𝑑𝑥 × 4 𝑐𝑚2𝑙𝑛𝑘

𝑙𝑛2
  

         = ∫ [−𝟏 +
𝒆𝒙

𝒆𝒙−𝟏
] 𝑑𝑥 × 4 𝑐𝑚2𝑙𝑛𝑘

𝑙𝑛2
= [−𝑥 + ln(𝑒𝑥 − 1)] 𝑙𝑛𝑘

𝑙𝑛2
× 4𝑐𝑚2  

𝑥 0                          ln2                           +∞ 

𝑓′(𝑥)                                       −             0                   + 

 

𝑥 0                          ln2                           +∞ 

𝑓′(𝑥)                                       −             0                   + 

 

 

𝑓(𝑥)                           

+∞                                                       +∞ 
 

 

 

                              𝑓(ln 2) 
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𝑨(𝒌) = 𝟒[𝒍𝒏𝟐 + 𝒍𝒏 (
𝒌−𝟏

𝒌
)]𝒄𝒎𝟐  

d) Calculons 𝒍𝒊𝒎
𝒌→+∞

𝑨(𝒌).  

𝑙𝑖𝑚
𝑘→+∞

𝐴(𝑘) = 4[𝑙𝑛2 + 𝑙𝑛 (
𝑘−1

𝑘
)]  

𝒍𝒊𝒎
𝒌→+∞

𝑨(𝒌) = 𝟒𝒍𝒏𝟐  car  𝑙𝑖𝑚
𝑘→+∞

𝑙𝑛 (
𝑘−1

𝑘
) = 0. 
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Pour apporter une réponse à la preoccupation des organisateurs cette lottérie, je vais utiliser la 

notion de probabilité conditionnelle et variable aléatoire. 

Pour cela, je vais: 

- Utiliser une variable aléatoire et donner ses valeurs; 

- Calculer son espérance mathématique en fonction de sa mise; 

- Poser que cette espérance mathématique est inférieure ou égale à zero puis résoudre 

l’inéquation. 

 Déterminons les valeurs prises par X. 

Soit S la valeur de la mise. 

X est la variable aléatoire égale au gain algébrique du joeur.  

Les valeurs prises par X sont : −S ; 500 − S et S . 

 Calculons l’espérance mathématique E(X). 

 

 Loi de probabilité de X 

 

- Détermines la probabilité de chaque évènement. 

Déterminons le nombre de tirage possible 

Le tirage sefait de façon simultané, un tel tirage est une combinaison de 2 boules parmi 6. 

Le nonmbre de tirage possible est: 𝐶6
2= 15 possibilités. 

Déterminons la probablité d’obtenir deux boules de couleurs différentes 

Soit A” tirer deux boules de couleurs différentes” 

𝑃(𝐴) =
𝐶2

1×𝐶3
1+𝐶2

1×𝐶1
1+𝐶3

1×𝐶1
1

𝐶6
2 =

2×3+2+1+3×1

15
=

11

15
  

Déterminons la probabilité d’obtenir deux boules noires 

Soit B”tirer deux boules noires” 

𝑃(𝐵) =
𝐶3

2

𝐶6
2 =

3

15
 . 
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Déterminons la probabilité d’obtenir deux boules noires 

Soit B”tirer deux boules blanches” 

𝑃(𝐵) =
𝐶2

2

𝐶6
2 =

1

15
 . 

 Loi de probabilité de X 

 

 

 

 

 Calculons l’espérance mathématique. 

E(X) = −S × 
11

15
+ (500 − S) ×

3

15
+ S ×

1

15
 

E(X) = 
−11S

15
+

3(500−S)

15
+

S

15
=

−11S+1500−3S+S

15
 

𝐄(𝐗) =
𝟏𝟓𝟎𝟎−𝟏𝟑𝐒

𝟏𝟓
  

 Déterminons le montant minimal 

E(X) ≤ 𝟎  
𝟏𝟓𝟎𝟎−𝟏𝟑𝐒

𝟏𝟓
≤ 𝟎 

                 𝟏𝟓𝟎𝟎 − 𝟏𝟑𝑺 ≤ 𝟎 

                  −𝟏𝟑𝑺 ≤ −𝟏𝟓𝟎𝟎 

                  −𝑺 ≤ −
𝟏𝟓𝟎𝟎

𝟏𝟑
 

                −𝑺 ≤ −𝟏𝟏𝟓, 𝟑𝟖 

                𝑺 ≥ 𝟏𝟏𝟓, 𝟑𝟖  donc 𝐒 ≈ 𝟏𝟏𝟔 𝐟𝐫𝐚𝐧𝐜𝐬 𝐂𝐅𝐀 

Conclusion: Le montant minimal à fixer comme mise pour que les organiseurs ne perdent pas 

ce jeu est de 116 francs CFA 

𝑥𝑖 −𝑆 500 − 𝑆 S 

𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) 11

15
 

3

15
 

1

15
 

 


