Fonction irrationnelle
Etude d’'une suite récurrente

PROBLEME 01

Soit f la fonction définie par f(x) = Vx2+ 1 — x ; (C) sa courbe représentative dans un
repéere orthonormal (0; 7, J) et (A) la droite d’équation y = —2x.

PARTIE A
1. Préciser 'ensemble de définition de f.
2.
a. Calculer lim f(x)
X—>—00

b. Montrer que pour tout nombre réel x,f (x) = \/xz_-:1+x

En déduire lim f(x) et interpréter graphiqguement le résultat obtenu.

X—4o00

a. Montrer que pour lim (f(x)+ 2x)=0.
X— —00

b. Montrer que pour tout réel x, f(x) > 0. En déduire le signe de ( f(x) + 2x)
c. Interpréter graphiqguement tous ces résultats.

J&)
Vit
b. Etudier le sens de variations de f puis dresser son tableau de variations
c. Déduire de ce qui précede que f définie une bijection de R sur un intervalle | que
I'on précisera. Expliciter £~ (x) pour tout x de I.
5. Déterminer I'équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.
6. Tracer (A), (T) et (C) (on prendra 1cm pour unité).
7. Tracer la courbe (T) de f~! dans le méme repere que (C).

a. Montrer que pour tout réel x , f'(x) = —

PARTIE B

1. Démontrer que ?est I'unique solution de I'équation f(x) = x

2. Démontrer que pour tout x € Eﬂ %s flx) < z et pour tout x € Eﬂ If'(x)] < 2.

5
3. On considére la suite (U,,) définie par U, = % et U,,, = f(U,) pour tout entier n.
a. Démontrer que pour tout entier n, U,, € Eﬂ
b. Démontrer que pour tout entier n, |Un+1 — §| < % |Un — §|
Lq V3 2\"
c. En déduire que |Un — ?| < (ﬁ)
d. Démontrer que la suite (U,) converge et calculer sa limite.

-16-




Fonction logarithme népérien
Courbe associée - Calcul Intégral - Etude d’une suite récurrente

PROBLEME 02

PARTIE A
On considére la fonction f définie sur [0; +oo[ par :
{f(x) =xlnx—x+1six>0
f(0)=1

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (0; 7,7)
d’unité graphique 2cm

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en O puis interpréter graphiquement les

résultats obtenus

2. Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation sur [0; +oo[

3. Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse e

4. Tracer (T) et (€). On admet que (C) est au dessus de (T)

PARTIE B
On désigne par (I') la courbe de la fonction g définie sur [0; +oo[ par :
g(x) =2—f(x).

Etudier les positions relatives de (C) et (I')

2. Sans étudier g tracer (I') dans le méme repere que (C). Justifier

3. Soit Aunréeltel que 0 < A < 1. Calculer I'aire A(4)en cm2 du domaine plan
délimité par (¢), (I') et les droites d’équationsx = A etx =e

4. Calculer A = /llig})cﬂ(l) et interpréter graphiquement ce résultat

PARTIE C
1. Dresser le tableau de variation de g sur [0; +oo].
En déduire que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a
2.
a. Vérifier que a est dans l'intervalle I = [3; 4]

1
b. Montrer pour tout réel x > 0; g(x) = 0 si et seulement si e'*x = x.
Qu’en déduit-on ?

3. Soit ® la fonction définie sur I par ®(x) = e'*

a. Etudier les variations de ®

b. Montrer que pour tout x de I, ®(x) €1

c. Montrer que pour tout x de I, |®'(x)| S%

. . P . Uy=3
4. Soit (U,) la suite définie pour tout entier naturel n par : { 0
Uny1 = CD(Un)
a. Montrer par récurrence que pour tout entier n, U,, appartient a I'intervalle I

. 4
b. Montrer que pour tout entier naturelnona: U,y —al| < 5 U, — a|.

n
En déduire que pour toute entier naturelnona: |U, —a| < (%)

Démontrer que la suite (U,,) est converge et préciser sa limite
Déterminer le plus petit entier n tel que U,, soit une valeur approchée de ¢ a 1072
prés

oo
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Fonctions exponentielles et irrationnelles
Calcul de volume - Etude d’une suite récurrente - Etude d’une primitive

PROBLEME 03

PARTIE A

On considére la fonction numérique f de la variable réelle x définie sur [0 ; 4+oo[ par:
flx) =+vx-e™

On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’'un repére orthonormal (0; 1,))
d’unité graphique 4 cm

1. Etudier la dérivabilité de f en 0 ; que peut-on en conclure pour la courbe (€)?

2. Montrer que pour x > 0; f'(x) = (1_2x) X f(x) - En déduire le sens de variations de f.

2x

3. Etudier la limite de f en +o . Que peut-on en conclure pour la courbe (€) de f ?
4. Tracer soigneusement la courbe (C).
5. On considére le domaine D délimité par la courbe (C), I'axe des abscisses et les droites
d’équations x = 0 et x = 1 ou A est un réel positif.

a. Calculer le volume V(1) en cm? du solide de révolution engendré par rotation de D
autour de I'axe des abscisses.

b. Déterminerllim 14

— 400
PARTIE B
Le but de cette partie est la résolution de I'équation f(x) = x sur ]0; +oo[
1. Onpose g(x) =Inx + 2x
a. Montrer que sur ]0; +oo[ , les équations f(x) = x et g(x) = 0 sont équivalentes.
b. Etudier les variations de g et en déduire que I'équation g(x) = 0 admet une seule
solution sur ]0; +o[ que I'on notera a.
c. Montrer que a appartient a l'intervalle [0,4 ; 0,5].
2. En utilisant la courbe (€) donner une interprétation de a
3. a. Montrer que si x €[0,4 ; 0,5] on a f(x) € [0,4; 0,5].
b. Montrer que pour x € [0,4; 0,5],ona |f'(x)| < g

4. On définit la suite (U,,)) par U, = 0,4 et pour toutnde N, U,,., = f(U,,)
a. Montrer que pour toutnde N, U, € [0,4 ; 0,5].

b. Montrer que pour tout nde N, |U,,,; — a| < % U, — «af

n
c. En déduire que pour tout n de N, |U,, — a| < 0,1 x (g)

d. En déduire que la suite (U,) est convergente et préciser sa limite.
5. A partir de quelle valeur n, de n est-on sir que U,, représente une valeur approchée de
a a 107> prés?
PARTIE C
Soit F la fonction définie sur [0 ; +oo[ par : F(x) = f:x/f e tdt

On ne cherchera pas a calculer F.
1. Calculer F'(x) pour tout x > 0. En déduire le sens de variation de F.

2. a. Montrer que pour t > 0o0na:+t < t+%
b. En déduire que F(x) < f: (t + i) e tdt
X 1 _
c. Calculer ] (t +Z) e tdt
d. En déduire que F(x) < Z
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Fonction logarithme népérien
Calcul d'aire — Equations différentielles

PROBLEME 04
Toutes les représentations graphiques demandées seront effectuées sur la méme figure,
dans un plan (P) rapporté a un repere orthonormal (0; 7,7) (unité : 4 cm).

PARTIE A
fx) = xln(xxi) six>0
f(0)=0

On consideére la fonction numérique f définie sur [0. +oo[ par : {
1. a. Etudier la continuité de f en 0

b. f est-elle dérivable en 0 ?

c. Trouver la limite de f(x) quand x tend vers +o. On pourra poser X = % (x>0)
4

x(x+2)?

2. a. Pour x appartenant a ]0. +oo[, calculer f'(x) et vérifier que f"(x) = —

b. Etudier le sens de variation de f’ et trouver la limite de f'(x)
quand x tend vers +co. En déduire le signe de f'(x).
c. Dresser le tableau des variations de f
3. On appelle (C) la représentation graphique de f dans le plan (P) rapporté au repére
(0; 1,7). Tracer (C) en indiquant la tangente au point O et le point A d’abscisse 2.
4 .a. Pour x appartenant a ]0. +oo[, résouds I'équation f(x) = x
b. Tracer soigneusement la courbe (C’) de la réciproque f~* de f sur [0.+oo[

PARTIE B
Soit ¢ un réel tel que 0 < a < 2. On désigne par D le domaine plan délimité par la courbe
(C), 'axe des abscisses et les droites d’équations x = a et x = 2.

1. A l'aide d’'une intégration par parties Calculer l'aire A(a) de D en unité d’aire. On

2

X
pourra remarquer que — =1——

2. Calculer lim0 A(a). Interpréter graphiquement ce dernier résultat
a —

PARTIE C

Soit u la fonction définie sur 0. 4+oo[ par : u(x) = :

On se propose de déterminer 'ensemble (E) des fonctions g, définies et dérivables

sur]0. +oo[, et possédant la propriété (P) suivante :

g(x) —xg'(x) = ulx)

1. Vérifier que la fonction f posséde la propriété (P)

2. g étant une fonction définie et dérivable sur]0. +oo[, on pose pour tout x appartenant
a]0.+oof, G(x) =22

Montrer que g posséde la propriété (P) si et seulement si : pour tout x appartenant

a0. 4o, G'(x) = ——1

x+2 X
3. En déduire I'ensemble (E).
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Suites de fonctions exponentielles
Calcul d’'aire - Etude de suites numérigues

PROBLEME 05

Pour tout entier naturel n, on considére la fonction f,, définie sur R par : f,,(x) = e

On désigne par (C,,) la courbe représentative de f, dans un repére orthonormal (0; 7,7)
(unité graphigue 2cm). On considére en outre la suite (U, )définie par : U, = fol f(x)dx
PARTIE A

Etude de la fonction f,

1. On supposen =20

a. Etudier les limites de f, en +o et en —oo.
b. Etudier le sens de variation de f, puis dresser son tableau de variations.

c. Montrer que le point I (O; %) est centre de symétrie de (C,)

d. Tracer la courbe (C,) en précisant sa tangente en I .
2.0n suppose quen =1

a. Etudier les limites de f,, en +o et en —oo.

b. Montrer que f, est dérivable sur R et vérifier que, pour tout x, on a:

/ —e ™" (n+(n+1)e%)
fn (x) = (e*+1)2 ’

c. Etudier le sens de variation de £, puis dresser son tableau de variations.
d. Vérifier que le point I appartient a toutes les courbes (C,,) .
e. Tracer (C,) dans le méme repére que (C,), en précisant sa tangente en 1.

3. Interpréter geometnque U, puis démontrer que U, = ln( +1)

—-X

—TL.X'

__ €
eX+1 1+e~%

On remarquera que

PARTIE B

Etude de la suite (U,)

Dans cette partie, n et p désignent des entiers naturels non nuls.
1. Etude d’une suite auxiliaire (V)

Pour tout n ,on pose V, f e ™ dx

a. Calculer V,
b. Déterminer lim V, puis lim nl,

n-—- +oo n-— 4+oo
2. Cqmparaison de (U,)a (V)
a. Etablir que, pour tout x appartenanta [0; 1],ona: 2 <e* +1 < 2e*

b. En déduire que, pour toutn,on a: 1Vn+1 <U,< 1V

2
c. Déterminer lim U, puis lim nUn.

n- +oo n-— +oo

3. Etude d'une suite associée a (U, )
Onpose: S, =Xy, U, ett, =35,V

-p 1 -p _
a. Montrer que : 0 < zgzl% < —  (On observera que, pour tout p, on a: eT <e’P)

b. En utilisant I inégalité de la moyenne sur l'intervalle [p; p + 1], montrer qu'on a :
fp“dt <- et par sune —<h(p+D-np< %

p+1
c. En déduire que, pour toutn,ona:In(n+ 1) SZ§=1% <Inn+1

d. Montrer, en utilisant a. et c. que lim t, = +oo, puis déterminer lim Ln .

n - +oo n-o +oolnn

e. Que peut-on en déduire pour S,,?
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Fonction exponentielle
Calcul d’aire s - Etude d’'une suite numérique

PROBLEME 06
PARTIE A
Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 2x + 1)e ™ + 1
1. Calculer les limites de g en —oo et 4+
2. Etudier les variations de g sur R
3. En déduire que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a
etque -1 <a<0
4. Etudier le signe de g(x) pour tout réel x

PARTIE B
Soit f la fonction définie sur l'intervalle Rpar: f(x) = (1 +x)e™** + 1 —x
On appelle (€) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormal
(0; 1,7) d'unité 2 cm
1. Calculer les limites de f en —oo et +o
2. Démontrer que la droite (A):y = —x + 1 est une asymptote a la courbe (C) en +oo.
Etudier la position de (C) par rapport a (A)
3. Démontrer que f'(x) = —g(x). En déduire le sens de variation de f sur R puis
dresser son tableau de variations
4. Etablir que I'équation f(x) = 0 admet sur [0; +oo[ une solution et une seule. On note
f cette solution. Justifier 'encadrement 1 < f < %
5. Démontrer que f(—pB) = 0. Que peut-on en déduire ?
6. Tracer (A) et (). On prendra a = —0,64 et f(a) = 2,92
PARTIE C
Soit t un réel strictement supérieur a —1.
On désigne par A(t) I'aire en cm2 du domaine plan délimité par la courbe (C) la droite (A)
et les droites d’équations x = —letx =t
1. Hachurée su la figure le domaine plan dont I'aire en cm? est A(B)
2. Al'aide d'une intégration par parties calculer A(t) pour toutt > —1
3. Calculer tlim A(t)

— 400
PARTIE D
On consideére la fonction h définie sur I = [1;%] par h(x) = (1 + x)e 2* + 1.
1. Vérifier que B est I'unique solution de I'équation h(x) = x

2. Etudier les variations de h .
En déduire que pourtout x eI ona h(x) €1

3. Montrer que pour x € I on a: |h'(x)| s%-
En déduire que pour tout x € I, |h(x) — B] < % |x — B|

4. On définit la suite (U,,) par U, = 1 et pour tout n de N, U,,, = h(U,)
a. Montrer que pour toutnde N, U, €1

b. Montrer que pourtoutnde N, |U,,; — B] < % |U,, — B

2n
c. En déduire que pourtoutnde N, |U, — B| < (S)

d. Montrer que la suite (U,) est convergente et préciser sa limite.
e. A partir de quelle valeur n, de n est-on sOr que U,, représente une valeur
approchée de g a 1073 pres?
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Fonctions rationnelles et fonction logarithme népér ien
Calcul intégral - Calcul d’'aire

PROBLEME 07
PARTIE A

1. Soit g la fonction x » g(x) = ;;T’_Czl définie sur R* vers R

a. Etudier les variations de g et préciser les asymptotes éventuelles de sa courbe
b. Tracer sa courbe représentative (€) dans un repére orthonormé d’unité 2 cm

2. Tracer dans le méme repere, la courbe représentative (C") de la fonction x » Inx
(la fonction In désigne le logarithme népérien). On tracera les tangentes a (C’) aux
points d’abscisses respectives 1 et e

3. Soit h la fonction x » h(x) = Inx — g(x).
Préciser 'ensemble de définition de h et étudier ses variations.

4. Montrer qu'il existe deux réels x; et x, tels que : h(x;) = h(x,) =0
etquelona: 0<x; <1<x,<2.

5. Déterminer le signe de h(x) en fonction de x.

PARTIE B
On considére la fonction numérique f définie par :

f(X) _ x1Inx

(x?+1)2
1. Déterminer I'ensemble de définition de f. Calculer sa dérivée f' et monter que :
£(x) = (1-3x3)h(x)
T (x2+1)3
2. Déterminer la limite de f en 4+oo0 ainsi que les limites de f(x) et de

vers zero par valeurs positives.
3. En déduire les variations de f.
4. Donner l'allure de la courbe représentative (') de f.
On donne f(x;) = —0,31 et f(x,) = 0,06; unité graphique 4 cm.
5. Vérifierque : Vx € R L —1_ _* eten déduire une primitive de la fonction
) x(x2+1) x (x2+1)

oD définie sur ]0; + oof.

6. On pose, pour a € ]0;1[, J(a) = |

a (x2+1)?
calculer J(a).
7. En déduire de J(a), I'aire en cm? du domaine limité par(T), 'axe des abscisses et
les droites d’équations x = a et x = 1. Calculer la limite de A(a) lorsque a tend vers
0 et interpréter ce dernier résultat.

f(x)

X

lorsque x tend

X =

1 xIlnx

dx. A I'aide d’'une intégration par parties,
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Fonction logarithme népérien
Calcul d’aire - Etude d’une suite récurrente

PROBLEME 08

PARTIE A
Soit f la fonction numérique définie sur R* par :
fx)=x—4+ ilnlxl
1. Etudier les variations de f (on ne demande pas sa représentation graphique, mais
on précisera les limites de f aux bornes des intervalles de 'ensemble de définition)
2. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet, une solution «a tel que 3 < a < 4.
3. Déduire de ce qui précede le signe de f(x) sur chacun des intervalles
]=00;0[; 10; [; Jar; +ool.

PARTIE B
On considere la fonction numérique h définie sur R par :

{Vx ERh(x)=x+1 —%xz —élenlxl
h(0) =1

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de h en 0.

2. Montrerque : Vx € R*: h'(x) = xf G)

3. Etudier en utilisant A-3), le signe de h'(x).

4. Tracer la représentation graphique (C,) de h dans un repére orthonormé (0;1,j) et
préciser la tangente a (C,,) au point de cette courbe d’abscisse 0.

5. On appelle A(A) I'aire en unité d’aire du domaine limité par (C;), I'axe des abscisses
et les droites d’équations x =1 et x = A, ou 1 est un élément de ]0; 1[.
a) Calculer A (1) en fonction de A.
b) A(1) admet — elle une limite lorsque A tend vers 0 par valeurs supérieurs ?

Si oui, calculer cette limite.
PARTIE C

On se propose de calculer une valeur approchée 0,01 prés du nombre a défini au A- 2)
1. Soit g la fonction numérique définie sur R* par: g(x) = 4 — ilnlxl
a. Etudier les variations de g. Montrer que I'image par g de l'intervalle [3; 4] est
contenu dans l'intervalle [3; 4].
b. Montrer que a est I'unique solution de I'équation g(x) = x
2. On considére la suite (U,,) définie sur N par :
{ U, =3
Uns1 = 9(Uy)
a. Démontrer que, pour toutx,ona:3 < U, < 4.
b. Démontrer que pour tout x de [3;4],ona: |g'(x)] < % En déduire que pour tout

x réelde [3;4] ,ona: |g(x) — af S%Ix—al.

1 n

c. Montrer que, pourtoutn : |U,;; — a| < %IUn —alet|U,—al| < (12) .

Montrer que a est compris entre deux termes consecutifs de la suite (Uy,).
e. En déduire une valeur approchée de a a 0,01 pres.

o
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Fonction logarithme népérien
Courbe associée - Calcul intégral - Calcul d’aire - Etude d’une suite récurrente

PROBLEME 09
PARTIE A
On consideére la fonction f définie sur R} par: f(x) =2 + % et on désigne par (C) sa
courbe représentative dans un repére orthonormal (0; 7; ) ( unité graphique 2cm).
1. Soit g la fonction définie sur R} par:g(x) =1+ x—xInx
a. Etudier les variations de g.
b. Prouver que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique x, et que :
x, €13,5;3,6].
c. Déterminer le signe de g sur R}.

a. Etudier les variations de f et montrer que f(x,) =2 + xi
0
En déduire un encadrement de f( x,) a 1072 prés
b. Etudier la position de (C) et de la droite (D) : y = 2 et construire (C).
c. En déduire le tracé de la courbe (T') de la fonction F(x) = 2 + ij'lxxll .
On tracera (I') dans le méme repére que (C).
PARTIEB
1. Pour tout réel t de [1; +o[ on pose I(t) = f1
a. Interpréter graphiqguement I(t).

Inx

b. Calculer j(t) = fltde out=>1.

c. Calculer K(t) = fltlz—fdx ou t > 1. Etudier les variations de la fonction t — K(t)

sur [1; +o[ etendéduirequeVvVt=>1, 0 < K(t) <1.
2. Vérifier que pourtoutx >1;0 Si_i Si-
En déduire que 0 < J(t) — I(t) < K(¢t).
3. Déterminer lim —2- .
t—>+oo (Int)?
PARTIE C
1. Soit la fonction h définie sur [1; +oo[ par : h(x) = f(x) — x.
a. Etablir que h est décroissante sur |x,; +ool.
b. Montrer que pour tout x de [1; x,] , 0 < f'(x) < %-
c. En déduire le sens de variation de h sur [1; x,]
2.
a. Prouver que I'équation f(x) = x admet une unique solution a sur [1; +oo| et que
2<a<3-
b. Prouver queVx € [2; 3],f(x) € [2; 3]
c. Etablirquevxe[2;3],0<f'(x) S%-

d. MontrequeVvx € [2; 3], |[f(x) — «f Sglx—al

tlnx
—dx.
x+1

UO = 2
Uyr = f(U,), VN EN
a. Prouverque vneN, U, € [2;3] et |U,;; —al < éIUn —af

3. Soit la suite (U,,) définie pour tout entier naturel n par : {

1 n
b. Montre quevn €N, |U,, —a| < (;)
c. Déduire que la suite (U,) converge et donner sa limite.
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Fonction irrationnelles et exponentielles
Calcul de volume - Calcul intégral — Suites numériques associées

PROBLEME 10
PARTIE A
On consideére la fonction numérique f de la variable réelle x définie sur [0; +oo[ par :
flx) = Vxel™.
Elle est dérivable sur ]0; +oo[. On note f' sa dérivée et (C) la courbe représentative de f
dans le plan rapporté a un repére orthonormal (0; 7, J).

1. Montrer que pour tout réel x strictement positifona: f(x) =

e X
Nl
En déduire la limite de f en 4o et interpréter graphiqguement ce réesultat.
Pour tout x de ]0; +oo[ ; calculer f'(x).
Déduire des questions précédentes le tableau de variations de f.
Tracer la courbe (€). (unité 2cm)
Soit D la partie du plan comprise entre la courbe (C) ; I'axe des abscisses et les
droites d’équations x =0 et x =1.

a. Hachurer le domaine D sur le graphique.

b. Calculer en cm? le volume du solide de révolution engendré par la rotation de D

autour de I'axe des abscisses. (On pourra s’aider d’une intégration par parties)

a bk wnN

PARTIE B
On considére la suite (U,,) définie pour tout entier naturel n non nul par :
n+1
U= [~ f(t)dt.
Interpréter graphiquement U,,.
2. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul et pour tout t de I'intervalle
[n;n+1];0ona: f(n+1)< f(t) < f(n) etque f(n+1) < U, <f(n).
3. En déduire que la suite (U,,) est décroissante
4. Justifier la convergence de la suite (U,,) et calculer sa limite.

=

PARTIE C
On considére la fonction numérique F de la variable réelle x définie sur [1; +oo[ par :
X
F(x)= [/ f(t)dt
1.
a. Que représente la fonction F pour f?
b. En déduire F'(x) et par suite le sens de variation de F.

a. Démontrer que pour tout réel t positif : (t + 2) > 2v2Vt
(On pourra remarquer que pour tout réel ¢ positif, (vt —v2)2 = 0).
b. En déduire que pour réel x de l'intervalle [1; +oo[ : F(x) < %ff(t +2)el tdt .

c. Alaide d’'une intégration par parties ; montrer que pour tout x de [1; +o[ona:
[t +2) et tdt = 4 — (x + 3)e’ ™.
d. En déduire que pour tout x de [1; +oo[ ; 0 < F(x) < V2.
3. On pose pour tout entier naturel n nonnul : S, = U, + U, +--+ U, _4
a. Exprimer S, a I'aide d’'une intégrale.
b. Montrer que la suite (S,,) est convergente.
On note lim S, = L. Donner un encadrement de [

n—+oo
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Fonctions exponentielles et circulaire
Calcule d’aire -Etude d’une suite récurrente

PROBLEME 11

PARTIE A
Dans le plan muni d'un repére orthonormal (0; 7, j) avec pour unité de longueur 5cm. On
considére la fonction f définie sur R par: f(x) = e *cosx -

1. Calculer f'(x) et montrer que f'(x) est du signe opposé de cosx + sin x.

2. Montrer que cos x + sinx = V2 cos (x - %) et étudier le sens de variation de f

T T
Sur (—-—; —].
2° 2

3. Tracer la courbe représentative (I') de f sur cet intervalle.
(Préciser les coefficients directeurs des tangentes a (I') aux points d’abscisses

. Vs T T
respectives x = 0; x = —SiX = — X = ;)

a. Trouver deux réels a et b tels que la fonction F définie sur R par :
F(x) = (acosx + bsinx)e™ soit une primitive de f sur R.
b. Calculer I'aire du domaine limité par (I'), les droites d’équations
—_r — ' i i 4 2
X=-—;x=3 et 'axe des abscisses. Exprimer le résultat en cm-.

PARTIE B
On se propose d’étudier I'intersection de la courbe (I') avec la droite (4) : y = x
1. Existe — t- il de point d’intersection de (T') et (A) dont I'abscisse appartient a

lintervalle [—E; O] ?
2
2. @ est la fonction définie sur [0; g] par: @(x) = e " *cosx —x

a. Calculer ¢(0) et ¢ (g)

b. Etudier les variations de ¢.
c. Déduire de ce qui précede qu’il existe un réel unique a de l'intervalle ]O; g] tel

gue ¢(a) = 0 c’'est-a-dire que f(a) = a.
d. On pose B = f(1) = e 1 cos 1. Prouver d’abord I'inégalité : a < 1 puis en utilisant

le sens de variation de f sur ]O; g] montrer 'encadrement : f < a < 1.
3. On consideére la suite (U,) définie par son premier terme U, = 1 et par la relation de
récurrence vérifiée pour tout naturel n : U,.,, = f(U,)
a. Montrer par récurrenceque : g < U, <1

b. On pose k = |f'(B)|. En étudiant le signe de f" sur l'intervalle ]O; g] prouver que

sur cet intervalle f'(0) < f'(x) < f' (g) En déduire l'inégalité stricte : k < 1

o

Prouver que pour tout réel x de [B; 1] :|f'(x)| < k

d. Montrer en utilisant I'inégalité des accroissements finis que pour tout naturel
n:|U,., —al < k|U, — al|. En déduire que : |U,, — a| < k"

e. Montrer alors que la suite (U,,) est convergente et préciser sa limite.

V2

On donne es ~ 2,19; 2~ 0,70,
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Fonction irrationnelle
Courbe associée et Calcul d’aire

PROBLEME 12
PARTIE A

Soit u la fonction de la variable réelle x définie par u(x) = 2x — V1 + x2-
1. Résoudre dans R I'équation u(x) = 0.

2. Déterminer le signe de u(x) suivant les valeurs de x.

PARTIE B

Soit g la fonction de la variable réelle x définie par: g(x) = x — 2vV1 + x2-
1.

a. Justifier que g est dérivable sur R.
b. Calculer la dérivée g’ de la fonction g.
c. En déduire le signe de g'(x).
2. Déterminer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition D puis dresser
le tableau de variation de g.

a. Déterminer les équations des asymptotes a la courbe (C) de g.
b. Préciser la position de la courbe (C) par rapport a ses asymptotes.

4. Construire la courbe (C) de g dans le plan muni d’un repére orthonormé (0; 1, ).
(Unité graphique 2cm)

PARTIE C
1. Déterminer la fonction numérique h telle que pour tout réel x, h(—x) + g(x) =0

2. Soit (I') la courbe représentative de h. Montrer que (C) U (I') est la courbe
d’équation : y2 —2xy —3x2—4 = 0.

3. En déduire que le point O est un centre de symétrie de la courbe (C) u (I).

4. Construire alors (I') dans le repére précédent.

PARTIE D
Soit la fonction numérique f définie sur R par f(x) = xv1 +x2 + In(x + V1 + x2).
1.
a. Démontrer que pour tout réel x, V1 + x2 > |x|.
b. En déduire 'ensemble de définition de f.
2. Calculer la dérivée f' de f puis en déduire une primitive de la fonction g sur R.
3. Calculer en centimétre carré I'aire de I'ensemble des points M (x;y) du plan qui
vérifie les inégalitts 0 <x <1 etg(x) <y < —x.
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Fonction rationnelle et circulaire
Calcul d’aire et Etude d’une suite récurrente

PROBLEME 13
PARTIE A
1—x2 .

Soit f la fonction de R \ {—2} vers R définie par f(x) = o
3

1. Pour tout x réel différent de —2, vérifier I'égalité : f(x) = —x + 2 — -

2. Etudier les variations de f, et tracer la courbe représentative (C) dans le plan
rapporté a un repére orthonormal ainsi que ses asymptotes.
('unité de longueur choisie étant 1cm).

3. Démontrer que la courbe (C) admet un centre de symétrie.

4. Calculer l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (C), son asymptote oblique et
les droites d’équations x = -1 et x =2.

PARTIE B
Soit ¢ la fonction de R vers R définie par : ¢(t) = 1;:;2;
1. Pour tout t réel, montrer que : @(r —t) = @(t) - Expliguer comment I'étude des
variations de ¢ sur l'intervalle [—gg] permet de construire la courbe représentative
de o.
2. Le but de cette question est de prouver que I'équation ¢’(t) = 0 admet une solution
notée a, dans l'intervalle ouvert ]—gg[

a. Montrer que la dérivée f' de f est strictement décroissante sur [—1; 1]. Calculer
I'image de [—1; 1] par f'.

b. Soit ¢’ la dérivée de ¢. Pour tout t réel, prouver I'égalité : ¢'(t) = f'(sint) cost

c. Prouver 'existence et l'unicité de a.

d. Calculer les valeurs exactes de ¢(a).

a. Calculer les valeurs exactes de ¢(0); ¢ (g) @ G) @ (g) et ¢'(0).

b. Etudier les variations de ¢ sur [O; g] Tracer la courbe représentative dans le plan

rapporté a un repere orthonormal (I'unité de longueur étant 10cm)
4. En utilisant la fonction h de R vers R définie par : h(t) = ¢(t) —t . Prouver que

I’équation ¢ (t) = t admet une solution unique 6 dans l'intervalle [Og]

PARTIE C
. . e Uy=0
Soit la suite (U,,) définie par : { 0

Uye1 = @U,); Vn EN

1. Prouver par récurrence que : ¥n € N, U, € [0; %]

2. Montrer que pour tout x de [0; 1], |f'(x)] < 2

w

En déduire que pour tout t de [O; %] lo'(t)] < §
3. En utilisant I'inégalité des accroissements finis, prouver l'inégalité :

2
Unsr =01 < 21U, — 6|

n
4. Démontrer par récurrence que :Vn €N, |U, — 0 | < (g) Uy — 6 |
En déduire que la suite (U,,)) converge vers 6 - On donne : V3 =~ 1,73
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Equations différentielles - Fonctions exponentielle S
Calcul d’aire et de volume et Courb e paramétrée

PROBLEME 14

PARTIE A :

On se propose de résoudre sur R I'équation différentielle : (E):y' — 2y = 2(e?* — 1)

1. Déterminer les réels a et b telles que la fonction g définie sur R par :
g(x) = axe?* + b soit solution de I'équation différentielle (E).

2. On pose y = z + g. Montrer que y est solution de (E) si et seulement si z est solution
de I'équation différentielle (E') : z' — 2z =10

3. Résoudre I'équation différentielle (E") et en déduire les solutions de (E).

4. Démontrer qu'’il existe une solution et une seule de (E) s’annulant en 0. Elle sera
appelée f et étudiée dans la partie B.

PARTIE B :
On considere la fonction f définie sur R par :
f(x) = (2x — 1)e?* + 1. On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére
orthonormal (0; 7,7). On prendra 2cm pour unité graphique.
1.
a. Calculer la limite de f en —oo. En déduire que la courbe représentative (C) de f
admet une asymptote (A) dont on précisera I'équation.
b. Etudier la position relative de (C) et (A) et préciser les coordonnées du point A
intersection de (C) et (A)
2. Calculer la limite de f en +co et étudier la branche infinie si nécessaire
3. Etudier le sens de variation de f et présenter son tableau de variations.
En déduire le signe de f sur R.
4. Tracer (A) et (€). On prendra 2cm pour unité graphique.
1

5. a. Calculer l'intégrale : | :fof[l — f(0)]dx.

(On pourra s’aider d’'une intégration par parties)
b. Interpréter graphiquement le résultat obtenu

PARTIE C :
1. Calculer ] = f_ol(Zx — 1De?*dx
2. Alaide d’'une double intégration par parties, calcul K = f_°1(2x — 1)2e*™dx

3. Soit D I'ensemble des points du plantels que —1 <x <0et0 <y < f(x). Calculer en
cm3 le volume V du solide de révolution engendré par la rotation de D autour de I'axe
des abscisses. (On pourra exprimer V en fonction de J et K)

PARTIE D
On considére dans le méme repére que (C) la courbe (I') de représentation paramétrique :

x(t) ==
1+lr21t t=1
y(©) =— +1

1. Déterminer une équation cartésienne de (T')
2. Expliquer comment on peut tracer (I') a partir de (C) puis tracer (I') en pointillées
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Fonctions exponentielles — Fonctions polynémes
Calcul d’aire s et de volume s

PROBLEME 15

On considére la fonction f définie sur R par: f(x) =1 + e ™ — 2e~%* et (C) sa courbe
représentative dans un plan rapporté a un repére orthogonal (0; 1, )

(unités graphiques : 2 cm)

PARTIE A

Soit le polyndme P défini sur R par: P(X) =1+ X — 2X?
1. Etudier le signe de P(X) en fonction de X

2. En déduire le signe de f(x) sur R

3. Que peut-on en déduire pour la courbe (C) ?

PARTIE B
1. Déterminer la limite de la fonction f en oo -
Qu’en déduire pour la courbe(€)?
2. Vérifier que f(x) = e #*(e?* + e* — 2), puis déterminer la limite de f en —
3. Soit f' la fonction dérivée de la fonction f
a. calculer f'(x) pour tout réel x
b. Montrer que f'(x) a le méme signe que (4 — e*).
En déduire le signe de f'(x) pour tout réel x
c. Dresser le tableau de variations de f.
On montrera que le maximum est un nombre rationnel.

a. Déterminer une équation de la tangente (T,) a la courbe (C) au point d’abscisse 0.

b. Démontrer que la courbe (€) et la droite (D) d’équation y = 1 n’ont qu’un point
d’intersection A dont on déterminera les coordonnées
c. Etudier la position de la courbe (€) par rapport & la droite (D).
5. Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe (€) au point A.
6. Tracer les droites (D) ; (T,) et (T) , puis la courbe (¢). On précisera le point de (C)
d’abscisse —1n 2.

PARTIE C

1. Calculer l'aire, en cm?, de la partie de plan limitée par la courbe(C) , I'axe des
ordonnées et la droite (D).

2. Soit A un réel strictement supérieur aln 2 ;
On pose A1) = 4flﬁ2[f(x) — 1] dx
a. Donner une interprétation géométrique de A(A1)
b. Calculer A(1). En déduire Alirf A(R)

3. Calculer le volume V' en unité de volume du solide de révolution obtenue par rotation
autour de I'axe des abscisses de la portion de la courbe (€) correspondant a
—-n2<x<0
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Fonction logarithme népérien - Fonctions exponentie lles
Calcul Intégral et Calcul d’aire et Etude d’une suite récurrente

PROBLEME 16

PARTIE A
Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par: g(x) = =3 —Inx +i
1. Calculer les limites de g aux bornes de son domaine de définition.
2. Déterminer la fonction dérivée g' de g et dresser le tableau de variation de g.
3. Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une seule solution a dans ]0; +o[ et que
cette solution appartient a [0,4 ; 0,5].
4. Déduire de ce qui précede, I'étude du signe de g(x) sur]0; +ool.
5. Onpose I = [i g(x)dx
4

a. Interpréter graphiquement I
b. Montrerque I = +%—%+§ln2

PARTIE B
On consideére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par: f(x) = e (3 +Inx)
et on désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormal (0; 7,7) d’unité
graphique 4 cm
1.

Inx x

a. Etudier la limite de f en 0
b. Etablir que f(x) = 3e™* + — "~ pour tout x > 0 et calculer lirp f(x)
X—>+ 00

c. Déduire de cette étude les asymptotes de la courbe (C)
2. Déterminer la fonction dérivée f' de f et vérifier que pour tout réel x strictement
positifona: f'(x) =e™*-g(x)
Démontrer que f(a) = ﬁ et donner un encadrement de f(a) a5 x 107! prés
Déduire de I'étude faite a la question A. 4. les variations de f.

Déterminer le point d’intersection de la courbe (C) avec I'axe des abscisses.
Tracer la courbe (C).

o0k w

PARTIE C
Soit h la fonction définie sur [0,4 ; 0,5] par : h(x) = 3+11nx
1. Montrer que a est I'unique solution de I'équation h(x) = x

2. Etudier les variations de h.
En déduire que pour tout x de [0,4 ; 0,5], h(x) appartienta [0,4 ; 0,5]

3. Démontrer que pour tout x de [0,4 ; 0,5], |h'(x)| s%

4. On définit la suite (U,,) par U, = 0,45 et pour toutn deN, U,,, = h(U,)
a. Montrer que pour toutnde N, U, € [0,4; 0,5]

b. Montrer que pour toutnde N, |U,;; — a| < EIUn —al

n
c. En déduire que pour tout n de N, |U, — a| < % (%)

d. Montrer que la suite (U,,) est convergente et préciser sa limite.
e. A partir de quelle valeur n, de n est-on sir que U,, représente une valeur
approchée de a a 107> prés?
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Fonctions exponentielles

Cal

cul Intégral et calcul d’aire et Etude d’'une suite récurrente

PROBLEME 17

PARTIE A
On consideére la fonction f définie sur R par : f(x) = x*e™*

ainsi que sa courbe représentative (€) dans un repére orthonormal (0; 7,)
1. Preciser les limites de f en +oo et —oo
2. Calculer la dérivée de f.
3. En déduire le tableau de variation de f.
4. Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse —1
5. Tracer (T) et (C). On choisira une unité graphique de 4 cm.
PARTIE B
1. Calculerj = folxe‘x dx
2. Vérifier que f esttelle que : f'(x) + f(x) = 2xe™
3. En déduire que : folf(x)dx =2]—f(1)
4. Déduire des questions précédentes l'aire A en cm2 du domaine plan délimité par la
courbe (C), 'axe des abscisses et les droites d’équations x =0etx =1
PARTIE C
1. Justifier graphiguement que I'équation f(x) = f(2) admet une seconde solution,
notée a, et appartenant a l'intervalle I = [—1; 0]
2. Soit g la fonction définie par sur I par: g(x) = (— Z) ez
Montrer que a est I'unique solution de I'équation g(x) = x
3. Montrer que pour tout x appartenant a I, g(x) appartient a I
4. Montrer que pour tout x de I, |g'(x)| < é
5. En déduire que pour tout x de I, |g(x) — a| < ilx —al
6. On définit la suite (U,,) par U, = —0,5 et pour toutn de N, U,,,, = g(U,)

a. Montrer que pour toutnde N, U, €1
b. Montrer que pour toutnde N, |U,;; — a| < iIUn —al

. En déduire que pour toutn de N, |U, — a| < —

c
2em
d. Montrer que la suite (U,,) est convergente et préciser sa limite.
e. Déterminer le plus petit entier n tel que l'inégalité précédente fournisse une
valeur approchée de a a 1076 pres?
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Fonction logarithme népérien
Calcul intégral

PROBLEME 18

PARTIE A
On considéere la fonction numérique g définie sur ]0; +oo[par :
gx) =1+ x2—-2x2Inx
1. Dresser le tableau des variations de g
2. Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique « telle que
1,89 < a <190
3. Déduire de ce qui précede le signe de g(x)

PARTIE B
On consideére la fonction numérique f définie sur ]0; +oo[par: f(x) = 112;“2
On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repere orthogonal (0; 7,7)
(17l = 2 em; [IJ1l = 10 cm)
1. Calculer les limites de f en 0 et en +o0. En déduire les asymptotes a (C)
2. Dresser le tableau des variations de f
3. Vérifier que f(a) = ﬁ
En déduire un encadrement de f(a) d’amplitude 2 x 1073

4. Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) en 1
5. Tracer (T) et (C)

PARTIE C
On consideére la fonction numérique F définie sur ]0; +oo[ par: F(x) = fle(t)dt
1. Montrer que F est dérivable sur ]0; +oo[ et préciser F'(x)
En déduire le sens de variation de F.

2. Montrer que pour tout ¢ > 1, lnt)z < f(t) < ln—t
xInt x Int
3. Onpose I(x) = f —dt etJ(x) = fl o dt
a. Al'aide d’'une |ntegrat|on par parties calculer I(x)
, , .. . . ) 2 . s 111 .
b. A l'aide d’'une intégration par parties et de I'égalité (t(1+t) =c—Tot> O) ;
calculer J(x)
c. En déduire que pour tout x > 1; 1n2+ln( ad )—ln—x< F(x)<1-2x_1
x+1 +1 x x

4. Soit x un réel strictement supérieur a 1.
a. Interpréter graphiguement F(x)
b. On pose A = lim F(x). Déduire de la question3.cqueln2 < A <1

X -+
PARTIE D
Soit G la fonction définie sur ]0; +oo[ par :

6(x)=F () - Fx)

Calculer G'(x) pour tout x > 0

Vérifier que pour tout x > 0,G(x) =0
Déduire de ce qui précéde la limite de F en 0

wn e
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Fonctions exponentielles
Calcul intégral et suites numériques

PROBLEME 19

PARTIE A
1. On considere la fonction g définie sur R par :
glx) =x—e*!

a. Etudier les variations de g (on ne demande pas dans cette question de calculer
les limites de g ).
b. Calculer g(1) et montrer que pour tout réel x, g(x) <0

c. En déduire que xe™* < 2 ,pusque 1 —xe™* >0
2. On désigne par f la fonction définie par :

1
f(X) - 1-xe™*
Soit (€) sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére
orthonormal (0; 7,7) d'unité graphique 2 cm

a. Déterminer I'ensemble de définition de f et vérifier que pour tout réel x,
X

f(x) - e:—x

Déterminer les limites de f en —oo et 400,

Etudier les variations de f et dresser le tableau de variations.

Ecrire une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.

Tracer (T), puis (€) (on admettra que (C) est au-dessus de (T) pour x < 0, et en-
dessous pour x > 0).

®ooo

o

Déterminer les images par f des intervalles [0; 1]et [1; +oo].
En déduire que pour tout x positif ou nul: 1 < f(x) < i

o

PARTIE B
1. Donner une interprétation géomeétrique du nombre : I = folf(x) dx
2. Soit n un entier naturel non nul, et soit J,, = fol x"e ™ dx
a. A l'aide d'une intégration par parties montrer que : J; = 1 —S
b. On se propose de calculer J, sans utiliser des intégrations par parties ;
déterminer les coefficients a, b et ¢ tels que la fonction H définie par :
H(x) = (ax*® + bx + c)e™%* soit une primitive de h(x) = x%e~?*.
En déduire que : J, = %(1 — %)
3. Pour tout entier naturel nonnul n,onposeU, =1+ J; + [, + -+ ],
a. Montrer que, pour tout réel x, 1 + xe™ + x%e 2 + - + x"e ™™ = %
b. En déduire que I — U,, = fol xMH e~ (DX £(x) dx
c. En utilisant A 1.c et 3.b montrer que pour tout réel x positif ou nul :
0< xn+1e—(n+1)xf(x) < prTp
d. En déduire un encadrement de I — U,, ; étudier la convergence de la suite (U,,)

1
4. Montrerque U, <1< U, + e2(e—1)
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Fonctions exponentielles - Fonction logarithme népé rien
Calcul intégral et calcul d’aire  — Courbes paramétrées du plan

PROBLEME 20

Soit f la fonction définie sur R par :
fX)=@x+Del™ six<1
f(x)=§—lnx six>1
On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repéere orthonormal (0; 1, J) d’unité

graphique 2cm.
PARTIE A

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 1.
Interpréter graphiquement le résultat obtenu

2.
a. Calculer les limites de f en —oo et +co.
b. Calculer lim 22 et lim 2.

X—>—oo X X— +00 X

Interpréter les résultats graphiquement les résultats obtenus.
3. Etudier le sens de variations de f puis dresser son tableau de variations sur R.
4. Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a sur ]1; +oo[ et que
2,3 < a < 2,4. Préciser l'autre point d’intersection de (C) avec I'axe des abscisses
5. Tracer (C).

PARTIE B

1. On désigne par A l'aire en unité d’aire du domaine plan délimité par la courbe (C),
I'axe des abscisses et les droites d’équations x = 1 et x = «a.
a. Calculer A

b. Démontrer que A =pa + q + 2 ou p, q et r sont des entiers.

c. En déduire un encadrement de A a 2-1071 pres

2. Soit D le domaine plan délimité par la courbe (C), 'axe des abscisses et les droites
d’équations x = —1 et x = 0. Calculer le volume V en unité de volume du solide de
réevolution engendré par la rotation de D autour de I'axe des abscisses.
(On pourra faire une double intégration par parties.)

PARTIE C
On considere dans un repere orthonormal (0; 7, J), la courbe (I)de représentation
paramétrique :
{ x(t) =et

y(t) =t + 2et t<0

1. Démontrer que (') est une partie de (C).

2. Déterminer les coordonnées du vecteur dérivé V(¢) pour t = —1n 2 et représenter ce
vecteur sur le graphique précédent au point M(—In 2)
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Fonction logarithme népérien
Calcul intégral et calcul d'aire s — Courbes paramétrées du plan

PROBLEME 21
PARTIE A
Soit la fonction numérique f de la variable x définie sur [—1; +oo[ par :
{f(x) =(x+1)In (xTH) six > -1
f(=1)=0
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en —1.
Interpréter graphiguement le résultat obtenu.
2. Calculer f'(x) pour tout x > —1 et résoudre dans |—1; +oo[ I'équation f'(x) = 0 et
I'inéquation f'(x) > 0. En déduire le sens de variation de f sur [—1; +oo].
3. On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére
orthonormal (0; 7,7) ; unité graphique 2 cm.
a. Donner une équation des tangentes (T,) et (T;) a (C) aux points
d'abscisses 0 et 1
b. Dresser le tableau de variation de f
4. Tracer (C) ainsi que les tangentes (T,) et (T,) et la demi-tangente a (C) en —1.
PARTIE B
Pour tout réel t > —1, on pose A(t) = fotf(x)dx
1. Démontrer que A(t) = %(t +1)%1n (%) — i (t+1)% + % + lnTZ - (On pourra s’aider
d’une intégration par parties.)
2. Calculer Jim, A(t). (On rappelle que lino1+u Inu=0.)
—— u-—
t>-1
3. On désigne par A, I'aire en cm2 de I'ensemble des points M (x,y) du plan tels que
{ -1<x<1

fx)<y<o0

a. Justifier I'égalité A, = 4 tli—>n—11 A(t) — A1)
t>-1
b. Calculer A,
PARTIE C
On désigne par g la restriction de f a l'intervalle [0; +oo[
1. Démontrer que g est une bijection de [0; +oo[ sur un intervalle I que I'on précisera.
2. Tracer la courbe représentative (C") de la réciproque g~ de g dans le méme repére
que (C).
3. On désigne par A, I'aire en cm?2 de I'ensemble des points M(x,y) du plan tels que
{ —n2<x<0
fO<y<g™
Démontrer que A, = 4(A(—1n2) — A(1))
PARTIE D
On considére la courbe (T') de représentation paramétrique :
{x(t) =2et—-1
y(t) = —2te™t ’
1. Démontrer que (') et (C) ont un axe de symétrie qu’on précisera
2. Tracer (T') en pointillées dans le méme repére que (C).

teR
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Fonction rationnelle
Fonction logarithme népérien et Suites récurrentes

PROBLEME 22

PARTIE A
1. Soit la fonction numérique g définie pour tout nombre réel x par :
g(x) _ (x+1)?
x3+1

a. Etudier les variations de g sur R.
On ne demande pas de construire sa représentation graphique

b. Prouver que pour toutréel x, 0 < g(x) <2

c. Calculer g"(x) pour tout réel x et étudier le sens de variation de g’ sur
I'intervalle [1; +ool.

d. En déduire que pour tout x appartenant a [1; +oof, |g'(x)| < %

. Soit la fonction numeérique f définie pour tout x réel positif par :

f(x) =1+ In[g(x)]

a. Etudier les variations de f

b. Tracer avec précision la représentation graphique de f dans un repére
orthonormal (0; 7,7) ayant pour unité graphique 4 cm.

c. Prouver que, pour tout x réel positif,ona: 1< f(x) <1+In2<2

d. En utilisant le 1.), prouver que pour tout x de l'intervalle [1; 2], ona: |f'(x)] <
e. Soit m un réel quelconque.

Déterminer graphiquement, en discutant selon les valeurs de m, le nombre de
solutions positives de I'équation

fx)=m

ol

PARTIE B
On définit une suite (U,,) de la fagon suivante :

wn

U, = % et pour tout entier naturel n, U,.,; = f(U,,)

Placer U, sur I'axe des abscisses du repére (0; 7,j) puis par un procédé
géomeétrique, représenter sur ce méme axe U,, U, et U,

Prouver que, quel que soit I'entier naturel non nuln,ona: 1< U, <2

Soit h la fonction numérique définie sur l'intervalle [1 ; 2] par : h(x) = f(x) — x

a. Montrer que h est une fonction décroissante.

b. En déduire que I'équation f(x) = x a une seule solution « comprise entre 1 et 2.

. 1
Prouver que pour tout entier n non nul, ona: |U,,; —a| < " |U,, — «af

n-1
En déduire que |U,, — a| < G) et que la suite (U,,) converge vers a
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Fonctions exponentielles
Calcul d’aire et Etude d’'une suite récurrente

PROBLEME 23

PARTIE A
Soit g la fonction définie sur Rpar:g(x) =1+ (1 —x)e™™
1. Etudier les variations de la fonction g sur R
2. En déduire le signe de g(x) pour tout réel x
PARTIE B
On appelle f la fonction définie sur Rpar: f(x) =x—1+xe™*
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormal
(0; v, )) (unité graphique : 2 cm).
1. Etudier le sens de variation de f sur R
2. Calculer la limite de f en —oo et en 4o puis dresser le tableau de variation de f
3. Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet sur R une unique solution notée «a, puis
veérifler0 < a < 1
4. Démontrer que la droite (D) d'équation y = x — 1 est asymptote a (C) et préciser la
position relative de (D) et (C).
5. La courbe (C) admet en un point A une tangente paralléle a la droite (D). Déterminer
les coordonnées de A.
Déterminer I'’équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0
Tracer (D), (T) et (C) ainsi que la tangente a (C) en A
Calculer I'aire A(A) en cm2 du domaine plan délimité par la courbe (C), la droite (D)
et les droites d’équations x = 0 et x = A ou A est un réel strictement positif. Calculer
la limite de A(A4) lorsque A tend vers +oo

PARTIE C

© N

ex

1. Démontrer que, sur R, I'équation f(x) = 0 équivaut a I'équation prowiaks
2. On appelle h la fonction définie sur l'intervalle [0 ; 1] par : h(x) = eil-

a. Etudier les variations de h.
b. En déduire que, pour tout réel x de [0 ; 1], h(x) appartient a [0 ; 1].
3. Calculer h" (x) pour tout réel x de l'intervalle [0 ; 1] ; étudier le sens de variation de
h' et en déduire que, pour toutréel x de [0; 1], 0 < h'(x) < i
Uy =0
Uns1 = h(Un)
a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, U,, appartient a l'intervalle [0 ; 1].
b. Démontrer que, pour tout entier naturel n, | U,,,; — a| < il U, — af

4. On définit la suite (U,,) pour tout entier naturel n par : {

n
c. En déduire que, pour tout entier naturel n, | U, — a| < G) puis que la suite (U,,)

converge vers «a
d. Déterminer un entier p tel que U, soit une valeur approchée a 107° prés de a
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Fonctions exponentielles et circulaire
Calcul d’aire et suites numérigues

PROBLEME 24

PARTIEA

On considere la fonction numérique f , de la variable réelle x, définie sur R par :
f(x) =e *sinx

On appelle ((;’f) la courbe d’équation y = f(x) dans le plan rapporté a un repére

orthogonal(0; 7; 7). On prendra 2cm pour 1 unité sur 'axe des ordonnées, et 4cm pour
I'unité sur I'axe des abscisses.
1. Montrer que, pourtoutréel x: —e™* < f(x) <e™™*
En déduire xl_i)rwa(x) et I'existence d’'une asymptote pour la courbe (C’f) :

2. Montrer que la fonction dérivée f’ de f vérifie : f'(x) = V2e > cos (x + %) pour x
élément de R
3. On étudie la fonction f sur I'intervalle [— %; n]. En déduire le tableau de variation de

la fonction f sur l'intervalle [— %; n]

4. Représenter la fonction f sur l'intervalle [— g; n], ainsi que les courbes (C;) et(C,)
d’équationsy = —e ¥ ety =e™*
5. Déterminer algébriquement sur R, puis sur

communs a:
a. (¢y) et l'axe des abscisses.

b. (¢f) et (C,)

c. (¢r)et(Cy)
6. Déterminer un réel a tel que, pour x > a,0n ait |f(x)| < 1072,

 —

Vs , .
-3 n], les coordonnées des points

PARTIE B
Le but de cette partie est de déterminer une primitive F de la fonction f sur R.
1. En calculant les dérivées successives de la fonction f jusqu’a I'ordre 4, trouver une
relation entre la fonction f et sa dérivée d’ordre 4 notée f®.

2. En déduire qu’on peut choisir F(x) = —%f@)(x)

3. Onposel = [ e *sinxdx. Montrer que | = et
PARTIE C
Pour tout entier naturel n, on pose I,, = fz(rzlzﬂ)nf(x)dx

1. Vérifier que lo = | et interpréter lo comme I'aire d’'un domaine plan. Hachurer ce
domaine.

—2nm
2. Montrer que, pour tout naturel n, I,, = QT( e ™+ 1)

Prouver que la suite (I,,),cy €St une suite géométrique. Calculer sa raison.
Prouver que la suite (I,,),,cy CONverge et préciser sa limite.

W
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Fonctions exponentielles
Etude d’'une suite récurrente

PROBLEME 25
PARTIE A

Soit la fonction g, définie sur R, qui, a tout x, associe : g(x) = (x — 1)e* + x2
1. Etudier les variations de g sur R
2. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution « et une seule sur l'intervalle
[0; +oo[ et que a est dans l'intervalle I = E 1]

3. Déterminer le signe de g(x) sur [0; +oo[

PARTIE B
Soit la fonction f définie sur [0; +oo[ par :
f(x) - e’f+x
1. Montrer que les équations f(x) = x et g(x) = 0 sont équivalentes sur [0; +oo], et

que, par suite, I'équation f(x) = x admet a pour solution unique sur |
2.

a. Calculer la dérivée de f et en déduire le sens de variation de f sur [0; +oo[

b. Déterminer la limite de f en +co.

c. Dresser le tableau de variation de f

d. Construire la courbe représentative (C) de f sur [0; +oo[ dans un repére
orthonormal (0; 7,7) (unité 4cm). On indiguera en particulier les tangentes a (C)
aux points d'abscisse 0 et 1.

PARTIE C
1. Montrer que, pour tout x appartenant a I, f(x) appartient a .

1
U, =-
17

Uy =fWU,) , Yn>1
a. Montrer que, pour toutn € N*, U, € ]

b. Montrer que, pour tout x € I, |f'(x)| S%

c. En appliguant le théoreme de l'inégalité de la moyenne, démontrer que :
pour toutn > 1,|U,, — a| < %IU,,L_1 — al

d. En déduire, par un raisonnement par récurrence, que :
pour toutn € N*, |U, — a| < G)n

e. En déduire que (U,) converge vers a.
A priori, combien suffit-il de calculer de termes de la suite pour obtenir une valeur
approchée de « a 107 pres ?

2. Soit la suite (U,),cn+ définie par : {

—
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Fonction logarithme népérien
Calcul intégral et suites numérigues associées

PROBLEME 26

PARTIE A
On considére la fonction numérique g définie sur ]0; +oo[ par :
gx)=x2—-2Inx
1. Etudier le sens de variation de g.
2. En déduire le signe de g(x) sur]0; +oo.

PARTIE B
On considére la fonction numérique f définie sur ]0; +oo[ par :
( ) _ £+ 1+lnx
f X _-2 X

On appelle (€) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (0; 7,7)(unité
graphique 2 cm).
1. Deéterminer la limite de f en 0. Interpréter graphiquement le résultat.
2.
a. Déterminer la limite de f en +oo.

b. Montrer que la droite (A) d'équation y = g est asymptote a la courbe (C)

c. Déterminer la position de (C) par rapport a (A) sur ]0; +oo[

Montrer, en particulier, que (A) coupe (C) en un point A que I'on déterminera.
Etudier le sens de variation de f et dresser le tableau de variation de f
Montrer qu'il existe un point B, et un seul, de la courbe (C) ou la tangente (T) a (C)
est paralléle a (A). Préciser les coordonnées de B.
5. Montrer que I'équation f(x) = 0 a une solution unique «a

Justifier 'encadrement : 0,34 < a < 0,35
6. Tracer la courbe (¢) et les droites (A) et (T).

hw

PARTIE C
On considére la suite numérique (x,,) définie par :

n-2
X, = e 2z pour tout nombre entier naturel n
1.

a. Montrer que (x,,) est une suite géométrique dont on déterminera le premier terme
et la raison.
b. Montrer que (x,) est une suite croissante.

2. Pour tout entier naturel n, on pose : a,, = 4fxx““ (f(x) — g) dx
n
a. Donner une interprétation géométrique de a,,
2n+1 .
b. Montrer que a,, = —,— pour tout nombre entier naturel n.
En déduire que (a,) est une suite arithmétique.
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Fonction logarithme népérien — Suites de fonctions
Calcul d’aire - Calcul intégral et suites associées

PROBLEME 27

Pour tout entier n strictement positif on considére la fonction f,, définie sur ]0; +oo[ par :
f (x) _ (Inx)"
- (x) =

x2

On note (C,,) la courbe représentative de f, dans un repeére (0; t,j) orthogonal (unités
graphiques 2 cm sur I'axe des abscisses, 10 cm sur I'axe des ordonnées)

PARTIE A
1. Déterminer limof1 (x) et HT fi(x)
X = X — (0e)
Que peut-on en déduire pour (Cy) ?
2. Etudier le sens de variation de f; et donner le tableau des variations de f;
3. Déterminer une équation de la tangente en x, = 1, a la courbe (C,)
4. Déterminer lirnof2 (x) et 1ir5r1 fo(x)
X > X - (00]
Que peut-on en déduire pour (C,) ?
5. Calculer f,'(x) et donner le tableau des variations de f,

PARTIE B
1. Etudier le signe de f;(x) — £, (x) ; en déduire la position relative de (C,) et (C,)
2. Tracer (C,) et (C,)

PARTIE C
n étant un entier naturel non nul, on pose : I, = fle fr (x)dx

1. On pose F(x) = 1+inx - Calculer F'(x) , en déduire I,
2. En utilisant une intégration par parties montrer que :

1
L1 = 3 + (n+ DI,

3. Calculer I, puis l'aire en cm? du domaine compris entre les courbes (G;) et (C,) et les
droites d'équations x = letx =e

PARTIE D
1. En utilisant la question 2. de la partie C, montrer par récurrence que, pour tout

n entier naturel non nul :

h=1-2(14+ T4+t o)

e
2. En utilisant un encadrement de In x sur [1; e], montrer que, pour tout n entier naturel

nonnul:0<1,<1
Z : . 1 1 1
3. En déeduire lim (1+—+—+---+—)
1! 2! n!

n - +oo
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Equations différentielles
Fonctions exponentielles et Calcul d’aires

PROBLEME 28
PARTIE A
Soit 'équation différentielle (E):y" +y =x—1
1. A l'aide d'une intégration par parties, calculer flx(t — 1Detdt
2. Soit z une fonction dérivable sur 'ensemble R des nombres réels.
Onpose : f(x) = z(x)e™
a. Montrer que la fonction f est solution de (E) si, et seulement si, pour tout x de R,
2'(x) = (x = e
b. A l'aide de la premiére question, déterminer toutes les fonctions z vérifiant, pour
tout x de R, z'(x) = (x — 1)e*

a. Déduire de la question précédente les solutions de (E)
b. Déterminer la solution de (E) pour laquelle I'image de 1 est O.

PARTIE B

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) =x — 2 + el

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (0; 7,7) (unité graphique : 2 cm).
On désigne par (C;) la courbe représentative de f

1.
a. Etudier le sens de variation de f
b. Préciser xlirgwf(x) et xlirilwf(x) puis dresser le tableau de variation de f
2.
a. Montrer que la droite (D) , d’équation y = x — 2, est asymptote a la courbe ((;’f)
b. Préciser la position de (C;) par rapport & (D)
3. Tracer (D) et (¢y)

PARTIE C
Soit x, un nombre réel strictement positif.

1. On considere le domaine limité par la courbe (C’f), son asymptote (D) et les droites
d’équations x = 0 et x = x,
Exprimer, a l'aide de x,, I'aire S; en unité d’aire de ce domaine.
2. On considere la fonction g, définie sur R par : g(x) = e'™
a. Etudier les variations de g et tracer sa courbe représentative (C,) dans un autre
repére orthonormal (0; 7,j) (unité graphique : 2 cm)
b. Donner une interprétation, en termes d’aire, de I'intégrale ayant servi au calcul de
S, & l'aide de la courbe (¢,).
3. Aest le point de coordonnées (x,; 0). B est le point de la courbe (Cg) d’abscisse x,, .
Soit(T) la tangente a la courbe ((;’g) au point d’abscisse x,, . C est le point

d’intersection de (T) et de I'axe des abscisses.
Déterminer les coordonnées de C.
4. Calculer (en unités d’aire) l'aire S, du triangle ABC. Vérifier que S, + 2S5, =e
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Fonction logarithme népérien - Fonctions exponentie lles
Equations différentielles - Primitive et calcul d’aires

PROBLEME 29

PARTIE A
1. On définit la fonction g sur l'intervalle ]1; +oo[ par :
gx)=2x—(x—-—1)In(x—-1)
a. Calculer ,}iinlg(x) (On admet le résultat suivant : )}iLnOX InX = 0)

b. Calculer g'(x) pour x appartenant a l'intervalle ]1; +oo[

c. Résoudre l'inéquation 1 — In(x — 1) > 0 d’'inconnue x appartenant a I'intervalle
11; +oof

d. Etudier le sens de variation de g sur l'intervalle ]1; +oo[

e. Montrer que I'équation g(x) = 0 a une solution unique, notée a dans l'intervalle
[e + 1; e3 + 1], et étudier le signe de g(x) sur chacun des intervalles ]1; af et
la; +oo[

2. Soit ¢ la fonction définie sur I'intervalle ]1; +oo[ par: ¢(x) =
a. Déterminer lirnl<p(x) et prouver que 1ir5r1 px) =0
X > X — oo

In(x2-1)

b. Calculer ¢’(x) et montrer que ¢'(x) est du signe de g(x?) sur l'intervalle ]1; +oo[
c. Montrer que ¢ est croissante sur l'intervalle |1; Va[ et décroissante sur l'intervalle

Va; +oo]

PARTIE B
2X _
Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par: f(x) = m(ee—xl)
1. Vérifier que, pour tout x appartenant a I'intervalle]0; +oo[, ona: f(x) = ¢(e*)
2. En déduire :
a. limof(x) et lirf f(x)
X = X [ee]
b. le sens de variation de f sur l'intervalle ]0; +oo[ et que f admet un maximum en

In(va)
2Va

3. Montrer que, pour tout x de l'intervalle 10; +oo[, f(x) < —

4. Représenter graphiquement la courbe (C’f) de f dans un repére orthogonal, d’unités
5 cm en abscisse et 10 cm en ordonnée. On prendra 10 comme valeur approchée
de a. On précisera les coordonnées du point d'intersection de (C;) avec I'axe des

abscisses.
PARTIE C

1. Vérifier que f est solution de I'équation différentielle : y' +y =

e* e*

2. Onpose : h(x) = — ;x>0
e*-1 e*+1
a. Trouver une primitive H de h sur l'intervalle ]0; +oo
b. En déduire les primitives F de f sur l'intervalle ]0; +oo[
3. Calculer I'aire en unité d’aire du domaine délimité par (C;), 'axe des abscisses et les

droites d’équations x = In(v2) et x = In(Va)

X X

e

eX—1 eX+1




Fonction logarithme népérien
Etude d’'une suite récurrente

PROBLEME 30

PARTIE A
Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par: g(x) = xInx — x + 1 et (C) sa représentation
graphique dans le repere (0; 1,7) d'unité 2cm
1. Etudiez les limites de g en 0 et en +o
2. Etudiez les variations de g. En déduire le signe de g(x) en fonction de x. On note
(¢ la représentation graphique de la fonction x — In x dans le repere (0; 1,))
3. Montrez que (C) et (€") ont deux points communs d'abscisses respectives 1 et e et
que, pour tout x élément de [1;e],ona: xInx —x + 1 < Inx. (On ne demande pas
de représenter (C) et (C")

a. Calculer, a l'aide d'une intégration par parties, l'intégrale : | = ff(x —1)Inxdx

b. Soit A le domaine plan définipar: A={M(x,y);1<x<eetg(x) <y <Inx}
Déterminer, en cm?, l'aire de A.

PARTIE B
Soit f la fonction définie sur ]1; +oo[ par : f(x) = ilnx
1. Etudiez les limites de f en +oo0 et en 1 (pour I'étude de la limite en 1, on pourra
utiliser un taux d'accroissement).
2. Déterminer le tableau de variation de f(on pourra remarquer que f'(x) s'écrit facilement en
fonction de g(x)).
3. Tracer la courbe représentative de fdans le repére (0; 7,7) (Unité graphique 2 cm)

PARTIE C
1. Montrer que I'équation f(x) = % admet une unique solution notée a et que
35<a<36
2. Soit h la fonction définie sur ]1; +oo[ par: h(x) = lnx + %x +%
a. Montrer que «a est solution de I'équation h(x) = x

b. Etudier le sens de variation de h
c. Onpose I = [3;4]. Montrer que pour tout x élément de I on a h(x) appartient a I

et |h'(x)| <2
3. On définit la suite (U,) par: U, = 3 et pourtoutn >0, U,,; = h(U,)
Justifier successivement les trois propriétés suivantes :
a. Pour tout entier naturel n, |U,,,; — a| < 2 |U, — a|

n
b. Pour tout entier naturel n, |U,, — a| < (g)

c. Lasuite (U,)) converge vers a.
4. Donner un entier naturel p, tel que des majorations précédentes on puisse déduire
que U, est une valeur approchée de @ & 1073 prés.
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Fonctions logarithme népérien-Fonctions rationnelle S
Calcul intégral et Calcul d’aires

PROBLEME 31
Les tracés de courbes seront faits dans un plan rapporté a un repere orthonormal (0; 7, ))
(unité : 2 cm).

PARTIE A
Soit f et g les fonctions définies sur [0; +oof par: f(x) =In(x + 1) et g(x) = x%
On notera (C) la représentation graphique de f et (I') celle de g.
1. Dresser le tableau de variations de chacune des fonctions f et g
2. Soit h la fonction définie sur [0; +oo[ par : h(x) = f(x) — g(x)
a. Etudier le sens de variation de h sur [0; 4+oo[
b. Calculer h(0). (L'étude de la limite de h en 4+ n'est pas demandée.)
c. En déduire que pour tout réel x positif ou nul,
(1) == <In(x +1)
d. Interpréter graphiquement ce résultat
3. Construire dans le méme repére les courbes (C) et (I'), et montrer qu'elles
admettent en O une méme tangente (D) que l'on tracera.

PARTIE B
1. Etudier le sens de variation de ¢ définie sur [0; +oo[ par :
px)=In(x+1) —x
2. Etudier la limite de ¢ en +oo et donner la valeur de ¢ en 0.
En déduire que pour tout réel x positif ou nul :
(2) In(x+1) <x
3. Alaide d'une intégration par parties, calculer : [ = fol In(x + 1) dx

e 1
(On remarquera éventuellement que : — =1 — —)
x+1 x+1

4. En déduire le calcul de J = fol(x —In(x + 1))dx puis de
K= fol (Z—x —In(x + 1)) dx

x+2

;g 2 4
(Pour le calcul de K on pourra vérifier que : — = 2 — —)
x+2 x+2

5. Interprétez géométriguement les valeurs des intégrales J et Ken utilisant les
courbes (C), (I') et la droite (D) obtenues dans la partie A.

PARTIE C
1. Soit u la fonction définie sur [0; 1] de la facon suivante :

u(0)=1etsix #0, ulx) = In(1+2)
Démontrer que la fonction u est continue sur [0; 1].
2. Onpose: L = folu(x)dx
En utilisant les inégalités (1) et (2) obtenues dans les parties A et B, montrer que :
i =dx<L<1
En déduire un encadrement de L.
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Fonction logarithme népérien — Fonction irrationnel le
Transformation du plan et Courbe image - Calcul intégral et calcul d'aires

PROBLEME 32
Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (0; 7, 7). Toutes les courbes
demandées seront représentées sur un méme graphique (unité graphique : 2 cm).

PARTIE A
On définit la fonction f sur ]0; +oo[ par: f(x) = ln(\/l + x — 1)
1. Calculer les limites de f en O et en +oo.
2. Etudier les variations de f sur ]0; +oo[
3. Soit (€) la courbe représentative de (€) dans (0; 7,)) et
A le point de (€) d'abscisse 3. Calculer I'ordonnée de A.

Soit B le point de (C) d’abscissez; P le projeté orthogonal de B sur I'axe (0; ©) et H
le projeté orthogonal de B sur I'axe (0; J).

Déterminer les valeurs exactes des coordonnées des points B, P et H.
Placer les points A, B, P et H dans le repére (0; T,)) et représenter la courbe (C)

PARTIE B
Soit r la rotation de centre O et d’angle g - A tout point M du plan d’affixe z, la rotation r

associe le point M’ d'affixe z’
1.
a. Donner z' en fonction de z
b. Onnote z=x+iyetz' =x"+1iy’ (x,y,x',y" réels). Exprimer x'et y'en fonction
de x et y, puis exprimer x et y en fonction de x'et y’
c. Déterminer les coordonnées des points A’, B’ et P’ images respectives des
points A, B et P par la rotation r
2. On appelle g la fonction définie sur R par : g(x) = e~?* + 2e* et (I') sa courbe
représentative dans le repére (0; 1,7))
a. Montrer que lorsqu'un point M appartient a (C) , son image M’ par r appartient
a)
On admet que lorsque le point M décrit (€), le point M’ décrit (T')
b. Tracer sur le graphique précédent les points A’, B' et P’ et la courbe (I') (I'étude
des variations de g n'est pas demandée).

PARTIE C
On rappelle que Iimage d'un domaine plan par une rotation est un domaine plan de méme
aire.

1. Calculer I’intégralef;nzg(x)dx. Interpréter graphiquement cette intégrale.

2.
a. Déterminer, en unités d'aire, l'aire A du domaine plan D limité par les
segments [A0], [OH] et [HB] et I'arc de courbe (€) d'extrémités B et A.

b. Onpose I = [5 In(vT+x — 1)dx. Trouver une relation entre A et I puis en
4

déduire la valeur exacte de I'intégrale I.
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Fonctions exponentielles
Etudes d’une suite récurrente

PROBLEME 33
PARTIE A
On consideére la fonction h définie sur [0; +oo[ par : h(x) = xe* — 2e* + 2

1. Déterminer les variations de h (on précisera h(0) mais la limite en 4+ n’est pas
demandée).
2. Calculer h G) En déduire gqu'il existe un unique réel a appartenant a l'intervalle
I = E;Z] tel que h(a) =0
3. Etudier le signe de h(x) sur [0; +oof
PARTIE B

Soit la fonction numérique f définie sur ]0; +oo[ par : f(x) =

e¥—1

x2

1. Calculer les limites de f aux bornes de I'intervalle ]0; +oo[

2. Montrer que, pour tout nombre x strictement positif : f'(x) = xex-x#
En déduire le sens de variation de fet dresser son tableau de variations.

3. Montrer que f(a) = a(;z) et en déduire le signe de f(a)

4. Représenter I'allure de la courbe (C) de f dans un repére orthonormal (0; 1,))
d’'unité graphique 1cm. On prendra a = 1,62; f(a) = 1,62 et on placera les points de
(€¢) d'abscisses respectives 2 et 3

PARTIE C
1. Démontrer que sur [0; +oo[, 'équation h(x) = 0 équivauta 2(1 —e™) = x
2. Soit la fonction g définie sur I = E 2] par: g(x) =2(1—e™)
Montrer que, pour tout x de l'intervalle I, |g'(x)] < %
3. Soit la suite (x,,),,»o définie par :

3
Xg = E
Xn+1 = g(xn)
On admet que, pour tout entier n, x,, appartient a I
a. Démontrer que, pour tout entier n :
s = al <3l —al et ln, —al < 5

b. En déduire que la suite (x,) converge vers .
c. Déterminer un entier p tel que x, soit une valeur approchée a 1073 prés du

nombre réel a.
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Fonctions exponentielles
Calcul d’aires et Etude d’'une suite récurrente

PROBLEME 34
Le plan P est rapporté a un repére orthonormal direct (0; 7,7) (Unités graphiques : 2 cm)

PARTIE A

On considére la fonction fdéfinie sur R par: f(x) = (x + 3)e"§

1. Déterminer les limites de f en —oo puis en 4o

2. Etudier les variations de f sur R et dresser son tableau de variations.
3. Construire la courbe (I') représentative de f dans le repére (0; 7,7)
4

X
. Al'aide d'une intégration par parties, calculer I = f_03xe"5dx et en déduire l'aire, en

unités d'aire, du domaine définie par les couples (x,y) telsque 0 <y < f(x) et
-3<x=<0

a. Démontrer que I'équation f(x) = 3 admet deux solutions dans R. Soit a la
solution non nulle, montrer que : =2 < a < —%

b. Plus généralement, déterminer graphiqguement, suivant les valeurs du nombre
réel m, le nombre de solutions de I'équation f(x) = m
PARTIE B

On considere la fonction g définie sur R par g(x) = 3 (eE - 1)
1. Démontrer que f(x) = 3 si et seulement si g(x) = x
2. Soit g' et g"' les dérivées premiere et seconde de la fonction g
a. Calculer, pour tout réel x,g'(x) et g" (x). Justifier que g'(a) = ats

2
b. Etudier le sens de variation de g’, puis celui de g.
3. On se place désormais dans l'intervalle I = [-2; «]
Montrer que, pour tout x appartenant a [
a. g(x) appartient a I
b. % < g'(x) Sz
c. En déduire, a l'aide d'une intégration, que pour tout x de l'intervalle I, on a :

055 (@05 gla) - g < (@)

4. On considére la suite (U,,) définie sur N par: Uy, = -2 et U, = g(U,,)
a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier n, U, appartient a l'intervalle I.
Justifier que, pour tout entier n,

0< a—U, s%(a —U,) puisque 0 < a—U, < G)n
b. En déduire que la suite (U,) est convergente et donner sa limite.
c. Déterminer le plus petit entier p tel que : G)p <1072

Que représente U, pour le réel a
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Fonction logarithme népérien - Fonctions exponentie lles
Calcul intégral et suites numériques associées

PROBLEME 35
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (0; 7,7) (unité graphique 3 cm).
PARTIE A
On considére la fonction f définie sur l'intervalle [0; +oo[ par :
f(x) =In(e* +e™™)
On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan.
1.
a. Déterminer la limite de f en +o
b. Montrer que, pour tout x appartenant a I'intervalle [0; +oo[ on a:
f(x) =x+In(1+e %)
c. En déduire que la courbe (¢) admet comme asymptote la droite (D) d’équation
y=x
d. Etudier la position relative de (€) et (D)
2. Etudier le sens de variation de fet dresser son tableau de variations.
3. Tracer la droite (D) et la courbe (C)

PARTIE B
Pour tout x appartenant a l'intervalle [0; 4+oo[ on pose : F(x) = fox In(1+ e %) dt
On ne cherchera pas a calculer F(x)
1. Soit x un réel strictement positif. En utilisant la question 1 de la partie A, donner une
interprétation géométrique de F(x)
2. Etudier le sens de variation de F sur l'intervalle [0; +oo[
3. Soit a un réel strictement positif.
a. Montrer que, pour tout t appartenant a I'intervalle [1;1 + a], on a:

———-<: <1
a+1 t

b. En appliguant le théoreme des inégalités des accroissements finis a la fonction
logarithme, établir que ﬁ <Iln(a+1)<a
4. Soit x un réel strictement positif. Déduire de la question 3 :
[ —dt<F(x) < f e 2tdt pUIS

0 1+e2t
Ean — Eln(l +e )< F(x) < E - Ee‘zx

5. On admet que la limite de F(x), lorsque x tend vers +oo existe et est un nombre réel
noté ¢

Etablir que §1n2 <?< %

6. Pour tout entier naturel n, on pose : U,, = f In(1+e7?t)dt

a. Montrer que, pour tout entier natureln,ona: 0 < U, <In(1 + e™2")
(On pourra utiliser le sens de variations de la fonction h, définie sur [0; +oo[
par :h(t) = In(1 + e™2Y))

b. Déterminer la limite de la suite (U,,)

7. Pour tout entier natureln, on pose S,, = U, + U; + -+ U,

a. Exprimer S,, a l'aide de F et n.

b. La suite (S,) est-elle convergente ? Dans I'affirmative, donner un encadrement
de sa limite.

n+1
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Fonction logarithme népérien - Fonctions exponentie lles
Calcul intégral et Calcul d’aires

PROBLEME 36
PARTIE A

Soit la fonction g définie sur |—1; +oo[ par: g(t) = In(1 +t) — %

On appelle (€) la courbe représentative de g dans un repére orthonormé (0; 7,j)
(unité 2 cm).
1. Etudier le sens de variations de g
2. Déterminer les limites de g en +o eten —1
3. Montrer qu'il existe un réel a et un seul dans l'intervalle [1; +oo[
telque : g(a) =0
Donner un encadrement d’amplitude 107! de a
4. Tracer la tangente a (C) en l'origine O du repeére, puis la courbe (C)
5.

a. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout réel t appartenant a |—1. +oo],
t b

a
1+t 1+t
b. Calculer I'intégral foxg(t)dt ou t appartient a |—1. 4o

(au cours du calcul, utiliser une intégration par parties).

c. Montrer que I'aire, exprimée en cm?, du domaine compris entre la courbe (),

I'axe des abscisses et les droites d’équation t = 0 et t = a est égale a 4“;:3)

d. En utilisant 3. donner un encadrement de cette aire.

PARTIE B
Soit la fonction f définie sur par : f(x) = e *In(1 + e?¥)
1. Montrer que f est dérivable sur R. Calculer f'(x) et comparer les signes
de f'(x) et g(e?*)
Préciser, en fonction de a, la valeur de x pour laquelle f'(x) =0
Déterminer la limite de f en —oo (on pourra poser t = e?*).
3. Déterminer la limite de f en 4o
(On pourra utiliser I'égalité 1 + e?* = e2*(1 + e~ %))
4. Dresser le tableau de variations de f

N

H z . 2
5. Montrer que le maximum de fest égal a £

6. Donner une valeur approché de ce maximum en utilisant la valeur approchée par
exces de a trouvée en partie A 3.

7. Tracer la courbe représentative (I') de f dans un autre repére (0; 7,7)
(Unités : 2 cm sur I'axe des abscisses et 10 cm sur I'axe des ordonnées).
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Fonction logarithme népérien
Fonctions exponentielles et Etude d’'une suite récurrente

PROBLEME 37

PARTIE A
Le but de cette partie est d’étudier la fonction f définie sur [0; +oo[ par :
f) =T six>0et f(0) =0
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.
2. Soit la fonction g définie sur ]0; +oo[ par: g(x) =Inx+x+1
a. Etudier les variations de g
b. Etablir que I'équation g(x) = 0 admet une solution B et une seule, et que
0,27 < B <0,28.
(On ne demande pas de construire la courbe représentative de g)
3. Pourx > 0, exprimer f'(x) a l'aide de g(x). En déduire les variations de f. On
montrera que f(B) = —f
4. Déterminer la limite de f en+oo, puis la limite de In x — f(x) lorsque x tend vers+oo.
Interpréter graphiqguement ce dernier résultat
5. Construire les courbes représentatives (C) de fet (I') de x — Inx dans le plan
rapporté a un repére orthonormal (0; 7,7) [unité graphique 4 cm].
PARTIE B

On se propose d’étudier I'équation f(x) =1

1
Soit h la fonction définie sur ]0; +oo[ par : h(x) = e.ex

1.

PN

Montrer que I'équation f(x) = 1 admet une solution « et une seule, et que
355a<37

Placer le point de (¢) d’abscisse a

Prouver que I'équation f(x) = 1 équivaut a I'équation h(x) = x

Etudier la monotonie de h

Prouver que pour tout élément x de [3,5; 3,7],

a. h(x) appartient aussi a [3,5;3,7]

b. [R'(x)| < [(35)| <+

c. |h(x)—al <:|x—al

Soit (U,) la suite d’éléments de [3,5; 3,7], définie par la relation de récurrence :
U,., = h(U,) et la condition initiale U, = 3,5

a. Montrer que pour tout entiern > 0, |U,,;; — a| < §|Un —af

1

n
En déduire que pour tout entiern > 0, |U,, — a| < é (5)

Montrer que la suite (U,) converge et préciser sa limite
Déterminer un entier p tel que U, soit une valeur approchée a 1072 prés du

nombre réel a.

oo o
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Fonctions exponentielles
Calcul d’aires et Etude d’une suite récurrente

PROBLEME 38
On considére la fonction fdéfinie sur R par: f(x) = 3;:

On note (') sa représentation graphique dans un repére orthonormal (0; 7,j) unité
graphique 2 cm.
PARTIE A
1.
a. Montrer que pour tout réel x, f(—x) + f(x) = 2
En déduire que (T') posséde un centre de symétrie, qu’on désignera par A et dont
on précisera les coordonnées.
b. Déterminer la limite de f en —co
Déterminer la limite de f en +co. (On pourra par exemple utiliser 1.a. ou
poser X = e*)
En déduire que (T') posséde deux asymptotes dont on précisera les équations.
c. Calculer f'(x) et en déduire les variations de la fonction f

a. Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe (T') au point d’abscisse 0.
b. On considere la fonction ¢ définie sur R par: ¢(x) = f(x) — (x + 1)

X_1\2 ) .
Montrer que, pour tout réel x, ¢'(x) = — (Zmi) - En déduire le sens de variation

de la fonction ¢ puis son signe (on précisera ¢(0)).
c. Déduire de ce qui précéede la position de la courbe (I') par rapport a la droite (T)
3. Tracer dans le repére (0; 1,7), la droite (T) ainsi que la courbe (I') et ses
asymptotes.
PARTIE B
1.
a. Montrer que f(x) = x si et seulement si p(x) = —
b. En déduire, en utilisant les résultats de A 2. que la droite (D) d’équation y = x
coupe la courbe (T') en un seul point dont I'abscisse a est comprise entre 2 et 3.

a. Montrer que pour tout réel x, f(x) = —1 + =

En déduire une primitive Fde f sur R
b. Exprimer, en fonction de «, I'aire du domaine limité par la courbe (T), la droite (D)
et les droites d’équationsx =0 etx =«
PARTIE C : Dans cette partie on désigne par I l'intervalle [2; 3]
1.

a. Montrer que pour tout réel x, f'(x) = 4 ( ex1+1 - (exil)Z)

b. En déduire que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle I, |f'(x)| < %

eX 1

c. En déduire que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle I, |f(x) — a| < - Ix —af
Uy, =3
Uns1 = f(Uy) pourn €N
a. Montrer que, pour tout entier naturel n, |U,, — a| < zin |3 — «af
b. Déterminer un entier naturel p tel que U, soit une valeur approchée de a & 1073
pres.

2. On définit la suite (U,) d’éléments de I'intervalle I par : {
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Fonction logarithme népérien
Calcul d’aires et encadrement

PROBLEME 39
Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0; +oo[ par :
f(0) = % et f(x) =2xInx — xz_z —-x+ % (In désigne le logarithme népérien)
PARTIE A
Soit g la fonction définie sur l'intervalle ]10; +oof par: g(x) = 2Inx —x + 1
1. Déterminer les limites en 0 et en +o de g
Etudier les variations de g
2. Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet sur l'intervalle ]0; +oo[ deux
solutions 1 et a.
En déduire le signe de g sur l'intervalle ]0; +oo[
3. Vérifierque: 3,55 a <4
PARTIE B
1. Soit f' la fonction dérivée de f. Vérifier que f'(x) = g(x) (pour x > 0)
Etudier le sens de variations de f sur ]0; +oo[
2.
a. Déterminer la limite de f en 4o puis dresser son tableau de variations
b. Montrer que f est continue en zéro.

. —-f(0 , .
c. Calculer la limite de w lorsque x tend vers zéro par valeurs strictement
positives. Que peut-on en conclure ?

a. Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet sur l'intervalle ]0; +o[ deux solutions
letp
b. Justifier les inégalités: 5< B <6
4. Latangente (D) a la courbe (C) représentative de f au point d’abscisse 5 a pour
équation y = h(x)
a. Calculer h(x) et étudier les variations de la fonction A définie sur [5; +oo[ par
A(x) = f(x) — h(x)
En déduire que pour tout x > 5,0na: f(x) < h(x)
b. Soit A I'abscisse du point d’intersection de (D) et de I'axe (0Ox). Calculer A et
prouver que f < 4
5. Rassembler dans un tableau les résultats obtenus sur f . Tracer la droite (D) et la
courbe (C) représentative de fdans un repére orthonormal (0; 7,j) d'unité 2
centimeétres.
PARTIE C
1

Soit F la fonction définie sur l'intervalle ]0; +oo[ par: F(x) = x*Inx — % —x*+ %x -3
1. Vérifier que F est sur l'intervalle ]0; +oo[ la primitive de f qui s’annule au point 1.
2. Onpose A = fff(t)dt
a. Montrer que : F(5) < F(B) (1)
b. Montrer que : A < F(5) + f_f h(t)dt
Prouver que : f; h(t)dt >0
En déduire Inégalité : A < F(5) + [; h()dt  (2)
3. Donner un encadrement de A a 1072 prés.
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Fonctions exponentielles
Calcul d’aires et Etude d’une suite récurrente

PROBLEME 40
PARTIE A

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = e* — 2¢2
On désigne par (C) sa courbe représentative dans un plan rapporté a un repere
orthonormal (0; 7,7) d’unité 2 centimetres.
1. Calculer f'(x) pour tout réel x et étudier les variations de f.
2. Préciser les coordonnées du point d’intersection de (C) avec I'axe des abscisses
3. Construire (T) et (C)
4. Soit A un réel strictement inférieur a 0. On désigne par D le domaine plan constitué
des points dont les coordonnées (x, y) vérifient :
A<x<0
{f(x) <y<0
a. Calculer l'aire A(1)en cm? du domaine D. En déduire Alimwﬂ()l)

b. Calculer le volume V(A1) en unité de volume du solide de révolution engendré par
rotation de D autour de I'axe des abscisses. En déduire Alim V(1)

PARTIE B
1. Montrer que I'équation f'(x) = 1 admet une unique solution g = Zln(

Calculer f(B)
2. Soit g la fonction définie sur R par: g(x) = f(x) — x
a. Déterminer le signe de g(B) et montrer que g est strictement monotone sur
chacun des deux intervalles |—oo; B[ et ]5; +oo[
b. En déduire que I'équation f(x) = x admet exactement deux solutions a et b avec
a<0<pB<b
3. Calculer f""(x) pour tout réel x et étudier les variations de f'

4. Montrer que pour tout réel x, f'(x) = —i

En déduire que pour tout x € |—o0; 0], —i <f'(x)<0
5. Soit (x,) la suite définie pour tout entier naturel n par : x, = B et la relation de
récurrence x,,, = f(x,)
a. Montrer que pour tout x € |—o0; 0], f(x) € |—;0].
En déduirequen > 1,x, <0
b. Montrer que pour tout entiern > 1, [x,,,; —a| < %Ixn —a
En déduire que pour tout entier n > 1,

1\ 1 Vi-1 /1\*1
—_ < - — < _ =
lxn —al < (4) X —al < 2 (4)

c. Montrer que la suite (x,) converge vers a

1+\/§)

2
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Fonction logarithme népérien
Etude d’'une suite récurrente

PROBLEME 41
PARTIE A
Dans cette partie le plan est rapporté a un repére orthonormal (0; 7,7) d’unité
graphique : 2 cm.
Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par :
F(x) =xln(xxi) +§+%pourx > 0 et £(0) =§
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans ce repére
1. Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par: g(x) = In(x + 2) —Inx — ﬁ +i
a. Etudier le sens de variation de g
b. Déterminer lirP g(x)
X —>+00
c. En déduire le signe de g(x) pour tout x de ]0; +oof
d. Montrer que pour tout x de l'intervalle [2; 3], on a g(x) <§

2.
a. Déterminer la limite, quand x tend vers zéro par valeurs strictement positives, de
xIn (xxi) (on pourra poser X = %) et démontrer que f est continue en 0
b. La fonction f est-elle dérivable en 0 ? Donner une interprétation graphique de ce
résultat.
c. Etudier le sens de variation de f (on vérifiera que f'(x) = g(x))
3.
a. Démontrer que HT xIn (xxﬁ) = 2 (on pourra poser X = %)
X —>+00
b. En déduire liT f(x)
X —>+00
c. Montrer que la droite (A) d’équation y = §+ g est asymptote a (C) au voisinage
de +o

4. Tracer dans le repére (0; 1,7) la droite (A), la courbe (C) et la droite d’équation y = x
PARTIE B
Dans cette partie, on désigne par I l'intervalle [2; 3]

1.
a. Soit h la fonction définie sur I par h(x) = f(x) — x. Montrer que pour tout x de I,
h'(x) < 0 (on remarquera que h'(x) = g(x) — 1).
b. En déduire le sens de variation de h et montrer que I'équation h(x) = 0 admet
une unique solution dans I; on note «a cette solution.
2.

a. Montrer que pourtoutx del, 0 < f'(x) <§
b. En déduire que, pour tout x de I, |f(x) — a| < %Ix — «af

3. On définit la suite (U,),eny par: U, = 2 et pour tout nde N, U,,., = f(U,)
On admet que pour tout n de N, U,, appartient a l'intervalle I
a. Etablir pour tout n de N, les inégalités suivantes :

. 1 . 1\"
) s —al £5|U, —al i) U,-al=(3)

b. En déduire que la suite (U,) ey CONverge. Quelle est sa limite ?

c. Déterminer n, entier naturel tel que U, soit une valeur approchée de a a
1073 pres.
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Fonctions exponentielles — Fonction logarithme népé rien
Etude d’une suite récurrente

PROBLEME 42

Le plan est rapporté au repere orthonormal (0; 7,7) (unité graphique 2 cm).
Soit f la fonction définie sur R par: f(x) =e* 1 -1

PARTIE A
1. Etablir le tableau de variation de fet tracer sa courbe représentative (C) dans le
repere (0; 1,))
2.
a. Justifier que f est une bijection de R sur un intervalle | a préciser
b. Expliciter f~1(x) pour tout élément x de J
c. Sans étudier f~1, tracer la courbe (I') de f~! dans le méme repére que (C)
3. Onpose p(x) = f(x) —x
a. Déterminer la limite de ¢(x) lorsque x tend vers +oo
b. Dresser le tableau de variation de ¢ et démontrer que I'équation ¢ (x) = 0 admet
deux solutions qu’on notera a et b (a < b)
c. En déduire que I'équation f(x) = x admet comme seules solutions a et b et

établirque 2 < b <§
4. Calculer I'aire en cm2 du domaine plan limité par les courbes (C) et (I'), I'axe des

abscisses et les droites d’équations x = a et x = b. On donnera le résultat
uniquement en fonction de a et b

PARTIE B
Soit la fonction g définie sur I = [2; ;] par: g(x) =In(x+1)+1

1. Montrer que, sur I, I'équation f(x) = x équivaut a I'équation g(x) = x
2.
a. Démontrer que, pour tout élément x de I, g(x) appartient a I.

b. Montrer que pour tout élémentxde I :0 < g'(x) S§

c. En déduire que, pour tout élément xde I : |g(x) — b| < § |x — b

3. Soit (wp)ney la suite définie par : wy, = 2 et pour tout entier n = 0, wy 4 = g(wy,)
a. Etablir que pour tout n > 0, w,, appartient a /
b. Montrer que pour toutn = 0, lw,,.; — b| < §|Wn — b|
1

z . 1 n
c. Endéduire que |w, — b[ < - (5)

Montrer alors que la suite (w,,),cy €St convergente et préciser sa limite
e. Déterminer un entier g tel que w, soit une valeur approchée de b & 1072 pres

o
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Equations différentielles - Fonctions exponentielle S
Calcul d’aire et étude d’'une suite récurrente

PROBLEME 43
PARTIE A
On se propose de résoudre I'’équation différentielle

(E):y' =2y =—
1. Déterminer la solution de I'équation y' — 2y = 0 qui prend la valeur 1 en 0.
2. Soit f une fonction dérivable sur R, telle que f(0) = In 2, et soit g la fonction définie
par I'égalité : f(x) = e**g(x)
a. Calculer g(0)
. Calculer f'(x) en fonction de g'(x) et de g(x)
—2e72%

c. Montrer que f est solution de (E) si, et seulement si g’'(x) = peT:

d. En déduire I'expression de g(x), puis celle de f(x) de telle sorte que f soit
solution de (E)
PARTIE B
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = e** In(1 + e~ %)

1. Onpose : h(x) = In(1 + e~2¥) — = =

a. Etudier la limite de h en +oo

b. Etudier le sens de variation de h

c. En déduire le signe de h(x) pour tout x réel.

Calculer f'(x) et montrer que f'(x) est du signe de h(x)

3. Etudier la limite de f en +oo

Montrer que f(x) = e**[—2x + In(1 + e?*)]. En déduire la limite de f en —
Dresser le tableau de variations de f

Représenter graphiquement la courbe (C) de la fonction f dans un repére
orthonormé (0; 1,j) en prenant 5 cm pour unité.

(o

1+e72%

N

ok

PARTIE C

1 e .
1. Enremarquant que ——— = ——;

2x

déterminer sur R, une primitive de la fonction

X —
1+e72%

2. Calculer, a l'aide d’une intégration par parties, I'aire (en unité d’aire) de la portion de
plan comprise entre I'axe des abscisses, la courbe représentative (€C) de la fonction
f et les droites d’équations x = —letx =0

PARTIE D
On définie la suite (U,,) pour tout entier naturel n par: U, = 0 et U,,,; = f(U,)
1. Montrer que pour tout élément x de [0; 1], f(x) appartient a [0; 1]. En déduire que
pour toutn > 0,U,, € [0;1]
2. Montrer par récurrence que la suite (U,,) est croissante. En déduire qu’elle converge
3. Soit a la limite de la suite (U,). Montrer que f(a) = a et que a € [0;1]
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Fonctions exponentielles
Calcul Intégral et calcul d’aires

PROBLEME 44
On considere les fonctions f et g définies sur R par :

f(x) - 1+e* et g(x) - 1+1—X

On note (C) et (T') les courbes représentatives des fonctions f et g dans un repére
orthonormal (0; 7,7) (unité graphique : 4 cm).

PARTIE A

1.

a. Etudier le sens de variation de f surR.
b. Calculer les limites de f en +o et —oo
Préciser les éventuelles asymptotes a (C)

c. Prouver que le point Q de coordonnées (0; %) est centre de symétrie de (C)

d. On note (T) latangente a (C) au pointQ .
Déterminer le coefficient directeur de (T).
e. Représenter (T) et (C)

a. En observant que, pour tout nombre réel x, on a g(x) = f(—x), montrer que (T')
est I'image de (C) par une symétrie que I'on déterminera.

b. Vérifier que, pour tout nombre réel x, ona f(x) + g(x) =1
En déduire que (T') est I'image de (C) par une autre symétrie que I'on
déterminera.

c. Déterminer le coefficient directeur de la tangente (T") a (I) au point Q

d. Représenter (T") et (') sur la figure de la question 1

PARTIEB: Onnote I = [] f(t)dt et] = [} g(¢t)dt

1. En utilisant I'égalité de la question A 2.b, calculer I +J
2.

1 t

a. Montrer que, pour tout nombre réel t, —= Peut s’écrire sous la forme

b. En déduire une primitive G de g sur R, puis la valeur de J
3. Calculer la valeur de I
4.

e

et+1

a. Prouver que, pour tout nombre réel x appartenant a [0; +oo[, f(x) < g(x)
b. On note A I'ensemble des points du plan dont les coordonnées (x, y) vérifient :
{ 0<x<1
fx)=y<gkx)
On note A l'aire, exprimée en cm?, du domaine A
Exprimer A en fonction de I et /. En déduire la valeur exacte de A
PARTIE C
On consideére les fonctions h et H définies sur [0; +oo[ par :
h(x) = e*In(1 +e~*) et H(x) = [, h(t)dt
1.
a. Que représente H pour h?
b. En déduire que H est strictement croissante sur [0; +oo[
2. On note h' la fonction dérivée de h
a. Vérifier que, pour tout nombre réel x appartenant a [0; +oo[, h(x) = h'(x) + g(x)
b. En déduire H(x) en fonction de x
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Fonction logarithme népérien
Calcul d’aires et Etude d’une suite récurrente

PROBLEME 45
PARTIE A
L'objet de cette partie est d’étudier la fonction f définie sur I'intervalle ]10; +oo[ par :

f(x)=1x—2+x—1

On appelle (€) la courbe représentative de la fonction f dans le plan muni d’un repére
orthonormal (0; 7,7) dont I'unité vaut 2 cm.
1.
a. Etudier sur ]0; +oo[ le sens de variation de la fonction g définie par :
gix)=x3>-2Inx+1
b. En déduire que g(x) > 0 pour tout x de ]0; +oo[

a. Calculer f'(x), et démontrer que f'(x) et g(x) sont de méme signe.
b. Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition, puis
construire son tableau de variations.
c. Démontrer que la droite (A) d’équation y = x — 1 est asymptote a la courbe (C)
Etudier la position de (A) par rapport & (€)
d. Ecrire une équation de la tangente (T) & la courbe (€) au point d’abscisse 1.
3. Tracer les droites (T) et (A) et construire la courbe (C)

PARTIE B
Soit A un réel supérieur ou égal a 1.
1. On appelle A(A) I'aire en unité d’aire de la partie du plan comprise entre (C) , (4)
et les droites d’équations x =letx =1
Calculer A(A). (On pourra utiliser une intégration par parties).
2. Déterminer la limite L de A( 1) quand A tend vers +o

3. Montrer que I'équation : A(A) = %est équivalente a I'équation (E) définie par 2In 1 —

A+2=0
4. Prouver que I'équation (E) admet une unique solution a sur [1; +oo[
Vérifierque 5 <a <6
PARTIE C
Cette partie va permettre de déterminer une approximation de a
Pour cela, on introduit la suite (U,,) définie par U, = 5 et pour tout n de N,U,,,; = ¢(U,,), ou
@ est la fonction définie sur ]0; +oo[ par ¢(x) = 2Inx + 2
1.
a. Démontrer que pour tout n de N, U,, appartient a [5; 6].
b. Montrer que la suite (U,,) est croissante.
c. Montrer que la suite (U,,) est convergente

vl N

a. Prouver que pour tout x de l'intervalle [5;6]ona: |¢'(x)| <
b. En déduire que pourndeN, |U,,,; —a| < EIUn —a|

n
c. Démontrer alors que pour toutnde N, |[U, — a| < (é)

d. En déduire la limite de (U,,)
3. Déterminer un entier n tel que U,, soit une valeur approchée de a a 1073 pres.

-60-




Fonction logarithme népérien
Calcul d’aire

PROBLEME 46
PARTIE A
Le plan P est rapporté a un repére orthonormal (0; 7,7)
Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par :
{f(x) =2x(1—Inx) pourx >0
f(0)=0
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en O et interpréter graphiquement le
résultat obtenu
2.
a. Calculer la dérivée f', de f sur]0; +oo[. En déduire le sens de variations de f
b. Déterminer la limite de f quand x tend vers +oo
c. Dresser le tableau de variations de la fonction f
3. On note () la courbe représentative de la fonction f
a. On note N le point de (C) d'abscisse 1, R le point d’intersection de (C) et de I'axe
des abscisses, Q le point de (C) ou la tangente est paralléle a la droite d’équation
y = 2x. Calculer les coordonnées des points N, R, Q et donner les coefficients
directeurs des tangentes a (C), en chacun de ces points.
b. En adoptant 4 cm pour l'unité et en placant I'axe des ordonnées a 6 cm du bord
gauche de la feuille, construire (€), ainsi que les tangentes a (C) en N, R et Q

PARTIE B

1. On note ¢ la restriction de f a l'intervalle [1; +oo[

a. Démontrer que ¢ est une application bijective de [1; +oo[ sur un intervalle J a
préciser.

b. Tracer la courbe (C') de ¢ dans le méme repeére que (C)

2. Soit g la fonction définie sur [0; +oo[ par : g(x) = 2x(Inx — 1)
Sans étudier g, tracer sa courbe représentative (I') dans le méme repére que (C).
Expliquer

PARTIE C
1. Soit A un nombre de l'intervalle ]0; e[

Calculer a I'aide d’une intégration par parties l'intégrale I1(1) = f;xlnx dx
2. En déduire la valeur de A1) = [; f(x) dx
Que représente A(1)?
3. Montrer que A (1) admet pour limite A = e2_2 guand A tend vers zéro. On admettra

gue cette limite A représente 'aire du domaine limité par (C), I'axe des abscisses et
les droites d’équations x =0 etx =e

4. En déduire I'aire A’ en cm? du domaine limité par (I'), I'axe des abscisses et les
droites d’équations x =0 etx = e
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Fonction logarithme népérien
Calcul Intégral et interprétation g éométrique

PROBLEME 47

PARTIE A
1. Soit g la fonction [0; +oo[ définie par : g(x) = xiil —In(x2+ 1)
a. Etudier les variations de g , déterminer sa limite en +o
(On pourra poser X = x2+ 1)
b. En déduire que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans
I'intervalle [1; +oo[. Prouver que i <a<?
2. Préciser le signe de g(x) sur [0; +oo[

PARTIE B

Le plan P est rapporté a un repére orthonormal (0; 7,7) unité 2 cm.
Soit f l'application définie sur R par :

{f(x) = D Gix £ 0

X
f(0)=0
On appelle (€) sa courbe représentative.

1. Montrer que fest dérivable en 0. Interpréter graphiguement ce résultat
2. Etudier la parité de f. Que peut-on en déduire pour la courbe (C) ?
3. Etudier les variations de f sur [0; +oo[ et sa limite en +oo
4. Soit la fonction ¢ définie sur |—1; +oof par: ¢(x) =In(x + 1) — x

a. Etudier les variations de ¢

b. Montrer que pour tout x > —1,In(x + 1) < x

c. En déduire la position relative de (C) et de sa tangente en 0.
5. Tracer la courbe (C)

On prendra « = 1,87 et f(a) = 0,84

PARTIE C
On note F la fonction définie sur R par : F(x) = f:f(t)dt
On ne cherchera pas a calculer cette intégrale.
1. Soit r un réel strictement positif fixé. Montrer que F(r) et F(—r) sont les aires de
domaines isométriques du plan. En déduire la parité de F
2. Déterminer les variations de F
3.
a. Montrerque 0 < F(1) < % en utilisant la position de (C) par rapport a sa tangente

eno0
, , . , N In(t2 In(t2+1 In(2t?
b. Montrer que pour tout réel ¢t supérieur ou égal a 1, n(t ) I t+ ) < n(t )

. , 1
c. Soit x un réel, x > 1, calculer ff%dt

En déduire les limites de F(x) et de ? lorsque x tend vers +oo et interpréter

graphiquement ces résultats
4. Dresser le tableau de variation de F et donner I'allure de la courbe représentative de
F en prenant 0,4 pour valeur approchée de F(1) dans un autre repére d’'unité 1 cm
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Fonction logarithme népérien et irrationnelle
Calcul Inté gral et interprétation géométriqgue - Etude de suite s

PROBLEME 48

PARTIE A
Soit g la fonction définie sur ]0; +oof par: g(x) =x—1+ ln—x

1. Etudier les variations de g
2. Calculer g(1) et étudier le signe de g(x) pour tout réel x élément de ]0; +oo[

PARTIE B
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (0; 7,7) (unité graphique : 2 cm).

On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par : f(x) = Vx — L“T’ﬁ

On appelle (C) la représentation graphique de f et (C,) la représentation graphique de la
fonction x — /x

1. Déterminer les limites de f en 0 et en 4+
gx)

2. Calculer f'(x) et vérifier que f'(x) = Py
3. Dresser le tableau de variation de f
4. Déterminer xlirfw[f(x) — vx]. Que peut-on déduire pour (C)?
5. Préciser les positions relatives de (C) et (C,)
6. Dessiner (C) et (C,)
PARTIE C

Soit (U,) la suite définie par : U,, = ’,}:O%f (1 + %) pour tout entier n > 0

1. Soit] = [ f(x)dx
a. Interpréter graphiquement J

Inx

b. Calculer f —dx a l'aide d’une intégration par parties

c. En deduwe]
2. Soit k un entier natureltelque : 0 <k <n-1

En utilisant les variations de f sur [1; +oo[, montrer que :
k+1

f(1 +§) < [P f()dx <f(1 +—)

3. En déduire que : U, —@<]<U %

4. Montrerque]+f()<U <]+f(2)

En déduire lim U

n ->+oo
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Fonctions exponentielles
Calcul Intégral — Calcul d’aires et Etude de suite s

PROBLEME 49

PARTIE A
On consideére les fonctions f, f, f; définies sur R par :
filx) = (c+ De™, fr(x) = —xe™, f3(x) = (x — D)e™
On appelle (¢,),(C,), (C3) leurs courbes représentatives respectives dans un repére
orthonomal (0; 7,j) du plan d’unité graphique 2cm
1.
a. Calculer la dérivée f," de f, et étudier son signe.
En déduire le sens de variations de f;
b. Déterminer les limites de f; en 4+oco, en —co
c. Dresser le tableau de variation de f;
2. Etudier les variations de f,
3.
a. Calculer la dérivée f;' de f; et étudier son signe.
En déduire le sens de variations de f;
b. Déterminer les limites de f; en +o0, en —oo
c. Dresser le tableau de variation de f;
4. Etudier deux a deux les positions relatives des courbes (C,), (G,) et (C3)
5. Tracer (C,), (G,) et (C3) sur le méme graphique

PARTIE B
Soit A un réel strictement supérieur a —1.
1. Montrer que f; est solution de I'équation différentielle : y' + y =e™
En déduire une primitive F, de f;sur R
2. Calculer I'aire A(A) en cm2 du domaine plan limité par (C,), I'axe des abscisses et
les droites d’équation x = —1 et x = A.
En déduire Al_i)erJl(/l)
3. Alaide d’'une intégration par parties calculer I'aire B(1) en cm2 du domaine plan
limité par les courbes (C,) et (C;) et les droites d’équations x = % et x = A

En déduire lim B(1)

A—>+00

PARTIE C
Pour n entier naturel non nul, on appelle M, le point de (C,) d'abscisse nln2 et P, son
projeté orthogonal sur I'axe des abscisses
On pose f(x) = f;(x) — f3(x) pour tout x réel.
1. Calculer, en unités d'aire, l'aire U,, du domaine plan limité par la courbe (C;), la
courbe (¢,) et les segments [P,M,,] et [P, M, ;1]
2. Calculer, S, = U; + U, + ---+ U, en fonction de n
En déduire que la suite (S,,) converge et préciser sa limite
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Fonctions exponentielles et circulaire
Calcul Intégral et Etude d’une suite

PROBLEME 50
On consideére la fonction f définie sur R par : f(x) = e *sinx
On note (C) sa courbe représentative dans un repere orthogonal (0; 7,7) ou l'unité de
longueur est de 2 cm sur 'axe des abscisses et de 10 cm sur I'axe des ordonnées
PARTIE A
Dans cette partie on cherche a représenter f

1.

a. Calculer f' et vérifier que : f'(x) = V2e™* cos (x + %)

b. Résoudre sur l'intervalle [0; 27] I'inéquation : cos (x + %) >0

En déduire le signe de f' sur l'intervalle [0; 27]
c. Dresser, sur l'intervalle [0; 2], le tableau de variations de f. Préciser les
tangentes a (C) aux deux extrémités de l'intervalle.
2. On note (G,) et (C,) les représentations graphiques, dans le repere choisi, des deux
fonctions :
xr— e *etxr— —e”
a. Donner les abscisses sur l'intervalle [0; 2] des points ou (C) rencontre (C,) et
(C2)
b. Vérifier qu’en chacun des points communs précédents, les courbes (C) et
(¢,) d’'une part, (C) et (G,) d’autres parts, ont méme tangente.
c. Représenter sur l'intervalle [0; 2] les courbes (C) , (G;) et (C,)
3. Soit @ la fonction définie sur R par : ®(x) = e ?"f(x — 2m) et on note (C') sa courbe

dans le repére choisi. Que peut-on dire de (C) et (C") ?

X

PARTIE B
1.
a. Montrer que f est solution de I'équation différentielle : y"" +2y" + 2y =0

En déduire que f(x) = —%(Zf’(x) + £ (x))
b. Donner alors une primitive de f sur R en fonction de f et f’
c. Calculer lintégrale F(x) = [ f(t)dt

2. On pose By, = fk(’;l)”f(t)dt ou k est un entier positif ou nul
SO|t Sn = B0+Bl+’”+Bn .
a. Exprimer S, a l'aide de la fonction F

b. En déduire que la suite (S,,) admet une limite que I'on précisera.

a. Donner, sans calculer l'intégrale, le signe de B, suivant la parité de I'entier k.
b. Calculer B, puis B, pour k entier positif.

Vérifier que B, = (—1)ke *"B,
c. Calculer T, = |By| + |By| + -+ + | Byl

Montrer que T,, admet une limite lorsque n tend vers l'infini. Préciser cette limite.
d. OnposeS = lim S,etT= lim T,

n—+oo n—+oo
Vérifier que Z4i=2
S T By
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