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Exercice 1 :  

Dans le plan orienté, on considère un rectangle 𝐴𝐵𝐶𝐷 de centre 𝑂. 

Soient 𝐼, 𝐽 et 𝐹 les points définis par : 𝐼 = 𝐴 ∗ 𝐵 ; 𝐽 = 𝐷 ∗ 𝐶 et 𝐶 = 𝐵 ∗ 𝐹 

1) a) Montrer qu’il existe un unique déplacement S qui envoie 𝐴 en 𝐶 et 𝐼 en 𝐽. 

b) Caractériser S 

2) a) Montrer qu’il existe une seule isométrie 𝑓 vérifiant 𝑓(𝐴) = 𝐶 , 𝑓(𝐼) = 𝐽  

et 𝑓(𝐷) = 𝐹 

b) Montrer que 𝑓 est antidéplacement  

c) Déterminer 𝑓(𝐵) 

d) Déduire la nature et les éléments caractéristiques de 𝑓 

3) Soit C le cercle de diamètre [𝐴𝐵] et C’  le cercle de diamètre [𝐶𝐷] 

(𝐵𝐷) recoupe le cercle C en 𝑀 et recoupe le cercle C’ en 𝑁 ; on pose 𝑀′ =

𝑆(𝐼𝐽)(𝑀) 

a) Montrer que 𝑁 = 𝑆(𝑀) 

b) Déduire que les droites (𝑀′𝑁) et (𝐵𝐶) sont parallèles. 

4) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de 𝑔 = 𝑓 ○ 𝑆(𝐴𝐷). 

Solution de l’exercice 1 : 
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1) a) Existence et unicité de S : On a A ≠ I , donc il existe un unique déplacement 
S tel que S (A) = C et S (I ) = J si et seulement si AI = CJ . Dans le rectangle ABCD, 
I = A ∗ B = ⇒ AI = 

=
1

2
AB. J = D ∗ C = ⇒ CJ =

1

2
CD. Comme AB = CD, on a AI = CJ . 

Donc S existe et est unique. 
2) a) Montrer qu’il existe une seule isométrie 𝑓 vérifiant 𝑓(𝐴) = 𝐶 , 𝑓(𝐼) = 𝐽 et 𝑓(𝐷) = 𝐹 

f est l’unique isométrie définie par les images de trois points non alignés 

(A, I, D). Les distances sont conservées (AI = CJ , AD = BC = CF , ID = JF ). 

b) Montrer que 𝑓 est antidéplacement 

L’angle (𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ ,𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
 alors que (𝑓 (𝐼 )𝑓 (𝐴)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ,𝑓 (𝐼 )𝑓 (𝐷)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = (𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗ ,𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ ) =−

𝜋

2
. f change 

l’orientation, c’est un antidéplacement. 

c) Déterminer 𝑓(𝐵) 
𝑓(𝐼) = 𝑓(𝐴 ∗ 𝐵) ainsi 𝑓(𝐼) = 𝑓(𝐴) ∗ 𝑓(𝐵) ( car la symétrie glissante conserve le 

milieux), 𝐽 = 𝐶 ∗ 𝑓(𝐵) 

Comme J = C ∗ D, on en déduit f (B) = D 

d) Déduire la nature et les éléments caractéristiques de 𝑓 

𝑓 (B) = D, 𝑓(𝐷) = 𝐹  

𝑓 ∘ 𝑓 (B) = F≠ 𝐵 , ainsi f n’est pas une symétrie orthogonale, d’où 𝑓 est une symétrie glissée de 

vecteur 
1

2
𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ et d’axe passant par les milieux du segment [𝐴𝐶]𝑒𝑡 [𝐷𝐹]. 

 𝑓 est une symétrie glissée 𝑓 = 𝑡𝐼𝐽⃗⃗  ⃗ ∘ 𝑆(𝑂𝐼) . 

3) Soit C le cercle de diamètre [𝐴𝐵] et C’  le cercle de diamètre [𝐶𝐷] 

(𝐵𝐷) recoupe le cercle C en 𝑀 et recoupe le cercle C’ en 𝑁 ; on pose 𝑀′ =

𝑆(𝐼𝐽)(𝑀) 

a) Montrons que 𝑁 = 𝑆(𝑀): S (C ) est le cercle de diamètre [𝑆 (𝐴)𝑆 (𝐵)] = [CD], donc  

S (C )= C ′ 

.S transforme la droite (BD) en elle-même. M ∈ C ∩ (BD)  ⇒ S (M ) ∈ C ′∩ (BD).  

Donc S (M ) = N . 

b) Déduire que les droites (𝑀′𝑁) et (𝐵𝐶) sont parallèles. 

MM’N est un triangle inscrit dans un cercle de centre O, MM’N est un triangle rectangle 

en M’ , (𝑀𝑀’) ⊥ (𝑀′𝑁)  

On a [𝑀𝑀′]𝑒𝑡 [𝐷𝐶] ont la même médiatrice. (𝑀𝑀′)et (𝐷𝐶)  

(𝐷𝐶) ⊥ (𝑀′𝑁)  

Or (𝐷𝐶) ⊥ (𝐵𝐶)  
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D’où (𝑀′𝑁) et (𝐵𝐶) sont parallèles 

 

4) Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de 𝑔 = 𝑓 ○ 𝑆(𝐴𝐷). 

1èr méthode :𝑔 est une déplacement car g est composé des deux antidéplacement. 

𝑔(𝐴) = 𝐶 , 𝑓(𝐼) = 𝐽 et 𝑔(𝐷) = 𝐹 or (𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗̂ ) = 0 , d’où g est une translation de vecteur 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

2ème méthode : 𝑔 = 𝑓 ○ 𝑆(𝐴𝐷) 

 𝑔 = 𝑡𝐼𝐽⃗⃗  ⃗ ∘ 𝑆(𝑂𝐼) ∘ 𝑆(𝐴𝐷) ; 𝑆(𝑂𝐼) ∘ 𝑆(𝐴𝐷) = 𝑡𝑢⃗⃗  avec  (𝑂𝐼)= 𝑡1

2
𝑢⃗⃗ 
((𝐴𝐷)) 

𝑔 = 𝑡𝐼𝐽⃗⃗  ⃗ ∘ 𝑡2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  

𝑔 = 𝑡𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∘ 𝑡𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝑔 = 𝑡𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑔 = 𝑡𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 

Exercice 2 :  

EXERCICE 1 

On donne un carré ABC D de centre O tel que (AB⃗⃗⃗⃗  ⃗; AD ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ̂
) =

𝜋

2
[2π]. On note I, J et K les milieux 

respectifs de [AB], [BC] et [AD]. On désigne par f la symétrie glissante de vecteur 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ et qui envoie A 

en B. 

1. a. Montrer que (I J) est la médiatrice de [OB]. Déduire l’axe de f. 

b. Déterminer f (B) puis montrer que f (I) = J. 

2. On considère l’isométrie g = 𝑆(O I )of. 

a. Déterminer les images de A et I par g. 

b. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de g . 

3. On pose h = 𝑆(AD)o 𝑆(C D)o𝑆(BC)o 𝑆( AB )  et ϕ = 𝑆(AC )o𝑆(BC)o 𝑆( AB ) . 

a. Montrer que h est une translation dont on précisera le vecteur. 

b. Montrer que ϕ est une symétrie glissante. Donner sa forme réduite 

CORRIGER 

EXERCICE 1 

On donne un carré ABC D de centre O tel que (AB⃗⃗⃗⃗  ⃗; AD ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ̂ ) =
𝜋

2
[2π]. On note I , J et K les milieux 

respectifs de 

[ AB ], [BC ] et [ AD ].  
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On désigne par f la symétrie glissante de vecteur OC et qui envoie A en B. 

1. a. Montrons que (I J) est la médiatrice de [OB].  

ABC est un triangle, I, J les milieux respectifs de [AB], [BC], ainsi d’après la propriété directe de 

droites de milieux, (I J)// (AC) or (OB)⊥ (AC). 

BOC est un triangle , J est milieux [BC],(I J)// (AC) 

Alors d’après la propriété réciproque de droites de milieux (I J) coupe [OB] en leur milieux. 

Donc (I J) est la médiatrice de [OB]. 

Déduction l’axe de f. 

l’axe de f est parallèle à (𝑂𝐶) et passe par I=A*B 

d’où l’axe est (I J) 

b. Déterminons f (B) puis montrons que f (I ) = J . 

f (B)= 𝐶 

montrons que f (I ) = J 

I=A*B alors f (I ) = f (A) * f (B )  ( car la symétrie glissante conserve le milieux) 

ainsi f (I ) = B*C or J est milieux [BC] D’où  f (I ) = J 

 

2. On considère l’isométrie g = 𝑺(𝐎 𝐈 )of . 

a. Déterminer les images de A et I par g . 

g(A)=A et g(I)=K 

b. Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de g . 

la nature g est une déplacement et  {
𝐠(𝐀) = 𝐀 
𝑨𝑰 = 𝑨𝑲

 

d’où g est une rotation  
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Les éléments caractéristiques de g : g est une rotation de centre A et d’angle (𝑨𝑰⃗⃗⃗⃗ ; 𝑨𝑲⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =
𝝅

𝟐
 

3. On pose h = 𝑺(𝐀𝐃)o 𝑺(𝐂 𝐃)o𝑺(𝐁𝐂)o 𝑺( 𝐀𝐁 )  et ϕ = 𝑺(𝐀𝐂 )o𝑺(𝐁𝐂)o 𝑺( 𝐀𝐁 ) . 

a. Montrons que h est une translation dont on précisera le vecteur. 

h = 𝒓(𝑫;𝝅)o𝒓(𝑨;−𝝅) 

D’où h est une translation 

h est une translation de vecteur 𝟐𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
b. Montrons que ϕ est une symétrie glissante. Donnons sa forme réduite 

ϕ est un antidéplacement car ϕ est la composé d’un nombre impaire d’antidéplacement 

donc ϕ est soit une symétrie axiale soit une glissante.  

Il suffit de montrer qu’elle n’est pas une symétrie axiale d’axe (∆) ; 

𝑺(𝐀𝐂 )o𝑺(𝐁𝐂)o 𝑺( 𝐀𝐁 ) = 𝑺(∆)  

On remarque que B appartient aux deux axes (𝐵𝐶) et (𝐴𝐵) 

D’où l’idée d’utilisé 𝑺(∆) (𝑩) 

𝑺(∆) (𝑩) = 𝑺(𝐀𝐂 )o𝑺(𝐁𝐂)o 𝑺( 𝐀𝐁 ) (𝑩) 

On pose 𝑺(∆) (𝑩) = 𝑫 , (∆) = 𝒎é𝒅[𝑩𝑫] 

Par conséquent (∆) = (𝐀𝐂 )et ceci entraine 𝑺(𝐀𝐂 )o𝑺(𝐁𝐂)o 𝑺( 𝐀𝐁 ) = 𝑺(𝐀𝐂 ) donc 𝑺(𝐁𝐂)o 

𝑺( 𝐀𝐁 ) = 𝑰𝒅𝒑 or (𝐁𝐂) ⊥  ( 𝐀𝐁 )𝒆𝒏𝑩 donc 𝑺(𝐁𝐂)o 𝑺( 𝐀𝐁 ) = 𝑺𝑩 où 𝑺𝑩 est la symétrie 

centrale de centre B. 

𝑺𝑩 ≠ 𝑰𝒅𝒑  

Donc la supposition nous amené à un résultat absurde, la supposition𝑺(𝐀𝐂 )o𝑺(𝐁𝐂)o 

𝑺( 𝐀𝐁 ) = 𝑺(∆)  est fausse 

Donc ϕ n’est pas une symétrie axiale 

Donc ϕ est une symétrie glissante. 

ϕ = 𝑺(𝐀𝐂 )o𝑺(𝐁𝐂)o 𝑺( 𝐀𝐁 )  

ϕ = 𝑺(𝐀𝐂 )o𝑺𝐁 où 𝑺𝑩 est la symétrie centrale de centre B. car (𝐁𝐂) ⊥  ( 𝐀𝐁 )𝒆𝒏𝑩 

ϕ = 𝑺(𝐀𝐂 )o𝑺(𝐃)o 𝑺( 𝐃′)ou (𝐃) ⊥  ( 𝐃′) et {𝑩} = (𝐃) ∩ ( 𝐃′ ) 

il faut choisir (𝐃) //(𝐀𝐂 ) et passant par B , ainsi  {𝑩} = (𝐃) ∩ ( 𝐃′)𝒆𝒕 ((𝐃); ( 𝐃′)) = −
𝝅

𝟐
. 

Ainsi ( 𝐃′) = (𝑫𝑩) 

ϕ = 𝑺(𝐀𝐂 )o𝑺(𝐃)o 𝑺(𝑫𝑩) on a (𝐀𝐂 ) = 𝒕𝟏

𝟐
𝑩𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (𝑫) 

D’où   sa forme réduite ϕ = 𝒕𝑩𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ o 𝑺(𝑫𝑩) 
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Exercice 3 :  

Dans le plan orienté, on considère un carré direct 𝐴𝐵𝐶𝐷 de centre 𝑂 et 𝐸 le symétrique 

de 𝐵 par rapport à 𝐴. On pose 𝐼 le milieu du segment [𝐸𝐷] 

I) 1) a) Montrer qu’il existe un unique déplacement 𝑓 tel que 𝑓(𝐴) = 𝐶 et 𝑓(𝐸) = 𝐷 

     b) Caractériser 𝑓 

2) Soit 𝑔 l’isométrie définie par : 𝑔 = 𝑅 (𝐴,
𝜋

2
) ○ 𝑆(𝐵𝐷) 

      a) Montrer que 𝑔 est une symétrie glissante. 

      b) Déterminer 𝑔(𝐶) et 𝑔(𝐷) 

3) a) Montrer que pour tout 𝑀 du plan les points 𝑔(𝑀) et 𝑓−1(𝑀) sont 

symétriques par rapport à une droite fixe que l’on précisera. 

      b) Vérifier que 𝑔 ○ 𝑡𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑆(𝐴𝐸) ○ 𝑡𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  

      c) Déduire alors la forme réduite de 𝑔 

      d) Caractériser 𝑔 ○ 𝑆(𝐵𝐶) 

PROBLEME 1  ( 7 points ) 

 Dans un plan orienté P, soit ABCD un carré direct, de centre J. 

Partie A. 

I – On désigne par  r : la rotation de centre A et d’angle 
2

π
. 

   t : la translation de vecteur AB . 

   h : l’homothétie de centre C, de rapport 3 . 

1 – a) Montrer que r’ = t o r est une rotation dont on précisera l’angle.  

b) Déterminer les images des points A et B par r’.  

c) En déduire le centre de r’.  

2 – On note  f = r’ o h. 

a) Montrer que f  est une similitude directe dont on précisera l’angle et le rapport.  

b) Soit I le centre de f. Après avoir déterminé l’image de C  par f, prouver que 

( )
2

π
DI,CI =   

et  ID = 3 .IC.  

c) En considérant le triangle (ICD), donner une mesure de l’angle )( IC,DC  

et placer I sur la figure.  

d) Déterminer et construire l’ensemble : (E) = {M  P / MD2 – 3MC2 = 0}  

II – On note K le milieu de [ CD ]. On choisit comme repère orthonormé direct )( DA,BA,A

. 

1. Quelles sont les affixes de A. C, J, K ?     

2. On note S la similitude directe qui transforme A en J et C en K. 

a) Ecrire l’expression complexe de S.  

b) Donner ses éléments géométriques.  

Partie B. 

 E, F, G sont trois points non alignés au plan P ,   un réel donné non nul.  

On note :  RF : la rotation de centre F et d’angle . 

  RE : la rotation de centre E et d’angle . 
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 On note H = RF (E) ,   P = RF (G)  et  Q = RE (G). 

1. Quelle est la nature de RoR 1
FE
−  ?  

2. En déduire que E H P Q est un parallélogramme.  

 

 

PROBLEМE 2 :  

Dans le plan orienté, on considère un triangle directe OAB , rectangle et isocèle en O. 

On note 𝑅𝐴 et 𝑅𝐵 les rotations de centres respectifs A et B, de même angle 
𝜋

2
 . 

𝑆𝑂 : est la symétrie de centre O. On place un point C non situé sur la droite (AB). 

On trace les carrées directes BEDC et ACFG. 

Méthode géométrique : 

1°Déterminer 𝑆(𝐴𝑂) ∘ 𝑆(𝐴𝐵), composée des réflexions d’axes (𝐴𝑂) et (𝐴𝐵). 

2°Décomposer 𝑅𝐵 en deux réflexions, puis déduire la nature de 𝑅𝐴 ∘ 𝑅𝐵. 

3° Déterminer l’image de E par 𝑅𝐴 ∘ 𝑅𝐵.En déduire que O est le milieu du segment [𝐸𝐺]. 

4°On note 𝑅𝐹et 𝑅𝐷 les rotations de centres respectifs F et D, de même angle 
𝜋

2
 . 

a. Déterminer l’image de C par 𝑅𝐹 ∘ 𝑆𝑂 ∘ 𝑅𝐷. 

 Préciser la nature et les caractéristiques de 𝑅𝐹 ∘ 𝑆𝑂 ∘ 𝑅𝐷. 

b. Placer le point H symétrique de D par rapport à O. Démontrer que 𝑅𝐹(𝐻) = 𝐷 et le triangle 

FOD est rectangle et isocèle en O. 

5°Soit t la translation de vecteur 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗. On note 𝑓 = 𝑅𝐴
−1 ∘ 𝑡. En utilisant la méthode de 

décomposition en produit de deux réflexions, déterminer la nature  et les éléments 

géométrique de 𝑓. 

6°Soit ℎ=𝑟′ ∘ 𝑟 ou 𝑟′ et 𝑟 sont deux rotations de centres respectifs C et G, de même angle 
𝜋

4
. 

décomposition en produit de deux réflexions, caractériser ℎ. 

Méthode complexe : On suppose que le plan est rapporté dans un repère (A ; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ; 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ )  

  1)- Donner les affixes des points A, C et G 

2)-Déterminer les expressions complexes  𝑟′ et 𝑟. En déduire l’expression complexe de ℎ . 

3)-En déduire les cordonnées de Ω . 

PROBLEME 3 : (SESSION 2006) 

Dans le plan orienté (P), on considère le triangle ABC rectangle en A tel que BC=2AB=4cm et 

mes(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)=
𝜋

2
. 

𝑟A : Rotation de centre A et d’angle de mesure
𝜋

2
. 

𝑟𝐵 : Rotation de centre B et d’angle de mesure 
𝜋

2
. 

Partie A : Méthode géométrique 

1-a) Déterminer une mesure de l’angle (𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗̂ ) 
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b) En décomposant 𝑟A et 𝑟𝐵 en deux symétries orthogonales convenablement choisis, déterminer la 

nature et les éléments caractéristiques de la transformation 𝑓 = 𝑟A𝑜𝑟𝐵 

2-Soit S la similitude plane directe de centre B qui transforme A en C 

a) Déterminer le rapport et l’angle de la similitude S. 

b) Faire la construction géométrique du point 𝐶1 image de du point C par la similitude S  

c) On note 𝐶2  l’image du point 𝐶1 par la similitude S, montrer que les points A, B et 𝐶2  sont 

alignés 

Partie B : Utilisation des nombres complexes 

Le plan (P) est rapporté à un repère orthonormé direct (A ;𝑢⃗ ; 𝑣 ) 𝑢⃗ =
𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

2
 𝑣 =

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

2√3
 

1- Donner les affixes des points A, B et C  

2- a) Donner l’expression complexes des rotation 𝑟A 𝑒𝑡 𝑟𝐵  

 En déduire celle de 𝑓 =𝑟A𝑜𝑟𝐵   

b) Donner les éléments caractéristiques de f.  

3- Donner l’expression complexe de la similitude S définie dans la partie A et en déduire ses éléments 

caractéristiques  

4- Soit g la transformation définie par sa forme complexe : 𝑧′ = (−1 − 𝑖√3)𝑧̅ + 4 + 2𝑖√3 

a- Déterminer les affixes de B’ et C’ images respectives de B et C par la transformation g. 

b- Vérifier que les points A, B et C’ sont alignés.  

c- En déduire les éléments caractéristiques de g. 
Problème 4 

Dans le plan orienté 𝒫, on considère le triangle équilatéral ABC tel que (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

3
[2𝜋] 

Soient H le milieu du segment [BC], I le milieu du segment [AC] et ∆ la médiatrice du segment 
[BC] 
On désigne par 𝑆∆ la réflexion d’axe ∆ et 𝑆 la similitude directe de centre A et qui envoie B en I 
Soient M un point quelconque du plan et 𝑆(𝑀) = 𝑀′ et 𝑆∆(𝑀) = 𝑁 . 
Méthode géométrique 

1- Faire une figure  
2- Déterminer le rapport et l’angle de 𝑆 
3- Construire le point J antécédent de B par 𝑆 
4- a)  Montrer que 𝐵𝑀′ = 𝐵𝑁 si et seulement si 𝐽𝑀 = 2𝐶𝑀 

b) En déduire l’ensemble des points M tels que 𝐵𝑀′ = 𝐵𝑁 
Méthode complexe 

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct (𝐴, 𝑢⃗ , 𝑣 )avec 𝑢⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗.  
On considère le point M d’affixe 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 

1- Donnez les affixes des points B,C,I et H 
2- a) Déterminez l’écriture complexe de la similitude 𝑆 

b) En déduire les éléments caractéristiques de 𝑆 
c) Donnez l’affixe du point J antécédent de B par 𝑆 

3-  Déterminez l’écriture complexe de la réflexion  𝑆∆ 
4- a) Montrer que 𝐵𝑀′ = 𝐵𝑁si et seulement si 𝐽𝑀 = 2𝐶𝑀  

b) En déduire l’ensemble des points M tels que 𝐵𝑀′ = 𝐵𝑁 
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Fonctions numériques- Calcul intégral  - Suites numériques 

Problème. 1 

I) Soit f la fonction définie par f )(x =  




=

−−+

1                              1

1    )1ln()1(

xsi

xsixxx
. 

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un R.O.N ),,( jio


. 

1) Déterminer le domaine D de f. 

2) a) Etudier la continuité de f sur D. 

    b) Etudier la dérivabilité de f en 1. Interpréter graphiquement ce résultat. 

3) Etudier les variations de f. 

4) Tracer la courbe représentative (C) de f dans un repère orthonormé. 

II) On pose, pour tout x [0,1[, g(x)=f '(x). 

1) Etudier les variations de g. 

2) Soit n IN*, et k un entier tel que 20 − nk . 

    a) Montrer que pour tout 






 +


n

k

n

k
x

1
, on a : 







 +










n

k
gxg

n

k
g

1
)( . 

    b) En déduire que: 






 +









−







 +










n

k
g

nn

k
f

n

k
f

n

k
g

n

1111
. 

3) On pose: Un= 
−

=









1

1

1 n

k n

k
g

n
. 

    a) Montrer que 
n

U
nnn

n

1
1

1
1

1
ln

1
−−+








. 

    b) Calculer, alors, la limite de la suite (Un).  

4) Montrer que Un=ln 







n n

n

!
. En déduire +limn n n

n

!
. 

 

Problème. 2 

Soit 𝑓 la fonction définie sur]−∞; 1[ par 𝑓(𝑥) = (1 − 𝑥)𝑒−𝑥 + √1 − 𝑥 . 

On note par (C) la représentation graphique  dans le repère orthonormé direct (O ;  𝑖⃗  ; 𝑗⃗⃗   ) 

d’unité 2cm . 

PARTIE A 

1-Etudier le signe de 𝑓(𝑥) pour tout 𝑥 ≤ 1 . 

2 . pour tout 𝑥 ≤ 1 , on pose  𝑔(𝑥) = (2 − 𝑥)𝑒−𝑥 +
1

2√1−𝑥
  

Etudier le signe de 𝑔(𝑥) , pour tout 𝑥 ≤ 1 . 

PARTIE B 
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1.a) Etudier la dérivabilité de f en  x0 = 1 . 

b) calculer lim
𝑥→−∞

𝑓 (𝑥) et  lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
 .Interpreter. 

2 .a) calculer  𝑓′(𝑥), pour tout 𝑥 ≤ 1 . 

En déduire le variations de 𝑓. 

b)Dresser le tableau de variation de 𝑓. 

3 .construire (C) en précisant la démi-tangente à (C) au point  d’abscisse en 𝑥 = 1 .(On ne 

demande pas de préciser le point d’inflexion ). 

4.  calculer  ,en 𝑐𝑚2,l’aire de la partie du plan limitée par la courbe  (C),les deux axes de 

coordonnées et la droite d’équation 𝑥 = 1 . 

5.a)Montrer que 𝑓 admet une fonction réciproque 𝑓−1 . 

b) Dresser le tableau de variation de 𝑓−1 en précisant le nombre dérivé en 𝑥 = 0. 

c)Calculer (𝑓−1)′(2) . 

d) construire représentation graphique (C’) de 𝑓−1. 

PARTIE C 

Pour tout entier naturel 𝑛 non nul et pour tout ∈ [0; 1[ , on pose : 𝒇𝒏(𝒙) =
𝒇(𝒙)

√𝟏−𝒙
− 𝟏 − 𝒙𝒏. 

1. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝒇𝒏 est une fonction strictement décroissante sur [0; 1[ . 

2. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗,il existe un réel unique 𝑎𝑛 ∈]0; 1[ tel que 𝒇𝒏(𝑎𝑛) = 𝟎 

3. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ et pour tout  ∈]0; 1[ , 𝒇
𝒏+𝟏

(𝒙) > 𝒇
𝒏
(𝒙). 

En déduire que : 

a) Pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ ; 𝒇𝒏+𝟏(𝑎𝑛) > 𝟎. 

b) La suite (𝑎𝑛 )𝑛∈ℕ∗  est croissante. 

c) La suite (𝑎𝑛 )𝑛∈ℕ∗  est convergente. 

4 .Calculer la limite  l de la suite (𝑎𝑛 )𝑛∈ℕ∗ quand 𝑛 tend vers+∞ . 

Problème. 3 

 :Pour tout n élément de IN*, on considère la fonction fn 
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 définie par :  {
𝒇𝒏(𝟎) = 𝟎           

𝒇𝒏(𝒙) = 𝒙(𝒍𝒏𝒙)𝒏 

On note (Cn) la courbe représentative de fn dans un repère orthonormé (O, i


, j


) d’unité : 2 cm. 

PARTIE I : On désigne par In =  ∫ 𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥
𝑒

1
 ,   n IN*. 

1.- Calculer I1.  

2.- A l’aide d’une intégration par parties, 

a) Calculer I2.  

b) Donner une expression de In+1 en fonction de In.  

c) En déduire I3.  

PARTIE II Etude des fonctions fn pour n fixé 

A/ 1.- a)Montrer que fn est continue en 0.  

b) Etudier la dérivabilité de fn en 0.  

c) En déduire la tangente à (Cn) au point d’abscisse x0 = 0.  

2.- Montrer que l’équation fn+1(x) ‒ fn(x) = 0 admet trois solutions dans l’intervalle [0, 

+[.  

En déduire que toutes les courbes (Cn) passe par 3 points fixes dont on précisera les 

coordonnées.  

B/  Variation de fn , pour n  2. 

1.- Calculer  
+→x

lim fn(x).  

2.- Montrer que pour tout x > 0 :  
'

nf (x) = [n + ln x] [ln x]n1־.  

3.- Pour n impair 

a) Montrer que 
'

nf (x) et [n + ln x] sont de même signe.  

b) Dresser le tableau de variation de fn. On calculera en particulier fn(e־n).  

Application : Dresser le tableau de variation de f3.  

4.- Pour n pair  

a) Montrer que : 

- pour tout x    ]0, e ־n[ U ]1, +[  
'

nf (x) > 0.  

- pour tout x  [e ־n,  1]  
'

nf (x)  0.  

b) Dresser le tableau de variation de fn.  

Application : Dresser le tableau de variation de f2.  

5.-Etudier les positions relatives de (C2) et (C3) respectivement dans les intervalles ]1, e[ et [e,  +[.  
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6.-Montrer que le point I(1, 0) est un point d’inflexion de (C3).  

7.-Tracer dans un même repère (C2) et (C3).  

C/ On note g la restriction de f2 à l’intervalle [1, e]. 

1.-Montrer que g est une bijection de l’intervalle [1, e] sur un intervalle J 

que l’on déterminera.  

2.-Calculer (g1־)’ (e),    g1־ étant la fonction réciproque de g.  

3.- Représenter graphiquement g1־ dans le même repère que (C2) et 

(C3).  

On donne :  e0,05≈   3־   ;   e0,13≈    2־    ;   e  ≈  2,7. 

 

 

 

 

Problème. 4 

Partie A :on considère la fonction définie sur ]0 ;+∞[ par𝑓(𝑥) =
(𝑙𝑛𝑥)3

𝑥2  

On désigne par (Ѱ)sa courbe représentatives dans un repère orthogonal (o ;𝒊 ;𝒋 ) tel que 

‖𝒊 ‖ = 𝟏𝒄𝒎 et‖𝒋 ‖ = 𝟓𝒄𝒎 

1) Calculer  𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇 (𝒙) et 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇 (𝒙)  (on pourra poser X=𝒙
𝟑

𝟐) 

b) interpréter les résultats obtenues. 

2)a)Calculer𝒇′(𝒙). 

b) Dresser le tableau de variation de𝒇. 

3)a)Montrer que(Ѱ) admet 2 tangente horizontal l’on précisera.  

4) Tracer (Ѱ) 

Partie B : 

Pour tout entier naturel n≥1, on considère la fonction 𝒇𝒏 définie 

 sur [1 ; +∞[, par𝑓𝑛(𝑥) =
1

𝑛!

(𝒍𝒏𝒙)𝒏

𝒙𝟐
 . 

on note () sa courbe représentatives dans le repère orthogonal (1cm sur 

(𝒙𝒙′)10cm sur(𝒚𝒚′)) 

PARTIE 1:Etude de 𝑓1 

a)Déterminer la limite de f1 en +∞ et Etudier ses variations 

b) Ecrire l’équation de la tangente (T) au point d’abscisse 1 et construire (𝑪𝟏) 

c) On pose I1=∫ 𝑓𝑛(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
. Calculer I1.  
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PARTIE 2:comportement des fonctions 𝑓𝑛 pour n≥ 1. 

1) Déterminer la limite de 𝒇𝒏 en +∞ 

2)a)Déterminer 𝑓𝑛
′(𝑥) et calculer𝑓𝑛

′(𝑒
𝑛

2).Dresser le tableau de variation de𝑓𝑛. 

b) Montrer que la valeur maximale 𝑌𝑛 =
1

𝑛!
( 𝑛

2𝑒
)
𝑛
 

3) Soit 𝒙 ∈ 𝑰,Etudier les positions relatives (𝑪𝟏) et (𝑪𝟐). 

4) on se propose d’étudier la suite(𝒀𝒏)𝒏≥𝟏. 

a) pour tout 𝒙 > 1,calculer 
𝑓𝑛+1(𝑥)

𝑓𝑛(𝑥)
 

b) Montrer que pour tout entier non nul 𝑌𝑛+1 =
1

2
𝑓(𝑒

𝑛+1
2 ) 

c)En déduire que 𝑌𝑛 ≤
1

𝑒

1

2𝑛 ,puis calculer sa limite . 

PARTIE 3 : Etude de primitives de 𝑓𝑛 sur[0 ; +∞[, 

A toute entier n≥ 𝟏,on pose 𝐼𝑛 = ∫ 𝑓𝑛(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
 

1.a)soit  k≥ 𝟏un entier, demontrer que 𝑰𝒌+𝟏 = 𝑰𝒌 −
𝟏

(𝒌+𝟏)!

(𝒍𝒏𝒙)𝒌+𝟏

𝒙
 

 

b) En déduire que pour tout entier n non nul : 𝐼𝑛(𝑥) = 1 −
1

𝑥
−

𝑙𝑛𝑥

𝑥
−

(𝑙𝑛𝑥)2

2!𝑥
− ⋯−

(𝑙𝑛𝑥)𝑛−1

(𝑛−1)!𝑥
−

(𝑙𝑛𝑥)𝑛

𝑛!𝑥
 

2) soit α un réel fixe 

a)Montrer que l’on a :0≤ 𝐼𝑛(𝛼) ≤ (𝛼 − 1)𝑌𝑛. 

b) En déduire la limite de 𝐼𝑛(𝛼) quand n tend vers ∞ 

3) Pour tout entier n≥ 𝟏 et𝒙 ∈ 𝑰, on pose :𝑊𝑛(𝑥) = 1 +
𝑙𝑛𝑥

1!
+

(𝑙𝑛𝑥)2

2!
+ ⋯+

(𝑙𝑛𝑥)𝑛

𝑛!
 

a)Exprimer 𝑾𝒏(𝒙) en fonction de 𝐼𝑛(𝑥) 

b) 𝛼 ≥ 1 un réel 𝒙,déterminer 𝐋𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑾𝒏(𝜶) 

c)En déduire de ce qui précède que Lim
𝑛→∞

(1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

2!
+ ⋯+

1

𝑛!
) = 𝑒. 
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