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Exercice 1 (4 points) — Questions & Choix Multiples

Dans cet exercice, toutes les questions sont indépendantes. Pour les quatre (4) questions,
reproduis le tableau ci-dessous et compléte-le par la lettre correspondant a la bonne réponse.

Numéro de la question 112314
Lettre correspondant a la bonne réponse

1. On considére dans le plan muni d’un repére orthonormal (O;7,7) la conique (%)
d’équation :
-1 w2
9 6

L’excentricité de (%) est : (1 point)
4 ) 3

a)g b) 5 0) 2 Q)

2. Dans l'espace muni d’un repére orthonormal (O;7, 7, l;), on considére la réflexion s
par rapport au plan (&) d’équation z = 2.
L’image du point A(1; 3; —1) par s est : (1 point)

a) (1;3;5) b) (=15 =3; 1) c) (1535 3) d) (2;3;1)

3. Dans l'espace muni d’un repére orthonormal (O;7, 7, E), on donne les points A(2; 0; 1),
B(1;1;0)et C(0;2;1).

Le produit vectoriel @ A 1@ est égal & : (1 point)
2 —2 2 2
a) | 1 b) | 1 ) -1 a) |1
-2 2 —2 2

4. On considére la courbe paramétrée (4) définie par :

t) = 1
x(t) C‘OSt + . teR
y(t) =sint — 1
L’ensemble des points de (€) est : (1 point)

a) Le cercle de centre (0; 0) et de rayon b) L’ellipse d’équation 2% + % =1
1

c) Le cercle de centre (1; —1) et de d) La droite y =z — 2

rayon 1
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Exercice 2 (5 points) — Nombres complexes et géométrie

Le plan complezxe est muni d’un repére orthonormal direct (O;u, V).

On pose j = i et on considére les points A, B, C' d’affixes respectives z4 = 2,
ZB = 2] et zZc = 2]2

Partie A — Propriétés du triangle ABC

1. (0,75 pt) Ecrire j et j2 sous forme algébrique. En déduire les coordonnées de A,
B et C.

2. (0,75 pt) Calculer |zp — 24|, |2c — zB| €t |za — z¢|. Quelle est la nature du triangle
ABC?

3. (0,5 pt) Montrer que 1+ j + j* = 0. En déduire I'affixe du centre de gravité G du
triangle ABC.

Partie B — Transformation du plan
27
On considére la rotation r de centre O et d’angle 5 et on note f la transformation

du plan complexe définie par :
f(M) =M daffixe 2 =(1+iV3)z+2,
oll z est 'affixe de M.

4. (1 pt) Déterminer le module et I’argument du coefficient complexe (1 + iv/3).
Identifier la nature de f et déterminer son centre {2 et son rapport k.

5. (0,75 pt) Déterminer I'image du point A par f.
Montrer que f(B) a pour affixe —1 +i(2y/3 —1)-...
On calculera explicitement f(B) et f(C).

6. (0,75 pt) Montrer que les points A, B, €2 sont sur un méme cercle dont on précisera
le centre et le rayon.

7. (0,5 pt) On note A’ = f(A). Calculer |z4 — z4| et interpréter géométriquement ce
résultat.
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Exercice 3 (5 points) — Arithmétique et suites numériques
Les deux parties sont liées.

Partie A — Arithmétique (2,5 points)
On considére les entiers a et b définis par :

a=2"%x3"x5x7 et b=20x3"x5x1l
1. (0,5 pt) Déterminer PGCD(a, b) et PPCM(a, b).
2. (0,75 pt) Résoudre dans Z? I'équation diophantienne :

b

PGOD(a,b) 7 — ——o
GCDa.b) 2 = 5D )

.y = PGCD(a, b).

On posera d = PGCD(a,b) et on cherchera une solution particuliére évidente.
3. (0,75 pt) Pour tout entier n > 1, on définit :
d, = PGCD(3n +4, 2n + 3).

(a) Montrer que d,, divise 1. En déduire que PGCD(3n + 4,2n + 3) = 1.
(b) Montrer que PGCD(n? + 1,n + 1) divise 2.

4. (0,5 pt) Trouver tous les entiers n > 1 tels que n? + 4 soit divisible par n + 1.

Partie B — Suites numériques (2,5 points)
Pour tout entier n > 1, on pose :

n 1
5, =% 1
2Rk + 1)

1
1. (0,5 pt) Décomposer ———— en éléments simples.
2. (0,75 pt) En déduire une expression simplifiée de S, en fonction de n.
Calculer Slg et 5100.
3. (0,5 pt) Montrer que la suite (S,,) est croissante et bornée. En déduire sa limite.
4. (0,75 pt) On pose u,, = 1 — S,, pour tout n > 1.
(a) Montrer que (u,) est une suite géométrique de raison au sens suivant :
n
. . . n+1 n+1
exprimer u, en fonction de n et vérifier que w11 = Uy -
n+ 2 .
n+1

Plus simplement : exprimer u,, expliciternent, puis montrer que tend vers

n

1 et étudier la monotonie de (uy,).
1
(b) Montrer que pour tout n > 1 : 3 <, <1.

(¢) En déduire la limite de w,, et vérifier la cohérence avec la question 3.
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Probléme (6 points) — Etude d’une fonction et intégration

Les parties A et B sont lices.

On considere la fonction f définie sur R par :

flx)=(@*—z+1)e ™

On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormal (O;7,7)
d’unité graphique 2 cm.

Partie A (4 points) — Etude analytique de f

1.

(0,5 pt) Calculer xgrfmf(x) et Il_l)t_noof(x).

La courbe (C) admet-elle une asymptote ? Justifier.

. (1 pt) Calculer f'(z) et montrer que :

f/(ZL') = _($2 — 3z + 2) e v = —(ZL‘ _ 1)($ _ 2) e~

(1,25 pt) Etudier le signe de f'(z) et dresser le tableau de variations complet de f
sur R.
Préciser les valeurs exactes des extrema locaux.

(0,5 pt) Etudier la convexité de f : calculer f(x), étudier son signe et déterminer
les points d’inflexion de (C).

(0,75 pt) Tracer (C') dans le repére (O;17,7).
Données : e~272 ;e 1 ~037;e2~0,14; e 3 ~0,05.

Partie B (2 points) — Intégration

1.

(1 pt) On pose I = /1f(:1:) dz = /1(3:2 —z+1)e “dux.
0 0
En effectuant deux intégrations par parties successives, montrer que :
I=1-3e""
On pourra utiliser le fait que /xe‘x dr =—(xr+1)e "+ K.
(0,5 pt) Calculer I'aire &/ du domaine délimité par (C), I'axe des abscisses et

les droites d’équations x = 0 et x = 1. Donner la valeur exacte puis une valeur
approchée en cm?.

1
. (0,5 pt) On note J = / x f(z)dz.

0
En développant et en utilisant les résultats précédents (ou une intégration par

parties), exprimer J en fonction de e™!.
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