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Exercice 1. Soit n € IN, on pose :
1
I, = / x"eX dx
0

1
1. MontrerqueVnE]N,ona:n+1 <I, < PR

2. Préciser alors la limite de la suite (I,;).
3. (a) Trouver une relation entre I,,. et I,,.
(b) Calculer I puis Is.

Résolution

1. La fonction f : x — ¥ est dérivable sur R et en particulier sur [0;1]. Pour tout x € [0;1],
f'(x) = 2xe** > 0. Par suite, f est croissante sur [0;1]. On en déduit I'inégalité suivante :

Ve [0;1], f(0) < fx)<f(1) = 1<e¥ <e

Comme Vx € [0;1], x" > 0, on obtient :

En vertu de la positivité et de la linéarité de I'intégrale, on a :

1 1 i1l yn+1ql
/ xdx < I g/ ex"dx — <I,<e
0 0 n+1j, n+1j,

D’ou:
e
<, <
n+1=- """ n+1
1 e
2. Onalim 0 —— = lim oo —— = 0. Par suite, en vertu du théoréme de comparaison
n—+ T n—+ nr1 P

(ou théoreme des gendarmes), on obtient :

lim I, =0
n—+oo
3. (a) Soit n un entier naturel. On a I, = fol X126 dx = fol x" L. (xexz) dx.

Posons une intégration par parties en écrivant :

u(x) =" = W (x) = (n+1)x"

1

v(x) = xe® = o(x) = Ee"z

Il en résulte que :

1 1

Tyio = {zxnﬂexz}

n+1 1, o e n+l
— dx = - — ——1
) > /Oxe x= 5 5 In



(b) On calcule directement I :

1
1 e e—1
1 /0 xe* dx [2 ]O 5

En utilisant la relation de récurrence obtenue pour n = 1 puisn = 3 :

I_e 1+1I_e e—l_l
579 2 'T 27 T2 T2

Exercice 2. Soit n un entier naturel, on pose :

I = /01 (vi—e)'a

1. Calculer Ij et I;.

2. Montrer que la suite (I,,) est décroissante et minorée. Conclure.

n—1
3. (a) Montrer que pour tout entier naturel n > 2: [, = ——1I, .

(b) En déduire que pour toutn € N : (n +3) 411,420 = (n+2) L, 111,.
(c) En déduire que la suite de terme général U, = (n + 2)I,,411, est indépendante de nfx,
puis déterminer sa valeur.

Résolution

1. Caleulde Iy : Iy = [ dt = [t]} = 1.
Calcul de I; par deux méthodes :
Méthode 1 (Géométrique) : La fonction f : t — /1 — #2 est positive sur [0;1]. L'intégrale I;
correspond géométriquement a 1’aire du domaine sous la courbe délimité par le graphe de f,
’axe des abscisses et les droites t = O et t = 1.

y

11 y=+v1-—1t2
I

6 1 ¢t

Par conséquent, I; est l'aire exacte d'un quart du disque de centre O(0;0) et de rayon R = 1:

nx1? 7w

4 4

Méthode 2 (Trigonométrique) : En posant le changement de variable t = sinf, on a dt =
cos 0d6. Les bornes deviennent: t =0 <= 0 =0ett =1 <= 0= 7.

L =

V1-—t2




z T g . z
L 2/2 V1 —sin? @ cos 0d6 = /2 cos? do = /2 1+Ls(ze)ci@: [6+sm(29)} =
0 0 0

2 2" 4 |, 4

2. Soit n € IN. On étudie le signe de la différence :
1
Lot — I, = / (\/1 P 1) (\/1 — tz)"dt
0

n
Or, vt € [0;1,0 < vV1—12 < 1,donc V1—-#t -1 < QOet (\/1 —tZ) > 0. Par positi-
vité de l'intégrale, I,11 — I, < 0. La suite (I,) est donc décroissante. Comme V¢ € [0;1],
n
(\/ 1-— t2> > 0,ona I, > 0. La suite étant décroissante et minorée par 0, elle converge.

3. (a) En effectuant le changement de variable t = cos x, on obtient dt = — sin xdx. Les bornes
deviennent:t =0 <= x= Jett=1 <= x=0. Ainsi:

0
I, = / (sinx)"(—sin xdx) = /2 sin ™! xdx

Z 0

Pour n > 2, on réécrit I'intégrale sous la forme (Intégrales de Wallis) :

s

7T
7 b - 7 . —
I, = / (1 —cos?x)sin® L xdx = I, 5 — / cos? x sin" 1 xdx
0 0

Par intégration par parties sur la seconde intégrale en posant u(x) = cosx = u'(x) =
—sinxetv'(x) = cosxsin” 'x = v(x) = Lsin"x:

T

2 in" 2 1 1
/2 cos® xsin" 1 xdx = [Cosxsmx] - /2 (—sinx) < sin” x> dx =0+ =1,
0 n 0 0 n n

s
2

Onobtientalors: I, = I,,_» — %In — (1 + %) I, = I,,—», ce qui donne :

2
= j_ 1 I,—» soit en décalant l'indice: I, 42 = %

In Iﬂ

(b) En utilisant la relation précédente au rang n + 2 :
(n+3)L40=(n+2)I,
En multipliant chaque membre de cette égalité par I, 1, on obtient immédiatement :
(n+3)Li11lps0 = (M +2) 11y

(c) Posons U, = (n+ 2)I,,4+11,. La relation précédente montre directement que Uy, 11 = U,.
La suite (U,) est donc constante. Sa valeur est déterminée a 'aide des termes initiaux
pourn =0:

V€N, (n+2)Il, =241 =2 x g ><1:g

On en conclut que :
U

VneN, Ll = ——
ne TR

— Fin —





