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LES NOMBRES COMPLEXES
Exercice 1:
Ecrire sous forme exponentielle :
.TT
_1+e'3  (1+iV3)(sinx +icosx)

u= 14 e—ig v= (1 —i)(cosx — isinx)
Exercice2:

) . 2z —4 .

Soientzy =i ;zg =2;Z = p— avecz * i

1) Déterminer I'ensemble des points M (z) pour que Z soit réel

2)Déterminer I'ensemble des points M (z) pour que Z soit imaginaire pur

3)Déterminer I'ensemble des points M (z) pour que |Z| = 2

Exercice3:

On considére le polynéme P(z) suivant : P(z) = z3 — (11 + 2i)z? + 2(17 + 7i)z — 42

1)Démontrer que I’équation P(z) admet une solution réelle a.

2) Déterminer un polynéme Q(z)telque: P(z) = (z — a)Q(2)

3) Résoudre dans C que I'équation P(z) = 0.

Exercice4:

On considere dans € I'équation: (E):P(z) = z3 —2(1 + 2i)z? + 7iz+3(1—-3i)—42=0

1)Montrer que I'équation (E) admet une solution imaginaire pure que I'on déterminera.

2) Résoudre dans (C I’équation (E).

3) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (0, u, V), on considére A, B, C et D d’affixes

respectiveszy = 3i,zg+1—1i,z, =1+ 2ietzy = 1.

a) Placer ces points et justifier la nature du triangle ACD ?

b)Soit G le barycentre de {(4; 1); (B; 2); (C; —2)} Montrer que les points A, D et G sont alignés.

Exercice5:

Résoudre dans C I'équation (E) : z2 — (2% cos )z + 229 = 0 avec 0 € [0; 2|

Donner les solutions sous forme exponentielle.

Exercice6:

On considere I'équation (E) : z* — (2 — )z3 = 3iz? + (4—i)z+1+3i=0

1) Montrer que ( E ) admet une solution réelle z; et une solution imaginaire pure z, .

2) Déterminer les autres solutions de ( E ).

3)A, B,C et D les images des solutions de (E). On désigne par z;, z,, z; et z, les solutions de ( E )
2724 Z2—23

z ,
a)Montrer que == + === est réel
21724 Z1—23

b) Que peut-ondirede A,B,CetD?

Exercice7:

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (0, u, V), on considére A, B, C et D d’affixes
respectives z4, = —i ; zg =V3 +i,zc = —2V3+2i; zp = 4i

1) a) Placer ces points et justifier la nature du triangle ABC.
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b) Montrer que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on précisera le centre et

le rayon.
5

. . z
2) Donner la forme trigonométrique de %
C

.TT
3) Soit le point E tel que zp = e 'zg
a) Donner I'affixe de E sous forme algébrique et sous forme trigonométrique.
b) En déduire les valeurs exactes de cos(— %) et sin(— %)

c) Calculer zz™puis trouver le plus petit entier naturel non nul ntelquez;" € R
Exercice 8:

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (0O, u, V), unité graphique 2cm.
1) Résoudre dans C I’équation suivante : 4z% — (8 — 6i)z+1—5i =0

2) On considere A, B, C et D d’affixes respectives % — %i ,; —i,ietl+ %i

a) Placer A, B, C et D dans le repere.

b) Déterminer le module et un argument de Zp7%A En déduire la nature du triangle ABD.

Zp—Z,
3) On considere les suites (z,) et (a,) définies par:
Zy = i + 2
1 1\z,+1—i et a,=2z,—2
2 2
a) Montrer que (a,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier terme.
L vZ\" i(5+3)
b) En déduire que pourtout N, z,, = (7) e\+ 2/ 42

c) Déterminer I'ensemble des entiers n pour lesquels P,, le point image de z,, est sur I'axe réel.

Exercice9 :

. s . T . 2T . (n-1)m
Pour tout entiern = 1 on considere : S, = sin-— + sin—+ - + sin D7

1)On pose z = cos% + isin%
a)Donner une expression simple de lasomme.S', =1+ z + z% + --- + z"
b)Donner la partie imaginaire de S',,

P e s 1 . Lo . S
c)En déduire I'égalité : S, = — puis calculer la limite la suite (—")
tanzn n/n>1

ExercicelO:

. . 1+
(0,u, V) est un repére orthonormé, M (z), z, = let.z,,q = —~ Zn

1) Calculer @ puis en déduire la nature du triangle OM,, M,, ¢
2)Soit 1, = |Zp4q1 — 2yl Interpréter géométriquement 7;,.
3) Montrer que (7;,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier terme.
4) Déterminer en fonction de n la longueur de la ligne brisée L,, = MgM{ + M{M, + -+ ...+ M,; M}, 4
Exercice 11:
. o Zy =1
Soit (z,,) définie par : {Zn+1 = (14 0)z, +2i
1) Calculer z, et z,.
2) On considere la suite (U,,) définie par: U, = z, + 2
a) Montrerque U, = 2+ )1+ )"
b)Exprimer z,, en fonction de n.

. . e . .11,
3) Soit M, 1, M,,, A et B les points d’affixes respectives z,,,1 , Z,, i et St

Démontrer que % =+/2 etque (BMn;AMn+1) = g[Zn]

Exercice 12

Soitw =2 —v2 —iv/2 +v2
1)a) Calculer w2.
b) Determinier le module et un argument de w?.
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c)Donner une écriture exponentielle de w?.

2) En déduire un argument de w.

Exercice 13 :

On considére dans C I'équation : z3 — (3 +2i)z2 + (1 +4i)z+1—-2i=0
1)a) Déterminer la solution réelle de cette équation.

b)Montrer que i est une solution de cette équation.

c) Déterminer la troisieme solution de cette équation.

2) Soient les points A, B et C d’affixes respectives 1, i et 2 + .

Déterminer le module et un argument deﬁ.
a)En déduire la nature du triangle ABC.

Tt
b)Déterminer I'affixe du point D image de A par la rotation de centre B et d’angle 3

Montrer que A, B, C et D sont sur un cercle de centre | (1 +i) et de rayon r a determinier
Exercice 14 :
1) Résoudre dans C; z3 =1

2)a) Développer (\/f - i\/§)3
b) Soit I'équation (E) :==z° = 4v/2(—=1 — i)
En posantu = ﬁ.Déterminer sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique les
Solutions de (E)
51

P 51 .
3) En déduire les valeurs exactes de cos_etsin—

Exercice 15
—14+0\3  1+i
=) =%
b) Résoudre dans C,z3 = 1.0n donnera les solutions sous forme trigonométrique et sous forme
algébrique .

1)a) Montrer que (

c) Déduire des question précédentes les solutions dans C de I'équation :z3 = %
. —1+i . L9
2)a) Ecrire % sous forme trigonométrique

b) En déduire les arguments des solutions de (E)
3) Déduire des questions 1)c) et 2)b) les valeurs exactes de cos % et sin%

4) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O, i , ¥) .On considére la

transformation F qui a pour tout point M d’affixe z on associe le point M’ d’affixe z’ tel que :
Z' =V2(-1+i)z+ (1 +V2)i +V2

a) Donner la nature et les éléments caractéristiques de F

b) Construire I'image B du point A d’affixe —1

Exercice 16 :

Soit (U, )nen la suite géométrique de premier terme u, = 4 et de raison 3
Soit (v, )nen la suite arithmétique de premier terme vy = %et de raison %.Pour tout entier naturel n ;

on note z, le nombre complexe de module u,, et dont un argument est v,

1)a) Exprimer u,, et v,, en fonction de n

b) En déduire z,

2) Démontrer que (z,,) est une géométrique de raison g = %i et de premier terme z, = 2v/2 — 2v/2i
3) Soit (P) le plan muni d’un repére orthonormé (0; u; V) et M,, le point d’affixe z,,

a) Déterminer la nature de la transformation F qui au point M,, associe le point M,, , ;d’affixe z,,,1
4) Pour tout entier naturel n, on pose z,, = 742123 ..... Z,

a) Exprimer en fonction de n un argument de z,

b) Démontrer que si n est impair alors z,, est réel

Exercice 17 :

Dans I'ensemble C des nombres complexes, on note
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(E):z3+(1—8i)z2 - (23+4i)z—3+24i=0
1a) Montrer que (E) admet une solution imaginaire pure et la déterminer
b) Montrer que 1 + 2i et —2 + 3i sont des solutions de (E)
c) Donner I'ensemble des solutions de (E)
2) Dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct (0; u; V) .Soient les points A ,B et C d’affixes
respectives 1 4+ 2i ;3i; —2 + 3i.Soit G le barycentre de A,B et C affectés de coefficients respectifs
2;-2etl
E— s

a) Montrer que les vecteurs GA ;E?) et GC ont pour affixe respectives \/feiZ; 2i; Zﬁei%n et que ces
affixes sont dans cet ordre en progression géométrique ; déterminer la raison de cette suite

b) En déduire gqu’il existe une similitude directe qui transforme A et B et B en C. Donner les éléments
caractéristiques de cette similitude

Exercice 18
1+iV3

1+i

1) Déterminer la forme trigonométrique et la forme algébrique de z =

, . Vs . Vs
En déduire les valeurs exactes de cos et sin—

2) Déterminer et construire E; = {M(2); (iz — 2)(z — 1) soit unréel }
3) Déterminer et construire E; = {M(z); arg(iz—2)z—-1) = g}
Exercice 19:

C désigne I'ensemble des nombres complexes

1) Montrer que dans C ; la somme des racines n*™€ de 'unité est nulle (n > 2)

2) En utilisant les résultats du 1) , montrer que cos% est solution de I'équation 4x%> —2x —1 =0
21

, . T
3) En déduire les valeurs exactes de COS—;COS—

Y
; COS—

10
Exercice 20:
1)Factoriser a® — i — 1
Résoudre dans C I'équation (E):z2 —a(a +1)z—ia® =0
2) On note r le module de a et 8 un de ses arguments .Calculer le module et un des arguments de
chacune des solutions de (E)
3) P désigne le plan complexe .On note S, I'application définie par :

Sq:P— P
M(z) » M'(z') tel que z' = iaz + a?

. . . . 51
Déterminer a pour que S, soit une rotation d’angle -

2

Exercice 21 :
Le plan P est muni d’un repére orthonormé (0, U, v) .Soit f I'application de C/{2i} vers C définie par :
2z—1i
f& =7=%

a) Résoudre dans C, f(z) = z
Donner les solutions z; et z, sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique
b) Calculer z;* + z,*
1)Soit M(z) un point de P .Soit (I') I'ensemble des points M(z) tel que f(z) soit un imaginaire pure.
Donner une équation cartésienne de (T") .Tracer (I")
2)Montrerque |z| =1 < |[f(2)| =1
Exercice 22 :
Soit le nombre complexe Z = (1 —x) avec€ R.
1) Calculer le module et un argument de Z (on discutera selon les valeurs de x) . donner pour chaque
cas la forme trigonométrique et la forme exponentielle de Z.
2) Montrer que Z2°% est un réel dont on précisera le signe.
3) a) Montrer que I'équation | Z| = 2 admet deux racines Z; et Z,
On notera Z; le complexe de plus grande partie réelle et Z, I'autre racine
b) Ecrire Z; et Z, sous forme algébrique.
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c) Placer les points A; et A, d’affixes respectives Z; et Z, dans le plan complexe muni d’un repére

, 2> . o,
orthonormé (O, u , v ) et vérifier que A, O, A; sont alignés.
Exercice 23 :

On considere les points A;; A,; A3 d’affixes respectives :

5+iv3
21:1;22:1+\/§+i\/§;z3=T

1)a) Donner une écriture trigonométriques des nombres complexes z, — z,et z; — z;

e . . , . Z3—Z
b) Donner une forme algébrique et une forme trigonométrique de ﬁ
2741

, . s . s
En déduire les valeurs exactes de cos— et sin—

2) Soit S la similitude plane directe transformant A, en A3 et A; en 4,
a) Préciser les éléments caractéristiques de S
b) On désigne par M’ d’affixe z’ ; 'image par S du point M d’affixe z .Exprimer z’ en fonction de z .En
déduire 'image par S du point B d’affixe 1 — a2e
Exercice 24 :
On considére le plan complexe P muni d’un repére orthonormé direct (0, u, V).
1) Résoudre dans C I'équation : —z3 + 6 z—20i = 0 (E) sachant qu’elle admet une solution
imaginaire pure a .
2) Notons b et c les autres solutions de ( E ), b ayant la partie réelle positive et soient A, B, C les
points de P d’affixes respectives a, b, c. Déterminer le module et un argument de IZ_;Z. En déduire la
nature du triangle ABC.
3) Soit r la rotation de centre O et d’angle de mesure g rad ; et f I'application qui a tout point M de P
d’affixe z # i — /3 associe le point M ' d’affixe z' définie par :
z —2i
Z, =
z+V3—i
a) Donner I’écriture complexe de r puis 'affixe du point A" = r (4).
b) Déterminer I'ensemble des points M de P dont les images par f ont pour affixe un réel négatif.
On notera E cet ensemble.
c) Déterminer 'ensemble F des points M de P dont les images par f appartiennent au cercle de
centre O et de rayon 1.
Exercice 25 :

Soita € ]—%;g[et fa 'application du plan complexe dans lui-méme qui, au point M d’affixe z associe
le point M ' d’affixe z’ définie par :

z'=(=1+4+itana)z—itana + 2
1) Déterminer le module et un argument du nombre complexe —1 + itana.

2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f, .
1

cosa
Donner une écriture complexe de la rotationra telleque : f, = 1, © hy,

Exercice 26 :
Dans I'ensemble des nombres complexes, on considere I'équation
(E):z2+ (3-20)z>+(1—-4i)z—1-2i=0
1)a) Vérifier que (E) admet une solution réelle
b) Achever la résolution de I'équation (E)
2) Dans le plan complexe , on désigne par A,B ;C les points d’affixes respectives z4 = —1 ;
zg=—2+1i;zc =1
a) Déterminer le module et un argument de

3) Soit h, I’ homothétie de centre le point Q d’affixe 1 et de rapport

Zc—ZA
ZB—2Z4A

b) En déduire la nature du triangle ABC
c) Donner le centre ; le rapport et I’angle de la similitude plane directe qui laisse invariant A et
transforme B en C.
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Exercice 27 :

Dans I’'ensemble C des nombres complexes, on considere I’équation ( E) d’inconnue z telle que : (E)
iz + (1-5)z+ 6i—2=0.

a) Montrer que cette équation possede une solution réelle notée z;. Déterminer I'autre solution z; de
(E).

b) Dans le plan complexe muni du repére orthonormé (0, e7, e;), on note M, le point d’affixe z; et
M, le point d’affixe z, .

Déterminer I'affixe du point C de I'axe (0, e7,) ( équidistant deM; etM, .

c) Soit la rotation R; de centre C telle que R;(M;) = M,.

d) Déterminer une mesure de I'angle de la rotation R;.

B ) Déterminer I'affixe du point O 'image de O par R; .

d) Soit la rotation R, de centre O et d’angle orienté 0 tel que Mes 8 = % rad.

a) Quelle est la nature de la composée R,0R? Justifier votre réponse.

B) Soit B d’affixe 3i. Déterminer I'image du cercle circonscrit au triangle BOC
parR,oR; . Justifier votre réponse.

Exercice 28 :

1) Résoudre dans C les équations suivantes :

a)z?2—2z+5=0

b)z2 —2(1++V3)z+5+2V3=0

2) On considére dans le plan (P) de repére orthonormé (0; u; v) les points A, B ;C et D d’affixes
respectiveszy = 1+2i;z5 =1+V3+i;zc=1+V3—i;zp=1-2i

a) Placer les points A, B, C et D dans le plan (P)

b) Vérifier que Z:z = {\/3 ;en déduire la nature triangle ABD

c) Montrer que les points A, B ;C et D appartiennent a un méme cercle (C) dont on précisera le
centre et le rayon .

3) On considére I'équation (E):z2 — 2(1 + 2cos8)z+ 5+ 4cosf = 0

a) Résoudre (E) dans C

b) Montrer que les images des solutions des (E) appartiennent a (C)
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