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                                               Exercice 1 (4pts) 

1) On considère dans l’ensemble ℂ des nombres complexes, le polynôme  

𝑃(𝑧) = 𝑧 3 + (1 + 2𝑖)𝑧2 − (1 − 14𝑖)𝑧 − 13  

a) Démontrer que dans ℂ, l’équation 𝑃(𝑧) = 0 admet une solution imaginaire pure z0 que 

l’on précisera (0,5pt) 

b) Résoudre dans ℂ, l’équation 𝑃(𝑧) = 0 (0,5pt) 

2) Soit 𝑓 l’application de ℂ`{−𝑖} 𝑑𝑎ns ℂ , definie par 𝑓(𝑧) =
𝑖𝑧

𝑧+𝑖
. Dans le plan complexe 

rapporté à un repère orthonormal direct (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 ) unité graphique 2cm, on considère 

les points A, B, C et M d’affixes respectives −𝑖 ; 2 − 3𝑖; −3 + 2𝑖 𝑒𝑡 𝑧.  
a) Faire une figure que l’on complètera au fur et à mesure (0,5pt) 

b) Montrer que les points A, B et C sont alignés (0,5pt) 

c) Donner une interprétation géométrique de |𝑓(𝑧) − 𝑖| 𝑒𝑡 arg [𝑓(𝑧) − 𝑖]  (0,5pt) 

3) a) déterminer et construire l’ensemble (∆) des points M d’affixe z vérifiant : 

 |𝑓(𝑧) − 𝑖| = √2 (1pt) 

b°) déterminer et construire l’ensemble (Γ) des points M d’affixe z vérifiant : 

 arg [𝑓(𝑧) − 𝑖] =
𝜋

4
 (0,5pt) 

                                                       Exercice 2 (4pts) 

On définit pour tout entier naturel 𝑛, les suites (𝑢𝑛) et (𝑣𝑛) respectivement par : 

{
𝑢0 =

1

2

𝑢𝑛+1 =
2

3
(𝑢𝑛)

2

  𝑒𝑡 𝑣𝑛 = ln (
2

3
𝑢𝑛) 

1) démontrer par récurrence que pour tout entier naturel 𝑛, 𝑢𝑛 > 0.(0,75pt) 

2) a°) calculer 𝑣0 (0,25pt) 

b°) démontrer que (𝑣𝑛) est une suite géométrique .(0,5pt) 

3) Exprimer 𝑣𝑛 puis 𝑢𝑛 en fonction de 𝑛.(0,5pt) 

4) On pose :𝑆 = ∑ 𝑣𝑘 
𝑛
𝑘=0    et 𝑆′ = 𝑢0 × 𝑢1 …× 𝑢𝑛 

a) Calculer S en fonction de n.(1pt) 

b) Prouver que 𝑆′ = (
3

2
)𝑛+1𝑒𝑆  puis exprimer S’ en fonction de n.(1pt) 
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                                                              Problème (12pts) 

On considère la fonction 𝑓définie sur ℝ par :{
𝑓(𝑥) = (𝑥 + 2)2𝑒−𝑥          𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0 ; +∞[

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑙𝑛 (1 −
2

𝑥
) + 4     𝑠𝑖 𝑥 ∈ ]−∞;0[

 

On désigne par (∁) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repère orthonormal (𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ) 

(unité :2cm) 

1) Calculer  lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)  𝑒𝑡 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) et en déduire deux  asymptotes à (C) , on précisera les 

équations.(2pts) 

2) a°) montrer que ∀ 𝑥 ∈  ]−∞; 0[ , 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑙𝑛|𝑥 − 2| − 𝑥𝑙𝑛|𝑥| + 4 (0,5pt) 

b°) étudier la continuité de 𝑓 en 0. (0,5pt) 

c°) calculer lim
𝑥→0−

(1 −
2

𝑥
) puis en déduire lim

𝑥→0−
𝑙𝑛(1 −

2

𝑥
). (1pt) 

d°) montrer que ∀ 𝑥 ∈  [0; +∞[ ,
𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
= (𝑥 + 4)𝑒−𝑥 + 4

𝑒−𝑥−1

𝑥
 (0,5pt) 

e°) étudier la dérivabilité de 𝑓 en 0 puis interpréter graphiquement les résultats obtenus. 

(1 ,5pts) 

3) Etudier le sens de variation de 𝑓 sur [0 ; +∞[.(1pt) 

4) a°)  calculer 𝑓′(𝑥) 𝑒𝑡 𝑓′′(𝑥) , ∀ 𝑥 ∈ ]−∞; 0[.(1pt) 

b°) déterminer le sens de variation de 𝑓′ sur ]−∞; 0[ et dresser son tableau de variation 

sur ]−∞; 0[.(1pt) 

c°) en déduire le signe de 𝑓′(𝑥) , ∀ 𝑥 ∈ ]−∞; 0[.(0,5pt) 

d°) en déduire le sens de variation de 𝑓 sur ]−∞; 0[.(0,5pt) 

5) Dresser le tableau de variation de 𝑓 sur ℝ. (1pt) 

6) Construire la courbe (C). (1pt) 

 

                                                𝑒−2 ≃ 0,14  
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