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TRAVAUX DIRIGES DE MATHEMATIQUES

THEME : Equation Différentielle

NIVEAU : Terminale CDE ,& F
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Rappels du Cours

1)-Définition
On Appelle équation différentielle toute équation ayant pour inconnue une fonction et
dans laquelle figure au moins une des dérivees successives de la fonctions inconnue.
I1)- Ordre d’une équation différentielle
C’est le rang de la dérivee la plus élevé contenue dans cette équation

a. 2y —y" +7y"+y' +2y=0 4™ QOrdre
b. ym 4+ 7y” + y’ + Zy =0 3éme Qrdre
C. 7y"+y +2y=0 2¢™MeQrdre
d y' +2y=o0 1¢"Ordre

11-1)- équation différentielle du 1°" ordre
1)- Equation differentielle de 1" ordre sans second nombre (homogene)

C’est toute équation de la forme

(*)| ay’+by=0| Va€R,DER

1)- Résolution
1°"Méthode
* ! —
(*)ay’ +by =0 " Seul be tranail ok les sacrifices que tu enlreprends
& ay' =-by wﬂm@’wmmmjoum,mc’ulgunae
y  —b souffuin aujourd hui powr mieus: 9iive demain "
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y a

' b
= ]y—dxzj——dx
y a

= In|y| + C, = —§x+C2
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b
= In|y| = —ax+C2 -

b
—_— + —
— elnlyl = p7a* C—Cy

b
= eVl = ¢7a* x 2701

b
= y=e2%xea* posonsk =+e27C
_b,
y=ke a Vk € R*
2¢Mme¢Méthode
() ay £ by =0 " Seud e tasail o o sacifices que tu entieprend
posons:y = ke™ i
' W,Mmmdmw,mc,ulgmvae
=y’ =kre™ e anound o ovone Somain "
akre™ + bke™ = 0 « Mr. SOCRATE-AHMMED (+242) 06 593 41 78 »

Pour le compte des Mathématigues sans frontiéres

ke™(ar +b) =0

ke™* #0=ar+b

b
= r=--
a

b
remplaconsr = —— dansy = ke™ on aura:
a

b
y = ke <*| Vk eR*

Avec ar + b = 0 est appelée équation caractéristique 1’équation homogene (*)

ii) Solution particuliére
Déterminer la solution particuliére c’est préciser la Valeur de la constante k telle que la
solution verifie la condition initiale y(Xo) = Yo
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2)-Equation différentielle du 1°" ordre avec second membre (hon homogéne)
C’est une équation dont le second membre n’est plus 0 mais une fonction de la variable
réelle x

Exemple
-y —4y=-3x+1
- 2y +y=¢e*

- —%y’+6y=c052x
- 5y —3y=(x%?—x+1)e3*
-y = —6x?
- y' =1+ tan’x
I1,) Equation différentielle du second ordre

1-)Equation différentielle du 2°™¢ ordre sans second membre (équation-homogene)
C’est toute équation de la forme :

(*) ay”" +by' +cy=0 Va € R (b,c) ER

1)-Résolution
Ona:ay”" +by'+cy=0
posons y = e'*
y' = tetx
Y = t2ptx
S at?e™ + bte* +e* =0
= e (at?+bt+¢c)=0
=e*#0 o at’+bt+c=0
avec (at? + bt + ¢ = 0) équation caractéristique de 1’équation homogene (*)
Eneffet:at? + bt +c =0

On calcule : A= b? — 4ac

. . . . b
e lercas: si A= 0, Alors il existe une racine double t, = — - Dans ce cas la

2a
solution de (*) est de la forme

y(x) = (Ax + B)e'" | V(4,B) € R

e 2e cas: si A> 0, Alors il existe deux racines réelles distinct r; et r; tels que

_—b—VA _—b+VA

= 2a T2 2a
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Dans ce cas,onau |y(x) = Ae"1* + Be"?* V(A,B) ER

e 3ecas: siA< 0, Alors il existe deux racines complexes conjuguées r; et r;
tellesquer, =a+if et n, =a—if

On aura :

y(x) = (Acos Bx + Bsin fSx)e**

Ou
y(x) = Ke“* cos(Bx + w) V(A,B,K,a,(,w) ER

ii) Solution particuliere

I1 s’agit de déterminer les valeurs des constantes réelles lorsque la solution générale
verifie les conditions initiales

y(x0) = yo et y'(xo) = zg
2)- Equation différentielle du second degré avec second membre (éguation non homogene)
Forme: ay” + by" + cy = f(x)
Exemple
yrr + byr _ Zy — 4e2x
-y =4y =4(x—1)* -2

Pour résoudre les équations de cette forme, il faut :

a) Cherche d’abord la solution homogéne yn(X) associée a 1’équation homogene en
posant :
ay” +by' +cy=0
b) Ensuite chercher la solution particuliere yp(x) vérifiant (*) c’est a dire
ay", + by’ +cy, = f(x)
Ainsi, la solution générale de 1’équation non homogéne (*) est

y(x) = yp(x) + yp(x)
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EXERCICE 1 |
Résoudre les équations différentielles suivants :
a) g'(x)=1 a) y'" =cosx
b) y' = e?* b y" = 2x
! 1 ! !
c) xy' = Tnx c)y VX =1
d) y"' =2y’ d) (x*+1)y' =x
no_ 0 el) r— 1
e) y y xInx
f) y+2y=0 f) 3y'—my=0
g) y —In2y =0 g)—2y'+5y=0
EXERCICE 2
1) Résoudre dans R les équations différentielles suivantes :
1- 2y" —y'—6y =0 1) y"+y' ' +y=0
2-y"+16 =0 2"y 4y" —25y=0
3-y' —my=0 3 (x2+1y' =0
4- y' +yln2 =0 ANy" =2y —y =0
5- y" — (In2)%y = 5" 49" +y =0

6-y"+y' +y=0
2) Trouver les solutions vérifiant les conditions initiales de 4,4°,5 et 5’
—>y(0) =-1 et y'(0)=0
—->y(0)=1 et y'(2)=1
—)y(§)=1 et y'(g)zl
—>y(0)=-1 et y'(0)=+3
EXERCICE 3

1)- Déterminer toutes les solutions des fonctions réelles vérifiant 1’équation
différentielle donné dans chacun des cas suivants

a) 4y" — 9y =0 a’) 4y" +9y =0

b) y'"+4y' +4y =0 by y"—4y" +3y=0

c) 4y" —8y'+3y =0 c) y"+5y'=0
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d) y"—6y'+10y =0 d) 4y" —4y' +5y=0
EXERCICE 4
Donner la solution générale de I’équation différentielles :
1) y'+4y=0
2) 3y’ =y =0
3) y' =5y =3x
4) ty' + 2y =0; ; y(3m) =1
5 4y" +9y =0 ; ym=2 ; y'@=0
6) y”=%x+1+sin2x ; y0)=0 ; y'(0)=0

N2y'+y -3y=0 ; y(0)=-1; y'(0)=2
8) y'—-2y"+2y=0

9 y'-2y"+5y=0 ;y(0)=1 ; '(0)=3
10) 4y" —4y' —3e** +y =0
EXERCICE 5 |

On considere 1’équation différentielle suivants :
(E):2y' +y=x%+2x—2
1)- Déterminer une fonction polynome de degré 2 solution de 1’équation.
2)- On pose f=h-g, montrons que f est solution de (E) pour que h soit la solution de
I’équation (E') =2y'+y =0
3)- Résoudre (E’)
4)- Déduire la solution générale de (E)

EXERCICE 6 |

Résoudre 1’équation :(E): y' + y = 0, on notera f la solution de cette équation

2)- On considere  (E'):y" +y = cos2x

a)- Déterminer les réels a et b tel que la fonction définie par

f(x) = acos(2x) + b sin(2x) , soit solution de I’équation (E’)

b)- Montrer que la fonction h telle que h(x) = f(x) + fy,(x) est une solution de (E)

EXERCICE 7

(E):y" — 5y’ + 6y = 3e**
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1)- Soit ¢ la solution définie sur R par ¢(x) = ke** avec K € R. Déterminer k pour
que ¢ soit solution de (E).

2)- Montrons que f est solution de 1I’équation (E) pour que f — ¢ soit solution de
I’équation différentielle (E') =y — 5y + 6y =0

a)- Résoudre (E”)

b)- Déduire la solution de (E)

3)- Déterminer la solution particuliére de (E)

EXERCICE 8 |

Soit I’équation différentielle (E) =y’ + 2y = x? + 1.

1)- Résoudre 1’équation différentielle (F) =y’ + 2y = 0.

2)- Déterminer une fonction polynéme g du second degré, solution de (E).
3)- Démontrer que f est une solution de (E) si et seulement si h = f — h.
4)- En déduire la solution générale de I’équation différentielle (E).

EXERCICE 9

Soit (E) = y" + 4y’ = sin 2x.

1)- Résoudre I’équation différentielle (F) : y" + 4y’ = 0.

2)-Onpose Vx € R, g(x)= C;cos2x + C, sin2x
Déterminer les réels C; et C; tels que g soit une solution de (E)

3)- Démontrer que la fonction f est une solution de (E) si et seulement si f — g
est une solution de (F)

4)- En déduire les solutions de 1’équation différentielle (E)

EXERCICE 10 |

On consideére 1’équation (E) tel que y"' — 6y’ + 9y = 0

1)- Résoudre sur R cette équation.

2)- Trouver la solution particuliére de f.

3)- Etudier les variations de la fonction ainsi trouver ; pour f(0) =1 et f'(0) =1

EXERCICE 11 |

Soit (E):y" +2y"+10y =0
1)- Résoudre dans R.

2)- Déterminer la solution particuliére f ; tel que f(0) =0, f’ (g) =e
3)-Représenter graphiquement la fonction trouver. 7
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EXERCICE 12 |
Soit (E):y" —4y'+4y =0

1)- Résoudre I’équation (E).

2)- Déterminer les solutions de (E) dont la dérivée premiére s’annule en 0.

3)- Déterminer la solution de (E) dont la courbe représentative (C) de f munie d’un.
repére orthonormé (o,7,j) admet une tangente horizontale A (0 ;1).

1
4)- Calculer I’intégrale Z= foz(l — 2x) e**dx .

EXERCICE 13
Soit (E) I’équationtel que : 9y +ay’'+4y =0 Va€eR

1)- Pour quelle valeur de a 1’équation (E) admet-elle une solution génerale de la forme
y =e**(Acosfx + BsinBx) avec (4,B) € R.

2)- On pose a = 0, Résoudre I’équation (E).

3)- Déterminer la solution particuliere f de (E) dont la courbe représentative dans le
repére orthonormé (o, 1,)) passe par le point I(%,x/?) et admet en ce point une

tangente de pente — %

EXERCICE 14 |

Soit I’équation différentielle ay’’ + 2by’ + 4y =0 avec (a,b) ER

Sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire d’un nombre complexe de

module 2 et d’argument g
1)- Calculer a et b.
2)- Résoudre cette équation.

3)- Résoudre I’équation pour f(0) =0 , f'(0) = 1.
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EXERCICE 15 |

Soit (E):y" —3y"+2y=0

1)- Résoudre 1’équation (E)

2)- Trouver la solution particuliére f de (E) dont la courbe (C) passe par le point
I(In2;0) etadmet en ce point une tangente parallele a la droite d’équation y = —2x
EXERCICE 16 |

Soit(E)=y"=2y"+y=0

1)- Résoudre dans R 1’équation (E)

2)- Déterminer la solution particuliére h de cette équation dont la courbe (C) admet
dans le repére (o,1,]) un point d’inflexion.

EXERCICE 17 |

PARTIE A
(E):y"+2y+y=0
1)- Résoudre I’équation (E).
2)- Trouver la solution g de (E) telle que g(0) =0 et g'(0) =1
PARTIE B
Soit g(x) = xe* — 1 la fonction continue et dérivable sur ]0; +oo[
1)- Calculer la limite de g en +oo.
2)- Calculer g'(x), puis étudier les variables de g sur ]0; +oo.
3)- Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une sollution unique a € 10,1[ , puis
donner le signe de g sur ]O; +oo] .
PARIE C
Soit f(x) = (x — 1)e* — x — 1 la fonction continue et dérivable sur ]0; +oo[. On
désigne par (C) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (o,1,7), unité
graphique de 2cm.
1)- Calculer la limite de g en +oo.
2)- Montrer que f'(x) = g(x).
3)- Dresser le tableau de variation de f.
4)- Préciser les branches infinies de (C) a +oo, puis tracer soigneusement la courbe
©).
5)- Calculer en cm? I’aire du domaine délimite par (C) avec I’axe des abscisses et les
droites d'équation x = 0,x = 1. —
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EXERCICE 18

PARTIE A
(E):y"+4y"+4y =0
1)- Intégrer 1I’équation (E).
2)- Déterminer la solution particuliere h, vérifiant les relations h(0) = 0 et h'(0) = 0.
PARTIE B
On considere la fonction f de la variable réelle x tel que x € R
f(x)=(x+1)e?* ,Six <0
{f(x) =1+x+2xIn(x) ,six>0
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére, orthonorme
(0,7,)) unité graphique de 4 cm.
1)- Etudier la continuiteé et la dérivabilité de f en x, = 0.
2)- Etudier les branches infinies de (C).
3)- Etudier les variations de f.
4)- Montrons que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique « de I’intervalle
41
5)- Construire la courbe (C) représentative de f dans le repére orthonormé (o,1, )
6)- Calculer I’air de la partie du plan délimitée par la courbe (c) avec I’axe des

) ) ), ) 1
abscisses et les droites d’équations x = — S0 X= 0

7)- On construit la fonction g définie Vx € |—o0,0[ par g(x) = —f(x)
a)- Dresser le tableau de variation de g sans étudier les variations
b)- Construire (c’) la courbe représentative de g dans le méme repére que (C)

BONUS |
Résoudre dans R les équations différentielles suivantes :
1 1
1) 4y'+3y=0 —y+=-y'=0
57 3 " Seul o trasaif ot los sacrifices que tu entrepronds
2) yIn5-y' =0 W3 =y

"“j“‘"’a,g““' Paﬂ,em,t wh jour, car Seot Bien 3o
3 ¥y —=3y=0 et y(0) =2 souffin awjourd husi Tmmaum"
/ _ — powr
4) 3y +y=0 et y(1)=0 « Mr. SOCRATE-AHMMED (+242) 06 593 41 78 »
5 y'+yln2=0 et y(1) =1
6) y=y et yl)=-1
7 2y +3y=0 et A(%)

Pour le compte des Mathématiques sans frontiéres

10) -y' =y et A(é) 10
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14) yV2—y3=0;y" -2y +y =0

15) y' +3y=0
16) y'—3y=0
17) 4y’ =3y =0
18) y'+yln2=0

A(ezx)
13) y'+2y=0
0 =1 " Seuf be tranail et bes sacrifices que b
y\) = g ,
WWMWMW’W

y(1)=1 c’ulzmaaw%mqmu@’&mwmmm
"
y(—-4) =1 Risre demain
« Mr. SOCRATE-AHMMED (+242) 06 593 41 78 »

y (1) =—2 Pour le compte des Mathématiques sans frontiéres

a) 9y" —64y =0 9y" +4y =0

b) y"-2y=0

c) 2y" —y=0

d) 9y" +4y =0

e) y'+y' —6y=0
f) y'+4y'=5y=0
g) 2y" =22y +y =0
h) y'"—-6y" +2y=0
1) y' =2y —=2y=0
Doy —-4'+4y=0
KY y"+4y"+5y=0
) y'+2y'+y=0

m) y"+16y =0
n  y'-=(n2)?y=0
0) 4y" +y =10

p) y'+2y'=3y=0
q) y'+y' +y=0

2y"+y=0
y(0)=0 y'(0)=1
gm)=0 g'(m=0
y' —4y"+8y =0
3iy” —2y'"+9y =0
9y" +6y' +y=0
4y" +4y"+y =0
y(0)=1 y(0)=0
y(0)=0, '(0)=0
y(0=1, »(0)=0
y0 =1, »(0)=0
y(0) =0 y'(0) =-1
y0 =1, y@=1

WB)-1 (@)=
y(0)=3, y'(0)=-1
y(0) =-1, y'(0) =+3

Vérifier dans chaque cas que la fonction f est solution de I’équation (E) sur I’intervalle k :

f(x)=%x2—x+1 (B):
f(x) = (2x —1)e* (E):

fx) =e* +e* (E):
f(x) =V2x (E):

2(y+y'") = x? k=R
y' —y=2e* k=R
y"'+y' —2y=4e** k=R
yy' =1 k =10, +oo] 11
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