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A College kidiva @ 1. Gueye

Soit f un polynéme défini par: f(x)=x3—4x?>+5x—2

0 Calculer f(2). En déduire une factorisation de f(x).
o Résoudre dans R

@ Léquation f(x)=0.
\Q Linéquation f(x) <0

Soit p(x)=2x*+ x3—26x2+11x +12

0 Vérifier que 1 et 3 sont des racines de p(x)
o Factoriser p(x) en un produit de facteurs du premier degré

o Résoudre dans R I'inéquation p(x)>0.

Soit p un polyndéme défini par: p(x)=2x3+ x?+ax + b avec a et b des réels.

0 Détermine les réels a et b pour que -1 et 2 soient racines de p(x).

0 Etudier le signe du polynome g tel que g(x)=2x3+ x?>—7x—6.

Soit un a un réel. On considere le polynome g de degré 3 défini par:
g(x)=x3—(3+2a)x? +(6a +2)x —4a

0 Prouver que g(2a)=0.

o Ecrire g(x) sous forme d’'un produit de trois facteurs du premier degré.

On considere le polyndme p défini par: p(x)=—2x3—2x2?+20x —16.

0 Donner la factorisation optimale de p(x).

o Résoudre dans R, I'équation p(x)=0.




6 En déduire la résolution des équations suivantes

@ —2(x—12—-2(x—1?+20(x—1)—16=0

Soit a et b deux réels distincts. On définit le polynéme g défini par:
g(x)=a%b—x)+b%(x—a)+ x*(a—Db).

0 Calcule g(a) et g(b)

0 Factorise alors le polynome g(x).

m:

Soit le polyndme p défini pour réel x par: p(x)= x3+ax?+ bx + c. On suppose que q,
P ety sont des racines du polynomes p.

afy=—c
Démontrer que { aff +Br+ra=>b
a+p+y=—a

Soit le polyndme p défini pour réel x par: p(x)=2x3+ax?+ bx +3 avec a et b des réels

0 Détermine a et b pour que p(x)soit factorisable par x? +2x —3.

o On suppose que a =3 et b =—8. Résoudre alors I'équation p(x) < 0.

On suppose que a, b, c et d sont des réels et que f est un polynoéme de degré 3 dont
les racines sont a, ety avec f(x)=ax®+3bx?>+3cx+d.

d

afy=——

0 Montrer que { aff + fy+ra= 376
3c

(1+ﬁ +)’=—;

é calculer a? + 2+ 7?2

Soit p(x)=10x3+29x?—41x +12.

1
0 Vérifier que 7 est un zéro de p. En déduire une factorisation de p(x).

8x3—1"

o Soit g(x) = _px)




@ Déterminer le domaine de définition de de g

@ Simplifier g(x)
@ Résoudre dans R I'inéquation g(x) > 0.

o Déterminer les polynémes p de degré 2 vérifiant Vx eR: p(x)—p(x—1)=x
o En déduirelasomme S, =1+2+3+---+n
0 Déterminer le polynome p de degré 3 tel que p(0)=0et Yx €R p(x)—p(x—1)= x2.

Si

o Démontrer que S, =12 +2%2+32+.--+ n?=(2n+1) 3

6 Déterminer les polynomes p de degré 4 vérifiant Yx € R: p(x)—p(x—1)= x3.

e Démontrer que la somme S;=13+23+33+...+ n3 =(§,)%.

On considere le polynéme P(x)=(m?—m—2)x3—(m+1)x?>+(m+2)x +2m—1
Déterminer le réel m pour que

0 d°P =3.
o d’°pP=2.
e d°P=1.

Soit m €R et P(x) un polynéme défini par P(x)= x3+(3+2m)x? +(6m +2)x —4m.

0 Vérifie que P(2m)=0.
o Ecris P(x) sous forme d’un produit de trois facteurs du premier degré.

0 Résoudre en discutant suivant les valeurs de m I'inéquation P(x) > 0.

Etant donne un parametre réel m, on considere I'équation
1 4 3 2 1
(Ep):= me +(m+1)x°—mx +(m+1)x+§m =0
0 Résous dans R (E,,,) pour m =0

0 On suppose maintenant que m # 0.

@ Montrer que le réel m n’est pas solution de (E,;,)




1
@ Montrer que (E,,) peut se mettre sous la forme x? f(u) avec u = x + <
@ Déterminer les réels u solutions de I’équation f(u)=0. En déduire les réels x de (E,;,)

@ Etablir une relation simple indépendante de m entre les solutions de(E,,).

SoitP(x)=x*+ax3+ bx?+ cx —60.

0 Déterminer les réels a, b etc sachant que P(—2) =0, P(3)=0 et P(1)=—28.
0 On suppose que P(x)= x*+2x3+ x? +—28x —60. Factorise completement P(x).

o On considere le polyndme Q(x)= x3—4x —1, admettant trois racines a, § et y

@ Sans calculer ces racines, calculer les nombres A=a+f +v
B=af+Br+ra

C=afy
pol, 1.1
a B 7

@ Effectuer la division de x” par Q(x).

@ Calculer F=a’+ 7 +7".

Soit m et n deux entieres naturels non nuls et soit P un polyndme défini par:
P(x)=x?"+(x+1)"—1.

0 Détermine le reste de la division euclidienne de P(x) par x2 + x . Dans toute la suite on désigne par A(x) un

polynome de degré di> 0.
0 On pose B(x)=[A(x)?" +[A(x)+1]" —1.

@ Montrer que B(x) est divisible par [A(x)]? + A(x).

\Q Montrer que si X, est une racine de A(x), alors x; est aussi une racine de B(x).
e Onpose A(x)=x>—3x+2;m=1letn=2

@ Ecrire en produit de facteurs irréductibles de B(x)
\Q Résoudre dans R Linéquation B(x)> 0.

0 Montrer que 0 n’est pas de (E)

1
o Montrer que « est solution de (E), alors p est aussi solution de (E).




8 4
0 Monter que I'équation (E) est équivaut a 'équation (E’): 4x? +8x —37+ < e P

1
o En posant X = x + P montrer que (E’) est équivalente a 'équation (E”): 4X? +8X —45.
6 Résoudre (E”) et en déduire les solutions de (E).
6 Généralisation.

@ Montrer que I'équation x*+ax3+ b x?+ax +1 =0 peut se ramener a une équation du second degré par

1
le changement de variable X = x + o

\Q Résoudre I'équation x* +4x3—6x2+4x+1=0.

Les questions sont indépendantes

0 Déterminer p et g pour que x* + p x? + g soit divisible par x>+ x +1
o Montrer que P(x)=(x"—1)(x"*! —1) est divisible par (x +1)(x —1)? ¥ n € N\{1}

Soit f(x) = a*(b —c)+ b*(c —a)+ c*(a— b). Montrer que f(x) est divisible par (a — b)(b — c)(c — a) puis

déterminer le quotient

o Montrer que Q(x) = x*+4x3+12x?+16x + 16 est le carré d'un polynéme a déterminer
6 Forme I'équation du second degré qui a pour racines les carrés des racines de I'équation: x>+ px+¢g =0

Les restes de la division euclidienne d'un polyndme h(x) par x — 1 et par x —2 sont respectivement 6 et 18.

Déterminer le reste de la division euclidienne de k(x) par (x —1)(x —2)

0 Ondonne A(x)=x""—12x"% +12x®—12x"4 +12x13 —12x12+... —12x2+12x — 1. Calculer A(11).

0 On considere I'expression

Py(x)=

2n

(e4ve=i) +(e-vm) |

@ Calculer P pour n € {1;2;3}

@ Vérifier sur le résultat du a) que:

1
Py(x)—x Py (x)+ an—z(x)=0 (n€{3;4})
o Onpose u=x++vVx2—letv=x—+vx2—1

@ Calcule u+ v et uv . Exprime P,(x) en fonction de u et de v.




@ Calculer (1" + v ) (u+v).

@ En déduire que pour entier naturel n > 3 on a:

Bix)= 2By a(3)+ PaaX) =0 (nE(3;4))

e Déduire les questions ci-dessus que P, (x) est un polynome de degré n

Soit n un entier naturel

0 Montrer que le polynéme P(x) = (x + 1)*"* — x?>" —2x —1 est divisible par x(x +1)(2x + 1).
o Calculer le quotient pour 1 = 2.

e Calculer le quotient et le reste Yn € N

Soit n un entier naturel

0 Monter que le polynome P(x)=(x —2)*" —(x —1)" —1 est divisible par x> —3x +2

o Montrer que le polynome P(x)=nx""' —(n+1)x" + 1 est divisible par (x —1)2.

0 Soit P(x) un polyndme de degré n. Quel est le degré du polynome:

Q(x)=P(x)—P(x—1)
o On considere s'il en existe, des polynomes fi(x) tel que:

f0=0 et  filx)—filx—1)=xF

@ Montrer que fi.(x) est un polyndéme de degré k + 1.
@ Prouve que fi.(x) est divisible par x? + x.
@ Détermine fy(x).

@ En déduire de I'étude ci-dessus I’expression en fonction de 7 la somme

n
Sa= iF=1"420 434+ 4 nt
i=1




Soit P un polynéme non nul de degré », défini par:

P(x)=a,x"+a,_1,x" 1 +--+ax+a,
Soit Q le polynome défini sur R par Q(x)= P(x)P(x +2)+ P(x?).
0 Montrer que si a,, #—1, alors Q(x) est de degré 2n

o On suppose dans la suite que P(x) vérifie la propriété (r): Q(x)=P(x)P(x +2)+ P(x?>)=0Vx €R

On se propose de montrer que si P(x) admet une racine a alors a = 1. On suppose que P(x) admet une racine
a c’est a dire P(a)=0.

@ Montrer que a? et a* sont des racines de P(x). En déduire que a** o1 k €N est une racine de P(x).
@ Déduire de ce qui précede si |a| #1, alors P(x) admet une infinité de racines.

\‘9 En déduire que |a| =1.

@ Montrer que (@ —2)? est une racine de P(x) en utilisant (7).

@ Déduire de d) etc) que a =1

On appelle polyndéme réciproque de degré n tout polynome P(x) vérifiant

d°P= n
I
X xn

1
0 Montrer que si @ est une racine de P(x), alors @ est non nuls et — est une racine de P(x).
a

o Montrer que tout polyndme réciproque de degré n impair admet —1 pour racine.
o On suppose que le polynéme P est défini par: P(x) = (x + 1)Q(x). Démontrer que si P(x) est un polyn6me
réciproque, alors Q(x) I'est aussi.

o Démontrer que le produit de deux polynémes réciproques est un polynéme réciproque.

Déterminer le polynome réciproque F de degré 5 admettant pour racines a; = 2 et a, = 2— +/3 et tel que
F(0)=2.

1+4/5
6 On pose ¢ = 2[ eton pose: P(x)=2x*—(5+2+v/5)x3+(4+5v5)x>—(5+2+/5)x +2

@ Vérifie que P(x) est un polynéme réciproque

p) Montrer que p?=¢ + 1 puis en déduire o3 et ¢* en fonction de ¢.
En déduire que ¢ est une racine de P(x)

\9 En utilisant les question précédentes, résoudre simplement R I’équation P(x)=0.




Soit I’expression suivante :

_a*(x—b)x—c) b*x—c)x—a) c*(x—a)x—D)
)= ha—c) T (o—ob—a) | (c=alc=D)

0 Calculer P(a) P(b) et P(c)

o En déduire que pour tout x € R P(x) = x2.

Les questions sont indépendantes 1) et 2)

1 a b
0 @ Déterminer les réels a et b pour que =+
x(x+1) x x+1
AT 1 1
@ En déduire la somme S, = + ot
1x2 2x3 nn+1)
. . p a b c
o @ Déterminer les réels a, b et c pourqu¢ —————~=—+ ——+
x(x+1)(x+2) x x+1 x+2
1 1 1

@ En déduire la somme S/ = i eep o
T 1x2x3 2x3x4 n(n+1)(n+2)

On se propose de résoudre une équation de degré 3 ne possédant pas a priori de solution particuliere
Partie A:
Soit le polynéme P(x)=10x3—9x?+9x +1.

0 On pose x = y + a. Déterminer le polynome Q(x) obtenu en remplacant x par y + a dans P(x).

63 79

3 i X 3
o Montrer que Q(x)=10(y>+ay + ) équivautaa = —, a=——et f = 350"

10" 100

Partie B:
Cette partie a pour but de de déterminer les racines de Q(y).

0 Déterminer deux réels b et ¢ tels que B = b3+ c3eta=—3bc

0 Prouver que y®—3bcy + b3+ ¢3 est factorisable par y + b + c. Déduire des questions précédentes que %2 et

% sont respectivement solutions de Q(x) et P(x).

e Terminer la résolution de P(x)=0.




