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Structures algebriques(partiei)

Lois de composition interne

I) Lois de composition interne

1)Introduction :

a)L’opération + sur R est une application f qui, a
deux reéls (x, y) en associe un troisieme z (la

somme)qui est aussi un réel : f(x;y)=x+y=z

f:RxR—>R
onadonc:

(xy) f(xy)=x+y

on dit L'opération + est une lois de composition
interne sur R

b) L’'opération - sur N n’est.une lois de
composition interne sur N car par exemple :2e N
et 3e Nmais: 2—-3¢N

2)Définition : Soit E un ensemble non vide. Une
loi de composition interne sur E (ou encore une

opération dans E) est une application f de E x

E dans E.

f:ExE—>E
(x;y) f(xy)

3)notations :I'élément : f(x;y) dans E s’appelle
la composée de x et ydans I'ordre par cette lois
de composition interne f et on le note : x*y ou
XTy ou XLy ou xvy...

au lieude : f(x;y)

4)Autre exemples d’ensembles et lois de
compositions internes :

On connaitlesensembles: N, Z, Q, R ;C

1)*Dans N, Z, Q, R ou C, I'addition et la

multiplication sont des lois de composition
interne on écrit : (N;+) ; (Z;+) ; (Q;+) (R;+)
(i) 5 (M) 3 (Z2) 3 (@) (Rix) (i)

* Dans N, la soustraction n’est pas une loi
interne, mais elle I'est dans 7 : (Z;—)

* La division dans R n’est pas une loi interne

* .
'

mais la division dans R"I'est. on a: (]R +)

* Dans N", I'exponentiation, c’est-a-dire

f:N"xN" > N*

(xy) X

I'application : , le PGCD ou le

PPCM sont des lois internes :
on adonc: (N*; f) : (N*;/\) : (N*;v)
» E étant un ensemble donné ; P(E) 'ensemble

des partiesde E ona: XeP(E)o X cE
xeXnYoxeX etxeY xeXuYoxeX ou xeY

XxeX-YoxeX et xegY

xe XAY ©xeX-Y ou xeY-X
, l'intersection et la réunion et la différence
symétrique et le complémentaire sont des lois de

XxeX o xegX

composition interne dans P(E)donc : (P(E);u) ;




* l'addition et la multiplication dans

%Z :{6;1;?;...;n_—1} sont définies par:

(el T

+y=X+Yy
X
I'addition et la multiplication dans %Z sont des

|

:Xy

X

x|
<l

lois de composition interne dans on écrit :

(%Z;+) ? (%Z;X)
* 'ensemble des polyndmes de degreés inferieur

a un entier naturel nse note : R, [X]

la somme et la multiplication de deux polyndmes
P et Q sont définies par:

vx € R, (P + Q)(X) =P(x) + Q(X).

vx € R, (P x Q)(X) = P(x) x Q(x).

La somme et le produit de deux polyndmes de
degrés inferieur a n est un polynémes de degrés
inferieur a n. Donc, + et x sont des lois de

compositions internes sur R [X]

on écrit: (R, [X]i+) 5 (R, [X];x)

«Si | estunintervalle de R, 'ensemble des
fonction de | dans R

fil->R
Se note : F(I;R)=

x> f(x)
la somme et la multiplication de deux
applications f et g de | dans R sont définies
par: vx € |, (f + g)(x) = f(x) + g(x).

vx e |, (fx g)(x) = f(x) x g(x).
La somme de deux applications de| dans R est
une application de | dans R . Donc, + et x sont

des lois de compositions internes sur F(I ;IR{)

on écrit : (F(LR);+) ; (F(I;R);x)
* Si E est un ensemble non vide
Dans F(E;E) estI'ensemble des fonctions de

E dans E on définit la relation opar :
vx e E, (f o g)(x) = f(g(x))

o est une loi interne dans F(E;E) on écrit :

(F(EE))
* 'ensemble des translations On le note : T,

la composition de deux translations est une

translation donc : o est une loi interne dans T,

on écrit : (T,;°)
* L’ensemble des homothéties de méme centre

Oonle note : H, eton a la composition de

deux homothéties de centre O est une
homothétie de centre Odonc : o est une loi

interne dans H, on écrit : (Hy;e)

*L’ensemble des rotations de méme centre O on
le note : R, eton a la composition de deux
rotations de centre O est une rotation de centre

Odonc:-o-est une loi interne dans R,

on écrit : (Ryie)

- tout application bijective du plan P dans P on
I'appelle une transformation du plan
L’ensemble des transformations du plan on le
note: T ona:

V(f;g)eT YMeP (fog)(M)=f(g(M))
Donc : la composition de deux transformations

est une transformation.
donc : o est une loi interne dans T

on écrit : (T;)
*L’ensemble des vecteurs du plan on le note : V,

et on a la somme de deux vecteurs est un
vecteur donc : + est une loi de composition

interne dans V, on écrit : (V,;+)
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* le produit scalaire de deux vecteurs n’est pas
un vecteur mais un scalaire donc : e n’est pas

une loi de composition interne dans V,

5)Applications :
Exemple1 :1)montrer on utulisant les tableaux de
I'addition et de la multiplication dans

sont des lois de compositions internes
Solution :

t1o0(1]2]3]|4
olo|1]2|3]|4
1|1)2|3[4]0
223|401
3(3]4]0/1]2
4140123
Tableau de : (%Z ; +)
x|0|1]2(3|4
0/o0j0|0|0]0O
1101 |2|3|4
2/0/2(4|1|3
3/0(3|1|4]2
4104321

Tableau de : (%Z;x)

on utulisant les tableaux de I'addition et de la
multiplication dans %Z on remarque bien que ce
sont des lois de compositions internes

Exemple2 : on définit sur 'ensemble |-11] la

relation T tel que : xTy = X+ ;
1+ xy

2
v(xy)el-Ly
Monter que T est une loi de composition interne

Dans |11

Solution : soit xe]-L1 et ye|-L]

Montrons que : XTy = X+y el-11 ?
1+xy

2
Calculons : 1—( X+ yj
1+ xy

1- X+y]2=(1+xy)z—(><+y)2 XY 2y +1-x -y -2y
L+xy (1+xy)2 (1+xy)2

. x+yj2_1—x2—y2+x2y2_1—X2—y2(1—X2)
I+xy (1+ xy)2 (1+ xy)2

o] ooy (o0
L+xy (1+ xy)2 (1+ xy)2

or xe]-L1 et ye]-L1] donc: |x|<1let|y|<1

2
donc : x> <lety’ <1 onadonc: 1—[MJ =0
1+xy

2 2
donc : [ﬂj <1 donc: [ﬂj <\l

1+xy 1+xy
donc : Y21 donc —1<ﬂ<1

1+xy 1+xy
donc : =Y e]-L] cqfd

1+ xy

6) les matrices :

6-1) matrice carrée d'ordre 2

a)Définition1 :

1)Une matrice carrée d'ordre 2

a coefficients réels est un tableau de quatre
nombres (Il n'y a pas de séparation verticale ou
horizontale, contrairement aux tableaux)
2)'ensemble des matrices carrées d’ordre2

On le note :

MZ(R)z{(i ZJ/(a;b;c;d)eR“}

La somme et la multiplication et I'égalité de deux

matrices A et B dans M, (R) sont définies par:

a b . a b B a+a b+b

c d) \¢ d') lc+c d+d’

a b a b aa’+bc’ ab’+bd’
X =

c d ¢ d’ ca'+dc’ cb'+dd’
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La somme et le produit de deux matrices sont

des lois de compositions internes dans M, (R)

on écrit : (M, (R);+) ; (M, (R);x)

L’égalité est définie par :

a b a b
= =
c d ¢ d’

b)Cas particulier :

a=a’
b=b'
c=c
d=d’

10
1)la matrice : 1, =(0 J s’appelle la matrice

unitaire

Etona: Axl,=A VAeM,(R)
. 0 0) , ,
2)la matrice : 0= (O Oj s’appelle la matrice nulle

Etona: A+0=A VAeM,(R)

6-2) matrice carrée d'ordre 3

a)Définition :

1)Une matrice carrée d'ordre 3

a coefficients réels est un tableau de 9 nombres
2) 'ensemble des matrices carrées d’'ordre3

On le note :
g
h

M,(R)= /(a;b;c;d; f;g;h;i) e R®

o T 9

d
e
f i

La somme et la multiplication de deux matrices

AetB dans M,(RR) sont définies par:

ad g a d g a+ta d+d g+g¢’
b e h|+/b € h'|=|b+b e+e" h+h
c f i ¢ f c+c f+f" i+l
a d g a! d! g! a" d” gﬂ
b e h X b! el hl — bll e" hll

f I C! f/ i! CII f” i”
Avec : a"=aa'+db’+gc’ d"=ad’'+de" +gf’

b"=ba'+eb’'+hc’” e"=bd’+ee’+hf’

c"=ca' + fb' +ic’ f"=cd + fe'+if’

g"=ag'+dh'+gi’ h"=bg’+eh’'+hi’

i"=cg'+ fh'+ii" La somme et le produit de deux
matrices sont des lois de compositions internes
dans M, (R) on écrit : (M3(R);+) : (Mg(R);x)

L’égalité est définie par :

o T o
-~ D Q

9
hi=|b ¢ h|e
i

a
b
c
a d g d=d’
e
c f i f
g
h

b)Cas particulier :

s’appelle la matrice

o kO
O O

1
1)la/matrice.: 1, =| 0
0

unitaire etona: Axl,=A VAeM,(R)

0 0O
2)lamatrice: 0={0 0 0| s’appelle la matrice
0 00O

nulle etona: A+0=A VAeM,(R)

Exercice1 : on considére la matrice suivante :

1 2 0
A=|0 1 O0]calculer A’ et A®
0 01
et en déduire A" VneN’
solution :
1 2 01 2 O 1 4 0
A>=AxA=(0 1 0//0 1 0|=/0 1 O
0 0 1)l0 0 1 0 0 1
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1 4 01 2 0 160
A=AxA=/0 1 0[|0 1 0(=|/0 1 O
0 0 1)l0 0 1 0 01
1 2n 0
Montrons par recurrence que: A"={0 1 0
0 0 1
1 2x1 0 1 20
a) Al = 1 0|=|0 1 0|=A vraiesin=1
0 0 1 0 01
1 2n
b)supposonsque : A"=|0 1
0
1 2n+2 0
c)montronsque : A" =0 1 0|?
0 0 1
1 2n 0)1 2 0 1 2n+2 0
A"M=A"xA=/0 1 0[0 1 0(={0 1 0
0 0 100 0 2y (O 01
1 2n 0
Donc: A"=|{0 1 0| VneN
0 0 1

Il) parties stables pour une Lois de composition
interne :

1)définition1 : Soient (E;*) un ensemble muni

d’une loi de composition interne

Soit F une partie non vide de E.

F est stable pour * & V(x, y) € F2, x*y € F.
2) Exemples :

a) l'ensemble : S ={-1;1} est une partie stable de

(R;x) mais il n’est pas stable dans (R;+)

Car: —1eS et 1€S mais -1+1=0¢S

b)Dans Z , 'ensemble des nombres pairs est
stable pour I'addition (la somme de deux nombres
pairs est un nombre pair)ou pour la multiplication
(le produit de deux nombres pairs est un nombre
pair) alors que I'ensemble des nombres impairs est
stable pour la multiplication (le produit de deux

nombres impairs est un nombre impair) mais n’est
pas stable pour I'addition(la somme de deux
nombres impairs n’est pas toujours un nombre
impair).

2) Dans (F(R;R);O) 'ensemble des fonctions de

R dans R .'ensemble des injections, 'ensemble
des surjections et 'ensemble des bijections et
'ensemble des applications affines sont stables
pour ¢ (la composée de deux injections (resp. deux
surjections, deux bijections, deux affines) est une
injection (resp. une surjection, une bijection,
affines)).

l'ensemble des symetries axials n’est pas une

partie stable dans (T;O) (car la composée de deux

symetries axials d’axes paralleles est une
translation et non une symetrie axial
Exercice2 :on muniR d’une loi de composition

interne * définit par : x*y=xy—3x-3y+12 ;
V(X y)eR? et soit: S=]3+q]

Monter que S est une partie stable pour (IR;*)
Solution : soit xeS et ye S

Montrons que : x*yeS ?
x*y—3=xy—3x—-3y+9=x(y—-3)-3(y-3)
x*y—3=(y-3)(x-3)

or XxeS=[3+x0[ <= x>3et ye[3+o[ <= y>3
donc: x*y-3>0 donc: x*ye [3;+0] =S cqfd
donc : S est une partie stable pour (IR;*)

3) définition2 : si (E;*) estun ensemble muni
d’une loi de composition interne et F une partie
stable dans (E;*)alors * est une lois de

composition interne dans F et on I'appelle la lois
induite sur F
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lll) Propriétés des lois de composition interne
Soient E un ensemble non vide et * une loi de
composition interne sur E. * peut avoir ou non une
ou plusieurs des propriétés

suivantes :

1) Commutativité :

Définition1 : x est commutative & V(x, y) € E?
X*y=Yy*X

2) Associativité

Définition 2 : * est associative  V(x, y, z) € E3
(X*y)xz=xx*(y *2).

Si * est associative, les expressions (X * y) * z et
x * (y * z) peuvent se noter tout simplement :

X *Y % Z,

Exemples :1) L’addition et la multiplication dans

N, Z, Q, R ou C sont commutatives et

associatives
mais la soustration n’est ni commutatives ni
associatives en effet: 2—-3~£3-2 et

2-(3-1)#(2-3)-1
2) L’addition et la multiplication dans F(RR;R) sont

commutatives et associatives

3) L’addition dansV, et V, est commutative et
associative

4) La loi - dans (F (R;R);O) est associative mais
non commutative (en général (f og=go f ).

Cf:R->R

x g:R—>R
Cx f(x)=2

X g(x)=x+2

Ona: vxeR :(fog)(x)=2 et (gof)(x)=4
Ona:(feg)eh=fo(geh)=fogoh
v(f;g;h)e(F(IRi;R))3

5) on muniR d’une loi de composition interne
définit par : x*y=2x+3y-1

a)2#3=2x2+3x3-1=12

3%¥2=2x3+3x2-1=11
Ona: 2%x3#3%x2
Donc :la loi * est non commutative

b) (1#1)*1=(2x1+3x1-1)*1=4%1=10
1#(1#1)=1%4=4%1=13

Ona: 1*(1*1):(1*1)*1
Donc :la loi * est non associative

6) l'intersection et la réunion sont des lois

commutatives et associatives dans P(E)

7) laloi o dans: (T,;0) 5 (Hose) 5 (Roie)
Est commutative et associative

5)le produit vectoriel dans V, n’est pas
commutative : (?/\] = —] Al )

6) le produit dans M, (R) n’est pas commutative :

oa-(3 (3 oz o)

Doncona: AxBBxA

Remarque : sila loi est commutative et
associative et on utilusant une notation additive ou
multiplicative on a les écritures suivantes : neN
1)Notation additive

a)a+h=b+a b) (a+b)+c=b+(a+c)

c) ata+..+a=na
%/_/

nfois

d) na+ma=(n+m)a

2)Notation multiplicative

a)axb=Dbxa b) (axb)xc=bx(axc)

n+m

c) axax..xa=a"
%,—/

nfois

d) a"xa"=a
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Exercice3 :1) on muniR d’'une loi de composition
interne  définit par : axb=a+b-3ab ;V(a;b) e R?
Monter que * est commutative et associative

2) on munilR? d’une loi de composition interne T
définit par : (a;b)T(x;y)=(axay+b) ;V(a;b)eR?
et V(xy)eR’

Monter que T est ni commutative et ni associative
dans RR?

Solution:1) Soit : V(a;b;c) e R’

a)Ona: a*b=a+b-3ab=b+a-3ba=b+*a

Donc : * est commutative

b)
(axb)*c=(a+b—-3ab)*c=a+b-3ab+c—3(a+b-3ab)c

(axb)*c=a+b+c—3(ab+ac+hc)+9abc

etona:

a*(bxc)=ax(b+c-3bc)=a+(b+c—30c)-3a(b+c—3hc)
a*(b*c)=a+b+c—3(ab+ac+hc)+9ahc

Donc : (a*h)*c=ax(bxc)

Donc : * est associative

2)a)on a: (1,3)T(20)=(1x2;1x0+3)=(2;3)
(2,0)T(L3)=(2x1;,2x3+0)=(2;6)

Donc : (L3)T(2;0)#(2,0)T(13) donc : T n'est pas

commutative
b)

((43)T(20))T(5:7)=(26)T(5,7)=(2x52x7+6)=(10;20)
(L3)T((2,0)T(57))=(L3) T(2x5;2x7+0)=(1,3) T(10;14)
(13)T(20)7(57))

ponc  ((£3)T(2,0))T(57) # (13)T((20)T(5:7)

(1x10;1x14+3) = (10,17)

donc : T n’est pas associative

3) Elément neutre

Définition :Soient E un ensemble non vide et * une
loi de composition interne sur E.

(E ; *) admet un élément neutre si et seulement si :
JeeEVXEE,exx=x*xe=x.

On dit aussi que e est I'élément neutre pour la loi *
dans E.

= Commentaire .

o Notez bien I'ordre des quantificateurs :

Jde € E/ vx € E, ... qui dit que e est précis et ne
dépend pas de x, et non pas Vx € E, 3e € E/...

qui permettrait a e de changer quand x change.

o Si on sait que la loi x est commutative, une et une
seule des deux égalités (Vx € E, x x e =x ou

VX € E, e * x = Xx) ci-dessus suffit.

Théoréme : Si * admet un élément neutre dans E.
celui-ci est unique.

Démonstration : Soiente et e’

deux €léments neutres (pas nécessairement
distincts). Alorse = e x e'= ¢’

Exemples:

1)1 est I'élément neutre dans les ensembles :

(Nix) 5 (Zix) 5 (@) (Rix) 5(Cix)

Et O est I'élément neutre dans les ensembles :
(Ni+) 5 (Zi4) 5 (@) 5(Ri) 5(Civ)

2)le vecteur nul 0 est'élément neutre dans les
ensembles : (V,;+) ; (Vy+)

2)la fonction nulle 8:x —0 est I'élément neutre

dans I'ensemble : (F (R;R);+)

2 )la fonction nulle 1, :x — x est'élément neutre
dans I'ensemble : (F(R;R);o)

2)E estI'élément neutre dans: (P(E);ﬂ)

& est I'élément neutre dans: (P(E);u) et(P(E);A)
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10
3)a) la matrice : I, = [0 J la matrice unitaire
est 'élément neutre dans: (M, (R);x)

00
la matrice : 0 :(O Oj nulle est I'élément neutre

dans: (M,(R);+)

b) la matrice : |, =

o O -
o +— O

0

0| la matrice unitaire
1

M

(R)i%)

est I'élément neutre dans: (

o O O

0 0
la matrice: 0=| 0 0 | nulle est I'élément
0 0

neutre dans: (M, (R);+)

5)dans : (R;—)il n’ya pas d’éléments neutres

4)Elément symétrisable

Définition :Soient E un ensemble non vide et * une
loi interne sur E possédant un élément neutre e.
soit x € E. ;x admet un symeétrique a gauche pour *
o IXeE/Xxx=e.

x admet un symétrique a droite pour *

o 3IX eE/xxx=e.

x admet un symétrique pour *

o IXeEE/xxXx=x"*x=e.

x est symétrisable a gauche pour * si et seulement
si x admet un symétrique a gauche pour *.

x est symétrisable a droite pour * si et seulement si
x admet un symétrique a droite pour *.

x est symétrisable pour * si et seulement si x admet
un symétrique pour *.

= Commentaire :

o Notez que ici, on fournit X' aprés avoir fourni x
(soitx € E...3x’' € E...) et donc bien sar, X' varie
quand x varie.

o Sion sait que la loi * est commutative, une et une
seule des deux égalités ci-dessus suffit.

Remarques et exemples:
1)Dans : (Z;+) ; (Q;+) ;(Ri+) ;(C;+) tout

element a admet un symétrique et s’appelle
l'opposé on le note —a

2) a)Dans : (Q*;X) ;(R*;X) ;(C*;X) tout element
a admet un symétrique et s’appelle l'inverse on le

note L oua™
a

(Ainsi, I'égalité i> = =1 qui s’écrit encore i x (—i) = 1
qui signifier que i et —i sont inverses I'un de l'autre

b) Dans : (C;x) I'element 0 nadmet pas de
symeétriques

3)Dans: (V,;+) ; (Va;+) tout vecteur U admet un
symétrique et s’appelle 'opposé on le note —u

4) Dans : (P(E);A) tout partie A de E different de
E n’admet pas de symétriques

5) Dans : (P(E);u) une partie A de E admet un
symeétrique c’est lui-méme : (car AAA=D)

6)a) Dans : (%Z;X) tout element = 0 admet un
symeétrique

b)Dans : (%Z;X) I element 2 n‘admet pas de

symeétriques

7) Dans : (MZ(R)H) tout matrice A:(Z ;] admet un

-a —-C
symétriques c’est la matrice : —A :[ b dJ

7) Dans : (M,(R);x) la matrice G ﬂ n'admet pas

de symétriques

8) Dans : (T,;O)(ensemble translations) tout
translation t\7 admet un symétrique : (tv)_l
Etona: (t,) =t

-V
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9) Dans : (RO;O) (ensemble rotations) tout rotation
r(O;a) admet un symétrique (r(O;oz))_1

Etona: (r(O;oc))_l =r(0;-a)

10)Si * est la composition des applications de E
dans E .les applications de E dans E

qui admettent un symétrique pour la loi - sont les
bijections de E sur E. Le symétrique d’une bijection
f pour la loi - n’est autre que sa réciproque ™
Théoréme :Soit x un élément de E.

Si * est associative, posséde un élément neutre e
et si x admet un symétrique pour *, celui-ci est
unique.

Démonstration : Soit x un élément de E.

Soient x'et X" deux éléments symétriques de x (pas
nécessairement distincts).

Alors, x"=e * X" = (X* X )+ X"=x* (X * X") =x*e =X
Théoréme : Soient E un ensemble non vide et =
une loi de composition interne sur E; associative et
possédant unélément neutre e.

Soient x et y deux éléments de E. Si x et y sont
symétrisables et x'et y' leurs symétrigues respectifs.
alors x * y est symétrisable et (x * y)=y" * X’
Démonstration : Soient x et y deux éléments
symétrisables de E. Soient x'et y'leurs symétriques
respectifs. Ona: (x xy) * (y* X) =x* (y *xy) * X'

=x*exX=xx*xX=e

(Y* X) x(xxy) =y* (Xx X)xy=y*exy=y*xy=e.
Donc, x * y est symétrisable et son symétrique

est y'* X'

5)Elément régulier (simplifiable)

Définition : Soient E un ensemble non vide et *
une loi interne sur E. Soitx € E

a)x est régulier a gauche pour *

©V(y,z)EE?, xxy=x*xz>y=2

b)x est simplifiable a droite pour *
©oV(y,z)EE,yxx=zxx>y=2

c) x est régulier si et seulement si x est régulier a
gauche et a droite.

Théoréme : Si * est associative et posséde un
élément neutre e, tout élément symétrisable est
simplifiable.

Démonstration : Soit x un élément de E,
symétrisable pour .

Soit x’ son symétrique pour . Pour (y, z) € E?
X*y=X*Z= X% (X*y)=X*(X*2)
S>XsX)xy=X*xX)xz>exy=exz=>y=2Z

exemples :1)Dans : (Z;+) ; (Q;+) ;(R;+) ;

(C;+) toutelement a est regulier
Cad:V(y,z)€ C%,a+x=a+y=>Xx=y.

2) Dans: (N*;X);(Z*;X) ; (Q*;X);(R*;X) ;
(@*;X) tout element a est regulier

Exercice4 :1) on muniR d’'une loi de composition

interne * définit par : axb=ab-(a+h)+2 ;

V(a;b)eR* 1) Monter que * est commutative

2) Monter que * admet un élement neutre et
determiner les élements symétrisables

Solution:1) Soit : V(a;b;c)eR®
a)Ona:axb=ab—(a+b)+2=ba—(b+a)+2=b+*a
Donc : * est commutative

2)a) VaeR : 2xa=2a—(2+a)+2=a et

ax2=2a—-(a+2)+2=a

Donc 2 est I'élément neutre pour la loi *
b)soit acR on cherche a’' R tel que :
a*a’ =2( * est commutative) ?

axa'=2<aa' —-(a+a')+2=2<2a'(a-1)=a
Si: a=1 alors: 0=1<a%*a' =2 donc impossible

. a
Si:a=l alors: a’=—1€R<:>a*a'=2
a_

Donc : VaeR—{1} il admet un symétrique

a’zi
a-1
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Théoréme :(inverse d’une matrice)

Soit A:(Z ;]eMZ(R) une matrice

Le nombre : A=ad-hc s’appel :déterminant de
La matrice A
Si: A#0 alors La matrice A est inversible et

d ¢

ai | A A
b a

A A

Preuve : on montre que : AA*=A"A=1,

Exercice5 : on considére les matrices suivantes :

1 1 -2
12
A= et B=|-1 -1 2
01
-2 -2 0

1) Montrer que : A°-2A+1,=0 et en déduire que

La matrice A est inversible-etdéterminer A
2) calculer : B® etB’® et en déduire gue

La matrice B n’admet pas d’inverse
Solution

1) ona: A°= =
0 1)l0 1) 0 1
+ =
-2 01 0 -1
donc: A"-2A+1,= + = =0
01){0 -1) (0 O

A -2A+1,=0 A(A-21,)=-1, & A2l,-A)=1,

-2
et —2A+1, :( .

Et A2-2A+1,=06 o (21,-A)A=l,

Donc : A estinversible et déterminer A" =2l,-A

wenf 3 0 0 )

2)
1 1 21 1 -2 4 4 0
B°=-1 -1 2|-1 -1 2|=-4 -4 0
-2 -2 0){-2 -2 O 0O 0 O

1 1 24 4 0) (0
B°=BxB’=|-1 -1 2| -4 -4 0|=|0
-2 -2 0)L0 0 0) (O

Donc : B*=0,
On suppose que B admet un inverse donc il

existe une matrice C tel que : BC=CB=1,
Donc : BC=1,=B’BC =B%I,=0,xC =B’
=0,=B’ or B*=0, contradiction

Donc : B nadmet pas d'inverse dansM,(R)

Exercice6 : on considére 'ensemble des
matrices suivante :

b2
E= M, = a | b2 /(a;b) e Z’eta*-2b* =1
’ bv2 a

Monter que E est une partie stable de (M2 (R);x)

Solution : soit M,,, €E et M., €E

a bv2
Donc : M ) = V2 et a?-2b* =1
’ bﬁ a
2
Et: M, = X W2 et x*-2y’ =1
7oz x

Montrons que : M, xM, ., €E?

a bv2) [ x y2
M an) *Mpcy) = x
' ’ bv2 a y\/z X
ax+2b ay +bx)~/2
M an) * Msey) = P
' ’ (ay+bx)\/§ ax + 2by
M

Donc: M, <M

(x;y) - (ax+2by;ay-+bx)

(ax+2by;ay+bx) € Zz
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Car(a;b)eZ® et (x;y)eZ’
Etona:

(ax+ 2by)2 —2(ay+bx)2 = (azx2 +4b%y? +4abxy)
—2(a2y2 +b°x? +2abxy):(a2x2 —2a2y2)—2(2b2y2 —bzxz)
:az(xz—2y2)—2b2(x2—2y2):(x2—2y2)(a2—2b2):1x1:1

donc: M M cE

(@b) M (xy)

donc : E est une partie stable de (M2 (]R);X)

IV homomorphisme ou morphisme

« Le mot morphisme signifie a peut prés ou
respecte la forme »

Définition :Soient (E, *) et (F, T) deux
ensembles munis de lois de compositions
internes

Une application f de E dans F est un
morphisme de (E, *) dans (F, T) lorsque .
V(xy)eE?, f(xxy)=f(X)Tf (y)

ot si f est bijective on dit que festun

isomorphisme

*SiE=Fet=*=T, on parle dendomorphisme.
« Si f est un endomorphisme bijectif, on parle
d’automorphisme.

Exemples :

f:(Z;+)—>(Z*;x)

X 5"

Exemplel : soit I'application :

montrons que f est un morphisme de (Z, +)

dans (Z", x)

Solution : V(x;y)eZ?

f(x+y)=5""=5'x5" = f (x)x f (y) donc : f estun
morphisme de (Z ,+) dans (Z", x)

.9:]0;+c[ > R

Exemple2 : soit I'application :
X Inx

montrons que § est un morphisme de :

(]0;+00[, x)dans (R, +)
Solution : V(x; y)e]0;+oo[2
g(xxy)=In(xxy)=In(x)+In(y)=g(x)+g(y)

donc : g est un morphisme de (]O;+oo[, x) dans

(R, +)
h:C—>R

Exemple3 : soit 'application :
P PP 7 |z|

montrons que h est un morphisme de :
(C, x)dans (R, x)

Solution : V(z;z')eC?

h(zxz')=|zxZ|=|z|x|z|=h(z)xh(Z’) donc : f est
un morphisme de (C, x)dans (R, x)
Exemple4 : soit 'application :

k:R—C

0> e’ =cosd+isind

montrons que Kk est un morphisme de : (R, +)

dans (C°, x)  Solution : V(6;0')e R’

k(g_l_ 9!) _ ei(6+€’) _ eiéH—iH’ _ eib’ Xei&' — k(@)xk(ef)
donc : k est un morphisme de (R, +)
dans (C*, x)

I:R—>M,(R)
Exemple5: soit I'application : 1 X

X >

01

montrons que | est un morphisme de : (R, +)

dans (M, (R), x)

1 x+X
ona:|(X+X')=[0 lj

0910-{y 1o 1o Y

Donc : I(x+x)=1(x)xI(x')

Solution : V(x;x')eR?

donc : k est un morphisme de (R, +)
dans (M, (R), x)
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f:N_—)%Z

nie— 2"

Exemple6 : soit f I'application :

montrons que f est un morphisme de (N, +)

dans (%Z, x)

Solution : V(n;m)eN?

f(n+m)=2"" =2"x2" =2"x2" = f (n)x f (m)

donc: f estun morphisme de (N, +)

dans (%Z, x)

Exemple7 : on muniR’ de la loi de composition
interne suivante : (a;b)+(a’;b’)=(a+a’;b+b') ;
V(a;b)eR* et V(a’;b')eR?

Soit A(R;R)I'ensemble des applications affines :

A(R;R) = { fram VX ERT fip (X) = ax+b}

9 R* = A(R;R)
Soit I'application : ¢ : (a'b)H f
’ (a;b)

donc : ¢ est un morphisme de (R?, +)
dans (A(R;R), +)

Solution:1) Soit : V(a;b)eR?* et V(a’;b’) e R
Ona:
o((a;b)+(a’b’))=p(a+a’;b+b")=f

(a+a';b+b")

f )(x):(a+a’)x+(b+b’):(ax+b)+(a’x+b’)

(a+a’;b+b’
Donc : ¢((a;b)+(a’;h"))=gp(a;b)+ep(a’;b’)

donc : ¢ est un morphisme de (R?, +)

dans (A(R;R), +)

Théoréme : soit f un homomorphisme de (E, *)
dans (F, T) alors :

1) f(E) est une partie stable dans (F, T)

2)si * est commutative dans (E, ) alors T est
commutative dans ( f (E), T)

3)si * est associative dans (E, %) alors T est
associative dans ( f (E), T)

4)si » est admet un élément neutre € dans (E, *)
alors f(e) estun élément neutre dans ( f(E), T)

5) si x est admet un élément neutre € dans (E, *)
Et si X est admet un symétrique X' dans (E, *)

alors y = f(x) admet un symétrique dans

!

(f(E), T)cest y'=f(X) cad: (f(x)) =f(x)
Preuve :1) soient: Y, € f(E) et y, € f(E)
Donc: Sx eE/f(x )=y, et I, eE/f(x,)=Y,
YTV, = F(%)TF () = £ (x %, ) e £ (E)

Car: x,*X, € E eteffet : = la loi de composition

interne dans E

2) soient: Y, € f(E) et y, e f(E)

Donc : 3(x;%,) e E*/ (x)=yetf (x,)=1Y,
YTy, = £ (%) T (%) = f (% %)

Car f un homomorphisme

= Fx*x)
Car * est commutative dans (E, *)

= f(x,)Tf(x) Car f un homomorphisme
=Y,Ty, Cqfd

3) soient: Yy, e f(E) et y,e f(E) et y, & f(E)
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Donc:

(% %5 %) € EX1 (%) = yietf (x,) = y.etf (%)=,
(WTY2) Ts = (F (%) TF (%)) T (%) = F (%%, ) TF (x,)
Car f un homomorphisme

= F((%*%,)50) = F (% *(X, *x,))

Car * est associative dans (E, =) et f un
homomorphisme

= (%) TF (X, % %) = f (%) T(f(x,)Tf (%))
=y,T(y,Ty;) Cafd

4) soie: ye f(E) donc: Donc: 3xeE/ f(x)=y
Onpose: f(e)=¢ donc: e'ef(E) carecE
yTe' = f (x)Tf (e) = f (xxe)=f (x)=y

Car f un homomorphisme et e élément neutre
dans (E, *)

De méme on montre que €Ty =y

Donc: f(e) est un élément neutre dans (f(E), T)

5) soit : X' le symétrique de X dans (E, *)
Onadonc: x*X' =€ et X'*x=¢

Donc : f(x*x)=f(e)et f(X'*x)="f(e)
puisque f un homomorphisme on a donc :
yTf (x)=f(e) et f(X)Ty="f(e)

Ona f(e) élément neutre de (f(E);T)
Donc f(x') estle symétrique dans ( f (E), T)

De f(x)=y cqfd

Exercice7 :soient a € |2;+0[ et be [2;+0]

On pose : a*b=(a—2)(b—2)+2
1)montrer que * est une loi de composition interne

Dans | =]2;+o0]

2)soit I'application définie sur R™ vers |

_2x+1
X

VxeR*

tel que : f(x)

a) montrer que f est un morphisme de (R™, x)

dans (I, =)
b) en déduire que * est associative et admet un
élément neutre a determiner

solution :1) soient a € |2;+0[ et be]2;+o0]
ae|2+o[=>a>2 etbe|2+[=b>2
Donc : (a—2)(b—2)>0

Donc : (a—2)(b—-2)+2>2

Donc : axbe |2 +oo[ =1
Donc :* est une loi de composition interne

Dans | =]2;+o0]

2) soient xe R™ et ye R™

f(x><y)=2xy+1
Xy
f(X)*f(y):2x+1*2y+1:(2x+1_2)[2y+1_2]+2
X y X y
:£X1+2:2xy+1
X Yy Xy

Donc : f(xxy)=f(x)*f(y)V(x; y)e(]R“)2
Donc : f est un morphisme de (R*, x) dans

(1. %)
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b)puisque x est commutative dans (R, x)et f

un homomorphisme de (R*, x) dans (I, %)

alors * est commutative dans |
et on a 1 est I'élément neutre dans (R™", x)

alors : f (1) =3 est I'élément neutre dans |

Exercice8 :on muni R d’une loi de composition

interne * définit par : axb=ab+(a2-1)(b2-1) ;

V(a;b)eR* 1) Monter que * est commutative

2) Monter que * n'est pas associative

3) est ce que la loi * admet un élement neutre ?
4)resoudre dans R les équations :

a) 2*x=5 b)) x*xx=1

Solution:1) Soit : soit :(a;b) e R?

Ona: a*b=ab+(a2-1)(h2-1)=ha+(b2-1)(a2-1)
car la multiplication dans R est commutative
Donc :a*b=Db=*a par suite * est commutative

2) ona: (-1%0)*2=0%2==3

Et —1%(0%2)=-1x-3=3

Donc : (-1x0)*2#—1%(0%2)

Donc : * n'est pas associative

4)ona: axl=1*xa=a VaeR

Donc : 1 est I'élément neutre pour la loi *
(I'élement neutre est unique)

4) a)on va resudre 'équation : 2*Xx=5

2xx=5<2x+3(x2-1)=5<3x2+2x-8=0

4 4
&SX=-2 ou X=§ donc : S={—2;§}

b)on va resudre I'équation : X*x=1

XkX=1< x2+(x2—l)2 =l x —x2=0
< X%(x-1)(x+1)=0=x=0 ou x=1 ou x=-1

donc: S ={-1,0;1}

Exercice9 :on muniR? de la loi de composition
interne suivante : (a;b)=(a’;h")=(axa’;bxb’) ;
V(a;b)eR* et V(a';b')eR?

1) Monter que * est commutative et associative
2) Monter que * admet un élement neutre et

determiner dans IR? les élements symétrisables
Pour la loi *

3)soit : S =Rx{0}

a)montrer que S est une partie stable de(R?*,*)
b) Monter que (S ,*) admet un élement neutre et

comparer les les élements neutres de (R?,*)

et de (S ,*)
Solution:1) a) Montrons que * est commutative ?

Soit: (a;b) eR* et (a';b') e R?
(ajb)x(a’;h")=(axa;bxb’)=(a'xa;b'xb)=(a’;b")*(a;b)
Donc :* est commutative

b) Montrons que * est associative?

Soit: (a;b) e R* et (a’;b') e R? et(a”;b") e R?

((aib)#(asb))«(a"b")

((a; b) *(a’; b’))*(a"; b") = (axa'x a":bx b'><b")

(axa’;bxb’)=(a";h")

On aussi : (a;b)*((a’;b’)*(a”;b")):(a;b)*(a'xa”;b’xb")
(a;b)#((a’;b")*(a";b")) =(axa'xa";bxb'xh")
((asb)*(a’b))*(a"b") =(a;b) *((a’;b") *(a";b"))

Donc : * est associative
2)a) Montrons que * admet un élement neutre

Soit: (a;b) e R®
Ona: (ab)*(L1)=(ab) V(ah)eR?

Et puisque :* est commutative
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Alors : * admet un élement neutre c’est (1;1)

b) determinons dans R? les élements
symétrisables pour la loi *

soit (a;b) e R? on cherche (a’;b’) e R? tel que :
(a;b)*(a’;b")=(L1)
(a;b)*(a’;b")=(L1) = (axa’;bxb")=(L1)

siaz0 et b-0 alors

axa' =1 b %

Donc les élements dans R* symeétrisablesPour la loi

@{bxb'zl a':%

* sont les couples (a;b) e R? tel que: a=0eth=0
Et le symétrique de (a;b) est (%%) pour *
3)a) S=Rx{0}

Soit: (a;0)eS et (b;0)&S
(2;0)*(b;0)=(ab;0) €S

Donc : S est une partie stable de(IR? )

b) soit:(a;0)eS

ona: (a;0)*(L0)=(a;0)et (10)*(a;0)=(a;0)
donc : (10) est élément neutre pour (S ,*)
eton a (1;1) est élément neutre pour(R?,*)
et: (L1)=(30)

Exercice10 :on muniC de la loi de composition
interne T suivante : 212" = 77" ; v(z;2')eC?
v(aib)eR? (F,T) V(z,2')eC?

1) etudier la commutativité et I'associativité de T

2)résoudre dans C I'équation : (ZTZ)TZ =1

Prof/ATMANI NAJIB

Solution :
1) la commutativité de T ?

Ona:1Ti=1i =—i etiTl=il=i
Donc : ITi #1T1 donc T non commutative
L’associativité de T ?

(iTl)Ti =iTi =i -(—i) =1
iT(lTi)=iT—i =i-i=-1

Donc : (iTl)Ti #iT (1Ti) donc T non

associative

2)résolution dans C Péquation : (ZT2)Tz =i
(T2)Tz=i o (Z)Tz=i 2z =i @\z\zfzi
Onpose: Z=X+1y avec (xy)eR?
|z|22:i & (x2+y2)(x—ly) =i

4 2

| (X34 y2)x—iy (X2 +y?) =i

oo o [(3+y2)x =0 X2+y2=00Ux=0
' 7=ie

YOy =1 [y0ery)=-1
x2+y?=0 [x=0 x=0
= ou =
0=-1 y=-1 |y=-1
‘2‘27:i<:>2=—i donc : S ={-i}

Exercice11 :on munil = ]0;+o0[ de la loi de
composition interne * suivante :
X*y =

X2+Yy?2 v(xy)el?

soit f I'application définie sur | vers |
tel que: f(x)=x2 wxel

1) montrer que : f (xxy)=f (x)+ f(y)

2)a) montrer que * est associative
b) est ce que * admet un élément neutre

3)soit ael calculer: A=a*a%*..*8 neN’
nfois
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Solution : soit (x;y)e I

1) f(x*xy)=(x* y)2 :(\/WyZ)2 = X2+ y2
=f(x)+f(y) card

2) f(xxy)=1f(x)+f(y)

Donc f est un homomorphisme et puisque

f est une bijection donc f est un isomorphismes

De (I;*) dans (1;+) donc: (I;*) et (1;+)

Ont la méme structures et puisque + est
associative dans | alors xest aussi associative

Et puisque (I;+) n'admet pas d’élément neutre

alors : (1;*) n’admet pas d’élément neutre

N

nfois

3) f[a*a*....*an f(a)+f(a)+...+f(a)

nfois
f (A)=nf (a)=na?
Et puisque f est un isomorphismes de (I;*)
dans (1;+) donc: A= f*(na?)

Et puisque : f*(x)=+/x donc/A=+/naz=+/na
Exercice12 :1) on muniR d’'une loi de composition

interne * définit par : xxy=x+y-xy ; V(X y)eR’
soit f I'application définie sur R vers R

tel que: f(x)=1-x WvxeR

1) montrer que f est un homomorphisme bijectif

De (R;*) dans (R ;%)

2)en déduire que * est associative et que * admet
un élément neutre que I'on déterminera

3) determiner 'ensemble des élements
symétrisables pour la loi *

4)soit acR calculer;: A=a*a%*...*8 neN°

nfois
Solution : 1) f(x)=1-x
f(x)=yel-x=yox=1-y

Donc: f*(x)=1-x=f(X) wxeR

Donc: f*=f
f(x*y)=1-x*y=1—(X+y—Xy)
=(1=x)(2-y) = f ()= f(y)

Donc : f est un isomorphismes de (R;*)
dans (R ;%)

2) puisque f est un isomorphismes de (R;*)

dans (R ;x) alors : (R;*) et (R ;x)

Ont la méme structure et puisque x est
associative dans R alors * est aussi associative
dans R et puisque 1 est élément neutre dans

(R ;x)alors f*(1)=f(1)=0 est élément neutre

dans (R;*)

3)on a 0 est élément neutre unique qui n"admet
pas de symétrique dans (R ;x) etona f(0)=1
Donc : 'ensemble des élements symétrisables

pour (R;*)est R—{1}

4) f(A)= f(a*a*:...*aJ: f(a)x f(a)x...x f(a)

f(A)=(f(a)) =(1-a)

Donc: A=f((1-a)")=f((1-a)")=1-(1-a)'
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Cours et exercices d’applications et de réflexions sur Structures algébriques

PROF : ATMANI NAJIB

2éme BAC Sciences maths

Structures algebriques(partie2)

Groupe anneau corps

1) Groupes .

1) Définition :Soit G un ensemble non vide muni
d’une loi de composition interne (notée *).

(G, *) est un groupe si et seulement si

1) * est associative,

2) = possede un élément neutre dans G

3) tout élément de G posséde un symétrique pour *
dans G.

Si de plus, = est commutative, le groupe (G, *) est
dit commutatif ou abélien.

2) Exemples

1)+(Z:+) 1 (@4); (RAJC+) 3 (Q7 )
(R*;x) ;((C*;X) sont des groupes commutatifs

-(C;X)n’est pas un groupe car 0 n’a pas
d’inverse dans C (pour x).

«(Z;x) et (N;+) ne sont pas des groupes car 2
n’a pas de symétrique

« (V,;+)et (V;;+) sont deux groupes commutatifs

. (P(E);m)n’est pas un groupe car une partie
A#E n’admet pas de symétrique

. (P(E);U)n’est pas un groupe car une partie
A+ n'admet pas de symétrique
*(F(R;R);+) ; (R,[X]:+) sont des groupes
commutatifs

*(M,(R);+) et (M,(R);+) sont des groupes

non commutatifs
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ccn s Jeres )
fa il
eay e 6 9

Doncona: AxB=#BxA
- L’ensemble des translations (T;;°) et

'’ensemble des rotations de méme centre O

(Ro;¢) sontdes groupes commutatifs

L’ensemble des transformations du plan : (T;e)
est un groupe

Remarque : soit : (G;*) un groupe

1) on utilusant une notation additive on dit que :

(G;+) un groupe additif

a)(a+b)+c=b+(a+c)

b) on note 0 I'élément neutre
c)le symétrique de a appelé opposé de a on le
note —a dans ce cas on pose : a+a=2a

eta+a+..+a=na avec la convention :

nfois

Oa=0
la =a Et on vérifie alors les relations

n(—a)=-na
suivantes : ha+ma = (n+m)a et

nx(ma)=(nxm)a=nma v(n;m)eZz?
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2) on utilusant une notation multiplicative on dit
que : (G;x) un groupe multiplicative

a) (axh)xc=bx(axc)

b) on note 1 I'élément neutre

c)le symétrique de a on le note a”'(Iinverse)
d) ce cas on pose :axa=a’ et axax..xa=a"

nfois

Et on vérifie

(o)

alors les relations suivantes : a" xa™ =a

aO
avec la convention :J gt
a

n+m

et
(a”)m =a"" v(mm)ez’
(axb)’=a"xb" sile groupe est commutatif

(axb)’=a"xb" sile groupe estnon

commutatif
(Dans le pratique on pourra supprimer le

symbole x ou on le remplacant par un point)
Exemple :on pose | =}—%;%{ et V(xy)el®

On muni | de la loi de composition définie par :

x*y=artan(—1+tanx+tany)

Montrer que (1;*) est un groupe commutatif
Solution :1)soit (x;y) e I?
x*y=arctan(-1+tanx+tany)=arctan(-1+tany+tanx)
Donc x*y=y=*x et par suite * est commutatif
2)soit (x;y;y)el’

(x*y)*z=(arctan(—1+tanx+tany))*z

= arc tan (—1+ tan((arc tan(—1+tan x + tan y)) + tan z))
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= arc tan(—1+(—1+tan x+tan y) + tan z))

=arctan(—2++tan x+tan y + tan z)

Eton a:

x*(y#*2z)=x+(artan(—1+tany-+tanz))

= ar tan (—1+ tan x + tan((arc tan(—1+ tan y + tan z))))
=arctan(—1+tan x+(—1+tan y +tan z))
=arctan(—2++tan x+tan y + tan z)

Donc : (x*y)*z=x*(y*z)

par suite * est associative
3) vxel ona:

X *% =arctan (—1+ tan x + tan %) =arctan(-1+tanx+1)

x*%zarctan(tan X) =X

Et puisque = est commutatif on a aussi : %* X=X

Et puisque : ~ ¢ _E;E
PN § } 2'2
alors : * posséde un élément neutre e =%

4) soit:x el on cherche x el tel que :

x*x':z ?

x*x':%carctan(—lﬂan X + tan x'):%

< —1+tan x+tan x':tan(%jcﬂan X+tan x'=2

o tanx' =2-tanx < x' =arctan(2—tanx) e

Donc : tout élément de | posséde un symétrique
pour * dans | .

Finalement :(I;) est un groupe commutatif

Exercice 1: on muniR? d’une loi de composition

interne T définit par :
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(6 y)T(X;y)=(x+xX;ye +ye™) ; V(xy) e R?et
v(X;y')eR?

Monter que (R*;T) groupe non commutative
Solution:a)soient (x;y) ; (X;y')et (X";y") des
éléments de R?

((6Y)T(X5y)) T(X5y") =(x+X; ye* +ye ) T(X;y")
_ (x + X+ X" ( yeX + y'e‘X)eX" + y”e*(”x'))

(X"+x")

= (x+ X"+ X", ye~
(G)T((K3Y )T ) = (6 Y) T(X + X ye +ye )

X

:(x+x’+x”;(y’ex"+y"e‘ Je* +yer” )

4 yre—x+x” n ynef(x+x'))

= (X + X+ X"; yre(x"fx) n ynef(x+x’) 4 yex'+x")
Donc :
((xy)T(x:y))T(Xy") =6 y) T((X5 Y ) T(

donc : T est associative
b) 'élément neutre de T ?

X"3y"))

(e;e,) I'élément neutre de Tssi V(X y) e R?
(% ¥)T(ese,)=(xy)et (e:6,)T(xy)=(xy)
(xY)T(ese,)=(x; )<:>(x+e1 ye +e,e” ) (xy)
{x+e:x { { =0
&
yet +ee =y =0

Etona: (0;0)T(

Donc : (0;0) est I'élément neutre de T

c) le symétrique d’'un élément dansT ?

soient (X; y) € R* montrons I'existence de
(x;y')eR*tel que : (xy)T(x;y)=(0;0) et
(X5y)T(xy)=(0,0)

(xy)T(
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X;y)=(0;0) < (x+x;ye* +y'e ™) =(0;0)

{x+x’:0
= ,
yeX + y!e—)( —
{x’:—x {x’z—x
@ ’ C> !
y+y'=0 |y'=-y
On aaussi : (-x;-y)T(xy)=(0;0)
Donc : (—x;—y)est le symétrique de élément
(x;y)dansT
Donc : (Rz;T) est un groupe
Et puisque : (L1)T(L0)=(2e)et (L0)T(L1)=(2e")

0)#(10)T(L1)

donc : T n’est pas commutative
3) propriété des groupes

Alors : (L1)T(L

Théoréme :soit (G;*) est un groupe

1)1 élément neutre dans G est unique
2) tout élément de G possede un symeétrique
unique dans G.

Si x' est le symétrique de x et y'est le symétrique

de y alors le symétrique de x*yest y' *x' :

Cad : (xx* y)' =y'*X
3) tout élément de G est regulier cad :

vaeG et V(xy)eG’

axx=a*xy=>X=Yy et xxa=y*a=>XxX=Y
Preuve :1) et 2) voir la legon précédente
3)soient: aeG et (x;y)eG?
x*a=y*a=(x*a)*a'=(y=*a)*a’

Avec a’ est le symétrique de a

= x*(a*a')=y=(axa’)Car *est associative

= X*e = Yy=*e Car * possede un élément neutre e

—> X =Y De méme on montre I'autre implication
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Exemple1 :soit (G;-) un groupe noté
multiplicativement et tel que : (a;b) e G?

(ab)2 =a’b* Montrer que que ce groupe est

commutatif
Solution :par hypothése on a quels que soient

les éléments (a;b) e G* : abab =aabb

Mais dans un groupe tout élément étant régulier
on peut simplifier a gauche par a et a droite par b
Donc : abab =aabb

Donc ba=ab et par suite ce groupe est
commutatif

Proposition :si (G;*) est un groupe qui admet un

élément neutre e et (a;b)eG®et a'est le
symétrique de a alors :les équations :
(E):axx=b et (E,): x*a=badmettent une
solution unique :

-Pour (E,)la solution est. x=a’'*b

-Pour (E,)la solution est : x=bx*a’
Exemple2:(étude d’un groupe fini)
(%Z ; +) et(%Z - {6} ;><) sont deux groupes

commutatifs :

t10|1 (234
0/0|1|2]3|4
112340
2123|401
3134012
40401 |2]3
Tableau de : (%Z;Jr)et Tableau de : (%Z;X)
x|0|1]2(3|4
0/0]/0/0]0]0
1/0[1]2/|3]4
2(0(2|4]1]3
3/0(3|1|4]2
4104|321
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Exemple3 :(étude d’'un groupe fini)
(ABC) un triangle équilatéral

(A, )la médiatrice du segment [BC]
(A, ) la médiatrice du segment [AB]
(A,)la médiatrice du segment [AC]
Soit ¢ 'ensemble des transformations

suivantes : ¢ = {rl; [P PR 52;53}

]

la rotation de centre O et d’angle 0 : r,(0;0)

o~

la rotation de centre O et d'angle 27 : (0;2_”)

W

la rotation de centre O et d'angle — : (0;4_”)

:(A)
1 (A,)
:(As)

Donc : on utilisant la loi de composition des

transformation o on trouve le tableau suivant :
© h L |G |S|S]|S

s, la symétrie axial d’axe
s, la symétrie axial d’axe

s, la symétrie axial d’axe

r1 r1 r2 r3 Sl 2 S3
IF2 IF2 IF3 r1 S3 Sl S2
IF3 IF3 I“1 r2 SZ S3 S1
S1 S1 SZ S3 r1 r2 r3
S2 S2 83 Sl r3 I“1 IF2
S3 S3 Sl SZ r-2 r3 rl

Remarque : si (G;*) est un groupe fini alors

chaque élément de G se trouve sur le tableau
une fois dans chaqgue ligne et dans chaque
colonne
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Exercice 2: soit (G;-) un groupe noté
multiplicativement et e I'élément neutre de G
1) Montrer que si: ¥(a;b)eG? : (ab)’ =a?b?
alors le groupe G est commutatif
2)Montrer que si: VxeG : x*=e alorsle

groupe G est commutatif

Solution : 1) soit (a;b) e G

par hypothése on a: (ab)’ =a?b?

donc : ab.ab=aabb puisque G un groupe
tout élément de G est regulier

Donc : ba=ab

Par suite ce groupe est commutatif

2) soient les éléments (x;y) e G?

par hypothése on a: xyxy =e

on multipliant a gauche par x eta droite pary
Donc : XXyxyy = Xey = X“yXy’ = Xey = eyxe = Xy

= YX=XY Par suite ce groupe est commutatif

3) Sous-groupes

Définition : Soient (G, *) un groupe et H une
partie stable pour (G, )

H est un sous-groupe de (G, *) si et seulement si
(H, =) est un groupe

Remarque :si e est I'élément neutre de G

{e} et G sont des sous-groupes de (G, *) appelés
sous-groupes triviaux du groupe (G, *). Les
autres sous-groupes, s'’il en existe, sont appelés
sous-groupes propres de (G, *).

Exemples :

«(Z;+) ; (@;+); (R;+) sont des sous-groupes
de (C;+)

-(@*;X) est un sous-groupe de (R";x)
+(R,[X];+)est un sous-groupe de (F(R;R);+)

U ={ZE(C/|Z|=1}
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(U;x)est un sous-groupe de (C*;X)
(U;+)est un sous-groupe de (C;+)

«(N;+)n’est pas un sous-groupe de (Z;+)

Exemple:(on considére 'ensemble des matrices

, 1 a
suivante :E=<M, = laeR
2 0

Monter que E n’est pas un sous-groupe

de (M,(R);+)

Solution : soit M, eE et M, €E

a 1 b
et M, =
0 2 0
M,xM, eE?

1 a 1 b 1+2a b
M, xM, = X = ¢ E
2 0 2 0 2 2b

donc : E n'est une partie stable de (M, (R);x)

1
Donc: M, :(
2

donc: E n’est pas un sous-groupe e (MZ(R);+)

Théoreme :(caractérisations d’'un sous-groupe).
Soient (G, =) un groupe et H une partie de G.
1)H est un sous-groupe de (G, *)

(L)eeH

&1(2)v(x,y)eH* x*yeH (1)
(3)vxeH;X' eH

2)H est un sous-groupe de (G, x)
(I)H =@ ()
(2)v(x,y)eH" x*y' eH

Démonstration :

» Supposons que H soit un sous-groupe de

(G, ), alors la propriété (2) de () est vérifiée.

Notons en I'élément neutre de H.

On a eH * € = enH car e est élément neutre de G

et d’autre part, en = en * en car en est €élément
neutre de H. Par suite, en * € = eH * eH.

Maintenant, dans le groupgagéozgément
)




est métrisable et en particulier, tout élément est
regulier. Apres simplification par en, on obtient e
= en. Ceci montre en particulier

que e € H.

Soit x un élément de H. Notons x'n son
symétrique pour * dans H.

On a x'n * X * X'= e * X'= X'(puisque en = €) et
d’autre part,xn * X * X'= X'n * € = X'h.

Donc, le symétrique x'n de x dans H est son
symétrique x’' dans G. Ceci montre en particulier
que x' est dans H.

On a montré que si H est un sous-groupe

de (G, *) alors (I) est vérifié.

» Montrons que : (I) = H sous-groupe de (G, *).
Supposons (1).

H est une partie non vide de G d’aprés (1). La
restriction de * a H2 est une loi interne dans H
d’apres (2). * est associative dans G
et donc la loi induite est associative dans H
L’élément neutre e de (G, ) Vérifie :

VX € H, x x e = e * x = x et donc e est élément
neutre de H pour la loi induite.

Enfin, si x est un élément quelconque de H, le
symétrique x' de x dans G estdans H et vérifie
x*X'= X'*X = € ou e est maintenant élément
neutre de H. x" est donc le symétrique de x dans
H et on a montré que tout élément de H admet
un symétrique dans H.

De tout ceci, on en déduit bien que H est un
sous-groupe de (G, *)

Donc que (H sous-groupe) < (I).

* Il est clair que (1) = (II). Il reste a montrer que
(1) = (1). On suppose donc que H vérifie (I1).

Soit x un élément de H. Puisque e et x sont dans
H alors: Hx et e * x'= x' est dans H d’aprés (2).
Ainsi, VX € H, x' € H.

Soient enfin, x et y deux éléments de H.

D’apres ce qui précede, y'est encore dans H
Donc x = (y')'= x * y est dans H.

On a montré que (II) = (1)

Finalement que (1) & (l1).
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Remarque : soit : (G;*) un groupe
1) on utilusant une notation additive on a :

H est un sous-groupe de(G;+)

()H =@
&
(2)¥(x,y)eH*x-yeH
2) on utilusant une notation multiplicative

ona: H est un sous-groupe de(G;x)

(H)H =@

(2)v(x,y)eH*xy" eH
Exemplel : soit | 'ensemble des nombres
entiers relatifs pairs

montrer que (1;+) est un sous-groupe de(Z;+)
Solution:ona: | cZ

(1)1 D car 0=2x0¢l

(2)V(xy)el’x=yel ?

Soient: xel et yeldonc: x=2xp et x=2xq
X—y=2xp-2xp=2x(p-p)=2xkel

Donc : (I;+) est un sous-groupe de(Z;+) d'aprés
La propriété caractéristique d’un sous-groupe

Exemple2 : montrer que : H :{3'"7” /meZ;neZ}
est un sous-groupe de(R*;x)

Solution :ona: HcR" car V(n,m)eZ*3"7" eR’
()H = car 3°7° =1eH
(2)V(x,y)eH%xxy"eH ?

Soient: xeH et ye H donc:
3(n,m)eZ?*x=3"7"

Et 3(p.q)eZ?y=3"7"

X X yfl — 3m7n X(3P7q )_l _ 3m7n x3*P7*q
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xxy ™ =3"7"x(3°79) T =37 = 37"
Avec : (e, f)eZ® donc:
(Z)V(X, y)e H%xxy'eH

Donc : (H;x) est un sous-groupe de(R*;X)

D’aprés la propriété caractéristique d’'un sous-
groupe

Exemple3 : Si E est un ensemble, I'intersection
dans P(E) est interne, commutative, associative
et possede un élément neutre, a savoir E.

Soit alors F une partie stricte de E. P(F) est une
partie non vide de P(E), stable pour I'intersection
(lintersection de deux parties de F reste une
partie de F). L’intersection possede un élément
neutre dans P(F), a savoir F. Cet élément neutre
est distinct de I'élément neutre de (P(E), N). Une
consequence est que (P(E), N) n’est pas un
groupe.

Exemple4: U :{Ze(C/|z|:1}

Montrer que (U;x) est un'sous-groupe de (C*;X)

Solution :
1) Un nombre complexe de module 1 est non nul

etdonc U cC’
Et 1 a pour module 1 etdonc 1 € U.

Soit alors (z;;2,) eU?.
2,x2, eU?

‘le 22_1‘ = |21|X‘22_1‘ =|Zl|><|22|_l =1x1=1x1eU

Exercice 3: on considére 'ensemble des
matrices suivante :

Ina O
E=/M, = laeR™

Monter que E est un sous-groupe de (MZ(R);+)

_ Ine O 10
Solution : 1)ona M, = = =1,
0 Ine 01
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Donc: I,eE donc: E= Y
2)soit M, €cE et M, €E

M,-M, €E? :

Ina O Inb O
M, -M, = -

0 Ina 0 Inb

a
M oM. - Ina—Inb 0 ~ InE 0
a b 0 Ina—Inb)

:Ma/b
0 InE
b

Et puisque acR"et be R™ alors a/beR™
Donc: M,-M,=M,, €E
Donc : E est un sous-groupe de (MZ(R);+)

Exercice 4 :soit (G;-) un groupe noté

multiplicativement et soit aeG

On'pose™ C, ={xeG/ax=xa}
(centralisateur de a)

Et: Z(G)={xeG/VyeG:xy=yx}

(centre de G)

Montrer que C, et Z(G)sont des sous-groupes
de (G;-)

Solution : 1) Montrons que C, estun sous-
groupe de (G;-) ?

Soit e I'élément neutre du groupe (G;-)
a)ona:ae=ea=a donceeC,donc: C,=J
b)soient les éléments (x;y)eC,’

montrons que : xy " eC, cad montrons que :
a(xy)=(xy")a 27
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ax =xa(1)

Ona (x;y)eC,” donc:
0sy) {ay=ya<z>

O R, g

(2)<:>(ay)71=(ya)71<:>y at=a'ly

— y—la—l

=a 'y’ et ax=xa(l)

S axy'a'=xaa'y'=axya‘=xey"

S axya'=xy'=axy'ata=xy'a

—axy 'e=xy ‘a=axy ' =xy ‘adonc xy " eC,
Donc : C, estun sous-groupe de (G;-)

2) Montrons que Z(G) estun sous-groupe
de (G;) ?

a)ona: VyeG:ey=ye donc ecZ(G)
donc: Z(G)=Q

b)soient les éléments (a;b)e Z (G)2
montrons que : ab™ € Z (G) cad montrons que :
(ab)y=y(ab™") vyeG??

ay = ya(1)
by = yb(2)
De la méme facon que précédemment on trouve

(ab™)y=y(ab™) vyeG donc ab™eZ(G)

Ona (ab)ez(G)* donc: {

Donc : Z(G) estun sous-groupe de (G;-)

Théoréme : Si H et K sont des sous-groupes de
(G, *), H N K est un sous-groupe de (G, ). Ainsi,
une intersection de sous-groupes est un sous-
groupe.

Démonstration. (On utilise la caractérisation (I1)
ci-dessus). Soient H et K deux sous-groupes.
D’aprés ce qui préceéde, H etK contiennent
'élément neutre e de G etdonce € H N K.
D’autre part, biensirH N K c G.

Soient alors x et y deux éléments de H N K.
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(X y) € (HNKPZ= ((x,y) € H?

et(x,y) EK?) = (x*xy eHetxx*y €K)

=>x*xy eHNK,

Ceci montre que H N K est un sous-groupe de
(G, %).

Théoréme : soit f un homomorphisme du groupe
(G, *)Dans un groupe(F ; T)

L’image du groupe (G, *) par ’lhomomorphisme f
C’est le groupe(f(G) ; T)

Démonstration : on a déja montré que f(G)

Est une partie stable (F ; T) et donc :

* est associative dans : (G, %) donc :

* est associative dans : (f(G) , T) soit e I'élément

neutre de (G, *) donc : f(e)est I'élément neutre
de (f(G), T) etsi X' est le symétriqgue de X dans
(G, =) alors f(x') estle symétrique de f ()
Dans (f(G) ; T)

Donc : (f(G) ; T) est un groupe

Remarque™

Si f un homomorphisme surjectif alors f(G) =F
Dans ce cas L’'image du groupe (G, ) par
I’'hnomomorphisme f c’est le groupe (F ; T)
1)Exemples :

Les applications suivantes :

g:(R™x)>(Ri+)  f :(Z;+)—>(R*+;x)

X Inx r—2'

h:(C;x) > (C;x)

I—>7

1:(R;+) —>(]R**;x)

Sont des homomorphismes de groupes
Exercice 5 :On munit R de la loi de composition
interne définie par :

Xy =Xy2+1+yVx2+1;V(xy) e R?

1)soit 'application :

f:R — R définie par : f (x)=

2

Montrer que f est un isomorphisme de (R;+)

vers (R;)
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2) En déduire la structure de (R;*)

Solution :1) a) f est une fonction continue et

e +e”
= >0

dérivable sur R et f'(x)

Donc f est strictement croissante sur R
Par suite f est une fonction bijectif de R
Dans f(R)=R

b) soient X;y € IR

ex+y _ e_(x+y)

f(x+y)= 5

f(x)=f(y)="F(x)Jf(y)2+1+f(y)f(x)2+1

Eton a:

f(y)+1-1+ @ —e?) e¥424e? (oo
2 4 2

_el+e’

Donc : /f(y)2+1= de méme on a:

e*4+e"
Donc :

f(x)2+1=

e

eXer — e_(X+Y)

(%1 (y)=

Finalement: f(x+y)=f(x)*f(y)

Donc : f est un homorphisme bijectif de (R;+)
vers (R;*)donc un isomorphisme

2)puisque : f est un isomorphisme de (R;+)vers
(R;*) et (R;+) est un groupe commutatif

Alors : (R;*) est un groupe commutatif
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Il) Anneaux

1)Distributivité d’une loi sur une autre
Définition : Soient E un ensemble non vide

* et T deux lois de composition internes sur E.
T est distributive sur « © V(X y, z) € E®
XT(y*2z)=(xTy)*(XT2)

Et(y*x2) TXxX=(TXx)*(zTX).

Remarque : Si on sait que T est commutative,
une et une seule des deux égalités ci-dessus
suffit.

Exemples :1) Dans C, la multiplication est
distributive sur I'addition

V(xy;2)eC® 1 xx(y+2)=xXxy+Xxxz

2)Dans P(E), l'intersection est distributive sur la
réunion et la réunion est distributive sur

lintersection : V(A;B;C)e P(E)3 ;
An(BUC)=(AnB)U(ANC) etAu(BNC)=(AuUB)n(AUC)

8)Dans (F(R;R);e)- est distributive & droite

sur +, mais pas a gauche ((g+h)f = gof+hef, mais
en général, fo(g+h) 6= feg+foh.

1) dans M,(R)et M,(R) la multiplication est
distributive sur I'addition mais I'addition
V(A;B;C)eM,(R) :

Ax(B+C):(A>< B)+(A><C)

(A+ B)xC :(AxC)+(B><C)
4)dans N ; Z ; Q ;R ;C l'addition n’est pas
distributive sur la multiplication :

1+(5x3) #(1+5)x(1+3)
5)on muni N de la loi

5)on muniN d’une loi de composition interne *
définit par : a*b=a" si a=0 et a=0;

Et ax0=1

Etudions la distributivité de la loi = par rapport a la

multiplication ?7?
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a)ax(bxc)=a"
(axb)x(a*c)=a’xa®=a""*

a*(bxc)=(a*b)x(a*c) donclaloi *n'estpas
distributive a gauche sur la multiplication

b)(bxc)*a:(bc)a
(b*a)x(c*a)=b*xc* =(bc)’
Donc :(bxc)*a=(b*a)x(c*a) donclaloi *est

distributive a droite sur la multiplication
Finalement : la loi * n'est pas distributive sur la
multiplication

2) Anneaux

Définition : Soit A un ensemble non vide ayant
au moins deux éléments muni de deux lois de
composition interne (notées = et T).

(A, *, T) estun anneau <

1) (A, *) est un groupe commutaitif

2) T est associative

3) T est distributive sur *

L’anneau est commutatif si.et seulement si T est
commutative si de plus T admet un élément
neutre on dira qu’il est unitaire

Notation additif et multiplicatif :

On note en général la premiere loi + et la
deuxieme loi x

On aura alors I'anneau (A, +, x)

On note 0 I'élément neutre pour la loi + et on
I'appelle I'élément nul de I'anneau A

Si la loi x admet un élément neutre on le notel
et on l'appelle I'élément unitaire de I'anneau A
Donc les conditions (axiomes)pour un anneau

(A, +, i)deviennent :

1) V(xy;z)e A x+(y+z)=(x+y)+2

2) V(xy)e A1 X+y=y+X
3) A VxeA:
4) Vxe A 3-xeA: x+(-x)=0

X+0=X
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5) V(X y;2)e A’ 1 xx(yxz)=(xxy)xz
6) V(X y;z)e A’ 1 xx(y+z)=xxy+xxz et

(X+Y)xZ=XxZ+Yyx2Z

3)Exemples anneaux :

1) (Zi+;x) 5 (@+x); (Ri+x); (C+%)
Sont des anneaux commutatifs unitaires
(1 élement unitaire)

2) (N;+;><) n'est pas un anneau (car (N, +) n'est

pas un groupe)
3)L’anneau des polyn“*omes de degré inferieur a n

(R, [X];+x) Est un anneau commutatif unitaire
4) (M, (R);+:%) 5 (M;(R);+;x) Sont des anneaux

non commutatifs mais unitaires
(Is matrice unitaires sont resp:

100

10
IZ:(O ljetIS:O 1 0|
00 1

5) (F(R;R);+;°) n'est pas un anneau car la loi o
n’est distributive sur I'addition

Eneffet: f:x—>x etg:x—>1 et h:x—>\/m
On montre que :

[he(F+9)](x)#(he F)(x)+(hog)(x)

6) (F(R; R);+;x) est unanneau commutatif unitaire

(U : x —>1lélement unitaire)

7) (P(E);A;n) est unanneau commutatif unitaire
(E I'élement unitaire)

8) (P(E);A;u) n'est pas un anneau car la loi U

n’est distributive sur A

4)Calculs dans un anneau

Théoréme : Soit (A, +, *) un anneau. On note Oa
I’élément neutre de A pour +.
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VX € A, X * 0a = 0a * X = Oa (I'élément neutre
pour I'addition est toujours absorbant pour la
multiplication).

Démonstration :

Soit x € A. Oa * X = (0a + 0a) * X = 0a * X + Oa * X
car * est distributive sur +. Maintenant, (A, +) est
un groupe et dans un groupe, tout €élément est
régulier.

Donc, Oa* X+ 0a * X =0a * X =0a * X + 0a

entraine Oa * X = 0a. de méme, X * 0a = 0a.

Théoréme : Soit (A, +, *) un anneau.

V(a, b) € A2

(-a)*b=ax(-b)=-(aDh)

Démonstration : Soit (a, b) € A2
axb+(-a)xb=(@+(-a))*b=0a*b=0a
etdonc (-a) xb =-a = b.

De méme,axb+a=x(-b)=a=x*(b+ (-b))
=ax*0a=0aetdonca x (-b)=-a x b.
Remarques : Dans un anneau.(ayant au moins
deux éléments) on montre aisément

que :0,#1,et que 0, n'a pas de symétrique (pour

la 2iém loi). Si tous les autres éléments de A
sont Inversibles, on montrera que I'ensemble des

éléments non nuls A*= A- {0,}

Forme un groupe (pour la loi 2iém loi)
Théoréme : Soit (A, +, X) un anneau.

On note A" I'ensemble des éléments de A qui
sont inversibles c’est-a-dire 'ensemble des
éléments de A symétrisables pour x

(A", x) est un groupe.

Démonstration : 1, est un élément de A"

car 1, estinversible pour x, d'inverse lui-méme.

Donc: A" 2Q

* Si x et y sont deux éléments de A"

on sait que x x y est dans A'et que :

(xxy) "=y xx

Donc, x induit une loi de composition interne sur
A" que 'on note encore x.
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x est associative dans A et donc x est
associative dans A"

1, e A"etpourtoutxde A", 1, xx=xx1, =X
Donc, x possede un élément neutre 1, dans A"

Soit x € A". On sait que x™' € A" et que

(x"")™'= x. Dongc, tout élément de A*admet un
symétrique pour x dans A’

Donc : (A", x) est un groupe

4) Diviseurs de zéro - Anneau intégre

4-1) Diviseurs de zéro

Exemple : Considérons les deux
matrices carrées d'ordre 2 suivantes :

#-lo o (5 2]

Aucune de ces deux matrices n'est la matrice
nulle, et pourtant leur produit vérifie :

MNOO
w b=
0 Q

On dit que les matrices M et N sont des diviseurs
de zéro.

Plus généralement, on a les définitions
suivantes :

Définition 1: Soit (A;*T) un anneau et e
I’élément neutre pour *
Un élément a=e de A est appelé un diviseur de

zéro s'il existe un autre élément b = ede A tel
que aTb=e et bTa=e

Définition 2 : 'anneau(A;*T) est dit integre
S’il ne posséde pas de diviseurs de zéros
Définition 3 : 'anneau(A;+;x) est intégre
Ssi: axb=0=a=0o0u b=0

Exemples :

o (Z;+;x) estun anneau intégre : le produit de

deux entiers relatifs est nul si et seulement si
l'un de ces deux entiers est nul.

e L’exemple précédent montre que

(M, (R);+;x)n'est pas un anneau intégre.
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De méme pour (M, (R);+;x)

. (F(R;R);+;x) est unanneau commutatif unitaire

Non integre en effet :

L;xz 0;x>0
fix—9x2+1 et gix—< |

. xX*;x=<0

0;x=<0

Ona: f#60 et g=0 avec 0:x—0 I'élément
neutre de (F(R;R);+)

Onmontre que : fxg=6

o (Z/6Z;+;x)n'est pas un anneau intégre.
Car: 2=0et 30 mais 2x3=6=0

3 est un diviseur de zéro et 2 aussi

o (Z/5Z;+;x)est un anneau.integre.

Tableau de : (%Z ; ><)

Ol|OoOl|oOl|ol|ol|Ool
Wi NN Ol N

NI I FPHwlol|w
RN Wi ol >

Mllwi|[NI| POl

Mllwi|pI| POl X

proposition : soit (A;*T) un anneau unitaire
si ae A admet un symétrique pour T alors a
n’est pas un diviseur de zéro dans (A;*;T)
Preuve : Soit el'’élément neutre pour * et Soit
f I'élément neutre pour T et a'le symétrique

De a
Supposons qu’il existe be A tel que : aTb=e et
bTa=e

aTb=e < a'T(aTh)=a'Te< (a'Ta)Th=e

< fTh=e<b=¢e
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Exercice 6 : on considére 'ensemble suivant :

E :{a+b\/§/(a;b)e(@2}
1)Monter que (E;+) est un groupe commutatif
2) Monter que E est une partie stable de (@;X)

3) Monter que (E;+;x) est un anneau commutatif
unitaire

Solution : 1) Montrons que(E;+) est un un sous-
groupe de (Q;+) ?

Ona EcQ etona1:1+0J§ donc: leE
donc: E+xU

soit xeE et ye E montrons x—yeE?
XEEC)El(a;b)G@Z/X=8.+b\/§
yEEQH(C;d)EQZ/X:C+d\/§
x—y:(a+b\/§)—(c+d\/§)=(a—c)+(b—d)\/§
Ona (a;b;c;d)eQ’ donc: a—ceQetb-deQ
Donc:x—y:a”+b”\/§ par suite : x—yeE
Donc :(E;+) est un un sous-groupe de (Q;+)

donc (E;+) est un un groupe

2) ) Montons que E est une partie stable

de (Q;x) ?

soit xeE et ye E montrons xxyeE?
x—y:(a+b\/§)x(c+d«/§):(ac+3bd)+(ad+bc)\/§
puisque (a;b;c;d)eQ* alors : ac+3bd e Qet
ad+bce@ donc: xxyeE

; E:{a+b\/§/(a;b)e(@z}

Donc : E est une partie stable de (@;X)
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3) on a (Q;+x) est un anneau commutatif

Donc La multiplication est commutative et
distributive par rapport a I'addition dans E

Par suite (E;+x) un anneau commutatif

Et 1=1+OJ§ donc: leE et 1 estI'élément

neutre de la multiplication dans (Q;x)

Donc : 1 est I'élément neutre de la multiplication
dansE

Conclusion : (E;+;x) est un anneau commutatif
unitaire

Exercice 7: Soit (A;+x)un anneau.

Telque: X’ =x VxeA ((A+x)s'appelle

anneau
De Boole)

1) calculer (x+ x)2

2)en déduire que : x+x=0,(0,est I'élément
neutre de (A+))

3)soient: xe Aet ye A

a) calculer(x+ y)2 en fonction de Xet Yy

b) en déduire que (A;+;x)est commutatif

c) en déduire : xy(x+Yy)

4)on suppose que : X=0,et y=0, et y#X

a) montrer que : a)X+y#0, b)X+y=zYy

5)déterminer le tableau de la somme pour les
éléments: 0, ; X ; Y ; X+y
Solution : 1)soit xe Aona:

(x4 %)" = (X X) (X+X) = XX+ XK+ XX+ XX
(X+X)" = X2+ X2+ X2+ X2= X+ X+ X+X car X’ =X
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Donc : (X+X)* = X+X+X+X

2)a)soient: xe Aet yeA

(x+y)2 (X+Y)(X+Y)=XX+Xy + yX+ Yy
(x+y) = X2+ xy+yx+y?

(x+y)2:x+xy+yx+y car X>=Xx VxeA

b)on a: (x+y)2 =X+Xy+yX+yet (x+ y)2 =X+Y
donc: X+Xy+yx+y=X+y

donc : xy+yx=0, et puisque xy+xy=0,
Alors : Xy + yx=Xxy+Xxy donc yx = xy

Donc : (A;+;x)est commutatif

c) déduction de :xy(x+Y)

soient 1 XeA.etye A
xy(x+y):xyx+xy2:xxy+xy2:x2y+xy2:xy+xy
et puisque xy +xy =0, alors : Xy(x+y):0A

4) on suppose que : X#0,et y#0, et y#X

a) on suppose que X+Yy=0, et puisquex+x=0,
Alors : X+y=X+X cad Yy =X contradiction
Donc : x+Yy=#0,

b) on suppose que X+y=Y donc: x=0,
Contradiction donc X+y=#Yy

5 ona: x+x=0, et x+0,=0,+x=X

+ 0, X y X+y

0, 0, X y X+y

X X 0, Xty |y

y y X+y o, |x

Xty | Xty |y X 0,
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lll) corps

1)Définition : Soit (K, +, X) un anneau.

(K, +, x) est un corps si et seulement si tout
élément non nul de K admet un inverse (pour x)
dans K.et le corps est commutatif si et seulement
Si * est commutative.

Exemples :1)(Q;+x); (R;+;x); (C;+;x)sont des
corps commutatifs.

2)(Z;+;x) Est un anneau commutatif qui n’est

pas un corps car par exemple, le nombre 2 n’est
Pas inversible dans Z.

3) (M, (IR);+;x) nest pas un corps car par
11 . .
exemple : A:(l J n’est pas inversible

4) (Z/6Z;+;x) n'est pas un corps car par

exemple 3 n’est pas inversible

2)Notation additif et multiplicatif.\d’un.corps.:
On note en général la premiéere loi + et la
deuxieme loi x

On aura alors le corps (K, +, %)

On note 0 I'élément neutre pour la loi + et on
'appelle I'élément nul du corps K

I'élément neutre pour la loi x on le notel

et on I'appelle I'élément unitaire corps K

Donc les conditions (axiomes)pour un corps
(K, +, x)_deviennent :

1) V(xy;2)eK® 1 x+(y+2)=(x+y)+z

2) V(xy)eK?: X+y=y+xX
3) eK vxeK : x+0=x

4) VxeK 3-xeK : x+(-x)=0
5) V(xy;2)eK® : xx(yxz)=(xxy)xz

6) e K ¥YxeK : xxl=xx1=X

7) VxeK—{0} IxteK-{0} : xxx'=x"xx=1

8) V(xy;z)eK®: xx(y+z)=xxy+xxz et
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(X+Y)xZ=XxZ+Yyx2Z

Théoréme : Dans un corps, un produit de
facteurs est nul si et seulement si 'un de ces
facteurs est nuls :

V(xy)eK®: xxy=0&x=0ou y=0

Donc un un corps ne contient pas de diviseur de
Zéro

Démonstration. Soit (K, +, x) : on note 0

(resp. 1) I'élément neutre pour + (resp. x).

Soit (a, b) € K?tel que :a x b =0.

Sia #0, a admet un inverse pour x noté a™’

On peut écrire;axb=0=

a'xaxb=a'x0

=1xb=0=>b=0.

Exercice : soit (K, +, x) un corps finit :

K ={0;€;X;Xy;..; X} ; MeN’

Avec : O (resp. e) I'élément neutre

pour +(resp. x).

1)montrer que : —e et e sont les seuls élément
de K qui sont égaux a leurs symétriques pour la
loi %

2)montrer que le produit de tous les éléments de
K est égal a —e

3)on considérant le corps(Z/nZ;+;x) avec n

premier montrer que : (n—1)!+1=0[n]
Solution :1)

vxe K -{0} X=Xt XxX=X"xx< X =e

ox-e=0ox -’ =0 (x—e)(x+e)=0

< Xx=—e ou x=e car (K, +, X) un corps
2)puisque : —e et e sont les seuls élément de K
qui sont égaux a leurs symétriques pour la loi x

Alors : K—{0} ={-e;e;a;8, a8, 54,0, '}
Donc: —exexa, xa ' xa,xa, .xa,xa, "=

=—exexexe..xe=—e

D’apres les questions précédentes on a :
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donc: (n—-1)!+1=0[n]
Théoréme : Dans un corps, tout élément de

K —{0} est régulier pour la loi x :
V(xy)eK® et VaeK-{0}

ax=ay=>X=Yy et xa=ya=>x=Yy

Exercice8: on considére 'ensemble des matrices
suivante :

E= {M(a;b) =(Z _zbJ/(a;b) = RZ}

1)Monter que (E;+) est un groupe commutatif

2)Monter que E est une partie stable de
(Mz(R);X)

3)soit f l'application qui associe a chaque
matrice M ,,, de E—{0,} le:nombre complexe :
a+ibyv2de C’

a) Monter que f est un morphisme bijectif de
(E-{0,}, x) dans ((C*;x)

b)en déduire la structure de (E—-{0,}, x)

4) Monter que (E;+;x)est un corps

Solution : 1)ona: M, =0,€E donc: E# Y
Etona Ec(M,(R);x)

soit M(a;b) e€E et M(C;d) ek

Donc - M (a -2b M (¢ -2
onc: Maw =, et My = 4 c
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-2b -2d -¢ -2(b-
M(a‘b)_M(C'd): a (c _[a-c 2(b—-d)
' ' b a d ¢ b-d a-c

Donc: M M M

(aib) — "V(cid) = (a—c;b—d)
Et puisque : (a;b;c;d)e R alors : a—ceRet

b-deR donc: M., —M ., €E

(cid)

Donc :(E;+) est un un sous-groupe de (M,(R);+)

donc (E;+) est un groupe commutatif

a -2b) (c -2d
2) M(a;b)XM(c;d):b a ld ¢ 7

-2 -2
M(a'b) ) M(C'd) _[ac bd -2(ad +bc)
' ! ad+bc  ac-2hd

Et puisque : (a;b;c;d)e R alors : ac—2bd e Ret

] =M (ac—2bd;ad +bc)

ad +bceR donc: I\/I(a;b)xM eE

(cid)
E est une partie stable de (M, (R);x)

3)soient : M ceEet M eE

(aib) (cid)

f (l\/l(a;b) x M(c;d)) =f (M(ac—zbd;ad+b0))

=ac—2bd +i(ad +bc)/2
f (M) )% (M) ) = (a+iby2)(c+idv2)

—ac—2bd +i(ad +bc)v/2 = f (M

(ac—2bd ;ad +bc) )
= 1 (Mu <M

f est un morphisme de (E—{0,}, x) dans ((C*;x)
Soit x+iy e C* avec (X;y) € R?

On cherche M,  €E telque: f (M(a;b))z X+1y

(aib)

f(M(a;b)):x+iy<:>a+ib\/§:x+iy
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a=x

a=x
PN = a;b) e R?Existe et il
{b\/g:y bzi( )

N

est unique

donc: f est un morphisme bijectif de
(E-{0,}, x) dans (C";)

b)(E-{0,}, x) et (C*;X) sont isomorphes
et (C*;x) un groupe commutatif donc aussi

eton a(E—{0,}, x) un groupe commutatif

4)La multiplication est distributive par rapport a

I'addition dans M, (RR) et E est une partie stable

de (M, (R);x)donc La multiplication est

distributive par rapport a I'addition dans E
Doncona:

(E;+) estun groupe commutatif et

(E—{0,}, x) un groupe commutatif

La multiplication est distributive par rapport a
I'addition dans E
Conclusion :

(E;+;x) est un corps

Exercice 9: Soit (K;+;x)un corps.

On note :0, I'élément neutre de (K;+) et 1
I'élément neutre de (K;x) et on suppose qu’il
existe un homomorphisme f bijectif de(K;+)
vers (K—{OK};x)

1)on suppose que 1, +1, =0,"

montrer que : f(K)={L}

2) on suppose que : 1 +1, #0, et on pose :
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a=f17(1L) et p=17(-L)
a) montrer que : a+a=f+p

b) en déduire que a=f
3) en déduire qu’il n’existe pas

d’homomorphisme f bijectif de (K;+) vers
(K={0c}ix)

Solution : 1) Jon suppose que 1, +1, =0,

soit xeK on a donc: xx(1, +1, )=xx0

donc: xx1, +xx1, =xx0,

donc: x+x=0, donc: f(x+x)="f(0,)

puisque f homomorphisme bijectif de(K;+) vers
(K={0x}ix)on adonc : f(x)xf(x)=1

done: (X)) =1, donc: (f(x)=1, )(f (X)+L)=0,
donc: f(x)=1, ou f(x)=-1, =1, car

1 +1, =0,

donc: ¥xeK f(x)=1, donc: f(K)={L]}
2)ayona: 1 +1 #0, eta=1"(L) et f=17(-1)
a=f7 (L) f(a)= et f=17(-L )= F(f)=-1
donc : f(a+a)=(f(a)) =(L) =1

et F(B+4)=(f(B)) =(-L) =L,

donc: f(a+a)=f(B+p5)

donc: a+a=p4+p carf bijectif

bona: a+a=p+pe(a-p)+(a—B)=0,

a+a=p+pe(a-p)x(1 +1)=0,

ata=p+pa-=0, oﬁg&e:034




ata=p+Bf<a-f=0, car 1 +1 =0,
at+ta=p+fa=f

3) s’il existe un homomorphisme f bijectif de
(K;+) vers (K—{04};x) on alors deux cas :
lcas: 1, +1, =0,d'aprés 1)on a:

VxeK f(x)=1 < vxeK;f(x)=f(0y)
Puisque f bijectif: VxeK

X=0,

Cad K={0,} etdonc: K-{0,}=0
contradiction

2cas: 1, +1, #0, d'aprés 2) et on posons :
a=1"(L) et f=1"(-1 )ontrouve : a=p
Cad f™(-1)=f"(L)et Puisque f™ bijectif
Alors : -1, =1, cad 1, +1, =0, contradiction
Avec le fait que 1, +1, =0,

Donc : qu'il n’existe pas d’homomorphisme f

bijectif de (K;+) vers (K—{0}:x)

ExercicelO:
1) On munit de la loi de composition interne

définie par : x*y = xy +(x2-1)(y2-1); V(x;y) e R?

Montrer que * est commutative, non associative,
et que 1 est élément neutre.

2)On munit R™de la loi de* composition interne

définie par : x*y=3x*+y* V(xy)eR?

Montrer que * est commutative, associative, et
que 0 est élément neutre. Montrer que aucun
élément de n’a de symétrique pour *

.3)On munit R de la loi de composition interne *

définie par : x*y=3/x*+y® V(xy)eR?
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Montrer que I'application : x — x* est un
isomorphisme de (R;*)vers (R;+)En déduire que
(R;*) est un groupe commutatif

Solution :1) x*y = xy +(x2—1)(y2-1))

= yx+(y2-1)(x2-1)

La loi est commutative
Pour montrer que la loi n’est pas associative, il

suffit de trouver X;Y;Z € IR et tels que :
x#(y*z)#(x*y)*z

1 sera I'élément neutre il ne faut pas prendre 1
dans X; y; Z et.

Prenons, parexemple: X=0;y=2;2=3
x#(y*2)=0%(2%3)=0%(2x3+(22-1)(32-1))
=0+30 =0x30+(02—1)(302—1) = —899
(x*y)*xz=(0%2)*3=0%2+(02-1)(22-1)=*3

=—3%3=0%2+((-3)2-1)(3-1)=—9+82=55
La loi n’est pas associative
1xx=1x+(12-1)(x2—1) =X

De plus, comme la loi est commutative
X#1=1%X
On a bienx*1=1*x=X, 1 est I'élément neutre.

X#y=[X2+y2 =[y2+ X2 = y X

La loi est commutative.

N N e R N
(x*y)*z=\/m

En reprenant le calcul ci-dessus en changeant

en (x;y:z)en(y;z;x) (y*z)xx=\y2+22+x

Comme *est commutative :
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(y*z)*x=xx(y=z)Et finalement :

(xey)s2=xx(y+2)

La loi est associative.
Remarque : On aurait pu calculer directement

i(y+2)
0#x=+02+x2 =|x| car x>0

Comme *est commutative : 0*X=X*0=X
0 est I'élément neutre.

Supposons X qu’admette un symétrique Y

x*xy=0cX2+y2 =X < x2+y?=0< x+y=0
Orx>0 et y>0 donc: x*y=0est impossible,

pour tout x>0 X n’a pas de symétrique.

3) On pose p(x)=x° ET p(x)>0 pour tout
x#0etestnulen 0, pestune fonction

strictement croissante R de sur R, p est une

bijection de R sur R. |l reste a montrer qu’il
s’agit d’'un morphisme.

3
p(xxy)=(x* y)3 :(«3/x3+ y3) =x*+y = p(x)+p(y)
p est un morphisme de( R;*) dans ( R ;+)et

donc un isomorphisme de( R ;*) dans ( R;+)

(puisque p est bijective).

ptest un isomorphisme de( R ;+) dans( R ;*)

donc un morphisme, ( R ;+) est un groupe
commutatif

et 'image d’un groupe commutatif par un
morphisme de groupe est un groupe.

( R;=)est un groupe.

Exercice11 : on considére 'ensemble des
matrices suivante :

a -b
G_{M(a;b)_(b j/a2+b2_1et(a;b)eRz}

a
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1)Monter que : G = J

cosd

2)Monter que : G :{( ]
sind

3)Monter que G est une partie stable de
(M (R);x)

4) est ce que G est une partie stable de
(M, (R);+) 2

cosd

5)on pose : M (69) =(sin p

—sin@
cosd
calculer M"(0) vne N’

ou: M"(8)=M(0)xM(8)x..xM (8)

nfois

6) soit f 'application de R dansG tel que :
f(8)=M(6)

a) Monter que f est un morphisme surjectif de
(R;+) dans(G;x)

b)en déduire la structure de (G;x)

7) soit 'ensemble : U = {Z € C/‘Z‘ =1}

a) Monter que : U = {eig /6 e R}

b)Monter que (U;X)est un groupe commutatif

10
Solution : L)ona: M, =[0 1]: l, et 07 +1* =1

donc: G#J
2)

-b
MeG@H(a;b)eR2/M=[Z ]eta2+b2=1

a

d0eR/a=cosfet b=sing

cosd -—sin@
Donc: MeG«<30eR/M=| |
sin@ cosé@
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cosd —siné
G=<| . [10eR
sing cos@
_ cosé, —sing, cosé, -sing,
3)soit: M, =| . M,=| .
sing, coso, sin@, cosd,
Deux éléments de G
cos¢, -—sing,\(cosd, -—siné,
M, xM, =| . )
sing, cosé, )\sing, coso,

—C€0sd;sind, —sin g, cos b,

cos#, cosé, —sin g, sin b,
- —sind,sin 6, —cos g, cosb),

sin g, cos @, +cos b, sin 6,

M. XM, :(003(6“92) —sin(6?1+92)]

sin(6,+6,) cos(6,+6,)
Donc: M;xM, €G

Donc G est une partie stable de (M2 (R);X)

10 -1 0
4)on a ; =1,et =-1,
01 0_-1

Deux éléments de G
Et puisque : 1O+_1 O—OOeG
PUISAUE -1 1] o "1 Tlo7 0

Car 0°+0°=0=1

Donc G n’est pas une partie stable de (M2 (R);+)
cosd -—sind
cosd

5)on pose : M (9):(8"19

Calculons : M"(8)

cos 26

M?(0)=M (0)xM (H)Z(Sm 20 _Sinw]

cos 24

Montrons que :

cosnd -—sinn@
Mn(e):( _ jzhn(na)
sinngd cosnd
par récurrence sur N°
cosd -—sin@
- MY(09) = =M (10
ajon a (9) (sin@ cosH] (19)
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|

la ppté est vraie pour n=1
b)on suppose que :

M“(@):( ‘“””Qj

cosnéd
C) montrons que :

" cos(n+1)@ —sin(n+1)8 R
M (a)z[sin(nﬂ)ne cos(n+1)0J:M((n+l)9)'

cosnd -sinnd\(cosd -sind
cosnd J\sind cosd
_[cos(n€+9) —sin(nd+0)

sinné
sin(ng+6)  cos(nd+0) ]: M((n+2)6)

cosnd

=M (n@
sinn@ (n )

M™(6)=M (0)M" (0) =

Donc: VneN" M"(8)=M (no)

6)a)Soit (6,;6,) e R?

Ona: f(6+6,)=M(6,+6,)=M(6)xM(6,)
donc: f(6,+6,)="f(6)xf(6,)

donc: f estun morphisme de(R;+) dans(G;x)
etona: YMeG 30cR / f(0)=M(0)

donc f estun morphisme surjectif de(R;+) dans
(Gix)

6)b)puisque f est un morphisme surjectif de
(R;+) dans(G;x) ona f(G)=Reton a aussi
(R;+)est un groupe commutatif alors aussi
(G;x) est un groupe commutatif

7) a)Montrons que : U = {ei‘g /0 e R} ?
Soit zeC alors z=a+ib avec (a;b) e R?
zeU < |z|=1<|a+ib|=1

zeU < a’+b* =1

<~ d0eR/a=cosOet bP%ét 37a+ib
19




zeU & 3JOcR:z=cos@+isinO =e”
Donc: U ={ei6'/6'eR}

b)Montrons que (U;X)est un sous-groupe de
)

onaUcCetU =IFcarleU

Soient z, €U et z, eU montrons que

Z, % Z’l2 eU?

z,eU <36, eR:z =e*

z,eU <36, cR:z, =e*

Ona: z,x Z—lz _ gl X(eezi )—1 _ el g0 _glt0)i
Avec 6, -60,eR donc: z,xz %, eU

Donc : (U;x) est un un sous-groupe.de (C*;X)

Et puisque ((C*;X) est commutatif

Alors : (U;x) est un groupe commutatif

a -2b) (¢ -2d
2) M(a;b)XM(C;d): b a X d c =

-2 -2
M(a'b) ) M(C'd) _[ac bd -2(ad +bc)
' ! ad+bc  ac-2hd

Et puisque : (a;b;c;d)eR4 alors : ac—2bd eRet

j = M(ac—Zbd;ad+bc)

ad +bceR donc: I\/I(a;b)xM eE

(cid)
E est une partie stable de (M, (R);x)

3)soient : M eEet M eE

(ab) (cia)

f (M(a;b) X M(c;d)) =f (M(ac—zbd;ad+bc))

=ac—2bd +i(ad +bc)/2

(M) )% (M) ) = (a+ibyv2)(c+idv2)
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—ac—2bd +i(ad +bc)v/2 = f (M

(ac—2bd ;ad +bc) )
= 1 (Ma M)

f est un morphisme de (E—{0,}, x) dans ((C*;x)
Soit x+iy e C* avec (X;y) € R?

On cherche M, €E telque: f (M(a;b))z X+1y

(aib)
f (M(a;b)):x+iy<:>a+ib\/§:x+iy

a=x
a=x
Q{b\/ﬁ S (a;b) e R?Existe et il
=y _\/E

est unique

donc: f est un morphisme bijectif de
(E-{0,}, x) dans (C";x|

b)(E-{0,}, x) et (C*;X) sont isomorphes
et (C*;X) un groupe commutatif donc aussi

eton a(E—{0,}, x) un groupe commutatif

4)La multiplication est distributive par rapport a

I'addition dans M, (RR) et E est une partie stable

de (M, (R);x)donc La multiplication est

distributive par rapport a 'addition dans E
Doncona:

(E;+) estun groupe commutatif et

(E—-{0,}, x) un groupe commutatif

La multiplication est distributive par rapport a
I'addition dans E

Conclusion : (E;+;x)est un corps
Exercice 12: Soit (A;+;x)un anneau.

Et 1, est I'élément neutre de (Ax)

soient: ac A et be A tels que :
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ayab+ba=1,

b)azb+baz=a

1)montrer que : a2b =ba2
2)montrer que : aba+aba=a
3)en déduire que : ab =ba
Solution : 1)ona: a2b+baz2=a

donc:a2b+ba?2=al,

donc :a?b+ba?=a(ab+ba)
donc : a2b +ba? = a?b +aba
donc :ba? =aba(1)

etona: a’b+bat=a=1,a

donc : a’b+ba?=(ab+ba)a

donc : a2b+baz = aba+ba?

donc : ab =aba(2)

de (1)et (2) en déduit que : a2b=ha?

2)d’aprés ce qui précéde on a :

baz =abaet azb =aba

Donc : aba+aba=a2b-+ba2etdapres b)ona
aba+aba=a

3)ona: (ab)(ab)=abab =(aba)b=(ba?)b

(ba)(ba) =baba =b(aba)=b(a%b)
(Car: aba=a%)
Etona: (ab)(ab)=(1, —ba)(1, —ba)

(ab)(ab)=1, —ba—ba+(ba)(ba)
Donc : ba%b =1, —ba—ba+bazb
Car: (ab)(ab)=(ba)(ba)=ba%

Donc : ba+ba=1, et puisque : ba+ab=1,
Alors : ab =ba

Exercice13: Soit (K;+;x)un corps.

On note : 1, I'élément neutre de (K;x)
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Soient x et y deux éléments de K —{0, }

Qui vérifient les conditions suivantes :
a)x+y=1, by x'+y'=1
avec : x ' le symétrique de x pour la loi x
1)montrer que : Xy = yxX =—1,.
2)montrer que : X* +y* =7.1,

Avec: (.1, =1,+1 +...+1,

7 fois

Solution : 1) Soient X et y deux éléments de
K-{0.} ona: Xy = x(x_l + y‘l) y

Xy =XX'Y+Xy 'y=y+Xx=—1,

Donc: Xy = yx =—1,

2)ona: L =(X+ y)2 = X% + Xy + YX + Y2
1o = X% —1g =1 + Y2

Donc: X° +y? =3.1,

Donc: 9.1, =(x*+y’ )2

Donc: 9.1, = X* +x°y® + y°x® +y*
Donc: 9.1, =x*+1, +1, +y*

Donc: x* +y* =7.1,

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et

exercices Que 'on devient un mathématicien
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Les espaces vectoriels

1. Rappels de cours

Soit X un corps. (K =R ou C)

a) Espace vectoriel
Un espace vectoriel sur K est un ensemble E non vide tel que:

Pour tout X et Y dans E et pour tout A et u dans K, on a:

P Loi+:
e E posséde un élément neutre pour +, noté 0.

e X+YEE,

o —-XEFE,

e La loi + est commutative.
» Loi.:

o 1.X =4,

o A+p)X=AX+pnkX,

o A(pX)=(Mu).X,

e A(X+Y)=AX+AY.

b) Sous-espace vectoriel
1) Définition

Un sous-espace vectoriel sur K est un ensemble E non vide tel que:

Pour tout X et Y dans E et pour tout A dans K, on a:
e X+YE€EE,
e M €EE.
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2 N -
) Intersection de deux sous-espa

S.l Fet G sont denx sous-esp
riel de E.

ces vectoriels

aces vectoriels de E, alors F G est up SOus-
: CSpace
Ve

3) Somme de denx SOus-espaces vectoriels

Soi : 8
olent F et F, sont deux Sous-espaces vectoriels de E
L’ensemble nots F, + F, défini par:

F+E_,={IeE/::=rl+x._,oﬁr,e

€St un sous-espace vectoriel de E.
1)

F;r.'t:r.EEF;}

F=F +F
Ak <o,
¢l on note:

Et{ﬂh---wﬂp }r désiguﬂ l'en-
=y € } c:’est-ﬂ—dire:
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9) Famille générat rice, libre, liée

» La famille {¢,.....e, } est une famille génératrice de I'espace vectoriel E si et seulement si
E = vect {El,..,,ffp }

» Lafamille {e,,...,¢,} est libre si et seulement si, pour tout p — uplet (n.,...,np)e R" tel que:

E = vect{e,,...,e,}.
ona: a =..=a, =0,
» La famille {u,.....:rr} est liée si et seulement si l'un des vecteurs de cette famille s'écrit comme
combinaison des autres vecteurs de cette méme famille.
3) Bases
p Définition:

Une famille finie de vecteurs de E est une base si et seulement si elle est libre et elle
engendre E.

Soit {€,....¢,} une base d'un sous-espace vectoriel F de E.

La quantité card{e,,...,e, } s’appelle la dimension de Fet on note dim F. Elle ne dépend
pas de la base choisie.

P Propnété 1:

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de F, alors:
dimtE+G) = dim F + dim G —dim (F N G).

» Propriété 2:

Une famille {e,,...,e } est une base de E si et seulement si elle est libre et

dim vect{e,,...,e,} = dim E.

» Théoréme de la base incompléte:

Si L est une famille libre de E, alors on peut compléter £ de fagon & obtenir une base
de E.

» Théoréme 1:

Si dim E = n alors toute famille libre a au moins n éléments différents.

Si dim E = n alors toute famille libre qui a n éléments différents est une base.

Si dimE = n alors toute famille génératrice a au moins n éléments différents.

Si dimE = n alors toute famille génératrice qui a an moins n ¢léments différents est
une hﬂ.ﬁu_
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S1 o ot

alors: . .
A =Q AP
4) Formule de changement de bases pour un endomorphisme de £

Soient & et & deux bases de lespace vectoriel £ Soit S un endomoarphisme de E

Sion note:

=M
A= M3(F)

HYEUWRDL
alors:
A'=pPap

b) Déterminants
1) Déterminant d'une
a b

Posons 4 = ¢ 4| "N matrice carrée de taille 2x9.

matrice 2x9

On définit Je déterminant de 4, note de

td, par:
a b

det A= = ad - be.
|

2) Déterminant d'une matrice 3x3

:rnb]

'
Posons 4 = vV e d

5 e |

F
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o Jefinit le déterminant de A, noté det A, par:
& :

r a b
¢ d
detA=|y ¢ d|l=1¢ . __yﬂ b a b
i B e f Ef+zc dl
: ¢ | 1

3) Développement d'un déterminant par rapport & une ligne oy ype colo
nne

Qit A une matrice de M (K).

sl atrice carrée d’ordre n —1
\otons S, la matrice carr , obtenue en suppri e 1.
dedetla ¢“™" colonne de A. ihsranll 5 ligne

Alors. on appelle « développement de det A par FanDOE & la (A
civante permettant de calculer det 4 : ¢ colonne» la formyle

det A = t(—l)"“ X det (Slq).

De méme, on appelle «développement de det A par rapport a la p*™ ligne » 1a f
mule suivante permettant de calculer det A Lo

detd= Y1) xulen(s), )
r=l

i) Déterminant d'une matrice triangulaire

it A une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure). Le déterminant de A est
égal au produit des termes figurant sur la diagonale.

5) Propriétés du déterminant
1) det('A) = det A,
i) det(AB)= det(4)x det(B),

i) det(4™") = }1_13'
et

Déterminant d’une famille de vecteurs
Soit {"1

6)

w4, } une famille de n vecteurs de K.

b Définit s
Définition dy déterminant d'une famille de vecteurs:
Le déterminanl

e de la famille de vecteurs {u,,...,p,} dans une base B de K" est le
“Crminant de |

expy 4 matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs u,...,u,
MNinées . ;
§'il “esdans la base B. On le note det (ul...., u, ) ou plus simplement det (H,,---,Hn),

1Y a pas d’ambiguite,
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P Propriété du déterminant d'une famille de vecteurs:
Soit {u,,....u, } une famille de n vecteurs de K". Alors:

det (u,....,u, ) = 0 & {u,,...,u, } forme une base de K",

et:
det (u,,...,u, ) =0 & {u,,...,u, } est une famille liée de K",

» Conséquence:

Une matrice possédant deux vecteurs-lignes colinéaires ou deux vecteurs-colonnes e
néaires est de déterminant nul.

2. Enoncés des exercices

Exercice 1 V NI_1 o)
2 -5
1) Montrer que les matrices A = 13 et B=|[1 2 1| sont inversibles et c-
’ L) okiv: @)

culer leurs inverses.
2) On note B = (¢,,¢,) la base canonique de R*. O pose u, = (3,1) et u, =(5,2).
a) Justifier que B’ = (u,,u,) est une base de R’.

b) Ecrire la matrice de passage Pde B a B’.
¢) Ecrire la matrice de passage Q de B’ & B. On pourra utiliser un résultat de b

question 1).
d) Soit u € R*; on note (a,b) ses coordonnées dans la base B et (a,3) ses cox

données dans la base B’.

Exprimer a et b en fonction de a et 3, puis a et 3 en fonction de aet b.

3) On considére une troisiéme base B” = (v,,v,) de R® telle que: M,_g. = R ol:
2 3

1 &)
)

-

a) Déterminer v, et v,
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Les matrices

1. Rappels de cours

2) Opérations sur les matrices

On note M_(K) I'espace vectoriel des matrices a coefficient

dans K & n lignes et & p
colonnes.

1) Addition de deux watrices

Soient A et B deux matrices de M (K).

P

On note A = (I.'l” )l-_jugn.l-_f.l"-l* et B= (hu)]

Sisnl< sy

La matrice C telle que C = A+ B définie pour tout i € {1,...,n} et j€ {1,...,p} par:
C, = A, +B,.
2) Multiplication de deux matrices

Soient A ¢ M, (K) et Be M (K).

La matrice C telle que C = AB définie pour tout 1 € {1,..,n} et j€{l,...,q} par:

(?u - ji:jkliﬂ*‘
L=l
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3) Transposée d'une matrice

Soit A € M, (K).
La transposée de la matrice A, notée A", est la matrice de M, (K) définie poy, -

i€{l,...,p} et j€{l,...,n} par:
(AT)U =A,.

b) Matrice d'une application linéaire

Soit E et F deux espaces vectoriels.

Soient B = {c,,...,ep} une base de E et B’ = {ﬁ’,...,f:} une base de F.

Soit fune application linéaire de E & valeurs dans F.

On appelle matrice de frelativement aux bases B et B’ la matrice dont les colonns

sont formées des composantes dans B’ des vecteurs de {f(q),..., f(ep)}. On la note
Matg.(f) ou plus simplement Mat(f). Ainsi:

fle) fle) - fle,)

’
f L F
@, Qy 4, "

Mat(f) = _ [0/ Gy 10, €

» Théoréme

Soit fune application linéaire de E dans Fet A= M aty (f).

Soit £ € E et X est la matrice colonne associ¢e & r dans la base B,
Soit y € E et Y est la matrice colonne associée & r dans la base B,

Alors:

v=fz) &Y = AX.

» Conséquences du théoréme

Soient fet ¢ deux applications de E dans F Soient X\ et u dans K
i) Mﬂt(f+g)=Mnt(f)+Mn£(g). |
i) Mat(Af + pg) = AMat (£) + nMat(g).

iii) Mnt(fng)=Mut(f)ant(g).

LR o R e ey
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¢) Matrices carrées d'ordre n

Soit A€ M (K).

Lorsque n = p, on dit que la matrice A est une matrice carrée.
On note M (X) l'espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n.
1) Propriétés des matrices carrées

Soient A et B deux matrices de M (K).

i) ADB et BA existent mais on n’a pas toujours I'égalité: AB = BA.

i) M (K) posséde un élément neutre pour la multiplication:

1 0 . 0
0 1 :

I = .
0
0 0 1

\ /

iii) Formule de Newton:

Lorsque A et B commutent, c'est-d-dire lorsque. AB = BA, alors:

(A+B)' =) CrA’B"’,

A=]

oi (A+B) =(A+B)x(A+ B)x...x(A+ B).
n fois -

2) Matrices inversibles

Soit A€ M (K). Alors A est inversible s'il existe une matrice B € M (K) telle que:

AB =],
3) Propriétés des matrices inversibles
Soient A et B deux matrices inversibles.
i) La matrice AB est inversible et (AB)" = B™'A™".

ii) Si A est la matrice d'une application linéaire f, alors:

[ bijective < A inversible.

Dans le cas ou A est inversible, A est la matrice de I'application linéaire f™

(inverse de f).

Howend g Cemoerag
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Les polynomes

1. Rappels de cours

On note K[X] I'ensemble des polynomes a coefficients dans K.

a) Polynome unitaire
Soit P € K[X], alors P s'écrit:
P=aX"+a, X"'+4..+ o, X +a,.

Le polynome P est nnitaire si ¢, = 1.

b) Polynome associé
Deux polynoémes P et @ sont associés s'il existe A\ € K * tel que:

P = Q.

c) Degré d'un polynome
» Définition:
Si P s'écrit :

P=aX"+a, X""+..4+aX +a, avec a, =0,
alors I'entier n est appelé degré de P. Le degré de P se note deg P.
» Propniétés:

Soient P et @ deux polynomes.
1) Si P =0 alors P est constant si et seulement si deg P = 0.
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ii)  deg(P + Q) = max(deg(P).deg(?)).
iii)  deg(PQ) = deg P + deg Q.

d) Division euclidienne de deux polynomes
Soient A et B deux polynomes de K [X]. 1l existe deux polynomes @ et R dans K[X],
uniques, tels que:
A= BQ+R.
avec It =0 ou deg R < deg B.

Le polynome @ s’appelle le quotient et le polynome R s’appelle le reste de la division
euclidienne de A par B.

e) Formule de Taylor

Soit P un polynoéme de degré n. Alors, pour tout t € B et pour tout a € & :

n Y
P(t)=" 2 (n)(f -a)',

s N

ou P désigne la dérivee & de | o

f) Racine d'un polynome

» Définition:

@ est racine de P si et seulement sj P(a) = 0.
P Propriétés:

] 7 TR . *
) a est racine de P sj ot seulement si (X —a) divise P

(1 |

3) Si degP = :
u n alors P admet an plus n racines distinctes

4) Si deg P

9)

=n et Padmet racines distinctes Qa,.a
- (Y l ‘

2@ allors P = ;\fl(.-‘[ -a,).

-

L
9) Multiplicité d'une racine
» Définition-

@ est racine de multiplicité & de

il PHiEt.‘\ y ol .
ne divise pas p. seulement s; (X - r‘t]l divise P et (X -.ﬂ)“’

ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ
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» Propriété:
a cst racine de multiplicité k de P si et sculement si:
Pia)=Plla)y=...=P*"a)r=0ct P" () =0.

h) PGCD de deux polynomes
» Définition:

Il existe un unique polyndéme unitaire ou nul D tel que, pour tout polynéme P:

P divise A et P divise B & P divise D.
Le polynome D est appelé plus grand diviseur commun de A et B et est noté
PGCD(A, B).

P Théoréme de Bezout:

Il existe un couple de polynémes Uet Vtel que AU + BV + D.

P Théoréme de Gauss:

Soient A, B, C trois polynomes tels que:
A divise BC et PGCD(A,B) =1

Alors:
A divise C.

i) PPCM de deux polyndomes

» Définition:
Il existe un unique polynéme unitaire ou nul M tel que, pour tout polynéme P:
A divise P et B divise P <& M divise P.

Le polynome M est appelé plus petit multiple commun de A et B et est noté
PPCM(A,B).

» Propriété:

Soit C un polyn6me non nul et unitaiee. Alors:

PPCM(CA,CB) = C x PPCM(A, B)

| PGCD(CA,CB) = C x PGCD(A, B).

j) Polynomes irréductibles

» Définition:

P est irréductible dans K[X] si et seulement si degP =1 ou les seuls polynémes qui
divisent P sont les polynémes constants et les polyndmes associts A P.
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» Polyndmes irréductibles de C[.X]:

» Théoréme de d’Alembert :

Si P € C[X] et degP >1 alors P admet au moins une racine dans ClX].
» Conséguence:

Soit P € C[X].

P est irréductible dans C[X] si et seulement si deg P <1.

» Polynémes irréductibles de R[X] -
Soit P € R[X].

P est irréductible dans R[X] si et seulement

s1 degP =1 ou P = qX? +b0X + ¢ avee
A <.

» Théoréme:

Tout polynéome non constant de

K[X] peut s’écrire comme produit de polynomes uni-
taires irréductibles dans K[X].

k) Division selon les puissances croissantes
» Théoréme:

Soient 4 et B deux polynomes de K{X)].

Si B(0)=0 alors. pourstotit n <

N, on peut trouver up couple de polvndomes (Q,R)
tel que: h

.‘1 - BQ + ‘YH*IR\‘
avec Q=0 oy degQ < n.

2. Enoncés des exercices

_-_-—-—
Exercice 1

On considere 1a syjte (T,),.. de Polynomes suivants.

LhX)=2,71(x) = X
halX) = X7 (xX) -1 (x)
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Les systemes linéaires

1, Rappels de cours

Sient E un espace vectoriel de dimension p et F un espace vectoriel de dimension n.

2) Rang d’'une application linéaire

St fune application linéaire de E dans F. Le rang de f, noté rg(f), est défini par:
rg(f) = dim Imf.

b) Rang d'un systéme de vecteurs

Le rang de la famille de veetetrs {ff] ..... rr} est la dimension de l'espace vectoriel
engendré par cette famille de vecteurs:

rg {el,....ep}= dim vect {Eu----l’-, }

¢) Rang d'une matrice

1) Définition

Soit A une matrice.

Le rang de A est le rang des vecteurs colonnes qui composent A.

Le rang de A est aussi le rang de 'application linéaire représentée par A.

2) Calcul pratique du rang d'une matrice

Soit A & JVL?[I'{).
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P Définition d'une matrice extraite de A:

Une matrice extraite de A est une matrice obtenue en supprimant une ou plusie,
colonnes et une ou plusieurs lignes a la matrice A.

P Définition d'un bordant:

Un bordant est le déterminant d’une matrice carrée, formée d’'une matrice M extra,
de A, et d'une ligne ou d'une colonne figurant dans la matrice A, mais ne figurant p,
déja dans la matrice M.

» Calcul du rang d'une matrice A:

Le rang d'une matrice A est la “taille” de la matrice inversible M la plus grande p.
vant étre extraite de A.

On vérifie que l'on a bien la plus grande matrice extraite de A et inversible en cal:
lant tous ses bordants et en vérifiant qu'’ils sont bien tous nuls.

d) Rang d'un systéme linéaire
1) Définition
Soit (S) le systéme linéaire suivant :

a,r, +a,r, +...+ a1, = b,

ﬂ,.11| + ﬂu::rz + ‘un + ﬂ"PIP e bﬂ‘

On définit la matrice du systéme linéaire (S) par:
(a,, a, -+ @,
u?l a'ﬂ e a‘lr |

|. nl ﬂnﬂ e ﬂ'an

Dans ce cas, le systéme linéaire (S) est équivalent a: AX = B ou A est la matn
définie ci-dessus, X le vecteur de K" défini par:

FII 3
JY — :

l:r".a

et B le vecteur de K" défini par:

b,
B =] :

b,

A/
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¢ rang de la matrice du systéme linéaire (S) est donnée par:
rg(S) = rg(A).

3) Théoréme
1) Le systéme linéaire (S) admet des solutions si et seulement si B € ImA.

2) Si B € ImA, alors:

¢ Si 1, est une solution particuliére, I'ensemble des solutions de (S) est donné

par:
{z, + z on z € ker A},

avec:
dim ker A = p — rg(A),

oll p désigne le nombre d'inconnues du systéme linéaire (S).
¢ Si A n'est pas injective, I'ensemble des solution de (S) est infini.

3) Cas d'une matrice A carrée (n = p) :

» Théoréme

o Si detA=0, alors (S) admet une solution unique (Le systéme est alors «un

svstétme de Cramer»).
o SidetA=0, alors
ou bien (S) n’a pas de solution.
ou bien (S) a une infinité de solutions.
i) Formules de Cramer.

Considérons le systéme linéaire suivant:
a,1, +...+4,7, = b

e, +...+a T, =0.

La matrice de ce systéme linéaire est donnée par:
Gy o Oy

e vns Taeioira
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Ce systéme linéaire admet pour solution:

1
det(A)

iy =

et plus généralement :

X

T et ()

G2 Gin
: Rk E
a,, a..
a;,
» = 1.-1 &
Et( ) ﬂnl
a,, a]*k_l
ﬂll-l 'ﬂn‘L"-l

2. Enoncés des exercices

e ——
Exercice 1

1) Soit a e R Veérifier que:

€l que:

L
[
~

1 | 8 g
=det( 4)?‘1 o  [;
. a, b a
ai.n-l b]
ﬂn.m-l br:
kt
ligne
!
bl al‘l""'] ) a'lu
bﬂ ﬂr:.l-i-l ﬂ'“
0
-7
1 i
|
2
3a - 18
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Eléments de cours

R" est muni de la norme euclidienne.

=~ Limite

Soient f: A C R" — R’ une application, et X, € A
On dit que la limite suivant 4 de fen X, e:uste et vaut L si :
Ve>0, 3a>0/VXEA4, |X¥- n""-'-’u = AN -L|| <=

On note :
im fiX) =L ou lim fiX)=L s'il n'ya pas de confusion possible.

A= X, 0 A= Aﬂ
XEA

— Théoréme 1
La limite d'une fonction en un point, lorsqu'elle existe, est unique.

~ Continuité
Soient f: A C R" — R” une application, et X}, € 4.
On dit que fest continue en Xj; si lun fAX) = ﬂXu}

— Ap
C'est-a-dire :

Ve>0, 3a>0/YXE4, | X—X|<a = |Ax

Théoréme 2
Soient f: A CR"— R” une application, et X, € A.

On pose : f=(f,, ... »J,), les coordonnées de f par rapport 4 la base canonique de R”,
Les propositions su wantes sont equivalentes :

(i) fest continue en X, :
(i) f}, ... f, sont continues en X,

Théoréme 3

Soientf:ACR"—R’, g:4A—RP et A:A4A— R trois applications, et X, € 4.
On suppose que f; g et A sont continues en Xy
Alors, f+get Af sont continues en Xj.

Théoréme 4

Soient [:ACR"— R’ et g: 4 — R deux applications, et X, & 4.
On suppose que f'et g sont continues en Xget g(X,)#0.

Alors *‘-g{ est continue euXu.
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Continuité dans une direction
Soient 4 une partie de R”, et f une application de 4 vers R”.

On cnnsidérefﬂ EA, uneE R - [H] et on pose :
B=[E"E Al3tER, f=f{]+rﬁ'].

On dit que f est continue en fﬂ dans la direction u si : dim_ f(i") =f1X,).
X— X,
Xe B

Clest-a-dire :  lim X+ 7)) =1(X,).

Théoréme 5

S1 f est continue en I:n alors f"est continue en X, dans toute direction.

La réciproque du théoréme 5 est fausse.

- Continuité par rapport 3 une variable
Soient 4 une partie de R”, fune application de 4 dans R”, et fn =5 §

On désigne par (2, ..., €,) la base canonique de R".

On dit que f est continue en fﬂ par rapport & la variable X; Si f est continue en *?n dans la
direction .

~ Dérivée suivant un'vecteur

Soient 4 un ouvert de R”, et f une application de 4 dans R”,
On consideére Xy EA, et uER” —IH}

On dit que fadmet une dérivée suivant 7 en fﬂ Sl :
f(Xn"' () ‘f[xn}

3L ERP/lim 220 =7
=0 {
On note : —a'_i.[f]=f
ou ' 0

~ Dérivée partielle

Soient A un ouvert de R”, fune application de 4 dans R”, et fﬂ E A.

On dit que f adinet une dérivée partielle en En par rapport a la variable X; si fest dérivable
en X, suivant g,

On note : N A S
3z, Ko ax, Yol

~ Différentiabilité
Soient 4 un ouvert de R”, et J une application de 4 dans R”.

On désigne par L(R", R”) I'espace vectoriel des applications linéaires de R” dans R”
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On dit que f est différentiable en un point En de A, s'il existe £ € L(R", R”) telle que :

J(F, +)-1(%) - )

[(Xy +H) = f(X) - €(H)

Si on pose, pour H # 0, s{H )= ] , alors f'est différentiable en

fu s'il existe (&€ L(lFE", HP] tel que :
f(X,+H) =f(X,)+ ¢H) +|H| e(H) on Lim &(H)=0.
I —0

Dans le cas géneral d'une application définie sur un espace vectoriel normé E, € doit étre
continue.

Cette condition est veérifiée pour E =R", d'aprés le résultat de l'exercice 1.12.

— Différentielle

L'unique application linéaire ¢ (lorsqu'elle existe) vérifiant la définition d'une fonction dif-
férentiable en X est appelée différentielle de fen X, et notée d = i

-~ Théoréme 6
Soient A un ouvert de R”, et f = 8

On considére f: 4A—RF, g~ A — R et A : A= R trois applications différentiables en X
Alors f+g et Afsont différentiables en .1.’

Théoréme 7

Soient 4 un ouvert de R", fune application de 4 dans R”, et X € A.

On pose: f=(f, .. f ), les coordonnées de f par rapport i la hase canonique de [RP.
Les propositions suwantes sont équivalentes :

(i) festdifférentiable en X, ;
(i) f}s ---, f, sont différentiables en X,

De plus : VH €R, d_f(H)=(d_f(H),....d _ f(H)).
Xp Xy Xy P

Théoréme B

Soient A un ouvert de R, , et f'une application de 4 dans R”.

Si fest différentiable en X € A, alors fadmet des dérivées partielles en Xﬂ
De plus :

VH=(h,...h)ER" d ﬁH)-Zh,—i(Fu).

i=1 i

Théoréme 9

Soient 4 un ouvert de R”, et fune application de 4 dans R”.
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. 0 _ ' e . . o _—
Si L' (1 = i = n) existe au voisinage de X; € 4, et est continue en X, alors f est diffé-

dx i

rentiable en Xj,.

~ Application de classe C!

Soient A un ouvert de R", et fune application de A dans R”.

On dit que fest de classe C'! sur 4, si fest continue sur A et admet des dérivées partielles
continues sur A.

~ Théoréme 10

Soient 4 un ouvert de R”, et f une application de A dans R”.

Soient B un ouvert de R”, et g une application de B dans RY.

On suppose que f est différentiable en X, et g différentiable en Y, =/{X;) € B,
Alors gof est différentiable en X et

d— go f=d-god— [
Xp Yo Xp

Matrice jacobienne, déterminant jacobien

Solent 4 un ouvert-de'R";¢t fune application de 4 dans R”.
On suppose que fest différentiable en X, € A.

La matrice de |'application d ¥ J € L(R", R”), relativement aux bases canoniques de R”
0

et R”, est appeléeunatrice jacobienne de fen :fu.
On note : J,(X,).
Si p=gq, le déterminant de JI(X{,) est appelé déterminant jacobien de fen I’;].

Théoréme 11

Soient A un ouvert de R”, f une application de 4 dans R” et fﬂ E A.
On suppose que fest différentiable en X, et on pose f=(f, ..., j;,}.

Alors (
E{L ________ df,  —
ax, (%o ax, %o
-{r(fn]= : E
aj; - " SR

Théoréme 12 (difféomorphisme)

Soient 4 et B deux ouverts de R”, et fune application de 4 vers B.
S est un difféomorphisme de A vers B si, et seulement si :
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(/)  festbijective ;
(if)  fest différentiable en tout point de 4 ;
(iii) le déterminant jacobien de fen tout point de A est non nul.

Théoréme 13

Soient a et b deux réels tels que a < b.
On considére une application f'de [a ; b] dans R”.
On suppose que f est continue sur [a ; b] et admet en tout point de ]a ; b[ une dérivée majo-
rée par M = 0 ; c'est-a-dire :
IM=0/Yi€a b, |0 =sMm.
Alors
| Aa) = Aib)|| =M(b— a).
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Les fractions rationnelles

1. Rappels de cours

Soit X=R ou C.

Soient A et B deux polynomes de K[X]. On définit alors la fraction rationnelle F
par:

Ful
B

a) Partie entiére d'une fraction rationnelle
A

Soit F = E une fraction rationnclle sur K.

1 ' !i. .
1) 1l existe un unique polynome E tel que F = E+— on R =0 ou degR < degB

(E s’appelle la partie entiére de F).
2) Si la division euclidienne de A par B donne A = BQ + R, alors E = Q.

3) La partie entiere de F est nulle si et seculement si deg A < deg B.

b) Décomposition en éléments simples dans C(X)

T . - = F _ = F 7 syl - ~ 3
Soit I une fraction rationnelle sur C . On suppose que F s'éerit sous la forme:

Ii1|
:I;_I'_--r
& 4]

oit E, A et B sont trois polynomes de C[X] tels que A=0,B=0 et degA < deg B.
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On suppose que B admet la décomposition en éléments irréductibles suivante dags
RLX )
) : by,
B=AX-q)'(X-a,)*..(X-0,)".

Alors il existe une unique famille {a,1<i<n, 1< )< k,} d'éléments de C tell,

que:

1*E+ZZ _)

:l;,r—] 42

¢) Décomposition en éléments simples dans RB(X)

Soit F'une fraction rationnelle sur . On suppose que F s’écrit sous la forme:

A
F=E+=,
B

o E, A et B sont trois polynémes de C[X] tels que A =0, B=0 et deg A < degB.

On suppose que B admet la décomposition en éléments irréductibles suivante dans
R(X):

B A yeN —ul)j" (X -—nz)i""‘ L(XE-a, N

X(X° +pX +g, )[l (X: + P X + q,,) (A +p.X +q, )IF1

Alors il existe une unique famille {,,1<i<n,1<j<k}, une unique famille
{b,,1<i<m,1<; <L}, une unique famille {e,,1<i<m,1<j<l} d'éléments de

iyt
K telles que:
m & o
Fals ZZ ¥ Z b, X +c, |
=] =] '-ﬂ ) =] =1 (JX + pl"'l *{"QI)J
» Techniques usuelles de calculs des coefficients @y, by, C,

¢ Identification.

e Multiplication par (X — a)” et choix de la valeur particuliécre X = .
e Calculs des limites en +00 ou —oc.

* Division selon les puissances croissantes.

e Division selon les puissances décroissantes.

e Utilisation de la parité de ]a fraction.

¢ Utilisation de la formule de Taylor.

e Utilisation dy conjugué dans C(X).
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Eléments de cours

~ Intégrale dépendant d'un paramétre

Soient /= [a;b], et E une partie de R.
Soit f[:IXE —- R

(r,x) — fu, x).
On considére la fonction

b:E - R

x ~ Fﬂr, x) db.

¢(x) est une intégrale dépendant d’un paramétre.

~ Théaréme 1

S1 f est continue sur 7 X E, (E étant un intervalle) alors & est continue sur E,

= Théoréme 2
Soient I=[a;b], et J un intervalle de R
Soit J:RXT 'R

(r,x) = f, x).

A ,X) estcontinue sur 7 X J. alors la fonc-

b
X > jﬂr, x) dr
est de classe C! sur J

b
De plus, VxeJ, ¢'(x) = I gf (1, x) dr.

Intégrale impropre dépendant d'un paramétre
Soient @ un réel, E une partie de R, et
On considére la fonction

¢:E—-R

J une application de [a ; +%[ X E dans R.

+ o

X > S, x) dr.

¢ est une intégrale impropre dépendant d’un parametre.,
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-~ Convergence simple
On dit que I'intégrale converge simplement sur E si :

Vx€EE, Ilim rﬂr, x) dr existe et est finie.
a—=+% J,
~ Convergence uniforme
On dit que I'intégrale converge uniformément sur E si -

B
Ve>0, 3c=alVa=c, VB=¢, sup J-ﬁ!,.r)df‘ﬂa-

xe E

~ Convergence normale

On suppose que pour tout x € E, I'application ¢+ f{t,x) de [a; +=[ dans R est loca-
lement intégrable.

S’il existe une application localement intégrable

g:la;+x[ >R,
verifiant :
4=

(i) g(1) dr conyerge ;

o

(i) VY@x) E]Ja: +ox| X E, lf(r, .r]‘ = g(1) ;

4o
alors I'intégrale J- A, x) dt est dite normalement convergente.

Théoréme 3

La convergence normale implique la convergence uniforme.

Théoréme 4

Soient a un réel, / un intervalle de R, et fune application continue de [@; +[ X I dans R.
+ %
Si

il

A, x) dr converge uniformément sur I, alors I"application

b: /- R

X M, x) dr

ia

est continue sur .

Théoréme 5

Soient a un réel, / un intervalle de R, et f'une application de [a; +<[ X Idans R vérifiant -

(i) (1, x) I——}-E—l;{r. X) est continue sur la; +[X]:

+=
(ii) J M1, x) dr converge simplement sur [ ;
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o

+x
(iii) j E;{r. x) dr converge uniformément sur /.

Alors, I'application
b:I->R
+=

X+ Ar, x) dr

est de classe C! sur /.

=+ a.
Deplus, Vx€I ¢'(x)= f a—{{r, x) dr.
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Eléments de cours

Intégrale généralisée sur un ensemble borné

Soit f'une fonction numérique définie sur /= [a ; [ et intégrable sur tout compact inclus
dans /.

La fonction x> f f(1) dt est définie sur /.

Si I '}(r) dt admet une limite { € R lorsque x tend vers b, on dit que fest intégrable sur /.
a b
On note : If(r) dt = ¢.

b
On dit que I'intégrale I S(1) dt converge vers {, et cette intégrale est dite généralisée ou
impropre. ;

X
L'intégrale généralisée est dite divergente si la fonction x > J J(1) dt n’a pas une limite
finie lorsque x tend vers b. !

Théoréme 1

Soit f'une fonction numérique définie sur 7=[a ; b[, et intégrable sur tout compact inclus
dans /.

Lintégrale de f sur ] converge si, et seulement si :

Ve>0,3c€a:bl / ¥ (u,v)E[e;b[X]c;bl, ”}{r)dr‘ < g

Théoréme 2
Soient a et b deux réels tels que : a <b.

dt

2
Lintégrale I -1y converge si, et seulement si, r < 1.

Théoréme 3

Soient f et g deux fonctions définies et positives sur /=[a bl.
On suppose que f'et g sont intégrables sur tout compact inclus dans 7, et que /< g.

¥

/ b
(i) Si f g(?) dt converge, alors I Sf(t) dt converge.
b

]
(ii) Si I f(1) dt diverge, alors j g(1) dt diverge.

ia

~ Théoréme 4

Soit f'une fonction numérique positive sur /=[a : b[ et intégrable sur tout compact

inclus
dans /.
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Onsuppose:3Ir€ER,ICER / lim (b—x) f(x)=~C.

x> h

f
(i) Sir <1, alors I'intégrale Jf{.r) dx converge,

b
(ii) Sir=1et{+# 0, alors I'intégrale If[.\:} dx diverge.

Intégrale généralisée sur un ensemble non borné

Soit fune fonction numérique définie sur /= [a ; +eo[, et intégrable sur tout compact inclus
dans /.

La fonction x> [ f(1) dr est définie sur I

Si | J(1) dt admet une limite ¢ € R lorsque x tend vers +eo, on dit que fest intégrable sur
I_ ol

On note : f?ir) dt = §.

On dit que I'intégrale J J(1) dt converge vers € et cette intégrale est dite généralisée ou
impropre. “

Lintégrale généralisée st dite divergente si la fongtion o> J J(1) dt n’a pas une limite
finie lorsque x tend vers +os, i

Le théoréme 1 reste valable pour un ensemble non borneé.

~ Théoréme 5

Soit @ un réel strictement positif,

+ oa
5. g di :
Lintégrale J; r converge si, et seulement si, r > 1.

Théoréme 6

Soient f'et g deux fonctions définies et positives sur 7= [a ; +oe
sont integrables sur tout compact inclus dans /. et que f< g

- ; + oo + oo
(i) Si L g(n) di converge, alors J J(1) dr converge.

o + oa

(ii) Si J; J(1) dt diverge, alors J g(7) dt diverge.

Théaréme 7
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+ ea
() Sir>1,alors intégrale [ f(¢) dr converge.

+ oo
(ii) Sir=<1 et {+#0,alors I"intégrale (1) dt diverge.

~ Convergence absolue

Soit fune fonction définie sur /=[a ; b[, et intégrable sur tout compact inclus dans /.

b b
Si J | [ {r}l dt converge, on dit que I’intégrale | /(1) dtf converge absolument.

- Théoréme 8
Soit fune fonction définie sur /=[a ; b[, et intégrable sur tout compact inclus dans /.

b b
Si J‘ f(1) dt converge absolument, alors J () dt converge.
il i

Une intégrale peut étre convergente sans l'étre absolument.
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Eléments de cours

E est un espace vectoriel normé sur K =R ou C.

- Série
Soit (u,) une suite de (E).
Pour tout entier n,onpose: § =u,+...+u .
S, est appelé somme partielle, et on dit que la suite (S,) définit la série de E de terme géné-
ral u .
On appelle série numérique toute série de nombres réels.

Convergence
Soit (u,) une suite de E.
On dit que la série de terme général u, converge si la suite (S ) converge vers un €lément
SdeE.
S est appelé somme de-la.série et on note :

On dit que la série de terme geénéral #, diverge lorsque la suite (S)) diverge.

Théoréme 1

Soit («,) une suite de E. Pour que la série de terme général u, converge, il est nécessaire
mais non suffisant que la suite (1,) converge vers 0.

Théoreme 2

Sotent (u ) et (v ) deux suites de E.

(/)  On suppose que les séries de termes généraux u, et v, convergent.

Alors, pour tout (a, B) € K2, la série de terme général au, + Bv, converge.

(if)  On suppose que les séries de termes généraux u,, et v, sont respectivement conver-
gente et divergente.

Alors, la série de terme général u, + v, diverge.

Théoréme 3

(/) La série de terme général !

nin+1)’

n =1, converge.

=+ aa

] _
De plus, ;1 n{n+1)_1'

(iif)  La série de terme général l, n =1, diverge.
n
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Théoréme 4
Sotent (1) et (v ) deux suites numériques a termes positifs telles que :
£ n, & N/Vn= ng, u, <v,,
(/)  Sila série de terme général v, converge, alors la série de terme genéral u_ converge

+oa e
- 1
et z U, = Z Vo

H-ﬂﬂ ﬂ'“ﬂn

(if)  Sila série de terme général u, diverge, il en est de méme de la série de terme géné-

i
ral v, et z u, = oo,
0

n=n

Théoréme 5
' ¥ ® 5 @ ® u
Soient (u,) et (v,) deux suites numériques strictement positives tellesque: 3 k> 0, lim — =k.
n —teo I.Pn
Alors les séries de termes généraux u, et v, sont de méme nature.
Ce resultat, est vrai, en particulier, lorsque les suites (u,) et (v,) strictement positives véri-
fient b=V

-~ Séres de Riemmann

On appelle série de Riemann toute série de terme général ——-avecon=1 et a &R.
n

Lorsque la série conveige;"sa somme est appelée somme de Riemann.

Théoréme 6

La série de Riemann converge pour «> 1 et diverge pour a < 1,

Théoréme 7

Soit () une suite numérique a termes positifs.
(1) S'ilexiste A<l et ny €N tels que V u, <k pourtout n = ny, alors la série
de terme général u, converge.

() Stona Vu, =1 pourtout n = ny,,alors la série de terme général u, diverge.

Théoréme 8

Soit (1, ) une suite numérique a termes strictement positifs.
. : u
() Silexiste k<1 et n, EN tels que -2

. - . s t
série de terme général i, converge. "

< k pourtout n = ng, alors la

- 1 ! Up 4
(i) S'ilexiste ny EN tel que ———

u,

=1 pour tout n = ng, alors la série de terme

geénéral u_ diverge.
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= Théoréme 9 (Régle de D'ALEMBERT)
Soit (u,) une suite numérique a termes strictement positifs.

HIr.p+l

Onsuppose: 3 €=0/lim — = ¢,

n —stes H"

(1) Si €<, alors la série de terme général u_converge.
(if) Si €>1, alors la série de terme général u_diverge.

Théoréme 10 (Régle de CAUCHY)

Soit (u,) une suite numerique a termes positifs.
Onsuppose:3 € =0/lim Vu = ¢.

n = 4oe
(i) S1 € <1, alors la série de terme général u, converge.
(ii)  Si1 € > 1, alors la série de terme genéral u, diverge.

Série alternée

On appelle série alternée une série numerique dont le terme général u , est de la forme :
g P [ .
i, = (=1
ou (v,) est une suité positive.

Théoréme 11

Soit u = (—1)m v, le‘terme général d'une série alternée telle que la suite (v ) soit
decroissante et de limite nulle,

(/) La série de terme général u, converge, et si

+ oo
S=z u,,alors: V p = 0, Sap+1 S5,

n=10

(i) VneN, |s-5|=<lu,, |

Convergence absolue

On dit que la série numérique de terme général u,

est absolument convergente si la série
de terme général |uﬂ| converge.

-~ Théoréme 12

Toute série numérique absolument convergente est convergente.

Remargue

Une série peut étre convergente sans l'étre absolument.
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Eléments de cours

Coanvergence simple d’'une suite de fonctions

Soit A une partie de R. On dit qu'une suite (f) de fonctions numériques définies sur A
converge simplement sur A4 si, pour tout x € A, la suite numérique ( f (x)) converge.
On définit ainsi une application fde A dans R par :

Vxed, [fx¥)= lim [ (x).

) n = +ee
On note : Im f =7
n =5 +ea

Jest appelée la limite de la suite de fonctions (f)).

Bien que ce chapitre traite des suites et séries de fonctions numériques, les définitions
subsistent pour les suites et séries de fonctions vectorielles.

Ainsi, si E et F sont deux espaces vectoriels réels normés et A une partie de E, on dit

qu'une suite ( f,) de fonctions définies de A vers F converge simplement sur A si, pour
tout élément x de A, lasuite ( 1,(x)) converge.

- Convergence uniforme

Soient 4 une partie.de R, ef ( /) une suite de fonctions numériques définies sur A4.
On dit que (/) converge uniformément vers fsi :

Ve>0, 3dn,EN/ Vn=n x€4 = |f(kx)—-fx)|=<ec

(i) Dans la définition précédente, l'entier n, ne dépend que de €.
(i) La convergence uniforme implique la convergence simple.

Théoréme 1

Soient A une partie de R, et ( J,,) une suite de fonctions numériques définies sur A.
La suite (/) converge uniformément vers fsur A si, et seulement si :

lim Sup. | £.(x) = f(x)| = 0.

n— 4+ X

Théoréme 2

Soient 4 une partie de R, et (/) une suite de fonctions numeériques continues sur A.

On suppose que la suite ( f) converge uniformément sur 4 vers une fonction f.
Alors fest continue sur A.

Si une suite de fonctions continues converge simplement vers une fonction f, alors f n’est
pas nécessairement continue.
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Théoréme 3
Soit ( f,) une suite de fonctions numériques continues sur un intervalle / = [a ; b]. On sup-
pose que ( /,) converge uniformément sur / vers une fonction f.
Alors, la suite (g,) de fonctions définies sur / par :

Vxel, glx)= r /(1) dr

X
converge uniformément sur / vers x> J S(1) dr.
il

Ainsi : . .
Vi€l lim [ fdi=| foa

n = +oa

~ Séries de fonctions

Soient A une partie de R et (i) une suite de fonctions numériques définies sur A.
On appelle série de fonctions associée a la suite (u, ), la suite de fonctions (s, ) définies sur

A par: 2
=3
k=0

ou u,, est le terme général de la série de fonctions, et s, la somme partielle.

Convergence simple, convergence uniforme

Soient A une partie de R, et () une suite de fonctions numériques définies sur A.
On dit que la série de fonctions de terme général i converge (resp. uniformément) sur 4
si, la suite de fonctions (s,) converge simplement (resp. uniformément) sur 4.

- Convergence normale

Soient 4 une partie de R, et (u,) une suite de fonctions numériques définies sur A.
On dit que la série de fonctions de terme général u, converge normalement sur 4, s'il exis-
te une série numérique convergente de terme général v telle que :

VxE A, lu”(x)lss-: V.

La convergence normale implique la convergence uniforme.

~ Théeréme 4

Soient 4 une partie de R, et (,) une suite de fonctions numériques continues sur 4.

On suppose que la série de fonctions de terme général u, converge uniformément vers une
fonction s.

Alors, s est continue sur A.

Théoréme 5
Soit (u,) une suite de fonctions numériques continues sur un intervalle [ = [a ; b].
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On suppose que la série de fonctions de terme général u, converge uniformément sur / vers s.
Alors la série de fonctions de terme général v, défini par :

VxEI, v ix)= I u, (1) dr

i

A
converge uniformément sur / vers x— I s(¢1) dt.
i

Ainsi : o i B -k
Vxe], I D ou(nde= > J u, (1) dr.
a n=0 n=()"d
Théoréme 6

Soit (u,) une suite de fonctions numériques de classe C' sur un intervae 7= [a; b).

On suppose que :

(i) laséne de fonctions de terme général u; converge uniformément (resp. normalement)
sur / vers ¢ ;

(i) il existe x; € I'tel que la série numérique de terme général u (x,) converge (resp. abso-
lument) vers un réel £.

Alors, la série de fonctions de terme général u, converge uniformément (resp. normalement)

sur / vers la fonction x> & +I ¢(r) dr.
.'I.'[I

Ainsi : T
X5 > u (x)  estdérivable sur J,
n =)
<+ oa ’ -+ o0
et Vxe€EI ( _'}: u"{.r)) = Z u, (x).
n={ n =
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Eléments de cours

Série entiére

Soit (a,,) une suite numeérique. On appelle série entiére la série de fonctions de terme géné-
rala. x”,

Les réels a, sont appelés coefficients de la série.

Rayon de convergence
Soit (a,) une suite numérique.
On appelle rayon de convergence de la série entiére de terme général a, x", l'unique ¢€lé-
ment r € R, U {+ o} tel que :

(i) VxeR, |.1: | <r implique que la série de terme général a, x" converge absolument ;

(i) Vx€ER, Jxl>=7 implique que la série de terme général a, x" diverge.

Théoréme 1
Soit (a,) une suite.pumérigue telle que : lim 'V |ﬂn =€ o C(ER,U{+ oo}

n— +oo

Alors, le rayon de convergence de la série entiére de terme général a. X" e
(i) r=— si (estfini;
(ii) r=+4ee s1 (=0

(i) r=0 si €=+oo.

=~ Théoréme 2

Soit (a,) une suite numérique telle que :

dngeEN |/ Vngnu, a, # 0.

a
On suppose que : lim hd

n= +oa ﬂ'ﬂ

=€ on (ER, U {+ -}

Alors, le rayon de convergence de la série entiére de terme général a, x"est:
(i) r=A si  ( est fini:
(i)

,
(iii) r=
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Les théorémes 1 et 2 ne sont pas toujours applicables car li1:|]+ \Y |a" | ou
n—» tee

ﬂﬂ'

: +1 c ; :
lim n'existent pas nécessairement.
n— +ee n

Par conséquent, si r est le rayon de convergence d'une série entiére de coefficient

ﬂn.

ﬂﬂ'l‘]

—
—

) .y : I
cela n'implique pas : lim ||.".'n | =4 ou lim —

Disque de convergence

Soit @, x" le terme général d'une série enti¢re de rayon de convergence r. On appelle
disque de convergence de la série entiére, la boule de centre 0 et de rayon r, c'est-a-dire
I'intervalle ]—r; r|[.

Toute série entiére est normalement convergente sur tout compact inclus dans son
disque de convergence.

Théoréme 3
Soient r et r’ les rayons de convergence respectifs des séries de termes gencraux a, x" et
-1
b, x".
Posons: Vn=0, ¢c,=a,+b,.

Sir<r’, le rayon de convergence de la série entiére de coefficient c, estr.

Théoréme 4

La somme d'une série entiére est continue dans le disque de convergence.

Théoréme 5
Soit (a,) une suite numérique.
a "+l

()  Les séries enticres de termes généraux a, x" et "—+—l— ont le méme rayon de
convergence r. "

- | toe toe .
(i) Va€l-r;r[[VBE]-r:r[ f ( l a, _1:") dy = Z J a, x" dx,

® \n=0 n=(Q o

Théoréme 6

La série entiére de coefTicient a, est de classe C* sur son disque de convergence D.

n=1in0

+es + oa
En particulier: V x € D, ?ld_xr( Z a, .'r") = Z na, x""!



Théoréme 7 - Produit de deux séries entiéres
Soient r un réel strictement positif, a, x" et b, x" les termes généraux de deux séries
entiéres absolument convergentes de snmmesfet gsur  [=]=r:rl.
La série entiere de terme général ¢, x" avec ¢, = ayb, +a b,_+..+a,_, b, +a, b,
converge absolument sur [ et

V€I > ¢, x"=f(x)g).

n = (i

Développement en série de Taylor

Soit f'une fonction de classe C* sur un intervalle / contenant 0.
On appelle développement en série de Taylor de f, la série entiére de terme général

x" fi"0)

n!

Théoréme B

Soit fune fonction de classe C™ sur un intervalle / contenant 0.
Les propositions suivantes.sont équivalentes :

+-ﬂ Iﬂﬁn}‘nj

u-ﬂ "!

ﬂ' .

(i) Vxel, fh}*—

n+l

~ X
(i) le reste de Maclaurin m+ 1) S0 (ox), 0 € Iﬂ 1|, tend vers 0, pour tout x € /|

quand n tend vers I'infini.

En particuliersi: 3IM=0 / Vanz=0, VxeI f‘"’[.r}l = M,
alors Vx€I fx)=Y X fe),
w=o n

Développements en série de Taylor des fonctions usuelles

+ e

VXER, e*=> X

neo N

+oo
Vxe]-1;I1[, Va&R, {I+_r]“=l+f,‘? ala=1).(a—n+l) "
n= | n! -

<+ ca

VXE]-1;1], In(1+x) =) (-1
oy n

n=1
2
(2n)!

VxER, cus:r—'s‘ (—1)n =

HE
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. o x2n+l
VxER, sinx =ngﬂ (—1)" 2nt 1)
+ou I’In+l
Vxe[-1:1], Arctgx =n%ﬂ{—l}" 1

Série trigonométrique

Soient (a,) et (b,) deux suites numériques.
La s¢rie de fonctions de terme général u,(f) = a, cos nt+ b, sin nt est appelée série tri-
gonometrique.

Convention
a ,
Le terme de u (1) est noté - au lieu de a,,.
Théoréme 9

Si les séries de termes généraux a, et b_convergent absolument, alors la série trigono-
métrique associ¢e converge normalement sur R.

Théoréme 10

Si la série trigonomeétrique converge uniformément vers f sur un intervalle de longueur
2, alors

¥Yn=0, - '1]: Ih jf{!} cosmdr et hﬂ = % Ih'f{f] sin nr dr.
0 {

Série de Fourier d'une fonction
Soit fune fonction numérique périodique, de période 27 et continue sur un compact de
longueur 2.

On appelle série de Fourier de f la série trigonométrique :
ay, Iz
5 + (a, cos nx + b, sin nx)
n=|
2n

ou Vn=0, a, = i f(t)cosnrdt et b, = ':?Jh f(1) sin nt dt.
0 0

~ Fonction réglée

Une fonction numérique définie sur un intervalle / est dite réglée si elle admet, en tout
point de /, une limite & droite et une limite 3 gauche.

Théoréme 11

Toute fonction numérique réglée sur un compact est limite uniforme d'une suite de fonc-
tions en escalier.
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-~ Théoréme 12
Soit fune fonction numérique réglée définie sur [0 ; 27].
Alors, le terme général i, de la série de Fourier de ftend vers 0 lorsque n tend vers I'infi-

ni.

Théaréme 13
Soit f'une fonction numérique continue sur R, périodique de période 27, admettant en
tout point de R une dérivée a gauche et une dénvee a droite.
Alors la série de Fourier de /' converge, et sa somme est /.

Dérivabilité d'une fonction réglée
Une fonction réglée f/ définie sur un intervalle / est dérivable a droite et a gauche en tout

point x de /s1 : S+ =) o Fx+ 10— f(x7)

lm et im _
=0 | r— [

sont finies.
Rappelons que :  f(x*) =lim_ f(r) et [f(x7)=Tlim_ f(1).

f =X I—* X

Théoréme 14
Soit fune fonction numérique réglée définie sur R, périodique de période 2, et dén-

vable 4 droite et a gauche en tout point de K.
Alors la série de Fourier de fconverge, et sa somme, pour tout réel x, est :

Six™) +fix7)
; .
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Suites numériques

2.1 Introduction

Une suite numérigue est une application f : N — R, qui, a tout entier
naturel n, fait correspondre le nombre réel f(n). On pose z,, = f(n) et on
désigne la suite (numérique) par (zn)

-

2.2 Suites bornées

Définition 2.1 Une suite (z,,) est dite minorée, s'il existe « € R tel que
n € N implique a < =,,.

Définition 2.2 Une suite (Tn) est dite majorée, s'il existe b € R tel que
n € N implique z,, < b.

Définition 2.3 Une suite (r,,) minorée et majorée est dite bornée.

Proposition 2.4 (z,) bornée <= 3 ¢> 0 tel queYn e N : lr,| < e.

2.3 Limite d’une suite

Définition 2.5 Une suite (rn) est dite convergente et admet pour limite
r € R ou tout simplement que (x,,) converge vers x , si i tout £ € R?, on peut
associer ne € N tel que n > n. implique |r,, — x| < €. On éerit alors,

lim =z, =,

n—4nc

Lorsque la limite d'une suite existe, elle est unique.

Définition 2.6 Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

e ey D pam—
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8 Limite d'une suite

Exemple 2.7 Va > 0 :
lim Wa=1.

fl— 00

Exemple 2.8 Ya > 0, la suite (x,, = a") converge vers 0 si |a| < 1 et diverge si
la| > 1.

Propriétés
On suppose que
lim z, =1 et lim y, =y.

"n—4-nc n——+oo

Alors,
1) Linéarité. Vo, € R :

lim (azx, + By.) = ax + By.

n— 4o
9 i = 111
2) “lﬁlm Tyln = LY
3) Si y#F0etVneN:y, #0,
I, T

lim — ==,
n—+oc I, y

1) Jm | o]

Proposition 2.9 Toute suite convergente est bornée.
Proposition 2.10. Supposons que les deux suites

pectivement vers = et y et qu’il existe un e
implique r,, < y,. Alors, r < i.

(zn) et (y,) convergent res-
ntier ng > 0 pour lequel n > ng

Proposition 2.11 Soit (Tn) une suite bornée

et (yn) une suite qui converge
vers (). Alors, la suite (Trnyn) converge vers (.

Proposition 2.12

( (Théoréme des deux gendarmes) Soit (xn), (
Vn ) trois suites

| u,) et
satisfaisant les deux propriétés suivantes :

1) les suites (u,) et (vn) convergent vers la méme limite ¢

2) Z ng € N tel que ¥n Zng:u, <z, <u,.

Alors, la suite (zn) converge vers £.

Proposition 2.13 (Critére de d

‘Alembert) Soit (rn) une suite d'élé-
ments de R* pour laquelle la limjte

_ T
p= lim e
Ti— 4o Iy
E.‘.':.‘jStE. Alors, si p < 1 la suite (zn) converge vers 0 tandis que si p > 1 elle
diverge.,
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Suites numériques 9

Proposition 2.14 (Critére de Cauchy) Soit (x,) une suite pour laquelle
la limite
p= hm §/|z]
N —t=00

existe. Alors, si p < 1 la suite (x,,) converge vers 0 tandis que si p > 1 elle
diverge.

2.4 Limites infinies

Parmi toutes les suites qui divergent, nous distinguerons celles dont la limite
est infinie.

Définition 2.15 On dit que la suite (z,,) tend vers —oc, si a tout a € RZ |
on peut associer n, € N tel que n > n, implique z,, < a. On écrit alors,

lim z,, = —o0.
n—-—4+oc

Définition 2.16 On dit que la suite (z,,) tend vers +oo, si a tout g € R,
on peut associer ng € N tel que n > ng implique z,, > 3. On éerit alors,

lim =z, = 4o0c.
fi— 40
Exemple 2.17{(Soit Tas—\ao =d 17 + V- Hagh! etya\+ bo + bin + - -+ + bynf?
avec ayp, by, # (17 Alors,
[ 0 sip< g
Ln 4 o

lim — = T Sip=q
n— 00 Un

. _ ayp,
ooo sip>gq, osigne de —.
{ b,
2.4.1 Propriétés
lim =z, = +00 i _
1) n—++4-00 5 » = lim (z, + yn) = +00.
(y) bornée ,. n—+00
lim z, =—00
2] ﬂ—h—l—le- - ; ::’" li]]l (Iﬂ —|_ y"] = — .
(yn) bornée ] n—+00
lim Tn = +00 ] :
3) n—+00 » = lim y, = +o00.
Tk>0tq¥n>k:ys > zn n—+oc
lim z,=—00 i .
4) n—++00 y = |im Yn = —00.
Hk:_b[}t-qul:_}k:ynirﬂ_‘ 4400

lim z, = +o0 _
5) n—-+oc = Im 2,4%=40:
= Y € RiEt Tl [ N tq Y n :'._3' N~y 1 Yn :_:- Y n—-4oc
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10 Limites infinies

lim =z, = —o0 +
6) , n—+00 = lim z,y, = —o0.
dy€ERL etn,€ENtqVn>n,: y, 29 n—+oc
(x,) bornée T
7 : . e . —i={):
) nEI—Ii-l-:-:. =000 n—+0oo Yn
g) HEEﬂiletnEENt.anfZ_ﬁnE:.r,tl‘-_*{ﬁ}:} o I—“——l—cﬁ
”EI_EIE Yy, =0etVneN:y, >0 | o e g
0) ElEEIRiietnEENt.qb’n.Zjnf:;rﬂg{;' | e M
lim y, =0etVneN:y, <0 s P :
L— 400 J Un

Proposition 2.18 Soit (x,) une suite d’éléments de R* telle que

: b |
lim 2

n——4oc In

| = +00.
Alors, la suite (x,,) diverge.

2.4.2 Suites monotones

Définition 2.19 Une suite (x,) est dite erotssante si n € N implique z,, <
Tn+41-

Définition 2.20 Une suite (x4 ) est dite striéietniént c¢roissante sin € N
implique z,, €&, 1.

Définition 2.21 Une saite (x,,) est dite déeroissante si n € N implique
Tn 2 Tnil-

Définition 2.22 Une suite (xz,,) est dite strictement décroissante sin € N
implique x,, > r,41.

Définition 2.23 Une suite (z, ) est dite constante si n € N implique z, =
Ln41-

Proposition 2.24 Toute suite croissante et majorée converge.
Proposition 2.25 Toute suite croissante non ma jorée tend vers +oc.
Proposition 2.26 Toute suite décroissante et minorée converge.
Proposition 2.27 Toute suite décroissante et non minorée tend vers —oo.

Proposition 2.28 (Théoréme des suites adjacentes) Soit (x,,) une suite
croissante et (y,) une suite décroissante telles que

im (z, —yn.)=0.

n—-4oc

Alors,
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I)VneN:xg < xy STntl S Yntt £ ¥n < Yo

2) (z,) et (y,) convergent vers la méme limite.

Proposition 2.29 (Théoréme de Stolz) Soit (x,) et (yn) deux suites qui
vérifient les propriétés suivantes :

1) (y,) est strictement croissante et liL_ll_J Yn = +00;
Nn—-0oC

2) lim Tntl ZTn _ ¢ avec L € R.
n—+oC Yn4+1 — Yn
Alors, lim on =
n—-4oc tn

Exemple 2.30 La suite (:.c,. =(1+ %)") est strictement croissante et majorée
par 3. Par définition, )
1
lim (1 + —) = e.
n—-+ oo n

Exemple 2.31 La suite (.T" =1+ -l’—, e s ﬁ) est strictement croissante et
elle converge aussi vers e.

Exemple 2.32 La suite (x,, = ¥/n) est strictement décroissante pour n > 3 et
minorée par 1. De plus,
lim {n=1.

1 —=4o0

2.5 Suites de Cauchy

Définition 2.33 Une suite est dite de Cauchy si a tout € € R, on peut
associer n, € N tel que n,m > n, impliquent |z,, — r,,| < e.

Proposition 2.34 Une suite (r,) est de Cauchy si et seulement si elle
converge.

2.6 Sous-suites

Définition 2.35 Si (n;) est une suite strictement croissante d’entiers naturels,
on dit que (z,, ) est une sous-suite ou encore suite extraite de la suite (r,,).

Proposition 2.36 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass) De toute suite
bornée (x,), on peut extraire une sous-suite (x,,) qui converge.

Proposition 2.37 Si une suite (r,) converge vers r, toutes ses sous-suites
convergent vers r.
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2.7 Limite supérieure

Définition 2.38 Soit (n) une suite majorée. A

partir de cette suite, on peut
définir une nouvelle suite (yn) €n posant

Yn =sup{z; : k>n}.

La suite (y,) est décroissante. Par définition, sa limite est appelée la limite

supérieure de la suite (r,) et on la note par lim SUp Ty, .
N—+oC

Lorsque (z,) n'est pas majorée, on pose limsupz,, = 4o00.
n—4-o0

Proposition 2.39 De toute suite (n), on peut extraire une sous-suite (n,)

qui converge vers limsup x,,.
n—+oC

Proposition 2.40 lim r, =( = limsupx,, = (.
n—+o00 n—+400

Proposition 2.41 Soit

p = ]iIIl:‘.'IIlJ r‘;.f" I'J*ul-

n—+00

Alors, si p <1'la suite {xry,) converge vers ().

Propriétés
1)VA>0: limsup Az, = Mimsupz,, .
BT S o n—-+oc
2) limsup (xry, + yu) < limsupz, + limsupy,, .
n—-4o0 rn—-4oc n—-4oc

3)Si lim r,=zavecr € R, ona

1N— =400

limsup (z,, + yn) =z + limsup y,..

n—s-4oo n—-4oc

4)Si lim r,=ravecc€R} etVneN:y,>0,ona:

nN—s 00

limsup (z,y,) = z limsup y,,.
M—4o0 n—+4o0
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{, Sujet n° 1

i fnonté
| frercice 1

hevmposer en ¢éléments simples la fraction rationnelle suivante:
1

(x=1)"(z* +1)

Erercice 2
(dder le PGCD et le PPOM des deux polynémes suivants:
P=X'4+2X"+@X?—4BX —9; P = X' —4X° —6X*>+36X +27.

Exercice 3

0z considére le systéme linéaire suivant :
Jr—-y+:z=

2r+y+2z=4

, (a,b) € K.

1—1'—!-2;;—: a

—4r + 3y +bz = -2

Il Etudier I'existence de solution en fonction des valeurs des paramétres a et b.
Dans le cas ou le systéme admet des solutions, on calculera ces solutions par

méthode de Cramer.
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2) Dans le cas on a = 2, retrouver le résultat de la question précédente, mais ooty §

en utilisant la méthode de Gauss.

Exercice 4
On considere I'application linéaire fde R’ dans B' définie par:

f(z,9.2) =3z -y + 2,7+ 2y — 2,7 - by + 32).
1) Déterminer la matrice A de fpar rapport A la base canonique B de R
2) Calculer det A. L'application fest-elle bijective ?
3) Déterminer une base et la dimension de ker F.
4) On consideére les vecteurs v, = (1,1,1), », = (1,0,1), v, = (0,1,1).
a) Montrer que le systéme B’ = {v,,1,,v,} est une base de R’.

b) Déterminer la matrice des applications suivantes:

f:(R*.B)— (R*,B’),
f:(R,B")— (R,B),

/:(R,B')— (R*,B’)

Exercice 5

1) Calculer le déterminant suivant:
3 2 2
2 3 2|.
2 2 3

2) Déterminer le rang de la matrice suivante:

3 2 2 4 3
2 3 2 2 3
: 2.9 1 -1}
hﬁ 4 9 3 lj
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¢ Déterminer une base et la dimension du sous-espace vectoriel R' engendré par la

fiﬂli“f’ d[‘ vicloeurs:

{v, =(3.2.2.6); v, =(2,3,2,4); v, =(2,2,3,9);

v, = (4,2,1,3); v, = (3,3,1,1)}.

" (orrigé du sujet n° 1
fhrerace 1
Ly dscompasition en ¢léments simples de F dans R(X) est:
A B C DX + E
F(X)= =2t b e b
X-1 (X-1) (X-1) X°+1

. B . ’ 3 . »
£2 multiphant cette relation par (X —1) puis en prenant la valeur X =1, on trouve

B
(= 3
Iv la méme facon, en multipliant par (X* 4+ 1) puis en prenant la valeur X =14, on
1 —1 <1 |
move D1+ F = — le . Soit D=——e—tE=-1-.
(1—1) 4 1 .|
Ezprenant lim X x F(X) =9="A34D, on obtient: A= e
fzfin. en prenant la valeur particuliere X = 0, on trouve: —A+ B -C + E =0, soit
g =1
- = N .

biercice 2

(aeul du PGCD :

(tlsons 1'algorithme d’Euclide:

ls dvisions euclidiennes successives donnent :
X'42X° -8X° 18X -9 = 1x(X'-4X’-6X* +36X +27)

+(6X° - 2X7 — 54X +18),

X'=4X'-8X" 438X 227

= (ﬁx’—zx=-54x+ts)[-l- '—H]+ E\”—lﬁ].
6" 18) |9

Scanné avec CamScanner



et enfin:

9

) ; 16 ... %7
6X* —2X? — 54X +18 = I—’.\- - u;][_‘_\ =
Y S ~

|+0

Le PGCD de P, et P, est donc le dernier reste non nul et normalisé dans les divis,,
euclidiennes successives précédentes:

PGCD(P.P,)= X* —9.

Calcul du PPCM

Le polynome X* =9 est un diviseur commun & P, et P, :

P o= (X*=9)(X* +2X +1)
= (X = 3)(X +3)(X +1)

| =(x*-9)(X*-4X +3)
= (X -3)(X +3)(X -1)(X - 3)
= (X =3) (X +3)(X -1).

On en déduit done que:

PPON (P,P) = (X =3)' (X +3)(X +1)' (X -1).

Exercice 3

1) Intéressons-nous dans un premier temps au systéme linéaire:

Jr—y+z=

i

2r+y+2:=41

-r+2y—2=a.
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. ﬂ“""” de ce 5Y |
L T 3 —1 1
]| =1 2 2
Jdet 2 | = 1 y Cl C, + EC:
1 ) — ] | -1 2 -1
0 -1 1
=15 1 2 . CE — C: + C:l
b 2 =1
0O 0 1
=|5 3 2
o 1 -1
o 3
= =-10=0.
o 1

les solutions de ce systéme linéaire en utilisant les formules de Cramer.

{‘Ee:['hﬂﬂf‘
"1 1
_hy o1 9 _l+da
10 10
a 2 -1
3 1 1
1|, o, g |o8tda_4+2
¥ 10 10 5
-1 a -1
3 =11
-1 5 1 4 _15—5[1:3—*3.
T 10 9
| -1 2 a

. 1, . 1 3=
Ireste 4 voir si cette solution trouvée vérifie aussi la quatriéme équation du sy

1me linéaire.
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Calculons pour cela:

1+ 2 3 -
L) g iy
10 0 2

—4 —12a + 24 + 12a + 15b = Hab
10)

) 4- 15h — Hab
10 '

On a done:

20 + 150 — Hab 5
10)

& 204 15b — Hab = =20
& 15b = Hab = —40
& 3b — ab = —8.

Le systéme admet douc des solutions si et seulement si 3b—ab+8 =0,
2) Prenons a = 2.

Le systéme linéaire s'éerit ;

Jr—y+z=1
2r+y+2z:=4

|-z + 2y—2=2
—4r 4+ 3y + bz = -2,

La résolution de ce systéme linéaire par la méthode de Gauss donne success
ment:

—r+2y—2=2
Jr—y+z2=
[22 +y+2: =4

—4r + 3y + bz = =2,
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R b L L

i "l. i '
A4 ~r+2y—-:=2

Su—(b+4)z =10,

ue —Ir+2Yy—2=2

L]
re.

FI:L-'I‘I

D(1G-2) 253,

cas se présentent suivant que —(b+2)=06 ou —(b+2)=6 c'est-a-dire sui-
D‘_".II -~ =

que b=-8 ou b=-8.
Tl

Dans ce cas. la solution du systéme linéaire est donnée par:
al - i - .

N
|

<
I

S| = | =1=

(&'
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Fxercice 4

2) Calculons det A :

On en déduit que 'application fn’est pas bijective.

3 —1 1
det|]l] 2 -1
1 =5 3

Il

3) Déterminons une base de ker f:

Soit u(z,y,z) € ker f. On a alors:

[

e

Jr-y+2:=0
= ()

rT+2y—2z2

r—5y+3z=0.

1) La matrice A de fpar rapport a la base canonique de B? .
R est doppg,
Par.

3 -1 1
1 2 =1
1 -5 3
3 -1 1
2 -1 'Clhcl+3c1
1 -5 3

0 -1 1

7 2 -1 ’CZ 4—-CI+CJ
14~ 07 3

0 () ]

i 1 -1

-14 -2 3

Y 1

=1
-14 -2
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, gysteme

lincaire par la méthode de Gauss donne

n'Ji'I:

(n €1 Jedut que:

b= 7, ,z€R
Y i
(ipe base de ker fest donc:
f‘_lU\
7T |t-
4
|\ 4
Op a. de plus, dimker f = 1.
{ 3) Posons P la matrice:
11 0
P=|]1 0 1
1 1 1

r+2y—z2=0

..—Tu 442z = 1)

—Ty+4z=0.

successivement -
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\fontrons que cette matrice est mversible:

detP =|1 U l ‘(‘I ) '”1 " ('_1 |
] 1 1 |
|
0 1 0 .

=(1 0 1

0 1 1

L 13

= - 0 1 =-—]=(],

) I
On en déduit que le systéme B = {u,.r'l,v;,} est une base de B?

b) Tout d’abord, calculons l'inverse de la matrice P précédemment définie.

—

B
1

—

P10 Y

Déterminons la matrice de 'application f : (R“,B) ) (R“,B');

La matrice de frelativement aux bases B et B’ est donnée par:

(3 4 0]
A=AP=|2 0 1

~1 4 =2

\ /

Déterminons la matrice de I'application s (R’,B") — (R’,B):

La matrice de frelativement aux bases B’ et B est donnée par:

8- 6 -3
A=P'A=|0 -7 ¢4
h-~2 -4 2
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mi norn:
ce de f re

det |2

5 Ona vu qué:

donc le rang de A vérifie:

o matrice de I'application f: (IR“‘ B’ ) _ (R*", E') :

Jativement a la base B' est donnée par:

rG 0 3‘
113=PFI}1P= -3 4 =3l
u_4 0 -2
9o 2] |3 2 2
3 2| = 3 Q'CI‘_C|+GE
2 3 2 2 3
7 2 2
=17 3 2|,L «~ L -1,
T ¥ B
0 -1 0
= 3 2
7 2
2
= =T,
3 2 2]
dﬂt2 3 2 =¢0:
2 2 3;
\
rg(A) 2 3.
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Fxaminons [

w bordants:

doet

o

i

|

Il

I

2 2
3 2 2
2 4 1 C,~C - C,
4 9 3
2 92 4
i@ 2
o 3 1"l —L+L
4 9 3
5 4 6
3 2 2
o 3 14— Li+aL
4 9 3
5 4N\ ¢
3n232 5 4 ¢
2 3 11 2 3
10 13 7 N BB
4 6
3 1|,C, 0+,
5 =5
10 6 .
4 1 =52 4 i
0 -5
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'|| i :. .{ 2 :; -! IJ
e - R - AT o o
llr' ) T A I :-! 2 3 ] ' ' CJ

-1 3 2 3
' L'] L L*| "]" "'J'

0 2 3 1
2 4 9 ]
0 5 4 6
-1 3 2 3
“lo 2 3 12
B a4 81
0 5 4 6
POLYVALENT ¢
=lo 2 3 3|72 3 1 G-C-2,
) 1K
0 10 13 7| 10T
-7 4 0
=10 3 i1|,C, «C ~3C
-4 13 7
-7 —14 6 v _14
- o - = 0.
0 0 1f=-|_, _4
-4 -8 7

e rang de cette matrice A est: rg(A) = 3.

| s coordonnées de ces vecteurs sont les colonnes de la matrice A précédemment
étudide,

Unavu que rg(A) = 3, donc dim vect {v,, v,, v, 0, }=3.
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COURS DE PHYSIQUE
AVEC EXERCICE
D'APPLICAFION
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1 Cinématique du point matériel

1. EN QUELQUES MOTS...
Le mot cinématique vient du grec « kinéma » qui signifie mouvement. La cinématique est la
partie de la mécanique qui étudie les mouvements des corps, indépendamment des causes qui
les produisent.

2. CE QU’IL FAUT RETENIR...
a) Vitesse moyenne

La vitesse moyenne représente la distance parcou-

7 rue par un mobile M pendant le temps de parcours.
- ©) Soit un point M occupant a l'instant ¢ la position
Vioyenne S M=M,, et a linstant (avec ¢’ > t) la position

M'=M ., sur la trajectoire orientée (), alors la
M@y=M . ) . .
vitesse moyenne du point M entre les instants ¢ et ¢’

VMR, W O—M(t.) - O—M

. t
est: Vmoyenne. = ©)

l

Lk 't

ol le point O est 'origine de I'espace de référence a partir duquel la vitesse moyenne du
point M est déterminée.

b) Vitesse instantanée

La vitesse instantanée est la limite de ¥ moyenne lorsque ¢’ tend vers . Posons ' = ¢ + 6t (avec

ot variation infinitésimale de f), la vitesse instantanée du point M s’écrit alors :

- ! oM - oM oM
Vi = lim 1\'/IM ~ lim (t + 6t) o _ dOM)
=t~ 550 o dr

La vitesse instantanée d’un point M est donc la dérivée par rapport au temps du vecteur posi-

tion OM (1) Cest un vecteur toujours tangent a la trajectoire du point M et dirigé dans le sens
du mouvement du point M sur (¥). Par la suite, la vitesse instantanée du point M, a Iinstant ¢,

relativement a un espace de référence spatial (Ry) sera notée ¥y IR, (1) OU plus simplement

dOM

VMR, telle que : VMR, = T

¢) Accélération
L’accélération d’un point M par rapport a un référentiel (R)) est la dérivée premiere du vec-
teur vitesse instantanée par rapport au temps, ou la dérivée seconde du vecteur position par
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d)

rapport au temps. Par la suite, I’accélération du point M, a 'instant ¢, par rapport a un réfé-

rentiel (Ry) sera notée d, R, (1) ou plus simplement dWRO, telle que :

_ - dVM/RO B d261\7[(,)
MR, Ty TR

R(J RO

Expression du vecteur vitesse et du vecteur accélération dans les différents systémes
de coordonnées
Voir tableau page suivante.

EN PRATIQUE...

A titre d’exercice, on propose d’établir les expressions du vecteur vitesse d’'un point M par
rapport a (R;) en coordonnées cylindriques (ou polaires) et en coordonnées intrinséques,
puis ’expression du vecteur accélération d’un point M par rapport a (R;) en coordonnées
intrinseques.

» Vitesse en coordonnées cylindriques (ou polaires)

Le vecteur vitesse d’un point M correspond a la dérivée premiere par rapport au temps du

dOM )| _ d(ri, +zk)|

dr dt
R, R,

Les vecteurs unitaire #, et i, sont mobiles, donc dépendants du temps, par rapport a (Ry) et

vecteur position par rapport a (Ry), d’ou: VmR, =

le vecteur unitaite 'k, élément de I’axe fixe Ok, est indépendant du temps (Annexe A).
L’expression de la dérivée par rapport au temps du vecteur unitaire tournant , par rapport a (R,)

dem
dt

u}’

= @ A G, = 01, avec @, =

s’écrit : k = 6 k vitesse angulaire du vecteur i,.

t
R,

autour de I'axe fixe Ok.

& Cette relation est applicable a tout vecteur A—B(t) (de norme constante) en rotation

dAB _ —
(t) L— = (f) A AB(l‘)

autour d’un axe (A) fixe avec une vitesse angulaire @ ke
t

Le vecteur vitesse du point M par rapport au référentiel (R;) en coordonnées cylindriques
(ou polaires) s’écrit alors :

_ _dO—M(t)| _d(rﬁ +zl€)| _dr(,)| - dii dzgy| - dk
e N T A2 R R
R, R, R, 0 R, \q,ﬁ/

=0

dou: VMR, = il +1, Oy +2k
| S —
coordonnées polaires
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» Vitesse en coordonnées intrinséques

/*C Pour certaines trajectoires (curvilignes par exemple), afin de
2/ connaitre la vitesse du point M par rapport au référentiel (R),
il est intéressant de lui affecter une base mobile, dite base de
Frenet. Celle-ci est composée d’un vecteur tangent a la trajec-
toire (€) noté 7 (dirigé dans le sens de la direction du dépla-
cement du point M au cours du temps) et d’un vecteur normal
a la trajectoire noté 7j (dirigé suivant le rayon de courbure de

i la trajectoire et orienté vers I'intérieur de la courbure).
0

Le long de la trajectoire (€) le point M est repéré par son abscisse curviligne, notée Sty qui

correspond a la longueur de I'arc de courbe orienté O)M = 5(t): (le point O, étant un point
arbitrairement choisi sur (¢) comme origine de I’espace de référence). La longueur de I’arc

—

OyM est égale au produit du rayon de courbure R de la trajectoire de centre C par Iangle

orienté (COO, C—M) =0, soit: s =0,M = Ra(t).
La vitesse du point M en coordonnées intrinseques, par rapport au référentiel (R,), s’écrit

_ dS(t) - -
alors : VM/RO= Y T.=87T
Ry

» Accélération en coordonnées intrinseques
Lorsque le point M est repéré a partir de son abscisse curvi-

C s
7 @k ligne s,,, 'accélération du point M dans la base de Frenet par
rapport au référentiel (R) s’écrit :
2 =
| ) e e
U I I
dt R RO RO RO

0
Sur une portion de trajectoire (¢) suffisamment petite, la tra-

jectoire du point M peut étre assimilée a un cercle de centre
C et de rayon de courbure R (cercle osculateur).
Le vecteur 7, 1ié au point M est alors en rotation autour de
Iaxe fixe Ok (axe normal au plan de la trajectoire, passant

par C et dirigé tel que (f, 7, E) soit une base orthonormée directe) avec une vitesse

angulaire @, = da(t) k =06k
& 0~ g TR
e - a7 o o
La dérivée par rapport au temps de 7 est donc : e Oy A T=0T. On peut alors écrire :
d2 V = 2
5 10 CF o4 T wR, T ooi . Yur, (VM/RO) .
AR, T T, =ST +sanor Sdyg = §T+§ — = T+
0 dr S(t) = ) 0 R dt R
R, a, a,

a, et a, sont respectivement I'accélération tangentielle et I'accélération normale et ¥y, o
72 0

la norme du vecteur vitesse VWRO. P age 1 04



2 Théoréme du moment cinétique

1. EN QUELQUES MOTS... B
Le moment cinétique, noté 4 (unité : kg.m>s™'), est un concept trés important en physique. Il
est ’analogue de la quantité de mouvement pour les mouvements de rotation.
2. CE QU’IL FAUT RETENIR...
a) Moment cinétique
| Considérons un point matériel M, de masse m, en rota-
i(A) tion autour d’un axe fixe (A) dans le référentiel gali-
| léen (R), d’origine O, point fixé sur (A). Le point M
est animé d’une vitesse ;M/Rovis-é-vis du référentiel
(Ry)- Le moment cinétique de M en O, noté ?:80 (M),
est alors défini par :

& ~V > I_/:M/R : vitesse de M par
,ﬁo(M)zOM/\mVM/RO 0 p

rapport a (Ry)
ou OM : vecteurde O aM
s p : vecteur quantité de

(M)=OM A p

%o

mouvement du point M

Le vecteur moment cinétique de M en O, est un vecteur perpendiculaire au plan formé par les
vecteurs OM et I;NURO, d’origine O (vecteur li€). Il est orienté suivant la regle du triedre direct
de la main droite.

Le moment cinétique en un point est donc le « moment de la quantité de mouvement, p » en
ce point.

b) Relation entre le moment cinétique et le moment d'inertie

i (A) Notons » = OM, la distance entre O et M, et O(t) l’angle
7 i polaire orienté tel que : e(t) = (&,O—M) L’expression
f(,(M) d? % o (M) @s la base polaire (4,1, ) est :
%o (M) = OM/\mI;M/RO =riu, Am(ii, + réﬁe)
::—-—6 N =)7 c>%O(M):rﬁr/\mfﬁr+rﬁr/\mréﬁe

u, VM/Rﬂ

|
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Dans cette expression on reconnait la quantité mr? qui est le moment d’inertie, noté ¥, du
point matériel M de masse m situé a la distance r du point O fixe sur ’axe de rotation (A). On
peut alors écrire le moment cinétique de M en O en fonction du moment d’inertie 7 :

| 9 : moment d’inertie de M par rapport a O fixe sur I'axe de rotation
o(M)=7 6k (.A),‘[elquezgzmr2
0 : vitesse angulaire de M par rapport a O fixe sur ’axe de rotation (A)

K

Théoréme du moment cinétique
La dérivée du moment cinétique d’un point matériel M, de masse m, en un point fixe O, par
rapport au temps relativement au référentiel fixe supposé galiléen (R,) s’écrit :

d% (M) d

o . = a(OM A mVIWR0 )Ro
> — - . d v, .
o 9%oM)| _ doM| N +OMAM =OM A mdyy g
dr | dr | 0 dt 0
R, R, R

0

=0

car VM/RO A mVM/RO =0

d¥% (M)

dr ZOMAZE:M'

0

Or d’aprés le PFD on a : Z ﬁext =m &WRO ,d’oll ;

R
La quantité OM A 2 lj"ext représente la résultante des moments en O des forces extérieures

appliquées au point M, noté z% F,/(0)- Le théoréme du moment cinétique s’écrit alors :

d% M)  — B, .
0 _ o -
D D Fogy = 2 A0 E 1(0)

R

0

Le théoreme du moment cinétique permet d’écrire que dans un référentiel galiléen (R), la dérivée
premiere par rapport au temps du moment cinétique d’un point matériel M est égale au moment en O
(fixe dans (R;)) au cours du temps) de la résultante des forces extérieures agissant sur M.

Si la résultante des moments des forces agissant sur M est nulle alors le moment cinétique du

point M en O (O fixe) est constant : si Z%ixt /(0) = 0 alors % O(M) = cste. Pour un systeme

isolé, le moment cinétique d’un point M en O est une constante du mouvement, c’est-a-dire que
le moment cinétique de M en O (O fixe) se conserve au cours du mouvement.
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a)

b)

3 Intensité et tension
en électrocinétique

EN QUELQUES MOTS...

L’électrocinétique est la partie de I'électromagnétisme traitée en utilisant des courants et des
tensions. Un courant électrique correspond a un déplacement ordonné de charges électriques
appelées « porteurs de charge ». L’intensité correspond au débit de ces charges dans un maté-
riau conducteur. La tension aux bornes d’'un composant électrique est une différence de
potentiel entre deux points.

CE QU’IL FAUT RETENIR...

Intensité

Les porteurs de charges peuvent étre:

e des électrons libres dans les métaux ;

e des ions (cations et anions) dans les solutions électrolytiques.

Dans un circuit électrique, I'intensité mesure le nombre de « porteurs de charges » qui traversent
la section S du circuit par unité de temps.

L’intensité du courant correspond au débit de charges. , Section

/

i : intensité du courant (A) [
dq : charge élémentaire €lectrique traversant la sec-
tion S 'd’un circuit (C) o
dr : temps pendant lequel la surface S est parcourue —

par la quantité'de charge dg (s) se“s(iﬁ"zgz‘;z?"“

_dg
dt

: 4_@ Le courant est une grandeur algébrique : il peut
oo étre positif ou négatif.

; Par convention, le courant circule dans le sens du
déplacement des charges positives.

sens du courant

Dans un circuit électrique, on fixe le sens d’orientation du courant. Le courant circule de la
borne + vers la borne — a 'extérieur du générateur, ce qui correspond a 7 >0.
L’intensité du courant se mesure avec un amperemetre, branché en série, dont le symbole est :

La valeur affichée se donne en Ampere, noté A, en hommage a André-

—@— Marie Ampere (1775 - 1836). Les valeurs peuvent varier de quelques
milliamperes a quelques amperes.

Tension

Dans un circuit électrique, le générateur est responsable de la mise en mouvement des por-
teurs de charges. L’énergie potentielle d’'un porteur de charge a la sortie d’un générateur est
tres grande, mais diminue au fur et a mesure du circuit électrique, étant convertie en énergie
thermique.
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Au lieu de parler d’énergie en chaque point du circuit électrique, la notion de potentiel élec-
trique, noté V, est introduite (fiche 45). Il n’est pas possible de mesurer le potentiel en un
point. En revanche, une différence de potentiel entre deux points peut 1’étre.

Considérons les points A et B, placés de part et d’autre d’un

composant électrique. La tension u,p est égale a la différence _A I:I B
de potentiel (ddp) entre les points A et B:
=V.-V

On représente la tension u, g par une fleche, orientée de B vers A.

Dans un circuit électrique, la tension se mesure avec un voltmetre, branché en dérivation,
dont le symbole est :

Il est possible de visualiser les variations d’une tension a l’aide
N d’un oscilloscope. La valeur affichée se donne en Volt, noté V, en
V) hommage a Alessandro Volta (1745-1827), qui réalisa de nom-

breux travaux sur I’électricité et inventa la premiere pile (1800).

Les valeurs peuvent étre égales a quelques volts aux bornes d’une pile neuve, a quelques mil-
lions de volt entre les deux extrémités d’un éclair. Dans une maison, la tension au secteur
fournie par EDF vaut 230 V.

Approximation des Régimes Quasi Stationnaires : A.R.Q.S

Comme la lumiere dans un milieu transparent, les courants et les tensions électriques sont des
grandeurs qui se propagent (ondes). L’intensité du courant varie donc en fonction du temps
et des coordonnées d’espace. Sa vitesse de propagation est.de I'ordre de la vitesse, c, de la
lumiere. Le temps de propagation du courant dans un circuit de longueur L, noté t (fau), est

donc 7 = —. Il faut le comparer au temps caractéristique du systeme, noté T (période du cou-
c

rant, temps de réponse...). Les phénomenes de propagation sont négligeables si :
I’Approximation des Régimes Quasi Stationnaires, dite A.R.Q.S., est alors vérifiée. L’inten-
sité et la tension ne dépendent ainsi que du temps.

Dans la suite, nous nous placerons toujours dans le cadre de ’A.R.Q.S..

Outre les régimes transitoires, nous nous intéresserons a deux régimes permanents :

Régime Propriétés Notation
Régime continu L'intensité et la tension sont constantes. en majuscule :
- intensité /
- tension U
Régime sinusoidal permanent | Lintensité et la tension sont des fonctions en minuscule
périodiques sinusoidales : - intensité i(t)
N I, - amplitude (A) - tension u(t)
i(t) Iocos(cot) U, : amplitude (V)
u(t)= Uocos(a)t) o : pulsation (rad.s™)
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d) Lois vérifiées par I'intensité et la tension

Loi d'unicité de l'intensité Loi d’unicité des tensions

g

L’intensité est la méme en tout point
d’un circuit en série : i =, = i,

sont égales: u=u =u,

Lois de Kirchhoff

Loi des noeuds Loi des mailles ou loi d’additivité des tensions

u
1

_»
I —
u‘ +
0 > 0
| I |
——
A K} | W P

| -a— maille

La somme des courants qui entrent par | pans une maille orientée, la somme des tensions

un neeud est égale a la somme des cou-
est nulle : 2 g u; =0 avec

rants qui en sortent.: 2 iemre = 2 isort maille
Cela traduit la conservation de la charge. | €; =+1 si la tension est orientée dans le sens de
la maille

€, =—1si la tension est orientée dans le con-
traire de la maille.
On peut donc écrire : —u +u, +u, +u, =0

3. EN PRATIQUE...

e Un fil électrique en cuivre, de section droite S = 1,0 mm?, est parcouru par un courant
d’intensité constante / = 5,0 A durant 10 heures. La quantité d’électricité circulant dans le
fil électrique est : || = TA7r = 5,0 x 10X 60 X 60 = 1,8 X 10°C

Dans les métaux, les porteurs de charges sont les électrons libres, de charge négative égale a

—e. Ainsi, g = —1,8.10°C. Le nombre « N » d’€lectrons libres s’étant déplacés est donc :
S5
-1,8.10
N = 4 _ 5 © N =17 x 1072 électrons
—€¢ -1,6.10"
« Etudions le sens de déplacement des porteurs de charge dans les deux cas représentés ci-dessous :
fil métallique fil métallique
I=-4A [ I1=7A
A B A B
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I=-4 A <0 = Le courant va de B vers A. Les porteurs de charges sont les électrons libres.
IIs se déplacent en sens inverse, soit de A vers B.

I=7A>0 = Le courant va de B vers A. Les électrons libres se déplacent en sens inverse,
soit de A vers B.

e Le courant délivré par EDF est alternatif de fréquence f =50 Hz. Il peut s’écrire:
i(t) = Icos(ot)
— Calculons la période T et la pulsation @ du courant :

1 1 2
T=7 S T=—=20x102set 0 =" & g 2T _ 3,1x10%rad.s !
50 T 2,0x1072
— Regardons s’il est possible d’utiliser I’A.R.Q.S. au sein d’'une maison ayant une installation
électrique de longueur L.

L’onde se propage environ a la vitesse v = 2,0.10° km.s™'. Son temps de propagation T dans les

fils électriques s’exprime donc : T = —. Le temps caractéristique du circuit est la période T du
v

courant calculée précédemment. On peut se placer dans ’A.R.Q.S. lorsque 7' > 7
orst o« o L<2,0108%2,0102 & L<4,0x10%m.

%
La longueur des fils électriques étant bien inférieure a 4 000 km, on peut considérer le cou-
rant quasi-stationnaire dans une maison ou méme un réseau €lectrique local.

* Une portion de circuit électrique est représentée ci-con-
tre. Cherchons une relation entre les divers courants. ; /
Laloi des nceuds s’applique:

—neud A: ij+i,=1i;

S T Lt Lt y=l
—neeud B: iy+iy=15 T2

* Considérons le circuit ci-contre comportant deux mailles.

U, Ches
Dans chaque maille, il faut choisir un sens de fagon 1 —
arbitraire afin d’appliquer la loi des mailles.
ull u, u
— |
L
-
u,
Maille 1 Maille 2
u, U u, i ':
N0 0| > e it
— ] i
| S| | H
-~ — maillel L7 :
g -~
—u4+u3—u2+u1=0 u3+u5-u6=0 \mailleZ
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4 Puissance instantanée

EN QUELQUES MOTS...

Un dipdle électrocinétique comporte une borne d’entrée et une borne de sortie. On distingue

deux types de dipoles : les récepteurs et les générateurs.

e Un récepteur transforme de 1’énergie électrique en une autre énergie (thermique, mécani-
que, lumineuse...).

e Un générateur transforme une énergie chimique, lumineuse (ou autre) en énergie électrique.

Pour les différencier, on regarde le signe de la puissance électrique.

. CE QU'IL FAUT RETENIR...

e Considérons un circuit comportant des générateurs et des récepteurs. Pour un de ces
dipoles, la puissance électrique instantanée, notée p, est définie comme le travail électrique
échangé pendant une unité de temps (fiche 7).

La puissance instantanée est égale au produit de la tension aux bornes du dipdle et de I'inten-

sité du courant qui le traverse :

p(f) : Puissance électrique instantanée en Watt (W)

p (1) = u (i@ ) : Tension aux bornes du dipdle en Volt (V)
i(?) - Intensité du courant parcourant le dipdle en Ampere (A)
e Comme en thermodynamique, la puissance regue par le dipdle est comptée positivement,

tandis que celle cédée auwmilieu extérieur est négative. Il est possible de classer les dipdles
suivant le signe de la puissance :

Dipéle récepteur Dipéle générateur

Puissance recue par le dipole Puissance cédée au reste du circuit
Puissance Transforme de I'énergie électrique | Transforme une énergie non électrique en

en une autre forme d'énergie énergie électrique

- moteur

- lampe - générateur basse fréquence G.B.F.
Exemples . .

- conducteur ohmique - pile

- diode

Les conventions utilisées sont :

Convention récepteur Convention générateur
Les fleches représentant u et i sont Les fleches représentant u et i sont
en sens inverse dans le méme sens
i i
h q
u u
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En convention récepteur,

. . . i Positive Négative
Signe de la puissance instantanée
p(1)>0 p(1) <0
. . Le dipdl
Type de dipéle Le dipdle est un récepteur ¢ d,lp? ©
est un générateur

EN PRATIQUE...

Plagons-nous en régime continu. La tension et I'intensité sont constantes. La puissance élec-
trique est donc aussi une constante.

Examinons le comportement du dipdle utilisé.

I=-3A : Le dipdle ci-contre est représenté en conven-
tion récepteur : la fleche de I'intensité et de la
~f—— tension sont en sens contraire.
U=8V

Calculons la puissance électrique :
pP=UI
P=8x(-3)

P=-24W
En convention récepteur, la puissance est
négative.
Le dipdle considéré est donc un générateur,
il fournit de I’énergie au reste du circuit.

En revanche, dans ce cas, le dipdle est en con-

vention générateur : les fleches de tension et [=+4A Tiodl
d’intensité sont dans le méme sens. ’ -
q
U=12V

Calculons la puissance électrique :

P=UI
P=12x4
P=48 W

En convention générateur, la puissance est positive.
Le dipole considéré ici est donc un générateur.
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5 Dipoles électrocinétiques

1. EN QUELQUES MOTS...
Un dipdle est un composant comportant deux bornes, placé dans un circuit électrique. Dans
I’A.R.Q.S. (Approximation du régime quasi-stationnaire), ces dipdles peuvent étre qualifiés
d’actifs ou de passifs, de linéaires ou non-linéaires, symétriques ou non-symétriques. Pour
cela, il faut étudier leur caractéristique courant — tension.

2. CE QU'IL FAUT RETENIR...
a) Caractéristique statique courant-tension

i

-—1

h

u

La caractéristique courant - tension d’un dipdle est la courbe,
en régime continu, représentant les variations de l'intensité /
parcourant le dipdle en fonction de la tension U a ses bornes,
soit I = f(U).

- Un dipole est linéaire lorsqu’il existe une relation affine ou
une équation différentielle linéaire a coefficients constants
entre 'intensité et la tension.

— Un dipdle est passif lorsque sa caractéristique courant — ten-
sion passe par 1’origine, alors-qu’il'est actif si sa caractéristique
ne passe pas par ’origine.

- Un dipdle est dit symétrique si sa caractéristique courant —
tension est symétrique par rapport a O ; si ce n’est pas le cas, le
dipdle est qualifié de non-symétrique.

e Les générateurs de courant et de tension ont des caractéristiques courant — tension statiques.

Dipdle Définition Caractéristique
Lorsque le générateur est idéal, la tension déli-
vrée est constante : U = E quel que soit le cou-
rant débité.
Un générateur de tension réel délivre une ten-
Générateur |sjon U = £ -1/ . 1(A)
de tension . e, .
(modele d U : tension délivrée par le générateur en V générateur
modele de . . L
P E : force électromotrice (f.e.m.) en V E/x de tension idéal
Thevenln) Aq1 1 énérateur o
- linéaire 1 : résistance interne en genérateur | > Ve
. ‘1 1té (pente de - 1 /1)
- actif I : intensité du courant en A - U (V)
- non-symé- Générateur Générateur
trique de tension idéal : de tension réel :
Lo ™ , 2 L
N o
——p —i—
E U
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Dipole Définition Caractéristique
Lorsque le générateur est idéal, le courant déli-
vré est constant :/ = [y quelle que soit la ten-
sion a ses bornes.
Générateur |Un générateur de courant réel délivre un cou-
de courant |rant tel que I(A) gencrateur
del de courant idéal
(modele o L (1=0)
de Norton) ] = 10 -~ |I: courant de court — circuit en A 7
e, T 0
- linéaire générateur
. .z = de courant 1+
- actif Générateur Générateur (pente de - 1 /1) U)
- non-symé- de courant : de courant réel : rx 1,
trique I
: D
—D
U ———
1%

« Etudions les divers dipoles récepteurs les plus utilisés en électrocinétique.

Dipdle Définition et Schéma Caractéristique courant tension
Conducteur Composant qui s’oppose a la cir- Loi d’'Ohm: 4 = Ri
ohmique culation du-courant €lectrique _ )
noté : R Le passage du courant cntraine X u : Tension aux:
ité - £ e e i bornes de la résis-
unite : un échauffement de ce dipdle I/R
Ohm (Q) appelé leffet Joule. £ tance v
- linéaire % 4 &N i : Intensité qui
- passif ——“Résistance | ——— parcourt la résis-
- symétrique I — tance (A)
R : Résistance (Q2)
I(A)
Permet de réaliser des réactions
chimiques en utilisant I’énergie
Electrolyseur |€lectrique.
- non- linéaire
- passif / U (V)
- symétrique
et —
U
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Dipdle

Définition et Schéma

Caractéristique courant tension

Diode
a jonction
- non-linéaire

Ne laisse passer le courant que
dans un sens.

1(A)

.f [
- passi
P ) _»DIi U(v)
- non symé-
trique * U

Constitué de deux plaques métal-

liques séparées par un isolant.

+q / Le courant est nul
Condensateur i | | T quelle que soit la ten-
noté : C sion constante
unité : <_uc a ses bornes.
Farad (F) 4 - [=0
- linéai du g
llneglre g=Cu, = j=C—¢ Le condensateur

- passif dt se comporte comme

q : Chargedu condensateur (C) un circuit ouvert

C: Capacité du condensateur (F)

(fiche 49)

Constitu¢ d’un.enroulement de fil

en forme de spires. La tension a ses bor-
Inductance L ! ) nes est nulle quel que
notée : L i T soit le courant cons-

Y
unité - —~—— tant la traversant
L

Henry (H) X U=0
) lmeglre di L’inductance se com-
- passif u, = L& porte comme

L : Inductance (H) (fiche 57)

un fil.
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b) Caractéristique dynamique courant-tension
La caractéristique dynamique est obtenue en régime variable. Lorsque le signal est sinusoidal
de pulsation o, la réponse des dipdles dépend de la fréquence. Cette notion est illustrée a
I'aide du condensateur et de I'inductance en régime sinusoidal. Quand w — 0, la caractéristi-
que dynamique tend vers la caractéristique statique.

Condensateur Inductance
. . u,(1)=U,cos(wr) i(t)=1,cos(wr)
Expression de la tension
et du courant sinusoidaux | . du,. (t . di(¢ .
i0=c¥ __cou n(or) | u, (=LY = Loy sin(er)
dt m dt
i(A)
! i(A)
Caractéristique
dynamique uc (V) u. (V)
Ibe.condensateur se comporte L’inductance se comporte
comme un circuit ouvert comme un fil
Comportement lorsque i i ;
®—0 : i
= =
uc | —/— uc ur uL
Le condensateur se comporte L’inductance se comporte
comme un fil comme un circuit ouvert
Comportement lorsque — . ;
® — oo i
(= =
uc — uc Uur UL
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3. EN PRATIQUE...
« Etudions différentes associations de conducteurs ohmiques.
— Cherchons la valeur de la résistance équivalente a une association de résistances montées
en série. Dans ce montage, chacune des résistances est parcourue par le méme courant i.
Drapres la loi d’additivité des tensions, u = u; +u, +...+u,

En utilisant la loi d’Ohm, on peut écrire :

u u u
u=(Ri)+(R,i)+...+(R i) ;
—»— Ri R2 —----—] Rn [|—
u=(R; +R,+...+R )i JE— -
i - Une association de résistances montées en série peut étre rem-
- placée par une seule résistance de valeur Req =2 Ry.
u k
— De la méme manicre, cherchons la valeur de Ia résis- i R,
tance équivalente, notée R, , a une association de résis-
tances montées en parallele. D’apres la loi des nceuds, .
. 12
i=i +i,+..+i . La tension aux bornes de chacune = R:
des résistances est la méme, notée u.
En utilisant la loi d’Ohm, la relation devient : ;
u u u u 1 1 1 T R
=—+— =g ey
Reg R Ry Ry, Ry R, Ry, e
u

Une-association de résistances en parallele peut étre remplacée par

i 'T’q‘ une seule résistance telle que L: zL. En utilisant la conduc-
— Req k Ry
i —

1 . .
tance G = R la relation devient : G eq = %Gk'

e Considérons deux générateurs de tension montés en série.

D’apres la loi d’additivité des tensions, U
U:(EI—I'II)+(E2—I'2]) 1 N\ - N\ r>
L 1 2
U=(E,+E +1,)1 U‘ - U‘ -
=(E; +E)-(5 +1p) E E,
Il est donc possible d’assimiler cette associa- U
tion a un seul générateur de tension, avec : I
- r
E-E+E, 1
I S0 N > -

Page 117



e Considérons deux générateurs de courant montés en parallele. Cherchons le générateur de
courant équivalent.

U D’apres la loi des neeuds, /=1 +1,.
I I En rerpplagant par le modele de Norton,
- on obtient :
I U U
L I 1:(10,-j+(102_j
it )
L I
I=(ly, +1,,)-U|—+—
T T
b
Le générateur de Norton correspondant est U
———
IO - 101 u [02

donctelque: <1 1 1
=+

r I'l I'2
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1.

a)

b)

Q

6 Loi de Coulomb

QUELQUES MOTS...

D’un point de vue microscopique, la matiere est composée d’atomes eux-mémes composés de
particulaires élémentaires. On entend ici par « particules élémentaires » les protons, les neu-
trons et les électrons, qui seront les seules « particules élémentaires » considérées par la suite.
L’atome, qui est un édifice électriquement neutre, est constitué d’un noyau (proton + neutrons)
et d’électrons qui « gravitent » autour du noyau (modele de Bohr) (Chimie Générale fiche 33).
Seuls le proton et I’électron possédent une charge électrique

Electron,_ ; ] o ;
o T~ (ou charge électrique élémentaire), le neutron est non
N Proton 4 4 . g s 4 4
PR chargé. La charge électrique négative de I’électron est notée
;7 v —e, et la charge électrique positive du proton, notée +e. Les 2
Noyau {% o charges sont égales mais de signes opposés. La valeur de la
. y charge électrique élémentaire, notée e, est environ égale a : e
N gz £
b\ -0 /d =1,602.10"°C (unité le Coulomb, noté C).
- Expérimentalement, il a été observé que les charges électri-
T Neutron ques de méme signe se repoussent alors que celles de signes

opposés s’attirent.

CE QU’IL FAUT RETENIR...

Conducteur et isolants

Selon la capacité de la matiere a conduire 1’électricité, il est possible de la classer en deux
grandes catégories : les.conducteurs et les isolants. Un matériau capable de conduire I'électri-
cité est un matériau conducteur, en revanche lorsqu’il ne conduit pas I'électricité c’est un iso-
lant. Un isolant se distingue d’un conducteur par le fait que ses électrons périphériques sont
fortement liés au noyau (fort potentiel d’ionisation), contrairement a ceux des conducteurs
qui sont libres de se déplacer dans le matériau (sous I'effet d’'un champ électrique). Dans le
cas des conducteurs, les électrons participant a la conduction du courant électrique sont appe-
1és électrons de conduction.

Il existe une troisieme classe de matériaux, dont la physique ne sera pas abordée par la suite :
les semi-conducteurs.

Invariance et principe de conservation des charges électriques

Contrairement a d’autres grandeurs physiques comme la vitesse ou la force, la charge élec-
trique élémentaire est un invariant, c’est-a-dire que sa valeur reste inchangée quel que soit le
référentiel d’étude. Cette propriété amene a énoncer le principe de conservation des charges
électriques : la quantité de charges électriques produites au cours de n’importe quelle trans-
formation est nulle (autant de charges positives que de charges négatives).

Loi de Coulomb

Soient deux charges ponctuelles g, et q,, placées dans le vide de permittivité €lectrique €, a
une distance r1’'une de I'autre. Pour I’exemple, on choisit arbitrairement de prendre g, et g,
positives, mais le raisonnement est identique quel que soit le signe des deux charges.
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Ligne d'action

de la force

La charge g, exerce sur la charge g, une force
¢lectrostatique, notée F , dirigée suivant
le vecteur unitaire u (Vecteur unitaire porté
par la ligne d’action de la force électro-
statique dirigé de g, vers ¢,). Au méme ins-
tant, la charge g, exerce sur la charge g, une
dirigée

force électr 1 notée F
orce électrostat que, otée 0—a

en sens inverse de F
449y

Les 2 forces sont égales et opposées conformément a la 3¢ loi de Newton (principe des actions
réciproques). On montre que la force exercée entre les 2 charges est proportionnelle au pro-
duit des charges et inversement proportionnelle au carré de leur distance. La valeur appro-

chée de la constante de proportionnalité K est d’environ: K~9.10"mF! On pose

généralement : K =

0

99,

1
4r €y

99> =

r2

4,4,

F

h—4
q, , g, : charges électriques (C)
g, : permittivité électrique du vide (F.m™)
(g,=8854.10"2 F.m™)
r s distance entre g et g, (m)
u : vecteur unitaire porté par la ligne d’action de la
force électrostatique

(ce qui permet de définir €). La loi de Coulomb s’écrit alors :

: force électrostatique de q; sur q, (N)

Lorsque les chargessont.de méme signe alors la force électrostatique est répulsive, si elles
sont de signes opposés alors la force électrostatique est attractive.

Lorsque le milieu considéré n’est pas le vide, il suffit d’introduire la permittivité¢ du milieu
considéré, notée €, a la place de la permittivité électrique du vide dans la loi de Coulomb.
On pose généralement : e=¢, &, ol €, est la permittivité relative du milieu considéré
(grandeur sans dimension). Pour I'air £ = 1,00058, de sorte que I'électrostatique €tudiée
dans Pair se confond pratiquement avec I'électrostatique étudiée dans le vide.

Par la suite, nous traiterons uniquement I’électrostatique et la magnétostatique dans le vide.

EN PRATIQUE...
Tracons la norme de la force électrostatique en fonction de la distance r entre 2 charges ponc-

tuelles ¢, et g,. On choisit: ¢, =¢q,=1,6.10°C

2,3.107"

F

H92

=[] @0

r (m)

. . s 1

La force électrostatique décroit en « -
r

c’est une force dont la portée varie de

I'’Angstrom (1071 m) jusqu’a théorique-
ment l'infini.
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1.

a)

7 Champ électrostatique

EN QUELQUES MOTS...

Toute charge électrique « perturbe » I’espace environnant en créant en tout point de ’espace
un champ appelé champ électrique. Lorsque la distribution de charges est indépendante du
temps (régime permanent) alors le champ créé est appelé champ électrostatique (unité le
Volt par metre, noté V.m™).

CE QU’IL FAUT RETENIR...

Champ électrostatique créé par une charge ponctuelle
Par définition, si une charge ponctuelle g est placée en un point P de ’espace ou régne un

champ électrostatique, noté E(P), alors la charge est soumise a une force électrostatique,

notée F, telle que : F= q E(p) .

L’expression du champ électrostatique
- créé par une charge ponctuelle g; en un
point P de I’espace ol se trouve une
charge g,, est-établie a partir de la notion
de force électrostatique. Prenons deux
charges ponctuelles g, et g,, placées dans
le vide de permittivité €lectrique €, a
une distance r I'une de 'autre, telle que :
Ligne d'action q,> 0 et g, < 0 (le choix du signe des
de la force charges est arbitraire).

La charge g, exerce sur la charge g, une force électrostatique, notée F 7 =4, dirigée en sens
1 2

inverse du vecteur unitaire u# (vecteur unitaire porté par la ligne d’action de la force électro-

statique et dirigé de g, vers g,), tel que : F =q, ! ﬂﬁ. En identifiant cette relation
949, 41 g, 1’2

avec la relation générale donnant la force électrostatique, F', agissant sur une charge g, placée

en un point P de I’espace, en fonction du champ électrostatique E(P) F=gq E(P), on obtient :

- 1 o= ( . > s p P

E= 2 q—;u, ou £ est le champ électrostatique créé par la charge g, a 'endroit ou se trouve
TE

or

la charge g,.

Page 121



D’une maniere générale, le champ électrostatique créé par une charge ponctuelle ¢ en un
point P de I’espace a la distance r de g est :

= 1 gq -
E o\ = —u
P

(P) dreg, 2

e Propriétés :

E, p) : champ €lectrostatique créé par une charge ponctuelle g a la
distance r de ¢ (V.m™)

q : charge électrique (C)

g, : permittivité électrique du vide (F.m™)

r: distance entre g et P (m)

u : vecteur unitaire porté par la ligne d’action de la force électrostatique

— Le champ électrostatique créé par une charge ponctuelle g en un point P de ’espace, a la
distance r de la charge, est inversement proportionnel au carré de la distance entre g et P.

— Il est porté par la droite passant par q et P, on dit alors que le champ électrostatique est radial.

— Le champ électrostatique est non défini au point ou se trouve la charge ponctuelle g, car
lorsque r — 0, alors £\ —>co.

—0

b) Champ électrostatique creé par une distribution de charges ponctuelles
Si on dispose en n points M; de ’espace une charge ponctuelle g;, celles-ci vont créer en un
point P, distant de r; de chaque point M,, un champ électrostatique résultant tel que :

E(P) = ZEZ .
i=1

Le champ électrostatique total est la'somme vectorielle-des champs EI. créés en P par les
différentes charges g; : c’est le principe de superposition. Ainsi :

5 1 LY 4 \4
)= Ty &3
0i=17;

¢) Champ électrostatique créé par une distribution continue de charges
A I’échelle macroscopique, les particules chargées sont trés nombreuses et forment une sorte de
« continuum de gaz électrique », ce qui permet d’introduire la notion de densité de charges.
e Distribution linéique de charges (méthode)
Dans le cas d’une distribution linéique de charges, les charges ponctuelles sont réparties sur
une courbe (€) (sur le schéma les charges sont choisies positives de facon arbitraire).

La répartition linéique des charges est caractérisée en chaque point
de (€), par la densité linéique de charge, notée A, telle que :

A=

d/
de longueur d/. En un point P de ’espace, situé a la distance r de la
courbe (€), ’élément de longueur d/ portant la charge élémentaire

,ou dg est la charge élémentaire contenue sur I'élément

dE . . s
") dg crée un champ électrostatique élémentaire, noté dE(P), tel

! d—ﬁ - ﬂﬁ (l'orientation du vecteur
dre, 2 dre, 2
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Fiche 44 « Champ électrostatique

Le champ électrostatique total est alors obtenu par intégration du champ électrostatique élé-
mentaire précédent, tel que :

:JI@;,

E, p) - champ électrostatique créé par une densité de charge linéique
ala distance r (V.m™)

A : densité linéique de charge (C.m™)

d/ : élément de longueur contenant la charge élémentaire dg (m)
g, : permittivité électrique du vide (F.m™)

r: distance entre d/ et le point P (point ol le champ est mesuré) (m)

u : vecteur unitaire porté par la ligne d’action de la force élec-
trostatique

En pratique il faudra projeter chaque vecteur d£ suivant la direction du champ résul-

tant avant d’intégrer.

« Distribution surfacique de charges et distribution volumique de charges (résultats)

Distribution surfacique de charges Distribution volumique de charges
Densité surfacique de charge : Densité volumique de charge :
dg dg
= — p = -
ds d7
Expression du champ électrostatique : Expression du champ électrostatique :
J'J O'dS 2 J‘J'J' 1 de -
AT E g2 dre, 2

3. EN PRATIQUE...

On se propose de calculer le champ électrostatique créé en un point P situé a une distance R
d’un fil rectiligne infini, placé dans le vide, portant une densité linéique de charge uniforme

telle que : 1> 0.
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On choisit un point M quelconque sur le fil

, 3 auquel correspond un élément de longueur d/.
1

infini Cet élément de longueur « porte » une charge
élémentaire dg, telle que : dg=Adl. La
charge dg crée alors en P, a la distance r de d/,
dE un champ électrostatique élémentaire tel que :

o! R P ;

al _-- = y 4B = 1 dg. 1 Adl. 1
! : " ame 2 " ame, 20 W
_-F - TEy p dme, »
dlt 1‘dM/V” ! La distance R étant fixée, la valeur du champ
& électrostatique dépend uniquement du para-
X

metre angulaire o défini par a=(a’,ﬁ).

Il faut donc exprimer toutes les variables du probleme, c’est-a-dire r et d/, en fonction de ¢.

. . R N
— Exprimons r en fonctionde o.: on a: coso=—, d’ou : r=
r cos o

— Exprimons d/ en fonction de o :
On commence par écrire ’expression de / en fonction de o, d’out : /=R tan o..
Pour obtenir I'expression de d/ en fonction de o, on écrit la différentielle de / par rapport a o

que I’on assimile au-déplacement élémentaire d/, soit : /= i do=d/.
cos ol
D’apres (1) le champ élémentaire dE(P) s’€crit alors :
= D (N D
dEp= —douu. 2
(P) "4z g, R ! 2)

Avant d’obtenir par intégration ’expression du champ résultant en P, il est nécessaire de pro-
jeter au préalable la relation (2) qui est une relation vectorielle sur les axes Px et Py afin
d’obtenir deux relations scalaires que I’on pourra intégrer. On remarque que pour des raisons
de symétrie, la composante du champ électrostatique total sur I’axe Px est nulle.

Projetons le champ élémentaire sur I'axe Py : = dE(P)= %cosa da

4 €

Intégration du champ élémentaire dE( p) Sur tout le fil (c’est-a-dire pour _% <a< +§) :

/4 /a
+= +—
(P)=Li 2 coso, dov= &[sina] 2
4mey RI_T dre, _r
2
__ LA
(P) 2rey R
Le champ total créé par un fil infini en un point P de I’espace a la distance R du fil infini est
- 1 A -
donc: Ep\= — J.
(P) 2re, R /
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1.

a)

b)

4}

8 Potentiel électrostatique

EN QUELQUES MOTS...
De la méme maniere qu'’il est possible d’affecter a chaque point de ’espace une grandeur vec-
torielle qui est le champ électrostatique, il est également possible de lui affecter une grandeur
scalaire que I’on appelle potentiel électrostatique (ou plus simplement potentiel), noté V
(unité le Volt, noté V).

CE QU’IL FAUT RETENIR...

Potentiel électrostatique créé par une charge ponctuelle

L’expression du potentiel électrostatique créé par une charge ponctuelle g en un point P de
1 + cste.

dre, r

Le potentiel électrostatique est une fonction scalaire définie a une constante pres. La conven-
tion classique pour déterminer cette constante est de prendre le potentiel nul a I'infini (sous
la condition qu’il n’y ait pas de charge a I’infini), d’ou :

I’espace a la distance r de la charge est donnée par : V(P) =

Vip) : potentiel électrostatique créé par une charge ponctuelle g a la dis-

tance'r.de g (V)
1 ¢ ) y
®) = ame A4 charge électrique (C)
0 r: distance entre ¢ et le point P (point ot le potentiel est mesuré) (m)

g : permittivité clectrique du vide (F.m™)

Comme pour le champélectrostatique, le potentiel électrostatique est non défini au point ou

se trouve la charge ponctuelle g, car lorsque r— 0, alors V(r —50) >

Potentiel électrostatique créé par une distribution de charges ponctuelles
Lorsque I’on place en n points M; de I’espace une charge ponctuelle g; fixe, le potentiel élec-
trostatique créé par ces charges en un point quelconque P de I’espace est la somme algébri-

que des potentrgels créés par chacune de ces charges, tel que :

) = 4;8 z %, ou r; est la distance entre le point M; et le point P.

0 j=1"i

Potentiel électrostatique créé par une distribution continue de charges
De facon similaire a ce qui a été fait pour le champ électrostatique dans le cas d’une distribu-
tion continue de charges, on peut déterminer le potentiel créé par cette distribution en un
point P quelconque de ’espace.
La répartition des charges est caractérisée en chaque point de ’élément considéré (courbe (€),
surface (X), volume (7)), par la densité de charge (linéique A, surfacique o, volumique p).
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En un point P de I’espace, situé a la distance r de I’élément considéré, I'expression du potentiel
électrostatique, noté V( p)» st donné par :

Distribution linéique de charges | Distribution surfacique de charges | Distribution volumique de charges
Densité linéique de charge : | Densité surfacique de charge : | Densité volumique de charge :
d d d
dl ds dr
Expression du potentiel Expression du potentiel Expression du potentiel
électrostatique : électrostatique : électrostatique :
1 Ad 1 odS
Viy=| —— Vigyv=|| ——
(P) J. dre, r (P) .”4 H.[ Are. r
(36) 0 ( ) T 80 r 0

d) Relation entre potentiel et champ électrostatique
Considérons le champ électrostatique £, p) créé par une charge ponctuelle g, placée en un
point O, en un point P quelconque de I’éspace a la distance r de O. La charge g est placée
dans le vide et choisie arbitrairement positive. L’expression du champ électrostatique est

)

dre, 2

donnée par : E(P) =
Considérons a présentle-déplacement élémentaire du point P suivant la direction d/ et calcu-

Wl
dre e

lons le produit scalaire E( P).di, on obtient: E(P).d7=

Le vecteur champ ¢lectrostatique étant porté par
le vecteur unitaire u, seule la composante de d/

dif, E suivant la direction du vecteur unitaire # inter-
: s ® 7 . .
- vient dans le calcul du produit scalaire. On note
.-~ P dr dr la composante de d/ suivant u, on a alors :
e 1 g -, -
; Al=——L g dri
\ P
0 O/ﬁ' ( )7 amey 2
q>0 LB A= g 1)
(P)™ " aze, ,2

Calculons a présent I'expression du potentiel électrostatique créé par la charge g au point P :

1 ¢
V = -
(P) ™ 4z &
En écrivant la différentielle de V(P) par rapportarona: V(P): S (l)
| 4re, r
- 4
= Vp)= dre, 2 - @

En identifiant les relations (1) et (2) on obtient : V( P~ E( P)- dl.
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e)

f)

Cette relation est fondamentale car elle relie le potentiel électrostatique au champ électrosta-
tique. Elle permet de déterminer le champ électrostatique connaissant I’expression du poten-
tiel ou le potentiel électrostatique connaissant I’expression du champ électrostatique :

V : potentiel électrostatique (V)

JV=—EFE. dI Eﬁ: champ électrostatique (V.m™)

d/ : déplacement élémentaire (m)

Notion de circulation

Par définition la circulation élémentaire du champ électrostatique, E, le long d’une courbe
(€), d’extrémités A et B, s’écrit : dC, =Edl, ot d] est le vecteur déplacement élémentaire
de E le long de ().

En utilisant le fait que : 4V=—Edl alors la circulation élémentaire du champ électro-
statique, £, le long de la courbe (C) s’écrit : dC 'AB =Edl =-aV.

La circulation totale de E le long de (6) entre A et B est donnée par : J E.dl = V( A)” V( B)

La circulation de E le long de la courbe (€) est donc

E B
/ . égale a la différence de potentiel entre le point A et
o ,’(Cg) le point B.
I 7 dl La circulation de £ le long de (€) est indépendante
’ du chemin suivi pour passer de A a B, mais dépend
Ay uniquement de l’état initial (A) et de 1’état final (B).

Le champ électrostatique £ dérive donc d’un potentiel scalaire V, ce qui implique :

E.: champ électrostatique (V.m™1)
- grad v || V :potentiel électrostatique (V)

grad : opérateur gradient (il transforme un champ scalaire en un champ vectoriel)
Pour calculer le champ électrostatique a partir du potentiel électrostatique ou vice versa, on
peut alors utiliser indifféremment expression de la circulation de E : «V=— E. dl ou le fait

que le champ électrostatique dérive d’un potentiel scalaire : E=— grad V, car les deux relations

sont strictement équivalentes : | /)'=— E. d/ < E =— grad V|-

Comme le champ électrostatique £ dérive d’un potentiel alors sa circulation le long

d’une courbe fermée est nulle : (ﬁE dl =

Surfaces équipotentielles et lignes de champ

« Surfaces équipotentielles

Les surfaces équipotentielles sont constituées par ’'ensemble des points ayant la méme valeur
de potentiel. Par définition, une surface €quipotentielle est représentée par I'équation:
V(x,y,z)=cste = E. dI =0.

Le champ électrostatique est toujours normal (ou perpendiculaire) aux surfaces
@ équipotentielles.
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e Lignes de champ

surfaces équipQ

N
lignes de champs

Une ligne de champ est une courbe telle que le
champ électrostatique £ soit tangent en tout point
a cette courbe. Les lignes de champ sont orientées
dans le sens du champ électrostatique.

On vient de voir que le champ électrostatique
étant toujours perpendiculaire aux surfaces équi-
potentielles, les lignes de champ sont toujours
perpendiculaires aux surfaces équipotentielles.

@ Le champ électrostatique est toujours orienté dans le sens des potentiels décroissants.

3. EN PRATIQUE

On sait que : E=— gr?i 14

E ne dépend que de r et il est « porté » par u, donc : E=-

c R?

dou:dV=Edr & dV=———7dr

€ 72

Cherchons a calculer le potentiel électrostatique créé
par une sphere (S) de rayon R, a la distance r du centre
de la sphere O, telle que : r > R. La sphere porte une
densité surfacique de charge uniforme, notée o, telle
que : ¢ > 0. On donne I’expression du champ électrosta-
- o R*.
tique. créé par la sphere (S).enr: E= s__ZM (étant
0r
donnée la géométrie du probleme le champ E est

radial). L’expression de £ est déterminée grace au théo-
reme de Gauss (Fiche 46).

a_V_
or

Lorsque r — o alors V' — 0,d’ou cste =0

2

o R
S V=—.
€ T
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a)

9 Dipodle électrostatique

EN QUELQUES MOTS ...

Un dipdle électrostatique est un systéme composé de deux charges ponctuelles de signe
opposé, —q et +¢q, respectivement placées en deux points N et P distant de a. La distance a est
tres faible par rapport a la distance a laquelle on détermine le potentiel électrostatique et le
champ électrostatique créé par le dipole.

CE QU’IL FAUT RETENIR...

Potentiel créé par un dipéle
Le potentiel électrostatique créé par le dipole électrostatique est calculé en un point M situé a
une distance r du centre du dipole (point O) telle que : 7 > a.

. ‘i R 1 1
Le potentiel créé par le dipole en M est : V(M) = 4—1 - 4—1
wey 1y Ameyr
01 0 "2

1 1 v, =
= Ving :L(___j:L(L).
471'80 non 47:30 "

On appelle H la projection orthogonale de P sur NM.
Les angles (ON,NM) et (OP,PM) sont considérés comme
égaux car » > a, et sont notés 0.

Comme 7> a, on peut écrire : r, —r; =~ NH = a cosf et
~r2 1 el ¢l . iy e dipol
ry 1 =1~ le potentiel électrostatique créé par le dipole en
q acosH
dre, 52

M s’écrit alors : V(M) =

Le vecteur moment dipolaire ou plus simplement moment
dipolaire, noté p (unité le Coulomb metre, noté C.m), est

défini par: p= qﬁﬁ.

La valeur g est toujours positive et le moment dipolaire est orienté de la charge négative vers

la charge positive.

Le potentiel s’écrit :

V(M) : potentiel électrostatique créé par le dipdle en M (V)
~p cosO|| p:norme du moment dipolaire (C.m)

M) ™ 4z g 2 r: distance entre le centre du dipdle et le point M (m)

g, : permittivité électrique du vide (F.mm™)

b) Champ électrostatique créé par un dipole

L’expression du champ électrostatique créé par le dipole en M est obtenue a partir de

I’expression du potentiel en utilisant le fait que : E(M)=— grad V(M). Le probleme du dipdle
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électrostatique ayant une symétrie de révolution autour de NP, le champ électrostatique créé
par le dipdle est contenu dans le plan formé par la base polaire (Er,ﬁe ).

Le potentiel dépendant du parametre angulaire 6, il est judicieux d’utiliser I’expression du
gradient en coordonnées polaires plutdt qu’en coordonnées cartésiennes, soit :

= aV(M) -1 aV(M) =

E(M)_ or " r 90 Yo'
On obtient alors pour I’expression du champ électrostatique créé par le dipdle en M :

E(M) : champ électrostatique (V.m™)

= 2 sO - ino .
Eno=—2 cos i +—2 b u

= p : norme du moment dipolaire (C.m)
(M) dre, 3 e, 3

r: distance entre le centre du dipdle et le point M (m)

7

g, : permittivité électrique du vide (F.m™)
3. EN PRATIQUE...

Caractérisons I’action d’un champ électrostatique sur
un dipole. Placons ce dipole, constitué de deux char-
ges —¢q et +q, dans un champ électrostatique uniforme,
noté E. Sous I’action du champ extérieur E, le dipole
est soumis a une action mécanique. Cette action est
caractérisée par une force résultante, notée Fetle

y moment de la force résultante au point O (centre du
dipéle), noté b F /(0).

Exprimons la résultante des forces agissant sur le dipdle :

F= ﬁN + I:“P =—qE i+ qE i= 6, la résultante des forces est nulle.
Exprimons le moment de la force résultante agissant sur le dipdle :
%ﬁ/(o) =6—1:;/\13P +6ﬁ/\ﬁN

@%ﬁ/(@)=6§AﬁP+IG6AﬁP,car O—N:—N—O et ﬁp=—FN

@%ﬁ/(o) Z(N—O—k&)/\ﬁp ZI@/\IE'P
@%ﬁ/(o) :ﬁ/\qﬁzqﬁ/\ﬁ:ﬁ/\ﬁ.
Le dipdle est en équilibre lorsque : %ﬁ/(o) =0, c'est-a-dire : | PlIE|sin6=0.
Il existe alors deux positions qui vérifient la condition d’équilibre :
—si 8=0, alors p et E sont dans le méme sens (équilibre stable) ;
- si 8=, alors p et E sont en sens contraire (équilibre instable).

Le moment de la force résultante au point O tend donc a aligner le dipdle dans le sens du
champ E. Autrement dit, il fait tourner le dipdle autour de O de facon ce que p et E soient

colinéaires.
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10 Théoreme de Gauss

1. EN QUELQUES MOTS...

Le théoreme de Gauss est un outil puissant qui permet de calculer facilement le champ élec-
trostatique créé par une distribution de charges. En pratique, le théoréme de Gauss s’appli-
que essentiellement lorsque les charges sont réparties régulierement sur un plan, ou dans
I’espace avec une symétrie sphérique autour d’un point fixe, ou une symétrie cylindrique
autour d’un axe de révolution.

2. CE QU’IL FAUT RETENIR...
a) Orientation d'une surface

T 7 Considérons une surface ouverte X, s’appuyant sur un contour

S)

fermé T, orienté. Soit T le vecteur unitaire tangent au contour

T, en un point P. Soit T * le vecteur unitaire orthogonal a T,
situé dans le plan tangent en P a X. Par convention, le sens de la

—%

normale positive, 7, en P a X est donné par : 1 = TAT.

Une surface est dite ouverte lorsqu’elle’s’appuie‘sur un contour fermé. Une surface fermée
est formée de 2 surfaces ouvertes s’appuyant sur le méme contour fermé.

Dans le cas d’une surface fermée, par convention, la normale positive est toujours dirigée de
I'intérieur de la surface™¥ers I'extérieur de la surface.

Si la surface est ouverte, il est possible de passer d’une face a I’autre sans traverser la
surface. En revanche, si la surface est fermée, elle sépare I’espace en deux zones corres-
pondant aux deux faces, intérieur et extérieur, et il faut traverser la surface pour passer
d’une zone a I'autre.

b) Flux du champ électrostatique

Le flux électrostatique €lémentaire, noté d¢, du vecteur champ électrostatique E, A travers
un élément de surface dS (dS =ndS ) , est le scalaire, tel que :

d9 = E.dS, ou dg = || JaS]|cos( E.d).
Le flux du vecteur champ électrostatique E, a travers une surface finie S est alors :

¢ : flux du champ électrostatique (V.m)

¢= ” — E : champ électrostatique (V.m™)
$

dS : surface élémentaire & travers laquelle on calcule le flux de E (m?)
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¢) Théoréme de Gauss
Le théoréme de Gauss permet d’écrire que le flux du champ électrique a travers une surface §
fermée, appelée surface de Gauss, est égal a la somme des charges intérieures au volume déli-
mité par § divisée par g;, d’ol :
¢ : flux du champ électrostatique (V.m)
: E : champ électrostatique (V.m™)
nt P P .
6= # E.dS = 0 dS : vecteur surface élémentaire
S

€ oM. charge totale contenue dans le volume délimité par la
surface de Gauss S considérée (C)
g, : permittivité électrique du vide (F.m™)

3. EN PRATIQUE...

Reprenons I'exemple précédent d’un fil rectili-

(B 50 fil ($)  gne de longueur [ portant une densité linéique
45 lr o ds, de charge uniforme telle que : A >0. On cher-
: \ (S che a déterminer le champ électrostatique créé

par le fil a la distance r. Pour des raisons de
symétrie on choisit comme surface de Gauss la

surface du cylindre surface latérale -
perpendiculaire au du cylindre surface S d’un cylindre de rayon r et de lon-
fil gueur /.

Le flux total du champ €lectrostatique créé par le fil a travers.S est la somme de trois contri-
butions : ¢, le flux a travers la surface latérale Sy, ¢, et ¢, les flux a travers les deux surfaces S,
et S;. On obtient alors :

b= g0, + 6y = g[;_ﬁ E.dS, +§[:_f> E.dS, +gfj5 E.dS,.
l 2 3
Le champ électrostatique étant radial (orienté suivant le rayon du cylindre), le flux de E a
travers les surfaces S, et 3 est nul : ¢, =0 et ¢; =0, car £ L dS, et £ L dS; (ou dS et dS
sont les vecteurs surfaces élémentaires sur les faces S, et S5).
Le vecteur surface élémentaire djl sur la surface S, orientée vers ’extérieur de la surface,
est un vecteur radial, donc : £ || dSl, d’ou le flux ¢, sur la paroi latérale :

o=0¢,= Cﬁ.)E.dS“l = _UE xdsS§; = E‘UdS1 car E uniforme sur S, d’ou :
Sl Sl Sl

¢=¢, =ES =E2nrl.

La charge intérieure au volume du cylindre est : Qint = Jldl = /'Lj di=A1.

A
Dr’apres le théoreme de Gausson a alors: E2nrl=—1.
€
0
La norme du champ électrostatique pour un fil rectiligne de longueur / portant une densité

linéique de charge uniforme est donc: E =

27r£0 r
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11 Conducteurs en équilibre

1. EN QUELQUES MOTS ...

a)

b)

Q

d)

Un conducteur est un corps qui contient des porteurs de charges susceptibles de se déplacer
sous |’action d’un champ électrique. Un conducteur est dit en équilibre électrostatique lorsque
le mouvement d’ensemble des porteurs de charges est nul (les charges libres sont immobiles).

CE QU’IL FAUT RETENIR...

Champ électrostatique a I'intérieur d'un conducteur en équilibre
Les charges a I'intérieur d’un conducteur en équilibre sont immobiles, elles ne sont soumises a
aucune force, d’ou: F = g£, = 0. On en déduit donc que le champ €lectrostatique a I'intérieur

d’un conducteur en équilibre, noté E‘im, estnul:|£_ =0

Potentiel a I'intérieur d'un conducteur en équilibre
Le champ électrostatique étant nul a I'intérieur d’un conducteur en équilibre, ceci implique que
le potentiel électrostatique est constant en tout point a I'intérieur d’un conducteur en équilibre :

V. =cste|
it

A cause de’la propriété de-continuité- de;la fonction petentiel, le potentiel électro-
& statique est également constant.surla surface du conducteur en équilibre.

Densité volumique ‘de charge a I'intérieur d'un conducteur en équilibre
D’apres le théoreme de-Gauss pour une densité volumique de charge, notée p, le flux du
champ électrostatique a I'intérieur d’une surface de Gauss notée S, délimitant le volume

. L. dv
du conducteur en équilibre s’écrit : CJ.:JSEW ds = ” P Le champ électrostati-

o )"
que étant nul a I'intérieur du conducteur (Eint =0), le flux électrostatique est alors nul &
I'intérieur de celui-ci. La densité volumique de charge est donc nulle a I'intérieur d’un con-

ducteur en équilibre :

Pint = 0
Par conséquent, la charge est uniquement répartie a la surface du conducteur en équilibre,
avec une densité surfacique de charge o.

Théoreme de Coulomb

Drapres le théoreme de Coulomb en un point M, au voisinage extérieur d’un conducteur
chargé en équilibre ( =0; Vg =cstes pyy = 0) , le champ est normal a la surface du con-
ducteur et a pour expressmn

n :normale 2 la surface du conducteur, orientée vers ’extérieur
o : densité surfacique de charges au voisinage de M
g, : permittivité électrique du vide (F.m™)

- o
E=2
€
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e)

Le théoreme de Coulomb montre que le champ électrostatique £ est discontinu 2 la traversée
d’un conducteur en équilibre, puisque, nul a I'intérieur, il a une valeur finie juste a ’extérieur.
Par convention le champ électrostatique sur la surface d’un conducteur en équilibre est égal
a la moyenne arithmétique entre la valeur du champ a I'intérieur du conducteur et sa valeur

. o .- O -

au voisinage immédiat, d’ou: E = CY n
€
0

Phénomeénes d'influence
o Influence partielle

Considérons un conducteur (A) chargé positi-
vement et un conducteur (B) électriquement
neutre. Si les deux conducteurs sont suffisam-
ment loin 'un de lautre il n’y aura aucune
influence entre eux.

e+

En revanche, lorsque ’on rapproche (A) et (B), on constate qu’il y a apparition a la surface
de (B) de charges négatives sur la partie faisant face a (A) et de charges positives sur 'autre
partie, la charge totale de (B) restant neutre. On dit alors que (A) et (B) sont en position
d’influence partielle.

e Influence totale

Deux conducteurs sont en position d’influence totale lorsque I'un
des deux entoure complétement I'autre. Les charges globales por-
tées par les deux surfaces en regard sont alors égales et opposées.
Tlva apparaitre, si (A) est chargée +Q, une charge —Q sur la face
interne de (B).

EN PRATIQUE...

Cherchons a déterminer la pression électrostatique (force par unité de surface de nature élec-
trique), notée P, & la surface d’un conducteur en équilibre électrostatique.

Prenons un élément de surface dS a la surface d’un conducteur en équilibre électrostatique et
supposons que la densité surfacique de charge o est constante sur toute la surface. Il existe

. . = = O
un champ électrostatique £ sur la surface du conducteur tel que : £ = 2
€

(14 . s 0, . (14
La charge élémentaire dg contenue sur dS est alors soumise a une force électrostatique élé-

mentaire, notée dF ,tel que : dF = dg E.
On définit alors la pression électrostatique, notée P (unité le Pascal, noté Pa), comme le
rapport |dF | sur dS, d’ou :

a7] _ o

P:—:—
ds 280
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1.

a)

b)

12 Condensateurs

EN QUELQUES MOTS...

Un condensateur est un ensemble de 2 conducteurs (A) et (B) en position d’influence totale,
donc: Q. =-0,.,0u O, et O,  sontrespectivement les charges sur la partie externe de (A)
et sur la partie interne de (B). Les parties (A) et (B) sont appelées les armatures du condensateur.
On appelle Q la charge du condensateur, il s’agit de la valeur absolue commune des charges
des deux armatures : O =(0,| =10,

CE QU’IL FAUT RETENIR...

Capacité d'un condensateur
La capacité d’un condensateur (unité le Farad, noté F) est une grandeur positive. C’est une
caractéristique intrinseque‘du condensateur qui dépend uniquement de sa géométrie. Elle est
définie par :

C : capacité du condensateur (F)
0 Q : charge du condensateur (C)
V, =V, : différence de potentiel aux bornes du condensateur, également
notée U. Par convention ¥} =V, >0, donc V] est le potentiel de I'arma-
ture chargée +Q et V,, celui de 'armature chargée Q.

Association de condensateurs
De la méme fagon que pour les résistances, il est possible d’associer des condensateurs en
série, ou en parallele (dérivation) afin de calculer la capacité équivalente, notée C,,.

En série :

C, : iéme capacité (F)

| ‘ 1 Z 1 C,, : Capacité équivalente (F)
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En parallele :

-0 |C -0 |G -0 |C, c L c C,, : Capacité équivalente (F)
- |Te z 1] C;: iéme capacité (F)
+0 +0 +0

La neutralité électrique impose que la charge est
---- la méme pour tous les condensateurs.

3. EN PRATIQUE

Cherchons a déterminer la capacité C d’un condensateur plan de surface S. La distance entre
les deux armatures est notée d et le vide est établi entre elles. Le potentiel de I’armature char-
gée +Q est V, et celui de 'armature chargée —Q est V. Il existe entre les deux armatures un
champ électrostatique, E, dirigé dans le sens des potentiels décroissants (V; — V). Pour cal-
culer le champ électrostatique on peut utiliser le théoréme de Gauss. On choisit alors une sur-
face de Gauss parallélépipédique liée a la géométrie du probleme, notée S. La surface de
Gauss est composée de six faces, notées : S, S5, S5, S, S5 et S.

Le théoreme de Gauss s’écrit : ¢ = Cﬁ) E.dS = 2, ou Q est la charge intérieure contenue dans S.
s %
Le flux de E a travers les faces S1, 85, 85 et S, est nul car EL dS’l. (avec i e [1,4]). Il est égale-

ment nul a travers S5 car Ssiest al'intérieur du conducteur et Feen=0.

Le flux du champ €lectrostatique a travers Sq s’écrit: ¢ = £ x S, = 2, car E || d§6.
€
0

La norme du champ é€lectrostatique est alors : £ = 9 = o car le flux de E 2 travers A
&S &

est équivalent au flux de £ a travers S.

A partir de la circulation du champ E entre les deux armatures, on détermine la différence de

potentiel ¥, —V, aux bornes du condensateur : «V'=— E. d/
= = V. d
E et dl sont colinéaires entre les 2 armatures, donc : JVZ dV=— Io E dl
1
v d
[rav=-] Edl =y -r,-2L. (1)
14 0 €S

Or, on sait que la capacité d’un condensa-
teur, quelle que soit sa géométrie, est de

laforme:C= 0 .
n-"
Par conséquent d’apres (1), on obtient :
_gS
T d

La capacit¢ d’un condensateur plan
dépend uniquement de la surface des
armatures et de la distance entre elles.
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a)

b

~

Q

13 Energie électrostatique

EN QUELQUES MOTS...

L’expression de I'énergie potentielle électrostatique, ou plus simplement I’énergie électro-
statique est calculée pour tous les cas envisagés précédemment : charge ponctuelle, conduc-
teur en équilibre électrostatique, condensateur, dipdle.

CE QU'IL FAUT RETENIR...

Energie électrostatique d’une charge ponctuelle placée dans un champ électrostatique
uniforme

Considérons une charge g, situ€e en un point P de I’espace ot regne un champ é€lectrostatique
E dérivant d’un potentiel V. On appelle énergie potentielle électrostatique, ou énergie €lec-
trostatique, notée €., de la charge ¢ le travail a fournir pour amener cette charge de l'infini
(ol le potentiel est nul) a la position P (ol le potentiel est V(P)), telle que :

‘€ : énergie potentielle électrostatique (J)
Ep = qaV(p) q : charge électrique (C)

V( p) : potentiel au point P V)

(L’énergie électrostatique est définie a une constante additive pres).

Energie électrostatique d’interaction de deux charges ponctuelles
Appliquons le résultat précédent a la situation ou le potentiel au point P, oli se trouve une

charge ¢, est créé par uneccharge ponctuelle g, située a la distance r de g,. La charge g, est

1 o , . .
q—z. L’énergie €lectrostatique d’interaction

alors soumise au potentiel V,, tel que : V, =

est alors : ame, r
€ : énergie potentielle électrostatique (J)
q, et g, : charges électriques (C)
€ _ 1 99 , . by N
r=qV, = V5 : potentiel créé par la charge g, au point ol se
dre, r
trouve ¢, (V)

r : distance entre g, et ¢; (m)

Energie électrostatique d’interaction de n charges ponctuelles
L’énergie électrostatique d’interaction d’un systeme formé de n charges ponctuelles, s’écrit :

1 1 4,9;
== —L
"7 z 2 drwe, r;
i j#i )
La sommation se fait sur tous les couples (i, j) avec i #j. Le facteur 1 corrige le fait que
I'interaction de chaque couple de charges est comptée deux fois. 2
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d)

e)

Energie électrostatique d’une distribution continue de charges
Pour une distribution continue de charges, la généralisation de la formule précédente (cas de
n charges ponctuelles) permet d’écrire :

. %, @ énergie potentielle électrostatique (J)
Cp == I dg V( P) dq : charge élémentaire contenu autour du point P
2 V(p) : potentiel au point P

Energie électrostatique d’un condensateur

L’énergie électrostatique d’un condensateur est définie par :

‘€ : énergie potentielle électrostatique (J)

Q : charge du condensateur (C)

V' différence de potentielle aux bornes du condensateur (V)
C: capacité du condensateur (F)

2
10 1, 1
C=-Z_ =_CVi=_gV
T C 2 29

EN PRATIQUE
On propose d’établir 'expression de I’énergie électrostatique d’un dipole NP placé dans un

champ électrostatique externe uniforme E . On s’intéresse a I’énergie électrostatique entre le

dipdle et le champ E etnon a I’énergie d’interaction du dip6le lui-méme (interaction entre la
charge +¢ et la charge —g du dip6le lui-méme). On consideére donc le dipéle comme un sys-
teme de deux charges, +q et —q , qui n’interagissent pas entres elles, placées respectivement

en P et N. On note V(P) et V(N) les-potentiels en P et en N..L’énergie ¢lectrostatique du dipdle

s'écrit : € = qVp)= Vo =d(Vp) ~ Vi) ) (1)
En écrivant la circulation du champ électrostatique E entre N et P, on obtient : /¥ = —E.dI

L/V(f” 4V = —Lz E.dl

)
P - -rP -
Viey=Viny == E-dl ==E [ di
Viey Vi) = —ENP 2)

En combinant (1) et (2), on obtient : €, = —qE NP=-E .qﬁ .

La quantité gNP correspond au moment dipolaire du
dipole NP, également noté p. L’énergie potentielle
électrostatique d’un dipdle placé dans un champ E
externe uniforme est donc égale au produit scalaire
entre le champ externe et le moment dipolaire du
dipdle, d’ott :

€y : énergie potentielle électrostatique (J)
p : moment dipolaire (C.m)
E : champ électrostatique (V.m™)
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14 Champ magnétique

1. 1. EN QUELQUES MOTS...
Un fil parcouru par un courant électrique ou encore un aimant crée en son voisinage un
champ magnétique. Présentons les principales propriétés du champ magnétique. En régime
permanent, le champ magnétique sera appelé champ magnétostatique.

2. CE QU’IL FAUT RETENIR...

a) Sources de champ magnétique
e On peut distinguer deux sources de champ magnétique :

— les aimants : certains matériaux, comme le fer, le nickel ou le cobalt, sont capables
d’engendrer en leur voisinage un champ magnétique ; ils constituent des aimants perma-
nents et sont dits ferromagnétiques.

Un aimant possede toujours deux pdles, un pole nord et un pdle sud, méme si I’aimant est
brisé en deux : il n’est pas possible d’isoler les deux poles. Par opposition, une substance
électrisée présente soit une charge positive, soit une charge négative.

— les courants électriques, c’est-a-dire des charges en mouvement d’ensemble : un conduc-
teur parcouru par un courant électrique crée un champ magnétique en son voisinage.

e Unité du champ magnétique : le Tesla (T).

e Ordres de grandeur :
— Champ créé par un aimant: 0,1 a1 T
— Champ magnétique terrestre : 5.10° T

b) Lignes de champ B

e Les courbes tangentes au champ magnétique B sont appelées lignes de champ. Elles sont
orientées_dans le sens du champ magnétique. Ainsi, I’équation d’une ligne de champ
s’écrit: d/ A B=0 ou d/ est un déplacement élémentaire le long de la ligne de champ. La
ligne de champ issue d’un point initial est obtenue par intégration de cette équation.

» Citons des exemples de lignes de champ :

. . Lignes de champ d'une spire circulaire d'axe
Lignes de champ d’un aimant _
Oz, dans un plan contenant cet axe.

z

e Un ensemble de lignes de champ s’appuyant sur une courbe fermfp;gﬁguqfégchamp.



Q

Propriétés de symétrie du champ magnétique
Pour déterminer la direction du champ magnétique créé par une distribution de courant, il est sou-
vent utile d’étudier les propriétés de symétrie de cette distribution. Cela permet également de
déterminer les variables d’espace dont le champ magnétique dépend et simplifie alors son calcul.
e Plans de symétrie : Soit une distribution de courant présentant un plan de symétrie I1.

- Si M et M’ sont deux points symétriques par rapport au plan IT, alors le champ magnéti-

que au point M’ est 'opposé du symétrique du champ magnétique au point M.

Considérons par exemple deux fils rectilignes infinis paralleles parcourus par un courant / de
meéme sens.

Le champ B peut se mettre sous forme de la

BM' '
B,(M) ( - Z B omme drune composante parallele B et d’une
M : composante perpendiculaire B, au plan de

Q:' ----- ;_. B (M) M szlmétrie.
B(M) B (M) B(M') étant l'opposé du symétrique de

@ @ B(M) par rapport au plan IT, on a :

1 [ B (M)=B (M) et B(M)=—B,(M)

IT

- Si M appartient au.plan IT de symétrie, alors le champ magnétique B( M) est perpendicu-
laire au plan de symétrie. En effet M = M = E”(M) = —E”(M) = E”(M) =0.

e Plans d’antisymétrie : Soit une distribution de courant présentant un plan d’antisymétrie IT".
— Si M et M’ sont deux points symétriques par rapport au plan IT’, alors le champ magnéti-
que au point M” estle symétrique du champ magnétique au point M.
Prenons 'exemple de deux fils rectilignes infinis paralleles parcourus par un courant I. Le
sens du courant est opposé dans les deux fils.

E’(M') étant le symétrique de B(M) par
B (M !
L) M M, B, QM) rapport au planIT, on a :
By BOW | mow)TTT By B (M)=-B, (M)et B(M)=B (M)
© %Y
1 1
H’

— Si M appartient au plan IT’, alors le champ magnétique E(M) est contenu dans le plan
d’antisymétrie IT". En effet M'=M = E(M) = —BT_(M) = E(M) =0.

e Invariance par translation : Si la distribution de courant est invariante par translation le
long d’un axe Oz alors le champ magnétique est indépendant de la coordonnée d’espace z.

e Invariance par rotation : Si la distribution de courant est invariante par rotation autour d’un
axe Oz alors le champ magnétique est indépendant de ’angle radial 6.

Il faut noter que le champ magnétique B nma pas les mémes propriétés de symétrie que le

champ électrostatique E.
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15 Loi de Biot et Savart

1. EN QUELQUES MOTS...
De la méme maniere que la loi de Coulomb permet de calculer le champ électrostatique créé
en un point de I’espace par une distribution de charges, la loi de Biot et Savart permet de
déterminer le champ magnétostatique créé en un point de ’espace par une distribution de
courant.

2. CE QU’IL FAUT RETENIR...

e Considérons un élément de conducteur filiforme de longueur d/, centré au point M, et par-
couru par un courant /. La loi de Biot et Savart permet de déterminer le champ magnétos-

tatique élémentaire dB créé en un point P par I'élément de courant /d!/.

I : intensité du courant électrique (Ampere, A)

— Uy = MP dl : élément de longueur de conducteur orienté 3
dB==271dl A o o
Arr i 3 dans le sens du courant électrique (m) M- p
H H U, : perméabilité du vide : p, = 4710”7 H.m™!

(H.: Henry)

o Caracterlanues de : dB
— Direction : dB est orthogonal au plan formé par la portion de conducteur et le vecteur MP.
— Sens : il est détesming par la régle des trois doigts de la main droite :
Pouce : sens du courant électrique ; Index : sens de MP ; ; Majeur : sens de dB.
e Pour un circuit filiforme (€) parcouru par un courant /, le champ magnétostatique créé en

un point P s’obtient par sommation vectorielle des champs élémentaires créés par I’ensem-
ble des éléments de courant du circuit :

MP

B(P)="L [ 1dl A—=
4” <J> |22

3. EN PRATIQUE...

Déterminons le champ magnétostatique B créé par un M

~ N

solénoide infini de rayon R, d’axe Oz, comportant n spires N .

par unité de longueur, et parcouru par un courant /, en un - e Q/ﬁ— -a
point P de son axe. lL= &
— Commencons par calculer le champ créé par une spiredu

solénoide, de centre O, en un point P de son axe.
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Le champ élémentaire dB créé au point P par un élément de longueur d/ de la spire, centré

au point M est orthogonal a dl eta MP.

Notons 7 la distance ||ﬁ|| et o l’angle (Eéﬁ) . Lorsque le point M décrit la spire, dB décrit

. T = =~
un cone de sommet M et de demi-angle Pl o. Le champ B résultant est donc selon k.

Exprimons la norme ||dB|| du champ élémentaire dB puis sa composante selon Iaxe Oz :

e .
Wyl di MP sin(dl,MP) ol 9S00y ar

"dB" T an NP3 4n 2 4,2
N N
Le champ résultant s’écrit donc : B= M—Olﬂ sino k
4n 2

spire . : :
Or r et o sont constants lorsque le point M décrit la spire,

. R = I si
sinot=— = B:uismoc
r 4n 2

Isi N -
Hot snot ) p k:%smﬁx k

[ ark=
spire
— Déterminons maintenant le champ magnétostatique B créé par le solénoide infini en un
point P de son axe.

Ty

D’apres les résultats obtenus pour une spire, B est selon 1’axe Oz . Exprimons le champ élé-
mentaire dB_ créé par les spires situées entre les cotes z et z + dz, au nombre de dn = ndz,
parcourues par le courant élémentaire d/ = ndz/ :

/
Rdo pou aB. =2 02” STt

z

. . R
Exprimons dz en fonction de do. : tanot=—-— = dz =
& sin” o
Pour décrire le solénoide complet, o doit varier entre O et 7 :

Wonl
2

sinacdo k = MOT[—COSO(]S k

B(P)= |
0
& B(P)=pgnl k
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1.

a)

16 Théoréme d'Ampére

EN QUELQUES MOTS...

Le théoréme d’ Ampere permet le calcul du champ magnétostatique créé par une distribution
de courant lorsque celle-ci présente des symétries élevées. C’est I’équivalent du théoréme de
Gauss en électrostatique (fiche 46).

CE QU’IL FAUT RETENIR...

Vecteur densité de courant électrique /

Le vecteur densité de courant électrique ; est la charge élémentaire traversant une unité
de surface par unité de temps. Ainsi, la charge élémentaire dQ qui traverse la surface élémen-
taire dS pendant dt est donnée par :

dS =ndS : vecteur surface élémentaire avec dS
surface élémentaire (m?), 7 vecteur unitaire -

-— 2 dS, orienté vers Pextéri ) J
dQ = jdS dt normal a dS, o/rl/ente Ve.rs I’extérieur -
dQ : charge élémentaire traversant la surface P is
ou élémentaire dS (Coulomb, C) A

. . \
dI' = jdS | jZvecteur densité-decourantélectrigue (Aum2) '\\ ! e
/! -
di : intensité élémentaire-du courant électrique” “~._-% wdr

traversant la surface élémentaire dS (A)

On en déduit I'intensité du courant [ traversant une surface S: |/ = ” ‘ /dS
S

e Les particules de charge ¢, de vitesse v, traversant la surface dS pendant dt sont celles con-
tenues dans un cylindre de base dS et de génératrice vdf (volume V,,;). Appelons n la den-
sité particulaire. La charge élémentaire dQ traversant la surface élémentaire dS pendant dt
est donc: N

do = ancyl = ngvdtdS

En identifiant avec ’expression : dQ = j.dS d¢, on obtient ’expression du vecteur densité de

courant électrique associé a un mouvement d’ensemble de particules a la vitesse v j=nqv
b) Circulation du champ magnétique
Considérons une courbe fermée quelconque (¥) orientée. La circulation du champ magné-
tique sur cette courbe est définie par :

: champ magnétique (T) d/
: élément de longueur du contour (m) ®)
: circulation du champ magnétique (T.m)

C= c_f; Bdl
@)

0 elwl

',

\_/

Page 143



c¢) Théoreme d’Ampere

Considérons un ensemble de fils parcourus par des courants d’intensité Iy, I, ..., I, et une
courbe fermée orientée quelconque (6) enlagant certains de ces courants. Soit 7z un vecteur
unitaire normal a une surface S s’appuyant sur (€) et orienté selon la régle du tire-bouchon :
un tire-bouchon tournant dans le sens choisi pour (€) traverse la surface S dans le sens de 7.

I 1ace - intensité du courant électrique enlacé par le contour (),
comptée algébriquement.
C= § BAl=Roleppee| | Ainsi, I,y = D e,1, ob:

(©) i

g; = 1si [, traverse la surface S dans le sens de 7
g; = —1 si [; traverse la surface S dans le sens de —n

Sur le schéma ci-contre, on a par exemple :

I

enlacé — 12 +I3 _[4 + ]5

La géométrie du contour (€) est choisie de telle maniere que le champ magnétique soit uni-
forme sur le contour. Il faut donc d’abord examiner les symétries de la distribution et en
déduire la direction.du champ et les variables d’espace dont il dépend.

3. EN PRATIQUE...

e Déterminons le champ magnétostatique créé par un tube conducteur creux infiniment long,
de rayon intérieur R, et de rayon extérieur R,, parcouru par un courant d’intensité I avec

un vecteur densité volumique de courant j uniforme. Déterminons le champ magnétique

B(P) créé en tout point P de I'espace.

Compte tenu de la symétrie cylindrique de la distribution de courant, uti-

Ny

lisons les coordonnées cylindriques (r, 8, z), ’axe Oz étant ’axe du tube.
— 1" étape : Examinons les propriétés de symétrie de la distribution de
courants : R
Les plans contenant I’axe Oz sont des plans de symétrie. Au point P, \\lf/
- 1 yel
B(P) est perpendiculaire au plan contenant P et ’axe Oz : < 2 (%)_
u,
= — Ny 6
B(P)=B,(r,0,z) u —— N
(P) = By(r.6,2) ug e
La distribution de courant est invariante : 1.4~
— par translation le long de I’axe Oz : B(P) ne dépend pas de la coordonnée z. |

— par rotation autour de I'axe Oz : Z§(P) ne dépend pas de la coordonnée 6.
Onadonc: B(P) = By(r) ug. r

k
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Compte tenu de la symétrie cylindrique de la distribution de courant, utilisons les coordonnées

cylindriques (r, 6, z), ’'axe Oz étant I’axe du tube.
— 2¢ étape : Choisissons un contour d’Ampere adapté aux symétries de la distribution de cou-
rants. Le champ magnétostatique ne dépendant que de la coordonnée d’espace r, on choisit
un contour orienté (€) circulaire, de rayon r et d’axe Oz, sur lequel le champ est uniforme.
— 3¢ étape : Exprimons la circulation du champ magnétostatique sur ce contour :

2n
C= § Bal= [ By(r)uyrduy = 2mrBy(r),
(€) 0
— 4¢ étape : Examinons le courant enlacé par le contour d’Ampere. Trois cas doivent étre dis-
tingués :
—Sir<R, I =0 = 2uBy(r)=0 & By(r)=0

- Si Ry <r < R,, il faut calculer le courant traversant la section du conducteur creux com-
prise a I'intérieur du contour d’ Ampere :

= H 7.dS ou S est la section du conducteur. ; étant uniforme et colinéaire a dS, on obtient :
S
. . 2 2
I=jS= j(mRy —TRy) TU’Z—‘IIZRI2 : 1’2—R12

1 enlacé —

= jS, = j(nr? —R?) nRy ~mRY Ry — R}

I

enlacé

ou §; est la section du conducteur a I'intérieur du contour:

. }"2—R12 MOI }”2—R12
On obtient donc * 2By (1) =11 [ ———= & By(r)= ILNVAL
0 “p2 p2 2nr R2 _ R2
27 27
w/
= Sir2 Ry, Lo =1 = 2wBy(r)=p [ & Be(r)zz—;)v.

Le champ magnétostatique est continu enr = R, et r = R,. Son expression en fonction de r est donc:

I=1A;R1=20m;R2=30m

6,0x10°
B=0pourr< R
2 2 —~ 4,0x10° -
B l/Lo[r R — =
B=_—"———"-ug pourR <r<R, —
2nr p2 _ R2 =
2 1 & 2,0x10°4
xR 2
- u I
=0 >
B - ug pourr 2 R, 0.0
0 2 4 6 8 10
7 (cm)

e Déterminons le champ magnétostatique créé en tout point P de I’espace par un solénoide
infini, de section circulaire (rayon R), comportant 7 spires par unité de longueur, et par-

couru par un courant /.
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Compte tenu de la symétrie cylindrique de la distribution de courant, utilisons les coordon-
nées cylindriques (r, 6, z), ’'axe Oz étant ’axe du solénoide.
— [" étape : Examinons les propriétés de symétrie de la distribution de courants :
Les plans normaux a I'axe Oz du solénoide sont des plans de symétrie, donc B(P) est perpen-
diculaire a ces plans : B(P) B_(r,8,z) k.
La distribution de courant est invariante :

— par translation le long de I’axe Oz: E’(P) ne dépend pas de la coordonnée z.

— par rotation autour de I'axe Oz : B(P) ne dépend pas de la coordonnée 6.
Ainsi, B(P) B_(r) k
— 2¢ étape : Ch0151ssons un contour d’Ampere adapté aux symétries de la distribution de cou-
rants. Le champ magnétique ne dépend que de la coordonnée d’espace r et est colinéaire a
I’axe Oz ; choisissons un contour orienté rectangulaire ABCD dont deux des c6tés sont paral-
1¢les au champ, le coté AB étant sur 'axe Oz.

D, G,

— 3¢ étape : Exprimons la circulation du champ magnétique sur ce contour :

C= qSBdl_jB(r_O)k dlk+J.B(r)k dik = |AB| B

T "CD”B (r)= ||AB|| o~ B.(1)
() A

ou B, est le champ magnétostatique sur I’axe Oz du solénoide (r = 0) calculé dans la fiche 52
relative a la loi de Biot et Savart : B, . = [n/. La contribution des cotés BC et DA s’annule
car la distribution de B est la méme sur les deux cotés qui sont parcourus en sens inverse.
— 4¢ étape : Examinons le courant enlacé par le contour d’Ampere. Deux cas se distinguent :
- Si le contour rectangulaire est entierement a lintérieur du solénoide (contour
AB,CDy), alors 1.« =0. Ainsi B_(r)= B, . =W nl pour r <R : le champ est uni-
forme a I'intérieur du solénoide.

- Si le contour rectangulaire traverse le solénoide (contour A,B,C,D,), alors

I 1ace =M0n||A2B2||I ol n||A2B2|| représente le nombre de spires sur la longueur
|A,B,|. Ainsi € =|A,B,| (B, - B.()) =mon|A,B,| 1. Or B, =uonl = B_(r)=0
pour » > R.

' B =,nl k alintérieur du solénoide
Finalement: y_ _
B =0 al’extérieur du solénoide
Le champ magnétostatique présente donc une discontinuité a la traversée de la surface du
solénoide qui peut étre assimilé a une distribution surfacique de courant.
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b)

d}

17 Phénomeénes d’induction

EN QUELQUES MOTS...

Un circuit électrique peut étre le siege d’un courant induit s’il est placé dans un champ
magnétique variable ou s’il se déplace dans son ensemble ou en partie au cours du temps dans
un champ magnétique constant. Ce phénomene est appelé induction électromagnétique.

CE QU'IL FAUT RETENIR...

Flux du champ magnétique

e Considérons une surface S. Le flux du champ magnétique a travers la surface S est la
somme des flux élémentaires a travers tous les éléments de surface dS la constituant.

— B: champ magnétique (T)
= ” B.AS| | 4§ = n dS : vecteur élément de surface (m?) avec 1 vecteur unitaire normal
S a I’élément de surface dS.

@ : flux du champ magnétique (Weber, Wb)

e Propriétés :
Le flux du champ magnétique a travers une surface S fermée est nul : C'ﬁ) BdS =0.

Soit un contour fermé. Le flux du champ-magnétique est-indépendant du choix de la surface
orientée s’appuyant sur ce contour.

Un tube de champ magnétique a le méme flux dans toute section. On dit que le champ
magnétique est a fluxeonservatif. Cela signifie que si la section du tube de champ se rétrécit,
les lignes de champ sont plus concentrées et le champ magnétique est plus intense.

Loi de Faraday
e Toute variation du flux ® du champ magnétique a travers un circuit électrique induit une

force électromotrice (f.é.m.) dans ce circuit. La loi de Faraday relie la f.é.m. induite e(¢) & la
variation du flux :

Y ® : flux du champ magnétique (Wb)
e(ty=——1| | t:temps (s)
211 ¢ . force électromotrice induite (Volts, V)

e Le flux ® du champ magnétique a travers un circuit électrique peut varier si la surface du
circuit varie au cours du temps, si le champ magnétique est variable ou enfin si I’orientation

du circuit par rapport au champ B varie au cours du temps.
e La création d’une f.é.m. induite se traduit par le passage d’un courant induit dans le circuit.

Loi de Lentz

e Le courant induit s’oppose toujours a la cause qui lui a donné naissance.

Cette loi justifie le signe négatif dans la loi de Faraday.

e Détermination du sens du courant induit :

On choisit un sens positif arbitraire sur le circuit. L’application de la regle du tire-bouchon
impose alors le sens du vecteur unitaire 7. On exprime ensuite le flux @ du champ magnétique
a travers le circuit puis la f.¢.m. induite e(f). Le sens du courant 1ndu1t est déduit du %ne de e(f).
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Si e(t) > 0, le courant induit circule dans le sens positif choisi ; si e(f) < 0, le courant induit circule
dans le sens opposé au sens positif choisi.

EN PRATIQUE...
« Etudions le cas d’un circuit mobile dans un champ magnétique uniforme et constant.
Un circuit électrique comprenant une résistance et terminé par une tige conductrice mobile

MN est placé dans un champ magnétique B constant et uniforme, de direction perpendicu-
laire au plan du circuit. Montrons qu’un déplacement de la tige conductrice MN induit un
courant électrique dans le circuit, dont le sens dépend du sens de déplacement de Ia tige.

+ M
Le flux du champ magnétique a travers le circuit varie au cours du
®7’; temps par l'intermédiaire de la variation de la surface S du circuit.
R - Choisissons un sens positif sur le circuit. La régle du tire-bouchon

fixe alors le sens du vecteur unitaire » normal a la surface du circuit.
Le champ magnétique B étant uniforme sur la surface du circuit, le
flux du champ magnétique s’écrit : @ = H BdS = ” B dS=BS
B & N s s

La f.é.m. induite e(¢) se déduit de la loi de Faraday : e(¢) = _de_ -B d—S, B étant constant.

Ainsi si la tige MN est déplacée vers la droite (S augmente) alors e(7) é 0 : le courant induit

circule dans le sens opposé au sens positif choisi.-Si la tige MN est déplacée vers la gauche

(S décroit), alors e(t) > 0 : le courant induit circule dans le sens positif choisi.

« Etudions le cas d’un circuit fixe dans un champ magnétique variable.

Un solénoide infini, d’axe Oz, de rayon R, comportant n spires par unité de longueur, est parcouru

par un courant variable i(7) = i, cos(wt). On rappelle que le champ magnétique produit par un
B(t) =Wyni(t) k alintérieur du solénoide

B(t)=0 al’extérieur du solénoide

Un cadre carré placé dans le plan (O, X, y) entoure le solénoide. Montrons qu’un courant

induit sinusoidal circule dans le cadre.

solénoide infini est uniforme et égal a: {

Le flux du champ magnétique a travers le cadre varie au cours du temps par

I'intermédiaire de la variation du champ magnétique au cours du temps. ﬁ
Choisissons un sens positif sur le cadre. La regle du tire-bouchon fixe alors le

sens du vecteur unitaire #» normal a la surface du cadre. : :
Exprimons le flux du champ magnétique a travers la surface S du cadre :

D= ” BdS or E(t) =0 a I’extérieur du solénoide donc le flux n’est non nul

N
qu’a travers la section S| = nR? du solénoide :

®= ” BdS = ” Bun dS =pgni() S, = Woni(r) TR, B étant uniforme sur 78
S S

sol sol

la section du solénoide.

e(t)= _de_ —;10n1tR2 % = uonnRziOw sin( )

Le cadre est donc parcouru par un courant sinusoidal orienté dans le sens i

positif choisi. Page 1 4 8




1.

a)

18 Equations de Maxwell

EN QUELQUES MOTS...

Les lois locales décrivant les propriétés du champ électromagnétique en tout point de I'espace sont
établies en régime permanent (indépendant du temps). Ces lois, qui constituent les équations de
Maxwell, sont obtenues a partir des équations intégrales comme le théoreme de Gauss ou le théo-
reme d’Ampere. Les équations de Maxwell générales qui permettent de décrire les phénomenes
électromagnétiques dépendant du temps, tels que I'induction, sont ensuite énoncées.

CE QU’IL FAUT RETENIR...

Equations de Maxwell en régime permanent
Présentons, en régime permanent, le passage des équations intégrales aux équations locales :

Forme intégrale

Relations de passage

Forme locale

Théoreme de Gauss
©=§f £ds = gm
S

(fiche 47)

—Théoreme de Green-
Ostrogradski (annexe B) :

fjea = [[Jav o

S Charge Q™ ¢ontenuée A
I'intérieur dela'surface de

Gauss : Qi = “'J'p 49"

o7

Equation de Maxwell-Gauss :

p

€

div E =

E- champ électrostatique (V.m™)
p : densité volumique de charge (C.m™).

Circulation du champ
¢lectrostatique nulle sur
un contour fermé (€) :

Théoreme de Stokes

(annexe B):
§ Fai= [[ri £
(€) s

Equation de Maxwell-Faraday :

E: champ électrostatique (V.m™)

c= ¢ Edi=0
(€)

(fiche 45)
Théoréme d’Ampere :
C= @ Bdl= [enlacé

(€)
(fiche 53)

—Théoreme de Stokes
(annexe B) :
¢ Bdi=[[rot BdS
(€) s
—Courant électrique enlacé
par le contour d’ Ampere (€) :

1 enlacé — _” }dTS’
N

Equation de Maxwell-Ampére :

B =y

B: champ magnétostatique (T)

j : vecteur densité de courant élec-
trique (A.m2)

Flux du champ magné-
tostatique nul a travers
une surface fermée S :

o=§fBds=0
S
(fiche 56)

Théoréeme de Green-Ostro-
gradski (annexe B) :

§pBa5 = [[[anB o
S v

Equation de Maxwell-Flux :

B: champ magnétostatique (T)
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b) Equations de Maxwell en régime dépendant du temps
Les équations de Maxwell-Faraday et de Maxwell-Ampere sont modifiées en régime dépen-

dant du temps ; elles couplent le champ électrique Eetle champ magnétique B. Les quatre
équations de Maxwell s’écrivent alors :

— — = 3B
div E = - SIS
80 .
= = - JdE
div B=0 rotB:u0j+aa—r

3. EN PRATIQUE...

Ny

Déterminons le champ magnétostatique B(P) créé en tout point P de
I’espace par un tube conducteur creux infiniment long, parcouru par un
courant d’intensité I, avec un vecteur densité volumique de courant } R)
uniforme et selon ’axe Oz du tube. On note R, le rayon intérieur du \
tube et R, son rayon extérieur. Montrons que I'équation locale de \'—R/z
Maxwell-Ampere rot B=,j permet de retrouver le résultat obtenu
précédemment par le théoréme d’ Ampere (fiche 53).

Nous avions montré que : B(P) 3 B o (1) g dans labase de goordonnées [ *
cylindriques. L’expression de rot B dans cette basé se réduit done a :

B
L 3r )k (Annexe B).
rooor

rot B =~

Ecrivons I’équation de Maxwell-Ampere pour chacune des régions de I’espace :

. - = Ja(rB C
-Si r<R, j=0 = 1%20 = By(r)=—L ol C; est une constante. Or,
r r

p
By(0)=0 = C, =0.

- = a(rB,
~Si R<r<R,, j=jk = % (5,)

. g C2 N
=Wy © Be(r)=u015+— ou C, est une cons-
r
tante.
. B C3 N
-Sirz2R,, j=0 = By(r)=—=ou C;est une constante.
r

Les constantes sont déterminées avec les conditions de continuité enr = R, et r = R,.
On obtient ainsi I’expression du champ magnétostatique en fonction de r :

B=0pourr<R Or la densité volumique de courant j est reliée a

— R12 — I'intensité / par la relation : 7 = j (TI:R22 S TCRIZ)-

B= " | e POUT Ry<r<R, On retrouve bien I'expression du champ magné-
tostatique obtenue précédemment par le théoreme

— M d’Ampere.

B= (R2 R )uepourr>R

7
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a)

b)

19 Réflexion et réfraction

EN QUELQUES MOTS...

Lorsque la lumiere passe d’un milieu transparent a un autre, sa trajectoire est déviée. De plus,
une partie de la lumiere est réfléchie dans le milieu d’origine. Ces phénomenes appelés res-
pectivement réfraction et réflexion sont décrits par les lois de Snell-Descartes.

CE QU’IL FAUT RETENIR...

Lois de la réflexion et de la réfraction : lois de Snell-Descartes

On appelle dioptre la surface séparant deux milieux transparents d’indices optiques différents.
On note n, I'indice optique du milieu 1 et n, celui du milieu 2.

Un rayon lumineux dans le milieu 1 intercepte le dioptre en un point noté I appelé point
d’incidence. Ce rayon, dit incident, donne lieu a un rayon réfracté dans le milieu 2 et a un
rayon réfléchi dans le milieu 1.

On appelle plan d’incidence le plan contenant le rayon incident au point I et la normale au
dioptre en ce point.

e Dioptre
Rayon incident Milieu 1

Milieu 2

Rayon réfléchi

Rayon réfracté
Les lois de Snell-Descartes régissent la réflexion et la réfraction de la lumiere sur le dioptre :
— Lois de la réflexion :
— Le rayon réfléchi est dans le plan d’incidence.
— Le rayon réfléchi est le symétrique du rayon incident par rapport a la normale au
dioptre ; I’angle de réflexion i” est égal a I’angle d’incidence i.
— Lois de la réfraction :
— Le rayon réfracté est dans le plan d’incidence.
- L’angle d’incidence i et I’angle de réfraction r sont liés par la relation :

Phénomeéne de réflexion totale

Prenons ’exemple d’un dioptre plan séparant deux milieux d’indices optiques n; (milieu 1) et
n, (milieu 2). Considérons un rayon incident sur ce dioptre dans le milieu 1. Deux cas peuvent
se présenter suivant que le milieu 1 est plus réfringent (plus réfracteur) ou moins réfringent
que le milieu 2 :
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n,<n,

n,>n,

Comparaison
entre les angles
d’incidence
et de réfraction

La 2¢ loi de la réfraction,

nysini = n, sinr, implique : i>r.
Ainsi, le rayon réfracté se rapproche
de la normale.

La 2° loi de la réfraction,

ny sini = n, sinr, implique : i<r.
Ainsi, le rayon réfracté s’écarte de la
normale.

Rayon incident Rayon réfléchi

Rayon incident Rayon réfléchi

v
est obtenu pour i = ) :

. T .

I’ll Sin— = }12 Sin rlim
2

n

E Hiy = Arc sm(—)
L)

Milieu 1 Milieu 1
7 ny
Schéma v
ny :
]
oy ]
Milieu 2 Milieu 2 !
1
|
]
, Rayon réfracté
Rayon réfracté I
Lorsque i varie de 0 a T il existe un
~ & 2
Lerayon réfracte existe done quel - Jangle d’incidence limite iy, au-dela
quesoitd’angle d’incidence i compris | 4, quel il ny a plus de rayon réfracté.
entre 0 et g L’angle d’incidence limite #j;,, est
L’angle de réfraction limite ry;, obtenu pour 7 = g .
Angle limite

s .
I’ll S llim = n2 Sll’lz

)
= Arcsin—=|.
|

< | Yim

Ainsi, sii> iy, n’y a pas de rayon
réfracté ; on dit qu’il y a réflexion
totale.

3. EN PRATIQUE...

e Un rayon lumineux se propageant dans I’eau arrive avec un angle d’incidence i = 45° sur un
dioptre eau-air. On donne les indices de réfraction de I’eau n; = 1,33 et de I'air n, = 1,00.
Cherchons s’il existe un rayon réfracté.
Le rayon passe d’un milieu plus réfringent a un milieu moins réfringent ; il peut donc étre

totalement réfléchi si i > i;,ou iy, est 'angle limite de réflexion totale. Calculons iy, :
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Him

.
= Arcsin| —= [=48,8°,
|

. r .. . . . p
air i <i;, = il existe un rayon réfracté.
" Calculons I’'angle de réfraction r:
2
n, n sini = n,sinr & sinr =——sin45°

o r=70,1°
On peut donc tracer le rayon réfracté, en rouge
sur la figure.

« Etudions le stigmatisme du dioptre plan.

Un dioptre plan sépare deux milieux d’indices optiques 7; (milieu 1) et n, (milieu 2) avec n; < n,.
Considérons un point objet A réel dans le milieu 1 et H son projeté orthogonal sur la surface du
dioptre. Tragons I'image A’ de A.

Le rayon AH normal a la surface du dioptre se
réfracte sans déviation. L'image A’ de A se
trouve donc sur la droite (AH).

Tracons un second rayon Al arrivant sur le diop-
tre en [ avec un angle d’incidence i et se réfrac-
tant avec un angle de réfraction r tel que:
n sini = n, sinr-

Les deux rayons émergents étant divergents,
n, I'image A’ est virtuelle et située a I'intersection
des prolongements des rayons émergents.

On note que A et A’ sont du méme coté du
Tz dioptre : si 'objet A est réel, I'image A’ est vir-
! tuelle et inversement.

n,

—» Etudions le stigmatisme rigoureux du dioptre plan :

La propriété de stigmatisme rigoureux est vérifiée si la position de I'image ponctuelle A” est
indépendante de I’angle d’incidence i du rayon Al.

On a les relations géométriques suivantes :

. HI
tani = tani
= HA'=HA —

tanr
tanr = —
HA'

Sachant que n, sini = n, sinr, on peut exprimer HA’ en fonction de HA et :

sini cosr . n, V1-sin® r
< HA'=HA=———

HA'= HA — : ,
sSmmr COSt I’ll COS1
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" 2
1—[1) sinzi [ 2 Ty
<=>HA'=HAn—2 L) & HA'ZHAw,

m CcoS1i n, cos i

Cette expression montre que lorsque ’angle d’incidence i varie, la distance HA’ ne reste pas
constante. Ainsi, la position de I'image de A n’est pas unique : le dioptre plan n’est pas rigou-
reusement stigmatique pour un point objet A quelconque.

Le stigmatisme rigoureux n’est obtenu que pour deux positions particulieres de ’objet ponc-
tuel A : a I'infini et sur la surface du dioptre.

— Etudions les conditions de stigmatisme approché du dioptre plan :

Si I’angle d’incidence i est faible, alors : cosi =1 et ”12 sin? i < n22 .

L’équation précédente devient : HA' = HA %,

n
Ainsi, lorsque I’angle d’incidence i est faible, la distance HA” est indépendante de i : la posi-
tion de A’ devient unique.
Il y a stigmatisme approché pour tout point objet a distance finie qui n’envoie sur la surface
du dioptre qu’un faisceau de rayons peu inclinés par rapport a la normale.
« Etudions I'image par une lame a faces paralléles d’un point objet a I'infini.
Une lame a faces paralleles en verre, d’épaisseur e, d’indice optique n = 1,5, est placée dans
l’air. Déterminons la position de I'image ponctuelle A’ d’un objet ponctuel A a 'infini.

L’objet ponctuel A envoie un faisceau
parallele incliné d’un angle i = 40° par
: rapport a la normale a la lame.
Les rayons sont réfractés sur le premier
dioptre air-verre. On obtient donc dans

air la lame un faisceau parallele incliné d’un

= \, angle r tel que :
% sini =nsinr = r=25,4°
| . . .
eI 'r Les rayons sont incidents sur le dioptre
air ! verre-air avec un angle d’incidence
i r=25,4°. L’angle d’émergence ' des

rayons est donc donné par la relation :
nsinr =sinr'

Ainsi r'=1i=40°,

On obtient ainsi en sortie de la lame un faisceau parallele dont la direction est la méme que
celle du faisceau incident. L’image d’un objet ponctuel a I'infini par une lame a faces paral-
leles est a I'infini, dans la méme direction que I’objet.
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a)

b)

20 La thermodynamique

EN QUELQUES MOTS...

Les principales notions utilisées en thermodynamique (systeme, état d’équilibre thermo-
dynamique, transformation) sont définies. La méthode de résolution d’un probleme de
thermodynamique est décrite.

CE QU’IL FAUT RETENIR...

Systéme thermodynamique

e Le systeme est I'objet de 1’étude. Les systemes thermodynamiques sont des systemes
macroscopiques : ils comportent un grand nombre de particules. Par exemple, le systeme
constitué de 3 g d’eau est un systéme macroscopique, il contient 10*3 molécules d’eau.
Le milieu extérieur est, par définition, le complément du systéme dans « I’Univers ».

e Les échanges avec le milieu extérieur (échange de matiére, échange d’énergie) ont lieu au
niveau de la surface séparant celui-ci du systeme. D’ou les différents systemes :
— Isolé : le systeme n’a aucun échange avec le milieu extérieur.
— Fermé : le systeme échange de 1’énergie, mais pas de maticre avec le milieu extérieur.
— Ouvert : le systeme échange de la matiere et de I’énergie avec le milieu extérieur.
Un systeme est homogene, si ses propriétés sont les mémes en tous ses points.

Etat d’équilibre thermodynamique et variables thermodynamiques
Les propriétés du systeme sont décrites par un petit nombre de variables macroscopiques.
Définissons 1’équilibre.thermodynamique

— Un état stationnaire est un état décrit par des variables indépendantes du temps.

— Un état d’équilibre thermodynamique est un état ot le systeme est dans un état stationnaire
et est homogene. Il est décrit par des variables thermodynamiques qui sont indépendantes
du temps et ont la méme valeur en tout point du systéme, par exemple la pression, la tem-
pérature. L’état d’équilibre thermodynamique est un état d’équilibre global.

e Propriétés des variables thermodynamiques

— Variables extensives, variables intensives

Deux systemes identiques dans le méme état d’équilibre thermodynamique sont réunis en un
seul systeme. Les variables thermodynamiques décrivant le systeme global sont :

— Soit multipliées par 2, ces variables sont appelées variables extensives, par exemple la
masse, le volume, I’énergie... Les variables extensives vérifient la propriété d’additivité.

— Soit identiques a leurs valeurs initiales, ces variables sont appelées variables intensives,
par exemple la pression, la température, la masse volumique...

— Toutes les variables décrivant un systeme a 1’équilibre thermodynamique ne sont pas indé-
pendantes. Elles sont reliées par une relation appelée équation d’état.

Considérons, par exemple, I’état d’équilibre thermodynamique d’un gaz. Le nombre n de
moles, la pression p, la température T et le volume V décrivent I’état du gaz. Ces variables ne
sont pas indépendantes et sont reliées par I'équation d’état: p = f(n,V,T).

Si le systeme gazeux est fermé, n est fixé, il n’y a donc que deux variables indépendantes. Les
états d’équilibre thermodynamique de ce systeéme peuvent étre représentés dans un espace a

deux dimensions muni d’axes orthonormés, par exemple le diagrﬁlme de Wa .
age 1



Q

d)

Transformation

e Une transformation est une évolution du systeme d’un état a un autre. Dans le cadre de la
thermodynamique a I’équilibre, ’état initial et Iétat final sont des états d’équilibre thermo-
dynamique. On distingue :

— transformation spontanée : les états intermédiaires ne sont pas nécessairement des états

d’équilibre (les variables thermodynamiques du systeme ne sont pas définies a cause des

inhomogénéités du systeme lors de la transformation).

— transformation quasistatique : c’est une suite d’états d’équilibre du systeéme ; c’est donc une

transformation suffisamment lente. Les variables définissant le syst¢éme sont connues dans

tous les états intermédiaires.

e Transformations particulieres

Transformation Définition

cyclique I’état final est identique a I’état initial

isochore le volume du systeme reste constant lors de la transformation

monobare la pression du milieu extérieur est constante durant la transformation
monotherme | la température du milieu extérieur est constante durant la transformation
isobare la pression du systeme est constante durant la transformation

isotherme la température du systeme est constante durant la transformation

Les transformations isobare et isotherme sont nécessairement quasistatiques, car I’état du

systeme est défini pendant toute la transformation.

Echanges d'énergie

e Le travail est le transfert d’énergie associé au travail de forces non conservatives (ne déri-
vant pas d’une énergie potentielle). Il est li€ a des mouvements macroscopiques ; exemple :
le travail des forces'de-pression.

e Le transfert thermique (ou chaleur) correspond a tout transfert d’énergie qui n’est pas du
travail. Au niveau microscopique, il correspond a un transfert d’énergie d’une forme
d’énergie a de I’énergie microscopique d’agitation moléculaire
existant dans tout systeme.

Les échanges sont des grandeurs algébriques qui sont :
— positives si elles sont recues du milieu extérieur par le systéme ;
— négatives si elles sont cédées au milieu extérieur par le systéme.

« Différents types de parois peuvent limiter un systéme :

— les parois adiabatiques ou calorifugées ne permettent pas le transfert thermique, la trans-

formation subie par le systeme est appelée transformation adiabatique.

— les parois diathermanes permettent le transfert thermique

— lorsque les parois sont fixes et rigides, le travail des forces de pression est nul.

EN PRATIQUE...

Pour traiter un probléme en thermodynamique, il est nécessaire de :

1. définir le systeme étudié ; le choix n’est pas unique

2. caractériser la transformation subie par le systeme

3. caractériser 1’état initial et I’état final.

Cela permet de déterminer, en particulier, les variables inconnues du probleme.

Ensuite, les conditions d’équilibre, I'’équation d’état et les principes de la thermodynamique

sont utilisés pour résoudre le probleme.
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1.

a)

20 Gaz et phases condensées

EN QUELQUES MOTS...

Dans la vie courante, on parle de solides, de liquides et de gaz. Les gaz sont parfois décrits par le
modele du gaz parfait ; les solides et les liquides peuvent dans certains cas étre modélisés par une
phase condensée indilatable et incompressible. L’aspect microscopique de ces modeles est étudié.

CE QU'IL FAUT RETENIR...
Etats de la matiére
e Aspect macroscopique :

Les coefficients thermoélastiques relient la variation relative de volume a la variation de tem-
pérature (a pression constante) ou a la variation de pression (a température constante).

1(aV V : volume (m?)
p = V(a]’)p a, : coefficient de dilation thermique isobare (unité : K-!)
T': température
1 ( v j xr: compressibilité isotherme (unité : Pa!) avec y;> 0
dp ) | p:pression (Pa)

AXr= v

L’équation d’état d’'une masse donnée V' = f(p,T) s’obtient a partir des coefficients thermoélastiques.
En différentiant, on obtient :
v 14
dV—(aT)pdT+(ap)po 1= dV—VapdT—V)(po.
Donnons quelques ordres de grandeur des coefficients thermoélastiques pour un solide, un
liquide et un gaz a la pression atmosphérique et a température ambiante :

Matériau a, (k) Xr (Pa) masse volumique p (kg.m3)
aluminium 72107 1,4 101 2,710
eau 2,110% 461010 103
dioxygene 33103 10 1,43

Les masses volumiques des liquides et des solides sont comparables et tres supérieures a
celles des gaz. Les liquides et les solides ont des compressibilités isothermes tres inférieures
a celles des gaz, les liquides étant plus compressibles que les solides. Les solides et les liqui-
des sont appelés phases condensées.

e Aspect microscopique :

— Le solide est le plus ordonné, il possede un ordre a longue portée dii aux interactions attrac-
tives entre les particules qui le composent (atomes, molécules, ions). L’effet de la tempéra-
ture (agitation thermique) est de faire vibrer les particules autour de leur position moyenne.

— Le gaz est le plus désordonné. Les forces attractives sont a courte portée (de 1’ordre de
quelques tailles moléculaires). L’agitation thermique induit un désordre total avec de
nombreux chocs entre les molécules de gaz ou avec les parois du récipient qui le contient.

— Le liquide est intermédiaire. Chaque molécule conserve des interactions avec ses plus proches
voisins, mais est en mouvement par rapport aux autres. Il en régglte un ordre %cg portée.
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d)

Phase condensée indilatable et incompressible

Les liquides et les solides peuvent étre décrits, en premiere approximation, par cette phase.

Elle est définie par: o, =0 et x,=0. L’équation devient: dV =0 =

C’est I’équation d’état : le volume d’une masse de phase condensée indilatable et incompres-

sible est constant, indépendant de la température et de la pression.

Gaz parfait

e Le gaz parfait est un gaz dans lequel les molécules sont sans interaction. Il correspond au
cas limite ou la densité moléculaire est faible, si bien que la distance moyenne entre molé-
cules est grande ; les interactions entre molécules sont alors négligeables.

e L’équation d’état du gaz parfait a été€ déterminée expérimentalement au XVIII*™ siecle sur
I’air dans un domaine limité de pression et de température. Elle s’écrit :

7| P pression du gaz (Pa) ; V : volume du gaz (m?)
n : nombre de moles de gaz (mol) ; | T: température du gaz (Kelvin, K)
R : constante des gaz parfaits avec R = 8,314 J K-L.mol!

— La température 7 est la température thermodynamique exprimée en K ; elle est reliée a la
température en ‘C par: T(en K) = T (en °C) + 273,15. La température thermodynamique est
nécessairement positive et est celle qui intervient en thermodynamique.

— Un modele microscopique du gaz parfait (molécules ponctuelles et hypothese statistique
sur la distribution des vitesses des molécules) conduit a cette équation d’état.

Gaz réels

Les gaz parfaits ne peuvent pas étre liquéfiés, car il n’y a pas d’interaction.

Pour décrire les gaz réels, un modele souvent utilisé est le gaz de van der Waals qui tient
compte de la taille finie des molécules et des forces attractives entre les molécules, ces forces
diminuant quand le volume molaire augmente.

Des tables thermodynamiques permettent aussi de décrire ces gaz.

EN PRATIQUE...
e Déterminons les coefficients thermoélastiques du gaz parfait :

le coefficient de dilation thermique isobare o = i( il ) = i(ﬁB_Tj =
p p

o m_1
P~ y\or v p or pV T

-1
1 ibilité isotherme X ! (—aV ! nRTa(p ) nREAY_ 1)1
a compressibilité isotherme X7 = =7, 3 Ty B 7 S
D /T P i p p

e Déterminons la variation relative de volume de I’eau quand la pression varie de 10° Pa a 10°
Paa T'=20°C. La compressibilité isotherme de I’eau x, = 4,6. 10" Pa’! est indépendante de p.
Le volume ne dépend alors que de p ; la définition de la compressibilité isotherme donne :

dr J'V2 dv

@ _ ar __ [~ /0 _ _y ()
= xrdp = v Ipl )(po@ln(Vl]— Xr (py = py)ouV, =V,e #1271

Comme X7 (p,—p;)= 414. 10, 1a relation peut donc étre approximée par :
V=W
"
Cet ordre de grandeur montre que I’approximation de la phase condensée est justifiée.
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1.

2.

21 Travail des forces de pression

EN QUELQUES MOTS...
Le travail des forces de pression est un exemple de travail de forces non conservatives.

CE QU’IL FAUT RETENIR...

a) Définition de la pression

Considérons un fluide au repos. Soit une surface fermée fictive X dans
ce fluide et d4 un élément de surface au point M sur Z. _

La pression au point M est définie a partir de la force dF due a ’action
du fluide extérieur a X agissant sur I’élément de surface dA au voisinage
du point M.

p(M) : pression au point M
: force exercée sur la surface d4
d4 : élément de surface sur X au voisinage du point M
mvecteur unitaire normal extérieur a £ au point M

La pression au point M est un scalaire.

b) Condition d'équilibre mécanigue du piston

Q

Un gaz est enfermé dans un cylindre fermé par un piston
de surface 4. L’ensemble se trouve dans une atmosphere
a la pression p,.

Le systeme considéré est le gaz ; le milieu extérieur est
constitué du cylindre, du piston et de I'atmosphere.
Le vecteur i est le vecteur unitaire normal extérieur au
piston dans la direction x.

Le gaz est dans un état d’équilibre thermodynamique a la pression p.
La force exercée par I'atmosphére sur le piston est : ﬂext = pextAf.

La force exercée par le gaz sur le piston est : FgaZ =pAi

AT’équilibre mécanique du piston: F_ + FgaZ =0 & .
Travail élémentaire des forces de pression recu par le systéeme du milieu extérieur

Lorsque le piston subit un déplacement infinitésimal dx dans la direction i, le travail élémen-
taire W recu par le gaz est : O/ = [ -idx = —p_, Adx.

En appelant dV = Adx, la variation de volume du systeme, ce travail s’écrit : |5/ = —p_ dV|.

e Pourquoi la pression extérieure intervient-elle dans I’expression du travail élémentaire ?
L’atmosphere, qui a une taille beaucoup plus grande que le systeme, n’est pas perturbée par
le mouvement du piston. La pression extérieure est toujours définie pendant la transforma-

tion, ce qui n’est pas le cas de la pression du systeme.
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e Le travail W dépend du chemin suivi. Lors d’une transformation infinitésimale, le travail
échangé est une forme différentielle notée 6W.
Lors d’une transformation de (I) a (F) le long du chemin (6), le travail W des forces de pres-

14
sion est 'intégrale le long du chemin (€) : W = —JVF( dv
1

% ) pext

e L’expression élémentaire du travail des forces de pression est le produit d’une variable
intensive (- p) par la variation d’une grandeur extensive (V).

D’autres travaux peuvent étre utilisés, ceux-ci auront la méme forme. Prenons I’exemple d’un

fil élastique soumis a une tension %, il subit un allongement d/ et regoit du milieu extérieur le

travail : W = Fd/.

Expression du travail des forces de pression dans quelques cas particuliers

e Transformation isochore (volume du systéme contant) : W = 0.

e Transformation monobare (a pression extérieure constante):W =-—p_ AV (AV est la
variation de volume lors de la transformation).

e Transformation quasistatique : c’est une suite d’états d’équilibre entre I’état initial (I) et I’état
final (F), par suite la pression p du systéme en tout point de la transformation est définie et
¢gale a la pression extérieure : p_ = p = Le travail élémentaire s’écrit : 6/ = —pdV'.

Tous les points de la transformation peuvent étre représentés dans le
diagramme p,V (figure ci-contre) ; le chemin suivi (€) est la courbe
rouge entre (I) et (F).

V
Le travail échangé W lorside lajtransformation est : W/ = — VF(Y/) pdl.
I o)
L’aire sous la courbe (zone rougie) correspond au travail recu par le
systeme. Cette aire délimitée par la courbe IFBA est orientée par le

A B sens deda transformation.

Le travail est positif si la courbe IFBA est parcourue dans le sens trigonométrique.
Sur la figure, c’est le sens opposé : le travail est donc négatif ; le travail est fourni par le sys-
téme au milieu extérieur. La transformation étudiée est la détente d’un gaz.

EN PRATIQUE...

Une mole de gaz parfait monoatomique est comprimé de la pression initiale p; = 10° Pa a la
pression finale pp = 2.10° Pa lors d’une transformation isotherme 2 la température 7 = 300 K.
Déterminons le travail W recu par le gaz.

La transformation étant isotherme, elle est quasistatique.

= La pression p du systeme est alors connue en tout point de la transformation.

Cette transformation peut étre représentée dans le diagramme p, V. PA
L’équation de la courbe est : pJ = RT =cste ; c’est I’équation d’'une  »; 3
hyperbole.
En tout point de la transformation p.,, =p =W =-p . dV =-pdV. » [
Le travail W recu par le gaz lors de la transformation s’écrit donc :
>V

v, v v, v,
W:—f deV:—RTj v Rrm|-E].

" nv "

pVi=pVp = W=-RT 1n(ﬂj =RT 1n(ﬁj = 1,73 kL.
Py
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22 Premier Principe

EN QUELQUES MOTS...

L’existence de forces non conservatives (forces de frottements...) entraine la non-conservation
de I’énergie mécanique. L’énergie totale d’un systeme est définie ainsi que son énergie interne.
L’équation de bilan de I’énergie totale d’un systeme fermé correspond au premier principe.

. CE QU'IL FAUT RETENIR...
Considérons un systéme fermé.

Définition de I'énergie totale
E,, : énergie totale du systeme (J)
Ew=Ec+E, E : énergie cinétique du systeme (J)
E,: énergie potentielle du systeme (J)
A l'aide du théoreme de Koenig (fiche 16), I'énergie cinétique E . du systeme s’écrit :
E : énergie cinétique du systeme
Ep=Eq+E; By énergie cinétique macroscopique due au mouvement d’ensemble

E; . €nergie cinétiqgue microscopique dans le référentiel barycentrique
(énergie d’agitation thermique).

L’énergie potentielle E 4 dusysteme est donnée par :

E_ :énergie potentielle du systeéme

P
E,ex : €nergie potentielle due aux forces extérieures dérivant d’un
= otentiel
Ep_Epext+Epint p ) . ) ) .
E pint  €nergie potentielle intérieure (on suppose que les forces inté-

rieures d’interaction dérivent d’un potentiel et qu’elles sont a courte
portée)

L’énergie totale est une grandeur extensive. Elle est définie a une constante pres.
Définition de I'énergie interne
L’énergie totale du systeme E, , se met sous la forme :
E, . : énergie totale du systeme
+U | Ezfaero - €nergie macroscopique Eyy, o=

U : énergie microscopique U = E,+E i

E, +FE

By =E K pext

tot Macro

e La partie microscopique U est par définition I’énergie interne U du systeme.
L’énergie interne U d’un systeme est son énergie microscopique dans le référentiel barycentrique.
On en déduit que ’énergie interne U est aussi une grandeur extensive.

¢) Fonction d'état

e Définition : Une fonction d’état est une fonction dont la variation lors d’une transformation

ne dépend que de I’état initial et de I’état final.
Page 161



Cette variation ne dépend donc pas du chemin suivi lors de la transformation.

e Les énergies cinétiques E et les énergies potentielles £ sont des fonctions d’état.
En conséquence, I'énergie totale £, et’énergie interne U sont des fonctions d’¢tat.

e Lors d’une transformation finie de 1’état initial (I) a ’état final (F), la variation d’une fonc-
tion d’état f(x, y) dépendant de deux variables est notée Af et donnée par :

Af = f(xFayF)_ f(xlayl)
ol les indices I et F représentent respectivement 1’état initial (I) et 1’état final (F).
e Une fonction d’état est une différentielle totale (Annexe A).
d) Premier principe pour un systéme fermé
o Enoncé : pour un systéme fermé évoluant entre deux états d’équilibre thermodynamique

(I) et (F), la variation d’énergie totale AE,, est égale a la somme du travail W et du trans-
fert thermique Q recgus du milieu extérieur :

AE, : variation d’énergie totale (J) avec E\ = Eyp,oro TU

AE = Eioi (F)= E (D] | W travail (des forces non conservatives) recu du milieu
=W+0 extérieur (J)

Q : transfert thermique recu du milieu extérieur (J)

Le transfert thermique Q et le travail W dépendent du chemin suivi lors de la transformation.
e Le premier principe est un exemple d’équation de bilan d’une grandeur extensive. Néanmoins,
c’est un cas particulier ou il n’existe pas de terme de création ou d’annihilation (destruction)
d’énergie : la grandeurest dite conservative.
» Considérons quelques cas particuliers
— Lorsque le systeme est is0lé : il n’y a pas d’échange d’énergie avec le milieu extérieur
= AE, , =0 *L'énergie totale d’un systeme isol€ est conservée.
— Lorsque le systeme fermé subit une transformation cyclique : I’état final (F) est identique
a létat initial (I) = AE, , =0
— Lorsque le systeme est au repos (AEK =0) et soumis a un potentiel extérieur dont les

variations sont négligeables (AEpe ,=0)=AE,  =0& AE, =AU. Le premier

X acro

principe s’écrit alors : AU =W + Q.
e) Capacité thermique a volume constant
o L , . oU . T
La capacité thermique a volume constant €', est, par définition: ‘€, = i (unité J.K1).
On utilise plus souvent : 4

€
— la capacité thermique massique ¢;, = L (unité J. kg"LK") ol m est la masse du systeme
m

— la capacité thermique molaire Cj, =—" M (unité J. mol”.K™) ol M est la masse
m

molaire.
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f) Energie interne de quelques systémes simples

Capacité thermique molaire

Systeme Energie interne molaire Uy, 3 volume constant C,,
U,, ne dépend que de la température CV (T )
Gaz parfait L ]
UM(T) (1€ loi de Joule) dUM(T)zC'V(T)dT
. . 3 C. = 3
Gaz parfait monoatomique Uy = 5 RT v = ER
Gaz parfait diatomique > )
(températures ordinaires) Uy = E RT Cy = D R

Gaz parfait
(zone restreinte de T)

Uy = CVT+U0 (U, constante)

3
CV constante CV > ER

Phase condensée incom-
pressible indilatable

dU,, (T)=C, (T)dT

Cy (T)

Solide
(températures ordinaires)

U, =3RT

C, =3R

3. EN PRATIQUE...

e Un corps solide incompressible et indilatable de masse m = 1 kg de capacité thermique massi-

que supposée indépendante de la température ¢, = 460 Tkg' K! en mouvement de trans-
lation dans le champ de pesanteur recoit du milieu extérieur un travail de 21 J, fournit au
milieu extérieur un transfert thermique de 28 J alors que sa vitesse varie de 2 m.s' a 5 m.s™!
tandis que son altitude diminue de 3 m. I.’accélération de la pesanteur est g =10 m.s™.
Déterminons la variation de‘température du solide
— Systéme : le corps solide, c’est un systeme fermé.
Etat initial (1) : vitesse v, =2 m.s™! et altitude z, ; température T,
Etat final (F) : vitesse v; = S m.s™! et altitude z, = z, — 3 ; température T}
— Energie échangée : travail W = 21 J ; transfert thermique Q =—28 J.

— Variation d’énergie macroscopique : AE

— variation de I’énergie cinétique macroscopique : AE, = > m(

=AE, +AE

Macro

pext

vh—v2)=10.51;

— variation de 1’énergie potentielle due aux forces extérieures conservatives, dans ce cas

les forces de pesanteur, par suite £
— Le premier principe, pour cette transformation, est donné par :
AE, = AE, +AE

=mgz =

p ext p ext

pext+AU=W+Q

Par suite, la variation d’énergie interne est AU =W + O — AE, —
— Le solide étant incompressible et indilatable et sa capacité thermique étant indépendante
de la température, la variation d’énergie interne AU du solide est AU = mc, (T, = T;).

La variation de température du solide est donc :

AT=T, - T =——

AU 12,5

T 1% 460

ch

Ily a échauffement du corps solide dii aux frottements.

AE =

mg(zp —z;)=-301.

pext =125 7.

=2,7.102K =27 mK.
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e Considérons une mole de gaz parfait monoatomique enfermée dans un cylindre fermé par
un piston sans masse et sans frottement. Le piston, de surface A = 1 dm?, est libre de se
déplacer verticalement. Le cylindre et le piston sont calorifugés. L’accélération de la pesan-
teur est g =10 m.s™.

Le systeme est en contact avec I’atmosphere a la pres-
sion p,= 10 Pa. P,
Le systeme, dans I’état initial (I), est a I'équilibre ther-
modynamique a la température 77 = 300 K.

Une masse M, = 10 kg est alors posée sur le piston. Au
bout d’un certain temps, le gaz atteint I’état d’équilibre
thermodynamique (F).

Déterminons I’état final (F) du gaz : (pg, Tg, V).

— Systéme : gaz (systeme fermé)

— Etat initial (T) : T, = 300 K

Etat (1) Etat (F)

L’équilibre mécanique du piston entraine : p; = p,= 10° Pa.
Utilisons I’équation d’état pour obtenir le volume initial du gaz :
RT 2X
%=n I =1><8’3 5300
L] 10
— Quand la masse est posée que le piston, la pression extérieure devient :
10:x110

1072

=2.5.1072 m?>,

=1,1.10° Pa.

M
pext:p0+.j2§—:105+

— La transformation subie par le systeme est

— adiabatique, car les parois sont calorifugées ;

— monobare, car la pression extérieure est constante et égale a p
— Etat final (F) ;ily a 3 inconnues py, Ty, Vi et trois relations :

— I’équilibre mécanique du piston: pp =p,., = 1,1.10° Pa ;

- I'équation d’état ppVp = RTy ;

— I’expression du premier principe :
Le systeme étant au repos, le premier principe s’écrit : AU =W + Q
La transformation étant adiabatique : Q =0=> AU =W

=1,1.10° Pa.

ext

3
Le gaz est monoatomique = AU = T(T ¢ —1;), caril n’y a qu’une mole.
Le travail lors de cette transformation (monobare a p,,) est W =—p, (Vi =V)

3R Tr
= T(TF - TI): _pext(VF - VI): _pextR(p_J—i_pextVI == RTF +pextVI
F
L’état final (F) est défini par :
— la pression finale : p, = 1,1.10° Pa ;

. 2p, .V
— la température finale : 7}, = 3 T + et _ 312K ;

~ le volume final : V. = —£ = 2,36.107 m”.
P

F
Le gaz a subi une compression adiabatique, ce qui conduit a son échauffement, car en rece-

vant du travail de I'extérieur, son énergie interne augmente.
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23 Enthalpie

1. EN QUELQUES MOTS...

a)

b)

)}

d)

L’enthalpie est une fonction d’état qui est bien adaptée pour décrire des systeémes soumis a
une transformation monobare ol le systeme est en équilibre avec I'atmosphere dans 1’état ini-
tial et dans I’état final. L’exemple de la calorimétrie est développé.

CE QU’IL FAUT RETENIR...
Définition de I'enthalpie
e Le systeme considéré est au repos ; il n’est sensible qu’aux forces de pression. Ce systeme
est en contact avec une atmosphere a la pression p,, le systeme étant en équilibre avec
I’atmosphere dans ’état initial (I) et dans 1’état final (F).
Etat initial (I) : pression p; = p,, volume V;
Etat final (F) : pression p = p,, volume V.
e Le systéme subit une transformation monobare a la pression extérieure p,,.
Le travail échangé avec le milieu extérieur est: W =—p,(Vz -V])
Le transfert thermique avec le milieu extérieur est appelé Q.
e Appliquons le premier-principe a ce systeme (fiche 20) :
AU =U, -ULS O P77
Po=P1= Pr = U -U;,=0- (P]: F- PV ) & (U +pFV) (U[+p1V1)=Q
© AH=H,-H; =0 avec
H “enthalpie (J) p : pression du systeme (Pa)
H=U+plV . . N 3
U : énergie interne (J) | V' : volume du systéme (m°)
L’enthalpie /1 est une grandeur extensive et une fonction d’état, car sa variation ne dépend
que de I’état initial et de I’état final.
Expression particuliére du premier principe
Un systeme fermé subit une transformation monobare entre deux états d'équilibre (I) et
(F), le systeme étant en équilibre avec I’atmosphere dans 1’état initial et dans 1’état final
(pr=p; = py)- Le travail regu par le systeme est la somme du travail des forces de pression
et du travail W’ des autres forces non conservatives.
La variation d'enthalpie du systéme lors de cette transformation est la somme du transfert
thermique Q et du travail W’ des autres forces non conservatives regus par le systeme :
AH=Hgp-H =0+W".
Capacité thermique a pression constante
Elle est notée C@p (unité J.K™) ; c’est la dérivée de I’enthalpie par rapport a la température a
. , oH
pression constante : € :(—) .
Po\arJ,

Enthalpie de quelques systemes simples
e Phases condensées incompressibles et indilatables (solide ou liquide)
Les capacités thermiques a pression constante et a volume constant sont les mémes: €, =, =€.
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Par suite, pour une transformation infinitésimale dH =% (T) dT, car'¢' ne dépend que de T.
e Gaz parfaits

R . . Capacité thermique molaire
Systeme Enthalpie molaire Hy,  pression constante C,
. H,, ne dépend que de la température H,,(T) Cu(T)
CazlpRuat: (2¢ loi de Joule) dH,, = CA(T) dT
Gaz parfait _ _ > >
T HM—UM+pV—UM+RT—ERT CP_ER
Gaz parfait diatomique 7 7
(températures ordinaires) Hy = 5) LS4 Cp ) LS
Gaz parfait di.atomique H,,=C, T+ H, (Hconstante) C est constante
(zone restreinte de 7) P P

Les capacités thermiques molaires a pression constante et a volume constant d’un gaz parfait

C
sont reliées par la relation de Mayer : Cl7 —C, =R.Enposant y = C—p, (62 R

v—1

. EN PRATIQUE...

Prenons I'exemple d’une mesure de calorimétrie. Considérons un calorimetre adiabatique

fermé par un couvercle dont I'intérieur est a la pression atmosphérique p,. La capacité ther-

mique du calorimetre et de ses accessoires est C, = 150 JK~!. Initialement, le calorimétre con-

tient une masse ny= 200.g de liquide de capacité thermigue massique ¢; = 2850 J kg K1 a la

température 7, = 20°C. On y plonge rapidement un bloc de cuivre de masse m, = 250 g et de

capacité thermique massique ¢, pris initialement a la température 75, = 80 °C. Dans I’état final,

I’ensemble contenu dans le calorimetre est a la température 7 = 27,2 °C. Les solides et les

liquides seront suppescs-incompressibles et indilatables, de capacité thermique massique

indépendante de la température.

Déterminons la capacité thermique massique ¢, du bloc de cuivre.

o Systéme : masse m; de liquide + calorimetre et accessoires + bloc de cuivre de masse m1,.

o Etat initial : masse m, de liquide + calorimétre et accessoires a T}, & la pression p; = p,
masse m, de cuivre a 75, a la pression p; =p,

o Etat final : masse m, de liquide + calorimétre + masse m, de cuivre 4 T, a la pression pg = p,.

e La transformation est monobare a la pression p, et adiabatique (calorimetre adiabatique).

e Le 1¢" principe appliqué a cette transformation monobare avec p; = pg = p, s’écrit :

AH = Q+W'or { W'=0 : pas de travail autre que celui des forces de pression — AH=0

0 =0 : transformation adiabatique

L’enthalpie H étant une fonction d’état, on peut choisir le chemin entre (I) et (F) pour calculer
sa variation. Choisissons le chemin fictif suivant :

masse m, de liquide + calorimetre a Ty, p, — > masse 1, de liquide + calorimetre a T, p,
masse m, de cuivre a T, p, —5 > masse m, de cuivre a Ty, p,

La variation d'enthalpie pour la transformation 1 est : AH, = (mc, +C))(Tz = T) .
La variation d'enthalpie pour la transformation 2 est : AH, = myc, (Tz =T, ) .
L’enthalpie étant une grandeur extensive, AH = AH, + AH,
(mlcl +C )(

=(me; +Cy )(Tp = T;)+ myc, (Tr = T,) =0 = ¢, =

Fage”“ljﬁgé‘(1



24 Second Principe

1. EN QUELQUES MOTS...
Le second principe est un principe d’évolution ; il permet de prévoir si une transformation est
possible ou non.

2. CE QU’IL FAUT RETENIR...
Considérons un systeme fermé comprenant N particules.

a) Thermostat (ou source de chaleur)
Un thermostat est un systeme fermé n’échangeant aucun travail avec I’extérieur, mais échan-
geant de I’énergie sous forme de transfert thermique, sans que sa température ne varie.
Un systeme en équilibre avec un thermostat est a la méme température que celui-ci.

b) Transformation irréversible, transformation réversible

e Une transformation spontanée est irréversible : par exemple, le transfert thermique passe
naturellement d’un corps chaud vers un corps froid ; par contre le transfert thermique spon-
tané d’un corps froid vers un corps chaud n’est jamais observé.

Les causes d’irréversibilité sont le transfert thermique, les frottements, les inhomogénéités
de température, de-masse volumique ou de pression, les phénomenes de mélange.

e Une transformation réveisible/est une succession continue d’états d’équilibre pour le sys-
teme étudié et le milieu extérieur avec lequel il interagit. La transformation inverse de
’état final (F) a I’état initial (1) passe par les mémes états d’équilibre pour le systeme et le
milieu extérieur que la transformation de (I) a (F). Elle est nécessairement quasi-statique.
Une transformation quasi-statique n’est pas nécessairement réversible. Un piston présen-
tant des frottements et déplacé tres lentement donne lieu a une transformation irréversible.

¢) Second principe pour un systéme fermé
e Pour tout systeme fermé, il existe une fonction d’état S extensive, non conservative, appe-
Iée entropie, telle que sa variation lors d’une transformation entre deux états d’équilibre est
la somme de I’entropie échangée S, avec le milieu extérieur et de I'entropie créée ¢
dans le systeme. L’entropie créée S, est nécessairement positive ou nulle.
AS : variation d’entropie lors de la transformation (en J.K)
S - entropie échangée avec le milieu extérieur(en J.K1)

AS=S,, +8

créée

. ., . transformation irréversible S .. >0
S ... entropie créée dans le systéme : S LS
crece transformation réversible S ... =0
e Entropie échangée
Transformation Transfert thermique Q recu du milieu extérieur Entropie échangée S,
adiabatique 0=0 Sech =0
milieu extérieur : thermostat a la température _ 0
monotherme Sech =7 —
T (K) T,

n’est pas une fonction d’état.
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d)

e Le second principe est une équation de bilan d’une grandeur extensive, I’entropie, dans
laquelle il existe un terme de création d’entropie, qui traduit le sens d’évolution du systeme.

e Systeme isolé : Q=0 = S,,=0 & AS=S .. 20.

L’entropie d’un systeme isolé ne peut que croitre.

e Transformation isotherme réversible : c’est une suite d’états d’équili-
bre entre ’état initial (I) et I’état final (F), par suite la température T
et ’entropie S du systeme sont définies en tout point de la transforma-
tion, la température 7, du systeme étant constante. Dans le dia-
gramme entropique 7 en fonction de S, la transformation est
représentée par une droite parallele a I'axe S. S,.= 0 = QO = T,AS.
L’aire sous la courbe (partie rougie) représente le transfert thermique.
Cette aire est algébrique ; elle est négative si elle est parcourue dans le sens trigonométrique.

S

Interprétation microscopique de I'entropie

L’entropie d’un systeme macroscopique permet de mesurer son degré de désordre. En effet,
le systeéme sera d’autant plus désordonné (et donc son entropie d’autant plus élevée) que le
nombre d’états microscopiques accessibles sera grand.

EN PRATIQUE...

Une masse m = 1 g de gaz (vapeur d’eau) est enfermée dans un cylindre fermé par un piston
mobile sans masse et sans frottement. L’ensemble est en contact avec I'atmosphere a la pression
Po =103 Pa. Initialement, la vapeur d’eau est a la température 7; = 200 °C. L’ensemble est placé
dans un thermostatalatempérature 7, = 100 "C et atteint I'état d’équilibre final (pg, T, V).
Les tables thermodynamiques de la vapeur d’eau sont :

Température T Volume massique v Enthalpie massique h Entropie massique s
100°C 1,75m3 kg 2681 kJ kg 741 kJ.K-1kg!
200°C 2,49 m3.kg! 2875 kJ kg™ 7,85 kJ.K-Lkg!

Calculons I’entropie créée S 4. lors de cette transformation.
— Le systéme utilisé est le gaz.
— La transformation est monobare a la pression p,, et monotherme a la température 7,
— Etat initial : T, = 200 °C = 473 K ; 'équilibre mécanique du piston implique p, = p, = 10° Pa.
Le volume initial est obtenu a I’aide du volume massique a 200 °C : V; = m v(200) = 2,49.10° m>.
— Etat final : équilibre mécanique du piston implique : pp = p, = 105 Pa
L’équilibre thermique avec le thermostat donne : 7y = T, = 100 °C =373 K
Le volume final est obtenu a I'aide du volume massique a 100 °C : Vi = m v(100) = 1,75.107 m®.

— Drapres le second principe : AS = Tg +8 600 © Scrse
0

=AS- Tg ol Q est le transfert ther-
0
mique échangé par le gaz avec I'extérieur lors de cette transformation.

« La variation d’entropie se calcule a partir des tables : AS = m(s(100) — s(200))
AS=-0,44JK!; AS <0 car le gaz est plus ordonné dans I’état final que dans I’état initial.
e Pour obtenir Q, le premier principe est utilisé.
La transformation étant monobare avec p, = p; = p,, il s’écrit en utilisant Penthalpie (fiche
21) : AH = Q, car seulement travail des forces de pression.
AH = m(h(100) - h(200)) = Q = AH =-194J ; Q est cédé par le gaz au thermostat.
e La température étant en K, S, = 0,08 J.K™! ; 'entropie créée est bien positive en accord
avec le second principe. La transformation est irréversible.
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Exercice MECANIQUE

0 Une course automobile

Deux pilotes amateurs prennent le départ d’une course
automobile sur un circuit présentant une longue ligne droi-
te au départ. Ils s’élancent de la méme ligne. Le premier, A,
démarre avec une accélération constante de 4 m.s?, le
deuxieme, B, a une voiture légerement plus puissante et
démarre avec une accélération constante de 5 m.s2. A a
cependant plus de réflexes que B et démarre une seconde
avant.

1 ¢ Quelle durée faudra-t-ila B pour rattraper A?

2 ¢ Quelle distance auront-ils parcourue quand B dou-
blera A?

3 » Quelle seront les vitesses a cet instant-1a ?

4 » Représenter x(7) et v(t) et la trajectoire de phase de A
et B, en précisant la position de I’événement « B dépasse
A » sur ces représentations des mouvements.

Déterminer 1’équation J@Fairc_dBwmouvement de
chaque voiture.

Conseils

6 Mouvement d'ufepeirt matériel
sur une parabole

Un point matériel M décrit la courbe d’équation polaire

0 N .
VCOS2 [5 =aou a est une constante positive, 0

N

de —ma+m.

1 * Montrer que la trajectoire de M est une parabole. La
construire.

2 * On suppose de plus que le module du vecteur vitesse
est toujours proportionnel & r: v =kr, ou k estune cons-
tante positive.

a. Calculer, en fonction de 8, les composantes radiale et
orthoradiale du vecteur vitesse de M .

b. Déterminer la loi du mouvement 6(f) en supposant
que 6 estnul al’instant =0 etque @ croit.

0w
tan| —+— ||.
53]

=In

e
On donne f
o cos@

DU POINT

1) Penser a remplacer cos? g par % (1 + cos B) et

Conseils

a utiliser les relations entre (x , y) et (r, 8) pour don-
ner 1’équation de la trajectoire en coordonnées carté-
siennes.

2) La condition » = kr permet d’exprimer 6 en
fonction de 8, donc de ne plus faire apparaitre expli-
citement le temps dans les équations, mais seule-
ment 6.

9 Ascension d’un ballon sonde

Un ballon sonde a une vitesse d’ascension verticale v, indé-
pendante de son altitude. Le vent lui communique une vitesse

horizontale v, = z proportionnelle a I’altitude z atteinte.
t

1 ¢ Déterminer les lois du mouvement x(¢) et z(¢) ainsi que

I’équation de la trajectoire x(z).

2 © Calculer le vecteur accélération du ballon.

O Trajectoire et hodographe
d’‘un-mouvement plan

Un point M se déplace dans le plan (xOy) a la vitesse:
7 = (€, + g,), ol gy est le vecteur orthoradial de la base
locale des coordonnées polaires (r,8).

1 « Etablir les équations polaire et cartésienne de la trajec-
toire a caractériser.

2 » Faire de méme pour 1’hodographe.

3 o Faire le lien entre 'angle 8 = (Z’,r?) et I'angle

0= (2, 9).

11 suffit de passer du systeme de coordonnées carté-
siennes (x, y) au systtme de coordonnées polaires
(,0), et inversement, pour obtenir I’une ou I’autre des
équations recherchées.

Conseils

e Aller et retour sur un fleuve

Un rameur s’entraine sur un fleuve en effectuant le parcours
aller et retour entre deux points A et B, distants de €. 11
rame 2 vitesse constante v par rapport au courant. Le fleuve
coule de A vers B alavitesse u . Son entralneur 1’ac-
compagne a pied le long de la rive en marchant a la vitesse

v sur le sol, il fait lui alptéa&ré re;'urﬂe AetB.



Seront-ils de retour en méme temps au point de départ ? Si
non, lequel des deux (rameur ou entraineur) arrivera le pre-
mier en A ? Commenter.

Utiliser la composition des vitesses en faisant atten-
tion au sens des vecteurs vitesse.

Conseils

6 Chasseur et oiseau

Un oiseau se trouve sur une branche d’arbre, a une hauteur
H au dessus du niveau du sol. Un chasseur se trouve sur le
sol a la distance D du pied de Iarbre. 1l vise 1’oiseau et
tire. Au moment du coup de feu, ’oiseau, voyant la balle
sortir du canon, prend peur et se laisse tomber instantané-
ment en chute libre. A chaque instant, I’accélération de la
balle et de 1’oiseau dans un référentiel fixe est — g e, (I’axe
(Oz2) est la verticale ascendante). L’oiseau est-il touché ?
L’étude sera faite :

a. dans le référentiel fixe;

b. dans le référentiel li¢ a I’oiseau.

Déterminer les trajectoireg dedmeiscau et de la balle
dans le référentiel choisi' €t détefimnchylcufinteTSecs
tion.

Conseils

0 Quand il faut alef Vite

Pour aller au secours d’un nageur en détresse, un maitre-
nageur part du poste de secours situé au point A pour aller
jusqu’au nageur situé en B. Sachant que le sauveteur court
a v, =2 m.s™! sur la plage et nage a v, = 1 m.s! dans

I’eau, en quel point M doit-il entrer dans 1’eau pour attein-
dre au plus vite le nageur? On situera ce point a I’aide
d’une relation entre v, v,, I, et i, indiqués sur le schéma.

8 Mouvement calculé a partir de
la trajectoire et de I’hodographe
(D’apres ENAC 02)

Dans le plan (xOy) du référentiel (O, e;, ¢, ¢;) un mobi-
le ponctuel P décrit la parabole d’équation cartésienne:
y? = 2px avec p constante positive.

Sa vitesse »(P/R), de composantes X, Y est telle que ’en-
semble des points N(X, ¥), hodographe du mouvement de
podle O, a pour équation cartésienne : X> = 2qY avec g cons-
tante positive.

1 ¢ Exprimer X et Y en fonction de y.

2 * Exprimer I"accélération d(P/R) du point P en fonction
du vecteur position OP. Préciser la nature du mouvement
de P.

3 o Etablir les expressions de x et y en fonction du temps
t, sachant que le mobile passe en O a I'instant initial 7 = 0.
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Corrigés TD MECANIQUE DU POINT

0 Une course automobile

1 * Nous avons:

1 2 1 2
X4(t) = — aut” et xp(t) = — ag(t —ty),
A1) 5 (1) 5 (1 — 1)

cette deuxieme expression étant applicable a t = 1, =1 s.
Les deux voitures sont au méme niveau a I’instant #,, soit:
aut} = ag(t, - 1)
ce qui donne:
1
ti=ty.———=95s.
a
P i}
ap
2 ¢ A l'instant ¢, :
d=x,(t)) = x5(0,) = % @, =18.10° m,

k X UA(II) =aut = 38 m.S’let T/B(tl) =a3(t1 —to) =42 m.S’l.

4e
) (1) } )

.
.

Ry ¢
o /\!
(0] to fy )7
vp(1)
v
vA(0)
vg(ty) |----------- /
vA(ty) f---mmmm- A
o to h t
v

vp(ty)

va(ty)

6 Mouvement d’un point matériel
sur une parabole

1 * Sachant que cos? Eg = % (1 + cos 0), I’équation polaire

s’écrit: r =2a —r cos@ ; avec x = r cosfet y = r sin6, et en
élevant au carré: > = x> + y> = (2a — x)?, ce qui donne:
2 2
—-y*+4a
X= y—
4a

parabole représentée ci-dessous.

s

/—2(1

2
et v, = ré = a 9

(0

cos”| —

11 reste a éliminer € en utilisant:

v=kr=\r+r'0* = —aee .
cos’ (}
2

fe l-n;+nl, cos(g} est positif et 6 est positif par hypo-

these, donc:

. 9)
. sin (-~
O:kcos<g) et v,=ka <2 s vg= ka
2 cos2[ @ cos(2
2 2

2.0 =kcos(§)<:>i = kdt

g

cos| —

2

tan(g+£jD = kt+cte.
4 4

Page 172

4:)21n[




0 e]-minf done 2+ e10:
474

d’ou sa tangente est positive.
Si =0 a t=0, laconstante est nulle.

0 n kt
Donc In| tan| —+— | |=—.
4 4 2

9 Ascension d’un ballon sonde

1 En coordonnés cartésiennes, 7 = gﬂ\ + dz i, avec
dr dr
% = i et % = .
dr Z, dr
Soit z = vyt car a t = 0, z = 0 (le ballon décolle).
dx t 1 7 .
— =7y —domex= —y L en supposant qu'a t =0, x =0.
e e, 2 %1,
En éliminant le temps ¢, on obtient:
1 2
xX= - —.
2 v,

La trajectoire est une parabole.

2 2
_dx,  dzg

20 C_i— —ZMX+ —2142.
dr dr
s N = y()—o
Doud = —1u,.
t
c

G Trajectoire et hadographe
d’un mouvement plan
107 =y, + g) = vy(cosh e, + (1 —sinb) ay).
Le déplacement élémentaire dOM = d(re,) = dr.¢, + rdf.¢,
du point M est colinéaire au vecteur vitesse, donc :

dr cosf .. dr _ cos6 d@ 1-sin@,
—= ———— soit: —= =dIn .
rd@ 1-sin6 r 1 —sinf@ 1-sin@
ce qui donne 1’équation en coordonnées polaires:
rF=r 1-sinf, __ p
1-sin@ 1 —sinf@

ol p est un parametre (longueur) caractéristique de la trajec-
toire.
On en déduit: r = p + r sin 6, soit, avec x = r cos 6 et
y = rsin6, en élevant au carré: 12 = x% + y? = (p + y)%, ce qui
donne finalement :
x2 - p?

2p
qui est I’équation d’une parabole d’axe (Oy).

y:

Y
%
o
r
0
= p\/p x
— pl2

20 =yy€, + ¢) = vy((1 —sinB)e, + cosB ¢,), ce qui
donne I’équation cartésienne de 1’hodographe:

(v, — vp)* + v}= vé
qui permet d’identifier le cercle de rayon v, et de centre de

coordonnées (v, 0).

On remplace v, = v-cos@et v, = v sing dans I’équation car-
tésienne de I’hodographe, il vient:

v =2 v,Cco8Q
qui est I’équation polaire de 1’hodographe.

3 © On évite des calculs trigonométriques en faisant un sché-
ma:

—

v e, . .
Le vecteur — = &, + ¢ est dirigé selon la bissectrice des
Yo

axes (0, &) et (0, g), donc: 2¢ = % + 6, soit: = % + g

9 Aller et retour sur un fleuve
Le rameur effectue I’aller a la vitesse v+ u et le retour a la
vitesse v—u par rapport au sol.
v doit donc étre évidemment supérieur & u pour que le rameur
puisse remonter le courant et ainsi revenir a son point de départ.
La durée de son trajet aller et retour est:

2Ly

Lo ¢ €
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Son entraineur effectue I’aller et retour a la vitesse v par rap-

port au sol donc la durée de son trajet est 7, = 2—€ Donc:
v

L’entralneur est arrivé avant le rameur.

Le rameur perd plus de temps au retour qu’il n’en gagne a
I’aller. Dans le cas extréme ou la vitesse » est a peine supé-
rieure & u , le trajet du retour pour le rameur sera trés long.

o Chasseur et oiseau

a. On détermine les trajectoires de 1’oiseau et de la balle dans
le référentiel 1ié au sol.

1
e Oiseau: 7,=—g,dou z, =fzgt2+H

(la vitesse initiale de I’oiseau est nulle);
x,=0,dod x,=D.

y .. PR
position initiale
2 A _ de I’oiseau
1,5 i //// (—\
1+ point dewencontre
0,5 7 o
0 1 2 3 4 5 ¢
. ' I, .
o Balle: 7, =-g, douzh:—ggt + vy Sinat;

X, =0,dou x, =y cosar,

ol v, estla vitesse initiale de la balle et o 1’angle de tir: le
. s H
chasseur visant I’oiseau, tan & = o

Les deux trajectoires se rencontrent-elles ? Si oui, au point de
rencontre x, = D , donc la rencontre a lieu a I’instant:

D
t/. = .
v, COS 0L

A cet instant, z, — z, = D tanar — H = 0 : I'oiseau est touché!
Attention : pour que I’oiseau soit effectivement touché, il faut
que la portée de la balle soit supérieure a D (sinon les deux
trajectoires ne se coupent pas). Pour cela, il faut une vitesse ,
suffisante.

. . 2y, sin
Plus précisément, la balle touche le sol a I'instant ¢, = % St
g
2 .
doncen x = M, 11 faut que x; = D donc que:
g
w= |—52
sin(201)

Cette condition correspond a z(t;) = 0.

b. Dans le référentiel 1ié a I’oiseau, la balle a une accélération

nulle donc une trajectoire rectiligne uniforme a la vitesse 7,
toujours dirigée vers I’oiseau qui est donc touché.
Conclusion: il faut dire aux oiseaux de toujours se percher sur
des branches basses.

0 Quand il faut aller vite

Le maitre-nageur parcourt AM en ¢, = AM et

4

MBenl‘z:@.

Y

AM = [(x=x,)” + ;1"
BM = [(x - x5)* + y;]'"
La durée totale du trajet est:
T=t +t,.
T= L fox eyl e L (-2 421
1}1 1}2
On cherche x tel que T soit minimale.
dr X—x, X—X,

= + =0
de oy lGr-x )+ 3317 o le-x) 4 ]

X—X, X—X
4y N RO)

v AM  v,BM

Si on introduit i, et 7, il vient:

Soit

X—Xx
BM

X4 B .

iy A X N.
smi, = et sini, =

»A sini,  sini
@ s’écritalors —1L =22 .

v, V.

1 2
Remarque : 1a valeur de x trouvée correspond bien a un minimum
pour T. La derniére relation écrite est analogue a la loi de

Descartes pour la réfraction en optique: n, sin i; = n, sin i,.

9 Mouvement calculé a partir de
la trajectoire et de I’hodographe
(d’apres ENAC 02)

17 (PIR)=Xe, +Ye avec X = dx et y=
dt dt

y2=2px.
On peut dériver par rapport au temps 1’équation de la trajec-
toire.
. dy dr .
Il vient: 2y— = 2 p— soit yY =pX
il s 0]
2
D’autre part: X’= =
part: X°=2gY=| =Y |.
p
. . ¥ . 2qp° 2qp
SiY#0, onobtient 2g=-=7, soit Y=—"— et X=—"—
P y y
avec y # 0.
SiY=0,0=X=0.

Siy=0,®=>x=0et'5sgegxze=24if2.

t.



204 (PIR) = %E} + %E",. On se place en dehors du
t r

point O.
2.3
x=20 o X _ 2apdy_ 2dpy_ 40D
y dt yoodt y y
yo2ar’ o A _ 4ep’, 8¢°p' _ 8¢°p
y2 dt y3 yS y6
y2 dX 8q2p4
Or x=<— donc —=—-——
P dt y

2 _4 —_
On peut alors écrire: @ (P/R) = — 84 f OP.

Le mouvement du point P est a accélération centrale par rap-
porta O.

2
3e Y= ? = Zq_éy donc y*dy = 2gp*dt 2.
t oy

On intégre (2) en tenant compte des conditions initiales 7 = 0
y=x=0.

y = (6qp°n'"
_Y

11 vient 1 v =2qp’t dod 2 )
3 X = =— (6qpt)
2p 2p

2/3
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Exercices THERMODYNAMIQUE

ment bréve pour pouvoir considérer les parois du réser-
voir comme adiabatiques.

0 Oscillations adiabatiques

Un cylindre de section S est séparé par un piston étan- Quelle est I’hypothese la plus contestable ?

che de masse m coulissant sans frottement. Un gaz par- | Atmosphere
fait de rapport ¥ constant remplit les deux parties (1) et Po, To

(2). Le systeme est initialement a 1’équilibre :

Ti=Tr=Ty; Pi=Pr=Py; Vi=Vp et V=2V. vide

A la suite d’une perturbation, le piston est légérement
écarté de sa position d’équilibre. Déterminer la fré-
quence des petites oscillations.

Comment évoluent ces oscillations avec un modele
plus réaliste ?

» Comme toujours, un bilan d’énergie suppose la
définition précise d’un systeme fermé.

* Le réservoir définit-il un systeme fermé ?

e L’évolution est adiabatique et I’écoulement est
lent. Peut-on appliquer la relation de
LAPLACE?

* Considérer 1’air qui passe de 1’atmosphere au
réservoir, et qui occupe initialement un volume
Vo dans I’atmosphere.

Conseils

Py Vi T Py, Vo Ty

% e Le systtme complefest-il homogene? (Quels
§ sous-systemes hom@ggnes peut-on considérer ? .
<« Les transformations) Sont adiabafigies.-Pcut-on 9 Experiences
appliquer la loi de LAPTSAGE? de Clément-Desormes

e On peut repérer la posttiems@ piston par une
abscisse x , nulle & 1’équilibre.

* Par petites oscillations, on suppose que I’ampli-
tude des oscillations est suffisamment faible pour
faire un développement limité a ’ordre 1 en x .
Cela revient a linéariser les équations.

e Pour faire un développement a I’ordre 1, il faut
préparer la relation en faisant apparaitre un terme
en (1 + ", e étant une quantité sans dimen-
sion petite devant 1.

* Ce probleme a un aspect thermodynamique (évo-
lutions adiabatiques) et un aspect mécanique
(RFD appliquée au piston mobile).

Un récipient d’une capacité de quelques dm? est muni
d’une pompe, d’un robinet R et d’un manometre a eau.
Initialement ce récipient contient de 1’air sous la pression
atmosphérique P et a la température T, de I’air exté-
rieur. On comprime trés légerement ce gaz grace a la
pompe, puis on réalise les opérations suivantes:

e opération 1: on laisse le récipient sans y toucher durant
plusieurs heures puis on lit la dénivellation 4; du mano-
metre (h; est de I'ordre de quelques cm) ;

e opération 2 : on ouvre le robinet R et on le referme aus-
Sitot;

* opération 3: on laisse le récipient quelques heures sans
y toucher puis on lit la dénivellation £, .

. . . 1R
e Remplissage d’un réservoir

. . . . . . . -
Un réservoir initialement vide est mis en communica- pompe
tion avec l’atmosphere (pression P( et température R
. . T , manometre
T() par un petit robinet qui laisse 1’air entrer lentement. a liquide
Au bout d’un certain temps, on ferme le robinet et 1’air (eau)

intérieur se met a 1’équilibre interne. Déterminer sa
température.
On considérera que 1’air est un gaz parfait de rapport y

constant et que la durée de ’expérience est suffisam- 4P age 1 76
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1 ¢ Pour chaque opération, analyser le processus expéri-
mental et proposer un modele pour chaque transformation
subie par le gaz qui reste a I’intérieur de la bouteille.

2 » L’expérience permet de mesurer le rapport
P, m

Y=

V,m

des capacités calorifiques molaire d’un gaz.

L’air est supposé parfait et de rapport ¥ constant.

a. Tracer dans un diagramme de Clapeyron (P, V) la suite
de transformations que subit le gaz resté dans la bouteille a
la fin de I’expérience. On notera:

p1 la surpression correspondant a 4 ;

P> la surpression correspondant a 4, ;

6 D’abaissement de température correspondant a 1’opéra-
tion 3.

On ne s’intéressera qu’aux opérations 2 et 3.

b. Calculer 7y en fonctionde hy et hy.

Effectuer I’application numérique avec hj;=18,2cm et
hy=5,0cm.

* Quelle est la température dans le récipient apres
«quelques heures» ?

* Quelle est la pression dans le récipient juste apres
I’ouverture du robingf

e Le récipient permetsilde definiry un "Systcme
fermé ?

*Le gaz qui s’échappefsubit une tyansformation
brusque, mais le gaz ‘qui'reste”Subit une.détente
«douce ». Comment peut~of™c traduire quantita-
tivement ?

» Ne pas oublier que p; << Py et py << Pp. On
peut simplifier le calcul en faisant des dévelop-
p

Py

Conseils

pements a ’ordre 1 en

@) citude d'une tuyere

On étudie I’écoulement d’un gaz dans une tuyere horizon-
tale isolée thermiquement du milieu extérieur.

En régime permanent, dans une section droite de la tuyere
les vitesses d’écoulement sont égales et normales a la sec-
tion. La pression et la température y sont uniformes et
indépendantes du temps :

—al’entrée de la tuyere, x =x7: Py=3bars; T; =300K;
—alasortie de la tuyere, x=x,: Pp=1bar; T, =250K.

: -

—% «v)

'
1
x :Xz
)
]
]

T(x)

1 » Montrer que lorsqu’une mole de gaz passe de I’entrée
a la sortie de la tuyere, on peut, pour toute abcisse x ,

écrire Hp(x) + % Mv2(x) =cte .

Hy(x) est ’enthalpie molaire du gaz a I’abscisse x et M
est la masse molaire du gaz.

2« Sil’on suppose v(x;) négligeable, calculer v(x) .
Données: M=32g.mol™!; y=14.
On supposera le gaz parfait.

3 o Le gaz sortant de la tuyere est utilisé pour actionner
une turbine. A entrée de la turbine, il a une pression P, ,
une température T, et une vitesse 5. A la sortie, la pres-
sion et la température sont inchangées, et la vitesse est
nulle. Calculer le travail récupéré par la turbine pour le
passage d’une mole de gaz.

* Revoir la démonstration de la détente de JOULE-
THOMSON. 11 suffit de la reprendre en tenant
compte de 1’énergie cinétique.

* Que vaut I’enthalpie d’un gaz parfait ?

* Quelle relation y a-t-il entre la variation d’éner-
gie cinétique du gaz et le travail récupéré ?

Conseils

€ trade d'une machine

Question préliminaire

Dans un tube cylindrique horizontal, indéformable, aux
parois adiabatiques, un gaz se détend a travers une paroi
poreuse; la pression et la température passant de Py, T
en amont de la paroi a T,, P, en aval de la paroi.

On suppose que 1’écoulement est suffisamment lent pour
que la variation d’énergie cinétique d’une quantité donnée
de fluide entre la partie amont et la partie aval soit négli-
geable.

1 » Montrer que la détente est isenthalpique.

2 » On remplace, dans le tube, la paroi poreuse par une
machine (turbine, compresseur, etc.). Au cours de son pas-
sage par la machine, une mole de fluide échange, avec le
milieu extérieur, un travail autre que celui des forces de
pression, noté 7'y , et une quantité de chaleur Q, .
Comment est transformée la relation précédente ? On
notera H,, 1’enthalpie molaire du gaz.

A. Compression d’un fluide parfait
De I’air (assimilé a un gaz parfait) est prélevé dans I’at-
mosphere a la température Ty , sous la pression Py . Il est

comprimé de fagon adiabatique et lente jusqu’a la pression
Ps.

1 ¢ Exprimer la température finale du gaz, Ty , en fonc-

tionde Ty etde x= zf) Page 1 77



2 ea. Exprimer AH,,, la variation d’enthalpie molaire de
ce gaz, en fonctionde Ty, x et Cp p.

b. Cette compression est réalisée par un compresseur : quel
travail, 7', doit-il fournir ?

c. A.N.: Calculer numériquement 7°.

Données: Ty=288 K; Py=1Dbar; Py=12 bars
Cp,m=29 J.K-!.mol !; y=14.

3 o Cette compression est réalisée dans deux compres-
seurs: I’air traverse un premier compresseur qui le com-
prime de Py a Py, puis un échangeur ou il se refroidit de
facon isobare, sous la pression P, jusqu’a T et traver-
se enfin un second compresseur qui le comprime de P
a Ps.

a. Exprimer le travail molaire 7., que doit fournir I’en-
semble des compresseurs, en fonctionde Cp ,, Tp, Py,
Py, Prety.

b. Pour quelle valeur Py, de P;,exprimée en fonction
de Py et Py, ce travail est-il minimal ?

c. Calculer les valeurs de Py, et du travail molaire minimal
pour les valeurs numériques données en 2) b).

B. Turbine a gaz

Soit le dispositif schématisé.ci-dessous.

Lair prélevé dans I’atmosphere, en A (P4 = 1 bar et
Ta = 288 K) , est comprimé jusqu’a la pression” Pp
(Pp =12 bars) , dans un compresseur (C) a deux étages
selon le processus du A. 3) b). Entre les deux étages, 1air
est refroidi de facon isobare jusqu’a 74" (échangeur).

Dans la chambre de combustion, 1’air est échauffé de
facon isobare jusqu’a T¢-=1050 K . Dans la turbine (7),
I’air est détendu de fagon adiabatique et lente jusqu’a
Pp=Py.

B chambre de C

combustion
h © (T)
(©) arbre de
la machine
échangeur
A D
< >~ - >

compresseur a deux étages turbine

Le tableau suivant donne la pression P et la température T
du fluide dans les différents états:

état P (bar) T(K)
A 1 288
B 12 586
C 12 1 050
D 1 524

1 ¢ Quelle est I’expression numérique du travail molaire
Tc , recu par le fluide de la part du compresseur a deux
étages (C)?

2 o Calculer le travail molaire 7y, recu par la turbine

(T).

3 o Le compresseur a deux étages et la turbine étant soli-
daires du méme axe de rotation de la machine, déterminer
le travail utile molaire 7Ty, récupéré sur cet axe (arbre de
la machine).

4 ¢ Calculer Oy, , la quantité de chaleur molaire recue par
I’air pendant la combustion. (On négligera les modifica-
tions du fluide pendant cette combustion.)

[Tl

5 ¢ En déduire le rendement n =
m

1) De quelle détente s’agit-il ?

2) Comment la démonstration est-elle modifiée ?

A. 1) Quelle loi les conditions expérimentales décri-
tes permettent-elles d’appliquer ?

2) Peut-on utiliser la question préliminaire ?

3) a) Quel(s) travail(travaux) doit-on prendre en
compte ? Le travail des forces de pression de
1% changeur'est-il intéressant ?

B. Chaque élément de la machine peut étre traité
séparément en utilisant la question préliminaire.

Conseils

G Détermination d'une capacité
thermique massique

On établit, a pression constante, un courant gazeux dans
un serpentin métallique de débit massique Dy, (D
représente la masse de gaz qui traverse une section de ser-
pentin par unité de temps).

Le serpentin est plongé dans un calorimetre rempli d’eau,
de capacité thermique totale C (cette capacité inclut ’eau,
le calorimetre et ses accessoires). Le gaz, initialement chauffé
dans un four, arrive dans le calorimetre a une température
T. En régime stationnaire, le gaz sort du calorimetre a la
température T, , pratiquement égale a celle du calorimetre.

1 ¢ Lorsqu’on interrompt le courant gazeux, on constate
que la température T du calorimétre diminue, ce qui
indique I’existence de « fuites thermiques ».

En admettant que les pertes thermiques par unité de temps
sont proportionnelles a 1’écart de température (T —T)
entre la température 7 du calorimétre et celle T (sup-
posée constante) du milieu extérieur (on désignera par & la
constante de proportionnalité), déterminer la loi d’évolu-
tion de la température 7 du calorimétre en fonction du
temps ¢, de C, k, TQPet T,.
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2 ¢ Calculer la valeur de la capacité thermique massique
a pression constante cp du gazenfonctionde k, Dy,
To, Ty et Top.

3 e Données: C =4 kI K™ et Dy =047 gs~ 1.
On a mesuré les températures Ty = 293 K ,

Ty =373K et T =310K.

Déterminer la valeur numérique du coefficient & sachant
que dix minutes apres avoir coupé le courant gazeux, la
température T du calorimetre a diminué de 2 K.

En déduire la capacité cp du gaz (dioxyde de carbone).

* Quel systeme choisir pour étudier I’effet des fuites ?
Sur quelle fonction d’état du systeme doit-on tra-
vailler ? Quels échanges énergétiques y a-t-il entre
le systeme et son milieu extérieur ?

* Définir un nouveau systeme en régime stationnaire
et raisonner de manicre analogue a la détente de
Joule-Thomson.

Conseils

0 Utilisation d'une pompe

Un réservoir de volume V) contient initialement de ’air
(assimilable a un gaz parfait) a la pression P . On peut
augmenter cette pression en y refoulant de I’air a ’aide
d’une pompe. La pompe est constituée d’un cylindre dans
lequel coulisse (sans frottement) un piston actionné par un
moteur.

Le volume maximal du cylindre est V' (le piston est alors
en début de course, a gauche), le volume minimal du cylindre
est v (le piston est en fin de course, a droite).

Lorsque le piston se déplace vers la gauche, les soupapes
S1 et S, sontd’abord fermées, puis S| s’ouvre des
que la pression de 1’air résiduel contenu dans le cylindre
devient égale a la pression atmosphérique P; [’air exté-
rieur est alors aspiré dans la pompe.

Lorsque le piston se déplace vers la droite, S| se ferme,
I’air contenu dans le cylindre est comprimé; puis S,
s’ouvre dés que la pression de I’air du cylindre devient égale
a celle de I’air contenu dans le réservoir, 1’air du cylindre
est alors refoulé dans le réservoir.

Vv

Py

Sl}/

-~ S, | Vo

aspiration

<> PO
Py $i
—_—> B V()
5,

compression

On suppose qu’au cours des diverses transformations I’air
décrit une suite continue d’états d’équilibre thermodyna-
mique internes a température constante (transformation iso-
therme).

1 ¢ a. Calculer la pression P de 'air contenu dans le
réservoir apres k allers et retours du piston.

b. Quelle est la valeur limite P de P; quand k devient
tres grand ? Retrouver cette valeur sans passer par le calcul
des pressions intermédiaires.

2 * On suppose dorénavant v = 0.

a. Exprimer la pression Pj enfonctionde Py, V, V)
et k.

b. Calculer le travail W que fournit le moteur pour effec-
tuer k allers et retours du piston.

s\l festVivement recommandé de représenter le
kifmrleydl¥suf un diagramme (Peyl s VeyD) ol
Py représente la pression a 1’intérieur du cylin-
dre €t Ve, lé volume du cylindre. Le cycle doit
comporter 4 phases successives et les pressions
Py et Py doivent y apparaitre.

« A chaque étape, le systéme comprimé ou déten-
du est différent.

* Quel est le travail total des forces dues a la pres-
sion atmosphérique au cours d’un cycle du pis-
ton ?

* Rappel de la somme des termes d’une série géomé-
trique :

S=1l+r+r2+... +M=8=

conseils

1_’417+1

1-r

8 Détente brusque d'un gaz

De I’air, considéré comme un gaz parfait de rapport
constant (Y= 1,4) et de masse molaire M =29 g, est
enfermé dans un cylindre muni d’un piston mobile cir-
culaire, de rayon a =2 cm et de masse m . On note
X(t) D’abscisse du piston a la date ¢, l'origine étant
prise au fond du cylindre.

Le milieu extérieur est caractérisé par sa pression
Py =1bar etsatempérature To= 300K , constantes.
Le cylindre et le piston sont fabriqués avec un matériau
de masse volumique r=2,5.10% kg.m~3 et de capaci-

té thermique volumique ﬁ 1,0.103 Jka LK1
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L’état initial est défini par: Pression du gaz: P =4P,
température de ’ensemble: Tp; X =X;=20cm.
On libere le piston, le gaz se détend jusqu’a ce que le
piston s’arréte brutalement sur une butée. Le volume
occupé par le gaz est alors déterminé par :
X=X,=2X;.

Nous admettons que, pendant la détente, on peut consi-
dérer que la pression et la température du gaz sont défi-
nis a chaque instant et uniformes si sa durée 7, X et
la vitesse de propagation des ondes sonores

Cson = \/ YRT sont telles que: cgop 1o >> X .
| H
: " Py, T,
E S E 010
| n
| : : :
o' X, X0 X, X

1 ¢ On suppose que le gaz est homogene et que la vites-
se (au sens macroscopique) du gaz situé a 1’abscisse x
X

X@) .
5 (®)

est une fonction linéaire de x: 2(x, ?) =

Exprimer 1’énergie cinétique (macroscopique) dég de
la tranche de gaz comprise entre les abscisses x et
x+dx.

En déduire 1’énergie cinétique totale du gaz &k ga,(1)
en fonction de la masse de gaz mgy, etde X(7) .

2 » Nous supposons que :

* si la pression et la température sont définis a chaque
instant et uniformes dans le cylindre ;

il n’y a aucun échange thermique entre le gaz, le pis-
ton et le cylindre ;

* le mouvement du piston jusqu’au choc contre la butée
s’effectue sans frottement.

a. Déterminer la pression P; et la température 7, du
gaz a I’instant ou le piston atteint 1’abscisse X, . Au
moyen d’un bilan d’énergie, exprimer la vitesse maxi-
male Vi,.x du piston en fonctionde p, e, M, X,
Py, ToR et 7y.

En déduire une estimation grossiere de la durée ¢, de
la détente.

b. Le piston a une épaisseur égale a 1 cm. Calculer Vi«
et ’ordre de grandeur de 7. L’hypothese «quasista-
tique » est-elle justifiée ?

c¢. Lors du choc sur la butée, le cylindre reste parfaite-
ment rigide et le piston s’échauffe uniformément. Calculer
les températures 773 pision €t 73 gaz du piston et du gaz
lorsque le systeme est au repos. (On considérera que 1’hy-
pothese quasistatique est justifiée pour la détente).

3 ¢ On tient compte maintenant des frottements entre le
cylindre et le piston. La vitesse maximale n’est plus que
de 20 m.s~!, les autres données étant inchangées. En
supposant, pour simplifier, que ces frottements
n’échauffent que le piston, calculer les températures
finales Ty piston €t T4 ga, du piston et du gaz lorsque
le systeme est au repos.

4 ¢ [’étude de la diffusion thermique (au programme
de seconde année) montre que, apres une durée ¢, la
zone sensible aux variations de température a une
épaisseur de I’ordre de 6= VD¢, D étant un coefficient
caractéristique du matériau. On prendra pour le maté-
riau du cylindre (verre) D =5,0.10"7 m2.s~!.

a. Déterminer 1’épaisseur & au bout de 4 ms et au bout
de 40 s . Exprimer la capacité thermique de la pellicule
d’épaisseur O sur la face interne du cylindre et, dans les
deux cas, comparer la capacité thermique correspondante
a celle du gaz. Conclure.

b. Les échanges thermiques entre le gaz et la paroi du

cylindre sont régis par la loi dite de NEWTON:
Pin="h ST, (1) - T(n)]

Py, représentant la puissance thermique cédée par la

paroi au gaz, T(f) la température (supposé uniforme)

du gaz, Tp(t) celle de la face interne de la paroi, et S

I’aire de cette face interne; / est une constante que

I’on prendra égale 2 10 W.m~2K~1,

En prenant comme origine des temps I’instant du choc,

déterminer 7(z) . Pour simplifier les calculs (de toutes

facons approchés) :

« on ne tiendra pas compte des échanges thermiques du

gaz avec le piston ;

e on supposera la capacité thermique de la couche

d’épaisseur O constante et infiniment grande devant

celle du gaz.

Calculer numériquement la constante de temps de la loi

T(t) etlavaleurde T 10 minutes apres la détente.

» Caractériser I’évolution du gaz pendant la déten-
te. Quelles relations relient P, V et T?

* Un bilan d’énergie n’a de sens que relatif a un
systeme fermé clairement délimité. Selon le cas,
on choisira le gaz seul ou I’ensemble {cylindre
+ gaz + piston}. Quel systeme choisir si on veut
considérer le travail cédé par 1’atmosphere au
cours de la détente ?

* Pendant la détente, le piston est rigide et ne recoit
pas de transfert thermique.

* Pour une premicre estimation de la durée, on peut
considérer que la vitesse est constante.

* Le cylindre peut-il échanger du travail ?

* Les frottements modifient-ils 1’énergie interne

finale du systeme {uﬂrgreg+é*azi ﬁlﬁ} ?

Conseils



9 stabilité de I'atmosphére

L’air est considéré comme un gaz parfait de rapport ¥
constant et de masse molaire M . La verticale est repé-
rée par un axe Oz ascendant: g =—g¢.. A 1’équili-
bre, la température de I"air suit une loi Teq (z) connue.

1+ Si P(z) représente la pression, et P'(z) sa dérivée,
P'(2)

déterminer le rapport
pp P(2)

2 ¢ A la suite d’une perturbation, une bulle d’air, initia-
lement a ’altitude z, s’éleve jusqu’a Ialtitude zg+ ¢ .
La bulle se met a I’équilibre mécanique avec l’air
ambiant a cette nouvelle altitude, et, nous supposons
que cette opération est suffisamment rapide pour &étre
adiabatique.

En supposant { suffisamment petit, déterminer la
masse volumique pPpue(zo + §) de la bulle, puis la
masse volumique pq(zg + §) de I’air ambiant a cette
méme altitude.

En déduire une condition portant sur la fonction 7(z)
pour que 1’atmosphere soit a 1’équilibre. Commenter la
valeur obtenue.

» Comment exprime-t=0n la masséy 6lumigtig djun
gaz parfait en fonctionfde A/, PYet W 7

* La transformation subie par la builg permet-elle
d’appliquer la loi de WAPEACE?

» Comment expliciter celted@iaweC les variables P
et p?

*Si  est suffisamment petit, on peut exprimer
P(zp + {) par une développement de Taylor a
I’ordre 1.

e Pour exprimer la dérivée de p., on peut utiliser
la dérivée logarithmique.

* Le systeme est stable si les forces qui s’exercent
sur la bulle tendent a la ramener vers sa position
initiale.

Conseils

@ Chauffage d'une enceinte

D’apreés Concours communs Mines - Ponts

On se propose de maintenir un local a température cons-
tante T, (température de consigne). La température exté-
rieure est uniforme et vaut T, < T .

A Dinstant t, la température du local est notée T et 1’on
admet que la déperdition d’énergie thermique
(« déperdition de chaleur») est proportionnelle a la diffé-
rence de température entre 'intérieur et 1’extérieur.

Le volume de I’enceinte est constant, le coefficient calori-

métrique global a volume constant, ou capacité thermique
du local, est noté C . La puissance thermique fournie a
I’extérieur (flux thermique sortant) s’exprime alors sous

la forme %—Q = aC(T-T,) (loi de Newton).
t

Détermination de o

Pour déterminer les déperditions thermiques, on arréte le
chauffage pendant une durée Ar, durant laquelle la tem-
pérature du local passe de T; a Ty, la température exté-
rieure restant inchangée et égale a 7T, .

1 ¢ Préciser I'unité de « ; établir son expression:

_ 1, i-%
o= AtlnE—Te

2 ¢ Calculer la valeur de o pour At =3 heures ,
T,=2940K, Ty=286,0K et T, =281,0K.

Mise en route du chauffage

3 © Quelle est la puissance de chauffe nécessaire au main-
tien du local a la température T; = T, = 294 K ? On donne
C=10"J.K 1.

La température du local est maintenue dans I’intervalle de
régulation (9 = [Tp = 6 ; Tg + 0] au moyen de relais
thermostatiques du type tout ou rien.

Ces derniers mettent en route le dispositif de chauffage des
que T atteint la valeur Tg — 0 et arrétent des que T
atteint la valeur TR + 6 par valeur croissante. Les gran-
deurs Tr et 6 sont respectivement la température de
régulation et "amplitude de régulation.

Notant P. la puissance de chauffe (indépendante du

_c

temps), on pose aussi Try = Te + aC -

4 ¢ Quel est le sens physique de Tgrp ? Montrer qualita-
tivement que, lorsque le systeme fonctionne normalement
(Tr =T, =294 K) , la température T du local est une
fonction périodique du temps. Montrer alors que 1’inter-
valle 9% des valeurs possibles de Tgr est:

Te+9$ TRSTRM_Q-

Calculer numériquement % pour P, =15kW
et 0=0,1K .

5 ¢ Exprimer la période, O, et donner sa valeur numé-
rique.

6 * On note Atf la durée, au sein de la période O, pen-
dant laquelle le systeme de chauffage est actif.

Etablir ’expression du facteur de forme de la source
At
n= @1 . Calculer sa valeur numérique. En déduire la

puissance moyenne de chauffe (T =7, =294 K) .
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Détermination de o

 Définir le systeme étudié et choisir la fonction
d’état a partir de laquelle on établira le bilan éner-
gétique.

Conseils

Mise en route du chauffage

« Etablir un nouveau bilan énergétique tenant compte
du chauffage. Que devient-il si 7' reste constante
égalea T;?

¢ Pour comprendre le fonctionnement, on pourra tra-
cer P =f(T) . A quel dispositif électronique cette
courbe fait-elle penser ?

* Pour faire I’étude quantitative, exprimer le bilan
énergétique et 1’intégrer suivant que le chauffage
fonctionne ou non entre T — 0 et Tg + 6 , ou
TR+0 et TR—0 .

* Les questions 5) et 6) sont des applications de la
question 4).

m Capacité calorifique
d’un systeme complexe

Un gaz parfait (quantité de matiere n)est enfermé dans un
cyclindre (de section S ) fermé par un piston mobile; rete-
nu par un ressort de raideur &, de longueur a vide L .
Initialement, le gaz est a la pression atmosphérique Py ,
température T, et la longueur.de cylindre occupée par le
gaz vaut L .

On note Cy la capacité calorifique molaire a volume
constant du gaz (doc. 1).

Méme si cette hypothese est discutable, on négligera dans
cet exercice la capacité thermique du ressort.

section §

gaz parfait

—AAADA— &

k

0
Doc. 1

Ly

On suppose que le systeéme {gaz + ressort} est en perma-
nence en état d’équilibre thermodynamique interne; on
repere le déplacement du piston par sa cote x .

1 On fait évoluer lentement la température: comment
est représentée cette transformation en diagramme de
Clapeyron (P, x) ?

Examiner les cas particuliers.

2 ¢ Quand la température T varie de dT, x varie de dx.
Calculer dx en fonction de dT .

3 » Exprimer (en fonction de la variable x ) I’énergie
interne du systéme {gaz + ressort}.

En déduire la variation infinitésimale de 1’énergie interne
dU en fonction de la variation de température d7 .

4 ¢ Calculer le transfert thermique 6Q nécessaire pour
faire varier la température de dT .

En déduire la capacité calorifique Cg du systeme {gaz
+ ressort}.

Examiner a nouveau les cas limites.

1) 11 suffit d’écrire 1’équation d’équilibre du piston.
3) Dans I’expression de I’énergie interne U intervient
I’énergie potentielle des forces intérieures, donc celle
du ressort.

4) 1l faut toujours commencer par calculer le travail
et se servir du premier principe pour obtenir les
échanges thermiques.

Conseils

@ Transformations d’un gaz réel

Dans un certain domaine de température et de pression,
le dioxygene O, est bien représenté par 1’équation de
Van de Waals:

P+ L \(V,-b)=RT
( Vii ) i
Son énergie interne molaire est donnée par:
Un=Uym+Cym T -2
Vi
Avec a = 0,170 J.m3 mol—2,
b=5,10.1073 m3.mol~!
et Cy, m=21,1 1K~ Limol~.

1 ¢ On réalise une détente de Joule-Gay-Lussac avec ce
gaz. L’état initial est caractérisé par:

Volume V(=10 L; quantité de matiere: n = 10 moles;
température T =295 K.

L’état final est caractérisé par un volume
Vi=2Vy=20L.

Déterminer littéralement et calculer la température
finale T sion néglige les échanges thermiques avec
les parois. A quelle condition cette derniére hypothese
est-elle réaliste ? Quel serait le résultat avec le modele
du gaz parfait?

2+ On réalise une compression suffisamment lente
pour pouvoir la considérer comme isotherme. La tem-
pérature restant égale a T\, les n moles passent de V|

aV,= —% _Calculer le travail et la chaleur fournis au gaz.
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3 » On réalise la méme compression (méme état initial,
méme volume final), de fagon suffisamment rapide
pour la supposer adiabatique, le systéme restant cepen-
dant toujours trés proche d’un état d’équilibre interne.
Déterminer la température finale et le travail fourni au

gaz.

* Revoir le dispositif expérimental de la détente de
Joule-Gay-Lussac (Cours).

e Ne pas confondre énergie et énergie molaire,
volume et volume molaire, etc.

e Comment s’écrit I’équation de Van der Waals
pour une quantité de matiere n?

e Pour déterminer un échange thermique, il faut
calculer la variation d’énergie interne et le tra-
vail.

* Question 3: revoir la démonstration de la formu-

le de LAPLACE pour un gaz parfait. Il faut utili-

ser la méme méthode pour établir une relation

simple entre V et T .

Conseils
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Corrigés TD THERMODYNAMIQUE

o Oscillations adiabatiques

Chaque partie du systeme subit une évolution adiabatique.
Si la vitesse du piston est faible devant la vitesse de pro-
pagation du son, on peut considérer que la pression et la
température y sont uniformes et définis a tout instant. On
peut donc appliquer la relation de LAPLACE.

Repérons la position du piston par ’abscisse x , nulle a
I’équilibre et orientée de la gauche vers la droite.

Les volumes des compartiments (1) et (2) deviennent:
Vi=Vo+Sx et Vo =2Vy—Sx

L’application de la loi de LAPLACE se traduit par:

P V7=P, V07’<1 + %)V: Po V!
0

Sx étant petit devant V(y (petites oscillations), on obtient

R 5 ¥ Sx
apresun D.L. al’ordre 1: Py = Po(l - V—)
0

Y Sx >

2V

Ecrivons maintenant la RFD appliquée au piston :

3yPy 82

——

2V

On a un mouvement oscillant sinusoidal de fréquence :

fol 3yPo $°
2n 2 VO

On obtient de méme: P, = Po(l -

mjéZP]S—PQS =—

Une étude plus réaliste devrait tenir compte des échanges
thermiques a travers les parois et des frottements. Si ceux-
ci sont faibles, on observe des oscillations amorties de
pseudo-fréquence voisine de f et le systeme tend vers 1’é-
tat d’équilibre initial.

6 Remplissage d’un réservoir

Py Vo Ty

vide

Etat initial : Tout le gaz constituant le systéme est contenu
dans le volume V, a I’extérieur.

Py Ty

Etat intermédiaire : le gaz se répartit entre un volume exté-
rieur plus petit que V| et le réservoir.

Etat final : tout le gaz est contenu dans le réservoir.
Considérons le systeme fermé constitué par le gaz qui se
trouve dans le réservoir a la fin de I’expérience. Dans 1’¢-
tat initial, il occupe un volume V).
La partie du gaz qui est restée dans 1’atmosphere est tou-
jours a I'équilibre thermique et mécanique avec celle-ci.
Ce/ systeme est limit€, du coté de 1’atmosphere, par une
paroi fictive ou la température est égale a T des deux
cdtés. Le gaz subit donc une transformation adiabatique.
Bien que I’écoulement soit lent, le gaz passe brusquement
de la pression P( a une pression plus faible lors de son
passage par le robinet; son évolution n’est pas quasista-
tique et on ne peut pas utiliser la relation de LAPLACE.
La paroi du réservoir est immobile. Le seul travail est donc
le travail des forces de pression atmosphérique, qui s’ap-
pliquent sur une surface qui «balaye» le volume V. Le
travail regu par le systéme est donc:

W=+PyVy.
Ce travail est bien positif, car la «paroi» se déplace dans
le sens de la force pressante.
Les échanges thermiques étant nuls, on peut écrire :
AU =W ,soit: n Cy. m (Ttinale — To) = Po Vo
Po Vo et Cy m= L

T() ’ Y- 1

On en déduit: Tfpae —To=(y—1) Tg
etdonc: Tfinae = 7710 -
On remarque que ce résultat est indépendant de la pression
finale.
L’hypothese la plus contestable est celle de 1’adiabaticité
des parois: La capacité thermique du gaz intérieur est suf-
fisamment faible pour qu’il soit difficile de négliger le
transfert thermique vers la face interne des parois. La tem-
pérature finale est donc comprise entre T et YT, et doit
tendre vers T pour un temps suffisamment lorﬁ.l
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Q Expérience

de Clément-Desormes

1 ¢ Le tableau ci-dessous explicite chaque opération :

opération

analyse et conclusions

compression initiale

La compression rapide du gaz correspond a une augmentation de tempéra-
ture sans échange thermique.

1
refroidissement isochore

Les échanges thermiques étant lents devant la mise en équilibre de pression,
il faut laisser le récipient quelques heures afin que la température de I’air
intérieur soit de nouveau égale a T . Le volume reste inchangé.

Le gaz a été comprimé donc P| > Py .
Puisque /; est de 'ordre de quelques cm, Py — Py est de I'ordre de
quelques millibars (1 bar correspond a 10 m d’eau).

2
détente adiabatique

Puisque p| =P — P est faible, I’ouverture du robinet va provoquer la fuite
d’une petite quantité de gaz jusqu’a ce que la pression intérieure soit égale
aPy.

Le gaz restant a I’intérieur de la bouteille a subi une détente rapide: on peut
considérer que les échanges thermiques n’ont pas eu lieu et la température
de ce gaz a baissé.

Attention: Le systéme considéré ici est.différent de celui de 1’opération 1.
Il s’agit toujours d’un systeme fermé mais de quantité de matiere moindre.

R R
1 1
e gaz devant '
s’échapper
du récipient
(n moles)

ny—n

<—— gaz devant
moles de gaz

rester dans

. la bouteille .
état initial (ny—n moles) état final

La transformation des ng—n moles n’est pas isochore.

3
échauffement isochore

De méme qu’en 1, il s’agit d’une phase de mise en équilibre thermique jus-
qu’a la température Ty . Le gaz s’est échauffé, a volume constant, depuis un
état initial de pression Pg: P, est donc supérieure a Py .

Durant cette opération, le récipient contient (ng—n) moles de gaz a la tem-
pérature Ty ; or, durant I’opération 2, le récipient contenait ny moles a la
température T .

Ainsi Py <Py et hpy<hy.

Compte tenu des valeurs faibles des surpressions, on peut considérer que les deux systemes étudiés (ny moles
ng — n moles pour 2 et 3) subissent des transformations telles que chaque état intermédiaire peut étre considéré comme un état
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2 ¢ a. On considere le systeéme constitué des ny—n moles
de gaz présentes en fin d’expérience dans le récipient.
Comme les transformations sont des suites d’états d’équili-
bre thermodynamique interne (p; << Py, p, << P) , que
le gaz est parfait et que y est constant, la loi de Laplace peut
s’appliquer pour ces évolutions adiabatiques, soit PV7=cte .
Sachant que 7y > 1, la pente en un point d’une adiabatique
est supérieure (en valeur absolue) a celle d’une isotherme, en
effet on a:

d(n PV7) = d7P+yd7V -0,
.. (dP P
d’ou |5 =75
(dV)adiahalique 4
= dl dl = e h dl =—£
din PV = 98+ 4V =0 aroi ( dV)isotherme k.

Juste avant I’ouverture du robinet, le point représentatif du
systeme des ny—n moles d’air esten A de coordonnées

[Vi, (Po+ pp], si V| estle volume occupé par les n
moles qui vont sortir.

Pendant 1’ouverture, le systeme subit une transformation
adiabatique quasistatique caractérisée par P VV=C3€ Le
systéme atteint le point B, de coordonnées (Pg, Vp).

Apres la fermeture du robinet; la-gaz contenu dans le réci-
pient subit un échauffement isochore (il y a transfert ther-
mique a travers les parois du récipient). 1l atteint le-point
C , de volume V{ et situé sur I'isotherme 7)) qui passe
également par A .

P
Pytpy -1
Pytp, -
P, 1
isotherme 7,— 6
|4 Vi Vv

b. On considere le systeme fermé constitué des (ng — n)
moles qui restent dans le récipient. On peut écrire :
¢ Pour la transformation adiabatique AB :

Typl—yzcste’
. 1 - _
soit (Py+p)' 7 Th=P 7T, -0

1-—
ou encore : _Pr g 1—iy
Py Ty

En outre, comme p; << Py et 6 << Ty, larelation ci-
dessus conduit, aprés un D.L. a ’ordre 1 a:

D1 0
1- =y =
(1= Po VTO

* pour I’échauffement isochore BC : ? = Cste

-1
d’ou £=M soit: 1+&= 1—i
To—0 Ty Py

. P
et, puisque py << Ppet 6 << Ty: Ti = 72 ;
o ‘o

e ainsi, en éliminant 9 des deux relations obtenues,
Ty
on en déduit:

P P2
1o~ 2L =y 22
( )Po Py

s

P Iy
"~ Py by - hy

dou y = 7 , soity = 14.

Remarque : L expérience de Clément-Desormes donne des résul-
tats peu précis. Les déterminations de 7y se font actuellement a
partir de la mesure de la vitesse du son dans le gaz considéré.

© itude d'une tuyere

A Tinstant 7, la tranche contenant dn moles est en
x = +Elle-estcaractérisée par Uy, Ty, Py, Hy et v;.

=Nl

A B

A B

’ instant ¢

« A Dinstant 7 (¢’ > 1) elle est 2 I’abscisse x . Elle est carac-
térisée par U(x), T(x), P(x), H(x) et v(x).

dn
%5/////77Ff//—
; .
CDp ¢l b
X
instant ¢’

Pour calculer U(x) — Uy, on va considérer la tranche de gaz
ACA'C' alinstant 7. A linstant 7' , cette tranche s’est
déplacée et occupe un volume BDB"D" .

Le syteme étudié étant fermé et I’écoulement permanent, on a
nécessairement B"=B' et D"=D".

T(x) et P(x) sont indépendants du temps et la masse totale de
la tranche ACA'C’ est invariante.

On applique le premier principe entre les instants ¢ et ¢’ a
la tranche précédente :

* 0 =0, puisque les parois sont adiabatiques ;

* en amont le gaz recoit un travail Wy =P lt‘iAlﬁD ;
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« en aval il regoit le travail :
W) =-P)Vapcp's
* (Expppp — €Kuuce) + WUns'pp' — Uaa'cc?)

=P\Vapep = P)Vargcp
puisque €p ¢ = cte;

or Usgpp = Ugpac + Uspen
Usacer= Uspen + Uppac

=€ +
et / KBB”DD‘ KBDA'C’ KA’B'C ‘D'

=¢ + .
KAA'CC ! KABCD KBDA'C'

Ainsi, puisque toutes ces grandeurs sont indépendantes de
temps :

Exypep t Uapep+ PO) Vapep
= €K pep + Uasep + P1Vagep -

1 21 2
o Kpen— 2 dmov(x)” = 3 dn Muv(x)

_1 2_1 2
(gKAB'CD_ > dm vf = > dnMv

Vapep =dn Vi, ()
\ Vapep=dn Vi

o / Uppep =Uy(0 . dn
\ Y Um] .dn.
Soit %Mv(x)z + Up(%) + POVi(%)
1
=3 Mot + Uy, + P Vi,

Comme Up(x) + P(x) Via(x) = Hpy(x) , on a effectivement
bien:

Hpy(x) + % Mvi(x) = cte .

2 Hpy,+ % lezz Hpy, le gaz est parfait, donc:

R
Hy —Hp,y = ryl -1 (T -T,), soit:

2 Ry
== —— T -T .
2 [M 7/_1(1 z)]

v7=301,5ms™!.

<
0 [ =

3 © Sil’on suppose que 1’énergie cinétique du gaz en amont
de la turbine lui est intégralement transmise :

1 2
3 Mv3 = Wibine -
L R
Ainsi Wiypine = —7/7/ ’ (T -Tp)

Wiarbine = 1 455 J.

@ itude d’une machine

Question préliminaire

1 ¢ 1l s’agit d’une détente de Joule-Thomson.

Le lecteur pourra se reporter a son cours ou a la démonstra-
tion donnée a I’exercice 4 (il suffit d’écrire €x(x) = €, pour
retrouver la démontration du cours).

2 * Avec les notations de I’exercice 4:

—Uncarc' +Upppp =7"+Q +P\Vapcp —Px) Vagep:

c’est lors de 1’application du premier principe a la tranche de

gaz passant de ACA'C’' a BDB'D’ qu’interviennent le tra-

vail 7’ (autre que celui des forces de pression) et le trans-

fert thermique @ échangés au niveau de 1’élément

(compresseur, turbine, etc.).

La relation AH =0 du 1) devient AH=1"+Q , o0 AH

représente la variation d’enthalpie d’une tranche de gaz entre

I’aval et ’amont de 1’élément de machine étudié.

Si la branche contient n moles , cette relation devient:
nAH,=nt,+n0n

soit: AHy, =T 0+ On

A+ 1 On est dans les conditions d’application de la loi de
Laplace. Ainsi:

l_y ¥ 1 Y r-1
PO T0=Pf nyetTf=x7 TO

1. Pour un gaz parfait (pour lequel Cp p, est constant)

AHy = Cp 1 AT , soit:
r-1
Ay =Cp . (x 7 = DTy .

b. D’aprés la question préliminaire et en tenant compte du
caractere adiabatique de la transformation:

T'm=AH, .
c. 7'y = 8,64 kl.mol~L.

3 e a. Seuls les travaux échangés au niveau des compresseurs
sont intéressants : le travail au niveau de I’échangeur n’est pas
fourni par la machine, il ne «coite » donc rien.

Tn = T]m+ (%)

en utilisant les résultats du 1) et du 2).

PO
"

1-y -y
T+iT 2
Pf -2].

dr,
b. Il suffit d’annuler —— . On obtient, apres un calcul
1
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Soit 7= CP, mlo

sans difficulté, P| =



c.Py=3,5bars. T, =7,12kl.mol~! . L’intérét du compres-
seur a deux étages apparait ici, puisque 7 < 7': le travail
total a fournir pour passer de Py a Py est inférieur d’envi-
ron 20 % .

Be 1 7. aét calculé a la question précédente::
T, =712 kl.mol~!.

2 o trest donné par le résultat de la question préliminaire :
Ty, = Ay = Cp o (Ip — T0)

77 =-15,25 kJ.mol ! .
m

3 o Le travail utile récupéré sur ’axe vaut 7, =— (77 + 7¢) ,
puisque la turbine et le compresseur a deux étages sont soli-
daires:

7, = 8,13 kl.mol 1.

4 o Lair est échauffé de facon isobare; or AH = Qp pour
une telle évolution. Ici on a donc:
Om =AMy pc=Cp m (Tc—Tp)
O = 13,46 kJ.mol ! .

5 ¢ Le rendement d’un moteur est défini par le rapport entre
le travail utile récupéré et le colit énergétique correspondant :

fu 0;60
TI_ Q —_— 1 Q

6 Déterminatian d'une capacité
thermique massique

1 © Puisque le débit gazeux est interrompu, on s’intéresse au
systeme {calorimetre + accessoires + eau}.
On sait que pour des phases condensées, la variation d’éner-
gie interne et celle de 1’enthalpie sont quasiment égales:

dU =dH = CdT.
Si on réalise un bilan énergétique sur la fonction H en consi-
dérant que I’expérience se fait a pression constante, on peut
écrire dH = 8Qp. Or le seul échange thermique du systéme
avec le milieu extérieur correspond aux fuites thermiques :

80p =— k(T -Tp) dt, soit CdT =— k(T - Tp) dt

AT~ k4 En intégrant, compte tenu de la condition
-1, c
kt

initiale T(t =0)=T» :
T=Ty+(Tr-Tpe €.

Remargues : On vérifie que si t — + oo, T — T(: le calori-
métre est alors en équilibre thermique avec le milieu exté-
rieur.

T= % est le temps caractéristique de cette mise en équilibre :

o si k est grand, les fuites sont importantes et T est petit (mise
en équilibre rapide) ;

o s5i C est grand, la capacité du systeme a emmagasiner de
I’énergie thermique est grande, et la mise en équilibre lente.

2 * Soit le systéme constitué, en régime permanent, a 1’ins-
tant ¢, du calorimétre, de 1’eau, de ses accessoires, de la
masse M de gaz présente dans le serpentin dans le calori-
metre et de la masse dm qui entrera dans le calorimetre
durant I’intervalle d¢ ci-apres.
Entre les instants ¢ et ¢+ df, la masse dm entre a la tem-
pérature T et une autre quantité de matiere de méme masse
dm (régime stationnaire) sort a la température 7, du calori-
metre.
On raisonne de nouveau sur I’enthalpie du systeme et on fait
un bilan énergétique :

styst‘eme =dH {calorimetre + eau + accessoires } + dHM +dm
or dH{calorimélre + eau + accessoires} — 0, car dT'=0 en régi-
me stationnaire, et dHjz.qm = cpdm(T, — T1) tout se passe
entre 'instant ¢ et 'instant 7 + df comme si une méme
masse dm était passée de T7 a T,: cecin’est vrai qu’en régi-
me stationnaire o Hyj = cte .

- MY

Instant t
A A=, L:l:»
—‘ dm
Instant t+dt

Ainsi, puisque:

80p =k (T~ Tp) dt,
ona: cpdm(Ty —Ty) =— k(T — Tp)dt ,
or dm =Dy, dt et finalement:

Poo D, (L-T) -

T, -T
_C 270
Beksyh (Tz—AT—TO)
avec AT=2K et Atr=600s.
k=083 W.K"1.

ecp=476J kg7l K1,

0 Utilisation d'une pompe

1 ¢ a. Représentons le kM€ cycle du piston sur un dia-
gramme représentant la pression dans le cylindre en fonc-
tion du volume du cylindre.
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P cylindre
Dk

Pr-1

v "/2 Vv, Vv ch]indre

« Etape 1: détente isotherme du gaz initialement contenu
dans le volume v ala pression P;_;. S| s’ouvre pour
le volume V| ou la pression atteint la valeur Py .
« Etape 2: Aspiration d’air atmosphérique.
« Etape 3: compression du gaz initialement contenu dans
le volume V alapression Py. S, s’ouvre pour le volu-
me V; ou la pression atteint la valeur Pj_; . La com-
pression étant isotherme :
PoV=Pr,_1Vp

« Etape 4: Compression du gaz contenu dans le cylindre et
dans le réservoir, le volume de ce systéme passant de V)
+Vp a Vy+ v. La compression étant isotherme :

Py (Vo + Vo)=PreVo+ )
En éliminant V, entre ces deux équations, on obtientJa rela-
tion de récurrence :

Pr=Py

L ] Vo f
Vo+ v Vo+ v
On obtient successivement les pressions:

Py

P1=P0 +P0 v

Vo+v V0+ZJ'

+ P 4 .
Vo+v Vo+v

Pr=P

V V
Pp=P + Py _ .
g 0V0+U lV()+Z/
En éliminant successivement Py;_1, Pr_, ..., P, onobtient:
Vi Vi Vo \2
Pr=Pg 0 [1+ 0 +< 0 >+...+
Vo+v Vo+v Vo+v

Vo k-1 Vo \k
(Fve) |+ooles):
Vo+v Vo+v

que ’on peut écrire sous la forme :

(Yo
() [, oy
Pr=Py 14 Vot o +P< 0 ),
Vo+v - Vo Vo+v
Vo+ v
Vo \k Vo \k
soit, Pk=POK[1—< 0 >]+P0< 0 )
v Vo+v Vo+ v

b. Quand k devient trés grand, P tend vers la limite:

P=PyL
v

Cette pression est atteinte lorsque la soupape S, ne s’ouvre
plus, méme lorsque le piston est en fin de course a droite; pour
retrouver la relation ci-dessus, il suffit donc de réécrire la rela-
tion (1) (qui donne la condition d’ouverture de S, ) avec:
Vo=vwvetPr_ =P, soit Pv=PyV.

2 e Onsuppose v =0.
a. Reprenons le résultat de la question 1) a):

k
) ~1—k - lorsque vest trés petit, on obtient:

Vo
Sachant que (
Vi Vo

ot v
Vv
Pr=Py|l+k—)
k=70 ( V())
(Relation que I’on peut aussi retrouver par un calcul direct.)
b. Calculons le travail des forces de pression au cours du
miéme cycle du piston. Le travail de la force de pression
atmosphérique P est nul puisque, au cours d’un aller et
retour, le volume balay¢ par le piston est nul:
- PogAV = Po(=AV) =0.
Dans le cylindre, 1’air subit une transformation isotherme:

« lorsque le piston se déplace vers la gauche, la soupape S
est constamment ouverte (puisque v = 0); I’air s’engouffre
dans le cylindre a pression constante P, son volume aug-
mente de V', d’ou:
Wy =—PoV =—nRT;

« lorsque le piston se déplace vers la droite, 1’air est comprimé
dans le cylindre du volume V au volume V, (S, fermée),
d’ou:

Wm2=—nRT1nﬁ=—P0 Vin_fo_
vV Pp_1
Ensuite ( S, ouverte), I’air du cylindre et du réservoir est
comprimé du volume (Vo + V) auvolume Vj :
Wiy == (n+n,_1)RTIn VOZOVZ =—P, Vyln Pl’g’;l.
Au total, le travail des forces de pression pour le m ™€ cycle
de piston vaut donc:

Wi =Wy, + Wiy, =W, =— Py V(l +In

Po )—vaolnpz‘l,

m

m—1
que I’on peut écrire sous la forme:

Wy = VolPuln Py =Py 0P y_y = (Pyy=Pyu_1) (1 +10 Pg)]
puisque 'ona (n+n,,_1)RT = PoV + P,_1Vo=P,Vy
On peut ainsi en déduire le travail W des forces de pression
pour k allers et retours du piston:

k

P

Wi=> W,=PVp lnP—k—(Pk—Po) V.
m=1 0

Ce travail W} correspond au travail fourni par le moteur de

la pompe.
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0 Détente brusque d’un gaz
1 ¢ Le gaz étant homogene, la tranche dx de gaz a une

masse dm =myg,, —— et une €nergie cinétique

A% = % dm v2(x, 1) .

On en déduit: dék = 1 Mgyy %Xz
2 X
02 .
_ MgarX )N
et %gKgaz— 7 Xzoxdx d’ou:

1 .
ék gfaz () = Z mgazX2 ()

2 ¢ a.Le gaz contenu dans le cylindre subit une détente
adiabatique, supposée quasistatique (puisque P et T sont
définis a tout instant). Connaissant le rapport des volumes
(le volume double), on applique les relations de
LAPLACE:

L\t
T2=To<5> soit T, =227 K

Y
Py =P0<%) soit P = 1,52Bat .

La vitesse maximale du piston est obtenue juste avant le
choc sur la butée. Effectuons donc un bilan d’énergie entre
I’instant initial et juste avant le choc, lorsque le piston arri-
veen X;.
La force exercée par I’atmosphere sur le piston est simple
a exprimer, contrairement a la force exercée par le piston
sur le gaz situé a ’intérieur. Considérons donc le systeme
{gaz + cylindre + piston}.
Le cylindre et le piston sont ici assimilés a des phases
condensées. En l’absence d’échanges thermiques, leur
énergie interne est constante, d’ou :
AU = AUgpz = n1ga; Cy,m (T2 = T1) .
Les échanges thermiques étant nuls et le seul travail étant
celui de I’atmosphere (négatif), le bilan d’énergie s’écrit :
AU + Adg gaz Aég piston = Y atmosphére
Ngaz CV, m(T2—T1) + (%mgaz + %m> (Vmax2 -0)=
- Poma*(Xy - X))

P,V 4Py md X,
avec nNgy, = =

RT, R Ty
On obtient apres simplifications:

et Mgy, =M ngyy .

4P0X1 1 1 2 P()MX]

1 - __Vmax pe+ ———
y-1 y-1 2 2R T
=Po X,

4

2Py Xi(5 —y———
_y 0 1( ! 2%1)
" e P

2RT,

Pour une estimation grossi¢re, on peut supposer que la

vitesse moyenne est de I’ordre de V.« , d’ou:

o X, -X;

" Vi

b. Vinax =48 m.s™1; 19~ 4 ms .
Les hypotheses sont valides si ¢y Tp >> X avec
Cson = 3.102 m.s~! (T étant variable, on ne peut attribuer
de valeur précise a cqop) -
On obtient ¢y, fo = 1,2 m . On est a la limite de validité
de I’hypothese quasistatique.
¢. Remarquons que, entre le choc et 1’état de repos, on ne
considere plus le piston comme un systeme rigide: Le
choc provoque des déformations et des vibrations qui, en
s’amortissant, dissipent de la chaleur. Le raisonnement qui
suit permet de ne pas avoir a étudier le mécanisme de cette
conversion d’énergie mécanique en énergie interne.
Effectuons des bilans d’énergie entre «juste avant le
choc » et I’état final.
« Le cylindre restant parfaitement rigide et immobile, il ne
fournit aucun travail. Le piston ne recoit donc ni travail ni
échange thermique pendant la durée considérée. Le bilan
d’énergie pour le piston s’écrit donc:

1
AUpiston + Em(o - Vma)%) =0

> IS 1
d’ou: me(T3 piston = 10) = Em Vma%

2
Vinax

T piston = To + . AN: T piston — Tp=11K.

¢
« Pendant cette phase, le gaz est isolé:
1

R
ngaz Vmaxz = AUgaz = Ngaz ﬁa—é gaz 1) .

(Y= DM Vinaz
4R
AN.: T340,-Tp=079K.

T3 gaz I, =

3 o Le gaz subit la méme détente adiabatique quasista-
tique que dans 1’hypothese sans frottement; 7, est donc
inchangée.

T3 gq, estlégerement différente en raison de la vitesse plus
faible: T34y, -T12=0,14K.

Faisons un bilan d’énergie pour le systeme {cylindre + pis-
ton + gaz} entre I’état initial et I’état final de repos: AUy,
+ AUpiston + AUcylindre = Watmosphere avec AUcylindre = 0
(par hypothese, le cylindre ne s’échauffe pas).

Les frottements se manifestent par des échanges énergé-
tiques entre le cylindre et le piston. Ils n’interviennent
donc pas dans un bilan relatif a un systeme qui inclut ces
deux éléments.

R
Ngaz j(T3 gaz— T0) + m (T3 piston — T0) =
! ~ Py (X, - X))
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4Py X4
(y— DTy

epc(Tspismn—To>=PoX1[ 4 (1—T3g"‘z)—1}
y-1 Ty

Cette relation est vraie qu’il y ait ou non des frottements.
Dans les deux cas, T3 g,, apratiquement la méme valeur.
Avec une précision de deux décimales, on aura encore:
T3 piston — To=11K.

(T3 gaz — To) + e p (T3 piston — To) =—-Po X,

4dea r=4ms > 0=45pm; t=40s= 6=4,5mm .
Le volume de cylindre susceptible de variation de tempé-
rature est alors: V=2ma2X; 0.

La capacité thermique de ce volume est:
Cpari=pcV=4naX; épc.

Le gaz échange de la chaleur a volume constant. Sa
R 4Pgma’ X,

-1 (y- DTy

capacité thermique est: Cgy, =n

Cparoi _ (y=DpcTy ) -3.103 é;
Coaz Py a a
Cparoi Cparoi
t=4ms = ———=7;t=40s= —— =700.
gaz Cgaz

La capacité thermique de la paroi n’est donc jamais négli-
geable (4 ms correspond a la durée de la détente).
b. Ecrivons le bilan d’énergie pour le gaz qui recoit de la
chaleur de la paroi, a volume constant:
Cour WL = 1S Ty () - T(O1.

dr
La capacité thermique de la paroi étant tres grande, sa tem-
pérature est pratiquement constante (elle se comporte
comme un thermostat). L’équation devient:
v L= (10-Ty)
Cgaz _ P od
hS To(y— Dh
Cette valeur de 7 justifie I’hypothese adiabatique pour les
deux premieres phases (détente et choc).
La solution, compte tenu de la valeur initiale de 7T est:

1) =Ty~ (To - Ty exp

=200s.

avec T=

10 minutes apres la détente: t=37 et T=297K..

O stabilité de I'atmosphere

1 e Il suffit d’écrire la relation fondamentale de la statique
des fluides:

! M,
P'(z)=-p g avec p:m don: L@ __ 8

RT " P(2) R Te(2)

2 o La bulle subit une évolution adiabatique suffisamment
«douce» pour que P et T y soient toujours définis. On
peut donc appliquer la loi de LAPLACE sous la forme

1
P p~7=C*® ou, mieux: P 7 p=C5e |

1 1
P(zo+ &) 7 poune(zo + &) = P(z) 7 pelz0)

1

Pzo+§) 7
Poulle(z0 + &) = pelz0) e
P(zp) 7
{ étant suffisamment petit: P(zg + {) = P(zg) + P'(zg) § .
Mg
D’apres la question précédente: P’ =—P -
p question p (20) (z0) RT.0)
et donc:
Mg ¢
P(zo+ ) = P(z) (1 - —)
R Te(z0)
1 1 Mg &
dod: P(zg+ )7 =P(o) 7 (1 - 7) .
Y R Te(zp)
Mg ¢
On en déduit: +¢)= (1-—)
uit: Ppuie(zo + &) = pe(z0) TR Te0)

Pour I’air ambiant :

_ MP 1 dpe 1 dP 1 dTe
Pe=—7= — =

RT  pe dz P dz Tu2) dz
Mg
RTe(z) Te(2)
En faisant un nouveau développement a 1’ordre 1 :

dpe o _

dz
4 Mg  dT,
Pe(%)(l - (— +— ))
Te(zg) \ R dz
D’apres le théoreme d’Archimede, la bulle est ramenée
vers sa position initiale si Ppyjie > Pe pour §> 0.

Pe(zo+ &) = pe(zo) +

M M dT,
Dong, si: 86 < ! (_g + —e), ce qui
Y R Te(z0) Te(z9) \ R dz
dT, - 1M
revient a: —o > — u

dz YR

Numériquement, on trouve une pente limite de 1’ordre de
— 10 K.km~!, assez proche de la valeur couramment rete-
nue pour la loi 7(z) . Avec ce modele simple, I’atmosphe-
re est stable si T(z) décroit moins vite que cette valeur
limite. Dans ce cas, 1’air n’est plus brassé par des courants,
ce qui peut provoquer des pics de pollution.

Le probleme est en fait plus compliqué car il il faut aussi
tenir compte de ’humidité de I’air.

@ Chauffage d'une enceinte
Y

T1e S s’exprime en W, soit en J.s7l:CenJ.K!;
1

T en K;donc o s’exprimeen s,

On peut travailler avec 1’énergie interne de I’enceinte puisque
son volume reste constant: AU = Qy .

Ainsi, avec dQy =— SquneP_égﬁ T159 1



et dU =CdT:
% =— a Cot , soit en intégrant entre T; et Tg:
€
1, -7
a=-1In .
AT,

2 » L’application numérique donne:

«=885.10"3s"! ou @=032h"".
3 e En travaillant toujours sur la fonction U, mais en tenant
compte désormais de la puissance de chauffe:

dU=-oC(T-T,) dt + P.dt=CdT .

Si T estmaintenue a T;, dT=0 et P.=aC(T.-T,) .
AN.: P.=11,5kW.
e

4. Trm=Te + aC °

soit Pe= oC(Try—Te) -

Ainsi, Try serait la température maximale obtenue en
maintenant la puissance P, continiment.

AN.: Tpm=297.95K pour Pe=15kW.

¢ On trace la puissance de chauffe en fonction de T:

puissance de chauffe

Tx— 0 T+ 0

Le graphe ci-dessus correspond a un cycle d’hystérésis:
lorsque T décroitde TR + 0a T — 0, le chauffage est coupé
et il ne se met en marche qu’a partir de Tg — @ et ce jusqu’a
Tr + 6 . Le dispositif peut étre comparé a un systeme com-
portant un A.O. monté en comparateur a hystérésis.

La puissance de chauffe étant identique a chaque cycle, Tr
et 6 étant constants, on a bien affaire a un dispositif fonc-
tionnant périodiquement.
e Lorsque T croitde TR — 6 a T + 6, P. = 15kW:

CdT =[P, — aC(T - T,)]dz ,

Cdr g

soit: S ———
P—aC(T-T,)

En intégrant entre Tg — 6 et Tg + O et en notant Af; 1'in-
tervalle de chauffe:

P-aCllz-6)-T]
P-oaClIz+0)-T] °

soit en divisant par o«C numérateur et dénominateur du loga-
rithme:

aAtl =In

Tom— T —0)
aAt; =In W . )

e Lorsque T décroitde TR + 60 a TR—6,P.=0:
CdT =- aC(T - Te)dt ,
et en intégrant comme ci-dessus et en notant Af, le temps
mis pour passerde TR+ 6 a T — 0:
[-T,+Tz+0)]

aAt) =1n m . 2)

e De (1), on constate que Tg doit étre inférieur a
Trm + Oet Try — 6, soit:

TR <Trm-0=2979K.
e De (2), on constate que Tgr doit étre supérieur a
Te+ 0 etT,— 6, soit:

TR >T.+60=281,1K.

5 e La période temporelle d’évolution @ est donnée par:
O=At; + Aty , soit:

L[ G+ 0 -T, (T~ (Ty—0)
O= |1 +1 s
o[ T =T " (T - (T, + 6))
AN.: ©=746s, soit 12 min 26 s.

1 T 0= 0)
o o — (Tx + 0)
n=0,767 et <P>=nP.=11,5kW.

On retrouve la valeur de la puissance de chauffe obtenue a la

question 3).

6° At = =572 s, soit:

m Capacité calorifique
d’un systeme complexe

1 » Etudions la résultante des forces s’exergant sur le piston :

+ PS — kx— PoS =0, ce qui donne: P=P0+§x.

PS
. |
NN [T e
k kx

Doc. 2
P)
k=

PO k = 0
X
Doc. 3

*Si k=0: P =Py en permanence. La pression étant cons-
tante, la transformation est isobare.

*Si k=c: x=0 en permanence. Le volume étant constant,
la transformation est isochore.

2 e Lorsque T varie de dT', x varie de dx: on cherche la
relation liant dT et dx . On sait que:
PV =nRT ,avec V=Vy+Sx=S8(Ly+x),
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Lo+
ainsi: TzﬂzS(P0+£x> 0 x’
et donc: nR § nR
Lo+ L SP
A Lorx s oo ko ko SPo ko
dx nR nR S nR nR nR
. _ nR dT
ou encore : =
kL0+P()S+2k)C

3 o L’énergie interne du systéme {gaz + ressort} s’écrit:
U=Uga, + &y avee Ugg, = Cy(T=To) + Up »
ot & =tk
nt 2
Celadonne: U= Cy(T-Tpy) + Uy + % k2

On en déduit donc: dU = CydT + kx dx, et donc I’expres-
sion de dU en fonction de dT':

dU = CVdT.q.M
kLo + Py S + 2k x
=|Cy + nR kx

—|dT
kLo + Py S + 2k x
4 » On commence par calculer le travail élémentaire des for-

ces extérieures: OW = — Py S dx . La variation d’énergie
interne est: dU = CydT + kx dx , ce qui donne:

80 = dU — 8W = CydT # (kx+.P S) dx .
La capacité calorifique de ce systeme est définie par
80 = CkdT, ce qui donne:

CK=CV+HR&Y
kLy+ Py S + 2kx
1
ou: CK—C\/+HRW.
Py S + kx

On examine les cas limites:

e si k =0; la transformation est isobare :
Ck=Cy +nR =Cp;

e si k=0 ;latransformation est isochore: Cg =Cy .

@ Transformations d’un gaz réel

1 e La détente de Joule-Gay-Lussac est isoénergétique :
les parois immobiles ne fournissent aucun travail et on les
considere adiabatiques. Il suffit donc d’écrire: U =n Uy,
constante, soit Uy, constante. Le volume molaire passe de
1I0La20L.

c (T—T)=a<i—i)= —d

VT T ) 2w

d’ou: T1=TO—L.
2Cy.m Vo

AN.: T\-Tp=-40K.

1l faut faire la mesure de température des que le gaz s’est
mis a I’équilibre. Si on attend trop (de 1’ordre de la mi-
nute), les échanges thermiques avec la couche interne de
la paroi ne sont plus négligeables (voir la discussion de

I’exercice 8).

Si a =0, on retrouve bien le résultat connu pour le gaz
parfait: T| =Ty, car I’énergie interne n’est fonction que
de T.

2 ¢ [’échange thermique ne se calcule pas directement.

En revanche, nous avons les moyens de calculer AU

et W.

AU = n[CV n(To—To) —a(i - i)} __rla
’ Vo Vo Vo

La transformation étant une succession d’états d’équilibre

interne, on peut écrire :
V2 n RT, 2
W= —PdV avec P= 0 n2a
Vo V—nb \%

. Vo—nb 5 /1 1
On obtient: W=nR Tyln -n a(———)
Vo —nb

Wo-2nb 24

Vo—2nb Vo
Par différence :

Q=AU-W=-nRTylhn

=nRTyln

2V - 2nb
Vo—2nb
AN.: W=154k] et 0=—17,1kJ .

® Pour une évolution adiabatique infinitésimale :
W=-PdV=dU .

2
Pour le gaz étudié: — nRT av+ =4 gy
Vi~ nb V2
2
a
=nCy qmdl + ”Vz av .
dv dT
Il reste: R +C — =0.
Venb MT

Qui s’intégre en: (V —nb)TCV.m = Cste
La température atteinte est donc:

R
2Vo —2nb )m

T=T<
TNy, S

AN.: T=386K.

Notons que, comme nb <<V, le résultat est tres peu dif-
férent de celui obtenu avec le modele du gaz parfait.

On obtient le travail par:

W=AU=HCV,m(T3—T0)—

flz a
0
AN.: W=19,0kJ .
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Exercices THERMODYNAMIQUE 2

c Utilisation de tables
thermodynamiques

A. Etude du dihydrogene

Les physiciens utilisent fréquemment des tables de don-
nées thermodynamiques (et des diagrammes entropiques
ou enthalpiques ainsi que nous le verrons aux chapitres 5
et 6).

Ces tables sont construites a partir de mesures thermo-
élastiques sur les gaz et les liquides. Celles-ci permettent
I’établissement d’une équation d’état et le calcul de fonc-
tions d’état telles que 1’enthalpie et I’entropie.

Le tableau ci-dessous donne les valeurs de 1’entropie mas-
sique s du dihydrogene H, en J.g~!. K~! pour diffé-
rentes valeurs de température et de pression.

P (bars)
T K 100 | 10 1
150 39,5 | 51,2 | 60,6
90 3448w(. 458 | 552

1« Vérifier que le dihydrogene se comporte comme un
gaz parfait monoatomique pour des valeurs de pression
inférieures ou égales a 10 bars.

2 » On réalise la compression isotherme, pour 7= 150 K,
d’un kilogramme de dihydrogene de 10 bars a 100 bars.
Quelle est la variation d’entropie correspondante ?
Qu’aurait-on trouvé en faisant I’hypothese que le dihydro-
geéne garde un comportement parfait pour ces valeurs de
pression ?

Données: R=8314J. mol-1.K-!: Y= % .

B. Etude de I’eau liquide

Le tableau ci-dessous donne les valeurs de 1’entropie mas-
sique s de 1’eau liquide en J. g~'. K~ pour différents
couples (7, P) . La valeur O est prise arbitrairement pour
T=0°C.

P (bars)
T (°C) 200 | 100 10
300 3,20 | 3,24 -
200 2,30 | 2,32 -
100 1,30 | 1,30 | 1,30

Commenter ce tableau et vérifier sa concordance avec le
modele des phases condensées donné dans le cours. On
supposera la chaleur massique de I’eau constante et égale
a427).g7 KL

A. Quelle est I’expression de I’entropie d’un gaz par-
fait en variables (T, P)? Comparer les valeurs de As
obtenues a partir du tableau a celles que donne 1’ex-
pression de I’entropie d’un gaz parfait pour des trans-
formations isobares, puis pour des transformations
isothermes.

B. Que penser de l’influence de la pression?
Comment s’exprime ds pour une phase condensée ?

Conseils

6 Chauffage d'une masse d’eau

On s’intéresse a une masse d’eau, m , de capacité calori-
fique massique constante, ¢ . Elle est chauffée, dans une
casserole, sur une plaque électrique de température cons-
tante T, .

fond de la casserole :
bon conducteur
thermique

plaque
électrique
aT,

A

Au cours de cette « expérience », I’eau passede T a T, .
En faisant toutes les hypotheses qui paraissent raisonna-
bles, modéliser 1’évolution de 1’eau et en déduire sa varia-
tion d’entropie et I’entropie créée.

Données: ¢ = 4,18 J. g‘1 K-lm=1 kg; T; = 300 K;
T,=350K;T,=1000K.

* Que penser de la pression du milieu extérieur ?

» Le fond de la casserole est bon conducteur thermique :
que peut-on dire de sa température ?

* Le chauffage de I’eau est-il lent ou rapide?

 La température de I’eau est-elle uniforme? Peut-on
considérer m comme constant?

Conseils

9 Création d’entropie
et transfert thermique

Un récipient supposé adiabatique est séparé en deux
compartiments contenant, I’un une masse m; d’eau et
I’autre une masse my d’eau. On suppose que I’eau est
une phase condensée idéale de capacité thermique mas-
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Les températures initiales sont T7; et T,; avec
T1; < T»i . La cloison qui sépare les deux masses d’eau
étant faiblement diathermane, le transfert thermique
entre les deux compartiments est lent et on peut suppo-
ser que les températures des deux compartiments sont
homogenes a chaque instant; ce sont deux fonctions du
temps notées T (f) et Th(¢) .

On négligera la capacité thermique de la cloison dia-
thermane.

1 ¢ Quelle relation le premier principe impose-t-il entre
T(¢#) et To(t) ? Le premier principe permet-il de pré-
voir le sens d’évolution et 1’état final ?

2 » Exprimer I’entropie S(#) du systéme isolé en fonc-
tion des températures 7(f). et=To(¢) . En déduire le
sens d’évolution et ‘les températures finales.
Commenter.

3 o Déterminer 1’entropie créée pendant 1’opération
dans le cas particulier ou m; =myp =n.

» L’entropie et 1’énergie interne sont des fonctions
d’état extensives.

* Quelle est I’expression de 1’entropie pour une phase
condensée idéale ?

« Comment évolue I’entropie d’un systeme isolé ?

Conseils

Q Bilan d’entropie
pour un conducteur thermique

Deux thermostats © | et ©, de températures 7T et
T, (T > T,) sont reliés par une tige de cuivre, isolée
sur ses faces latérales. Apres un régime transitoire de
quelques heures, les systéme atteint un régime perma-
nent. La température d’un point quelconque de la tige
ne dépend plus du temps.

Soit Q; et Oy les transferts thermiques de O et de
©, vers la tige pendant une durée donnée 7.
Déterminer 1’entropie créée pendant cette durée 7.

tige de cuivre

¢ Quelle relation relie Q) et Qp ?

e L’état de la tige est invariable. Que peut-on en
déduire pour I’entropie de la tige ?

¢ Y a-t-il création d’entropie dans les thermostats ?

* Quelle est I’expression de 1’entropie échangée par la
tige ?

Conseils

6 Bilan d’entropie pour
un systéme avec frottements

Deux solides Z; et X,, considérés comme des phases
condensées idéales de capacités thermiques C; et C;
sont en contact.

S1 est immobile. Lorsqu’un opérateur exerce sur S,
une force F, op=Fop €,, X, peut glisser sur Xy selon
un mouvement de translation parallele a 1’axe horizon-
tgl Ox et X exerce sur X, une force de frottement
Fiior = Frior €,

On admet pour la force de frottement le modele clas-
sique des forces de frottement solide/solide :

*Si %, esten mouvement, F frot €St opposée au mou-
vement et de norme constante égale a @ .

« Si le systeme est immobile, Fpo est comprise entre
—Det +D.

1 ¢ Les variables d’état x et Fgo sont-elles reliées par
une équation d’état de type f(Fgror, X, 1) =07

2 ¢ Entre deux états d’équilibre infiniment voisins:

« Ecrire la relation entre les différentielles dU et dS
pour le systeme constitué des deux solides.

« Ecrire le premier principe et en déduire une expres-
sion de la variation infinitésimale d’entropie.

3 » On néglige les échanges thermiques entre le syste-
me constitué par les deux solides et 1’extérieur.

Le systéme est initialement a 1’équilibre thermique a la
température T , puis X, est tiré (toujours dans le méme
sens) sur une distance € et on attend que 1’équilibre ther-
mique se rétablisse a une température Ty . Déterminer
I’entropie créée au cours de la transformation.

F,p

5 —_




O

 L’énergie interne et I’entropie sont des variables
extensives. Or, U et S sont connues pour chaque
solide.

* Quel est le travail de I’opérateur lors d’un déplace-
ment entre deux positions d’équilibre ? On pourra
faire un bilan d’énergie mécanique.

* Peut-on résoudre la question 3 en intégrant I’ex-
pression obtenue a la question 2 ?

Conseils

6 Compression et détente
monothermes

Un cylindre aux parois athermanes contient 7 moles
d’un gaz parfait dont le coefficient y est constant. Il est
fermé par un piston de masse m et de section S cou-
lissant sans frottement, également athermane.

Dans 1’état initial, le gaz, le piston et le cylindre sont a
I’équilibre mécanique et thermique avec I’atmosphere,
de pression P( et de température Ty ; on note P la
pression dans le cylindre.

Dans tout cet exercice, on s’intéresse au systéme cons-
titué par le cylindre, le piston et le gaz.enfermé dans le
cylindre.

Atmosphere (P, 1))

%y

gaz parfait

1 ¢ On pose un solide de masse M sur le piston, puis
on laisse évoluer le systéme vers un nouvel état d’équi-
libre mécanique et thermique. La pression dans le
cylindre est alors égale a P, .

Déterminer les échanges énergétiques entre 1’at-
mosphere et le systéme, puis I’entropie créée au cours
de I’opération.

2 ¢ Onenleve le solide de masse M et le gaz se détend,
jusqu’a un nouvel état d’équilibre.

Caractériser ce nouvel état d’équilibre et déterminer les
échanges énergétiques et 1’entropie créée au cours de
I’opération. Conclure.

* Pour chaque opération, quelle est la variation d’é-
nergie interne du systéme ? Peut-on en déduire sim-
plement I’échange thermique ?

« Pour chaque opération, quelle est la variation d’en-
tropie du cylindre, du piston et du gaz ?

Conseils

0 Compression et détente
adiabatiques

Un cylindre vertical, de section S = 100 cm? est rem-
pli d’air considéré comme un gaz parfait de rapport ¥
constant.

Un piston de masse m = 100 g coulisse en faisant
varier le volume du cylindre.

Le volume intérieur est divisé par une masse
mg = 0,10 kg de laine d’acier (enchevétrement serré de
fils d’acier). La capacité thermique de 1’acier est
co=044kl.kg LK1,

A D’extérieur, I’atmosphere est 2 la pression constante
Py =1,0bar.

Dans 1’état initial, I’air intérieur est a 1’équilibre
thermodynamique, sa température est 71 =295 K, la
pression est P et il occupe un volume V= 10 litres .
On pose alors un objet de masse M =9,9 kg sur le pis-
ton. Celui-ci descend et se stabilise lorsque le gaz inté-
rieur est a nouveau a 1’équilibre thermodynamique; la
température est alors 7, et la pression P, . On suppo-
se que le piston reste toujours au dessus de la sépara-
tion.

On prendra g =10 m.s2.

1 » Calculer Py et Pj.

2 » On suppose que:

* Les parois du cylindre sont adiabatiques.

« A I’équilibre, la laine d’acier est 2 la méme tempéra-
ture que 1’air.

e Les frottements entre le piston et le cylindre sont
négligés.

Discuter la pertinence de ces hypotheses simplificatri-
ces. La premiere et la seconde sont-elles contradictoi-
res ?

3 e Les hypotheses étant admises, déterminer, une fois
I’équilibre atteint, la température 7, et le volume V),
occupé par I’air.

Py Ty )
+ mgcy — et on exprimera

(r=D Vi
les résultats en fonctionde T Vi, Py, Py et p.
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4 » On enleve I’objet de masse M du piston et lorsque
le nouvel équilibre thermodynamique est atteint, le
volume et la température sont égaux a V3 et T3.

a. Sans les calculer, comparer V3 a Vi et T3 a Ty.
b. Exprimer T3 en fonctionde Ty, p, P{ et P, etcal-
culer sa valeur. Vérifier le résultat de la question précé-
dente.

c. Calculer I’entropie créée au cours des deux opérations.
Conclure.

laine
fF b
d’acier A
gl Py, Ty, V3 Py, T>,V, P, T3, V3
Etat initial Etat final de Etat final de
la question 3 la question 4

* Rappelons qu’une paroi n’est jamais intrinseque-
ment adiabatique ou diathermane. Il faut se poser la
question de la rapidité des échanges thermiques
entre le gaz et les solides. Ces échanges sont d’au-
tant plus rapides queglassursfage de contact est
grande.

* Pour quel systeme fautaifaire un'bilan *éncrefe
le gaz seul ou le systeéme\{gaz + lame @ acier + pis-
ton + surcharge } ? Dot onfaireunbidéan sous forme
infinitésimale « dU = Ot OW 20U sous Ta forme
«AU=0+W»?

* Quelle est la dimension de p?

« L’évolution est-elle réversible ? Peut-on utiliser la
loi de LAPLACE ?

* Rappelons que I’entropie est une fonction extensi-
ve. Il suffit donc d’additionner les variations d’en-
tropie des différentes composantes du systeme.

Conseils

9 $(U, V), fonction caractéristique

Soit un systéme constitué¢ de dioxyde de carbone.
Ce gaz est caractérisé par la fonction S(U, V) donnée
pour une quantité de matiere 7 = 1 mole de gaz:

Uty Vb
SWU,V)=Sy+Cy.mIn Uy + Rln (Vo_b) .
0

So, Up et Vy sont respectivement les valeurs de I’en-
tropie, de 1’énergie interne et du volume de cette mole de
gaz dans un état de référence arbitraire donné.

Données: Cy y, estla capacité calorifique molaire a volume
constant du dioxyde de carbone :

Cv.m=2850J. mol-1. K~1;

a et b sontdes constantes propres au dioxyde de car-
bone :

a=037J.m3. mol~%2 et h=430.10">m3. mol"!;
R est la constante universelle: R=8314J. mol~!. K-L,

1 ¢ Donner deux expressions différentes de la différentiel-

le, dS(U, V), de I’entropie d’une mole de gaz.

En déduire, d’une part, ’expression de 1’énergie interne,

U(T, V), d’ une mole de gaz et, d’autre part, son équation d’état:
fP, v, 7y=0.

2 » Deux moles de ce gaz subissent une détente de Joule —
Gay-Lussac d’un volume initial V = 5,00 dm? et d’une
température initiale 7 =293,0 K aun volume final 2 V.

a. Calculer les variations de température et d’entropie cor-
respondantes.

b. Comparer les résultats obtenus a ceux de la détente de
deux moles de gaz parfait de méme capacité calorifique
molaire a volume constant dans les mémes conditions
initiales.

1) La fonction entropie associée a un systeme thermo-
dynamique donné est-elle unique ? Peut-on alors iden-
tifier deux expressions différentes de dS(U, V) ,
membres=a gmembic 7 Comment obtenir ces deux
eXprcssions) !

2) Le systeme est constitué de deux moles de gaz :
comment-sont modifi€es les expressions de U(T, V')
et S@,V)?

Conseils

9 Le gaz de photons

A Pintérieur d’une cavité vide dont les parois sont a
I’équilibre thermique, il existe des ondes électromagné-
tiques dont 'intensité et la répartition des fréquences
dépend de la température. A une onde électromagné-
tique on associe des particules (« grains d’énergie »)
appelées photons et on consideére que ceux-ci se com-
portent comme un gaz.

Des considérations théoriques aménent a poser 1’expres-

sion de I’entropie, fonction du volume et de 1’énergie :
1

SV, U) = % (op V U3)Z ol Oy estune constante

universelle; oy = 7,56.10*16 J.m3. K4,

1 ¢ En déduire la relation entre I’énergie, le volume et
la température, puis la relation entre pression et tempé-
rature.

2 e La cavité, de volume V =1L contient 1 mole de
dihydrogeéne. Pour quelle température la pression de
radiation est-elle égale a la pression exercée par les par-

ticules matérielles (on svﬁgﬁe, 1)917 tempé-



ratures tres élevées, les molécules de H, sont décom-
posées en protons et en électrons qui se comportent
comme des gaz parfaits monoatomiques).

3 e Déterminer la capacité thermique a volume cons-
tant associée au rayonnement.

* En écrivant I’identité thermodynamique, on consta-
te que P et T peuvent étre déduites des dérivées
partielles de la fonction S de U et V.

* Quelle est la définition de Cy pour un fluide quel-
conque ?

Conseils

@ Transfert de matiére,
irréversibilité

Un récipient, dont les parois sont athermanes, est séparé en
deux compartiments par une paroi amovible; dans I'un se
trouvent n; moles de gaz parfait occupant un volume V;
et, dans I’autre, 7, moles de gaz parfait occupant un volu-
me V5 . A linstant initial, les deux gaz sont a 1’équilibre
sous la méme pression P et a la méme température T .

parois
athermanes

gaz 1 gaz2

T,P,nl T,P,nz

On &te la paroi mobile et on attend 1’établissement d’un
nouvel équilibre thermodynamique.

1 ¢ Déterminer 1’état final de chacun des deux gaz.

2 o Déterminer I’entropie créée au cours de 1’évolution
par le systéme constitué des deux gaz.

30n pose ny = xnp; étudier et tracer la fonction
Ferece(®) pour x tendant vers zéro.
Conclure quant a la réversibilité éventuelle de 1’évolution.

1) Réaliser un bilan énergétique pour 1’ensemble des

deux gaz et utiliser I’extensivité de 1’énergie interne.

2) Réaliser un bilan entropique et utiliser I’extensivi-

té de I’entropie.

3) Discuter de la pente a l’origine de la fonction
S erége(X) -

Conseils

m Systeme a deux niveaux

Soit un systeme de volume constant constitué¢ d’un grand
nombre N de particules en équilibre a la température T
et dont chacune peut avoir deux valeurs d’énergiec E| ou
E,, avec E, > E| (systtme «a deux niveaux »).

Soit 71 lenombre de particules d’énergie E| et n, le
nombre de particules d’énergie E, .

On suppose que la répartition sur les niveaux d’énergie suit
la loi statistique de Boltzmann:

ny AE
— =exp-——=| -

1 ¢ Exprimer la différentielle de 1’énergie interne du sys-
teme en fonctionde dn; et AE = E)—Eq.

2 ¢ Exprimer la différentielle de 1’entropie du systeme en
fonction de 7, AE et dnj . On utilisera la formule de
Stirling In (N!) = NIn(N) valable pour N grand.

3 » Montrer alors que 1’on retrouve 1’identité thermodyna-
mique.

7\

1) L’énergie interne est une grandeur extensive.

2) Conifeft 9 EXprime ’entropie statistique ?
Combicas=ylat-ilide manieres de réaliser 1’état:

{n; particules d’énergie Ej, ny particules d’énergie E,} ?

£Conseils
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Corrigés TD THERMODYNAMIQUE 2

0 Utilisation de tables
thermodynamiques

A ¢ 1 L’entropie massique d’un gaz parfait s’exprime par:

o (el o )

pour un gaz parfait monoatomique y= % , et pour le dihy-

drogéne M =2.1073 kg. mol™!.

Ainsi,en J. g‘1 .K-!, on obtient:
_ T\ _ 4L
As = 4,157 (2,51n(%) ln(PO)).

* On calcule la variation d’entropie correspondante pour un
refroidissement isobare a la pression P =10bars,de T=150K
aT=90K:

As = 4,157 (2,5 In (]95—00)) =-53).¢ . K.
L’application numérique réalisée avec le tableau donne
As=-547.g 1. K-, Laccord est donc trés bon.

e On calcule maintenant la variation d’entropie pour une
compression isotherme, a 7'=150 K , de 1 210 bars:

As=-4157 (In (@)) R 05T YKL

i
L’application numérique, réalisée avec les données du
tableau, donne As=-941. ,g*l . K=!: ’accord est encore
bon.

2 ¢ La lecture sur le tableau conduit a:
As=-11,7J. g7 1. K1,
En appliquant la relation des gaz parfaits:

As=-4.1571n (10) =967, g1 k1.

Le comportement du fluide n’est plus parfait.

Remarques

o [l faut noter que pour une pression de 100 bars, a ces
valeurs de température, le dihydrogéne est dans un état dit
fluide (ou supercritique), sur lequel on reviendra dans le cha-
pitre 5.

o Il est conseillé de vérifier la cohérence du signe d’ une
variation d entropie : I'augmentation de I’ ordre au cours de
la transformation doit correspondre a une diminution de I’ en-
tropie (cf. la derniére partie du résumé de cours et les der-
niers exercices du chapitre).

Par exemple, ici, une compression isotherme — ¢’ est-a-dire a
agitation thermique constante — correspond a une diminution
du volume, I'ordre du systeme augmente : As est effective-
ment négatif.

B e L’analyse du tableau montre que méme pour des tempéra-
tures et des pressions €levées, I’'influence de la pression est
négligeable: la compression isotherme de 100 a 200 bars, a
300 °C, d’un gramme d’eau liquide correspond a une variation
d’entropie de — 0,04 J. g~!. KL,

Il reste a vérifier la relation As = mcIn (M

) qui découle
initial

de l'identité¢ thermodynamique pour une phase condensée:
dU =TdS et dU = mcdT .

Pour un refroidissement isobare de 300 °C a 200 °C, soit de
573 K a 473 K, le tableau donne:

As=-097.g LK1}
le calcul donne:
As=-087J.g 1. KT,
L’accord est bon.
Pour un refroidissement isobare de 200 °C a 100 °C, soit de
473 K a 373 K, le tableau donne :

As=-10J.g7 1 K- 1;
le calcul donne:

As=-10J.g 1. KL,
L’accord estexcellent;

Remarque: ''accord ‘est d’ autant meilleur que la tempéra-
ture est proche de 100 °C, car la capacité thermique mas-
sique ¢ est alors plus proche de la valeur 4,2 J. g~ 1, K1
(¢ n’est pas constante sur les intervalles de température étu-
diés).

6 Chauffage d'une masse d’eau

Afin de modéliser au mieux la situation, on fait les hypothe-
ses suivantes relatives a 1’eau, la casserole, la plaque et le
milieu extérieur:

H;: L’ensemble {eau + casserole + plaque} subit une frans-
formation monobare sous la pression atmosphérique.

H;: On suppose que la casserole est adaptée a ce type d’emploi
(fond épais) et qu’elle repose correctement sur la plaque : dans
ces conditions, on peut considérer que [’ ensemble {casserole +
plaque} constitue un thermostat a la température Ty, .

Hj: On suppose que I'intensité du flux thermique du thermo-
stat vers ’eau est important (bon contact thermique): dans
ces conditions, I’échauffement de I’eau est « rapide », et les
échanges thermiques vers I’extérieur sont négligeables.
L’ensemble {eau + casserole + plaque} est isolé thermique-
ment de I’ extérieur.

Hy: On suppose que les températures T et T, de I'eau
correspondent a des températures uniformes de cette eau au
début et a la fin de « I'expérience » ; les mouvements de

convection dans I’eau permepﬁagle"ie19 g)othése.



Hs: On ne fait aucune hypothese sur 1’état de I’eau entre le
début et la fin de « I’expérience ».

Hg: Le chauffage de 1’eau étant rapide entre 27 °C et 77 °C
(températures suffisamment éloignées de 1’ébullition de
I’eau), on néglige I’évaporation de I’eau et m = constante.

La modélisation est donc la suivante :

On est en présence de 1’échauffement monobare (H;) d’une

masse d’eau (de 77 a T»), en contact avec un thermostat a

température T}, (Hp) , U'ensemble {eau + thermostat} €tant

isolé thermiquement de I’extérieur (Hz) . La température de

I’eau est bien définie au début et a la fin « ’expérience » (Hy),

mais inconnue dans les états intermédiaires (Hs) . L’évaporation

étant négligeable (Hg) , le systeme étudié est fermé.

L’état de I’eau étant connu au début et a la fin de I’expérience,
T,

ona AS =mc In —
T

Le transfert thermique mc (T, — T}) , fourni a I’eau sous la

température constante 7T, , donne une entropie d’échange

Fechange €gale a:

mc (T,—1)

échange =
T

K4

On en déduit I’entropie créée:

T,  me(T,=Ty)
ycréée=AS_géchange=mcln ) W W B

T T,

AN.: AS =mc In T— = 0,64kJ. K™ .
1

mc (T)—-T))
97échange = f
p

=021 kJ.K L.

Ferece = AS = Fechange = 043 kI . K1

Cette quantité est effectivement positive.

6 Création d’entropie
et transfert thermique

1 ¢ Soit le systeme isolé constitué par les deux masses
d’eau. Son énergie interne se conserve, d’ou:
my T1(0) + my To(t) =my Ty; + my T; .

2 » L’entropie, fonction d’état, ne dépend que de la tem-
pérature pour les phases condensées.
Pour une phase condensée, le volume étant constant,
I’identité thermodynamique se réduit a:
dU=TdS avecdU=mcdT.
,dou: S=mcln I + 3o
0

On en déduit dS =m ¢ 4L

si Sg est I’entropie pour T =Ty.

Lentropie étant une fonction extensive: Sgysme =51+ 52
soit:

S(t)=mlcln$+mzclnM+S(O).

1i 2i
L’entropie de ce systéme isolé ne peut qu’augmenter, soit

i—S = (0, I’égalité correspondant a I’état d’équilibre final.
t

ds _ mc dT .
dr Tt dt Tr() dt

La relation imposée par la conservation de 1’énergie se

. dT, a7, .
traduit par: m; — =—mp —— ,d’ou:
dr dr

myc  dTp

=

=

ds _ mc dTy (1_ T1<r))
e Ty dr Ts(t)

T); étant inférieur a T»;, cette condition se traduit par:

dr
—1>0 et donc ar; <0.
dr dr

Le systtme cesse d’évoluer lorsque I’état d’équilibre
caractérisé par 7| =T, est atteint.

Cette température finale est donnée par:
my Ty + my T,

mp +mp
On aurait obtenu directement ce résultat en considérant
comme évident que le systeme évolue vers 1’équilibre
thermique. Cette loi d’évolution vers I’équilibre thermique
peut étre vue comme une conséquence du second principe.

2 o Il suffit de reprendre I’expression de 1’entropie du sys-
teme:
Comme I’entropie échangée est nulle :

Ty Ty
Serége =AS=mjcln —+mycln — .
li T

Si my=my=m,alors Ty= % (T1i+ Ty)

(Ty; + T)?

47Ty Ty
Comme (T1i+ Tzi)z -4 T1i+ T2i = (Tli_ T2i )2 >0, on
vérifie que S¢pege €St toujours positive.

et Scrége =m ¢ In

0 Bilan d’entropie
pour un conducteur thermique

En régime permanent, I’énergie interne du cuivre est
constante. Le travail étant nulona: Q1+ Q,=0.
Effectuons un bilan d’entropie pour le systeme {tige} .

* Le régime étant permanent, 1’état de la tige est invariable
etdonc AS=0.

01 O

T, -T
=01 ——.
T, T T, T,
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* AS étant nul, ’entropie créée dans la tige est:
I -1,

T, T,
Comme il n’y a pas de création d’entropie dans le thermo-
stat (qui est toujours en équilibre interne) 1’entropie créée
se limite a I’entropie créée dans la tige.

Seréée = — Sécha.nge soit: Screge = 01

B Bilan d’entropie pour
un systéme avec frottements

1 ¢ La force de frottement est indépendante de la position
de S, mais dépend de la vitesse et de la force exercée par
I’opérateur. Il n’existe donc pas d’équation d’état reliant x
et Fror .

2 ¢ Dans un état d’équilibre, les deux températures sont
égales: T)=T,=T.
e Pour chaque solide, phase condensée idéale, 1’identité
thermodynamique s’écrit :
dU;=TdSy et dU,=T4dS,.

U et S étant des fonctions d’état extensives, nous pou-
vons écrire :
dU =dU| + dU, =T(dS; +dS») d’ou: dU=TdS .
« Considérons un déplacement ou-x.. croit uniformément
d’une position d’équilibre x; a une position d’équilibre
X2 .
Les vitesses en x| eten xp €tant nulles, le théoreme de
I’énergie cinétique appliqué entre x; et xp s’écrit:
Aég=0= Wop + Wiror = Wop = O(x; =)
d’ot: Wop=P(xp —x1) .
Si le déplacement s’effectue avec x décroissant unifor-
mément, on obtient: W, = ®(x - x3) .
Pour un déplacement infinitésimal entre deux positions
d’équilibre: W, = @ | dx| (toujours positif)
D’apres le premier principe appliqué au systeme :

U= Wep+60=0|dx| +80.
En comparant les deux expressions de dU , on obtient:
TdS= 80 + @|dx|.

3 ¢ On reprend le méme raisonnement, cette fois entre
deux états non infiniment voisins. Il n’est pas question
d’intégrer la relation précédente car les états intermédiai-
res ne sont pas des états d’équilibre.
Le déplacement s’effectuant toujours dans le méme sens:
Wop=@ ¢
Le bilan d’énergie donne:
AU=(C1+C)Tg-TA) =0+ W=D ¢
dod Tg=Tpx+ Q€ .

C 1+ (& 2
Connaissant 1’expression de 1’entropie d’une phase
condensée, la variation d’entropie est:

Tg
AS = (Cy + Co) In — .
Ta

Comme I’entropie échangée est nulle:

AS = Sergée = (Cy + Cy) In (1 PR L )
(C1+C)TA

Scréée €St bien entendu positive pour cette transformation

irréversible.

G Compression
et détente monothermes

1 ¢ Pendant toute la transformation le systéme recoit du
travail des forces de pesanteur et des forces dues a la pres-
sion atmosphérique. Ces forces sont équivalentes a

M+ m)g

une pression effective + Py égalea Py.

On en déduit: W = Pp(V| —V;) (W est bien positif lors
de la compression).
En utilisant I’équation d’état: P,V,=nRTy=P|V;,
onobtient: W=nRT, (2 - 1) .
Py
L’énergie interne d’un gaz parfait ou d’une phase conden-
sée ne dépendant que de la température, I’énergie interne
du systéme a une variation nulle entre 1’état initial et 1’état
final.
Py
AU=W +0=0,soit: Q=-nR TO<P—1 - 1)
L’entropie d’une phase condensée ne dépend que de la
température, donc AS est nulle pour le cylindre et le pis-
ton.
Il reste la variation d’entropie du gaz:
AS=-nRIn P—2 (voir les expressions de I’entropie
1
d’un gaz parfait).
L’entropie échangée avec 1’atmosphere considérée comme
un thermostat de température 7|, est:
Sectange = 2 soit Sechanee =1 R 2 1
échange = T_O » SOIt Sgchange = — 1 (P_l - ) .
On en déduit, par différence :
Py Py
Scréée_nR(Pl —1-1In Pl ) .
Comme In(x) < x—1 pourtout x (voir document ci-des-
sous) , on vérifie que Scrgge > 0 .

Ay y=x-1.

=Y




2 o Létat final de la détente est identique a 1’état inital de
la compression: P=P; et T=Ty.

Le raisonnement est identique, avec cette fois

Petfective = P1 et un travail négatif.

Py P
W=—nRT0<1— —); Q:nRTO(l— —)
) 1)

Py Py
AS=nRIn ?2; Sécha_ngean<l— g)

S R n 1-1 n >
et Sergge =R — —1—-In — |,
creee (Pz P2

qui est encore positive.

Les transformations ne sont pas réversibles. Bien que
I’état final de la détente soit I’état initial de la compres-
sion, les deux transformations ne sont pas inverses car les
échanges de chaleur et de travail ne sont pas opposés.

On remarque que le travail total est positif et le transfert
thermique total négatif.

0 Compression
et détente adiabatiques

1 @ On écrit 1’équilibre mécanique du piston dans 1’état
initial et du systeme {piston + surcharge} dans 1'état final.
Etat initial : — PoS—mg+P1S=0

d’ou: Py =Py + %; P =.1,001 bar .
Etat final: — Py S — (m + M)g + P»S =0

Mg . p _ 11 bar.

d’ou: P2=P0+

2 ¢ On considére classiquement qu’une évolution est
adiabatique si sa durée est suffisamment faible pour pou-
voir négliger les échanges thermiques. Si le matériau cons-
tituant le cylindre est suffisamment isolant, il n’est pas
déraisonnable de négliger le transfert thermique du gaz
vers le cylindre pendant la transformation.

« En revanche, la laine d’acier, matériau tres divisé, offre
une grande surface de contact avec le gaz et, de plus, est
constituée d’un matériau bon conducteur de la chaleur. On
peut alors, pour simplifier, supposer que cet objet est, a la
fin de la transformation, a I’équilibre thermique avec le gaz.
¢ On peut toutefois remarquer que la mise a 1’équilibre
entre le gaz qui est resté au dessus de la laine d’acier et
celui du dessous risque d’étre assez lente.

« Le passage du gaz a travers la laine d’acier se traduit par
un amortissement important: le piston n’oscille pratique-
ment pas. La force de frottement cylindre/piston étant tres
petite devant la force exercée par I’extérieur sur le piston
(de I’ordre de 103 N), il est tout  fait légitime de négliger
son travail.

3 ¢ On effectue un bilan d’énergie entre 1’état initial et
I’état final pour le systeme {gaz + laine d’acier + piston +
surcharge}. En effet:
« Les états intermédiaires ne sont pas des états d’équilibre,
ce qui exclut un bilan infinitésimal de la forme « dU =dQ
+ OW>» .
* Le gaz seul subit des échanges thermiques (inconnus
a priori) avec la laine d’acier.
La variation d’énergie interne est: AU = W + Q avec,
pour ce systeme :
* AU = AUgqz + AUlaine d’acier

- 2K (Tp=Ty) +myco (T2 =Ty) .

y—1

(le piston ne recevant aucun échange thermique, son éner-
gie interne est constante)
* Q=0 (Par hypothese) V-V,
o W= W(poids) + W(atmosphere) = (M + m)g ————
+ PV = V2) = Pa(Vy ~ V) s
On peut aussi écrire que les forces extérieures se rameénent
a la pression effective P, , d’ou le résultat.
On en déduit, en remarquant que

PV 2
nRk= =P, —:
1 Ip)
PyVi T T
< +mOCOT1><—2—l>=P2V1—P1V1—2
(ry="1) T, Ty
soit:

T T
p(—z_ )=P2_P1 T_2 avec p = 8,99 bar .
1

T, p+h

Tl p+P1

S AN.: T,=298K .
PiT, PiVy p+Py
PyTy Py

On en déduit V, =V, ;
p+P

AN.: V;=92L.

4 ¢ a. L évolution du systéme {gaz + laine d’acier} étant
adiabatique et irréversible, son entropie doit augmenter.
Or, on revient a la pression initiale et, a pression constan-
te, I’entropie est une fonction croissante de la températu-
re. On en déduit:
I3>T=Vs3>V,.

b. Le raisonnement est identique a celui de la question 3,
a ceci pres que la pression effective est maintenant P :

nR
au=|

+ mg Co)(T3—T2) =W=P; (V2-V3).

Avec les mémes notations et en se souvenant que
P 1= P 3

<T3 Tz) Vs T3
pTl_Tl_lvl_lTl_
P, T T
P1<_1 _2__3>
Py, Ty T,
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PV T3
( +mocoT1><——1)=
(r=D I

T
P Vo-PV3=PV,-P1 V| —

AN.: T3=2952K.
Etudions les variations de la fonction :

P 2
f(Py) = (p . 7 )(p +Py).

[ est extrémale lorsque s’annule sa dérivée, soit pour
Py=Py.

Comme f— co pour Pj — e etpour P, — oo, cet extre-
mum est un minimum.

On en déduit que T3 est minimale et égale a T} si P =
P (c’est-a-dire si rien ne se passe!)

Dans tous les autres cas, T3 > T, ce qui est conforme au
résultat de la question 4 a.

On remarque que, avec les valeurs proposées, I’écart de
température est faible. La variation relative de pression
est, ici, suffisamment faible pour que 1’éyvolution soit pro-
che de la réversibilité. Pour P, =2 bars, on aurait trouvé
T;=308 K.

c. Considérons le systeme {gaz + laine d’acier}. Ce syste-
me n’ayant recu aucun transfert thermique de 1’extérieur
(bien entendu, les transferts internes ne sont pas pris en
compte !), on peut écrire :

AS = Scrége -
Comme |’entropie est une fonction extensive:
AS=AS gaz t ASlaine d’acier -
La pression initiale et la pression finale étant égales, et en
utilisant les expressions de 1’entropie pour un gaz parfait
et pour une phase condensée (voir les rappels en début de

chapitre) :
S nR Y ! T3 ! T3
sge = —— In — + mgcopln —
créée 7— 1 Tl 0 €0 Tl
( IS A ) T3
= —— +myco|ln — .
T] Y- 1 T]

AN.: Serece = 0,028 J. K1,

Remarquons que si Py = 2 bar, on obtient S.see =
1,49 J. K~!: L’entropie créé est bien plus importante, car
la transformation est plus €loignée du cas limite de la
réversibilité.

6 S(U, V), fonction caractéristique
1 ¢ En différentiant S (U, V):

d(U+1)
_ v dv
ds=Cy e +R1

e AU gy R Cum

rmysd Vb yv?+av
D’autre part, dS:ﬂJ+Pﬂ .
T T

En identifiant ces deux expressions, on obtient :

1 1 p R 4Gy,

—=Cy ot —= _nn

T vel T Vb gy
v

La premiere expression donne :

UT,V)=CynT (1)

_a
Vv
(2 une constante pres).

L’élimination de U et Cy, ,, des deux équations permet

s T, . )z .P_ R a
d’obtenir I’équation d’état du gaz: T~ Vb 2
donc I’équation de Van der Waals pour une mole de gaz:
(P+%)(V—b):RT. )
1%

2 ¢ a. La détente de Joule — Gay-Lussac se fait a énergie
interne constante ce qui permet de calculer la variation de
température du gaz.

En utilisant I’extensivité de U et V:

),

soit: avec AU =0,

1 na
”lCV HIAT n a(zv V) dou AT = —Tc,vrn .

AN.: AT=-26K.
On peut, de la méme maniére, écrire 1’entropie :

‘U, an v_
SWV) Sy, o o 2V | i |7
n n V,m U V()
“0,an -
"%

En utilisant (3):

As:zcv,nln(T+TAT)+2R1n (V ”) .
’ -b

N\<

AN.: AS=11,16J. mol"!. K-!.

b. Pour le gaz parfait:
ATgp=0 et ASgp=2RIn2=11,53J. K1 > AS.

Les deux variations d’entropie sont positives conformément
au deuxieéme principe, les systemes étant thermiquement isolés
durant leurs évolutions respectives.

Remarques : La fonction S (U, V') introduite ici est caracté-
ristique du fluide étudié ; elle contient en effet toute I’ infor-
mation disponible sur le systeme puisqu’elle ﬁ 631&6 trouver
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I"expression de I’ énergie interne et I’ équation d’état du gaz
étudié. Ce résultat est généralisable a un fluide quelconque pour
lequel S(U, V) est une fonction caractéristique. Le lecteur
vérifiera, par exemple, en utilisant la méme méthode que :

S(W, V) =Sy+Cy ln (ﬂj +R1n (1)
' Uy Y

est une fonction caractéristique du gaz parfait (pour une mole).

0 Le gaz de photons

1 ¢ L’identité thermodynamique peut se mettre sous la
forme:
1 P
dS=—=dU+ — dVv.
T T

Ce qui est équivalent a:

(ﬁ) _let<§) _F
sU)y, T &)y T

1 1
1 4 - 3 =
On en déduit: — = — (o 46—l 4
r -3ty
don: U=opVT*
P 4 Ly -3
—=Z(ogUPH4e—V 4
7 =30y
1 op U3\ 1L
d’ou: P-—T( )4
3 V3
1 U ool
ouencore P=— — =
3V 3

2¢Ala température de 300 K: P =2,0. 1079 Pa . La
pression due au rayonnement est alors en général négli-
geable. Elle va devenir non négligeable a des températures
telles que les molécules sont totalement dissociées ;
1 mole de H, donne 2 moles de protons et 2 moles d’élec-
trons, soit 4 moles de gaz monoatomiques, supposé par-
faits.

4nRT oy T* _ ,
P particules = T =Praq = , ce qu1 est atteint
12nR \+
pour T = < 1 ) 3
ogV

AN.: T=5,1.10°K . Pour comparer, la température au
centre du soleil est de ’ordre de 107K .

_ oU .
3 e Par définition: C, = (;) avecici U=opV T?.
v

On en déduit: Cy=4 0y VT3.

@ Transfert de matiére,
irréversibilité
1 ¢ Les parois du récipient étant athermanes (pas de trans-
fert thermique, donc Q = 0 ) et indéformables (pas de
transfert mécanique, donc W = 0) , le mélange se fait de
maniere isoénergétique, soit:
AU=0.
Or, U=Ugyz 1+ Ugaz 2 et:

0=nR %(Tﬁnal T)+mR_—— (Tfmal T),
Vi 7/

la température finale est égale a la température initiale.
Le volume final est V| + V, pour chaque gaz; dans I’état
final, les pressions partielles sont données par 1’équation
d’état:

Py =nRT et Pp=mRT v/~

1 1
V+V VitV -

La pression finale est:

1
Pf=P1 + Py = m (mRT + noRT) .

Or, n{RT =PV et npRT =PV, .
D’ou: Py=P

2 ¢ L’entropie d’échange du systeme constitué des deux
gaz/est nulle puisque I’ensemble est thermiquement isolé;
ainsi:
Ferége =AS = ASgaz 1+ ASgaz 2-
On calcule, par exemple, AS,,; 1 :
Vﬁnal )]
Vinitial/]

T.
final
- ln(T )+l

initial

Vi+V:
=n1Rln<%),
1

soit en utilisant les équations d’état:
Vl + V2 _

Vi n

Asgaz 1 an

ny+np

s

cela donne :
I’ll + }’l2

ASgaZ 1= I/th In I’l]

En procédant de méme pour ASg,, > , on obtient finale-

ment:

+l’l2 n +n2

)

+ noR In

n
Feréée = n1R In

On remarque que cette quantité est positive conformément

au deuxieéme principe.

3 © Avec la variable x, I’expression précédente devient:

S eréée = MR [ln(1+x) +)(1n(1 +x)] .
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. EPcréée
On trace la fonction R pour des valeurs de x
1
proches de zéro:
y<:rééc
mR
0,10
0,08 ]
0,06 1
0,04 1
0,02
0-l t t i i X
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

La tangente a ’origine de la courbe est verticale ce qui
signifie que ¥ g €st, en zéro, un infiniment petit d’or-
dre inférieur a 1 : le mélange de deux gaz de natures diffé-
rentes est donc foncierement irréversible, méme si 1’un des
deux est en tres petite quantité par rapport a 1’autre.

Il est donc impossible de modéliser cette transformation
par une évolution réversible.

Pour bien réaliser la signification.physique de ce résultat,
on peut imaginer le mélange de deux gaz dont L'un est
coloré (méthane et chlore par exemple).

Remarques : Lorsque x tend vers zéro, un équivalent de
I"expression donnant ¥ ¢z eSt:

Fereee = — niRedna@);
cette quantité tend vers zéro par valeurs positives, mais
moins vite que x puisque —In(x) tend vers linfini.

m Systeme a deux niveaux

1 L’énergie interne est une grandeur extensive et
I’ensemble des particules d’énergie E; a une énergie
totale n;E;, donc:
U=mE| +mkE,;.

Soit dU = E(dn| + E» dny ou dU représente la varia-
tion d’énergie interne qu’accompagne la transition de
dn; particules du niveau E| au niveau FE; .
Bien sir, puisque N est constant:

dny=—dny et dU =—- (Ep — Ey)dn; = - AEdn; .

2 e L’entropie statistique est donnée par:
S = kB In Q .
ol Q estle nombre de complexions du systéme. Or,
pour réaliser le macroétat :
{(n1, E1); (N = ny, Ep)},

) possibilités, soit Q=<N> .

ilya (N
ny

n
Remarque : Ceci suppose que les particules étudiées
soient discernables.

. N N!
Soit: S = kg In =kgln —"—— ,
B (m) B N—npin,!

d’ou en utilisant la relation de Stirling:
S=kgINInN—-nyInny—(N-ny)In(N-np],

et en différentiant :

dS = kgl—dn; —dn;(In ny) + dnyIn (N — ny) + dnq]

N-n

dS = kg dny In 7

T

M} et dS=— AE gy, .
B

3 o L’identification des deux relations conduit bien a
dU = TdS (le volume du systeme étant constant).
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Exercices ELECTRICITé

o Application
des lois de Kirchhoff

- . . . R
Déterminer les courants et les tensions inconnus dans le deux résistances R en parallele est égale a —
réseau représenté sur la figure.

a) et b) Bien repérer les associations série et parallele.
On pourra se souvenir que la résistance équivalente a

Conseils

Pour ¢) I'utilisation des symétries permet de déterminer
Les rectangles figurent des dipdles quelconques (avec ou R,;. sans calcul.
ABeg

sans source) dont il n’est pas nécessaire de connaitre la
nature.

e Trois méthodes d’étude

d’un réseau linéaire
Déterminer le courant i en utilisant :

36mA

a. la loi des nceuds (en termes de potentiels) ;
10V 3 - PN o
10 mA b. le théoréme de superposition ;

c. en replagant les deux générateurs de Thévenin par les
générateurs de Norton équivalents.

A
il i i2
% Revoir la loi des mailles (ou loi d’additivité des ten-
é sions) et la loi des nceuds. r=1Q D r=6Q D =60 D
< Faire attention aux orient@tionseixalgi gnes-des€ots
rants et tensions.

N N

./ B N

- B ——

e =4V e, =12V

6 Calcul de résistance eduivalente

3 . . L. Pour appliquer la loi des nceuds, il faut affecter le

Déterminer la résistance équivalente entre A et B. : S~ B A A
potentiel nul a I’'un d’entre eux puis écrire des équations

qui ont pour inconnues les potentiels des autres nceuds.

Ne pas hésiter a utiliser des schémas équivalents

intermédiaires.

La représentation des générateurs par leur modele de

Norton permet de déterminer i par une division de

courant.

&
Conseils

a Recherche de la représentation
de Thévenin et de Norton
pour un dipole

A B Déterminer la représentation de Norton et la représentation
R de Thévenin pour les dipdles linéaires situés a gauche des
= [ — bornes A et B.
O I S B S L R S S T —
— | |
R : R |
U | @ H @ U réseau
:1711 Tm quelconque



réseau
quelconque

réseau
quelconque

..................

réseau
quelconque

__________________

Revoir 1’équivalence entre les représentations de
Thévenin et de Norton.

On préférera la représentation de Thévenin pour deux
dipoles en série et la représentation de Norton pour
deux dipoles en parallele.

11 faudra parfois effectuer plusieurs équivalences suc-
cessives.

Conseils

9 Calcul de résistance

équivalente
| E— D | |
R 2R
I DR
VI
~T T3
I, 2R R
oA U Be
/77777

1 » Peut-on calculer la résistance équivalente entre A et
B au moyen d’associations série et parallele ?

—

2 o Ecrire les équations de noeuds (ou relations de Millman)
pour les nceuds C et D enposant V4 =0 et Vp=U. En
déduire la résistance équivalente entre A et B.

On rappelle que deux dipdles sont en parallele si leurs
deux bornes sont communes.
Pour un dipole qui ne contient pas de source indé-

Conseils

pendante la résistance peut se définir par R = % en

convention récepteur. On peut donc tenter de calculer
I en supposant U connue (ou I'inverse).

@ ttude d'un réseau

par plusieurs méthodes
Déterminer les courants /| et I, pour le réseau représenté
sur le document.
On utilisera trois méthodes différentes.

N

A

@ En plus de la méthode systématique qui consiste a
§ écrire’ N=1" équations de nceuds pour un réseau de N
NI noduds,) quelles=sont “les méthodes a notre dispo-

sition ? On remarquera que le réseau contient plu-
sieurs sources.

Pour ne pas avoir a résoudre de systeme d’équations,
on tente de se ramener a une maille unique par une
succession d’équivalences.

Penser a utiliser les diviseurs (de courant et de ten-
sion).

@D ttude d'un électrolyseur

Un circuit (doc. 1) est réalisé par 1’association en série
d’un électrolyseur dont la caractéristique statique est don-
née document 2 et d’un générateur : (e =4V, r=20Q).

@

Doc. 1. électrolyseur alimenté par un générateur.

Déterminer le point de fpaglé‘lt 2976ctrolyseur.



I(mA)
100

12 2 4 U

+—100

Doc. 2. Caractéristique statique de Iélectrolyseur.

8 “Résistances d’entrée et de sortie
d’un quadripole actif

Une photodiode est un composant opto-électronique dont

la caractéristique est fonction de la puissance lumineuse,

Py, qu’elle recoit :

i) =IoeVo - 1) = I, ot [ = 10 A, Vo = 26 mV et

Iy=kPL, k=05AW-L

L@_

Doc. 1. Représentation de la diode
en conventionrécepteur.

1eLa photodiode recoit une puissance lumineuse de
1 mW, tracer la caractéristique I(U) de cette diode et
déterminer sa tension en circuit ouvert, UCO-

2 Analyser cette caractéristique du point de vue énergé-
tique : quelle partie du plan / (U) correspond a un compor-
tement générateur et quelle partie a un comportement
récepteur.

3 ¢ Justifier que I’on puisse adopter pour la diode le mode-
le linéaire par morceaux ci-dessous:

1

0

—Ip—1,

4 Cette photodiode est connectée en série avec une résis-
tance Rc. Déterminer graphiquement le point de fonction-
nement du circuit . On distinguera deux cas en introduisant

Uc
—— _ Donner dans chaque cas la

]p + IO
relation tension courant au point de fonctionnement.

la résistance Ry =

5 e Déterminer la puissance P fournie par la diode en fonc-
tion de Rc, Uc, et Ro. Représenter | P| en fonction de R et
déterminer la valeur absolue de la puissance maximale
fournie, Ppy,x, en fonction de Uc,, et Ry. Pour quelle valeur
de R¢ obtient-on cette puissance maximale ?

o . P
6 On définit le rendement de conversion par 1 = %;

L
justifier cette définition; calculer numériquement P«

ainsi que ce rendement; commenter les valeurs obtenues.

1) Comment est I’intensité lorsque la diode fonction-
ne en circuit ouvert ?

2) Dans quelles parties du plan la puissance regue par
la diode est-elle positive ? négative ? Conclure.

3) 1l faut considérer les parties quasi-linéaires de la
caractéristique réelle et faire les approximations les
plus simples.

4) Attention aux conventions a adopter pour la diode
et la résistance.

5) Distinguer ici aussi les deux cas précédents.

Conseils

0 “Résistances et conductances
itératives

A. On considere le quadripole résistif en T ci-dessous

(doc. 1) dont la charge est constituée par la résistance R.

Al 1 i Rl Rl 3 A() io
e R
A A

P o , o u
1 Déterminer sa résistance d’entrée Re| = —1

I
Comment doit-on choisir la résistance R pour que
Re; =Rg ? Cette résistance particuliére, notée ROI., est

appelée résistance itérative du quadripole.

2 » On place en cascade n quadrip6les identiques au pré-
cédent, ’ensemble étant chargé par la résistance itérative
R()l,. Quelle est la résistance d’entrée Ren = deI’asso-
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A, —A 1 — A A — A
. =.= . o .
Iy -1 | —~ Iy —2 131 12
—
iy (n) Uy -1 l Uy —» U, (1) Uy Ro,-
E
o . - o
bl — b — b b — b
An An—l An—Z Al A()
Doc. 2

3 © On considere a nouveau le quadripdle représenté a la
question 1), la charge étant constituée par la résistance ité-
rative Rol_. Calculer son amplification en tension :

u o i
Au] =-0 et son amplification en courant A,-1 = ‘—O, et les
u 4
. . Ry
exprimer en fonction de k=—.
Ry
4 » On associe en cascade n quadripdles identiques au pré-
cédent, I’ensemble ayant encore pour charge la résistance
itérative Roi .
Calculer, en fonction de k, 1’amplification en tension
u , . i ,
A”n ==0 el amplification en courant Ain = .—O de I’en-
Uy In
semble.

5e¢ Sachant que n =10 et Ry =1 kQ, déterminer R,
pour que A”n =0,10 quandlacharge est la résistance ité-
rative Rol. que I’on calculera.

B. On consideére maintenant le.quadripole résistif en I7,

dual de celui en T considéré a la question A. 1). Sa charge
est constituée par la conductance Gy.

Al iy G, -
S -
O R
A |
”””””” Doc.3

1 ¢ Déterminer sa conductance d’entrée :
i
Ge, =——.
uj
Comment doit-on choisir la conductance G pour que

Gel =G ? Cette conductance particuliere, notée Gol_ , est
appelée conductance itérative du quadripdle.

2 * On place en cascade n quadripdles identiques au pré-
cédent, I’ensemble étant chargé par la conductance itéra-
tive Gy..

1

. i ,
Quelle est la conductance d’entrée Geu =L de I'asso-
Uy
ciation ?
3 ¢ On considere a nouveau le quadrip6le de la partie B.,
la charge étant constituée par la conductance itérative Gol..

Calculer son amplification en tension Au1 = — et son

uj
e ig . .
amplification en courant Ail = —, puis les exprimer en

11
fonction de k = @

Gy
4 » On associe en cascade n quadrip6les identiques au pré-
cédent, I’ensemble ayant encore pour charge la conduc-
tance itérative Gol, . Calculer en fonction de k, 1’ampli-

— . u I
fication en tension A, = =0 et I’amplification en courant
Uy

i ’
= .—O de I’ensemble.
In

A,
5 e Sachant que n =10 et G; =1 mS, déterminer G,
pour que A, =0,10 quand la charge est la conductance
itérative Gol_ que I’on calculera.

sistance (ou la conductan-
r les lois d’association de
nces).

iter systématiquement les
propriétés d’un quadripdle chargé par sa résistance
{ 1 ¢ ~On 1rtan \ 1A ve.

g Jecitcratiye §eea
.~ 2
\ @siséanecs (Ou d

@ “Convertisseur analogique
numérique

Le réseau de résistances étudié est constitué de (n + 1)

résistances ry et possede (n+ 1) sorties Si(k=0, ..., n).

On note par R larésistance entre la sortie S et la masse,

par R la résistance totale du réseau et par r la plus fai-

ble des résistances du réseau.

Les tensions de sortie U, référencées a la masse, sont

prélevées sans débit de courant et le pas p (p > 1) du

réseau est défini par la relation :

Uk+1
=T (k=0,...,n).
p U, ( )

La plus faible des tensions Uy, est appelée quantum.

1 ¢ a. Identifier le quantum. Exprimer U en fonction du
quantum, puis I’exprimer en fonction de la tension de réfé-
rence Uy

Identifier r. Déterminer, en fonction de r, les valeurs ry
des (n + 1) résistances du réseau pour un pas p donné.
Quelle relation lie » & R et quelle relation lie r, a R ?
A.N.: Sachantque p=10,n=35 et r=100 €, calculer

numériquement les (n Paﬁs@c269réseau.



b. En déduire les tensions U délivrées par les sorties S
lorsqu’a ’entrée du diviseur de tension est appliquée une
tension Uy = 100 V. Commenter le résultat obtenu.
Quelle pourrait étre 1'utilisation d’un tel réseau de résis-
tances ?

Ty —1

Doec. 1

2 » Quelles sont, en fonction de r, les valeurs des résis-
tances 7y constitutives d’un diviseur de tension dont le
pasest p=27

Déterminer, en fonction de la tension appliquée U, les
tensions Uy délivrées par un tel diviseur de tension.
A.N.: Sachant que U = 1024 mV, combien faudrait-il
de résistances pour réaliser un réseau atténuateur délivrant
les tensions U; multiples de 2 du quantum Uy =1 mV
entre les valeurs Up=1mV et U, ,=1024 mV?

A quoi pourrait servir un tel réseau de résistances ?

3 e Le réseau de résistances considéré est celui de la
question précédente avec une tension de référence
Uwr= 1024 mV. On dispose, en outre, de circuits logiques
(C.L.) a deux entrées U, et U'. et deux sorties Us et
U’ dont les tensions de sortie sont définies par :
Ue=U.=>Us=1VetUs=U.-U'e)

U <Ueg=>Ug=0etU's=Uk.

Avec des circuits logiques, on réalise un convertisseur
analogique-numérique (C.A.N.) comme indiqué (doc. 2).
Expliquer le fonctionnement de ce C.A.N. et l'illustrer
pour une tension analogique U =800 mV appliquée a son
entrée.

Quelle est la tension maximale admissible Ujy,x, c’est-
a-dire quelle est la tension maximale analogique qu’il est
possible de convertir ?

La structure du réseau est celle d’un diviseur de ten-
sion. Remarquer que les tensions des C.L. sont liées
par la relation :

Uek = Usp U'e + U’

Conseils

( C.L. T
U. T — U,
177777 /77777
vl
¢ C.L > T
Uré US
ﬁiﬁ “—>S10 (10) 177777 10
o C.L *’T
S9 (9) /77777US’9

I L» C L —
50 (0) WLUS.O
U’s‘()
Iy UO P
/77777 /77777 /77777
Doc. 2

m “Convertisseur
numérique-analogique

Un convertisseur numérique-analogique (C.N.A.) est un
circuit qui transforme une information numérique en un
signal analogique image de cette information. Le C.N.A.
étudié est réalisé avec un amplificateur opérationnel par-
fait, une source de tension continue E, un réseau de résis-
tances (R, 2R) et un ensemble de n commutateurs (Kj)
a deux états (0) et (1) (cf. le schéma page suivante).
L’information numérique est codée sous la forme d’un
nombre binaire N3y = (b, _1b,_2 ... bibg) ou les chif-
fres (bits) ne peuvent prendre que les valeurs O ou 1. La
valeur de chaque bit b; est représentée par I’état du com-
mutateur (K;) associ€: b;=0 le commutateur (K;) est
dans I’état (0), b;j =1 sile commutateur (K;) est dans
I’état (1). Ainsi, chaque information numérique N(o)
détermine 1’état des n commutateurs et, par voie de consé-
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quence, la valeur de la tension analogique Uy délivrée
par le C.N.A.

1 ¢ Calculer I'intensité /; du courant qui traverse la résis-
tance 2R dont I'une des bornes est reli€e au nceud A;.

2 o Déterminer, en fonctionde E, R, R’ et des bj, la ten-
sion Uy délivrée par le C.N.A. lorsque 1’état de ’ensem-
ble de ses commutateurs (K;) traduit I'information codée
numériquement par le nombre binaire :

N@) = (by - 1by_ 1 sunbibo).

3 ¢ On appelle quantum OUy la plus petite variation en
valeur absolue de la tension U lorsqu’on passe d’une
inform%tion traduite par Ny a une autre traduite par
N’ (7). Etablir I'expression du quantum de ce C.N.A.

Sachant que R = 10 kQ, R' =2 kQ etque n=7
(information codée sur un octet), calculer E pour que
oUg =10 mV.

4 ¢ La source de tension E ayant la valeur calculée dans
la question précédente, déterminer la valeur de Ug lorsque
Ny = (10010 010).

Réciproquement, connaissant la valeur numérique de Uj,
établir un algorithme permettant de connaitre 1’état de tous
les commutateurs du C.N.A. ou, ce qui revient au méme,
I'expression de N(g).

S~
2] e A N . g L .

T Utiliser le fait que 1’amplificateur opérationnel est
7. - . . . B ..

S parfait et fonctionne en régime linéaire : vy —v_=0,
A=A )

Page 211



Corrigés TD ELECTRICITé

& Application des lois de Kirchhoff

On obtient les courants inconnus en appliquant la loi des
nceuds et on trouve les tensions avec la loi des mailles :

Uy =-5V; Uy=0; U3==5V; Us=5V; Us=5V;
I1=10mA; Ih=-10mA; I3=0; I4=-5mA;
Is=15mA; Ig=-20 mA

6 Calcul de résistance équivalente

a. Le réseau se ramene a trois résistances de valeur R en
6R :] E 2R

opération purement graphique 3R 2R q

ne modifie en rien les conne- A l B

xions électriques. On obtient

ainsi un systeme équivalent l—( 2R —1 R }—l

formé de deux résistances de A B

valeurs 2R et R en série,

soit: Rap=3R.

c¢. Le courant entrant en A se partage en deux courants égaux,

puisque les deux résistances qu’ils parcourent sont égales.

série : Rap =3R.
b. Pour mettre en évidence les

associations, on change la
forme du noeud central ; cette

Pour la méme raison les courants qui se somment en B sont
égaux.

in _R C R in
A | .
in — — irn| B
| I | |
R D R

Ainsi icp = 0, et on peut virtuellement « enlever » la branche
CD. 1l reste 2B en parallele avec 2R, soit RABéqu =R.

9 Trois méthodes d’étude
d’un réseau linéaire

a. Le réseau comporte deux nceuds. Si on pose Vg =0 (choix
arbitraire d’origine des potentiels), il reste un seul potentiel
inconnu : Vy4.
Laloi des nceuds en A (i} + ip = 1) s’écrit en termes de poten-
tiels :

€1—VA " ez—VA =£
r ) r

dou: Vy=45Vetdonc i=0,75A.

b. ¢ Si on annule e, il reste :

£ I gl

€
) N el N
Dou I= _ et, a travers r :
1)
r+ "
r+rnr
e
=12 g_ el - 1
r+r A+ e
r rn

¢ Si on annule ey, il reste :

ENT ] ]

£
~
€

~.

En échangeant les indices 1 et 2, on se retrouve dans le cas

précédent, donc :
&
" )
r ro°
r..n
* En appliquant le théoreme de superposition pour ce réseau

linéaire, on obtient :
L)
oo
T T

r 1]

i=i'+i"=

AN.:i=0,75A.
c. On refait le schéma en replagant les deux générateurs de
Thévenin (e, r;) et (ep, rp) par leurs représentations de
Norton avec :

el €

m=—=4A et m=—==2A.
| r2
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=

L= |

L~ ]

=
o
—_—
=
)

Dans ce schéma, le nceud A est constitué par tout le fil hori-
zontal supérieur.

Un courant total d’intensité iy = 1y + 1 = 6 A se répartit
donc entre les trois résistances.

On obtient donc :

1

P r o

i=1i T 1 1 T 1 , soit ip=0,75 A.
r

6 Recherche de la représentation

de Thévenin et de Norton

pour un dipole
a. Les deux sources de courant en parallele sont équivalentes
a une source unique de courantde c.e.m. 7 = 17| + 1y
La représentation de Norton est donc :

c.e.m. =1 + 1, en parallele avec R.
On en déduit la représentation de Thévenin :
f.e.m. E = R(m; + 1) en.scrie-avec R.

b. Les deux dip6les de Thévenin étant en parallele, on com-
mence par dessiner leur représentation de Norton (voir la
figure ci-apres).

Ezr

oy e

o

&y

>

___________________________________________

o

L[]

o

Equivalences successives

Les deux sources de courant en parallele sont équivalentes a

. E, E
une source unique de courant de c.em. n: N+ Hh=—+ —=
Ry Ry
et les deux résistances en parallele sont équivalentes a une
‘o RiR
résistance de valeur R = —1—2
R 1+ R2
La représentation de Norton est donc :
E; E . RiR
cem. = “Li 22 en parallele avec R = S
R] R2 R 1+ R2

On en déduit la représentation de Thévenin :

fem. n= KRy <ﬂ+ﬂ>=Men série avec
R1+R2 R] R2 R1+R2
_ Rk
R] +R2.

c¢. On transforme le générateur de Norton (77;, Rj) en géné-
rateur de Thévenin équivalent de facon a obtenir deux géné-

rateurs en série. La repréBageT }26113t donc :



f.e.m. E = Ey + Rin; en série avec R =R + R».

On en déduit la représentation de Norton :
Ey+ Rym

cem. =
& Rl + Rz

en parallele avec R =R| + R».
d. Les deux générateurs de Norton sont en série. On les trans-
forme donc en utilisant leur représentation de Thévenin.
On obtient donc en série : une f.e.m. £1=R|1;, puis une résis-
tance Rj, puis une f.e.m. Ep =R, etune résistance Rj.
La représentation de Thévenin est donc :

fe.m. E = Rnm; + Rymy en série avec R =R + R,.
On en déduit la représentation de Norton :

Rini+Rymp

cem. 1=
& Rl + R2

en parallele avec R =R| + R».

6 Calcul de résistance équivalente

1 * Non car la résistance de la branche CD n’est en paralle-
le avec aucune autre résistance ou association de résistances.

2 o Ecrivons la loi des nceuds en C et D :

VD=U+2VC; VC=2U+2VD
5 5
N 3 4
d’ou : Vp==U etVg=—"U.
b=3 N7

En appliquant la loi d’Ohm, on en déduit les courants /| ‘et
I, puis le courant [ :

L= Vp-0 _ iﬁ;h: VeRJ =££;1=[] +12=i£,
R 7R 2R T R 7R
On en déduit la résistance équivalente :
7

Remarque : On voit que, pour le dipdle équivalent au réseau

de résistances, les orientations choisies pour U et [ cor-

respondent a la convention récepteur.

Si on avait orienté 1 dans I autre sens, il aurait fallu poser :
U =~ Rgq I (convention générateur).

@ ttude d'un réseau
par plusieurs méthodes

Méthode 1 : théoreme de superposition

* On éteint E; et

Pour le calcul de /; on remplace les trois résistances de droi-
te par la résistance équivalente : (R + R) en parallele sur 2R
soit une résistance équivalente R. On obtient :

_ b

=3

I, se déduit de I; par application de la relation du diviseur
de courant :

I

1
2R Ey
L=l —= =—L
L, 1 6r
2R 2R

* On éteint E; et

() TEZ B R

On redessine le circuit pour se ramener a une maille unique :

E, . L
Ip = —= puis par lelSlOIl .
0=, Puisp

1 1) 1 E,
ENrEo 2 o =l =22
FIYT e 272 0 R

* On éteint E; et E

T—( 2R R b
2R R nT@

Par deux divisions de courant successives, on obtient :

* Superposition des trois cas
On obtient finalement :

El E2 1 E] E2 1
==t 22 1, o =2, 58 1,
TR TR 6 TR T 3]

Méthode 2

On se ramene a une maille unique par des équivalences.
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_ B R
Finalement : L= 32R 2

Dans cette série d’équivalences successives, on a perdu /5. 1l
faut donc reprendre une nouvelle série d’€quivalences. qui
laisse intacte la branche ou circule /5. Cette méthode est
donc plus longue que I’application de la superposition.

Méthode 3

Résolution d’un systeme d’équations

>
R 2

() TEI 2R TEZ R Tﬂ

177777

1y

Le réseau comporte trois nceuds. On attribue arbitrairement le
potentiel nul a I’'un d’entre eux (la masse) et on écrit la loi des
neeuds en A et B avec les potentiels inconnus V4 et Vp.
*En A: I} -1, +13=0 d’ou:
Ey-Va , Ve-Va  Er-Va _
2R R 2R

*En B:Lh+1;+1n=0 d’oi: %—ﬁ+n=0

On obtient le systeme de deux équations :
[4VA—2VB=E1 +E2
-V4+2Vpg=Rn
La résolution donne :
_Ey+Ey+Rn . _Ey+Ey+4Rn

%
A 6

t Vg

On en déduit Iy et I5:

I = E|-Vy _ 2E1-E>,-Rn
TR 6R

et : [2= VA—VB =E1+E2—2R7]
R 6R

Remarque : La résolution du systeme d’ équations est ici assez
simple. Cela est dii a la géométrie du réseau qui ne comporte que
trois neeuds. En général, les autres méthodes sont plus rapides.

0 Etude d'un électrolyseur

L’équation de la caractéristique du générateur est
U=4-20lavec U en volt et ] en ampere.

Cette droite coupe la caractéristique de I’électrolyseur en son
point de fonctionnement M situé sur sa caractéristique a U > 0.
L’équation de cette derniere est :

2-12 _U-12 ‘gopy=12+8I

0,1-0 1

En éliminant U, il vient 1,2 + 8/ =4 - 20/ ,d’ou/=0,1 Aet
par suite U = 2V.

8 Résistances d’entrée et

de-sortie- d'un quadripdle actif
1 # Le tracé de la caractéristique est donné ci-dessous:

0,02 |
0,015}
0,01 {

0,005

P e e —————
01 -005 0 005 01 015 02

En circuit ouvert I’intensité est nulle ; il suffit de lire la valeur
correspondante de u sur le graphe pour avoir U¢, = 0,1 V. Ce
résultat se retrouve en annulant 7 (u), soit:

I . .
Uc,=Vo In (1 + [—p) qui redonne bien la méme AN.

0

2 » La convention adoptée ici est une convention récepteur,
les parties de plan ou u et i sont de méme signe correspon-
dent a des comportements récepteurs; seule la partie ci-
dessous est génératrice puisque ui < 0 :

WO—O—O—O—O—O—O—O—O—H
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C’est cette partie qui sera intéressante puisque c’est dans ce
mode de fonctionnement que la diode fournira effectivement
de la puissance au circuit €lectrique.

3 © On voit sur la caractéristique compléte que 1’intensité est
pratiquement constante pour u < 0.1 V (= Uc ) ; elle vaut
environ — 0.00051 A, ce qui correspond bien a — Ip — 1.

Lorsque # > 0.1 V, I'intensité croit rapidement (avec une
pente de 10 A/V environ) ; on peut en premiere approxima-
tion considérer que u reste constant égal a Uc, D’ou la carac-
téristique idéalisée de la diode.

4 * Si I’on adopte la convention récepteur pour la diode, il
faut adopter une convention générateur pour la résistance

(i =- RL) afin de superposer les deux caractéristiques:
C
1
Uc,
— U
—Ip-1Iy
U
Casa): Rc > Ry = Co ;i N\
I, +1p R¢
I

0

_Ip—1Iy

U
CaSb)ZRc<R0=i,u=Rc([p+10)=Uc &
I,+1o "Ro

R
5ePourRe < Ry, P =- R—C2 Uc,2 et pour Re > Ry,
0

Uc,?

R’
La courbe représentative est donc la suivante (avec les
valeurs du texte, Ry = 196 Q) :

P=-

5e-05

4e-05

3e-05

1e-05

1e-05

0 200 400 600 800 1000

U 2

CO

Ry
6 * Le rendement doit &tre défini comme le rapport entre la
quantité d’énergie que met la photodiode a la disposition de
R et la quantité d’énergie qui permet a cette photodiode de

La valeur P,y est atteinte pour R = R et vaut

Prmax

n
Numériquement P, =50 uW et = 0,05, soit un rendement
de 5 %.
Ces deux valeurs sont tres faibles. Il est donc nécessaire :
D’une part d’utiliser une grande quantité de cellules de ce
type pour parvenir a une puissance utilisable respectable.
D’autre part d’améliorer les rendements des cellules grace
aux différents matériaux utilisés et aux différentes techniques
de fabrication.

fonctionner;-ceci cotrespond bien a n =

o Résistances et conductances
itératives
A. 1 ¢Le dip6le ne comportant pas de source liée, sa résis-

tance d’entrée peut s’évaluer en utilisant les lois d’association
de résistances :

R =R+ RyRo +Ry)
1 RO + Rl + R2
Par définition de la résistance itérative, il vient :
Ry(Ry. + Ry)
Ryp. =R+ —L——,
! R()l, +R;+Ry
d’ou: Roi = V’RI(RI + 2R2)

2 e[’ensemble étant chargé par la résistance itérative, on éta-
blit de proche en proche que :

ko, = RPﬂ@ge= 216



3 e Comme le quadripdle est chargé par sa résistance itérati-
ve, on écrit ugy = Rol,io et up = Roii1~ 11 en résulte que :
u i

Ay, = 20 _ 10 _ 4.

; i
up I !

En considérant que le quadripole réalise un diviseur de cou-
Ry

rant, jj= ———=——
"7 Ryt (R, +R)

i1, I'amplification en courant (et

I’amplification en tension) s’en déduisent immédiatement :
o R
e R0i+R1 +Ry
_ Ry
VRi(Ry +2Ry) + Ry + Ry
1
L+k+VkQ+ k)

A A

M1=

4 ¢ Pour établir les expressions de A“n il suffit de remarquer,
d’une part, que :
uy Uy u Uy
A, =0 Mol ot

"oy Uy U Up
et, d’autre part, que tous les quadripdles de I’association ont
la méme amplification en tension, parce qu’ils sont tous char-
gés par la résistance itérative. En conséquence :

Ay, =Y
Pour I’amplification en courant, on aboutit a un résultat ana=
logue : A,-n 3 (A,-l)”.

n

5 ¢ On pose A”n = (%) , il vienteK = 1001 = 1,259,
De I’expression de A, , on tire :

. ! 2
K=1+k+\kQ+h) :k:%zz,%.lw
= R = kR, =26,6 Q.
La valeur de résistance itérative s’en déduit :

Ry, = VRI(R| +2Ry) =232 Q.

B. 1 ¢ Le dipdle ne comportant pas de source liée, sa conduc-
tance d’entrée peut s’évaluer en utilisant les lois d’association
des conductances :

G, —Gys G1C0+GY
1 Go+G1+ Gy
Par définition de la conductance itérative, il vient :
G1(Gy. + Gy)
Go. =Gy = L,
! GOi +G1+Gy
d’ou: G()i = \S/Gz(ZGl + Gy).

2 o [’ensemble étant chargé par la conductance itérative, on
établit de proche en proche que GOi =G, = Ge2 =..=G,.

n
3 o Comme le quadripdle est chargé par sa conductance ité-
rative, on est fondé a écrire ig = Gol_uo et iy = Gol,u 1-

io _ U
=—=—= Au[
iP

1l en résulte que A; |
En considérant que le quadrip6le réalise un diviseur de ten-
S
G1+(Go, + Gr)
I’amplification en courant s’en déduisent immédiatement :
Gy

GOI_ +G1+ Gy

Gy
VG22G| + Gy) + G + Gy
I S
1+k+VkQ2+k)

sion, uy = uy, I"amplification en tension et

Ai] :Aul =

4 * Pour établir les expressions de A,,n, il suffit de remar-
quer, d’une part, que :

u uy u Uy, _

L R B

Up up up Un
et, d’autre part, que tous les quadripdles de 1’association ont
la méme amplification en tension, parce qu’ils sont tous char-
gés par la conductance itérative. En conséquence :

A”n =(A, 1)”.

Pour I’amplification en courant, on aboutit a un résultat ana-
logue : A,-n = (A,-l)”.

n
On pose A, = (%) il vient K =101 = 1,259,

De I’expression de A, o on tire :

; _1\2
K=1 +k+\s’k(2+k):k=%=2,66.10*2,
doi : Gy = kG, = 2,66.10-5 S,
soit - Ry= 1 =376KQ.
2

La valeur de la conductance itérative s’en déduit :
Gol, =JG,(2G| + Gy) =2,32.1074 S,

Ro,= ——=43kQ.

Goi

soit encore

@ Convertisseur analogique
numérique

1 e a. Les tensions Uj délivrées par le réseau sont données
par la relation de récurrence Uy | =pUy, d’ou:

Ui =p*Uj.
La tension U} étant une fonction croissante de k carp > 1,
le quantum de ce réseau est la tension Uy délivrée par la sor-
tie Sp.
La tension de référence U,gs délivrée par la sortie S, étant
reliée au quantum par la relation :

Uwsr=p"Up.
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11 en résulte que : U= %
-

Les résistances étant en série, il vient, par définition du pas,

p= Ykt Riwr o

d’ou la relation de récurrence,
Uy Ry

k

R+ 1 =pRy, qui permet le calcul de Ry = Z 1, en fonction

de Ry: Ry =pFRy.

11 apparait que la plus petite résistance du réseau est :
r=Ro=ryp.

Les valeurs des résistances constitutives du réseau, en fonc-

tion de r, en découlent :
re=Re—Ri—1= (= p* DRy

r=0

=p*=lp- DRy,
d’ol re=pl(p-Dr (k> 0).
Comme R =R,, il vient R =p'r, et par suite :
S ek
pn+17k

A.N. : Le réseau est constitué des (n + 1) = 6 résistances :
ro=r;r1=9r;r=910r;r; = 9.10% ; T4 = 9.103r;
rs=9.10%.

Soit numériquement :

ro=r=100Q;r; =900 Q ;1 =9000Q;r3=90 kQ;

14 =900 kQ ; r5 =R =9 MQ.

b. Les tensions délivrées (en I’absence de débit de courant)
par le diviseur de tension sont données. par la relation :

Urgt

pn—k’

U=

soit respectivement :

Up=0,ImV; U;=1mV;

Uy=10mV; U;=100mV;

U4=1V; U5=Uréf=10V.
Elles forment une échelle des multiples décimaux du
quantum Uy = 0,1 mV entre les valeurs Uy = 0,1 mV et
Uwr=10V.
Ce type de réseau de résistances est utilisé comme atténuateur
pour les changements de gammes dans les appareils de mesu-
re analogiques.

2 ¢ Pour un diviseur de tension de pas p =2, les résistances
constitutives sont données par la relation :
rp=2k=1p,
La tension prélevée a la sortie Sy est :
Uy = 2Ky, 0>
soit encore, en fonction de Upgs :
Urgt

Ui= %

AN.: Comme 1 024 =210 il résulte, d’apres la relation
Uwr = 2"Uy, qu’il faut n + 1 = 11 résistances pour former

un réseau délivrant toutes les tensions U multiples de 2
du quantum Uy =1 mV entre les valeurs Uy =1 mV et
U,=Uk=1024mV.

Un tel réseau peut étre utilisé pour la réalisation d’un conver-
tisseur analogique-numérique (C.A.N.).

3 ¢ En remarquant que U, = KUU', + U, avec K = 1V~ 1
on conclut que ces circuits logiques sont des diviseurs four-
nissant le quotient en Ug et le reste en U5 quand le divi-
dende est présenté en U, et le diviseur en U, lorsque
20, < U, <0.

La structure du C.A.N. permet ainsi une écriture en binaire de
la tension U :

U=K> Uy U=k > Ugp2kUj.
k=0 k=0

Si la tension U ne s’exprime pas par un nombre entier de
mV, la partie décimale (< 1 mV) apparait aux bornes de la
résistance p sous la forme d’une tension analogique U’ .
Lorsque U =800,5 mV, on observe aux niveaux des sorties
de circuits logiques les valeurs suivantes :

800,5 =0 x 1024 + 800,5

= U 10=0 et U§ 10=800,5mV ;
800,5=1x 512 +288,5

= Ugg=1 et Uy 9=283,5mV;
2885 =1 x.256. + 32,5

=Ugg=1cet Usg=325mV;
32,5 =0 x 128 =32,5

= U 7=0cet U 7=325mV;
325=0x64=325

= U =0 et U §=325mV;
325=1x32+325

=Ugs=1cet Ug5=05mV;
0,5=0x16+0,5

=Us4=0 et U5 4=05mV;

05=0x8+05

= U 3=0cet Ug3=05mV;
05=0x4+05

= U 2=0etlU,=05mV;
05=0x2+05

=>U;1=0cet Us 1=05mV;
05=0x1+05

=Us 0=0 et Us o=0,5mV.

L’écriture en binaire de U est :

U = (01 100 100 000), .
Ce convertisseur est un convertisseur a 11 bits donc la tension
maximale admissible est :

Upax =21 = 1 =2047 mV.
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m Convertisseur
numeérique-analogique

1 ¢ Les courants [; qui traversent les résistances du réseau
(R, 2R) sont 1ndependants de I’état des commutateurs (Kj),
puisque I’amplificateur opérationnel étant parfait, son entrée
inverseuse est aussi au potentiel zéro.

De proche en proche, on constate que la résistance du réseau
situ€ & droite d’un nceud A; est 2R.

Ainsi, tout courant qui aboutlt sur un neeud A; se divise en
deux courants /; égaux.

La source débite le courant [ = % qui se divise ensuite en

deux courants égaux au niveau de chaque nceud :

_ 1 1 1
ll’l—1_217 In—z_?""’ [j—2n_j7~~~s
1 1
]l_zn—l’ 10_271'

2 * Selon I’état (b)) du commutateur (K;), le courant I; est
dirigé vers la masse ou vers I’entrée inverseuse de I’amplifi-
cateur opérationnel.

Le courant Iy qui traverse la résistance R’ est:

n—1 n—1 n,— 1

[
In= Zbl —Z 12,1 — Z /2“1,,-

La tension délivrée par le C.N.A. s’établit alors a :

ponn—1 .
Ug=-RIx=—E & Z bi

R ~=b 2n+1—j
n—1
R 1 i
=& 1N pai
R 2+1 ,«; !

3 o Le quantum 3 Ug est la variation (en valeur absolue) de
tension observée a la sortie du C.N.A. lorsque le bit de plus
faible poids by2° est seul A varier quand on passe d’une
information N(7) a une information N'():

8 Us=E % 2n1+ I

Pour que 6Ug =10 mV, il faut prendre une source de f.e.m.
E telle que :

:%2"+15U5:12,8V.

4 ¢ La valeur de la tension U s’obtient par application de la
formule obtenue dans la question 2) :

n-1 n—1
R 1 : :
Us=-E S 2 Zobj21=—ausz b2

j=0

=—107227 +2* +2) =146 V.
De fagon plus générale, on voit que :

n—1

J=—
N= sz Us

c’est-a-dire que la valeur numérique décimale de N(y) est:

N=—Ys 1000,
8

N
avec Uy exprimée en volt, soit :

= 146.
Pour connaitre I’état de tous les commutateurs il suffit alors
d’écrire N en base 2 : N(p).
Pour écrire N en base 2, il suffit de diviser N par 2 et de
relever le premier reste by, puis de recommencer sur le divi-
dende N obtenu jusqu’a obtenir un dividende nul.
Ainsi, pour N = 146 il vient successivement :

1‘2‘—6=73+0:> No=73 et by=0
?:36+1 5 N =36 et by=1
%:1“0: Ny=18 et by=0
%=9+0 = N3=9 et b3=0
9

T4l = Ni=4 et b=l
%=2+0 = Ns=2 et bs=0
2

22140 = Ne=1 et b=0
%=0+1 = N;=0 et by=1

soit, en définitive :
Ny =(10010 010).
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EXERCICES MAGNETOSTATIQUE

Dans les deux cas il s’agit de sommer les champs des
pires. Dans les deux cas, les spires se répartissent sur
dne demi-circonférence de longueur mR : quand on
fait varier 8 de O a m on décrit bien ’ensemble
des spires, depuis celle de rayon nul au « pole Nord »
a celle de rayon nul au « pole Sud » en passant par
celle de rayon R al’équateur.

Ce qui change c’est le nombre de spires par unité de
longueur (et leur épaisseur bien évidemment): dans le
I"casily a N spires jointives réparties sur une lon-
gueur TR , dans le 2° cas ce sont les projections des
spires sur ’axe Oz qui sont en quelque sorte jointi-
ves.

Lechampd’unespire

G Disque de Rowiand (oral)

Henry Rowland, physicien américain, a réalisé en 1876
une expérience qui a montré que le déplacement de char-
ges électriques constituait bien un‘courant électrique sus-
ceptible de créer un champ magnétique.

Le principe, tres simplifié, de I’expérience est expliqué ci-
dessous.

1 ¢ Un condensateur est constitué de deux disques métal-
liques de rayon R , trés proches I'un de I'autre. Si on
impose une différence de potentiel U entre ces disques,
des charges électriques surfaciques apparaissent sur les
faces métalliques en regard. La charge sur le disque posi-
tif est uniformément répartie, avec une densité surfacique

O':EO;.
o
M

Ea

0
£
NI
U

Le disque positif, de centre O , est mis en rotation autour de
I’axe (Oz) . Calculer le champ magnétique en un point M
de I’axe (Oz) . En quel point ce champ est-il maximal ? On
repérera M par 'angle o .

2¢0U=100kV, R=10cm, ¢=0,5 mm, et la vitesse
de rotation est de 6 000 tours par minute.

Calculer la valeur maximale du champ magnétique.
Comparer cette valeur a celle du champ magnétique ter-
restre.

1l faut partir de I’expression (a connaitre) du champ
B sur I’axe d’une spire circulaire parcourue par un
courant /. .

Les différentes étapes du calcul de B sont :

o déterminer le courant élémentaire d/ associé a la
« spire » de rayon 7 et de largeur dr;

o déterminer le champ dB associé a cette spire €lé-
mentaire ;

» calculer le champ total B(z) en intégrant dB .
Pour le calcul de I’intégrale, il est plus simple d utili-
ser comme variable I’angle 6 sous lequel on voit la
« spire » de rayon 7 ; @ varieentre 0 et .

Conseils

0 Champ magnétique créé
par une sphere chargée
en rotation (oral)

On considere une sphere isolante, de rayon R et de cen-
tre O, creuse, portant une charge Q uniformément répar-
tie sur sa surface. Elle tourne autour d’un axe Oz avec
une vitesse angulaire @ constante qui ne perturbe pas la
répartition des charges.

1 ¢ Déterminer le champ créé en O .

2 o Déterminer le champ créé loin de la sphere.

1) Les charges en mouvement créent des courants
€lectriques. Il suffit de trouver le « découpage » en
élément de surface se comportant comme des spires
et on est ramené au calcul de I’exercice 5 (répartition
de spires jointives ou non sur une sphere).

Pour évaluer I'intensité du courant qui circule dans
ces « spires », on peut chercher la quantité d’électri-
cité qui s’est déplacée pendant un tour pour calculer
celle qui circule par unité de temps.

2) L’analyse est la méme, seul change 1’angle sous
lequel est vu une spire. Comme on est tres loin de la
sphere on peut approximer le sinus de 1’angle a sa
tangente, ce qui faciliteﬁ calcul.
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9 Bobines de Gaugain-Helmholtz
(INCONTOURNABLE)

1« Rappeler I’expression du champ créé en un point de
son axe par une bobine de N spires circulaires de rayon
R parcourue par un courant / ; on consideére que toutes
les spires ont méme rayon et qu’elles se trouvent toutes
dans le plan z=0.

On notera B, le champ au centre de la bobine et on expri-
mera la fonction f(u) telle que B(z) = By f(u) , avec
u=—.

R

2 » Deux bobines identiques (rayon R , N spires) et per-
pendiculaires a I’axe (Oz) sont centrées en deux points O,

et O, de cotes % et —g. Elles sont parcourues par le

méme courant I, dans le méme sens.

On note B(z) = B(z) €. le champ magnétique en un point
de I’axe.

a) Représenter sur un méme graphe les champs B,(z) et
B,(2) créés par chaque bobine, ainsi que le champ B total.
On distinguera le cas ou les bobines sont proches et celui
ou elles sont éloignées.

b) Quelle est la parité de la fonction B(z)?

3 o Il existe une valeur de 'd pour laquelle la dérivée
seconde B”"(z) s’annule en O .

a) Représenter graphiquement B(z) , By(z) et B(z) dans
cette situation.

b) Que peut-on dire de la variation du champ B au voisi-
nage de O ? Quel est I’'intérét de cette configuration ?

¢) Calculer la valeur de d pour cette configuration appe-
lée « bobines de Helmholtz ».

d) Par un calcul numérique, définir 'intervalle de z pour
lequel B(z) = B(0) a 1% pres en valeur relative.

Il est préférable de connaitre le résultat demandé a la
question 1). On pourra commencer par tracer, avec
une calculatrice graphique, la courbe représentant

Conseils

B en fonction de = , pour différentes valeurs
B, R

de d.

Quel est le signe de la dérivée d’une courbe « en clo-
che » ? Possede-t-elle des points d’inflexion ?

Si le champ B est uniforme le long d’une ligne de
champ, alors les lignes de champ voisines sont paral-
Ieles ; pourquoi ?

Si la dérivée seconde en 0 d’une fonction paire est
nulle, quel est I’ordre de la plus faible puissance dans
le développement de Taylor ?

o Champ créé
par un « solénoide plat » (oral)

z

S|

Un « solénoide plat » est obtenu en juxtaposant N spires
parcourues par [ de o=, a o=0,.

1 ¢ Poser I'intégrale qui permet de calculer le champ créé
en M.

2 © Que dire de cette intégrale en z=0, en z tendant vers
1’infini ?

1) Les spires étant jointives, celles qui sont comprises
entre” et '+ d7 contribuent également au champ
en M . On connait le champ créé en M par une spire,
il faut donc déterminer combien de spires sont com-
prises entre 7 et r+dr.

2) En z=0 on est au plus proche des courants, I’in-
tégrale doit donc étre maximale ; a I’infini on doit
retrouver le champ d’un dipdle (voir au chapitre sui-
vant) en un point de 1’axe de ce dipdle.

Conseils

@ Champ magnétique produit
par une bobine torique
(INCONTOURNABLE)

Un tore est engendré par la rotation d’une surface plane S
autour d’un axe (Oz). Une bobine de N spires parcou-
rues par un courant [/ est enroulée régulicrement sur le
tore. Elles sont suffisamment serrées pour &tre assimilées
a une nappe surfacique continue.

1 « Etudier les symétries de B.

2 o Exprimer le champ B enun point M repéré par ses
coordonnées cylindriques (1, 8, 2) .
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3 e Comparer avec le champ produit par un solénoide infi-
niment long.

z

L’étude des symétries doit nous donner la forme des
lignes de champ. On rappelle qu’elle porte sur la
détermination des plans de symétrie ou d’antisymé-
trie, ainsi que sur les translations et rotations qui lais-
sent le systéme invariant. .
Etant donné la symétrie du probleme, le calcul de B
se fait en appliquant le théoréeme d’Ampere avec un
contour I constitué d’une ligne de champ.

Conseils

(D Champ créé par un solénoide de
vingt spires

Vingt spires circulaires, do. méme axe (0z) , de méme
rayon R =5 mm et espacées de:5.mm,sont parcourues par

ORORONONORORORORORORONORORONORORORORONO!

le méme courant /= 1A . Le schéma représente les lignes
de champ du champ magnétique créé par ce systeme, dans
un plan contenant (Oz) .

Dans la zone ou les lignes de champ sont quasiment des
droites paralleles, elles sont espacées de 1 mm.

1 ¢ Quelles sont les symétries du systeme ?

2 ¢ a) Dans le cas d’un solénoide infiniment long, retrou-
ver I"expression du champ créé sur I’axe.
b) Calculer B(N) sur I’axe du solénoide fini.

3 ¢ Calculer une valeur approchée du champ en A, eten
analysant la figure, déterminer une valeur approchée du
champ magnétique en C eten D .

1) Attention, le solénoide n’est pas infiniment long.
2) a) C’est du cours, INCONTOURNABLE.

b) C’est du classique.

3) A quel systéme simple peut-on assimiler le syste-
me de spires pour déterminer le champen A ?

On admettra qu’en un point A" proche de A , mais
en dehors de I’axe, B(A") = B(A) .

Quelleest da propriété des différentes sections d’un
meme fubeldelchamp ?

Une ligne du champ engendre un tube de champ par
rotation autour de'l’axe; Oz en raison de I’invariance
parirotation de la.distribution.

Conseils

N

¥ O B B B Q& & °

7

| —

échelle : 1 cm
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(B Circulation du champ
magnétique créé par une spire
sur son axe

Soit une spire d’axe Oz, de centre O , de rayon R par-
courue par un courant d’intensité 7 .

1 ¢ Calculer E(M) en un point M de ’axe Oz .

2 ¢ a) Calculer la circulation du champ magnétique le long
de I’axe (Oz) (de — oo a + o0) .
b) Interpréter le résultat obtenu.

3 ¢ Calculer de méme la circulation du champ magnétique
le long de I’axe (Ox) (de — oo & + o) d’un solénoide circu-
laire de rayon R, de longueur € et comportant N spires
jointives parcourues chacune par un courant d’intensité /.

1) Ce calcul doit étrg ‘Connu ;4ilfait partie des
INCONTOURNABLES?

2) permet de « retrouver » e theoreme d’Ampere.
La question 3) en présente une application.

Conseils

@ Champ au voisinage de l'axe
d’une spire (INCONTOURNABLE)

Soit une spire de rayon R, d’axe Oz parcourue par un
courant d’intensité [ . On connait le champ créé par cette
spire en tout point de son axe Oz :

BM) =f(2) avec f(z) = % sin® 6.

(voir exercice précédent)

Dans cet exercice, on cherche a connaitre le champ en un
point voisin de I’axe Oz .

1 ¢ Justifier que ’on cherche un champ de la forme
B,(r, z2)e. + B.(r, 2)e..

2 » Exprimer le flux de B a travers une surface cylin-
drique élémentaire fermée de rayon r , hauteur dz (r et
dz étant du méme ordre de grandeur). En déduire le déve-
loppement limité au 1* ordre de B,(r, z) en considérant
que B.(r,z)=B(M), M étant sur I’axe.

On précisera pourquoi r et la hauteur du cylindre doivent
étre petits (ce calcul n’est valable qu’au voisinage de
laxe !).

3 o Trouver alors le développement limité au second ordre
de B.(r,z) enposant B.(r, z) = B.(0, z) + B(z)r?l.
Expliciter fJ(z) en prenant le contour suivant :

dz
N ——
”T r+dr

z

4 * En déduire le champ B en un point P de coordon-
nées (r, 0, z)avec r << R, connaissant B en M de
coordonnées (0, 0, z) .

1) L étude habituelle des symétries et des invariances
permet de répondre a la premiere question.

2) r étant petit, comme la hauteur du cylindre, il n’est
pas besoin d’intégrer sur les différentes surfaces pour
exprimer le flux. Se souvenir que le flux de B a tra-
vers n’importe quelle surface fermée est nul.

3) En appliquant le théoréme d’Ampere sur un
contour élémentaire ad hoc, le calcul de la circulation
de B, développé au second ordre en r , permet d’ex-
pliciter f(z) .

4) On remarquera que B(P) s’exprime uniquement
en fonction de B sur I’axe.

Conseils
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@ Courant angulaire (oral)

Montrer que le champ magnétique créé par un circuit fili-
forme « angulaire » parcouru par un courant d’intensité /

au point M de I’axe (Ox) bissecteur est donné par :
- I -
Bovy = 2ol tan(ﬂ)ez
2mx 2

dans le cas x > 0 (point M). Qu’obtient-on dans le cas
x <0 (point M") ?

y
1
M’ 0] L M
/ ) AN - X
@ZZ \\\‘\
@ Flux du champ d/une spire
a travers un solénoidé&
On considere le systéme suivant :
4 o [y —1Wn 7
;| « ] ) 7
(0]

Une spire d’axe Oz de centre A rayon R est parcourue
par un courant /.

Un solénoide de rayon r est suffisamment long pour pou-
voir le considérer comme infini quand z tend vers I'infi-
ni. Il comporte n spires par unité de longueur.

De I’extrémité du solénoide on voit la spire sous I’angle o«
Le rayon r du solénoide est petit devant R , rayon de la
spire.

Calculer le flux du champ magnétique créé par la spire a
travers le solénoide.

I
Le champ d’une spire est % sin® 6. 1l faut relier

Conseils

le nombre de spires ndz a d@.

@ Champ magnétique créé
par I’électron de I'atome d’H

Dans un modele « planétaire » simple de 1’atome d’hydro-
gene, 1’électron tourne autour du proton sur une trajec-
toire circulaire bien définie.

1 » Calculer la vitesse de rotation de 1’électron si la dis-
tance proton— électron est =53 pm .

2 ¢ Calculer le champ magnétique alors ressenti par le

proton. Le comparer a un champ macroscopique.

7 DN\

1) Appliquer par exemple le principe fondamental de

la dynamique projeté sur e, .

\_ 2) L’électron dans son mouvement de rotation se
comporte comme une boucle de courant.

nseils

Co
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CORRIGES MAGNETOSTATIQUE

Ho NIde
2(R sin 6)
On en déduit :

Boy=| *M Grvoae.z.
2nR

0

= -
dB x x sin® Oe. .

T

J oNI <1—c0529>d0= Uy Nl

2nR 2 4R
0
- NI
donc B(0)= Ho e,.
4R

t

= dz,soit n'= N N

2R 2R

cos = = = —sin dO= dz
R R

donc dz=—-Rsin 6d6O; il y adonc n’dz:%dz , Soit

=t N Gledex sin® f¢. au champtotal

N
2
T
dB .
2(R sin 6)
_ Ly HIN G eae7
4R :

T

NI
alors B(0) = Ho L J sin®> 6d6O
4R

0 Disque de Rowland

1 Le disque en rotation peut &tre considéré comme un
ensemble continu de spires circulaires concentriques.

Le champ B enun point M deI'axe (Oz) est de la forme
BM)=B(d) e, .

« La spire élémentaire de rayon r et de largeur dr contient
une charge dg=02mrdr.

L. 2n
Pendant une période T =—, cette charge dg traverse une
0]
section quelconque de la « spire » ; I’intensité associée est
donc telle que dg =T dl, soit :
dl=cwrdr.
* La spire élémentaire crée en M un champ :

dr
Ho sin’ @ .

dB =

r

La variable 6 semble plus appropriée au calcul de I’intégra-
le que la variable r:

cos” 0 cos20
w3
et dB:MSlnze
2 1 cos 6

On pose u=cos 6.

R
B(a)szB:'uOGwZJ (#-1)@
2, 2 u”

cos

ZM(;WM_Z)
2 coso

= M(;+ coso — 2) ;
2tano \ coso

UyOWR (1- cosoc)2

soit : B(x)= -
2 sino
Uy UwR (1-cosa)®
2e sinae
Au point O, a:ﬁ et B(Ejzw.
2 2 2e

A linfini, ¢ —0 et B—0.

owR 1-cosa
B'(a)= ‘UO—&(Z —cos? o —cosa) .
2 sina
B’(®) ne s’annule que pour =0 et o= g : le champ est

maximal au voisinage du centre O .
_Ho& UwR
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2 © Avec les valeurs proposées :
6 000 tours/minute — 100 tours/seconde

— ©=200 7 rad.s™!

B = 1,4.107T.

Cette valeur est tres faible par rapport au champ terrestre qui
est de I’ordre de quelques 107 T . Rowland est néanmoins
parvenu, grice a un jeu d’aiguilles aimantées, a prouver
I’existence de ce champ.

0 Champ magnétique créé par
une sphere chargée en rotation

1 ¢ Les charges en mouvement a la surface de la sphere se
comportent comme des courants annulaires ou des « spires »
de courant.

Entre 6 et 6+ dO les charges se répartissent sur une
surface dS =2m R sin @X R d@ qui porte donc la charge

dg = Q9 ds = Q sin 6d6
41 R? 2

< [>®

_________ RdO
“IRsin@

_, (o
/ dB(0)1 de

Y

Cette charge se déplace a la vitesse v=R sin 6 @.
En un tour il s’est donc écoulé dg dans cette spire, ce qui

correspond a un courant d/ = d—;] =Yg = Q wsin §d6

2n 4r
= dl -
qui contribue pour dB = L xsin® fe. =
2R sin 6
i3
Ho @sin” 646 ¢, au champ total.
8T R
1
B() = £0© f sin’ 0dg= M2
8t R Jo 61 R

2 ¢ En un point tres éloigné le calcul est
le méme : la « spire » située entre 6 et
6+ dO contribue pour

L,dl sin® O ¢,

2R sin 6 )

au champ total.

dB(M) =

Si M est tres éloigné de O on peut
R sin 6

approximer sin ¢ par

il vient alors

dB(M) = Uy Rsin 8\ O wsin 6d6
2R sin 6 z 47
RZ
= 7’%8 Q3w sin® 6d0
Tz
RZ T RZ
d’ol BM) = MJ sin® 9dO= HWR Qo
8nz2 Jo 6m 23

On verra comment retrouver ce résultat en assimilant la dis-
tribution a un dipdle magnétique au chapitre suivant.

9 Bobines de Gaugain-Helmholtz

1 Soit O le centre de la bobine, perpendiculaire a 1’axe

(0z) . .
* Le champ au centre est B(0) =B, ¢, avec:
B,= LeNT
2R

« Le champ en un point de I’axe de cote z est B =B(z) ¢, ,
avec B(z) = By sin® & ; ou encore :

B(z)=B, avec u= % .

2 ¢ a) La courbe représentative de la fonction B(z) est une
courbe « en-cloche » ; elle possede nécessairement deux
points d’inflexion ou sa dérivée seconde est nulle.

b B

2_ BO
1,84
1,6

B\(z), By(z) et B(z) pour d =3 R
Le schéma représente les deux courbes en cloche identiques,

; d .
centrées en z = 1-5 , et la somme des deux fonctions.
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1,8;
1,6
1,4
1,2
BAz) 1

0,61
0.4

w\w 7

B\(2), By(2) et B(z) pour d=0,6 R
* Si d est grand, la somme est du type « chameau ».
» Si d est petit, la somme est du type « dromadaire ».
« Il existe donc une valeur intermédiaire de d pour laquelle
le creux (ou la bosse) du milieu est remplacé(e) par une cour-
be tres plate.
b) Dans tous les cas, la fonction B(z) est paire. Le dévelop-
pement limité de B(z) au voisinage de 0 ne comportera
donc que des puissances paires.

3 ¢ a) La courbe possede deux points d’inflexion pour le pro-
fil « dromadaire » et quatre pour le profil « chameau ».
Lorsque la dérivée seconde de B(z) s’annuleen 0 la situa-
tion est celle du cas limite ou les deux points d’inflexion inté-
rieurs se rejoignent en O ; la bosse est alors tres plate.

b) La fonction B(z) étant paire, si la dérivée seconde est
nulle, le premier terme non nul de“son développement de
Taylor est d’ordre 4 :

_ L (4) 4 5
B(2)=B(0)+— BV (0)z" +0(z").

En d’autres termes, la fonction B(z) est stationnaire a 1’or-
dre 3 ; le champ magnétique est quasi uniforme sur un domai-
ne important, d’ou l’intégét de cette configuration.

La quasi uniformité de B ne se limite pas a I’axe. Si B est
uniforme le long de 1’axe, les tubes de champ gardent une
section constante, et les lignes de champ sont paralléles. Or,
si les lignes de champ sont paralléles dans une zone dépour-
vue de courants, le champ est uniforme (on peut le montrer en
utilisant le théoreme d’Ampere).

¢) Si B”(0) =0, alors B,”(0) =— B,"(0).

. d
La bobine (1) est centrée en O, de cote z; = 5

. e . . . L Z
On en déduit, en utilisant la variable adimensionnée u=—
et la fonction f(u) définies a la question 1) :

d
Bl(z)=BOf(u+§)

d
et de méme : B =B, ——
5(2) of(” ZRJ

.. d d
d’ou la condition : f”| — |=—f"| ——|.
f (ZR) f ( 2R)

La fonction f étant paire, on a par ailleurs :

Aa)r()

Il en résulte que la configuration recherchée est telle que

d
"—1=0.
a)
12u% -3
f”(u)=(1+uuw; f”(u) s’annule pour uzi%.

Conclusion : B(z) est stationnaire a ’ordre 3 au voisinage de
O si d=R.

d) On suppose la condition d =R réalisée :

o= o) u- 1]

Pour comparer simplement B(z) a B(0) , on calcule, pour
différentes valeurs de z (ou de u), le rapport :

B(z) _ f(u+0,5+ f(u-0,5)

B(0) 2/(0) '

L’étude numérique conduit aux valeurs suivantes :

u 0 01 | 02 | 03 | 031
(1) | 1,0000(0,9999|0,9982| 0,9916 | 0,9904

f+0,5+ f-0,5)

21(0)
On peut donc considérer le champ uniforme, a 1% pres en
valeur relative, dans ’intervalle —0,3R <z < 0,3R.

ou(l) =

A B

BO
1,44
1.2

14 i
0,81 §
0.6 i
0,41 !
0,24

-~ ~05 0 0.5 1

>::‘N\

Bobine de Helmholtz : d = R
le champ sur I axe B(z) est stationnaire a I’ ordre 3
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o Champ créé
par un « solénoide plat »
1 * Déterminons tout d’abord le nombre de spires de rayon r

comprises entre 7 et r+dr:
de r=R, a r=R, illya N spires jointives, ce qui donne

R spires par unité de longueur (radiale). Donc entre
22— IG

retr+drilya spires.
2 I
I~ Ho NI dr

Elles contribuent pour dB = ————— sin® or e,
2(Ry =R i

au champ total.

. r
SIn & = ———
Vr’.z + 22

4B = Uy N1 r?dr

" 2R, -R 3
( 2 1) (V2+ZZ)2

MoN T fRz rtdr

d’ou B(M) =
2Ry = Ry) IRy

3
(r2+z27
o : k2 ar R,
2 ¢+ En z=0 lintégrale devient f — =Ln —
Ry r Rl
et le champ est bien maximum et égal a
N1 R
MNP
2(R, - R)) R,
(z n’intervient qu’au dénominateur dans une somme de car-
rés : quand il est nul dB(M) est bien max).

-Qua_ndz_)oo fRzﬂ%JRzﬂzm
"Ry 1

B(M) =

3 73 373
2 2\2
ce qui donne : (r"+29
NI  R}-R]
2(R2_R1) 3z3

BM)= . Le champ varie en % ,c’est

une caractéristique des champs dipolaires qui seront vus au
chapitre suivant.

@ Champ magnétique produit
par une bobine torique
(INCONTOURNABLE)

1 © Le systeme est invariant par rotati_gn autour de (Oz).B est
donc indépendant de 6 et B(M)=B(r,z).
* Tous les plans contenant I’axe (Oz) sont plans de symétrie
pour les courants. B (M) est donc normal au plan défini par
I’axe (Oz) etle point M, soit :

B(M)=B(r,z) Z,.

2 ¢ Les lignes de champ sont des cercles centrés sur 1’axe
(Oz) . B est de norme constante sur une ligne de champ, ce
qui permet de le déterminer aisément au moyen du théoreme
d’ Ampere.

* Soit I laligne de Shamp passant par M . Son rayon est r,
et la circulation de B le long de I est:

€=2mnrBWM).
*Si M est al’extérieur du tore :
—cas 1 : aucun courant ne traverse le disque délimité par I;
—cas 3 : le disque délimité par I est traversé par N cou-
rants montants (positifs) et N courants descendants (néga-
tifs). Le courant total traversant la surface X délimitée par I”
est nul.
On remarque que, si I est extérieur au tore, il est toujours
possible de choisir une surface (2) s’appuyant sur I, tra-
versée par aucun courant.
Dans tous les cas ou M est a I’extérieur, d’apres le théoréme
d’Ampere, €=0 et B(M)=0.
*Si M est al’intérieur du tore (cas 2), seuls les courants mon-
tants traversent . Le courant total traversant cette surface est
égal a + NI (le signe + vient de ce que la normale a la surface
est orientée comme /).
Dans ce cas, d’apres le théoreme d’ Ampere :

€= NI et BMy=HoM
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Conclusion : B(M) = 0, si M est a I’extérieur du tore.

B(M) Ho N eg, si M est a I'intérieur du tore.
2nr

3 © On peut voir un solénoide infini comme un tore dont le
rayon tend vers I'infini.
» Le champ est bien nul a I’extérieur.
« A I'intérieur du tore, le rayon 7 est quasiment uniforme et
égal a R, aussi grand que 1’on veut.
* Le nombre de spires par unité de longueur est :

N N

n=———=——.
longueur 2mR

A Tintérieur, on retrouve bien un champ uniforme et égal a

Honl.

m Champ créé par un solénoide
de vingt spires

1 Le systeme de courants, et donc le champ _, B sont inva-
riants par rotation d’axe (Oz) , donc B M) = B(r 7).

Le plan du schéma, comme tout plan contenant I’axe (Oz) ,
est plan d’antisymétrie pour les.courans ; en tout point du
schema B (M) est contenu dans ce plan donc B M) =
B(r 2)e, +B.(r, z)e, en coordonnées cylindriques d’axe” Oz~
Le plan normal a (Oz) , et équidistant de la 10° et de la
11¢ spires, est plan de symétrie pour les courants ; ce plan est
donc un plan d’antisymétrie pour les lignes de champ.

2 2a)

AT=SEA
VA S

Soit un solénoide infiniment long comportant n spires par
unité¢ de longueur (régulierement réparties), chacune étant
parcourue par un courant d’intensité [ .

Le systeme du courant est invariant par translation suivant z
donc B(M)=B(r, ).

Le systeme de courant est invariant par rotation autour de Oz
donc B(M) B(;)

Tout plan orthogonal a Oz est un plan de symétrie des cou-
rants, donc B est porté par OZ et donc : B(M) B(r)e..

Nous savons (résultat du cours) que le champ magné-
tique a I’extérieur d’un solénoide infiniment long est
nul.

Appliquons le théoreme d’Ampere en choisissant le contour
(I') du schéma :

B(r)h=uynhl

soit : pour M intérieur au solénoide B My=pynle,

Le champ magnétique est uniforme a I’intérieur d’un solé—
noide infiniment long.

b) Calculons le champ sur I’axe d’un solénoide de longueur
finie comportant n spires par unité de longueur

(ici n=—1 =200 m').
5.10°°

Soit un point M de cote z surl’axe Oz.
Chaque spire vue sous un angle o de M contribue pour

11101 -3 P
R sin’® o au champ magnétique.

Cherchons le nombre de spires vues entre o et o+ do;

sachant que tan o= L ou MH = ,quand o
MH tan o
varie de da, H se déplace de dH :
dH =— — R da,
sin? o

or sur une longueur |dH| ily a n|dH| spires. Le nombre
de spires entre o et o+ do estégal a:

iN= R 4q
sin? o
n
d’ou dB = nf ,uO sin® o dor = sin ado .
sin® o
Quand o variede o; a o, , cela donne :
MHonl (%2 1
B= 2 f sin ada = (cos oy —cos o)
o

- ﬂoi’ll -
et B(N) = (cos o —cos e,

Qans le cadre d’un solénoide infini, on retrouve bien :
BM)=uynle, avec o4=0 et op=T1.

3 *Vu du point A , le systeme de spires est voisin d’un solé-
noide infiniment long qui posséde n = 200 spires par métre,
dou:

B(A)=uynlie,,soit B(A)=~2,5.10%T.
Tant que le modele du solénoide infiniment long est valable,
le champ B est quasiment égal a B(A) en tout point inté-
rieur au solénoide.
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En ne faisant pas cette approximation B(A) =y, n I cos «
55

avec cos o0 = —— =0,96.

V552 + 52
On fait donc une erreur de 4 % en considérant le champ d’un
solénoide infiniment long alors qu’il n’est constitué que de
20 spires.
A partir de chaque ligne de champ du schéma, on peut donc,
par rotation, engendrer un tube de champ. A partir de deux
lignes de champ voisines, on engendre de méme un tube de
champ dont la section normale a approximativement pour aire :
S=2nre.

Point C : On considére le tube de champ engendré par la rota-
tion des deux lignes de champ qui encadrent C .

Le point C est a une distance ro=5 mm de L'axe, et les
deux lignes de champ sont écartées de e = 3,5 mm ; au niveau
du point C, I"aire de la section du tube vaut approximative-
ment 2 T re e . La valeur approchée du flux de B a travers
ce tube de champ est donc @=B(C)2Tice.

A I’intérieur du solénoide, le champ est quasiment égal a
B(A) les deux lignes de champ considérées sont distantes de
Iaxe de /=1 mmet /=2 mm . La section du tube de
champ vaut alors ("> — %) et @=BA) T (" -1r?).

Le flux se conservant, on en déduit :

”2 ”2
B(C) = B(A)——

~—B(A), soit B(C)=2.10°T.
ice 12
Point D : On considere le tube de champ engendré par la rota-
tion de la ligne de champ passant par D .
Au niveau du point D, la section du tube de champ est
approximativement un disque de rayon r; = 8§ mm . D étant
suffisamment proche de I’axe, on peut supposer le champ uni-
forme sur tout le disque.
A Dintérieur du solénoide, la section du tube de champ est un
disque de rayon /=1 mm .
/2
Le flux se conservant, B(D)= B(A)r—z, soit :
i
B(D)= 6L43(A) ,douB(D)=4.10°T.

Conclusion : En comparant les valeurs de B(A), B(C) et B(D),
on constate que le champ s’atténue rapidement a 1’extérieur
du solénoide.

@ Circulation du champ
magnétique créé par une spire
sur son axe

1 © Soit une spire de rayon R, d’axe Oz, de centre O par-
courue par un courant d’intensité [ .

1dl
Q

0]

Tout plan contenant I’axe Oz est un plan d’antisymétrie des
courants donc B appament a ces plans, donc a leur intersec-
tion, soit : B(M B(z)e
Calculons B(M) en utilisant la loi de Biot et Savart
Soit un élément de courant /d¢ en P (avec dé= =R dg eq,)
o I1de A PM Mo IRd(pe APM
dB(M) S Pvr 73
4n PM 4n PM
_ My IRdg -
C4n PM?
dont la composante sur z est:

-t IRdg sin 6
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1
Sachant que R sin @,onadB, = Ho sin® 6dg.
M R

La contribution de tous les éléments de courant de la spire
donne ¢ variantde 0 a 2M :

I
B,= Ho sin® 02M
4MR
et BM) = Mol s = B(0) sin® @
2R
M sur I’axe
avec B(0) = , ce dernier résultat pouvant se retrouver

treés rapidement.

2 ¢ a) Le vecteur champ magnétique créé par une spire (de
rayon R, parcourue par un courant d’intensité /) en un point
de son axe est donné par :

27 = Mol 5
BM) = R sin® fe , .

La circulation de B sur (x"Ox) est égale a C = J B(x) dx,

— oo

avec : x =— R ;dx = _R da et sin 8=sin .
tan o sin® o
T
sin’® o
Soit : C: M—Rdom .
J 2R sinfa Hol

0
b) Soit le contour fermé constitué de la droite (D) et du demi-
cercle (I') de rayon r infini.

() M
o (D)
B.dl =yl ; B.dl = .
(D) (D) +(IN)

- —
D’ou | B.d€ =

()

0, ce qui est normal, car pour r grand,

B varie en — ! , donc I’intégrale tend bien vers 0.
3

3 ¢ Le solénoide étant constitué de N spires, en utilisant le
+ oo

résultat précédent, on a J B (x) dx = HoNI.

— oo

@ Champ au voisinage de l'axe
d’une spire (classique)

1 Il y a invariance de la distribution par rotation autour de
Oz donc B ne dépend pas de 6: § (P) = § (r,2).

Tout plan passant par O, (plan O, Z ¢,) est plan d’antisy-
métrie de la distribution ; le champ B appartenant a ce plan,
n’a donc pas de composantes selon &= B(P) =

B,(r, 2)e, + B.(r, 2)e., .
2e

)%( B j%( B Ceds j%( B.Ewe ﬂ B.& =0

=B (0, z+dz)nr?> - B,(0, z)nr’> + B,(r, z) 2nr X dz .

En effet comme r et dz sont petits et de méme ordre de
grandeur on peut considérer que Bz varie peu avec r sur
dS(z + dz) ou dS(z) et approximer la valeur du champ sur
ces deux surfaces a la valeur du champ sur 1’axe, et que Br
varie peu avec z sur dS(r) .

Dot B,(r,2)=— L —(0 H=_L 4@,
2 2 dz

3e Au2®ordreen r: B.(r,z)=B.(0,z2) + B(2)r*1.

Pour faire intervenir la composante axiale B.(r, z) a la dis-

tance r de l’axe, appliquons le théoreme d’Ampere au

contour (I") suivant :

dz

>

: o

% B d€ = B.(r + dr, 2)dz — B,(r, z + dz)dr
J. —B,(r,z)dz + B,.(r, z)dr =0

car il n’y a aucun courant enlﬁé.
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Ce qui donne :

9B Hdrdz— 9Brgrdz=0
ar dz

9B, _ 9B,

soit ——= , et ainsi
Jr dz
2
2Bz 1 = — r d°B,0, 2) r dif(2) It
2 dz 2 dz?

soit: fB(z) =— l a4

22
B_( )——B(O )——rz —2 B(O )
ou B.(r,z .0, z .(0,2).
z z 2 e

4 ¢ Ainsi avec M(0,0,z) et P(r, 6,z):

avec B(M)=B(M)e. = B(z)e.

- - - d - ’.2 dz N
B(P)=BM)- L £ Bye,- = 2= B(o)e.
(P) ()Zdz() 4de()_

@ Courant angulaire

Calculer tout d’abord le champ créé par un seul demi-fil infi-
ni au moint M.

Ny

L’élément [d€¢ centré au point P créé un champ

d§1=&1 d€AE'pﬁM.

4n PM?
La relation des sinus dans le triangle OPM nous donne :
PM _ M _ oM __op
sihn(m—¢) sing sin(p-—a) sino '
PM = M et OP = M “OM=1x.
sin (¢ —x) sin (¢ — )
On en déduit
PM2 = _xZsin? g ot dOP = df = x Sin@da
sin? (¢ — @) sin? (¢ — @)

Par ailleurs d{ A epy=sin (p—a)dle, dol

4B = Mol sin(p-a) doe. _ ol dlcos (- ) z
T xsin @ 4r sin @ '

Pour tout le fil il faut faire varier cvde 0 a ¢. Il vient

= Mol (l—cosgo)—»= (o—»

Mol
B, = X tan

4mx sin ¢ 4m
Pour trouver le champ créé par ’autre fil, il sufﬁt de considé-
rer le plan xOz qui est un plan d’antisymétrie de la distribu-

tion de courant. L"autre fil cré¢ donne en M un champ égal
a l’opposé du symétrique de Bl soit Bz = B1 Le champ
total vaut donc
- 1 -
B = Hol tan 2ez.

2mx 2

Dans le cas du point M', un calcul rigoureusement analogue
nous mene a

B Mol (1+cosg0)—»=_,uol L -
2mx sin @ 21X tan @ o
2
y
dB M}
(p Z
. o
epm
dl
P
Remarque

. s £ o Y
Si o= E, onretrouve le champ magnétique B créé par un

fil rectiligne infini.

@ Flux du champ d’une spire
a travers un solénoide

Prenons ’origine de ’axe des z a1’extrémité gauche du solé-
noide. Considérons le flux envoyé par la grande spire a tra-
vers les spires comprises entre la cote z etlacote z+dz du
solénoide (voir figure).

Ily a ndz spires qui sont traversées par le champ

g I -
BWM) = % sin® B¢, qui y crée donc un flux

72

d0=B.a5 = oI G5 0 n de.
2R

Posons OA =d >0 ;’angle 6 est défini par

tan 6 = —— , soit encore z = R
z+d tan

age 533

—d . La relation

liant dz et d@ estdonc: dz=-— i donne



do=— %’ 2 nsin 0d6.

Quand z varie de 0 a I’infini, 6 variede o a 0, ce qui
donne :

o
D= /,1021111 rznf sin 6dO = ,uo%ln r2 (1 = cos @)
0

@ Champ magnétique créé
par I"électron de I'atome d’H

1 ¢ Le principe fondamental appliqué a 1’électron donne

62 -
Ame 257"
4 ey r

Pour un mouvement circulaire de rayon r

N
ma = —

End v -
a=——e,

P

2 2 2

my e e
donc = 5 V% =

7 Amey r 4 e, mr

e

= v=

Jar gy mr

1,6 10~
V9103 x 53 10-12
grandeur treés inférieure a ¢ , heureusement ! sinon le
calcul classique ainsi fait était impossible.

AN.=»=310% =2,210%ms"!

2 * En un tour une quantité de charge égale a celle de 1’élec-
tron a parcouru un cercle de rayon r : 1’électron en mouve-
ment se comporte comme une boucle parcourue par un

courant d’intensité i = % , T étant la période de révolu-

tion €gale a 2nr dot i= 2 .
v 2nr
Le courant crée au niveau du proton un champ
p= Mol _ Hocv
2r  4mr?
-19 6
AN.: B _ Mo 2=10—7M
4 r? 53210
- 196 X 292 10—7+6+24— 19 — 12,53 T
532

Ce champ est tres intense.
» Le champ magnétique terrestre est inférieur 2 10-#T .
* Le champ B maximum dans la matiere est de ’'ordre de 1 T .
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S-MI-1

Concours EAMAC Cycle INGENIEUR EPREUVE DE :
2019 MATHEMATIQUES
Durée : 04h

S-MI-1.1 (5 points) :

Soit x 1a loi de composition sur R définie par xxy =x+y - xy.

1. Montrer que la loi * est commutative et associative.

2. Montrer que la loi * admet un élément neutre e que I'on précisera.
3. Montrer que tout élément x€ER\{1} admet pour inverse x/(x-1).

4. L'ensemble (R, *, e) est-il un groupe ?

5. L'ensemble (R\{1}, *, e) est-il un groupe ?

S-MI-1.2 (5 pts) :
Soit f1'application de R*® dans R* définie par: f(x,y, z)=(, -3y+4z, -2y+3z).
1. Montrer que f est linéaire.

2. Soit (e, e,, e3) la base canonique de R3. Montrer que la famille (f(e,),f(e;),f(e3)) est une
base de R®.

3. En déduire que f est bijective.
4. Calculer fof.

5. En déduire I'expression de f*.

S-MI-1.3 (5 pts)

Etudier la convergence et calculer la somme des séries dont les termes généraux sont

définis par:
1

D u,=Il+=) (n=z1)
n

n+4
2) v, =m (n 23)
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Iy w="" m=z21)

S-MI-1.4 (5 pts)

On considére la matrice

1 2-k -1
A=|2-k 1 2
0 0 3

ou k est un réel.

1) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles la matrice A est diagonalisable.

2) Pour k=2, calculer I'exponentielle de la matrice A et A" oun =1 est un entier naturel.
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S-Mi-1

Concours EAMAC Cycle INGENIEUR MATHEMATIQUES
2018

Exercice S-MI1.1 (5 points):

Soit (p, q) appartenant a C2. On note x1, X2, X3 les zéros de X3+pX+q dans C de sorte que
X3+pX+q = (X-x1) (X-x2) (X-x3)

Onnote: O] = X1+X2+X3, 02 = X1X2+X1X3+X2X3 €t 03 = X1X2X3.

On note, pour tout k appartenanta IN : Sk= X144 %2 4x3"

1) Montrer que 01=0, G2=p et G3=-q.

2) a) Calculer S, S1, S2 en fonction de p et q.
b) Etablir que, pour tout k appartenant a IN, Sk+3 + pSk+1+qSk= 0
c¢) En déduire Sz et S4 en fonction de p et q.

3) Calculer A = x13%2 + X13x3 + X23x1 + x23x3 + Xx33X1 + X33X2 en fonction de petq.

Exercice S-MI1.2 (5 points):

Onnote A = (é ;) et B=(£7} ;) appartenant a M; (IR),

d : M2 (IR) = M3 (IR), définie par ¢ (M) = AMB.

a. Vérifier que ¢ est linéaire.

b. Montrer que ¢ est bijective et déterminer ¢

c. Montrer que B = (I3, A, B, AB) est une base de M (IR), déterminer les matrices de ¢ et ¢!
dans B.

Exercice S-MI1.3 (5 points) :
Soit a un nombre réel et f : [a,+o2[>]R une application de classe C'.

1. Montrer que si lJirmf’(x) = +oo, alors lJirmf(x) = 400,
2. Que peut-on dire de I'hypotheése lim f'(x) = —0?

On suppose a présent que pour tout x € [a,+o°[, f(x) est strictement positif.

3. Soit g: [a,+°[>R une application de classe C' telle que :
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x e
limM =0 etque f f(x)dx diverge.
a

too - f(x)

T gdx
Montrer que lH.rol f;wf(x)dx =

Exercice S-MI1.4 (5 points) :
Soit a un nombre réel qui n'est pas entier et soit f une fonction de 2n -périodique, définie sur
R, et telle que
f(t) =sinat pour—n<t<mn
1. Déterminer la série de Fourier de la fonction f. La fonction f est-elle égale a la somme
de sa série de Fourier ?
2. On considére a présent la fonction g, 2n-périodique, définie sur R et telle que
g(t) =cosat pour —m<t<m
Déterminer la série de Fourier de la fonction g. La fonction g est-elle égale a la somme
de sa série de Fourier ?
3. A partir des séries de Fourier de f et de g, expliciter la série de Fourier complexe de la
fonction h, 2rnt-période, définie sur R, par

h(t) =e* pour—n<t<m

2
- e U 1
4. Endéduire I'égalité : — =y1°—
sin?na (a—n)?
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S-MI12

Concours EAMAC 2016

Cycle INGENIEUR

Epreuve de
MATHEMATIQUES

Exercice S-MI2-1: (6 points)

Soit k appartenant a IR et A =

k11
1 k1
1 1k

appartenant a M3(IR)

Déterminer les valeurs de k pour les quelles Ak est inversible.
Déterminer le polyndme caractéristique de Ak et en déduire que A est

diagonalisable.

3. Quel est le polynéme minimal de Ak ?

Montrer pour tout entier naturel non nuln, on a

A‘;(l = dn Ak+ bn |3.

Calculer an et by en fonction de n et donner une expression de A} en fonction de n.

Exercice S-MI2-2: (4 points)

1
Soit n un entier naturel et I, =f0 (1—t)"dt

1. Etablir une relation de récurrence entre In et In+1

2. CalculerIn
n

_1k
3. En déduire Z Sb) C

k

ko 2k+1 M
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EXERCICE S- MI2-3 (5 points)

Pour tout entier naturel n, on pose :
/2 . T . /2
I(n)=[,"" (sint)*dt; J(n)=[ (sint)"dt; K(n)= f—n/z (cos t)™dt.
1. Montrer que pour tout entier naturel n,on a:
J(n)=K(n)=2l(n)
2. Calculer 1 (0), 1 (1) et 1(2)

3. En effectuant une intégration par parties, établir une relation entre | (n + 2) et I(n)
pour tout N EN

4. Montrer que la suite des intégrales (I (n) ),y est une suite décroissante a termes
positifs.

Exercice S-MI2-4 : (5 points)

On définit pour n entier naturel non nul le polyndme a coefficients réels Pn par:

P.(X) :1+%+ X(>;!+1) L XX +;)!(x +2) | X(X+D(X +n2!)...(x +n-1)

1) Déterminer explicitement les polynémes P, P,, P,.

2) Montrer que Pn est un polyndme de degré n.

1

3) Soit ﬂ/n le coefficient dominant de P,. Démontrer que A, = -
nt

k
I\ Y el
4) Démontrer la formule Z( 1) Ck =0

i=0
En déduire que pour tout entier K , telque 1<k <n, onaP (-k)=0

5) Factoriser Pn
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CONCOURS EAMAC - mai 2015 — cycle Ingénieur - Mathématiques

Exercice 1

1. (a) Montrer que I’'ensemble R* muni de I'addition et la multiplication externe est un espace
vectoriel réel.

(b) Désigner au moins deux sous-espaces vectoriel de R*

2. L’ensemble des nombres complexes est-il un espace vectoriel réel ? si oui, quels sont les vecteurs
de base ?

Exercice 2
X1 +5x, +4x3+3x, =1
1. ondonne le systéme § 2x; — X, +2x3 — x4, =0
5x; +3x, +8x3+x, =1

(a) étudier la compatibilité de ce systeme
(b) le résoudre au cas ou il est compatible

x1 + xZ + 2x3 = _1
2. utiliser la méthode de Cramer pour résoudre le systeme suivant : {le — Xy + 2x3 = —4
4x1 + xz + 4‘X3 = _2

Exercice 3
1+

X
1. a) Vérifier queles fonctions f (x) = arctan (E) et g(x) = arctan x admettant les
mémes dérivées sur 'ensemble E = {x e R: x # 1}.
b) Etablir la relation qui existe entre ces fonctions.
2. calculer les limites suivantes :

(a) : lir%(sin x)*

(b) : lim(tan x)?cos*
e

(c) :lim(1+ x)n*

x-0
Exercice 4
1) Calculer les intégrales suivantes :
1 2
(a) f(\/Z + %) dx (b) [ 2%3%%53% dy
x3-2x
(c) [(tanx + cotgx)?dx (d) fm dx

2) Calculer la longueur de I'arc de la courbe yz = x3 comprisentrex =0etx =1;TY > 0.
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EAMAC - 2014 - SUJET M-C-8
Exercice 1 : 5 points

Soit f une fonction définie sur R Soit X, € R.
1) Donner la définition de dérivabilité en X, pour la fonction f.

2) On suppose que f est 3 fois dérivable sur R. Ecrire la formule de Taylor—

Young a 1’ ordre 3 preés de X,

Exercice 2 : 3 points

Jx?

e
Soit % — R définie par f(0)=0et | € = X+—X six X#0.

Déterminer I’ensemble des points ou elle est continue.

Exercice 3 : b points
1. Soit A € M, (K) une mathice telle que A% =0 pour un entier k. Montrer que

1, = -AL, +A+A> +_ + A

2. Montrer que la matrice A=(0 0 3)est telle que A’=0. Calculer 1’ inverse
4 0 2

0 00
de la matrice B=1,-A

Exercice 4 : 7 points

Soit A et B des parties d’un ensemble E. Montrer que :

1- AAB=AnB)< (A=B=09).

2-(AuB) NnBUONCUA=(ANB)UBNCUCNA).
3—- AAB=B AA.

4- (A AB) AC=A AB AQ).

5- AAB=J < A=B.

6-AAC=BAC ©A=B
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EAMAC - 2014 - SUJET M-I-5

Exercice 1 (6 points)

Soient , B deux sous-ensembles de E , f une application définie par
f: P(E) -P (A)xP(B)
fX)=(XNAXNB)
1. Démontrer que f est injective ssiAUB =E

2. Démontrer que f est surjectivessiANB=g

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit bijective et determiner f -

Exercice 2 (6 points)

Soit A un anneau commutatif. On appelle radical de 1’idéal propre | 1’ensemble
“=f{x Aln N,X" I}L.

1. Montrer que - ‘est un idéal
2. Que se passe-t-il si | =0

3. Montrer que = N =

4. Quel est le radical d’un idéal premier 7 7

. . \ . s a4 — N 1
5. Déterminer complétement le radical d’un idéal 7= deZoum= pi“ ...pr‘”

6. Déterminer 1+J, 1NJ,  pour:
(@) 1=8Z,J=127Z dans Z

(b) 1= (X-1),J=(X)dans Z[X]
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Exercice 3 (4 points)

Soit (f,, ) une suite de fonctions définie par
1. Etudier la convergence simple de cette suite sur R
2. Montrer que (f,,) converge uniformément sur [a , +oo[

3. la convergence uniforme sur [0, +oo[

Exercice 4 (4 points)
Etudier la série de terme général U, lorsque :

1.
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CONCOURS D'ENTREE AU CYCLE D'INGENIEUR DE L'ECOLE
AFRICAINE DE LA METEOROLOGIE ET DE L'AVIATION CIVILE (EAMAC)
SESSION 2013
EPREUVE DE : MATHEMATIQUES
DUREE : 4 HEURES

Exercice 1 (5pts)

. & . b
1.Montrer que si  f e R[a.b] , alors 36 € Ja,b[ tel que: If(t)dt = J'f(t)dt-
4 @

b
2.Soit  feClap] >0 et jf(x)dx =0 Montrer quiil existe 0 € Ja,b[ tel
a

que:

Exercice 2 (4 pts)

o0
_ | AV [ A
Déterminer la somme de |a série "Z-ji Uy, u, ( (n+ 1)(”+2)x

Exercice 3 (5p:s)

Déterminer I'extremum de la fonction £ définie par: f(x.,y.z)=2x*pz=x*—y* — 2%

Exercice 4 (6pts)
sin 3a sin 4o
et

en fonction de cosa .

1) Exprimer — ;
Sin & Sina
*

s
2) Dans M,(R) , on considére la matrice suivante:

¥
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4) et on désigne par P”(/?,) son polyndme caractéristique. Déterminer une relation

de récurrence liant  F,,F, ,P, ,

(pour n>4)

2/ 5) Onpose A =a+2bcosa. Calculerdirectement Pz(i) et 1’3(/1) en fonction

o,

de « .Endéduire P",(ﬂ) en fonctionde ¢ . .

f

U 6) Déterminer les valeurs propres /1,,...,/1" de 4 .

Montrer que le vecteur propre V. associéa A, a pour composantes

(Sin @,sIn 2@, ...,sIn na)) en précisant la valeurde @ .
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CONCOURS D’ENTREE AU CYCLE DE CONTROLEUR DE LA
CIRCULATION AERIENNE DE L’ECOLE AFRICAINE DE LA
METEOROLOGIE ET
DE L’AVIATION CIVILE (EAMAC)

SESSION 2013
EPREUVE DE : MATHEMATIQUES
DUREE : 4 HEURES

Exercice 1 (5pts)

m 1 1
Soit la matrice A = 1 m 1 )

2m+1 3 m+2
L. Déterminer le déterminant et le rang de A.
mr+y+z=m+42

2. Discuter et résoudre le systéme suivant: { z 4 my+z=4—m
Cm+1)z+3y+(m+2)z=2m+T7.
Exercice 2 (4pts)
1
Soit f € C ([0, +00[)+-ax =/f(n—|—x)dx,n € Net lima, = a.
n—o0
0
1
Déterminer lim (nz) dz.
n-—=00
0

Exercice 3 (5pts)

1. Etudier la dérivabilité au point zo = 0 de la fonction f définie par:

1 1
zinz w_p ST#0,

flz) = .
5, z=0.
2. Déterminer le réel b pour qu/e la fonction g définie par:

arccos (1 — )

N7

b, siz=0
soit continue sur [0, 1].

, stz €]0,1],
g(z) =

Exercice 4 (6pts)

Inct o —
Calculer la limite suivante: lim ——" t2r—5

e—2 (1 —tanz)®
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CONCOURS D’ENTREE A L’EAMAC

SESSION DE MAI 2013
EPREUVE DE MATHEMATIQUES POUR LE CYCLE INGENIEUR
DUREE: 4 HEURES

EXERCICE 1: (6 points)
On jette 3 fois un dé cubique parfait dont les faces sont numérotées de 1 a 6. On
note a, b, ¢ les numéros obtenus. Soit Q(x) = ax? + bx + c.

Déterminer la probabilité de chacun des évenements suivants:
A: Q(x) admet une racine réelle. (2 points)
B: Q(x) admet deux racines réelles distinctes. (2 points)
C: Q(x) admet aucune racine réelle. (2 points)

EXERCICE 2: (5 points)
Montrer que ’intégrale généralisée

+00

sin X
| = j —dx
0 X
converge si et seulement si0 < a < 2.
EXERCICE 3: (5 points)
T
22n (n!)Z

2
1°) Montrer que I(COSt)2n+1dt = m (1 point).
; !

2°) Soit (f;,)n=1 la suite de fonctions définie sur [0, +oo par:

(1—%)" site[0,/n]

fo (t) =
OSite]\/ﬁ,+oo[

Etudier la convergence simple de (f,) sur [0, +oo[ (1 point)

3°) Montrer que:

ﬁ t2 n +00 ,
lim | [}1-= [ dt| = [e*dt
N—>+00 5 N ; (1 point)
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4°) Montrer que :

Jn £2 n 2
[|1-= | dt=+/n [(cost)dt |
n (1 point)
0 0
5°) En déduire que :
+00
2 T
j e' dt = £
; 2
n n
On admettra que : N!'= (Ej V270, (1 point)

EXERCICE 4: (4 points)

Z“’: xe "
On pose f(X) = — Logn :

1°) Montrer que la fonction f est définie sur [0, +oo[ (1 point)

2°) Etudier la continuité de f sur [0, +oo (1 point)
3°) Montrer que la fonction f est dérivable sur ]0, +oo[ (1 point)

4°) Montrer que f n’est pas dérivable en 0. (1 point)
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CONCOURS D'ENTREE EAMAC - SESSION 2013

CYCLE CCA
EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Exercise 1 Soit f l'application de R dans R définie par :

1 sit=20
ft) = { Arctan(t) i t40
t

1. Montrer que f est continue sur R et est paire.

2. Donner le développement limité a lordre 1 de f(t) au voisinage de 0.
En déduire que f est dérivable en 0, et calculer f'(0).

3. Justifer que f est dérivable sur R, et calculer f'(t), pourt € R*.
4. A laide d’une intégration par parties, montrer que pour tout t € R*,
t 2
w 1
———dw = —=t2f'(¢).
/0(1+w2) 2 f)

5. En déduire le.sens de variation de. f.

Exercise 2 Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction continue.
Exprimer o laide de quantificateurs les assertions suivantes :

1. a. f est constante ;
b. f n'est pas constante ;
c. f s’annule ;

d. f est périodique.
Exercise 3 Soit (A, +,-) un anneau tel que : Yx € A, 2? = .

1. Montrer que Vx € A, x +x = 0.
2. Montrer que A est commutatif.

3. Montrer que Vz,y € A, zy(z +y) = 0.

Page 250



Exercise 4 Soit A la matrice sutvante

0
A= 1
1

_ o =
O ==

Calculer A? et vérifier que A2 = A+ 215. En déduire que A est inversible
et donner son inverse en fonction de A.
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CONCOURS D’ENTREE AU CYCLE D’INGENIEUR DE L’ECOLE
AFRICAINE DE LA METEOROLOGIE ET DE L’AVIATION CIVILE
(EAMAC)

SESSION 2012
EPREUVE DE : MATHEMATIQUES
DUREE : 4 HEURES

Exercice 1 (4pts)
1. Déterminer le développement en série de Fourier des fonctions cos® z et cos* z sur [~, 7.

. A
9. En déduire les valeurs des intégrales suivantes: [ cos® zdz et [ cos®zdz.
- -7

Exercice 2 (6pts)

1. Démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwartz suivante: Soit f et g deux fonctions Riemann
b b b

intégrables sur [a,b], alors (ff(x)g(w) dx) < [f(z)dz [ ¢* (z) dz.

2. On pose A ={f € C%[0,1] / f(0)= f(1) =0}.

a) Déterminer

1
. " 2
d
min [ (f"(2))"dz
b) Déterminer la fonction, f pour la quelle ce minimum est, atteint.

Exercice 3 (5pts)

1 9 3 3
On considére la matrices A= — | —1 5 1

12\ 4 48
- 1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
Un Un—1
2. Calculer les nombres uy,, Un, W, définis pour n > 1 par: Up, =A| Un_1
Wn, Wn-1

avec g, Vg, Wo donnés.
Exercice 4 (5pts)

Soit X une variable aléatoire continue de fonction densité:

2
—Va?—2?% siz€]-a,af, a>0

fl@y=4 "
0, siz ¢]—a,qaf.
1. Déterminer P’espérance mathématique et la dispersion de la v.a. X
2. Déterminer la fonction de répartition de X.

1
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CONCOURS D’ENTREE AU CYCLE DE CONTROLEUR DE LA
CIRCULATION AERIENNE DE L’ECOLE AFRICAINE DE LA
METEOROLOGIE ET
DE L’AVIATION CIVILE (EAMAC)

SESSION 2012
EPREUVE DE : MATHEMATIQUES
DUREE : 4 HEURES

Exercice 1 (4pts)
Soit la suite (u,) définie par: up = @ et Unt1 = Un (2 — Yuy) ,"avec a € R.

Pour quelles valeurs de a € R la suite (u,) est-elle convergente? Calculer lim u,, suivant les

n—oo

valeurs de a.
Exercice 2 (6pts)

Calculer les intégrales suivantes:

16
1. I=/ arctan v//z — ldz

1

V2 _ . 2
9 J— / 227 + 328 — 1025 — 723 — 1222 + 2 + 1dm.

z?+2
Exercice 3 (4pts)

On considére application linéaire f de R? dans R? définie par: f (z,y) = (5z — 4y, ).
1° Ecrire la matrice A de f dans la base canonique.

2° Quelle est la matrice B'de f dans la base {(1,1),(4,1)}.

3° En utilisant la matrice de changement de bases, calculer A” (n € N).

Exercice 4 (6pts)
1. Calculer le développement limité au voisinage de ¢t = 0 et & ’ordre 3 de la fonction
g(t) =arctan (1 +1).

x? -z

2. On pose [ = hm———~— Déterminer .
11 — arctan -
3. Soit .
I xa—thna:’ sic# 1
Z —ar
fl@)=q*
[, siz=1.

Donner I'allure de la courbe d’équation y = f (x) au voisinage de = 1 (tangente, position
de la courbe par rapport & la tangente).
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CONCOURS D’ENTREE AUX CYCLES D’INGENIEUR ET DE
CONTROLEUR DE LA CIRCULATION AERIENNE DE L’ECOLE
AFRICAINE DE LA METEOROLOGIE ET
DE L’AVIATION CIVILE (EAMAC)

SESSION 2011
EPREUVE DE : MATHEMATIQUES

DUREE : 4 HEURES = X wzz‘w‘w\
Exercice 1 Coo o L
Calculer la valeur moyenne de la fonction: h '
cos? x
fz)= sin®z + 4cos?x
7r
0,7]-
S [ 2

Exercice 2

Etudier la convergence de l'intégrale suivante; et lorsqu’elle converge, calculer sa valeur:
i 1—eP?
/ — ~ cos\xdzr, B3 >0.
T
0

Exercice 3

Résoudre I’équation différentielle suivante:
2
2y —y? + (2z + 1)y = £° + 2z, avec /(x —y)dr=1s
1

Exercice 4

On considére la série entiére:

1. Déterminer son rayon de convergence. Montrer que f vérifie une équation
différentielle linéaire du troisiéme ordre & coefficients constants.

2. Résoudre I’équation différentielle obtenue.
+0o0 n
(=1)
-
e (3n)!

3. En déduire la somme S de la série:
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CONCOURS D’ENTREE AU CYCLE D’INGENIEUR DE L'ECOLE
AFRICAINE DE LA METEOROLOGIE ET DE L’AVIATION CIVILE
(EAMAC)

SESSION 2010
EPREUVE DE : MATHEMATIQUES
DUREE : 4 HEURES

Exercice 1

Résoudre 1’équation différentielle suivante:

&-g-ma siny + 2y = :1;—@-.

Fxercice 2

Dans R4 rapﬁnrté. :}. la base canonique B = (ey, €3, €3, €4), on considére la forme bilinéaire f
définie par:

[ (z,9) = ZT1y2 + T2ys + T3l
Soit |
1 1 1 1
1 -1 1 -1
=41 1 21 4
\1 -1 -1 1
la matrice de passage de 3 4 une base xB‘ '
1. Déterminer la matrice de f par rapport a B'.
2. Cette matrice est elle diagonalisable? Calculer ses puisr ances n'*™e .

Exercice 3

Soit la série de fonctions f définie par:

o0

B
@)= 5=

n=1

Déterminer le domaine de définition de f et étudier sa dérivnbilité_..f :

Exercice 4

Soit C' le cercle d’équation 2 + y* = a*. Calculer de deux maniéres différentes
'intégrale curviligne suivante:

f 12 dy — 2 dz.
C

My
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Exercice 5

On considére une série entiere Zn,,z“ de rayon de convergence R>0.

1. Montrer que
2

2r
— _1_ f —tny i '
- J u ( dp=—= [v(n tp)e ™dp

0

(& @]
uul]-r::rf::R F(z)=u+iw=3" a,2" est la somme de la série.
n=0

2. On suppose que R = 1 et que Re f(z) > 0Vz € D, o0 D est le disque de convergence de

E anz"

Montrer que Vn € N,- |a.| < 2uo, o0 25 = Re f (0) .
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CONCOURS D’ENTREE AU CYCLE D'INGENIEUR DE L’ECOLE
AFRICAINE DE LA METEOROLOGIE ET DE L’AVIATION CIVILE
(EAMAC)

SESSION 2009
EPREUVE DE : MATHEMATIQUES
DUREE : 4 HEURES

Exercice 1

Calculer du, dv, d*uet d®v powrz=y=1u=0etv=—. si ez cos > = = et

x v .y Y V2
ez sin — = <,
Yy V2
Exercice 2 '
: h h

Soit f une fonction continue sur R. On pose F (z) = 7 j dé f flz+&+n)dp, h>0.

Calculer F” (z). ’ ¢
Exercice 3

Résoudre 1’équation: f (z —t)t2/y (t)dt + % f (5z — 6t) y (t) dt + 2z = 0.

0 0

Exercice 4

Soit M une matrice carrée d’ordre 6 A coefficients dans R définie par:

A B
“=(3 p):
ou
1 01 210 0 10 1 00
A=lo010],B=¢d102]|,¢c=(101)| D=[l010].
0 0 1 1 20 0 01 1 00
Déterminer une

matrice carrée X d’ordre 3 4 coefficients réels telle que

(x 7)m

soit une matrice triangulaire par blocs, I étant la matrice identité d’ordre 3.
En déduire det M.

Exercice 5
1 —zu

Soit X une variable aléatoire de fonction caractéristique E (u) = 1T

1. Déterminer la densité de la variable aléatoire X.
2. Déterminer les différents moments de X.
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EAMAC INTERROGATION D’ANALYSE

TRONC-COMMUN
INGENIEUR-2007
Exercice 1

Calenler 'intégrale sulvante:

T

] e*Petg (¢ —ia) dp, a > 0.

0
Exercice 2

Calculer U'intégrale suivante:
+00

/ ela

S (z+i)Va
0

IExercice 3

Calculer I'intégralessiivante:
oo
- '}
/ SN
J 2 (x?+1)
. 0

Exercice 4

Calenler T'intégrale suivante:

Z alll o
, z—1/)

¥

Lixercice 5

Calculer I'intégrale suivante:

o0

/ Inzx Ji
A (14+2z)(14+x2)

DUREE: 2 HEURES
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CONCOURSE D’ENTREE AU CYCLE D' INGENIEUR.
DE I’ECOLE AFRICAINE DE LA M[ETEORDLDGTE
ET DE L’AVIATION CIVILE

: SESSION 2006
BPREUVE DE : MATHEMATIQUES
DUREE: 4 H

Iixercice 1

Calculer I'intégrale triple I = [[[ z+/22 + y2dzdydz, ou D = {(z,v, z) € R®, 2+ 42 — 9 < 0,
D | '

Exercice 2

En utilisant la méthode des résidus calculer 'intégralé suivante:

iy

f‘&g (z +ia)dz, a € R
0
Eyercice 3

o étant un nombre réel donng, ¢ et = des variables réelles.
1% Déterminer la. sérig. de fourier de la fonction f définie par :

f(t) = cos bt Bil— <t %

Iixpliquer pourquoi la somme de la série est égale & f(t) si —7 <t < 7 et déterminer la valeur
de cette somme pour & = . Déduire du résultat précédent que :

--co
cot 1+ E =
WL = —
z £ 1:52—13:'-’-:&'?

M
2° Montrer que si |z| < M et si N> = , la fonction :

7
+00
_a.z .
N T

: +o0 ]
est une fonction continue. Calculer : ) ok
. 1

2

<4-00
3° Montyer quesi0 <z <7 : lnsinz=Inz +)>_ In (1 — kf-rrﬂ)
1

4° Momtrer que st  n’est pas un multiple entier de 7 :

sin?z Z (z — km)?
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S-PI-1

Concours EAMAC Cycle INGENIEUR EPREUVE DE :
2019 PHYSIQUE
Durée : 04h

S-PI-1.1 (5 points)

Soit un mobile M se déplacant sur une branche d’hyperbole dans un repere R(O, 1,7, E)

a

M est repéré par le vecteur position OM = x(t)1 + o J, avec a constante positive et

x(t) = at.
1- Déterminer les vecteurs unitaires de Serret-Frenet en fonction des vecteurs 7,7 et k

(2,5pt)
2- Calculer le rayon de courbure p(t) et le centre de courbure C. (2 pt)

3- Tracer ’hodographe (0,5 pt)

S-PI-1.2 (5 pts)

Une transformation polytropique est une transformation quasi statique vérifiant PV*
constante.

1. Calculer le travail des forces de pression pour un gaz parfait subissant une
transformation polytropique entre (Po, Vo, To) et (P1, V1, T1) en fonction des pressions et
volumes ainsi que de k. (1 pt)

Cp . . :
2.0nnotey = C—p qui est une constante pour un gaz parfait. Trouver une expression de la
v

quantité de chaleur échangée au cours de la transformation précédente de la forme
C(T, — Ty) ou C est une constante a déterminer. (1,5 pt)

3. Donner une interprétation physique de C. (0,5 pt)

4. Etudier en les interprétant physiquement les cas suivants: k =y, k = 0, k - +o0, et
k=1.(2pt)

S-PI-1.3 : (5 pts)

Pour dévier le faisceau d’électrons d’un tube cathodique, on utilise deux bobines
circulaires plates de rayons R disposées suivant la figure ci-dessous (figure 2 et 3). En
supposant que I'induction B créée par les bobines est uniforme dans le carré qui a pour
coté le diametre des bobines et que sa valeur est celle qui existe au point O (sur 'axe Ox).

1- Déterminer la trajectoire décrite par I'électron (1pt)

2- Déterminer I'angle au centre qui intercepte I'arc décrit (2pts)
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3- Déterminer la distance PP’ (figurel) qui sépare le point P du point P’ ou I’électron
sort de la zone d’action de I'induction B (1pt)
4- Le déplacement subi par le point d'impact des électrons sur 'écran lorsque le
courant [ parcourt les bobines.  (1pt)
La distance de I’écran au point P est de 0,2m
On donne: Distances des centres des bobines a I'axe du tube d=R=5cm
Vitesses constantes des électrons v= 1000km.s-1
Nombre de spires des bobines N=400
Courant dans les bobines [=5mA
Charge de I'électron  e=1,6.10-19C
Masse de I’électron m= 0,9.10-3%g

] ] 01
/:
01——-————;————--0 —v,0
O 2
e 1]
L | | 02
Trajectoire de
fioure 1 lélectron figure 2 figure 3

S-P1-1.4 : (5 points)
Dans un circuit RC représenté par la figure suivante ; R =2M( et C= 5pF
Le condensateur est initialement chargé et possede une tension de 50V entre ces bornes.

Si on ferme l'interrupteur S a I'instant t=0, calculer :

50\ 1- La constante de temps pour la charge de

\"V'-’\”'*{ ~1 condensateur.

' 2- La tension aux bornes du condensateur
— e aprés un laps de temps t =5A.
3- Latension aux bornes de C si on change la

polarité du condensateur.

4- Les temps de charge pour que Vc =-10V,
Vc=0Vet Vc=95V.
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S-PI-3

Concours EAMAC Cycle INGENIEUR PHYSIQUE
2018

Exercice S-PI3.1 (5 points)
Dans le plan (Oxy), le mouvement d’un point P est déterminé par les équations paramétriques:
x = vyt cos(a), y = vyt sin(a) — %gtzou Vo est la vitesse initiale de P et a est I'angle que
fait vo avec I'axe Ox.
1- Quelle est la nature de la trajectoire ? (1 pt)
2- Déterminer : (3,5 pt)
a) Les accélérations normales et tangentielles.
b) Le rayon de courbure p(t) ainsi que le centre de courbure C(t)
c) Les expressions des vecteurs unitaires de Serret-Frenet.
3- Trouver I'angle entre les vecteurs vitesses et accélérations au point ou la trajectoire

recoupe I'axe Ox. (0,5 pt)

Exercice S-P13.2 (5 points)
Une mole de gaz parfait(y = 1,4) subit la succession de transformations suivantes :

» détente isotherme de P, = 2 bar et T, = 300 K jusqu’a Pz = 1 bar, en restant en
contact avec un thermostata Ty = 300 K ;

» évolution isobare jusqu’a V.= 20,5L toujours en restant en contact avec le
thermostat a Ty ;

» compression adiabatique réversible jusqu’a I'état A.

1. Calculer Vg et représenter ce cycle en diagramme (P, V). S’agit-il d'un cycle moteur ou
récepteur ? (1 pt)

2.

a) Déterminer la variation d’entropie ASag du gaz entre A et B. (0,5 pt)
b) Déterminer I'entropie S¢ch échangée avec le thermostat. (0,75 pt)
c) En déduire I'entropie créée Screee. Conclure (1,25 pt)

3. Calculer la température en C, le travail Wgc et la quantité de chaleur Qgc regus par le gaz au
cours de la transformation BC. Calculer I'entropie échangée avec le thermostat ainsi que la
variation d’entropie du gaz entre B et C. (0,75 pt)
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4. Calculer la valeur numérique de I'entropie créée au cours du cycle. Le cycle proposé est-il
réalisable ? (0,75 pt)

EXERCICE S-PI3.3 :

On considere une onde électromagnétique plane, progressive, sinusoidale et
monochromatique de pulsation @, se propageant dans le vide de perméabilité magnétique
Lo. L'espace est rapporté a un repére cartésien Oxyz de base orthonormée. L'onde se propage
dans le plan y0z le long d'un axe faisant un angle 6 avec la direction Oy. Le vecteur champ

électrique a comme expression :

E = Eycos(wt — kP,

1. Ecrire dans la base orthonormée Oxyz les composantes ky et k, du vecteur d'onde k au

point M de coordonnées (x,y,z) tel que = OM et 3 l'instant t en fonction de son
module k et de 6. (1pt)
2. Ecrire les équations de Maxwell-dans le vide. (1pt)

3. Ecrire dans la base orthonormée Oxyz les composantes du vecteur champ électrique
E au point M a l'instant t. En déduire, a I'aide des équations de Maxwell dans le vide,
les composantes du vecteur champ magnétique de I'onde B au point M. (1pt)

4. Représenter les vecteurs L?, Betk. (1pt)

5. Déterminer en notation réelle les composantes du vecteur de Poynting

S
associé a I'onde électromagnétique en fonction de Eo, o, ket o.
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Exercice S-PI3.4 (5pts)

Déterminer le courant i en utilisant deux des trois lois ci-dessous :

a. les lois de Kirchhoff ;

b. en remplacant les deux générateurs de Thévenin par les générateurs de Norton

équivalents.

_ A

l'l| i
r=1 r==61()
(=] =4V

(D

Il
ro
<
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S-P14

Concours EAMAC 2016 Cycle INGENIEUR Epreuve de PHYSIQUE

Exercice S-Pl4-1 (5pts)

Un conducteur cylindrique creux, de rayons R et R, de la figure ci-dessous est parcouru par

un courant | tel que le vecteur densité de courant J soit uniforme sur toute sa section et soit
paralléle a I'axe du cylindre.

1- Donner larelation entre j et |.

2- Préciser 'orientation du vecteur m en un point M de I'espace, qu’il soit extérieur ou

intérieur au cylindre.
3- En utilisant le théoréme d’Ampére, déterminer le champ magnétique en tout point M de

I'espace.
p [ -
Wi -
) AR
A

Exercice S-Pl4-2 (6 pts)

Les circuits passifs qui utilisent des condensateurs et des inductances, lorsqu’ils sont
destinés a des signaux (tensions) alternatifs, présentent des caractéristiques qui dépendent
de la fréquence des signaux d’entrée. En cela, ils forment naturellement des « filtres » qui
atténuent ou pas, ou « coupent » ou pas, certaines plages de fréquence. lIs ont ainsi un
role de discrimination en fonction de la fréquence, ce qui correspond bien a une sorte de
filtrage. Cette fonction est tres importante en électronique et donc assez présente dans les
sujets de problémes.

Pour comprendre la notion de «filtre» prenons comme exemple simple un «filtre passe bas

passif» représenté sur la figure ci-apres :

R :

|:| '( )
Ve (1) T C TVSH:

L T-
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1) Quelle équation relie la tension vs(t) et le courant ic(t) ?

2) Si on suppose que Vs= Vsmax.COS (wt) quelle sera I'expression littérale de ic?

3) Que représente la valeur w? Par quoi est-elle fixée?

4) A quoi est équivalent le circuit si w est tres petit, c'est a dire dans un domaine de « basses
fréquences » ?

5) A quoi est équivalent le circuit si w est tres grand, c'est a dire dans un domaine de «
hautes fréquences »? Justifier alors I'appellation « passe bas ».

6) Montrer que |'équation de maille de ce circuit revient a :
dvg(t)

C.———

dt

Remplacer alors vs par sa forme sinusoidale Vs= Vsmax.COS(wt).

v, =R + v, (t).

7) A quoi est équivalente I'équation ainsi formée si w >> 1/RC?

8) A quoi est équivalente I'équation ainsi formée si w << 1/RC?

Exercice S-PI4-3 (5pts)

Une onde plane progressive monochromatique polarisée rectilignement (OPR) de pulsation
o se propage dans le vide dans la direction de I'axe Oz.

1- Déterminer la valeur moyenne de la densité volumique d’énergie électromagnétique en
un point de I'espace.
2- Lavaleur moyenne du vecteur de Poynting.

Exercice S-Pl14-4 (5pts)
Soit un point matériel repéré par ces cordonnées cylindriques p,p,et z telles que :

2
p=at”,z=at,p=ak, ouaetw sont des constantes.

1-Calculer les composantes cylindriques du vecteur vitesse.
2- En déduire les composantes cylindriques du vecteur accélération.

3- Calculer les modules des vecteurs Vety.
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EXERCICE I : Electromagnétisme (5 pts)

Soit une onde électromagnétique plane et progressive, de pulsation w se propageant dans l'air

N
qu’on assimilera au vide. Le champ magnétique B est défini par ses composantes, par rapport
a un repeére orthonormé Oxyz :

Bx = 0, By(x,t) = Bocos(wt — kx), Bz = 0.
1. A l'aide des équations de Maxwell, calculer les composantes du champ électriquefen

fonction de B. (3 pts)

2. Calculer les composantes du vecteur de Poynting . (1pt)

3. Quelle est la puissance moyenne (P) rayonnée a travers une surface (S) perpendiculaire a la
direction de propagation. (1 pt)

EXERCICE II : Thermodynamique (Détente irréversible d"un gaz parfait) (5 pts)

Soit le dispositif de la figure ci-contre. Les parois et le piston sont adiabatiques. La paroi interne est
fixe et diatherme (elle permet les échanges thermique). Elle est percée d'un trou et fermé par une
fenétre amovible.

La pression extérieure est Py = 1 bar. Initialement le volume A est rempli d’'un gaz parfait (P, =
1 bar,T, = 300 K,n = 1mol) etle volume B est vide.

Le rapport des capacités thermiques du gaz y vaut 1,4.

1. On ouvre la fenétre. Décrire qualitativement ce qui se passe suivant la taille de I'’enceinte B. En
déduire sans toutefois la calculer, I'existence d'un volume critique Vc de B. (1 pt)

2. On suppose que Vg < 1.
a. On appelle V; le volume occupé par le gaz. Déterminer le travail recu par le gaz. (0,5 pt)
b. Déterminer I'état final du gaz (P, V3, T;) en fonction de Py, V, et V. (1 pt)
c. Calculer I'entropie créée. Conclure. Quelle est la cause de la création d’entropie ? (1 pt)
d. Déterminer V.. Effectuer I'application numérique. (0,5 pt)

3. Reprendre la question 2. dans le cas Vz > V.. (1 pt)
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EXERCICE III : Mécanique du point : Satellite terrestre (4,5 pts)

Dans ce probléme les satellites ou engins spatiaux artificiels sont assimilés a des points matériels de
masse m, et les influences perturbatrices dues aux mouvements de la Terre, supposée sphérique et
homogeéne, a son atmosphere et aux champs de gravitation des autres composants du systeme solaire
(soleil, planetes, ...) sont négligées.

On désigne par R le rayon de la terre et par g, le module du vecteur du champ de pesanteur au niveau

du sol. On donne : R = 6400 km ; g, = 10ms

1. Retrouver l'expression de I'énergie potentielle £, dont dérive la force F attractive exercée par la

Terre sur un engin spatial lorsqu’il se trouve a la distance r du centre O de la Terre. On admet que E|

tend vers 0 quand r tend vers l'infini. (1 pt)

2. Sionlancait un tel engin depuis la Terre, en lui communiquant a partir du sol une vitesse initiale V
ascendante et verticale, de facon qu'il atteigne avec une vitesse nulle un point M d’altitudeh, quelle
devrait alors étre la relation entre cette altitude h et le module ¥} de la vitesse de lancement ?

Application numérique : h = 600 km. (1 pt)

3. Quelle valeur numérique minimale V/, devrait avoir la vitesse initiale pour que l'engin s’éloigne
indéfiniment ? (0,5 pt)

4. Une fois atteinte cette altitude h de la question N°2 ci-dessus, quelle devrait étre la vitesse Vl quil
faudrait communiquer a cet engin a partir du point M pour qu’il devienne un satellite circulaire

d’altitude R + h ? Préciser la direction et le module de 71)
Quelles seraient dans ces.conditions :
(a) lavaleur numérique de ¥, 7 (0,5 pt)

(b) la période T, de révolution de ce satellite ? (0,5 pt)

(c) la valeur numérique du module Z; de son moment cinétique par rapport a O et son énergie

mécanique £, dans le cas particulier oum est de 1 tonne ? (1 pt)
EXERCICE IV: Circuit R, L, C (5,5 pts)

Soit le circuit suivant ou e est une tension sinusoidale de pulsation w. On étudie la variation de
I'impédance réelle du circuit.

1. Exprimer I'impédance complexe du circuit. (1 pt) /'Y
L(L)O

1 _ _w
2. Onposewo—ﬁ,Q—Tetx—w—o. %L

Donner I'expression de I'impédance en fonction de x, Q et R. e —
(1pt)
3. Etablir I'existence d'un extremum du module de I'impédance DR
pour certaines valeurs de Q qu’on précisera. (1,5 pt)

4. Donner l'expression de la pulsation correspondante a
I'extremum. (1 pt)

5. En étudiant le limites du module de I'impédance, en déduire qu'’il s’agit d'un maximum. (1

pt)
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EXERCICE I (5points)
Un point se déplace sur une hélice circulaire représenté parametriquement dans le repére

orthonormé direct Oxyz par les relations suivantes :

1) Montrer que le vecteur vitesse fait un angle constant avec I’axe Oz.
2) Déterminer les composantes du vecteur accélération et en déduire le rayon de courbure

de la trajectoire.

EXERCICE Il (5points)
Soit le montage du schéma ci-dessous

[ Juo)

C i
_ Ca

_ G

1) On place I’interrupteur en positionl.Quelle est la charge Qo de Cp ?

2) On place I’interrupteur dans la position 2.Calculer Va-Vg a 1’équilibre et les charges
Qo ; Q1 et Q, des condensateurs Coy, C1, C2.

3) Montrer la répartition des charges sur chaque condensateur et vérifier si le principe de

conservation de la charge est respect.

EXERCICE 11 (5points)
Un prisme de verre, d’indice n = 1,60 pour la radiation jaune utilisée, a pour section droite un

triangle rectangle ABC. Un rayon lumineux Sl, situé dans le plan de section droite, pénétre
par la face AB sous I’angle d’incidence 1, se réfléchit totalement sur I’hypoténuse AC et
émerge a travers BC ; on notera i’ I’angle d’émergence.
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1) Calculer la déviation totale du rayon lumineux SI en fonction de i et i’.

2) On donne A = 60°. Pour quelle valeur de I’angle d’incidence i le rayon émergent
'R est-il perpendiculaire au rayon incident SI ? En déduire les valeurs des angles
de réfraction et de réflexion.

3) Le prisme et le rayon incident demeurent fixes ; on utilise une lumiére bleue pour
laquelle I’indice du prisme devient n + dn. Exprimer en fonction de I’angle A le

pouvoir dispersif — .

EXERCICE IV(5paints)

p 1 On considére deux moles d’oxygene supposé gaz
parfait que 1’on fait passer de I’état initial A
( Pa, Va, TA) a 1’état final B ( Pg= 3Pa,VpE, T) par
trois chemins distincts :
A1B (Transformation isotherme)
P, B :3 A2B (représenté par une droite)
A2B (voir figure)
Ts Calculer les travaux et quantités de chaleur

mises en jeu durant ces trois transformations en
P, 1 A fonctionde Ret T.
Application numérique :

>\ = - S S
vV Vi T=300K;

Page 274



EAMAC - 2014 - SUJET P-C-5

Exercice 1
l. Une sphére conductrice creuse (S;) de centre O et de rayon R, porte une charge Q.
1) Déterminer le vecteur-champ électrique en tout point M de I'espace
situé a la distance r du point O. (S
2) Déterminer le potentiel électrique en tout point de I'espace.

1. On place concentriquement a la sphere(S;) portant la charge Q, une autre sphere
creuse conductrice (S,) de rayon R, portant une charge Qg .
1) Donner et justifier la répartition des charges sur ces conducteurs.
2) Déterminer les vecteurs-champ électriques, en tout point M de I'espace
tel que OM =r.
3) Déterminer les potentiels, en tout point M de I'espace tel que OM =r.
En déduire les potentiels électriques V, de (S,) et V, de(S,).
4) Déterminer la capacité C du condensateur ainsi formé.
5) On relie (S,) au sol, déterminer la nouvelle valeur V;’ du potentiel de (S,).

Exercice 2
On considere le réseau électrique comprenant :

un générateur de force électromotrice E = 12 V et de résistance interne

r=1Q et des résistances, connectés selon le montage de la figure 1. A
Les puissances consommeées dans les résistances Ry, Ry, R;, Ry
sont respectivement:P; =6 W ;P,=10W ;P;=15W;P,=25W.
La différence de potentiel aux bornes des points A et D est : Uyp = 10 V. R, R,
1) Déterminer la puissance disponible aux bornes du générateur
(E ’ r)‘ Rs R4
2) Calculer les intensités et les sens des courants dans les différentes 5 C
branches du réseau. Fizure 1

3) On enléve la résistance R; du circuit. Déterminer les éléments caractéristiques (Et , Rrn) du générateur de
tension de Thévenin correspondant au dipéle BD du réseau électrique restant. En déduire le schéma du
modele équivalent de Thévenin du dipble BD , ainsi que I'intensité du courant passant par R; dans le réseau
électrique initial.

Exercice 3

Dans un plan xOy d’un repere fixe orthonormé direct R(O; , , ), undisque de rayon r et de centre O tourne
autour de I'axe Oz a une vitesse angulaire constante w .

SoitR;(O; , , )unrepéreorthonormé direct lié au disque.

Un point M part a l'instant t = 0 du point O pour aller vers le point A a une vitesse
linéaire constante V.

En exprimant les résultats sur R;, déterminer pour le point M

1°/ - la loi horaire x,(t) sur Ox;
2°/ - les vecteurs vitesses relative , d’entrainement et absolue
3°/ - les vecteurs accélérations relative et de Coriolis




Exercice 4 :
Un corps matériel de poids P est placé sur un plan incliné d’'un angle o par
rapport a I'horizontale. Soit f le coefficient de frottement de glissement.

Dans le cas ol (cos o - f sin a) est positif, on demande :

1°/ - d’énumérer les forces appliquées au corps

Matériel
2°/ - de déterminer la force horizontale F
permettant de maintenir en équilibre ce

corps matériel.

1'|¢'\
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Contréleur de la circulation aérienne

Epreuve de Physique

EXERCICE N°1 y

Soit le référentiel Ry(0x4, 0y, 0zy) considéré comme galiléen, Oz étant dirigé vers la
verticale ascendante. Soit g le champ de pesanteur terrestre. Un disque de centre O, de rayon
a, tourrie dans le plan horizontal {Ox,y, ), autour de O, a la vitesse angulaire constante m. Ce

disque est muni d’une rainure radiale, et dans cette rainure coulisse sans frottement une
masselotte M de masse m. Soit R(Ox, Oy, Oz} un référentiel 1ié au disque, Ox étant porté par

la rainure. On appelle 1.7, k, les'vecteurs unitaires respectifs des axes Ox, Oy, Oz;.

1) La masselotte M est attachée a I'extrémité d’un ressort de constante de raideur k, de
longueur a vide ly ; ce ressort est fixé en O 4 son autre extrémité,

a) Ecrire la relation fondamentale de la dynamique, pour la masselotte M, dans le
référentiel (R) li€ au disque.

b) Montrer que M.peuteftecteur des oscillations harmoniques, dans (R), autour d’une
position d’équilibre x = x,, sous réserve que k obéisse a une condition ‘que I’on
précisera. Calculer x, et la période T des oscillations. Pensez-vous que la condition
ci-dessus soit sutfisante pour observer réellement des oscillations harmoniques
autour de x. ?

2) On supprime le ressort, la masselotte étant toujours astreinte a glisser sans frottement
dans la rainure. A la date t = 0, M est lachée sans vitesse initiale a une distance x, de

0. )

a) Donner I'expression de x(t) ainsi que le module de la réaction N de la rainure sur

M.
b) Application numcrique : A quel moment M arrive-t-elle a extrémité du disque

sachant que le disque effectue une rotation de un tour par seconde ct que

Xy =0

g |
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EXERCICE N°2

On considere une spire circulaire de rayon a, de centre O, placée dans le vide et parcourue par
un courant 1. On appelle Oz I'axe de la spire. Tout point M de I’espace est repéré par ses
coordonnées cylindriques (r, 0, z). On désigne par B,, By, B, les trois composantes
cylindriques du champ magnétique B créé par la spire en M. Par symétrie, B,, By, B, ne

d¢pendent que des coordonnées r et z du point M.

1) Montrer que le champ magnétique B créé par la spire en un point M d’abscisse z de

I"axe Oz, a pour composante :

B.(0.2) =0 ; Bg(0z)=0; B,(0z) =—— %

2) On considére un point M en dehors de ’axe Oz.
a) - Montrer que la composante B (r,z) est nulle.

b) On suppose que le point M est voisin de 1’axe Oz (r << a) ; montrer que :

e B.(r.z) ¥B_(0.z) a des termes du second ordre prés en r (on pourra
cttectuer un développement limité des fonctions B.(r.z) etB,(0.z) au
premier ordre).

¢ Lacomposante B, du champ magnétique normale a I’axe Oz peut s’écrire

| K .
Bulrz) % [B.(0.2)]

2dz

a des termes du troisiéme ordre prés en r.
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EXERCICE N°3

On modélise la basse atmosphére par beau temps selon le schéma électrique suivant,
L’atmosphére est le milicu contenu entre les armatures d’un condensateur qu'on peut
considérer comme plan; ces armatures sont, d’une part, le sol supposé parfaitement
conducteur, et d’autre part un plan conducteur a I'altitude H qui schématise I’ionosphére ; la
surface en regard de ces armatures a une aire notée S. Tous les champs de vecteurs et de
scalaires utilisés ne dépendent que de I'altitude z du point M ot ils $ont définis. On note k le
veeteur unitaire de I'axe Oz orienté suivant la verticale ascendante. L’atmosphére est un
milieu légerement conducteur de I’¢lectricité ; sa permittivité est égale a celle du vide, g. En

un point M régne un champ électrique E qui a les propri€tés du champ électrostatique.

A T,

Un courant permancnt d’intensit¢ Iy traverse verticalement I’atmosphére (le sens algébrique
suivant lequel est compté Iy est celui du schéma). Le courant de retour est assuré par les
orages dont il ne sera pas question. En un point M de I’atmosphére, on définit le vecteur

densité de courant j par : 7= ]_f' k . 1l est uniforme et relié au champ électrique en M par la

relation : j =y E ouy est la conductivité €lectrique au point M ; On admet qu’elle varie avec

I"altitude suivant la loi y = yge= ol 7y et a sont des constantes. »{’ ,%'-
© ex I) —— )
i o) q '
Pour les applications numériques, on prendra :
— 12 3 1 -1
H =50000m: 5§=5,09.10" m~; a@ = 4000 m ; I, =—15004 ;¢, = Py F.m
‘ © 36710
(Attention au signe de [, !).
1) a) Exprimcr littéralement le champ électrique E en fonction de I'altitude z.
b) Au niveau du sol. on mesure le champ électrique E; = E, kK avee
E. = —100 U m™ ' Caleuler littéralement puis numériquement v,
¢) Caleuler la diffcrence de potentiel entre le sol et le point d'altitude 7 -~ 1.80 m.

Pourquot un individu debout n’est pas Clectrocuté ?
2) a) Caleuler litt¢ralement la charge surfacique oy portée par le sol puis la charge totale
Qo portce par I'armature constituée par le sol.
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3)

b) Calculer numériquement oy et Q.

¢) Calculer littéralement la charge surfacique oy et la charge totale Qy de I’armature &
"altitude H.

d) Calculer numériquement oy et Qy.

Calculer litt¢ralement puis numériquement la charge totale Q, portée par I'atmosphere
(armatures non comprises).

EXERCICE N°4

1

2)

Soit un doublet €lectrique A (- q), B (+ q) porté par I’axe Ox, et tel que AO = OB = a.
On étudie son action en un point M trés €loigné repéré par ses coordonnées polaires r,
0 (r >> a). :
a) Retrouver I’expression du potentiel V créé en M par ce dipdle aprés avoir effectué
1
un développement limité a Pordre [ en .

b) En déduire les composantes E, et E( du champ électrique en coordonnées polaires
puis ’allure des lignes de champ.
On soumet ce dipéle.al’action d’un champ uniforme E—D de direction et sens Ox, et

dont le potentiel s’annule en O.

- a) Justifier que le dipole reste en équilibre.

b) En déduire, toujours en M éloigné, le potentiel résultant V’ et les composantes
E, et E; du champ résultant E.
¢) Quclle est la nature de I’¢quipotentielle V' = 0?2 Calculer les nouvelles

composantes E_ et Eg du champ résultant E'.
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Epreuve de Physique

EXERCICE N°1

L’espace étant repéré par rapport a un référentiel galiléen Oxyz de vecteurs unitaires (Oz
axe vertical ascendant), on considére un objet ponctuel de masse m lancé en O au temps t = 0

avec une vitesse initiale :

Le champ de gravitation terrestre sera considéré comme uniforme, et on posera .On

admettra que la résistance de I’air, dans le domaine considéré est de la forme

est la vitesse de 1’objet et-h une constante positive.

1)
2)
3)
4)

5)

6)

En partant de 1’équation fondamentale de la dynamique, déterminer en fonction du
temps les composantes de

Déterminer.en fonction'du temps les coordonnées de 1’ objet.

Etudier les limites-de :

En déduire I’allure de la trajectoire. On précisera les coordonnées de son sommet. On
montrera qu’elle admet une asymptote et on représentera la courbe correspondante.
Déterminer 1’équation de I’hodographe ; tracer la courbe correspondante en ayant soin
de préciser les points correspondants respectivement au départ de 1’objet, au sommet
de la trajectoire et a la partie asymptotique de celle-ci.

En déduire de I’hodographe la vitesse minimale de 1’objet et préciser si celle-Ci est
atteinte en un point situé sur la partie ascendante ou descendante de la trajectoire.
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EXERCICE N°2

Un endoscope est un appareil optique utilise en investigation paraclinique permettant
I’observation, sous faible grossissement, de cavités et de conduits naturels : appareil digestif,
respiratoire. Le tube de 1’endoscope comporte un objectif, un systéme optique transportant
I’image objective et un oculaire. La lumiere nécessaire a 1’observation est conduite jusqu’a
I’objet par un guide de lumiére parallé¢le au tube endoscopique

Conventions pour [’ensemble du probleme

L’axe optique est orienté dans le sens de propagation de la lumiére (de gauche a droite). Les
objets et images perpendiculaires a 1’axe optique sont mesurés algébriquement sur ’axe
orienté¢ vers le haut de la page. Les angles des rayons avec I’axe principal sont évalués
algébriguement avec la convention habituelle (sens trigonométrique). Les conditions de
I’approximation de Gauss sont supposées remplies.

1) On assimile I’objectif a une lentille mince convergente L, de distance focale
. L’objet AB assimilé a un segment de droite perpendiculaire a 1’axe
optique (A sur 1’axe) est placé, pour les conditions standard d’utilisation, a 50 mm

devant le centre optique O, de L;. Déterminer par la position de 1’image

donnée par objectif. Calculer le grandissement —

2) L’image A’B’ est observée a travers un oculaire assimilé a une lentille mince

convergente'l, de centre O,, de distance focale image

a) Pour un il normal effectuant une observation sans accommodation (observation a
travers I’instrument d’une image située a I’infini), indiquer la place du foyer objet
F2 de ’oculaire.

b) Calculer le grossissement commercial Go de I’appareil défini par :

o étant ’angle sous lequel serait vu directement, par I’ceil, I’objet AB placé a 250
mm ; o’ ’angle sous lequel est vu, a travers I’instrument, I’objet placé comme indiqué
dans la question 1).

3) On admet que I’observateur, par la faculté¢ d’accommodation de son ceil, pergoit nettes
les images situées de I’infini a 250 mm. Les positions respectives de 1’oculaire et de

I’objectif n’étant pas modifiées, dans quel intervalle de , I’observateur a-t-il
une perception nette de 1’objet AB? Calculer la latitude de mise au point ou

profondeur de champ
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EXERCICE N°3

L’¢état d’équilibre thermodynamique d’un volume donné de sel paramagnétique (1 cms) est
décrit par deux variables indépendantes : le champ magnétique appliqué B et la température
absolue T.

Le moment magnétique M (parallele @ ) de I’unité de volume, est fonction de B et T. On fait
passer, de maniere réversible, le champ magnétique de la valeur B a B+dB et la température
de la valeur T a T+dT. L’échantillon de sel recoit alors du milieu extérieur le travail

et la quantité de chaleur

1) a) Quel est le sens physique des coefficients calorimétriques etk ?

b) En appliquant les deux principes sous leur forme différentielle, exprimer k et —

en fonctionde T, — —.

2) Le sel étudié obéit a la loi de Curie, ¢’est-a-dire que son équation d’état est -ou
C est une constante.
a) Calculer k et.=— en fonction de B et T, puis en fonction de M et T.

b) En déduire I’expression-de = en fonction de B et T. Il s’introduit dans ce calcul
une fonction arbitraire de la température, (T). On lui attribuera la valeur donnée

par |’expérience, Soit : — 0OU A est une constante.

3) a) Le volume considéré (1 cm®) de sel paramagnétique est initialement a 1’équilibre a
la température T; dans le champ magnétique B;. On annule Ientement le champ de
maniére réversible et adiabatique. En fin d’opération, le sel est a la température Ts que
I’on déterminera.

b) Application numérigue : Le sel considéré est du sulfate de gadolinium hydraté
Gd,(S04)s, 8H,0, pour lequel A = 2,65 J.degré, et C = 78,7 J.degré.tesla™.Calculer T,
sachantque Ti=2KetB;=0,71T.
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EXERCICE N°4

On considére un faisceau de photons monoénergétiques (d’énergiec , de fréquence , de
quantité de mouvement , de longueur d’onde ) incidents interagissant avec des électrons
cibles (de masse m) supposés au repos dans le reférentiel galiléen (R) du laboratoire.

Apres le choc élastique, les photons ont une énergie , une frégquence , une quantité de
mouvement et une longueur d’onde  ; les électrons ont une énergie , une quantité de
mouvement . On note sont compris entre 0 et
7. On utilisera les quadrivecteurs impulsion-énergie , , du photon et de I’électron
avant le choc, et : pour les mémes particules apres le choc.

1) Préciser les coordonnées des quatre quadrivecteurs : \ : a l’aide
des quantités et de la vitesse de la lumiere c¢. Exprimer la
pseudo-norme de chacun d’eux, et leur six produits scalaires deux a deux.

2) Ecrire la loi de conservation du quadrivecteur impulsion-énergie dans le choc des
particules.

3) L’étude cinématique permet d’obtenir des relations entre trois des paramétres

, la masse m étant donnée.
a) Exprimer a partir de la loi de conservation du 2). En déduire la relation
suivante :

b) Exprimer de méme et en déduire la relation suivante :

c) En déduire I’expression de la variation de la longueur d’onde
associee aux photons en fonction et de la constante de Planck h.
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NIVEAU : INGENIEUR
SESSION 2013 DUREE : 3 HEURES

EXERCICE N°1 : 1

1°) On considere un conducteur filiforme, de longueur 2L, chargé uniformément avec la
densité linéique de charge A . On considere le point M de la médiatrice, situé a la distance
d du centre O du segment. "
a°) Déterminer le champ électrostatique créé en M par la tige conductrice.
b°) En déduire, en ce point M,le champ créé par le fil supposé infini.

2°) Le fil est disposé de maniere a former une spire carrée de coté 2a. On désigne par O’ le

point de concours des diagonales du carré et par Oz, ’axe orthogonal au plan du carré.
Déterminer le champ électrostatique créé par cette distribution de charges en un point P

situé sur I’axe Oz, a la distance z de O’.

EXERCICE N°2 :

Un point mobile M se déplace, relativement a un référentiel R(Oxyz), le long d’une courbe
d’¢quations paramctriques
x(t) = acosmt
; ou . a et b sont des constantes positives.
y(t) = asin ot
l z(t) =bt
1°) Quelle est la nature dumouvement du point mobile M ?

2°) Exprimer, dans la base (€, €,, €, ) se rapportant a R, les composantes de sa vitesse et de

son accélération. Calculer leurs normes dans le cas ol w=2xn rad/s:; a=03cm et
s

b=—cm/s
5

3°) Trouver la vitesse et 1’accélération en coordonnées intrinseques. En déduire le rayon de
courbure de la trajectoire

EXERCICE N°3

Un méson m ayant une masse au repos my se désintegre pour donner un méson p (de masse

my au repos) et un neutrino v de masse au repos m,.

1°) Calculer Ies énergies cinétiques T, et T, du méson p et du neutrino. Le neutrino ayant une
2 2

(mn —m”) C

2m

T

masse nulle montrer que :T“ =

2°) On donne my=273m,, m,=207m, ou m, est la masse de I’¢lectron. Calculer T, et T, en
Mev sachant que 1’énergie au repos d’un électron est égale a 0.511MeV.
3°) Calculer en MeV/c les quantités de mouvement P, et P, des deux particules.
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EXERCICE N°4 :
1°) On comprime de fagon isotherme, un gaz parfait (y = 1,4), de la pression P = latm a, la
pression P; = 20atm & la température To= 273K. Le gaz est ensuite détendu
adiabatiquement de fagon réversible jusqu'a la pression Py = latm. Calculer la
température finale T, aprés cette double opération.
2°) a) On recommence les deux opérations précédentes a la température constante Tj.
Calculer la nouvelle température finale T, du gaz.
b) Trouver la formule générale de la température T,du gaz, atteinte a la fin de n doubles
opérations successives décrites précédemment.
Application numérique : n =4 et n=>5. Quel est I'intérét de ce procéde ?
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CONCOURS D’ENTREE A L’EAMAC PROPOSITION PHYSIQUE 3
NIVEAU : CONTROLEURS DE LA CIRCULATION
AERIENNE.SESSION 2013 DUREE : 3 HEURES

EXERCICE N°1

Un corps parachuté, de masse m constante, subit dans son mouvement de chute verticale suivant

I’axe (O,x) une force de freinage F=—kvw ou k, réel positif, désigne le coefficient de frottement
visqueux puis V et v sont respectivement le vecteur vitesse et son module.L’intensité de la
pesanteur, g, au lieu de la chute est supposée uniforme.La vitesse Initiale est nulle a I"origine du
mouvement (& t=0, v(t=0)= v,=0 et x(t=0) =0).

1°) Montrer que I’équation différentielle qui caractérise le mouvement du corps parachuté peut

) dv v?
se mettre sous la forme suivante :a =ol 1l ——|.

BZ

En précisant la dimension cinématique des constantes oet . Donner leurs expressions

respectives en fonction de m, g et k.En déduire la vitesse limite atteinte par le corps au cours
du mouvement ?

2°) Déterminer la loi horaire du mouvement x(t). On donne : g=10m.s'2 ; m= 25 kg ; et k=10
N.s/m.

EXERCICE N°2 :

Un électron décrit une boucle de courant dans son mouvement circulaire uniforme autour du
proton de 1’atome d’hydrogéne.

1°) En appliquant la loi de Biot et Savart déterminer les caractéristiques du vecteur champ
magnétique créé par ce courant €lectronique au point ou est placé le proton.

2°) Application numérique. Calculer I’intensité du champ magnétique.

Ondonne : lamasse de I’électron m=9,31. 102 lKg,
la célérité de la lumiére c= 3. 10°m/s,
la perméabilité du vide po=4m. 107"H/m,
le rayon du cercle a= 0,53. 10"°m.

EXERCICE N°3 .

Une caisse de poids 1200N repose sur un plan incliné d’un angle a sur ’horizontal. On tire sur la
caisse avec une corde faisant un angle u avec la ligne de plus grande pente du plan. Le
coefficient de frottement de la caisse sur le plan est k = tge.

1°) Calculer la force T capable de provoquer le glissement de la caisse.

2°) La force T est une fonction de u. Déterminer I’angle le plus favorable a la traction de la
caisse.

Application numérique : k = 0,3 ; pente du plan définie par sina = 0,15
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EXERCICE N°4 .

On considére le réseau de la figure suivante :

1°) L’interrupteur K étant fermé, déterminer les courants I, I, et I3 traversant les résistances R,
R; et R3 respectivement

2°) L’interrupteur K étant ouvert, calculer la puissance dissipée dans la résistance R;.
AN :R,=3Q,R,=2Q,R;=3Q, E, =3V, E,=6V, E;=2V, E=1V.

R E, I
— 1 al
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CONCOURS D’ENTREE A L'EAMAC EPREUVE DE PHYSIQUE
NIVEAU : CONTROLEURS DE LA CIRCULATION DUREE : 3 HEURES
AERIENNE. SESSION DE MAI 2012

Exercice 1

Deux pendules identiques sont formés, chacun, d’'une boule conductrice, supposée ponctuelle, de

masse. m = 10mg et d’un fil inextensible de longueur | = 20cm ; la masse du fil est négligeable. On
électrise les boules de la méme fagon puis on les suspend au méme point O. A I'équilibre les deux fils
font entre eux un angle 28 = 60°. - '
1) Déterminer les forces qui s'exercent sur chacune des boules; en déduire les conditions
d’équilibre d’une boule.
2) Quelle est la distance d qui sépare les deux boules a I'équilibre ?
3) Calculer la valeur absolue de la charge Q des boules.

Exercice 2

On considére un galvanométre a cadre mobile dont la résistance interne est Ry = 101). L'angle de
déviation © de I'aiguille du galvanomeétre est propertionnelie au courant i qui le traverse : © = ki ou
k est une constante. L'angle maximum de déviation ©,,,, de l'aiguille du galvanometre est subdivisé
en N = 100 graduations équidistantes sur le cadran.

1) Déterminer le courant-maximum i,,,, que peut mesurer le galvanomeétre si la chute de
tension aux bornes du galvanometre est u,,,, = 1V. '

2) Déterminer la variation Ai de l'intensité si l'aiguille du galvanometre dévie d’une graduation
sur le cadran.

3) Pour disposer d'un ampeéremeétre de calibre 1A on monte en paralléle aux bornes du
galvanometre une résistance R. Déterminer la valeur de la résistance R; et faire un schéma
du montage.

4) Pour disposer d’un voltmeétre de calibre 10V on monte en série a 'une des bornes du
galvanometre une résistance p.

a) Déterminer la valeur de la résistance p et faire un schéma du montage.
b) On suppose que la classe du voltmétre ainsi construit est C = 1,5; c'est-a-dire que
. Vincertitude relative de construction est de 1,5% sur toute la plage de mesure.
Déterminer l'incertitude AU de mesure d’une tension U = 3V avec ce voltmetre.

Exercice 3

On considére un conducteur filiforme et circulaire, de rayon R et de centre O, placé dans le vide
(perméabilité wy). Le conducteur est parcouru par un courant / constant. Le conducteur est étudié
dans un repeére cartésien (0, €y, €,,€,) tel que le conducteur soit dans le plan (0,€,e,) et l'axe
(0,%,) est confondu avec I'axe de symétrie du conducteur.
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1) Déterminer I'expression de l'induction magnétique élémentaire dE, créé en un point M
quelconque de l'espace, par un élément de courant Idl situé en un point A de la
circonférence du conducteur ; [ est la circonférence du conducteur.

2) Déterminer I'expression de I'induction magnétique B en un point M appartenant a l'axe
0,8).

3) AQuelle est 'expression de I'induction magnétique B au centre O du conducteur ?

Exercice 4
"

On considéere le circuit électrique de la figure ci-dessous ol on s’intéresse a la branche AB; les
générateurs de courant continu sont des générateurs idéaux.

Résistance R; A Résistance Ry P,

P2

—d__ Résistance R ——— " fem.kE

fe.m. E;

Nz B Nl

Appliquer le théoréme de Thévenin pour déterminer le courant / et la tension V, — Vp dans
la branche AB.

&&&&
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CONCOURS D’ENTREE A L’EAMAC EPREUVE DE PHYSIQUE
NIVEAU : CONTROLEURS DE LA CIRCULATION DUREE : 3 HEURES
AERIENNE. SESSION 2012

EXERCICE N°1 (5 pts)

Une barre homogéne AB, de centre G, de longueur 2€ = 50 cm et de poids P = 20N est

suspendue  un crochet C par deux fils de longueur CA =a = 43,3 cm et CB =b =25 cm.

1°) Faire un schéma descriptif simple en représentant toutes les forces en présence.

2°) Calculer I’angle 8 que fait la barre, a 1’équilibre, avec le plan horizontal. En déduire les
valeurs des angles 04 et g que font respectivement les fils tendus CA et CB par rapport a la
verticale passant par C.

3°) Déterminer les tensions des fils a I’équilibre.

EXERCICE N°2 (5 pts)

On considére un cylindre homogéne d’axe zz’, de rayon R et de longueur infinie. Une
distribution volumique de charge est a I’intérieur du cylindre avec la densité¢ p (constante et
positive).

1°) Déterminer le champ électrique E créé par cette distribution en tout point de I’espace a une

distance r de I’axe zz’. ,
2°) En déduire le potentiel électrique en tout point de I’espace.

EXERCICE N°3 (5 pts)

Le centre de gravité*G d’un‘solide continu, défini dans un domaine (D) dans un systéme de

référence d’origine O est obtenu par la relation 66}:—1\% _[D O—Pp(P)dD ou p(P) désigne la

densité massique du solide en P et M sa masse totale. dD désignant le domaine €lémentaire.

On considére, dans le plan (Oxy), une plaque supposée homogeéne de densité 1 ayant la forme
d’un triangle rectangle en O, Les deux autres sommets étant A(0 , 6) et B(8 , 0).

1°) Calculer la masse M de la plaque.

2°) Déterminer les coordonnées du centre de gravité G de la plaque.

<

EXERCICE N°4 (5 pts)

Une spire filiforme circulaire de rayon R est parcourue par un courant d’intensité I dans le sens

trigonométrique.

1°) Déterminer les caractéristiques du champ magnétique B créé en un point M de ’axe x’x de la
spire situé & une distance x du centre O de cette spire. On posera OM = x.

2°) Déterminer les composantes axiale By et radiale B, du champ magnétique créé par la spire en
un point N trés voisin de M, tel que MN = r (r« x), situé sur une perpendiculaire a I’axe au
point M. On rappelle que le champ magnétique est a flux conservatif. (On pourrait calculer
le flux du champ a travers une surface fermée cylindrique d’axe x’x, de rayon r, contenant

les points M et N, de longueur élémentaire dx a partir du point M).

T T T T ]
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CONCOURS D’ENTREE A L’EAMAC EPREUVE DE PHYSIQUE
NIVEAU : INGENIEUR. DUREE : 3 HEURES
SESSION DE MAI 2012

Exercice 1

On consideére un gaz parfait enfermé dans une enceinte diatherme ayant la forme d’un cylindre dont
I'une des bases est un piston mobile. Le milieu extérieur est a la température constante Ty et a la

pression constante P.

.

1) Déterminer I'expression du volume V, occupé par le gaz lorsqu’il est en équilibre avec le
milieu extérieur.
2) On prépare le systeme de maniére que son volume soit égale —49 et on bloque le piston. Quel

est le nouvel état d’équilibre du systéme ?
3) A partir cet état imposé au systéme, on débloque le piston ; décrire I'évolution de I'état du
gaz.

Exercice 2

Un canon a électrons est formé par deux plans métalliques paralléles; le premier plan, appelé
cathode C comporte un filament chauffé qui émet des électrons. L'autre plan appelé anode A est
percé d'un trou qui laisse passer les électrons accélérés. Le canon a électrons permet donc d’obtenir
un faisceau rectiligne d’électrons. Ce faisceau peut étre dévié a travers les plagques d'un
condensateur plan ; c’est le principe de fonctionnement d’un oscillescope cathodique.

1) En supposant que la différence de potentiel électrique U =V, — V. entre I'anode et la
cathode est positive, déterminer I'expression de la vitesse v des électrons a la sortie de
I'anode ; on admet que les électrons sont émis sans vitesse initiale.

2) On considére un condensateur plan a plaques horizontales et on définit un repere cartésien
d’étude (0,¢€y,€,,€,) tel que les plaques soient paralléles au plan (0,¢,, ey) et I'épaisseur
du ! condensateur est parallele a I'axe (0,@’). On suppose que l'axe (0,e,) passe par le
milieu des plagues avec le point O situé juste a I'entrée du champ électrique uniforme
E= —Ea} entre les plaques. A partir du point 0, avec une vitesse initiale Uy = vye,, un
électron issu d’un canon a électrons, traverse le champ avant d’en sortir. La distance
horizontale des plaques suivant I'axe (0, €5) est d ; voir le schéma de la figure 1 ci-dessous.

a) Montrer que la trajectoire de I'électron est parabolique a I'intérieur des plagues

b) On s’intéresse au point d’'impact de I'électron, sur un écran perpendiculaire a I'axe
(0,€7).Si Y est la distance de ce point par rapport & I'axe (0,e,), montrer que Y est
proportionnel a la tension U appliquée entre les plaques du condensateur.
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Figure 1:

B TP » d
———
A —
ey _ Y
€x
/ 0 >
v ——

Exercice 3

On considére une sphére, de centre O et de rayon R, dont la charge électrique totale Q est
uniformément répartie dans le volume de la sphere.

1) Déterminer le champ électrique E créé par cette sphére en tout M de I'espace en appliquant

le théoréme de Gauss.
2) Déduire du calcul précédent le potentiel électrique V créé par la sphere en tout point M de

I'espace.

Exercice 4

Les niveaux d’énergie £, de 'atome d’hydrogéne ont des valeurs discretes données par la relation :

Dans cette expression, n est un entier telquen = 1 et Ey = 13,6 eV

1) Déterminer le niveau fondamental de 'atome

2) Déterminer I'expression de I'énergie d’un niveau excité

3) Quel est le niveau d’énergie de I'atome ionisé ?

4) Quelle énergie faut-il fournir a 'atome pour I'ioniser depuis son niveau fondamental ?

5) L'atome étant au niveau fondamental, il absorbe un photon pour passer a un niveau excite ;
déterminer I'expression de Ia‘fréquence du photon absorbé.

&&&&
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CONCOURS D’ENTREE A L’'EAMAC EPREUVE DE PHYSIQUE
NIVEAU : INGENIEURS DUREE : 3 HEURES

SESSION DE MAI 2012

Exercice 1

Le champ électromagnétique est représenté par le couple de vecteurs (E,E); ou E est le champ

électrique et Bestle champ d’induction magnétique.

1) En se plagant dans le vide, de perméabilité y, et de permittivité“ey, donner les équations de
Maxwell en fonction du champ électromagnétique.
2) Montrer que lorsqu’on est en dehors des volumes chargés, le champ électrique et le champ
d’induction magnétique vérifient I’équation des ondes.
3) Dans le cas d’un champ scalaire, donner la forme des solutions simples de I'équation des
ondes.
Exercice 2

En mécanique quantique, on convient de représenter I'état d’une particule ponctuelle, de masse m,
par sa fonction d’onde Y(#, t); ol 7 est le vecteur-position de la particule et t est le temps. On

suppose que la particule est soumise a une énergie potentielle U(r).

1)
2)

3)

Donner I'équation générale de Schrodinger que doit vérifier la fonction d’onde.

Donner la forme dela fonction d’onde lorsque I'énergie de la particule est indépendante du
temps (état stationnaire). :

Déduire de I'expression de (7, t) I'équation stationnaire de Schrodinger.

Exercice 3

On considere une lentille mince convergénte, de centre O et de distance focale f. On note F le foyer
objet et F’ le foyer image.

1)

2)

Déterminer la position d’un objet réel AB, sur I'axe optique de la lentille, pour que son image
A'B’ soit réelle ; illustrer la situation par un schéma.

Déterminer la position d’un objet rée! AB, sur I'axe optique de la lentille, pour que son image
A’B’ soit virtuelle ; illustrer la situation par un schéma.

Exercice 4

On considére a la surface de la terre un systéme formé par une masse ponctuelle m et un ressort
linéaire a spires non jointives ; on désigne par [, la longueur au repos du ressort et k sa raideur. Une
extrémité du ressort est reliée a un point fixe O situé sur une potence immobile par rapport a la
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terre ; et on place la masse a I'autre extrémité A du ressort. On suppose que le point A ne peut se
mouvoir que suivant seulement I'axe verticale passant par O.

Prendre I'origine du repére cartésien d’étude en O et en considérant I'axe vertical passant par le
point O comme I'un des axes de coordonnées ; cet axe sera orienté vers le bas.

1)
2)
3)
4)
5)

Définir le repére cartésien d’étude et donner un schéma du systeme

Déterminer les coordonnées (x, y, z) du point A dans le repére d’étude

Faire le bilan des forces qui s’exercent sur la masse ponctuelle

Déterminer I'allongement Al du ressort lorsque le point A est en équilibre

A partir de la position d’équilibre du point A, on le déplace, suivant 'axe vertical, d’une
distance a vers le bas. Quel est le mouvement ultérieur du point\A lorsqu’il est abandonné a
partir de sa nouvelle position ?

&&&&
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CONCOURS D’ENTREE A L'EAMAC EPREUVE DE PHYSIQUE
NIVEAU : INGENIEURS & CONTROLEURS DUREE : 3 HEURES
SESSION 2011

EXERCICE N°1

On considere Iunité de masse de gaz parfait. On rappelle que dans une transformation
réversible d’un fluide, la quantité de chaleur mise en jeu dQ (c'est-a-dire échangée avec le

milieu extérieur) s’écrit sous les formes :

dQ=C,dT+4dV  lorsque la température varie de dT et le volume de dV.

dQ=C,dT+hdP  lorsque la température varie de dT et la pression de dP.

1) Ecrire les expressions des différentielles de I’énergie interne dU, de I’enthalpie dH et
de I’entropie dS. En déduire les relations:

‘AR e il E)
ar ), T, " Loty ot ),

2°) On considere I’unité de masse de gaz réel qui obéit a I’équation de Van der Waals :

(P+%)(V—b)=rT

a) Etablir les expressions des coefficients ¢ et h.
b) Etablir I’expression du travail regu par le gaz, au cours d’une compression isotherme
réversible s’effectuant entre les volumes Vet V,, 4 la température T.

3°) Que devient I’expression de ce travail, aux basses pressions (b<<V) ?

-

£

4°)a)  Déterminer la différence des chaleurs spécifiques C; —C, du gaz, en fonction

des variables indépendantes P, V et des constantes a, b et 1.
a
b) En tenant compte du fait que —\7—2— << P et b <<V, trouver une formule approchée de

C, —C, en fonction des variables P et T.

M
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EXERCICE N°2

Un point matériel M, de masse m, repéré par ses coordonnées polaires (r, 0), est soumis a la
force Newtonienne : F = ;—fér (avec OM = f=r¢€, ), de la part d’un point O. k est une
constante positive.
1°) Montrer que I’équation de la trajectoire de M peut étre mise sous la forme :
_ P
I+ecos(0—9,) "

b

ou @, est I’axe focal a I’origine, p le paramétre de la conique et e son excentricité.

Donner les expressions de p et .

2°) On choisira la solution correspondant a ¢, = 0. Calculer ’énergie potentielle E de M

en fonction de k, p, 0 et e. (On prendra ’origine des potentiels a I’infini).
3°) Calculer I’énergie cinétique E_de M en fonctionde k, p 0 et e.

4°) Calculer I’énergie mécanique E de M. Montrer que Eest constante.

On rappelle les formules de BINET :

1 dp)’ - d’p )
== V?=C? 2+(—) et =—C’p’| —S+p e
p=- [p 0 Y Pl g2 TP
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LCONCOURS D’ENTREE A L'EAMAC EPREUVE DE PHYSIQUE
SESSION DE 2010 . DUREE : 3 HEURES
NIVEAU INGENIEUR

EXERCICE N°1

On considére un ressort de masse négligeable, de raideur k et de longueur au repos L,
reliant deux points matéricls M| et My de masses respectives m| ct m;. Le sysléme est en

équilibre-sur un plan horizontal. A I'instant t = 0, on rapproche les deux points matéricls de

. ‘ L ) .
sorte que M,M; =5 et on les ldche sans vitesse initiale. Le mouvement sur le plan

S

horizontal s’effectuc sans frottement.

1°) Soit O un point fixe du plan. Montrer que le centre de masse G du systéme est

immobile.

2°) On pose GM, = x,(1)i ct GM, = xz(t)'i', oit iest un vecteur unitaire dans la

! dircction du.yeeteur, MM, . Trouver la relation entre x,(t) et xz(li :
3°) Exprimer en fonction de x,(t), xz(tfj , 'k et L, la force exercée pﬂ.l: le ressort sur le

point matériel M, .
- 49) Tmm:ur I'équation-dilTérentielle donnant }v:;,(t) ¢t la résoudre avec les conditions
initiales donnces. Quelle est la pulsation propre o du systéme ?
5°) En déduire I‘équufinn horaire x, (1) . |
0°) Calculer I’¢énergic cinétique Eq(1)
7°) On pose x(1) = x,(t) - X, (1) . Montrer que I’énergie pnlcntiéllé'E,,(t) du systéme pecut

s¢ mellre sous la forme [, =-2—k(:<—[,)? +C, ot C cst une constante que 1’on

précisera. En déduire I'énergic mécanique E du systéme.
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EXERCICE N°2

A

Un gaz réel a pour coeflficient de dilatation isobare o = 1 [ENJ =,;.—$ et pour

V\aT ), [
coefficient de compression isothernte y = — 1 [5‘\?) _1_b /
. oP P PV

avec b = 5.10° m’/mole. De plus, I’énergie interne de ce gaz ne dépend que de la
température, U = ¢T avec ¢ = 28,2 Joules/ degré/ mole.

1°) On, 'fait subir & une mole de ce gaz a partir d’un état (Pi=100atm ; V,=0,5litre :

- Ty=545K); une détente isotherme qui I’améne a |’état (P/=10atm ;V/).

a°) Calcuicr le yolume final V, .

b°) Quel est le travail échangé au cours de cette transformation ? Préciser s’il a &té
regu ou fourni par le gaz. N
c®) Quelle est la quantité de chaleur échangée avec le milieu extérieur (.
2°) Le gaz pris a I’état (P ,V,', T) est ensuite détendu de facon admbnt:que jusqu’a I’état
-final (Py; V2 =20-ites; Ts): 8\

: : A | F W, _ .
a°) Etablir ['équation d’état du gaz, en y faisant figurer la constante R 'des gaz parfaits.
b®) Déterminer la température T; a la fin de ld détente. |
¢?) Calculer le travail échangé dans cette transformation. On prendra R=8,32 J.mol 'K,

d®) Représenter les transformations subies par le gaz dans le diagramme de Clapeyron.

A
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CONCOURS D’ENTREE A L'EAMAC |  EPREUVE DE PHYSIQUE
SESSION DE JUIN 2009 DUREE : 3 HEURES
NIVEAU INGENIEUR

Un point matériel M, de masse m est reperé, dans le plan xO
ses coordonnées polaires (r , 0) dans la base polaire (€ ,e
d’€quation polaire r =

y d’un référentiel Galiléen, par
¢) - 1l se déplace, sur le cercle
2acosB ou a est une constante positive, sous la seule action du

F=mo(r)€, . A I'instant initial, le point M se trouve en A, =0) etsa
vitesse initiale est V.

champ de force

1°) Montrer que le moment cinétique par rapport 4 O, L =OM A P, reste constant.

2°) a°) Quelle est, dans le cas genéral, I’expression, dans la base (€,,€,), du vecteur

vitesse Vetde la constante des aires C = —1—'- ?
' m

b°) Exprimer, pour le point matétiel M, la constante (-:JﬂJ a 'instant t = 0, En déduire

; ™ I .
la valeur de la vitesse angulaire d_? en fonction de r, a et V,.

3°) Exprimer en fonction de Vg et 0, les composantes radiale V. et orthoradiale Vy de la
vitesse V du point matériel M et écrire son expression vectorielle.

4%) a°) Quelle est, dans le cas général, I’expression, ‘dans la base (€,,€,), du vecteur
accélération y ?

b°) Montrer que la composante Yo de I’accélération du point matériel M suivant €
est nulle.

c®) Exprimer alors [’accélération du point matériel M dans la base (€,,€), en

do

fonction de Vo, 0 et e puis en fonction de a, Vy et r. En'déduire que la

K 3 7 r.:
fonction ¢ (r) est de la forme : - — ou K est une constante que I’on précisera.
r

5°) Déterminer I’expression de |’énergie potentielle U dont dérive le champ de force F,
en considérant le potentiel nul 4 I’infini, en fonctionde m, K et r.

1
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EXERCICE N°2

Une masse m d’un gaz parfait, de masse molaire M, décrit de fagon réversible le cycle de
Carnot ABCDEFA :

® AB est une détente isotherme a T, = constante,

* BC est une détente adiabatique,

* CD est une compression isotherme a T = constante,

e DE est une compression adiabatique,

* EF est une compression isotherme a T, = constante, et

* FA est une compression adiabatique.
On désigne par (Pa, Va), (Pg, Vg les pressions et volumes du gaz aux états d’équilibre A,
et Betonprendra y=14. Onrappelle que T.>T>>T;.

1°) Representer le cycle de transformations dans le diagramme de Clapeyron
2°) Montrer que :

a°) La quantité de chaleur Q, échangée au cours de AB est une fonction de V5 et Vg
b°) La variation d’énergie interne AUgc est une fonction de T, et T,.

¢c®) La quantité de chaleur Q; echangée au cours de CD est une fonction de PcetPp
d®) La pression Pg est une fonction de Pp, T; et Ts.

e®) La quantité de chaleéur Q, échangée au cours de EF est une fonction Py, Pp, T et
Ts

f°) Le travail W4 est une fonction de Pa, Pr, Vet V.
3°) Vérifier P’égalité de Clausius : Q kS Q + Q, =0 .

Ij A 1Yy

'1:|__ f:':'! | L) 3 .-l;l‘-
S ""Ft‘:ﬂ.l_:‘ : o n | ik
; \:..r-.-;‘; ;‘-‘EEE:-. 5 - I . §, p -. - ‘o = » a -- -' =

- r1'|' B - L . s { . =i, -
e iy N b LR ;'# \f MO Y S e g w2 hy

’ .._._ n:.r_h._ - e -ﬂm;ﬂﬂ i. L B » -.E-\.-f 5 0 *-l : 2 w-'-'!:I .-'_le. .

' J A A S =
I non s ?&ﬁ W TOTEN e G

?’ ‘
L]

i HA, -_'E l-._-.- . = . :_ ) i - . '..‘..'- _'_.1 ey .‘-: . ' . o . e » 5. .
- 2R aniner enpietson b S cotoagieis
p ot _ - '

- R
fi i‘:*lﬂ L,

! : - ab - - . 5 . gy g [ 5
B o - i L5t 1 LY oy, W ‘_.- [} 1 1 - LY N =1 .
EE . TORE et SRS 2 & T it 0 TR T 1 O pAWTAC IR IS I o f-ﬂ:lﬂi_= 1.._-:!1
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CONCOURS D'ENTRIT AT
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e e L T I T ———

EPREUVE DE POYSIOUK 7

SUTET NO1o

NIVEAU INGENITR DUREE : 3 HEURIES

PEEE R e e e s e

acreice n?l | . '

O concidere voe ligne de tramamission conxiale constitude comme indiqué sur la figure

par dens evlindres de nés pramde longueur et de méme axe Oz,

. I C
SN
/ I oa - A 1)
| -+ ™ .
[ ( n) ' g
N I M E
1~+ J‘ ;
\ ‘ 1‘\‘%_ 'f_' .‘,.r "

(OO 0 OM =

FeexTndve (1) pleinawn ayon o le eylindre extéricnr (2) creux a un ayon intéiour b, Cey
dens eylindies cont métalliques de concuetibilitd infinice, Un point compriz entie fes dens
cxhoadies s@ardeho, m sesseaordenndéesey lindiiqueserals 7)1, cspace comipis entre e
Fexhedres est e video Avine deseste¢mités deectie Jigne'de edié 7.2 0 ¢y appligaée une
tensten altgmative V=V eosm

1) Onidimetbea que Ie chinnp électique dans Fespace vide séparanl les conducient« e«
tnnne p
t i l"Ill E
Jor ot cosm(l )
/ ¢

!
Log -

2 (7
1:“ ey ]:‘?": 'I

L Dérerminer B valeor de nopour laquelle Te champ ¢lectrigue satisfait 4 1 éguation de
propagation des ondes et aux conditions anx limites.

20 PEtermines enoun poainl M oquelconque entre Tes 2 conductews Tes eompoginies
B By ot 1 du elamap maencligue.

Application Numérigque
Domner Pamplitude du vecteur champ magnétique ponr les valeurs

e slem etor = h=Sem avee =10V e Logs =16

2 Cadender la civeulation du champ eleetrique Te long du parcowrs ABCL indiqué sur 1
lowme,

A0y Calender Te veetenr de POYNFING ef détemminer 1a puissnnee moyenne hansportie
par le champ lectromapndtigue dans Vespace séparant les 2 evlindres of teasersand
mn plan de eoté 7 (¢lément de swface dS - v drd),

A thelle seril B valeur de Taoacsistinee R, gqui dissiperait e mdme puissance
movenne stoon hui appliguait laneéme dilférence de polenticl ?
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On dorme en coordonnées cylindriques

Fxercice n®2

i OA 1A A1 g’°A  20A @A
T e T Tar f e’ rfes 8z
(10A, 064, b
r 00 oz
- —- | CA A .
: = 1otA L — =
A(Ar,AG‘Az) rot E';’z =
1 oA
E—E(rAB -
|k1' or I 3*3)

1°) Dans une diffusion Compton, un photon incident. de fréquence vg de }Dn_s;}y:ur
d’onde ho, rencontre un électron supposé libre €1 au repos de masse m. Apies le
choc élastique, le photon diffusé, de longueur d’onde )y’ se propage dans unc
direction faisant un angle 8 avec la direction Ox du photon incident ; et I’électron sc
avec une vitesse v faisant un angle @ avec Ox. On pose

Caleuler :
a)
b )
c)
2°)
5.)
b)

fiv
o=—7 . |
Jiic
R
La variation relative de la longueur d’onde de la radiation : en
0

fonetion de ’angle de diffusion € et du rapport o | en déduire la longueur

d’onidesdd photon émergent, lorsque la.diffusion se fait & 90° ;

1. énergie du photon diffusé en fonction de 6 et de o ; cas ou 0=90°.
Exprimer 1g @ en fonction de 8 et a; calculer @ pour 0=90°.

Ewblir 1a relation entre les angles 0 et ¢, B figurant comme seul

parameétre dans cette relation (B=v/c). Simplifier cette relation dans le cas

ol la vitesse de recul de I'électron est petite devant lz célérité ¢ de la

lumiére. - |

Posons t= tg /2 montrer que ( vérific une équation du second degré, €, B

el o sont donnes.

Application numérique : on donne ’angle 8=90° on demande de calculer

f en prenant pour valeur de ¢ celle calculée 2 la question 1)e)

3°) On véalise une collision Compton entre un photon de longueur d’onde ko, se
propageant suivant I'axe Ox vers les x positifs, el un ¢lectron qui se dirige vers I_es
% nigatifs avec une énergie cinélique T=0,5MeV, dans le référentiel du laboratoire
(Rg). Déterminer :

a)

La longueur d’onde % du photon dans le référentiel (R) he a 1’ électron.

b) La direction du photon diffusé, dans le référentiel du laboratoire (Ro),

sachant que dans le référentiel (R) la diffusion se fait a 90°.

¢) La longueur d’onde 2" du photon diffusé dans Je référenticl du laboratoire

(Ko ).

-

-. .I
It # f

e fe F :
"i L ia +"1 -1-|

il
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dy Caleuler dans e faboratoire Ta perte d'énergie cinélique T-T° de I éleeton
e coms de L collision, en fonction de ooet o8 € o™ =hvy/me’y o v est

la ficquence du photon diffusé dang (Rp).

O doenne :
T

- L lengoeur donde Compton = e =0,024 41

LA

- T Tongueur donde du photon incident 2= 0,100 A .
- Fenvrgie de Uélection au repos - me== 0,51 INe V.
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Corrigé du concours d’entrée au Cvolc d’ingénieur de
AR gty ]
IEAMAC - Session MAT 2015
Epreuve de 1\I.t(llé1|11t1queq ‘
N /{»‘
Exercice 1: . "’79“"’""-»\

ewling

%“

1.a) Montrons que (R*, +,.) est un espace vectoricl. Cest facile A vérifier. ll faut savmr,cfu un c)émcnt

LY )

de R* est a = (uq, @y, a3,a,) ct montre: que R* vérifie les axiomes suivants. ¢t~ X,/
R* non vide (1)

“+" loi de composition interne (2)

(R*,+) est un groupe "+" associatif (3) '

A

'S /'45;‘ K "
R* admet un élément neutre pour la loi t'}'+‘ VR Jo
tout element symétr 1sable pour "+" dans I}%ﬁ?(ﬁ)}“:’:"(i— 4

¥ -
0 o

.o - 2 %"'“t-»ii%; |
- = : N F;: Eﬁ ‘:_,“
u) (0,0,0,0) € R* car 0 € o O e .-
1 B h . % . P ‘ . L
(2) Soit (ay, az, as, ay), (by, by, by, by) € B*. Montrons que: | ¥ '
B, {;t%."‘.'j.q..‘..»{:"‘( /
(alr az, as, 04) + (b1: b2| b31 b4) < R4- 5""“ - _M‘

En effet, (aq, az, as, ay), (b1, by, bs, b4)'=/(‘ﬁf& b1a az.f;+ by, a3 + bz, a, + b,)
ap,b; ER=aqa;+ b; €ER =$a£4+ b EH’&dou

\ 57
(apav; as, a4) + (bl. by, bs,by) € R* ’4‘

&
3) Ona:a= (al, az,a;;,ﬂa‘i) by-- (bp bz, bg, b4) c= (C1'L2' C3, C4) € R

-

2
Montro que(qe+b)+x-—a+(b+c)

a+b (al+b1+u1,a2+bz +C2,a3 +b3+C3,a4+b4+C4)

Pmsque@\aﬂ- c, € R et R est associatif. (a+b)+c=a+(b+¢)
A, P }‘%"

u\\»

~* 7

16 HL clement neutre est ¢ = (0,0,0,0)

b\

cap (axn az.a3,a4) +(@,0,0,0) = (a4, ay,a3,a,) Va € R*

SyVa = (a,,a,,as,a;) € Rchercher a’ e R*tel quea+a' =e

Prendre a' =-a.
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venhons de méme quce
ve,feERY A€ R A(a+h) =Aa+AD

Vo,fER,a e R (a+ f)a=aa+fb

Va€ERY 1.a =a "\,
Va,fER,a € R «a=a(fla) AN
NB:a € R = a = (a;,a5.a3,a4) q€R i €[1,4] | "

b) Exemple de s.c.v de R*
l)’,‘ = [x:,xz, X3,X4] S [}Rq, 2.\'1 + xZ + x.3 + X4 = 0

DE={x;, x5, x5,x,) € RY, Xy +x,+x34+x, =0

T e E.

DE={(abc,d)}€R', a+h+3x4d=0 R,

NB: 1) Le principe est simple il me faut pas de constanie -autre que 0. il ne faul pas avoir unc

multiplicative de composante. , AL

2) On peut également démontrer cela en montrant:és trois axiomes

A

E '—Pt @ PN “

Va,beE,a+be [
Va€E,A€R, Aa€k %

» - d ’ “;-:‘l" ) . b et »”
2-Qui, ¢’est un espace vectoricl réel, (facile & vérifier) tout ¢lément de C est de g lorme a + ib

a,b € Ret les comps de base ot R)

A

g%

s K& ‘1...:‘.-._’.

Exercice 2 - J

'_‘h\
SN
F‘:“/

r{]

W
/(%1 + 5x; +4x, + Ix, = 1

t1)Ondonnc : § 2x; —x, + 2x, — Xy =
W 51+ 3x+8xs + x4 = 1
15 4 3 |1 Js =l

)O0nal[2-12-1 0]«
53 g 1|1/ 5L
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e L ST

. 15 4 3
=|{0-11 -6 -7

-2
...4, =t l3_’5[1

15 4 3 1
6 7 | 2 |el,-5
I SR TIE TS kv
0090 0o (
/"a
Sl 2 (
10 7717 |11 /'-‘»';_-:_.
=(v 1 8 7|2 |donc : e
0 0 11 11|11 { N
0 0 0
i g
L4 2 ] i
x — Y — — o R ___ - .Y ' l’:’-t o iyt [ T
1 11 3 11 Xy 11 X1 (1 1413 + ZX4) e e Sl
= ;
t+6x+7 = 1 s v
2ty ¥t = I Xy = H(Z — bx3 — 7x4) (_g% L
'((x Xo, X ).EIF&/l ! (1 ] 14 2 !
’ ) . o _—=— - “ A2 = - - 6x; — "
( 1, X2, X2 | 4 X, 11 X4 + 14) et x 11 (2 ().13 7.’14)
P

2, b g

S5y,

> e ]
—I‘; AR =3
’A

Exercice 3 : /< o’

\\.\ ~X

. n J’
{xe E/)} 1} R,
,a\ %’3&4 )
sSorl‘_x e E

/ B 1+x
La) f(x) = Sretan ( ) et g(x) = arctanx onl les mémes dérivees sur
4

.}_/(’zc = 1-xtltx 1 2 ;

\T A3 g — - x =
LT T e e T ey

1=x
by 2
e \
(1-x)2+(14x)?
2
1-2X4 27+ 14+ 2x4 x2
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2

1

= = = q'(x
2(1+x2) 14! g'(x)

b)Ona: f'(x) = g(x)
=f)=g)+k keR
= f(0) = arctan(1) = g(0)+ k =0+

=k

- [

f)=g() +7| VxEE
23)Ona: (sinx) ¥ = pxInsinx
— (_‘xln(:c—g.pc?s!)
= pXinx exln(i-”;—z'g_‘;_;.)
(2o

pXimy o ex\T*‘?I.

\ ]

lim,_o(sinx)* = 1

b)

n

T rr
Onpose X =x—=, x =X +="0
2 2 et

&7
4

—}Isitu:"‘

)

ez(x—f)'"(_x*i:')

cosXx

sinx

(mn)uosx = (_

.

— —— . y x3
_e2 ) ez(x—T)ln (~x) 2(
i &
e,
‘ b x3\x* P
£ ZL’J‘—‘—)— 2\ x—In (-x —2x?
‘H;;,z”;‘-}t‘ (’2)((:'( 6 )Xe3
Ki;f’ X1
) ’ . o -
*"*-:;i_ y lim (sinx)2¢0s* = jjm ¢ 2\!
Vi S ST x=0
2

lim,_x(tanx)?<* = 1
e :

¢) lim, Lo (1 + x)™ = lim,_q e/M¥n(1+x)

“mx _.E(tanx)ZCosx ‘ A \\ F
z .

(%)

N

k

3 ~
o
X— )In (1—)

"‘xgi) X ezx'ln(-x)(l_

= e~2sinxIn(cosx) X p2sinxin(sin (-xp)

2
I) 1 .2
6 XG71(1 6)___1
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= lim,_, e =1

lim,_,(1 + x)n0) =

Exercice 4 -

LN e = (et 1)
l.a)f(\/;-!-m fik—f(.1+2?f23+x§)d1

—f1(11+2fxr,(11+_[_

—

2 2 1y 1
h"z+‘fx? ——+k
2 1+— i—l)"sx—l
T1)x
1 12 2 1
-'\ +'—xb_“+l\.
'5"5
_ 1.2 12 % 1
oA +7x6 +3x3+k ke R »
) -

12 1 12 7 1 %
f('\/:'i'ﬁ) dx-—z.l +7x6l3x3lk ILCR"

T '\"
3¥Mmy
1% 1%
VN r
= J‘ e(xl112+2x11;§+3x£§5)d£‘\_,‘
\, W, A ) )

bs fzr_32x_53xdx - f e'xluz X ez:lus

w
P

= f e(-t1712+2xln3+3xl‘r}’5') dx

o]
= 2f TR i xIn24+xn9+xin12s
; 1&@1121713;»31:;5
49"""“ V“: 'Y
A:\';‘_ RS Pt

eXin(2x9x125)_
'~ln (2)“))(125)

;t\ ’,.

NP
2%, 320063% 5 2, x{n(2250)
f { 4 T (2250)"”

p 1
/’A, In(2250) ¢
A

_ tanx®+1\ 2 ﬁ
S e

L X cos®xdx
tanx sin'x

-‘-‘f+dx

sin®xcos?x

(1+tan?x)
sin®x

]

f dx

_ rd(tanx)
_‘f 51”23\‘

In (2250)
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U

2
1
=5 I(tanx + ......_) (dx =
tany

—

2 [ tanx X ——
= —‘—-,- X tanx + 2 [ tanx X ===
sinx cosx
-2 —_—
slnxcust jcon sindx i
1 dx
= e -f- )
sinxcosx J-sln‘.!:
X
In pose t =ty (;).:M -(l 4+ t)dx = dx = —d!
2t Ix -1-(“ 2
smx————, —‘--_—_ m _J-Z(Ht) dt
1+¢ sin'x
1+tz)J
dx 1 dt 1 1 1
Y — T - R — -— e p— — » »
fam=glmrsfdi= ==+ 4k ke R

-::.._. w(% -{-—[(j( )+I\

2cosxstnx
—_— X — A
, < tanx | tanx (

il‘

»
e ]
-

1
[ (tanx +
tanx

2

! ]
) s SIMYCasx (g (}_) +tg (%) + k

%
x3-2x 3 3x : W o g ‘
d) I(,..H)zdx = f(lh.; ~ U+x2)") dx (dégomposilion en éléments simples)
. .
= dx — 3 — (X
f 1+x7 f (1+x7)?,_,!‘a~c
!
==In(1 4+ x*) 4= ><—1—+‘k
14 x4
3 -
x¥=—=2% 1 . 3
= || ————dx = =In(1 + x?) + -
I(x2+ 1)? 2 201 4 x2) + k
h - ":;1. PN .\
, \.."A"_‘r‘.'r "
i_" ,.("
\““.‘.-‘- /| 3 1—] 3 dy 0
2 3 =4z L=I2,771=2 (J) ==X
2) y g.'é‘f’ﬁ't?&:f, k 4 dx 2:( Zx dx 4 <
j ) |
A o0y d 1 9
: y
= . - L, i
nl 3 [ (dx) dx = [ |1+ 5xdx
"y

;:1- J*M +- Qxdx

1
2 9(4 + 9x)adx
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Con rigé du concours d’entr ée au (‘volp d’ingénieur de
PEAMAC - Session MAT 208
Epreuve de M .\(hcmauque.s

b /'i\
-
/'..:”.1' iy \«t
N e A Y
EXERGICE? : ) .
o) h
f{ﬁ“\ \:-v
L ) AT ‘%‘.‘4’: " ;
1) Moutrons que VT est un idéal. P "N
Mountrons d*abord que VT est un sous. -groupe de A. On remarque que I c \/_ done 0 e V1. Soil
x,y V1, ilexiste n,m e N tels que x", y" ¢ I. g
Alors  (x — y)n+m=1 Zn-!-m-— (n +m — 1) ok (—y)yrtm=1 ‘!f,,\
I{ ) "“‘ 1. : \:~§' ’

=y

‘!

Pour tout k € {1,...,n 4+ m — 1} Soit k 2 n. soit 1 4 m— 1 — A

31 v
la somme sont d.ms L. et la soinme elle-méme est dans L“ll»l(:"lC a pmm er que l st stable par
multiplication par leg elumoms. de l anneay %

Lel que x™ € [ el € A Alois
(ax)" = a'x™ € /. -

2) Que se passe t-il si [ = 02

3) Montrons que /1 nj \/—n { \/ﬁ
Soit x €4/1./, etm € N tel que x"»f: I'n].On remarque que I.J c InJ, donc x" € | NJ.On a

donc+f1.] © \ !

Soit x € 1/1 ('i],'n E N tel que x" €1 n] Alorsx evletx € \/_Onadonc,/l Nnjcin \/_
Soit enftn\x E \/_ 1IN ﬁ n,mehnN telmue xteletx™€e]. Alors x™tM = ynym ¢ 1.J, donc
x € JiF, Ona dom vinJle L]

F mdlcmcnt ou a la succession d’ mclumons

J! Jic ,jl njc \f-n‘f_ c 1 Toutes les inclusions sont done des égalités,
/:.\ \E.ﬂ'—'*'

'4

o st lc radical d'un idéal premier J ?
4 --,;_\9,90' c

W 4
i . ((1 -
JS) Déterminons complclcmcm le radical d’unidéal J =vmZ de Zowm = Bt o B
Notons m = p pr” la décomposition de mm en facteurs premiers. On montre alors que
! Lonnd l wem o

VmZ = py - pré

D'aprés la deuxiéme question,
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ymZ = ’p?‘lﬂ...ﬂ ’)J:’Z
=  JpZn..nypZ

= ol
On vérifie alors facilement que puisque les py sont premiers.

P Prl =Py prl.
6) Déterminons I+ J:;1nJ et \/Tpour:
a) I=8Z et =12Z dans Z

b) I'=(X-1) et ] =(X) dans 2[X)

Clest trivial, nous invitons le lectenr & le faire.

)

Rl
<" d

P
An ¥
- “a
Gy
4 N
rd
3 1)
L v
i £ )
-8 v
'S
] "( v, £
-7 - & [{y
S ;
P ‘:': - "i :
# ~h4 "\‘Qi
J:
#
$ 4
R
.
b ~r é
[~ '
. ¥
I
f
by j
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Corrigé du concours d'entrée au Cycle d'ingénieur de
IFEAMAC - sessmn MAIT 2013

Epreuve de I\Iathemathues

Exercice 2

Déterminons dabord le rayon de convergence de cette série. P

a,,, a n+1 (n+Dm+2)  (n+1) 742541
=) =— = Donce
\ ) N n=] - - - = L
a, (n+2)n+3) (=1Y" nn+1) 04
n - 2
Ona = -

+—— Donc
(n+1n+2) n+l n+2

R
2 x™ = —\"™M 4=
- e 1+ il . N+l \?“ n+2
2(_] n . ‘\\' - (—1,’:
2_ ) s =) \ (n+l)—v(—x) =—— Donc
v o n+1 - 1+

+oe (—I)n o P . - | \ L ‘. r
g”ﬂA - -(1+_\-J""‘-[-\lrmjd'“—”hu\-.nn

= (=)™ 3! ’ R T =

P e N i -l | I PPURLI I

) X = clx v—-1+ TEA VIn(y+1
ot 2 jl F:x [l l+x) 2 dl

“

Amsi donc,--

” .2
Zu =—x +111(,\ +1)+:{ _1_)_ ~x+In(yt 1)\= =X+ 1)+ v -
X\ Z

osons «, = (-1 )"

)4 2In(x+1)

n=l v \ f'
Exercice 3
My, flx.r.z)=2x"yz—x2— 222 .
Tu a » ~ a/ & e df
-‘—f-=(a.\'-yz—2x=2.=.‘(3\;1'2—1); ——=3xc-2p=2x'z-v); =2 Y
ox dy 2

"

22=2xp~ z)On 2
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.11015

. 4] - a
lim{—=1= R =l 470l
= =y a”

i .2

AT

4_,( -‘) *r*— Donc
a=] T .\

—

dOﬂL



21(dpyz=1y =0 D= ¥ =000 yyz =

'\‘Jl—'

?.(.\":—_l')=() (2) Si.

v=(oalors yo=z =),
2y=2)=0 ()

y 1 : ~ : o)
Sy ==~§. alors (2)= y=x"z or @)= z=x'y D'l y ___._\-3(_\-3),) :_\'(y:>.\'° =l x==%] Dol

l ),
/'.h. .
J ye=d— S | CIONON
3 = .‘.. - ‘_{ N = i 3 K(‘ '\_ },,
l - :iv X N AR, “'I:-:f‘: ' ;5
. ) -"”’;'7}‘. \‘ '_“j
Exerciee 4 : A M
I ) “f"“\ o a\:,_:r’,. ¢t ‘_‘._/
7 e N )“ '.:':.il’f
sin3a=sin(2a+ @) = sin(2Q) cos +00s(2a)sin @@ = 2sin Loxlrx+( 2605 1 q}l )sin‘ey

%;:5,{5.‘& b2
sinda  2sinocos? rx+(2ms’a—l)mn (2
Done =

4 .
“ \\ WN._"'
- , Y08+ 2 082 drcm =4 ¢oser -]
Sma Sina A ", !
< 3 Py ‘cl”‘\ b4 )
smda =sin(Iex + ) = sin 3 cos & + cos Iersin o Orsin g = 4cos.”-a;smr,r singy
\ Y
Or cos3a cos(2 + a)"cosZ(rwsa —sin 2¢rsin- :x (7 ujb’(x Dcosar—2cosarsin 2a
yi, Al |
=cosa(2cos*ar—1)—2¢os a(l —q,os-‘o:),: deostar'=3cos o

A5, :
Dow sindar=cos arsin a(4eos2=1)+(4cosha ~3cos ) sin o et

: cos@sin (4 cos?a—1)+ (igm:’i(\z—-%cos a)sine
smda S S Q, & COSa):

: : e - =cosar(4cos*a—1)+(4cos® @ ~3cos )
T e P ( ) 05" X —3¢os o
N \ +
sinda <~y .
_ =8cos’ a- 4cma B
smha e, AALEBNEY,

A 3
¥ \"A .'|_ ‘“,‘

2) Relation m@;’*%;ﬁw P, :Ona

fisa By 0 L g b0 0 .. .. g
//g?m’“?a—/l b . - b a-1 b : :
3 0% b a-g - 0 ¢ :

P"('a)z = _ 5 _ ) (l"*/l
«:) 0 » - 9 @zxﬂ“u)bi 0 b 0
;\.~ \ / ? ‘: u . . : .
Qtt_v, . : 0 .. b : ! 0 TS b
¥ 0 0 0 b a=-A 0 0 0 b g4

=2 F(M)=(a-2)P_ (1)~ b*P _1(2) 313
Page
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3) Calcuions £ (4) et A (2) en fonction de «

P(A)= ”zi I,/l‘=((:—~/i)3~if=(u—u-—2bcnst1)’—h:=4l)’cns:a-—b’=h3(4mg:g_1)
: ==
3 n((2+he
— B(A) = b (deos fr—1) = 62 302 o gy (2]
ShYes sina .
a-A b 0 p ‘. "."‘ :
P(=| b a-d h :(“”)‘]1')1(’1)””(1’(“'fm:(""1)[1’:(%03’(1-4)] Da=A) Y

0 b o - /.

=(a= '1)[”2(4 cos*a~1)~- /!3] =(a=A)(4b*cosiar—b?—b*)==2bcos (4D cosa —2h7)

=IA)= 4 cos & (2 cos? ‘a=1) b (Scosj(r-—4cnsa) —I‘bm ai’i =(=bY —__sm( saitis)

singex SN (%
Déduisons-en P (A) en fonction de o

mi+ Ha
On a par conjecture : P (A} = ()" M
s

Preuve par récwmirence st uéeurrence forte) :

. ol S ((2+Da) Csinf(3 .
Pour n=2ern=23.0na p (3 (-_/,-)____(__L*_- WA (;{) Ly M(_’_]
: . © s ' sine
W < e e’ sin ( (A %])a
Soit n >3, supposons que W3 <k S B (A= (=" _._) et montrons que
S SN0 X

P A= (=)™ sin (1 2)ex)
neglA) =0

: - On sait que P"(/‘l) —(\a— ’1)1;4(’1)*'1)2]1_1(/1‘) =0 alors
SN i >

M(A)—(a J)P(l)—h P_(A)==2bcosaP,(A)-b*P_ (A)

sin ((n +1)er)

sin (n()’) _

— _9bcos (I(-— " —~2cos(=b)™! Sill((n+l)(‘1)—-(_1,)n»| din (H(I)

SN

- bi(=by""

sin oy SIN QX

£y ;o _ : .
(g‘ﬁ r)..(—lcosasm ((n+Dex)- sin(na)) or sin((1+2)a) =sin((n+ Ve + Q)
sima

o - . . ] .
=8in((n+Nax)cos a +cos ((n+1)ar)sin e =sin((n+1)ex) cos ex +3[sm (G +2)a )+ sinQrer ,]

o, l.a : I &
© avec sin ((n+2)ax) =sin((n+] }(r)cnsaér;sm(mz)

- b

NI 4 -’
Yot sin{(»+ Z)a) =2cosasin((n+Da)+sin(na) = P, ()= (-b)*" M
sin @
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T
t -

4) valeurs propres 4., 4, de A P_(i)=0c=(-h}'—-————-——-$m((”*1)a) 1n((n+l)d) 0
sina
— ‘fr . i '
(’”l)"‘- Aoke “_'”J T el A& ~a+2bcos; kx 1<k <n
n+ 1 \n+ 5
Valeur propre de 1, assoside ~ f“-'\
' propre de ¥, associéed 4, :ona (I’,I. .A\,_).- E, alors, o N\
{u L0 0y x, (),r \ A \
o A ‘ % AN
h a b l /‘% "\ /
VAW, = A 'V ¢ ¢ n ! ' | /ﬂ‘m -@;-;—-"
T TA NS 0 a "~ O t=| | d'ou fe systéme suivant:
. { \ - }
‘ E i { 2 *‘-;; R J
oa byl o : P
l%- -
00 0O b a )\ x, rl ! ,!l |, ' . - i*\_‘/x.
- ) :‘_ ) ' }:
(a=4) v, thy, =0 h i @,
(',“‘ 4'((1-(:, ),\“: +/v\.,‘ =0 () o .‘ -‘..“.‘
| b a(a=2)x b =0 (3) W
3 ’ "'f;"', )
Vhy, H(a=-7A )x, +hq =0 (n-1)
l btl"-r(a-l,)x"'n 8] {3 Ry e 1

(1) =bx, =(4 —a)j =2heosjir, = = 2eosia iy
9
- - 3 MY YY) v
(2) = bx, ==bx, +(4, ~a)x, Sghx)-+ .‘,Iz;m(rt‘ )T,

L
=

s'm 3
D x, ==y, +2c08(a, )5, = ~x, P2cos(a, ) 2eosta)x, ) = x (<14 deosie, ) ar,)‘\_‘
sing, "
< k

(3) = bs,, = —iwlﬂ, ~ ) x, = ~bx, +2bcos(a, )x,

os{a, )3, =-2cosqx, +2cosq, (deosta, ~1)x,

':')’c %o (4cos?a, —l)].r,’ =(~2cos ez, +8cos’ @, ~2cos )x,

sin(4ex,
Bcos” @/ =4cosa, )x, = -——(——-——‘lx,
' 1 ]
J/t'\ sin (I‘_
L N
) sin( pa, ) '
Op‘en déduit que V2 < p<nx, =—5"20 ¢ (preuve par récurrence forte sur »)
‘ o osinag, ‘
e ) t _
Bt . , { sin(2a,) sin(ng,) ) sin(Ca,)  sin(na,) )
Do (3%, ooy, )=y, ——ty TR L o |20 e |
' k sina, sing, U osing, sing, )
= (sinay,sin(2a,),....sin(na, )
sina,
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D'oe V, = (sina,,sin(2z, ).....sin(na, )) :t

2kx

).-...sin(
I \

n

nk.’.-'\'\
+1 Jl

k
is

= (sinw,sin( 2w h.usingmwy)), avec w, = ——

n+1
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CONCOURS D’ENTREE AU CYCLE D’INGENIEUR DE L’EAMAC
SESSION 2012
Corrigé EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Exercice 1 :
‘_'“‘——-

= Développement de cos’ x

La fonction f: x5 cos’ x est 27 ~périodique et de classc C' par morc.caux sur [, /T] Donc

les conditions de Dirichlet sont satisfaisantes pour /. f admet donc Un dé'.vclopp*:ﬂ'lfint en scrie
de Fowrier de 1a forme :

>F(f)(x) =—‘;—°+Z[a, cos(nx)+h, sin(nx)]

I‘.

s
- < 3 :
, - ‘\ v
(\ - . ~ Loy
et
: a

Avee o= [T 7 (eos(me)a e, = L[ (ol a1
: ] \ =

-

Or [ est paire = x 1 S (x) cos (nx) est paire et x 7 'i)

sin (rx{) est’ 1mpa1re
¥

=a, _'—I:f(x)cos (nx)dx eth .‘—

AR
Vﬁ " R -
B

{i, o+ 3 (cos(n+1) )+cos((n—l)x)dx]

transformation  du  produit cosacosp €n  somme

+'4%', 'n%]'sm((""’l)x)"_"!—sm((n )x ]ﬂ[a\ec n=letn=3]

n—

Calculons 4, et a,

a, = ZE;[L’(cbs(flx)+cos(2x))dx+3f:(cos 2x + l)d.l‘] = %
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1]

|-

a, —-U (cos6x+l)dr+3[ (cos4x+cos 2x)dx |

l.........—‘|

1
D’'ou SF(f)(x)= %cos X 4 Ecos(h’)

- Développement en série de Fourier de cos’x

Posons g(x)=cos'x

1

Alors g(x) = cosx.f(x) ;donc g posséde un développement en série sur Fourrier donné par -

.‘
i

SF(g)(x)=cosx. SE(f)(x)= %cosl x+—L—cos xcos (3x)

-

1 ~
= gCOS(dx) +—12-cos(2.r) +§

iy s _o» 1 poe2s aJ; . u
2. On utilise | intcgrale de Parseval - ;_:L (l)J dt =| 2€ ‘-’.Zz"(ian "lb" ) »
. 2 ) . -
Donc I‘ COS” xdx -—-j f (x)dx = JT(%"—*—Z(G; +b; ]‘-‘ 7{“:‘_‘;“%“.‘1-) [\\.:i
nzl .(?7
_sx "y N
8 = L s i
L/ R "IRE
O SEERLTAE L
cos xdx=x| L %al +a; |=2 '
- 10> 64 g #
Exercice 2 : ' R

. On utilise 'inégalité de Cauchy-Sehwarz N~ 77

Soit (E,<~/~ >) un espace cuclidien 24
N

Alors V/(x, Y)SEXE, |<x/ y>lsuxq:g)}v'

Donc, posons E [([a b])et <f/g >—I f(x)g(x ) etmq</>est un produit scalaire sur E.
(a) Mqg<./.> est fonnc bilinéaire sur E.
Soit f,g,he<E, A,BeR

<af+Pglhs= I:(af+ﬁg)(x)h(x)dr

=ajbf(x) S(x +[3j Jx x)dx
=a-<flh>+f<glh>
De méme, on montre que <f/ag+ﬂh>=a<f/g>,ﬁ<f/h>

(b) Symétrie :
Vinge E,< flg>=<ylh> (évident) Page 318
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(¢) Positivité
VfeE,<f/lf>>0  (évident) ) X
(d)Séparation:erE,<f/f>=0:>f=0 N |
Conclusion : <./.>est un produit scalaire sur E ; on peut donc appliquer I’inégalité de Cauchy-Schwarz a

<f/g>elona:

(Lb f(x)g(x) (i\')2 < J': 12 (x)dtj: g (x)dx

Exercice 3 :

1. Valeurs propres et vecteurs propres de A

Ly priza 3 2 |
Py(4)=det(4-a1) =(T?) -1 5-122 1 i
B 4 4 8122 ‘::": . ! 3 I\

(x7.2)eFro (4-1)| 5

==Y
2. Déterminons Upy Vo W,
un un -1 u" =2 “0
Onaj|v, |=4lv -1 |= 2 V=2 == 4"y,
w, w, -1 w, -2 Wo
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1 0 O 1 0
Or A=PDP"' avec D=|0 12 O |etP=l0 -1 1
0 0 % 1 0 -l
Donc 4" = pD"pP™!
1 1 1
Le calcul de P™'donne P'==|1 -1 -1
1 1 -1

Ainsi A" = l
2

Exercice 4 : A bodges, L
P el e ¥ W ¥

1. Espérance et dispersion dé"_la vax

E()=— [ e~

=0, car la fonction x — xva® — x* est impaire.

2. Fonction de réparation de x

-

’dsixSa
VxeR, F(x)=ji, “Jat-tdr sixe]—a,a[
a4

2 a B .
——,—I Nal —rdtsix>a
L7ma” 7

Calculons j\/az ~1* dt Page 320
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En posant i = acos€ ona J.x/az —de = Ialsin 9(—a sin 9) do

-

=a’jsin29da

a2
= ?I(l —cos? 6’) do

2r
a |
=—|0--—-sin’8
20 2
AN
a’ t 1 . {
=—(Arcros——-sm 2arcos-—)- '
2 a 2 ajl|l .
[
a( t ¢ tY %\
=—| Arcos—+— 1—(—) ;
g 2 a a a
\
Donc pour a <x<a,F(x)=i Arcos(i)i-£
T a) a

Pour x> a, F(x) =%(0~(;-7t)

)=1
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CONCOURS D’ENTREE AUX CYCLES D’INGENIEUR ET DE CONTROLEUR DE LA
CIRCULATION AERIENNE DE L'EAMAC
SESSION 2011
Corrigé EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Exercice 1 :

Ta \cileur moyenne de f sur 1:0 —
- ]
2

]est donnée par :

Exercice 3 :
Il s’agit d’une équation de Riceat;
- Solution particuliére,

1 2x +1
Onaj'-—y*+
X

iy o Page 322
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Donc on p:ut chercher ne solution particulitre y,sous la forme ax+b, acR,be R

En dérivant y, et en reportant dans I’équation initiale, on obtient le systéme suivant :
2a-a’ =1
at+b-ab=1=a=lcth=0
b-b*=0

Dol y, =x .

- Posons z=y- Yo, dérivons et reportons dans I’équation initiale, .

2 g-. r"“"l
Ontrouve z'+ 2 =% Aquat; il Vi g
ouve z'+ = qui est une équation de Bernouillien z. LAY N
i 9
on trouvc v /1 1 o o ;‘(;;'I".:‘l\‘
-1 _ 1, 1?1 Wil
M il quia pour solution = Ax+1,4eR A5D, 3},_?».
D’ou z =
= cty=z+y =
—-Ax+1 ¥ Yo

Determinons la constante A.

I(y x)dx L Cax )dx

Donc J.lz(y—x)-dlec:'.» A(ZA—3)=Q

ORROE:

D’ou A¢0:>A.—..§.::,y: 3 +x | |
’ I-=x : ,:ff-
o Ty NG
A=05 y=x+1 N Y
Exercice 4 : ‘ P
1.
- Rayon de convergence
En posant x = x>, ona g(x)= Z(-l) =
n=0 (3”)!
i 3n+3)!
Le rayon de convergence de g(x)estR = lim ( (’; )3') —
N=p4o n !

On en déduit le rayon de convergence de f (x) cst aussi R = +o0

- Equation différenticlle

£(x)= Z 1) (3 ), '(x)= Z 1) (3"(

Jn’-

3n)!
(x)zi(_ (3n)(3n_1) (3n—) | x) Z( ]) 3n—1 3rpag% 323

n=2 e
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+1

Donc f"’(x) ;( 1) (3n+3)(3n+2)(3n+1)(3 +3)1

= :?__:4( ) (3n)‘

]n

Dot /7(x)+ f (x) =1-% \

2 ) s()=1-5

Equation homogéne : y™ + y =0 a pour solution

y=Ae" —e% \:B cos[%_s—}+ sin Lf-\[-ﬂ,A,B,C eR &
. L

Solution particulié¢re : de la forme y, = ax’ + Bx’ + ln@y,» g,

N

xJ

On trouve y, ~1=-—

D’ou la solution générale :

y=y+i

. : e \.. % “ '
y=Ae* _eh \:Bcos(flzf—g—)] l—% A, B GeR At
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A-B=1

243
3

0=>A=-1,B=0et C

2
B -

D’ot le systéme < A—E—E{B—=
A

Page 325
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CONCOURS D’ENTREE AU CYCLE D’INGENIEUR DE L’EAMAC
SESSION 2010
Corrigé EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Exercice 1 :

x*sin Ry dx
On a +2v-——®\ sin y+ 2 yx’ =X, avecx' =—,x" 20
(I' dy
d)" dy
x . — e Y
Donc x'+22Y x-=0 (C’est une équation de Bernouilli en x, aveg._’-l‘r- \

2): 2y ri{":‘ \

1
On pose z=— ; alors z'=—2x'x et I’équation devient :
x

%"i+w—0 z’+5—8in_y=0
2y 2y y

- Donc la solutivn générale de I?équation initiale (.xz

1 )

|
Or z= ==

)

X

Exercice 2 : : : 3
1. La matrice de f relatxvement ala baseB est donnee par :

0 170 0} 1
07%0:71 0| Fres
M, - 4
(£)= 0.0 01
0000
3 -1 -1 -]
AinsiMB.(f)=’TMB(_f)_T=1 R
1 1 1 -3
-1 -1 3 -1

2. Le polygone caractéristique de M. (/)= Aest:
P(x)=|A-xI,|=x"*
Page 326
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v \ ,
(o aE) e B e d] e o By = (W)
i \

Dane A ncest pas digasidisabile
Come A e neine deoxon polvaome caretdviatigue (hdodme do- Cayley-Hamilton), on i
AN O\ 2 d

i ‘\‘ n \l “
v 0N \
Ona A - . ol J\__ "‘ {
¥ 0N 0 ' 2
0N O -\
N }"‘,
Exereice Ve % | ‘ |
= Domaine de detinition de I ﬁl % A B
- 3 \;:l "I s
‘.Il‘ ”h-, Al
Vre R, ona o l I l ' Vel poue XN, T série munéllquv (o rql l onl convetpente comme série
goal ) "\ | "
\ e G \
de Riemann \ & AVeS a4 = 2 loomme ln adrte ﬁ%( o )\q i dédiit
\l“ 1‘
qQu'elle conver p.e aussi, o I i

Do Dy -
< Dén ':Ihilih‘: de f

]\
[k A

Posons f, (1) - , e

\-.\ \‘\ ‘.'.‘ ,ﬂll )
e davtion rationnelle dont lo dénominateur ne s'annule pas

»nJ -«‘l"
oy a\d
(n ur)
n' oo
ntoow

La série do g

v ON ) Cree v 5 ,\.‘ i \ ‘ " " i o -
yt esteonverpente | done I série do fonetion de f8 /, ('\)H'm'cmu i ant
sur tout intervalle bomé de (04t |
Done £ est dérivable sur [04t] .

! b
! Y - " XN
e Ve N Ve Joo0fona /() =yt s fi(a) =2 .
" +) Page 327
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2
3 n

o _
Done f(x) = . A . )
(n +X ) (n +X )
x: n

dane (7 (x)] € ——— :
Donce ’ (‘)l\ (": +x° )’ +(n: +.\'2)

1" n
< i—;+—-‘poura <x<b,a,be]-o; 0]
noon
a g 1
~ — —
3 4
n n Y
i ‘r Ly "::a' fonctions de =
La série numenque de < fL.gu, = T+ 7 est convergente ; donc la serlg f:Y on
n ¢ \
converge normalemes lleb de ]‘°°’0] |
Sise normalement, et donc uniformément sur tout intervalle borné :
Done ./ est dérivable sur R . A%
Exercice 4+ a4 (&
dre . = . 3. -
1" méthode : Formule de Green, G 48
3 - - Y e
l '“-) 6(—.»:‘) e 1 :
[= ”D dx dy LR
L ox Cy N Bei
- yaa 'i 4
n 2 i "'n‘:\‘ [:_\
= ||D_v dxdy,avec D = dlsque de-centre O et de rayon a ; i e
= el = ‘;Eé} aiﬁ . ﬂ“i; N
= f _ [ r-sin® H(rdé?dr) » par passage en coordonnées‘polq.ues.ﬁ |
=0 ey - -\:: ’{\'_ Vl
xa* Wi,
8
2™ méthode : Calcul direct : ¥
, v .y 1
A N
Ca
— a L,x

- SurC;,ona_vz—\/a‘—x‘, dy =
2la-x)
~

Donc 1122_[0 s X |dx

- SurCyona y=—Ja'-x’,

S dx,="ﬂ5.‘l'.<_a
a” —x-

dy=~1~d S>>
Vai g h4=x2-a Page 328
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12=.[: x* (a* - x?) a:tx’ - x*dx
=2[’ ﬂa:_X2)—x’ dx

0 at = x°
Dod /=111y =4" xz(aj—xj)--xz dx

On passe et on calcule I.

- Page 329
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AC
CONCOURS D’ENTREE AU CYCLE D’INGENIEUR DE L’ EAM
| - SESSION 2009
Corripé EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Exercice 1 :
u

u
X - Vv

; \’__ X Qy __;\._
e cos}—’—ﬁ (1), e mny—ﬁ (2)
1) (—2-)-<::t:m—'—=l:>v=yArctan~)i N
1) y X X
2 , .
) \
ov ) X ov 1 v
Donc —a;(.\,y) - 5 :;>_.(1,1)= l

ov .
oy

Exercice 2
F(x)=-7

Posonsz=x+¢'+,7 \ dt=d7; .
- POUI’I]:O’ t=x+¢&
) Pou”7=/1, t=x+&E+h

Done F(x)= L[ £ ()t = 1(x)-

D’ou F"(x ——[f

-l]-l-[f(x+§+h)—j‘(x+‘_f)]
P+ +h=1(x+4)]
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Exercice 3 :
- 1
Posons F(_\,y)=J' (_\-_1);-rfy(;)d;+EL (5x-60)y(r)dt+2x

Alors F(_\‘"y) o:ﬁ?ﬁ(\ ,)20

Ox
:0+1(5\—6)))+2 0

4
=yv=—

X

Exercice 4 :

a b c)
Posons X'=| 4 rk

g h J & Ba

. ./-‘. 1 1(.:
Ona(I’ o) :(1 A B A B \© {:q} g
X J x 1)\c p) \x+c XC+D é B

1 4
Donc (X 1] M est triangulaire par blocs si et seulemenl si B%}O ou h* =

/...

-~

Or B=0,donc x4+C =0 ‘ ;‘”\
& { g p
a b a=ec (010 V4 “% ! “‘\\QVﬁ
Or x4+C=|d lerd+f|+]1 o 1| R AN 4
g h g+i 0O R (AR Asl
[ )y : ls\ l s
D’Oﬁa=oib='1:d='17e=0,g=0’h,=0,a+c=’ogd+f='1,g+i='1.
-"'"\,0 -1 0 \ ‘fﬁ-‘j
Dot z=|-1 0 o0 @ ; A
| 0 0 -l >
I
Déduisons-en le déterminant de M [

Ona det|[ £ 4 |- gaef 4 B
X 41 A\ Xdse xB+D
C— & X

e/ | - - -
Donc det(X | ;deet(M)=dct(A)xdet(xB+D) car XA+C =0

| ‘
0 0 -2

XB+D=|-2 0 0 |=>det(XB+D)=-3, det(4)=1
0 -2 0

D’ou det(M)=-8

Exercice 5 :

1. E(u)=[" f(x)}e™dx, f étant la densité de X. Page 331
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2 E(X"); Iﬂq)(ﬂ)(")' ol f/’(“)” h'("lm')
iu

|

!

-
= =i(u-1)
On montre par récurrence sur n que

o (u) = A1) (i) "
Pour u =0, on a ¢ (0) = ~i(-1Y' m(_l).(ml)

= nli"
Drod £(X") =i (nti") = (~1Y' nt
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R e T —

CONCOURS D’ENTREE AU CYCLE D’INGENIEUR DE L’EAMAC
SESSION 2008
EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Posons £ (-"'.“-'{) = f(-\'»)') & /7-(4- -yt —.\’—)’) =e™ + /1(4 -x' -y’ —X-Y)

- Conditions de 1 ordre

oL )
;’7‘.\‘ aye™ + 4 (-3-\‘: n 1) =0 (1)
L
] 51_ =0 o <Jaxye™+ /ly(3y3 + 1) (2)
éﬁ=0 X3+y3+x+y=4 (3)
(04
) e
3xT +1

A’3+y3+x+y:4

I cas: y=x

3 56 4
Alors 2x +2x=4<:>x’+x—2=0<:>(x,—l)(x§z+ D
ey, Y m

ae’’

Donc on a le point critique A(1,1), avec 4 =
2 2
Jime o 3.1“+f.5).y+3y +1=0 R
¥ +y +x+y=4 e
3'\_2 +3x}’+3y2 +1 =O o x! +y2 -*T\x-y-:-% <0 (abSurde)

x4yt

Eneffet (x+y)" 20 x> +)* + 220> >—xy

o =X 2eys oy ) vy 20
- Condition de 2™ ordre
On a n=avariables'et P =1 contrainte ; donc onan-p = 1 mineur principal

0 2 %
ox oy 0 3x° +1 3y +1
TR - - 4 R I 2 2 ay _ 3xae’
BTG S ) T P T e
og 9L 8_1, 3y’ +1  ae™ +aixye™ azxze“‘y—}—aye‘“)’
oy oyox dy° 2

Donc A, (1,1) = 80ae”
D’ou Page 333

Scanné avec CamScanner



TN O A (W) S0t (1) A (1) 2 0
Lo potnt ACLTY est un maximum

IO () = 0 et (<1) A, (1,1) <0
L ot ACHT estwn mintmum

Exerviee 2

Loorest e classe Clsar |2y en particulier de clagse ¢ par morceaux sur [-7,7] ; fest de 27 —
Praadique. Done les conditions de Diriehlet sont satisfaisantes et par suite_f est développable en
e de Fanier, )

= DA teninons cette sér e

NhN ) \J . " f ',.
() () - 2y ):;(u" cos(nx) 4., sm(n,\‘)) i, %
= W
Aver Ve N, a, »—I S~ m\(m)d\ et Vne N\ b, =—I f(x)sm( i, ’-
r"fz i P/ ’ m@q
QU 7 estpaiie = x 1o I(x) cos () est paire et = x »-%%j (x )sm(nx) E?iﬁmpgf‘lre*‘
!,:',,.. y ‘ j
= VreNa, \:—a.[ E cos(n\)cl VneN',b -0"@ b '
\
Ona g = J J(x)dx =
VreNa, -_-~I .\cos(n.\)dxa-———l‘( l)
| {"\ )
Done pour n pair, a, =0e¢t nimpairc a, el 4 ‘
cosn 214h1)
D'od \b(r)( )-—--—L 1 \
9

Par identitication on a

V"GN‘,bn::O’a" - 2' (_1) -1

L - ; —n? (n2 + 3)

Exercice 3 -

= Au voisinage de 0, on l’n(l +.\'2) ~ X

Page 334

Scanné avec CamScanner




\ 7
Doge A=) i i 2
N o - = —
VX+NX = NX = NX —
X g x wX——' 3
2 2
3 = L

2 i
‘ Q: ;_ T = ". "~ '--—.'-—'——‘q
St Ta@<lea>——, zlors 'miégrale converge en 0.

3

. .
* Si—a>} ~ . z2lors Vintéerzle divero 0

' e ¥l as——, zlors 'mtégrale diverge en 0.

p. 4 — - 3

—
#
4

VIsNx =

- Sita+

Conclusion

i 1 f=1)
- Sia>-——et a>— |,alors § converge

H
- \

-

(1)

Py

N
\

- Sta>——et .alors I converge
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CONCOURS D’ENTREE AU CYCLE D’INGENIEUR DE L’EAMAC

SESSION 2006
EPREUVE DE : MATHEMATIQUES

Exercice 2 :

A ll )

Ona D, :{(x,y)eR2/05xs2,—%x5yslx}
; 2

D; ={(x,y)e R2/2<xs3,—-%x2ys—2x+5}

Ona D=D uD, etD,ND, =¢

Exercice 3 :

. ' eisinr + c-llin.r
Posons z=e" ; alors dz = izdx: cos(sin x) =

—————

2

AR
e? 4e ?

5 Page 336
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C(\S x

cos(sinx) = eé ei =

-
F ™

Donc ¢*.cos(sin x).cos(nx) = —}‘:(e‘ + e;)(z" +?)

LJ (e: +e5)(z"+?)

Alors [ = —dz,avec C = {: e’/ l:l= 1} P v;“e?ﬁj

4i-¢ z o - (\ )

) T 27 S

e+ L)

Posons f(z) = oot = E W 2 ,.
D’aprés le théoréme desr Ssidus, on a I f ( )d'—ZJ'I RCS f 0) \
Lodn ooy € RSB
e sty - i PR

Dou /=

S o

Exercice 4 :

& 2

Soit (Fz) une famllle de fermés de E, avec n F 9.

.f’ |'€__,

Soit ye F

Alors £ ({y})estuncompact de E (d’aprés I'hypothése 3)

La famille (F iN j“({ y})) est une famille de fermés de /™ ({ ¥}) (Topologie de sous-espace).

i€l

ona NENS ((¥)=4"

Comme f™*({y})est com;—)act, 31, cI/] finieet .D (Fi nr ({}})) =g

Posons 4, = 'D Fi.

Alors Ay est un ferlé de E comme intersection de fermés de E.

Donc f (A).)est un fermé de F (hypothese 2)).

Ainsi (f(A_‘.))“_Fest une famille de fermés de F. Page 337
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Mais ﬂf( ) ¢ (eneffet ze ﬂf( )=>z S(x), x € A, ; en particulier

yeF

xed.sor AzN 1 ({z))=¢) .'

Comme F est compact (hypothése D, Iy ya,0p, (n e N')dans I tel que ﬂ f(Ay,) =¢.
: .

or £V eV (1) =p = 1 {11 -4

i= i=|

Or A4y, = ﬂ Fj, avec 1 ; posons UI),'
i=]

jel

Alors ﬂ Fy =@ avecK finie. D’od E compact, ¢ @

kek

Exercice 5 :

- " 1
) Onaa,=["e"Int—dt=—("c* Inssas
9 n! n!so

-t

_ - e
u=e 'lnt:>u’=-e’lnt-_i——

n+l
. t

Vi=t"= y=

fo et : _ v Jo
o |
=n(n-1 \4)‘1 e't"2dy . ) <

(Intégration par parties)

. . - \ ’ ' l +n —t - '
Ainsi de suite jusqu’a I’ordre 1 = n.L e’'dt=n!

nt 1
I+I—(n_+-1-5'!'_an+l n+1

Page 338
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Ona a,-q,_ =
n

Donc a—a,=1

]

a4,

|

/

[N S

. —q, =

a—a _ =
n

En additionnant membre a membre, il vient : a, =1+ 5 +..+—+a,

- 1 1
D’ou b, =-a_-logn =l+-+..+—+a,-logn
2 n

Donc ﬁInb":;/-*_ao
(hm u, ={, 0<£<

K-+

2) Supposons +Vne N, Cou (U) <y
C,(7)

"'(n)_v' limv =¢; 0<('<1
e (n) e
imu, =V, ) 3N, eNI/VneN, .
LR ts S Q;»w
g :>[ 5<u <l+g
: n ) : ___\‘;{6;( n+l (U)
oo C.(m )
| s

Ainsiona 0 <M< Lire
| (’7)

0< Cas () (7) <l+¢
Ci. (_’7 )

O<i(ﬂ<f+g
Cn—l(’])

On multiplie membre 4 membre et on a :
0<C,(7)<Cy.(m){t+e)™"
(£+ E)n—N_l = 0 ;

Page 339

En choisissant [ > ¢ tel que 0<(+¢£ <1 ,il vient lim
n—+y

Do lim C,(7)=0

N=>+7
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De maniére analogue, on établit lim d, () =0

LES R

Exercice 1 :
f(xp)= x4+ 2wy
- Conditions de 1% ordre

gf(\ ¥)=20"12x12ar=0 (1)

g{(\ v)=27 v+ 2p+2ay =0 (2)

e x+ay =0 (1) —ay
2 (er=—
Xy+y+ar=0 (2) 1+y »
On remplace x par sa valeur dans (2). i %
¥ 2 2 2.2 2 & &
a _v a a > a ~ 2 \ \.\. .~ 3
—_—ty- 2 =0y Y +1- =0 £ . W
2 2 l }2 7 ) 2 '2 t - \\ i A
(1 + _)’ ) + .‘ (1 <+ v' ) 1 + .} :\-.:‘ b v 5 ‘\
y ‘ \ =¥
| e
<y=0 v y+2y7+1- =0 TE .

<:>y=0 \V2 ye{_ a_l_}
@20=>-l-a<0 ‘é‘a e
Donc les points critiques sont O(O 0), 4{¥a=1,5

- Conditions de 2™ ordre

l:a ?@J
' 6):6y 55x2 o

)af(J_—J_) 2(a-1)+2=2
] (Va=1,~a=1)=2(a-1)+2=2a

=4s5-4=(a-1)

o' f

(Ja 1,—Ja-— l) —4(a-1)+2a=-2a+4

Donc s, -1t =—4a+8-4a> = —4((1“ +a-2)
Conclusion :

- Si0<a<l,alors 0, A et B sont des minima locaux.

- Sia>1, 0n’est pas un extrémum, A et B sont des minima locaux Pag e 340
- Sia=1, on a un cas douteux.
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‘ EAMAC
Ecole Africaine de la Météorologie et de I’Aviation Civile

B.P 746 Niamey ~Niger
Tél : (+227) 20723662 Fax : (+227) 20722236 http// :www.camac.ne
contact : camacsec(@asecna.org

~

SESSION DE MAI 2012
Cycle Ingénieur
Epreuve d’Anglais

Durée: 2 II
R I. Reading (5 points) {;\,
- Read the text below and answer the following que.g_\ti(_)ns.,;n‘
Gravity ) T \%

- o . . S ] ;' ;:~
A foree of atraction exists in every body in the umverse.: |t

Mmany scientists including Galileo and Newton. Thi 'f’gfav tational f

of the bodies involved. Normally it is very smallsb twhc .
’ e ol

|

) one’of the bodies is a planet, like
the earth, the force is cosi R LA b T
, nsiderable. Ey n¢ i
by the mace ot . D2 E el}'ﬂ)lgg on,,*%‘\?e@}‘e surface of the earth is attracted
oI the earth. The greater the mass, thedgreater is the earth’s force of attraction on
4 :'\] e

it. We call this force of attraction gravitv_ wE M4
i N
[}j_:;.We Can perceive weight only when a body resists

p astone there are two forces invalved. One is the

£ N : \‘ "
Bccausc‘oﬁ gravity, bodies have weight

gravity. For example, when we pick

-

lifting force we ex,%_%nd the other i$ the force of gravity which attracts the stone downwards

' A S g
and thus gives it'weis :
g ,igﬁt' Wpen a body escapes from the influence of the earth’s gravitational

pull, it can becorr.¢ *weightless’. For e ' '
-, & g o or example, the centrifugal force of 3 Spacecraft spinning in
orbit round the earth cancels the effect of gravity. The crew therefore exner:
' W &7 _ Xperiences
weightlessness. One of the minor disadvantages of weightlessness is that normu] pens will
| ns will not

write because the ink is not attracted by gravity to flow out of the pens

wdinning Eric H. English in Mechanical Engineering. P36

I. What is meant by gravity?

2. How can we peyceive the weight of a body?

3. What are the two torces involved in picking up something?

4. What happens when a body escapes from the force of the earth?
5. How does the crew of a plane cxperience weightlessness? |

Page 342

Scanné avec CamScanner




B.Give » Synonym or the French equivalent of the following words.

. Body

2. Weight

3. Exert

4. Escape

5. Weightlessness

II. Grammay (S points)
-« Put the verbs in parenthesis in the right tense. (5 points)

. The atorn_(to be) the smallest recognizable part of any
¢lement, B,
2. In the past people (to think) that eEnErgy could be created

or destroyed.

3. Galvanj (to invent)

4. The students (to do)

5. Professor Johnson (to do)

three years ago.

6. Next year he (to start)

7. Friction (to happen)

surfaces, AV AR

8. I was not listening when thc teacher (to cali) my name.

9. If T (to'know) -~ .f the boss was coming | would do the work
earlier. : '

‘\4

10. My boss (to travel)

tomorrow.
¢ .

B. Prcpositions ' :

Complete the sentences with correct. preposmons in, at, to, for, from.
[ borrowed the money “my brother.

[ am ready a change and a better job.

Sue, [’d like to introduce you Ed. Jones.

You shouldn’t stare —_ other people. It’s not polite.

Do you usually work _ the evening?

B

C. For each statement below select the right completion.

1. How children are there in the park?
a) numerous b) much C) many

2. There isi't .
i) none b) any C) no one

3. I need an umbrella because it right now.
a) will rain D) is raining ¢) has rained 'Page 343
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c g W other _—
= Yesterday [ was sleeping when my m -

4) has come b) was coming c)came
5. Millet is in Niger.
a) grown b) growing ¢) grew

L. Translation (5 points)
A. Translate the following paragraph into French.
A force of att-action exists in every body in the universe. It h;iq t)(:cn ivestipated by

« e . i g . e : 5 on the muass
many scientists including Galileo and Newton. This gravitational forc?;dﬁ(’md on
of the bodies involved.

Normally it is very small but when one of the t

es is i planet, like
the earth, the force is considerabla.

@ carthiis attracted
e

Everything on or near the surface of ¢

Ty 1 4
by the mass of 110 earih. The greater the mass, the greater is%ﬁ: carth’s fo
it. We call this force of attraction gravity, 9 £ :

-

rce ofsatiraction on

B. Translate the following sentences into English,

1. J"ai essayé de soulever | malle mais je n'y sui§ o
2. Pourriez-vous m’aider 7

3. 11 se pourrait qu'il pleuve agjotrd HuifSR
4. 1l faut que w finisses Ce travail aujouy
3. Vous feriez micuyx de rouler |én;

T gifted for scientific and technical branches than

22 Write 2 250

-300 composition in which yoy explain and

| <. 7 ‘Q it = = - - -
Ppott your view. Use the follo WINg potnts 2s a guide 10 write your composition:
ins 152 Womizn? Wag * l 7 TUOYou wink i ey Ie'tnere are mote maye
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EAMAC ENTRANCE EXAMINATION YEAR 2011

ENGLISH TOPIC FOR‘AIR TRAFFIC CONTROLLERS
PART B: GRAMMAR AND VOCABULARY

" ———— T ———,

cs
NAME & SURNAME OF THE CANDIDATE (write the names in capital letters and leave one box between names)

N N N I O I B F’TT‘I—T-"I_-,,_.__l_,;lff"_l

COUNTRY: (write the names in capitals letters using the boxes

1 I O I I O O I l%\%ﬂ”lffl

NB: Put a cross in the right boxes (A, B, C, D) on vour answer‘slfheet

1. My jeans are WEAKENING d’some new ones.
A- Wearing B-wasting C- holmg }.D- pUnchy
B 3 Q \'; @ \’
2. It's difficult when you feeltyou can! t AFFECT .. events.
A- Lead B-/control . C mfluence D- stablhse
¥ ¢ ; ¢
‘\ y .
3. Sheisan ACCURATE ................. worker and pays attention to detail.
A- Cautious B- careful C- correct D- strong
4. Hundreds of peopie'ﬁvere CROWDED ....cccoevereune. into the concert hall.

A- Compressed B- filled C- packed D- parked -

5. |am going to telephone the agents and REQUEST .......... a catalogue of their

gpods.
A- Order B- book C- reserve  D- carry

Il. Complete each sentence by choosing the correct preposition.

6. You should be pleased ................ the results,
A- For B- with C- over D- in
7. The bus stops Just ... the traffic lights.

A- Down B- to C- before Rage 345
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8. Itwas sunny all oo the summers mc'nths;1 -
A- Round B- between C- throug

Q

2. Don"tfeel guilty oo being late. o to
A- From B- about C- with

10.She has no control ... ... that dog!
A- On

B- over C- with " D- about

.
. Complete each sentence by choosing the correct pronoun, ‘
11.0Us always ... that gets the blame f \ o
A- | B- my C- me o D- their -~
de . 8 b 23
12.She was rather surprised at ... ".;’.a'sking her to help.
A& .
A- 1 B- myself I o C- m\y D- mine
Al EINT
¢ iy
-1 yours D- me

C- somebody D- once

.. for Causing trouble.

C- ourselves D- ours

nce by choosing the verb that collocates with the word in

16. People tell so many different stories; it's

hard to get 3 TRUE .
A- Description B- view

C. plcture D- drawing :
17.Canyou EXPLAIN ... YOuu got there?
A- That B- why C- how

" 'Page346
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1Z.ithi . JUDGEMENT to invest in training.

1
PR Esel e u-',-,.
-~ts . 3 ,A-,,\(,,_ ,_,.'.) ———— bt > -

A- Secure B- right C- sound D- accurate
1S.1am BORED ......... tidying up.
A- in B- for C- with D- on

0. Heshould . the BLAME for the delay.
A Take B- have C- do D-ﬁarw

LAY
v "‘:\
Q" f"_"v-,'- - - B ‘\"
/. Complete ezach sentence by choosing the correct modal verb. \
21.The womzan 2<ked if <} "N
e woman asked if she ... .. wait in hls offlce :?“

A- Would B- might C- will § g:, 3 maV

& \

33 "-f{“ﬂ el iy 2 1-\7" ‘"}4.. ‘ ‘: ';
ZZ fyouSzdntgiven me a lift, [ ..............._ late. 3‘5 \ el
- Micht h worge Wi Do SR
A- Might be B- would've been C- wén t; “D- will've been
£ '»;g.- .\‘3"-7 ;“:
23.He's latd She B
2's late Pe  _R)... .. nave told h m the nght time to meet.
A- Won't B- can’t ‘: Wm'sn t D- must
24 'm doinz it nov S 4
26 Fmdooingitnow. | .. have ﬁm;hed'by 6 this evening.
A- Czn B- must C- will D :
G s,v-.} ='am going to
P S W ﬁv}

2558 oo cmve late because of the traffic.

A- ’ha" B-oughtto C- may D- mighth
| = ave
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CONCOURS D’ENTREE A L ‘EAMAC FUPREUVE D’ ANGLAIS.

ANNEE 2014-2015: CYCLE D’
INGENIEURS.

A) comprehension: read the text then answer the questions.
Spts

Terrorism

Terrorism refers to acts of violence or the threat of such violence employed by
an individual or group as a political strategy. Like revolution, terrorism falls
outside the rules of established political systems. Paul Johnson (1981) offers

four insights into terrorism.

First, terrorists consider violence a legitimate political tactic, despite the
fact that such acts are condemned by virtually every nation. Terrorists also
bypass (or are excluded from) established channels of political negotiation.
Terrorism is therefore a weak organization’s strategy to harm a stronger foe.
Holding U.S. hostages in Iran between 1979 and 1981 may have been morally
wrong, but those terrorists succeeded in directing the world’s attention to
issues they believed'were important.

Second, terrorism is employed not just by groups, but also by
governments against their own people. State terrorism is the use of violence,
usually without support of law, by government officials. State terrorism is
lawful in some authoritarian states, which survive by inciting fear and
intimidation.

Third, democratic societies are especially vulnerable to terrorism because
they afford extensive civil liberties to their people and have limited police
networks. In striking contrast, totalitarian regimes not only make widespread
use of state terrorism, their extensive police power minimizes opportunities for
others to commit acts of terror.

Taking hostages and killing innocent people provoke widespread anger,
but responding to terrorism is difficult. The immediate concern is identifying
those responsible. Because terrorist groups are often shadowy organizations

Page 348

Scanné avec CamScanner



with no formal connection to any established state, targeting a reprisal may be
all but impossible. Then, too, a forcible military reaction may broaden the
scope of violence, increasing the risk of confrontation with other governments.

Fourth and finally, terrorism is always a matter of definitions.
Governments claim the right to maintain order, even by force, and may brand
opponents who use violence as “terrorist.” Political differences help explain

why one person’s “terrorist” is another’s “freedom fighter.”

1- Does terrorism belong to an established political system?

2- Why do people use terrorism as a political strategy?

3- Should one use a military force against terrorism according to the text?
Why? Or why not?

4- Why are democratic countries vulnerable to terrorism?

5- What is a state terrorism?

ii)\Vocabulary : explain'the following words according to the context.
1.25pts

1- Insights: ( offers four insights into terrorism.)

2- Threat: ( the threat of such violence )

3- Foe : ( to harm a stronger foe. )

4- Afford: ( they afford extensive civil liberties to their people.)
5- Issues: ( to issues they believed were important)

i) Translate:

a) Translate into French. 3pts

Taking hostages and killing innocent people provoke widespread anger,
but responding to terrorism is difficult. The immediate concern is identifying
those responsible. Because terrorist groups are often shadowy organizations
with no formal connection to any established state, targeting a reprisal may be
all but impossible. Then, too, a forcible military reaction may broaden the

scope of violence, increasing the risk of confrontation with other governments.
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b)Translate the following sentences into English. 1.25pts

1- La publicité des actes de violence contre les Etats Unis fait que certain
citoyens américains tendent a lier le terrorisme a I'lslam.

2- Toutefois l'islam et le christianisme cherchent |a justice et I’harmonie.

3- Tous les pays doivent étre prudents et courageux pour combattre le
terrorisme.

4- Les opposants qui utilisent la violence sont qualifiés de terroristes par

es regimes totalitaires.

5- La préoccupation immeédiate est d’identifier les responsables pour un

dialogue large.

B) Linguistic competence. Choose the best form to complete the blanks

S5pts

n il of the two teams won on the day.
a.the best buthebetter c.the well d. the gooder

2. Me and my mum surprised by the crowd in the shop
a.was b.were c.where d.when

B you and me, | think it is better to get it right
a. between b.among c.inside d. into

4. | enjoyed meeting them
a. their b. there c.they're d. than

5. were several kids in the room.
a. their b. there c.they're d. than
6. Never has John such a bad grade.
a. have b. has c. had d. has had
7. We'd arrive too early if we the 10.30 train.
a. took b.take c.willtake d.would take
8. | wish | her number.
a. know b. have known c. knew d. known
9. Had | had my address book you a postcard.
a. | had sent b. | would send c. | would have sent d. | sent

10. Sarah is having her hair
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a.do b.does «c.done d.did
11. Your car needs

a. serviced b.to service c. beserviced d. servicing
12. How often to the dentist?

a.doyougo b.areyougone c.yougo d.areyougo
13. He's taking a driving lesson. It’s the 1* time

a. he drives b. he drove c. he hasdriven d. he will drive
14. Next time try to put sugar in the tea.
a. less b.least c.theless d.the least

15. | was invited to two parties |last week, but | didn’t go to
a. neither b. either of them c. Neither of them d. none of them

16. He will get his wife the eggs.
a. break b. breaks c.tobreak d. broken

17. Never before have their parents so sensitive
a. been b.were c.are d.be

18. We'd rather--------=------ now

a.togo b.gone c.go d.going
19. This book is worth
a. reading bireadss, c.toread, .d.read

20. They haven't looked into the matter

a. still b.ago c.yet d.during

C) Writing : Is terrorism really a matter of culture? Use twenty lines to

express your ideas
4.5pts
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KEY ANSWERS TERRORISM. ( INGENIEURS)

i) Comprehension questions.
1- No terrorism does not belong to any established political system. it falls

outside of established political system.

2- They are weak. They use terrorism as a political strategy to harm
stronger foe.

3- We should not use a military force against terrorism because it may
broaden the scope of violence and increase the risk of confrontation with

other governments.
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4- These countries afford extensive civil liberties to their people and have
limited police network.

5- The state terrorism is the use of violence, usually without the support of
the law by the government officials.

i) Vocabulary.

1-Insights:  the ability to have a clear understanding. Comprehension,
perception, vision, judgment.

1- Threat: it is a menace, a danger, risk or peril.
2- Foe : enemy.
3- Afford: to have or do something because you have the means or

time to do it.
4- |ssues : matter, subject problem.
iii) Translate.

a) Translate into French.

Prendre les otages.et tuer des personnes innocentes répand la colere; mais
répondre au terrorisme est difficile. Le souci immediat est d’identifier ceux
qui sont responsables; parce que les groups terroristes sont des
organisations qui operent dans I'ombre sans aucune relation quelconque
avec un état etabli, envisager une représailles peut étre tout sauf possible.
alors, aussi une réaction vigoureuse des militaires peut élargir les
dimensions de la violence et augmenter le risque d’une confrontation avec
d’autres gouvernements.

b) Translate into English.

1- The publicity of violent acts against U S makes some Americans link Islam
with terrorism.

2- Islam , however like Christianism seeks justice and harmony.

3- All countries must be prudent and courageous to fight terrorism.

4- The opponents who use violence are branded as terrorists by totalitarian
regimes.

5- The immediate concern is to identify the leaders for a broad dialogue.

A) Linguistic competence.

1b 2b 33 4b 5b 6¢c 7a 8c 9c 10c 11d 12a 13c 14a 15b 16c¢ 17a 18c 19a
20c.
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ECOLE AFRICAINE DE LA METEOROLOGIE
ET
DE L’AVIATION CIVILE (EAMAC)

CONCOURS D’ENTREE A L’EAMAC 2010

(EPREUVE D’ANGLALIS)
Durée ; 2 heures

I -COMPREHENSION: (Spts)

Read the following Text carefully and answer to the questions:

TEXT: Education and Democracy -

It may be appropriate to begin this section with a review of the findings
on the relationship between education and democracy. It can be shown, for
example, that the higher the education level of a country, the more likely is it to
be a democracy. Within countries, moreover, there i1s an even stronger
relationship between education and democratic attitudes. In a summary of the
main research findings Lipset argues that “data gathered by public opinion
research agencies which have questioned people-in different countries about
their beliefs on tolerance for the opposition and their attitude toward ethnic or
racial minorities, have showed that the most important single factor
differentiating  those gwen democratic responses frcm the others has been
education. The higher one’s education, the more likely one is to believe in
democratic values and support democratic practices. All the relevant studies
indicate that education is more significant than either income or occupation.”
Particularly impressive in this connection is Lipset’s evidence that the working
classes, and the less- educated, tend to be more authoritarian in their attitudes,
and to be more likely to favour extremist political and religious groups. There 1s
also some, although by no means conclusive, evidence that students at college
become more liberal “in the sense of being more sophisticated and independent
in their thinking, and placing greater value upon individual freedom and well-

being.”

O. BANKS
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QUESTIONS:

o B

What can be shown on the relationship between education and democracy? (1 mark)
What does education stand for? (1 mark)

State on the relationship between income or occupation and education.(1 mark)
Who tend to be more authoritarian and more extremist? (1 mark)

Who are more liberal? Why? (1 mark)

II- VOCABULARY: Give the meaning of each of the following words in
French (2.5 marks):

1. Data - 2. college 3. well- being 4. impressive 5. relevant.

-~ GRAMMAR (9.5 marks)

A/ Turn the following sentences from active voice to passive voice or vice versa (2.5

marks)

i

The new road will be finished next month.
Palm- wine is sometimes sold by the bottle.
The first three Americans used to eat boiled egg.

Somebody is asking for youon the phone.
Monkeys will imitate everything you do.

B/ Correct the following sentences by conjugating the verbs in brackets (5 marks):

oE o i it

. When they reached the bus- stop the Ihrr} already (to leave).

They are told that they (to need) it no more,

Adam and his wife Samira (to be) about to entertain Sam 1el.

If I (to be) the'president, I should punish the driver.

He (to be) on the brink of being rewarded by the new managing director.

C/ Use a tag question to complete the sentences (2 marks):

]
2.
3.
J4

The old man never eats cola nuts
You would like to be a marginal
Lina and Nadia did not enjoy your joke

They do nothing to prevent the strike

[V- TRANSLATION: Translate the following text from English to
French (3 marks): :

Text: The drought

West African countries have often been affected by drought. When this drought lasts

several years - as it is the case this time- it is a national disaster for each of these countries.
The livestock - that is often, to the south of the Sahara, the basis of the economic life - begins
to die of hunger and thirst. Harvests do not grow anymore and when there is not anything (o

eat people begin to die... Let us wish that international help and cooperation will one day
replace violence and war! t

GOOD LUCK!!!
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CONCOURS D'ENTREE A 'EAMAC SESSION 2010

EPREUVE D'ANGLAIS POUR LE NIVEAU D.U.E.S.

TOPICN°2

1. READING COMPREHENSION

“It is our duty to erase the negative perceptions and to highlight the positive

elements of migration,” said Sir John Kaputin, ACP Secretary General. Thé ACP

Group Brussels Resolution on Migration and development adopted at the
meetingIWiII_'be presented to the incoming Global Forum on Migration, in
Manila, the Philippines, in October 2008. It cells for more research into why
people move, including the connection with climate cﬁange and to urgently
halt the dumping of toxic_waste in ACP waters- a practice which induces
| migration. Improved man‘agem.ent of asylum, migration and mobility by ACP
'gwern.ments Iis another recnnﬁme’ndation.
The commissioning by the ﬁCPs Secretarlat of-a study by 2009 on best
practices for the promotion of the mtegratmn of migrants in host countries is

requested. Innovative solutions to illegal migration to arrest the brain drain of

skilled workers from ACP countries are also called for.

=

Circular migration—{allowing greater flexibility of workers to enter overseas job
markets and return to his or her country of origin with greater ease- should be

taken forward, said ACP Ministers. The resolution also says:governments

should tackle the issue of migrants working without documentation and that

[

ACP nations should ratify legal frame works to tackle human smuggling.
Responding to journalists’ questions on the recent violence in South Africa

directed at Zimbabwean migrants, Senator Elma Campbell, Minister of State for

the Immigration of the Bahamas, who chaired the Brussels meeting said: “we
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urge ACP states to implement legislation to combat racism and xenophobia and

Increase awareness of the phenomena.”

QUESTIONS THIE PASSAGE (4points)

1. The passage shows that migration does not always have a negative

aspect. Justify this from some expression in text.

2. Give an important and good recommendation in favour of migration

from adopted in the Migration meeting in Manilla.
3. What is the bad consequence of immigration on ACP countries?
4. What does circular migration consist in?

2. VOCABULARY ° (5points)

Explain the follﬂwing words as they relate to the text.
a) Highlight b)incoming c) dump’in“g d)induces e) brain drain

b) f) skilled = g) tackle h) frame works: i) chaired  j) awareness

3. GRAMMAR (20points)

A / Complete the following sentences with the appropriate words'from the

five alternatives (10 marks).

1. Mycar.......... so | had to walk.

a) broke down; b) broke off; c¢) brokeup; d)fell down; e) fell
trough
2. He's the greatest .....cccovveeeeennnnenn. .expert on French art,

a) alive; b)live; c)lively; d)living; e)nowadays

- ”
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3. The banks are offering five hundred thousand CFA........... to anybne who
can give them useful information about the robbery.

a) cost; b) price; c) prize; d) reward; e) salary

4, 'mvery ............... to you for all help. .

a) agreed; 'b) graceful; c) grateful; d)reliable; e)thanks

5. One D_F the water ...... burst during the recent cold weather and the

kitchen was flooded. a) channels; b) conductors; c) pipes; d) thbes; e)

ways

6. He.....to hit me-if di_d‘n’t do as he said.

a) pretended; b) said;c) thought; d) threatened; e) warned

7. lhaven’t seen him...........:.. he came to dinner with me last week. -

a) for; b) meanwhile; c)since;".d) when; -e) while

Y

8. We've.....hread. I'll have to go to the baker’s to buy some more

a) run away; b) rtn"down; c)run off; d) runout of; e) run over

9. The good service at the restaurant.......the poor meal to some extent.

a) made for; b) made out; c¢) made over; d) made up; “e) made up for

10.He lost his.....and threw a book at me.

a) feeling; b) mood; c)sense; d) spirit; e)temper

a
B / Put the verbs in parentheses in the correct tense. You just write the number

and the correct verb form (10marks).

In another one year's time | (L1 live)...cocoviiiiennnnnn, here for ten years. |

—
®
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first (12 come)... vvueeene.here in 1997, 1 remember my arrival in London. ...

13 ......... . never (forget).......... it. 1(14 try}.........l..tu explain what | wanted to a
porter, but he (15 can)..........not understand a word | (16 say)

Finally, | managed to make a policeman understand me. With the help: of his

map and street guide | (17 find)............... the address | 18'lonlc).'...111‘ur. | don’t

think people were either more or less friendly than | (19 imagine).......them (20

4. TRANSLATION . (5 points) |

Translate the following passage into French.

“It is our duty to erase the/negative perceptions and to highlight the positive

elements of migration,” said Sir John Kaputin, ACP Secretary General. The ACP

Group Brussels Resolution on Migration and development adopted.at the

meeting will be presented to the "‘i'n'c_ﬂm___ing Global \Forum on -Migratlion, in
Manil'a,"{h'el.Philippines, in October 2008. 1t-calls for more research into why
people move, includingsthe connection with climate change and to _urgently
halt the dumping of toxic waste in ACP waters-a- practice which induces

migration. Improved management of asylum, migration and mobility by ACP

governments is another recommendation.

5. ESSAY (6points)

——

If people are not happy in their own country, they should migrate to another

country In search of a better living condition. Do you agree with this
statement? Justify your point of view in ten lines. |
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CONCOURS EAMAC - mai 2015 — cycle Ingénieur - Francais

Les avancées de la biologie
Il est évident que les avancées spectaculaires de la biologie ne sont pas neutres - comme rien
n'est neutre dans toute science. Bien que les probléemes soulevés par les diverses méthodes destinées 2

obtenir les « enfants de la science » soient différents dans leurs conséquences et dans leur évolution,
lous suscitent des interrogations éthiques et sociales.

Les médecins et les biologistes qui sont directement impliqués dans ces techniques, méme s’ils
sont conscients et heureux de rendre d’immenses services a des milliers de couples stériles, se posent,

malgré cela, beaucoup de questions sur le sens de leur démarche et sur les motivations de leurs
patients.

Ces techniques révolutionnaires ont pour unique objet de satisfaire le désir d’enfant qu! tenaille
les couples stériles, que I’adoption ne satisfait pas, dans la mesure ol le nombre des enfants proposés
est faible et ["atteinte insupportablement longue pour I"impatience des parents.

Ce désir d'enfant a de quoi inquiéter, surtout par la vigueur avec laquelle, depuis quelques
annees, 1l surgit et s’amplifie. Comme si, aprés avoir voulu et obtenu de pouvorr faire I’amour sans
risquer l'enfant non souhaité, aprés avoir acquis cette liberté jugée si importante, les couples

découvraient soudain I’exigence inverse : avoir tout de suite, sans attendre, [’enfant dont le désir
apparait soudain.

C’est de ce désir d’enfant, puissant, violent, que les couples interpellent désormais la médecine
et la biologie, au point de favoriser, de justifier parfois, des solutions extrémes dont beaucoup sont
pourtant mal acceptées par |’opinion générale.

C’en est au point qu’il faut se poser des questions essentielles. Celle de savoir ce que représente
reefiement I’enfant pour un couple, pour un homme, pour une femme. On ne saurait se contenter, sur
ce sujet, du désir des parents. Un enfant n’est pas un jouet. Il est important de réfléchir aussi - surtout,
disent certains - au devenir.de cet enfant du désir, qui va naitre sans pére biologique. Quel sera son
destin d’enlant, d’adolescent, d'adulte 72 -Comment pourra-t-il [’ installer dans la vie. lui a qui 1l
manquera peut étre I'essentiel ?

Certes, nous venons de le voir, notre morale n’est pas universelle. Bien des civilisations ne
tiennent guére comple de la biologie et ne considérent que "aspect social de la parenté et de la famille.
Mais nous vivons dans _une civilisation otr la loi et la morale se rejoignent pour considérer 1’enfant
comme le fruit de ["amour d’un homme ou d’une femme. Ce n’est pas nécessairement faire preuve
d’un conservatisme démodé que de croire en cette conjugaison qui, si elle n’est plus absolument
indispensable sur le terrain de la biologie, reste essentielle pour I’avenir psychologique de I’enfant.

L'un des principaux risques des méthodes révolutionnaires qui se développent est de
déshumaniser et la conception et la notion méme de 1'étre humain - qu’il s’agisse de |'embryon,
manipulé, congelé, rétrocédé, ou de I'enfant auquel on impose une parenté imprévue, pleine de
dangers. L’enfant tend a devenir une chose, un objet, sur lequel I’on agit, que I’on transforme - que,
demain, peut-€étre, on vendra.

On peut s’inquiéter de cette « médecine du désir » que les spécialistes pratiquent, parfois sans
enthousiasme, sur des bien-portants dont le seul mal est un mal d’enfant. Les moralistes s’en
inquictent a juste titre et se demandent si ce désir est entitrement justifié et s’il faut, pour la
satisfaction de quelques uns, mettre en ceuvre des techniques qui risquent de bouleverser ce qu’il ya
d’essentiel dans |"homme.

Megr Lustiger, archevéque de Paris, déplore ainsi de voir I’enfant ramené a cet objet de désir. « Nous
allons vers des temps terribles, dit-il, ot il faudra que les hommes et les femmes aient beaucoup de
courage pour sauver la dignité humaine. » Frangois Mitterrand, président de la République [francaise],
indique, de son c6té, en installant le Comité National d’éthique, que « plus vite va le monde, plus nous

devons prendre le temps de la mesure, le temps de 1’échange et de la réflexion, c'est-a-dire le temps
méme de la morale ».

Robert Clarke, Les Enfants de la science, Ed. Stock, 1984
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QUESTIONS

1- Vocabulaire :

- Expliquez les expressions marquées en gras dans le texte : croire en cette conjugaison ;
déshumaniser (2 pointfs)

2- Compréhension du texte :

- L’évolution de la biologie inquiéte sur le plan moral. Donnez 4 arguments développés par
["auteur pour exprimer cette inquiétude. (8 points)

3. Commentaire :
A propos de I'évolution de la science et du monde, le président Frangois Mitterrand indique

que « plus vite va le monde, plus nous devons prendre le temps de la mesure, le temps de
[’échange et de la réflexion, c'est-a-dire le temps méme de la morale ».

Apres avoir expliqué son propos, vous direz dans un texte argumenté si les solutions que
Francois Mitterrand propose sont adéquates pour répondre aux probléemes que posent les
manipulations scientifiques aujourd’hui. (10 points)  [Maximum 2 pages]

- Un bref commentaire sur les réponses proposées par Mitterrand aux problémes que pose la
science aujourd’hul. (6points)
[Maximum 2 pages]
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REPUBLIQUE DU NIGER
MINISTERE DU TRANSPORT
ECOLE APRICAINE Diz: I_:A METEOROLOGIE
ET DE L’ AVIATION CIVILE (EAMAC)

¢ = e ok ok ok ook

CONCOURS D’ENTREE A L’EMAC SESSION 2010

T ——— ———

Niveau DUEG II Scientifique

TRAITEZ AU CHOIX L’UN DES TROIS SUJETS SUIVANTS

Sujet N° 1 : Résumé - Discussion

Littérature réactionnaire

Si je reviens en Afrique, ce sera pour dire qu’il a existé et il existe encore une certaine
littérature réactionnaire, fort compréhensible en un moment déterminé de notre histﬂire mais
devenue extrémement dangereuse aujourd’hui ; je veux parler de cette littérature de complaisance,
d’extréme complaisance avec le pass€ africain. On ne retourne pas aux sources pour y demeurer
éternellement mais pour y puiser une certaine inspiration.

Je considére une certaine littérature 1ssue du mouvement de la négntude comme un frein au
développement c’est-a-dire au progrés, a partir du moment ou elle a manifesté une inaptitude a
réviser sa maniére de poser les problemes 1l s’est d’abord agi de nr us faire reconnaitre et admettre
en tant que peuples et mondes ayant une histoire et'une personnalité propres. Nous subissons alors
le joug de la colonisation et le probléme, car il n’y en avait qu’un, se posait en termes de libération
politique, culturelle et économique et dans le cadre d’une dialectique Intérieur-Extérieur. Notre
littérature était alors..une«littérature de jérémiades, de protestations indignées, résolument
moralisatrice. Aujourd’hui, malgré les indépendances politiques, il faut bien se le dire, nul ne peut
prétendre que nous soyions libérés culturellement et économiquement. Or, ce n’est pas pour autant
qu’il faut méconnaitre le fait que le probléme de notre libération ne se pose plus dans les mémes
termes qu’avant 1960.

S1 avant 1960 1l était compréhensible que notre libération passe par un dialogue avec le
colonisateur, voire méme par des fusillades (il occupait. physiquement nos territoires), il est moins
comprehensible qu’aujourd’hui la littérature continue a induire des attitudes tendant toujours a faire
dépendre des autres notre seconde libération qui est une entreprise de longue haleine et dont il nous
appartient principalement d’élaborer la stratégie. Or une certaine littérature pleine de ressentiment
et de roucoulements boudeurs c{intinue a faire croire que la dénonciation de I'immoralité et de
I"inhumanité des autres suffira a faire changer la physionomie des choses dans nos pays et a
déclencher les bons sentiments des autres vis-a-vis de nous. Je dis que cette littérature est en retard
d’une bataille et se montre indiscutablement réactionnaire et inadaptée. .

C’est une extréme naiveté de s’imaginer que les autres nations renonceront a leurs intéréts
primordiaux pour prendre fait et cause pour les intéréts de I’Afrique et cela parce qu’ils auront
entendu les legons de morale d'une certaine littérature africaine. Il s’agit aujourd’hui du
développement de nos pays et non plus de leurs indépendances. Nos attitudes quand nous nous
battions pour gagner I'indépendance politique de nos pays ne peuvent plus étre strictement les

mémes aujourd’hui, ol nous nous battons contre la pauvreté et pour |'amélioration de nos
conditions d’existence.
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Si je parle d’attitudes, c’est parce {ﬁWéM@W@QWHHQ@%B manifeste son influence qu’a ce
niveau. Les idées qu’elle fait circuler, les schémes de comportement qu’elle diffuse, les conflits
quelle exprime et toutes sortes de visions du monde qu’elle fait éclore sont indiscutablement
déterminants dans la vie quotidienne des hommes. C’est ainsi que des attitudes de passivité et
d’irresponsabilité peuvent étre déterminées par une littérature passéiste faite principalement de
ressentiment et d’auto-satisfaction. Comment ne pas voir qu'une telle littérature est
irrémédiablement réactionnaire et contre le développement ?

La littérature peut donc parfaitement se révéler réactionnaire et retardatrice par rapport aux

- exigences de transformation et de progrés. Mais chacun sait également que cette méme littérature

peut étre révolutionnaire quand, A travers les visions du monde qu’elle élabore et les attitudes
qu’elle induit, elle se pose en fossoyeuse des mondes de distorsion et de laideur réellement et
actuellement existants. Ainsi fut la littérature négro-africaine d’avant 1960 qui, contrairement a ce
que la révolution d’hier a toujours comme vocation A peu prés inéluctable de devenir la réaction
d’aujourd’hui.

(Ebénézer Njoh-Mouelle, L Zfiﬁ'r'ca;ﬁ;me aujourd’hui, Editions CLE, pp. 57-59)

a) Résumez ce texte au ¥ de sa longueur ;

b) Vous discuterez par.exemple I’idée selon laquelle « Les idées que la littérature fait circulei‘, |

les schémes de comportement qu’elle diffuse, les conflits qu’elle exprime et toutes sortes de
visions du monde qu’elle fait éclore sont indiscutablement déterminants dans la vie
quotidienne des hommes. e |

Sujet N° 2 : Commentaire Coinposé

%rh

Le visage de I’emploi

L été, tel un amanginstable, partit puis revint, repartit et, comme pour bien s’assurer de I’état
de tout ce qu’il avait quitté, revint & nouveau. J'étais toujours chez les Dupont, changeant des
couches, saupoudrant de petites fesses roses, faisant le trajet de'1’école quatre fois par jour, poussant
le landau d’un bébé blond que je ne pouvais méme pas faire passer pour mien, passant I’aspirateur,
repassant, lavant le carrelage de toute la maison, et maudissant. la merde des Dupont qui
s accrochait aux parois des w-c et ne sentant pas la rose. Tout ¢a pour un salaire de garde d’enfants.

Madame était contente de moi. Un jour, elle me donna une robe devenue trop serrée pour
elle. Je n’en voulais pas, elle était moche et datait au moins des années soixante-dix. Il faut dire que
Madame s’habillait comme la reine d’ Angleterre : coiffée comme une batavia, elle était fidéle a son
apparence et s’habillait comme un chou-fleur. Je me disais en la regardant : si cette femme a pu
exciter son mari, ¢’est qu’il doit y avoir des hommes qui trouvent mére Thérésa sexy. J ‘acceptai la
robe par politesse et m’en débarrassai lors de la collecte annuelle des vétements. L’argent peut
acheter une bonne, mais pas le goQit. Merci madame.

Madame Dupont jouait a I'intellectuelle et avait entrepris de me civiliser. Un jour que le
couple patronal était rentré plus t6t que d’habitude, la petite fille me demanda de lui mettre une
casselte vidéo dans le magnétoscope. Elle voulait voir celte satanée Cendrillon qui est a I'origine de
quelques générations de femmes complexées quant 4 la taille de leurs pieds. Je me gardais bien de
toucher au matériel : le jour ou j’avais cassé un vase en faisant le ménage, Madame m’avait déduit
cing cents francs pour de la terre cuite. Alors malgré la demande insistante de Mademoiselle. je
refusai de toucher au magnétoscope. Madame me dit :

- Toi savoir allumer vidéo ?

- Non madame. répondis-je.

)

“ Page 363

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaa



_— . www.touslesconcours.info
Elle me considéra, mi-maternelle, mi-meéprisante : -

- Toi téte pour réfléchir ?

Puis se tournant triomphalement vers son mari, avant de me jauger A nouveau elle proféra :

- Cogitum sum, je suis pensée, comme dirait Descartes.

Evidemment Madame instaurait ainsi une connivence avec son epoux et m’excluait de la
discussion & venir. Mais cette fois c’en était trop, I’outrage était grand et I’héritage de Descartes
menace. Je ne pouvais pas empécher qu’elle fit la savante & mes dépens, mais j’exigeais qu’elle le
[it correctement. Alors je rétorquai 8 Madame

- Non Madame, Descartes dit Cogiro ergo sum, c’est-a-dire "je pense donc je suis",
comme on peut le lire dans son Discours de la Méthode.

Madame lajssa tomber sa cassette vidéo, Monsieur suspendit le geste qui menait un biscuit a
sa bouche. C’était la premiére fois que je formulais une phrase complete devant eux. Monsieur
reprit de la contenance et me dit :

- Tute prends pour qui pour reprendre comme ¢a Geraldine ? Tu sais, on n’est pas
‘Comme toi, ma femme a passe son bac avant de travailler : quant a moi que tu vois 13, je suis un
universitaire, j’at bac plus deux ! |

Je ne pipais-mot, mais mon sourire calme faisait dans la chair de monsieur Dupont 1’effet
d’un bistouri. Madame se fit humble pour me dire : |

- Tues en terminale, peut-étre ?

- Non madame, lui dis-je, j’ai ma licence de Lettres depuis deux mois. Chére madame, les
enfants de monsieur Banania sont aujourd’hui lettrés.

Puis, au fond de moi j’ajoutai : « Et ca vous lime le caquet ! »

Monsieur Dupont emprunta les escaliers vers I’étage supérieur comme lors de ma premiére
venue. Je parie qu’il se demandait encore, mais cette fois pour d’autres raisons -

- Mais qu’est-ce que tu veux qu’on fasse avec ¢a ? ST

Madame monta lerejoindre, 1.a pauvie petite attendait toujours Cendrillon devant le
magnétoscope. Un jour, elle comprendrait comme sa merg-que le petit pied de Cendrillon ne foule
pas tout sur son passage. Je dis au revoir a la petite qui boudait et jetai un ample bonsoir 4 Monsieur
et Madame du bas de I’esecalier avant de fermer la porte derriére moi. |

Apreés un week-end paisible, je me présentai le Tundi matin a 8 h 00 chez les Dupont. J’avais
décidé d’éliminer la demi-heured@avarnice qui n’était pas payée depuis plus de deux ans.

- Bonjour madame, saluai-je. :

- Bonjour, me dit-elle, je vous attendais, la petite doit aller & I’école, si je I’emmeéne
Je serai en retard 2 mon travail. Voulez-vous maintenir la demi-heure d’avance je vous la paierai ?

- D’accord, répondis-je. Je ne révais pas, la grande dame avait retrouvé sa politesse :
elle qui m’avait tutoyée des la premiere minute de notre rencontre se souciait maintenant des
convenances. La semaine fut froide. Puis le temps passa, et avec lui la géne et la rancune. Quelques
mois aprés, je donnais de temps en temps et gratuitement des cours de frangais & madame Dupont
qui préparait un concours. Elle ne me parlait plus en petit-négre, nous nous tutoyions et nous
appelions par nos prénoms. Méme Jean-Charles s’y €tait mis. Parfois nous mangions ensemble. Ils

semblent apprécier les spécialités séncgalaises, et quand ils parlent des Noirs ils ne disent plus « ces
- gens-la » mais plutét « les Africains. »

(Fatou DIOME, La Préférence Nationale, Paris, Présence Alricaine, 2000, pp. 73-77)

Vous ferrez un commentaire composeé de ce texte. Vous pourriez par exemple étudier comment.
grice a I'ironie, I'auteur déconstruit le mythe de la supériorité du Blanc.
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Selon Thistorien Ibrahima Baba Kaké, I'histoire doit faire connaitre le passé de l'espace choisi,
r¢habiliter les héros du passé, inciter 4 se servir de ce passé pour poser les problémes actuels et y
puiser des legcons de morale.

Commenterz et diseulez cette assertion.
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La publicité, moyen de promotion de valeurs nouvelles dans la société ;
, Nefoma .'

\"ﬁ
‘;’.. r‘, R;‘,.

La publicité est aujourd’hui a la croisée des chemms Poursubmster et pour conserver
un sens, elle doit acquérir une conscience et cesser| d'explonter des valeurs depassées pour
promouvoir plus librement des valeurs nouvelles Cette tPansdematlon fondamentale ‘
suppose de la part de'ceux qui le font une ‘mutation complete de leurs habitudes de pensée et
une prise de conscience de leurs nouvelles respon\sabulltes

Le premler objectif'doit étre d’amehorer la qualité morale et sociale de la
communication pubhatalre Il est parfa|tement possnble de le faire sans détruire la liberté qui
s'attache a I'’économie du marché. La Iegltlmlte de la persuasion doit étre reconnue et son
exercice doit étre préservé. L’ homme n’est pas un simple spectateur du monde, méme
lorsqu’il est consommateur Il en estl'acteur. Il est donc normal que soit fait appel a sa raison,
mais aussi a sa faculte d’émotion. Persuader pour vendre est légitime & condition de le faire
dans certaines I|mltes et d’une certaine fagon. L'information et |a stimulation publicitaires
dureront autant que Ia hberte dans la consommation. Ce qui est mis en cause n’est pas le
fond, mais le ton ; ce n ‘est pas la fonction, mais la facon dont elle s’ exerce. Rien de serait pire
que de se réfugier dans la censure ou dans la réglementation, car c’est dans la liberté et en
toute responsabilité que les normes de la communication doivent étre établies.

La vérite doit en particulier représenter, plus que jamais, I'un des criteres de base de la
valeur de la publicite. La vérité publicitaire doit étre évaluée a partir du réceptaur et de son

interprétation du message. L’exactitude fonctionnelle est plus importante que l'inexactitude

littérale : c’est la vérité utile.
La publicité se doit aussi de ne pas faire peser sur I'individu des contraintes qui le

placeraient dans un etat de frustration s’il n avalt pas le moyen de satiPages 366 ainsi
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, tion qui
suscités. La publicité n’est pas un jeu gratuit. Elle projette des modeles d’identifica 9

peuvent bouleverser certaines valeurs et en modifier la hiérarchie. Parce qu’elle s’ insere dans
les opinions, elle refléte et elle’ guide. Dans les deux cas, elle engage 2 responsabilité de celui
qui la fait et qui doit prendre conscience d’étre un agent culturel et moral. A cet égard
I'autodiscipline est plutét une autodestruction qui s’exerce non par crain‘te de la loi, mais dans
une perspective de progrés. En effet, la publicité n’est pas une force autonome Elle ne peut
étre efficace que si elle s’intégre aux forces sociales et si elle collabore avec elles

A I'horizon se dessinaient les moyens pour y parvenir. Le publicitaire va trés vite devoir
se préoccuper des retombées sociales de son activité et consacrer une partie de ses études a
cette recherche. La notion de bilan social de I entreprise progresse rapldement Dans ce
cadre, le chef d’entreprise devra bientét justifier actif et le passif de son action publicitaire a

I’égard de la collectivité.de main, on appliquera les techniques de mesure del Efﬂcaute POt
i ’»i entat‘on on peut

1 uiﬁs;f,.dor'i(‘r\l”'agrpment est immaédiat
{eur valeur

mais superfuel au profit d’autres plus beneﬂques a Ibggterme méme'si’
immédiate parait médiocre ? ,:’ "’“ E\; B

Pour maintenir la liberté de persuasion, il faut eRarer e public, et notamment les
0 2\ ’c~r forme/de propagande. L’éducation a
I;

"'V}

fﬂ‘\'

jeunes, a recevoir la publicité aussibien qu 1
la communication n’est pas moins |mp0rtante qu €.
médias doit prendre place dans I’eriselgnerneht pﬁ)bhc comme on le fait en Suede ou, par

f '!
selgnee aux enfants. Le publicitaire découvre

\

educatlon sexuelle. L’étude des mass-

mﬁﬂ

exemple, la lecture critique de la pu hctte est en
qu’il se trouve en face d’unef respon ablllte d un‘houveau genre, tres différente de ses

e
responsabxl'tés commeruales**EHeT tappartlent qu a lui. Elle ressemble a celle de I"éditeur ou

fonction d %t l efﬂcacute dlnyqﬂeraltza mesure que des critiques et des contraintes de toutes

natures;uguleralent son act}on

"Le'duc, Le Pouvo:r pubhc:tcure Bordas Parls 1974,

a) Vous résumerez ce texte de 695 mots au % de sa longueur (10 pomts)
b) Répondez aux questions suivantes (4 points) :
Pourquoi la publicité doit-elle changer d’orientation ?
- En quoi consiste la nouvelle responsabilité du publicitaire ?
¢) Dites, en une dizaine de phrases, ce que vous pensez de la publicité aujourd’hui. (6

points)
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Sujet N°2 : Commentaire Composé
Carré de sable

. ’
Jiraient les enfants agiles n est

' iolé ou s'aff
B ‘ blocs bariolés. Le square 1ts .
iy ience délicieuse qui

e . , i inant I'impat
qu’éclats de joie et couleurs d’innocence vu de si haut. Devl P

i i 5 j’ ctionne pour
me gagne, ma mére m’encourage a quitter le recoin de fenétre que) affe o p
erai, elle lira pres ,‘de‘,ﬂla fenétre.

rejoindre cette petite troupe : pendant que je jou i
juillet, avec tout ce bleu en

Ma mére, une fontaine de fraicheur dans la chaleur de Ve , o
.. o énombre de
cascade de ses yeux a sa robe. J'en garde une lumiere au coeur en devalant la p

, . . . 1¢allée. Silhouette
'escalier. C'est encore elle que je retrouve lorsque je me retourne dans'f fallee Silho
en temps

. - . . . 1 K H ] o :v ’ ' )

amincie, inaccessible mais familiére, elle est assise a la fenétre, Et:;,,‘.,i egt sur,

~ - = .“’:’w‘-" ;‘

opportun, m'appellera pour le goditer. Sauti.lant dans I& gravigr qul

’ . . " (%0 ‘/' . 1" g 4 5

aux épaules que le poids de mes tresses et les chauds attouc mer\s-»d un bon ete. Toutva
Bl i 27

bien. o l

o
o

Yéclabousse, je ne sens

Tout allait bien : j’étais & I'dge ol les groupes fdﬁciﬁgien’ -
Les voila justement-qui se-préparent pouryqjey, lesg,ﬂiantsl équipés de pelles et d?_
seaux : I'un crie des ordres aux indécis qui se=raﬁf§’eﬁ’§%’ocile?ﬁ%t, d’autres complotent a
I'écart. Il ne me reste bien siir qu’a rallier I’undeskcémbs,au hasard.

A mon approche, tout se fige. Les petlts se;fk'é’sfé"errent lentement pour ne former qu’une
ligne. Leurs bras fréles haut levés fontune gnl '

ur laguelle viennent s’écraser mes espoirs.
/. ’_; H ; "': \?I’i 7}I ;/“ S . .
Entre ces barréauix, des visages temes, gonflés par une colére silencieuse. Soudain jaillissent
g ®_ B
;1-:’ 5 . , . .
qu’aujourd’hui me corrodent. On risque d’abord un

i

d’on ne sait ou, des mots acides qui jus

. Ly o . SO : N . )
Ltralt, et ur‘r agtr.e, co/mfnﬁe par nn?d\f!gjrgfcance. Puis, peu a peu les voix fluettes s’harmonisent et
scandent a I'unisson’une comptine burlesque.
Si burlesque vraiment, qu’hier en la retrouvant sous une pile de souvenirs, j'ai bien failli
fer 82 N
en rire. f '

. b . i .
Si burlesqueigue je‘cherche, éperdue, quelqu’un pour m’en expliquer le sens :

la-haut,
la fenétre est déserte; surles bancs tout proches, des méres attentives tricotent en souriant

Derriére elles, les troncs couturés de deux plantes me barrent I'h
s'écaille.

orizon, et la peinture au ciel

Tout a coup, une gréle j irri : j i
P, gréle jaune, irritante et drue, me dérobe le jour, tandis qu’un

rugissement s’éléve du groupe des enfants. Assise prés de la table, j'entends mon 50ouls battre
lourdement au cadran de I'horloge ; en contrepoint, une goutte d’eay ricoche sur I.’évier
émaillé. Je renais peu a peu. Goutte 3 goutte. Grain 3 grain ? Grain 3 grain, fna meére dte e
sable de mes yeux, a I'aide d’un papier fin, translucide, un Papier-cigarette, je crois.

——einieClenrmaic Page 368
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N'abord ses mains dont je connais par ceeur le paysage.
Puls, ce coq farouche ergotant sur un couverele de hojte dérisoire.
Auloin, les bitiments blancs de la cité, les draps qui claguent aux balcons.

La haine séculaire quiviellit fes visages d’enfants, empoisonne leurs bouches, il me
semble la volr, elle aussi.

tt tant d'autres choses encore. Au fond, il ne me reste qu’une question, lancinante.
- Qu'est-ce que c'est, qu'est-ce que c’est que cela peut bien étre,une mulatresse ?

Sylvie KANDE, Lagons, Lagunes, Gallimard, Paris, 2000.

)

aire composé du texte de Sylvie KANDE, Vous pourriez par exemple
montrer la maniére dont la narratrice ressent sa condition de mulatresse.,

Vous ferrez un comment

Sujet N°3 : Dissertation

Page 369

Scanné avec CamScanner




	ok.pdf
	COUVERTURE ASECNA ING.pdf
	Table des matières.pdf

	BORD FINAL EAMAC.pdf
	Ficher combiné_17-Copier.pdf
	cpage presentation.pdf
	COURS ET TD MATH COMPLET.pdf
	lois-de-composition-interne-cours-et-exercices-corriges.pdf
	groupe-anneau-corps-cours-et-exercices-corriges.pdf
	COURS ET TD MATH(1).pdf

	Pages à partir de cpage presentation 2.pdf
	COURS PHYSIQUE.pdf
	COURS MECANIQUE.pdf
	COURS ELECTRICITE.pdf
	COURS ELECTROMAGNETISME.pdf
	COURS THERMODYNAMIQUE.pdf


	Pages à partir de cpage presentation 3.pdf
	TD PHYSIQUE COMPLET.pdf
	Pages à partir de cpage presentation 4.pdf
	SUJET COMPLET MATHS.pdf
	tous les sujet.pdf
	Maths ingenieur 2019.pdf
	Annales math ing 2018.pdf
	annales maths ing 2016.pdf
	cycle INGENIEUR - Maths 2015.pdf
	Maths Contrleur 2014.pdf
	Maths Ingnieur 2014.pdf
	annales concours 2013 MATHS_ING.pdf
	annales concours 2013 MATHS_CCA.pdf
	annales concours 2013 Cameroun MATHS_ING.pdf
	annales concours 2013  Cameroun MATHS_CCA.pdf
	annales concours 2012 MATHS_ING.pdf
	annales concours 2012 MATHS_CCA.pdf
	annales concours 2011 MATHS_ING  CCA.pdf

	eamac-ing-math-2010.pdf
	eamac-ing-math-2009.pdf
	eamac-ing-math-2007.pdf
	eamac-ing-math-2006.pdf

	Pages à partir de cpage presentation 5.pdf
	PHYSIQUE SUJET FINAL.pdf
	tous les  sujets combiné.pdf
	Physique ingenieur 2019.pdf
	Annales physiques ing 2018.pdf
	annales phys ing 2016.pdf
	cycle INGENIEUR - Physique.pdf
	Physique Ingnieur 2014.pdf
	Physique Controleur 2014.pdf
	annales concours 2013 Cameroun PHYS_CCA.pdf
	annales concours 2013 Cameroun PHYS_ING.pdf
	annales concours 2013 PHYS_ING.pdf
	annales concours 2013 PHYS-CCA.pdf
	annales concours 2012 PHYS_CCA.pdf
	annales concours 2012 PHYS_CCA_Franceville.pdf
	annales concours 2012 PHYS_ING.pdf
	annales concours 2012 PHYS_ING_Franceville.pdf
	annales concours 2011 PHYS_ING  CCA.pdf

	eamac-ing-physique-2010.pdf
	eamac-ing-physique-2009.pdf
	eamac-ing-physique-2006.pdf

	Pages à partir de cpage presentation 6.pdf
	corrigé  match hamac deug.pdf
	Pages à partir de cpage presentation 7.pdf
	ANGLAIS EMAC COMPLET.pdf
	anglais  emac.pdf
	cycle INGENIEUR -Anglais.pdf
	eamac-ing-anglais-2010.pdf

	FRANCAIS EAMAC.pdf
	eamac-ing-francais-2015.pdf
	eamac-ing-francais-2010.pdf
	français hamac deug.pdf



	Doc2: 
	Doc2: 
	Doc1: 
	Doc1: 
	CONCOURS D'ENTREE EAMAC - SESSION 2013: CONCOURS D'ENTREE EAMAC - SESSION 2013

CYCLE CCA
EPREUVE DE MATHEMATIQUES
	Texte2: 1
	Texte3: 2






