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Correction du rattrapage d’Algebre 2

Exercice 1:
6 -4 —4 1 -1 0 1 -1 0
L, — L, 5L,
HDA=| 5 3 4 |Liols] 5 -3 -4 0 2 -4
Ly — L3 —6L;
1 -1 0 6 -4 -4 0 2 -4
1 -1 0
Ly - Ls—Lf 0 2 4
0 0 O

Donc : rgf = rgA = 2.
3 = dimR3 = rgf + dim(kerf) = 2 + dim(kerf) = dim(kerf) =3 -2 = 1.
2) — 1'¢®¢ méthode :

1 -1 0 1 -1 0 10 -2
A~| 0 2 -4 L2—>%L2 0 1 -2 |Lo—La+Lsf 01 -2
0 0 O 0 0 O 000
Y(x,y,2) € R®:
X 0 10 -2 X
(X,y,2) € kerf = A| vy = 0 = 01 -2 y =
0 000 4
{XZZO {XZZ
R =
y—-22=0 y =2z
Donc : kerf = {(2z,22,2)/z € R}.
— 2'"M¢ méthode :
v(x,Yy,2) € R®:
X 0 6 4 4 X
(X,y,2) € kerf = A| vy = 0 = 5 -3 -4 y =
1 -1 0 z
6x-4y—-4z=0 y =X
= 5Xx-3y-4z2=0 < 6x—4x—-4z2 =10
X—-y=0 5x-3x-4z=0
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y =X y =X y =X y =2z
R = = =
2x—4z =0 2X = 4z X =2z X =2z

Donc : kerf = {(22,22,2)/z € R}.

6 -4 -4 1 2
3) i) [f(u)]g = M(f,B)lu]g =Alul]g=| 5 -3 -4 1 =] 2
1 -1 0 0 0
Donc : f(u) = (2,2,0).
6 -4 -4 0 0
[f(V)]g = M(EB)V] =AlV]y = | 5 -3 —4 1| =
1 -1 0 -1 -1

Donc : f(v) = (0,1,-1).
i) f(u) = (2,2,0) = 2(1,1,0) = 2u = u = %f(u) - f(%u) e Imf.
f(v) = (0,1,-1) = v =f(v) € Imf.
iii) — 1'¢"® méthode :
Va,B€ R :au+pv=(000) < a(1,1,0)+p(0,1,-1) = (0,0,0)
< (a,2,0) + (0,8,-p) = (0,0,0)
< (a,a+ B,-p) = (0,0,0)
Sa=a+p=-p=0
=a=p=0.
Alors (u,v) est un systeme libre de Imf.
Puisque (u,v) est un systéme libre de Imf et puisque dim(Imf) = rgf = 2 alors
(u,v) est une base de Imf.
— 2i¢me méthode :

1 0 1 0
1 1 Lo - Lo-Lyf 0 1 Ly - Ls+L2f 0 1
0 -1 0 -1

Alors : rg(u,v) = 2 = rgf = dim(Imf).
Donc (u,v) est une base de Imf.
4) i) — 1'¢"¢ méthode :
Va,B,y € R:au+ pv+yw = (0,0,0) < a(1,1,0) + B(0,1,-1) +y(2,2,1) = (0,0,0)
< (a,0,0)+(0,5,-p) + (2y.2y,y) = (0,0,0)
< (¢ +2y,a+p+2y,y—p) =(0,0,0)

a+2y =0 a = -2y a= -2y
=< a+pf+2y=0 =< B=y =< B=v
y-p=0 —2y+y+2y =0 y=0

sa=pf=y=0.
Donc S = (u,v,w) est un systéme libre de R3.
Puisque S = (u,v,w) est un systéme libre de R* qui contient trois vecteurs alors
S = (u,v,w) est une base de R3.

— 2'¢me méthode :
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1 0 2 1 0 2 102

11 2 |Lo—Lx-Lif 0 1 0 |Ls—Ls+L2] 010

0 -11 0 -11 0 01
Alors rgS = 3. Donc S = (u,v,w) est une base de R3.

— 3€me méthode :

1 0 2 1 0 2
1 0

11 2|={010|= = 1.
-11

0 -11 0 -11

Donc S = (u,v,w) est une base de R®.
i) D’aprées 3)i)ona:f(uy=2u et f(v)=v.

6 -4 —4 2

[fw)]g = M(E,B)W]g =Awlg=| 5 -3 —4 2 | =
1 -1 0 1
200
Alors f(w) = (0,0,0). Ce qui montre que D = 010
000

Exercice 2 :
1) — 1'¢¢ méthode :

V(xYy,z) e R®: (x,y,2) eE= 2x-y-72=0 < z=2X-Y.
Donc: E = {(X,y,2x—-Y)./x,y € R} = {(x,0,2x) + (0,y,-y)./ X,y € R}
= {x(1,0,2) +y(0,1,-1),/x,y € R}
= vect((1,0,2),(0,1,-1)).
Ce qui montre que E est un sous-espace vectoriel de R3et que ((1,0,2),(0,1,-1))
est une base de E.
Alors E est un sous-espace vectoriel de R3et dimE = 2.
— 2'éme méthode :
x 2x0-0-0=0= (0,0,0) e E= E + 0.
* YVa e R,Va=(xy,z) eEetva = (x',y,z) eE.
aa+a =a(xy,z)+x,y,z2") = (ax,ay,az) + (X,y,2') = (ax +X',ay +Y',az + 7).
(ax+X)—(ay+Yy')—(az+72") =2ax+2X' —ay -y —az-7'
= ax—ay—oaz)+2x' -y -z
=a2x-y-2)+2x'-y' -7 =a0+0
= 0.

l

Alors : ga+a’ € E.
Alors E est un sous-espace vectoriel de R3.
V(Xy,2) e R®: (X,y,2) eE = 2Xx-y-2=0 =z =2X—Y.
Donc: E = {(X,y,2x—-Y)./x,y € R} = {(x,0,2x) + (0,y,-y). X,y € R}
= {x(1,0,2) +y(0,1,-1)/x,y € R} = vect((1,0,2),(0,1,-1)).
Ce qui montre que ((1,0,2),(0,1,-1)) est une base de E.
Par suite E est un sous-espace vectoriel de R3et dimE = 2.

2) )2x1-1-1=2-1-1=0=u=(1,11) €E.

2x2-1-3=4-1-3=0=>v=(213)€E.
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i) — 1'¢"¢ méthode :
Va,pe R :au+pv=(000) < a(,11)+p(2,1,3) =(0,0,0)
<= (a,a,a) + (2B,5,38) = (0,0,0)
= (a+2B,a+ p,a+3p) =(0,0,0)

a+2p=0 a=—f
= a+p=0 < -f+26=0

a+36=0 -f+3=0
=a=p=0.

Donc (u,v) est un systéme libre de E.
Puisque dimE = 2 et puisque (u,Vv) est un systéme libre de E qui contient deux
vecteurs alors (u,v) est une base de E.

— 2'°me méthode :

12 1 2 1 2
Lo — Lo—-Ly

11 0 -1 |Ls—Ls+L2l 0 -1
L3 — Ls—Ly

1 3 0 1 0 O

Alors : rg(u,v) = 2 = rgf = dimE.
Donc (u,v) est une base de E.
3) — 1'¢"® méthode :
Va,B,y € R:au+ pv+yw = (0,0,0) < a(1,1,1) + B(2,1,3) +y(1,2,-1) = (0,0,0)
= (a,a,a) + (2B,B,3B) + (v,2y,—y) = (0,0,0)
= (a+2B+y,a+p+2y,a+36-y) =(0,0,0)

(a+2B+y =0 ( p-y=0
=< a+f+2y=0 =< a+p+2y=0
\a+3ﬂ—y=0 \a+3ﬂ—y=0
( y=>, /7=ﬂ
=< a+p+2=0 =< a+3p=
| a+3-B=0 _a+2B=
(a=-28 o« =28
=< r=p =< r=p
| —28+3p=0 B=0

sa=p=y=0.
Donc S = (u,v,w) est un systéme libre de R3.
Puisque S = (u,v,w) est un systéme libre de R® qui contient trois vecteurs alors
S = (u,v,w) est une base de R®.

— 28Me méthode :
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12 1 1 2 1 1 2 1
L, — Lo—L1
11 2 0 -1 1 Ls - Ls+L2] 0 -1 1
Ls — Ls—L;
13 -1 0 1 -2 0 0 -1
Alors rgS = 3. Donc S = (u,v,w) est une base de R3.
— 3'¢me méthode :
12 1 1 2 1
112 |=({0-11|=
13 -1 0 1 -2
Donc S = (u,v,w) est une base de R®.
4).— 1'*® méthode :
Puisque {u,v} est une base de E, {w} est une base de F (car F = vect(w) etw = 0),
{u,vy N {w} =@ et {u,v U<{w} = {u,v,w} est une base de R* alors E et F sont
supplémentaires dans R®.
— 2'¢me méthode :
YVaeENF:aeEetacekF.
aeF =vect(w) = da € R/a=aw = a(1,2,-1) = (a,2a,—a)
a=(a,20,~a) e E=>20-20—(—a) =0=a=0= a=(0,0,0).
Alors ENF = {(0,0,0)}. Donc la somme de E et F est directe.
Puisque F = vect(w) et w = 0 alors {w} est une base de F.
Par suite dimF = 1.
dim(E@® F) = dimE +dimF = 2+ 1 = 3 = dimR3.
Ce qui montre que E et F sont supplémentaires dans R3.

-1 1
1 -2

=2-1=1=+0.

12 1
5P=| 11 2
13 -1
6) — 1'®"® méthode :
121|100 12 1100
Ly, — Lp— L,
(Plls)=| 11 2 (010 0 -1 1 |-110
Ls — Ls—L,
13-1/001 01 —2|-101
12 1100 121110 o0
L, — —-L,
L—lotlol 011 (110 |/ ] 01 -1]1-1 0
00 -1|-211 : *Voo 1 ]2 -1 41
L, 120]-1 1 1
PR 010 3 2 41
L2—>L2+L3
001]| 2 -1 -1

100 -7 5 3 -7 5 3
Li - Li—-2L2f 010 3 -2 -1 = I3l 3 -2 -1
001 2 -1 -1 2 -1 -1
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-7 5 3
Donc: P! = 3 -2 -1

— 2'°me méthode :

12 1 1 2 1
-1 1
A=detP=|11 2 |[=|0 -1 1 |= L o =2-1=1
13 -1 0 1 -2 -
1 2 1 2 11
Al,l_ :_7 y A]_’Z:— = , 13 = :2
3 -1 1 -1 13
2 1 11 12
Azy = - =95, A2 = =-2, A3 =~- =-1
3 -1 1 -1 13
2 1 11 12
Ag1 = =3, As2 =~ =-1, A3z = =-1.
12 12 11
-7 3 2 -7 5 3
-1 1t _ 1t _
P —K(comP)—T 5 -2 -1 = 3 -2 -1
3 -1 -1 2 -1 -1
-7 5 3 X
7) i)[alg = M(B,S)[a]s = Pla]y = [a]ls =P*[alg = | 3 -2 -1 y
2 -1 -1
—7X + 5y + 3z
= 3X—-2y -1
2X—-y—-1
Donc les compsante du vecteur a dans la base S sont —7x + 5y + 3z, 3x — 2y — 2z
et2x—-y-1z.

i) D'apres la question i), a = (-7X+5y + 32)u+ (3X -2y —Z)v+ (2X —y — Z)W.
Alors : b = (-7x+5y+3z2)u+ (3x—-2y-z)ve E,c=(2x-y—-z)\we Feta=b+c.
b=(C7x+5y+32)u+Bx—-2y—z)v=(-7x+5y+32)(1,1,1) + (3x -2y —-2)(2,1,3)
= (—IX+5y+3z,—7x+ 5y +3z,-7Xx+ 5y +32) + (6Xx — 4y — 22,3x — 2y — 2,9X — 6y — 32)
= (—X+Yy+2z,-4x+ 3y +22,2x - Y).
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c=(2x-y-2)1,2,-1) = (2X—-y—2,4Xx— 2y — 22,-2X + Y + 2).
iiyb=(-3+5+8-4x3+3x5+2x8,2x3-5)=(10,-12+15+16,6-5)

= (10,19,1).

C=(2x3-5-8,4%x3-2x5-2x%x8,-2x3+5+8)

=(6-5-8,12-10-16,-6+5+8)

= (-7,-14,7).
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