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Correction du rattrapage d’Algèbre 2

Exercice 1 :

1) A 

6 −4 −4

5 −3 −4

1 −1 0

L1 ↔ L3

1 −1 0

5 −3 −4

6 −4 −4

L2  L2 − 5L1

L3  L3 − 6L1

1 −1 0

0 2 −4

0 2 −4

L3  L3 − L2

1 −1 0

0 2 −4

0 0 0

.

Donc : rgf  rgA  2.
3  dimR3  rgf  dimker f  2  dimker f  dimker f  3 − 2  1.

2) – 1ière méthode :

A 
1 −1 0

0 2 −4

0 0 0

L2  1
2

L2

1 −1 0

0 1 −2

0 0 0

L2  L2  L1

1 0 −2

0 1 −2

0 0 0

.

∀x,y, z ∈ R3 :

x,y, z ∈ ker f  A

x

y

z



0

0

0



1 0 −2

0 1 −2

0 0 0

x

y

z



0

0

0


x − 2z  0

y − 2z  0


x  2z

y  2z

Donc : ker f  2z, 2z, z╱z ∈ R.
– 2ième méthode :
∀x,y, z ∈ R3 :

x,y, z ∈ ker f  A

x

y

z



0

0

0



6 −4 −4

5 −3 −4

1 −1 0

x

y

z



0

0

0



6x − 4y − 4z  0

5x − 3y − 4z  0

x − y  0



y  x

6x − 4x − 4z  0

5x − 3x − 4z  0
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
y  x

2x − 4z  0


y  x

2x  4z


y  x

x  2z


y  2z

x  2z

Donc : ker f  2z, 2z, z╱z ∈ R.

3) i) fuB  Mf,BuB  AuB 

6 −4 −4

5 −3 −4

1 −1 0

1

1

0



2

2

0

.

Donc : fu  2,2,0.

fvB  Mf,BvB  AvB 

6 −4 −4

5 −3 −4

1 −1 0

0

1

−1



0

1

−1

.

Donc : fv  0,1,−1.
ii) fu  2,2,0  21,1,0  2u  u  1

2
fu  f 1

2
u ∈ Im f.

fv  0,1,−1  v  fv ∈ Im f.
iii) – 1ière méthode :

∀, ∈ R : u  v  0,0,0  1,1,0  0,1,−1  0,0,0
 ,, 0  0,,−  0,0,0
 ,  ,−  0,0,0
       −  0
     0.

Alors u,v est un système libre de Im f.
Puisque u,v est un système libre de Im f et puisque dimIm f  rgf  2 alors
u,v est une base de Im f.

– 2ième méthode :

1 0

1 1

0 −1

L2  L2 − L1

1 0

0 1

0 −1

L3  L3  L2

1 0

0 1

0 0

.

Alors : rgu,v  2  rgf  dimIm f.
Donc u,v est une base de Im f.

4) i) – 1ière méthode :
∀,, ∈ R : u  v  w  0,0,0  1,1,0  0,1,−1  2,2,1  0,0,0

 ,, 0  0,,−  2, 2,  0,0,0
   2,    2, −   0,0,0



  2  0

    2  0

 −   0



  −2

  

−2    2  0



  −2

  

  0

       0.
Donc S  u,v,w est un système libre de R3.
Puisque S  u,v,w est un système libre de R3 qui contient trois vecteurs alors
S  u,v,w est une base de R3.

– 2ième méthode :
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1 0 2

1 1 2

0 −1 1

L2  L2 − L1

1 0 2

0 1 0

0 −1 1

L3  L3  L2

1 0 2

0 1 0

0 0 1

.

Alors rgS  3. Donc S  u,v,w est une base de R3.

– 3ième méthode :

1 0 2

1 1 2

0 −1 1



1 0 2

0 1 0

0 −1 1


1 0

−1 1
 1.

Donc S  u,v,w est une base de R3.
ii) D’après 3) i) on a : fu  2u et fv  v.

fwB  Mf,BwB  AwB 

6 −4 −4

5 −3 −4

1 −1 0

2

2

1



0

0

0

.

Alors fw  0,0,0. Ce qui montre que D 

2 0 0

0 1 0

0 0 0

.

Exercice 2 :
1) – 1ière méthode :

∀x,y, z ∈ R3 : x,y, z ∈ E  2x − y − z  0  z  2x − y.
Donc : E  x,y, 2x − y╱x,y ∈ R  x, 0, 2x  0,y,−y╱x,y ∈ R

 x1,0,2  y0,1,−1╱x,y ∈ R
 vect1,0,2, 0,1,−1.

Ce qui montre que E est un sous-espace vectoriel de R3et que 1,0,2, 0,1,−1
est une base de E.
Alors E est un sous-espace vectoriel de R3et dimE  2.

– 2ième méthode :
 2  0 − 0 − 0  0  0,0,0 ∈ E  E ≠ ∅.
 ∀ ∈ R , ∀a  x,y, z ∈ E et ∀a′  x ′,y ′, z′ ∈ E.
a  a′  x,y, z  x ′,y ′, z′  x,y,z  x ′,y ′, z′  x  x ′,y  y ′,z  z′.
x  x ′ − y  y ′ − z  z′  2x  2x ′ − y − y ′ − z − z′

 2x − y − z  2x ′ − y ′ − z′

 2x − y − z  2x ′ − y ′ − z′  0  0
 0.

Alors : a  a′ ∈ E.
Alors E est un sous-espace vectoriel de R3.
∀x,y, z ∈ R3 : x,y, z ∈ E  2x − y − z  0  z  2x − y.
Donc : E  x,y, 2x − y╱x,y ∈ R  x, 0, 2x  0,y,−y╱x,y ∈ R

 x1,0,2  y0,1,−1╱x,y ∈ R  vect1,0,2, 0,1,−1.
Ce qui montre que 1,0,2, 0,1,−1 est une base de E.
Par suite E est un sous-espace vectoriel de R3et dimE  2.

2) i) 2  1 − 1 − 1  2 − 1 − 1  0  u  1,1,1 ∈ E.
2  2 − 1 − 3  4 − 1 − 3  0  v  2,1,3 ∈ E.
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ii) – 1ière méthode :
∀, ∈ R : u  v  0,0,0  1,1,1  2,1,3  0,0,0

 ,,  2,, 3  0,0,0
   2,  ,  3  0,0,0



  2  0

    0

  3  0



  −

−  2  0

−  3  0

     0.
Donc u,v est un système libre de E.
Puisque dimE  2 et puisque u,v est un système libre de E qui contient deux
vecteurs alors u,v est une base de E.

– 2ième méthode :

1 2

1 1

1 3

L2  L2 − L1

L3  L3 − L1

1 2

0 −1

0 1

L3  L3  L2

1 2

0 −1

0 0

.

Alors : rgu,v  2  rgf  dimE.
Donc u,v est une base de E.

3) – 1ière méthode :
∀,, ∈ R : u  v  w  0,0,0  1,1,1  2,1,3  1,2,−1  0,0,0

 ,,  2,, 3  , 2,−  0,0,0
   2  ,    2,  3 −   0,0,0



  2    0

    2  0

  3 −   0



 −   0

    2  0

  3 −   0



  

    2  0

  3 −   0



  

  3  0

  2  0



  −2

  

−2  3  0



  −2

  

  0

       0.
Donc S  u,v,w est un système libre de R3.
Puisque S  u,v,w est un système libre de R3 qui contient trois vecteurs alors
S  u,v,w est une base de R3.

– 2ième méthode :
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1 2 1

1 1 2

1 3 −1

L2  L2 − L1

L3  L3 − L1

1 2 1

0 −1 1

0 1 −2

L3  L3  L2

1 2 1

0 −1 1

0 0 −1

.

Alors rgS  3. Donc S  u,v,w est une base de R3.
– 3ième méthode :

1 2 1

1 1 2

1 3 −1



1 2 1

0 −1 1

0 1 −2


−1 1

1 −2
 2 − 1  1 ≠ 0.

Donc S  u,v,w est une base de R3.
4).– 1ière méthode :

Puisque u,v est une base de E, w est une base de F (car F  vectw et w ≠ 0),
u,v ∩ w  ∅ et u,v  w  u,v,w est une base de R3 alors E et F sont
supplémentaires dans R3.

– 2ième méthode :
∀a ∈ E ∩ F : a ∈ E et a ∈ F.

a ∈ F  vectw  ∃ ∈ R╱a  w  1,2,−1  , 2,−
a  , 2,− ∈ E  2 − 2 − −  0    0  a  0,0,0.

Alors E ∩ F  0,0,0. Donc la somme de E et F est directe.
Puisque F  vectw et w ≠ 0 alors w est une base de F.
Par suite dimF  1.
dimE ⊕ F  dimE  dimF  2  1  3  dimR3.
Ce qui montre que E et F sont supplémentaires dans R3.

5) P 

1 2 1

1 1 2

1 3 −1

.

6) – 1ière méthode :

P|I3 

1 2 1

1 1 2

1 3 −1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

L2  L2 − L1

L3  L3 − L1

1 2 1

0 −1 1

0 1 −2

1 0 0

−1 1 0

−1 0 1

L3  L3  L2

1 2 1

0 −1 1

0 0 −1

1 0 0

−1 1 0

−2 1 1

L2  −L2

L3  −L3

1 2 1

0 1 −1

0 0 1

1 0 0

1 −1 0

2 −1 −1

L1  L1 − L3

L2  L2  L3

1 2 0

0 1 0

0 0 1

−1 1 1

3 −2 −1

2 −1 −1

L1  L1 − 2L2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

−7 5 3

3 −2 −1

2 −1 −1

 I3

−7 5 3

3 −2 −1

2 −1 −1

.
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Donc : P−1 

−7 5 3

3 −2 −1

2 −1 −1

.

– 2ième méthode :

Δ  detP 

1 2 1

1 1 2

1 3 −1



1 2 1

0 −1 1

0 1 −2


−1 1

1 −2
 2 − 1  1.

Δ1,1 
1 2

3 −1
 −7 , Δ1,2  −

1 2

1 −1
 3 , Δ1,3 

1 1

1 3
 2

Δ2,1  −
2 1

3 −1
 5 , Δ2,2 

1 1

1 −1
 −2 , Δ2,3  −

1 2

1 3
 −1

Δ3,1 
2 1

1 2
 3 , Δ3,2  −

1 1

1 2
 −1 , Δ3,3 

1 2

1 1
 −1.

P−1  1
Δ 

tcomP  1
1

t
−7 3 2

5 −2 −1

3 −1 −1



−7 5 3

3 −2 −1

2 −1 −1

.

7) i) aB  MB,SaS  PaS  aS  P−1aB 

−7 5 3

3 −2 −1

2 −1 −1

x

y

z



−7x  5y  3z

3x − 2y − z

2x − y − z

Donc les compsante du vecteur a dans la base S sont −7x  5y  3z, 3x − 2y − z
et 2x − y − z.

ii) D’après la question i), a  −7x  5y  3zu  3x − 2y − zv  2x − y − zw.
Alors : b  −7x  5y  3zu  3x − 2y − zv ∈ E, c  2x − y − zw ∈ F et a  b  c.
b  −7x  5y  3zu  3x − 2y − zv  −7x  5y  3z1,1,1  3x − 2y − z2,1,3
 −7x  5y  3z,−7x  5y  3z,−7x  5y  3z  6x − 4y − 2z, 3x − 2y − z, 9x − 6y − 3z
 −x  y  z,−4x  3y  2z, 2x − y.
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c  2x − y − z1,2,−1  2x − y − z, 4x − 2y − 2z,−2x  y  z.
iii) b  −3  5  8,−4  3  3  5  2  8,2  3 − 5  10,−12  15  16,6 − 5

 10,19,1.
c  2  3 − 5 − 8,4  3 − 2  5 − 2  8,−2  3  5  8
 6 − 5 − 8,12 − 10 − 16,−6  5  8
 −7,−14,7.
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