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Correction du contréle d’Algebre 2

Exercice 1:
3 2 =2
1)A=| 5 -3 -4
1 -1 0

iere ,
2) 1/ méthode :
Va =(X,Y,z) € R®: a € kerf < f(a) = (3x — 2y — 22,5x — 3y — 4z,x —y) = (0,0,0)

X—-2y—-22=0 X=y
= SX-3y—-4z=0 < X—22=0
X—-y=0 2x -4z =0
S x=y=2

Donc : kerf = {(22,22,z) telquez e R}.

Puisque kerf = {2(2,2,1) telquez e R} = vect((2,2,1)) alors ((2,2,1)) est une
base.du kerf.

3 =dimR3 = rgf + dimkerf =rgf+1 = rgf =3-1 = 2.

ieme

2— méthode :

3 -2 -2 1 -1 0 1 -1 0
L, — L,-5L,
A= 5 3 4 |Lie—L3y] 5 -3 4 0 2 -4
L; — Lz —3L;
1 -1 0 3 -2 2 0O 1 -2
1 -1 0 1 -1 0
L, - L—-Lsl 0 1 -2 |Ls—Ls—-L] 0 1 -2
0o 1 -2 0 0 O
10 -2
Li - Li+L2] 0 1 -2
00 O
x—-2z=0 X =22
va =(X,Y,z) € R®: a € kerf = = .
y—-22=0 y =2z

Donc : kerf = {(22,22,2) tel que z € R}.

Puisque kerf = {2(2,2,1) telquez e R} = vect((2,2,1)) alors ((2,2,1)) est une
base.du kerf.

3 =dimR3 = rgf +dimkerf =rgf+1 = rgf =3-1 = 2.
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3 -2 -2 1 -1 0 1 -1 0

L, — L,—-5L
yA=| 5 3 4 |LyoLs 5 -3 -4 S B W S
L; — Lz —3L;
1 -1 0 3 2 2 0o 1 -2
1 -1 0 1 -1 0
Lo -L—-Lsgl 0 1 -2 |[Ls—Ls—Lz] 0O 1 -2
0 1 -2 0 0 O

Donc ((3,5,1),(-2,-3,-1)) est une base de Imf.
4) 1= méthode :

01 2 1 10100
Plls) = 11 2 010 L1 « L3 112 01
1011001 01 2 10
1100 1 1010 0 1
Lo - Ly—L3 011|011 Lz — L3 —L» 01110 1 -1
10 0 0 1 1 -1 1
1 00|]-1 1 O -1 1 O
L; — L1 —Ls
010 -1 2 -2 =] I3l -1 2 -2
L, — Ly—-Ls
0 01 1 -1 1 1 -1 1
-1 1 O
Donc P est inversible et P~1 = -1 2 =2
1 -1 1
2= méthode :
012 01 2
1 2 ) .
detP=|1121|=]1011/|-= 11 = -1 # 0. Donc P est inversible.
101 101
12 12 11
A1 = =1 Ao = — =1 A13 = =-1
01 11 10
12 0 2 01
Ay1 = — =-1 Ao = = -2 Arz = — =1
01 11 10
1 2 0 2 01
Az = = Azp = — =2 Az3 = = —
12 1 2 11

2sur9 Corr contréle d’Alg 2 SMP-SMC 2014-15



Donc P est inversible et on a :

1 1 1 1 -1 0

0 2 -1 -1 1 -1
-1 1 0
= -1 2 =2
1 -1 1

5) Puisque e}, e5,e5 sont les colonnes de P et puisque P est inversible alors
B' = (e},e5,e5) est une base de R3.

6) 1 méthode :

3 -2 2 012
Al=PAP=P1 5 -3 4 112
1 -1 0 101
-1 1 0 -4 10 -3 1 0
= -1 2 2 -7 2 0 = -8 3 0
1 -1 1 -1 00 2 -1 0
2" méthode :
-1 1 0 3 -2 =2
A' = PAP = -1 2 2 5 -3 4 |P
1 -1 1 1 -10
2 -1 -2 012 -3 1 0
- 5 -2 -6 112 = -8 3 0
-1 0 2 101 2 -1 0
Exercice 2 :
1 2 3m
1)An=| 1 m+1 3m+1
1 2 2m
1 2 3m 1
L’équation matricielle du systéme (Zm> est: 1 m+1 3m+1 |X= 2
1 2 2m 0
1 2 3m X 1
ou 1 m+1 3m+1 y = 2
1 2 2m z 0
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2) Calculer det(An) en fonction de m.

1 2 3m 1 2 3m
det(Am) = 1 m+1 3m+1 =] 0 m-1 1 |=-m(m-1)=ml-m).
1 2 2m 0 0 -m

3) (Zm> est un systeme de Cramer < m(1l-m) # 0 =< m=0etm = 1.

1 2 3m 1 2 3m
4)Ax=|2 m+1 3m+1 |[=| 0 m-3 1-3m | =
0 2 2m 0 2 2m
=2m(m-3)-2(1-3m) =2m?-6m—-2+6m =2m? -2 =2(m? - 1)
=2(m-1)(m+1).

m-3 1-3m
2 2m

1 1 3m 01 m 1
m
Ay=1123m+1 |[=]02 m+1 |= =1-m
2 m+1
1 0 2m 1 0 2m
1 2 1 0 0 1
1 m+1
Az=11 m+1 2 =1 m+1 2 |= L ) =1-m
1 2 0 1 2 0
« = Ay _ 2(m-1)(m+1) 2_2(m+1)
det(Anm) m(1—-m) m-
A __1-m _ 1 , A, _ _1-m _ 1

Y= GettAn) ~ m@I-m) W T det(An)  m(l—my T

Donc (_M % %) est la seule solution du systéme (Zm>.

Exercice 3 :
1) 1=~ méthode :
7 0 6 1 -1 0
A= 8 1 6 L, - L -L, -8 1 6
~12 0 10 ~12 0 10
L LaL 1 -1 0 1 -1 0
— +
2T g 706 |Lo—5L-3Lsl 0 1 0

L3 — L3 +12L4
0 -12 10 0 -12 10
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1 -1 0
L3—>L3+12L2 0 1 0

0 0 10
Donc rgA = 3.
2" méthode :
-7 0 6 1 -1 0 1 0 O
-7 6
detA—816—816—8—76‘
-12 10
-12 0 10 -12 0 10 -12 -12 10
=-70+72=2=+0.
Donc rgA = 3.
-7-X 0 6
2) a) Pa(X) = 8 1-X 6 = (1-X) =X e
’ -12 10-X

12 0 10-X
= (L= X)[(=7 = X)(10 = X) + 72] = (L — X)(=70 + 7X — 10X + X2 + 72)
= (1-X)(2—-3X+X2).

A =9-8 = 1. Donc les racines du polynéme 2 — 3X + X? sont :
_3-1 2 et x,=3+t1 _ 4

S R 2=y T2
Ce qui montre que Pa(X) = (1 -X)(1 - X)(2-X) = (1 - X)?(2 - X).
b) Les valeurs propres de f sont 1 et 2 (car 1 et 2 sont les racines du polynéme Pp).
iere P
3) 1— meéthode :
- Pour déterminer E; :
va = (x,y,z) € R®:

X 0 -8 0 6 X 0
aceki = A-13)| vy = 0 = -8 0 6 y = 0
z 0 -12 0 9 z 0
—8x + 6z 0 -8x+6z=0
= —8x + 6z = 0 = -8x+6z=0
-12x + 9z 0 -12x+92 =0
;- 8X _ A
6 3 . 4x
= Z_l_2x:ﬂ <:>a—(x,y,3 )
9 3

Donc: E; = {(xy%) tq: X,y € R} ou E;-= {(3x,y,4x) tq: X,y € R}
ou E;= { %,y,z) tq:y,ze R} ou Ei=<{(zy4z) tq:yzeR}.
E, = {(x,y,% tq : X,y € R} = {(XO%) +(0,y,0) tg:xye R}
- {x(l,o,i) +v(0,1,0) tq:xy e R} - vect((l,O,%),(O,l,O)).
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Va,f e R : a(l,o,i) + B(0,1,0) = (0,0,0) = (a,o,%a) +(0,8,0) = (0,0,0)
= (a,ﬁ,%a) ~ (0,0,0) = a = = 0.

Alors ((1,0, i),(O,l,O)) est un systeme libre de E;.

Donc ((1,0, i), (0,1,0)) est une base de E;. Ce qui montre que dimE; = 2.

- Pour déterminer E, :
va = (x,y,z) € R®:

bad
o

acE, o (A-2ly)

N <
Il
o O

< X
Il
o o

0 -9x+62=0
= 0 = —8X-y+6z=0
0 -12x+82=0

= —8X -y + 62

|

o

N

o

oo (o]
N
o

y =X
= B -y+XxX=0 < S _ 3

;- A12x _ 3x 2

8 2
Donc: E; = {(x,x,% tq: X e R} ou Ez=<{(2x,2x3x) tq:xeR}.

Alors : E; = {x(1,1,§> tg:x e R} = vect((1,1,§>>
ou E;={x(223) tq:xeR} =vect((2,2,3))

Ce qui montre que dimE; = 1.

ieme

2— méthode :
- Pour déterminer E; :

8 0 6 1 0 —%
A-lz=| -8 06 L1—>—%L1 8 0 6
-12. 09 12 0 9
10 -3
L, — L,+8L, 4
Ly > La+12L, | 90 O
00 0
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3z 3z
1 =0e=x= 1

Donc: E; = { %,y,z) tq:y,ze R} ou Ei=<{(zy4) tq:yzeR}.
ou E; = {(x,y,ﬂ) tq : X,y € R} ou Ei=<{(xy4) tq:xyeR}
E; = { %,y,z) tq:y,ze R} {( 32 o, z) +(0,y,0) tq:y,ze R}
- {z(%,O,l) +y(0,1,0) tq:y,ze R} - vect((%,O,l),(O,l,O))

Alors:Va = (x,y,z2) e R®:a e E; & x—

Va,f e R : a(i 0, 1) + B(0,1,0) = (0,0,0) = ('{Ta,o,a) +(0,8,0) = (0,0,0)
= (30‘ Oa) = (0,0,0) = a = =0.

Alors ((%,0,1),(0,1,0)) est un systeme libre de E;.

Donc ((%Ol) (O,l,O)) est une base de E;. Ce qui montre que dimE; = 2.

- Pour déterminer E, :

7 0 6 1 -10
A-213 = 8 16 |Li—Li—-L) -8 -1 6
12 0 8 12 0 8
1 -1 0 1 -1 0
L, — L, +8L
Tl 0 96 |-t 01 -2
L3—>L3+12L1
0 -12 8 0 -12 8
1 -1 0 10 —%
Ls — Ls+12L,] 0 1 —% Ly > Li+Lls| o 1 _%
00 0 00 0
x—%—o
Alors:Va=(xy,2) e R® :acE; = <:>x=y=ﬁ
y-4£ =0 3

Donc : E; = {(x,x,% tq:xe R} ou E,-= {(2x,2x,3x) tq:x e R}.

Alors : E, = {x<1,1,§> tg:xe R} = vect((l,l,§>>

ou E,-= {x(2,2,3) tq:xe R} = vect((2,2,3))
Ce qui montre que dimE; = 1.
Puisque dimE; +dimE; = 2+ 1 = 3 = dimR? alors f est digonalisable.
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30 -2 30 -2 100

4) a) P? = 21 2 2 1 -2 = 010 = 3.
4 0 -3 4 0 -3 001
30 -2
Donc P est inversible et P = P = 21 -2
4 0 -3

b) Puisque la matrice P de colonnes u, v et w est inversible alors S = (u,v,w) est
une base de R3.

5) 1= méthode :
Puisque u,v € E; —{(0,0,0)} alors u et v sont des vecteurs propres de f associées.
al
Puisque w = (-2,-2,-3) € E; — {(0,0,0)} alors w est une vecteur propre de f
associées a 2.
Ce qui montre que S est formée de vecteurs propres de f .

100
D= 010
0 0 2

ieme

2— méthode :

-7 0 6
[f(W]g = Alu]g = -8 1 6

-12 0 10 (4

N W
Il
—
[
[
J—
VY
[
N’
|
c

Donc u est un vecteur propre de f associé a 1.

-7 0 6 0
[f(WIg=AlVlg=| -8 1 6 1 |=[g=f(v)=v
-12 0 10 0
Donc v est un vecteur propre de f associé a 1.
7 0 6 -2 4 )
[fw)]g =Awlg=| -8 1 6 2 |=| -4 |=2] =2
-12 0 10 -3 -6 -3

= 2[w]g = [2W]; = f(w) = 2w
Alors f(w) = 2w. Donc v est un vecteur propre de f associé a 2.
Ce qui montre que S est formée de vecteurs propres de f eton a:

100
D= 010
0 0 2
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6)D=P!AP = A=PDP! = VneN:A"=PD"P!=PDP.
iere

1— méthode:

30 -2 100 30 -2m 30 -2
A" = 2 1 -2 010 P= 2 1 -2mt 2 1 -2
4 0 -3 0 0 2" 4 0 -3x2" 4 0 -3

9-2™ 0 6(2"-1)
-| 8-2m 1 B@"-1)
12(1-2") 0 9x2"-8

2— méthode:
100 3 0 =2 3 0 =2 3 0 -2
A"=P| 01 0 21 -2 |=| 21 =2 2 1 =2
0 o0 2" 4 0 -3 4 0 -3 2M2 0 —3x2"

9-2™ 0 6(2"-1)
=| 8-2m 1 @ -1)
12(1-2") 0 9x2"-8
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