+sFomesoutra n

Université Sidi Mohamed Ben Abdellah Année Univ.2014-15
Faculté des Sciences Dhar El Mehraz SMP-SMC
Département de Mathématiques

Correction du rattrapage d’Algebre 2

durée : 1h30
Exercice 1 :
1 3 1 1 3 1
L, —» L, —2L,
1)A 0 5 -2 |Ls—Ls+Lz] 0 -5 -2
L3 — L3+L1
0 5 0 0O 0 -2

Donc : rgA = 3.
2) Puisque e} = (1,2,-1), e5 = (3,1,2) ete; = (1,0,-1) sont les colonnes de A et
puisque rgA = 3 alors B’ est une base de R3.
1 3 1
P=| 2 1 0 |=A
-1 2 -1
4) La matrice de f par rapport a B’ est : P"1AP = A"1AP =P = A

Exercice 2 :
2 3 m-1
Soient S, I'ensmble des solutionsde (3" YetMm=| 1 1 m-1 ]| 3
-1 m-1 0 -2
1 1 m-1 11 m-11]3
L, — L, -2L;
MmL1 < L» 2 3 m-1 01 1-m]|1
L3—>L3+L1
-1 m-1 O -2 O0O0m m-1
11 m-1 11 m-1 3
Ly - Ls—mL2] 01 1-m = 01 1-m
0 0m-1]|1-m 00 (mMm-1(mM+1) | 1-m
-Sim=-1:
11 -2
M.y ~ 01 2 1 = S1 =0
00 O
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-Sim=1:;

110]3 100]2
M ~ 010|1 |Li—»L-Lf 010]1
00O0{|O 000(|O

Donc:(ZJ@{XZ
y=1
Ce qui montre que : S1 = {(2,1,2) tqzeR}.
-Sim=+letsim=-1:
11 m-1 3
Mm ~ 01 1-m
00 mMm=-1)(m+1) [ 1-m

11 m-1 3
N 1 _ 1
Ls (m—l)(m+1)L3 01 1-m )
00 1 “m+1
dm + 2 4m
L L 1 L 11 m+1 1 00 m+1
— +(1-m
e *l 010 21 Li — Li—-L2| 010 21
Lo - Lo+(m-1)Ls m+ m +
1 001]| 1

m+1 m+1

Ce qui montre que : Sy = { m4T1’ mil ’_m]irl )} = {ﬁm,z,—l)}

Exercice 3 :

8 9 6 8 o
1)detA=| 6 -7 6 | =2 = 2(-56 +54) = 2(-2) = 4.

0 0 2 o

Puisque detA = 0 alors A est inversible. Donc f est un automorphime de R3.
8-X 9 6 s x 9
2)Pa=det(A-Xls)=| -6 -7-X -6 |=2-X)
6 -7-X

0 0 2-X
=2-X)[B-X)(-7T-X)+9x6] =(2-X)(-56—-X+X?+54)
= (2-X)(X?-X-2).

A=1+8=09. Donc les racines de X2 — X — 2 sont :
143 _ 4 _ 5 o x,=1z3_-=2_ 3

S 2 2
Donc: X2 —X—-2 = (X-2)(X +1).
Par suite : Pa = 2-X)(X=2)(X+1) = 2-X)2-X)(-1-X) = (2-X)*(-1-X)
ou Pa=2-X)X=2)(X+1) = -X-2)(X-2)(X+1) = =(X=2)*(X +1).
3) Puisque —1 et 2 sont les racines de P alors —1 et 2 sont les valeurs propres de f.
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4) 1= méthode :
eVa=(xy,2) eR®:
ackE ) = fla)=-a<= BXx+9y+6z,-6x—7y—6222) =—-(X,y,2) = (-X,-Y,-2)

8X +9y + 6z = —X 9x+9y+6z2=0
= —6Xx-7y—-6z=-y < —6x-6y—-6z=0
27 = -2 3z=0

z=0 z=0 0
7=
= X+9y =0 <= 9x+y)=0 @{
X+y=0
—-6x -6y =0 —-6(x+y) =0

z=0
= .
y=-X

Donc:E; = {(x,—x,0) tq xeR}.
eVa=(xy,z2)eR®:
ack; & fla) =2a < (Bx+9y+6z,-6x—7y—62,2z2) = 2(x,Y,2) = (2x,2y,22)

8Xx + 9y + 62 = 2X
{ 6x+9y+6z2 =0

4 —-bX—-7y—-6z=2y <
y y —-6x—-9y—-6z=0

21 = 22
< 6X+9y+62=0<= 2x+3y+22=0

y+2z y:_Z(X,;Z) ou  7-

2
Donc : E; = {(— 3yJ2rZZ,y,z) tq v,z € R}

ou E; = {(-3a-2B,20,2f) tq a,f € R}

ou E; = {(X’_Z(x; 2) ,z) tq x,z € R}

oukE; = {(3a,—2(a +B),3B) tq a,p € R}
ou E; = {(x,y,—sxzzy) tq X,y € R}

ou Ez = {(20,2,-30 - 2pB) tq a, € R}.

2— méthode:
8 9 6 100 9 9 6
eA+l3=| -6 -7 6 |+| 010 |=| -6 -6 -6
0 0 2 001 0 0 3

_3X+2y

= X =—

111
Lo —L>-9L1] 0 0 -3
00 3

L2—>—%L2 11 L1 < Ls

w = o
o O -
(o]
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111 111 110
L2—>—%L2 001 |Ls—>Ls=3L 001 |Li>Li-L) 001
0 0 3 00O 00O

-0 -
Va=(xy,z) eR®:aceE; < X+y @{y .

z=0 z=0

Donc:E1 = {(x—X0) tq xeR}.

8 9 6 2 00 6 9 6
eA-2l3=| 6 -7 6 |-| 020 |=| -6 -9 -6

0O 0 2 00 2 0O 0 O

6 9 6 2 32
Lo—Le+Lil 000 |Li——FLi 00 0

00O 00O

Va=(xy,z) e R®:aecE; < 2x+3y+2z=0

3y + 2z ou y:_Z(X;Z) ou -

2
Donc: E; = {(—Syzzz,y,z) tq y,zeR}
ouk; = {(—Ba -2B,20,2B) tq a,p € R}

ou E, = {(Xi_Z(x;z) ,z) tq X,z R}

ouEz = {(3a,-2(a + $),3p) tq a,p R}
ou E, = {(x,y,—BXJZFZy) tq X,y € R}
ouEz = {(20,28,-3¢ - 2) tq a,f € R}.
5) a) 1 méthode :
Ya,B,y € R :

au+ pv+yw = (0,0,0) < a(1,-1,0) + B(1,0,-1) + y(0,2,-3) = (0,0,0)
<= (a+ p,—a+2y,-p—-3y) =(0,0,0)

_3X+2y

=X =—

a+p=0 a =2y a =2y
= —-a+2y=0 < p=-3y = = =3y

-3y =0 2y -3y =0 -y =0
Sa=p=y.

Alors S est un systéme libre de R®. Donc S est une base de R3.
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ieme

2— méthode :

1 1 0
SoitP=| -1 0 2
0 -1 -3
1 1 0 1 1 0 L
Ona:detA=| -1 0 2 |=]|0 1 2 |= =-3+2=-1+0
0 -1 -3 0 -1 -3 3
Ce qui montre que S est une base de R3.
3™ méthode :
1 1 0
SoitP = -1 0 2
0 -1 -3
1 1 0 1 1 0 110
Ona:P=| -1 0 2 Lo —-L+Lsyf 0O 1 2 Ly > Ls+L2l 01 2
0 -1 -3 0 -1 -3 00 -1

Ce qui montre que S est une base de R3.
b) Puisque S est une base de R*.formée de vecteus propres de f alors f est diagonalisable.

-1 00
D = 0 20
0 02
6) Vérifier que D? — D = 2l3 et en déduire D! en fonction de D.
-1 00 -1 00 -1 00
D2-D = 0 20 0 20 |- 0 20
0 02 0 02 0 02
100 -1 00 100 1 0 0
= 040 |- 0 20 = 040 ([(+] 0 -2 0
004 0 02 0014 0 0 -2
2 00
= 020 = 2ls.
002

D2-D =2l3 = D2 13D = 23 = (D-13)D = 2l; = %(D—|3)D= ls.
Donc: D = %(D— I3).
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7) Puisque D = P~AP alors A = PDP~L. Par suite on a :
At = (PDP )t = PD Pt = P[ L(D-15) [Pt = LP(D-15)]P

= 1(POPL-PIsp) = L(PDP PP = L(A-Is)

8 9 6 100
=2|| 6-7-6 |[-] 010
0 0 2 001
7 9 6
_ 1| e e
-1 6 8 -6
0 0 1
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