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EXERCICE 1
L’espace vectoriel réel R* est muni de sa base canonique By = (e4; €2; €3).
On considére I’endomorphisme f défini de R® vers R? par : '
f(e;) = —3e; + 8e; — 4ey
f(e; +e) = —4e; +1le; — Seq
f(e, — e3) = —2e; + 5e; —3e3
1) a) Ecrire f(e,) ; f(e;) et f(e3) en fonction de e, ; e; et e3. -

b) Si A désigne la matrice de I’endomorphisme f relativement a la base canonique B,, montrer que

-3 8 -4
ty = (—1 3 —1) (t, désigne la transposée de la matrice A).
1 -2 2 :
2) L’endomorphisme f est-il un automorphisme ?
3) a) Déterminer le noyau ker(f) de f et donner une base de ker(f).
b) Déterminer I'image Im(f ) de f et donner une base de Im(f).
4) Dans I’espace vectoriel R* on donne : .
u, =—e +e,—é€;
u; —e; + €3
u3; =—e; —e; + 2e;
a) Montrer que By = (u;;u;; Us) est une base de R3.
b) Déterminer la matrice de passage P de la base B, a la base B;.
c) La matrice P est-elle inversible.? Si oui, déterminer les expressions des vecteurs ey; €; et é3
fonction des vecteurs u,; u, et uz. (On pourra calculer P-1, inverse de la matrice P).
5) On suppose que la matrice P est inversible et on désigne par M la matrice. de I’endomorphisme f

en

relativement a la base B;.

a) Calculer M = P7'AP;
b) Déterminer les expressions de f (u,) ; f(uy ) et f(u3) en fonction de uy; u, et us.

EXERCICE 2

On considére un systéme « entrée-sortie » suivant :

e(t) s(1)
» Systeme (S) [

Dans le systéme représenté ci-dessus, e et s sont respectivement les siénaux d’entrée et de sortie, causaux
¢’est-a-dire (nuls pour t négatif). On suppose que le systéme est régi par I’équation différentielle (E) définie
f

par :
d’s ds
dt_z + RC—+ s(t) = e(t)

(E) :LC =

©




ctement positives et de plus,ona.

L, RetC sont des constantes réelles stri
s(0*)=0 et%%(O*) =0.

On suppose que les fonctions e et § admettent des tr
1) La fonction de transfert H du systéeme est définie

produit des fonctions H(p) et E(P). S T T
En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de I’équation différentielle (E), montrer
1

tees respectivementE etS.

ansformées de Laplace no

par : S(p) = H(®) E(p) ot H(p) x E(P) désignele \

= LC
que H (p) m z

2) On suppose que e()=U(t—1)— ut—2)
u(t) =0sit <0
{U(t)z 1s5it=20
a) Donner |’expression de e(t) sur les intervalles ]— 1[; (1 221 et[Z i+ oof. ok oo
b) Représenter graphiquement la fonction e dans le plan muni du repere orthonormé (0; 1;J ) d'uniteé
graphique 2 cm.

¢) Déterminer E(p) (ol E(p) est la transformee de Laplace de e(t) ).
éreque:L=2H;R=1000ﬂ etC=2X1O'6F.

Ou U est la fonction échelon unité définie sur R par :

3) Dans la suite de |’exercice, on consid

(500)* .
a) Montrer que: H (p) = — . -
: (p+250)2+(250v3)
1. p+250 250

1
b) Mont - =H(p) = = - '

4)
a) Déterminer |’ original h, de la fonction -:; H(p).

b) Exprimer s(t) a I’aide de hy(t).
5) Donner |’expression de s(t) sur chacun des intervalles ]— % ; 1(; [1 :2[ et[Z : 4 ool.

. —1-i
1) Ondonnele nombre complexe suivant @ = =75
a) Ecrire a sous la forme algébrique.
b) Ecrire a sous la forme trigonométrique.

Gl -11n . =11m
¢) En déduire les valeurs exactes de cos ——— et sin

12 °

2) Soitle nombre complexe z = X + iy, avec x,y €R.
On considére A, B et M des points du plan d’affixes respectives 1, 2i et Z.
z—1 .
On pose = Py ou z # 2itel queZ = X+iY ouX et Y sont des nombres réels.

a) Exprimer X et Y en fonctionde x ety.

b) Démontrer que I’ensemble des points M du plan d’affixe z = x + iy tels que Z soit un nombre reel
est la droite d’équation (D):y = —2x + 2 privée du point A.
3) Déterminer I’ensemble (E) des points M du plan tels que |Z] = %

)
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EXERCICE1 (8/8)

1) a) Ecrivons f(e,) ; f(e,) et f(e3) en fonction de ey; e; et €3.

» f(el) = _381 + BEZ - 4‘83

o f(e,+e)=—4ey +1le, — Se;
f(e;) + f(e,) = —4ey + 11e, — 5e,
f(ez) = —4e, + 1132 = 533 —f(el)
f(ey) = —4e, + 11e; — Se; +3e, — 8ey + 4e3

Donc f(e;) = —e; +3e; —e;3

. f(ez t— 83) = _291 + 582 = 393
f(e;) — f(e3) = —2e; + 5e; — 3e;
—f(e3) = —2e; + 5e; — 3e3 — f(ez)
—f(e3) = —2e, + 5e; —3e; + e, —3e; + €3

Donc f(e3) = e, —2e; + 2e;

f(e1) = —3e, + 8e; — 4e;
En conclusion : Flgs) =<8+ 38—iy [P smsmns memmmemm T > 0,5%3
f(33) =€ — ZeZ + 293
-3 8 —4
b) Montrerque t; =|—-1 3 —1)(t, désignela transposée de la matrice A).
1 -2 2

f(ey) f(eq1) f(e1)

-3 -1 1
. _3 _1 1 el L, — o,
Ona: A:(B 3 —2)92 D’ou A—(B 3 2)----; 0,5

-4 - | 2/ €3

-3 8 —4
Donc ty = (—1 3 —1) ----------------- --+ 0,25
1 -2 2

2) L’endomorphisme fest un automorphisme ¢ det(A4) # 0
-3 -1 1]-3 -1

8 3 2|8 3

-4 -1 2l-4 -1

det(A) =(—-18-8-8)—-(-12—-6—16)

det(A) =

det(A) = 0 donc f n’est pas un automorphisme de R, |~ == ========== 1-» 05




uy U; Uz
1 1Ny . -1 1 ‘3{ ________ L —» 0,5
c:(1 0 —1)8: SO LT
-1 1 2/es -4 1
i | 1 -1]-1 1
det(C) =| 1 0 ~11 4
=1 1 21-1 1
det(©Q)=(1-1D—-(Q1+2)=-3
____________ +4--+05
det(C) # 0 alors B, est une base de R3.
b) Déterminons la matrice de passage P de la base By a la base By
-1 r =k
P =C donc P:(1 0 _1) _______________________ » 0,5
-1 il 2
c) Inversion de la matrice P
Ona: det(P) = det(C) = -3
det(P) # 0 donc P est inversible et son inverse est
=1 1
= tham(P)
1 -1 1 1 =8 = —eeH{s025
Com(P) = (—3 -3 0 ) d’ou  Leomp) = (_1 -3 -2 ’
-1 -2 -1 1 0 -1
1 -3 -1
P-]':—g(—l -3 =2 = ¥ 1
1 0 -1 ) 13 g
donc préey 5 1 z
—e B =
3 3
Les expressions de e;; e; et e; en fonction de uy; u, et uz sont:
1 N 1 1
eq=—=U;t+-uUz—-u
1 31 T3z~ 3Us I P
e; = Uy +u, |- ===~ 4
1 o 2 " 1
ez = +-U+-U
3=gth T T3
4) a) Calculer M = P~1AP




/
/
/

3) a) Déterminons le noyau ker(f) de f et donnons une base de ker(f).

= o= = )

-3 =1 1 _3x—y+2z=0
0 = —2X -
Au = (0)@( 8 3 —2) (;) = (g)@i&c +3y—2z=0 « {yz = ¥
o/ \-4 -1 2/°7 o/ l-ax—y+22=0
D’ou
u=(§):¢u=(_’éx)zou:(_z)x,xeﬁ&*
z x 1
Donc

ker(f) = <(_})> . dim ker(f) = 1
1

Le noyau est une droite vectorielle dont une base est {u,} avec Uy = (—2)
1

b) Déterminons I'image Im(f) de f et donnons une base de Im(f).

dim Im(f) + dim ker(f) =3 = dim Im(f) = 3—1=dim Im(f) = 2

D’ol
Im(f) est engendrée par deux vecteurs colonnes li

Soit C; = (_33 ) et C, = (—31) deux vecteurs colonnes de la matrice A.
—4

Soit a et B €ER
—30—-p=0

acl+BCZ=(8)@a("§)+B(—§)=(8)ﬁ{8a+33=0 mazp=0 ---r028
0 —. 0

—4a—pB=0
et C, sont linéairement indépendants,

—4
Dot : les vecteurs colonnes C;

Donc

wen = (3)(3)

Im(f) est un plan vectoriel dont une base est (uy;up) avec uy = (‘S) etu, = ('3})
4 e

La 05

P—

néairement indépendants de la matrice A.

4) Dans |’espace vectoriel R? on donne :
wy =—e te;—€3
u, =e; +es
u3=—ﬁ—er+k3
a) Montrons que By = (u; Uz; u5) est une base de R3.
Soit C la matrice de B;.

-+ -»0,25




|
1 1 23 =
-=- 1 3 = 3 ¥
13 g — -1 1 -133 1
pria=| 3 1 3 (8 3 az): & 2 73
EE i -1 2 1 9 E
3 3 3 3
23 -5
it 3 ——
3 A o - - S
PlAP =| — 2 =11 0 —1):(-—2 4 7 \
1 0 1
3 3
-3 6 =14 P
Donc M= (_2 4 _7) —————————————————— > 0,5 \
0 0 1
b) Déterminons les expressions de f(u) ; fuy)et f(us) en fonction de Uy} U2 et Us- \
f(u1) f(uz) f(ua) "
= -3 6 —14\ %1
Ona M= mats,(f) =@ M= (-—2 & 7 )uz
0 0 1 /¥s
D f(u1) e R -» 0,75
S f(uz) = 6“1 -+ 411-2
(u3z) = —14u1 — Tu, + U3
exgreicez  (7/7)
1
1) Montrons que H(p) = —-;—%g—-l—.
PP
d?s ds _
Ona LC—t-z--Jr RC—2 +s(t) =e(t)
d? d
E [cht—j] +£[Re 4 1 £ls(0)] = £le® ]
LCIPS(P) ~ PS(0*) — §'(0)] + RC[PS(P) — s(H]+SP) = E(p) === - 0,5
s(P)[LCP? + RCP + 1} = E(P)
st _ 1
E(P)  LCP?4+RCP+1
1
LC(—l—) =
H(P) = L donc H(P) = K - |- i
Le(P24pPHc P24+ PHic + 0.5




;';‘ /T
£ 2 Onae(t) =U(t— 1) —U(t—2)
a) Donner I'expression de e(t) sur les intervalles ] — % ; 1[;[1;2[et[2;+ ool.
t —00 1 2 + 0o

UiE-1 0 1 1 i Tl o o o i s 6 > 0,5
ut—2) 0 0 0 1 1
—U(t-2) 0 0 0 1| -1

e(t) 0 1 1 0 0
vt € ]—oo;1f, e(t) = 0
Donc vt [Lf elf= 1 | momsememsssmmmmmmm > 0,5
vte [2;+ o e(®)= 0

b) Représenter graphiquement de la fonction e

_ ............................................... » 05
¢) Déterminer E(p) (ou E(p) est la transformée de Laplace de e(t) ).*

Lle(®)] = LWUE—-1) —U(t~—2)]

Lle(®)] = L[U(t - 1)] = L[U(t = 2)]

E(P) =e~P x2—e2P x5 . Yol

3) On considéreque: L =2H;R=100002 etC=2x107°F.
. _ (500)2
a) Montrons que: H(p) = -
(p+250)2+(250V3)




1
T
2x2X10

0
100 1000,

Ona: H(P)

R S—
2%2X1070

250 000

H(P) = _ (500)*
P2+500P+250 000 [P242%250P+62 500]+187 500

2
H(P) = N, ... ol
(P+250)2+(250J')

Donc

—————_'—"'— » 0,5

b) Montrons que - H(P) = ____-E—-Z—EU——"’ __—-’-ZEB"_'_’Z--
4 P (P+250)2+(zsoﬂ (P+250)2+(250~f§)
500)*
Ona:H(P) = L)
(P+250)2+(250V3)
En multipliant tous les membres par% obtient :
(5002 __ __ —===—=

2
LH(P) = 2% SN CLL) S
P P (P+250)2+(250V3)

Par ailleurs :

d’ou },H(P)

e gy
[(P+250)2+(250J_) |

B P+250 250 _ 1, —p—250-250
P (P+250)2+(250\f3_)2 (P+250)2+(250\/§)2 P (P+250)2+(250J§)2
1 P+250 _ 250 (P+250)2+(250J') —p2-500P
P (P+250)2+(250\[§)2 (P+250)2+(250J§)2 [(P+250)2+(250\/” Y
1_ P+250 _ 250 __ P24500P+250 000—P%—500P
P (P+250)2+(250J') (P+250)2+(zso\f:702 [(P+250)2+(250\[—) “
D’ou
1_ P+250 . 250 > 5002
P (r’+2so)2+(250\/§)2 (P+250)2+(250w/§)2 P[(P+250)2+(250\/§)2] ________
Donc
1H()—1 P+ 250 250
= P (p+250)2 + (2503) O
4)

a) Déterminons ’original h, de la fonction lp H(P).




i T = g il —1.[ P+250 ]_ -1 [__,___‘5_5_9_-——-]
L [PH(P)] [P] £ (P+250)2+(250V3)" & (P+250)2+(250‘[3—)2

hy(£) = U(E) — e~25% cos(250V3t) U(t) — %e

hy(t) = [1 - (cos(zso\ﬁt) — ? sin(ZSO\fB_t)) e*”‘"] u(t)

b) Exprimons s(t) a I’aide de hy (t).
Ona: S(P) = H(P) x E(P)

7. ~-P_o—2P
S(P) = (500) . X e e
(P+250)2+(250V3) E

S(P) = 5H(P) X (e™* — ™)
S(P) = SH(P)e™" — ;H(P)e™*"

£-Ms(P)] = L1 [% H(P)e "] - £ [% H(P)e 2" |

s(t) =h(t—DUE—-1)— hy(t —2)U(t—2)

—250t sin(250‘\/§f) U(t)

-— - =

Donc

s(t) = [1 - (cos (250\[§(t - 1)) - \?sin (250\/§(t - 1))) e'zs"(t"")] Uit—1)
- [1 - (cos (250V3(t — 2)) - —?sin (250v3(t - 2))) e—zsﬂ“-?«)] Ut —2)

sritwitis WS

5) Donnons I’expression de s(t) sur chacun des intervalles

e« VteE ]—oo;1] Uuit-1)=U-2)=0

—-——-——-—-——_———————.——--——-—

Donc S(t)= 0
o vte[1;2[ Ut—-1)= 1etUt-2)=0
e Donc S(t) = h(t—1)

S0 = [1-(cos(250v3(t - 1)) - 2sin (250V3(t - 1)) e 20¢D| - - —Ln 0,25

o VtE[2;+0f Ult—1)= 1etU(t-2)=1
Donc S(t) = hy(t—1)—hy(t—2)

]—o0;1[; [1;2[et[2;+ ool

S() = [~ (cos (250v3(t - 1)) - %in (250V3(t - 1)) e7250eD]
[(cos (250\/§(t - 2)) + ?sin (250\/§(t - 2))) e—zso(t—z)]

-===p 0,25




exerciced  (5/5)
1) On donne le nombre complexe suivant a = ;4_:
a) Ecrivons a sous la forme algébrique.
_ ot o 1D —V3+i-y3i-1 _ (~1=yA)+(1-V3)
= G+ = (Va+)(v3-i) T WA+ -
Donc la forme algébrique de a est :
el D AfE [ e i s o e i R > 0.5
a= +1
4 4
b) Ecrire a sous la forme trigonométrique.
a = |a|[cos(8) + sin(8)] avec 8 = arg(a)
e 21 (-1)?2 V2
o= ] = = o - =
# (3 +1°
N2l mem—m————] L - 0,5
Donc la] = i
o arg(a) =arg (:@%%)
arg(a) =arg(—-1—i)— arg(\fg + i) + 2km, kez
** Soit 6, = arg(—=1—1i) avec |-1—il= V2
-1 -V
cos(8,) == cos(9y) =— i
G YU T sl e ="T+2km ke |---"% 05
sin(6,) = 7 sin(8;) = —
+x Soitf, = arg(V3+i) avec |[V3+ i|=2
cos(@ T 2 fecccaca- g
Ona: 0s(6z) = f = 92=—6-+2k7r,kez - 05
sin(6,) = 3
D’otl 6'————-+2k1r kez
-11m
Donc @=—-+2kn, KEZ | oeecmcm e === -+ 0,5
Par conséquent, la forme trigonométrique de a est :
\/f[ (—111:) o (—111r)
a =—|Cos SIN[— ] | === e = == = =
2 12 12 ] = 03




. -11n . —1lim
c) En déduisons les valeurs exactes de cos . et sin—/—
Ona:
—1—v3 , .1-V3 vz —11m
a= +i—— et a:——[cos( +51n(~7~
& 4 2 12

(—111r) 2 -6
COS =
12 i S
Dome , (—11n) il  [EEmEEETT
sin =
12 4

a) Exprimons X et Y en fonction de x ety.

-'1 .
Ona:Z=:_2i obz¢2itelqueZ=X+lY

avec z =x +iy telque (x;¥) # (0;2)

Alors
(x—l)xri(x—l)(y—2)+iyx+y(y——2)

x2+(y—2)?

e P (x-D+iy _ [(x—1)+iy}[x—£(y—2)] —
= Ytiy—2i  x+i(y-2) x+i(y—-2)][x—i(y-2)]

[(x-Dx+y -] +ilyx-(x-D=2)]

> 0,5

Dou Z = Tt (-2
_ (x-1Dx+y(y-2)
T x24(y-2)2 _ i e R "

Donc  preD)=2) avec (x;y) # (0;2) *» 05
T x2+(y-2)?

le des points M du plan d’affixe z = x + iy tels que

b) Démontrons que ’ensemb
ation (D):y = —2x + 2 privée du point A.

7 soit un nombre réel est la droite d’équ

yx—(x-1)-2) _
ZeRe Im(Z) =0 © g om 0 avec (x;y) # (0;2)

& yx—(x—1D(y—2)=0 avec (x;y) # (0;2)
e yx—xy+2x+y—-2=0 avec (x;y) # (0;2)
o 2x+y—2=0 avec (x;y) # (0;2)

& y=-2x+2 avec (x;y) # (0;2)

Donc I'ensemble des points M du plan d’affixe z=x+1y tels que Z
soit un nombre réel est la droite d’équation (D):y = —2x + 2 privée du point A.

-------- - 0,5




: =
2) Déterminer I’ensemble (E) des points M du plan tels que |Z| =i
1.
2 1
e|Zl" =13
2 1
alél =3
_ (x—1)+iy
Or 2= 1iy-2)
Ainsi }-
2 [(x-1)+iy)? 2 _ (x—1)2+y* 2 _ Y2—2x+1+Y" :i
21" = x+ily-2))? = 12" = xhb-(y—Z)"ﬁ 1| x2+y2—ay+t |
D’ou

xt-2x+1+y* 1
Zelpy Wit =

@4(x2—2x+1+y2)———x2+y2-—4y+4
@4x2—8x+4+4y2—-x2—y2+4y—-4=0
e3x2—8x+3y?+4y=0

.. 2 4 ol
@3[x 3xl+3[y + y]—O

3

o -t e il
o (- -0 -0 -
o (o3 b3 -3

L’ensemble (E) des points M du plan tels que |Z | = % est le cercle de centre
i -—» 0,5

4 2
0 5,—;) etderayon r = —-




