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Exercice 1
Calculez les coefficients de Fourier (exponentiels et trigonométriques) de f : x 7→ 2e−3ix + 3e2017ix et
g : x 7→ cos(x)3 − 2 sin(2x).

Exercice 2
Soit f une fonction 2π periodique. On note (cn)n∈Z ses coefficients de Fourier exponentiels, (an)n≥0 et
(bn)n≥1 ses coefficients de Fourier trigonométriques.

1. Montrez que si f est paire, alors bn = 0 pour tout n ∈ N∗ et que si f est impaire, alors an = 0 pour
tout n ∈ N.

2. Que dire des coefficients exponentiels dans chacun de ces deux cas, si l’on suppose en plus que f est à
valeurs réelles?

3. On suppose que f est 2π/N périodique, pour un entier N ∈ N∗. Montrez que pour tout n ∈ Z,

n 6≡ 0 mod N =⇒ cn = 0

4. On suppose f continue. Montrez la réciproque des questions 1 et 3.

Correction.

1. Supposons que f soit paire. Soit n ∈ N∗. La fonction t 7→ f(t) sin(nt) est donc impaire, d’où

bn(f) =
1

π

∫ π

−π
f(t) sin(nt)dt = 0.

De même, si f est impaire, alors pour tout n ∈ N, t 7→ f(t) cos(nt) est paire, donc son intégrale entre
−π et π est nulle. Donc an(f) = 0.

2. On a les formules (à connâıtre ou à savoir retrouver rapidement) pour tout n ≥ 1

cn(f) =
1

2
(an(f)− ibn(f))

c−n(f) =
1

2
(an(f) + ibn(f))

et c0(f) = 2a0(f). Si f est à valeurs réelles, ses coefficients de Fourier trigonométriques sont réels. Donc
si f est paire alors ses coefficients de Fourier exponentiels sont réels. Si f est impaire, ses coefficients
de Fourier exponentiels sont imaginaires purs et c0(f) = 0.

3. Soit

cn(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−nitdt =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−nitdt

=
1

2π

N−1∑
k=0

∫ 2(k+1)π/N

2kπ/N

f(t)e−nitdt

=
1

2π

N−1∑
k=0

∫ 2π/N

0

f

(
t+

2kπ

N

)
exp

(
−ni

(
t+

2kπ

N

))
dt (par changement de variable)

=
1

2π

N−1∑
k=0

∫ 2π/N

0

f(t) exp

(
−ni

(
t+

2kπ

N

))
dt (par periodicité de f)

=
1

2π

∫ 2π/N

0

f(t) exp(−nit)
N−1∑
k=0

exp

(
−2knπ

N
i

)
dt
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Maintenant, si n 6≡ 0 mod N alors e−i2nπ/N 6= 1. En appliquant la formule donnant la somme des
termes d’une suite géométrique:

N−1∑
k=0

exp

(
−2knπ

N
i

)
=

1− e−2niNπ/N

1− e−2niπ/N
= 0

D’où cn(f) = 0.

4. Non faisable avec les outils vus en cours.

Exercice 3
Déterminez les solutions 2π-périodiques de l’équation différentielle

y′′(x) + eixy(x) = 0

Correction.
Analyse. Soit f une solution 2π-périodique de l’équation. On a donc f ′′(x) = −eixf(x) pour tout x ∈ R.
Par une récurrence immédiate, f est de classe C∞ sur R. On a donc pour n ∈ Z

cn(f ′′) = incn(f ′) = −n2cn(f)

f ′′ et h : x 7→ −eixf(x) sont égales: elles ont donc les même coefficients de Fourier. Calculons

cn(h) = − 1

2π

∫ 2π

0

f(t)eit−nitdt = −cn−1(f)

cn(f ′′) = cn(h) donc
n2cn(f) = cn−1(f)

On a donc c−1(f) = 02c0(f) = 0. Puis c−2(f) = (−1)2c−1(f) = 0 et plus généralement pour n ≥ 1

c−n(f) = 0

Pour n ≥ 1, on a par récurrence immédiate

cn(f) =
1

n2
cn−1 =

1

n2
· 1

(n− 1)2
cn−1(f) = · · · = 1

(n!)2
c0(f)

On note a = c0(f) ∈ C. f est de classe C1 (donc C1 par morceaux et continue), sa série de Fourier converge
normalement donc simplement vers elle sur R. Donc

∀x ∈ R, f(x) = a

+∞∑
n=0

1

(n!)2
einx

Synthèse. Réciproquement si f est de la forme

x 7→ a

+∞∑
n=0

1

(n!)2
einx

pour un a ∈ C. Toutes les séries dérivées de la série ci-dessus convergent normalement donc uniformément
sur R, f est donc C∞ sur R et pour x ∈ R

f ′′(x) = a

+∞∑
n=0

1

(n!)2
(in)2einx = −a

+∞∑
n=1

1

((n− 1)!)2
einx = −a

+∞∑
n=0

1

(n!)2
ei(n+1)x = −eixf(x)

f est donc une solution 2π periodique de l’équation différentielle.

Conclusion: L’ensemble des solutions 2π périodiques de l’équation différentielle est donc{
x 7→ a

+∞∑
n=0

1

(n!)2
einx

∣∣∣ a ∈ C

}
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Exercice 4

Soit f ∈ C0([0, 2π],C) telle que ∀n ∈ Z,
∣∣∣∣∫ 2π

0

f(t)eintdt

∣∣∣∣ ≤ 2−|n|. Montrez que f est de classe C∞.

Exercice 5: Signal en dents de scie.

On considère la fonction f , 2π-périodique définie par

{
f(0) = 0

∀t ∈]0, 2π[, f(t) = π − t

1. Calculez les coefficients de Fourier exponentiels de f . En déduire les coefficients de Fourier trigonométriques
de f .

2. Écrire la somme partielle d’ordre n de la série de Fourier de f .

3. Montrez que pour tout x ∈]0, 2π[,

+∞∑
n=1

sin(nx)

n
=
π − x

2

4. Montrez que ζ(2) =

+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

5. On considère F , la primitive de f nulle en 0. Montrez que F est 2π-périodique, continue et C1 par
morceaux.

6. Calculez les coefficients de Fourier de F .

7. Montrez que ζ(4) =

+∞∑
n=1

1

n4
=
π4

90
.

Correction.

1. On trouve pour c0(f) = 0 et pour n ∈ Z∗

cn(f) =
−i
n

Donc a0 = 0 et pour n ≥ 1, {
an(f) = cn(f) + c−n(f) = 0

bn(f) = i(cn(f)− c−n(f)) = 2
n

2. On écrit alors, à l’aide des coefficients de Fourier les sommes partielles: pour tout t ∈ R,

Sn(f)(t) =

n∑
k 6=0

k=−n

−i
k
eikt =

n∑
k=1

2

k
sin(kt)

3. On applique le théorème de Dirichlet en t ∈]0, 2π[ à f qui est bien C1 par morceaux et continue en t:

f(t) =

n∑
k=1

2

n
sin(kt)

or f(t) = π − t par définition, d’où le résultat.

4. On applique le théorème de Parseval à f (qui est vrai pour les fonctions continues par morceaux, même
si le cours ne le donne que pour les fonctions C0 et C1 par morceaux):

1

2

+∞∑
k=1

4

k2
=

1

2π

∫ 2π

0

f(t)2dt

ce qui donne (après calcul de l’intégrale de droite) le résultat.
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5. F est une primitive d’une fonction continue par morceaux, elle est donc continue, C1 par morceaux.

F (x+ 2π) =

∫ x+2π

0

f(t)dt =

∫ x

0

f(t)dt+

∫ x+2π

x

f(t)dt =

∫ x

0

f(t)dt+

∫ 2π

0

f(t)dt =

∫ x

0

f(t)dt = F (x)

F est donc 2π-périodique.

6. F est continue, C1 par morceaux. Par le théorème du cours: cn(f) = incn(F ) donc pour n ∈ Z∗,
cn(F ) = 1

n2 . Il reste à calculer c0(F ). On calcule, par intégration par parties (F est continue, C1 par
morceaux)

c0(F ) =
1

2π

∫ 2π

0

F (t)dt =
1

2π

[
tF (t)

]2π
0
− 1

2π

∫ 2π

0

tf(t)dt

= F (2π)− 1

2π

∫ 2π

0

(πt− t2)dt

= F (0)− 1

2π

[
π
t2

2
− t3

3

]2π
0

=
π2

3

On en déduit les coefficients trigonométriques: a0(F ) = 2c0(F ) = 2π2

3 et pour n ≥ 1{
an(F ) = cn(F ) + c−n(F ) = 2

n2

bn(F ) = i(cn(F )− c−n(F )) = 0

7. On applique le théorème de Parseval à F (qui est bien continue, C1 par morceaux comme dans le
théorème du cours).

+∞∑
n=−∞

|cn(F )|2 =
1

2π

∫ 2π

0

F (t)2dt

La somme de gauche vaut (
π2

3

)2

+ 2

+∞∑
n=1

1

n4

Pour calculer l’intégrale de doite, on commence par calculer F . Pour x ∈ [0, 2π]

F (x) =

∫ x

0

(π − t)dt = πx− x2

2

Donc F (x)2 = π2x2 − πx3 + x4

4 . On peut donc calculer

1

2π

∫ 2π

0

F (t)2dt =
1

2π

[
π2 t

3

3
− π t

4

4
+
t5

20

]2π
0

=
1

2π

(
8π5

3
− 16π5

4
+

32π5

20

)
=

4π4

3
− 2π4 +

4π4

5

=
2π4

15

On a donc (
π2

3

)2

+ 2

+∞∑
n=1

1

n4
=

2π4

15

donc finalement

+∞∑
n=1

1

n4
=
π4

90
.

Exercice 6: Signal triangulaire.
En considérant la fonction f , 2π-périodique définie par ∀t ∈ [−π, π], f(t) = π − 2|t|, montrez (en vous
inspirant de l’exercice 5)

ζ(2) =

+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
et ζ(4) =

+∞∑
n=1

1

n4
=
π4

90
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Exercice 7: Théorème de Fejer.
Soit f : R→ C, continue, 2π-périodique. On note Sn(f) la somme partielle d’ordre n de la série de Fourier

de f . On rappelle que le noyau de Dirichlet est défini par Dn(x) =
n∑

k=−n
ekix pour x ∈ R et que pour

x 6∈ 2πZ on a Dn(x) =
sin((n+ 1

2 )x)

sin x
2

. On rappelle que l’on a alors Sn(x) = 1
2π

∫ 2π

0
f(t)Dn(x− t)dt.

On défini pour n ≥ 1

σn(f) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)Kn(x− t)dt

où Kn = 1
n

n−1∑
k=0

Dk est le noyau de Fejer.

1. Montrez que Kn vérifie les propriétés suivantes:

(i) pour n ∈ N∗ et x 6∈ 2πZ, Kn(x) =
sin2(nx2 )

n sin2(x2 )
.

(ii) Kn est 2π-périodique, paire, positive.

(iii)
1

2π

∫ π

−π
Kn = 1.

(iv) ∀ε ∈]0, π[,

∫ π

ε

Kn −−−−→
n→∞

0.

2. Montrez que σn(f) converge uniformément vers f sur R.

Exercice 8: Phénomène de Gibbs.
On reprend la fonction f de l’exercice 5. On note Sn(f) la somme partielle d’ordre n de sa série de Fourier.

1. Montrez que Sn(f)
(π
n

)
−−−−→
n→∞

2

∫ π

0

sin(x)

x
dx.

2. On donne 2

∫ π

0

sin(x)

x
dx ' 3.7. Interprétez.

Correction.

1. On a calculé à l’exercice 5 que pour tout x ∈ R:

Sn(f)(x) = 2

n∑
k=1

sin(kx)

k

On a donc

Sn(f)
(π
n

)
= 2

n∑
k=1

sin
(
kπ
n

)
k

= 2

n∑
k=1

sin
(
kπ
n

)
kπ
n

· π
n

On reconnâıt une somme de Riemann approximant l’intégrale

∫ π

0

sin(x)

x
dx. x 7→ sin(x)

x est bien un

fonction continue sur ]0, 1] que l’on peut prolonger en une fonction continue sur [0, 1] car sin(x)
x −−−→

x→0
1.

On a donc
n∑
k=1

sin
(
kπ
n

)
kπ
n

· π
n
−−−−→
n→∞

∫ π

0

sin(x)

x
dx

D’où Sn(f)
(π
n

)
−−−−→
n→∞

2

∫ π

0

sin(x)

x
dx.
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2. On a sup |f | = π ' 3.14. Par contre, vu la question précédente sup |Sn(f)| ne peut pas tendre vers sup |f |
car sup |Sn(f)| ≥ Sn(f)(π/n) −−−−→

n→∞
3.7 . . . .

Sn(f) ne converge donc pas uniformément vers f sur R. La courbe de Sn(f) présente même des “pics”
qui se situent à plus de ' 3.7 − 3.14 ' 0.5 au dessus de la courbe de f , lorsque n est grand. (Faire un
dessin).

Exercice 9
Soit λ ∈ R. Trouvez toutes les fonctions f 2π-périodiques, dérivables sur R vérifiant

∀t ∈ R, f ′(t) = f(t+ λ) (1)

Correction.
Analyse. Soit f une solution 2π périodique de (1). f est alors par une récurrence immédiate de classe
C∞. D’après (1), les coefficients de Fourier de f ′ sont les mêmes que ceux de h : t 7→ f(λ+ t). On a d’une
part, pour tout n ∈ Z

cn(f ′) = incn(f)

On calcule d’autre part

cn(h) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t+ λ)e−intdt

=
1

2π

∫ 2π+λ

λ

f(t)e−int+niλdt (par changement de variable)

= eniλ
1

2π

∫ 2π+λ

λ

f(t)e−intdt

= eniλcn(f)

On a donc, pour tout n ∈ Z,
incn(f) = cn(f ′) = cn(h) = eiλncn(f)

On passe cette égalité au module:

|n||cn(f)| = |cn(f)| et donc (|n| − 1)|cn(f)| = 0

Donc si n 6∈ {−1, 1}, cn(f) = 0. Pour n = 1 on a

ic1(f) = eiλc1(f) et donc (i− eiλ)c1(f) = 0

de même (i+ e−iλ)c−1(f) = 0. On va donc distinguer 2 cas.

Cas 1: λ 6≡ π
2 modulo 2π

Alors c1(f) = c−1(f) = 0. Donc f est nulle car sa série de Fourier est nulle et converge vers f en tout
point par le théorème de Dirichlet (f est C0 et C1 par morceaux).

Cas 2: λ ≡ π
2 modulo 2π

Alors comme f est somme de sa série de Fourier (par Dirichlet), si on pose α = c1(f) et β = c−1(f) on a
donc

∀x ∈ R, f(x) = αeix + βe−ix

Synthèse.
Cas 1: λ 6≡ π

2 modulo 2π
Dans ce cas la fonction nulle est bien solution.
Cas 2: λ ≡ π

2 modulo 2π
Dans ce cas eiλ = i. Soient α, β ∈ C. On définit

∀x ∈ R, f(x) = αeix + βe−ix

on a donc, pour x ∈ R

f ′(x) = αieix − βie−ix = αeiλeix + βe−iλe−ix = f(x+ λ)
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f est donc bien solution du problème.
Conclusion:
Si λ ∈ π

2 + 2πZ, alors l’ensemble des solutions est{
x 7→ αeix + βe−ix

∣∣ α, β ∈ C
}

Sinon, c’est {x 7→ 0}.

Exercice 10: (∗).
Soit f une fonction de classe C∞ sur R, 2π-périodique, de moyenne nulle. Montrez que f ′′ + f admet au
moins 4 zéros sur [0, 2π[
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