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Exercice 1
Calculez les coefficients de Fourier (exponentiels et trigonométriques) de f : x +— 2e73% 4 32017 o
g:x — cos(r)? — 2sin(2x).

Exercice 2
Soit f une fonction 27w periodique. On note (c¢,)nez ses coefficients de Fourier exponentiels, (an)n>0 €t
(bn)n>1 ses coefficients de Fourier trigonométriques.

1. Montrez que si f est paire, alors b, = 0 pour tout n € N* et que si f est impaire, alors a,, = 0 pour
tout n € N.

2. Que dire des coeflicients exponentiels dans chacun de ces deux cas, si I’on suppose en plus que f est a
valeurs réelles?

3. On suppose que f est 27/N périodique, pour un entier N € N*. Montrez que pour tout n € Z,

n#Z0mod N =-¢, =0

4. On suppose f continue. Montrez la réciproque des questions 1 et 3.
Correction.

1. Supposons que f soit paire. Soit n € N*. La fonction ¢ — f(t)sin(nt) est donc impaire, d’ott

bn(f) = — f () sin(nt)dt = 0.
De méme, si f est impaire, alors pour tout n € N, ¢t — f(¢) cos(nt) est paire, donc son intégrale entre
—m et m est nulle. Donc a,(f) = 0.

2. On a les formules (& connaitre ou a savoir retrouver rapidement) pour tout n > 1

1

S(an(f) = ibu(f))

cn(f) = 9
1

cnlf) = () + (1)

et co(f) = 2ao(f). Si f est a valeurs réelles, ses coefficients de Fourier trigonométriques sont réels. Donc
si f est paire alors ses coefficients de Fourier exponentiels sont réels. Si f est impaire, ses coefficients
de Fourier exponentiels sont imaginaires purs et ¢o(f) = 0.

3. Soit
1 [T : 2 .
en(f) = o ft)e "dt = o f(t)e ™ dt
N-1  2(k+1)n/N
1 / .
= ft)e ™tdt
2 Z 2kn /N (¥
N-1 ,ox/N
1 2k 2k
=5 2 /0 f <t + N7T> exp (m (t + N7T>) dt (par changement de variable)
N-1 27 /N
1 2k
=5 / f(t)exp (—m’ (t + W)) dt (par periodicité de f)
2T = Jo N
1 27 /N N-1 2%k
= . ; f(t) exp(—nit) Z exp ( " ) dt



Maintenant, si n # 0 mod N alors e~ *2n7/N

termes d’une suite géométrique:

N-1 2k7’L’/T _ 1— 672niN7r/N o
exp T 1 _e—2min/N
k=0

# 1. En appliquant la formule donnant la somme des

D’ou ¢, (f) = 0.

4. Non faisable avec les outils vus en cours.
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Exercice 3
Déterminez les solutions 27-périodiques de I’équation différentielle

y'(z) +eTy(x) =0
Correction.
Analyse. Soit f une solution 27-périodique de I’équation. On a donc f”(z) = —e®® f(z) pour tout = € R.
Par une récurrence immédiate, f est de classe C*° sur R. On a donc pour n € Z
en(f") = inen(f') = _”26n(f)

f" et h:xw— —e™f(x) sont égales: elles ont donc les méme coefficients de Fourier. Calculons

en®) =~ [ pet it = oy (f)

Com Jq

en(f") = en(h) done
”2cn(f) = cn—l(f)
On a donc c_1(f) = 0%¢co(f) = 0. Puis c_o(f) = (=1)%2c_1(f) = 0 et plus généralement pour n > 1

C—n(f) =0
Pour n > 1, on a par récurrence immédiate
1 1 1 1
en(f) = ﬁcnfl =2 mcnfl(f) == Wco(f)

On note a = co(f) € C. f est de classe C! (donc C! par morceaux et continue), sa série de Fourier converge
normalement donc simplement vers elle sur R. Donc

Ve R, f(x —az

Synthése. Réciproquement si f est de la forme

1 inx
T — G/Z W@

pour un a € C. Toutes les séries dérivées de la série ci-dessus convergent normalement donc uniformément
sur R, f est donc C*° sur R et pour x € R

+o0 too

" 1 2zna: inx 1zn1 zx

n=0

f est donc une solution 27 periodique de I’équation différentielle.

Conclusion: L’ensemble des solutions 27 périodiques de ’équation différentielle est donc

+oo
1 nx
{xHaZ(n!)ze aE(C}

Do X ——




Exercice 4
Soit f € C°([0,27],C) telle que Vn € Z,

f(t)emtdt‘ < 27"l Montrez que f est de classe C*°.
0
—_— e

Exercice 5: Signal en dents de scie.

7(0) =0

On considere la fonction f, 2w-périodique définie par
1, 2m-périodiq P {w €lo, 2], f(t) =7 — ¢

1. Calculez les coefficients de Fourier exponentiels de f. En déduire les coefficients de Fourier trigonométriques
de f.

2. Ecrire la somme partielle d’ordre n de la série de Fourier de f.

+oo .
3. Montrez que pour tout = €]0, 27, Z sin(nz) -
n 2
n=1
=1 w2
4. Montre e((2) = - =
ntrez que ¢(2) ; 3 e

5. On considere F, la primitive de f nulle en 0. Montrez que F est 2m-périodique, continue et C' par
morceaux.

6. Calculez les coefficients de Fourier de F.

400 4

1 s
7. Montrez que ((4) = E — = o
—n 90

Correction.

1. On trouve pour ¢o(f) = 0 et pour n € Z*

Donc ag = 0 et pour n > 1,

¥w>=mwawbo
ba(f) = i(eal(f) (f))

2. On écrit alors, a I'aide des coefficients de Fourier les sommes partielles: pour tout ¢ € R,

n

Su(f)(t) = etk Zfsm (kt)

k0
k=—n

3. On applique le théoréme de Dirichlet en ¢ €]0,27[ & f qui est bien C! par morceaux et continue en t:

z":g sin(kt)

k=1

3

or f(t) =7 — t par définition, d’ou le résultat.

4. On applique le théoréme de Parseval & f (qui est vrai pour les fonctions continues par morceaux, méme
si le cours ne le donne que pour les fonctions C° et C! par morceaux):

2T

14
IR U

ce qui donne (apres calcul de l'intégrale de droite) le résultat.



5. F est une primitive d'une fonction continue par morceaux, elle est donc continue, C! par morceaux.

r+2m x r+2m x 27 x
F(x—|—27r):/ f(t)dt:/o f(t)dt+/ f(t)dt:/o iy + | f(t)dt:/o F(#)dt = F(z)

0

F est donc 27-périodique.

6. F est continue, C! par morceaux. Par le théoreme du cours: ¢, (f) = inc,(F) donc pour n € Z*,
en(F) = 712 Il reste & calculer co(F). On calcule, par intégration par parties (F est continue, C! par

morceaux)
1 27 1 o 1 27
F)= F(t)dt = — |tF(t - — tf(t)dt
co(F) o7 /. (B)dt = - [tF ()], o7 /. ft)
1 2m
= F(27) — —/ (mt — t*)dt
21 Jo
1] 2 #877
=F0)— — |7r=— — =
27 | 2 31,
_r
-3
On en déduit les coefficients trigonométriques: ag(F) = 2¢q(F) = % et pour n > 1

{an(F) = co(F) +c_p(F) = 2
bu(F) = i(cn(F) — c_n(F)) =0

7. On applique le théoréme de Parseval & F (qui est bien continue, C' par morceaux comme dans le
théoréme du cours).
+oo

2w
> lenlP)F =52 [ PR

n—=—oo

La somme de gauche vaut
2\ > =1
(5) =2
n=1
Pour calculer I'intégrale de doite, on commence par calculer F. Pour z € [0, 27]

2

F(x)—/om(wt)dt—ﬂ':cm2

Donc F(z)? = n%2? — a3 + %4. On peut donc calculer

1 [2 1 B 577 1 /870 16x° 3270 4t 4t
— | F@Pdt=— |1 | = _ = _opty
o )y FO 27r[”3 7r4+20}0 27r(3 4+20> 3 T

_ ot
15
On a donc ) N
2 X1 ord
ol 2 = =
(F) 22w
n=1
“+o0 4
1 T
donc finalement y » — = —.
onc mnnalemen nz::l’nfl 90

Exercice 6: Signal triangulaire.
En considérant la fonction f, 27-périodique définie par V¢ € [—m, |, f(t) = m — 2|¢t|, montrez (en vous
inspirant de 'exercice 5)

=1 2 M| 7r4
C(Q)ZZEZE et C(4)=Zg=%
n=1 n=1



—_— e D e———————

Exercice 7: Théoreme de Fejer.
Soit f : R — C, continue, 27-périodique. On note S,,(f) la somme partielle d’ordre n de la série de Fourier
n .
de f. On rappelle que le noyau de Dirichlet est défini par D,,(z) = 5. €¥* pour z € R et que pour
k=—n
sin((n + 3)z)

in £
SIH2

. On rappelle que I’on a alors S, (z) = 5= f27r

x & 2nZ on a D,(x) = 27 Jo

F()Dn(x — t)dt.

On défini pour n > 1
27

SIS =g [ IO -
k=0

0
n—1
ou K, = % > Dy, est le noyau de Fejer.
k=0

1. Montrez que K,, vérifie les propriétés suivantes:
o 2/nx
sin” (%
(i) pour n € N* et z & 27Z, K, (z) = #
nsin”(3)

(ii) Kn est 2m-périodique, paire, positive.

(iii) / K, =1.

T

(iv) Ve €]0, 7], K, — 0.

2. Montrez que o, (f) converge uniformément vers f sur R.

—_— e D ee———————

Exercice 8: Phénomene de Gibbs
On reprend la fonction f de l'exercice 5. On note S,,(f) la somme partielle d’ordre n de sa série de Fourier.

1. Montrez que S, (f) (z) N 2/ Mdm.
n— oo 0

n T

sin(z)

2. On donne 2/ ———=dz ~ 3.7. Interprétez.

0 i
Correction.

1. On a calculé a I'exercice 5 que pour tout = € R:

k=1
On a donc . (k ) . (k )
T\ sin () sin (77) 7w
Su) () =20 = =2 =
k=1 k=1 n
~ . . sz T sm(x) sin(x) .
On reconnait une somme de Riemann approximant l'intégrale / dzx. x — —~ est bien un
0 T
fonction continue sur |0, 1] que 'on peut prolonger en une fonction continue sur [0, 1] car sin(e) —0> 1.
rT—r
On a donc .
sin (5F) 7 ™ sin(x)
Z km n dz
iy n n—oo  fo x
k=1 n
.. ™ ™ sin(x)
D’out S, (f) (7) 2 dx.
n n—oo 0 i



2. On a sup |f| = m =~ 3.14. Par contre, vu la question précédente sup |S,,(f)| ne peut pas tendre vers sup | f|
car sup |Sp(f)| = Sn(f)(7/n) —— 3.7....
n—oo

Sn(f) ne converge donc pas uniformément vers f sur R. La courbe de S, (f) présente méme des “pics”
qui se situent a plus de ~ 3.7 — 3.14 ~ 0.5 au dessus de la courbe de f, lorsque n est grand. (Faire un
dessin).

Exercice 9
Soit A € R. Trouvez toutes les fonctions f 2w-périodiques, dérivables sur R vérifiant

VteR, fi(t)=f(t+ N (1)

Correction.

Analyse. Soit f une solution 27 périodique de (1). f est alors par une récurrence immédiate de classe
C®. D’apres (1), les coefficients de Fourier de f’ sont les mémes que ceux de h: ¢t +— f(A+t). On a d'une
part, pour tout n € Z

en(f') = inea(f)
On calcule d’autre part
2

1 )
— t+ Ne "™dt
o= | e

cn(h)

0

1 27+ ) )

o / f(t)e inttnidgy (par changement de variable)
™I

_emir L /QWH f(t)e ™ at
2T A

— enMcn (f)
On a donc, pour tout n € 7Z, ‘
inc,(f) = Cn(fl) =cu(h) = el)\ncn(f)

On passe cette égalité au module:

Inllen(f)l = len(f)] et done (Jn] = Dfen(f)] =0
Doncsin ¢ {—1,1}, ¢, (f) =0. Pourn=1o0n a

ici(f) = e?ei(f) et donc (i —e™Mei(f)=0

de méme (i + e~)c_1(f) = 0. On va donc distinguer 2 cas.

Cas 1: A\ # 7 modulo 27
Alors ¢1(f) = c_1(f) = 0. Donc f est nulle car sa série de Fourier est nulle et converge vers f en tout
point par le théoréme de Dirichlet (f est C° et C! par morceaux).

Cas 2: A = § modulo 27
Alors comme f est somme de sa série de Fourier (par Dirichlet), si on pose a = ¢1(f) et 5 =c_1(f) on a
donc

Ve € R, f(z) = ae™ + Be™ ™

Synthese.

Cas 1: A\ # 7 modulo 27

Dans ce cas la fonction nulle est bien solution.
Cas 2: A = 5 modulo 27

Dans ce cas e = i. Soient a, 3 € C. On définit

Vo €R, f(x) = ae™ + Be "
on a donc, pour z € R

f'(a:) _ O(ieix _ﬁie—iz _ aeiAeim +Be—i>\e—iib —_ f($+)\)



f est donc bien solution du probleme.
Conclusion:
Si A € § + 27Z, alors I'ensemble des solutions est

{:c — e + Be” | a,p e (C}
Sinon, c’est {x — 0}.
Exercice 10: ().

Soit f une fonction de classe C*° sur R, 2w-périodique, de moyenne nulle. Montrez que f” + f admet au
moins 4 zéros sur [0, 27|

AR



