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Exercices - Applications linéaires : études pratiques : corrigé

APPLICATIONS LINEAIRES SUR R”

Exercice 1 - AL-0- L1 -

1. Soient X = (x,y,2), X' = (z,y,2) et A € R. Alors on a

wWX+X) = ux+ay+y,z2+72)
= (—z—2+y+vye+2—y—y,—z—2'+2+ —y—y +2+7)
= ((Cz+y)+(=2"+y). (@ -y + (@ =), (—z+2) + (2" +2),
(—y+2)+ (¢ +2)
= (~v+yr—y,—r+z—y+2)+ (=2’ +y 2~y ="+ -y + )
= w(X)+u(X").

De méme, on a

u(AX) = u(Az,\y,\z)

(
= u(=Ax 4+ Ay, \z — Ay, —Ax + Az, = \y + \z)
= )\(—x+y,x—y,—x+z,—y+z)
= u(X).

Ainsi, u est linéaire. On aurait pu aussi utiliser la caractérisation des applications linéaires
de RP dans R™ : chaque coordonnée de u(x,y, z) s’écrit comme combinaison linéaire de

(z,y,2).
2. On a

u(gl) = U(l,O,O):(—1,1,—1,0):—f1+f2—f3
u(Sg) = u(07170):(17_1707_1):f1_f2_f4
u(&) = u(0,0,1) =(0,0,1,1) = F3 + Fy.
3. On applique la définition et on trouve
-1 1
1 -1

-1 0
0 -1

_ =0 O

4. Puisque R* est de dimension 4 et que la famille considérée a quatre éléments, il suffit de
montrer qu’il s’agit d’'une famille libre. C’est particulierement facile ici, car la famille est
triangulaire par rapport a la base canonique de R*. En effet, si on a aF; + bFa + cu(Er) +
du(&2) = 0, ceci se traduit en

a—c+d = 0

btc—d =0 < a=b=c=d=0
—c = 0
—d 0
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5. 1l s’agit d’exprimer chaque u(&;) en fonction des vecteurs de la nouvelle base. Pour deux
des vecteurs, c’est tres facile, car u(&1) = u(&1) et u(E2) = u(E2)! Clest plus difficile pour
u(&3), qu’il faut exprimer dans la nouvelle base. Autrement dit, il faut trouver a, b, ¢, d de
sorte que

aF1 + bFs + cu(é‘l) + du(gz) = (0, 0,1, 1).

Ceci revient a résoudre le systeme

a—c+d = 0 a = 0
c = -1 7 c = -1
d = -1 d = -1
Ainsi, on u(&) = —u(&) — u(&) et la matrice de u dans les bases {&1,&2,E3} et
{F1, Fo,u(&1),u(€2)} est donc
00 O
00 O
1 0 —1
01 -1

Exercice 2 - AL-1- L1 - %

1. (a) Onaw; =& —2&, wy = —&1 + 2& et wz = 283. On en déduit que la matrice de u

est
1 -1 0
-2 2 0
0 0 2
(b) On a
1 -1 0 T Tr—y
uW)y=1 -2 2 0 y | = —2z+2y
0 0 2 z 2z
2. (a) Ona
z—y = 0 T =y
W € ker(u) <~ —2x4+2y = 0 <= y =y
z =0 z =0

On a donc ker(u) = vect(—1,1,0). Le vecteur (1,1,0) est une base de ker(u). Par le
théoréeme du rang, la dimension de Im(u) vérifie

dim(R?) = dim(Im(u)) + dim (ker(u))

ce qui donne dim(Im(u)) = 2. Une famille génératrice de Im(u) est donnée par
(w1, wa, ws). Il suffit d’en extraire une famille libre & deux éléments. C’est par exemple
le cas de (wy,ws). On en déduit que (w1, ws) est une base de Im(u).

(b) Il suffit de démontrer que la réunion d’une base de ker(u) et d’une base de Im(u) est
une base de R3. Autrement dit, avec les calculs précédents, il suffit de prouver que
la famille ((1,1,0),wq,ws) est libre. Cest facile et laissé au lecteur.
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3. On calcule v — Id :

—Y
(u—Id)(x,y,z): —2r+y
z
On a donc
(u—Id)(z,y,2) =0 <= ¢ —2z+y = 0 < ¢y = 0
z — O z = O

On a donc ker(u — Id) = {0} et donc u est injective. Par le théoréeme du rang, on a
dim(Im(u — Id)) = 3. Comme Im(u — Id) est un sous-espace vectoriel de R3, on a en fait
Im(u — Id) = R3. u est aussi surjective. C’est donc un automorphisme de R3.

Exercice 3 - AL-2- L1 - %

1. On écrit en colonne u(&;). On trouve

-2 0 —4
0 3 0
2 0 4

-2 0 —4 T —2x — 4z
u(z,y, z) = 0 3 0 y | = 3y
2 0 4 z 2 + 4z
On a donc
—2x—4z = 0 r = —2z
(z,y,2) € ker(u) <— 3y = 0 — y = 0
20+4z = 0 z = z

On a donc ker(u) = vect(—2,0,1) et le vecteur (—2,0,1) est une base de ker(u). ker(u)
n’est pas réduit a {0}, et donc 'endomorphisme u n’est pas injectif. Comme u est un
endomorphisme de l'espace vectoriel de dimension finie R3, il n’est pas non plus surjectif,
car on a alors

u injectif <= wu surjectif <= wu bijectif.

3. On sait, d’apres le théoreme du rang, que Im(u) est de dimension 2. On sait aussi que
(w(&1),u(E2),u(€3)) est une famille génératrice de Imu. Il suffit donc d’en extraire une
famille libre & deux éléments. Mais on vérifie immédiatement que (u(€1),u(E2)) est une
telle famille. C’est donc une base de Im(u) qui est de rang 2.

4. 11 suffit de montrer que la réunion d’une base de ker(u) et d’'une base de Im(u) est une
base de R3. Autrement dit, avec les calculs réalisés précédemment, il suffit de voir que
la famille ((—2,0,1),(—2,0,2),(0,3,0)) est une famille libre. C’est trés facile et laissé au
lecteur...
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Exercice 4 - - L1/Math Sup - *

1. Utilisant la définition de f, on a :

f(el) = (17_17()’ 1)
f(62) = (0713131)
f(e?)) = (1’07132)

On sait que la famille (f(e1), f(e2), f(e3)) est une famille génératrice de Im(f). Or, f(e3) =
f(e1) + f(e2) et donc f(es) est combinaison linéaire de (f(e1), f(ez2)). Ainsi, la famille
(f(e1), f(e2)) est déja génératrice de Im(f). De plus, elle est libre car les deux vecteurs
sont non-nuls et ne sont pas proportionnels. On en déduit que (f(e1), f(ez2)) est une base

de Im(f).
2. On a:

T+ z 0 T+ z 0
—rz+y = 0 y+z = 0
(x,y,2) € ker(f) <= ytz = 0 = ytz = 0
r+y+2z = 0 y+z = 0

x = —z

=y = —=z

z = z

On en déduit que le vecteur (—1,—1,1) engendre ker(f). Comme il est non-nul, c’est une
base de ker(f). En particulier, on trouve que ker(f) est de dimension 1, ce que 'on peut
aussi obtenir en utilisant le théoréme du rang.

3. f n’est pas injective, car son noyau n’est pas réduit a {0}. f n’est pas surjective, car son
image n’est pas R3 tout entier. En effet, la dimension de Im(f) est 2, et non 3.

Exercice 5 - - L1/Math Sup - *

1. On a
f(el) (1707071) =e1+ey
f(€2) = (_17 1707 1) = —e1+tex+ey
f(e3) = (L 1a073) =e1 + e+ 3eq
f(€4) = (Oa 1,0,2) =eg + 264
2. Utilisant les résultats de la question précédente, on trouve que la matrice A est donnée
par
1 -1 10
0 1 11
A= 0 0 00
1 1 3 2
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3. On remarque que f(e3) = 2f(e1) + f(e2) et que f(es) = f(er) + f(ea)-

4. La famille (f(e1), f(e2), f(e3), f(e4)) est une famille génératrice de Im(f). De plus, f(e3) et
f(eq) sont combinaison linéaire de f(e1) et f(e2). On en déduit que la famille (f(e1), f(e2))
est déja une famille génératrice de Im(f). De plus, cette famille est libre car f(e;) et f(e2)
sont deux vecteurs non-nuls qui ne sont pas proportionnels. On en déduit que (f(e1), f(e2))
est une base de Im(f), qui est de dimension 2.

5. D’apres le théoréme du rang, on a :
4 = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(ker(f)) + 2,

ce qui prouve que dim(ker(f)) = 2. De plus, les vecteurs u et v sont éléments de ker(f).
En effet,

fu) = (—24+1+1,-1+1,0,-2—1+3) = (0,0,0,0)

f0) = (-14+1,-1+1,-1—1+2)=(0,0,0,0)
La famille (u,v) est donc une famille de deux vecteurs de ker(f) qui est libre (car u et v

sont non-nuls et non proportionnels). De plus, ker(f) est de dimension deux. On en déduit
que (u,v) est une base de ker(f).

Exercice 6 - Définie par une base - L1/Math Sup - %

1. (u,v) sont deux vecteurs non-nuls de R?, non colinéaires. Ils forment une famille libre de
R? de deux vecteurs. Or, R? est de dimension 2. (u,v) est donc une base de R2.

2. Exprimons w dans la base (u,v). On a w = 3u — v. Pour que f soit linéaire, on doit avoir

fw) =3f(u) — f(v)
soit
(5,a) =3(2,1) — (1,-1) = (5,4).

Pour que f soit linéaire, il est donc nécessaire que a = 4. Réciproquement, on définit ainsi
bien une application linéaire, en définissant I'image d’une base.

Exercice 7 - A noyau fixé - L1/Math Sup - xx
Premiére méthode : Une application linéaire de R? dans lui-méme est définie par

f(z,y,y) = (a1x + biy + c12, a2z + bay + c22, a3z + b3y + c32)

ou les aj, b;, ¢; sont des réels. On va déterminer quelle(s) valeur(s) leur donner pour que f(u) =0

et f(v)=0.0na
f(u) =0 <— (al,ag,ag) = (0,0,0) et f(v) =0 <— (a1+b1—|—01,a2+b2—|—02,a3+b3+63) = (0,0,0).

On obtient a; = as = ag = 0 et by = —cy, b = —c9, by = —c3. Ainsi, 'application f suivante
convient

(xvyuz) = (y—Z,y—Z,y—Z).
Puisque u,v € ker(f), le sous-espace vectoriel E engendré par (u,v) est contenu dans ker(f).
De plus, f n’étant pas identiquement nulle, son noyau est de dimension au plus 2. On en déduit
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que ker(f) est de dimension exactement 2, et que ker(f) = E.

Deuxiéme méthode : Une application linéaire de R? dans lui-méme est complétement définie
par I'image d’une base. Complétons d’abord (u,v) en une base (c’est possible, car c’est une
famille libre). Posons w = (0,0,1). Alors on vérifie facilement que la famille (u,v,w) est une
famille libre de R3 & trois éléments, donc une base de R3. On définit f par

f(u) = (O>O>O)a f(U) = (O>O>O)a f(w) = (17070)'

Ceci définit parfaitement f et, comme dans la premiere méthode, on prouve que le noyau de f
est exactement F.

Exercice 8 - Application linéaire & contraintes - L1/Math Sup - *x

Un endomorphisme est uniquement défini par I'image d’une base. Il suffit donc de calculer
quelles doivent étre les valeurs de f(e1), f(e2), f(es), f(es). On sait déja que :

— f(el) =e] — ey + e3.

— [(3eq) = ea = 2f(e1), soit f(ea) = 5(—2e1 + ez — 2e3).
Reste a définir f(es) et f(e3). Pour cela, on va chercher une base de F' = {(z,v,2,t) € R*, =+
2y+z=0et 2+ 3y —t =0}. On a aisément :

r =
y =y

(x,y,2,t) € F <— s = w2y
t = x4+ 3y

On en déduit que {(1,0,—1,1),(0,1,—2,3)} est une base de F. Puisqu’'on veut que F' = ker(f),
on doit donc avoir

1

fler) = fles) + flex) =0 = fes) = 3e1 + zeg

et
fle2 —2e3+3es) =0 = flea) = 2f(e1) — f(ea).

Donc I'endomorphisme f, s’il existe, est unique. Réciproquement, soit f I’endomorphisme défini
par les formules précédentes. Alors le premier point est vérifié, et puisque I'image d’une base de
F est envoyée par f sur 0, on sait que F' C ker(f). Pour démontrer ’égalité, il suffit, puisque
dim(F) = 2, de prouver que dim(ker(f)) < 2. Par le théoréme du rang, il suffit de prouver
que dim(Im(f)) > 2. Mais f(e1) et f(eq) sont deux vecteurs indépendants de Im(f). Et donc
dim(Im(f)) > 2, ce qui prouve le résultat.

APPLICATIONS LINEAIRES ET LEURS MATRICES

Exercice 9 - Donnée par une matrice - L1/Math Sup - x
Le noyau de f est I’ensemble des triplets (z,y, z) tels que

r+y+z = 0 T —4y
flx,y,2) =0 <= —x+2y—2z = 0 <= y =y
Jy—z =0 z = 3y
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Le noyau de f est donc la droite vectorielle de vecteur directeur (—4, 1, 3). Par le théoréme du
rang, Im(f) est de dimension 2. De plus, f(e1) = (1,—1,0) et f(e2) = (1,2, 3) sont clairement
indépendants. Donc (f(e1), f(e2)) est une base de Im(f).

Exercice 10 - Réduction - L1/Math Sup - x

On a
r = X
flz,y,2) =0 <= z24+y—2=0 < y = v
z = x+vy

ker(f) est donc un plan vectoriel, de base (u,v) avec u = (1,0,1) et v = (0,1,1). D’apres le
théoréme du rang, on sait que Im(u) est de dimension 1. Il est engendré par exemple par le
vecteur non nul w = f(e;) = (1,—-3,-2).

On remarque que w = u — 3v est élément de ker(f). Ainsi, Im(f) C ker(f) et donc f? = 0. Par
suite, f™ = 0 pour tout n > 2 et la matrice de f dans la base canonique de R? est elle aussi
nulle. Donc M"™ = 0 pour tout n > 2.

Exercice 11 - Changement de base - L1/Math Sup - x

1. Puisqu’on a des familles de trois (respectivement deux) vecteurs dans un espace de di-
mension trois (resp. deux), il suffit de prouver que 1’on a des familles libres. Pour (f7, f3)
c’est clair puisque les vecteurs ne sont pas colinéaires. Pour (e}, €5, €), si on a une égalité
du type ae] + beh + cey = 0, alors on obtient

b+c = 0
(b+cer+(a+c)ea+(a+bleg=0 <= ( a+c = 0 <= a=b=c=0.
a+b = 0

La famille (€}, e}, €}) est une base de R3.

2. Notons P la matrice de passage de (e1, ez, e3) a (e, €5, €5) et @ la matrice de passage de

(f1, f2) & (f1, f%). Alors on a :
011
1
P=|101 etQ:2<1 _11>
1 10
Si B est la matrice de u dans les nouvelles bases, alors la formule du changement de base

nous dit que B = Q~'AP. Or,

de sorte que
-1 3 6
s 0)

Exercice 12 - Changement de base... - L1/Math Sup - x
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1. Remarquons d’abord que u et v sont clairement linéaires. Notons A (resp. B) les matrices
de u (resp. v) dans leur base canonique. On a :

1 2
A=|2 -1 etB:<; _12 _13>
2 3

u o v est une application linéaire de R3 dans R3. Sa matrice est donnée par le produit
matriciel AB. v o u est un endomorphisme de R?. Sa matrice est donnée par le produit
matriciel BA. On trouve :

5 0 -5
-1 7
AB=1]10 -5 5 et BA= .
-2 —6
8§ -1 —7

On en déduit que
uov(x) = (bx — bz, —by + 5z,8x —y — 7z) et vou(x,y) = (—x + Ty, —2x — 6y).

2. Il suffit de vérifier que les deux familles sont libres, puisqu’elles comptent le méme nombre
de vecteurs que la dimension de I’espace. Pour Bj, c’est clair puisque les deux vecteurs ne
sont pas colinéaires. Pour B3, on traduit une égalité du type aF| + bF5 + ¢F5 =0 en

a+b+c = 0
(a+b+c)Fi+(b+o)FatcF3=0 < b+c = 0 < a=b=c=0.
c = 0

3. La matrice de passage est la matrice des coordonnées des nouveaux vecteurs exprimés en
fonction des anciens vecteurs. On a donc :

1 11
p=(p 4 )ma-{o1
0 01

4. Notons C' la matrice de u dans les bases Bj et Bs. Comme on ne change la base que au
départ, la formule de changement de base nous donne

1 -1
C=A°P=1| 2 3
2 -1

Notons D la matrice de u dans les bases Bj et Bj. Cette fois, on change de base a la fois au
départ et & l'arrivée. La formule de changement de base nous donne D = Q' AP. Aprés
calculs, on trouve

1 -1 0 -1 —4
Q'=]l0 1 -1 |eD=]| 0 4
0 0 1 2 -1
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Notons enfin E la matrice de v dans les nouvelles bases. La formule de changement de base
nous donne £ = P~!B(Q (attention & la place de P et Q!!!). On obtient aprés calculs :

3 2 0
P l=Pet E= .
-2 -3 0

Exercice 13 - Surjective? - L1/Math Sup - x
Il suffit de chercher les valeurs de « et 8 pour lesquelles le rang de cette matrice est 3. On
calcule le rang par la méthode du pivot de Gauss :

1 3 « 15}
rg(Mapg) = 1g| 0 =7 2—20 1—-20 | Lo—2L;
0 4 2+a B Ls+ Ly
1 3 « 15}
= rg| 0 =7 2—2a 1-23 .
0 0 18—a 4-p TL3 +4Lo

La matrice est donc de rang 3, sauf si « = 18 et § = 4.

AUTRES APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 14 - Application linéaire définie sur les matrices - L1/Math Sup - **
La preuve de la linéarité de f est laissée au lecteur. Rappelons que la base canonique de
MQ(R) est la base (ELI,ELQ, E2,1, EQ’Q) avec

1 0 0 1 0 0 0 0
E1,1—<0 O) E1,2—<0 0) Ez,1—<1 O) E2,2—(0 1)-

Il suffit de calculer I'image par f de ces matrices, et de les exprimer dans la base canonique.

Mais on a

-1 0
f(Ei) = ( 1 0 ) = —1F11+0F1 2+ 1FE21 + 0F> 2,

0 -1
f(Erp) = ( 0 1 ) =011 —1E12+0F>1 + 1E5 9,

f(EQJ) = < 0 0 > = 2E171 + OELQ + 0E271 + 0E272,

0 2
f(E22) = ( 0 0 > =0F11 +0E12+2FE>1 +0F5p.

La matrice de f dans la base canonique de M3(R) est donc

-1 0
-1

O = O
O O O N
o N OO
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Exercice 15 - Avec des polynémes - L1/Math Sup - %
Soient P, () € R[X] et A € R. Alors

fOP+Q) = (\P+Q)-X(O\P+Q)
= AP+Q-XO\P +Q)
= MP-XP)+Q-XQ = f(P)+\f(Q).

Ainsi, f est bien une application linéaire. De plus P est dans ker(f) si et seulement si P— X P’ =
0. Ecrivons P(X) = 3.7_,ax X*. Alors on a :

n
P—-XP = Z(ak — kay) X" + ap.
k=1

On en déduit que la suite (ay) vérifie ap = 0 and ai(1 — k) = 0 pour k allant de 1 a n. Ainsi,
ar, = 0 pour k # 1, la valeur de a; étant quelconque. On en déduit que ker(f) = vect(X).
D’autre part, soit Q € R[X]. Si Q = 1" b X est élément de Im(f), il existe P = >7_, ap X*
tel que Q = P’ — X P soit, d’apres le calcul précédent,

bk = ak(l — k)

On en déduit by = 0 et donc Q € F = vect(X¥; k # 0). Réciproquement, soit Q = Y7, bp X*
un élément de F, c’est-a-dire un polynéme sans terme en X. Alors, si on pose aj = (1 — k)b,
k # 0, et a; = 0, le calcul précédent montre que P’ — XP = @ et donc Q € Im(f). Ainsi,
Im(f)=F.

Exercice 16 - Applications linéaires dans un espace de polynémes - L1/Math Sup -
*

1. Remarquons d’abord que si P € E, u(P) est bien un polynéme de degré inférieur ou égal
a 3, et donc u envoie bien E dans E. Pour montrer qu’il s’agit d’un endomorphisme, on
doit prouver que u est linéaire. Mais, si P,QQ € E et A€ R, on a :

wP+AQ) = (P+2Q)+(1-X)(P+2Q)
= P+AQ+ (1-X)(P'+ Q")
= P+(1-X)P'+XQ+(1-X)Q"
= u(P)+ Mu(Q).

u est donc bien linéaire.

2. Puisque (1, X, X2, X?) est une base de E, on sait que u(1),u(X),u(X?),u(X?) est une
famille génératrice de Im(u). On va pouvoir en extraire une base. On a :

u(l) =1, w(X) =1, u(X?) = = X2 +2X, u(X?) = —2X3 4 3X2

On en déduit que (u(1),u(X?),u(X?)) est une famille libre (ce sont des polyndmes de
degrés différents) et que u(X) s’écrit comme combinaison linéaire de ceux-ci (on a méme
u(X) = u(1)). Ainsi, ceci prouve que (u(1),u(X?),u(X?)) est une base de Im(u).
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3. Ecrivons P(X) = aX? + bX? + c¢X +d, et calculons u(P) :
u(P) = —2aX3 + (3a — 2b) X2 + 20X + ¢+ d.
Ainsi, on obtient

—2a =
3a—2b =
2b
c+d =

u(P)=0 <

I
oo oo
I
0 oo

QU O o
Il

= —c

Ainsi, P € ker(u) <= 3c € R, P = ¢(X — 1). Une base de ker(u) est donné par le
polynéme X — 1.

4. La réunion des bases de Im(u) et ker(u) trouvées précédemment est (1, —X2+2X, —2X3+
3X?2,X —1). Ces polynomes sont tous de degrés différents. Ils forment une base de FE.
Ceci prouve que Im(u) et ker(u) sont supplémentaires.

Exercice 17 - Variante polynémiale - L1/Math Sup - »x
Il est facile de vérifier que f est linéaire. Pour savoir si elle est injective, on calcule son
noyau. Soit P =)' ;a; X" un polynéme. Alors

n n n
f(P)=3 aiX' =pY a; X4 ia; X"
i=0 i=0 i=1
soit, apres un changement d’indice
n .
f(P)=a0+ Y (ai—(p+1—i)ai1)X' + (n—p)a, X"
i=1

Si f(P) = 0, on obtient donc ag = 0 et a; = (p+ 1 —i)a;—1 pour 1 < i < n ce qui entraine
a; = 0 pour tout i = 0,...,n. Ainsi, P = 0, le noyau de f est réduit a {0} et f est injective.
D’autre part, si P est un polynéme de degré n, alors le calcul précédent montre que

— pour n = p, le degré de f(P) est inférieur ou égal & n, et donc différent de p + 1;

— pour n # p, alors f(P) est de degré n+ 1 # p+ 1.
Ainsi, Im(f) ne contient pas de polynémes de degré p + 1. Donc f n’est pas surjective.

Exercice 18 - Encore des polyndémes - L1/Math Sup - »x

1. f est clairement une application linéaire. Puisque deg(P(X + 1)+ P(X — 1) —2P(X)) <
deg(P(X)), elle est bien a image dans F.

2. Ona »
fxny =y (Z) (1+ (1)) X0k — 27,
k=0
Le coefficient devant XP est nul (il vaut 1+1-2), celui devant X?~! aussi, et celui devant
XP~2 vaut p(p—1). Ainsi, si p > 2, le degré de f(XP) est p—2. Sinon, f(XP) est le polynéme
nul. On en déduit, par linéarité, que f(P) est de degré deg(P) — 2 si deg(P) > 2, et est
le polynéme nul sinon. Ainsi, ker(f) = R;[X]. Par le théoreme du rang, dim(Im(f)) =
p+1—2=p—1. De plus, on a vu que R, 1[X] C Im(f). C’est donc que Im(f) = R,_1[X].
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3. Soit G = {P € R,[X]; P(0) = P'(0) = 0}. Alors G est un sous-espace vectoriel de R,[X].
On vérifie facilement que, pour P(X) = apXP +---+ a9, P € G <= a9 =a; =0, et
donc une base de G est (X2, X3,..., XP). Ainsi, G est de dimension p— 1. Notons g : G —
Im(f), P~ f(P). g est injective, car G Nker(f) = {0}. De plus, dim(G) = dim(Im(f)).
Ainsi, g est une bijection de G sur Im(f). Ceci prouve le résultat.

Exercice 19 - Sur un espace de fonctions sinus/cosinus - L1/Math Sup - %

1. 1l suffit de remarquer que E est un sous-espace vectoriel de F (R, R), I'espace vectoriel des
fonctions de R dans R. C’est tres facile :
— la fonction nulle est élément de £ : 0 = O cos+0sin;
— si f = Acos+pusin et g = N cos+p'sin et a € R, alors

af +9=(aA+XN)f + (ap+p')g

est élément de F.
On peut aussi tout simplement remarquer que E = vect(cos, sin).
La famille (cos, sin) est, par définition de E, une famille génératrice de E. De plus, cette
famille est libre. En effet, si Acos+pusin = 0, ceci signifie que pour tout z € R, on a
Acos(z) + psin(x) = 0. Si on choisit z = 0, on trouve A = 0, et si on choisit x = 7/2, on
trouve p = 0. La famille (cos,sin) est donc une base de E qui est un espace vectoriel de
dimension 2.

2. Soit f = Acos+psin un élément de E. Utilisant les formules bien connues concernant la
dérivation du sinus et du cosinus, on a

Df =f = pcos—Asin € E

et donc Df € F.

3. On sait que, pour toutes fonction dérivables f,g et tout réel ¢, (f +g) = f' '+ ¢ et
(cf) = cf’, ce qui se réécrit, pour les fonctions de F, en

D(f+g)=Df+ Dg et D(cf) = CD(f).

Autrement dit, D est un endomorphisme de E.

4. Puisque D(cos) = —sin et D(sin) = cos, la matrice de D dans la base (cos, sin) est donnée

par
0 1
-1 0 )

5. Puisque D est un endomorphisme de F qui est de dimension finie égale a deux, il suffit
de prouver que D est injectif. Mais, si f = Acos+pusin et Df = 0, alors

—Asin+pcos =0 = A=p=0

puisque la famille (cos,sin) est libre. On en déduit que D est injective, donc bijective.
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6. Le contraire de dériver, c’est intégrer. On pose H I’endomorphisme de E défini par 'image
de la base :
H(cos) = sin et H(sin) = —cos.

Alors
D o H(cos) = D(sin) = cos et D o H(sin) = D(— cos) = sin.

Par linéarité, on obtient que Do H = Idp. De méme, on a H o D = Idg. Ainsi, H = D™}
est I'isomorphisme réciproque de D.

7. On trouve, par le méme raisonnement
0 -1
1 0 )
Exercice 20 - Application aux polyndémes - 2éme année - xxk

1. Pour montrer que la famille est libre, il suffit de prouver que toute sous-famille finie est
libre ou encore que, pour tout p, la famille (P, ..., P,) est libre. Imaginons que l'on ait
une relation de liaison agFPy + - - - + ap P, = 0, ot I'un au moins des «; est non nul. Soit ¢
le plus grand des ¢ pour lequel o; # 0. Alors, le polyndéme o Py + - - - + a4 Py est de degré
q, et en méme temps il est nul : c’est bien sir une contradiction. La famille (P,) est donc
libre. D’autre part, fixons un p > 0 et () un polynéme de degré p. Puisque (Fp, ..., Pp)
est une famille libre de R,[X] qui est de dimension p+1, il en est une base. Ainsi, Q peut
s’écrire agPp + - - - + oy, Py, ce qui prouve que la famille (P,) est génératrice : c’est donc
une base de R[X].

2. La linéarité ne pose pas de problemes. D’autre part, si le terme dominant de P est o, X",
le terme dominant de A(P) est o, x nX" 1. Ainsi, AP = 0 si et seulement P € Ro[X]
(ie si P est un polynoéme constant). D’autre part, posons pour n > 0 P, = A(X"H1).
La famille (P,) est une famille de polynomes & degrés étagés. En outre, cette famille
est contenue dans Im(A). On a donc, d’apres le résultat de la question préliminaire,
R[X] = vect(Pp; n > 0) C Im(A). Ceci prouve que A est surjective.

3. Onnote E = {P € R[X]; P(0) = 0}. E est un supplémentaire de Ro[X] dans R[X]. Ainsi,
A induit un isomorphisme de E sur R[X]. On montre alors I'existence et 'unicité de H,
par récurrence sur n, le cas n = 0 étant donné par I’énoncé. Supposons (Hy, ..., H,_1)
uniquement construits. Alors, la remarque précédente fait qu’il existe un unique H,, de
tel que A(H,) = H,_1. On montre alors facilement par récurrence que pour chaque n,
deg(H,) = n (cela vient du fait que deg(A(P)) = deg(P) — 1 si P n’est pas un polynoéme
constant. D’apres le résultat de la question préliminaire, (H,,) forme une base de R[X].

4. Puisque (H,,) est une base de R[X], et puisqu’en outre la famille (H,,) est a degrés étagés,
il existe des réels oy, ..., a, tels que P = agHy + - - - + o H). Calculons A™(P), sachant
que A™(Hy) = Hy—p, sin < k, A"(Hj) = 0 sinon. On obtient donc :

A"P =opHo+ -+ apHp .

On évalue ensuite ce polynéme en 0, en utilisant le fait que Hy(0) = 0 si k # 0, mais vaut
1 si k= 0. On obtient donc :
A"P(0) = ap,.
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5. On va montrer que
n

(A"P)(X) =D ()" FChP(X + k),
k=0
I’évaluation en 0 faisant le reste. Notons T'(P)(X) = P(X + 1); clairement, T*(P)(X) =
P(X + k). Remarquons que A =T — I. Puisque T" et I commutent, il est légitime d’ap-
pliquer la formule du binéme, et on a :

A" =N (-1)"herT".
k=0

11 suffit d’évaluer ceci en P pour obtenir le résultat annoncé.

6. Posons Q,, = X(X_l)‘;;!(X_”H). 11 est clair que Qo = 1, Q,(0) = 0, et un calcul quasi-
immédiat montre que AQ,, = Q1. Ainsi, la famille (@Q),,) satisfait les conditions uniques
qui définissent la famille (H,,). C’est donc que Q,, = H,, pour tout n.

7. Il est d’abord clair que i. = ii.. Que ii. entraine iii. résulte du calcul de A™P(0)
et de la décomposition de P dans la base Hy,. Remarquons d’autre part que si a est
dans {0,...,n — 1}, Hy(a) = 0, et si a > n, Hy(a) = C? € Z. Si a < 0, a s’écrit —b
avec b > 0, et on a Hy(a) = (—1)FCF_,_,. La décomposition de P dans la base H,, fait
alors que P(a) € Z pour tout a € Z, et on a prouvé 1’équivalence des 3 premiers points.
Enfin, il est clair que i. = iv. Si P prend des valeurs entiéres sur {a,...,a + p}, alors
Q(X) = P(X + a) prend des valeurs entiéres sur {0,...,p}, et par 1’équivalence des 3
premiers points, () prend des valeurs entieres sur Z tout entier. Il en est de méme pour P.
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