TP MATHEMATIQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES BTS-GO -2009-2010
Exercice 1

1. La fonction x> e* est I'unique fonction ¢ dérivable sur R telle que ¢'=¢, et p(0) =1.
a. Montrer que la fonction f définie sur R par f(x)=e® ol acR est solution de I’équation y'=a'y.

b. Soit g une solution de I’équation y'=a y. Soit h la fonction définie sur R par h(x) = g(x)e™®* .
Montrer que h est une fonction constante.
c. En déduire I’ensemble des solutions de I’équation y'=ay.

2. On considéere I’équation différentielle (E) :y'=2y+cosx.
a. Déterminer deux nombres réels a et b tels que la fonction f,définie sur R par: f,(x) = acosx+bsin x
soit une solution de (E).
b. Résoudre I’équation différentielle (EO) : y'=2y. En déduire les solutions de (E).
c. Déterminer la solution f de (E) vérifiant f (z/2)=0.

Exercice 2
Soit I'équation différentielle (E) : y’ +y = x, ou y désigne une fonction dérivable de la variable
réelle x et y' sa dérivée.

1. Résoudre I'équation différentielle (H) : y'+y=0.

2. Déterminer les deux nombres réels a et b tels que la fonction g définie sur R par:g(x) =ax+b,
est solution de I'équation (E).

3. a. Le nombre k désignant une constante réelle, on considére la fonction | définie sur R par:

f (x) =ke™+x—1.Vérifier que la fonction f est solution de I'équation (E).

b. Déterminer le réel k pour que f(0) = 0.
4. Dans cette question, onprend k=1 .
a. Calculer la valeur moyenne m de f sur l'intervalle [0 ; 2] . m Lom
b. En déduire une valeur approchée de m & 1072 prés. I}oc§ “; ;‘Z‘_‘é’;"* 4o main
Exercice 3

Soit I’équation différentielle (E): y'(t)+ y(t)=8¢% ol teR.
1. Déterminer la solution homogéne de y'(t) + y(t)=0.

2. Déterminer la valeur de a pour que la fonction y telle que y(t) = ae3! soit solution de (E).
3. En déduire la solution générale de (E).
Exercice 4
Soit I"équation différentielle (E): y'(t)—2y(t)=e' +t ol teR.
1. Déterminer la solution homogeéne de y'(t)—2y(t) =0.
2. Déterminer la valeur de a pour que la fonction g telle que g(t) = ae! soit solution de y'(t)—2y(t) =e' .
3. Déterminer a et b pour que la fonction h telle que h(t) = at + b soit solution de y'(t) - 2y(t) =t
4. Vérifier que g +hest bien solution particuliére de ( E).

5. En déduire la solution générale de (E ).
Exercice 5

On considere I'équation différentielle (E) : @+ x)y'(x)+ y(x) =1L ou y est une fonction de la variable
+ X

réelle x, définie et dérivable sur]—1;+oo[ et y' sa fonction dérivée.
1° Démontrer que les solutions sur ]-1;+oo[ de I'équation différentielle (E;) : @+ x)y'(x)+y(x)=0
sont les fonctions définies Par h(x) =1L ou k est une constante réelle quelconque.
+ X
In(L+ x)

2° Soit g la fonction définie sur ]-1;+oo[ par : g(x) =
+

Démontrer que la fonction g est une solution particuliere de I'équation différentielle (E)
3° En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E)
4° Determiner la solution, f de I'équation différentielle (E) qui vérifie la condition initiale f(0)=2.



Exercice 6
On se propose dans cette partie d’obtenir I’intensité i du courant dans le circuit ci-dessous
lorsqu’il est alimenté par le signal d’entrée e e(t) .L’équation permettant de trouver I’intensité du

i(t)

courant est, pour t e |[0;+o|, Ri(t)+%j;i(u)du=e(t) )

Pour déterminer la fonction i on remplace le signal d’entrée e(t) e(t) _¢C
R
définie par : e(t) =l+%sint—3icoszt. L’équation (1) devient alors : { }
T T

t.
|

. 1 1 1. 2 . . .
Ri(t) +EI0 (u)du =e(t) :_+§Smt —3—c052t (2). On admet que I’intensité i du courant est une fonction
T T

dérivable sur [0;-+oo[ .On suppose dans toute la suite de I’exercice que R = 5000Q et C =10"*F.

4 .
. . . i'(t)+2i(t) =10" cost +| —x10 [sin2t (3
1. Montrer que I’équation (2) peut alors se transformer et s’ecrire : "+20 €08 +(157zx jsm ®
t€[0;+oo[

2. Vérifier que la fonction i, telle que i,(t) = (4x10°*)cost+(2x10°° )sint est une solution particuliere

TR i'(t)+2i(t) =10 cost s Fomesoutra com
de I’equation différentielle : ¢a woalrma 2
te [0;+oo[ Docs a portée de main

i'(t)+2i(t) = (éxm*}sin 2t
t€[0;+oo[
4.Résoudre alors I’équation différentielle(3).En déduire la solution particuliére vérifiant la conditioni(0) =0.

Exercice 7
Un embrayage vient appliquer, a I’instant t = 0, un couple résistant constant sur un moteur dont la vitesse a
vide est de 150 rad/s. On note w(t), la vitesse de rotation du moteur a I’instant t.

3. Déterminer une solution particuliére i, de I’équation differentielle :

La fonction w est solution de I’équation différentielle :2%)())/'(0 +y(t)=146 (1) ;ouy désigne une

fonction dérivable de la variable réelle positive t.
1. (a) Déterminer la solution générale de I’équation différentielle (1).On cherchera une solution
particuliére constante.

(b) Sachant que w(0) = 150, montrer que w(t) =146 +4e2°"" pour tout t € [0;+oo]
2. (a) On notew,, = lim w(t) . Déterminer la perte de vitesse w,, —w, due au couple résistant.
t—>+0

W(t) — Wy

Weo

Calculer le temps mis par le moteur pour stabiliser sa vitesse. On donnera la valeur exacte et la valeur
arrondie au millieme

(b) On considére que la vitesse du moteur est stabilisée lorsque I’écart relatif est inférieur a1%.




Exercice 10 11 points
Dans cet exercice, on consideére la fonction f définie sur I’ensemble des nombres réels telle que :

f"(t) +g f'(t)+ f(t) =1, pour tout nombre réelt f (0)=0 et f'(0)=0.
1. Dans cette question on détermine une expression de f (t).
a. Résoudre I’équation différentielle (E) y"(t) +gy'(t) +y(t)=0 (E) dans laquelle y désigne une

fonction de la variable réelle t .
b. En déduire que la fonction f est définie pour tout nombre réel t par :

f(t)=1—e G/51 cos(ﬂt]+§sin (ﬂtj
5 4 5

2. Dans cette question on détermine la limite de la fonction f au voisinage de +oo.

a. Justifier que, pour tout nombre réel t , on a : —e~ G/t < g=(3/5)t cos(%t] <e /5N

. ) 4
b. En déduire que lim e ®%'cos| =t |=0
a X—>+00 5 Lom
, . .. . P T
c. Déterminer la limite de la fonction f en +oo. Docs 2 portée de main

3. a. Calculer f '(t) pour tout nombre réel t .

b. Montrer que : f'(t) =0 equivaut a t, = % ou k désigne un nombre entier relatif.

: : k
c. On note pour tout nombre entier relatif k, t, = % eton pose D, = | f (tk)—1|

3kn
Montrer que : D, = e 4.
Exercice 3
Soit I’équation différentielle (E): y'(t)-y(t)=2cost ol tell .
1. Déterminer la solution homogéne de y'(t) - y(t)=0.
2. Déterminer a et b pour que la fonction y telle que y(t) = acost +bsint soit solution de (E ) .
3. En déduire la solution générale de (E ) .



Correction
Exercicel
a. f'(x)=ae® =af (x)donc f(x)=e* estune solution de I’équation y'=a'y
b. h'(x) =g'(x)e”® —ag(x)e™® =ag(x)e”® —ag(x)e"® =0, donc h(x) =C ou C est une constante réelle .
c. h(x)=C =g(x)e ™ = g(x) =Ce¥.
2. fy(x)=acosx+bsinx est solution de I’équation différentielle (E) : y'=2y+cosx Si
—a=2b

fo'(x)=2f0(x)+cosx<:>—asinx+bcosx=2(acosx+bsinx)+cosx:>{b 2a 1:>b=
=2a+

gl

y'=2yapour solution y =Ce?*. f est solution de (E)si et seulement si

{f':2f+cosx

f'—f,'=2(f —f,), soit f — f, solution de (E
fo':2f0+cosx<:> o' =2(1=To) 0 ()

Les solutions de (E)sont données par f — f, =Ce?* < f(x) = (%Zcosx+ésin xJ+Ce2X.

f(r/2)= [%cos[%}+%sin[§}]+€e” =0=C =%1e‘

Exercice 5 . B peg ity e by *M
1 a(x)=1+x ; b(x)=1: b _ . G(x) = In(L+X). Docs a portée de main
a(x) 1+x
. k k
. -G —In(1
Les solutions sont de la forme : f,(x) = ke ¢ = ke~ = 9 " Thx

x(X+1)—In(x+1) 1-In(x +1)

vy X+1 _
90 = (x+1)2 T (x+1)?

L+ X)g'(x) + g (X) = 1- In(x-;l) (1+x) + In(1+ x) _1- In(x+21)+In(1+x) _ 1
(x+1) @+x) (x+1) 1+x

3° En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E ).

k N In(1+ x)
1+x  (1+x)
4° Déterminer la solution f de I'équation différentielle (E) qui vérifie la condition initiale f (0) = 2.

In(1+0) _ 2+In(1+x)
f (0 )_1+0 010) —k+0=2 <[k=2] et f(x)= T

Exercice 6

1 ct. 1 1. 2
1. Ri(t)+=| i(u)du =e(t) =—+=sint ——cos 2t 2
)+ [jidu=e@) ==+ sint-— 2)

Pour tout t e[0;+0[ ; R=5000Q et C =10"*F. En dérivant (2) , on obtient :

cqfd.

les solutions sont de la forme f(x) = fy(x)+g(x) =

4 )
i'(t) + 2i(t =104cost+(—xlo3)sm2t 3
5000i'(t)+1o4i(t)=1cost+(ijsin2t grop | D A0 157 ®)
2 3z
te[0;+oo[

2. i(t) =(4x10°)cost +(2x10°*)sint ; i',(t) =—(4x10")sint+(2x10"°)cost, on reporte dans I’équation
Différentielle : i'(t)+2i(t) = —(4x10°°)sint +(2x10" )cost + 2(4x10"* )cost + 2(2x10°° }sint =10"* cost
i, () est bien une solution particuliere de I’équation différentielle i'(t) + 2i(t) =10 cost .

i'(t)+2i(t) = (—xlo jsin 2t

te[0;+o0

.Elle est de la forme i, (t) = Acos(2t) + Bsin(2t) ;



i',(t) =—2Asin(2t) + 2B cos(2t) . on reporte dans I"équation Différentielle : i'(t) + 2i(t) = (5i><10 )sinZt

gtona: i'(t)+2i(t) =—-2Asin(2t) + 2B cos(2t) + 2Acos(2t) + 2Bsin(2t) = [%xlOﬂsin 2t
T

en identifiant le coefficients on obtient le systéme :
2B+2A=0 1 1 1
4 _, Soit B =——x107 =—A et i,(t) =——x107° cos(2t) + ——x10°sin(2t)
2B-2A=—x10 157 157 157

T

4. solution générale de I’équation différentielle (3) sans second membre est de la forme i, (t) = Ce™
Solution générale avec second membre est : i(t) =i, (t) +i, (t) + iz(t) et on obtient :

i(t) =Ce™ +(4x10°*)cost +(2x10° )smt+1; 107 cos(2t)+—><10 sin(2t)

Solution particuliére vérifiant la condition initiale i(0) =0
1

—103

i(0)=C+4x107* T , donc C =-4x107* +
5 5

i(t)= (—4><104 +i103je2t +(4x10*5 )cost +(2><10’5)sint ERVTS cos(2t) WS sin(2t)
57 157z 157z

Exercice 7
1. (a) Il faut résoudre I’équation homogéne associée : 2iooy'(t)+ y(t) =146 )

La solution générale est donnée par : @y (t) = ke 2 avec k [J

Il faut chercher une solution particuliére de I’équation compleéte sous la forme d’une constante,
c’est adire :ow(t) =@, donc o'(t)=0

Remplacons dans I’équation (1) ; on obtient : ﬁw'(t) +ot)=146 =0+wy=146 < wy=146

Une solution particuliére est donc : w, (t) =146

La solution générale de I’équation compléte est obtenue en ajoutant la solution générale de I’équation
homogéne a une solution particuliére de I’équation avec second membre, c’est-a-dire :

o(t) =ke™?%" +146 avec k el

(b) Ona w(0) =150 donc (0) = ke® +146 =150 donc k =4 .

On a donc bien : o(t) = 4¢72°" +146 mou

i im e~ i Lot
2. (@) On sait que lim e =0 donc: lim w(t) =146 g S 7
( ) a t—>+00 t—>+o0 () Docs & portée de main

La perte de vitesse est donc :w, —w,, =150-146 =4

[wi(t)—w, | _

w(t) - ‘ Donc :

ww\

200t ‘

o200t ‘
146 \

(b)Ona: . Il faut donc résoudre :

73\ ‘w

@200t
73

—200t
<22 L et e < 3 200t<1n0.365 donc — 200t < In 0, 365
00 73 100 200

In(0,365)

Dout> et on obtient : t >0,00503929 .En conclusion la valeur approchée est t =0,005s =5ms



