Probléme bts2002

X'(t)+2y(t)=-2sint  (E,)
2x(t) - y'(t)=—2cost (E,)
et ysont nullessi t <0 et vérifient x(0)=-1et y(0)=0.

On considere le systeme différentiel (S)suivant : (S) { , ou les fonctions x

I- On se propose de résoudre le systeme différentiel (S) suivant, puis d’en déterminer une solution
particuliére. Les fonctions x et y sont des fonctions de la variable réelle t, deux fois dérivables sur R.

1. En dérivant I’équation ( E;) et en utilisant I’équation(E>) ,montrer que la fonction x vérifie, pour tout t
dans R, I’équation différentielle : x"(t) +4x(t) =—6cost (E)

2. a. Déterminer les constantes réelles a et b pour que la fonction g définie sur R par : g(t) =acost +bsint
soit une solution particuliére de I’équation (E) .
b. Résoudre dans R I'équation différentielle (Eo) : x"(t) +4x(t)=0 (Egp)
c. Résoudre sur R I’équation différentielle (E). En déduire les solutions x(t) et y(t) du systeme (S).

3. Déterminer la solution particuliére du systéme (S) Vérifiant les conditions initiales x(0) =-1 et y(0)=0.
-
1. Ecrire le systéeme Vérifié par les transformées de Laplace X (p)et Y (p) des fonctions xet vy .
6p _2p 2p
(p2 +1)(p2 +4) - p2 +1 p2 +4
3. Utiliser le résultat de la question précédente pour déterminer X (p), en déduire x(t), I'original de X (p).
4. Déterminer Y (p) puis la fonction y original de Y(p).

2. Montrer que pour tout réel p,

I11- Le plan est rapporté & un repére orthonormé (O ;i ; j) (unité graphique : 2 cm).
On considére la courbe (C ) définie par la représentation graphique : { fH= C_OS(Zt) - Z?OSt te
g(t) =sin(2t) —2sint
On limitera I’étude a I"intervalle [-7z;7 |.
1°. Etudier la parité de chacune des fonctions f et g .En déduire un axe de symétrie de la courbe (C) .
2°.a. Montrer que f '(t)=—4sin(t/2)cos(3t/2).Etablir le signe de f (t)sur I'intervalle [0; 7 |

b. On admettra que g'(t)=—4sin(t/2)sin(3t/2) . Déterminer le signe de g'(t).

c. En déduire les variations de f et g sur I"intervalle [ 0; x |. m" LCom

d. Dresser le tableau des variations jointes des fonctions f et g. Do cg’*‘; gf;‘é;‘“d o main

3°. On admet que la tangente a la courbe (C ) au point A de paramétre t, =0 a pour vecteur directeur i .

Déterminer un vecteur directeur de la tangente a la courbe (C ) aux point B, C et D de parametres

. 2 . .
respectifs t, = L ~ 7 ett, =x . Tracerle tangentes aux points A, B, C et D puis la courbe (C).
p B 3 C 3 D



Correction

Probléme 2002
|
1.(5) X'(t)+2y(t) =-2sint  (E;)
2x(t) - y'(t) =—2cost (E,)
de (E,) y'(t)=2x(t)+2cost et on reporte dans (E;) on obtient :
X"(t) + 4x(t) + 4cost =—2cost < x"(t) +4x(t) =-6cost (E)
2. La solution générale de (E)avec second membre nul est x,(t) = Acos(2t) + Bsin(2t).

On recherche une solution particuliére de (E) avec second membre sous la forme
X, (t) =acost +bsint

On dérive dans (E;) x"(t)+2y'(t) =—2cost ;

X', (t)=-asint+bcost et x"(t)=-acost—bsint ; on reporte dans (E) :

—acost —bsint + 4acost +4bsint = 3acost + 3bsint = —6cost ; on identifie les coefficients :
3a=-6 et 3b=0. La solution particuliere est donc x (t) =-2cost

La solution générale de (E) est x(t) = Acos(2t) + Bsin(2t) —2cost .
On cherche x'(t)=-2Asin2t+2Bcos2t + 2sint, on reporte dans x'(t) + 2y(t)=-2sint (E;)etona
2y(t) =-2sint — x'(t) =-2sint + 2Asin 2t —2Bcos 2t — 2sint . y(t) = Asin2t — Bcos2t — 2sint .

3. solution particuliére de (S) Vérifiant les conditions initiales x(0)=-1et y(0)=0.
X(t) = Acos(2t) + Bsin(2t) — 2cost on pose t =0 ,on obtient : x(0) = Acos(0) + Bsin(0) —2cos0
x(0)=—-1=A-2=-1=A=1;
y(t) = Asin2t —Bcos2t —2sint on pose t =0 ,on obtient : y(0) = Asin0—Bcos0—2sin0
y(0)=0=-2B=0doncB=0.D’ou:

X(t) = cos 2t —2cost

y(t) =sin 2t — 2sint

'(t)+2y(t) = —2sint . 1 0
I- ;x((t)f_ yy'EtL_zi'o”st L (sinU (1)) = |02+1et L (costU (1)) = 2

La solution du systeme est {

L (x'(t)) = pX(p)-x(0") L (y'(t))=pY(p)-y(0").
En appliquant la transformation de Laplace aux deux équations

PX (P)~X(0%)+2Y (p) = —2x —
différentielle. On obtient : p p+1 , x(0) = —Let y(0)=0.
2X(p)=pY (p)-y(07) =-2x—,
pe+1
K- 20-51 s Fomesou
Donc on obtient p® +1 ‘ 5‘“ Lom
: op g SOxEri )
2X(p)-pY(p) = Docs a8 portée de main
p2 +1
2 2
2. Pour tout réel p, 2p __2p _2p(p"+4-p°-1) _ 6p

PP+l pP+a  (P+D(pP+4)  (PP+D)(pP+4)
. Dans le systeme trouvé dans la question 1, on élimineY (p) en additionnant membre a membre
La premiére équation multipliée par p et la seconde multipliée par 2.

w

-2

p2X(p)+2pY(P)=—5——p  }xp . . 6
_a +1 , on obtient : (p?+4)X(p) = . P —p+— P —p- 2IO

IX(P)-2pY(p)=—5 - }x2 o241 L pZel D pPa

pe+1



(P2 +4) (p2+1)(pP+4)  (pP+4) +1 p2ea

P P P P P
X =- —2x +2x = —2X
(p) (p2+4) p2+1 p2+4 p2+4 p2+1

etenfin X(p)=- P 6p P {Zx 2p _ox—P ];
P

On applique la formule L (cos(wt)U (t))=—; P > du formulaire avec m=1et o =2
()

p+

Donc L | —P = cos(et)U (1), de L | —P——ox P - P oy P
(p2+w2] (@t () {p2+4 p2+1 p2+4 p2+1

On obtient : x(t) =cos(2t)J (t)—2costU (t) =(cos(2t)—2cost)J (t).
—4

pX(p)+2Y(p) =

_ x{2 | 2pX(p)+4Y(p)= -2

_2p S _; o par soustraction , on obtient :
2X(P)-pY(p)=—— x{p 2pX (p) - p2Y (p) =

pe+1 p2 +1

2 ) ,
(p?+4)Y(p) = 4 oy 2p __2+2p _4etenfin:Y(p)=— 2 2p” -4

— = + .
p2 +1 p2 +1 p2 +1 p2+4 (p2+4)(p2 +1)
On transforme I’écriture de Y (p), pour faire apparaitre les dénominateurs :
p? -2 _22p2+2—p2—4_22(p2+1)—(p2+4)

(p?+4)(p?+1) (P2 +4)(p°+D)  (p? +4)(p? +1)
L, 2APHY L, (P4 |
(P2+4)(p2+D)  (p?+4)(p?+D) u Lom
4 2 4 2 Gt Suree Dot .
- p2+4_(p2 1) - p2+4_ pz 1 Docs a portée de main
2 4 2 2 2

On obtient donc Y =— + - = — .
(p) p2+4 p2+4 p2+1 p2+4 p2+1

du formulaire avec w =1let o =2

On applique la formule L (sin(wt)U (t))=——;

P+

L _1{ 22 _ 22 ]:L —l[ 22 ]_le_ —l[ 21 ].deL ‘1{ - 2]=sin(cot)U (t),
pe+4 p°+1 pc+4 pe+1 p"+o

onobtient : y(t) =sin(2t)J (t)—2sintJ (t) =(sin(2t) —2sint)J (t).
1

L { f () = cos(~2t) — 2cos(~t) = cos(2t) — 2cos (t ) = f(t) |
g(-t) =sin(-2t) — 2sin(-t) = —sin(2t) + 2sint = —g(t)
on constate que les points les point M (t) et M(-t) sont symétriques par rapport a I’axe des
abscisses pour tout t e |:—7T;7T:| Ja courbe ( C) admet I’axes des abscisses pour axe de symétrie .

on pourra donc étudier les fonctions f et g sur I’intervalle |:0;7T:| et compléter le graphique par symétrie .
2. f est dérivable sur [ 0; |et sa dérivée est définie par :

f'(t) =-2(sin(2t) —sint) = —4sintcost + 2sint = 2sint(1— 2cost) ;
b.sur [0;x |, sint>0donc f (t)est du singe de 1—2cost .dans I'intervalle [ 0; |, la fonction cosinus est

, . 1
décroissante 1—2cost >0 <> cost < > & cost < cos% o % <t<nm

sur {O;%} f'(t)<0 ;f décroit et sur {%n} etsur f'(t)>0 fcroit.



second méthode :

Rappels : sin p—sing= Z[Sin[ p_chos[ p+qn. sin(2t) —sint =25in(2t_thos{2t+tJ= 23in(£Jcos[§J
2 2 2 2 2 2
Y ofeinfon ity — 5o nein| 2Lt 2t+t) o (t 3t
f'(t) =-2(sin(2t) —sint) = 2x25m( 5 Jcos( > J_ 4sm(2Jcos[2J

f'(t)=0<:>—4sin(%}cos(%)=0<:>sin(%j=0 ou cos(?’—zt)zo mu Lom

£ S LR,

t Docs & portée de main
—=0+2kx
('t (t) . 2 t=0+4kr
sin| = |=0 <sin| = |=sin0 < oo ,0r te[0;xz], donc t=0
2 2 t t=2r+4kn
—=x+2kxr
2
3 a %=(%)+2kﬂ (o, Ak
cos(—tjzo @COS[—)zcos[Zj = = 3 3 ,or tel0;x],
2 2 2 3t Vs n  4kr
—=—| = |+2kr t=——-+—
2 2 3 3
donc t=x ett=2= (k=0 et k=1). t 0 M T
t X t sin 0 o1z * 0
te[O;n]:Ee[O;ﬂIZ],donC sin(E}Opour 2
1 + 0 - 0
te[0;x]. cos (Ej
3t 3t 2
te[0;7/3]=—€[0;x/2],donc cos(—j>0pour -4 _ _
2 2 M 1o - 0 + 0
te[0;7z/3]. 10 1 3
tE[ﬂ/3;ﬂ]3%€[ﬂ/2;3ﬂ/2],d0nc cos(%)<0pour \—3/2/
te[x/3;n].

3. g est dérivable sur |:0;7T:| et sa dérivée Vérifie : g'(t)=2cos2t —2cost, on applique la formule

cos2t = 2¢cos2t —1. g'(t) = 2(2cos® t —1) — 2cost = 2(2cos? t — 2cost —1)
La dérivée s’annule si cost =1,0n peut factoriser g'(t) par cost—1 g'(t) = 2(cost —1)(2cost +1)
b. Sachant que —1<cost <1, on déduit cost —1<0, donc g'(t)est du signe contraire de 2cost +1.

g'(t)>0< 2cost +1<0 <> cost < % .Dans I’intervalle |:0;7T:| la fonction cosinus est décroissante ,

I’inéquation se traduit par tz%ﬂ.Donc sur |:0;7T:| : Si te{%ﬂ;ﬂ} , g't)>0 ; gcroitetsi te{o;%ﬂ} ,

g'(t) <0, g décrott.
2™ méthode :

COS p —€0sq =—2[sin[ p;q sin p;qn .2€0s2t - 2cost = 2(cos 2t - cost )

cos2t—cost=—2[sin[2t_thin[zt+tB=—25in[£Jsin{§J et enfin g'(t):—4sin(£}sin{ﬂJ
2 2 2 2 2 2




t 0 /3 2713 V4
te[0;x]. f't) |o 0 + 23+ 0

| A (3t fity |-1 3
te[0;272/3]= 5 e[O,n],donCS|n(2)>0pour \_3/2 /h/
0 _ -2 — 0 + 4

te[0;27/3]. g'(t)
gt) |0

t e[0; 7] :>%e[0;ﬂ/2], donc sin(%) >0 pour

te[2x/3;7] :>3—2t€[ﬂ;3ﬂ/2], doncsin[%)d pour

0
-34/3
Points | A B C D

te[27/3;x].
4 tableau de variation :

5. Aux points B et D correspondants respectivement a t, =% cetty=n :

sit=x/3,alors f'(x/3)=0et g'(x/3)=-4sin(x/6)sin(z/2)=-2=0 FR SOREFR -M
sit=r,alors f'(z)=0et g'(x)=—4sin(z/2)sin(37/2)=4%0 Docs a portée de main

la dérivée de f s’annule mais pas la dérivée de g, en chacun de ces points la tangente admet

pour vecteur directeur colinéaire au vecteur j.

En B et D la tangente a (C )est parallele a I’axe des ordonnées.

si t=2r/3,alors f'(2z/3) =—4sin(z/3)cos(z) = 2{/3 = 0et g'(2z/3) =0.Au point C correspondant a t. =2?” ,

la dérivee de g s’annule mais pas celle de f.
la tangente en C & la courbe (C )admet pour vecteur directeur colinéaire a i .
En C la tangente a (C )est paralléle a I’axe des abscisses.

6. I’étude précédente permet de tracer I’arc de courbe correspondant a I’intervalle |:0;7T:| Jla symétrie par

rapport a I’axe des abscisses permettra de tracer la courbe ( C )en entier .
on a admis, dans le texte , que la tangente en A est confondue avec I’axe de abscisses.
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