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Exercice n°1

u, =1/3
On considére la suite définie pour tout ne N*, par n+1 - Onpose, pourtout neN”, v, =7”
nl = un
3n

1) Montrer que (v, ) est une suite géométrique.

2) Exprimer v, en fonction de n.
3) En déduire I’expression de u,, en fonction de n.

n
4) Soit la série S, =ka . Calculer S, en fonction de n et montrer que la suite S, est convergente.
k=1
n

. s . P . a . .
Exercice 2 : On considere la suite définie pour tout neN", par u, =—ou a une constante réelle quelconque.
n
Etudier la convergence de la suite (u,).

Exercice 3 : Soit n un entier naturel, n>2, on considére la série de terme général u, =

2
n° -1
1) Montrer que cette série est convergente.
2) Déterminer les réels a et b tels que : 4 _. @ + b » ;
s s Fomeso Lom
an+2 Pt =203 e I

En dédui :n =3-
3) En déduire que kZ:;Uk 3 e D

4) En déduire la somme S de la série (u,).

Docs & portée de main

Exercice 4  Soit nun entier naturel, n>2, on considere la série de terme général u, =— N
n —

1) Montrer que cette série est convergente.
2 a b

2) Déterminer les réels a et b tels que : = +
n-1 n-1 n+1

(o 4 3 2n+1
3) En déduire que : == _
) a Z;uk 2 n(n+l)

. En déduire la somme S de la série (u,).

1
n(n+1)

. . . a b
1. Déterminer lesréelsaet b telsque : u, =t
n n+
2.0npose S, =U; +Uy +Ug + .o +U,, +U, . Calculer S, et la limite S de S, quand n tend vers +oo.
1 1 1 1
Exercice 6 Soit (uy) la suite définie sur N* par u, = Z— b

kK n n+l 2n’
k=n

_ -3n-2
n(2n+2)(2n+1) "
2. En déduire le sens de variation de la suite (uy).

3. Etablir alors que (uy) est une suite convergente.

Exercice 7

Exercice 5 Soit la suite (u,, )définie par :u, =

1. Montrer que pour toutnde N*, u,; —u,

1. Etudier la convergence de la série D 2" =1+2+2" +......... +2"
n=0

n
2. Etudier la convergence de la série )
p=0

1
20



3

3. Etudier la convergence des séries de terme général : a) u, =—; .
n"-+

+00
4. Etudier la convergence de la série ;2 de terme général u, = L
n=0(2n+1))

+0 ¢ 1\ ., _1\n
5. Etudier la convergence de la série Zﬂ de terme généralu, e
n
n=1

n n
| srie 3 2 neraly, - ) & FOMeso '
6. Etudier la convergence de la série Z(—)l de terme generalu, = ) . u Lom

n+1 LR W et
Docs & portée de main

no 2N+

—~

A L. © (_1)n+1 L, _1)n+1
7. Etudier la convergence de la série )" ——de terme genéral u, = .
n=1 N n
+0 2 2

8. Etudier la convergence de la série )’ o de terme général u, = ,
=0« N

Exercice 8

+00
7. Etudier la convergence de la série Zizsin{znT”j de terme géneral u, :izsin{znT”j
n

n=1
+00
. L arctann - arctann
8. Etudier la convergence de la série ), ——— de terme généralu, =———.
n=t N n

. ‘o £z n+1 1
4. Etudier la convergence de la série de terme général : u, :LI ;v =—
n!



Correction

Exercice n°1
n+1u
Uiy _ 3n " _lu_n:l

1) Pour tout entier neN*,v_, = = = v,
n+l n+l1 3n 3

2) (Vn) est donc une suite géométrique de raison1/3 et de premier termev. w1
103

n-1 n
3)P0urt0utneN*,Vn::!'-vH:vl-1 (1
3 3 3

$HER S ek
Docs a portée de main

| o, .y s Fomesoutra.com
Puisque pour tout ne N, v, =—-,onaura u, =nv, =n| =
n

Exercice 2
a" a" n “ Inn
u, =— .posons v, =Inu, , v, =In| — |=Ina” -Inn“ =nlna-alnn=n| Ina-a—
n® n% n
. Inn . Inn
lim (— =0, lim|Ina-—a— |=Ina
n—-+oo n n—+0o n
Donc: 2 cas:
Sia>1,Ina>0cet limv,=+0o d’ol: limu, = lim e’ =+
n—+o0 N—+o0 N—+o0
Sia<l,Ina<0et limv,=—w d’ol: limu,= lime" =0.
n—+o0 N—+o0 nN—>+o0

ioge a" .
On conclut que lorsque n tend vers I'infini, le comportement de u, =—est celui de a"pour a=1.

n
Exercice 3
4 a b a(n+)+b(n-1) (a+b)n+(@a-b) ,, .
2 2 2 2 . a1 = 2 = > , d’ou
ne2 % _f_o9_% n“-1 n-1 n+l n- -1 n° -1
2-1 3 3 a+b=0
n-g 2.2 41 eta=2;b=-2
3-1 3+1 2 a-b=4
n—4 2 _ 2 _22 4 _ 2 2
4-1 441 3 5 n-1 n-1 n+1
2 2 11
"= 515123
- n
e 2.2 22 Zuk:2+1—i—3:3—[i+3j:3— 4n+2
= 6-1 641 5 7 = n+l n n+l n n(n+1)
n=7 2z 11
- 7-1 7+1 3 4 lim | 3= A0*+2 | 5 i | 202 |
N8 2 2 2 2 N—>o0 n(n+1) n—>+o| N(N+1)
8-1 8+1 79 3- lim [4—;‘}:3—4 im [ L] lim [lj:o
....................................... n—>+o{ n n—+o| N n—+o| N
n=p_3 2 2 2 2 .
p-3-1 p-3+1 p-4 p-2 Donc lasérie converge vers S = lim [Zuszs
N—+o0
n=p-2 2 - 2 = 2 2 k=2
p-2-1 p-2+1 p-3 p-1
2 2 2 2
n=p-1 - = -—
p-1-1 p-1+1 p-2 p
2 2 2 2
n=p - =

p-1 p+1 p—1_ p+1



Exercice 4

L L L 2 1 1
=2 - ==1-= 2.1 n-1
n 21 3 3 n“-1 n-1 n+l
1 1 1 3 1 1) 3 2n+1
n=3 ot 1 Zuk =]+ | — 4= [=——
3-1 3+1 2 4 = 2 n+tl n 2 (n+l n) 2 n(n+l)
n:4 _— :i—l
4-1 4+1 3 5 . 3 2n+1 3 .. 2n+1
1 1 11 lim | —-— =—— lim
n=5 R S o+l 2 nN(N+1) ] 2 no+eo n(n+1)
5-1 5+1 4 6
No6 o111 3_ lim [Z—QJ:E—Z lim [lj ; lim [EJ:O
_6 1 _6+1 5 7 2 no+ol n n—+o| N n—+o| N
_5 1 11 o n 3
n= 7.1 7:1 6 8 Donc la série converge vers S= lim | > u, (==
1 1 1 n—>+oo| | = 2
n-8 ——-_-—_=-_=
8-1 8+1 7 9
1 1 1 1
n=p-3 -
p-3-1 p-3+1 p-4 p-2
1 1 1 1 :
p-2-1 p-2+1 p-3 p-1 R SO LroR Lom
n-p-1 1 1 1 1 Docs a portée de main
p-1-1 p-1+1 p-2
1 1 1 1
n=p = -
p-1 p+1 p-1 p+1
Exercice 5
1 . 1 1 1
u, = .ona: =——¢ét — la série Z est donc convergente en vertu
n(n+1) nn+) n?+n n?+n +°<> n? nin+1)
du théoreme de Riemann. Il est immédiat de vérifier que 1 N
nin+l) n n+l1
On obtient successivement : Slzulzl—lzl; 32—u1+u2—1—1+1 1, 1.2
1 2 2 1223 3 3
111111 1 3
S,=U +U, +Ug==-—=+=-=+=-==1-=== et de méme en observant les groupements de termes qui
12 2 3 3 4 4 4
s’annulent , on obtient :
111 111 1 1 1 1 1 n
Sy =Up+Uy +Ug+..n Uy +Uy=———+———+=———+...... +———F—- =1- =
1 2 2 3 3 4 n-1 n n n+l n+l n+1

Par définition de la somme d’une série ,ona: Zu = lims, = lim ——=1.

ry Nt | oo N4+1
Exercice 6
S I | 1
u, = = L+
~k n n+l 2n
=n
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, .
Lu,-Uu=—+ . +—+——+—— || = +—+..+— |= + -=dou
n+1 2n 2n+1 2n+2 n n+l1 2n 2n+1 2n+2 n
-3n-2
u

_u = .
" n(2n+2)(2n+1)
2. La suite (un) est décroissante puisque —3n—-2<0.



3. La suite est positive puisque somme de termes positifs ; elle est décroissante et minorée, elle converge bien.
Exercice 7

+00 p p+1
1. lasérie Y 2" =1+2+27+........ +2"diverge car ) 2"=1+2+2%+ pop 2122 geay

n=0 n=0 1-2
p
lim > 2" 22“— lim (2P —1) = +oo.

N—+o0 +00
n=0 n=0 P>

2. la série Z— est la somme des termes consécutifs de la suite géométrique de 1°' terme 1 et de raison L

p= 0
n+1
no1 1 1 1 1—(1/2) n+1 Lo - -
etona: Y —=1+=+—"+...... +—:—=2(1— 1/2 ) , la série converge puisque :
pzzcl,zp 2 2 2" 1-1/2 (1/2) J¢ putsd
n+1
1 . n+1 . 1 1
lim = lim 2| 1-(1/2 =2 lim|= =0 ==<1
n—>+ooZ 02p N—>+00 [ ( ) j n—>+oo[ j (q < )
- oy o ma
La série de terme général | = | converge, onécrit ;. lim Z— PR STKTrR
2 n—>+00 €5 2P Docs a portée de main
3 .0n considere la série de terme général —— ;ona: — <i2pour tout n ; or la série de terme général
n°+1 n“+1 n
3 +00 L.
En admettant que z “ =3) ———, on peut dire que z = est une série convergente .
+1 = On +1° +1
On peut aussi utillser le théoréme d’équivalence : On dlrectement X
3 0 % la série de terme général %est convergente donc >’ 23 est une série convergente.
n?+1 +o n n non”+1
4. On considere la série positive Z;z de terme général U, = L - = L -
"0 (2n+1)) (2n+1)) 4n2(1+12j
2n
2 n? n’ 1 . N .
Ona: nU, = - =— donc lim n’U, ==, par conséquent , la régle de Riemann
(2n+1)) in“+4n+1 N>+ 4

s’appliquant aux séries a terme positifs permet d’affirmer que la série converge .

e e 1
Quand n tend vers I’infini , u, est un équivalent de — 1 , on reconnait le terme général d’une série de
n

Riemann qui avec « =2 >1est une série qui converge , donc la série de terme général u, converge aussi
d’apres le théoréme d’équivalence des séries positives .

n
5. La série de terme général (o répond au critére d’une série alternée :
n
Lasuite || est décroissant tout L1y <
asuite | = | est décroissante (on a pour tout n>0, =< donc v, <V, OU (|upa|<un|)( X»—>—)
neN

n
et lim v, = lim —_0 donc la série Z( Y converge. Cette série est appelée la série harmonique alternée
n

nN—+w n—+wo N n=1

n n
A s -1 - - i At i o
6.1a série zu de terme général u =( ) . On reconnait une série alternee, et ici le théoreme
= 2n+1 " 2n+1

spécial de convergence des séries alternées s'applique. En effet, pour tout n entier naturel ona:



1 1 1 L.
JUn | = | =———est décroissante
2(n+1)+1 2n+3 2n+l 2n+1
n
1 Com
et lim |u |_0 donc 1a serlez( )  est convergente pere iy ey
e Docs a portée de main
( )n+l L, (_])n+l .
7. Etudier la convergence de la série Z de terme général u, =-—=—. On reconnait une serie
“~ n? n
alternée, et ici le théoréme spécial de convergence des séries alternées s'applique.
. )™ o1 1 1
En effet, pour tout n entier naturelona: |u,|= ( )2 == |Upy|= ~=— <= =|Uy|.
n n (n+1)° n°+2n+1 n
A A A ( )n+1
Ainsi, la su est décroissante et lim |u,|=0, donc la série Z est convergente.
N—-+o0
2 2
n n
8. 0<———<—=V,
2°+n 2
Etudions la convergence de la série de terme général v, en utilisant la regle d’ Alembert
(n+1)?
Voo oMl 1(n+1) 1 . - N o
=t — == — =<1 donc la série de terme général v, est convergente .D’aprés le théoréme de
A n 20 n 2
2"
. . . . n2
comparaison sur les séries & termes positifs , la séries de terme général u, = est convergente également .
+n
Exercice 8
2n 1
1. soit la série Zu —z . sm[ 3”} pour tout n >0 |u,|= sm{zg’rj <1 Lasérie 2—converge
n=1 n=1 n n=1 N

+00
(théoreme de Riemann ), donc la série Z|un| converge ( critere de comparaison

La série Zu est absolument convergente , 2 Zsm{zg”j est convergente .

n=1

rctann rctann 1
2. Soit la série Za cta . Pourtout n>0,0na: 0£%<i2, donc 0<u, <%= . Lasérie
n n 2n 2 n?
+00 +00 r nn
zfx ! Z > converge ( théoreme de Riemann)donc la série Zﬂ est convergente.
S2 n? 2n =N oon
|
3. On calcule Y On obtient Y - N2 |, fn+l) n+2  nt n+22 ,donc fim 2L _o , o<1
un un (n +1)! n! (n+)! n+1 (n+2) N>+ un

Donc d’apreés la regle d’Alembert , la série zn_+|1 est convergente
nt

Jn ’ \/_ Jn \/_ nWn-n/n+2Jn  2dn

— U, — = , Cette expression est positive pour
n-2 n n-2 n n(n+1) nin+1)

n

TOU Un

4.0na: u, =

tout n>2. Onadonc u, > La série de terme general dlverge ( comme série de Riemann

n1/2
avec o _%<1) on déduit donc que la série Z [2 est divergente .on peut aussi la regle d’équivalence :

n=0
ﬁm\/_donc\/_ [

nN—2 +o n n—2 +» ﬁ

Jn

la conclusion vient de maniere immédiate : la série de terme général Py
n



est divergente.

Lo (- Y ‘- . . Lox 1
Quelgues series numeriques de reférence : Série harmonique : c'est la série : Y =

n>1

Bien que son terme général tend vers 0 en + oo, cette série est divergente en effet :

%1 .01 11 11 11 1 1
Z—:1+—+—+—+—+—+—+—+ ......... +—t —
=k 2 3 4 56 7 8 o1 op
Z S &8 2 090 1 °
2°P et SV Epeet X
1214_14_ 14_1 +1+1+1+£ ......... + 1 4+ +i 9003 & portée é$ main
ok 2 3 4 5 6 7 8 2oP-1,1 2P
2 termes 4 termes 2P-Ltermes
1+122><l : 1+1+1+l24><l U : L + 22'0_1><i
3 4 4 5 6 7 8 8 P19 L 2P
2P n
2121+1+2x1+4x1+ ....... +2p_1><i:1+1(1+1+1+ ........... +1) ; donc leuﬁ
—k 2 4 4 op 2 : 2 5
n
soit n un entier naturel non nul, soit p la partie entiére du nombre ::—2 ,ona:nz2"et: leug
n

quand n tend vers + e, p tend également vers + co d'ou la serie > = est une série divergente.

n>1
I1l. _Raisonnement par Récurrence.
Propriété : Soit P(n) une propriété dépendant d'un entier n et n, un entier fixe.
Etape 1 : Vérification (initialisation)
On Vérifie que la propriété est vraie pour le premier terme : P(0) ou P(1) est vraie.
Etape 2 : Hérédité
On suppose que la propriété est vraie pour le terme de rang n et on démontre que si elle
est vraie pour le rang n elle est vraie pour le rang n + 1.
Si pour tout entier n > ny on a P(n) vraie = P(n+1)vraie.

Exercice 3. Démontrer par récurrence que pour tout n>1,ona:

1. Zn:k:1+2+3+...+nzm.
k=1

2. Zkz =12+224+3%+..+n° :w
k=1

Exercice 3.

n n 2
Soit a démontrer par récurrence que st =( kj . Pro=t 113 =12
1

k=1 k=

. ) n 2 2 2
On suppose que > k° =(Z kj , Clest-a-dire D k* {”“‘*Dj _I*n+1)
k=1 k=1 =) 2 4
n+l n 2 2 2 2 3 22
S =YK+ (n 41y :%Hnﬂ)g _n¥n+1) Z4(n+1) _(n+Y) (n4+4n+4)
k=1

k=1

C(n+1n+22  ((n+D)(n+2)) ()
B e e




Somme des n premiers cubes ( non nuls) B+2843% 4 +n° =

Démonstration :

Le principe est le méme que pour la somme des n premiers carrés ,
peosons

Sy =14 243+ +n s Fomesoutra.cm

.2 a 3 R SPALrR .
Sy=1 427+ +a Docs a portée de main
S, =T +2%+  +n°

4 4 3 2

la formule du bindme de Newton permet d'écrire : < +117 =& = 4&"+ 6&7 + 4k + 1
on obtient en faisant varier k de 1 a n, n équations que I'on peut ajouter membre a membre :
e A R 2 IR E

CRR LV, LI LI vy R

4+ ) —rtzdun’ 46xn+dxn—-1
(+ ) -1=45,+ 65, +45, +»
en isolant S;on obtient la formule de la somme des cubes.

12422432 4424 4,0 2Dt
Somme des n premiers carrés (non nuls) 3

démonstration :
posons

Sy =142+3+_ . +n

_ 12 2 2
=142+ 427 gnqaitque: (k+1)°- k3 =3K> + 3k + 1
on peut donc écrire et ajouter membre a membre les n égalités suivantes :



LS S IVS LR |

A S Y L B P B

e E A P N

(410 -0’ 3w’ +3xatl

(417 —1=3x (1P 429 4235 4 443 (142 -2+ —ni—=n
(e 11 1=3wfy 1 3nd) 12
IS, =+ -1-35, -=#

_ sulztl)

S =ia+ -1 — - ;
rins sFomesoutra.con

S, =+ —(a+l - ca soalra
2 Docs & portée de main
Bt ) an +132 - 2 - 32

-

ey

5, = w[ms? | 4w 1 & 2 393]

GRS

Sy ()
£
o Hla+ 1028 + 13
5, = -
B




