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Exercice 1 9 points- Nvelle- Calédonie
On considere la fonction numérique paire, 2n-périodique, définie sur I’intervalle [0; ] par :
f(t)=cost si 0<t<m/2
f()=0 si m/2<t<n
On atracé en pointillé sur le document-réponse la courbe représentative de la fonction cosinus sur
I’intervalle [—m;3x]
1. Représenter. sur le document réponse a rendre avec la copie la fonction f sur I’intervalle [-=;3n].
2. On admet que la fonction f satisfait aux conditions d’application du théoréme de Dirichlet et, par
conséquent qu’elle est décomposable en série de Fourier.
Onnote :S(t) =4, +Z[an cos(nt) +b, sin(nt)] la série de Fourier associée a la fonction f .
n>1
a. Donner la valeur de b, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1.
b. Calculer aj. ,
s Fomesoutra com
c. Calculer a. Py Sy
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1 sin[(n —1)721 sin[(n +1)ﬂ

d. Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égala 2, ona:a,=— 1 - 1
T n— n+

3. On note S, (t) la série de Fourier associée a la fonction f . tronquée au rang 1.
1 1
Onadonc: S;(t) :—+Ecost
T

A partir de la courbe représentative de la fonction cosinus tracer sur le document réponse la courbe
représentant la fonction S, sur I’intervalle [-=;3x]. On laissera figurer les tracés intermédiaires.

Exercice 2 : 10 points- Nvelle -calédonie-2007
On désigne par o. un nombre réel positiftel que O<a <m/2
On considere la fonction f définie sur R, paire, périodique de période 2r, telle que :
f(t)=1 si0<t<a
ft)=0 si a<t<n-a
ft)=-1 si t—a<t<n
1. Dans cette question, le nombre réel avautn/3.
Dans un repére orthogonal, représenter graphiquement la fonction f sur I’intervalle [-27 ;2]
2. On appelle S la série de Fourier associée a la fonction f .
On note S(t) =a, + Y _[a, cos(nt)+b, sin(nt)]
n>1
Le but de cette question est de calculer les coefficients de la série de Fourier S pour une valeur t
quelconque du nombre réel o telque O<a <nw/2
a. Calculer a,, valeur moyenne de la fonction f sur une période.

b. Déterminer b,, ndésignant un nombre entier naturel strictement positif.

. . .. 2 .
c. Montrer que, pour tout nombre entier naturel nstrictement positif, ona: a, :—[1—(—1)”Jsm(noc)
nm

3. Déterminer la valeur o, de o pour laquelle on a; =0.

. , . N T
4. Pour toute la suite de I’exercice, on se place dans le cas ou a =3

Rappels :
Si hdésigne une fonction périodique de période T, le carré de la valeur efficace H de la fonction h sur



. 1 prsT 2 - . : -
une période est : H? :?J'rH [h(t)] dt. rdésignant un nombre réel quelconque. Si les coefficients de

- . T 2 +00 A2 2
Fourier de la fonction h sont a,, a, etb, alors : H? :%IH [h(t)] dt =a§+2% formule de Parseval .
' n=1

a. Calculer F?, carré de la valeur efficace de la fonction f sur une période.
b. On definit sur R la fonction g par : g(t) =a, + &, cost +b; sint + a, cos(2t) + b, sin(2t)

23 .
Montrer que g(t) :icos(t) pour tout nombre reel t .
T
c. Calculer G2 carré de la valeur efficace de la fonction g sur une période.
2

PPN . .G
d. Donner une valeur approchée & 10 > prés du quotient —
F

Ce dernier résultat montre que la fonction g constitue une assez bonne approximation de la fonction f .
Exercice 3 : 8 points

o(t)=t si0<t<m
o(t)=0 sin<t<2rn
On note S(t) le développement de Fourier associé a la fonction ¢, les coefficients de Fourier associés a
la fonction ¢ sont notés a,, a,, eth, ou n est un nombre entier naturel non nul.
1. Représenter graphiquement la fonction e sur I’intervalle [-27 ;4x].
a. Calculer a,, la valeur moyenne de la fonction ¢ sur une période.
b. On rappelle que pour une fonction f , périodique de période T le carré de la valeur efficace sur une

période est donné par : pZ, = leoT [ (t)]2 dt m Lom

P OF o
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Montrer que ugﬁ le carré de la valeur efficace de la fonction sur une période est égal a )

On considére la fonction f définie sur R, 2r-périodique, et telle que :{

. 1
2. Montrer que pour tout nombre entier n>1,0na: a, :—2[cos(nn)—1].
mn

cos(nm) |

On admet que, pour tout nombre entier n>1,0na: b, =—
n

3
3. On considére la fonction S;définie sur R par : S4(t) = %+ Z[an cos(nt) +b, sin(nt)] ot les nombres
n=1
3y, a, eth,sont les coefficients de Fourier associes a la fonction ¢ définie précédemment.

a. Recopier et compléter le tableau avec les valeurs exactes des coefficients demandés.

) aQ by a b, a3 by
2 1
In 3

T T

b. Calculer la valeur exacte de S, (%) puis donner la valeur approchée de (p( 4] -S; ( 4] arrondie 21072

4. On rappelle que la formule de Parseval permettant de calculer le carré de la valeur efficace p3de la
fonction S, est: pi=a} +%(a12 +bf + a2 +b? +aZ +b32) .

3.a. Calculer la valeur exacte de p3.

2
b. Calculer la valeur approchée de ”73 arrondie & 1072
Heff



Correction

Exercice 1
y
NG
[ AN\ [+ \
T\ ,
I
|
/ /4 1NR
/] \\ //ARNER\N
/| \\ : \°1
/ , \ 1\
A /21 q \ 2 \ H | 6 \ 10 X
f VNS AW
] \ | ! \
/ ‘ ! I \
I o \
] ‘\ | l'c S \
[ \ | ’I \‘
l' \\ : l’ \
o’ 1 DA\
| & % s;'““a 7
e e Lo r
La fonction f est paire donc les coefficients b, = 0sont tous nuls . Docs a portée de main
1 ¢# 2 7 1 ¢n/ nl2 _ 1
:— f(t dt:— f@)dt=— cost dt = —(sint —
=] T at=[ @ a=—["" ~fsint];"* ==
nl/2
n/
z—j f(t)dt——j f(t)costdt——j =2 Zmdtzl[wlsinm} _L
Y0 2 T 2 0 2

=_J' f (t) cos(net)dt =Z'[”ﬂcostcos(nt)dt=;U:costcos(nt)dt)=%U:/zcostcos(nt)dt)
sin(n+1)t TZ +£{sin(n ~1it TZ
0 T 0

n+1 n-1

a :%U:/zcos((n +1t)+cos((n —1)t)dtj =ﬂ

1 sin[(n —1)721 . sin[(n +1)Tﬂ

Donc a, =—
% T n-1 n+1

Exercice 2
1. représentation graphique
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La fonction f est paire donc les coefficients b, =0sont tous nuls . cCR SORLrR
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a, =?J‘0 f(t)cos(ncot)dtzg'[0 f(t)cos(nt)dtzg('[0 f(t)cos(nt)dt)

o 2((; oo 2( o 2{ - ()220 [smen] |

a = E[sin(na) S SinnGe - a))J = i(sin(noz) + (sinnz cos na —cos(nz)sin(na) ) = i(sin(noz) - (—1)n sin(na))
AL n Nz nr

a :i[l—(—l)”}sin(noc) ) Ay :£[1+1]sin(3a)=3isin(3a)=0

" nr 3n T
0 2km
_ 30=0+2kn |*=Y T3 T
sin(3a)=0< ,or O<a<n/2 ,donc a=ay==.
3a=n+2kn T % 3
3 3

1,7 2 1 (on 2 n 1/ 4n/3 - 1(=n 27 2
F2=?j0[f(t)] dt=£j0 (f(t))2dt=£j0 f(t)2dt=;([t]0 +[t]2n/3)=;(§+n—?J=§

g(t) =a, +a cost+Db; sint+a, cos(2t) +b,sin(2t) a; =a, =b, =b, =0

a1:2[1+1]sin(£]:ﬁ:& ) 3, :i[l—l]sin(z—njzo , donc on obtient g(t):z—\/gcos(t).
T 21 T 21 3 T
2 2n
2 L¢Tp 2. 1 con[23 12 g2 o 6 p2eltcos(2) . 6t 1. 6 21 6
G _?J‘O [g(t)] dt—z—njo [TCOStJ dt—2—n3J.0 COS(t) dt—?J.O Tdt—? E+Zsm(2t) , —?X7—TC—2
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Exercice 3

La représentation graphique de f a été obtenue en représentant la fonction t—t sur l'intervalle [0,27]
et en dupliquant le segment obtenu par translations de vecteurs +2ri .
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2. Laserie de Fourier associée a f est : a, +Zan cosnx+b, sinnx avec:

aozzij_” f(t) dt anzlj_” f(t)cosnt.dt et bnzlj_” f (t)sinnt. dt .
T T Ty

27 1]t? " 1 7% n
=—[7 f(t dt—— tdt=—| — | =—x=Z—=Z
J (t) J { } =

27| 2 0 2 2
2 1,7 2 2n_, 2 1 tsn_l Tcs_nz
2 _?jo [o(t)] dt_—j t dt_ﬁ “t2dt = 27{3}0 =X
a, =$J‘0T f (t) cos(net )d =—j tcos(nt)dt = U tcos nt)dt)
1ftsinnt " 1 (= 1| cosnt 1 '
an:;|: . l —E(J‘O S|n(nt)dt)=0—a{— - l =E[cos(nﬂ)—l]

Une intégration par partie donne u(t)=t et u'(t)=1 ; v'(t)=cosnt et v(t)=%sin(t).
cosmr:(—l)n
. . 2n 1 1
sinest pair cos2nz =(-1)" =1 et a =——|cos(nr)-1|=——|1-1|=0 donc a,, =0;
P 7 =(-1) n nzﬂ[ (n7) ] nzﬂ[ ] 2n

-2
donc a,,,

- - - 1 —_
Si est impair COS[(ZH +1)7T] =-let a,,,, = @2n+1)x [_1_1] - @n+1)ix - (2n+1)>x

b, =T£j:+T f (©)sin(nat)dt =%j_’;tsin(nt)dt:%j:tsin(nt)dt. Une intégration par partie donne

ut)=t et u't)=1 ; v't)=sinnt et v(t):—%cosnt.

Lo 1 1 —tcosnt [ 1 (= (ﬂCOSﬂﬂ)
bn_;jo tsin(nt)dt _;j0t5|n(nt)dt _;{ - L+EL cos(nt)dt = [smnt]
—cos(nz
n

n+1 .
p, - 2 s Fomesou
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Si nestpair cosnz=1 et b2n:( L) :—1; P

2n 2n
(_1)2n+2 B 1

Sin est impair cos(nz)=-1,donc b, , =

n  2n+1’

S;(t)=a, +23:[an cos(nt) +b, sin(nt)] = §+ & cost +a, cos(2t) + a5 cos(3t) + b, sin(t) + b, sin(2t) + b, sin(3t)
n=1

) aQ by a b, a3 by
z | 2| 1 0 121
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