Université de Versailles Saint Quentin
UFR de Versailles
SM2/MIAS2 UE13

TDb5 : équations de Maxwell : correction

Exercice 1 Ondes sphériques

1. Rappels sur I’équation d’onde & une dimension

(a)

(b)

L’équation de d’ALEMBERT (ou équation de propagation) vérifiée par une onde v (z, t) se propageant suivant
I’axe des x uniquement s’écrit :

0% 1 0% —0
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Les solutions de cette équation s’écrivent sous la forme :

P(z,t) = flo—ct) +g(z +ct)
ou f et g sont des fonctions quelconques.
Une onde plane progressive est une onde de la forme
x
Y(x,t) = Acosw(t — —)
c
pour une onde se propageant dans le sens des x croissants et
x
P(z,t) = Acosw(t + =)
c

pour une onde se propageant dans le sens des x décroissants.

Ici, ¥ ne dépend que de t et de la distance r = OM au point origine O.
102

Donc, Ay = fﬁ(m/)) seulement (les autres termes sont nuls car 1 ne dépend ni de 6, ni de ).
ror

L’équation de d’ALEMBERT & 3 dimensions s’écrit donc :
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rar ) age =0
2 2
En multipliant cette équation par r et en remarquant que T??TZJ = aa;l/f , il vient :
0? 1 9%y
a2 )~ 25 =°

Cette équation correspond & 1’équation de propagation unidimensionnelle vérifiée par la fonction F(r,t) =
r(r,t).

On sait que F(r,t) = f(r — ct) + g(r + ct) et donc la forme générale des ondes sphériques, solutions de
I’équation de propagation de d’ALEMBERT est :

Y0 t) = (= ct) + ~g(r + et

Le premier terme correspond & une onde divergeant a partir de O et le second a une onde convergeant en
0.

Les surfaces d’onde (ie. surfaces équiphases) sont des surfaces ol r est constant, ce sont donc les sphéres
de centre O. Si on cherche & évaluer le vecteur de Poynting, celui-ci est proportionnel & 1/72. Ainsi, sur les
surfaces équiphases, I’énergie totale (proportionnelle & I'intégrale du vecteur de Poynting sur la surface) est
constante.

Le terme en — dans 'amplitude de l'onde assure donc la conservation de 1’énergie.
T



Exercice 2 : guide d’onde
1. Cette onde, polarisée rectilignement suivant u, se propage suivant les x croissants.

2. Elle n’est pas plane car son amplitude dépend de y. Les plans normaux a l'axe Oz ne sont pas des surfaces
équiphases.
3. (a) On a conservation de la composante tangentielle de E au niveau de l'interface.
(b) A lintérieur du métal constituant les parois métalliques (conducteur parfait), on a E = 0

(c) L’onde est tangente aux parois. Il faut donc que E(£a/2,t) = 0. C’est bien le cas.

4.
VB=0
VE=0
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E=———
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5. (a) On écrit VAV AE de 2 fagons différentes.

e VAVAE=V(V.E) - AE
OrVE=0
Donc VAV AE = —AE

B
. V/\V/\E:V/\(faa—t)

ie. comme les opérateurs V et Er sont linéaires,

V/\V/\E:—QV/\B
ot

. 0 OE
ie. VAVAE = —§50,u0§
Finalement,
O’E
AE = 50#0@
0’E, O°E, O%E,
(b) AE =u, ( ER) + Dy? + 022 )
0’E
= — _|’E,
z__ (T
o2 (a) E
0%E,
et 92 = 0
N 2
Donc, AE = — (k2 + (f) ) E
a
2
E
D’autre part, o2 = —w?’E

Finalement, I’équation de propagation s’écrit :
2 2
(k2+(f) )E:w—QE
a c

es (5 -5

On en déduit :

w? T 2 cr
(c) On a propagation si k est réel, ie. si — — (7) >0, ie. si w > w, avec w, = —
c a a



Exercice 3 : Effet MEISSNER

[A]

1. A2 = 2L

[10]]
Or B =rotA, ie. [A] = [B]L
et [1oj] = [rotB] = [B]/L d’aprés I'équation de Maxwell-Ampere.
Donc [A\?] = L? : )\ a la dimension d’une longueur et s’exprime en m.

Ordre de grandeur pour A = m__ 910~ ~10-15 ~ 10" % m
& P “\ ong® ~ \/ 47.10-7.10%.(1,6.10-19)2 . '

2. a)

c) j= LrotB =— | 9/0y | A 0 =

Nous sommes en statique, donc, ’équation de Maxwell Ampere s’écrit : rotB = pj.
Prenons le rotationnel de cette équation. Compte-tenu du fait que B = rotA, et que rot(rotB) =
1
grad(divB) — AB = —AB, il vient : AB — FB =0
Symétries : B = B(z)ux.
e o . ?°B 1
L’équation précédente devient donc : — — B =0
022 A
z —z
La solution de cette équation différentielle du second ordre est : B = aexp X + Bexp —

A

Les conditions aux limites imposent :
d —d
B(d) = By = aexp —l—ﬁexpT

B(—d) = By = aexp — —l—ﬂexpg

ie. a(exp N TP = By (exp Y T exP T)
et a = (.
sinhd/\ 1
1 . = = B P
e a=0=bBgioain =~ P%cosha/n
cosh z/\ u
coshd/\
Conclusion : B pénetre dans le supraconducteur sur une distance A, ie. le supra expulse les lignes de champ
de B (cf. Fig.1).

Finalement, B = By

/9 B(2) L oB

Ho ko \ o/0: 0 ) mosT
L. By sinh z/A
0= ) coshd/)\uy
(cf. Fig.2).
A la limite d > A, on peut modéliser le matériau supraconducteur par 2 couches infinies en z = —d et
z = +d parcourues par un courant surfacique js = %uy

MOjs

Ces plaques créent B = + Uy

Donc B = Bg a l'extérieur des plaques et B = 0 entre les plaques.
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Figure 1: B/By en fonction de z. Trait plein : Figure 2: j en fonction de z. Trait plein : d >
d > A, pointillés : d ~ A A, pointillés : d ~ A



