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AVANT-PROPOS

Ce recueil d’exercices est destiné aux étudiants des filieres PC et PSI qui
ont un cours commun de Mécanique des Fluides. A ce niveau de premier cycle
d’enseignement supérieur, ne sont étudiés que les écoulements de fluides par-
faits et les écoulements laminaires de fluides réels, sans entrer dans les proble-
mes thermiques et de diffusion. Il s’agit de modeles pas toujours réalistes mais
desquels on peut tirer nombre de résultats intéressants. Voici donc une quaran-
taine d’exercices nouveaux, avec des applications originales et concretes, re-
couvrant I’ensemble du programme.

Bien qu’il en soit indépendant, ce livre d’exercices est la suite du cours de
la méme collection et est construit dans la méme optique, a savoir centré sur les
problémes de dynamique, I’aspect cinématique des écoulements n’étant qu’un
résultat intermédiaire pour un calcul dont le but est de calculer les efforts subis
par les corps solides placés dans des fluides. Ce livre ne reprend donc aucun des
exercices ou des applications déja envisagés dans le cours.

Un premier court chapitre est consacré a la statique. Bien qu’elle soit abor-
dée en premiére année, qui plus est dans le cadre du cours de Thermodynami-
que, il n’aurait pas été cohérent de I’éviter totalement puisqu’elle constitue en
fait un cas particulier de la Mécanique des Fluides.

Les fluides parfaits sont I’objet des trois chapitres suivants, avec un dé-
coupage en systémes ouverts, écoulements non stationnaires et écoulements
potentiels. Les grands classiques, notamment les probleémes a hélice, n’ont pas
été repris car d’une part ils ont été trés détaillés dans le cours et d’autre part sont
un peu passés de mode dans les sujets de concours depuis I’introduction des
écoulements de fluides visqueux. Les exercices sont donc recentrés sur les
écoulements potentiels, qui constituent la véritable raison d’étre du modéle du
fluide parfait, avec des calculs de coefficients de frottement permis par
I’introduction de discontinuités a priori.

Les fluides visqueux font 1’objet des trois derniers chapitres, avec un dé-
coupage en écoulements stationnaires et non stationnaires et une étude séparée
des conduites. Par rapport aux fluides parfaits, leur sont consacrés un volume et
un nombre d’exercices presque équivalents, ce qui signifie que nous sommes
souvent bien au-dela du strict programme. Cela m’a semblé utile car ils ont qua-
siment supplanté les fluides parfaits dans les sujets de concours et les écoule-
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ments laminaires, malgré leur rareté « naturelle », mettent en évidence des pro-
pri¢tés des fluides déja fort réalistes et insoupgonnables quand on se limite au
modele du fluide parfait.

Certains exercices apparaitront un peu délicats car ils font appel a4 des mé-
thodes de résolution auxquelles ne sont pas accoutumés les étudiants dans le
cours de Physique. C’est une occasion pour eux d’une part de mettre en appli-
cation ce qu’ils apprennent en Mathématiques et de constater ainsi que les dis-
ciplines ne sont pas cloisonnées comme ils le croient trop souvent, d’autre part
de réaliser que des modeles physiques sont parfois batis sur des hypotheses tres
simplificatrices et difficiles a justifier, enfin de constater qu’il est indispensable
en Mécanique des Fluides de savoir travailler sur la dimension des variables et
sur les ordres de grandeur.

Il s’agit d’exercices longs pour la plupart, car c’est bien 2 ce genre d’é-
preuves qu’il faut se préparer pour les concours. Et, 4 moins de donner nombre
de résultats intermédiaires, un probléme de Mécanique des Fluides ne se résout
pas en quelques lignes. Noublions pas que c’est la branche de la physique cias-
sique qui pose le plus de difficultés mathématiques, qui est la plus déroutante
quand on la découvre a cause des multiples astuces qu’ont di imaginer les mé-
caniciens pour contourner ces difficultés, et elle n’est d’ailleurs toujours pas
close.

Proétudes.blogspot.com

PROETUDES

Surfer en toute confiance



STATIQUE

EXERCICE 1

Stabilité de I'atmosphére

La couche inférieure de I'atmosphére, appelée troposphere, est chauffée par la
surface terrestre et présente un gradient de température vertical dirigé vers le bas
et que I'on supposera uniforme. On assimile I'air & un gaz parfait de masse mo-

laire M, de coefficient thermodynamigue y constant, de température et pression
au sol Py et Ty, en équilibre hydrostatique et placé dans un champ de pesanteur
g uniforme.

On suppose le référentiel terrestre galiléen et les propriétés de I'atmosphere inva-
riantes par translation dans le plan horizontal Oxy.

1. Stabilité de la troposphére.

1.1. Ecrire la condition d'équilibre hydrostatique vertical reliant les champs de
pression P(z) et de masse volumique p(z) & 'accélération de la pesanteur g.

1.2. En déduire la différence de masse volumique d entre deux niveaux trés voi-
sins d'altitudes respectives z et z + dz . L'exprimer en fonction de la difféerence
des températures dT =T (z + dz)-T(z), de dz, de u(z), de g et des coeffi-

1(0 1(0
cients thermoélastiques de l'air o0 = —— MY et Kp =— M1 4 ratitude 2
BT 45 A OP

oT
I'expression de d en fonction de g, M, & (constante des gaz parfaits), dz et des

1.3. Expliciter oo = —1(@) et x; = l[@_u] pour le gaz parfait. En déduire
p p u\aP ),

ar . . dar :
valeurs de P, T et 22 a l'altitude z. On appellera abusivement o gradient
Z b
thermique alors qu'il ne s'agit que de la composante verticale du vecteur gradient.

1.4. Une petite masse d'air initialement a I'altitude z est déplacée verticalement de
la petite quantité dz sous l'effet d’'une perturbation extérieure. Celle-ci est suffi-
samment petite pour admettre que I'évolution de la masse est réversible. De plus,
la conductivité thermique de lair est assez faible pour considérer les échanges
thermiques trés lents, avec une échelle de temps nettement supérieure a celle
des mouvements. Le déplacement est ainsi considéré adiabatique. Enfin, la mise
en équilibre de pression entre la petite masse et I'air environnant est immediate.
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Exprimer la variation de sa masse volumique di’ entre les deux altitudes en

fonction de sa variation de température d7’, de dz, de u(z) et des coefficients
. ar’

thermoélastiques puis en fonction de g, M, &, dz, P, T et Fc-iz_

1.5. En déduire la résultante des forces qu'elle subit a 'altitude z + dz . On I'expri-

mera en fonction de dy, dy’, g, u(z) et de sa masse dm.

1.6. Montrer que pour que I'atmosphere soit effectivement en équilibre hydrostati-

ue il faut avoir E - Ei-z -
g dz. dz.

2. Gradient thermique adiabatique.

r

2.1. Exprimer a;il en fonctionde M, g, R ety.
<

2.2. Une atmosphére isotherme pourrait-elle étre stable ?

2.3. L'atmosphére est quasi transparente dans le domaine visible du spectre

. - . : . ar
électromagnétique. Expliquer pour quelle raison on a forcément S <0.
z

<

2.4. Le sol recoit en moyenne une puissance surfacique &, =150 W.m™ prove-

nant du Soleil. La conductivité de I'air étant A = 25,7.10° W.m 'K, quelle de-
o dr ; o y -
vrait étre la valeur de FZ— pour avoir un equilibre thermique par conduction ? Que

faut-il en conclure ?

2.5. Puisque l'atmosphére est globalement stable verticalement, quelle est le
pourcentage maximal du bilan énergétique du sol que peut assurer la conduc-

tion ? On demande une valeur numérique et on prendra M =29 g.mol", =110

m.s "’ y=14 et £ =831 Jmol ' K. Que peut-on en conclure ?

r

i& ;
2.6. On appelle 8 gradient thermique adiabatique. Justifier ce terme.
Z

2.7. Dans la troposphere, le gradient thermique est presque égal au gradient
adiabatique et devient occasionnellement supérieur en valeur absolue. Quel phé-
nomene météorologique en résulte-t-il quand cela se produit ? Comment agit-il
sur le gradient thermique ?

2.8. Le gradient thermique atmosphérique s'annule a la limite supérieure de la
troposphére, appelée tropopause, et dans la stratosphére, située au-dessus, il est
positif. Pourquoi le ciel apparait-il toujours dégagé dans celle-ci ?
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1.1. Du fait de linvariance dans le plan horizontal, les champs de pression et de
masse volumique ne dépendent que de la coordonnée verticale z et I'équation

" dP . =
d'équilibre dans le champ de pesanteur — gra + & =0 ne présente qu'une pro-
i
jection utile suivant Oz :
—iﬁ—g—() ou encore L
n dz ’ dz ey

1.2. Entre deux niveaux trés proches on peut écrire :

dp = p(z + dz) - p(z) = [é}i} ar [g;

Fa ) dP = —podT + px +dP

=—padl + pxy %dz = —podT — p’xpgdz.

1.3. A partir de 'équation d'état locale du gaz parfait p = 1 on calcule :

RT

_1PMo 1 1M1

wagr: T T nqr P

On reporte dans |'expression de dj :
w2 2
PM PM PM Mg
——gdz=- - dz =——— —2.4.
dT Pgdz T dr Q'EZTZgZ gETZ(a'TJr 2 ZJ
_ PM (dT Mg
- qr? ( "R Jd

1.4. Entre les deux altitudes on écrit de méme pour la petite masse, sa variation de
pression étant par hypothése égale a dP puisqu'elle s'équilibre immédiatement avec
la pression de l'air :

] a r a r
du _—_(%)P dr +(§] dP = —podT’ + uxpdP

=—podl" + pky E—dz = —nodT' - p’xpgdz

n? PM PM* PM , Mg ]
=247 =— i = Ty e
TdT P ar? 22125~ gzrz( Ta
PM (dT Mg)
= + dz.
Qrz(dz R
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1.5. La petite masse est soumise a son poids et a la poussée d'Archimede. Si on
note &V son volume a l'altitude z +dz ona:

dF =8mg — n(z +dz)6Vg =dmg — u(z + dz) ()Tdulg
; w(z) + a’uJ . odu'-dp . . dy — di
=i = 2 meg = ,omg = - omeg .
[ w@)+du )8 T p@)+dn T )

On en deduit avec les expressions précédentes :

dF ~

d},t du PM (dT il
ome = — —_ldzeme
N % @

1.6. Pour que l'atmosphére soit stable, il faut que |la force apparaissant spontané-
ment s'oppose a la perturbation qui a déplace la particule. Sinon. n'importe guelle
petite masse d'air subissant la moindre perturbation s'éloignera indéfiniment de sa
position initiale, ce qui finira par donner macroscopiquement des mouvements verti-
caux dans I'atmosphere. Le vecteur dF doit donc étre opposé au deplacement
dzu,, d'ou la condition :

dT’ dT
g e

<,

2.1. A partir de la formule de Laplace P = Ku' pour une évolution adiabatique ré-
versible on a pour la petite masse d'air :

d ¥
ar = y—” et a partir de I'équation d'état
£ u
dp _dy' T
T T

On en deduit en eliminant la variation relative de masse volumique

P P T

a1 1\dP 1\ g [ ]m@
| e [ = (B g 2
i [ YJP [ Y)P yar®

et finalement ;

dpP (dP dT') ;
e e , soit :
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2.2. Dans une atmosphére isotherme le gradient de température est nul. La condi-
tion d’équilibre devient alors :

A
——<0.
daz 2

7

Or I'expression de o montre qu'il s'agit d’'une grandeur strictement négative et

l'inégalité est donc respectée. Une atmosphére isotherme serait stable.

2.3. Le rayonnement solaire parvient sans absorption jusgu'au sol et chauffe celui-ci.
Comme la température de la surface de la Terre n'augmente pas en moyenne au
cours du temps, le flux regu du Soleil doit &tre compensé par une libération d'énergie
vers I'espace. Une partie correspond au rayonnement infrarouge de la Terre mais
une partie est évacuée par conduction dans l'air. Il faut donc avoir un vecteur den-

sité de courant thermigue fQ =—\grad T dirigé suivant la verticale ascendante, ce

- - ar
qui impose une valeur négative de o
Z

2.4. L'équilibre par conduction seule impose I'égalité de la puissance surfacique et
du module de la densité de courant thermique :

g
Sh ‘dT , soit numeériqguement L gl 0 ~5840 Km™".
dz dz A 25,7.10"3

C'est une valeur aberrante, trop élevée de plusieurs ordres de grandeur par rapport
a la réalité, ce qui signifie que I'essentiel de I'équilibre thermique n'est pas réalisé
par la conduction dans l'air.

2.5.Si 'atmosphére est stable on a au maximum :

' -3
‘ﬂHﬂ :(1_1)145:(1—LJM=9,97.10—J e
dz dz Y

R 1,4 8,31
3
Il y a ainsi un rapport de 9%8— = 1,70.‘]0_6 entre le flux maximal gue peut éva-

cuer l'air par conduction et celui qu'il faudrait pour assurer I'équilibre. On peut donc
considérer que la conduction ne participe pas du tout a l'équilibre thermique de la
Terre.

!

T : A :
2.6. Dans une atmosphére telle que %—z—d—r une petite masse d'air deplacee
Z Z

verticalement se retrouverait spontanément en équilibre thermique avec son envi-
ronnement tout en subissant une évolution adiabatique. Il n'y aurait ainsi aucun
échange de chaleur dans cette atmosphére qui serait de ce fait localement (pour
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toute couche d'air) adiabatique. D’ol le terme de gradient adiabatique pour la valeur

ar ;
de — dans une telle atmospheéere.

L

2.7. L'atmosphére devient instable verticalement quand le gradient adiabatique est
franchi. |l apparait alors des courants ascendants et I'air qui monte subit une détente
adiabatique réversible, c'est-a-dire avec refroidissement (car on a dans ce cas la

relation P' 'T7 =cte ). A une certaine altitude, la température de liquéfaction de la
vapeur d'eau est atteinte et il se forme des nuages. Comme la liquéfaction libere de
I'énergie, I'atmosphére est réchauffée dans la zone nuageuse et la température dé-
croit moins vite avec l'altitude que dans un air sec. Le gradient thermique devient
donc plus faible en valeur absolue au-dessus de la base des nuages

2.8. La stratospheére est donc stable verticalement et il ne peut se former de nuages
Le ciel apparait donc toujours dégagé car les nuages sont situés pius bas. lls ne
peuvent pas franchir la limite de la tropopause.

EXERCICE 2

Plafond d’un aérostat

Un ballon sphérigue de rayon R fixe est gonflé avec un gaz parfait de masse mo-
laire M et laché dans I'atmosphére. Celle-ci est supposée isotherme. a la tempé-
rature T, et on note M, la masse molaire de I'air, supérieure 8 M. L'enveloppe du
ballon et sa charge utile ont une masse totale m.

1.1. Etablir le profil vertical P(z) de pression dans l'atmosphére. |'air étant assi-
AT,

milé & un gaz parfait. On notera g le champ de pesanteur, H la constante e L
a8

et Py la pression atmosphérique au sol.

1.2, Le ballon reste en permanence en équilibre thermigque avec I'atmosphére.
Etablir son profil interne de pression P,,,(:) en notant P la pression en son
L , RT,
centre C, z¢ laltitude de ce point et H,,, la constante -~
8

2. Ondonne T, =280 K, M, =29 gmol . M =4 gmol ', 2=981 ms ” et

) =1 ol -
A =8314 Jmol K . Calculer les valeurs numériques de H et Hegz

3.1 En remarquant que P, constitue une certaine pression moyenne dans le

ballon, quelle relation doit-on attendre entre le volume V de celui-ci, P¢, H,,, ¢ et
>

la masse my;, du gaz qu'ii contient ?
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3.2. La cote relative z — z restant petite devant Hgaz, montrer qu'il faudrait aller
au deuxieme ordre en Z — Z dans l'expression de P,,, (z) pour obtenir une cor-

rection a la relation précédente et qu'on obtiendrait ainsi :

_ PV i R’
¢ Hg,8|  10HZ,

On utilisera pour ce calcul un systéme de coordonnées
sphériques (r,0,¢) d'origine C.

3.3. Exprimer & la méme approximation (second ordre)
Mga, €n fonction non de P- mais de la pression P, au
point A situé a 'extrémité inférieure du balion.

On se contente de développements limités au premier ordre en H—Ré ou % de-
gaz

sormais dans toutes les expressions.

4. Calculer la poussée d'Archiméde IT exercée sur le ballon (le volume de la
charge utile étant négligeable) a une altitude z donnée en fonction de la pression
de Iair a cette altitude P(z. ), de Vetde H.

5. Le ballon est gonfié a la pression P, par un orifice en A placé a sa partie infé-
rieure, ensuite fermé, puis laché dans l'air.

5.1. A quelle condition sur P, peut-il décoller du sol ?
5.2. Celle-ci étant remplie, quelle altitude maximale z,, peut-il atteindre ?

5.3. Calculer numériquement z,, avec les valeurs suivantes P =1 bar, m =1000
kg R=25 m, Pg =(,5 bar.

6.1. Lorifice en A est maintenu ouvert. Pour quelle rai-
son le ballon peut-il atteindre une altitude plus élevee ?

6.2. Calculer la nouvelle expression de z,, et sa valeur
numerique.

7.1. Le ballon est relié¢ a I'air libre par une manche
étroite de hauteur L, fixée en A et elle aussi maintenue
ouverte en B. Pourquoi le ballon ne peut-il atteindre une
altitude aussi élevée que sans manche ? La masse de
la manche et le volume de gaz qu’elle contient sont ne-
gligeables.
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7.2 Calculer la nouvelle expression de z, et sa valeur numérique pour L =2R.
Conclusion.

8. On veut envoyer un ballon-sonde dans la mésosphére. vers 35 km d'altitude,
et on souhaite qu'il 'y maintienne pendant une duree suffisamment longue. Con-
tre quel phénomene faut-il lutter ? Quel est l'intérét de la manche ? Que pourrait-
on imaginer pour prolonger cette durée ?

+8= 0 et se projette sur la verticale en

1.1. L’équation d'équilibre s'écrit — 2

1apP

—+g=0,
L dz é
les projections horizontales montrant que P ne dépend que de la coordonnée Z. En
AT,
utilisant I'équation d’'état locale P = P e on obtient I'équation différentielle -
a
lﬁ__ﬁ& ui s'integre en :
P dz T, 2 ‘ '
M, gz Z
InP=-——2°" 4 cte=——- +cte.
KT, H

Puisqu'on doit retrouver P = P, au niveau du sol. il vient finalement :
0
Plz)=F, cx (— —)
(z) o €Xp H
1.2. Dans le ballon, on a la méme équation différentielle avec M au lieu de M, et on
obtient ainsi :

—@+cte—w—z- e
RT, H '

vas

InF,,, =

Pour z=2z¢ ona P, = P¢ eton écrit donc :

G
Pgaz(z)zpC exp(— —H CJ~

gaz

2. L'application numérique donne :
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LT oo 8,314 x 280
41073 x9,81

29.107 x 9,81

=59330 m

3.1. Si le profil de pression dans le ballon est remplacé par une valeur uniforme, il
est naturel de prendre la valeur au centre et on utilise 'équation d'état d'un systeme
homogéne :

PV PV Mg PV
=y —REC € Sl %N
Myay fyay gBTO g ‘gETO g Hgaz

3.2. Un développement limité au second ordre donne :

2
L=7Z o2
Pgaz(z)ch[l— H C"'( C)}

_—

gaz

et c'est cette expression que l'on utilise pour calculer la masse de gaz contenue
dans le ballon :

P,..M MP, rcosf
gaz . C -
oaz J‘ “’gazdv J.V mo dV— gETO J.V exp( H dv

gaz

2
_MP [ rcose r* cos B]dv

T RT, gz 2H;
MP-V MP. MP.
- = rcosGdV+_—— r? cos?0dVv
gﬂTO gETOH gaz j 2RT, 0 gaz j
- FcV _ J j IZH r’ cosOsin O drdddd
Hgazg H2 r=0 J8=0
& j {0 T 14 cos? Bsin O drdodd
2H3 .8 r=0 J40=0 J¢=0
4
_alcligme C1 R—j cos0sin0d0 + e ﬁJl cos”OsinHdd
Hgazg Hgazg 4 Jo Hgazg

PV nPe R 2_ EV 2nP.R’
—Us S %I H e 1sH
Hgazg Hgazg gaz8 15Hgazg

PV, PVR® _ PV ([, R
Hy,g 10H],8 Hg8 10HZ, |

On remarque que la correction a l'ordre 1 n'intervient pas dans le résultat car l'inté-
grale J'de est nulle dans le volume d’une sphére centrée sur l'origine.
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3.3. On a par ailleurs a la partie inférieure du ballon :

& R
B el R)”Pc[l“%g "'(_)—i]:‘pc[“‘—""*

Il vient a la méme approximation :

i i |
R R2 R R3 { R =
P 1+ — + ::PA(]— - —t St ‘
c A { Hgaz 2ngaz Hgaz 2H£az \ Hjaj )
2
s

et on obtient ainsi :

PV R R
Mo = 7 1— i = 1-
ga.zg gaz 2H

gaz

R* | B __R +‘>R2
10H? Hyo sH?

H
gaz gaz8 gaz

4. On somme les forces de pression exercées sur le ballon en utilisant également un
développement au premier ordre en I — I~ pour la pression exterieure -

I =—IS P(z)dS = —IS P, exp(— [%)dS = —js Pz e\p‘

. IB’TZO .[::0 P(ZC )[

et comme la résultante est par symétrie colineaire a 1. on peut écrire directement -

¢ ¢ ]Rz sin0d0doii,

T 2n Z-7 7 . - B
_Jezo -‘-¢=0P(ZC)(I_TC]R sinOd0dd, - i,

=-P(zc)R? J.B ; I [l———wm—-}smecosﬂdedd)
=-2nP(zc )R? j: [1 = R‘j;se)sin BcosOdO
e a3l
~2nP(zc )RE[“”L_O. ¥ FL}‘:}_@} = -2nP(z¢ )R3[ %}
) 0

_4nR°P(zc) _VP(zc)
T - H
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5.1. La masse de gaz contenue dans le ballon est constante et |a relation entre M.,

P,
non plus
[

(Cf. question 3.3), P, garde également a toute altitude la méme valeur qu'au sol,

et P~ montre que P ne dépend pas de l'altitude. Comme le rapport

soit P,, ce qui donne au premier ordre en
gaz

PgV R
Mgqy ™ 1- .
Hgazg H

gaz

Pour que le ballon décolle, il faut que la poussée d'Archimeéde I'emporte sur son
poids au niveau du sol, d’ol la condition :

VP(R) PV R
T>(m+mgaz)g=mg+ @ l—H—— :

gaz

Avec, également au premier ordre, P(R)= P, exp [* fl] ~ Py [1 = %} il vient :

H R\ mgH R
gaz gaz
l—=—|>—————+ P, |1 :
/il Pg( H]> v T g{ Hgai*-]
ce qui donne :
= =l
H mgH
P, < g“zpo(l—ﬁ) et | o BB K]
§ H H JHgaz v Hgaz

soit encore au premier ordre :

M, R R mgHoaz R
S e 0 I [ - P
Pg<MP0(1 H][I-FH} Vv (+Hga£}

et enfin :

M R R mg
P, <_ATGP°[1+ i, —H]——(Hgaz +R).

52 Comme la pression atmosphérique décroit avec l'altitude, la poussée d'Archi-
méde diminue au cours de I'ascension et finit par ne plus compenser le poids qui
reste lui constant. Ceci se produit a I'altitude telle que :
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VP(z PV ‘
u-(ﬁ'i-):(m+mgax)g:mg+ E—(l——R J

et on obtient :

7]
e N L [1—»-8-— _--H;J’”ngp?M-(l—-R |
VR, "Fill.  Hie LR ™
5.3. L'application numeérique donne :
5 -3 / Nz

z,, =—81831In 1000x 9,81 x8183 o 0,5.5197>< 4.10x b :3 |- 20546 m.

583 10° 10°%29.107 ! 59330:J

5

6.1. La pression en A diminue alors avec l'altitude puisgu'elle reste égale a la pres-
sion atmosphérique locale. La masse de gaz contenue dans le ballon va alors pro-
gressivement décroitre (il se vide dans l'air pour assurer {'équilibre de pression). ce
qui allége d’autant la masse totale alors que la poussée d'Archiméde n'est pas mo-
difiée par ce phénoméne. Le ballon, plus léger. peut donc monter plus haut dans
I'atmosphére.

6.2. La masse de gaz, qui n'est plus constante, est donnée par :

m ,’-?:PAV {1— R = POV e\;pL_:_'i]i’i—i‘
2 " w8\ Hyy) Hpe 2" &,

A I'altitude maximale on écrit cette fois :

Blaglv ( P,V (
~ mg + (”')—-[]+£J | - — ]xmg+ (<) l+—RW--~R—
' - H H

ce qui donne :

et on obtient ;
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soit numériquement :

\ o pin) 1000981 { 1 (H 25 25 ﬂ"
) i
105)(%31_1”53 8183 59330\ 8183 59330
= 34790 m.

Le gain en altitude est considérable. Elle est presque doublée par le simple fait de
laisser le ballon se vider d'une partie du gaz.

7.1. La pression a I'extrémité inférieure de la manche est maintenue a la valeur am-
biante dans l'air. Onadoncen A :

Ve i
P,=Pyexp| - . BJ:P exp ___]
‘ ‘ [ Hgal ? Hgaz
Zpra ' I L
ZP(ZA)BXP{— *BH—A}EXP[— 7 ]—P(Zﬂ)exp(ﬁ)exp{—ﬁ— J
gaz gaz

=P(z,4)exp(§ )

gaz

Comme H < H,,,, la pression en A est supérieure a ce qu'elle était quand la com-

munication avec l'air se faisait directement en A. Il reste donc plus de gaz dans le
ballon a une altitude donnée. Comme I'ensemble est plus lourd, l'altitude maximale
est plus faible.

7.2. On écrit maintenant la masse de gaz :

P,V R L L)V R
Pl —| 1=—=— [=P(24)exp| —+— =
: Hgazg( Hgaz] o p(H H ]H 28( H J
L

N_PoLexp[_z_A]’lR_NHLL__
Hgazg H Hgaz H Hgaz

et il vient a I'altitude maximale :
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gaz gaz gaz
P(z,,) ( R]( R } I
~mg + Il 1l e
Hgaz H Hgaz H gaz /
P(z, )V( R }[ L L |
~mg + 1+—— i
Hgaz H Hgaz H Hgaz)
P(zm)V[ R+L R+LJ
~mg+ I~
Hgaz H Hgaz
On en déduit :
- —Hln mg ml,_ 1 1+R+L_R+L\ _]!
e PV|H H,, H HgazJ i
soit numériquement :
1000%9.81 1 1 [’ 75
I, =—HlIn [ —omme— | Jap ‘l
105 x 437: 553 8183 59330\ 8183 59330
=34790m.

On obtient la méme altitude a quatre chiffres significatifs. La manche ne modifie
l'altitude que de quelques fractions de metres au maximum.

8. Pour atteindre la meésosphere, il faut utiliser un ballon dont le gaz communigue
avec l'air. Un ballon hermetique ne pourrait monter aussi haut, a moins d'étre sous
gonflé au sol mais ceci poserait le probléme du maintien du volume de I'enveloppe

Or, a cause de la communication, il existe inévitablement un phénomeéne de diffu-
sion par l'orifice et le gaz léger est remplace lentement par I'air. Le ballon s'alourdit
et va redescendre. La manche, par sa longueur. diminue le gradient de concentra-
tion entre Fintérieur du ballon et I'air, pour des compositions intérieure et extérieure
donnees, ce qui ralentit les échanges gazeux puisgu'ils sont régis par la loi de Fick.
Le maintien en altitude sera donc plus durable.

Pour compenser la diffusion, il faut imaginer une opération qui maintiendrait f1,,,
constante malgré le remplacement progressif de M par M, La seule possibilité est
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de faire croitre la température du gaz en proportion. Il faudrait donc embarquer un
systeme de chauffage.

EXERCICE 3

Modeéle polytropique d’une étoile

On modélise une étoile par une sphére gazeuse de rayon R et de masse m en
equilibre statique dans son propre champ de gravitation. On ne tient compte
d'aucun phénoméne de rotation et le gaz est supposé parfait quelles que soient
les conditions de température et de pression. Du fait de l'isotropie du probleme,
on travaille en coordonnées sphériques avec I'origine O au centre de I'étoile.

On rappelle gu'il existe pour le champ de gravitation # un théoréeme semblable
au théoréme de Gauss du champ électrique sur toute surface fermée S :

IS & . dS =—ankm,,,

m;, étant la masse intérieure a S et k la constante de Cavendish de la gravitation.
1. Etablir la relation :
e 7
&(M)= ﬂ.@ , w(p)p’dpii,, w étantle champ de masse volumique.
r

2. Quelle est la condition d'équilibre reliant les champs de pression P et de gravi-
tation ? En déduire une équation différentielle du second ordre liant P et 1.

3. Pour l'intégrer, on a besoin d’'une seconde équation. On suppose pour cela une
relation polytropique, c'est-a-dire que la pression et la masse volumique respec-

tent I'égalité P = Apn® . Les deux constantes A et a sont indéterminées a priori et
doivent étre obtenues a partir de données expérimentales propres a I'étoile.

Etablir 'équation différentielle vérifiee par u(r) et la mettre sous la forme :

ﬂ+._.éﬁ_+.,.(@jzz._.
dr? dr dr '

4.1. On adimensionne cette équation en introduisant des grandeurs relatives

= L et ri= L, Lo étant la masse volumique au centre de I'étoile. Que de-
Lo
ATKR® 5_q

Rt

vient 'équation ? On fera apparaitre la constante Ki=
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4.2 Quel est le domaine d'intégration de cette équation ? Quelles sont les condi-
tions « initiales » au centre ? Quel doit étre le comportement global de p'(r') ?

5. L'équation contenant deux parametres libres, K et o il faut ajouter quelgues
contraintes pour limiter le nombre de solutions acceptables. Tout d'abord, en ap-
pelant abusivement gradient thermique la composante radiale (la seule non nulle)
du vecteur gradient de température, I'étoile ne peut étre en equilibre que si ce
gradient thermique ne dépasse nulle part en valeur absolue le gradient adiabati-

-3 c
que local [dT] :(l—l]y- = (Cf. exercice 1), avec 7= P et M étant la
dr ad 1 R Cy

masse molaire du gaz. Cette condition impose l'inégalité o <y. L'étoille étant

; : 4 : ,
supposee formée d'atomes et d'ions simples, on prend 7 = 3 Ensuite. on doit
obtenir P =0 & la surface puisque !'étoile est en contact avec le vide. ce qui im-
pose du fait de la relation polytropique p'(1)=0. Enfin, il parait raisonnable de
situer la constante K dans lintervalle [10,1000] dans I'état des connaissances
actuelles de la structure des étoiles.

5.1. La résolution numérique de I'équation différentielle adimensionnée ne posant
pas de probleme, proposer un protocole permettant de sélectionner les solutions
acceptables. Quelle est la valeur minimale de o a considérer ?

s ro— . 4
5.2. On trouve ainsi que a doit étre compris entre 1.25 et 3 et K entre 200 et
1000 mais la résolution numérique montre qu’il est impossible d'annuler exacte-
ment ' en r’' =1. Au-dessus du bord de |'étoile, il persiste toujours une tres fai-

ble quantité de matiére avec une masse volumique relative ' ~ 10°"% Ainsion a
représenté ci-dessous la courbe 1'(r’) en coordonnées linéaires et logarithmi-
ques pour o =1,333 et K =150. Ce sont ces deux valeurs que |'on garde pour
la suite de l'exercice. |l s'agit du modéle dit entierement convectif (o = v).

1 'Ar + iog(L_l )

1 0] = 0.8 i ir
& = 3
0.6 %
-8
0.2

=15

0 0.4 0.8 1 r |

Commenter ces courbes et définir deux régions dans I'étoile.

6. Pression centrale.
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1
6.1. On a calculé au cours de la résolution I'intégrale I = 471 Io w'r'dr' et obte-

nu I =0,0723. Exprimer la masse m de I'étoile en fonction de [, R et .

6.2. Expliciter K en fonction de R, L, o, k et de la pression P, au centre de

o I - . km?
I'étoile. En déduire 'égalité approchée P, =~ 12—4.

R

6.3. On note respectivement Po, Rg et mg la pression centrale, le rayon et la
masse du Soleil. Etablir la (célébre) relation pression-masse-rayon :

P _(m ) (Ro)'
Po Mg R l
6.4. Calculer la pression centrale pour le Soleil sachant que mg = 2 10° kg,

Rp = 696.10° km et k =6,67.10""" USI. La comparer avec la valeur estimée &

2.10'¢ Paa partir de modéles de structure stellaire sophistiqués.
7. Température centrale.

7.1. Exprimer K en fonction de R, o, o, k, de la température T, et de la masse

: e ' kM ,m
molaire M, centrales. En déduire 'égalité approchée T, ~ 0,87 AR

7.2. On note T la température centrale du Soleil. Etablir la (trés célébre) relation
température-masse-rayon :

T, R ;
ol TR a condition de faire une hypothése qu’on précisera.
Ty mg

7.3. Le Soleil et les étoiles sont essentiellement formés d'hydrogéne atomique

partiellement ionisé. En déduire un encadrement de 7. Comparer avec la valeur

communément admise de 15.10° K. On prendra & = 8,31 Jmol K™

7 4. En déduire une estimation du taux d'ionisation au centre du Soleil.

8. Température de surface. Le bord optique d’une étoile est malaisé a définir car
toutes les couches contribuent & I'émission lumineuse et il est impossible de dire
a priori au-dela de quelle valeur de r’ on ne regoit plus de lumiére parce que la
matiére présente n'est plus assez dense et chaude pour emettre. A la lecture de
la courbe logarithmique de la page précédente, on peut seulement prévoir gu'il
doit correspondre a une valeur de log 1" comprise environ entre -12,5 et -8.

|
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8.1. En supposant que la température et le taux d'ionisation au centre sont com-
parables & ceux du centre du Soleil, donner une fourchette des valeurs de la tem-

pérature T, effective des étoiles, c'est-a-dire de la température de la couche qui
émet le rayonnement regu et qu'on suppose a priori formee de gaz neutre.

La majorité des étoiles ont une température effective comprise entre 2500 et
25000 K. Est-ce compatible avec la fourchette obtenue ?

8.2 La température effective du Soleil est 7, = 5750 K. Quelle est la profon-

deur de la couche qui émet le rayonnement par rapport au « bord » défini par
r'=1 7 Dans la partie a décroissance rapide de la courbe logarithmique on a
avec une bonne précision :

r'~0,761-5,67.10 2 log p’' — 5,00.10~ log? p' — 1,49.10 ™ log* p".

9. Luminosité. On appelle luminosité &£ d'une étoile la puissance électromagnéti-
que totale rayonnée. Elle vaut 41{R20T;‘ o étant la constante de Boltzmann,
égale 25,67.10°° USI.

9.1. Calculer numériquement la luminosité solaire </ puis établir la relation :

;ﬂ__(ijl(f_sf
Yo \Ro/) \Tyo

£

9.2. On appelle naines blanches une famille d'étoiles de luminosité anormalement
faible que I'on attribue a un rayon trés petit. Donner un ordre de grandeur de ce-

lui-ci avec les valeurs typiques £ ~ 10“‘1’2{;‘0. 1, = 10* K. m ~ Mg . En déduire

la température et la masse volumique centrales. On pourra utiliser la valeur de
P calculée a la question 6.4. Peut-il s'agir au centre de gaz neutre ?

9.3. On appelle supergéantes rouges une famille d'étoiles de luminosité anorma-
lement élevée compte tenu de leur faible température effective et on I'attribue a
une taille gigantesque. Donner un ordre de grandeur de leur rayon avec les va-

leurs caractéristiques </ ~ 107 </ T, -3500 K, m~10my. En déduire la
température et la masse volumique centrales. Que peut-on dire de ces étoiles ?

1. Du fait de la symétrie sphérique, e champ de gravitation est radial et son module
ne dépend que de r. On peut donc le calculer rapidement a l'intérieur de I'étoile en
utilisant comme surface de « Gauss » la sphére S de centre O et de rayon r :

. A _ . ZE ’
-[s ¥ 6= L/(r)ur .dSii, = /»(r)J‘S dS =4nr-#(r)=—4nk jo anp”ulp)dp.
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On obtient ainsi :

= 41tk

&= u(p)PzdPu

2. L'équation du mouvement s’écrit a I'équilibre :

P PN
- grau +& =0 etse projette sur i, en:
1 oP il 6P Ank 2
_— 0.
o &= Tt f ulp)p“dp =

Les projections sur les deux autres vecteurs de la base sphérique donnant @ =

i
et — =0, on écrit plus simplement :

a9

2
4;’{“ %g % L)r w(p)p2dp=0 eten dérivant :

1 d(r’dP), 2 _,
4k dr\ p dr H="

3. Onreporte P = A dans I'équation différentielle :

1 d r’ d
dmk dr\ p dr

A d a-1dp) 2 _ A df a-:@_J 2
4nkdr[ -l i = e

2 2
= ﬁ[rzp“'z 47 5 + 22 - r*(o— Z)u“”(@J }4— r’u
dr

(Au“ )] +7r?u=0, soiten développant :

4nk dr dr

puis en divisant par 7 :

= dzj.l 2 o d;j. i du ? 4k
o-3 a-3 o-4

T —+ = il o i 0_2“ S - e
f2 r dr ( ) (drj aA

et en réarrangeant :
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dz_“ +2C1E+21_—_2(ﬂ.1_ d _._ﬂ 3 -
dr? radr w Lar aA :

4.1.Onreporte r = Rr' et u=p, p' dans I'équation :

Ho d%zw_m;uu(u%(ég‘ __dmk s s
R dr? r'R*dr' R

dr') B O‘.Auo 4

et il vient finalement :

2o ’ " 1\2 4k2-U.R3 . —
d-n +_2_;d|.L; L & ,2(du,J __ amkp, i ™
dr'? r'dr n' \dr

4.2, La variable réduite r' est comprise entre 0 et 1. Au centre. on a par définition
i =1 et pour la dérivée on écrit :

dy' _ Rdy R L P R po

Comme au centre le champ de gravitation ne peut étre que nul par symétrie (toutes
d o -

les directions y sont équivalentes) on a [C%) =0 On a ainsi deux conditions
g I

« initiales » pour une équation du second ordre.

'

La pression est une fonction monotone décroissante de r du fait de |'equation
d'équilibre. A cause de la relation polytropique, c'est également le cas de la masse
volumique. On a donc p'(r') elle aussi monotone décroissante.

5.1. L'éguation est du second ordre et on posséde deux conditions « initiales ». La
résolution se fait donc en fixant a priori les valeurs de o et de K On choisit un ta-
bleau de valeurs de o et de K et on recherche dans celui-ci les couples (o, K)
donnant la valeur p'=0 pour r' =1. Seuls ces couples sont acceptables.

e o 4 ,
Le coefficient o est inférieur a — et par ailleurs la va- —" 1

: _ ) ) : K o I 1,353
leur 1 correspond a une étoile de température uniforme fim iy
PR A | 10
Gal -—— M Il n'est donc pas réaliste de prendre des | = T
M | -
= —
valeurs inférieures a 1 et on peut se limiter au tableau | 1000 | _] j ]
ci-contre.

5.2. En echelle linéaire, on observe une décroissance réguliére de 1’ qui devient
négligeable devant 1 a partir de '~ 0,5. Il est de ce fait difficile de définir la fron-
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tiére entre I'étoile et le vide. Par contre, en échelle logarithmique, on constate une
décroissance brutale entre '~ 0,95 et 1. On retrouve bien la limite de I'étoile en

r’ =1 mais on constate qu'il reste de la matiére au-dela, méme si c'est en quantité
apparemment trés faible. On peut ainsi définir le corps de I'étoile, pour ' <1, et une
enveloppe ou atmosphére, pour 7' > | et d’extension indéfinie.

6.1. La masse de ['étoile est donnée par l'intégrale ;
- 3t R 2 _p3 : 12t g0 _ p3
m= [[[na’v = [ " anr’udr=Rou, [ 4nrwar = Rpol.
8.2. La constante K est définie par :

K

_ 41‘EkR2 uz_a = 4Tth2 2-0 _ 4‘1‘th2 = 47IkR2 9

H = - M =—F% U
ad ° aPu ® . o.Pyug” ¥ i

P,
et on obtient ainsi :

» 41th2 2

On élimine Ly entre les deux relations :

9 2 5
By :4nkR ( e J - _Amkm ce qui donne numériquement :

ok \R1)  okI?R*’
2 2
P0z4 4 km4 z12km4
§x150x0,07232 R R

6.3. On fait le rapport de cette égalité et de son équivalent pour le Soleil :
kmé
o

Py _ @)(R_)
Peﬁ me R .

6.4. L’application numérique donne :

et on obtient ainsi immédiatement :

667107 <2107 )

=1,36.10'° Pa,
(696.10° )" )
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C'est environ les deux tiers de la pression (supposée) réelle. Compte tenu de la
simplicité de notre modéle, c'est un résultat remarquable.

7.1. On repart de la définition de K :

4TkR? 1 4 ATKR?  4mkR®M, o 4mkRMyu,
K=———ll3 == Ko = 7 Ho = 173 :
(X.A (IPO G‘MO‘KTO o To
ce qui donne :
= 4T€kR2M9’J.0
i u K

On élimine ensuite L, entre cette relation et celle obtenue a la question 6.1

07 oaRK R} oXRKI R

, soit numeériguement :

kM kM
T, ~ 2 sl (/%m ~ 0,87 ga"’;n :
§x150x0,0723 ‘

7.2. On fait le rapport de cette égalité et de son équivalent pour le Soleil

kM m
Ty OB —

YR 5

et on obtient ainsi immédiatement, en admettant que toutes les étoiles ont la méme
masse molaire au centre, c'est-a-dire la méme composition chimique :

Iy, _m Ro
T Moy B

7.3. Pour de I'hydrogéne non ionisé, ona M, =My = 107" kgmol ' Pour un gaz

entierement ionisé, formé en méme proportion de protons et d'électrons, M, est
donné par une pondération :

M, .+M_ M

— ElE e L H NMH _ —4 -1
M, = 5 e =5.10" kg.mol .

L e

On a donc l'encadrement 5.10 ™ < M, <10 2 kg.mol ' et on en déduit :
107 <Ty <2.107 K.

C'est parfaitement compatible avec la valeur admise.
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7.4.Sion note x la proportion d'atomes ionisés au centre du Soleil on a :

M
M0=xTH+(lﬁx)MH =[1—%)MH

et on peut donc écrire :
kM, m
T mO,S?JuQ[l—x], soit x~2 uM ~0,50.
RRo 2 0,87kM ymy,
Un atome sur deux apparait ionisé.

8.1. Sur la surface « optique » on écrit 'équation d'état pour de I'hydrogéne atomi-
que :

PM AMy o BMy ooy a1 BoMy a1 ToMy -
=3 - H,0 4,0 =_0"H e
Ry, R 7 no R A HoR di M, =

TS

Avec les valeurs « solaires » Tj; = 15.10° K et x = 0,5 on a numériquement :

T, =2.10" ! eton obtient Il'encadrement :
1360 < T, <43000 K.

C’est un encadrement totalement compatible avec les températures données.

8.2. On calcule la valeur de |’ correspondante :

i
Ty |o-1 ’
u’{[l—{] s@:loc i {(I_o,s) 57506} _238.10""
2l 2 J15.10

soit logp'=—10,6 et on en déduit a partir de I'expression polynomiale r'~0978.
La couche émettrice se trouve donc a la profondeur :

(1-r")R =0,022x 696.10° =15300 km

sous le « bord » mathématique.

9.1. On effectue I'application numeérique :

e 2
o = 4nRIGT = 4nx (696.10°) x5,67.107 x 5750" =3,77.10% W,
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On fait le rapport des deux relations ./ = 41'c1i’2c57]4 et Lo = 4T[Ré6Ti) et il vient
immédiatement :

% ( ' X ( T |
“Lo \Ro J T J
9.2. Cette relation s'écrit encore :

R o 12 7 \ -2 . | ,
= _, J . soit pour une naine blanche
Ro \ %o T

-2
_s\2( 10* 3
R=(107) {Tso} % 696.10° ~ 7300 km.

C'est une valeur proche du rayon de la Terre (6400 km).

- . To m Ro . e
On utilise la relation température-masse-rayon —— = - —— (guildonne ici:
TO mo R
3
7 =i P00 o s aeni gt

7300

\ 4
. : B 0 m Ro 3
et la relation pression-masse-rayon —=| —— —_— 1 , Soit :
o \Mg! /

&

3 4
P, =lx(%] x136.10'6 ~1,1.10% Pa.

Si on suppose I'équation d'état du gaz parfait encore applicable on obtient

_MyP, 107 x1,1.10%

g = ar, = T 1’4.109 z9,5.107 |»<g.m73 pour un gaz neutre

et la moitié pour un gaz entierement ioniseé. Ceci correspond a une densité environ
10000 fois supérieure a celle du fer. Dans ces conditions, il est impossible d'admet-
tre que la matiere est formée d'atomes d’hydrogéne puisqu'on a affaire a un eétat
plusieurs milliers de fois plus compact que le solide. |l ne peut exister que des ions
H' et e , qui sont des milliards de fois moins volumineux que les atomes H, une

telle densité ne pouvant s’obtenir qu'en supprimant le grand volume vide situé entre
le noyau et le nuage électronique.

9.3. On reprend la relation :
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R V2 p -2
ot =(§J [ E ] , laquelle donne ici :
Ts@

112 =
R=(10*) (%] % 696.10° ~190.10° km.

Il s’agit d’une valeur supérieure au demi-grand axe de l'orbite terrestre (150.10° km).
Autour d'une telle étoile, Mercure Vénus et la Terre n'existeraient plus.

it
La relation température-masse-rayon Sl —E—R—O donne ici :
3
T, =10x @i%x 15.10° ~ 550.10° K
190.10

P m (R
et la relation pression-masse-rayon L AL el
PG meg R

696.10°

4
b 10&} x1,36.10'® ~2,4.10% Pa.
190.

P0=102x(

En appliquant I'équation d'état du gaz parfait on obtient :

MP, 107 x2,4.10° -
o 107 x2,4.10 ~ 0,053 kg.m ° pour un gaz neutre

u — .
07 RT,  831x550.10°

et la moitié pour un gaz entiérement ionisé. Il s'agit cette fois d'une densité tres fai-
ble, vingt fois inférieure a celle de l'air. Ces étoiles sont presque « vides ».

EXERCICE 4

Equilibre d’un navire

On représente un navire par un demi-cylindre creux de rayon R, de longueur L, de
masse m et de centre d'inertie G, partiellement immergé dans de I'eau au repos,
de masse volumique . Il renferme une cargaison de masse M, assimilée au
point matériel G,. Le probléme étant supposé invariant par translation le long de
'axe Az de révolution du cylindre, on travaille dans le plan Axy vertical qui con-
tient les points G, G; et le centre de force C de la poussée d'Archiméde de l'eau.
On ne tient pas compte de la poussée d’Archimede exercée par I'air.
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La position dans l'eau est repérée par la
profondeur immergée H et I'attitude dans le
plan par I'angle 6 entre la droite AG,, qui
passe également par G, et la verticale Ay.

On donne AG, :% etonnote AG, =L.

1. Calculer la poussée d'Archiméde I1 de I'eau pour [1 ﬂ,

donnée et inférieure a R lorsque le navire est en équili- | ‘a/ /

bre. On rappelle que l'aire limitée par un cercle et une S A E
o—sina 2 e

corde a pour valeur § =—— R~ _S :

2 o
Est-elle modifiee lorsque le navire présente une inclinaison 6 ?

2. Quelle est pour cette valeur de i la masse de I'ensemble navire+cargaison ?

: : H ,
Représenter graphiquement en fonction de X = R et montrer qu'une

graduation a peu prés linéaire tracée sur la coque permet de connaitre la masse
de I'ensemble pour les valeurs de X pas trop proches de 0.

3. Pour eviter un risque de chavirement en cas de fort roulis, on ne dépasse pas

2 ; . ;
X == . Exprimer la masse maximale de la cargaison en fonction de . i LetR

Faire I'application numérique pour un cargo avec les valeurs suivantes, p=10"

kgm'}. L =200 m, R=10 met m=9000 t On adopte pour la suite cette va-

leur calculée de M.

4. Quelle inclinaison maximale peut supporter le navire sans que |'eau n'atteigne
le pont ? Faire I'application numérique.

5. Calculer le moment en (, des forces exercées sur I'ensemble du navire pour
une inclinaison 8. L'exprimer en fonctionde m, M, g, L, R et 0.

6. Le systéme est-il stable vis-a-vis du roulis ? Qu'en serait-il si la cargaison était
placée au-dessus du pont ?

7. Le navire présente un léger mouvement de roulis et O reste suffisamment petit
pour admettre que H ne varie pas.

7.1. On note G le centre d'inertie de I'ensemble navire+cargaison. Exprimer le

vecteur GlG en fonction de m, M et du vecteur G,G, .

|
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7.2. On note J le moment d'inertie du navire (vide) par rapport a l'axe G,z . Ex-

primer le moment cinétique en G de I'ensemble navire+cargaison en fonction de
J.m M R Let0.

7.3. Ecrire le théoréme du moment cinétique en G . En déduire I'équation linéaire
vérifiee par 8(z).

7.4. Quelle est la période du mouvement de roulis ? Faire I'application numérique

4

sachant que —(] ——ijRz et en prenant G, et G, confondus. On prendra
i

par ailleurs g =10 m.s™.

1. A I'équilibre I'angle 6 est nul. On peut calculer [1 en sommant les forces de pres-
sion exercées sur la partie immergée de la coque, mais il s'agit plus rapidement de
l'opposé du poids d'eau déplacé par le na-

vire, c'est-a-dire du poids du volume d'eau 4y
grisé sur la figure ci-contre. D'aprés la don-
née géomeétrique de I'énoncé on a donc :

ALz ,‘
- 0, -0, —sin(6,-6,) 2. 5 X
n:ugL 2 1 - ( 2 1)R2uyl éj\‘— 1
Z Gl -
¢ H
Avec 0, = Arcsin(R;H) et 8, =n-0,
on obtient
= - —sin (26 - ; "
1= ugLf_z_el_szuy = ugL[g -0, —sinB, cosB, ]Rzu}

= - SH
= }lgL(g = Arcsin(R RH)_(£R£] l—(~Ie—R~J Rz“.v

R—H}jR-HNH@RHqu
R R’ v

= gL l—g = Arcsin(
Le volume situé au-dessous de la ligne de flottaison n'est pas modifie si on incline le
bateau sans changer H. Donc cette force ne dépend pas de 0.

2. A réquilibre, la poussée d’Archimede compense exactement le poids eton a :

= —H)JH(2R- H)
ugL |:g ~ Arcsin[R RH} - (& )\/RT H)

}Rz =(m+M)g
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soit
m+M _(R-H\ (R-H)\HQR-H)
== =~ AreBin J— - —
pLR R
= g — Arcsin(1- X) - (1- XWX(2-X).
On trace ainsi la courbe ci- Jr m+ M
contre. La masse totale maxi- o2 “LRZ
male vaut %].LLRZ. ce qui 2 '
correspond au poids de l'eau I
occupant tout le volume du
demi-cylindre.
0,5
A partirde X ~ 0,6 la relation
entre X et la masse totale est i >
quasi linéaire (droite en poin- 0 025 0,5 0,75 X

tilles mixtes sur le graphe).

On peut par consequent tracer sur la coque des traits horizontaux. régulierement
espacés suivant la verticale, indiquant une suite arithmétique de valeurs de la masse
totale du navire. |l suffit de lire la valeur au niveau de la ligne de flottaison pour con-
naitre celle-ci.

3. Avec X =% la relation précédente donne :

| ®_Arcsin[ L)1 2,3 gR? _ma 2
M{z Arcsm(?'] 3 3x3}pLR m=~091TuLR" —m

et on obtient pour 'application numérique :

M=0917x10% x200x10% —9.10° =9,33.10° kg = 93301t.
Puisgu’on adopte cette valeur, on a désormais X = % :

4. La situation extréme est représentée ci- A
contre et on a alors : i Y

Rsin®, =R—-H, soit:

o R

p = Arcsin(R ~ H] = Arcsin (1 - X)

=1 959,
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5. En ce point, le moment du poids du navire vide est nul et il reste, le centre de
poussée étant toujours situé & la verticale de A puisque le volume de liquide déplace

ne dépend pas de O :

g, =G,Gy Mg +G\C A T1=G,G; n~Mgil, +(G,A + AC)~ T,
=G,G, n—-Mgii, + G A A Tlii,

ATT
et en explicitant les produits vectoriels : Ay

—sinf [0 A;
Mg, = [— (% - L}Mg + RH} cosB Al "‘le

0 0 cil
-y

Puisque la poussée d'Archiméde compense exactement le poids total on a encore :

inBu,.
}sm U, Mz

@TKG1 :H%? - L)Mg - —znﬁ(m + M)g}sineb?2 = ~gI:LM - —zfm}sinE)&:,

6. Le navire n'est stable que si ce moment tend a le ramener dans sa position initiale
aprés une perturbation ayant provoqué un roulis. |l faut donc que le moment soit
orienté en sens inverse du vecteur déplacement angulaire i, ce qui est automati-

quement vérifié du fait du signe négatif. Le navire est stable sans condition sur la
position de la cargaison. '

Si celle-ci était placée au-dessus du pont, L serait négatif et il faudrait que l'intérieur
du crochet reste positif, ce qui imposerait I'inégalite :

ZRm

~-L<
T M

7 1. Le centre d'inertie G de I'ensemble navire+cargaison est défini par

m(—?aJrMCTG_Z'z(H), soit (m+ M)GG, =-MG G, etdonc:

S M
GG =——--6GG;.
m+M °

7 2. Le moment cinétique total en G s'écrit :

'(:G - fcnavire + féarganson :‘(’Gnawre +GG| " mgCr' +GG2 » va}

_ 6, + GG, nmig, —GG, nmig, =i, +GG, rm(Vg, ~7s,)
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et on explicite la vitesse relative :

Gy =00, + GG, ~mlG,Gy ~bi1, )=, - M MGG, mlGG; - i)

. Mm
::18 = m+—M (G G7 e“ )GIG" G G OM ]
.. Mm (2R > Mm (2R ).

7.3. Le moment des forces en G s'écrit en vertu du théoréme de transport
Mg =M, +GG, »(mg + Mg +11)=9g

puisque, si H reste constant, la poussée d'Archiméde ne varie pas et continue a
compenser exactement le poids totai. Le théoreme du moment cinétique s'écrit donc

dl;

S @EG, et se projette en :

dt
. Mm (2R V)i .,
[d+m+M(‘—LJ ]9——g[LM+—n—m}m9

soit pour des petits mouvements :

g(LM+ Ak E
0+ i ™ -8=0.
: 2
o+ _— ("RL]
m+ M

7.4 |l s'agit de I'équation d'un oscillateur harmonique de période

[ Mm (ZR ]:
o+ M - L
T =27 m + /

5
g(LM+ 2 m)
T

#

Avec J = (1 9 ijz el l = @ il vient :
s

( —4-}mR2 (1—12) 9.10% x10?
bl s n
2R

(M

=i
M- +m) 209219933106 +9.10¢)

Jie=o

=4,26 s,



SYSTEMES OUVERTS - THEOREME
DE BERNOULLI

EXERCICE 1

Polaire d’une aile d’avion

Une aile rectangulaire de longueur L et de largeur [ se déplace dans un fluide
parfait incompressible de masse volumique 1 a la vitesse constante V= —Vold,
et son plan est incliné de I'angle o par rapport a I'axe Ox. Les coefficients aéro-

dynamiques C, et C, sont définis tels que la force qu'exerce le fluide sur l'aile a
pour expression :

s pLIvVE .
szL2 (C’xuerC),uy).

Le premier est appelé coefficient de trainée et le second coefficient de portance.
On travaille dans le référentiel galiléen de I'aile et, dans celui-ci, le fluide semble
arriver de l'infini a la vitesse v,id, .

On fait les deux hypothéses simplificatrices suivantes :

- la force de contact
exercée par l'aile sur le
fluide est normale a sa
surface (pas de frotte-
ment),

- le fluide est dévié de
maniére collective sur
une hauteur h et pré-
sente une vitesse uni-
forme vV paraliéle a l'aile,
aprés la déviation.

1.1. Quel est le débit massique D,, de fluide dévié par l'aile dans ces conditions ?

1.2. Exprimer v = |17| en fonction de vy et o.. Qu'en déduit-on sur la hauteur du jet

aprés la déviation ?

1.3. Calculer la force qu'exerce l'aile sur 'écoulement a l'aide d'un bilan de quan-
tité de mouvement.

2 1. En déduire les expressions de C, et de C, en fonction de o, [ et /.
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2.2. Tracer la courbe représentant C, en fonction de C,, appelée polaire de l'aile,
en supposant que h est une constante.

3. Le modele adopté est extrémement naif mais il prévoit deux propriétés essen-

tielles des ailes :

- la dépendance linéaire de C, vis-a-vis de (1 aux petites incidences.

- le décrochage aérodynamique, c'est-a-dire la chute de portance au-dela dune

certaine incidence critique.

3.1. Retrouver ces deux propriétés et calculer l'incidence critique de décrochage.

3.2. Quel domaine d'incidences faut-il utiliser en pratique ?

3.3. Quels sont les deux moyens de modifier I'altitude de vol de l'alle ? Lequel se-
rait le plus avantageux dans le cadre de ce modéle pour une ascension ?

4. On congoit intuitivement que / doit varier dans le méme sens que la largeur |
de l'aile. Si on suppose qu'il y a simplement proportionnalité. quelle importance

pratique ceci a-t-il ?

5.1. Quel phénoméne physique explique la
portance de laile ? Quel phénoméne sup-
plémentaire explique que la forme ci-contre

permet d'augmenter considérablement C, ?

5.2. La polaire ne part pas de |'origine mais
d’'un point d'abscisse positive situé sur |'axe

des C,. Comment peut-on le justifier ?

1.1. On calcule le flux, dans le sens de I'écoulement, du vecteur LY a travers le
rectangle de longueur L suivant Oz et de hauteur h suivant Oy :

Dfﬁww}£=bwgmm=w@n

Comme il se conserve en régime
stationnaire, il est plus simple de
mener le calcul en amont de
l'aile, ot le champ de vitesse est
connu.

1.2. On introduit une base définie
par l'orientation de l'aile (Cf. ci-
contre). La force de contact
exercee par laile sur le fluide
étant portée par le vecteur 7, la

a

ile~>fluide | S !

J.. i

& -
n/ 7
= el
5 -~ i'f x—
/é” \\v

. B 8 | BEL /

E s /
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projection sur t de la quantité de mouvement du jet incident reste constante. On
peut donc écrire la conservation de la projection de la vitesse suivant { :

Voll, -t =V-t, soit v=vj,cosa.

La conservation du débit massique (ou volumigue) permet d’exprimer la hauteur i’
du jet aprés la déviation :

uvoLh = pvh'L, soit:

b
v cosa

Il ne se conserve donc pas et on retrouve en fait 'angle o entre I'axe Oy et le front
dévié représenté en traits mixtes sur la figure précédente.

1.3. On utilise le volume de contréle limité par les pointillés et grisé sur Ia figure.
Pendant l'intervalle de temps dt, il sort de ce volume la quantité de mouvement

vD,dt = VD, dt t =pvd cosoLhdtt alors quiil entre Vyii, D,,dt = pvy Lhdti, . On
a donc avec ces grandeurs élémentaires I'équation bilan en régime stationnaire de
ce volume de fluide :

Dp wvicosaLhdtt —uvgLhdti, - o
F’;: : dt = % = Fiite—»luide =MV§Lh(cosat ”“x)

—wiLh [(cosza - l)iix —cosasin aﬁy]

=—uviLh (sinza i, +cosasinoui, ).u

2.1. On en déduit d'aprés le principe de I'action et de la réaction :

= =

_ 2 o 3y )
F =~F e »finide = HV0 Lh(sm oLid, +cosasinaidy |,
ce qui donne pour les coefficients aérodynamiques :

. =27hsin2a et C, =2{—lcoso¢sina.

e
On retrouve en particulier tan o = E" = ;}—. ce qui traduit le fait que la force de

¥ ¥
contact est normale au plan de l'aile, c'est-a-dire 'absence de frottement entre le
fluide parfait et l'aile.

2.2 On élimine o entre les deux en deux étapes :
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4h° 4h? . 4n% ., 2h
2 2 4 a2 2 _=n
c.+C ml—zsm 0 P cos“asin“a 7 sin“o == e
soit encore :
2 5
h h*
[C, - 1) +Cj == (&
Il s'agit d’un cercle, dans le plan C,-C,, de centre
\
(%OJ et de rayon ? Seules les valeurs positi- \ ~
h L.
ves ayant une signification, on ne trace que le 1 '

demi-cercle supérieur.
3.1. Pour o suffisamment petit, on peut linéariser les fonctions trigonométriques -
sina~o et cosa~1, cequidonne:

=gﬁa2 et C =-2£C£.

C"l 2]

On voit qu'effectivement le coefficient de portance est proportionnel a «

. 2h . e .
L'expression exacte Cy =Tcosasm(x :Tsm(ju) montre que C, est maximal

pour o = g qui est donc l'incidence critique. Au-dela, le coefficient de portance dé-

croit quand l'incidence augmente et 'aile « décroche ».

3.2. l faut optimiser la portance et réduire la trainée pour qu'une aile puisse voler
sans avoir a lutter contre une trop forte résistance de I'air. La courbe montre que le
domaine le plus intéressant, évidemment tel que C, est le plus grand possible relati-
vement a C,, est celui des faibles incidences. Plus on se rapproche du décrochage,
plus la trainée augmente vite par rapport a la portance, ce qui est sans intérét.

3.3. Pour modifier l'altitude, il faut rompre I'équilibre poids-portance. donc changer la
portance. C'est possible en modifiant la vitesse (on accélére pour monter ou on ra-
lentit pour descendre) ou en modifiant I'incidence de l'aile (on cabre pour monter ou
on pigue pour descendre). Dans le premier cas, on joue directement sur la portance
elle-méme, dans le second, on joue sur la valeur de C.. Mais. on modifie la trainée
dans les deux cas (méme dans le second puisque C, varie avec €

Pour une ascension, on augmente de la méme maniére portance et trainée en ac-
Fpn - 3 2 . - N o . i
celérant (les deux sont proportionnelles 2 vy ) mais, puisqu’on utilise de faibles inci-
dences, on augmente beaucoup plus la portance que la trainée en cabrant l'aile (C.

x

augmente moins vite avec o que C, quand o est petit). La dépense énergétique
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supplémentaire pour lutter contre I'accroissement de trainée est donc plus faible, ce
qui est bien sir plus avantageux.

h R
4. Dans ce cas, le rapport 7 est indépendant de la largeur de l'aile et devient une

constante numérique universelle. Toutes les ailes rectangulaires ont alors la méme
polaire et on peut ainsi prévoir leurs qualités aérodynamiques en vol en utilisant de
simples modéles réduits en soufflerie.

5.1. La configuration inclinée de l'aile par rapport au jet permet de dévier celui-ci
vers le bas. C'est le changement de quantité de mouvement du fluide qui crée par

réaction de celui-ci sur l'aile la force F .

Pour une aile de section A
bombée, les lignes de Y
courant sont déformées >
par la face supérieure et _§
se resserrent. Il y a donc g5
une augmentation locale g
de la vitesse et, en vertu _F”*

du théoréme de Bernoulli, 3 | \&\; f
ceci s'accompagne d'une Voll,

diminution de pression du

fluide. On retrouve un ef-

fet Venturi et on a donc
une dépression relative sur la surface supérieure de l'aile. Elle tend a I'aspirer vers
le haut et augmente ainsi la portance, indépendamment de la déviation du fluide

vers le bas. Le coefficient C, est donc plus élevé que pour une aile sans épaisseur.

5.2. Ceci signifie qu'il existe déja une trainée sans portance, c'est-a-dire quand
I'incidence est encore nulle. Cette trainée ne peut s'expliquer dans le cadre du fluide
parfait et est donc associée a la viscosité. Il s'agit de la somme des contraintes tan-
gentielles sur les deux faces de laile provenant de I'existence de la couche limite.

EXERCICE 2

Déviation d’une plagque par un jet

Une plaque rectangulaire de masse M, de cotés L et [ et de centre d'inertie G
peut tourner librement autour de l'axe Oz passant par un de ses cotes (liaison
parfaite). Du fait de la pesanteur, elle adopte une position verticale d’équilibre. Un
jet de fluide parfait incompressible, de masse volumigue |1, de section rectangu-
laire, de méme largeur [ suivant Oz que la plaque et dont on negligera I'épaisseur
afin de considérer la vitesse uniforme sur toute section droite en aval, vient frap-
per celle-ci avec une vitesse horizontale v, a une cote h au-dessous de l'axe Oz.
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La pression de l'air est uniforme et égale a P;,. On néglige 'action de la pesanteur
sur le fluide mais pas sur la plaque. On se place en régime stationnaire et on
suppose le probléme invariant par translation sur la largeur du jet (suivant Oz).

Sous les actions de la pesan-
teur et du jet la plaque s'’incline
et forme l'angle 0 avec la verti-
cale. Le jet se divise ainsi en
deux parties, I'une s'écoulant
sur la plaque et la quittant a la
vitesse V, , l'autre remontant le

long de celle-ci et la quittant &
la vitesse V,. Le débit massi-

que incident est D, et se par-
tage en débits descendant D,
et ascendant D,.

1. Montrer que v| = v, =v, (modules des trois vitesses).

2.1. Calculer le débit net de moment cinétique en @ entrant dans le volume de
controle du jet, grisé sur la figure ci-dessus, en fonction de D,,. v\, et h.

0’

2.2. Quelle relation y a-t-il entre ce débit et la dérivée particulaire du mo-

ment cinétique du jet ?
3. Déduire du théoréme du moment cinétique appliqué au jet I'expression du mo-

ment en O @lZ(,p] —_— des actions de contact de la plaque sur le jet en fonction

Dg,
Dt

sur toute surface fermée.

de et de Fintégrale P, IS OM - dS . On utiisera lidentite [OM - 4§ =0
pl

4. Appliquer le théoréme du moment cinétique a la plaque pour obtenir une se-

i €]
conde expression de moment 9i(,, St

2hvyD,,

5. En déduire qu'a 'équilibre on a sin 8 =
qu'a 'éq Mg

6. Comment faut-il positionner le jet par rapport a la plague pour obtenir
linclinaison maximale ? Pouvait-on le prévoir ? Que vaut alors celle-ci ?

7.1. Caleuler le débit net de quantité de mouvement entrant dans le volume de
controle du jet en fonction de D,,, D, D, et v,
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3

: : . . D,
7.2. Quelle relation y a-t-il entre ce débit et la dérivee particulaire D_[t) de la quan-

tité de mouvement du jet ?

8. Déduire I'¢galité D, — D, = D,, sin0 de la relation fondamentale de la dyna-

migue. On se servira de l'identite Jdg =0 sur toute surface fermee.

9. Donner les expressions de D; et D, en fonction de D,,, h, L, M, 1, g et de la
section X du jet incident.

nELMg

2h
dimension de cette constante ? En donner la signification physique et décrire qua-
litativement ce qui se passe quand D,, est supérieur a Dy.

10.1. Cette section est fixée et on pose désormais D, = . Quelle est Ia

D2 . m
et —= en fonctionde X = —.
0 0 Dy

D
10.2. Représenter graphiquement L

11. Quelle est la plus grande valeur possible D, de D; pour Dy donné ?

Quelle fraction de D,, représente-t-il alors ?

12. On prend p=1000 kg.m™>, £=5.107 m°, M =10 kg, L=2 m, g=10

= -— s N
m.s ~. Calculer la valeur numérique de D, celle de D,, pour I'obtenir et celle

max ’

de vy dans le cas ou le jet rencontre la plague a sa partie inférieure.

13. A partir de considérations énergétiques, donner une estimation de la durée
dont a besoin la plaque pour atteindre sa position d’équilibre lorsque le jet appa-
rait. Faire I'application numérique avec les valeurs précédentes.

1. Le prob!éme est invariant par transla-

tion le long de Oz et on raisonne syste- ‘71\
matiquement dans le plan Oxy de la fi- B

an N
e . )
gure de I'énoncé.
. h L

On écrit le théoréme de Bernoulli le long
des lignes de courant. Rigoureusement 7
on a entre les points A et B : AUy

| —— 8 i

2 2 0
P, P,
Ya, To _op-YE 7O
2 i 2

D

¥
mais le role de la pesanteur est negli-

v,
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geable sur I'écoulement et on ne tient pas compte du produit gh, ce qui donne sim-
plement :

[}U L= VA = ],B = VE'
Le théoréme de Bernoulli s’écrit de méme entre Cet D :

P
+—2 _gLcosH.
2 L 2 v

En négligeant encore le terme de pesanteur on obtient Vg =Ve =Vp =V, Lavi-

tesse reste en fait uniforme en module a la surface du jet. car la cote disparait sys-
tematiquement quand on ne tient pas compte de la pesanteur. et dans le jet puis-
qu'on suppose la vitesse uniforme sur chaque section droite en |'absence de frotte-
ments internes dans un fluide parfait.

2.1. Pendant l'intervalle de temps dt, il entre dans le volume de contrdle V' du jet
(limité par les trois sections en pointillés sur la figure ci-dessous) une masse élé-
mentaire dm = D, dt qui apporte le moment cinétique :

dlp, = OA' ~ dmvy = hv,dmii. .

volume de contréle, au niveau des

Pendant la méme durée, il sort de ce N\B
dm;

extrémités de la plaque, les masses { \, T
dm] :Dldf et dmz = Dzdt, em- ‘.‘\\"\ :
N\
portant le moment cinétique : h ‘\\ W
dCy = OB’ dm, v, + OD'r dm, v . =\ e
0;=Ub Aam v, el ' 4 g N
fzqﬂi _—
dm S u,

qui peut étre considéré nul quand on "
néeglige I'épaisseur du jet. En effet, B” N D
est quasi confondu avec O et OD’ l i

<D
Vs
il X d.’&
est colinéaire a v, .

Finalement, par unité de temps, le volume de contrale V' recoit la quantité nette de
moment cinétique :

. d(’;)e - dg, dm . 3

D[ =— Bt—‘— = hv[} ——d?”: = hl‘ODmM: )
2.2. Le systtme matériel défini a l'instant ¢ par V plus la masse dm s'est déplacé

pendant df pour occuper le volume défini par V et celui des masses dm, et dm,.

Son moment cinétique a varié pendant cet intervalle de temps infinitésimal et on a le
bilan :
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Dio _'C—o(f"’df)—fo(r)_iov' +d505 _'Eov‘ —dC—Oe _"afoe ==
Dt dt - dt G

Il s’agit de la dérivée particulaire par définition et le signe négatif devant le débit pro-
vient du fait que celui-ci a été défini comme entrant, ce qui est l'inverse des conven-
tions habituelles.

3. Le théoréme du moment cinétique s’'écrit pour ce systéme :

e £
Dt E ®l’(“Opiajet i C‘;)Tc“.')air—>jf:t :

Le second moment s’écrit éﬁtoair_,jel = Is‘ OM A—Podg . L'intégrale porte sur

pl

la surface du fluide en contact avec I'air, c'est-a-dire la surface de contréle fermée §

moins celle S, de contact avec la plaque, et dS est orienté suivant la normale sor-
tante. On a donc :

FHorsjor =P | 5, OM AdS=—F, [.OM dS+P | OM S

=P, L OM ~dS.
pl
On en déduit :
bbb
%plajet “"Dr Gmoalr—net "Dt £ ‘[Snr OM ~dS

4. La plaque étant immobile, la somme des moments en O des forces qu'elle subit
est nulle :

6: 0G A Mé + @Ttojet-)p! + @H‘Oair-&p]

L. - & - ;
=S, A Mgty =gy, e + jsp, OM ~—PydS

et on obtient donc :

— L i ~ _— ‘.
Moy jor =5 Br Mgty + js OM ~—FRydS.

5. En égalant les deux expressions de Iy, , .., il vient:

L. _ IMg . .. DG - ;
5y A Mgu, = ——2‘(’)—5m6arE =T£?— =-D,=-hvyD,u,, donc:
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. _Zhvoﬂ,ﬁ
sinf= e

6. Pour v, et D,, donnés, on obtient |a plus grande valeur de O en prenant 4 maximal
tout en maintenant le jet sur la plaque, soit 2= Lcos) Au-dela, il n'y a plus de
contact et 6 diminue sous l'action du poids de la plaque jusqu'a ce que ce contact
soit retrouvé ou jusqu'a s'annuler si h > L . La valeur maximale vérifie donc :

: 2vyD
sinG:va——ﬁOa;‘gmsg, soit tan@,,, = vf/lgm

Il est normal qu'elle soit atteinte quand le jet frappe la plague & son extrémité infé-
rieure. C'est dans cette situation que le bras de levier est le plus grand

7.1. Pendant l'intervalle de temps dr, la masse D,,dt entrant dans le volume de con-
tréle du jet apporte la quantité de mouvement

dp, =dmvy = D, dtv, i,
et la masse sortante emporte la quantité de mouvement :
dps=dm V| +dm, vV, =-Ddtvgu, + Didtvoi, =(D- - D, )drv, i,
Finalement, par unité de temps, le volume V' recoit la quantité de mouvement :

= dap, —dp :
B, :—p"dz e [Dmu\ +(D, - D:)Hr]l‘{,.

7.2. Le systeme matériel défini a linstant 7 par le volume de contrdle V et la masse
dm s’est déplacé pendant dr pour occuper le volume défini par V' et celui des mas-
ses dm, et dm,. Sa quantité de mouvement a varié de -

DR JUd) - Bh)_ P SR B <500, B i -
D dr B dt i

Le signe négatif devant le débit provient encore du choix d'un débit entrant
8. La relation fondamentale de la dynamique appliquée au jet s'écrit :

Dp - F S
E =F pl— jet + Fa:r—-)_iét = FF"F*.iel i J.S. =25 Lb PGdS

Les deux forces sont colineaires au vecteur u, et la projection sur U, de la dérivée
particulaire est donc nulle. On en déduit ainsi
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p

et finalement D, — D, =D, sin0.

D, -, =Dy, -, + D, - D; vy =[D,, sin®+ D, = Dy vy =0

9. Cette derniére relation combinée avec la conservation du débit D, + Dy, =D,

donne immédiatement :

1+sin6 1 hVDD
D,=D —= S U :
2=%m = m(2+ Lnget
Dlszl_Slne: m lﬁhVODm’ :
D) 2 LMg

En écrivant D,, = uZv, on peut éliminer la vitesse du jet incident .

1 kD2 |
I = e " "
: "’(2+p.):LMg] et D, Dm(u

10.1. En introduisant D, on simplifie ces deux relations :

2 2

D D D Dl

D;
On voit ainsi que Dy est homogéne a un débit massique.

De plus, I'expression de D; montre que Dy constitue une li-
mite supérieure a la valeur de D,,. Au-dela de D, =Dy, il

n'y a plus de solution mathématique, donc plus d'équilibre
possible. Ceci provient du fait que la poussée du jet dépasse
dans ce cas le moment de rappel! du poids. La plaque est
alors repoussée suffisamment pour perdre le contact avec le
jet (et Dy et Dy n'ont plus a étre definis). Ensuite, selon
I'énergie cinétique qu'elle a acquise, soit elle effectue une
rotation compléte si le jet est suffisamment puissant, soit elle
revient vers lui aprés avoir atteint une cote maximale. Dans le
premier cas, il y aura de nouveau contact aprés une rotation,
de nouveau répulsion et on obtient un mouvement circulaire
entretenu par le jet. Dans le second cas, on aura une succes-
sion d'oscillations forcées de la plague entretenues par le jet.
C'est ce qui est représenté sur le dessin ci-contre. Dans les
deux cas, on se trouve évidemment hors équilibre.

La limite Dy est donc la frontiére entre les solutions statique
et dynamique du probleme.

hD2
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10.2. On représente graphiquement les deux rapports sans dimension :

X 2 D| X 2 Dm
=1+ X7 et = ] — X" | vauee Xes= .
D, 2 ( ) By 2 ( ) Dy
Dans le domaine de valeurs A
utiles de X, c'est-a-dire entre
0 et 1, le premier est une D
fonction monotone croissante 079 <
D,
alors que le second présente 0
obligatoirement un maximum  (),50
puisque c'est une fonction
positive et qu'elle vaut 0 aux 0.25 D,
bornes. ) e \E
11. Le deb{t D, est max:ma_ll 0 0.2 0.4 0.6 08 X 1
pour (on voit sur la courbe ci-
dessus qu’il n’y a qu’'un maximum) :
(s 2
%[%(1—)(2)]:0 soit ;X =0,
ce qui donne X =71_§ et il vaut alors :
I | D, [uSLMg
D =-——ll-=|Dj=—""F=.""2
L 2\5[ 3} 733V s4n
Cela représente la fraction & = D, S
Dnr mi) 3
, 2D, | .
12. On a alors sinB =1 - —— Par ailleurs la valeur /1 est Lcos® quand le
n -
contact est a |la partie inférieure de la plaque, ce qui donne ;
h | 1]2 2,2
--:‘)39:117[ =—0
L7y 713 3
On obtient ainsi avec les valeurs numériques :
~ [uELMg  [3u=Mg  [3x1000x5.1073 x10x10 313 kg™
I . —_— — = 3 - .
54h 108,/2 108,/2
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Le débit massique total est dans ce cas D, =3D
du fluide :

=940 kg.s'] et la vitesse

I max

D
VO = o = 9’40 =1,88 m.S_].

HZ  1000x5.107°
13. Pour passer de sa position verticale a son équilibre sous I'action du jet, la plaque
a besoin d’'acquérir la quantité d’énergie potentielle :

L
A&, = MgE(I —cosB).

Par ailleurs, le jet emporte un débit d’énergie cinetique :
2

D =D,

& 2

Le rapport des deux est homogéne a un temps et correspond a peu prés a la durée
nécessaire pour que ce débit apporte I'énergie potentielle requise. On peut donc dire
qu'il s'agit de I'ordre de grandeur de |a durée recherchée.

Numériquement on a :

v 188
—_—= X
mg 2

Dg =D =16,6 W et:
A(‘Sp:Mg%(l—cose):lele[ 2‘/—] 572J

Leur rapport vaut 2,90 s. On peut donc estimer a la seconde |'ordre de grandeur de
la durée recherchée. C'est une valeur qui apparait réaliste.

EXERCICE 3

Sustentation d’une plaque

Une plaque de forme discale, de masse m et de rayon a, est maintenue en I'air
malgré son poids par un jet vertical de fluide parfait incompressible, de masse
volumique W, qui la frappe par sa face inférieure et est évacué radialement asa
périphérie. Ce jet est émis par une source située au voisinage du point O, avec un
débit massique constant D, une vitesse d'éjection vy sur sa section 2. Il pré-
sente une symétrie de révolution autour de la verticale Oz qui est aussi l'axe de
révolution de la plaque. Celle-ci se trouve a la hauteur h au-dessus de la source.

La pression de l'air est uniforme et €gale a Py
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A la périphérie de la plaque (en-

semble des points A ou B) on note e T
I'épaisseur du jet et on la suppose a = = 1
priori trés inférieure a h, de maniére A" e
a considérer la vitesse d'évacuation @

horizontale et uniforme en module
sur cette épaisseur.

la périphérie de la plague en fonc-

tion de g, h et de vy. En déduire la

valeur minimale de v, pour que le

svstéme soit réalisable

1.2. Donner I'expression de e en fonction de vy, Z, a, g et .

h
1.1. Exprimer la vitesse du fluide a v J
T l—llj
0

2.1. Calculer le débit net de quantité de mouvement qui entre dans le jet

2.2. Appliquer la relation fondamentale de la dynamique au fluide contenu dans le
Jet et en déduire I'expression de la force F' exercée sur la plaque en fonction de
I, Z, v, a, g, Py et de la masse M de fluide contenue dans le jet. On rappelle que

jdg =0 sur toute surface fermée.

3.1. Quelle est la valeur v, de v, qui permet I'équilibre de la plague ? On
I'exprimera en fonction de |, g. m et ¥ et on négligera M devant m

3.2. Calculer numériquement v, pour = 1000 kg.m'}, =10 ‘mom=5 kg.
g=10 ms™ a=20 cm.

4. On suppose maintenant que la plaque n'est pas en equilibre mais que son
mouvement (seulement vertical) est assez lent pour ne pas modifier i'expression

de F obtenue a la question 2.2.

4.1. Montrer que la plaque se stabilise a une hauteur précise si vy >V, etaguelle
tombe sur la source si vy <v,,.

4.2. Représenter graphiquement la hauteur d'équilibre en fonction de Vo. Montrer
que la plague ne peut pas se stabiliser a une distance de |a plague inférieure a
une certaine valeur seuil A;,. Faire 'application numeérique.

4.3. Onprend v, =10 ms A quelle hauteur se stabilise la plaque ?

5.1. Le modele contient une incohérence. Laquelle ? On cherchera la valeur de (2
a l'altitude de stabilisation pour répondre.
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o . h
5.2. Calculer la valeur numérique de h si on suppose € = 0 Conclure sur le réle

de l'incohérence constatée.

1.1. On est dans un état stationnaire et on Z
peut donc écrire le théoreme de Bernoulli sur w%ﬁ

une ligne de courant située a la périphérie du ]
jet (entre les points CetA") :
2 2
v 2 v P
Dot g0 pon don h .
2 p 2 p :
Ve =V -2gh. T%

Il faut que v 4 soit défini et donc vy >+/2gh.

Sinon, le jet ne peut pas arriver a la hauteur de la plague a cause de son propre
poids.

1.2. Le débit massique se conserve dans le jet et les vitesses sont uniformes en
module au niveau de la source et de la périphérie de la plague en I'absence de frot-
tements internes . On a donc I'égalite :

D, =uEv, =pux2naev ., ce quientraine :

s vy 2y, . )3
2rav 4 Zna\/v372gh Zna\/l—Zgh
2
Vo

2.1. A travers la surface de controle du jet on a un débit entrant de quantité de mou-

vement au niveau de T et un débit sortant a la périphérie de la plaque. Ce dernier
est nul car, étant donnée la symétrie de révolution, les vecteurs élémentaires

pﬁ(ﬁ : a’.§) s'annulent deux a deux a une méme altitude. Le débit global entrant de
quantité de mouvement est donc :

D,= jz wvy (¥, - dSi, ) = jz iy (vydS) = pv2si,

2.2. En régime stationnaire, la dérivee particulaire de la quantité de mouvement du
fluide traversant le volume du jet est égale au débit global sortant, c'est-a-dire a

l'opposé du débit D_EJ calculé. On écrit donc la relation fondamentale de la maniére

suivante, en faisant intervenir la force — F' qu'exerce la plaque sur le fluide, le poids
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de ceiui-ci et la resultante des forces de pression de l'air sur [a surface de contrdle
S dujet:

Dp . \ . .
=Dy =~F + Mg - L P,dS .

le vecteur dS étant orienté suivant la normale extérieure a la surface de contréle.
L'ensemble de S et de la surface de contact S entre la plague et le fluide constitue

une surface fermee sur laquelle on a IPOdS =P Idf =0 et on peut donc écrire -
-D,=-F+Mg+P, Isd§=—ﬁ+ Mg + P, Ldsuz =-F + Mg + Pyna“u..

le vecteur dS étant orienté suivant la normale extérieure a la surface du fluide au
niveau de la plaque, c'est-a-dire suivant + u_ Il vient finalement :

F=ﬁ)D +M§+P01'ra2ﬁz :(uvéz—Mg-i—Pﬂnaz)ﬁz.

3.1. La plaque restant immobile, la somme des forces qu'elle subit est nulle et on a
en tenant compte de son poids, de l'action du jet et des forces de pression de l'air
sur sa face supérieure :

mg + F - Pyna’ii, =0, sot F = Pyna’ii, — mg .
On en déduit I'égalité :
(2% - Mg + Pyma? )i, = F = mgii, + Pyna’ii,, c'est-a-dire :
. \/’Wg - [me
i T s
Le débit de quantité de mouvement compense simplement le poids de la plague.

3.2. On obtient numériquement :

FV?XIO— 1
T — =707 ms .
" \/1000><10*3

4.1 Le mouvement de la plaque étant vertical, on écrit la projection utile de la rela-
tion fondamentale, sachant que sa cote est /1 :

mh = F —mg - Pyna” = pvéz =g — g ].11'022 g = pE(vé ~ ¥ )

On voit que 'accélération de la plague est constante, notamment indépendante de h
et de la vitesse avec laquelle le fluide s'écoule de sa périphérie.
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Si vy >v,,, elle est positive et la plague monte donc tant que le contact avec le

2
. . . » v
fluide est maintenu. Or le jet ne peut pas dépasser la hauteur A, = 2—0 qui annule
8

sa vitesse d'écoulement a la périphérie de la plaque. La plaque ne peut pas monter
plus haut, car elle ne serait plus en contact avec le jet et retomberait jusqu'a ce que
ce contact soit rétabli. La plague se stabilise donc a cette altitude.

Si v, <v,, l'accélération est négative quel que soit 4. La plaque tombe jusqu'au sol.

4.2. On obtient le graphique ci-contre. Pour une vitesse inférieure a v, la plague est
au sol. Pour une vitesse supérieure, on a une

loi parabolique. Il existe une discontinuité, la h1
plague ne pouvant s'approcher de la source
a une distance inférieure a :

3

2
v m
hoin === 5oy Sans tomber.

2g 21

| 5 A Bt
oo (3N
v
\
\
\

Pour descendre plus bas, il faudrait une vi- :
tesse du jet incompatible avec la sustentation v Vo
de la plague.

\
1
v

Ceci donne numériguement :

=

= 2 250 m.
2x1000x 1073

min
4.3. Onadanscecas:

102
_ZXIO_S "

5.1. On a montré que la plaque se stabilise a l'altitude qui annule en fait la vitesse
avec laquelle le fluide la quitte. On a donc v, =0 et par conséquent I'épaisseur e

du jet a la périphérie de la plaque est infinie (résultat de la question 1.2). La conser-
vation du débit massique empéche bien sar I'annulation physique de la vitesse et il
faut en réalité comprendre que v , devient trés faible et donc e trés grand. Or ceci

n'a pas de sens car cette épaisseur ne peut étre supérieure a h. De plus, on a sup-
poseé % <<1 pour mener nos calculs. On constate donc que I'hypothése de départ

n'est pas respectée par nos résultats. Le modéle n'est pas cohérent.

& 2 3Boline :]% on peut encore admettre % << 1 et on peut donc utiliser les for-

mules obtenues, soit notamment :
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2 2 - 2 : z i
h {l L = i et numériquement h’(l = {IJ =G BB RGN0 .
ool 75

Le membre de droite est trés petit et on doit avoir & trés proche de 5 m On peut
h iy - B

ainsi se contenter de I'équation approchée 25(1 == le 3326.10™° qui donne

4 i

sans résoudre I'équation du troisiéme degré h=35-1.27.10"" m. On constate que

la valeur de € a tres peu d'influence sur celle de h puisque celle-ci vaut 5 m pour e

infini. Il suffit donc de modifier notre résultat £ =35 m obtenu avec une incohérence

de quelques micrométres (~13 pm !) pour obtenir une valeur de ¢ compatible avec

les hypothéses du modéle. L'incohérence n'est donc pas génante en calculant £

sans se preoccuper de la valeur de e. L'erreur commise n'est pas mesurable.

EXERCICE 4

Etude de stabilité dynamique

Une conduite est formée de deux tubes rigides identiques, de longueur L et de
section $, réunis par un coude souple sans torsion. La section est suffisamment
faible pour supposer I'entrée, la sortie et le coude ponctuels et définis par les
points A B et C. Dans ces conditions, les forces de pression exercées en A et B
sont negligeables.

On néglige également les forces de pesanteur. Un ressort est fixé en A et B et
présente une raideur k et une longueur a vide /.

Un fluide incompressible, de masse
volumique uniforme L, circule dans
la conduite avec un débit volumique
constant D, dans le sens A - B.
Enfin, ces deux points sont astreints
a se deplacer sur un axe Ox par
des liaisons sans frottement.

&1

..........................

&
@ 24 B x

1.1. En quel point I'action mutuelle conduite < fluide s'exerce-t-elle ?

1.2. Calculer le débit global de quantité de mouvement du fluide circulant dans la
conduite en régime stationnaire.
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1.3. En déduire I'expression de la force F exercée par 'écoulement sur la con-
duite en fonction de Dy, p, s et 'angle 0 formé par la conduite avec 'axe Ox.

1.4. Exprimer, en appliquant le principe fondamental de la dynamique a la con-
duite, les réactions qu'elle subit en A et en B en fonction des mémes parameétres.

2. En raisonnant sur un seul tube, montrer que I'angle 6 est donné par

10
2

uDy |
T +2L

0=0 ou cosB=

Le ressort est-il allongé ou comprimé ?

3.1. Donner le principe de I'étude de stabilité de ces deux états stationnaires.

3.2. Faire cette étude pour les deux valeurs de 6 avec un minimum de calculs. On
séparera les cas [, <2L et [, > 2L et on précise que pour chaque valeur de D;:

il existe toujours au moins un état stable.

3.3. Représenter graphiquement 0 en fonction de Dy lorsque [, <2L. On tracera
en pointillés les états instables.

3.4. Reprendre la question précédente lorsque [, > 2L.

4 1. Quelles sont les coordonnées cartésiennes du point d’application de F?

4.2 Montrer que F est conservative et calculer I'énergie potentielle associée, ex-
primée en fonction des coordonnées de C, puis de 0.

4.3. On rappelle que 'énergie potentielle associée a un ressort de longueur ins-

k o A . ;
tantanée [ s'écrit 5([ - 10)2. En déduire I'énergie potentielle du systeme ressort
+ conduite, exprimée en fonction de 6.

5. Retrouver énergétiquement les états stationnaires et discuter de leur stabilité.

1.1. Dans la premiére partie rectiligne de la conduite, le fluide n'est pas dévié et la
somme des forces qu'il subit de la part du tuyau AC est donc nulle. Il en est de
méme dans la partie CB et ce ne peut par conséquent étre qu'au niveau du coude
que s'exerce I'action mutuelle, au point ot le fluide est justement devié.

1.2. Le débit de quantité de mouvement entrant en A dans la conduite est :




56 Exercices de Mécanique des fluides

Dy, = | wi(7-dSii,)= [ it (vas)=pv?sii,

uniforme sur toute section droite en
I'absence de frottement. La conserva-
tion du débit volumique pour un fluide
incompressible et I'uniformité de la sec-
tion de la conduite font que la vitesse

en sortie est identique a celle en entrée <
et on a donc le débit sortant en B :

puisqu'on peut considérer la vitesse y
C
0

A !
Dy, = | ni(v-dSiig)= [ wvitg (vas) = w5z

Ainsi le débit global de quantité de mouvement sortant de la conduite. qui s'identifie
a la dérivée particulaire en régime stationnaire, est :

Dp ~ L N

et s'exprime en fonction du débit volumique la traversant, ici simplement égal a 51 :

Dp_pDy .. .\  2uDy .
ira (g —iig)= » sinBu, .

1.3. La relation fondamentale pour le volume du fluide contenu dans la conduite
s'écrit, en ne prenant en compte que la force — F qu'exerce la conduite sur celui-ci
puisque les forces de pression exercées par I'air en A et B et son poids sont négli-
gés .

Dp -
LB
Dr
On en déduit :
o by y
F= L—lg—‘—sinﬁu\“

1.4 On note RA la réaction de l'axe sur la conduite en A et RB la réaction en B.
Ces liaisons étant sans frottement, elles sont orthogonales au déplacement éventuel
de leur point d'application et s'écrivent respectivement R , = R i, et Ry = Ryii,.

On note par ailleurs F, la force de rappel qu'exerce le ressort en A. Elle s'écrit ex-
plicitement :

F, =k(AB - 1y)ii, = k(2L cos8 - I, )i,
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tirant le point A dans le sens des x croissants quand le ressort est allongé. Bien en-
tendu la force de rappel exercée en B est égale et opposée a celle-ci.

La relation fondamentale appliquée a la conduite immobile donne :

R,+Rg+F+F,—F, =0 etonen déduit:

2l
¥

sin®=0.

Ry+Rg+
Le théoréme du moment cinétique appliqué a la conduite s'écrit au point fixe C :
EZARA +EEARB +FC’AF+5;1AF, —ai-;\ﬁ,,:ﬁ, soit
—Liiy ARyl + Lig n Rpii, — L(ii4 +iig)n F, =0,
Avec il 4 + g =2cosBu, il vient:
IR sinl ®—ola i . = = =
~ LR sini - - U, + LRy sin 5+6 U, —2LcosOu, ~ F,u, =0,
soit simplement :
LcosO(Rg —R,)=0

et on en déduit R, = Rg. L'égalité tirée de la relation fondamentale donne alors :

D2
R,=Rp =—HSV sin@.

L'écoulement de fluide tend a soulever la conduite et les deux réactions sont de ce
fait dirigées vers le bas. Leur égalité n‘est pas surprenante car elle est nécessaire a
'annulation du moment des forces exercées sur la conduite.

On aurait également pu appliquer le théoréme du moment cinétique en A. Dans ce
cas, ce sont ﬁ'A et Fr qui disparaissent dans le produit vectoriel et on obtient une
relation entre Ry et F, de laquelle on déduit Ry connaissant F. Ensuite, en appli-
quant le théoréme du moment cinétique en B, on trouverait de la méme maniére
Pexpression de R,.

2. En écrivant le théoréme du moment cinétique pour le tube AC au point C on
écarte I'action du fluide et I'action mutuelle des deux tubes eton a :

CAnR, +CAAF, =0, soit:
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k(2Lcos6 - 1,)
5o

uDy, sin B i
§

[cosBH
- Lii 4 ARAin ~Li, Ak(AB—lﬂ)Eix =-L|sin® A| -
0 10

On obtient ainsi une seule projection utile, sur Oz :

2
+k(2LcosO -/ )sinf = [pD%ose +k(2LcosH - [, )Jsin@ =)

uD? sinBcos 6
s

et l'angle 0, s'il n'est pas nul, est donné par :

(10|

cosO = Dzlo , soit 8, = Arccos, i ||
HLy il 27 |
— 2L | el |

La relation trois lignes au-dessus montre que la longueur du ressort 2L cosO est
inférieure a sa longueur a vide. Il est donc comprimé. Par ailleurs. on voit que I'angle
By n'existe que si cette longueur a vide n'est pas trop élevée.

Si O est nul, on ne peut savoir quel est I'état du ressort sans information sur les va-
leurs relatives de L et .

3.1. A partir d'une des deux valeurs possibles de 0. on imagine qu'une petite pertur-
bation provoque un ecartement 66 et on regarde si la résultante des actions exer-
cees par le fluide et le ressort sur la conduite a pour effet d'accentuer I'écartement
ou s'oppose a 80.

3.2. Commengons par le cas [, <2L. Pour =0, le ressort est allongé et tend en

permanence a couder la conduite initialement droite. Un petit écart 80, par exemple
positif, fait apparaitre un moment en A de cette force dans le sens de l'axe O- ' ||
agit alors en ramenant 4 vers B, soit dans le sens d'une augmentation de 0. La

2By . g
!»Lfv sin(80)4, ~ — 00, agit dans le
P 1
méme sens en tirant le point C vers le haut. Ainsi, la perturbation s'amplifie sponta-
nément. Cet état est instable.

force exercée par I'écoulement F =

Pour O = 0,. angle bien défini pour /, < 2L, on ne peut connaitre sans calcul I'effet
des forces car, le ressort étant comprimé, il tend a redresser la conduite alors que la
force exercée par I'écoulement, qui est une fonction croissante de 0, agit encore en

Un écart négatif I'orienterait en sens inverse.
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sens inverse. Mais, puisque I'énoncé précise qu'il existe toujours un état stable, ce
ne peut étre que celui-ci et tout calcul est inutile.

Pour le cas [; > 2L, le ressort est en permanence comprimé et tend toujours a

écarter les points A et B, agissant en sens inverse de la force exercée par I'écou-

lement. On ne peut donc pas discuter de la stabilité des deux états possibles sans

2
v

+ 2L , c'est-a-dire au-dela d’un cer-

s
B = ks(ly —2L) . ,
tain débit minimal. Pour Dy, <.[————— on ne peut avoir que 6 =0 et cet état
i

unique est donc stable. Au-dela, le calcul est inévitable.

calcul. L'angle Oy n'est défini que si /; <

La recherche de stabilité étant certainement plus simple autour de 6 =0, menons le

calcul pour ce seul état. On développe au premier ordre en 86 le moment en C des
forces s’exercant sur le premier tube. D'apres la question 2 on a :

k(2L cos(80)-1,)

cos(30) .
M (56) = ~L | sin (56) » _M

0 0

L{ i e k(2L cos (88) - I, )sin (69)} i

A

I

1

2 2
A L{_‘Sr’a_em + k(2L -1, )68} g - L{sz +k(2L -1, )] 80, .

ksl —2L) N . _ .
Lorsque Dy < .[—————" ce moment est dirigé en sens inverse de u, ettend a
U

ramener le tube a 'horizontale. On a donc un état stable comme on I'avait remarque

ks(l, — 2L)

juste avant le calcul. Par contre, lorsque Dy > i — il devient instable et

c'est par conséquent I'état O = 0, qui est stable.

3.3. Dans ce cas, Op est défini pour toute (4
valeur de Dy et correspond a |'état stable.

oA

La courbe croit de manieére monotone de

l )
0, = Arccos(i%] a EZE lorsque Dy varie de 9,

0 a rinfini. —»

L'état O = 0 est quant & lui toujours instable.
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3.4. Ici, By n'existe que pour des valeurs de

0a
ks(ly — 2L
Dy supérieures a D, = \/"(JJ ) g =
u 2
croit monotonement de O a % lorsque Dy
varie de Dy a linfini. En dega, c'est =10
qui correspond a I'état stable, alors gu'il de- >
vient instable au-dela. D, Dy

4.1. L'action du liquide sur la conduite s'exerce au coude. c'est-a-dire au point C de
coordonnées :

Xc=LcosB et yo =Lsin.
4.2 La force exercée par I'écoulement sur la conduite s'écrit :

2uD?

= Y sin O, eton voit qu'elle se met sous la forme

2Dy e 2DV 9 (wDf o). wDp s
F = " LsinBu, = 1 ycu},:a"—‘c T)’t-ju\——grad o

/

Elle est par conséquent conservative et I'énergie potentielle s'écrit -

2 2

I
5 =_%yé +cte=—pDTVsm29+cte.

4.3. L'énergie potentielle totale est par conséquent :

&, =~ “DV —Zsin’g+ = (ZLCOSB—IO) +cte.

La cte est inessentielle et on peut toujours la prendre nulle pour la suite.

5. Les equilibres correspondent a des minima de |'énergie potentieile relativement a
la variable de position, c'est-a-dire & une dérivée premiere par rapport a 6 nulle et
une dérivée seconde positive. On calcule donc successivement :

dé
d:; & 2—MQV— sinBcos0 — 2k(2LcosB — I, )Lsin®

2 2
=2Lsin®| k(l;— 2Lcos0) - "Lls)l cose} =2Esin B{kl(r [u—?l-erLJcose}.
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ds 2 2
L - 2Lc056|iklo — [“D" + 2&}@59} + 2Lsin6MUDV - 2kL]sin e}
do? s §
=2L(1 - 2.cos? ){ E2 2kLJ + 2Lkl cos.
On a gardé la seule fonction cos@ dans I'expression de la dérivée seconde de ma-

niére a simplifier la discussion de son signe.

On annule ensuite la dérivée premiére pour trouver les états stationnaires, ce qui
donne :

sinf0=0 etdonc ©=0 (n est exclus), ou:

kl !
cosf = —-——2-0——-— etdonc 0= Arccos ’ L
_—”}? Yoa 3kl by + 2kL
s

On regarde enfin le signe de la dérivée seconde pour ces deux valeurs :

d*& ;
[ ”] =—2L(”DV +2kL]+2Lk10 _2Lk(10 op L1 J
6=0

dn’ sk

)
.4 positif et 8 =0 correspond donc un équilibre

Elle est positive pour [y — 2L —

a cette condition. Ensuite :

426 K2 uDg oLk
(dezp] =2L|1-2 HDZ 5 . + 2kL +“u537
0=Arccos( ) (—SE'-FZI(L] T-I— 2kL
2 252
e
ﬂf—"+2}'<},

2
e (”‘?V +2kL—k10][“D" + 2K + K }
,u%, + 2kL
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2

Cette valeur est positive pour - + 2kl — kl, positif et 6 =6, a cette condition.
G

On retrouve finalement les mémes résultats que par I'étude dynamique. mais cette
fois sans a priori sur 'existence ou non d'au moins un état stable.



FLUIDES PARFAITS NON STATION-
NAIRES

EXERCICE 1

Vidange d’un récipient conique

Un récipient de forme conique, d’axe de révolution Oz, d’angle au sommet o, est
limité par les deux surfaces ouvertes X et X' situées aux cotes respectives Hj et
h. 1l est initialement entierement rempli d’'un fluide parfait incompressible de
masse volumique L. La pression de I'air a 'extérieur est uniforme et égale a Py.

Sous l'action de la pesanteur, il commence .

a s'écouler par l'orifice inférieur avec une
vitesse initiale nulle. On repére par la cote
H(z) le niveau supérieur du fluide au

cours du temps et on note S(z) la section

du récipient a une cote donnée. L'angle o
du cone est suffisamment petit pour ad- g FO"7/
mettre que le champ de vitesse est de la
forme V(M) = v(z,t)#,, mais sans pouvoir A\ T4/

H()

/
|y

écrire divy = g pour autant
0z ' 0]

1.1. Justifier cette derniére remarque.
1.2. Donner I'équation macroscopique équivalente & divv =0 en définissant le

: . - : L S(H)H _
débit volumique. En déduire que le champ de vitesse s’écrit V(M) = W it .

1.3. Expliciter S(z) en utilisant 'angle o.. En déduire I'expression de ¥ en fonc-
tion de H, H etz.

2.1. Ecrire I'équation d'Euler dans le fluide. Quelle difficulté fait-elle apparaitre ?

2.2. On suppose a priori que le terme inertiel est petit devant 'accélération locale.
Justifier cette nouvelle approximation et intégrer dans ce cas I'équation sur la li-
gne reliant les points A et B définis sur la figure précédente.

2.3. En déduire I'équation différentielle du niveau et montrer qu'elle s'écrit :
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HH +2H?* =-gh.
% 3
2.4. Intégrer une fois cette équation, en posant u = ( — ] . pour se ramener a
. 0

une équation de la forme H = f(H).

2.5. On donne I'expression approchée ;

3oxT 41x®

e xsi
14 = 21p P

Ix xrldxu _U:L
0 [{_,* 3

Exprimer la durée T nécessaire a la vidange compléte du récipient en fonction de
Hy hetg.

2.8. Faire I'application numérique pour Hy =50 cm, h=10 cmet g =10 ms .
Commenter sa valeur. N'est-il pas surprenant que t ne dépende pasde o ?

2.7. Montrer, a posteriori, qu'on ne peut pas négliger le terme inertiel comme on
I'a fait.

3. On recherche la méme durée en supposant que le régime est quasi permanent
dans le réservoir,

3.1. A quelle condition sur h et H), cette hypothése est-elle acceptable ?

3.2. Appliguer alors le théoréme de Bernoulli entre A et B et établir la nouvelle
équation différentielle H = f(H).

3.3. On donne J']jr \/'(x'mx'ileaf\" > 3(1” o 1)+ :\Q(I - 1). Exprimer la

48
durée 1' de vidange du récipient en fonction de H,,. h et g. Donner une expression
approchée compte tenu de la réponse a la question 3.1.

3.4. Quelle remarque peut-on faire en comparant 1 et 1' ? En déduire une conclu-
sion définitive sur la validité de 'expression de 1.

4.1. On peut résoudre numériquement I'équation différentielle suivante avec les
conditions initiales H = H, et H=0 :

H2

—¢ (h+ H)(h* + H?)=—gh

HH +2H?* -
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pour trouver linstant t" auquel on a H = h. On obtient la solution approchée

" HO h ’ '
17"'=1,038—.,/1-| — | .Lacomparera 1t etcommenter.
\gh H,

4.2. Calculer 1" et " pour les valeurs numériques données a la question 2.6.
Laquelle des trois valeurs 7, v’ et 1" semble la plus réaliste ?

1.1. Lorsque l'angle o est petit, la compo-
sante radiale v, du champ de vitesse est pe-
tite devant la composante longitudinale v, .

v
En effet, prés des bords on a —— ~tana et
v
4

v

par symeétrie on a sur l'axe ;L =0. Comme H(r)
Z

le rapport des deux composantes doit avoir ! \'

un comportement régulier, on peut raisonna- ‘ h‘ |/

blement prévoir qu'il sera partout compris 0

entre 0 et tan o .

En revanche, en ce qui concerne les dérivées partielles, les ordres de grandeur
sont :

[avz v, i ' v,
~ t ol A

o |"H-r © [r|"R

On en déduit :
ov, v,
| H-n_ V.R v Htanoa
ov, v, v(H-h) v,(H-h)
or R

et on voit que ce rapport est de I'ordre de 1. Donc :

.- 10
d:vv—;é;(rv,)+

Z
oz ar+r 0z

ov, ov, v, 0v,

r +__;

ne peut pas étre limité au seul dernier terme.
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1.2. On remplace alors I'équation de continuité du fluide incompressible div =0
par sa forme intégrale Iﬁ-dS =0 sur toute surface fermée, ce qui signifie que le

débit volumique a travers une section transversale :
Dy = J’Sﬁ-d§= ISG-dSEz ~v(z,1)S(z)
est uniforme dans le fluide et ne dépend ainsi que du temps.
En particulier on peut I'écrire au niveau H(t) de la surface libre du fluide -
Dy =v(H)S(H)= HS(H) et on obtient ainsi -

Wz, t)= IL)S}EZ(;) = %S((TJ;” ce qui donne bien :

. S(H)H _
V(M) = Wu:.

1.3. A une cote z donnée, le rayon du céne est r = ztana et l'aire de la section
droite s’écrit par conséquent :

S(z)=nr? = nz? tan’a.
Ceci permet d'écrire :

nH*tan’o H . H?(1)H(r)
s——s U, = i, .
nz” tan’ o %

i(M)=
2.1. L'equation d’Euler s’écrit ici :

O (- —\. gradP _
§+(v-grad)v_— h +g

et se projette sur la verticale en :

oV, & ;0 JeR
(Vrar'f‘vzé’z Vz— HE-Z__g

s g 0 . Y
On ne peut pas négliger I'opérateur v, " qui est de l'ordre de —}% devant v, 58_
iz

1
qui est de l'ordre de ﬁz_h d’aprés ce qu'on a vu a la question 1.1. Ceci nous con-

traint a garder trois inconnues dans I'équation.
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Par contre, les deux autres projections montrent que les dérivées du champ de

: ! ) . =
pression par rapport aux coordonnées horizontales sont petites devant 8— et on
peut par conséquent considérer que P est de la forme P(z, I).

2.2. Dans un récipient de forme cylindrique on aurait exactement V(M )= v(z,1)il,

: ; — e : .
et 'équation de continuité du fluide incompressible s'écrirait

9z

=0. Le terme iner-

e

s = ov o - T
tiel (v -grad)v = va— serait identiquement nul alors que I'accélération locale
iz

o
ne le serait pas (il est aisé de vérifier qu'elle serait égale a g). On peut donc suppo-
ser que pour les faibles valeurs de o, qui font ressembler notre récipient a un cylin-
dre, ce terme reste petit devant I'accélération locale.

Dans ce cas on retient :

96_‘: - _i% — g et lintégration donne le long de la ligne de courant :
B gy B o(H’H Bd (V2 _d(p2p) 1 ]}
Ll H?H)= == (H*H) —-
.[A atdz -[A az[ 72 sz I dr( )22 dl( ) Z4 g
N R _
=1 Ea_zdz jAgdZ_‘u glzp —24).
Il vient ainsi :

da i
‘H —g(H(t)-h).
2.3. Cette équation s'écrit encore :

d
dt

H-h_

et )

—g(H — h) eten explicitant la dérivée :

H?H +2HH? =—gHh,
ce qui donne finalement en divisant par i
HH +2H? =—gh.
2.4 Onpose H = H(,u”3 et on calcule les deux dérivées temporelles :

23 -
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On reporte ces expressions dans |'équation différentielle :

HS( 3. 2 432 LA
3(u u—'gu u +2H0 9 = gh

et, la dérivée premiére disparaissant, il vient :

L'integration peut se faire en multipliant chaque membre par u et donne :

W’ 9gh

el

=

0

A linstantinitialona u =1 et u =0, ce qui détermine la constante et il vient :

12 9gh ;
E— = _8—2' (1 = i )
2 4H?
) ) . 3H .5
|l reste & revenir aux grandeurs physiques sachantque &= "——u
0

= 4 4
9gh
%{.?‘[H) :“_g_{ 1—[—}!—) ., d'ou finalement :
Hi \H, 2H; H,

2 \WWH
T ——— : _ H(r)
2.5. Cette équation s'écrit encore en introduisant X(r)="—" -
0
i H }3 H
A gh_ HH Ho) Ho o 8K
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et s'integre formellement en :

JX(I) X'2dx' 1 [gh
v floxt Ho V2

La durée recherchée correspond & X = ﬁh— et vérifie par conséquent :

jh’;HU deXr .[ XJZqu
’l Xl4 h/Ho |i1 _XI4 i
En utilisant le résultat donné par I'énoncé on obtient :
1 niH 24X’
t-HO%[_{_}. o)X aX
g 0 0 1 . de

_H /2 1 1 4 R h’ 41n%°

= R e B s ~ - -

gh\3 14 210 3y} 14H] 210H{
5 7 29

g, [2(126_ K __ W __ 4w }

gh|\210 3} 14H] 210HZ
2(3 W N 41h29]

t puisque X(0)=1.

= el . _
Ve |5 3H3 14H] 210HY

2.6. L'application numérique donne :

a2 027 41x02%
=05, = = 2 10422 s
‘ 10x01( 3 14 210 ras 8

On attendait a priori une valeur de l'ordre de la seconde et elle est donc satisfai-
sante, méme si elle parait un peu faible.

Le fait que T ne dépende pas de l'angle o est a priori surprenant En effet, sur les
bords du récipient, la vitesse du fluide ne peut pas étre verticale et les grandes va-
leurs de o, ont donc pour effet de ralentir 'écoulement en imposant une pesanteur
« efficace » d'accélération gcosco . On devrait donc s'attendre a obtenir une ex-
pression de la durée de vidange faisant croitre T avec o. Il faut cependant remar-
quer que ce « freinage » est du second ordre en o pour les petits angles (a cause

l Ceci ne signifie pas que la durée de vidange est la méme que pour un récipient cylindrique car, dans

H
ce dernier cas, on a systématiquement —ITO — | et notre formule donne une durée nulle inacceptable
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de la fonction cosinus), c'est-a-dire indécelable. Il n'est finalement pas si étonnant
qu'il ne se manifeste pas dans notre résultat puisque le modéle est construit sur

I'hypothése préalable que o est petit.

2.7. Dans notre modeéle, le terme inertiel s’écrit :

et guand on l'intégre entre A et B on obtient :

j —oH R 2H4H2( ] i— ht —H*)
4 z5 4H* h

:-:i—i(h Hz)(h H) (h H)(h+H)(h+ H*)

Dans l'équation différentielle HH + 2H? = —gh obtenue a la question 2.3 il fait ain-
. ’ - ; i 2 2
si apparaitre le terme supplémentaire ——B(h +H)\h* + H ) dans le membre

de gauche. Il est comparable a 2H2, quel que soit o, et on ne peut donc pas justi-
fier a posteriori le fait de I'avoir négligé devant I'accélération locale.

3.1. En régime quasi permanent, le niveau doit baisser suffisamment lentement pour

que le champ de vitesse évolue lui aussi lentement dans le temps. Ceci n'est possi-

ble que si le débit volumique est faible en regard du volume initial de fluide et im-
' S(h) wh’tan’a

pose a L' d'étre petite devant £. Puisque — = = il faut avoir
 S(H) RHS tan’ a

h<<H,.

3.2. On peut écrire le théoréeme de Bernoulli sur la ligne de courant axiale entre A et
B, le seul champ de forces étant celui de pesanteur :

vA B vi Py
+4 1 gn="8 1 B, op soit:
" B = U 8

”3[1- ] e(h—H).

- VB
Comme on a par ailleurs :

va _S(H)_ j:i!ztana H?
vp  S(h) nth? tan® o h2

PR R T
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du fait de I'uniformité du débit volumique, on obtient :

2g(H-h) _2gh*(H-h) __ 2gh*(H-h)
T AT (VRS 7 +h?)

h4

2gh’

“(H+n)(H )

72 _ 2 _
H" =vg=

et le passage a la racine carrée donne, H étant une fonction décroissante du
temps :

. Zgh4
= \/(H+h)(H2 +h2)

3.3. Pour faire apparaitre I'intégrale donnée, on adimensionne cette équation :

‘Zz__l_ 8 2 - 278 1
Jh (gﬂj[ig_ﬂ] \[[ﬁf”][i’fﬂ)
H(r)

En posant cette fois X(7)= —, ontrouve Iéquation différentielle :

x:_ﬁ_ﬁl__
h Jix+1)(x2 +1)

qui s'integre formellement en :

L; . \KX+])‘X2 +1)dX =A\[%g- 1" et donne donc :
]
512
h Hf,fh\/_jT—) h|2|(Ho 59( Hy _‘
_ | R = A2 (B ) |22 20|,
T 2g-{1 (X +D{X° +1)dX 2 5[(}2 il 7 J

H :
Puisque le rapport 770 est grand, sinon notre calcul n'a pas de sens, on peut se

contenter du terme dominant :
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H
3.4. La durée 1 obtenue a la question 2.5 devrait tendre vers t' pour -—h'}— suffisam-

ment grand. Or on a dans ce cas :

et on voit que la dépendance en H; et en h n'est pas du tout la méme. Comme
I'application du théoréme de Bernoulli ne repose pas sur I'hypothése que le terme
inertiel est négligeable dans 'équation du mouvement, c'est cette hypothése qui
semble poser probléme et inciterait a invalider I'expression de T.

h ; A ;
4.1, Quand A est trés petit, on se trouve comme on I'a déja remarqué dans le
0

domaine d'application de la formule de Bernoulli. L'expression limite de t" devrait

’ h - - .
donc coincider avec T quand 7N tend vers O car 1" apparait comme la solution
0

exacte du probleme de la durée de vidange puisque |'eéquation différentielie dont elle
est solution tient compte du terme inertiel. Or on obtient dans ce cas :

H,

Jeh

et cela ne correspond pas du tout. On retrouve en fait la méme dépendance en H;,
et h quavec 1, avec un facteur numérique supérieur d'environ 20 % |l faut donc re-
venir sur la conclusion de la question précédente. Le désaccord constaté entre le
résultat obtenu par application de la formule de Bernoulli et par lintégration de
I'équation du mouvement ne peut plus étre expliqué par I'omission d'un terme dans
celle-ci, On ne peut donc plus préférer 1" a 1.

1" —1,038

4 2. Numériguement on obtient :
1’ ~1,58 s par la formule approchée et 1" = 0,51 s.

Les trois valeurs sont du méme ordre de grandeur et ne permettent donc pas de
choisir le meilleur modéle. Il faut donc discuter des méthodes d'obtention elles mé-
mes. Entre la premiére et la derniére c'est celle-ci qui semble la meilleure puisqu'elle
tient compte du terme inertiel. Ensuite on peut remarquer que, quel que soit le rap-

port -—}—”- . en dega d'un certain niveau on ne peut plus admettre qu'on reste en état
(

stationnaire car la section de l'orifice devient comparable a celle du niveau supérieur
du fluide. L'application du théoreme de Bernoulli ne peut donc donner correctement
que des temps de vidange partiels, tant que le niveau reste suffisamment haut pour
respecter la condition H(r)>> k. Il semble donc plus légitime d'adopter le dernier
modeéle et la valeur de t".



Fluides parfaits non stationnaires 3

EXERCICE 2

Libération d’un gaz contenu dans une bouteille

Une bouteille de volume V renferme un gaz parfait de masse molaire M et de
o a0 e s . . y
coefficient y :E a la pression initiale P; et a la température ambiante Ty. La

pression extérieure Py est uniforme et constante et inférieure a P;.

A un instant initial, on ouvre un petit orifice de section s
et on laisse le gaz s'échapper a la vitesse V,. Celui-ci

est assimilable a un fluide parfait compressible et on V
suppose le débit sortant suffisamment faible pour que
I'écoulement dans la bouteille soit quasi stationnaire et

pour que la température interne T'(¢) reste uniforme.
On néglige d’autre part l'action de la pesanteur. IS

1.1. Montrer dans ces conditions, a partir de I'équation d'Euler, que le long d'une
ligne de courant on a la relation différentielle :

e
@:ggd[v_]:o,
M P 2

1.2. L'intégrer entre l'intérieur de la bouteille et un point de la section de sortie. On
négligera pour cela la vitesse de I'écoulement dans le volume du gaz devant v, et

on notera P(t) la pression interne, supposée uniforme pour la suite.

1.3. En déduire I'expression de la vitesse d'éjection du gaz en fonction de T(z),
M, P,, P(1) et de la constante des gaz parfaits 5. Pour quelle valeur de P(t) la
bouteille cessera-t-elle de se vider ?

2.1. Exprimer le débit massique sortant D,, en fonction de s, v., M, Py, R et T(t).

2 2. En déduire 'équation différentielle d'évolution de la pression du gaz sous la
ilr)

forme —| = |=F(P,T).
dr\T (P.T)

3. On suppose que la paroi est suffisamment conductrice de la chaleur pour que

I'évolution du gaz soit isotherme et on donne I'expression approchée :

X dt

' ()

=2 0x—1 (l 3 %} avec une erreur inférieure @ 5 % pour X <15.
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ud etﬂ:ﬁ-(?)‘

3.1. Donner P(t) sous forme implicite. On posera 1 = [ ———
( ) p p s ‘V 2‘,.}-[)7"“ Pf}

. /& : t
3.2. Représenter graphiquement P en fonction de et commenter la courbe
0 T

pour P; =15F,.

3.3. Quelle durée Ar prend I'évacuation du gaz ? Quelle est la fraction massique
restant ensuite dans la bouteille ?

3.4. Faire les applications numériques pour P, =15F,. V =0.] m.s=10 "m

T, =300 K et M=60 gmol'. La valeur de Ar est-elle compatible avec
I'hypothése a priori du régime quasi stationnaire ?

4. On suppose maintenant que la paroi est suffisamment isolante pour négliger
les échanges thermiques avec I'extérieur pendant I'évacuation du gaz

4.1. Que devient I'équation d'évolution de |a pression ? On utilisera encore tet [ 1

4.2. Ondonne :

x t
L ]dizz X_I[H_ij(l_i_) avec une erreur inférieure a@ 2 %

24 80
8 /In(r)

pour x =15.

Quelle durée At’ prend I'évacuation du gaz ? Quelle est la fraction massique res-
tant ensuite dans la bouteille ?

4.3. Refaire les deux applications numériques et les comparer a celles obtenues a
la question 3.3.

5. Que dire de la durée d'évacuation et de la fraction de gaz restant dans la bou-
teille lorsque ses parois ne sont ni bonnes conductrices ni bonnes isolantes ?

1.1. L'équation d'Euler dans de la bouteille s'écrit en régime quasi stationnaire :
e radP — v? L e
(v . grad)v = —gT = grad[—f —V Arotv,

Si on fa projette sur une ligne de courant, de vecteur élémentaire dl colinéaire a
V(M) il vient :
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e e . &, 2
_B%T 4T =grad ("—J TR L ["_J -0,
H 2 L 2

Il reste & utiliser I'équation d’état du gaz parfait sous forme locale P = ﬂ

pour

éliminer la masse volumique :

RT dP p?
ﬁ?*‘{?}‘o'

1.2. Entre les points A et B d'une méme ligne de courant on
peut ainsi écrire :

%T(I)J'B ap r’d(ﬁ}:o, soit :

A 2

RT(), vi-vi
M [PJ+ 2 0

et d’aprés les informations de I'énonce :

1.3. On en déduit :

- 293;( t) [P(r)}

0

On voit que la vitesse d'éjection s'annule lorsque P = P,. Les pressions étant éga-

les de part et d'autre de l'orifice de sortie, il n'y a plus d’écoulement possible et on
constate qu'il est impossible de vider totalement la bouteille de son gaz.

2.1. Le débit massique de gaz sortant de la bouteille s’écrit, en considérant la vi-
tesse uniforme sur la section § :

= J pv - dS = pyv,s,
5
Ly étant sa masse volumique sur 5. Comme la pression du gaz y vaut Py elle s'écrit

= foll etonadonc D Slestin
ho =21y & ° m=TRTG)
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; : P — dm :
2.2 La masse intérieure vérifie donc l'équation différentielle > =-D, et puis-
qu'on suppose la pression intérieure uniforme on peut écrire :

P(OM . P()MV
RT()" — RT(1)

e v,

Il vient ainsi 'équation :

MV d(P))__vesPM __ 24T(), (Pl) sP,M
% alro) el " w0 "LUp, ) @)

soit plus simplement :

<)

=~ "
3.1. Pour une évolution isotherme on pose T'(1) =T, et I'équation devient :

a2, ln(P(r)J 5P,

i i P, )V ou encore ;
dil _ [29T, s ~In(1)
e In(ll) ==~ ‘
dt T :
P(r B
en posant I = ~(—) et 1=K ‘A:I . En separant les variables on reconnait
PU s \/ 2.""’[T0

l'intégrale donnée dans I'énoncé :

dil = jﬁ et on obtient ainsi :

JIn(IT) T

PUtYP, Il t_o [P (.. PQ) [ . )
e Lo (T s VO g L]
L’f”’o \/ﬁl(n) T \/ PO L 24P0 ‘V'PG { +24P0/

On ne peut inverser cette relation pour donner la pression en fonction du temps
sous forme explicite qu'en résolvant une équation du troisieme degré, ce qui n'est
pas tres pratique.

3.2. |l s'agit de tracer la courbe :

t P(t) P(r) 15
N e S W e | (AT it -
T \/ P, ( & 24P, V1 (1+24], soit
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On constate une décrois- P
sance a peu pres linéaire de P.
la pression au cours du g
temps pendant I'essentiel de
I'évacuation du gaz (ce que 8.
I'expression analytique pre-
cédente ne permettait pas de
prévoir). C'est seulement a la 4
fin que la pression intérieure

n'est plus suffisante pour
maintenir le débit et qu'on 0 . >
constate un ralentissement
net.

o
f -8
[~ <]
—
(5]
A |~

3.3. L'instant pour leqguel la libération de gaz s'arréte est donné par :
E; P, P P, P; P;
LIPS i S FYP ol S ) P [ o R L 00
T P, 24P, Py 24P, P, 24P,

La pression dans la bouteille vaut alors Py, ce qui correspond a une fraction res-
tante :

mp BV Py B

m wV B P

Comme la température n'a pas varié, le rapport des masses est le rapport des pres-
sions.

3.4. On obtient numériquement :

15) 01 60.107
A=l ( +24j><10”5 2x8,314x300 i

—=—=~0,0667.
m 15

i

Le temps d’'évacuation est de quelques minutes pour un volume de 100 1. Pour vali-
der ou non l'approximation du régime quasi stationnaire, on peut faire une analyse

R . —\ U |Vl U .
dimensionnelle. Avec ‘ v - grad v‘ ~—— et |-——|~——, L étant une longueur carac-
E ot ‘ At
téristique de la bouteille et U une vitesse caractéristique du gaz dans celle-ci, on fait
I'estimation :
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("‘v'i
or | U L E

Pour L on ne peut prendre que V'3 en espérant que les trois dimensions de ia
bouteille sont comparables et pour { U/ on prend la moyenne des vitesses d'éjection

ITOIPO

L=046 met U ~240 ms ], ce qui donne :

initiale et finale, soit U = _ On obtient ainsi numériguement

ov
ot 0,46

m m =4,6.107%

Se placer en régime quasi stationnaire apparait ainsi parfaitement justifié.

4.1. On a dans ce cas une évolution adiabatique. Elle est de plus réversible puisque
trés lente et puisqu'il n'y a pas de frottements dans un fluide parfait. Pour un gaz

parfait, il y a donc conservation au cours du temps de la combinaison Pl (loi
de Laplace). En éliminant la température, qu'on écrit :

-y
i
T([) = TQ_PU =

P(t)i?r |

dans I'équation obtenue a la question 2.2 il vient ;

1 1=y !f}
dl p? 20T, P, " PsbE’
e =— In ;
dt 1-y 1-y 8 1-y
T,P," MP ' Ve

soit aprés arrangement :

d (ﬁy f“ﬁ?})(P]‘r'ln P)s__l P
dt|\ P, M PR BV vl B

et finalement avec la valeur de v :
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@z_m%,/}n(n)

dr 31

4.2, D'apres I'énonceé on peut écrire :

[pon _dn__ & _, PE_,(,, PO ,_P0)
PP, 3t T\ PR 24P, 80P,

112 /In(11)
P. : .
-2 -1 1+ P 1- P
Py 24P, 80P,

] P : E
A ] P - B :
v 2\ P, 24P, 80P,

La pression finale dans la bouteille est encore Py, mais la fraction massique restante
est différente :

00 —

et par conséquent :

1
3
my _wV BT PP P (B
m; WV TP -y 1 \P)"
PR B

4 3. L'application numérique donne :

| 15 15) 01 60.10°
a1 e - e S Bt
2 ( 24}(( 80)"10-5 28314 %300 “a

3
a=(is)
={—| =0,131.
15

m;

Il reste plus de gaz dans le cas adiabatique car il se refroidit dans la bouteille au
cours de évacuation et la pression décroit ainsi plus rapidement vers la valeur exte-
rieure, ce qui laisse une plus grande quantité restante quand les pressions
s'égalisent et qui explique également pourquoi cette égalisation est plus rapide.

5. Dans le cas général on doit obtenir des valeurs intermédiaires par rapport a celles

obtenues pour ces deux cas extrémes. On a donc les encadrements !

m
257 <At<422 s et 0,0675-miso,131.

{
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EXERCICE 3

Entrée d’air dans un moteur thermique — Courbe de couple

Un cylindre fermé par un piston mobile est alimenté en air

. — ; 2
par une conduite cylindrique de longueur / et de section . L - 0
L'air est prélevé dans I'atmosphere et peut étre aspiré dans
le cylindre tant que la pression interne R(t) est inférieure a !
la pression atmosphérique Py.
On suppose que la temperature de l'air aspiré reste cons- P (1)
tante dans le cylindre comme dans la conduite et égale a T, V(r)
Dans cette derniére, il se comporte comme un fluide incom- —
pressible de masse volumique p alors que dans le cylindre |l !
occupe évidemment tout le volume et sa masse volumigue s ¥

est donnée par I'équation d'état du gaz parfait.

Le piston présente un mouvement rectiligne sinusoidal et le volume du cylindre

est de la forme V(¢)=V, [1 +(a- l)sinz[%[ﬂ. La constante a est supérieure a

1 et appelée rapport volumétrique (ou encore taux de compression mais ce der-
nier terme est incorrect). L'air est aspiré pendant la phase de descente. pour

m ] i
0 <t <— . Ensuite, pendant la phase de remontée. une soupape ferme la com-
®

munication avec la conduite et I'air admis est comprimé avant la combustion du
carburant. Toutes les grandeurs thermodynamiques sont supposées uniformes
dans le cylindre et la pesanteur n'est pas prise en compte.

1. Montrer a partir de I'équation d’Euler gue la vitesse de l'air 1'12: dans la con-
duite vérifie I'équation différentielle :

dv _F - F(t)
a ow

2.1. On note M la masse molaire de |'air. Quelle relation y a-t-il entre v. M s, 1 et
n(t) nombre de moles d’air contenues dans le cylindre ?

2.2 Le cylindre est en realite alimenté par N conduites paralléles (et N soupa-
pes). Que devient la relation précédente ?

3. En déduire 'équation différentielle du second ordre vérifiée par n(r). On fera
apparaitre le nombre 1, initial de moles contenues dans le cylindre (la soupape
étant ouverte et I'équilibre de pression réalisé) et on raisonnera sur la nouvelle va-

riable X (¢)= M.
o
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. . S — 2 MV, .
4. On adimensionne I'équation en posant t° = ———— et en utilisant la nouvelle

~ Ns&T,
: ' ']
échelle de temps ¢ = % Montrer qu’'on obtient alors :
o’z d’X " X
4 a@r'?  1+(a-1)sin’(t")

=1.

Quelle est la valeur de t" a la fin de la phase de descente ?
5. On adopte désormais @ =11 . La fonction X solution de 'équation :

2
k24 )2{+ 4 T
dr'*  1+10sin*(z)

K

2
vérifie X[EJ ~ [Ls cii . Exprimer le nombre de moles Rg,q d'air
T+ = 26K? + 233K’

dans le cylindre a la fin de |la descente du piston en fonction de ©, T et ng.

6.1. Pour un cylindre de moteur atmosphérique on prend les valeurs caractéristi-
ik
ques [ =25 cm, V, =400 cm’. s=20 cm” et N=1. On donne par ailleurs

M =29 gmol”', R =831 Jmol' K™, P, =1 bar et T, =300 K. Calculer les
valeurs numériques de T et ny.

6.2. Les valeurs habituelles du régime de rotation d'un moteur thermique sont
comprises entre 700 et 7000 tours par minute et le rendement en couple est

o= L _170 m.N.mol”'". Donner rexpression numérique de T'(Q), Q étant

A final
la vitesse de rotation exprimée en milliers de tours par minute et préférée a .

6.3. Représenter graphiquement les courbes de couple F(Q) d’'un moteur a qua-
tre cylindres et d'un moteur a six cylindres. Quel est le plus performant ?

3
6.4. La fonction LIk 260K présente un maximum de 2,313 pour

o § _26K* +233k°

K ~0,207 . Calculer la puissance maximale des deux moteurs et la vitesse de

rotation correspondante. Exprimer la puissance en ch sachant que 1 ch = 735 wW.

7 On cherche a améliorer la puissance du moteur a quatre cylindres pour se rap-
procher de celle du six cylindres. On propose pour cela quatre solutions :

- un moteur dit multisoupapes, soit N =2, les autres valeurs étant inchangees,
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- un moteur a compresseur, dans lequel l'air entre avec une pression P, =1,5
bar, les autres valeurs restant inchangées,

- un moteur avec des cylindres plus grands, soit V;, = 600 cm’, les autres valeurs
restant inchangees,

- un moteur avec retard a la fermeture, la soupape étant encore ouverte pendant
une partie de la compression, toutes les valeurs numérigues étant inchangées.

7.1. Preciser qualitativement comment chacune de ces solutions améliore la puis-
sance du moteur.

7.2. Sur quel(s) parametre(s) du modéle agissent ces trois premieres solutions ?
Comment agit la derniére ?

7.3. Reprendre les questions 6.1, 6.2 et 6.4 pour le moteur multisoupapes.
7.4. Reprendre les mémes questions pour le moteur a compresseur
7.5. Reprendre les mémes questions pour le moteur a plus grands cylindres.

7.6. Ci-contre sont représen- I (m.
tées les courbes de couple pour 4
les quatre solutions proposées
et pour le moteur a six cylin-
dres. Le compresseur ne fonc- 200
tionnant qu’'a partir d’'un régime
minimal de rotation, la courbe 150
du moteur compressé est iden-
tigue a celle du moteur «de 100
base » a bas régime et figure
en pointillés (ce n'est pas pris 50
en compte a la question 7.4).
Elle se confond avec celle du 0 e
moteur & six cylindres ensuite. 0 2 4 6 (@)

E\I) plus grands
cylindres 6 cylindres

retard a la

. compressé fermeture
e

multisoupapes

Quels sont les avantages et les inconvénients de chaque solution ? Peut-on ima-
giner une combinaison optimale ?

1. Dans la conduite I'écoulement peut étre considéré uniforme sur une section droite
du fait de l'absence de frottements sur les parois. On a alors V(M) =v(z,1)i. et

P(M)= P(z,1). L'équation de continuité du fluide incompressible divi =0 se ré-

i O : = g
duit & = 0. On a finalement V(M) = v(t)ii. et I'équation d'Euler ne fait plus ap-

paraitre de terme non linéaire :
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o __gadP _dv
ot wooodt

On lintégre sur la longueur de la conduite de maniere a faire apparaitre les pres-
sions :

[ ¥, dm, =~

o of soit :

-dzil

Z

orad P
n
dvt, 1l -
Ejodzw Ejodp et enfin :

1 _ B -P()
d

puisque par continuité P(z =1,1)= P,(t),
2.1. Le débit massique dans la conduite, dans le sens de I'écoulement, s'écrit :

D, = L uv - dzii, = pvs

et le nombre de moles entrant dans le cylindre par unité de temps est donc

dn_1dm_Dy s
d Mdi M M’
2 2 Dans ce cas le débit entrant est multiplié par le nombre d'entrées d'air :
(s D
d M
3. Par ailleurs I'équation d’état du gaz parfait s'écrit dans le cylindre

n(t)RT,

Pj(r):—v—(r)——_

On peut ainsi éliminer la vitesse et la pression dans équation différentielle obtenue
a la question précédente et il vient :

P s ,n‘_%_TQ
M d’n_"" V()
uNs dr? it

d*n " Ns RT, - NsP,
a2 MV ML

, soit encore :
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Initialement le cylindre contient un nombre de moles :

" _ BV
e

puisque P, vaut alors P, (équilibre de pression) et on peut encore écrire :

d? ( n NsRT, n NsP, Ns&T,
i Sl [ — = , donc:
2 X . NsRT, ., NsRT,
a? MIVQE)T T M,

4. En explicitant le volume il vient :

d*x B Ns RT, X _ Ns4%r1, -
2 - ' '
at MV (a- 1)sin2(0;t) MLV,

9
24 ';(+ A : =1 etenfin:
sy (a- l)sinz[%]

T

30 42 -
o’ d°X + =1 puisque il
®

+
4 dr'*  1+(a-1)sin’(¢')

: : ol ; T :
A la fin de la descente V est maximal et -~ Vvaut par conséquent — . soit

SHE-]

!
tﬂna! =
5. L'équation differentielle donnée dans I'énonceé est celle obtenue a la question pré-

: 0T
cédente en posant K = = On a donc :

2
01
11+ 260 =
X(t )~ ( 2) - 11+ 65(wt)?
final / =~ g 2 I 13 73 "
o1 o1 o1 Ta o 3
m » _25[ ; ] +233( ! ) oy (w1)” + 3 (o1)

et ainsi ;
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11+65(m)2
L0t 2, 233 3n
( )"+ (07)

Rgnap =

6.1. Avec ces valeurs on obtient :

=7,63.10"* s et

’ \/29. 1073 % 0,25 x 400.10~°
1x20.107* x 8,31x 300

10° x 400.107°
== -
0 831x 300 0,0160 mol

2000m

6.2. On tient compte de la conversion © = Q (1tour=2nrd et 1 mn=60s).

Le couple fourni par un cylindre s’écrit :

T 11+ 65(wt)?
[ =Tongu =ToneX| 5 |= (o) Fong
2 1 E—1—3—(&)1)2+E(m't)3
14 2 8
2
11+ 65(2000“ Q‘r)
= oLl 1L
~ 2000m 00m , 0o
60 2000 233( 2000
T+ 2(6OQTJ+8[6OQ]
ce qui donne numériquement :
2992 +1,129Q7

1+ 0,0057Q — 0,0415Q7 +0,0149Q°

6.3. Pour le moteur a gquatre cy- F (mN)

lindres, on représente graphi- A
quement 41" en fonction de Q2 et 200 /
pour le six cylindres 61", ce qm_:i 6 cylindres
donne les deux courbes ci- g
contre. Elles sont dans un rap-
3 100
port constant — et le plus per- )
J 4 cylindres
formant est le moteur a six cy- 50
lindres. C’était prévisible puis- .
c’est celui qui recoit fa plus >
i - el 0 2 4 6 0

grande quantité totale d'air a
chaque phase d'admission.
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oT :
6.4. La puissance maximale est obtenue avec i =0,207, soit :

60 2x0,207
et

= _ = 5,18 milliers de tours par minute.
2000w 0

Pour un cylindre la puissance fournie s'écrit :

9 - o< 27K _ MoK _ 2TgngK X[EJ _2yng 11K +260K°
’ : % . = 1+§—26K2+233K3
et sa valeur maximale est donc :
51
P =2313x %"0 =16500 W.

On obtient 4 x 16,5 = 66 kW pour le moteur a quatre cylindres et 6 x 16,5 =99 pour

66000 99000

celui a six cylindres, soit encore respectivement ~ 90 ch et ~135 ch.

-~ -

o i
On retrouve le fait que le moteur a six cylindres est le plus performant.

7.1. Le moteur multisoupapes posséde deux conduites d'admission d'air par cylindre
et peut donc se remplir mieux pendant la descente du piston.

Le moteur a compresseur est alimenté par de I'air comprimé. La pression a l'entrée
de la conduite etant plus élevée, le débit entrant est plus grand.

Le moteur avec des cylindres plus grands présente un volume plus élevé et |a pres-
sion interne augmente moins vite au cours de I'admission. Elie soppose ainsi

d’'autant moins & P, puisque c'est la différence P, — P, qui contrdle le débit d'air.

A la fin de la descente du piston, rien ne permet d’affirmer que la pression interne
est suffisante pour annuler le débit d'air entrant. Il se peut par conséquent qu'en re-
tardant la fermeture de la soupape on permette une entrée supplémentaire d'air.

7.2. Dans un moteur multisoupapes on diminue la valeur de 1. ce qui decale la
courbe de couple vers des régimes de rotation plus élevés. La puissance maximale

— . 1
est augmentée puisqu’elle varie en — .
T

Dans un moteur a compresseur, c'est la valeur de n, qui est augmentée et la courbe
de couple est déplacée « vers le haut ». La puissance est multipliée par le méme
facteur a tous les régimes de rotation.

Dans un moteur avec des cylindres plus grands, la valeur de T est diminuée et la
courbe de couple est donc déplacée vers les bas régimes, ce qui est défavorable a
la puissance, mais la valeur de ng est par ailleurs augmentée et pour prévoir I'effet
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- . n -
global il faut remarquer que &, varie comme TO, que T varie comme 4V, et
que ng varie comme V;. Globalement on a donc une augmentation de puissance.

Dans un moteur avec retard a la fermeture aucun paramétre du modele n'est modi-

- r . - 12 . - . . ' i o T[
fié et il faut résoudre I'équation différentielle pour des valeurs de 1’ supérieures a

pour vérifier si on atteint une valeur de ngn, effectivement plus grande.

7.3. Pour le moteur multisoupapes on a :

= -6
Tz\/zsuo X0025%400.10° _ o104 & enempors:

2x20.107* x831x 300
10° x 400.10°°

A0 XSUID T 56160 nol
"0 = T831x300 e

La valeur de T plus faible modifie les valeurs numériques des coefficients et on ob-
tient cette fois pour un cylindre :

o 29,92 + 0,565Q°
1 +0,0040Q — 0,0208Q7 +0,0053Q°

La puissance maximale est obtenue au régime de rotation :

__60  2x0,207
~2000m 1

Q =7.32 milliers de tours par minute et vaut :

or
—4x2313x =20 _93200 W ou 127 ch.
24

7

max

7.4. Pour le moteur a compresseur on a toujours :

=3 -6
= \/29']0 x0.23300.10 = 7",63.1(T4 s et cette fois :

1% 20.107* x 8,31x 300

) _1,5.10° x 400.10°
L 8,31x 300

=0,0240 mol.
Comme la valeur de T est inchangée, le couple est uniformément multiplié par le
méme coefficient 1,5 :

B 1,5 (2092 +1,12907 )
1+0,0057Q — 0,0415Q7 +0,0149Q°
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La puissance maximale est obtenue au méme régime de rotation 5180 tours par mi-
nute et vaut 66 x 1,5 ~ 99 kW ou 135 ch.

7.5. Pour le moteur a plus grands cylindres on a :

3 T
_ [29.107 x 0,25 % 600.10 93410~ s et
1x20.10™* x 8,31x 300
-6
rp 2L XO00I0% 0 0
8,31x 300

La valeur de 1 plus forte modifie I'expression numeérique du couple par cylindre :

y 44,880 + 2,5400°
1+0,0016Q — 0,0622Q2 + 0,02730)°

La puissance maximale est obtenue au régime de rotation :

__ 60 2x0,207
2000

=4,233 milliers de tours par minute et vaut :

55

max

=4x2313x—— i =80800 W ou 110 ch.
T

7.6. La solution a compresseur est celle qui se rapproche le plus du moteur a six cy-
lindres mais il faut pour cela atteindre un régime de rotation minimal. En dega. le
moteur manque de couple. Qui plus est, la transition est brutale et c'est un moteur
qui fonctionne en « tout ou rien ». La solution a plus grands cylindres offre un bon
couple a bas régime mais n'atteint pas la puissance du moteur a six cylindres, le
couple « s'effondrant » a régime éleve. La solution avec retard de fermeture n'est
intéressante qu'a haut regime ou elle offre un couple nettement supérieur a celui du
moteur & six cylindres mais elle en manque a bas régime. Enfin la solution multisou-
papes offre un faible couple quel que soit le régime de rotation eu égard a sa puis-
sance. C'est un moteur qui apparait « creux ».

Il faut bien entendu tempérer ces appréciations par le fait que les deux moteurs at-
teignant leur couple maximal aux régimes les plus élevés vont bénéficier d'une boite
de vitesse plus « courte » que les autres, ce qui remontera les courbes d'accéléra-
tion en fonction du regime de rotation. Le mangue de couple a bas régime sera atté-
nue mais restera effectif.

Pour obtenir une courbe de couple intéressante sur toute la plage de régimes, il
semble qu'un bon compromis s’obtiendrait par une combinaison grands cylindres et
retard a la fermeture, celui-ci n'étant utilisé par exemple qu'au-dela du point de croi-
sement des deux courbes données dans I'énoncé. On aurait alors un moteur plus
performant que celui a six cylindres.
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EXERCICE 4

Oscillations d’un barométre

Un réservoir contient un liquide de
masse volumique p surmonté d'un
gaz parfait de masse molaire M. II
est relié a l'air, au niveau d'un petit <5 >
orifice a sa base, par une conduite de i
forme circulaire puis rectiligne par- D

tiellement remplie du liquide. La sec-
tion uniforme s de celle-ci est petite
devant celle S du réservoir et s° est

entierement négligeable devant 5.
On néglige également \/E devant le
rayon de courbure a.

Den

Toutes les données géomeétriques sont indiquées sur la figure ci-dessus. La pres-
sion de 'air Py ne dépend pas du temps et le champ de pesanteur est dirige en
sens inverse de la verticale Oz. Les niveaux du liquide dans la conduite et le re-
servoir sont repérées respectivement par les cotes h et H définies a partir de la
base horizontale de celui-ci. L'évolution du systéme reste isotherme et a l'équili-

L .
bre H a pour valeur H, = = et la pression P; du gaz vaut Py.

1. Que vaut h a l'équilibre ?

A un instant initial, la pression de l'air passe brutalement a P, + AP et ne change
plus. On observe alors des oscillations du niveau dans la conduite mais la valeur
de AP n'est pas assez élevée pour que /1 devienne négatif.

2.1. Pour quelle raison peut-on appliquer le théoreme de Bernoulli dans le réser-
voir ? Montrer qu’on obtient alors deux relations entre A et Tt

2.2. Que vaut la somme SH + sh ?
3.1. Déduire de lintégration de I'équation d'Euler dans la conduite, et en négli-

52
geant le rapport 2 , 'équation différentielle :

h? P P, - i
(na + h)h +2+g(1+sjh fl +g(1+s)2

3.2. Retrouve-t-on la valeur de h a I'équilibre ?
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: )
3.3. Exprimer P; en fonction de h au premier ordre en 3
4 1. Quelle est finalement I'équation différentielle satisfaite par h(t) ? Que peut-
on en dire ?

4.2. Quelle est la nouvelle valeur h; de h a I'équilibre ?

5. On suppose que h reste suffisamment voisin de sa valeur d'équilibre pour la li-
néariser.

5.1. Montrer que le niveau présente des oscillations sinusoidales de pulsation ©

8

voisine de ®, = \j—ﬁ .

TG = e
2 ug

: ; . s
5.2. Exprimer la correction au premier ordre en S entre o et o).

pour g =981 ms .

o
6. Calculer les valeurs numeériques de o, et de
(o

3

a=10 cm, L =20 cm, p=10000 kg.m ", E:0.0]. P, =1 bar et AP =0.05

bar. La correction en 35 est-elle utile si on souhaite connaitre © a une précision
de1%?

7 . Comment l'observation des oscillations du niveau peut-elle permettre de dé-
terminer la valeur de AP et de définir ce dispositif comme un barométre ?

1. A l'équilibre, les pressions sont égales - B,

aux points A et B de cote nulle limitant |a e

partie circulaire de la conduite, sinon le ' — -
moment en C des forces exercées sur le
fluide (de pression et de pesanteur) con-
tenu dans ce volume ne serait pas nul et il .-
se mettrait en mouvement. On peut relier
par ailleurs les pressions en ces points a

Py et P, et on obtient :

Py +ughy =P, =Pg =P, +ugH,.

Or a I'équilibre on a d'aprés I'énoncé P; = P, ce qui donne simplement :
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2.1. La section de la conduite étant faible devant celle du réservoir, le niveau du li-
quide dans celui-ci varie lentement au cours du temps et on peut considérer que le
régime d'écoulement y est quasi stationnaire. Comme par ailleurs un liquide est in-
compressible et les seules forces volumiques présentes sont conservatives (la pe-
santeur) le théoreme de Bernoulli est applicable.

Du fait de I'absence de frottement sur les parois, le champ de vitesse est uniforme
au niveau supérieur dans le réservoir et a 'entrée de la conduite. Ecrivons le théo-

réme de Bernoulli sur une ligne de courant DB les reliant, sachant que H=v, U,
par continuité :

v
Dyl ="B B P gH
2 p § 2 U 2 0 8

La conservation du débit volumique dans un fluide incompressible permet par
ailleurs d'écrire, définissant D, dans le sens réservoir — air libre :

Dy= [ 9-dS= [ vy dSB)ows 42 &
_ = 8 _ 2y [ i T <& >
_J'SDv.a!S_J'SH.v,cZ ds(-,)=-HS =%
:I 9-d§=jvEﬁz-dSﬁz=vEs:hs Els, 4
Sg 5 ___OA Lh B

et il vient ainsi :

2 72 ,
h—+Pi=i+£+gH.
2 1) 2 1l

Avec HS =—hs on dispose bien de deux relations entre les vitesses de variation
des deux niveaux.

2.2. Cette derniére s'intégre en :
SH + sh = cte

et la constante s'obtient avec les valeurs initiales :
L

31 La section de la conduite étant uniforme, la conservation du débit volumique
impose l'uniformité du module du champ de vitesse. Dans la partie circulaire,
Iéquation d’'Euler donne donc :
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0 : v O radP - 5 P
ér‘("([)“(])*[ 8- J(() e)“g T E = 0
d., B =
= .d_v.u - iz_u T Si
" a’ - Hi L
car CN =r = aq d'aprés I'énoncé. Dans la partie rectili- 0 Al h _ C;
gne elle s'écrit : i
al ~ 0 : gradP . dv.
({t(v(t)uz)+(vaz}(v(t)uz)=n-—u— §3

Intégrons I'équation le long du demi-cercle BA :

A 2 Al orad
[ (ﬂfie—%ﬁr}adﬁﬁe - [ (—grjﬁwkg\'-adea, —

%‘; ;adez L:( |.Lla iﬁ +gcoe9]ad8 ce qui donne :
dv_ P,-Py R
M + galsinB]; = T

Intégrons-la ensuite le long du segment AE :

dv . o E gr—a(-iP g : "
L ‘c_fyu" dzii. = .[,4 [ 3 +g)dzu:. soit cette fois :

n v __Pr— Py

S e
dr L o

Faisons enfin la somme des deux équations scalaires :

Pg—Pp

dv
(ma + h)E .

—gh.
Or P = F, + AP et Pj est donné par le théoréme de Bernoulli -

Fail = h b L
Bt tygH=| 1|+ Lt gH.
n 2 u . X2 2 &

On obtient ainsi :
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wbp =P 52 h? P -P,-AP
(na+h SBTF epmn il b0 e ol R
) T e " g(H - h)

' L :
Enfin, sachant que SH + sh=(S + S)E et que v = h, on obtient 'équation différen-

tielle :

2 2
. h P. - P, - AP S+s )
na+ h)h = s___l S 0 e [ L —=h_hi
( ) (SZ ]2 n g 28 Sh

Compte tenu des valeurs relatives des deux sections, le terme S— est un infiniment
S L
petit du second ordre et on peut se limiter a :

h2 P PO AP A L
+h)h=- l+= || =—
(na + h) 2 7 g( +S)[2 h}

d'ot finalement :

i ]:12 s P.— P, — AP S
7 LR N O TS i i O )__
(na + h) +2+g(+s)h " +g(+S >

3.2. A T'équilibre initial, les dérivées temporelles sont nulles, AP est nul et P; vaut Py

On retrouve bien by = %

3.3. Pour une évolution isotherme, le produit PV est constant dans un gaz parfait et
on a donc :

P,SL
PV=PS(L-H)=P)S(L-H,)= i)

PL R,L B P,

Ps=2(L_H)=2(L+§h(1+;)‘;‘—)_[1+S(2_1;h‘1n.

On obtient une valeur approchée P, ~ P, mais si on veut garder une dépendance

en A il ne faut pas prendre le dénominateur égal a 1. On doit par conséquent faire

un développement limite en 5 le premier ordre suffisant puisqu'on a auparavant

52
néglige S—z devant 1 :
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P!.z(l—;(%h—l]JP(,.

4 1. On obtient ainsi en reportant ce résultat dans I'équation différentielle :

h° 2k P, AP syl
(na+h)h+— +g{l+ Jh——g(Z-IJJ— p +g(l+5/}5.

Elle n'est pas linéaire et on ne peut pas la résoudre analytiquement.

4.2. A Véquilibre, toutes les dérivées temporelles sont nulles et il reste

. s(2K \Py AP s\L
fo = S(L ]u u”’{HSJZ

On en déduit :

LY, 2s(p LYR _ AP ,
g( S](h J LS(h” z)u— - et enfin :

51.On écrit alors h(t)= h + 5(¢) et on ne garde que les termes linéaires en & et
ses dérivées dans I'équation différentielle :

(m+h0)6+g(1+s](hc+6)_ [-@)%—f (H;\_L

Etant donnée la valeur de h(’, elle se réduit a :

26)}’0 .
— |—, soit encore :
S

(ma + h))d +[g(1 + ;) ;ipo jl& 0.

Le crochet est de signe positif. On a donc affaire a I'équation d'un oscillateur harmo-
nigue de pulsation :

(na+h0)8+g[1+ )6——%[
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Le niveau dans le tube présente donc des oscillations sinusoidales autour de la
nouvelle valeur d’équilibre A (lorsque 'amplitude des oscillations reste faible de-

vant la position moyenne).

Le rapport -:;7 étant petit, on a approximativement :

N SR g _
m~\/na+h{)~ L ap 0
A+, ——
2 pe

et on constate bien que ® est proche de y.

5.2. L'expression exacte de o est :

On simplifie d’abord le dénominateur :

Ly 2P0 3 2P0]
R Sy — +_
i G I W G
— 7| -
m+L~—-A—P 2 1+2P0_ na+lffAP[l—s-(l+2-£°—H
2 pg| SU sglu 2 upg| SU elu
+£[g+2f9)
_ £7s Ly
- i sAP[ 2P0]
| ]4+—
L AP S pg gL
ta+—=——— || 1-———5"
2 g LA
Nq+————
L 2 pg
+£ 2—Pp— +&
s L s AP glp
- L AP 28 pg L AP
na+§——g e

On passe ensuite au numerateur :
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28,
g s 2P, SUAP gl
~ R PPt N Y -
g L APY ' S[ N ng] 2§ug L AP|
W= e '
2 ug 2 g |

HE |
l+2P”
corl 1451420, s AP glp
TU0L T T 28\ T glp ) 28 g L AP
2 e
| [ 2R ]
2P ‘
=g l+% 1+ LO o Lng
SLU Pgm*f,f, :
L 2 pg i
et on effectue une ultime factorisation :
r e
0rog| 1+ 1+E_PL 1+£ : |
i 28 gln ug L AP |
ma+ - — —
L 2 pg
i L 2F,
= 14—
2P a + ]
=@p| 1 +=x] 1+=2 2_l=@,l1+ 2 gLy
25 gln i L | AP | _Sl : AP
2 pe [ Ay
= HE| ma+ - 1
| . ZJJI

La dépendance linéaire en g est déja assez difficile a obtenir et il est donc impen-

sable d'aller au-dela.

6. On obtient numeériquement :

.8 [ | ezl

o= L AP 02 5000
na+ _ - 0,lm + -

2 g 2 10*x981

=51972 rd.s™,
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5
1+ﬂ ]+ﬂ
O-0y _ S5 gy  _ s 98I%02%10°0  _ pneas
® 25'1_ AP 2S1_7 5000 _ﬁ_ ’ '
L 1 0,2
ng na+§ 10" x9,81x| 0,1m + 5

La correction est de 6 % et doit par conséquent étre prise en compte.

7. A priori, on pourrait utiliser soit % soit 0. Cette derniére grandeur presentant une
dépendance en AP non linéaire, le choix se porte sans hésiter sur A . Si le niveau

moyen est difficile & observer directement, il suffit de calculer la demi-somme des
¢élongations extrémales du niveau du liquide et d'utiliser la relation linéaire :

B sY,2s R |L 5. 25 Byl
APu[g[l+Sj+LSu}2 p.[g(1+S]+Er}ho.

On peut donc directement graver une échelle de pression linéaire sur le tube et lire
les « hauteurs » en bars ou Pascals.

EXERCICE 5

Liquide en suspension

Un liquide, assimilé & un fluide parfait incompressible de masse volumique L, oc-
cupe la totalité d'un récipient cylindrique de hauteur L et de section S. Le récipient
est entierement ouvert a sa base a partir d'un instant initial et le liquide est ainsi
mis en communication avec 'air de pression Py uniforme et constante.

Sous l'action de la pesanteur, le liquide quitte le 42
récipient a la vitesse V,, ce qui fait apparaitre
une cavité vide dans celui-ci, au-dessus du li-
quide.

On note H(t) la hauteur instantanée de liquide et
on suppose que le champ de vitesse dans celui-ci ‘
est de la forme v(M)=v(x,y,z,t)u,. Enfin, on 7 .
écarte toute entrée d’air éventuelle venant occu-

per la cavité vide aprés avoir traversé le liquide. ¥

(0]
1. Que déduit-on de I'équation de continuité et de l l l l l, l i l v,

Iabsence de frottement dans un fluide parfait ?

2.1, Etablir en intégrant I'équation d'Euler le long d'une ligne de courant 'éguation
différentielle vérifiée par la fonction H(f).
|
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2.2. Montrer qu'elle se met sous la forme :

r2
q—:%ln(H]+g(L_H).

2 L
DR
3. On pose X = f el 1= z \/0 . Comment s'écrit 'équation précédente avec
L
ces nouvelles variables ? Quel est le domaine de valeurs de X ? On introduira la
el

constante k =
0

4. On a tracé ci-contre la
fonction In(x)— K(1 - x)
pour quelques valeurs du
paramétre positif K.

4.1. Quen déduit-on pour
I'écoulement étudié si la

constante k est inférieure ou : *

égale a 1 ? Interpréter. Lt WP B W adk
| L

4. 2. Décrire qualitativement ‘ \_\ K&l

I'écoulement si k > 1. 0 A

5.1. On suppose k trés légérement supérieur a 1. Résoudre directement I'équa-
tion du second ordre obtenue a la question 2.1 aprés avoir remarqué que H doit
rester voisin de L, ce qui permettra de procéder a une linéarisation de I'équation
differentielle.

5.2. Préciser le domaine temporel de validité de la solution obtenue.

5.3. Quel est le mouvement ultérieur ? Retrouve-t-on le comportement prévu qua-
litativement ?

1. L'équation de continuité d’'un fluide incompressible donne ici :
. - ov
divi=—=0,
0z

Par ailleurs, du fait de 'absence de frottement interne, il n'y a aucune raison que le
champ de vitesse ne soit pas uniforme sur une section horizontale du réservoir. On
écrira donc :

V(M)=v(1)i, dans le liquide.
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2.1. Puisque le terme inertiel (ﬁograd)ff est identiquement nul, l'intégration de

I'équation d’'Euler le long de la ligne de courant AB s'écrit : 4z
B dy - B gradP , _ B _ -
—_U, - = — . a— .
.[A dar ¢ ke L Lo L 8it, - Azl A
et il vient :
dv_P,—P ? !
~H=="4 "8, + H
dt L
| @ B
Dans la cavité vide la pression est nulle et en B elle est 7V
égale par continuité a la pression de l'air. Ensuite la vitesse ‘

du fluide en A est aussi la vitesse de variation du niveau
H et on obtient finalement :

Heiin,
WH
2.2. En multipliant cette équation différentielle par H on peut l'intégrer une fois :
o I 1> P,
HH="""—¢H = H—zrow}n(H)—gH+cte.
uH 2 p

A linstant initial le réservoir est entierement occupé par le liquide et celui-ci est en-
core immobile, ce qui permet de déterminer la constante d'intégration :

I
0=-"1In(L)- gL +cte
L
et on aboutit a 'équation différentielle du premier ordre :

H? By, (H
T_Iln(f]+g(L H).

. dH L+2PF, dX " _
3. Avec ces nouvelles variablesona —— = — —— et par conséquent :
dt L\/ﬁ dt
2
P
BB - (x)+ 20 -X)
po\de 0

En introduisant k il vient finalement :
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[fojz = In(X)+ k(1 - X).

La variable X est comprise entre 1 (état initial) et () (état final si le réservoir se vide
complétement).

— N
4.1. Les courbes représentées dans I'énonce correspondent a d‘c = f{X) pour

différentes valeurs de k = K . On constate que la fonction f est négative pour X <1
ax - . .
lorsque k <1, ce qui signifie que p n'est pas défini dans ce cas. Le réservoir ne
15

se vide pas et X(t) reste égal indéfiniment a 1, ce qui correspond a la solution tri-
viale de I'équation différentielle.

L'inégalité k <1 signifie que la force de pression de l'air PyS exercée sur sa base
est supérieure ou égale au poids pLSg de la colonne de liquide. C'est pourquoi elle

reste en équilibre dans le réservoir.

T

4.2. Dans ce cas, d— est défini sur l'inter- ‘T[a’X]"
valle [X,.1] ot f est positive. Le liquide va

donc s'écouler jusqu'au niveau LX, d'a-

bord a vitesse croissante (fi—X croit en va- 0 /X,
T :

m -

leur absolue quand X diminue de 1 a X,,))
puis décroissante (;ﬁ décroit en valeur absolue quand X diminue de X,, & X,).
T

Pour X = X,, il y a compensation exacte du poids de liquide restant uX, Sg par

la force de pression de l'air PyS puisque la dérivée de L%XW (proportionnelle a

T/

-
I'accélération du fluide puisqu'on vérifie rapidement que E [dX): - X/dX)
ax\ dt de? | dt
s'annule . Mais la descente se poursuit encore un certain temps du fait de linertie
du liquide. Quand elle s'arréte, le poids restant de liquide est donc inférieur a la
pression de l'air et la colonne restante d'épaisseur LX, va remonter dans le réser-

voir. Comme il n'entre pas de masse de liquide supplémentaire dans le réservoir au
cours de l'ascension, la colonne remonte jusqu'au sommet, poussée par la pression
et vient « percuter » le couvercle du réservoir avec une vitesse non nulle. S'il n'y a
pas de dissipation par la réaction du couvercle, elle est « réfléchie » et redescend
avec la méme vitesse. On peut envisager un comportement oscillant.

2 : 1
Ceci montre notamment que X, = ; , valeur qui annule la dérivée de f par rapport a X.
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5.1. Si k est proche de 1, la valeur de X I'est également (Cf. les courbes données
dans I'énonceé) et le liquide va a peine descendre, ce qui signifie que H reste voisin

.. P
de L. On reprend I'équation H = EO — g en cherchant une solution de la forme :

H(t)=L - h(t) avec 0<h(t)<<L.

Ceci va nous permettre de linéariser I'équation :

Fo ) % Fo g~—0— lie=ll— g Ssort
(L-h ( h T uL
i1-7]
TR
nL? uL

Il s'agit d’une équation d'oscillateur harmonique qui a pour solution :

ﬁLZ( POJ P
h=Acos(0yt+d)+—1| g———| avec @y =_[——.
(@0 +9) P, 8 uL 0 uL2

Compte tenu des conditions initiales #(0)=0 et 4(0)= 0, on doit avoir :

Asing=0 et Acos¢+——| g——— (=0,
P, ul

ce qui donne la seule solution non nulle :

i “g(g-%)u_cos(wot)) L[“Log }(L-COS(W))

=L(k-1)(1-cos(wgt))=2L(k - I)sinz(—mzi[].

52. Elle est acceptable tant que la définition de H ! W
reste inchangée. Si le liguide remonte apres avoir
été arrété par la pression de l'air, on ne peut con-
fondre la hauteur de la colonne liquide et la cote de —14 B
son niveau supérieur (Cf. ci-contre). On a alors af- '

faire a une masse de fluide constante et I'équation T
obtenue a la question 2.1 n’est plus valide. La solu-

==

; " T _
tion est donc acceptable jusqu'a f = — soit le pre-
®o (-, 55

mier maximum de A (et le premier minimum de H).
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53, La remontée se fait a masse constante, 'épaisseur de fluide étant désormais
L -2L(k —1)=(3 - 2k)L. On écrit donc la relation fondamentale de la dynamique

appliquée a un systéme ferme en appelant H la cote du niveau supérieur du liquide :
nS(3 - 2k)LH = P,S — uS(3 - 2k)Lg, soit :
. Py 1 .
H= ——— —-g= — -1 |g.
EE T ((BZk)k 8

Avec k >1 la parenthése est bien positive. En redéfinissant ['origine des temps a
I'nstant oU I'ascension commence on a pour conditions initiales H =0. H = LX,
et 'integration donne :

1 gtz
SR ey
. ((3—2k)k ]2 M

Pour X, on peut se satisfaire d'une expression approchée en résolvant I equation
Comme on sait qu'il est trés proche de 1, on pose X, =1~ ¢ et on développe le lo-

garithme au second ordre :

o

1n(l—a)+ks:0m—e—a—+ks=a’k I~
=]

“~

!J‘m

ce qui donne € =~ 2k — 2 (la solution € =0 étant écartée) et donc :
Xo=1+2-2k=3-2k.

On écrit par conséquent :

((3 Lk)k 1)£+(3—ZR)L

et la colonne de liquide atteint le sommet du réservoir pour :
ro [AL-G-26L] -2)G-2kk _, [L [G-2kk
— ( 3k+vk2i \/ 2k -1
8l (3 20 )k

Ensuite, s'il y a inversion de la vitesse de collision sans dissipation, le mouvement
est reproduit a l'identique en sens inverse, puisque les forces de pesanteur et de
pression sont inchangées, et on obtient au bout du compte des oscillations de pé-
riode 2T.
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EXERCICE 1

Associations de sources

Une source a symétrie cylindrique occupe I'axe Oz et émet sur une hauteur unité
et radialement (normalement a I'axe) un fluide parfait incompressible, de masse
volumigue L, avec un débit volumique D) On se place en régime stationnaire et
on suppose le probléme invariant le long de cette hauteur unité. On travaille en
coordonnées cylindriques, le laplacien et la divergence s'écrivant alors :

A_la(a)+1a 8 = 17

4;5 r—a—r NER leAz;

104, 0A,
T :
re 00 oz

O gy 0 R
i) o T

1. Déterminer le champ de vitesse dans le fluide a partir de I'équation de conti-
nuité. Que se passe-t-il sur I'axe Oz ? Quelle en est |a signification physique ?

2. Montrer que I'écoulement est potentiel et calculer le potentiel des vitesses ¢

3.1. On déplace la source et on 'améne & I'abscisse positive a sur l'axe Ox.

Quelle est I'expression du potentiel ¢, ? L'exprimer en coordonnées cartésiennes.
a . . 3 . . . ’ D

3.2. Méme question si on place a 'abscisse -a une source de débit Dy, = = (a

constante) en notant @, le potentiel des vitesses.

3.3. On superpose les deux sources précédentes. Ecrire le potentiel des vitesses
@ et en déduire, toujours en coordonnées cartésiennes, le champ de vitesse V.
On ne cherchera pas a le simplifier.

3.4 On peut écrire ¥ =rot(A(x,y)i, ). Le justifier et déterminer A(x,y). On

rappelle que J‘—k—lArCtan ¢
i x2+u? X x)

3.5. Montrer que A est uniforme sur une ligne de courant.
4. On a placé a I'abscisse -a une source de débit =p. "

4.1. Quelle est alors I'équation des lignes de courant ? On rappelie l'identité :

I Il s'agit dans ce cas d'un « puits » puisqu'il absorbe le fluide.
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i
Arctan (a) + Arctan (b) = Arctan (EHZEJ amprés.

4.2. Montrer qu'il s'agit d'une famille de cercles bien précis et faire une représen-
tation de I'écoulement.

4 3. Décrire le cas limite @ — 0. On parle de dipéle. Quelle analogie ce terme
évoque-t-il ?

4.4 Donner, dans ce cas limite, une expression de ¢ en un point M loin de O par

, ol F:aﬁ.et

il

un développement limité. Montrer qu'on peut écrire ¢ = fz: :

définir le vecteur ﬁ}

4.5 En déduire I'expression du champ de vitesse dans la base cylindrique a
grande distance. Commenter.

5. On place maintenant a I'abs-

cisse —a une source de débit Dy
et on obtient cette fois la repré-
sentation ci-contre des lignes de
courant, correspondant a une
famille d’hyperboles et associée
a l'éguation suivante des lignes
de courant :

4

\ A\

(x - Ky)? —(1+K2)y2 =a’

5.1. On dit que les deux sources
se partagent I'espace. Pourquoi ?

5.2. On reprend la seule source d'abscisse a et on immerge dans le fluide un
obstacle plan solide au niveau du plan OvZ. Décrire ce nouvel écoulement sans
calcul supplémentaire.

5 3. Calculer la vitesse du fluide a I'infini sur {'axe Ox et sur la surface solide.

5.4. La pression vaut P, dans toutes les zones ou le fluide est au repos et du coté
de l'obstacle qui n‘est pas en contact avec I'écoulement. Calculer la résultante
des forces de pression exercées sur cet obstacle. Commenter le résuitat. On

2
+o  Wodu yis
donne J- i

“ (1+u?) -

6. Dans les cas a =2 et o =-2 les lignes de courant ont les allures représen-
tées a la page suivante.
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Décrire qualitativement les deux figures et orienter les lignes de courant.

1. Le probléme est invariant par rotation autour de Oz et le long de cet axe sur la
hauteur de la source. On écrit donc le champ de vitesse V(M) =v(r)i, en coor-
données cylindriques et 'équation de continuité s'écrit alors :

1d
d' P - | = i
ivp=—— (rv)=0, soit rv=cte

Il reste a déterminer la constante d'intégration. La seule donnée de I'énoncé étant
celle du débit, on relie la constante a celui-ci en le calculant. On utilise un cylindre de
méme hauteur que la source et dont elle constitue I'axe :

Dv=jsv-d§=js$ﬁ dSii, _j L €, dodz = j ﬁrde ncte.
{

i

L'intégration porte uniquement sur la sur-
face latérale S; du cylindre car, sur les fa-
ces supérieure et inférieure, le vecteur
normale est orthogonal a la vitesse.

On écrit donc finalement :

i
V= I .
2nr
On constate que cette expression diverge o

sur I'axe Oz. Donc on ne peut assimiler la
source a une distribution linéique que si on ne s'en approche pas trop. Sinon, il faut
tenir compte de son épaisseur qui est forcément non nulle.

D .
2. Le vecteur v est le gradient d'une fonction = 2—; In(r)+ K , quelle que soit

la constante K. On peut donc choisir le potentiel des vitesses !
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p(M)= [:;; In(r).

e

Cette expression pose un léger probléeme d’homogéneéité puisque I'argument du lo-
garithme posséde une dimension. On pourrait donc plutét choisir

olM)=521n [LJ

L étant une certaine longueur, mais ceci ne change en rien les résultats des ques-
tions qui suivent.

3.1. Dans ce cas, la distance intervenant dans le logarithme est r' (Cf figure ci-
dessous) et on écrit :

2y
D M
01(M)=2¥ n(r) =¥ 1n(r"?)
Dv 2 2 P 5
= Hln [(x —a)” +y ] L s
’
T >
3.2. Il suffit simplement de remplacer a par —a et " ' B
D, par Dy, : - O : .
;. e . i
a a

DV

02000)= 2 1n(r)= L inf(x +a)? +5?]
3.3 Le potentiel des vitesses obéit a I'équation linéaire Ap =0 Par conséquent.
c’'est une grandeur additive et on peut écrire :

oM} =0, (M) + @, (M)

:-{‘—:‘)-1‘¥~1n[()c—a)2 +y2]+ EDWL(Iln[)Ha)2 +y2]
=?—;(ln[(x—a)2 +y2]+éln[(.t +a) + yz]}.

On obtient ensuite le champ de vitesse :

X =%

e Do . 8 . " ‘
v:grad(p: 4—;7(1;‘ é—\_ +N.\_ f;‘. Y (i"}tln[(x (1) Sy ] ll'l[(l +G) i ]J

Dv[ 20(x - a) " 2Ax +a) }7 +_l,,)."i {k 2oy P 2y }_

4o e a) +_v2 (.v+a)2+_\'2 4na {);—a)z+)r3 (.\'+a)3+_\.'34

3.4 Tout ohamp de vecteur de divergence nulle est un rotationnel. Donc on peut
écrire V =rot A, le champ de vecteur A étant défini a un gradient prés. Ensuite, le
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champ de vitesse est partout orthogonal au vecteur r'}z . Physiquement, un rotation-

nel posséde des propriétés de symétrie inverses de celles du champ dont il est issu
et lui est par conséquent orthogonal. On adopte donc un vecteur orienté suivant Oz,
pour s'assurer qu'il est effectivement partout orthogenal au champ de vitesse, et on

écrit v = ;(;(A(x,y)ﬁz ¥

Pour déterminer la fonction A, on explicite les composantes cartésiennes du rota-
tionnel :

— - = - 0A_ O0A.
rotA=VAA=5ux—§uy

et on obtient les deux équations aux derivées partielles :

0A_ Dy | 20(x-a) . 2(x +a)
O Ana|(x-a)’+y? (x+a)+y?
0A Dy 2oy " 2y

& 4 {x—afiy® (x+af+p

On intégre la premiére par rapportay :

D
A= [ZaArctan(
4ol

]+ 2Arctan[x L H + f(x)

X—a +.a

puis on dérive ce résultat par rapport & x pour en déduire f(x) par comparaison
avec la seconde équation :

84 Dy (i—%) . _(x+a)2 +c_iji
& 2mo [ y )2 '

Il vient ainsi :

%=0, soit f(x)=cte.

Comme A n'est défini que par ses dérivées, on fait le choix le plus simple d'une cte
nulle :

Alx )= % [aArctan [ . i’ a] + Arctan (;% H :
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3.5. Sur une ligne de courant, on a colinéarité en tout point M entre V(M) et un petit

vecteur déplacement élémentaire dl tangent a celle-ci. Leur produit vectoriel est
donc nul :

|V[ dx - -
. s | . A A . ]
Vadl =0= 8,,»\ cgf(vxdy—vyd.x)uz :{a};dy-t- axdeu: =dAu.

et la différentielle d4 entre deux points infiniment proches de la ligne de courant l'est
donc également. On a bien A = cte le long de celle-ci.

4.1 Dans ce cas o =—1 et la relation A = cte devient :

—@{Arctan(y) — Arctan[ Y H =cte,
2n xX—a xX+a

soit encore d'aprés l'indication donnée et en incluant éventuellement = 1 dans la
constante :

84 o .
X-a [ ¥(x+a)-v(x—a)|
Dyl =0 i | Pl -(2 )2-‘ﬂ )‘
T 1427 L X S
x—-ax+a
14 ‘ il
—1Arctant - L =1
= xXT—at x|
et donc :
12 (12+\" ,

C'est I'équation d'un cercle. On réduit au méme dénominateur et on fait apparaitre
des carrés parfaits :

g 4 vy = 0 b g (v Bl —aBRE .
On obtient finalement :
X +(y-ak) =a*(1+ )

—

42. Ce cercle a pour centre le point (0,aK) et pour rayon a1+ K* . Quel que

soit K, son centre est sur I'axe Oy et décrit tout I'axe quand K varie. On voit notam-
ment qu'il passe par les deux points (,0) et (- a,0).
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Les lignes de courant sont donc défi-
nies par la famille des cercles pas-
sant par les deux sources. On les
oriente bien entendu dans le sens
des x décroissants, de la source vers
le « puits ». L'axe Ox correspond au
cas limite K infini tandis que K nul
correspond au seul cercle dont Ox
est un diamétre.

Dans I'espace, on doit imaginer sur
une hauteur unité un « empilement »
de plans paraliéles a Oxy et conte-
nant chacun cette famille de cercles.
On remarque notamment que, trés
prés des sources, |'écoulement reste
radial.

Enfin, toutes les lignes de courant partant de la source rejoignent le puits. Il n'y a
pas « d’échappée » du fluide a l'infini. Ce résultat est dd au fait que le débit total
Dy — Dy du systéme est nul

4.3. Dans ce cas, les sources sont confondues au point O et les lignes de courant
sont les cercles passant par O et dont le centre se trouve sur Oy (figure ci-dessous).
Elles sont semblables aux lignes de champ du dipéle électrique et du dipdle magne-
tique, d'ou 'appellation.

Quand a tend vers 0, le produit aK doit rester fini
non nul, sinon on obtiendrait I'unique équation
x2 + y? =0 qui n'est pas celle d'un cercle mais
celle définissant la position des deux sources se
confondant en O. On obtient par conséguent
I'équation de cette nouvelle famille de cercles en
posant K'=ak :

2+(y-KYyY=a*>+K?>K".
Il est clair qu'ils passent tous par O.

Dans l'espace, il faut encore concevoir sur une
hauteur unité une superposition de plans paral-
léles a Oxy et contenant chacun la méme famille
de cercles.

4 4. A grande distance, le potentiel des vitesses s'écrit :
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(p(M)— (1 [(x ay +y* ] ln[(x+a)2+y D

(l [x +y —-2ax+a ]—ln[x +y +2ax+azD

) 2\ ]}
In[x +y ){l—zaf aj]}—]n{(x2+y2{1+gw—) ‘
Xy . %+ 1)

|
2 2
=2£ In l___2ax a‘j —In I+2a;r+a
4n x2+y” )c“+y2 |

et on fait un développement limité :

5 9
M Dy( 2ax-a° 2ax+a”|_ Dy, ax _ Dy arcosb
ol )'“Tn T2 2 2 2T w2t nm 2
xX°+Yy X t+y Xy r
_ aDycos® _ aDy i, -4, _ aDyid, rd, .. F-z4, _ T
a r s r b4 r? 7 r? = P2

C'est une expression analogue a celle du potentiel scalaire du dipole electrigue sous
forme vectorielle :
B
v P

5
dreyr

Seuls changent la constante multiplicative et I'exposant en dénominateur.

- aDy _
Ceci permet de définir un « moment dipolaire » hydrodynamique 2 = - X L.
‘ n

arienté de la source vers le « puits ». La dépendance du dénominateur en — et
r-
nonen - tient au fait qu'on est ici dans un probleme a symetrie cylindrique pour
2

chaque source alors que chacune des charges constituant le dipdle électrostatique
admet une symetrie sphérique. Par ailleurs, il est a noter qu'en coordonnées cylin-
driques et sphériques r n'a pas la méme signification geométrique (alors que le
vecteur 7 est toujours le vecteur position). L'analogie reste donc limitee et serait
plus profonde si on utilisait une source et un puits ponctuels puisque les propriétés
de symétrie seraient alors identiques entre les problemes électrostatique et hydro-
dynamique.

4.5 0n obtient la vitesse en prenant le gradient de ¢ plutdt qu'en cherchant une ex-
pression approchée du résultat final de la question 3.3 :
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X
T r i

oo : \
E(M)=uﬂgrad(00:8]=ﬁalzv (_ E’;ﬁﬁr B sm(—)tzeJ
Iid

aDy - e
==——-(cos0i, +sinbily) =

nr r

(cosBi, +sinBiiy ).

L'analogie avec le dipdle électrostatique se retrouve puisque son champ a pour ex-
pression :

E(M)= %(20059&, +sinBig ).
dneyr

Les propriétés de symétrie différentes (cylindriques au lieu de sphériques) font partir

. " : 1 :
le facteur 2 dans la composante radiale et donnent un dénominateur en —- au lieu
2
1
de -
r

5.1. Il est trés net sur la représentation graphique que les lignes de courant issues
d'une source ne traversent pas I'axe Oy (ou dans l'espace le plan Oyz). Chaque

source débite donc dans une moitié du domaine de I'écoulement total, sans partie
commune avec |l'autre.

5.2. L'équation de Laplace des ecoulements potentiels étant linéaire, deux pro-
blemes satisfaisant a cette équation et admettant des conditions aux limites identi-
gues dans une partie commune de 'espace sont forcément semblables dans cette
partie. |l s'agit du théoréme d'unicité. Si on reprend la solution précédente dans le
domaine x = 0, elle admet pour conditions aux limites :

- écoulement radial de débit volumique Dy au voisinage de (a,0),

- composante v, nulle sur le plan d’équation x =0". i

Or le nouveau probleme admet pour conditions aux
limites :

- écoulement radial de débit volumique Dy au voisi-
nage de (a,0) qui est la source unique,

- composante normale de la vitesse nulle sur I'obs-
tacle solide. 0 3 =

Il s’agit des mémes conditions et la solution est
donc la méme dans les deux cas dans le domaine
commun x =>0. Par contre, de l'autre c6té de la
plaque plane, il n’y a pas de source et le fluide reste
au repos. On obtient ainsi 'écoulement représente
ci-contre.
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53. Le champ de vitesse s'écrit d'aprés le résultat de la question 3.3 :

L_HDV[ 3 y

L

Dy xX—a _X+a - i
20 | (x—af+y?  (x+a)+y? |

V=

2n (x— a)’+y?  (x+a)’+y’

On a donc en particulier sur I'obstacle :

D - ey . D ~
v, ==t el i, ——| - N R = -,
Poim | g?ey?t a4yt 28 | g?+y? a?+y? | T aP+y?

tandis qu'a l'infini il s'annule (sur 'axe Ox ou ailleurs).

54. Dans un écoulement potentiel stationnaire, en I'absence de champ de force
2

DAY ) ) )
extérieur, la somme —+7 est uniforme. Puisqu'elle vaut P, quand la vitesse
48

s'annule (ce qui est le cas quand x ou y tend vers l'infini). on a pour la pression P
sur la paroi de I'obstacle :

P D2 2 P 2 "2
p+—L—y——~—:—0,soit szPo—l'LD‘; Y =
I (a'-_’_._-\.:)“

Boo2n? (azﬂ,z)2

Par contre, sur l'autre face de la paroi, la pression est par hypothése égale a P..
Chaque élément de surface dS de I'obstacle est donc soumis a une résultante des
forces de pression :

_MDy  y’ds .

271_2 (az +y2)2 i

dF =(P, - P,)dSi,

14 x

et on a ainsi pour I'ensemble de la surface :

F= .[l j‘” E 2 Uy d,\'d:":L:D‘_' i, J‘: Yy

::() y=-x 27{2

_WDy e wldu_pDy

3 L 3 4
o T s ¥ A=
2n-a (l+u') dna

Cette force est orientée vers la source et celle-ci « aspire » paradoxalement la pla-
que plane. Il s'agit en fait d'une sorte d'effet Venturi. Prés de la paroi, les particules
fluides ont une vitesse non nulle car elles peuvent glisser librement. Donc la pres-
sion est plus faible que sur l'autre face ou le fluide reste au repos. L'écoulement ne
repousse pas |'obstacle mais ['attire.
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6. Dans le cas a. =2, la source d’abs-

cisse positive a un débit plus élevé \
que l'autre et repousse ainsi le fluide
emis par la seconde. Il existe donc
une surface frontiére qui sépare deux

ecoulements distincts, comme dans le
cas a =1, mais elle est située nette-
ment plus prés de la source de plus
faible débit et sa forme témoigne du g rface f,—ont,e,-e
refoulement que subit le fluide quelle -~ P I
émet. Les lignes de courant sont ai-

sées a orienter puisqu’elles partent des deux sources.

Dans le cas a=-2, la
source a un débit plus élevé
en valeur absolue que le
« puits » et celui-ci ne peut
donc pas récupérer tout le
fluide qu’elle émet. La moi-
tié du débit est envoyée a
l'infini et il doit encore exis-
ter une surface frontiére
séparant deux écoulements
distincts. A [intérieur de
celle-ci, on doit observer.un
écoulement source — puits,
analogue au cas oo =~1. A
'extérieur de cette surface,
on doit avoir un écoulement illimité, sans relation avec le « puits ». Les lignes de
courant sont encore aisées a orienter puisqu’elles partent toutes de la source.

EXERCICE 2

Source placée dans un jet

Une source a symétrie cylindrique, confondue avec 'axe Oz, émet radialement
(normalement a 'axe) un fluide parfait incompressible, de masse volumique L,
avec un débit volumique D) par unité de hauteur. Elle est placée dans un jet ve-
nant de linfini du méme fluide et de vitesse uniforme v,i, . On se place en ré-

gime stationnaire et on travaille en coordonnees cylindriques, le laplacien et la di-
vergence s'écrivant :

4 = aA 3A
1a(raj+125+ 2 i A—— —-(A) 1—9 i
o0°

ror\ or oz’ oz
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1. Déterminer le champ de vitesse résultant et le potentiel ¢ associé. On les ex-
primera en coordonnées cylindriques.

2.1. Etablir 'équation des lignes de courant et montrer qu'elle se met sous la
forme :

r= e
2nvy sin@

, ol B est une constante propre a chaque ligne.

2.2. En exploitant la symétrie de I'écoulement, donner une signification géometri-
que a la constante 0. En déduire qu'il existe deux familles de lignes de courant.
qui se distinguent par la valeur de 0, relativement a 7. et les décrire qualitative-
ment.

2.3. Décrire le cas B, = m. Comment déterminer sans calcul l'ordre de grandeur

de la distance minimale 7, d'une telle ligne a la source ? Représenter les lignes
de courant de I'écoulement.

3. On ne tient compte d'aucun champ de force extérieur.

3.1. Montrer que la pression est uniforme dans le jet loin de la source. On la note-
ra Py. Exprimer ensuite le champ de pression P(M) en fonction de P L. v, et
de v(M).

3.2. Déterminer le champ de pression au voisinage immeédiat d'un point Q du
fluide de vitesse nulle aprés avoir précisé sa position. On utilisera pour cela un

. y X+ rmin v "
développement en et limité au deuxiéme ordre.
Tmin Fnin

3.3. Quelle est I'allure des isobares dans ce voisinage ? En déduire le mouvement
d’une particule quasi ponctuelle qu'on aurait placeé en ce point.

4.1. Exprimer la composante v, de la vitesse en fonction de D, x et de v de ma-

niére a mettre en évidence la perturbation sur le jet qu'exerce la présence de la
source.

4.2. On définit la zone perturbée de I'écoulement comme le domaine dans lequel

v
on a |v, —v0|>%. Déterminer sa frontiére et montrer que la perturbation

s'exerce assez loin en amont de la source. Représenter quelques profils verticaux
de vitesse horizontale sur des plans d'abscisse fixée.

5. Qu'est ce qui changerait si la source était ponctuelle et isotrope ?
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1. L’écoulement lié a la source seule cons-
titue un probléme invariant par rotation au-
tour de Oz et par translation le long de cet
axe. Le champ de vitesse est nécessaire-
ment radial et s’écrit donc en coordonnées
cylindriques ¥, (M) =v(r)i,

L'équation de continuité donne alors :

div¥, =%%(rv)=0, soit rv =cte.

Il reste a déterminer la cte. Le débit volumique de la source s'écrit a travers un cylin-
dre de hauteur unité et d'axe Oz :

Dy = [ ¥, -dS = j g j L ﬁ‘?rded _j"crﬁra’e 2ncte,

Fintégration portant uniquement sur sa surface latérale S, car le produit scalaire
V) -dS est nul sur les faces supérieure et inférieure. On a ainsi -

SO TR : -

vy =——1u, etils’agit d'un gradient évident :
2nr

Dy . " d ( Dy L8 Dy, ]

o dr( 1n(r))u grad( In(r)

a une constante additive prés.

L'ecoulement lie au jet présente un potentiel encore plus évident :

¥, =l = gx—(vox)ﬁx = grad(vyx) = grad(v,r cos0),
toujours & une constante additive prés.

Comme les écoulements « partiels », associés respectivement a la source et au jet,
sont potentiels, ils vérifient I'équation de Laplace, qui est linéaire. On peut donc ad-
ditionner les vitesses et les potentiels pour décrire I'écoulement résultant.

On obtient ainsi le champ de vitesse :

i, +v,cos0i, —v,sinOig

o Al . Dy
V= — o=
r 7 0 T oy

et le potentiel :



116 Exercices de Mécanique des fluides

o(M)= —l;‘iln(r)-worcose,
n

a une constante additive prés.

2.1. Il s'agit d'un probleme plan et les lignes de courant sont toutes planes, dans un
plan paraliéle a Oxy. On est donc pour 'une d’entre elles a z constant et on écrit gue

les vecteurs V(M) et dl tangent a celle-ci sont colinéaires

v, |dr
Vadl =0=|vg A|rd0 =(v,rd0 - vydr)i,
0 0

Dy
=|| ——+Vvycos0 |[rdB+v,sinBdr |i,.
Elle est donc définie par I'équation différentielle :

D
(—L + Vg c0S GerB + Vo sinBdr =0, soit:
2nr

D .
2—;:18 +v,d(rsin8)=0,

Elle s'integre en :

D,

cte— —8
Dy . . 2n
——0+vyrsind=cte, cequidonne r=—=—
2n vy sin 6

On redéfinit la constante d'intégration de maniére a écrire :

DV Vo, DV

- D‘_t 90_6

=S
OsmG T 2my, sin®

2.2 Le plan Oxz est de symétrie pour le probléme. Il suffit donc de déterminer les li-
gnes de courant dans le demi-espace v = () pour connaitre entiérement la topogra-

phie de I'écoulement. On se limite par conséquent a 0 <0 <n dans nos calculs,
auquel cas 0 a un sinus positif et, r étant positif par définition, 8, constitue, du fait
de la formule précédente, la plus grande valeur que peut prendre théoriguement 0
sur une ligne de courant. Elle est de ce fait strictement positive puisque si elle est
nulle on a forcément 6 =0 quel que soit r, ce qui représente le demi-axe Ox du
coté x =0 qui est une ligne de courant triviale. Mais rien ne prouve que la valeur 0o
soit accessible a 0 sur une ligne donnée.
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Puisque le probleme est invariant par translation le long de Oz, plagons-nous dans
le plan d'équation z = 0. On peut écrire également I'équation de la ligne de courant :

: Dy
y sin 3

0,-0),

—(0,-9)

ce qui permet de voir que, quand 0 tend vers 0, elle est équivalente & une droite ho-
D0,
2nv

trés grand, ce qui signifie qu'il s'agit d'un comportement asymptotique loin de O du
coté x>0.

rizontale d'ordonnee y, = . Comme y reste fini et 6 tend vers O, r devient

Pour B, < mt, on peut faire l'interprétation géométrique suivante. Quand 0 tend vers

0, on voit que r tend vers 0, ce qui signifie que B, représente I'angle que forme la li-
gne de courant considérée avec I'axe Ox lorsqu’elle atteint la source.

Par contre, pour 0, >,
O ne peut pas tendre vers TR oo
0, et par conséquent r ne |~ 907ﬂ/E7
s'annule pas. La ligne de / |

courant n’atteint pas |la 80411/[,’1?._

source. De plus, O peut Tyl d, | ‘Jfo
alors croitre jusqu'a T et r o i
diverge. On retrouve un
D
comportement asymptotique y, = 2 A (80 —m), ce qui correspond a une droite
TV

horizontale d'ordonnée inférieure a Y.
Finalement on obtient les deux types de courbes ci-dessus.
2.3. La limite qui les sépare correspond a I'equation :

Dyn-0_D, m-86 _Dy 1
T 2mv, sin®  2mvg sin(n—0) 2wy, sinc(n - 6)’

. sin X , , . S
avec sincx = — — . La fonction sinus cardinal est monotone décroissante entre 0 et
X

7. La courbe limite passe donc a une distance minimale de la source pour =7, qui
correspond a la valeur maximale de sinc (m - 8), soit pour un point de I'axe Ox du

Dy
2mvy

décroit, c'est-a-dire quand x croit (représentée en gras sur la figure de la page sui-
vante ci-dessous et passant par le point Q) défini a la question B2

_Puis elle s'en éloigne monotonement quand 6

coté x <0, etelle vaut r;, =
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L'ordre de grandeur de r,,,, peut étre obtenu par I'analyse dimensionnelle car r,,
est nécessairement proportionnel a une donnée du probléme homogéne a une lon-
gueur. Or aucune échelle de distance n'apparait dans 'énoncé |l faut par consé-
quent en construire une, par une combinaison de D et v, Avec les dimensions

[D,1=[LF[e] '[L] " et [v,,]z[L][t]fl' on voit que peut convenir seulement le

Dy ) , Dy,
rapport —— . On a donc nécessairement r.. ~——.
v

0 Vo

Les lignes de courant ont ['allure
representée sur la figure ci-contre
(obtenue en utilisant le fait que
Oxz est plan de symétrie du pro-
bléme). On distingue nettement
deux regions. Le fluide émis de la
source est confiné dans une en-
veloppe, la surface engendrée le
long de Oz par les courbes cor-
respondant a B=m, et ne se
mélange pas a celui du jet.

3.1. Dans un écoulement poten-

tiel, en l'absence de champ de
2

o v
force, la combinaison 7+—
28

est uniforme. Puisque trés loin de la source on a V' = vy, =cte. la pression est

quasiment une constante que I'on note Py. On peut donc écrire

2 2
v Py E ) Wi s 2
7+E:?0+I0', soit P:P9+§(1'0—1' )

3.2. En un point de vitesse nulle on doit avoir :

Dy
——+v,c0s0=0 et v,sinB=0.
2nr g R
L'unique possibilité est :
D
O=nt et r=—"Y_=r_. .
27[‘)0 min

Ainsi le point  appartient a la frontiére entre les deux régions du fluide. Dans
'espace, I'ensemble des points Q est une droite verticale paralléle a Oz.

Développons la vitesse au voisinage de Q en restant dans le plan Oxy. Passons
pour cela directement au carré scalaire :
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2
Dy . Dyv, cos

2
2 _(Dy :
v [—— + Vg COS B] + (v sin0)? =v2 +

2nr 4ntr? r
2 5
:vg o Dy DyvyrcosB e Dy . Dyvyx
oo 2 -0 :
An‘r nr 4n2(x2 +y2) -n:(Jc2 +y2)

Au voisinage de Q, on écrit x = -r,;, + X avec |X|<<r,,, et comme on a aussi

|y| << Foyin Puisqu'on est au voisinage de 6 = 7, on fait un développement limité en

X et y. Il est nécessaire d'aller au second ordre car les termes du premier s'annulent
(ce qu’on ne peut savoir a priori) :

D Dovex -1
vi=v} +(4—;2+—1’%](rn2“n —2r X+ X° +y2)

=)
=V§ +vg[rnz‘lin +2rmin(_ Fnin +X)](rrflin _2rminX+X2 +y2)

2t
=vZ + v} —1+2X) ot 2+y
Tmin Fin A
2.2 /ay)\2
zv§+v§ l+-2—‘¥—J 1+2—X-wa :y +(“X]
min Finin Foin Timin
[ X 2 2 2
il ot it (010 o )
L Fmin Fin Fin Fin Fin

2|:X2 +y2}
= .
2
Fmin

On obtient ainsi :

2 2 2
v X+
2 re.
min
3.3. Les isobares correspondent ainsi a A y2 = cte au voisinage de ( et cons-
tituent des cercles de centre Q dans le plan Oxy (et des cylindres dans 'espace).

La pression décroit dans toutes les directions de la méme maniére depuis Q. Par
conséquent, une particule placée en ce point serait en état stationnaire instable. A la
moindre perturbation elle s'échappera radialement, avec la méme probabilité dans
toute direction.

4.1. On repart de la vitesse exprimée dans la base cylindrique :
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o Dy T e
V=V, = ;)—;+v0c059 U, U, —vysinQug -u,

Dy 05 Dy, cos
= ——+4+V, cosD |cosB+Vv,sin“O=v, +———
(an . J ) g 2nr

DyrcosB Dy x
2nr 27c(x +y )
cte

A x fixé, elle est de la forme vy + ———

5 et le second terme représente la per-
cte'+y

turbation qu'exerce la source sur le jet (la composante v, étant quant a elle entiére-
ment due a cette perturbation).

4.2. On peut encore écrire :

Dyx i (1+ rminx_J
= ol

2nvglx +y \ X +y

On cherche la limite de la zone perturbée en écrivant :

X Foial
—Zl"v"-‘—? =0,1= ;“LHZ— et on en déduit :
x“+y X4y
I 2 2
¥ hx? —107dx] =0 . sait 97 +(utdn.. )* =866
Il s'agit, dans le plan Oxy, de enveloppe de
deux cercles de rayon 57, I'écoulement

issu de la source
et de centres (+5r,;,,0) et

dans l'espace de deux cylin-
dres. lls passent tous les deux
par la source. On voit sur la fi-

% I
gure ci-contre que la zone %

perturbée se distingue nette-
ment de celle traversée par le
fluide issu de la source.

frontiére de la
zone perturbée

Les profils de vitesse montrent
un « deficit » en amont de la source et un excédent en aval. Méme si le fluide émis
par la source ne se mélange pas au jet, elle perturbe celui-ci @ une distance consi-
dérable.

5. Dans ce cas, le probléeme serait invariant par rotation autour de I'axe Ox, et non
par translation le long de Oz, mais les résultats devraient rester qualitativement
semblables dans un plan contenant Ox.
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EXERCICE 3

Interaction de deux tourbillons

Un écoulement tourbillonnaire, ou vortex, est défini par le champ de vitesse sui-
vant en coordonnées cylindriques dans un fluide parfait incompressible de masse
volumique W :

~ @ .
V(M)= 5oy dos avec © constante.

On admet le probleme invariant par translation le long de I'axe Oz et on se place
dans le plan Oxy (tous les points de ce plan se prolongent en réalité par des
droites paralléles a Oz dans I'espace).

1.1. Montrer gue I'écoulement est potentiel et déterminer le champ de pression en
la notant Py a I'infini et sans tenir compte du champ de pesanteur.

1.2. Que se passe-t-il prés du centre O du tourbillon ?
1.3. Donner une signification physique a C.
2.1. Montrer gue, pour un écoulement plan de la forme :

| F(M)=v, (r,0)i, +vo(r,0)iq,

il existe un champ de scalaire A(r, G), appelé fonction de courant de I'écoule-

ment, tel que V = ;&(Aﬁz ). On rappelle qu'en coordonnées cylindriques -

— V. V I,
rt:)tv:[la : %)ﬁr+(8Vr - Z]ﬁe +(a(rVG)—-aV’]u—é.

r oo oz oz or or %0 )r

2.2. Montrer que A est uniforme sur toute ligne de courant.
2.3. Donner 'expression de A pour notre écoulement tourbillonnaire.

3. On place deux tourbillons de méme constante ¢ aux points de coordonnées
respectives Q(a,0) et Q'(- a.0).

3.1. Quelle est la fonction de courant de I'écoulement résultant 7 L'exprimer en
coordonnées cartésiennes.

3.2. En déduire I'équation des lignes de courant.

3.3. Les représenter graphiquement aprés avoir étudié les cas limites trés loin de
O et trés prés des singularités.
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3.4. Montrer qualitativement qu'il existe trois secteurs d'écoulement distincts.
Donner I'équation de la frontiére les séparant.

4. La constante du tourbillon placé en Q'(— a,0) est maintenant égale a — (.

4.1. Quelle est la fonction de courant de I'écoulement résultant ? L'exprimer en
coordonnées cartésiennes.

4.2. En deduire I'équation des lignes de courant et les représenter graphiqguement
4.3. Déterminer le champ de vitesse.
4.4, On note Py la pression a l'infini. Que vaut-elle dans le plan x =0 ?

4.5. Un mur de longueur et de hauteur infinies est placé dans le plan d'éguation
x =0. Dans le demi-espace x > 0 se trouve un tourbillon de centre a I'abscisse a
et dans 'autre demi-espace le fluide est au repos, a la pression P, Que peut-on
dire de la cinématique de cet ecoulement ? Quelle force subit le mur par unité de
hauteur le long de Oz et quel mouvement éventuel en résulte-t-il ?

1.1. On cherche si I'équation V = grad ¢p admet une solution. En coordonnées cylin-
driques elle s'écrit :

1dp_ C

=] = :
ralr sk

=)

oQ
or ez
O

La solution ¢ = 5 tcte convient. Donc il s'agit bien d'un écoulement potentiel
s

B . ——
4 est uniforme, puisqu'il n'y a pas de champ de force

Lt
extérieur donc pas de terme d’énergie potentielle massique & prendre en compte. Si
on note P, la pression a linfini, ou la vitesse s'annule. on en déduit le champ de
pression :

La fonction scalaire

I\J“:N

i
P(M) =By -4 —— .
~ dar-
. &
1.2. On voit que P devient négative a une distance inférieure a \; 8nP. ce quin'a
| 8T,

pas de sens. De plus. on constate que la vitesse diverge quand r tend vers 0. Ces
deux résultats aberrants montrent que I'expression du champ de vitesse ne peut
rester celle-ci quand on se rapproche du centre de I'écoulement. Elle ne peut étre
acceptable gu'au-dela d'une certaine distance.
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1.3. Si on calcule la circulation du champ de vitesse autour de n'importe quel con-

tour fermé I du plan Oxy incluant le point O, en tournant dans le sens direct, on ob-
tient :

€

Irﬁ-df=jr ﬁrue (drii, +rd0iig)= jﬂ — =—~j do=C

La constante € est donc cette circulation, indépendante du contour choisi.

2.1. Pour un fluide incompressible, 'équation de continuité divV =0 entraine 'exis-

tence d'un potentiel vecteur A tel que V = rot A S'agissant d'un pseudo-vecteur, il

a des propriétés de symétrie inverses de celles du champ de vitesse et lui est donc
partout orthogonal. Puisque V est orthoradial, le choix le plus pratique est de pren-

dre A suivant U, 2 Comme le champ de vitesse est plan, dans le plan orthogonal a

0z, aucune grandeur, donc en particulier 4 = A u, , ne doit dépendre de z.

104 - GAﬂ —_
Pl p et la fonc-

tion A est définie par les deux équations aux dérivées partielles :

Plus précisément, on a l'égalité vectorielle rot (Au )

v:lﬁetv= o
" rob E o

2.2 Sur une ligne de courant, le produit vectoriel V(M) dl est nul en tout point.

Comme le champ de vitesse posseéde une composante v. identiquement nulle, tou-
tes ces lignes sont contenues dans des plans paraliéles a Oz et le produit vectoriel
s'écrit dans chacun :

v, |dr
(M) ndl =| v ~|rd®=(v,rd0—vedr)ii, = (lg;gde+gﬁd) - dAi, .
0 0

On a donc dA nul entre deux points infiniment proches d'une ligne de courant, ce qui
signifie que A est uniforme sur celle-ci.

2.3. Dans notre cas, les deux équations aux dérivées partielles sont :

104 o4_ €
") =R =" T 2nr

On en déduit immédiatement :

& Notamment plus pratique que suivant E, qui ne définit pas une direction fixe.
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¢
A=—:)—7;ln(r)+cte.

3.1. Comme le rotationnel est un opérateur li- T ¥
néaire, on a additivité des fonctions de courant : M
e
¢ C %
A=———In(r)+cte;, ——In(r, ) + cte
T n(r)-+ cte; ~ 3 In(r,) + cte,
) / ¥ r
=—Lln(r1r2)+ cte /g/ :
2n / 6
——Eln(r2r2)+ cte 0 -
— 4 ] 2 . 2 4)\8’ L
4 ‘ - X
Avec :

rt=(x-a) +y? et ri=(x+a) +y*

on écrit en coordonnées cartésiennes :
e 2 2 ey
A——:ﬁln (x-a)” +y* li(x +a)” + y? |j+ cte.
3.2. Les lignes de courant sont définies par A = cte , soitici :

[(x—at)2 + yz][(x+.a)2 - y2]= X,

Elles correspondent a des courbes fermées du quatrieme degré. On voit que la
constante K est nécessairement strictement positive (elle s'annule bien au niveau de
chague centre mais un point ne constitue pas une ligne de courant).

Pour les obtenir sous forme explicite, on calcule le produit de gauche :
5 2
K =( 2rat+y? ~2ax)(x2 +a’ +y* + 2ax)=(x2 +a* +y?) - 4a’x?
et on en déduit :
5 .F' ,7 T 3 al
y = K+4a"x —-x--a-,

; 2 5 . " .
la racine — 4/ K + dnigt—x*—a" etant exclue puisque négative.

3.3. Tres loin de l'origine, on doit avoir des valeurs grandes de %24 _)'3 devant a”
(donc la constante K est également grande) et on peut alors écrire -

[xz +y2—2ax+a2][x2 +y2+2.:Uc+{af2]=1§'m[x2 +y2]2
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On obtient ainsi des cercles de centre O (d’axe Oz dans I'espace) et de rayon K 7,

Trés prés du centre de chaque tourbillon, A
une des deux vitesses est dominante de- ¥
vant 'autre et on obtient donc des lignes /"

de courant semblables a ce qu'elles se-
raient en présence d'un seul vortex, c'est-
a-dire des cercles centrés sur celui-ci.

Les lignes de courant ont au total I'allure
ci-contre et on voit que la « connexion »
entre les deux familles de cercles limites
fait nécessairement apparaitre une ligne
singuliére qui, du fait de la symétrie du
probléme, passe par I'axe OZ.

3.4. Loin des centres, on a quasiment un écoulement tourbillonnaire de constante
2. Prés des centres, on a deux tourbillons distincts et on voit que les fluides ne se
mélangent pas. Chacun est enfermé dans une enveloppe dont la forme évoque en
coupe un « 8 ». On distingue donc deux écoulements propres autour de chaque sin-
gularité et un écoulement mixte, séparés par I'enveloppe croisant I'axe (04

Pour trouver cette enveloppe, on cherche quelles lignes de courant sont compatibles
avec x = y = 0. On voit immédiatement qu'il faut avoir K = a” eton obtient :

2
y2 =11a4 sl 2 — 1% =a®.

En particulier, pour y = 0, cette frontiére croise I'axe Ox aux abscisses x = iﬁ a.

4.1. La fonction de courant est maintenant :

@ @ @ [r ¢ [ r
Az-z_n,ln(r])+cte]+ﬁln(rz)+cte2:§;]n ?T“ +cte=ﬁln r]% +cte,

soit en coordonnées cartésiennes :

2 2
A :Eln[m)_ﬂln_y_i!.*.cte

an | (x-a)’ +y°
4 2. Les lignes de courant sont ici définies par :

[(x+a)2 +yz]:l§i'[(x—a)2 +y2]

et il s'agit cette fois de cercles. La constante K est encore nécessairement positive.
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On développe les carrés :
(x2 +a’ +y2 +2ax)=K(x2 +a’ +y2 —2ax) et on obtient :
(-K)x* +a® +y?)+2(1+ K)ax =0,

soit en posant k = a3 :
1-K
x% +a% +y? + 2kax = 0= (x + ka)’ + y? +(l—k2)a2
et il vient enfin :
(x + ka)* + y? :(k2 —ils’

Ces cercles ont leur centre sur I'axe Ox et leur rayon a k= — 1 est inférieur a leur
distance alk| a O.

Quand la constante k varie de 1 a l'in-
fini (car K est une constante positive),
on obtient la famille ci-contre.

4.3. On calcule le champ de vitesse :

e 0A _ CA
V = rot (Auz)z%ux —%;uy.

en adoptant la forme la plus simple pour
dériver (différence de logarithmes plutot
que logarithme d’un rapport) :

A:J%{ln[(x +ay +y2]— ln[(x—nr)2 +y2]}.

On obtient ainsi :

e {{ vy 2y Ju. _{ _2(.\'+a)_____2(,1—a)u,}
AL (x+a)+y? (x-af+y | |(x+a)+y? (x-a)P+y? | )

En particulier, pour x=0 on a:



Ecoulements potentiels 127

2
_ v 2 . .
4 4. On sait que 5 +—H est uniforme dans un écoulement potentiel et on obtient

ainsi, puisque la vitesse s’annule a l'infini :

4.5. Ce nouveau probléme admet dans le demi-espace x = 0 des conditions aux li-
mites respectées par la superposition des deux tourbillons étudiées, soit un tour-
billon placé en x =a et une vitesse colinéaire @ Oy en x =0. Donc il possede la
méme solution dans ce demi-espace (théoréme d'unicité de I'équation de Laplace)
et la pression sur la surface du mur est par conségquent donnée par |'expression pre-
cédente. La force de pression par unité de hauteur est ainsi :

= L » I HO[ (x 0" )]dydzu y -

= L 5 I - g@z( £ d)’dZu

ula’ [ Aﬂty_)_ ﬁ\\\

S 2 1y
- (a +y ) "'m
Pour calculer l'intégrale, on fait le changement de varia- \ /

ble y=atan, ce qui raméne le domaine d'intégration

14
au segment |:— = —i| |

g0
= @2 _ (ni2 add u GZ _ pm/2 :
F= — — 5 Uy j_mz : V22 U, I_mz cos“0d0
cos 8(1+ tan 9) LA,
. /2 2
_g_@_a e 1@ Mg, sin020) ne
= I (1+ cos(260))do nzaux 0+ 5 . =g -

On constate que le mur est attiré vers le tourbillon et ceci d'autant plus qu'ils sont
proches l'un de I'autre. Rigoureusement, le mur a une masse infinie puisgu'il a une
aire infinie et son accélération est par conséquent nulle. Mais le méme calcul avec
un mur de dimensions suffisamment grandes tout en restant finies ne changerait pas

la dépendance en — et il se déplacerait alors vers le tourbillon avec une accéléra-
a

tion croissante. Il s'agit encore de I'équivalent d’un effet Venturi. Le resserrement
marqué des lignes de courant prés du mur montre que la vitesse y augmente consi-
dérablement et la dépression qui en résulte « aspire » le mur vers la droite.
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EXERCICE 4

Superposition d’un doublet et d’un jet - écoulement autour d'une sphére

Dans un repére cartésien Oxyz, on a placé une source et un « puits », ponctuels
et isotropes, respectivement aux points 4(0,0,-a) et B(0.0.a). le paramétre a
étant positif. lls ont en valeur absolue un méme débit volumique D, . indépendant

du temps, de fluide parfait incompressible de masse volumique . L'écoulement
est radial a proximité immédiate de la source et du « puits ». On repére un point
M de l'espace par ses coordonnées sphériques et on donne dans ce systeme de
coordonnées :

1 v
rsin@ op

0
. ovg ). ov, 1 ~
(%(smev[b)— ﬁ]u, +( 1 . ——:Q(N'Q )\HH

rsin@ ¢ rcr )

(v, )+ ——T]H—% (sinBvg )+ -

9|
'
w

divv = L
2

rot(v) =

1
rsin0

L)% i

On appellera dans ce probléme fonction de courant associée a un écoulement le
champ de scalaire q;(r, B,¢) tel que le champ de vitesse s'écrit T = rot (wﬂo )

1.1. Calculer la fonction de courant pour une source de débit volumique D; pla-
cée en 0. On pourra commencer par la recherche du champ de vitesse a partir
de 'equation de continuité.

1.2. En déduire celle \y, de la superposition de la source et du puits. L'exprimer
en coordonnées sphériques.

2.1. Donner I'expression de \/, quand a tend vers 0, mais le produit Dy-a reste
fini. On parle alors de dipdle ou de doublet.

2.2. Cet écoulement est-il potentiel ?

3. On considére maintenant un écoulement parallele uniforme de vitesse Voli. .

Quelle est sa fonction de courant s, ?

4. On superpose enfin celui-ci et le doublet. Exprimer la nouvelle fonction de cou-
rant \y; en fonction de Dy a, vy, ret 0.

5. Montrer que les lignes de courant ont pour équation rsinBy, =cte.
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6. En déduire I'équation des lignes de courant et montrer qu'elle se met sous la
forme :
3
[,.2 - Ii_)sinzﬁ =12

R étant une constante, que I'on définira en fonction de Dy a et v, et L étant une

caractéristique propre a chaque ligne, ayant une signification géométrique even-
tuelle.

7. Représenter graphiguement les lignes de courant et montrer que le jet reste a
I'extérieur d'une certaine surface.

8. Pour quelle raison I'écoulement extérieur a celle-ci est-il identique a celui obte-
nu par un jet venant rencontrer une sphére matérielle fixe ? Quelles sont les ca-
ractéristiques du jet et de la sphére ?

9. Déterminer le champ de vitesse autour de la sphére matérielle.

10. On note P la pression a l'infini. Calculer la résultante des forces de pression
exercées par le fluide sur cefte sphére. Commenter.

1.1. Le champ de vitesse est de la forme V(M) = v(r)ii, puisque la source est iso-
trope et I'écoulement radial depuis O. Pour un fluide incompressible on a divv =0,
soit ici :

1

r2

(rzv):O.

S

K ) i .
On en déduit une vitesse de la forme v = = K étant une constante a déterminer.
T

Pour cela, on écrit 'expression du débit volumique en utilisant une surface sphérique
S centrée sur I'origine :

B 2o | 2n K . s = m 25
Dy = [ v-dS= je:O L,:o i, 77 sin 0Oy, —KIG:O LH) sin© dod¢
=4nK

et on obtient finalement :

On a ensuite la relation vectorielle :
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sl

e 18 i
Fzrut(w%) I Y ﬂ(nnﬂw)u - r{-ﬁ_}-(r\.t]ut.

de laquelle on déduit les deux équations aux dérivees partielles

-

1 2
- £ (ry)=0
o n0V)= ,z et V)

La premiere s'écrit encore :

; Dy, si
%(Sin Oy)= H%f:e et s'intégre en

. Dy cost) Dycotant  f(r.o)
stnyr = - = + flr.¢). sot y=- o
La seconde donne alors :
2 efilr o N 1
& r_&r.da) _ Dycotand =0, r“_r_lt re) _ 2(0.0)
AF\ “sinl 4 sin
et on obtient finalement :
_ Dycotanf ks ¢(6,9)
4nr r

La fonction ¢ ne modifiant pas. le champ de vitesse, car quelle que soit ¢ on obtient
la méme expression de V' = rot (we@ ) faisons le choix le plus simple d'une fonction

nulle :

Dy cotant

\p e —_—
4nr

12 On obtient ainsi pour I'association d'une source et d'un puits. en se referant aux
notations de la figure ci-contre :

Dycotan®, - Dycotanf, A
ViEE — e 2
4nr, dnrg i 0, \
_\r g
Dy [cotaneﬂ cotan® , ) s
 4n g r ' By" p
A ) b\‘
b
En toute rigueur, ce sont les vecteurs Wiy qui O . -
s'additionnent en tout point de I'écoulement, mais fi¢ r tlt o ¥
est le méme en M que I'on prenne O, A ou B comme 1 ¢
origine. e
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On fait ensuite la substitution :

cotanB, r,cosB, _rcosb+a _rcosB+a

ry ri sin@ , rArsmE) ~ AMrsin®

rcosb+a rcosb+a

rsine\/r +a’* - 2arcos(n - 0) rsnnBJr +a* +2arcos®

cotanf g

et de méme pour en remplagant a par —a, ce qui donne :

= Dy rcosb—a rcosf+a
I a
4nrsin® &2 +a? = 2arcosb \/rz +a’ +2arcos0

2.1. Dans ce cas, il faut préalablement faire un développement limité au premier or-

a .
dre en — car remplacer directement a par 0 donne un résultat nul :
I

- Dy rcosb—a rcosf+a
1= : 2 2
4mrsin® a’ 2acos® a’ 2acosH :
il Fld—s =
r r r r J
~-—12)m—ﬁ[(rcos8 a)( acQﬁ)—(rcosB+a)[]—acoseﬂ
4nr”sin® r r
_ Dy, (2acosze—2a)=-D"aSi“29=—DVaSi"9.
4mr’sin® 2nr? sin® 2nr?

Passer a la limite ne modifie pas cette expression qui est donc celle recherchée.

22 On peut veérifier si I'écoulement est potentiel en calculant le rotationnel du
champ de vitesse :

- . 10 "
rotv=r0trot(\|f]u¢)=rot[ e'ae(smﬂxpl) rar(r\p')u@}

— 1 af{ Dyasin®®). 120 Dvasinel_
=rot S 0, = — i
rsin 9 06 S r or 2nr

—[ Dyacos® . DyasinB _
=rot| — 5 T U
nr 2nr

1 a(Dvasing __Q(Dvacosel _3
Crporl o’ 0 nr’
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et il 'est effectivement.
3. On a en coordonnées sphériques :
Voil, =vy(cosBii, —sinBiig )

et il faut intégrer les deux équations aux dérivées partielles :

I o 1 ¢
= eaB(smexpz) vocosO et — e (nuz)—vosme
La premiére s'écrit également :

%(Sin9w2)= Vorcos0sin® et on en déduit :

sinBy, —M + f(r.0), soit:
vorsme flr.¢)
2572 T sing

On obtient alors avec la seconde :

("‘Uz) Vu’Sln9+ 6‘ i [Jf(r ®)]=v,rsin6

et ainsi #f(r,¢) = g(¢), d’ois finalement :

- vorsine+ g(0)
-2 rsin®

Encore une fois, la fonction ¢ ne modifie pas le champ de vitesse et on fait le choix
le plus simple d'une fonction nulle :

_ Vorsin®
L

4. On additionne les fonctions de courant °

Vorsin® Dyasin®
WAM) =y (M) + (M) = or R Svash?
2nr

5 Une ligne de courant a pour équation v « dF = () puisque le champ de vitesse en
un point de celle-ci est colinéaire a sa tangente. Etant donné qu'aucun des trois

La possibilite de superposer les fonctions de courant provient du fait que l'equation régissant les
ecoulements potentiels, I'équation de Laplace, est linéaire.
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écoulements superposés ne présente de composante suivant r]¢ de la vitesse, les

lignes de courant sont toutes situées dans des plans contenant 'axe Oz et on peut
donc prendre d'emblée v, =0 et dr =dru, + rdfiiy pour toute ligne de courant.

On écrit ainsi :

|v, |dr
VA dF =|vg A |rd0=(v,rd® - vydr)ii,
0 |0

et il faut par conséquent résoudre I'équation différentielle :

v, rd0 —vedr =0,

soit en exprimant les composantes du champ de vitesse en fonction de \y, :

i 10
rsineﬁ(smewr)ra’e +Fé?(r\p,)a’r—0.

Ceci donne en multipliant par 7sin® :

ri(sin(-)\p, )d + sin (l(r\p[)dr =0

oo o

et en faisant entrer dans chaque dérivée partielle une fonction de l'autre variable :

i(rs;inlihp )d6 + E(rsinetu,)a!r =i,

o0 g or
On reconnait la différentielle totale d(rsin 01/, ) et on aboutit ainsi a :

rsinfy, =cte=K.

6. Dans notre cas on obtient ainsi a partir de 'expression de \y, 'équation :

vorsin’®  Dyasin®@ _E =(vor2 - Dva]E;inze
2 2nr 2

On peut encore |'écrire :

(rz = 2V—aJsinEB = EE et il suffit de poser :
VoF Vo

. Dya )
R}I="Y" et I? =2'-£ pour obtenir effectivement :
y AT Vg
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3
(rz —'5’; Jsinze—L2

La constante R est homogéne a une longueur. D'autre part, si ¥ peut devenir arbitrai-
rement grand, I'équation admet la forme asymptotique :

r?sin?0=12.

On constate ainsi que L représente la distance de la ligne de courant & l'axe O2

lorsque r >>a. Puisque L’ est pour cette raison une grandeur positive. on a r > R
en tout point de la ligne de courant. Elle reste donc systématiquement a I'extérieur
de la sphére de centre O et de rayon R & partir du moment ou elle peut partir a
I'infini ou en provenir.

Mais on peut également imaginer que certaines lignes de courant ont au moins un

de leurs points a une distance 7 inférieure & R. Dans ce cas L est negatif et on a
de ce fait r < R sur la totalité de ces lignes. Elles restent ainsi a l'intérieur de la
sphére de centre O et de rayon R et L, qui devient imaginaire, n'a plus aucune si-
gnification géométrique.

7. L’ecoulement est invariant par rotation autour de Q2. On trace donc les lignes de
courant seulement dans le plan Oxz (figure ci-dessous). On constate qu'il existe

deux familles de courbes, séparées par une surface frontiére correspondant au cas
limite L =0. Elle est définie par :

3
{rz = R—]sirﬁe:o.

r

ce qui signifie soit 6 =0, soit 6 =7, soit ¥ =R .

Les deux premiéres solutions corres-
pondent a l'axe Oz, lequel n'est a
I'évidence pas une surface. La troi-
siéme est la sphére de rayon R déja
mentionnée et il s'agit de la surface
frontiére recherchée.

On constate que le jet provenant de
l'infini reste a l'extérieur de cette
sphére, ce qu'on retrouve analytique-
ment par le fait que les lignes de cou-
rant provenant de l'infini, propres au
jet, sont obligatoirement associées a

des valeurs positives de L’ pour les-
quellesonavuque r> R.
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8. L'écoulement résultant est potentiel puisqu'il est la superposition de deux écoule-
ments potentiels (pour le jet on a Vvyii, = grad(v,z)). Il est donc solution d'une

équation de Laplace, qui est une équation linéaire. Les conditions aux limites du
probléme de I'écoulement potentiel autour d'une spheére fixe de centre O et de rayon
R sont:

- vitesse Vi, a linfini,

- vitesse purement tangentielle pour ¥ =R,

c'est-a-dire les mémes que celle de I'écoulement étudié dans les questions précé-
dentes si on se limite au sous-domaine r > R . Par conséquent, les deux problémes
admettent la méme solution extérieure (propriété d'unicité des équations lineaires

lorsque le nombre de conditions aux limites et initiales est suffisant). On vient ainsi
de trouver la solution a 'écoulement d’un jet de vitesse a l'infini vyu_ autour d'une

Dy a

vy

1/3
sphére de rayon [ J sans résoudre I'équation de Laplace.

9. On calcule les deux composantes non nulles du vecteur vitesse a partir de la
fonction de courant, en notant que désormais cette expression n'est utilisee que
pour r 2 R :

1 d|(ver Dya _Dya
g 0,
Vr= eae(sme“”) rsm@@@]:[ mz] n } ( T

_ 140 10 vor2 Dya). .| _ Dya ) .

ve_—;é;(np,)-—Fé?( > sin® |= vﬂ+2ﬂr3 sin®,
avec Bﬁ=R3.AIa surface de la sphére on a ainsi :
Vg
Dya
v, =(v0 = op )cos@:(},

B Dyay . - Vo ). _ 3v,sinb
vefg(voJrE;EJsme— (v0+2]sm8— =

2

v P . )
10. L'écoulement étant potentiel, la fonction scalaire 3 + — est uniforme, soit :
L

2 2
—P~:KQ-+&“L et ainsi :
S o J
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- T 2 9t 9
T LN L BT e

2 2 2 8 i
5) o B
1Y 9sin“0
— 20{1"' 4 J+PO

On constate que la pression a la surface de la sphére est la méme pour 6 et m -6

et indépendante de I'azimut ¢. Par conséquent, les forces élémentaires de pression
se compensent et ont une résultante nulle suivant Oz. Comme, par ailleurs, le pro-
bléme est invariant par rotation autour de Oz, il ne peut exister d'autre composante
non nulle de la résultante. La sphére n'est ainsi pas entrainée par le jet. C'est le pa-
radoxe de d'Alembert, dont on sait qu'il faut introduire la notion de viscosité du fluide

pour le lever.

EXERCICE 5

Coefficient de trainée d’une plaque rectangulaire

On considere une plaque plane, de largeur 2a le long de I'axe Oy et de longueur
L suivant l'axe Oz assez grande pour supposer le probléme invariant par transla-
tion le long de celui-ci. La plaque regoit un jet de fluide parfait incompressible, de
masse volumique LI, de vitesse uniforme v,u, suffisamment loin en amont. On
ne tient pas compte de la pesanteur.

On se propose de faire une estimation de la valeur du coefficient de trainée C, de

< SEES ,
la plaque, défini par la formule F = iﬁ‘—” U,, S étant son aire et F la force

qu'exerce le jet sur elle.

On suppose I'écoulement plan et on A
ne tient pas compte de I'épaisseur de

la plague, de sorte que les conditions

aux limites qu'elle impose s'écriront Wi,
sur ses deux faces en x =0,

—>
e
On admet dans un premier temps -
que l'écoulement est potentiel dans = i '
‘__) g
i
—

tout I'espace (questions 1 et 2).

1.1. Montrer que le champ de vitesse
peut s'écrire V(M) =rot (y(x,y)i, )

et que la fonction Wy est solution de
I'équation de Laplace.
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1.2. Quelles sont les conditions aux limites sur y ?

1.3. On cherche une solution a variables séparées lp(x,y)z f(x)g(y) car cest

une des méthodes les plus courantes de résolution de cette équation. Montrer
que malheureusement elle ne peut satisfaire toutes les conditions aux limites.

2. En utilisant des variables complexes, on parvient a une solution entierement
acceptable qui s’écrit :

Wz%\[yz-xz-az-i-\/(xz—yz+a2)2+4x2y2,

avec € =1 siy est positif ou nul et € = —1 si y est négatif.
2.1. Vérifier qu’elle respecte bien toutes les conditions aux limites.

2.2. Déterminer I'équation des lignes de courant apres avoir établi quelles sont
données par \y =cte.

2 2

2
. a
2.3. Montrer que cette équation se met sous la forme y2 = yi(l 4 *—w] en
X+ Yo

donnant une signification géométrique a la constante y. .

2.4. Faire une représentation graphique de I'écoulement. Montrer sans calcul
qu’on retrouve le paradoxe de d'Alembert.

3. Pour lever celui-ci, on suppose que I'écoulement n'est pas partout potentiel.
Derriére la plaque on admet I'existence d’une zone de stagnation, dans laquelle le
fluide reste au repos a une certaine pression uniforme P;. Sa frontiere est definie
par I'ensemble des lignes de courant passant par une ligne de décollement et le
long desquelles la pression reste égale a P

Le choix le plus simple consiste e

a admettre que les particules
fluides ne sont plus déviées a

partir du moment ou elles ont «7'
iA

franchi le plan Oyz. La ligne de

yYYvyy ¢

décollement est alors le périmé- g zone de

tre de la plaque et les lignes de ! _ fluide stagnant
courant ont l'allure ci-contre. Par e & >
continuité, la pression derriére la OV X

plague est égale a sa valeur au

point A. \
3.1. Pour quelle raison peut-on =

prendre P, ~0 ?
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3.2 Hormis la singularité de la vitesse en A, ce modeéle présente un defaut sur la
pression en aval de la plaque. Lequel ?

3.3. On note P, la pression a l'infini en amont de la plaque. Donner son expres-

sion sur la face gauche de la plague, notée Pp (y).

3.4. Pour quelles ordonnées Y s'annule-t-elle ? Quelle valeur est-il raisonnable

de prendre pour a >|y|>Y ?

3.5. En déduire la résultante des forces de pression sur la plaque. On négligera
dans celle-ci la contribution de P, devant celle de uvg :

3.6. Quelle est la valeur de C, donnée par ce modéle ? La comparer avec la va-
leur expérimentale qui est de 'ordre de 1.

1.1. Pour un fluide incompressible, I'équation de continuité se réduit a divy =0 (I

existe donc un champ de vecteur A tel que V' = rot A La vitesse doit étre partout

orthogonale a 'axe Oz puisque le mouvement est supposé plan. On peut donc choi-
sir le potentiel vecteur de la forme \y ﬁz. ce qui assure l'orthogonalité systématique

entre le champ de vitesse et son rotationnel du fait de leurs propriétés de symétrie
opposées, et l'invariance par translation le long de Oz fait que cette unique compo-

sante \ ne peut dépendre de z.
L'écoulement étant potentiel, on a par ailleurs roi =0, soit d'aprés lidentité entre
opérateurs rotrot = grad(div)— A :
rot (Fri A)= 0= gﬂi(div A) AAd = Emd[ 1\1 ] ~ Alyil. )= -Ayd..
d'ol une equation de Laplace :
Ay =

1.2 Infiniment loin de la plague, I'écoulement n'est pas perturbé et il faut retrouver -

oy
ay vy
rot(y(x,y)i, )= -% =| 0, ce quidonne :
0
0
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Y =V,y +cte agrande distance.

Ensuite, sur les deux faces de la plaque, I'écoulement doit se faire tangentiellement,
soit la condition :

oy

v, =—=0 pour x=0 et |y|<a.

oy

1.3. Dans ce cas, I'équation de Laplace s'écrit

* d? d d*
av=0=25 () (=8 5T +1 5 E.

et donne encore, en divisant par le produit fg non identiquement nul :

1d*f __1d’g

fa®  gay?r’

On a ainsi I'égalité entre deux fonctions de deux variables indépendantes, ce qui si-
gnifie qu'il s’agit d’'une méme constante k et il faut résoudre separément :

d’f d’g
C. _jf=0 et —S+kg=0.
dx? dy’

Si k est positive, f est une fonction exponentielle de x et g une fonction sinusoidale
de y. Il est donc impossible d'obtenir = v,y + cte quand x devient infini.

Si k est négative, f est une fonction sinusoidale de x et g une fonction exponentielle
de y. Il est encore impossible de retrouver un équivalent satisfaisant quand x tend
vers l'infini.

Si k est nulle, la solution est de la forme :
y = (ax +B)(yy +8)

et on ne peut toujours pas respecter la condition a linfini. Le cas o =0 permettrait
de la satisfaire en adoptant By =v,, mais il est par ailleurs incompatible avec la

condition aux limites sur la plaque.
La forme choisie pour la solution n'est donc pas adaptée a ce probléme. Ceci ne si-
gnifie qu'une solution a variables séparées est totalement exclue. Il se pourrait en

effet qu'elle soit acceptable dans un autre systéme de coordonnées (cylindriques par
exemple).

2.1. Loin de la plaque, on peut négliger les termes en a devant les autres :
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\|r~1{—’\/y =2 + —y2)2+4x2y2 VUL\/V' —-X +\4( j+y2)2

Vo€ [ 5 2 2 2
=— —X“+ X+ ¥y =vaelyl=v,y.
ﬁ«/y y* =voely|=voy

C'est de la forme voulue avec une constante d’intégration nulle (question 1.2). Véri-
fions ensuite 'autre condition. Il est plus simple de dériver \y° . de maniére a n'avoir
plus gu’une racine carrée :

i(qrz)zyg-i{yz X g +\/(x2 =yt +a!2)2 +4x2y2}

oy
[ 4yx2—y +a )+8x2y 1|

2\/(x2_y +a )2+4x2y2J

xz—y +a )+2Jc2

\/( 2—y +az) +4xy-

2 . 2
¥y =0
=viy |1+ J -

il ‘\72 o D
\/(X2 = +a‘) +éaw W)

et on en déduit pour x =0 :

6( ; Yy —as
=l ) VoY | 1 === = soit
oy ‘a e
(‘}\P | ("( ,,) vgv T V24a2 Vo€ / > b Iiii \)2_ i
b — e e Loyl -
&y 2y oy i 2 ‘az \/_\ V- ¥+
v Vl 2 4a2 = 1 » 3] =
——i)fl"-rl Hiyz—,: \/_\’3—a-+a'—_\‘"|
L ’a —_\ l
b [— G a2
v“|\,| 1 |a i | e L e

\F‘ —yzl\/)’ a+‘a —y| V2 ‘az_yzi

. Oy
On trouve bien W =0 pour |v| <a. Ce n'est pas le cas pour ;v| > d mais rien ne
: !

lmpose (on ne voit d'ailleurs pas comment le fluide serait empéché de traverse le
plan Oyz au-dessus ou au-dessous de la plaque).
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2.2. Les lignes de courant ont pour équation v »dF = 0. Avec dF = dxii, +dyi,

déplacement élémentaire le long d'une ligne de courant (sans composante suivant
u, puisque 'écoulement est plan) on obtient :

oy
Y

7w —%%A dy=(%dy+%w—xdx]ﬁz=dwﬁz 0.
0

On en déduit dy =0 sur une ligne de courant, soit y = cte.

On pose par conséquent y2 = K2

2
qﬂ:%‘){yz—xz -a? +\/(x2 -y? +az)2 +4x2y2}=K2, soit :

\[(xz —y? +a2)2 +4x2y? = A2 _(yz e -az).
A étant une nouvelle constante, et on doit passer encore au carre :
(x2 -y +c112)2 +4x2y? = (42 + 22 +@? -yz)z.
On obtient aprés simplification :
ax2y? = 4% +24%(x* +a® - y2), soit:

., A% +24%(x? +a?)
4x%> +242

2 3. Quand x tend vers l'infini, ce qui est possible au moins en amont de la plaque,
on a plus simplement :

A e A
ye = e R
4x° e

Avec cet équivalent on retrouve le fait que loin de la plaque 'écoulement est paral-
léle a 'axe Ox en amont et on voit que c'est aussi le cas si le fluide repart a linfini
en aval, ce qui est physiquement impose par l'incompressibilité (I'apport continu de
fluide par le jet impose un refoulement équivalent dans le méme sens car il ne peut
y avoir accumulation de matiére au voisinage de la plaque).
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On pose A% =2y2 ce quidonne :

L + 4y; (Jr1 +az)_ sy (x2 + a’)

R 2 g
> 2 Mg ® 8 SEd
y e T i

=¥
4% 4y x4yl X2k

2
i)
DET )

La constante positive ou négative y_, représente 'ordonnée de |'asymptote hori-

zontale de la ligne de champ, vers laquelle elle tend aussi bien pour les valeurs né-
gatives que positives de x.

2.4. On voit que sur chaque ligne de courant y ne peut changer de signe quand x va-
rie puisque y2 est une fonction continue de x et ne s'annule pas. Chague ligne reste

donc du méme coté du plan Oxz et celui-ci ainsi gque le plan Oy constituent des
plans de symétrie de I'écoulement puisque les coordonnées n'interviennent que par
leurs carrés. D'autre part, y présente un extremum unique pour x = () et vaut alors
2
L ] aj_ . On en sait suffisamment pour tracer l'allure de I'écoulement et on
V5
obtient les courbes ci-dessous.

Du fait de la symétrie
des lignes de courant
par rapport a Oyz et de
I'absence de dissipa-
tion d'énergie dans un

fluide parfait, la vitesse ﬂ;
posséde le méme mo- 3
dule aux quatre points —» -
de coordonnées res- —» g
pectives (x,y) (x,-y) _;

—>

(-x,y) et (-x,-y).
On a donc la méme
pression de part et
d'autre de chaque
point de la plaque du

, . o _ g E
fait de I'uniformité de la fonction scalaire , + — dans le fluide (écoulement poten-
T
tiel sans pesanteur). La résultante des forces de pression sur la plaque est par con-
sequent nulle.

Ay
3.1. On constate que la composante v, = o de la vitesse diverge aux deux ex-

trémités de la plaque (Cf. fin de la question 2.1). Ce n'est déja pas réaliste en soi
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mais ceci entraine de plus une divergence de la pression par valeurs négatives
2
. . L " .V P T
(toujours du fait de 'uniformité de la fonction — + — dans la zone ol I'écoulement
)

a encore lieu). En réalité la vitesse doit rester finie pour deux raisons :

- d'une part la plaque posséde une certaine épaisseur et ses bords n'ont jamais un
profil rigoureusement rectangulaire. lls sont forcément arrondis a une certaine
échelle et la vitesse devient donc grande mais reste finie car c'est la présence
d’arétes qui provoque sa divergence ;

- d’'autre part la viscosité du fluide intervient & proximité immédiate d'un obstacle,
dans la couche limite, et impose I'adhérence au contact. Méme si ce second argu-
ment n'est pas directement exploitable pour étudier le comportement de la pression,
on comprend que la nécessité d’annuler la vitesse sur la plaque I'empéche de diver-
ger dans la zone d'écoulement potentiel sus-jacente.

On peut donc admettre aisément que la vitesse devient assez grande a proximite du
point A pour que la pression y soit négligeable par rapport & sa valeur dans le reste
de I'écoulement, mais elle reste bornée par le fait que justement la pression ne peut
s'annuler.

3.2. Dans I'écoulement au-dessus et au-dessous de la zone de stagnation, les lignes
de courant restent paraliéles entre elles et la vitesse ne varie donc plus le long de
chacune. Elle a par continuité la valeur prise en x = 0, soit :

7 7 )
Q\U_ﬁ __v0|y|\/y 6 +‘a Y ia' pr vOly‘ i
x XK= x
ay ‘\/5 laz—yzl .Jyz_az
et il est clair que ce vecteur n'est pas un gradient * L'écoulement n'est plus potentiel

en aval de la plaque. Pourtant, puisqu'on peut appliquer le théoreme de Bernoulii le

long de chaque ligne de courant, la pression sur chacune reste égale a sa valeur en
2

x = 0. Puisque dans le plan Oyz on a encore % =5 i = cte (indépendante de y et

2) cette propriété reste vraie au-dela. Il y a donc une premiére contradiction avec le
fait que I'écoulement n'est plus potentiel. Toujours est-il qu'on obtient ainsi un
champ de pression en aval de la forme :

V=

2 v2 2
£=Cte—v—:Cte* é)y 2
M 2 2y’ -a

Par ailleurs I'équation d'Euler s’y écrit :

* Dlune part la fonction potentiel ¢ ne peurrait pas dépendre de y tout en ayant une dérivée partielle v,
par rapport a y nulle, d'autre part il est évident que le rotationnel de ce vecteur présente une compo-

sante non nulle suivant &, .
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gljaci P_ _(‘7 } @)if' 3 _(

i ;]V(Y)ﬁx':ﬁ. soit P =cte.

v_
i
On voit qu'il y a contradiction.

3.3. On sait déja que v, est nul sur la face gauche de la plaque. |l reste a calculer
I'autre composante de la vitesse :

2 -
(,;j((\pz)z%l(;}[yz =0? oy’ +\/(x2 =y gt 4.1'3_»'3}

=ﬁ 4Jr(,1c2 -2 +a2)+ Sxyz___

2x
g 2J(x2~y2+az)2+4x2y2

2 2 2
2 S T T

=i T =
\j(xz—y2+a2)"+4x2y2
soit
S - ) W .4 AR 1
= = = 1+ P
e : \/(x2 - y? +.c12)2 +4x?y? |

= |

[v\/ﬂg\/yz —xlogts \/(x3 = +a3): +-l.r3A\‘3}

C'est une forme indéterminée pour x = 0. |l faut donc faire un développement limité
du dernier terme entre crochets (le premier terme restant fini non nul). sachant que
|vl<a et x<0 dans tout le secteur qui nous intéresse. On neglige un premier

terme en x‘fl ]

e e e |
[%\/vz e H(x: _ 3 +a3): +4_1_2_‘,:}
T e e |
z[’\}% \E“ -XT - AT+ (cr a\“)” + 2.\'3(a2 —_\':)+ 4.x’3_\'3J

puis on fait un développement de la racine dans la racine ;
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£
Vo€
[—0_2 \/yz —x®_p? +\/(x2 = y? +c12)2 +4x2y2}

x2!a2+y2!

~| 2 yz—xz—az+@2‘y2]+'@2uqu}

V2

= | 2
L[ ek 2 i a2 +y2 Vot 212)22 Voﬁl)‘)"
=l—=L—% + = =

’\/5 2—y2 \/5 az__yz aZ_yZ

-1

a

et enfin, puisque €| xy|=—xe|y|=—-xy :

—— -x?-a*+ ¥ t+ta'| +4
|:\E & \/ y? ) ALY J

Yo e -y’
R

On obtient ainsi pour x = 0 :

Vg X x4yt g a3
== o
\/( ~y? +a ) +4x?y s
’ 2, 2 o
=l/-20_ o x*+y“+a NaT o)
\/( -y’ +a ) +4x?y )

Yol v’ +a a’-y
72 (az_yz)z y 2 a*-y y
vo 2y* a’-y? VoY

2 aZ_yZ y \/;‘2_),2.

On écrit donc la pression :

2.4 2 3 2

5 B VoY W a” -2
Pp(Y):Po‘LE(Vo‘Vy):Po*E Vg“_gﬂ—“? =Pu+—117yi-
2 2 T 2 2_y?

3.4 Cette expression diverge bien par valeurs négatives quand y — *a. Mais elle

s’annule avant les bords, aux deux ordonnées vérifiant :
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P(a —}’) ng(ﬂz 2y) 0, soit
wo
y=stia ’E):Jw —+Y
F +HV0

Pour a > |y[ >Y on suppose gu'elle reste positive et trés faible, car elle ne peut de-
venir négative, et on la prend donc nulle pour le calcul qui suit.

3.5. On calcule la résultante des forces de pression en sommant sur la face gauche

de la plaque (sur la face droite la pression est égale a P, et donc nulle) entre les or-
données -Yet Y

A R M L

oo

) Y
- L[(PO vty - %Arctan[gﬂ i,
-y

= L{?_ (P0 + vy )Y - pvg'aArctan(-g-ﬂ Uy

C’est une expression assez lourde quand on reporte la valeur de ¥ mais qui se sim-
plifie considérablement si on néglige le terme de pression devant celui de vitesse.

2
v
On adopte dans ce cas Y ~a e 0, =—— et on obtient :

w2
Y 1]
F = L[Ep\ﬁ Y - ut’f}aArclan( = ﬂu" = L[ [2 W a - pvga Arctan[_ﬁ_JJ 5

- 5 - 8 :
:aL{\/_Euvg — Wy Arctan(--\lﬁ—”u‘ l“ { e Arctan[%ﬂu_ y

v

-

3.6. On en déduit par identification :

C,=+2- Arctan(j_gJ ~0,799.
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C'est une valeur comparable a la valeur expérimentale. L'introduction de la zone de
stagnation et la maniére dont on a traité la divergence de la pression prés des bords,
malgre leur caractere arbitraire, donnent de bons résultats compte tenu de la diffi-
culté de résolution des problemes de mécanique des fluides.

EXERCICE 6

Coefficient de trainée d’une demi-sphére

On utilise de nouveau le modéle de fluide stagnant avec décollement des lignes
de courant en 'appliquant cette fois a une demi-sphére immobile. Elle est placée
dans un écoulement uniforme de vitesse a l'infini en amont v, , parallele & son

axe de révolution Oz et on note R son rayon et O le centre de sa base.

AZ

On reprend dans le demi-espace
z <0 la solution pour la sphere T 1‘ I
compléte, obtenue a la fin de
I'exercice 4 et dont le champ de
vitesse s'écrit en coordonnées

spheriques :

3 @] T
vr=v0[l—f—3}c036. ; | ‘

3
Vg = —vo[l +57]sin9.

1

Le décollement a lieu sur la circonférence du disque et on suppose que les lignes
de courant sont paralléles a Oz dans le demi-espace z > 0, la vitesse gardant sui
chacune sa valeur pour z = 0. Dans la zone de stagnation cylindrique placée der-
riere la demi-sphére, le fluide est supposé au repos et la pression y est donc uni-
forme. Enfin, on note Py la pression & l'infini en amont de ia demi-sphére et on ne
tient pas compte de la pesanteur.

1. Ecrire le champ de vitesse pour z>0, hors de la zone de stagnation.
L'écoulement est-il potentiel ? L’équation d’Euler est-elle respectée ?

2. Calculer la résultante F des forces de pression exercées sur la sphere.

3. En déduire le coefficient de trainée C, de la demi-sphére, défini pour ce pro-
bléme par :
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. USC i , ~
F =———1,, § étant sa section dans un plan normal & ;.

%

Dans quel domaine de valeurs du nombre de Reynolds peut-on valider ce résul-
tat ? Les contradictions du modéle permettent-elles de l'invalider ?

4. La valeur expérimentale est de 0,40. Conclure.

s ) o
1. Dans le plan Oxy on a fi= 5 et les composantes de la vitesse s'écrivent :

3
v, =0 et vy :—v0(1+2R?].

soit encore puisque dans ce plan iy = —IZZ :

= R \.
vplan T'-VO(I it F]uz.

Ensuite la vitesse reste indépendante de z
et, pour tout point M de cote z positive, il
faut remplacer r=OM par la distance
r=0N, cest-a-dire la distance de M a
laxe Oz, soit /x> +y?. On écrit donc
pour z>0 :

V. =Wl L+

-

R3
2(x3 +y3)32

Ce vecteur est de la forme f(x._v)ﬁ: et il ne peut s’agir d'un gradient . Par consé-

quent 'écoulement n'est pas potentiel dans cette partie de I'espace. De plus,
I'equation d'Euler s'y écrit :

rad P
—"

= 0 o 0
(v : grad)v — (vii,)=v -

Or la pression ne peut étre uniforme puisque le théoréme de Bernoulli montre qu'elle
a sur chaque ligne de courant la méme valeur que dans le plan z =0 sur la méme

5 .09 4 o9
Le systtme — =0, ot = it === f(x. y) n'a en effet pas de solution.
ox ay 0z
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ligne. Dans ce plan, elle est donnée par P=F, + %(vg = vglan), car 'écoulement y

est encore potentiel, et varie donc avec x et y. L'équation d’Euler aboutit ainsi a une
contradiction. Ceci signifie gque la solution que I'on a postulé en arriére de la demi-
sphére n'est pas réaliste.

2. Sur la face sphérique, ou I'écoulement est potentiel, on a :

0 - 2 2
P(R,0)=F, + (vo—v ):P0+%{v§_M]:pO+HV0 []_951n QJ

4 2 4
; T Spvz
et sur la face plane elle vaut par continuité P R,—z- , soit Py — TD . On en déduit,

la symétrie cylindrique du probléme permettant d'affirmer que la résuitante F des
forces de pression sur la demi-sphére est portée par i,

Qo n 2n 5 . - - )
. J¢=DP(R,8)R sin0d0dgii, - | _)dgu

disque E

2
n 2n s L " N
[_ '[9”“2 I¢:0 P(R.O)R sin640db(E, -,)~ IdisqueP(R‘Z)dS}u:

2n 2
{j“ | 2l St Ao .neded¢cose+j 9”"%5}

P(R,

Il

0=n/2 J$=0 -8

9Imuvg R : .
- ,Sphm{Pg = st { TS [7 sin’0cos0d0 + ?MSAJIR?}E: -0
2

2
=[ 97tuvR 9;1v0 RQ} Z_9u0 de

disque

16 8 16

3. Avec S = tR? on obtient par identification :

9
C, ===1125.
8

Z

Cette valeur a été obtenue en ayant calculé la trainée seulement par le « déficit » de
vitesse du fluide en arriére de la sphére. On n'a pas tenu compte de la viscosite du
fluide, ce qui signifie que la trainée de frottement (que nous avons « oubliée ») dans
la couche limite doit étre négligeable devant la force calculée pour que la valeur de
C, soit acceptable. Il faut donc se placer dans des écoulements a trés grands nom-
bres de Reynolds. Plus précisément, notre résultat correspond a la valeur asympto-
tique de la fonction C, (X) quand K tend vers l'infini.

Nous avons par ailleurs vu que le modéle de fluide stagnant avec écoulement pa-
ralléle en aval de I'obstacle est irréaliste. Toutefois, le seul résultat a priori que nous
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avons utilisé est que le fluide est au repos au contact de la face arriere de la demi-
sphére. Or cette hypothése n'est pas remise en cause si on admet que la zone de
stagnation a une géométrie plus complexe que celle d'un cylindre. On peut donc
admettre qu'il y a stagnation tout prés de la face arriére de la demi-sphére, que ceci
se produit dans un volume dont la forme permet le respect de I'équation d'Euler
dans I'écoulement en aval et il n'est pas besoin de rechercher (a l'issue d'un calcul
épouvantable !) les limites géométriques de ce volume pour connaitre la pression

: s ;
sur cette face. |l suffit d'adopter la valeur en 0= - caron peut raisonnablement

;o

continuer a supposer que cette zone « nait » sur la circonférence du disque.

4. La valeur expérimentale est prés de trois fois inférieure. Ceci signifie que le déficit
de quantité de mouvement n'est en réalité pas aussi important que dans notre mo-
déle. Méme s'il existe une zone de stagnation, le fluide n'y est pas complétement au
repos. Il a simplement une composante Vv; plus faible qu'ailleurs.

EXERCICE 7

Oscillations d’une bulle dans un fluide

Une réaction exothermique violente dans un fluide au repos produit une bulle de
gaz dans laquelle la pression et la température sont initialement trés élevées. La
bulle se dilate rapidement dans le fluide et on recherche |'évolution de son rayon
R(t), de sa pression P(t) et de sa température T(¢) au cours du temps.

On travaille en coordonnées sphériques. le centre O de la bulle étant supposé
fixe, et on fait les hypotheses suivantes :

- la réaction exothermique a lieu a l'origine des temps et crée instantanément une
bulle de gaz parfait de rayon Ry, de température T;. de pression P, et de coeffi-

cient constant y = %

- toute I'énergie libéree par la réaction est initialement sous forme d'énergie in-
terne du gaz,

- I'évolution est suffisamment rapide pour négliger les échanges thermiques entre
le fluide et ia bulle, mais on la suppose réversible dans celle-ci,

- la température et la pression sont uniformes a tout instant dans la bulle,

- la pression dans le fluide trés loin de la bulle reste égale a la constante P, , trés

inferieure a P, et il est rigoureusement incompressible, de masse volumique 1,

- la pesanteur est négligée.
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On donne la divergence en coordonnées sphériques :
0 (129, )o L2 1
’ rsin@ oo

- |
dlvv=—2— ry
r

B *+5ing 20 SinBVe) +

1. Montrer que le champ de vitesse apparaissant dans le fluide est de la forme :

-
e )= erR .

2. Projeter 'équation d'Euler sur le vecteur i, et lintégrer de R(t) a linfini. En
déduire 'équation différentielle que vérifie R(r) en fonction de P(r) etde P,,.

3. Etablir la relation entre P(¢), R(t), Py et R, traduisant la deuxiéme hypothése.

. : du : : . '
4.1. On pose u = R, Exprimer IR et en deduire I'équation différentieile vérifiée

par la nouvelle variable u(R).

, u
4.2. On pose enfin U = ;— et x= R£ Donner I'équation différentielle adimen-
0 0

P
sionnée vérifiée par U en fonction du paramétre positif a = P%O :
0

4.3. On aboutit ainsi & une équation linéaire qu'on peut intégrer par variation de la
constante. De quelle équation du premier ordre est solution f(x):st(x) ?
Quelle est la condition initiale sur f?

4.4. Déterminer f(x). En déduire I'équation différentielle donnant I'évolution du

, _ . F(x,a)
rayon de la bulle pendant la phase d'expansion sous la forme X B T

étant une constante homogéne & une durée et F une fonction sans dimension.

5. L'équation n'est pas li-
néaire. Mais on constate
ci-contre que la solution
obtenue numeriqguement
pour les valeurs intéres-
santes de a, inférieures a
0,01, est décrite dans sa
phase de croissance par
des courbes toutes sem-

blables, d'allure elliptique. 0 200 400 600 T
On pose donc :
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¢ 2
-X
[T ) _ _(x - Y)2 1
AT
t
5.1. On note x,, la valeur maximale de x et O la valeur de — pour laguelle elle est
T

obtenue. Exprimer les quatre constantes X, Y, 4 et B en fonction de x,, et O et
préeciser leur signification.

5.2. De quelle équation du troisieme degré est solution x,, ? La résoudre de ma-
niére approchée sachant que a est petit. On remarquera pour cela que la solution
est proche d'une valeur évidente et on fera une approximation linéaire.

5.3. On montre que O est donné de maniére satisfaisante par la relation :

0= G avec o =0,8231...
aCl
Expliciter la fonction R().
5.4. En déduire R(t), P(t) et T(t).

5.5. Quelle est la pression finale ? Comment expliquer qu'elle est inférieure a
P. ? Que va-t-il forcément se passer aprés la phase d'expansion ?

5.6. Sur les courbes de la page précédente une condition initiale semble violée,
laquelle ? Que faudrait-il faire pour vérifier qu'elle est bien respectée ? Que pen-
ser alors de la modélisation par un arc d’ellipse ?

6. On adopte les valeurs numériques suivantes, R, =30 cm. T, = 5000 K.
P, =1000 bars, P, =1 bar, u=10° litg.mf3 (milieu liquide).

6.1. Calculer le rayon, la pression et la température de la bulle & la fin de Ia phase
d'expansion.

6.2. Calculer la duree de l'expansion et évaluer une vitesse moyenne de crois-
sance de la bulle.

7. Quelle est I'équation vérifiee par R(7) aprés la phase d'expansion ? En déduire

que la bulle a un comportement périodique et donner sa période avec les valeurs
numeérigues précédemment données.

8.1. Décrire qualitativement le mouvement du fluide et déterminer pour une parti-
cule fluide la fonction r(z).
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8.2. En déduire I'amplitude & de ses oscillations suffisamment loin de la bulle et

: : 1
montrer qu'elle varie en oy
G

9. Reprendre les différentes applications numériques avec | =1 kg.m—3 {milieu
gazeux). Quel phénomene apparait alors ? Quelle en est la conséquence ?

10. L'écoulement est-il potentiel ? Pouvait-on le savoir a priori ? La réponse au-
rait-elle permis une autre méthode de résolution ?

1. Dans un fluide incompressible, 'équation de continuité s'écrit divv =0 et, du fait

de son isotropie, la bulle crée dans celui-ci un mouvement radial et indépendant de
la direction. On a donc V(M )= v(r, )i, dans le fluide et I'équation de continuité se
réduit a :

Lzag( 2v)=0, soit r?v=f(t).

Pour déterminer la « constante » d'intégration f(¢), il suffit d’écrire la continuité de
la vitesse a la surface de la bulle :

g2t

=R?R eton obtient :
dt

f(6)=R?v(R,1)=

Wr, t)—R R

2. Puisqu’on ne tient pas compte de la pesanteur, 'équation d’'Euler dans le fluide
s'écrit :

o (. —\. gradP dv. il
§+(v-grad)v=— " _(}‘tu'+(v8rv

En projection sur 4, elle donne :

ov 0 1 0P : ,
+V—=————, soitencore
ot a n or
18 sy, 8% 18P 1 d{(,» o(v?
— === =— " R?R)+—| —|.
r? 5I(R R)+ 81‘( 2 ] wor g2 dt( ) or\ 2

On peut alors l'intégrer aisément :
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d ik, [o2 [ P
d(R RJJ‘ "EJ{?]@ _[_;:IR'

A la surface de la bulle, on a continuité de la pression qu'on prend donc égale a la

pression interne P(I) et il est par ailleurs clair que le fluide est encore au repos a
I'infini, d'ou I'équation :

Id(R R)_R_2 P@)-P,

® — RR 2
Rdt R

2 u 2
3. L'évolution de la bulle est adiabatique et réversible. On peut donc écrire la relation
de Laplace pour le gaz parfait qu'elle contient :

PV = cte= PV, weit PRI =FJR™

4.1. L'équation différentielle devient ainsi :

Avec u=R% ona:

@_,‘L(Rz)zﬂ d (Rz),

dR ~ dR dR dt (2RR)=2R

1
R
et I'équation différentielle précédente donne :

Rau 3u_ PR P,
2

4.2. On peut encore |'écrire :

Rpdu S R'_ P
IBdR 2R B B

_{@ ég_x%v__a t final t:
7 dr 5 = et rinalement :

L

4.3. L'équation est linéaire et on commence donc par chercher la solution sans se-
cond membre, qui s'obtient aisément. Avec :
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%+£=0, soit %+3%=0, ona:
k
U=—.
o

On recherche la solution compléte par variation de la constante, c'est-a-dire sous la

X
forme U = JLB) ce qui reporté dans I'équation compléte donne :
X

Ldf 3f 3f_ 2 2a

e e RoDiE
ide ¢ ¢ P x
d
i=2x2‘37’ —3ay? =i—2ax2.
dx x2

La fonction f s'écrit en fonction des grandeurs physiques :

R p .
= llx)=—-— 1%
)= 0 - X

Toute I'énergie du gaz est initialement de I'énergie interne, donc la bulle a initiale-
ment une vitesse d'expansion nulle, x valant alors 1, et la condition initiale sur f est

de ce fait f(1)=0.
4.4 L'intégration est immédiate :

7 gy
==

X

+ cte et, compte tenu de la condition initiale :

f:2—%+2—3a—(1—x3).

En revenant aux grandeurs physiques il vient :

. 3
ii'zzz_zRO L 2a l_R , ou encore :
R; Po R 3 R

3 4 3
pro2h R R alK
n iR R* 3R '
Le rayon de la bulle est une fonction croissante du temps, au moins tant que P(z)
est supérieure &8 P, et on adonc:
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a—— ., |1 2
= i ] R; AR{? +a(R—$ = . 8Bt ;
B B B
e il 74
i< {i,—iﬁ( - —lﬂ -
wRg Lx® xt 3hx /]

[uRZ -
Ko et I'équation est bien de la forme indiqueée.

\ 2F,

5.1. Les quatre constantes géométriques cor-
respondent respectivement aux coordonnées
cartésiennes du centre C de l'ellipse et a ses
demi-axes (Cf. ci-contre). L'ellipse apparais-
sant tangente a I'axe des ordonnées au dé-
part et sachant que x(0)=1 on a de maniére
évidente :

On pose 1=

X=0,Y=], A=0etB=1x, -1.

5.2. La valeur maximale de x est atteinte a I'instant ol x s'annule. |l faut donc cher-
cher la racine de la fonction F, (x), cest-a-dire résoudre I'équation du quatrieme

degré ;

X X 3ix % 3x 1 ™
x—1 ax 3
—%[l—(l+x+x‘ }
4
X
el puisque x, =1 ne peut convenir physiquement il s'agit bien d'une équation du

troisieme degre :
l—%r—'(1+x+x2)=0‘ soit x> + x? +x—%=0.

Il'n'y a qu'un changement de signe dans la suite des coefficients de ce polynéme

I . . 2 3
donc il existe au maximum une racine positive. Comme — est grand devant 1, elle
a
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doit &tre elle aussi grande et donc approximativement donnée par x° w% en gar-

dant la puissance dominante du polynéme ¢ On recherche alors la solution sous la
forme :

33113
: o =(Ej (1+€) avec |g[<<1.

On reporte dans I'équation en faisant une approximation linéaire des puissances ;

. (1+3e)+ 2 2B(l+2a)+ 3 ”3(1+g)_§=0
(a] ( ) [aJ a

a

et il vient :
2/3 1/3 2/3 1/3
) ) b)) o
a a a a a
2{ 213 . 3: 1/3 - a- 1/3
o a o _(a 1/3 3

2/3 17137 {3 13 2/3°
LT A G
a a a 3 5

A I'approximation linéaire, on se satisfait méme de :

EH__]_(EJUS
- 313

car les autres termes sont au moins d'un ordre de grandeur inférieur. On retient

donc :
(3)”3 ][a}!ﬁ (3)]/’3 1
I o [ (A
a 3% 3 a 3

5.3. De I'équation de l'ellipse, on tire pour la partie ascendante de la courbe (pour
laquelle il faut assurer x(z = 0) > 0 par le choix du signe devant B) :

1/3
3
o Plus précisément, la racine cherchée est grande si (—) >>1 etnonsi —>>1, ce qui est plus
a a

restrictif. Si on prend un ordre de grandeur 10 comme critére, la seconde condition impose a < (0.3
alors que la premiére impose a < 0,003.



158 Exercices de Mécanique des fluides

I I s PP [ Y

[ 2
R(t)=Ryx =R, +RO|:(Z)”3 4} 1—(‘—“5J

el

5.4. En dérivant par rapport au temps on obtient :

o [l “ .
_pa%fats |
. 3 4 21[2'{ Raa*[r3v?® 4 =T
R(r)zR{(z') _} - )Ry ] .

a

Puis en réecrivant la relation de Laplace :

BRY BRY B,

P(r)=

f

R R?
1{(
a,

et enfin, sachant qu'elle s'écrit également TV '~ = cte en substituant le volume a la
pression :

(5]
A
|
{8 N (5
== _ F
-
I
—
!
to
3 =
—
|

3(y-1
T(r)= TR _ToR, _ Ty

-

R B EEE

e — ! ; <
5.5 La pression finale s'obtient lorsque - =0 . soit 1 = T— et a pour expression :
i a>



Ecoulements potentiels 159

Py
Le rapport F— vaut donc :

B _mlay 1] _afsye 1"
P, P, lla 3] alla 3

Avec a suffisamment petit, il est environ égal a ;

-4
£~1 3 173 —] a 4/3_a1/3~0231 5
P, ~al\a “a\3) TamEheNET

Ce rapport est nettement plus petit que 1. Lorsque la bulle cesse de se dilater, elle
posséde ainsi une pression interne trés inférieure a celle régnant dans le fluide. Ce
n'est pas surprenant. Tant que sa pression est supérieure & P_, la bulle se dilate
avec une vitesse qui augmente au cours du temps (accélération positive), puis
quand sa pression devient inférieure a P, du fait de la dilatation elle continue & voir
son rayon croitre mais de plus en plus lentement (accélération négative). Il est donc
normal que sa pression soit inférieure & P, quand elle cesse sa croissance. Bien
entendu, elle est alors comprimée par le fluide et une phase de rétraction va succe-
der a celle d’expansion.

5.6. On a déja noté que la vitesse de crois- A
sance initiale de la bulle est nulle. Par consé-
quent, les courbes représentant x(7) de-
vraient démarrer, quel que soit @, avec une
tangentc.'.- horizontale. Po_ur le veérifier, il fau- 200m 4 lorigine
drait faire un « agrandlsseme_nt » de’ ces I dosla ol &
courbes au voisinage de leur point de départ. 1\ 1 5
Le fait que ceci n'apparaisse pas sur les i
courbes signifie que le point d’inflexion I se (-
trouve trés prés de l'axe vertical. Physique- 0 P
ment, ce point traduit le changement de signe

de la dérivée seconde R(z). Il correspond donc & peu prés a l'égalitt P =P, quia
ainsi lieu trés tot, a peu prés seulement car la pression exercée sur la bulle par le
fluide n'est pas égale a P, mais P(t) puisqu'on a justement utilisé la continuité de
la pression a la surface de la bulle pour résoudre ce probléme.

La modélisation par un arc d'ellipse ne convient pas aux tous premiers instants.
Pour faire mieux, on cherche une expression asymptotique de I'équation différen-
tielle, obtenue a la fin de la question 4.4, pour x trés voisin de 1. On pose x =1+¢
avec € << et on linéarise I'équation :
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172 12

= il ..__,.._‘]__4 +C—I{ : - IJ = ] {l —38—1+4E+E(—38)}

T (1+e) (+¢)' 3\ (1+¢) T 3

1 2 _l-a -

o= == = E

o-ae]? =S

puis on sépare les variables :
g V2de= —n“lt_gdr, dou 2e= "jl%at +cte.

1

1-a
La condition initiale £(0)= 0 donne cte =0, soit €= (l{ -

4

2 5
J1-a l—-aft)\ - A
=1 tl =1+—==1{ . =
* J{ It ] i [rj ‘ /
. f point de

On a donc un comportement parabolique au départ. \i . ‘raccordement
| €

2
t] et il vient enfin :

Pour le raccorder a la modélisation elliptique, on
pourrait par exemple chercher le point d'intersection

des deux courbes (parabole et ellipse) et adopter
'équation de la conique au-dela de celui-ci, & condi- L
tion que le point de raccordement se trouve trés prés
de l'axe vertical.

A 4

™~

: 2 3
6.1. On obtient toutes les valeurs finales pour 1 = _‘_r_‘ soitavec a0 =10 - -

au
1/3
3 4
Rf =R0 +R0[(E] -3}24,23 m,
i i
Pp=—0 ——=0,0254 bar, T, =——2—=355K

) o

La pression est effectivement trés inférieure a celle régnant loin dans le fluide.

(i

6.2. La durée en question est donnée par :

2t _ 2R I H
== =""0 L2 _0395s
a® a“ \r 2P0
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C’est un phénomene tres rapide et on peut définir seulement une vitesse moyenne
d'expansion car on n'a pas le temps de « voir » le détail de la fonction R(z) :

R, - R
0 _995ms™
Iy

R=

7. L'équation différentielle obtenue a la question 4.4 :

w R R* 3R

a été établie sans considération de signe sur R et reste de ce fait valable, mais il
faut maintenant faire apparaitre un signe négatif en prenant la racine carrée. On
écrit donc directement :

2P [R? RY r: "
B chalBe B calife gl
giR Rt 3.\R

On a ainsi pour chaque valeur de R la vitesse exactement opposée de celle de la
phase de dilatation. Il se produit par conséquent une contraction parfaitement sy-
métrique de cette premiere phase. Elle s'achéve quand R s'annule, c'est-a-dire au
bout d'une durée supplémentaire 7. On a ainsi retrouvé I'état initial de la bulle,
avec une pression interne trés supérieure a celle du fluide. Ce caractere reversible
provient du fait qu’on n'a pris en compte aucun phénoméne de dissipation lors de
I'évolution (notamment pas d’échange thermique avec le fluide).

Il apparait finalement un comportement périodique, formé d'une alternance
d'expansions et de contractions symétriques, de période th, L’application numéri-
que donne 0,79 s pour celle-ci.

o

Il va donc

R
8.1. Le champ de vitesse a pour expression dans le fluide v(r,1)=——.
2

. — . : ; 1
reproduire les oscillations de la bulle mais avec une amplitude amortie en —-.
e

On passe en représentation lagrangienne en remplacant pour une particule fluide le

' = = = o dr(t)
champ de vitesse eulérien v(r,7) par I'équation différentielle v(t):7 et en
l'intégrant par rapport au temps :

o
ar _R'R it r2dr=R?Rdt = R%R
a2

et on obtient ;
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3 3 1/3
% = RT +cte douenfin r(f)= (R3 G)+rs ~ Rg) ,
ry étant la distance de la particule fluide considérée au centre de la bulle a l'instant
initial (ry, > Ry).

Remarquons que cette relation traduit simplement I'incompressibilité du fluide. Le

volume de matiére compris initialement entre les rayons ry, et R, doit rester le méme

au cours du temps. Quand R varie, il faut donc que r varie d'une quantité telle que

4nr? - 4nR’
3

reste constant.

8.2. A grande distance, la particule décrit un mouvement d'oscillations d'amplitude

'3

3 Al
3 13 e ) —1
6:(R5(1+xm)3+r§~R§) —rﬂ=r0{]+Rg( :’T)l -,
0

3 3
%(HRSQHM) IJ—ro=R39”’”) !

3rs s

2
Comme Ri apparait proportionnel & ——S— on constate que d est petit devant R, et a

0 o
fortiori devant ry. La particule fluide se déplace donc peu relativement a sa distance
. e RGN L) ==
a O et on peut donc poser r(z) = r,, soit & ~ Ry ~——"— — sans chercher a pré-
Tioa

ciser quelle valeur instantanée de r(¢) il faut utiliser.

On avait déja noté cette variation comme l'inverse du carré de la distance a O au
début de la question précédente.

9. Les valeurs de R,r, Pyet T, ne dependent pas de la masse volumique du fluide et
restent par consequent inchangées. Par contre, Iy est nettement inférieur (divisé par
1000 ) et vaut 0,0125 s. La vitesse moyenne est donc considérablement aug-

mentée (multipliée par ./ 1000 ) et vaut maintenant 315 ms™.

On voit que R est de l'ordre de grandeur de la vitesse du son dans un gaz. Il est
donc évident qu'au moins dans les premiéres étapes de I'expansion, ol la vitesse de
dilatation est la plus grande, I'écoulement du fluide est supersonique prés de la
bulle. Dans ce cas, le fluide ne peut plus étre considéré comme incompressible et il
se forme une onde de choc sonore qui se propage radialement. C'est la détonation
qui accompagne les réactions explosives,
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L'onde sonore emportant de I'énergie mécanique, les oscillations de la bulle vont
étre amorties et, si 'onde est suffisamment intense, il est méme possible qu'elles
disparaissent dés la premiére pseudo-période.

: ; R°R . .
10. Un champ de vitesse de la forme V(M )= —— U, s'écritimmédiatement comme
r

un gradient :
B 25
= ——grad(—- B;E + f(t)]

et I'écoulement dans le fluide est donc potentiel.

On pouvait en fait le savoir immédiatement grace aux propriétés de symétrie nous
ayant fait choisir un champ de vitesse de la forme v(r,t)u,. En effet, I'équation

v(r,1)ii, = grad admet la solution formelle o(r,7)= '[v(r,t)dr + f(r) quelle que

soit 'expression analytique de la fonction v(r,7) (méme si lintégrale n'a pas de pri-
mitive connue). On peut également vérifier qu'un tel champ de vitesse est un gra-
dient en s'assurant que rot[v(r,t)iir] est identiquement nul sans condition sur

I'expression analytique de v(r,t) (Cf. I'expression du rotationnel en coordonnées
sphériques donnée dans I'énoncé de 'exercice 4).

On aurait alors pu utiliser 'équation de Laplace pour une fonction potentiel de la
forme ¢(r, ) du fait des invariances :

1 8( ,0
A(p——za—[ Ia‘pj+0+o 0.

On aurait obtenu successivement :

2 a(P " f(t) a(P f}g

ce qui est v(r, I) par définition du gradient.

On n‘aurait donc rien trouvé de plus que ce que nous a donné I'équation de conti-
nuité. Le caractére potentiel de I'écoulement n'est donc d'aucune aide particuliere
pour étudier ce probléme. Par contre, si on voulait déterminer le champ de pression
. 5 ; = - oo P v’

instantanée dans le fluide, I'uniformité de la combinaison o + _H + el pour les

écoulements potentiels non stationnaires de fluides parfaits incompressibles nous
permettrait de I'obtenir immeédiatement sans avoir a intégrer I'equation d’Euler :

gr_afP —%—f—(v grad)
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EXERCICE 8

Dilution d’une bulle dans un fluide

On reprend l'exercice précédent qui étudie I'évolution du rayon d'une bulle ga-
zeuse dans un fluide incompressible en I'absence de pesanteur, en se limitant au
cas ou la pression est nulle dans le fluide trés loin de la bulle, seul cas qui pos-
sede une solution analytique. L'équation différentielle régissant I'évolution de son
rayon R(r) au cours du temps est alors pendant la phase de dilatation :

1/2
. {0EME X
R= ZHO{RZgRa} (pour P, =0),

p étant la masse volumique du fluide, Ry le rayon initial de la bulle et Py la pres-
sion initiale a l'intérieur de celle-ci.

R
1. L'intégrer sous la forme ¢ = ¢(x) et tracer la courbe x(t), avec x = ¥
0

2.1. Montrer en utilisant le caractére potentiel de I'écoulement que le champ de
pression dans le fluide est donné par :

2_Ldjpay RS

woordr 2rt

On le note p pour éviter toute confusion avec la pression P(!) uniforme dans la

bulle et on rappelle I'expression de la divergence d'un champ de vecteur en coor-
données sphériques :

e 1 1 8 ,. 1 v
divi=— 9 (2 )4 12 i
= ar(r v')+rsinBE‘O(Slneva)+}'sin9 2%

(%]

2.2. Retrouver cette expression de p en partant de I'équation d'Euler.
2.3. Exprimer p en fonction de r, Py, Ry et R(t).

3.1. Montrer qu'il existe un maximum de pression a une certaine distance du cen-
tre de la bulle. A partir de quel instant apparait-il ?

! ; . r
3.2. Représenter graphiquement P£ en fonction de — & différents instants.
0 0

3.3. Pouvait-on prévoir que le maximum instantané dépasserait P(t) ?
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3.4. Calculer la vitesse de déplacement de ce maximum lorsque R >> R, . La
comparer a celle des particules fluides. Commenter.

4.1. A quel instant et pour quelle valeur de R la vitesse d’expansion de la bulle
est-elle la plus grande ?

4.2. Quelle valeur minimale de P, fait apparaitre une onde de choc ?

4.3. Faire I'application numérique pour l'eau, avec | = 10° kg.m_3 et ¢=1450

ms™, puis pour l'air, avec p =117 kg.n’f3 et ¢ =346 ms . Comparer les deux
valeurs.

5.1. La pression et la température étant supposées uniformes dans la bulle, ex-
primer le champ de vitesse a l'intérieur de celle-ci en fonction de R, R et r.

5.2. Montrer que I'equation d’Euler aboutit alors a une contradiction.

5.3. Que peut-on en conclure sur la validité de la solution dans le fluide ? On
pourra se référer a I'exercice précédent pour observer de quelle maniére a été
obtenue I'équation différentielle d'évolution du rayon de la bulle.

g
1. On pose encore une fois x = R et T= EETO , de maniere a écrire I'équation
0 0

sous une forme plus simple :

172
. 11 1 1 . . )
X = _(F —?J - ¥1h’ —1 eton sépare les variables :

xldx _di
-1 T

Il reste a intégrer par parties compte tenu des conditions initiales :

%:L"j%:[zuzm]fw[lxam u—1du

327% _ 132
=2x2m_[w;_1)._} [,
I

s — talx-02 [16@-12]°
=2x°fx—-1- 3 - 5
1
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etil vient :

3/2 B2
i = 3)(3\/,1( -1- 81(-}(—3 i - ]f’("(l 5])— 1“5 Afx—1 (3)(3 +4x+8
La relation n'est pas inversible , 4
car x serait donné en fonction
de f en résolvant une équation 5
du cinquieme degré. Mais, le
second membre etant une
fonction monotone croissante P
de x (car le polynéme du se-
cond degré présente son mi-
nimum pour une valeur néga-
tive de x), il est clair que x, et () >,
donc R, est une fonction mo- 0 10 20 30
notone croissante du temps.
On a d'ailleurs I'expression asymptotigue :

52

5

0 -
= pour ! suffisamment grand devant T, d'ou :
T

5/
ey
X = 5‘; .

2.1. Dans un fluide incompressible, I'équation de continuité s'écrit div v =0 Du fait

de son isotropie, le mouvement induit dans le fluide par 'expansion de la bulle est
radial et indépendant de la direction, soit V(M )=(r.7)i, . L'équation de continuité
donne alors :

1 ¢
r2 or

(rzv)=0, soit r?v=f().

Pour determiner la « constante » d'intégration f(r). il suffit d'écrire la continuité de
la vitesse a la surface de la bulle :

f(6)=R?v(R,1)= R? % =R?R eton obtient -

virdl= R;E A

re

Or, on voit aisément que :
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et la fonction o(r,¢)= ——R—rR— est donc un potentiel des vitesses acceptable. Dans

2

0
ce cas, on sait que la combinaison -5? +—+ % est uniforme dans le fluide a tout
2
instant et on peut donc écrire :
5
P 2 2 27 2p\°
M=%+i+vj_a_(p_v_:0+0+o+g R°R _l R°R
L ot IR A 2 ot r 20 2

ldifessy RIR?
:FE(RZR)- =

2.2. Puisqu’'on ne tient pas compte de la pesanteur, I'équation d'Euler dans le fluide
s’écrit :

(e ==\ gradP v ( 8).
§+(v grad)V— " —atu,+[var)v

et elle donne en projection sur i, :

ov ov 1 6P
=i VT:-‘*’; =
ot or L or

Onadonc:
5 25\
Lo 12 (gag) 2(VE) L d (o) Of(RR]
p. E?r r2 (31‘ @r 2 r2 dt ar 2r4

et on intégre sans difficulté :

A Tinfini on doit retrouver une pression nulle et la fonction f est donc nécessairement
identiquement nulle. On obtient ainsi la méme expression qua la question préce-
dente.

2.3. On explicite la vitesse de croissance du rayon de la bulle dans I'expression du
champ de pression :
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112 1272
Rz\xzpo R R | b e 2B (_1393__1%‘
3 4 4 3 4
R° R 2r wirR R

o ( (mir-rt)” ) - (riR- R7)

II
~ =
tl.|a_
r\) e

| -

~
—

a
: P
-2 Zﬁ(R R-R!)" RO‘;R r”(RnR R:)

et en réexplicitant @ ;
g dr

3 4172
B o (pip_pe) g3 (2P0 Ro Ry )\ Byfpsp pa
P - u(o 0) 0 LR R r4(o 0)

_R R 1 RO—RJ

— — +
r R? rR* P

B (sjn &)
2

3.1. Le champ de pression présente un extremum si la dérivée partielle de p par
rapport a r s'annule, soit :

—R -
I s =0 et cecia lieu pour :

~[1R*(R-R,)|" = RH = %Hm

Il s’agit d'un maximum puisqu’il est unique alors que la pression est positive par dé-
finition et tend vers O a 'infini. Mais ce résultat n'a de sens que si la valeur de r ainsi
obtenue est supérieure a R(t) car la pression est par hypothése uniforme a l'inté-
rieur de la bulle. Il faut donc respecter la condition :

En reportant 'inegalité x > 3 dans I'expression obtenue a la question 1 il vient :
t 2[4 (.16 ,4 2 \F 56
—>— —+4—+ :
. > 5V3 " (3 43 8] 33 ~ 1,44

Avant cet instant, la pression dans le fluide décroit monotonement avec la distance
et est donc maximale dans la bulle.
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3.2. La partie horizontale de
chaque courbe (Cf. ci-contre)
correspond a la pression uni-
forme P(t) dans la bulle et on

constate bien que le maximum
de pression dans le fluide (vi-
sualisé par un carré noir) n'ap-
parait pas immédiatement. |l
faut aussi noter gu’il n'est pas
tres marque, qu'il « s'etale »
au cours du temps, mais qu'il
est néanmoins supérieur a la
pression instantanée dans la
bulle. C'est donc une surpres-
sion, située devant la bulle.

3.3. D'apreés les résultats de la question 1, la vitesse d'expansion de la bulle décroit
au cours du temps. Ceci signifie que, malgré une pression nulle a grande distance
dans le fluide, les forces de pression qui s'exercent sur elle s'opposent a la dilata-
tion. A proximité de la bulle, la pression dans le fluide est donc supérieure a sa pres-
sion interne. Le maximum ne peut par consequent étre que supeérieur a P(I)A

3.4. Lorsque R >> R, la vitesse de déplacement de cette surpression est :

1/3
_4d _Ry AL pl_ A3 5 1 s0k
vy == RHl RH ~ WP RI= 4 R~ 159R.

Elle progresse plus vite dans le fluide que le rayon de la bulle.
On sait par ailleurs que le champ de vitesse dans le fluide s'écrit :

_R’R
r

<R<v

¥ P

et par conséquent la surpression se déplace plus rapidement que les particules flui-
des. On a donc affaire a la progression d’'une grandeur physique non associée a un
déplacement conjoint de matiere. Il s'agit d'une onde (plus précisement d'un front
d’onde unique).

4.1. La fonction R(R) est continue sur son domaine et a pour limites 0 et 0. Elle
présente donc au moins un extremum et, avec pour équivalent :

25 Ry

R(R — +0)~ R

il existe nécessairement un maximum. Pour le localiser, on calcule la déerivée :



170 Exercices de Mécanique des fluides

ar ‘/2;}, aRt 3RIVR: RA]
dR 2\ p | RS R'|R R
- -12
R (4Rn "3J{RJ _R[}-‘
"R*V2ul R B R

_ 4R,
et on voit gu'elle s'annule seulement une fois, pour R = -

Il s’agit donc du

maximum recherché et on a alors :

-CRGY (] R

L'instant correspondant est défini par :

4543
Ceci se produit trés t6t, comme on peut le vérifier sur la figure de la question 1

4.2. |l faut que la vitesse d’expansion de la bulle atteigne au moins la vitesse du son
quand elle est maximale pour qu'un écoulement transsonique apparaisse. On écrit
donc :

3 |6P, . 128uc?
o EEELL b > —
T 26, soith = 27

4.3. Dans le cas de 'eau, on obtient P, > 10" Pa =10 bars. Pour I'air on trouve

Pﬂztﬁ,ﬁ?.lO5 Pa=6,67 bars Les effets sonores associés a l'expansion sont

beaucoup plus discrets dans un fluide dense. Pour entendre le « bang » de la déto-
nation dans un liquide, il faut une réaction explosive beaucoup plus violente que
dans un gaz.

5.1. Dans la bulle I'ecoulement est encore isotrope et radial mais il faut tenir compte
de la compressibilité. L'uniformité de la pression et de la température entrainent
egalement celle de la masse volumique du fait de l'equation d'état. On a alors, en
notant m la masse constante du gaz contenu dans la bulle :

Hbulle = et 'equation de continuité s'y écrit :

( 3m
- + div wvir,t)u }:0. soit encore :
8(4TER3J L@ R’ 1)
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d(.2 3R >
U=
L'intégration donne :
2. R 3 LR ()
riv=or + f(¢), soit V=rt 2

5.2 L'accélération des particules fluides dans la bulle s'écrit alors :

R

dr di R R? E?il-u R-Rz

dﬁ_d(Ra]_{Rr R*r Rerﬂ _(K‘_r R*r  Rv
= e Life

[(Er"RPr R, Br.
= ‘Rf—?ﬂ'? urwﬁ—ur

et 'équation d’Euler donne pour le champ de pression :

gradP 4V Rr

M d R

8P~Yru_j?—7r_73mﬁr

or R~ 4nRr?’

=———=—"—Ii,, soiten projetant sur i, :

R

:

ce qui signifie qu'il n’est pas uniforme. Ce résultat contredit I'hypothese d'uniformite

qui a servi & I'obtenir.

5.3. On ne peut donc pas considérer la pression et la températures uniformes dans
la bulle. Or I'hypothése d'uniformité de la pression a été utilisée dans l'exercice pre-
cédent pour obtenir I'équation différentielle vérifiée par R. Plus précisement, on a

écrit la condition d’évolution adiabatique sous la forme PR*" = PORSY et il serait

bien difficile d’en trouver une expression mathématique exploitable en cas de non-

: - . : . -
uniformité. On pourrait toujours écrire localement P 'T" =cte au cours de
I'évolution d’une particule fluide, mais comment relier pression interne et rayon de la

bulle ?
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EXERCICE 9

Source tournante

Un tube cylindrique de rayon R est percé sur sa face latérale d'un grand nombre
de trous et constitue une source de fluide parfait incompressible de débit volumi-
que Dy par unité de hauteur le long de son axe de révolution Oz. L'émission est
normalement radiale et on la suppose invariante par rotation et par translation re-
lativement a cet axe. |l s'agit alors d'un écoulement potentiel plan. On note p la
masse volumigue du fluide, on se place en régime stationnaire et on ne tient pas
compte de la pesanteur. On rappelle enfin qu'en coordonnées cylindriques la di-
Vergence a pour expression :

. = 178 )
divy :;5(}"]}")-} e

1. Ecrire le champ de vitesse en coordonnées cylindriques.

2. Le tube est maintenant en rotation a la vitesse angulaire constante () dans le
sens indirect (sens inverse du sens trigonométrique). Sous quelle forme faut-il
chercher cette fois le champ de vitesse ? Quelle est sa composante radiale ?

3. Projeter dans ce méme cas I'équation d'Euler sur la base cylindrique et montrer
2

que la composante orthoradiale est vy = -
=

4. En déduire le champ de vitesse puis celui de pression. On notera P, Ia pres-
sion a l'infini.

e P v? , .
5. La combinaison -+ - est-elle uniforme ? Que peut-on en déduire ? La
TE )
méme deduction peut-elle obtenue sans connaitre le champ de pression ? Quel
probléme se pose alors ?

6. Donner I'équation différentielle des lignes de courant et les représenter graphi-
quement.

7. Quel couple par unité de hauteur faut-il exercer sur le cylindre pour maintenir
sa rotation ? On ne prendra en considération aucune force de frottement.

8. Par construction, le débit D, est proportionnel & la vitesse angulaire du cylin-
dre. Définir une durée caractéristique d'arrét t en I'absence du couple préecédent.
On notera pour cela < le moment d'inertie (constant) par rapport a Oz de
'ensemble du cylindre et du fluide qu'il contient et Q) Ia valeur initiale de

9. A quelle condition cette expression de 1 a-t-elle un sens ?




Ecoulements potentiels 173

1. L'écoulement est radial et, du fait des invariances citées, le champ de vitesse
s'écrit simplement ¥(M) = v(r)i, . L'équation de continuité se limite alors a :

g
divv _?E(W)_ 0.

S : cte . n )
On en déduit rv =cte, soit v=— et la constante d'intégration se détermine en
r

fonction du debit volumique. Celui-ci se conserve a travers toute surface cylindrique
latérale d’axe Oz et on a ainsi :

Dy = IZGH J. V-rdodzi, —I i jzx ctedBdz = 2m x cte.

=
On obtient de cette fagon :

_ DV_
¥(M)= e

2. La rotation du tube ne modifie pas les propriétés d'invariance mais provoque évi-
demment I'apparition d’'une composante orthoradiale du champ de vitesse. On écrit
donc V(M)=v,(r)d, +ve(r)iy. L'équation de continuité donne comme préce-

cte i i : -
demment v, = — et on retrouve a 'aide du débit volumique la méme composante
r

radiale :

_Dy
T 2nr’

3. Pour l'orthoradiale, on est obligé d'utiliser 'equation d’'Euler. Le terme inertiel
s’ecrit ici :

(gl = (v, 2+ & )00, + )]

et 'équation se projette ainsi en :

dv, v§ _10P_ _1dP _ dvg VoV, 1 3P

L BRSNS SRS R

rar Ty wor pdr' 7 oar r pr 00
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car l'invariance par rotation concerne aussi la pression. La seconde projection de
I'équation s'intégre immédiatement en séparant les variables :

dv
ave _ _dr et on en déduit :
Vg r

r

In(vg)=~In(r)+ K, soit vg =KT,

On détermine la constante d'intégration en exprimant la vitesse d'éjection du fluide a
la sortie du tube. Celle-ci s'y écrit du fait de la rotation :

t

#(r =R)=v, (R)i, + QRiiy, d'ou m:%

ce qui donne bien :

QR’
Vi == _
g 7
4. Le champ de vitesse s’écrit finalement :
;-Dv.  OR?.
" 2qr 4 Foe

Celui de pression s'obtient en intégrant la projection radiale de I'équation d'Euler :

aP  vi

e | = R ) i\)_ o — 1 Q-R4 i | L
dr_ur L rdr =H v o =5 _—l -r—*li_:‘dou.

eten posant P = P, a l'infini :

5 i
P=P, —| Q°R* + J—W e
daw~ ) 2r°

5. On exprime cette combinaison :

= — =0 —te
2 p gf? 2¢2 4’ o

2 2
v P_ Dy +Q?—R4+&_(QQR4+_D_5 1 B
2r2

C'est bien une grandeur uniforme, ce qui signifie que I'écoulement est potentiel (ce
qui n'était pas évident a priori).
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On peut normalement établir cette derniére propriété en montrant qu'il existe un po-

tentiel des vitesses. |l faut pour cela résoudre les deux équations aux dérivées par-
tielles :

v, = -
cr | 2wn roo  ° &

0 D 2
N, eV A GRE
La premiére donne :

0="LIn(r)+ £(6)

et en reportant ceci dans la seconde on obtient :

109 _1df _QR’
rod rde

, soit:

f(0)=QR?0 +cte,

ce qui donne finalement ;
D
cp=~2—‘iln(r)+ QR?@ +cte.
I

On constate qu'il existe un probléme d'univocité de cette fonction & chaque fois
gu'on franchit I'axe des x si O n'est pas borné, ainsi qu'un probléme de continuité,
toujours au franchissement de I'axe, si on définit 6 entre 0 et 2. On pourrait donc

douter de la validité de la fonction @ et de ce fait du caractére potentiel de
2
e . : v P ;
I'écoulement, alors que la propriété d'uniformité de el + — ne laisse aucun doute.
]

6. Comme il s’agit d'un écoulement plan, les lignes de courant sont simplement défi-
nies dans un plan orthogonal a Oz par :
(Vadr)-a, =v,rdo —vedr=0, soit:

D 2
_Vdg,..QR
2n i

aE=1"

On sépare les variables :

—DLL'JBSE et il vient ——Q—Ke—z=ln(r)+cte. soit :
2nQR? r 2nQR

D, 0
r=Kex LJ
p(anRZ
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point de départ de la ligne de
courant sur le cylindre, on peut

encore écrire : / / -
f

F = RCXP[QET(EIR:LZ}O )J #: i —

Si on note B la valeur de 0 au / 4

Il s'agit d'une spirale trés ou-
verte, d'autant plus ouverte

D ! - X
gue Y_ est grand, se dé- - /0
veloppant dans le sens des 0 = (_,__,,-/
décroissants puisque () est _
négatif pour une rotation dans -
le sens indirect. e

7. L'éjection de fluide dans un écoulement présentant un caractére tournant
s'accompagne d'une perte de moment cinétique pour le systéme formé par le cylin-
dre et le fluide qu'il contient. Le débit sortant, par la surface latérale du cylindre, de
moment cinétique en O est par unité de hauteur suivant I'axe Oz .

) ZU+I 2n Zo+l 2n -
D, = L:% . OM (v dS)= J.. [ OM  wi(v, Rdbd:)

Zp+l 3 - i .
ZOZO I (Rit, +zii, ) n (v, i, + vgiiy ) (v, Rd0dz)
o+l p2n
=k, J' . (Rvgii, + zv, iy — zvgii, )(v, RdOd?),
soit, puisque les composantes de la vitesse ne dépendent ni de O nide - :
= Zo+l p2m 2 2+l 2
D= ;Lszr\’(, IO J{H) U.dod: + pRv; I_ L - lHadBd:
o+l p2m od
- WRv v .
|~|-R rte L___zo Ie=0 u, Z

Les deux derniéres intégrales sur 0 sont nulles par symetrie “etil reste -

o+l p2 D Q -
D, =uR’ \,t“jz J'Hjt u. d()d'*uR* .4 QRL Uu.do = puR"DyQui. .

&=L

7 . - =
Il suffit de décomposer les deux vecteurs U, et ug sur la base cartésienne pour vorr que

lintegration sur O donne O pour toutes les composantes.
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Le systéeme perd ainsi (en module) du moment cinétique, ce qui signifie qu'il devrait
ralentir et finir par s’arréter. Pour maintenir le régime stationnaire, on doit donc exer-

cer sur le cylindre un couple compensateur @TCO vérifiant le théoréme du moment
cinétique :

Dl _dly -

+D, =01 . soit ici pour un régime stationnaire -
Dt dt el c g

@KO =D[ :LLRZDVgEEZ.

8. On écrit dans ce cas Dy, = AQ (avec A négatif) et le théoréme du moment ciné-
tigue donne cette fois en 'absence de couple extérieur :

DLy _dly
Dt - dr +Df—0 d’ou :
%:—DI :—’_LRZDVQEZ =-pR*AQ%u, avec .(,70 —

On en déduit I'équation différentielle du mouvement :

JQ =—pR?AQ? quis’intégre en :

= Cles

Q

1 uR?At
=

A linstant initial on a O = cte et on écrit finalement :
0

¢ B 2004t) "
Q= ”RFAI+L =Q, 1+“R—0
dJ Q, J

Il s'agit d'une fonction décroissante de 7 en valeur absolue puisque le produit Q4
est positif.

On peut par exemple définir T comme la durée pour laquelie Q est réduit au dixieme
de sa valeur initiale. L'argument de la parenthése est alors égal a 10 quand ¢ = T,
d'ol :
9
pR Q A

9. On a supposé pour aboutir a ce résultat gue I'écoulement est stationnaire (le debit
sortant de moment cinétique dépend du champ de vitesse qui a éte calcule en re-
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gime stationnaire), ce qui est contradictoire avec un ralentissement progressif de la
rotation du cylindre. |l faut donc admettre, si on veut que cette expression de T ait
encore un sens, que la vitesse angulaire décroit suffisamment lentement pour que
I'on soit @ chaque instant dans un état quasi stationnaire. A posteriori. il faudra donc
s'assurer numériguement que la valeur obtenue pour 1 est suffisamment grande.
Plus précisément, on utilisera l'analyse dimensionnelle en comparant la dérivee
temporelle du champ de vitesse et le terme inertiel :

U iy L]
~— et ‘(v -grad}v Im-—.

T R

ov

ot

Notre résolution de I'équation d'Euler est acceptable si :

g<<U—2 soit 't>>E

T R’ U
pour qu'il soit possible de négliger la dériveée temporelle dans le membre de gauche
de I'équation d'Euler. Il reste a définir 'échelle caractéristique de vitesse U/ Il en

D
existe deux indépendantes, —2 ‘;2 et 4R, correspondant aux deux composantes de
b

la vitesse du fluide & la sortie du cylindre. Mais le ralentissement de |a rotation ne
concerne que la composante orthoradiale et c'est donc QR qui est la plus repre-
sentative. On obtient ainsi comme critére de validité :

1
L=S——r
0

Si on veut un critére a priori, il suffit de reprendre |'expression obtenue pour 1

9 1 . s
2 80l

>>1.

Le critere ne dépend en fait d’aucune condition initiale.

EXERCICE 10

Déviation d'un jet par un plan

On étudie la déviation d'un jet de fluide parfait incompressible, de masse volumi-
que L, par une plague plane infinie fixe coincidant avec le plan Oyz. On se place
en régime stationnaire, on suppose a priori 'écoulement potentiel, avec une vi-
tesse normale a la plaque sur 'axe Ox, direction d'émission du jet depuis une
source unigue non précisée.
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On admet également que le probléme est invariant par translation suivant Oz et
que Oxy est un plan de symétrie de I'écoulement. Enfin, on ne tient pas compte
de la pesanteur.

1. Comment s'écrivent les conditions aux limi-
tes sur le potentiel des vitesses en coordon-
nées cartésiennes et quelle doit étre sa forme
générale ?

2. On cherche ce potentiel sous la forme :
o(M)=f(x)5(y).

Existe-t-il une solution acceptable ?

A
v

;]|
=

3. On le cherche ensuite sous la forme :
o(M)=f(x)+g(y).

Existe-t-il une solution acceptable ?

4. On fait maintenant une recherche de solution en coordonnées polaires. Com-
ment s’écrivent les conditions aux limites sur le potentiel des vitesses et quelle
doit étre sa forme générale compte tenu des symétries et invariances ?

On rappelle que le laplacien s'écrit en coordonnées cylindriques :
2 2
A:li(ri +La_+a__
ror\ or) r?2p0% oz%
5. On cherche le potentiel des vitesses sous la forme @(M )= f(r)g(0). Existe-t-

il une solution acceptable ?

6. On le cherche enfin sous la forme o(M)= f(r)+ g(0). Existe-t-il une solution
acceptable ?

7. Que faut-il conclure de cette étude ?

1. Sur la plaque, I'écoulement est nécessairement tangentiel et sur 'axe Ox il doit
rester normal jusqu'a la plaque du fait de la symétrie présupposée. On a donc
v, =0 pour x =0 quels que soient y et zet v, =0 pour y =0 quels que soient x
et z. Le potentiel des vitesses est de la forme (M )= ¢(x, y) du fait de linvariance
par translation et doit donc vérifier les conditions aux limites :

1%00] o0
T _Q x=0 et —=0 pour y=0.
pe pour e & pour y
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Enfin, la presence du plan de symétrie impose l'inversion de la composante v, avec
le changement de signe de y, ce qui signifie que v, est une fonction impaire de y et
donc que @ est une fonction paire de cette méme variable.

2. L'équation de Laplace vérifiée par le potentiel des vitesses s'écrit dans ce cas :

%0 9% " d?
s0=09. 0901 0
ox” Oy dy

ce qui donne I'équation a variables séparées :

=0

)
&

1df_ 1d’%

fa?  gay?

Or I'égalité de deux fonctions de deux variables indépendantes, de x a gauche et de
¥ a droite, n'est possible quelles que soient ces variables que si on a affaire a une
méme constante. On écrit donc :

2 2
lg%z_lL§= K, soit encore :
[ dx 8 dy

Z:—{—Kf=0 et %+Kg=0.
Si K est nul on obtient des fonctions affines :
¢=(4x+ B)(Cy + D)
mais les conditions aux limites donnent alors :
A(Cy+D)=0 et (Ax+B)C=0

quels que soient x et y. On en déduit A =0 et C =0, ce qui signifie un potentiel
des vitesses uniforme et donc une vitesse nulle et pas d'écoulement. C'est par con-
séquent un cas a rejeter.

Si K est positif on obtient une solution exponentielle réelle, ou hyperbolique, pour f
et sinusoidale pour g :

0= [A ch (\ﬁ( x)+ Bsh (\/? .r)][C cos(\/?( y)+ Dsin (\/f \)]

soit plus simplement a cause de la condition de parité :

o =[stch (T <)+ Fsh (Y eos (Y 5)

La condition aux limites en x = 0 impose alors :
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JK%Bcos (\/E y): 0 quel que soit y,

I'autre condition étant automatiquement respectée. La constante 3 est ainsi nulle et
on a finalement :

@=sAch (\/f x]cos (ny)
On constate un comportement périodique sui-

S 4
vant I'axe Oy, ce qui signifie notamment qu’'on ya
va retrouver une vitesse colinéaire a Ox avec

S
e

; ; 2 :
une période spatiale T:’t? Ceci n'est pas /—/X
compatible avec I'existence d’une source uni- | '
que (condition imposée par I'énoncé) et cor- K\\
respond a une alternance de sources, sépa- ——

rées par des jets de retour, émettant vers la o //7,_ X
plague en incidence normale et espacées de I
| |

»

4—“. (Cf. ci-contre). Cette forme de solution \

JK

est donc a exclure également.

Si K est négatif, on obtient de maniére analogue des fonctions hyperboliques et si-
nusoidales. Il vient avec la condition de parité :

Q= [&*{cos (ﬁx)+ “3sin («/_—_K_x)]ch (ﬁy)
- La condition aux limites sur x s'écrit :
= K%ch (\/Ey): 0 quel que soit y

et celle sur y est automatiguement respectée. La constante %3 est encore nulle et
on retrouve un comportement périodique :

@ = A cos (ﬁx)ch (ﬂy)

Il est cette fois suivant 'axe Ox mais ce n'est
toujours pas compatible avec I'existence d'une
source unique. On aurait plutdét une alternance
de sources, avec encore une période spatiale

277t’ séparées par des jets de retour, émet-
\/f

tant a l'infini les unes vers les autres paralle-
lement a la plaque. Cette forme de solution est
aussi a exclure.
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3. Cette fois, 'équation de Laplace donne :

20 0 _d'f

Ap= . — =i, guit:
e W A o

d’f __d’g

det  BF

et on retrouve |'egalité de deux fonctions de deux variables indépendantes. Donc on
résout séparement :

df:’f =K at 4 :g =-K.
adxe dy-
On obtient directement :
2 Z
p= KIT + Ax - —KJ:;— +By+C

et les conditions aux limites imposent :
A=0 (condition pour x=0)et B=0 (condition pour y=0).
On retient donc en redéfinissant les constantes :
o=A(x2-y?)+B.

Il ne s'agit pas d'une fonction périodique et on n'a donc pas de raison de la rejeter a
priori. Cherchons |'équation des lignes de courant pour voir si ¢'est une solution ci-
nématiquement réaliste ou non. Pour un probléme plan, la nullité du produit vectoriel

vV ~dl entout point d'une ligne de courant donne une seule équation différentielle :

v, |dx
vy a|dy =(vxdy-vydx)iiz, soit v, dy—v,dx=0, soitencore:
0 |0

op . 00, _ N
a~xd3 aydx—ZAxdy+2Aydx—0.

Elle s'intégre en séparant les variables :

%:_ﬂy}i‘ d'oti In(x)=-In(y)+cte
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et il vient finalement :

xy=K.

Il s'agit de branches d'hyperboles ayant les

axes Ox et Oy pour asymptotes quand on se

place dans le plan Oxy. On se limite bien en-

tendu aux valeurs de x positives pour décrire L iy
I'écoulement qui nous intéresse et on constate 0 /’/' T
que cette solution est effectivement satisfai- =

sante d'un point de vue « graphique » (Cf. ci- (

contre) puisque les lignes de courant mettent f

en évidence une seule source sur |'axe Ox. {

Malheureusement le champ de vitesse a pour
expression :

_acp
YT

op — - _
LA 5% =2Axu, —2Ayu,

et on constate que v, diverge sur la plaque quand on s’éloigne du lieu de rencontre
du jet et de celle-ci. D'autre part, le jet doit étre issu de la source et les lignes de
courant sont donc divergentes depuis celle-ci. Ceci se produit effectivement sur I'axe
Ox mais seulement quand x tend vers l'infini. Cette solution n'est donc compatible
gu'avec une source située a l'infini et on constate alors que la composante v, y di-
verge a son tour. A cause de ces vitesses infinies, physiquement irréalistes, notre
solution n'est acceptable gu'a proximité du point O et il faut en fait la concevoir
comme le développement limité au second ordre en x et y de la solution exacte,
toujours inconnue.

4. Sur la plague, I'écoulement est tangentiel, ce qui y 4
entraine : ”
T V(M)
10p s
v =0 pour 6=+—. r — M
L) § 2
¢]
Sur I'axe Ox il est en incidence normale jusqu'a la Oﬁ i
plaque, soit :
1 do l
Vg=——-=0 pour 6=0.
" r o0 =

La dépendance en z n'apparait toujours pas du fait de I'invariance imposée et la sy-
métrie du champ de vitesse par rapport au plan Oxz impose une solution paire en 6
pour le potentiel des vitesses (si on le définit entre —7 et 1T, ce qui est le choix le plus
pratique), de maniére a ce que vy soit une fonction impaire de 0.
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5. L'équation de Laplace s'écrit dans ce cas :

| o[ o(pJ+]ﬁz(p_gd(r6ifj’] i d -

Ap=—
¢ ror\ or r2 002 rdr\ dr) r? g9°

d’ou I'équation & variables séparees :

4 (,9). _1d%

fdr g do?
On retrouve I'égalité de deux fonctions de deux variables indépendantes et il faut
donc résoudre séparément :

g do?

5

d
La seconde équation différentielle s’écrit encore EZ—+ Kg=0 et impose a la

constante K d'étre strictement positive. Dans le cas contraire, on aurait une fonction
g affine (K = 0) ou exponentielle réelle (K < 0) et il serait impossible de respecter
les trois conditions aux limites sans annuler complétement g. On ne retient ainsi
qu'une solution péeriodique qui, du fait de la parité, s'écrit :

g =Acos (ﬁe)

_10¢ fdg

Il faut ensuite annuler v, = — — =~ — pour trois valeurs de B C'est automati-
0=, dB .

quement vérifié pour 6 =0 et il reste :
e T
—A\/Ksm(idKEJ:O.

: . 7 - G = § .
On en déduit K =4n" avec n entier positif (les valeurs négatives n'apportent rien
pour un carre). Il n'y a pas de raison que la composante vy s'annule pour d'autres
valeurs de 0 que celles déja identifiées, sinon I'écoulement serait radial depuis O
‘)
e 31:

: A — T
dans d'autres directions (celles définies par 6=+ — + —2— o —) et celan'a
2n' " n’" 2n

aucune raison d’ etre avec une source unique. Il est par conséquent nécessaire de
selimitera K =4 °

Ensuite on résout la seconde équation différentielle :

8 . E :
Par exemple pour la valeur suivante K =16 on aurait une composante vy en sin (49)‘ ce qui don-
nerait trois jets.
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a’f L1df
dr ]‘dr

_dif 1df
Kf— d2+?g;—4f.

Elle est linéaire et on constate que les trois termes de gauche sont de méme degré
si la solution est une puissance de r. Il suffit alors de chercher quelles puissances

permettent d’annuler leur somme. En posant f =r® 'équation devient :
afoe—1r*2 + or*? — 472 =0= (az = 4)r°“2
et il faut donc prendre o =22 La solution est alors une combinaison linéaire :

f=Cr2+2
7

mais il faut immediatement prendre D nul car il provoguerait sinon une divergence
des deux composantes de la vitesse au point O. On retient finalement :

@ = Ar? cos(20)
en redéfinissant la constante.

Les lignes de courant sont données en coordonnées cylindriques par I'équation dif-
ferentielle :

B 10
v,7d0 — vedr =0 = a“’rde ag dr

= 2A4r* cos(20)d0 + 2Arsin (26)dr

résultant de la nullité de la troisieme composante du produit vectoriel v A dl . Onen
déduit en séparant les variables :

cos(260)

—_— —ﬁ soit :
sin(20) r' !

In[sin (26)]=—2In(r) + cte, et finalement :
r? sin (20) =
On remarque que cette équation s’écrit en coordonnées cartésiennes :
2rsinBx rcos8=K =2yx
et on retrouve les branches d'hyperboles obtenues a la question 3. Il s'agit par con-

séquent de la méme solution, obtenue d’'une maniére différente, et la méme conclu-
sion s'impose.
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6. L'équation de Laplace donne dans ce dernier cas :

2
A ]d(rdf%— 1 g g:O

“rar\ dr) 2 g9

soit par séparation des variables :

: (rﬁijg d’g
I

i e

Les deux membres doivent étre encore une méme constante K. La parité de o vis-
a-vis de 0 impose alors :

5

Ko~ ;
=— +K
e
: N
et les conditions aux limites nécessitent I'annulation de — KB en 0 et + z- @Wa

donc K =0 et il est inutile de poursuivre car une solution indépendante de B n'est
pas acceptable Y

d’f 1df d’g
7_’+---—:— = =
dr~ rdr do-

7. La recherche d'écoulements potentiels sous une forme simple. aussi bien en
coordonnées cartésiennes que cylindriques, n'a pas donné de résultat satisfaisant
On pourrait envisager des formes plus complexes (le choix est illimité). par exemple

F(r)¥"Y mais la plupart seraient incompatibles avec les conditions aux limites. On

remarquera notamment que si deux formes aussi différentes (en apparence) que
f(x)+g(y) et f(r)g(®) donnent la méme solution, satisfaisante seulement en
partie a cause des divergences de la vitesse, il y a une trés forte probabilité pour

gue ce soit la seule acceptable pour ce probléme. La conclusion la plus raisonnable
est donc qu'il n"admet pas d'écoulement potentiel pour solution.

7 - : g ’ .
Il s'agirait. dans le plan Oxv, d'un écoulement radial et isotrope, convergeant vers @ ou issu de O,
incompatible avec I'existence d'une source quelque part sur 'axe Ox.



ECOULEMENTS LAMINAIRES
STATIONNAIRES

EXERCICE 1

Couche limite laminaire

Un fluide visqueux incompressible, de masse volumique L et de viscosité cinéma-
tiqgue v, se déplace parallelement a une surface plane semi-infinie, occupant la
partie x >0 du plan horizontal Oxy. En amont de cette surface, il présente une
vitesse uniforme vV, = v,ii,, qu'on retrouve également trés au-dessus de celle-ci.
Mais, a cause de la viscosité, la vitesse doit s'annuler sur la surface et il existe
donc, a la différence du fluide parfait, une mince couche dans laquelle s'effectue
le « freinage ». Il s'agit de la couche limite, dont nous allons établir un modéle
simple (modele de Prandtl) en supposant le probléme invariant par transiation le

long de Oy.

On neglige la pesanteur, on se place en régime stationnaire, en écoulement lami-
naire et on suppose la pression uniforme dans le fluide.

1.1. Montrer que cette derniere hypothése revient a considérer que le champ de
pression dans la couche limite est le méme que loin de celle-ci.

1.2. Malgré le caractére laminaire de I'écoulement, on ne peut pas écrire V = vii,

dans la couche limite car il est alors impossible de se « raccorder » a la solution a

distance. Il faut introduire une composante verticale v, (mais aucune suivant Oy).
52

Toutefois on suppose |v, | >> ‘vz[ et A~ i Justifier ces deux approximations.

Z

2 1. Ecrire et projeter sur les axes 'équation du mouvement dans la couche limite.

2.2. Ecrire 'équation de continuité dans la couche limite.

3. Pour résoudre ces équations, on fait le changement de couple de variables in-
dépendantes :

(x,z)a(X:x,Zz-f_;].

3.1. Les écrire dans le nouveau systéme de variables.
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3.2. Pour des raisons de similitude, on fait I'hypothése supplémentaire que v, ne
dépend de x que par I'argument Z. Montrer que c¢'est alors également le cas pour

\/Xv:.

3.3. Reéécrire dans ces conditions la projection sur Ox de I'éguation du mouve-
ment et I'équation de continuité en utilisant G(Z)= v X v. plutét que v..

3.4. Exprimer G en fonction de Z, v, de Vv, et ses dérivées par rapport & Z en utili-
sant la premiére équation, puis reporter ceci dans I'équation de continuité. On
pourra utiliser la notation ' pour désigner la dérivée par rapport a Z.

4. On adimensionne ['équation ainsi obtenue en faisant les changements de va-

=
riables Z = \/7—C et v, = v, u. On aboutit alors & :
Yo

"2 r
. U u'u

W - —+ = =0 en notant cette fois ' la dérivée par rapport a {.

]

U
4 1. Quelles conditions aux limites faut-il associer a cette équation différentielle ?

4.2. La solution n'est pas analytique mais elle est décrite avec une excellente pré-
cision par la fonction :

a9 5]

Tracer la courbe { = f(u). Que représente-t-elle physiquement ? Que peut-on en
conclure sur la contrainte de viscosité prés de la surface ?

4.3. Calculer u(C =5). En déduire I'épaisseur caractéristique & de la couche li-
mite en fonction de x, vy et v. Comment varie-t-elle le long de la surface ?

4.4. Exprimer v, en fonction de x, z, vy et v.

5. Representer graphiguement le profil de vitesse dans I'écoulement, en faisant
apparaitre en pointillés |a frontiére de la couche limite.

6.1. Calculer la contrainte tangentielle exercée par le fluide sur la surface.

6.2. La surface est en fait finie le long de Ox et présente une longueur L. Expri-
mer la force F' qu'elle subit par unité de longueur suivant Oy de la part du fluide.
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BSC,vg

6.3. En déduire le coefficient de frottement C, défini par F = , S étant

I'aire sur laquelle s'exerce la force.

6.4. Definir le nombre de Reynolds X de I'écoulement et exprimer C, en fonction

de K.

7. Définir un nombre de Reynolds X ; local dans la couche limite et en déduire un
critére quantitatif de validité de notre modéle.

8. La surface est une aile de maquette volante d'avion de profondeur L =10 cm,
se déplacant a la vitesse v, =10 m.s~' dans P'air. On donne v = 15 007 e

et p=12 kg.m .
8.1. Calculer numériquement X et C,. Le modéle est-il applicable ?

8.2. En ne considérant que le frottement provenant de I'écoulement de lair sur
l'aile, quelle devrait &tre la force de propulsion minimale du moteur de 'avion dans
le cas d'une aile de 1 m de longueur ? Est-ce une valeur réaliste ?

8.3. Quelle est I'épaisseur de la couche limite au bord de fuite ?

8.4. On a utilisé une maquette a I'échelle 1/8 pour étudier le vol d'un avion & la
vitesse de 600 km/h. L'étude du modéle réduit est-elle opportune ?

1.1. Loin de la couche limite, les forces de viscosité ont un réle négligeable et le
fluide obéit quasiment a |'équation d’'Euler. La conservation de la vitesse le long
d’'une ligne de courant signifie alors que la pression ne dépend pas de x (théoréme
de Bernoulli). Comme la pesanteur n'est pas prise en compte, I'équation du mouve-
ment montre gu’elle ne dépend également pas de z. Enfin, l'invariance du probléme
par translation le long de Oy supprime la dépendance en y pour toutes les gran-
deurs. La pression est donc uniforme loin de la couche limite. La considérer uni-
forme dans tout I'écoulement revient a admettre gu'elle se comporte dans la couche
limite exactement comme dans le reste du fluide. C'est le mouvement global qui dé-
finit le champ de pression, méme dans la couche limite, et non le freinage local. Il
s'agit d'une hypothése simplificatrice trés intéressante pour les calculs mais on ne
peut la justifier complétement.

1.2. Loin de la couche limite I'écoulement est horizontal. Comme la surface solide
est également horizontale, la vitesse dans la couche limite doit étre essentiellement
orientée comme V. Si une composante verticale existe, elle doit rester faible.

Quant & une composante v,, elle est exclue du fait des symétries en écoulement la-
minaire.
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La couche limite a une dimension 0o faible devant celle du corps solide faisant obsta-
cle a 'écoulement. La vitesse doit donc varier le long de la verticale beaucoup plus
rapidement que suivant le mouvement. Il faut notamment que la composante hori-
zontale passe de 0 a v, sur une épaisseur o alors qu'a priori on n'attend pas de va-
riation avec x. Le terme dominant du laplacien est donc la dérivée seconde par rap-
port a Z puisque y n'intervient pas par hypothése (invariance par translation).

2.1. En régime stationnaire, I'équation du mouvement s'écrit en I'absence de champ
de force et de gradient de pression :

2 % -

(1? : gn;i)ii =VAV & vgz—: avec (v' : ;;i)z vV, r"(_r ol

ia 7] Fo0t

&y

-
)

. O s : 0
La dérivée ,‘-Z doit étre nettement plus importante que — mais comme V', est
0. &x

également nettement supérieur a v_ on ne peut faire aucune simplification dans le
terme inertiel. Les projections sur Ox et Oz donnent :

~2 3 pa
ov, ov, @, ov, ov ov

2.2. L'équation de continuité s'écrit :

- -
.. ichuss wars
divi=—"+_—==10.
cx Gy

Aucun terme n’est a priori dominant devant I'autre.
3.1. Il faut expliciter les dérivées partielles dans le nouveau jeu de variables

* @Us mE @ e
B @XdX MXOZ 0K e

8 _Xo 2o _ 139
0z X &Z JxdZ'

2 :{t’,»[l{‘\l]) __1__“'(}*1 198 7 ( 71 i
&z \%\Jx 0Z)), \ffazbz “JxVx az{az Cxaz?
puis ne faire apparaitre que celles-ci

¢ al T | &~ @ ] W5

ox X 2XdZ' & JXOZ' 5 Kog?

Les éguations deviennent ainsi :
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[i_ii LV vy _ v 8%y,
X 2X3Z)* JX Z X az°

(a za} ov, v,
1% v =

X 2XozZ +J‘ oZ Xaz2'

1_11) R e
oX 2X0Z \/—82 '

. )
O R aEl e X D2 Bl
2X dZ  Jx oZ dz Z o7 KOl -

0
i(ﬁ vz) ne dépend également que de Z. Il en résulte en

intégrant que vX v, est de la forme f(Z)+ g(X). Comme v, doit s'annuler pour

z =0 (condition obligatoire d’adhérence du fluide visqueux a la paroi), donc pour
Z =0, quel que soit x, donc quel que soit X, on doit avoir f(0)+ g(X)=0 quel que

et on en conclut que

soit X, ce qui implique que g est égale a la constante — f(0)). Finalement, ﬁu':
dépend de Z seulement.

3.3. On reprend la premiere projection de I'équation du mouvement :

Z dv, v, dv, _vad’v,

, soit:
e T ™

dv,

Zdv, dv, _
z Ve Y

Vi3 gz

et I'équation de continuité telle qu’elle est apparue a la question précédente :

dﬁ - 3 ﬁ (n
az zZadz
3.4. De la relation (I) on tire :
d*v

X

_ydz> Z, _ Vi Z
G(Z)_vm£ +2vx—vv;+2vx (.

dz
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L'équation (ll) devient :

s

e T e (N - ) .
v, = Ve eV | =] Vompom Vo e e | S0
2SZAZN v 2 X )TE v, ez g

vm ”2 i
V= —v—=—4-X =0 etenfin:
vy v W2
"2 '
v viv
vy -4 XX -0
v, A

4.1. L'équation différentielle est du troisieme ordre. |l faut donc lui associer trois

conditions. L’adhérence sur la plague s'écrit #(0) = 0. Ensuite. lorsque - tend vers

I'infini, la vitesse horizontale doit tendre vers v, ce qui impliqgue Iim w =1 Enfin, la
o

vitesse verticale s'annulant également sur la surface. |'équation (i) nous permet

d'écrire #"(0)=0. On a bien trois conditions aux limites, méme si elles ne portent

pas sur chacune des dérivées.

4.2. On obtient la fonction ci- Ca
contre. Elle représente en varia-

bles adimensionnées le profil de 6 |
la composante horizontale de la I
vitesse au-dessus de la surface

plane. On constate que la visco- 4 '
sité impose un profil quasi li- /
néaire pres de la surface, ce qui 25| i

du L
signifie que —— est a peu prés =

dC 0 .

constant (jusque vers =2) et 0 02 04 06 08 P
donc que la contrainte tangen-
tielle se conserve sur une certaine épaisseur.

4.3. On obtient u(C =5)=0.990. On peut donc considérer qu'au-dela de cette va-

leur de C on se trouve hors de la couche limite puisque la vitesse s'écarte de 1, de
moins de 1 %. On écrira donc :

VX

- -
v Vg © )
S—Qz_az\fvozzz‘a:\j-—‘lg, soit 8=5\/v :

0

NE:

On constate que I'épaisseur de la couche limite augmente regulierement le long de
la surface plane, comme ./ x .

4.4. On revient aux variables de départ :
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et on explicite Z :

2 3

¥ .2 Vo Z Vo 2z

Vy=voyl=—exp| — [ —= === —|i—=
o0 *PI TV 3 ( vx4J (va 9]

5. On a partout le méme profil, puisqu'il faut multiplier u par la méme constante v,
mais avec un changement d'échelle verticale puisque la vitesse peut encore

s'écrire :
V. =Vssl—ex —S_Z—S—ZZ—J—OE3
x=Yo T T 95

et que 6 croit monotonement avec Xx.

Z A

6 (x)

YYYY

Il

YYYYYYY

\
A

6.1. Prés de la surface, on constate que la vitesse varie quasi linéairement avec z.
On peut donc se contenter de I'expression approchée au premier ordre :

S 5vy2
vxwvo{l-(l*%]}:—s,—%‘

ce qui donne trés rapidement la contrainte tangentielle :
ov av Snv Vo |V
o= X = M X | = 2o = Y (Yo ‘
oz ), oz )y 30 3 Vwx

Elle est positive, ce qui signifie que le fluide tend a entrainer la surface.
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6.2. On effectue la sommation des contraintes sur la surface considérée :
Tl"’o / P VO“I dxdy _mvy o . 3
F IcrudS J-yvnxﬁ 3\/\2 -[O(

= 2% /de-
3 v

Il s’agit en réalité d’'une force par unité de longueur.

6.3. On écrit :

C, = 2F2
uSvo

avec §=Lx1 quiesten fait une longueur, d'ot: :

_ Ay v, v oL _
3uSv0 v BLVO A% 3 JVOL

6.4. Par ailleurs, on peut définir le nombre de Reynolds avec les deux seules échel-
les de longueur et de vitesse disponibles :

Vol
K =-""" et on obtient ainsi :
v

_ 4

C,=—+.
ok 3\/?

7. Dans la couche limite, il existe une échelle de distance plus adaptée a Ia descrip-
tion des variations de vitesse que L, a savoir son épaisseur & elle-méme puisque sur
celle-ci la vitesse horizontale (composante principale du vecteur V') passe de 0 a
quasiment vy. On définit donc :

L'écoulement dans la couche limite reste laminaire comme on I'a supposé dans

I'énonce si K's est inférieur a environ 2000. Au-dela il devient turbulent et nos calculs
n'ont plus d'intérét. Il faut donc avoir :

5 2
oo vﬁo x5 ’:_x < 2000 sofS s S (400) .
0

v v Vo

Pour qu'il n'y ait aucune turbulence dans la couche limite, il faut que ce critére soit
respecte en tout point de la surface. On prend donc la plus grande valeur de x :



Ecoulements laminaires stationnaires 195

o (400)* v
Vo

, soit finalement :

p=YL 16105,

v

On voit ainsi que la turbulence dans la couche limite apparait plus tard que dans le
reste de I'écoulement (ol elle apparait pour X ~ 2000).

v
8.1. On obtient numériquement X =2~ =6,67.10% et on se trouve en deca de la
\%
valeur a ne pas depasser. Le modéle est donc applicable et on peut calculer le coef-
ficient de frottement :

4
C, =——=0,00516.

3./K
8.2. Dans ce cas, la force de frottement a pour valeur :

C vi :
quszxvo =1,2><0,1><1><02,00516><(10) _0,0310 N,

Il faudrait que la force fournie par le moteur soit au moins égale au double de cette
valeur (l'aile est freinée par l'air sur ses deux faces supérieure et inférieure) pour
gue l'avion puisse accélérer jusqu’a atteindre cette vitesse. C'est une valeur trés fai-
ble et en fait sous-évaluée car on ne peut pas écarter le frottement sur le fuselage
qui doit étre au moins du méme ordre de grandeur.

8.3. Au bord de fuite on a :

o= E—izl,‘??’ mm.

Yo JE
Il se produit ainsi une variation de vitesse de l'ordre de 40 km/h sur une épaisseur

millimétrique. C'est ce cisaillement trés élevé qui impose le freinage de I'avion mal-
gré la trés faible viscosité de I'air.

8.4. Avec une vitesse pres de vingt fois supérieure et une dimension linéaire huit fois
plus élevée, on obtient un nombre de Reynolds plus de cent fois supérieur. On ne
peut plus admettre que I'écoulement est laminaire dans la couche limite du véritable
avion et le comportement du modeéle réduit ne peut pas étre extrapolé a 'avion réel
(en particulier le calcul de C, ne peut se faire par la formule obtenue a la question
6.4). L'écoulement dans sa couche limite devient turbulent & la distance

2
i (400)° v
Vo

= 1,44 cm du bord d'attaque. Il I'est donc quasiment sur toute ['aile.
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EXERCICE 2

Formule de Stokes

Une sphére fixe de rayon R et de centre O pris pour origine d'un triedre cartésien
Oxvz est placée dans un écoulement de fluide incompressible, de viscosité cing-
matique v et de masse volumique LI, ayant a grande distance une vitesse uni-
forme et constante v,u.. On se place en régime laminaire stationnaire. on né-

glige la pesanteur et on travaille en coordonnées sphériques pour exploiter la sy-
métrie du probléme.

On donne dans la base sphérique :

5

- - PR A 51n9—A— +;(ﬂ—
_,-2 6r[ or rsmG@BL aeJ r251n295¢;2

(%(sin9a¢)—af9]ﬁ,+( L é‘ 4 ')L

rsin@ é rar

E(&): rsin@

ainsi que les dérivées partielles :

8‘ =71 ; = -
%% _ 5inB(cosBiy —sin B ;). — . =cosO(sin0ii, —cosOi,).
64)2 ( (5} ad)" 6

On recherche tout d'abord les champs de vitesse et de pression dans le fluide

1. Donner les expressions générales de ces champs V(M) et P(M). déduites
des propriétés de symétries.

2. Pour quelle raison mathématique ce probléme apparait-il trés difficile a priori ?
3. On recherche V(M) sous ia forme rot (A{r.G)r?tb ) Justifier ce choix.

4. On se limite & un écoulement de trés faible nombre de Reynolds. Le définir.
Quelle est la signification physique de A’ << et quelle grande simplification cette
hypothése permet-elle ? Comment s'écrit alors I'équation du mouvement ?

5. Montrer que le potentiel vecteur du champ de vitesse est solution de I'equation
aux dérivées partielles ;

roirot (rot (ot (4 ))) 5.
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Quelles conditions aux limites faut-il lui associer ?
6. Expliquer pourquoi A est nécessairement de la forme f(r)sin @ dans tout le
fluide et déduire de ces conditions I'expression de A trés loin de la sphére.

7. En explicitant la combinaison des quatre rotationnels pour A= f(r)sin 8, on
obtient I'équation différentielle :
d°f 4d'F. 4.8%f

e 0.
dr* rdr’ r? dr’

7.1. Donner I'expression générale de f sous la forme d'une combinaison linéaire
de puissances de r.

7.2. Déterminer toutes les constantes d'intégration par les conditions aux limites
et donner I'expression finale de 4.

8.1. En déduire le champ de vitesse dans le fluide.

8.2. En déduire ensuite le champ de pression par I'équation du mouvement. On
notera Py la pression uniforme dans e fluide trés loin de la sphére.

8.3. Représenter le profil de vitesse sur 'axe Qy. En déduire une épaisseur de
couche limite caractéristique de ce probleme. A-t-elle un sens ?

On recherche maintenant la résuitante F des forces exercées sur la sphére.

9.1. Donner I'expression de la pression a la surface de la sphéere. Commenter.
9.2. En déduire la somme des forces de pression qu'elle subit.

10.1. Ecrire la contrainte de viscosité exercée sur la sphére. On admettra qu'elle a
pour expression G =1 —ag;fl.'}g (formule inexacte en coordonnées sphériques
mais accidentellement vraie ici).

10.2. En déduire la force totale de viscosité.

11. Etablir la formule de Stokes F = 6mnRv, . Préciser toutes les conditions de

validité. On introduira la notion d'échelle de temps caractéristique T.

1. Il y a invariance du probléme par rotation autour de I'axe Oz et aucune grandeur
scalaire ne peut donc dépendre de I'azimut ¢. De plus le plan MOz est plan de sy-
métrie de I'écoulement et le champ de vitesse n'a de ce fait pas de composante sui-
vant ﬁ¢. On écrit par consequent :
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V(M)=v,(r,0)i, +vy(r,0)i, et: V(M)

P(M)= P(r,0).

2. Le terme inertiel, non linéaire, n'est pas
identiquement nul :

S =i a VB a =
(varad)l"—(vrar'i"?-ge‘)v,

ce qui va rendre I'équation du mouvement trés VDEz

difficile (et méme impossible sauf cas excep-

tionnels) a résoudre. Quant a l'éguation de T T T T T T T T T T T T T T T
continuité du fluide incompressible, elle ne

donne rien d'exploitable sous sa forme explicite :

divi = rizg(rzv, J+

s

———(sinBvy )=0.
rsin 88( o)
3. Puisque la divergence de la vitesse est identiquement nulle, il existe un potentiel
vecteur A tel que ¥ =rot A. Etant en tout point orthogonal & V . ce champ de vec-
teur peut étre choisi colinéaire a ﬁ¢, ce qui permet de ne considérer qu'une compo-

sante, et, du fait de l'invariance déja mentionnée, son unique composante ne peut
dépendre de ¢. On trouve bien I'expression proposée.

4. On peut définir le nombre de Reynolds & partir de R et de Vg, qui sont les deux
seules échelles caractéristiques de longueur et de vitesse données. soit -

L

A%

Physiquement sa faible valeur signifie que le terme inertiel reste petit devant le
terme de viscosité, ce qui garantit le caractére laminaire puisque la turbulence est
associée a la non-linéarité de I'équation du mouvement. Mathématiquement, ceci
permet de le négliger dans I'équation du mouvement, ce qui supprime l'essentiel de
la difficulté de résolution, et c'est alors le gradient de pression seul qui compense les
forces de frottement. On écrit par conséquent I'équation linéaire approchée :

grad P
1l

el

+ VAV, ou E@P=nAﬁ.

5. On élimine le gradient de pression en prenant le rotationnel de cette derniére éga-
lité :

rot(nAv)=nrot(A¥)=0
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et on se sert de I'identité rotrot = grad(div)— A pour écrire :
rot (A ) = rot|grad (div¥) - rot (rot ¥ )] = —rot{rot (rot 7 ))= 0.
Enfin, en introduisant le potentiel vecteur on obtient bien :

i i i i )=

A la surface de |a sphéere on doit annuler la vitesse. Comme celle-ci s'écrit :

12
rsin® 06

T ~ ‘ e .
V mrot(A(r,B)u¢)— (sin®A)u, f;g(rA)uU

il faut respecter les deux conditions :

—(%(sinBA(R,B))=0 et [aa (!‘A)] =0.

r =K

Trés loin de la sphére (soit ¥ >> R), on doit retrouver :

rsin® 60

(sin6A)a, — %%(m)ﬁe =Vyil, =Vo(cosBid, —sinBily).

6. La seconde condition a la surface est une condition de nullité portant sur une va-
leur de r, quel que soit 8. Elle ne peut étre vérifiée que si 74 est une somme ou un
produit de deux fonctions indépendantes, respectivement de r et de 6. Mais, dans le

: . 1 ¢ ; _
cas d'une somme, la condition & l'infini — —a—(rA): —V, sin @ ne pourrait étre sa-

r or

tisfaite, le membre de gauche de cette égalité ne dépendant plus de 6. On prend
donc rA sous la forme d’'un produit de fonctions et on écrit dans tout le fluide, en fai-

sant passer r a droite, A(r,0)= f(r)g(6).

La premiére condition a la surface montre alors que A(R,0)sin 6 ne dépend pas de

1
6, ce qui signifie soit que A varie comme S0’ soit que A est nul pour r =R .
sin

En reportant A(r,0)= f(r)g(6) on a loin de la sphére les équations différentielles -

f d
rsin 0 d6

' g d :
(sin0g)=v, cosB (1) et ‘;‘E;(’f)z_"'o sin©.

La seconde s’écrit encore :

80) _ ™y [%W)J . )

sin 6
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et on obtient ainsi I'égalité entre deux fonctions de deux variables indépendantes, 0
a gauche et r a droite. Il s'agit donc d'une méme constante et on en déduit que g est
de la forme K sin 6. Ce résultat étant valable quel que soit 6, puisque la condition r
grand n'a aucun caractére restrictif sur g(6). c'est la forme générale de g. Incluant

la constante K dans I'expression non encore établie de f, on adopte simplement :

2(8)=sinB.

— _ 1
On voit ainsi que A ne varie pas comme | 5 Par conséquent f(R) =0. La pre-
sin

miére équation aux dérivées partielles (I) se réécrit enfin :

zf-(;-o—sezvﬂ cosO, soit f(r):—?.

On obtient ainsi I'expression asymptotique :

Vol .
A=Tsm9 pour r>>R.

7.1, Il s’agit d’'une équation linéaire dont tous les termes sont de méme degré si la
solution est une puissance de r (équation de type Euler). On cherche toutes les
puissances acceptables et on en fait une combinaison linéaire. Reportant :

4 3 2
4
d'f 4d f_fl_d{zo

f =r? dans 'équation A - 5
dr LSl =

on obtient :
oo~ 1)a = 2) e = 3)r*™ + dafa ~ o - 2)r® ™ - dafa - 1)r** =0
quel que soit r, soit la condition sur a. :
oo = (e = 2)(ox - 3) + 4(ee — 2) - 4]= 0= x(cx — 1) = 3o + 2).

Les solutions sont ac =0, 1, 3 ou -2 et on en déduit la combinaison
4. .
f(r)=a+br+cr’ + — ., a b cetd étant des constantes.
i
7.2. Les conditions aux limites s'écrivent :

. Vo : Wiy et Yo
- pour r trés grand f(r)~ —— ce qui donne immédiatement ¢ =0 et b = —

&z PP VWWR d
_ﬁe(smeA(R,B))*O-2s1n6cose[a+7+ 1}



Ecoulements laminaires stationnaires 201

=sin9(a +VoR - i)

(ai(rA)) zO=sin9d m+ﬂ--+E
r F=R dr 2 r o R?

b g o : 3v,R
On déduit des deux derniéres égalités a :_TO (par addition aprés élimination

3
des fonctions trigonométriques qui ne sont pas identiquement nulles) et d = L
(par soustraction). Finalement, il vient :
vor  3voR VR’
AlrB)=] % — Uy S0 (i
(r,8) ( " 4 42 sin@®
8.1. Le champ de vitesse est donné par le rotationnel :
L L. 3R R
I= Ay, ——— = ——
e ae(sme )i, (rA)ue Vo cos@{l T Ju
R 3
-V smB[l—B—R] a
ar 43
On constate notamment qu'il se met sous la forme :
3 3
. o 0 3R R . 3R R |.
V=vyc0s0U, —vysinBig +vycosO| — —+— (i, +v,sinB| =— + —— |iiy
2r o3 ar = a4p’

2 2
:voﬁz+%[cose(—3+f2 ]u +s1n8[; ; ]&e}

ce qui montre que la perturbation exercée par la sphére sur I'écoulement (différence
- T s : A 1

entre V(M) et v,ii,) décroit avec I'éloignement a peu prés en —. On constate
r

également que la champ de vitesse ne dépend pas de l|a viscosité qui n'a finalement
d'influence qu'en imposant 'adhérence sur la sphére.

8.2. Pour obtenir le champ de pression, il est nécessaire de repartir de I'equation du
mouvement linéarisée grad P =nAV et on calcule le laplacien du champ de vi-

AV = l—a—(rzi]+ 1 8[511195]1#162 v
r2 or or) r?sing 0 ) r?sin’0 8>
2 28 1 8* cotand 9 1 3 |..
= — + i V.
ror  r? pp? r2 0  r2sin?0 99>

tesse :
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Explicitons les différentes dérivées partielles I'une aprés l'autre :

ﬂ__v sin@ ]_;’E R} U, +v,cos6 l1—£+R—3 7
0 2r g ’ 2r 2 ) "
3 3
3R R
~ Vg cosB ]_ﬁ—_& u9+vﬂsm9(l————}ur
4r 43 4r 4’
(3R 3R® 3R 3R’ ]
=vosin@| ———-—— i, + vy cosO| ——— +—— |
4r 4;—3 4r 4r 2
3
:(1_5 —%Jvo(sineﬁr —cos0y),
8’y (3R 3R°
- (4r = ]vo(coseu +sin0ii +sinBii, - cosBu, )

3R 3R’
[? >3 ]vo(coseu +sin 01y ),

2= 3 82 3\"\‘..
%)v_vocose[l—£+R J——mosme(l—ﬁ—h’ k J

2r 3> 4r 43 ) O¢,
iR Rl .
=5 cosesme(ﬁ~4—r3—J(smBu, +cosBily ),

é;E—v cosf —B-E—ﬁ -V 0 s 3R
or ° 2r2 2t e =Vl 4.1‘?."4;'”1 Jue‘

525 3 2
(-—;=v0c058 3?+6—R_ Uy — ¥y Sind -zﬁ— B*J":e
r r’ 3. el

On obtient ainsi en combinant ces différents termes *

3v,R’ —
AV = 5 [cos@t}, i §]2QHBJ
+[ S ]10[300‘3811 +["sm€‘* ?S_e)ﬁejj
ar} @y’ sinf
+v,cotan® gt R\){sin@d, +cosBiy),
TAE
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soit aprés simplification ;
_ 3vyRcosB _ 3v,Rsinf
A= 0 3 u, + . 3 ﬁg y
r 2r

Ensuite, il nous reste a intégrer les deux équations aux dérivées partielles :

0P 3nvyRcosB 10P 3nvyRsin 8
i E e T LR e T
or T roo 2r3

La premiére donne :

3nvyRcosB
Be—— )
o5+

En reportant dans la seconde, on obtient :

af

de—O soit f(8)=cte.

Avec la condition P = P, pour r — + il vient finalement :

3nvyRcosO

PP
’ a1

T =
8.3. Surlaxe Oy on a 9_._2, g =—ii, et r=|y|, d'oli le champ de vitesse :

W= —1+£+£—3— Uy =V l—g—ﬁ U, =v, l—ﬁ— R
=V, 4r 4“',‘3 0~ "0 4r 41”3 z— "0 41),' 4ly|3 i, .

On obtient le profil ci-contre. On
constate que v atteint 90 % de la va-
leur de vy a une distance d’environ
7.5R du centre de la sphére. On peut
donc définir mathématiquement une
épaisseur de couche limite & =6,5R .
Elle pénétre donc profondement dans
le fluide et la notion de couche limite n'a plus vraiment de sens physique. Et si on
choisissait comme critére d’épaisseur de la couche limite la distance a laquelle la
vitesse vaut 99 % de v, on obtiendrait une valeur de 74R ! Il vaut finalement mieux
considérer que I'écoulement est en fait sa propre couche limite dans cette direction
transversale.

9.1. Sur lasphéreon a:
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3N, cosO

P=F-—"x

T
On constate qu’il y a surpression pour 6 > 5 c'est-a-

X

ire i directem osée au jet, et & .
dire sur la face qui est ent exp j Urpraae ™

. , b8 ) =
dépression pour § <, sur la face non exposée. Les Vold,

v

forces de pression ont donc pour effet d'entrainer la TTMTTTT?TTTTTTTTTT

sphére dans le sens de 'écoulement.

9.2. On fait la somme des forces élémentaires de pression sur la sphére aprés avorr
remarque que OxZ et Oyz sont plans de symétrie du probléeme. ce qui impose a
cette somme (qui est un vecteur polaire) de leur appartenir et de n'avoir ainsi qu'une
composante sur i,

E ~F ity ~ PdS"”— x 2EPR2-9ded¢..
= Sn g S sphére i, —_IG:D L)‘l’) sin u,
S A 3nvycosB) , .
'__fezo I¢=0 (PO _T]R sinBdbdd cosH

3nvyR
2

s 2n n 2n 9 5
— PR I . L.:o sinOcosOdddd + J‘ﬂ_o [M cos?Bsin8dOdo.

La premiere intégrale est nulle car la primitive fait apparaitre un sin- 0 quil faut
prendre entre 0 et . La seconde donne :

= '3
F = nVU .[e ’ j cos Gsmedea'tb
. T N o
=3mv Ru, -[0 cos“Bsin 6dO

cos’ 0

™
=3mv R u, {— } =2nnvoRii,.
0

10.1. On a sur la surface de la sphére

ﬁve) . . 3R 3R° N 3nv, sin B
6= n( Ug =-MV,sinB| — + —— Uy =———U,.
r=R : : [4r2 4r4 Jr—ﬁ ’ 2R :

10.2. On effectue ensuite la sommation :

. 3nv,
M Lphérec i 2

" [ Rsin*0d0dyii
Sl sin b U .
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Cette force est également par symétrie portée par ii, , d'ol avec iy - u, =—sin@ :

: 2

= Invg . ¢ p2m ) L
== L:URsszdde)uB-uz

H3-r|v0 _ = 2n . 3
= uZJ=O L‘:DRsm 0do do

=3mnRv,i, J‘OTr sin’0.do = 3mnRv i, J‘[: (l — cos® B)Sin 0 do

00539} ’

0

=3mRv, i, l:— cosf + =4mmRv i, .

11. On additionne les deux forces :
F =F, + F, =6mmv,Rii, = 6tnRY,.

Cette expression n'est applicable qu'en régime stationnaire et a trés faible nombre
de Reynolds. Cela limite donc son application. On pourra toutefois I'étendre a des
régimes lentement variables a la condition suivante. Si T est une échelle caractéris-
tique des variations temporelles du probleme, il faudra avoir :

el Yo
ot 5 B _ R’
—~——=—— <<, soit T>>—
[VAY| vy vt v
V_
R?

pour négliger aussi l'accélération locale des particules fluides devant le terme de
viscosité. Faible nombre de Reynolds signifie notamment écoulement laminaire, ce
qui limite beaucoup son champ d'application puisque les écoulements naturels a
notre échelle sont turbulents.

EXERCICE 3

Jet plan laminaire

Un fluide visqueux incompressible, de masse volumique L et de viscosité cinéma-
tique v, est au repos dans le demi-espace défini par x >0, limité par la paroi
plane infinie d’équation x = 0. Celle-ci est munie d'une fente trés longue, de lon-
gueur L et de largeur [ << L, par laquelle un jet du méme fluide vient se melan-
ger a celui au repos. On se propose de déterminer la forme du jet a grande dis-
tance de la fente, en utilisant un modeéle laminaire stationnaire simple, proche de
celui de la couche limite.
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On se réfere aux notations de la fi-
gure ci-contre, l'influence de la pe-
santeur etant négligée, et on note
D, le débit volumique de fluide tra-
versant la fente.

On suppose celle-ci suffisamment
longue suivant Oy pour négliger les
effets de bord et prendre v, =0.

On admet par ailleurs que la pres-
sion reste uniforme dans le fluide et

que l'épaisseur du jet e est une
fonction de x lentement variable.

1. Ecrire les équations du fluide loin de la fente apres avoir justifié les deux ap-
FE

proximations |v, | <<|v,| et Am—.
0z

2.1. On introduit une fonction F telle que :

== et =

V S
N 0z

‘»{\%’

é
Justifier ceci.

2.2. Ecrire avec F la projection suivant Ox de I'équation du mouvement.

d )

Montrer que cette équation devient avec les nouvelles variables

2.3. On effectue le changement de variable :

[

(x,z)»——>(X =x'3,z=
X

JOF OF3F oF(28F 9°F
oz3 X 72 OZ\XoZ 0ZoX |

2.4. La parenthese se simplifie si on prend F de la forme X G(Z). Quelle est
I'équation différentielle vérifiee par la fonction G ?

2.5. Integrer cette équation en introduisant la limite G, de G a linfini et en utili-
sant le fait que, F n'étant définie que par ses dérivées. on peut toujours la choisir
nulle sur I'axe Ox.

3. On ne tient désormais plus compte de V- qui est petit devant v,.
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3.1. Déduire du résultat de la question 2.5 I'expression de v, en fonction de G

v, x et Z. Représenter le profil de vitesse pour quelques valeurs de x dans le plan
Oxz.

3.2. Sachant que ch”2~14 définir une largeur caractéristique e(x) dujet ala
distance x de la fente.

3.3. En déduire une condition sur x relativement a v et G, pour justifier a poste-
riori les hypothéses de la question 1.

4.1. Calculer le débit DP de quantité de mouvement traversant le plan d'abscisse

x donnée. Expliquer pour quelle raison, bien qu'il ait &été calculé loin de la fente, il
s'agit aussi du debit de guantité de mouvement quittant la fente. On donne par

+o du 4
ailleurs l'intégrale J =—.

—© ch*y 3

4.2. En déduire I'expression de la constante G_, en fonction de v, Dy, [ et L. On

précise pour cela le profil de vitesse dans une conduite rectangulaire, de cétés [
suivant Oz et L >> [ suivant Oy :

2
IL 2

pour un débit volumique donné Dy, , en négligeant les effets de bord et si 'origine

O des coordonnées est sur I'axe de la conduite.

4 3. Reprendre alors le critére d'éloignement établi a la question 3.3 et faire appa-
o
vL
méne a une relation de la forme x >>If (K) ?

raitre le nombre de Reynolds K = . Pouvait-on prévoir que ce critére se ra-

4.4. On prend une fente de 1 cm de largeur et un nombre de Reynolds égal a
100. A partir de quelle distance a la fente le jet a-t-il la forme calculée ?

5.1. Calculer le débit volumique Dy, (x) traversant le plan d’abscisse x.

5.2. Quel type de relation pouvait-on attendre entre ce débit, x, [, Dy et ¥ ? Expli-
citer celle-ci.

5.3. Que signifie le fait que D), varie avec x ? Est-ce physiquement acceptable ?
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6. Définir un nombre de Reynolds local dans le jet K., et montrer qu'il devient tur-
bulent au-dela d'une certaine distance x,,. Faire I'application numérique avec les
valeurs données a la question 4 4.

1. En régime stationnaire et avec un champ de pression uniforme, I'équation du
mouvement se réduit a :

(v- grad)y = vav.

D'apres les hypothéses du modeéle, on a V(M) =v (x.z)u, + v.(x.2)u.. l'absen-
ce d'effets de bord supprimant la dépendance en v de toute fonction scalaire des
coordonnées. Mais le jet doit finir par apparaitre mince quand on s'éloigne de la
fente. En effet, son épaisseur e varie par hypothése lentement avec x et il existe de
ce fait une distance a la fente au-dela de laquelle e devient petit devant x. Suffi-

i‘C)<<l
X

samment loin, on peut donc écrire . Or, les deux composantes de la vi-

1
tesse vérifient a la frontiére du jet —= =

de e(x) |v, |
— ~——-* et on en conclut que || <<1.
v v

X 1
Cet ordre de grandeur doit rester vrai sur toute I'épaisseur du jetcar v s'annule sur

I'axe Ox du fait que Oxy est plan de symétrie du probléme alors que ce n'est pas le
casde v,.

Par ailleurs, les variations de la vitesse doivent &tre bien plus importantes suivant
que suivant x puisque I'échelle caractéristique de variation spatiale dans cette direc-
tion est de I'ordre de e alors qu'une variation notable suivant Ov s'effectue sur une
distance de I'ordre de x. On a les ordres de grandeur des dérivées spatiales pour
chaque composante de la vitesse :

avi ‘l ‘vi | t
0z

(x)

o 1OV |8V
ol —4>>

]
ox e P g éx |

-

et de méme pour les dérivées secondes. On écrira donc A ~ =

LG

o]

Ainsi, 'équation du mouvement pour une composante V; s'écrit ;

S ) = 2y,
(17 : grad)vi =[v_,( é(} +v, i) ) £

Quant a I'équation de continuité, elle n'autorise aucune simplification :
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1l
o
Il

divv

: ) v } v
car on ne peut rien dire de —= relativement a - (c’est pour cette raison que
e

I'opérateur (‘D' . grad) ne se simplifie également pas).

2.1. Puisque la divergence du champ de vitesse est nulie, celui-ci admet un potentiel
vecteur A. Etant donné que les deux champs sont orthogonaux, on le prend de la
forme A = F(x,z)&y (pas de dépendance en y du fait de I'absence d'effets de bord)
pour assurer systematiquement cette orthogonalité et on écrit :

oF _ OF .

—f 1
az * ok ¢t

Vv =rot

Xl

2.2. La premiére projection de I'équation du mouvement donne alors :

o oFa_aF\_ & ( F) .
0z ox Ox oz 0z) a2\ @z C e

oF °F oF 8*F _ 9’F

ox gz2 Oz Oxoz it o

Les deux termes de gauche de cette éguation sont comparables en ordre de gran-

deur et on ne peut rien dire de celui de droite car on n'a pas pour l'instant la possibi-
2

F
lité de comparer e {ordre de grandeur des membres de gauche) et 33— (ordre
xe e

de grandeur du membre de droite). On garde donc tous les termes de cette équa-
tion, a priori peu engageante !

2.3. On doit tout d’abord exprimer les différentes dérivées partielles dans le nouveau
couple de variables :

9 _0Xo ozo x* o 2 8
x xoX xOZ 3 OX 358 0Z

Loakye Ay, 1 0
%z %z oX 20Z xPOZ'

22 _9f 1 8)_ 1 afa) 1 1 8(3) s
522 e\xBOZ) P &\IZ) 3P x¥3 3Z\2 oz’
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¢ _dfx®Pe uo)xPae woe 2 2
6x8z dz| 3 X 3,5 0Z 3 070X 3x3070Z 353 0Z
. o8 2 1 &0 2 ¢

3 23 OZOX 353 23 0Z OZ 3583 0Z

P 12 P 2 8
3 8ZoX 3,78 572 3598 OZ'

2 _of ) and) sl 3([) 20
o g/t &\ oz? X2 3Z\ 57 oz’
Puis on reporte dans I'équation a résoudre :

2 F (2 oF 2z oF\( _43 0°F
oz’ | 3 X Pz oz* J

=

(L oEiix™ &F 2 §F o %)
23 0Z 3 020X 3,78 gz2 3453 52J

VX

et on multiplie par X

Va31~"m[1a}? 2z8F) o’F (61:} &F Tér 3 3|
oz2 | \0Z )\3320X “3x 77 3,8 3Z )

30X 3x0Z

On ne garde que les nouvelles variables ;

&F (16F 2ZoF O*F) (eFN(1 &F JFF 2B
2 a2t ) \az Cog? X oz

36X 3XoZ 38Z5X 3X pz? 3X oZ

On obtient aprés simplification :

3v

OF OFOF _OF °F 2 azif
oz’ ~ X az: CZoeX X\ éZ )

OF &°F [QWF F:F]c‘F

. ¢ az? T X8 CZeX oL

2.4 Dans ce cas il vient :

3 2
w830, 4(40 _dG

a'Z dZZ $7 dZ]Bf' soit :
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40 T8e BaayY s
43-022(2] -4(c%)

dz? az? dzZ 2 dz )

2.5. On intégre une premiére fois :

d2
3v dZC; = G%ZC—;- + K, puis une seconde fois :
dG G2 ,

A l'infini, suivant z, la vitesse doit tendre vers O car on sort du jet et on passe dans le
fluide au repos. Donc, pour la composante v, qui s'écrit :
oF OFoX oFoZ 1 0

= T TAaX A7 B 146
BTTH X zZar 2P oz =(X6(Z)--~—

on doit avoir a x donné, c'est-a-dire a X donné, % gui s’'annule quand Z diverge,

c'est-a-dire quand Z diverge. Ceci signifie que la fonction G tend vers une constante

que nous notons G.,. L'équation différentielle ci-dessus s’écrit par conséquent pour
2

Z trés grand 7* + KZ + K' =0, ce qui montre que la constante K est nécessaire-

2
ment nulle et que K’ vaut — —Zi . Il nous reste a intégrer I'équation :

dG G?-G? —— :
Iv—=— et on procéde par séparation des variables :
dz 2
46 _dz_dG( 1 1 ) .
G*-G2 6v 2G,\G-G, G+G, '

In i G”‘ GoZ + cte
G+G,|) '

- dG =
La composante Vv, de ia vitesse doit étre partout positive, donc a7 —Xv, doit étre
2 . : 2 2
partout négative. Par conséquent on a également G <G partout. On peut alors

G 1 :
lever la valeur absolue dans le logarithme puisque dans ce cas re +G—°° <0 ', soit :
X

! II suffit de multiplier cette inégalité par G + G pour voir qu'elle équivaut a celle juste au-dessus.
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(Gm LG ) GuzZ "
ln = + cte, ce qul s'inverse en :

G+G, 3v
G“”_G—Aex (%—ZJ
6oy L ey

Si on veut annuler F sur Ox, il faut avoir G(0) =0, ce qui signifie que la constante A
est égale a 1. On obtient finalement :

Sk 6v 6v G
= o 7 : =-G thf;
G(n?) Gy. 1 o g’ng 33 » (_ G, o (GGOZ y e | 6By J
L3y Pl™76 Pl 6v J
3.1. On revient a la composante dominante de la vitesse dominante. dont on a mon-
tré a la question précédente qu'elle s'écrit directement v = — [y
X
- £ G, I G, G, G2
X_E_M-G—_Z_ﬁ_\;_ 1/3 G ?“ ’ TR
Chz(_aq_) > Chz( inf,z,) Y 6w ’3ch2( ==
ay 6vx>" ) Gug-" *

Elle présente un profil symétrique par rapport au plan X ce qui était attendu Elle

1/3

décroit lentement avec x, en x~ '~ mais, pour X donné. trés rapidement avec -.

A
&

9'.‘?’/”_524&") '“ %
PP

i

3.2 A une abscisse donnée, v, est une fonction rapidement décroissante de part et
d'autre de I'axe Ox. Elle vaut plus de 7 % (1/14) de sa valeur maximale sur le do-
maine de valeurs de z vérifiant :

G,z

6vx2?|

=

Au-dela, on peut considérer qu'on se trouve quasiment dans le fluide initialement au
repos, méme s'il est légérement entrainé par le jet. On définit donc I'épaisseur du jet
a partir de ce domaine de valeurs, soit
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12vx?3  24vx??

=2
e(x) X Gm G.

3.3. L'épaisseur du jet croit moins vite que la distance a la fente. Il existe donc une
valeur de x au-dela de laquelle on a bien e << x. Or, tout notre calcul repose sur
cette hypothese. Il faut donc avoir pour la valider :

e(x)  24v _ 24v’
———=———x<<1, soit x>>|—| .
x G x"? G

o0

4.1. Le débit de quantité de mouvement s'écrit :

Tl

D= fuﬁ(ﬁ-d§)= Iy% . Jm uf’(ﬁ-dsax)zj'

Z=—00

+0 .
L wi(vdydz).
fm? i Ii=—w
2
Or la résultante suivant ﬁz doit étre nulle par symétrie de I'écoulement et il reste :

=l

L o _ _ +o0
DP (X) = J.vz:__l_. .’.227wuvxux (dede) = “Lux J:w v;‘;a’z
= 2}

® Gadz _pLi G [ Gudz

- 6vx3'”’ch4[ G”‘f\ J
6vx~"°

=L, | B -
e 6
36v2x2/3ch4[- Goc;-:] J ¥
6vx
pLi, G, Im du  2uLGli,
6y i) v

On constate gu'il ne dépend pas de x. |l se conserve donc dans tout le jet, ce qui est
naturel puisque le fluide dans lequel se dilue le jet n'exerce aucune force sur celui-ci
(le champ de pression est uniforme et il n'y a pas

de frottement dans un fluide parfait). La relation “Z
fondamentale de la dynamique appliqguee a la
partie de jet située entre les abscisses x =0 et

x=x, (volume de contrble V' limité par les 0 /g"g—f
e

pointillés sur la figure ci-contre) s'écrit alors : G—— » >

En régime stationnaire il ne reste que la dérivée convective et elle s'écrit encore,
lintégrale étant nulle par symétrie sur I'ensemble des faces autres que les deux

plans orthogonaux a Ox :
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wi(i - dsii, )+ |

.[V' FL‘:(‘; ) dS): -[p plan x=

V(=¥ -dSii, )= D, (xy)~ D, (0)

lan x=x,

On en deduit que ij est aussi le débit de guantité de mouvement a la sortie de la
fente.

4.2. Ce dernier peut aisément étre calculé d’aprés les données de 'énoncé. Pour un
profil de vitesse parabolique on peut écrire :

7]

L i 1
D,(0)= jyz_ 5 j: WVt (v, dydz) = uLii, [2 vide
Lyl )

L I
4 2= { ) 4
= M-DOU)_. J‘z 1__82—+162 d-
g J I it
_MDgiy (2} PP 32uDgi,
L 32 54 ) 1SIL

Il suffit d'égaler les deux expressions de D p eton obtient :

1/3

48vD/} 2

G; = vo,soitszﬁv.% g
SIL? 511

4.3. Le critére d'éloignement s'écrit alors :

I g -
48vD; D; R

4 2 272
24y " )
X >>( . J =(24v) SIL st " 1440! 7

&l

- %
Etant donné que x est homogeéne & une longueur, le rapport 7 est sans dimension

et s'exprime donc comme une fonction de combinaisons sans dimension des diffé-
rentes données du probléme. Deux sont évidentes, le nombre de Reynolds et le

{
rapport 5 Comme le probleme est supposé invariant par translation le long de Oy,

L n'est pas en fait une variable « utile » et ne doit par conséquent pas intervenir sur
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des relations entre grandeurs intensives. |l est donc Iégitime d'attendre une relation

2%
de la forme 7 >> f(K). C'est bien ce que nous avons obtenu.

4.4. | 'application numérique donne :

1440x 0,01
e

(002 =0,00144 m= 1,44 mm.

On peut considérer qu'a quelques centimetres de la fente ce critere est respecté.

5.1. On applique la définition :

Doa)= |2, 7 o= L[ T
=

p[T o Gef g v [

™ 6vic"3ch? ["‘Gmi ) - ch?(u)
6vx>

= LG x"3[th(u)] ™™ =2LG x"°.
On constate que le débit volumique varie avec x. En particulier, le fait irréaliste qu'il

tende vers 0 avec x montre bien que nos calculs ne sont valables qu'a grande dis-
tance de la fente.

D &
5.2. Les rapports l-)L et 7 sont sans dimension. Il existe donc entre eux une rela-
0

tion ne faisant intervenir que des combinaisons sans dimension des données. Outre
[ . : .

le nombre de Reynolds, il y a également 7 mais L ne peut intervenir du fait de

linvariance par translation suivant Gy. On pouvait donc prévoir le type de relation :

50 1)

En effectuant le calcul, on obtient :

/ - / , , 1/3
Do) 200G P 2ng 0 2 2 48vDj
D, D" T ['? Dy 517

=
—[1f3 5D, —[m 5K ’



216 Exercices de Mécanique des fluides

5.3. Le debit volumique augmente avec la distance. Ceci signifie que le jet entraine
une partie du fluide extérieur. Les couches du fluide au repos les plus proches de la
surface limitant le jet sont « forcées » a pénétrer dans celui-ci, ce qui parait para-
doxal quand on ne tient pas compte de la viscosité. Puisqu'il n'y a pas non plus de
gradient de pression, il est difficile de donner une justification physique a ce résultat.
En regime stationnaire, on ne voit pas comment ce débit pourrait ne pas se conser-
ver. |l sortirait plus de matiére a une abscisse donnée gu'il n'en entrerait a une ab-
scisse inférieure et c'est inconcevable sans source locale. Il s'agit d'un défaut mani-
feste du modéle.

6. On prend comme vitesse caractéristique du jet la valeur de v, sur l'axe Ox et
comme distance caractéristique son épaisseur locale ¢(x)

5 ’ q\lJ
o vi(z=00e(x) G 24x*° 4G.x" _4x'"( 18vD;
1/ - v I

i i ﬁ6vx G, N v SlL“

1/3 173
_4x'P( 48D | 4x'?(ask?
8 IUS 5L2V2 a l[f3 5
Ce nombre croit de maniére non bornée avec x. |l existe donc une distance a partir
de laquelle il devient supérieur a ~ 2000. Malgré le fait que la vitesse décroit avec

Iéloignement, I'écoulement finit par devenir turbulent si on se place assez loin. On
n'aurait pas pu prévoir ceci en se limitant a la définition traditionnelle du nombre de

Dy
Reynolds, ici —,

vl

bulent qu'a une distance de I'ordre de la largeur de la fente.

qui ne permet de ne prévoir un comportement laminaire ou tur-

L'apparition de la turbulence dans le jet se produit & la distance

- 5 4
i e e 1.30.10° —!1-.
64 x 48K xR’

L'application numerique donne x,, ~13 m. On est trés loin de la fente.

EXERCICE 4

Sillage laminaire

Un fluide visgueux incompressible, de masse volumique | et de viscosité cinéma-
tique v. se déplace a vitesse constante et uniforme v, = Voli . avec v >0, suf-
fisamment loin en amont d'un obstacle solide fini et fixe. A proximité de celui-ci,

les lignes de courant sont déviées et il n'est pas possible de les étudier sans con-
naitre la géométrie de I'obstacle.
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Toutefois, en aval de celui-ci et suffisamment loin, on peut déterminer les pro-
prietés globales de I'écoulement en résolvant une équation du mouvement appro-
chée, indépendamment de la forme exacte de I'obstacle. On fait pour cela les
différentes hypotheses et approximations simplificatrices suivantes :

- 'écoulement est laminaire et stationnaire,

- la pesanteur n'est pas prise en compte,

- l'obstacle présente une invariance par translation le long de 'axe z'z et une sy-
métrie par rapport au plan x0z,

- loin de l'obstacle et en aval la vitesse du fluide est proche de v, et on note par
conséquent V(M) =V, + V(M) avec |V'| << v, afin de pouvoir linéariser I'équa-
tion du mouvement,

- la région du fluide dans laquelie |17'| prend ses plus grandes valeurs est appelée

sillage et sa forme doit peu dépendre de la géométrie de l'obstacle, ceci étant
d'autant plus vrai qu'on se trouve loin de celui-ci ; on se place donc & une dis-
tance a laquelle cette dépendance a disparu,

- Vépaisseur e du sillage dépend de x et est localement trés inférieure a x ; on
suppose donc a priori que e(x) croit moins vite que x.

obstacle — —

1. En estimant l'ordre de grandeur de chacun des termes qu'elle contient, montrer
que I'équation du mouvement s’écrit dans le sillage de maniére approchée :

v’ gradP 9%’
ox n oy?

2. Montrer a l'aide de I'équation de continuité que la composante 'v_’y est d'un or-

dre de grandeur inférieure a v/

3. Expliquer a partir des projections de I'équation du mouvement pourguoi on peut
considérer la pression uniforme dans le sillage.
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4. L'équation veérifiée par v/ est semblable a une équation de diffusion et on ad-

2
A ; )
met qu'elle a une solution de la forme \[ exp(— - ] en ['absence de condi-
X A

tions aux limites. Déterminer la constante B.

5.1. Comment varie V|, avecxety?

5.2. On definit arbitrairement le sillage comme la région dans laquelle v\ dépasse
le dixieme de sa valeur sur I'axe Ox_ Expliciter son épaisseur e(x) en fonction de
v, Vp et x.

5.3. A partir de quelle distance a l'obstacle notre modéle est-il acceptable ? Le
critére ainsi trouvé est-il suffisant.

e +y
6.1. Calculer, a x fixé, F,(x,y)= J. uv(v,du) loin en aval de I'obstacle (en jus-
-y

" . x : - hed e :
tifiant certaines approximations) et £;(y)= _[ u¥(v,du) loin en amont avec
-y

dans les deux cas y positif et trés supérieur a . On admettra
3
f exp(»xz)dx ~ T pour y>>1.
=

6.2. Calculer F,(x,y) - Fy(y) et en donner la signification physique

6.3. En déduire I'expression de v, en fonction du module .7 de la force exercée
par le fluide sur I'unité de longueur de I'obstacle suivant z'z.

7. Dans le cas d'une plaque plane de longueur L suivant Ox. on obtient :

% .
o= TL\‘"#\'LP{} :
X
. . i y Vol
Exprimer alors v en fonction de vy, X = I Y = 7 et K=—rn.
Vv

8. Représenter pour la plaque plane le profil de vitesse pour quelques valeurs
simples de X et faire apparaitre les limites du sillage.

9. Calculer le déficit de débit volumique par unite de longueur le long de Oz en
aval de I'obstacle. Que faut-il en conclure concernant ce modéle de sillage ?
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A

1. L'echelle caractéristique des variations spatiales suivant x est x lui-méme lors-
qu'on se trouve a trés grande distance de I'obstacle. Par contre, celle des variations
suivant y est e puisque c'est la distance, a un facteur deux prés, sur laquelle on

passe du centre du sillage a la zone d'écoulement uniforme du fluide. On a donc
formellement :

i,.,l et Eﬂvw—!—w soit —6—<<£

ox x oy e(x)’ ox oy

Par ailleurs, du fait de l'invariance de l'obstacle par translation le long de I'axe 7'z,

on a egalement 62 =0. Le terme de viscosité de I'équation du mouvement s'écrit
Z

de ce fait :

%'

VAV = vA(¥, +i=")=vA17'zv@-.

On linéarise ensuite le terme inertiel :
(7 - grad)v = (7, + 7)- grad)(7, +¥")
= (v - grad)vy + (7" grad)v, + (v - grad)v’+ (5" grad)y".

Or ¥, est uniforme et (\7’ . grad)ﬁ’ est par hypothése trés inférieur a (ﬁo : grad)ﬂ'.
Il vient donc :

(v-g_ra—d)h(vo.gr?i)vw(v'-gﬁ)v'z(ﬁo-gr—ad')a':[ a]a'

v ERl <5

0 ax
. v’
O o ”

L’équation du mouvement est ainsi en régime stationnaire :
V' radP o2y’
L S iy
ox L ay?
2. L'équation de continuité donne en ordres de grandeur :

r ’
S = oo W Vy ;
div v = 0 = div(¥, +v’)=d1vv'~—;—+7, soit :

r
)

¥

_elvil

<<

V.|

3. Les deux projections de I'équation du mouvement s’écrivent :
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oV, 1oP a7V,
= ———— 4V ‘
ox B dx oy?

Yo

! ~ Rt
BV NP Y

v =—— Vo
T ooy g2

-

oP o S GE y
Elles montrent que 3)) est d'un ordre de grandeur inférieure @ _ . puisque
[ ox

P
Ox
la pression ne dépend quasiment que de x Elle est donc pratiquement la méme.
pour une valeur de x donnée, dans le sillage et dans la région découlement uni-
forme. Or, dans cette derniére, I'équation du mouvement devient trés simple

dépend linéairement de v; et de v; , ce qui signifie qu'on peut considérer que

e radP = eradP
(1*0 - grad)v0 =0==F2 VAY, =— S etdonne P =cte
Lt Lt
Il en résulte que la pression est quasi uniforme dans le sillage et egale a sa valeur
hors du sillage (mais toujours loin en aval de I'obstacle).

4. L'equation vérifiee par v/, est alors :

Il s’agit formellement d'une équation de diffusion . méme si la dérivée premiére
n'est pas par rapport au temps.

On calcule les dérivées partielles de la solution donnée dans 'énonce

ﬁ_ ireXp ~B)f- e ex —-——B‘\lz\i+B'\‘: e ex l“&;‘
ox| Jx x )| 2R N
e P
w 3\,\,5 : )

Byf] 2By A [ B_\-f} 2 ABy [ Br']
= TP — —— = ———exXp| = T — |,
B 5 : x° X,

5
" comme I'équation de la diffusion des particules, I'équation de la chaleur et I'équation du champ élec-
tromagnétique dans un conducteur & basse fréguence.



Ecoulements laminaires stationnaires 221

g% By? 2AB 2\ 2By24 -
ayz!;rexp( X ﬂ:_xm exp[—Bi J fy xsgye"p[_é?;}

2By? 2AB ?
(el )

X

L'équation du mouvement qui nous intéresse devient alors :

| = 2By? 2AB R
o B el ) (PR

et on en deduit apres simplification, la constante A ne pouvant étre nulle :

2 2
VO[B}{W%}M{?%_I]_

soit pour toutes valeurs de x et y dans le sillage :

2
(vOB—4vBZ)y7+2vB-B2(l:0.

2
En annulant les coefficients de ce polynéme de yT on obtient les deux égalités :

v
voB - 4vB? =0 et 2vB - 70 =0, soit 'unique condition :

Vv
B=-L",
4v

5.1. Puisque B est positif, on constate que v/, est rapidement décroissant avec |y,
: e 1 .
de part et d’autre de I'axe Ox. Ensuite, sur cet axe, il varie comme T et présente
X
donc une décroissance beaucoup plus lente.

5.2. On a par définition de I'épaisseur recherchee :

2

f—”[ e

4vxln(10 303(

soit :
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L'épaisseur du sillage croit comme \/: . c'est-a-dire plus lentement que x au-dela
d'une certaine distance.

5.3. Ce résultat repose notamment sur I'hypothése ¢(x) << x . Pour étre cohérent,
on doit donc se limiter a ;

{

[ vx . \Y
(<< X seitc xsm—.
Vv Vo

Ce critére ne dépend pas des dimensions de I'obstacle. Or, si on se place a priori
loin en aval, il faut respecter également x >> [ L étant la dimension caractéristi-
que de l'obstacle. Un critére complet, nécessaire a la validité des résultats du mo-

dele, doit donc s'écrire x >> sup(vl, L].
0

6.1. Loin en amont on a V(M) =v,ii ., d'oi simplement :
- L - Loty "
Fy(y)= I wvit, (vodu) = Wi, J‘ die = 23 ¥,
—y \

Loin en aval on a V(M) = (v, + v} )ii, + V)i, etil vient :

= +y y ty
Fc)= [ uo + V), i)+ [ ol (v,cta)
Du fait de la symétrie de I'écoulement on a v/ (x.v)= -v, (x.=v) tandis que nos

calculs montrent que V' (x, y) = v\ (x,—¥). Par conséquent la seconde intégrale est
nulle. Il nous reste ;

= +y e
Fi(x,y)= J:y p(ve + v )i, (v, du)
+ ) e +y I ,
= J—v “’(VO e )u.r (Vﬂd“) + J-_ v N(""n M )H‘,‘. (L’xdll)
- [ s [t [Punoa
[ i (vidu)
R — ty +y y ;
~ J- Mvoid, (vodu) + J‘_v uvi, (vodu) + J“ wvoi, (v.du)

car on peut negliger le terme quadratique en v qui est d'un ordre de grandeur infé-
rieur aux autres puisque |V'| << v,,. On obtient ainsi :
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= +y . S _ ;
Fi(x,y)~ j_y Vo, (vodu) + I_y wviid, (vodu) + Ijlwo i, (vidu)

» _ [ty
~ 2V yid, + 2uv,il, I v du
i

- S e A vou’
m2p.v§yux + 2uv il j_y —ﬁexp[— :vx }a‘u.

Par hypothése ona y >> e, donc :

2 2
VoY voe® vy 4vxin(10)
>> = =
4vx 4vx  4vx Vo L

2
Vpy

et a fortiori . >>1 (In (10)z 2,3). Ceci signifie qu'avec le changement de va-

, v
riable X = 4—\?; u, destiné a simplifier 'argument de I'exponentielle et a se rame-

ner a I'intégrale donnée dans I'énoncé, on obtient :

voy?
. ~ ~ (4. A [|dwx
Fy(x,y) = 2uvyi, + 2uvoi, [, = |2 exp(- X2 )ax
- oY 2 VO
4vx
vy
= 23y, + 4udy v i, [0, exp(- X?)dx
¥
~ 2Wv yid, + dpdmvvg i, .

6.2. La différence F,(x,y)— F,(y) représente, par unité de longueur le long de 'z,
le débit de quantité de mouvement du fluide en aval de l'obstacle moins le méme
débit en amont °. C'est par conséquent la dérivée particulaire de la quantité de mou-
vement, ou encore la quantité de mouvement que gagne, par unité de temps et par
unité de longueur le long de z'z, le fluide du fait de la présence de I'obstacle. Il s'agit
donc, d’aprés la relation fondamentale de la dynamique, de la force qu'exerce
I'obstacle sur le fluide par unité de longueur suivant Z'z. Elle a pour expression :

ﬁi(xsy)_‘f‘ﬂ(y)=4p‘4‘\f vy, ﬁx

6.3. D'aprés le principe de I'action et de la réaction, c'est encore 'opposé de la force
qu'exerce le fluide sur I'obstacle par unité de longueur suivant 'z (force dirigée dans
le sens des x croissants). On a donc I'égalité :

3 Rigoureusement on obtient le débit total en faisant tendre y vers linfini pour ne pas exclure une par-
tie de I'écoulement. Mais, la différence des deux intégrales vectorielles ne dépendant plus de y, le
passage & la limite n'est pas nécessaire.
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—F = 4p.Athvv0‘ et on en déduit :

T iy exp(— Vy¥
i 4;,1\/%'0 \fx L e |

7. Dans ce cas, la composante horizontale de la vitesse peut &tre complétement ex-
plicitée :

)
4 — e
V, =Vy — ;ﬂvaé ——]_% —L exp(— o ‘

duymvwy Jxo L Aw /

= 2 2y &
oo v [ [ vy?)_ | 1 (L (_%y%‘

=¥ I—J—exp(_ﬁ;]_lzv 1—-—1—6}(}9{»}{)/"
| 3/mx | 4Lx)| ”{ 37X [ ax )|

8. On obtient le profil ci-dessous, le sillage présentant une enveloppe parabolique
(fonction racine carrée obtenue & la question 5.2), mais qu'il ne faut pas prolonger

jusqu'a l'obstacle. En pratique, la condition x >> 8 est vite respectée du fait des
0

trés faibles valeurs des viscosités cinématiques et cest v >> [ qui sert de critére

effectif d'éloignement.

=l %;T;)
g

E
I

Le déficit de vitesse apparait modeste puisque, méme & une distance faible de 2L

2]

AN
i
LTI

!

bl

Il

1
(soit X =2), il n'est que d’environ 13 % sur l'axe (= ===0.13). Toutefois, il se
3./ 2n

prolonge trés loin puisqu'il faut al!er au-dela de 350L pour obtenir un déficit de vi-

tesse inférieur a 1 % sur l'axe (——— [_¥ ~0,010).
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9. Le déficit de débit volumigue a une distance donnée s'écrit :

D= [ [ v -vilwyvdz= [ [vy — v, (xy)lay

y=— Jz=0
=Lvoj - 3\/‘exp{ }eyz] = Lvo I exp( )\/T%-du
2Lv0 J )a,u_ZLv0 2\:\/7

On constate qu'il reste uniforme. || y a donc une « disparition » de fluide entre
'amont et l'aval Or, il ne peut y avoir d'accumulation locale au voisinage de
I'obstacle en régime stationnaire. Ce déficit est par conséquent aberrant et constitue
donc un défaut du modé'e. C'est pourquoi on ne peut le considérer que « qualitatif ».

EXERCICE 5

Premiére correction a la formule de Stokes

La formule de Stokes exprime la force I' gu’exerce un écoulement laminaire sta-
tionnaire de fluide visqueux incompressible sur une sphére solide immobile, en
'absence de forces volumiques dans le fluide. Son expression analytique a été
établie a 'exercice 2 :

F = 6mnRY,,

1 étant la viscosité dynamique du fluide, v, sa vitesse uniforme loin de la sphere
et R le rayon de celle-ci. Cette formule n'est acceptable que pour un nombre de

V()R . LI : T . :
Reynolds K = —— petit devant 1 (v =— étant la viscosité cinématique du fluide
v H

et |1 sa masse volumique).

On se propose d’améliorer la formule de Stokes, en précisant que la méthode uti-
lisée pour cette amélioration pose des problémes de cohérence a grande distance
(que nous ne souléverons toutefois pas). On donne pour cela le champ de vitesse
dans le fluide en coordonnées sphériques quand on néglige le terme non linéaire
devant le terme de viscosité dans I'équation du mouvement (Cf. exercice 2) :

- = VR B . .3 K
V=VolUd, +—§7[°039{—3+F]u, +sin 9(2 +?—]ue]

I'origine O du repére étant le centre de la sphere et l'axe Oz celui défini par la di-
rection et le sens du vecteur V.
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. 4 B : \‘?(M)—Voﬁzf
1. A partir de quelle distance la différence relative e
0

est-elle infé-

rieure a 0,1 ? On admettra sans démonstration :

e )
{‘m%} —3+R +5sin’@ 3+ i :5 quels que soient ret 0.
\' : 2757) 2

r
2.1. On pose V(M )=V, +V'(M) et on se place a une distance r de |a sphére
tres grande devant R. Quel! est l'intérét de ce changement d'inconnue ? Quelle
equation aux dérivees partielles doit vérifier V' en régime stationnaire et en
I'absence de champ de force extérieur ? Proposer une équation approchée li-
neaire et préciser la condition aux limites associée.

| (7 g
2.2. Evaluer 'ordre de grandeur du rapport —|AT loin de la sphere en fai- |
vAV |
p VoR
sant apparaitre le nombre de Reynolds X = ——.
%

2.3. En déduire en fonction de R et du nombre de Reynolds A jusqu'a quelle dis-
tance D. supposée trés supérieure a R, 'expression du champ de vitesse donnée
(E - grad )u:

dans I'énoncé est acceptable. On prendra — I—A_— < 0,1 comme critére de
VAV

validité.
2.4. Pour quel domaine de valeurs de X la distance trouvée a-t-elle un sens ?

3.1. A proximité de la sphére le champ de vitesse déja donne vérifie

3gcos8 . Dgsind
— [" +

2 B

R- 2R

(v grad)v ~ m]]:z}, et A=

9v; sin?0( r
4R R
Donner en fonction de R et X' la distance D', supposée voisine de R. jusqu'a
laquelle I'expression du champ de vitesse donnée dans I'énoncé est acceptable.

.(i}' . grad)ﬁr
On prendra le méme critére Tl— < 0,1 pour justifier la non-prise en
VAV

compte du terme inertiel.

3.2 Pour quel domaine de valeurs de X I'épaisseur ainsi trouvée a-t-elle un
sens ?
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3

D
4. Représenter graphiquement R et % en fonction de log (Ie) Que représente

la juxtaposition de ces deux courbes ? On ne cherchera pas a les raccorder a
cause d'un domaine dans lequel ni l'autre ni I'autre ne sont acceptables.

5. Comme on ne peut pas résoudre I'équation du mouvement, on fait I'approxi-
mation suivante :

grad P

H
aux conditions aux limites a la surface de la sphére,

-de r=R a D ou D', I'équation 0=-— + VAV est satisfaisante, associée

- au-dela de r = D, 'équation établie a la question 1 est satisfaisante, associée
aux conditions aux limites a l'infini,

- on raccorde ces deux solutions ainsi obtenues en ajustant les constantes
d'intégration encore indéterminées (chaque équation « isolée » est associée a un
nombre de conditions aux limites insuffisant pour fournir toutes les constantes
d'intégration de la solution qui lui correspond).

Quel domaine de valeurs de X est compatible avec ce raisonnement ?

6. Dans ce domaine, la méthode précédente aboutit a 'expression :
- . 9 2 -

Est-elle nettement différente de la formule de Stokes ? Que represente-t-elle
mathématiquement ?

1. On calcule cette différence relative :

V —v,ii - R?
#ZI:E s .v,lrf,+sine(§+—2 g
Vo r r* 2 2r
R 5 3R22 el R22~5R
=571 08 0| - +;2— + sin 5+2r—2 e

et on en déduit la condition :

5R SR
—<0,1, soit r>—=12,5R.
Ay <y, soit r 0,4

2.1. L’équation exacte a résoudre en régime stationnaire est :
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(v-@)&:f%ﬁww

Mais a grande distance on a v = v ii,. C'est pourquoi on écrit :
V(M)=vii, +V'(M), avec |V'| << v,,.

Ce changement de variable va permettre de linéariser I'équation du mouvement re-
lativement a cette petite différence de vitesse . L'équation s'écrit en régime station-
naire :

= I adP . .
((voftz +)- grald)(vouZ +7)=—E2 4 VA, soit:
o —\_, (., —\., gradP  _
(vouz 2 grad)v' ¥ (v’ = grad)v ~_E +VAV'.
Elle devient en se limitant au premier ordre :
_ —\., &'  gradP
(vguz : grad)v =V, LA P

On associe a cette équation la condition limv =0 Il n'y a pas de condition a la

r—s+oc
surface de la sphere puisque I'équation linéarisée n'est valable qu'a grande dis-
tance.

2.2 Loin de la sphére, I'échelle caractéristique de distance ne dépend plus de R et
doit plutét étre comparable a r. Puisque la vitesse y est trés proche de Voli-, elle va-

rie spatialement trés lentement et il faut parcourir une distance de l'ordre de r. c'est-
a-dire revenir prés de la sphére, pour observer une variation notable. On écrit donc

- grad)s Ve r’ _vor _voRr Rr

Cvav] r vy, v W R

On voit que ce rapport peut devenir arbitrairement grand a distance, ce qui signifie
que I'écoulement doit devenir turbuient loin de la sphere, puisque le terme non |i-
néaire est le responsable de la turbulence.

2.3. La solution de I'énoncé n'est acceptable que si ce rapport est petit devant un,
c'est-a-dire tant que :

7
A—r<0,]. soit r<9—’;e£:D.

R
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'expression du champ de vitesse donné dans I'énoncé n'est plus valable au-dela.

2.4. Ce résultat repose sur I'hypothese r >> R . Il n’est donc cohérent que si

0,1
—>>1, soit X<<0,1.

R

3.1. Cette fois le rapport des termes inertiel et visqueux a I'expression approchée :

. 9v3 sin?0( r i ’ 3Rv, sin’0( r i ’
1(‘” 'grad)‘”‘ - 4R (R 4 (R
VAV |3v,cos® 3vgsin® _ | . 2
' — 0, +———i 2, Sin"0
R2 r 2R ° \fcos 0+ :
_ 3Ry, sin”0 (r 1]2 _ 3Ksin’0 [r 1]2 ’e(r 1]2
2v\/;:0528+1 R 2\[3c0528+1 R £ '

Trés prés de la sphére il existe donc une zone mince dans laquelle le terme inertiel
est bien négligeable. Elle est d'autant plus mince que le nombre de Reynolds est
élevé. Plus précisément, le rapport reste petit tant que :

)
[I-—l) <O i r<(1+0’32JR-D'.

R 3 N3

3.2. L'expression approchée de (17 : grad)\? est valable pour r =~ R . Il faut donc,
pour que le résultat précédent soit cohérent, que la limite trouvée soit comparable a

0,32 :
R, c'est-a-dire la condition —— << 1, ce qui donne :

N3

K>>0,1.

4_0On obtient les deux cour-
bes ci-contre en traits pleins,
avec une échelle logarithmi-
gue en abscisse, de maniére
a visualiser un large inter-
valle de valeurs du nombre
de Reynolds. Chaque courbe
a été prolongée, pour envi-
sager un raccordement, jus-
qua X =0, mais on a grisé
le domaine dans lequel cha- >
cune n'est plus valable, en -4 -1 0 4 8 log(X)
prenant un facteur 10 pour
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0,1IR
difféerence d'ordre de grandeur, soit entre 0,01 et 0,1 pour D = - etentre 0.1 et

1 pour D'=(l +M(E2]R.

N

L'ensemble des deux courbes représente en fonction du nombre de Reynolds la
distance relative au centre de la sphére jusqu'a laguelle la solution donnée dans
'énoncé est acceptable.

5. Il faut que la valeur de D ou de D', selon le nombre de Reynolds, soit supérieure
ou égale a 12,5R, sinon le domaine dans lequel on utilise i'equation approchée

oV gradP

+ VAV' ne respecte pas partout la condition V =~ Vo, etily a

contradiction. On voit sur le graphique de la page précédente gue cest la courbe
D 0l i
i = ? qui est concernée et on en déduit I'inégalité :

0,1 1

0.
—2125, soit #<—— =0.008.
7 12,5, soit XK 23

6. La force de frottement s'écrit encore :

!

= - 9uR?y » 3Ry, - 3R
F= 61mRv0(l . W"-] = 67rnRvU(l o _8\“0} = énnR\‘t,\(l iy

On voit que pour K < 0,008 la correction par rapport a la formule de Stokes est trés
faible (moins de 3 %o). Il s'agit seulement d'un leger gain de précision.

Cette formule peut étre considérée comme la correction au premier ordre en X de la
formule de Stokes quand le nombre de Reynolds n'est pas nul. De méme, la formule
de Stokes constitue I'approximation a l'ordre zéro de I'expression exacte de la force
qu'exerce le fluide sur la sphére.

EXERCICE 6

—
Paradoxe de Stokes — perte de charge pour un cylindre

Un cylindre fixe de rayon R, d'axe de révolution Oz, de longueur infinie afin de
consideérer le probleme invariant par translation le long de celui-ci, est placé dans
un fluide incompressible, de viscosité cinematique v et de masse volumique i,
présentant a grande distance une vitesse uniforme et constante vﬂﬁz '
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b2
w2

On se place en régime laminaire stationnaire, sans tenir compte de la pesanteur
et on travaille dans le systeme de coordonnées cylindriques, pour lequel on a :

1 da, day ). éa, oOa, 1 Oa,
i Sy —
rot (4) = (rc'i@ az]”’+[az arJ (rar( %) roBJ

2 10 1 8 32

+_____.._
or? ror 297 72

A=

1.1. Donner les expressions générales des champs de vitesse et de pression
V(M) et P(M) dans le fluide, déduites des propriétés de symétries.

1.2. On recherche V(M) sous la forme r—ot(A(r, 0)a, ). Justifier ce choix. Peut-
on résoudre I'équation du mouvement sans approximation ?

1.3. On se limite & un écoulement de trés faible nombre de Reynolds. Quelle sim-
plification mathématique cette hypothése permet-elle dans i'éguation du mouve-
ment ?

1.4. Montrer que le potentiel vecteur du champ de vitesse est solution de
I'équation aux derivées partielles :

ot (ot ot (ro (4, ))) = .
2. Déterminer le potentiel vecteur A trés loin du cylindre. On choisira l'expression
la plus simple.

3. Du fait du résultat obtenu, on recherche partout une solution de la forme
A= f(r)sin@ et, en explicitant la combinaison des quatre rotationnels, on ob-

tient pour fI'éguation différentielle :

df 2d°f 3df+3a’f 3f

dr4 ” dr®> r?dr* pdr ri
3.1. Déterminer f(r) comme une combinaison linéaire de puissances de 7.
3.2. Montrer que r In(r) est également solution.

3.3. En déduire la forme générale de f.

4 1. Utiliser les conditions aux limites pour déterminer les constantes d'intégration
Que constate-t-on malheureusement ?

4.2. Ce résultat surprenant est appelé paradoxe de Stokes. Comment peut-on
I'expliquer ?
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5. Par une méthode de raccordements asymptotiques, on obtient prés du cylindre
le potentiel vecteur suivant :

. VoRsinO( r R r (r‘ - voR
e St SR SRR
A=) (212 % RO RJJ“~ e v

Déterminer le champ de vitesse.

6. Determiner ensuite le champ de pression. On note P la pression a la surface
ducylindreen y=R.

7.1. En déduire la pression a la surface du cylindre. Comment se répartit-elle ?

7.2. Calculer la somme des forces de pression qu'il subit par unité de longueur
suivant 0z.

7.3. Calculer la contrainte de viscosité a la surface du cylindre en admettant
)
gu'elle s'écrit o = ng-e— Ug. En déduire la force de viscosité que subit le cylindre
r

par unité de longueur suivant Oz.

7.4. Exprimer la résultante F, des forces exercées par le fiuide sur I'unité de lon-
gueur du cylindre.

8.1. On deéfinit le coefficient de frottement C, = ——'—
TURY

L'exprimer en fonction

de X seul. Cette relation est la loi de perte de charge.

8.2. Représenter graphiquement (en coordonnées logarithmiques) cette loi ainsi
que la loi correspondante pour une sphére (formule de Stokes). avec dans ce cas
2F
C. = Ej——; et F =6mmRy,. Commenter les courbes. On se limite aux écou-
i _V{j

lements dits rampants, pour lesquels ona K <0.01.

1.1. Il y a invariance du probléme
par translation autour de I'axe Oz
et tous les plans paralléles a Oxy
sont donc des plans de symétrie
du probleme. L'écoulement au-
tour du cylindre reste alors plan,
comme a l'infini, et aucune gran-
deur scalaire ne dépend de z. On
écrit ainsi :
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V(M)=v,(r,0)d, +vy(r,0)id, et P(M)=P(r,0).
1.2. Le fluide est incompressible, donc on peut écrire :
V=rot A, relation équivalente a divi =0.

Etant en tout point orthogonal & v, ce champ de vecteur peut étre pris colinéaire a
EEZ et sa composante ne depend pas de Z du fait de l'invariance suivant cet axe. On

écrit donc :
v =rot[A(r,0)@, |

L'équation du mouvement en régime stationnaire :

—

d
L

(7 - grad)y =-

est impossible a résoudre a cause du terme inertiel qui s'écrit ici :

(ﬁ-@)i:[vr;+‘f$jﬁ.

VoR
1.3. Le nombre de Reynolds, qu'on définit ici par X = —0—, est l'ordre de grandeur
v
|(D’ -grad)ﬁ ’
[VAV|
1, on néglige le terme inertiel devant le terme de viscosité dans I'équation du mou-
vement qui s’écrit ainsi :

du rapport a distance modérée du cylindre. Lorsqu'il est faible devant

— )
L
i

et devient linéaire, c'est-a-dire beaucoup plus facile a résoudre.
1.4, On élimine la pression en prenant le rotationnel de cette égalité et en se servant
de lidentité rotrot = gr?i(div) — A . On introduit le potentiel vecteur et on obtient
0 ~ rot (A7) = A(rot ¥ )=Arot (rot 4))
~grad (div (rot (rot A ) ~rot (rotrot(rot 4))
= —rot (rot (rot (rot 4))

Il reste effectivement a résoudre :
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rot (r—ot (1& (rot (Ad, ))))= 0
qui est une équation aux dérivées partielles linéaire.
2. Trés loin du cylindre, la relation v = rot A devient :

léd .. a4

e sOu, +sinBu, )~ —- U, ——"u, etseprojetteen
o =VolcosOu, +sinbi,) P e Proj

1 04 oA Y

——=V,0080 et —=1v,s5inb.

o "

La premiére équation aux dérivées partielles s'intégre en
A=vyrsin0+ g(r)

et la seconde montre alors que g(r) = cte. Comme cette constante est inessentielle

(sa valeur n'a aucune influence sur le champ de vitesse). le plus simple est de la
prendre nulle et on retient finalement 'expression asymptotique -

A=vyrsin® pour r>>R.

3.1. Clest une équation de type Euler (linéaire a termes de méme degré) gui admet
notamment des puissances de r comme solutions. On écrit donc f=r"etonre-

porte dans I'équation pour trouver toutes les puissances acceptables On obtient
ainsi :

oo — 1) e — 2)(e = 3)r*™* + 2a(c — 1N - 2)r** = 3o — 1)~
+30r® = 3p2t =0
quel que soit ¥, d'oli la condition sur o
oo~ 1) — 2)(o = 3) + 2afe — 1)t — 2) = 3ot = 1) + 3 =3 =0
Ce polynéme présente la racine évidente 1, ce qui permet la factorisation :
(o - Dfefo — 2) o - 3) + 2a(a - 2) - 3 + 3]=0, soitencore :
(- Do — 2) (o ~ 1)~ 30+ 3]=0.
On a encore la racine évidente 1, d'ol une seconde factorisation -

(o - 1)2 [(x2 - 20~ 3]: 0 et finalement :

(a=1)° (e +1)(a-3)=0.
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Comme l'equation différentielle est linéaire, la solution la plus compléte est une
combinaison linéaire des puissances acceptables et on écrit :

o
J

fr)=K,r* +K,r+

r

3.2. Il suffit de calculer les dérivées successives :
d d 1
E[rln(r)]—brln(r)‘ p[rln(r)]—?

d’ 1 d* 2
—lrintr)l=—, —Izlnlr)|=—-.
a'r3[ ( )] r* drt [ ( )] rl

On reporte alors dans I'équation différentielle :

2 2 1 S 3
S S =x=+ —x[l+ ()]~ xrin(r)=0.
r3+rx > rzxr+r3x[+n(r)] J'Axrn(r)

Elle est bien vérifiée.

3.3. On écrit donc la solution générale :
3 K
flr)=K;r +K2r+7+ K,rin(r).

4.1. Les conditions aux limites sont les suivantes. A la surface du cylindre, la vitesse
s'annule :

e e 10A. O0A. = .
v=rot(Auz)=;-a—eu, =y e =0, dou:

0A oA
(%LR e (5)@ y

Trés loin du cylindre, on doit retrouver v,ii, :

%Z—gﬁr —%:Ee =vyil, =vy(cosBil, —sinOdg).

Les conditions a l'infini s'écrivent encore, puisgu’on a déja 'expression asymptotique
de A :

vor=K,r> + K,r + K,rn(r), dou:

K| :0‘ K2=VO et K4=0
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Celles a la surface s'écrivent :

f(R)cosB=0 et sinﬂ(%) =0

r=R

quel que soit O et entrainent :

K K
vnR+?3=0 et v, f—g--:O
Ces deux derniéres équations n'ont pas de solution. Les conditions aux limites sont
incompatibles entre elles. Ceci n'est mathématiquement possible que parce gue le
nombre de constantes d'intégration est inférieur au nombre d'éguations que fournis-
sent les conditions aux limites. Il s'agit d'un systéme surdéterminé.

4.2. Les conditions aux limites ont une signification physique et ne peuvent de ce fait
étre écartées. Leur incompatibilité mutuelle traduit en fait leur incompatibilite avec
I'équation du mouvement :

P =
i -+ VAV = ().
u

Celle-ci a est écrite en supposant le terme inertiel négligeable. C'est donc cette hy-
pothese qui est fausse. Quel que soit le nombre de Reynolds. il existe toujours une
distance au-dela de laquelle le terme inertiel devient prépondérant (Cf I'exercice
précedent pour le cas de la sphére) et |a solution obtenue a la fin de la question 3 ne
peut pas étre retenue jusqu'a l'infini. Il n'est alors pas surprenant que |'utilisation des
conditions aux limites a I'infini pour obtenir les constantes d'intégration aboutisse a
une aberration.

5. On calcule le rotationnel du potentiel vecteur :

A _ " 1o R
14 o P cose[l R l[nfinn_

e g _

>0 Y T e = (%) \2R 5,7 "R R )&
In() \2R 7,2 R \R) R Uy

-t sl ']'— B —In r) T Yo Si'le( R | (F [

S In(R) (2 52 LR e lin(f\’)_KZr_:_ nLR ~ 5%

6. On utilise I'équation du mouvement a proximité du cylindre pour obtenir le champ
de pression :

gradP = nAV .

et on calcule les différentes dérivées partielles :
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ﬁzuvosine l7R2 ﬁ]n[i) . +v00059 R2 sl
® W@ \(2 22 (RJJ7 WR) (2 2 [EJ =
_ Yo cosf Ei—ln(r]_l i +vosin9 R? e 1
ln(k) 2r2 R 2 +] ln(ﬁ) 2r2 — i8] E —'i Hr
vy sin® R?). vycosb R2) .
= — 1__ Nt
ln(ﬂ) ( 1"2 ]ur +_—_ln()?) [1 rz Ug

Vo

R2
ln(k’)[ 3 ](sin@ﬁ, - cosBig),

2‘ v 2
_29;’ — ln(ok)[ R2 J(coseii, +sin@ g +sinBig + cos0u, )
-
5 5
:_%(1—"?—2}0058&, +sin By ),
.

W _ "0"059 i 4 YosinO[R? 1)
ar  In(R) “r In(R) | ;3 r o

~ vycosh 3R2 1), _vsinB(3R* 1)
In(%) 2 Ty e T e

r

Il vient ainsi :
Aj = v, cosB L_BR’2 P _ Vg sin@ ﬁJrL i +v0c056 e
T In(®) (2 4 )T IR\ 4 2 5% rinlfNl 2 r .

2 2 1). s 2 "
S o J |1 o

2v, cosO Zvo sin 8

r? In(R) r - r?In (I€’)

et on intégre les deux équations aux dérivées partielles obtenues par les projections
de I'équation du mouvement :

oP 2nv, cos 6 1 6P 2nv, sin 6
= —— et —— =
or r? In(K) r o r* In(X)

La premiére donne :
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_ 2nv, cosH

rIn(R) +£6)

et, en reportant dans la seconde, on obtient :

% =0, cest-adire f(0)=cte.

T
Sachantque P =P, pour r=R et 0 = 3 il vient finalement :

2nv, cosH
P=P+————
" rin(R)
7.1. Alla surface on a ainsi : o
—
2 0 —_—
Vy €OS
P=p e Sliler =
RIn (I?) = &
—_—
— 3
: —> e
Cette expression n'est acceptable que pour les nom- —> 2\
y ) —> )
bres de Reynolds petits devant 1, puisque c'est sur —> &
cette hypothése que repose le calcul du champ de - 3
vitesse. Par conséquent In(K) est négatf. on —> "~

constate alors qu'il y a surpression sur la face directement exposée au jet et dépres-
sion sur l'autre face. Les forces de pression entrainent logiquement le cylindre dans
le sens de I'écoulement.

7.2. On somme les forces élémentaires sur une longueur unité suivant O- de la
surface latérale du cylindre :

P 2nv0 cosf
Fﬂ 7_v[c_\alindl'€ ,[( _[., “[ ) Rl (A’) ]Rd@d N
2n 2nv, 0059) g
- Bat— o R
IG ( 0ot RIn(k) 0,
_ 2nvg 2n B
PRI dou “n (z\’) L} cosOdOu,
PR [ (cos0i, +sinui, )0 - 08 [ (cos0i, +sin017, JoosOdd
{ 0 v * )% II'I (’\,) X 3 . 0s
a vao 7n
"’111“

Rl

Cin (f\’)
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Il s’agit malgré la notation d’'une force par unité de longueur, la force totale n'ayant
pas de sens pour un cylindre infini &

7.2. On a sur la surface :

s_o(Pe) 5 _Mvosind £+i ;. 2nvsind
NWor ), " m® \&g° R)®  Rin(®)

et on obtient pour la force de viscosité par unité de longueur :

F, = ST LW O i}
Fy= [ a8 =5 © [, .7, sinoRd0dzi,

_ 2nvg p2m 2y ) -
" Rin(K) L, SlneRdBue_ln(k) J-o smB(coseuy smGu_‘.]dO

2nvy -
=l T, .
In(®)"
On retrouve la méme expression que pour la force de pression.

7.3. Autotalona:

Etant donné le signe de In(X) la force est dans le bon sens. Elle tend a entrainer le
cylindre vers aval.

8.1. On obtient pour le coefficient de frottement :

C. = Fo_ 4nnve 4y 4
T apRv: mpRvin(®)  Rvoln(R) Rn(R)’

8.2. Pour la sphére, il vient :

e 2F _12mmRvy _12v _12
© muR*; mR?vi  Rvg R

Les courbes sont représentées page suivante en échelle logarithmique. Le coeffi-
cient de frottement du cylindre apparait systématiquement plus faible que celui de la
sphére. En écoulement rampant, le fluide entraine plus efficacement une sphere
gu'un cylindre ou, d’aprés le principe de l'action et de la réaction, celui-ci s'oppose
moins & 'écoulement que la sphére. C'est le comportement inverse de celui observe

! Si on le prenait fini, on ne pourrait pas résoudre 'equation méme approximativement, car on per-rait
I'invariance par translation suivant Oz.
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en régime turbulent puisqu’on a alors C', ~ 1 et C, ~ 0.4 (impossible a faire appa-
raitre sur le graphique car In(X) est supérieur a 3).

5 4 L -2 log(K)



ECOULEMENTS LAMINAIRES NON
STATIONNAIRES

EXERCICE 1

Régime transitoire d’un écoulement

Un fluide visqueux incompressible, de masse volumique |1 et de viscosité cinéma-
tique v, est place au repos entre deux plaques planes rectangulaires paralléles,
de cotés L et [ >> L, séparées par une distance h. On utilise le triédre Oxyz dont
les axes Ox et Oy sont respectivement paralléles aux cétés des plaques de lon-
gueurs [ et L, le plan Oxy étant a mi-distance de celles-ci et I'origine O au centre
d'un rectangle de cotés h et /. La pression du fluide est uniforme et égale a P;.
Brutalement, a l'origine des dates, on impose une surpression constante AP sur
la face d'équation y =0 tout en maintenant en permanence Py en y = L. On se
propose d'etudier la phase qui precede le régime stationnaire. On suppose
I'écoulement laminaire, on néglige les effets de bord le long de x'x et on ne tient
pas compte de 'action de la pesanteur.

1. Quelles sont les formes générales de V(M) et P(M) ?

2. Montrer que la vitesse et |la pression sont solutions des deux équations aux de-
rivées partielles :

ov o%v 1 0P
S G e
o gt MOy 1)

3. En déduire I'expression de la pression dans la conduite.
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4. Montrer qu'une vitesse de la forme v =v,(z)+v,(z,1), avec deux fonctions
vérifiant les équations :

d*v 2
,p,:.._...lg et %_va v[ :0 avec v=
de }.LVL ot 622

E |3

et les conditions aux limites et initiales :
h h
vp[i -2—]=0, v,(i E’IJ:O' v,(2)+v,(z,0)=0

est une solution acceptable pour la vitesse,

5. Déterminer v ,(z).

6. On cherche v, (z,7) sous la forme F(z)G(t). Montrer qu'on obtient ainsi

vi(z.t)= Z A cos(nzz)e“" Bl

n>0
n impair

apres avoir préalablement remarqué que v, doit étre une fonction paire de .

7. Calculer <A, a partir des conditions initiales. Pour cela, on cherchera les coeffi-
cients de Fourier de la fonction de z définie par :

- f{z)= = (z) pour z compris entre 0 et g

AP 3h? h
2hr 7 =
- f(z)= 5 L[ 7 J pour Z compris entre _ et A,

- f est paire et périodique de période 2h.

On donne :
hi2 h? 3 3
j [Zz_w]ms(:@‘z)d:_ ? ?COS(H—?)“ %hsin(m—t)_
¢ 4 h o 2 g’ 2
h 2 3 3
I 2’12_22""&‘ COS('{II[Z-)dZ———h_COS njt _k2k Sin _{IE )
hi2 4 h ninl Gl e 2

8. Exprimer <A et <43 et expliquer pourquoi on peut se limiter a
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2 2
v, (z,0)~ A, cos(f]e_“ Vi

9.1. Donner I'expression de v(z,r) et en déduire une durée caractéristique T
d'installation du régime stationnaire. Faire 'application numérique pour un sys-
teme d'épaisseur 1 cm dans lequel circule de I'eau (v = Jg=t mz.s")_

: ; 1
9.2. Représenter le profil de vitesse pour 7 = 7 t=tett—>+wo,

1. Du fait de la nature laminaire de I'écoulement, les lignes de courant sont paralle-
les a l'axe Oy, « fuyant » la surface de surpression. Ensuite, du fait de l'invariance
supposée par translation le long de x'x, le module de la vitesse et la pression ne
dépendent pas de x. On écrit donc :

V(M)=v(y,z,1)ii, et P(M)=P(y,z,1).

2. L'équation de continuité se réduit ici a :

divi’:ﬂzo.

oy

La vitesse ne dépend pas de y, ce qui traduit la conservation du débit volumique
dans une conduite a section L uniforme. Il nous reste V(M) =v(z,1)i,

Le terme inertiel de I'éguation du mouvement est alors identiquement nul :
v -grad)v = o v(z,1)ii, =0
Y % 7

et I'équation du mouvement s’écrit :

I
ot o

Elle est linéaire et peut donc étre résolue. En la projetant sur les axes du triedre
cartésien, on obtient :
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Les deux premiéres équations montrent que la pression ne dépend que de yetdet.
On a donc intérét a écrire la troisiéme sous la forme :

oo __tar
o g2 uoy

ce qui représente I'égalité d'une fonction de z et de 7 (a gauche) et d'une fonction de

-

. oP
y et de ¢ (a droite) quels que soient y, z et . Donc »
Y

ne peut dépendre de y et le

membre de gauche ne peut dépendre de z. Ceci montre que les deux membres de
I'¢quation sont en fait une méme fonction de la seule variable ¢ et on a donc -

v v 10P_
o 5z p Oy
3. On peut intégrer 'équation de la pression :
P=—pf(r)y +g(t).

Avec les conditions aux limites en y =0 eten y = L qui s'écrivent -

f).

Py + AP =g(r) et Py=—pf(r)L +g(t),

on obtient finalement :

P=—ATPy+P0+AP.

La pression ne dépend pas du temps et le régime transitoire ne porte par consé-
quent que sur la vitesse, ce qu'on ne pouvait prévoir a priori.

4. L’équation de la vitesse s'écrit maintenant :

= )
v e, NP

L i _
at de M

Elle est lineaire, ce qui signifie qu'on peut en chercher la solution compléte sous Ia
forme d'une combinaison linéaire de solutions partielles, pourvu que la superposition
des conditions initiales et aux limites de celles-ci corresponde aux conditions initiales
et aux limites du vrai probléme. Or, il suffit de sommer les deux équations données
dans I'énoncé, aprés avoir multiplié la premiére par — v, pour vérifier que la fonction
v(z,1)=v,(z)+v,(z,1) est solution de I'équation ci-dessus. Les conditions aux i-

: e h
mites et initiales sur cette fonction, soit v(i -j,t) =0 et v(z,0)=0 correspondent

“~
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de plus aux conditions que doit respecter la vitesse dans le systéme. La forme pro-
posée est donc une solution acceptable.

5. L'équation différentielle :

v, AP
—— =~ Sintegre immeédiatement :
dz nL
AP
v,=——2"+Kz+K".
p 2an Z

En écrivant les deux conditions aux limites v, [i g] =) 9ot

AP h* _ h AP h?
0=————+K—+K' et 0:———————~K— K’
mL 4 2 © L 4
. . . . AR h
on voit en faisant la difference que K est nul et ensuite que K' = L 4 . Il vient
n
finalement :
e AP ( h? e
P 2 L| 4 '
6. Dans ce cas, I'équation aux dérivées partielles s'écrit :
Fﬁ - Gd—F =0, soit en séparant les variables :
dt dz*?
LdG Y% a’ F
& F dz?

Il s'agit encore de I'égalité entre deux fonctions de variables indépendantes et on
écrit par conséquent :

1de _vd b
G dt  F gy’

On note — K ° la constante car elle est nécessairement négative. Sinon, la fonction
dG . y —
G, qui vérifie 'équation i cte G = 0, divergerait au cours du temps et c'est im-

possible. La constante K est réelle et on la suppose tout d’abord non nulle. On ob-
tient alors :
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§+K2G=O soit G([):AE_KZI.
2 2 !
d f+K F:O soit F(z)chos[£J+Csin[B~J.
dz” \/; \R

Or, la symétrie de I'écoulement fait qu'on doit avoir L‘(z.l): v(— z.t). Comme Vpest
déja une fonction paire de z, il en découle que v, doit &tre lui aussi une fonction paire
de z. Il vient donc nécessairement C =0, d'o0 :

Flz]= Bcos{\lf{%}

Avec les conditions aux limites :

= F(i g)G(t) = Bcos (i f——i}e_’(" quel que soit 7

i ‘V" Vv

on a immeédiatement, B ne pouvant étre nul (sinon il n'y a plus de solution)

Kh = :
— + nm avec n entier.

2V 2

On en déduit :

2n +1
f= L%\/j et par conséquent :

F(z)= Bcos(@%lB].

On obtient ensuite pour I'autre fonction :
G(1)= Ade 1V wivin’

Mais I'équation dont est solution v, ne permet pas a priori de choisir une valeur de n
plutét qu'une autre. Comme elle est linéaire. la solution la plus générale est une
combinaison linéaire de toutes les solutions partielles associées a un entier 1 et on
écrit ainsi :

+a0
v, (Z,I)= Z C‘,1 cos((z_ni];]ﬂ)e—(zm—l)znzvﬂh? ’

R=-0
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aprés avoir baptisé C, le produit AB propre a chaque valeur de n. On effectue en-
2
suite un regroupement, en notant u =

afin d'alléger :

v (z,1)

il

il
Z Crz cos [(2?1—-:1_1)7[_2) -(2n-+1) “ oy Z C.c [ 2” ‘;zl)nz)e(lrwl)‘u

h=—c0

Z L coq[ in)mz] ~(1-2n)’ + Z & cos((zn L l)ﬂZ)e_(zml)?u
“ZC 2 €OS [(2?1 ])ﬂz) e ZC cos (_(2n+l}nz} ~(n+ifu
- h

n=0

On fait un changement d'indice dans la premiére somme :

+o0 )
V:(Z [) ZCMH 1COS ((ZVI-II;I)TEZ]Q (2n+1)’u % chcos[gﬁl‘;‘?ﬂ)e---(znn)‘u

n=0

et on regroupe les deux :

" 2n+ljnz I
VI(Z»I)z Z(C—n—l +CH)COS(%J€ ? I)
Z ((2f’!+ l)nZ}e{EHH)Jn:vuh:.

La sommation ne contient que des « harmoniques » impairs.

Il reste a déterminer la solution correspondant a K nul. On a alors :

G(t)=a et F(z)=Pz+7y, aveca, B ety constantes.

h .
En annulant FG pour z = i?: on obtient 3 et y nuls. Donc cette solution est sans

intérét. Finalement on retient en rebaptisant n I'entier impair 21 + 1 et <4, le coeffi-

cient D, _; :
2

<« S i
vi(z,t)= Z éﬂncos(%@.]e-ﬂ'n vilh?

n>0
nimpair

7. A linstant initial, le fluide est encore au repos et on a donc v, (z,0)+ vp(z): (0

soit :
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S nnz AP [ h?
v,(z,0)= E i COS(T-J = —vp(z)= 2 2T]L(T - 72 J
n=0
nimpair

On reconnait I'expression d'une série de Fourier, mais elle n'est pas compléte puis-
qu’il manque les coefficients d'indice pair. Pour déterminer <A, il faut prolonger la

-

P

AP . , ,
fonction z — = [z - ZI_J en la maintenant paire (puisqu'elle se décompose en
n

somme de cosinus) et périodique de période 2h (du fait de I'expression de l'argu-
ment du cosinus) et en s’arrangeant pour que les <4, d'indice pair soient nuls.

4
f(2)
h>AP :
......... o R = R
Sk hh -
N thP,\,\__// N s 2 sk
&L

D'apres I'énoncé, la fonction f satisfait les deux premieres propriétés et. puisqu'elle
est donnée, elle doit vraisemblablement satisfaire aussi la derniére. Elle est repre-

sentée ci-dessus et est constituée d'une juxtaposition d'arcs de paraboles identi-

3h? : 2
ques, 2hz — 22 = 0 n'étant que la fonction 22 = - « redressée » et translatée

de & suivant I'axe des abscisses.

Calculons donc les coefficients de Fourier de f:

=gy [, F@Ieos( )= 2 [ fleheos( "2

Du fait de sa parité, on a divisé par deux l'intervalle d'integration. Puis on explicite :

2 (hi2 AP h? nnz
({?"zhjl {22—)005[ —)d:

y 2nl 4 h
2¢h AP, > 3h? nnz
5l 2nL(4hZ 2 ~ 4|08 dz

hi2 2 -
()
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D’aprés les données de I'énoncé, on a directement :

@ _OP LCOS(E)_ES-[H("_“)_LCOS(E}_Esin nn
" mhL| p?5? 2) pn 2) nn? 2) n’n’ 2
_4h*AP (nn)

sin| —
3,3 )

nln

On constate qu'effectivement <€, est nul pour les indices pairs. C'est aussi le cas

pour ¥ car il est claire sur la figure de la page précédente que f est une fonction de
moyenne nulle.

Finalement la fonction donnée respecte toutes les conditions et ses coefficients de
Fourier €, s'identifient aux A,

8. L’exposant du terme temporel varie comme — n? et le coefficient de Fourier varie

. 1 - .
quasiment comme T la convergence de la série étant rapide parce que la fonc-
n

tion créée par prolongement est continue. De ce fait, les harmoniques de la série de
Fourier représentant v, sont des fonctions trés rapidement négligeables. On peut
donc tronquer la série sans faire une grande erreur. Pour les deux premiers coeffi-
cients on obtient :

2 2
941=-4h Afz—0,1290h =i
nln nL
2 2
943:_‘1],1_’5‘?%0,0048}1 2
27nLn nL

On constate que le premier harmonique a une amplitude vingt sept fois inférieure a
celle du fondamental. Avec la décroissance temporelle beaucoup plus rapide, du fait
d'une durée caractéristique d’amortissement neuf fois plus faible, il n'y a pas a he-
siter pour ne retenir que le premier terme de la serie.

9.1. On écrit ainsi :

v(z,1) = v, (2) + A, cos[%}e_“z"”hz

2 2 A
- h———22 ———4h3 s c‘,os(E)(f”_‘”’h2
2nlL| 4 nnl h

:hZAP l—i—iCOS(E e—-nlvr/’hz |
2L |4 p2 AP h
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Le profil de vitesse est ainsi modulé dans le temps par une fonction sinusoidale
maximale au centre de la conduite et nuile sur les bords, d'allure globalement sem-
blable a une parabole.

On peut prendre comme durée caractéristique :

c'est-a-dire la valeur de  qui donne un argument —1 dans I'exponentielle Le régime
stationnaire s'installe d'autant plus rapidement que la conduite est de faible hauteur

On obtient numériquement :

5.107)°
10~
durée aisément mesurable.
9.2. Les trois profils sont représentés ci- g

contre. On constate qu'au bout d'une du-
rée T la vitesse a atteint environ les deux
tiers de sa valeur en régime stationnaire.
Il n'est donc pas encore bien établi. |l faut
attendre quelques t (Iinfini rigoureuse-
ment). Pour par exemple 51, I'amplitude
du terme dépendant du temps est divisée

par €° ~148.

Le profil de vitesse ne devient rigoureu-
sement parabolique qu'au bout d’une du-
rée infinie mais, étant donnée l'allure du
terme temporel, il apparait quasiment parabolique dés le départ.

EXERCICE 2

Couplage par viscosité

Un fluide visqueux incompressible, de masse volumique 1L et de viscosité cinéema-
tique v, est placé entre deux cylindres creux coaxiaux, d'axe Oz, de rayons res-
pectifs Ry et R, (R, > R)), de méme longueur L et de méme moment d'inertie
par rapport a Q2. On se place dans un premier temps en régime stationnaire, les
deux cylindres ayant des vitesses angulaires de rotation respectives (; et ().
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On suppose le probléme invariant par translation le long de Oz (on exclut les ef-
fets de bord sur les faces supérieure et inférieure de chaque cylindre) et on ne
tient pas compte de la pesanteur. Un point du fluide est repéré par ses coordon-
nées cylindriques (r,0,z). L'écoulement étant laminaire, on écrit le champ de vi-

tesse sous la forme V(M) = v(r)iiy.
On rappelle par ailleurs qu'en coordonnées cylindriques le laplacien s'écrit

A-—li rﬁ +Lﬁ62 +...ai

ror\ or) r?a92 872

et qu'une équation différentielle linéaire de la forme Zakrkf(k)(r): 0, f(k)
k

étant la dérivée k-iéme de la fonction f, admet pour solutions élémentaires des

puissances de r (équation différentielle dite d'Euler).

1. Justifier I'expression adoptée pour R,

v. Comment s'écrit le champ de R,
pression ? S

2. Quelles sont les conditions aux li-
mites que doit vérifier v ?

3. Ecrire I'équation du mouvement et
la projeter sur la base cylindrique.

4 1. Déterminer le champ de vitesse.

4.2. La viscosité du fluide n'intervient

pas explicitement dans son expres-

sion. Peut-on en conclure que la so- 4|
lution serait la méme pour un fluide X
parfait ?

5. Sans calculer le champ de pression, expliquer mathématiquement et physi-
quement pourquoi la pression exercée sur le cylindre extérieur est plus élevée
que celle exercée sur l'intérieur.

dv v
6.1. On admet que la contrainte de viscosité s’ecrit ¢ = n(a = ;] T étant la

viscosité dynamique du fluide. Calculer le moment en O @Kg) des forces de
frottement exercées par le fluide sur le cylindre intérieur.

6.2. Calculer de méme le moment @T((()Z) des forces de frottement sur le cylindre

extérieur.
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On se place maintenant en régime variable, mais suffisamment lentement pour
que tous les résultats précédents soient encore acceptables et le systéme cylin-
dres + fluide est supposé isolée.

7.1. Quelle est I'évolution du mouvement des cylindres 7 On demande une ré-
ponse qualitative.

7.2. Ecrire les équations du mouvement des deux cylindres. On posera pour allé-
i RAE R |
ger 1= -———h"—ﬁ :
8mnLR{R; |
7.3. Donner les expressions de (2,(7) et (2,(7) sachant qu'a f'instant initial on a
QI :QIO et Qz :on |

7.4. Représenter graphiquement (sur un méme graphe) les deux fonctions avec
par exemple Q,, > Q,,. Décrire I'état final du systeme. |

8. Faire un bilan d'énergie pour I'ensemble des deux cylindres entre | état initial du :
systeme et |'état final. ‘

9. Quel peut étre I'intérét pratique d'un tel systéme ? Que faut-il prévoir ? ‘

1. L'écoulement est laminaire, donc régulier, et les lignes de courant doivent
« suivre » la géométrie des surfaces solides, d'ou l'orientation du vecteur vitesse.
Ensuite, le probleme est invariant par rotation autour de OZ et par hypothése inva-
riant par translation le long du méme axe. Donc aucune grandeur scalaire ne doit
dépendre des coordonnées 0 et 2. On arrive ainsi a I'expression proposée Notons
en particulier qu'elle verifie automatiquement I'égquation de continuité

e [ 1 ov By
dw(v):}(_j}(rv,)+;—e+— i ()

et it est donc inutile de I'écrire pour rechercher la solution du probléme.

Les mémes invariances imposent d'autre part un champ de pression de la forme

P(M)=P(r).

2. Le fluide visqueux adhére aux parois solides. On doit donc retrouver a la surface
des cylindres leur propre vitesse :

V(r=R\)=QRjiiy et ¥(r=R,)=Q,Ryiiy.

3. En régime stationnaire et en ne tenant pas compte de la pesanteur, I'équation du
mouvement se limite a :
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e

(a.g"r;a)v=_g“id‘° + VAT,

Cette fois, les symétries du probleme ne permettent pas d'annuler le terme inertiel et
I'équation reste non linéaire. Ce terme s’écrit en effet :

5. oradli <[ .9 o e
(V'grad)v—[rae](V(r)ue)—r89—ru,,

et les deux autres :

On obtient ainsi les deux projections sur i, et i :

_V2__1dPp _d’v ldv v

r ‘Eﬁe drt rdr 2

4 1. La seconde équation est de type Euler (linéaire a coefficients tels que la somme
ordre + degré reste constante) et a pour solution une combinaison linéaire de puis-

sances de . Posant v = r%, on obtient 'équation :

ale— 1o e ar® = r% == (a2 - l)rf’“2

i, S B . :
qui donne o ==*1. On aboutit ainsi a v(r)= Ar + — et on détermine les deux
r

constantes d'intégration grace aux conditions aux limites :

On obtient par difféerence, aprés avoir divisé chaque équation par le rayon qu'elie
contient :
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B pf2250 QR - QR

P T =
B "RI-R} R -K

Il vient enfin pour le champ de vitesse :

2p2
B QR, QR2 Q2 =0 R,Rzl

4.2. La viscosité n'intervient pas et on pourrait penser que la solution reste applica-
ble pour un fluide parfait. Toutefois, c'est le caractére visqueux du fluide qui a impo-
sé les conditions aux limites. Dans le cas d’'un fluide parfait, il n'y a pas de frotte-
ment sur les parois et il peut glisser librement. On n'aurait donc pas eu besoin

d'annuler la vitesse sur les cylindres et la solution la plus évidente est alors V' =0
N’étant pas entrainé par la rotation des cylindres, le fluide parfait reste au repos s'il
I'était initialement. Mais il peut aussi se mouvoir avec un champ de vitesse orthora-
dial arbitraire puisqu'il n'y a pas de frottement interne.

5. L'autre équation :
v 1dP
e L dr

montre que P est une fonction monotone croissante de r. La pression est donc
maximale sur la paroi du plus grand cylindre. Physiquement. on peut remarquer que
la rotation du fluide crée une force centrifuge qui tendrait a I'accumuler sur la paroi
intérieure du cylindre exterieure s'il était compressible. Pour compenser cette force,
la résultante des forces de pression exercées sur une particule fluide doit étre cen-
tripéte, ce qui oblige la pression a croitre monotonement avec 7.

6.1. Sur la surface du cylindre intérieur en contact avec le fluide. il faut calculer la
contrainte en prenant la variable par rapport a laquelle on dérive orientée vers
I'extérieur (toujours dans le sens systéme subissant la contrainte —» systéme exer-
cant la contrainte). Il s'agit donc de r et on écrit :

Hm-] v{R')J [Q W -OLRE RERL0.-0
o) =+n|| - ~—L = U 3 rep
r=R

2
o R R - R; R R} -R;
| (Q R =3 R-R R Q. =G,
R A S >
R 2 LORf - R;
= 21]}'1?12 gg rgji
"Ry - R/

Cette contrainte est tangentielle, donc portée ici par Uy. On somme ensuite sur la

surface latérale §; du cylindre les moments élémentaires -
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2 +L

=2y -
2 l

Q e
=2 Rle : Q'J’ j'z “(Ryii, - 74, )dodz.

Le moment résultant est suivant IZZ du fait de la symétrie cylindrique (de toute ma-

niére lintégration de u, sur la variable 6 donne un résultat nul) et on calcule seule-
ment :

= +L
o = 2qR2R1 j jzo R, dOdz
Q Q o0
=2nRIR —2—1 L j d0=4mnLRIR? =2 """l
R} - R} Ky R

6.2. Sur l'autre cylindre, la contrainte doit étre calculée en orientant la variable de
dérivation dans l'autre sens, soit — r, d'ot un changement de signe :

G, =M (ﬂ) Ry | QR -Q,R; R'R} Q,-9,
i dr),.g, R RI-R; R} RI-R;
1 (R -Q,R; R, + RE O,-0
R, —R§ R, RI-R;
=R} 2—1 QZ

Le moment résultant est encore suivant Ez du fait de la symétrie cylindrique. On
écrit donc directement :

L
j Ry, +2i,) » 2R 22" "2LG, R, dBdz
PR |
2 L
= —2nR? szﬁzj " [ apdz = -annLR?RZ 2L 0,
R ~ R 8=0 dz=z; RQ le2

7.1. Chaque cylindre est soumis a un moment de forces qui s'oppose a sa rotation
relativement a l'autre (le moment @'Ilg) est de la forme cte (f)j = Qi) avec une cte

positive). Donc les deux vont évoluer dans le sens d'une égalisation de leurs vites-
ses angulaires. Par ailleurs, les deux moments de force sont égaux et opposés et
ont ainsi une somme nulle, ce qui signifie que le moment cinétique total des deux
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cylindres se conserve. On va donc observer un échange de moment cinétique entre
les deux, sans perte globale de moment total.

7.2. On utilise le théoreme du moment cinétiqgue pour un systéme en rotation autour
d'un axe fixe. Pour le premier cylindre on a :

d— 0 2Q,-Q
yEL =0 = 4nnLRIR; ;.

2 1
soit I'équation scalaire :
dQ, _4mLRIRY Q, -0 _Q; -Q
dt J R R v
On voit ainsi gue la constante t est homogéne a un temps.

On déduit immédiatement pour le second cylindre une équation semblable, en
changeant seulement le signe du second membre :

a0, 0 -0,
a o

7.3. Il s'agit de deux équations différentielles couplées que I'on résout trés rapide-
ment en faisant leur somme et leur différence :

%(QI +0.)=0. soit Q, +Q, =cte.
d Q,-Q

Les conditions initiales donnant :
Cte - gln} + Q:O et th, = Q]O = Q:o.

on obtient finalement :

Q,+Q, Q-Q, Qn+Q Q0 —-Q
Q,(1)="21" 2+42 2 i, 102 2oexp(_t}

) - 9

v v

-i-Q Q,-Q €y + 2 Q-0
2()_ 2 _ 584 78y S0 +82y 102 mexp(—{)

7.4. Les vitesses angulaires tendent vers la méme limite :
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. Qyp +Qp

Q,
2

et chaque cylindre présente une méme variation totale de vitesse angulaire en va-
leur absolue, ce qui traduit la conservation du moment cinétique total des cylindres.

Les deux contraintes de viscosité finissent par s'annuler avec le temps et les trans-
ferts de mouvement d’un cylindre a l'autre cessent définitivement. En pratique, quel-
ques Tt suffisent et le
champ de vitesse dans le

fluide devient alors : Q. Q,
Q.R} -Q.R; k
Vo 12 - £y Qg + Oy
R] ""R2 2 -

= .

On constate que le sys-
téme complet finit par
tourner comme un solide — S
parfait unique.

v

8. L'énergie cinétique initiale des cylindres s'écrit :

. _ 907, . 90

ci 3 5 :E(Q120+Q%0)'

Sa valeur finale est :

&

f= 2 2 2 9 2

_90% | 90d 2;;-(910 + Qs )2 _ g(gfo + Q% +20;4Qy ]

et elle a donc varié de :

& ¢

3( QF + Q3 +2Q,,Q4
b =3 o

—na—na]

2

3(2910920
2

— =0 4
10 20)=_Z(QID_QEO)2'

L'énergie a diminué. On constate ainsi que le transfert de mouvement d’un cylindre
a l'autre, possible par I'intermédiaire du fluide, se fait avec d'inévitables pertes éner-
gétiques. C'est le « prix » a payer quand on utilise des forces de frottement pour
transmettre du mouvement. |l resterait a établir quelle fraction d'énergie est conver-
tie en énergie cinétique de rotation du fluide et quelle fraction est convertie en éner-
gie interne pour quantifier ce « prix ».
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9. On peut considérer le fluide comme un systéme mécanique transférant progressi-
vement du mouvement d'un arbre a un autre, c'est-a-dire un embrayage. L'avantage
est qu'il n'y a pas de frottement entre solides et donc pas d'usure des piéces. Mais,
a cause de l'énergie dissipée par les forces de viscosité, il y a inévitablement un
échauffement pendant le régime transitoire (en pratique I'égalisation des vitesses
angulaires est obtenue au bout de quelques T et non en une duree infinie) et il faut
donc prévoir une évacuation de chaleur suffisante pour empécher un échauffement
trop important.

EXERCICE 3

Diffusion d’un tourbillon

Un fluide visqueux incompressible, de masse volumique L et de viscosité cinema-
tique 1), est au repos dans un volume indéfini. Une perturbation crée a l'instant
initial un mouvement circulaire autour d'un axe fixe OZ. Le probleme est supposé
invariant par translation le long de cet axe, on ne tient pas compte de la pesanteur
et on admet que le mouvement du fluide est laminaire. On ecrit alors. du fait des
invariances, V(M )= v(r,1)ily en coordonnées cylindriques. La perturbation crée

" /-
le champ initial V,(M)="—1,, ot K est une constante. La divergence de la vi-
r

tesse que fait apparaitre cette expression en 7 =0 ne peut étre physiquement
qu'instantanée et doit disparaitre pour 7 > 0. On donne le laplacien en coordon-
nées cylindriques :

" a(raJ+ | @ o
= e — — T o -
ror\ &r) ;2092 @:?

1. Justifier l'expression du champ de vitesse adoptée. Ecrire 'équation du mou-
vement du fluide et la projeter sur les directions des vecteurs unitaires.

2. Donner l'équation d'evolution de la fonction f(r.r):rt'(r.!), On utilisera
l'identité :
Bv 1ty v |5

1 o
e Ol e

3. Pour résoudre I'équation obtenue (qui est une équation de diffusion), on fait le
changement de variables indépendantes :

Montrer gu'on obtient ainsi :
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X X|\aYy  Hy2

4. Une solution évidente étant de la forme f = f(Y), déterminer f en exploitant

ses valeurs pour ¥ =0 et pour ¥ — +oc. On admetira qu'il s'agit de la solution
compléte.

mf_(a_f@if:}

5. En déduire v(r,r). Représenter graphiquement v en fonction de r a differents
instants.

6. Montrer qu'il existe une distance R(r) a laquelle la vitesse est maximale. Inter-
préter ceci en termes d’onde.

7. Quelle propriété du fluide est responsable de 'amortissement de la perturba-
tion ?

1. L'écoulement restant laminaire, les lignes de courant sont réguliéres et localement
paralléles. Par conséquent, le champ de vitesse garde sa topographie tourbillonnaire
initiale. Ensuite, il y a bien entendu invariance par rotation autour de Oz et on écrit
donc v = v(r,t) .

Pour un tel champ de vecteuron a :

s e v o o V2 a’ﬁe £ - )
(v-grad)vA(;ég](v(r,r)uB)—r;@————u, et:
Ag_zg(,@z i v Oy 1&(,@}; Y

Troror)? 2 92 rorlarj? 270

L'équation du mouvement :

%;i 4 (\7 -grad)ﬁ =— gradP + VAV se projette alors en :
1l

; uar = et §=—E—3§+V

S

v2 1 oP . ov IR o*v 1av v =
—+—= 7
ore ror  p?

2. La pression est elle aussi invariante par rotation et l'identité donnée permet
d'écrire aprés multiplication par r :
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soit :

3. On explicite les dérivées partielles avec ces nouvelles variables :

0_0X0o 4o 0 r’Po_0 Yo _0 Y2
ot o oX otoY OX y2oY O0X toY oX Xor'

0 _Xo o¥o 2o Y8 _2J¥ @
or oroX oroY wvtdY [y oY [yx oY’

izi[zi e 2.0 AL Agal
or2 or\vtoY) wtoY wvtér\dY) vXéY vt \X /

2J_2J_ ? 4y ?

2 0
= s .
vX 8Y VX JvX o¥2 vXer W g5°

L’équation devient alors :

& Yo 20 o vo¥§ 1§ WEF L ¥
X XoY XoY X ay? rJvR e Xér WaE X
I
X i

et se factorise en :

of _Y(or  ,0%f
ax"x(ay+4 oy }

4. Effectivement on peut obtenir une fonction de Y seul qui vérifie

df d’f
F— 4—‘—7 - i = 5
7 + = 0 ets'integre en:

daf ¥ , Y
dY;Aexp[ 4] puis f—-B—4Aexp[—Z).
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La valeur ¥ =0 correspond a r =0 quel que soit > 0. Or, la vitesse ne doit phy-
siquement pas diverger sur I'axe Oz aprés I'instant initial. Sur cet axe on a :

L _J(0)_B-44
. r i r

et si on veut empécher la divergence, on doit prendre B =44, d'ol :

£(r)= 3[1 -—exp[— EH

Ensuite il faut retrouver le champ de vitesse initial en prenant ¥ — +w0 (¢t =0):

EZM:E, dou B=K.
r 2 T

f(Y):K{lmexp[— %H

5. On passe aux variables physiques :

Finalement on a :

2 .
v(rz(])zg[l_[]_i\?}:l vA |

_Kr
avt’

Les courbes ci-contre repré-
sentant le champ des vitesses
montrent au cours du temps un
amortissement progressif du pic
initial centré sur lorigine. La
perturbation progresse et s'étale
dans le fluide. Le mouvement
tourbillonnaire s'uniformise (a partir de ~ 17) avant de disparaitre (pour 7 — +o0). Il
s'agit d'un phénoméne de propagation avec amortissement comme on le retrouve
dans beaucoup de problemes de diffusion.

6. On calcule la dérivée partielle par rapport a r et on 'annule pour localiser un ex-
tremum du champ de vitesse :
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v K re K _
Eﬂ_—Z{l_eXp( 4vtﬂ+2vtexP( 4th

H
=
Pt == A ]
e | S
e
2}
<
~
N
=<
=
—
|
=
= [N
=
S
|
~
[ k

[35]

¥ ’
En reprenant la notation ¥ = i on annule cette dérivée pour :
v

(1+§Jexp(~§J=1 ou Y:4ln(l+§J

Cette équation admet deux racines, (0 analytique et ¥, ~ 5,026 obtenue numéri-

quement. La premiére étant triviale et donnant v = 0. on retient la seconde et |'allure
des courbes représentées a la question précédente montre qu’il s'agit bien dun
maximum. On obtient ainsi :

R=./5026vt ~2,242,[vt .

Cette valeur de r correspond au « pic » de vitesse initialement localisé a l'origine

| v

. . .
On constate qu'il progresse avec une vitesse 7 I,l..l\; = de plus en plus faible

en méme temps que son amplitude s'atténue puisqu'elle s'écrit .

K el Yo )]s K _0319K
V(R(’)”)“R(r)[l e"p[ 4”"‘0‘71513(0‘ e il

On retrouve un comportement d’onde progressive amortie, comme on I'a déja re-
marqué, mais il ne s'agit pas d'une onde « conventionnelle » puisque le phénoméne
de propagation semble ne concerner que le maximum de vitesse et que la vitesse
de déplacement dépend du temps. On peut faire 'analogie avec une ride unique qui
se propagerait de maniére radiale sur une surface liquide (au lieu d’'une succession
de rides régulierement espacées) et avancerait de plus en plus lentement.

7. Les forces de viscosité assurent un transfert d'énergie cinétique des parties les
plus rapides du fluide vers les plus lentes. |l y a donc une « circulation » irréversible
denergie du tourbillon initial et central vers les régions plus externes du fait des
contraintes tangentielles ' C'est la viscosité qui assure |'uniformisation puis la dispa-
rition du mouvement.

On peut d'allleurs noter I'analogie entre I'expression de la contrainte tangentielle et la loi de Fick ou
la loi de Fourier.
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EXERCICE 4

Résistance d’un fluide a un mouvement accéléré

Un fluide visqueux incompressible,
de masse volumique |L et de vis-
cosité cinématique v, occupe l'es-
pace situé entre deux cylindres
coaxiaux, d’axe z'z et de longueur
L trés grande devant leurs rayons
respectifs R, et R, > R, . Le cylin-
dre extérieur est immaobile et l'inté-
rieur se déplace parallélement a
son axe 2 la vitesse Vii,

On ne tient pas compte de la pe-
santeur. On suppose le probléme
invariant par translation le long de
I'axe et on admet que I'écoulement
de fluide résultant du déplacement
du cylindre intérieur est laminaire.

On donne le laplacien en coordonnées cylindriques :
2 2
A:.l._@_ ri +ii+i_‘
ror\’ or) r2ae? oz2
1. Sous quelle forme faut-il chercher les champs de vitesse et de pression dans le
fluide ?

2. Ecrire les équations du mouvement et de continuité.

3. On suppose dans un premier temps le mouvement du cylindre uniforme et
I'écoulement stationnaire.

3.1. Projeter 'équation du mouvement sur les directions de i, et de u, et déter-
miner le champ de vitesse dans le fluide.

3.2. Représenter le profil de vitesse dans un plan contenant 'axe des cylindres.

3.3. Avec les symétries et invariances du probléme, la contrainte tangentielle
s'écrit :
-

6="n gﬁz avec 1 = pv viscosité dynamique du fluide.

En déduire la force de freinage F qu'exerce le fluide sur le cylindre intérieur.
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3.4. Donner I'expression du coefficient de frottement C . | ici défini par :
= 3.
F=-muR LC,V°&,,

R,

en fonction du nombre de Reynolds X et du rapport sans dimension p = R— :
1

Justifier le choix ¥ = Y(R%R—Eu) ’

4. On a maintenant affaire a un mouvement uniformément accéléré du cylindre
av . ;
intérieur, soit = = q = cte, dans le sens du mouvement (a et V de méme signe
I
positif).

4 1. Du fait du résultat des questions précédentes, on serait tenté d'écrire la solu- !
tion sous la forme :

v(r)

m(T)“(R:J

v(r,t)=-

Respecte-t-elle les conditions aux limites ? Pourquoi ne convient-elle pas ?

4.2. On écrit alors :

v(r,t)—gl([-)—in(

()

Quelles sont les trois équations définissant f?

"
R,

1)

2
4 3. Déterminer f(r). On utilisera la relation jln ()udu =[21n(u) - 1]94-: +cte

4.4 Calculer la force de freinage F’ qu'exerce le fluide sur le cylindre intérieur.

4.5. La fonction g définie par g(x)=x" —1-2In(x)—-4In’(x) est negative

O

pour x < 2,4513... et positive au-dela. Comparer F’ alaforce F obtenue en ré-
gime stationnaire en fonction de p. Peut-on avoir F'=F ?

4.6. Expliquer pourquoi le coefficient de frottement est maintenant nécessaire-
3

b @R -
ment de la forme C; = C{H,p,——z‘—} L'expliciter.
Y,
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4.7. On adopte désormais p =€ ~ 2,718 . Que devient C; ?

4.8. A quelle condition sur a peut-on assimiler C;, a C, ?

49. On prend R, =1 cm, v=2.10" m’s”" et a=0,1 ms. Dans quel do-

maine de valeurs de V pourra-t-on assimiler C; & C, ? Sachant qu'on doit rester
en régime laminaire, 'assimilation est-elle encore possible ?

1. L'écoulement étant laminaire, les lignes de courant restent paralléles au dépla-
cement du cylindre intérieur. De plus, le probléme est invariant par rotation autour de
Faxe z'z et par translation le long de celui-ci. Aucune grandeur scalaire ne dépend

donc de 6 ni de z et on écrit :

V(M)=v(r,1)u, et P(M)=P(r.1).

e ov
2. L'équation de continuité donne simplement divv =0 = - et n'apporte aucune
K

information puisqu’on sait déja par hypothése que v ne dépend pas de z. L'equation
du mouvement s'écrit quant a elle :

vV (. —=\., gradP LS
§+(v-grad)v=— i + VAV, soit:

ov . i vﬂ vii ﬁ_g?dP va av , __c_?vu
ot oz) ¢ u ror"ar ot

La pression ne dépend ni de 6 ni de z et on a donc encore :

ov _ 1 6P . va[ 6?v)_
I/

a T Tua e

3.1. La vitesse et la pression ne dépendant alors pas du temps, on a les deux pro-
jections :

lﬁ:(} et vd [réj)IO
w dar rdr

La pression est donc uniforme dans le fluide (et donc inutile & connaitre). On obtient
ensuite pour la vitesse :

r & puis v=AIn(r)+ B, A et B étant deux constantes.

dar
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Les conditions d’adhérence aux parois imposent :
W(R,)=V =AIn(R,)+B et v(R,)=0=AIn(R,)+B.

On en déduit par différence :

a= L = puis :
In(R,)-In(R,) l (sz
n —_—
{ Rl /
R
B=-AIn(R,)= wi& 2) , d’'oli 'expression de la vitesse :
] 2
“(R; ]
Vv r
v(r)_—il R ln(R:—‘J.
n R

3.2. On obtient le profil ci-dessous. La vitesse décroit monotonement du cylindre in-
térieur vers I'extérieur.

3.3. La contrainte exercée sur le cylindre intérieur s'écrit :

v

a=n(@] d=—— 00
ar), g " {qu

- R/In| =

RW

avec 1 = Llv qui est la viscosité dynamique du fluide, et la force de frottement qu'il
subit est donc :

= nv o
j.cylindre g I, R T ﬁ;uz '
R, In| —= ln[
R R,

3.4. On calcule le coefficient :
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F 2n 2v 2v(R, - R))

— 2: = =
kil uRlvm(f;) Rlvm(%] R,(Rth)Vln[iz]
1 1 1

C =

Z

o Bl el L
Rl ln[szk ln(p)k
Rl

Le nombre de Reynolds est défini a partir d’'une vitesse et d’'une longueur caractéris-
tiques de 'écoulement. En ce qui concerne la vitesse, on ne dispose que de V. Mais
pour la longueur, on pourrait utiliser Ry, R, ou R, — R;. Comme il n'y a pas de rai-
son de privilégier un rayon plutét qu'un autre, il semble plus équitable d'adopter le
troisieme choix qui les fait intervenir tous les deux. C'est de plus I'épaisseur caracte-
ristique de I'étendue de I'écoulement.

4.1. Cette expression donne bien v(R,,#)=V(t) et v(R,,t)=0. Les conditions

aux limites sont respectées. Cependant, sa dépendance spatiale étant la méme que
celle de la solution obtenue a la question 3.1, elle vérifie encore I'équation du mou-

vd( dv 3 . . , :
vement ——| r— | =0 du régime stationnaire alors qu'on cherche maintenant la
rdr\ dr
ov vaf ov = )
solution de — =——=—| r— | (Cf. la projection sur #, de 'équation du mouvement
ot ror\ or

. ov
établie a la question 2 en régime quelconque). Puisque a n'est pas nul dans la

solution proposée, elle ne peut donc convenir.

42 Onadanscecas.:

et f vérifie donc :

vd( _df a r
——lr = |=—— Inl — |
rdr\ dr R, R,
In| =
R,
Comme le premier terme de I'expression de v respecte déja les conditions aux limi-

tes sur les cylindres , il faut avoir f(R,)=0 et f(R,)=0 pour que la nouvelie vi-
tesse respecte elle aussi ces conditions, soit au total trois équations.

r . e ;
4.3.On pose U= R pour se ramener a la primitive donnée :
2
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268
e df a _
‘ | eerm— t
Rl

2
i) iy monrs
Rl

2 . 2 )
i —w&.l‘ln(u)udu:-L [2In()-1]% + K} puis:
du { " Vln(Rz) 4 J
vin R, R,
aR; (1 ] du’
- - ) ¥ =
f (Rz]{ Jln(u)udu 4J‘ua’u+ J‘uf
vin| —=
Rl
2 2 2 )
_ee L [2In(u)-1]% + &' ‘L‘—+K1n(u)—r—K"|ﬁ
R 12 4 g ;
vin [\’_l
are
= () = 1 +Kln(u)+K"’}.
vin Rz
R,
Il reste a exploiter les conditions aux limites :
R aR; [ .
= =———=<—— 3+ K % =—, et:
f[u Rz) 0 (R,]{ 3t } soit K"=. e
vin| -
Rl
R, aR; R, R} R, y
= — | = = — S l —l e
f{u Rq] 0 [jo{[n[&} }4R3 ln[R? + K
i, v g = & - -
R,
On en déduit
2 2
K"+[ln(R’)—l:| R‘z 1—[1n[R3) 1JR‘
Ry 14R; Ri) IR _p’-1-m(p
4p? In(p)
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Il vient ainsi :
aR; r r?
f=-—2= [m(—] - 1}— + Kln[ J+ K"
vin(p) R, 41‘22 R,
aR} 2 - P
N EAT Lt VAR
vin(p) R, 4R; 4p” In(p) R,) 4
aRr? 2 ==
e [ln(L} l:lr l—ln(p)_m[ }+1
4vin(p) R, R? p° In(p) R,
4 4. La contrainte tangentielle exercée sur le cylindre intérieur s'écrit maintenant

OV S daf = ¥ df .
’ _n(arlle - _G+n[dr]f=ﬂx - R/ In [Rﬁ]u +H(E)r R uz
R

T]V = naR22 [l (Rl) 1]2Rl Rl +p2u1_1n(p) i
Rz2 RlPZIH(P) )

— u -—
Riin(p)™* 4vin(p)|[ R, R?

stV 5 naRk, |2R ln[&]_&+w
Rin(p)™* 4vin(p)| g2 \R,) RZ  Rp’In(p)

2

nv naR; 2 1 p*=1-In(p)| -

=— u, - -—In{p)-—+—————U
R,/ In(p) * 4vR, ln(p){ p? (p) p? o2 In(p) z

2

nv o - nar; 2 p —1—21n(p)

] i, - - S n(p)+ ———

RiIn(p)* 4vR 1“(9){ p? ) p?In(p)

Eile contient un terme supplémentaire lié directement a 'accelération du cylindre

La force de frottement qu'’il subit est ensuite

"a=J‘ . 5'dS=F _11_6&#_#71()4. l_ n(p) U, x2nR, L
cylindre 4VR1 ln(p) 0] In (p) )
2LV, maR; L __1 ) B L2l
In(p) " 2vin(p) p2 In(p) Z
2 LV maR?L =
n _,‘_‘*_2__{92 _1-2In(p)-21n? ()i,

~In (P) 2vp? In’(p)
F et le terme supplémentaire proportionnel a a sont de

45 Pour p<24513..
sens opposés et la nouvelle force est donc en module inférieure a sa valeur en re-
gime stationnaire. Le fluide freine moins le cylindre pour une méme vitesse de celui-
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ci. Par contre, pour p>2,4513..., le cylindre est davantage freiné a une vitesse
donnée gu'en régime stationnaire. C'est seulement pour p=24513... guon re-
trouve, quelle que soit l'accéleration du cylindre, la méme force de freinage qu'en
regime stationnaire.

4.6. Le probleme dépend d'un nouveau parametre, I'accélération a du cylindre. Le
coefficient de frottement, qui est sans dimension, doit donc dépendre d'un nouveau
nombre sans dimension qui contient a. L'accélération étant homogéne a un rapport

longueur ; . . , g ;
9 et la seule donnée faisant intervenir le temps dans sa dimension étant la

-

temps *
viscosité cinématique, il faut construire une combinaison de a et de v pour pouvoir
faire disparaitre la dimension temps. Sachant que v est homogéne & un rapport

2
longueur

a
, l]a combinaison la plus simple est le rapport —_ . Il reste a multiplier par
temps v2

le cube d'une longueur pour obtenir un parameétre sans dimension. par exemple R.

Remarquons qu'un produit de puissances de R, et de R- est notamment inutile car
i o GRRT 3

R, intervient déja par p. Par exemple, le choix de ——= plutét que

v

est sans

322

intérét puisqu'il s'agit de . Comme on sait que C. dépend de p. ce nouveau
%
parametre n'apporte rien de plus que l'autre. Toutefois. une combinaison de la forme
aR (R, - R,) - = _
 — peut étre rejetée. On peut seulement dire que la différence des
%

deux rayons est déja prise en compte dans le nombre de Reynolds et qu'il n'est pas
utile de la faire intervenir de nouveau. Mais il faut reconnaitre qu'un certain arbitraire
regne dans la définition des paramétres sans dimension et que le choix le plus sim-
ple doit rester celui qui prévaut.

On calcule le nouveau coefficient :

, F' 1 maR3L | - &
R ST TR 162 1 3in(p)- 2in3(p)}
TR, LV TUR,LV* 2vp” In*(p)
N aR; .
A o S : {p‘*f-Eln(p)—ilnz(p)}'

1 lﬁ(p) K R!(R; - Rl)zvz 2v?p? lﬂz(P)

p-12 (R, -R) aRr; 2 4
el - — -1-2In(p)-2In
R e e e ()~ 2102 ()}

p-12 aR’ (p-1)’

“ln (P)? 2v? ;2 In*(p)

{p2 ~1-21nlp) = 2ln2(p)}.
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4.7. On obtient dans ce cas In (p) =] et 'expression de C; se simplifie :

Clsie _1)— aR‘ (e}ezl)z -3,

soit numériqguement :

Cr 337 aRr; 7,05
g = 2 g2

4.8. Le terme dépendant de 'accélération doit étre petit devant C . etil faut donc
écrire :

3,437 _ aR] 7,05
>>

C. =
z ﬁ V2 kZ

, ce qui donne :

343713\; v2 v?
=0, 487&’— ~ 0,58 —
7,05 R1 R

l 1

4.9. La condition précédente s'ecrit encore :

aR? akR’? aR?
R>>—1_ soit V> : = !
o S T 05R, ~Ry) T 05(e-1)

et on obtient numériquement :

—4
V>> Q0 ~ 0,6 ms

0,5%x2.107° x1,718

Si le cylindre démarre a l'instant pris pour origine des temps, on a simplement
V = at et la condition s'écrit encore :

0,6
I>>0—’1—6 S.

La condition recherchée est acceptable au bout d'environ une minute. Mais il faut

encore imposer a 'écoulement d'étre laminaire, le modeéle reposant sur cette hypo-

these a priori. On a donc l'inégalité supplémentaire :

V(R, - R,)
%

K= <2000, soit numériquement :
2000v _ 2000v

vV =

=233 ms”
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Ceci correspond, si on prend encore la vitesse initiale nulle, a 1 < 233 s.

Finalement, le domaine temporel de valeurs pour lequel l'identification C; =C. est

non défini ou trés étroit. On ne peut globalement pas utiliser un coefficient de frotte-
ment déterminé en régime stationnaire lorsqu'on a un écoulement dépendant du
temps.



ECOULEMENTS LAMINAIRES
DANS LES CONDUITES

EXERCICE 1

Conduite coaxiale

Deux cylindres coaxiaux de méme longueur L, d'axe Oz vertical et de rayons res-
pectifs R, et R, limitent un espace dans lequel s'écoule un fluide visqueux incom-
pressible, de masse volumique L, de viscosités dynamique 1) et cinématique v,
sous l'action d'une différence de pression AP entre les extrémités, la pression
étant plus élevée a la base de la conduite. L'écoulement se fait dans un premier
temps vers le haut, malgré I'action de la pesanteur.

Z

On se place en état stationnaire et on suppose le régime laminaire. Un point M du
fluide est repéré par ses coordonnées cylindriques (r, 2] Z), Dans ce systéme de
Ldf. a1 & &
+

coordonnées, le laplacien s’écrit A = rar(r arJ + ﬁ?ﬁ? az—z

1. En exploitant les symétries du probleme, montrer que les champs de vitesse et
de pression sont a priori de la forme V(M) =v(r)u, et P(M)=P(r,z).

2. Montrer que P ne dépend en fait pas de r et établir les équations suivantes :

dP l1d( dv)y K
AR = SEllnti o S K constante.
dz K-ne. 5 dar (r dr) n &l
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3. Déterminer les champs de pression puis de vitesse dans le fluide en fonction
des donnees.

4.1, En déduire le débit volumique Dy, ascendant. On pourra utiliser le résultat :

R, _R2 R, R1 R2
J‘Rl In (Rl)rdr In [R:)+ y :

AP R "
On mettra ce débit sous la forme Dy, = g[‘j - s JR; F(p) avec p = Fi’l et F
2

une certaine fonction sans dimension.

4.2 Quelle condition faut-il sur AP pour qu'il y ait effectivement écoulement de

fluide vers le haut ? On rappelle que la fonction f:x — 1+ i o ( ) est po-

sitive pour x > 0.

4.3. A quel équilibre correspond le cas Dy =0 ?
5.1. Quelle est I'expression de Dy dans le cas limite R, =0 ?

5.2. En déduire le débit volumique d'un fluide circulant dans un tuyau de rayon R,

dans le sens de la pesanteur, lorsque la pression est plus élevée de AP’ au
sommet du tuyau par rapport a sa base.

6. Les deux cylindres utilisés jusqu'a la question 4 sont creux et constituent
I'équivalent d’un cable coaxial, le volume situé entre les deux amenant le fluide
d'une alimentation jusqu'a une machine utilisatrice située plus haut et celui situé a
l'intérieur du plus petit cylindre le ramenant a I'alimentation.

6.1. Quelle équation doit vérifier p pour qu'it n'y ait pas de chute de pression dans
le « circuit-retour » (partie interne du cable) ? On ne cherchera pas a la résoudre.

6.2. On la suppose désormais vérifiée et on adopte p = ¢ ' Que vaut alors AP ?
L'exprimer en fonction de L, g et L.

6.3 La consommation energétique de la machine est caractérisée par la diffé-
rence A des puissances mécaniques du fluide entrant et du fluide sortant. La
pression a l'entrée du cable est P; et celle a la sortie P,. Exprimer AY en fonc-
tionde Py, P\, 1, g. LetD,,.

Le fluide circule en fait en circuit fermé. Comparer A & la puissance que doit

fournir une pompe au niveau de l'alimentation pour le ramener de P; a P;. A quoi
sert la différence ?
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6.4. Définir un rendement de I'opération. Comment peut-on aisément I'optimiser
sans jouer sur la pression ?

6.5. Le calculer numériquement avec des valeurs typiques P, — P, =5 bars,
L =1000 kg.m™, g=10 ms et L=5m.

1.1. En régime laminaire, I'écoulement se
fait parallélement a I'axe de révolution de la
conduite et le champ de vitesse s’écrit donc
V(M) =vii, . Linvariance du probléme par
rotation supprime toute dependance de
cette composante v et de la pression vis-a-

vis de la coordonnée cylindrique 6. On a
donc des expressions de la forme :

V(M)=v(r,z)i, et P(M)=P(r,z).

Enfin, 'équation de continuité dans un fluide
incompressible :

o Lo OV
divv =0 s'écritici —=0
0z
dans tout le volume de la conduite et il nous reste par conséquent V(M) = v(r)iz: :

2. On écrit 'équation du mouvement en écoulement stationnaire

grad P

(7 - grad)v = —B2SZ 4 5 4 vav,

les seules forces volumigues étant celles de pesanteur. Avec ici

A"—]' a aﬁ +lﬁ+ﬁ—li(rdv}rj
Yrar'ar )T 2 -

on obtient les deux projections :

L &P - 1 oP vd dv) -
i or b s n oz 8+ dr[r dr Sur iz

La premiére montre que la pression ne dépend pas de 7. La seconde devient alors :
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- nd(,va
dz HE=5 dar\ dr)

On a, pour toutes valeurs de r et de z dans la conduite, d'une égalité entre fonctions
de variables indépendantes :

nd

dP - dv
F(z)—d—z+ug et G(r)—rdr(rdrj.

Ceci n'est possible que s'il s'agit d'une méme constante K. On écrit donc sépare-
ment :

dpP ld[ﬂ_!(
dr} n’

B — T
dz K ~ligge rdr -

3. La premiére équation s'intégre en :
P=(K —png)z +cte.

Prenons l'origine du repere a la base de la conduite. La différence de pressions en-
tre les extrémités donne :

AP =P(0)-P(L)=~(K - pg)L,

ce qui permet de déterminer la constante K, soit :

AP
K:Hg—T,

Par contre. l'autre constante reste non définie puisqu'on ne dispose pas d'autre
condition sur la pression. On a au total une décroissance linéaire dans la conduite
(ou un gradient de pression uniforme) :

-
e

P =cte —

L

On passe a I'équation differentielle de la vitesse en utilisant I'expression de K -

L) v
rdr\ dr

v nL’

ce qui s'intégre une premiére fois en :

av _(8_AP\f 4 (8 _APYI
rdr_(v I]L]Irdr[v ‘”IL} >+ cte

et une seconde fois en :
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SRliE= el gy gt S e
vg.’.[(\z nL]2+r}dr (v 'qL] +ctex In(r)+cte’.

Le fluide visqueux adhére aux parois de la conduite. On doit donc avoir les condi-
tions aux limites :

2
v(R;):(E—ijT‘+ctexIn(R1)+cte’=0 et:

v nL
g _AP\R;
v(R2)=[;—n—LJ—4—+ctexln(R2)+cte'=O.

On en déduit par différence :

2 2
cte = [g = &)M et il vient ensuite :
v nlL ]

R2 2-—-R2
. [g_épi)&_bteln(}{!) (Ap_gj _L+5L__241n(R1) :

v L, L v) 4 R
N ! 41n {—ZJ
R
Le champ de vitesse s’écrit finalement :

R-R
b 8§ AP g AP\ R Ky In(r)
v nL v nL R,
4In| —=
R,

ce qui se simplifie en :

) % 3
v 1L 4 41n[R2] R,

R,

4 1. Le débit volumique est le flux de la vitesse a travers la section horizontale S de
la conduite :
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Dy = [ v-dS= [ vi,-dsi,

(g AP]J. J- rt pR' + i In( J rdrdo
4In(R2 [T
RI

i
5 o2 20 5 |
R _
=2n g 2F Jz A W Rzl [LJ rdr
R,
n(g AP "4_ Zﬁ : +R|3—R33 IR |n(‘ryrer
T2ty nLllta Tt (R; W "\ '
R, In RJ l
A\ 1

4 i

2 In i
L R,

syt g g, (n), 2

2\v mnlL 4 R‘)}
41
“(R.

v p—— 11
[gAP](Rr-Rg) R %+ R5 e 5 |
“8lv nL - 1n[R3]

R'L

On fait le changement de variable proposé :

DV:F(E_QBJM[Rﬁl]
shv wmhE) il pd
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La fonction F vaut (p2 —E){p +1+ n ( )} et est bien sans dimension puis-

qu'elle ne dépend que d'un rapport de longueurs.

4.2 D'apres I'énoncé, le terme entre accolades est positif. Par conséquent, pour
avoir un débit ascendant, il faut :

i <0 carp estinférieur a 1, soit :
Wik
L
AP > 58 _ ugL .
%
4.3. Le débit est nul lorsque :
AP =pglL .

La différence de pression compense alors exactement le poids de la colonne de
fluide. C’est I'équilibre hydrostatique.

5.1. Dans ce cas p devient nul, comme -—l—-. On obtient alors :
In(p)

o8 AP 4 AP g 4

Dy==—|=——|R; =—| —-=|R;.

v S(v nLJ : S(nL v] .

5.2. On remplace R; par R, dans la formule ci-dessus. Si on raisonne en terme de
flux descendant, car il est plus judicieux de définir un débit dans le sens de
I'écoulement, il convient de changer le signe du débit et on obtient :

2 AP
Dy=—|>—-—|R}
& S(V nLJ

En prenant AP’ =—AP, il vient finalement :

g AP
DV—8(V nL]Rl'

Cette fois, la pesanteur et |la chute de pression sont toutes deux moteurs de I'ecou-
lement, alors que dans le cas précédent la pesanteur s'y oppose.

6.1. Le débit volumigue est le méme dans les deux parties du « cable ». On a donc

FEAREE LTS l){pz+1+ﬁfg§},son;

DV_S[V+T‘1L
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(25 ={E- R0 -0 i)

Si on veut qu'il n'y ait pas de chute de pression dans le circuit de retour du fluide
(soit AP’ = 0), on doit respecter la condition :

8 4. (8 APV > 2 1-p’
v (V_EJ(p 1){;) +]+ln(p)}

d’ou I'équation non linéaire :

B i stz

6.2. On prend désormais AP’ nul et la condition ci-dessus devient pour p = ¢!

e“:(i ;i}(e'z—l){e‘2+l+l_Té};}=2{] LLLJ(Q-,I)Q_

et donc :

-2 -2 ﬁe-

€ e —2 =
AP=|1- = = ~1,078
( 7—]2 e_z_nguL ze_z_zguL S 5 gul gulL .

6.3. La puissance perdue par le fluide a la traversée de la machine s'exprime en
fonction de la différence P, — P_ des pressions & l'entrée et a la sortie de celle-ci. A

I'entrée on a P, =F;, — AP et a la sortie P_ = P, puisqu'il n'y a pas de chute de
pression dans la conduite retour. La puissance perdue s'écrit donc :

A9 =(P, —P.)Dy =(Py — AP - P,)Dy = (P, - P, ~1,078guL)D, .
Par ailleurs, |la puissance que doit fournir une pompe est :
P = (Po 4 )Dv

et elle est supérieure. La différence entre les deux est la puissance qu'il faut fournir
au fluide pour qu'il monte dans le conduit extérieur malgré la pesanteur et la visco-
site.

6.4. Le rendement ne peut étre défini que comme le rapport de la puissance que re-
¢oit la machine et de celle que fournit la pompe, soit :

A9 _Py—P -1078gul. . 1,078guL

¢ Fov =it - RER
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On peut le rendre proche de 1 en utilisant un cable le plus court possible et un fluide
le moins dense possible. Il est surprenant de constater qu'il ne dépend pas de la
viscosité du fluide alors qu'a priori on pouvait penser que celle-ci entraine de la dis-
sipation d'énergie.

6.5. On obtient dans ce cas :

£_1_1,078x10x1000x5

& 5.10° R

valeur trés correcte pour un rendement.

EXERCICE 2

Entrainement d’un fluide par une paroi

Un fiuide visqueux incompressi-
ble, de masse volumique L et de
viscosité cinématique v, occupe
I'espace limité par deux plans
verticaux paralleles et infinis, dis-
tants de e. Un des plans est fixe
dans un référentiel galiléen et
l'autre se déplace a la vitesse
constante Vyii, suivant la verti-
cale ascendante malgré l'action
de la pesanteur. On définit un
triedre Oxyz lié au plan fixe
comme indiqué sur la figure ci-
contre.

Le fluide est entrainé par le mouvement du plan mobile et on se place en régime
laminaire stationnaire.

1. Comment s'écrivent a priori les champs de pression P(M) et de vitesse V(M)
dans le fluide ? On pourra utiliser I'équation de continuité.

2. Donner les deux équations différentielles, faisant intervenir une méme cons-
tante A, dont sont solutions respectivement la vitesse et la pression.

Le plan mobile est en fait une partie de tapis roulant qui a pour fonction d'élever le
fluide depuis un réservoir inférieur vers un réservoir supérieur situé a une hauteur
H au-dessus (figure page suivante). Ces réservoirs sont tres étendus et peu pro-
fonds et on peut considérer que leur volume de fluide ne varie pas et que la pres-
sion y vaut partout la pression atmosphérique Py.
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3. Résoudre les deux équations A7

différentielles. A 7,
-

4. Représenter les différents pro-
fils possibles de la vitesse entre
les plans. Ou est-elle maximale
dans chacun ? H

5. Calculer le débit volumique Dy
dans le sens ascendant pour une
longueur unité de long de Ox. ‘ 0

(@

Quelle vitesse minimale doit avoir f
le tapis roulant pour qu'il y ait

bien ascension de fluide ?

= -
X - 'i'(]
A4

Pour la suite du probléme, on prend vy supérieur a cette valeur minimale.

6. Exprimer la résultante dF des forces de viscosité s'exergant sur une tranche
de fluide occupant le volume de longueur unité le long de Ox et d'épaisseur d-.

7.1. Quelle puissance doit fournir par unité de longueur le long de Ox le moteur
qui entraine le tapis roulant ?

7.2. Quelle puissance minimale par unité de longueur faut-il fournir pour avoir un
deébit ascendant ?

8.1, On prend les valeurs suivantes (pour un liquide peu visqueux). v =10 °
| p=10° kgm”, e=1cm, H=5 m et o= ) m.s" Calculer la puis-
sance minimale & fournir et la vitesse du tapis roulant dans ce cas. Commentaire.

2
m .s

8.2. Mémes questions avec les nouvelles valeurs (pour un liquide trés visqueux)

i

v=10"m’s = 10° kg.m"‘, toutes les autres étant inchangées.

8.3. Avec ces dernieres valeurs, quelle puissance est nécessaire pour avoir un

débitde 1 Lm's ' 2 La comparer a la variation d'énergie potentielle du méme
deébit de fluide. Interpréter la différence.

8.4. Comment peut-on simplement améliorer le rendement ?

9. On remplace le plan fixe par un second tapis roulant, identique au premier et se
déplagant a méme vitesse.

9.1. Calculer le débit volumique par unité de fongueur le long de Ox.

9.2. Quelle puissance doit fournir cette fois le moteur pour un débit volumique
donné ?

9.3 Quelle est la nouvelle relation entre puissance et débit volumigue ?
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9.4. Refaire I'application numérique de la question 8.3. Le résultat est-il en accord
avec la réponse a la question 8.4 ?

1. Le probléme est invariant suivant la direction de Ox et I'écoulement est laminaire

et provoqué par le mouvement d'un des plans. On écrit donc en tout point M situé
entre les deux plans :

P(M)=P(y,z) et V(M)=v(y,2)i,.

On ne peut pas éliminer la variable z car la pesanteur peut a priori influencer au
moins le champ de pression. L'équation de continuité du fluide incompressible (qui
représente ici la conservation du débit volumique dans I'écoulement) divv =0

cv e ; .
donne 5— =0 et montre que cette coordonnée n'intervient pas dans |'expression de
74

la vitesse. On retient finalement V(M) =v(y)i, .
2. L'équation du mouvement en régime stationnaire :

~—~griud£ + g+ VAV donneici:

(7- grad)i =

(vg—]v( )i =ﬁ=—l[6—Pﬁ .o ]#gu +vd—2vﬁ
i L oy gt N i
et se projette en :

oP

—=0,

oy

,47v _10P

dy? Mz

La premiére équation scalaire montre que la pression ne dépend que de z et on ob-
tient finalement :

dy? wdz ”
Il s'agit de I'égalité entre une fonction de y (membre de gauche) et une fonction de z

(membre de droite) pour toutes valeurs de y et z. Ce n'est possible que si elles sont
égales a une méme constante A et on a en fait deux équations différentielles :
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d?v 1 dP

3. Pour la vitesse, I'équation s'intégre en :

Ay2
ve——+By+C
2v
avec les conditions aux limites v(0)=0 et v(e)=v, qui traduisent I'adhérence du
fluide visqueux aux parois. Pour la pression, l'intégration donne

P=(A-g)uz+D

avec les conditions aux limites P(0)= P(H)= P, On en déduit immédiatement
A =g (seule maniére d'empécher la pression de varier monotonement avec 2) et
D =P,. On constate ainsi que la pression est uniforme dans I'écoulement. Les
conditions sur la vitesse deviennent alors :

2

= 8¢ i Be= t B=20_&¢
C=0 et o +Be=v,, soit B . 5y

On écrit finalement :

8 (te),

2v e 2w

4.1l s'agit d’un profil parabolique. La dérivée de la vitesse s'écrivant -

v _& Yo g Vo B
dy v e 2v-e+2v(2y e).

on doit distinguer les deux cas suivants :
2

- i Vg > 82v cette dérivée est strictement positive entre 0 et e et 1(y) est une

fonction monotone croissante ; la vitesse est alors maximale en y=e etyvaut v,

. e - - vy
- si v, < gz— la dérivee est positive seulement pour y > g g .
y :

5~ —" . la vilesse est
ge

nulle en y = 0, négative (c'est-a-dire dirigée vers le bas) et décroissante entre () et
e vy,
2 ge
alors évident que son maximum est encore Vpen y=e.

; elle commence & croitre seulement au-dela de cette ordonnée et il est

Les deux profils possibles sont représentés a la page suivante.
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&¢ = ge o
Vi =¥y W -V
2v 0 2v

5. Le débit volumique est le flux du vecteur vitesse :

o= Lot 0= (2 ) J

0 e 2v
e
_| @ (v _ge\y’| _ge’ (vo_gele? (v _ge)e?
6v e2v206v e 2v)2 e 6v)2

Il doit étre positif, sinon le dispositif est inefficace. On doit par conséquent avoir :

ge’

Vo > PR
6. Le volume en question est soumis a son poids et aux forces de frottement sur les
parois. Les deux se compensent puisque la vitesse est stationnaire le long d'une Ii-
gne de courant et on pourrait donc répondre a la question en calculant rapidement
I'opposé du poids de la couche ' Mais il est intéressant de vérifier que ce sera ef-
fectivement le résultat. La dérivation se fai-
sant relativement a la coordonnée définie
dans le sens systéme subissant la contrainte
—» systéme exergant la contrainte, on a sur
la paroi d'ordonnée y =0 :

Yo

= dv _
dF, =—n [—J ds, i
1 dy o I} 7

Vo €g), -
e e 7
n[e 2v) e

I La quantité de mouvement de cette tranche de fluide ne varie pas lors qu'il monte le long des plans,
méme si sa densité |1V n'est pas uniforme.
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et sur celle d'ordonnee y=e¢ :

J, dv N (v e ~
dF, :n(ﬁJ ds, u, =m i+-—g— dzu,.
- d o - - ‘. e ) -

y=e
On n'a pas a tenir compte des forces volumiques InAde car elles sont intérieu-
res et leur somme est donc nulle (leur effet est la déformation de la tranche de

fluide, considerée comme systeme physique, puisque ses différentes parties ne
montent pas avec la méme vitesse).

Rigoureusement, dﬁ, et dﬁz sont des forces par unité de longueur (le long de Ox)
—

et il faudrait par conséquent les noter si on voulait étre rigoureux. de méme

que les dS sont des produits dz x longueur unité. La résultante des deux est :
dF = dF, + dF, =n 8 dzii, = pegdzii
=dF; + Z_nT zu, = pegdzu, .

Il s’agit bien de I'opposé du poids de la couche.

7.1. C'est le moteur qui apporte au tapis roulant 'énergie nécessaire a son maintien
a vitesse constante malgré le freinage qu'il subit de la part du fluide Pour lutter con-
tre la force de viscosité exercée par le fluide en v = ¢, le moteur fournit & I'élément

de tapis de surface dS, une puissance égale et opposée a celle de cette force

= E ~ _ P vy . eg)
P = — T . 0 s
dad =—dFgige -)Plan'vodeplan >ﬂmde'l07d 2 "'()_n[\e ¥ I Jlﬂdb‘

Il reste maintenant a intégrer sur la hauteur du tapis roulant :

H H v g 1% e
0 [ 0= [ 2+ 2 e

€

Ici aussi, il s'agit en toute rigueur d'une puissance par unité de longueur.

2
7.2. On a montré qu'on a bien un débit volumique ascendant si vy > S;LA Par con-
v

séquent la puissance minimale est

2 23
i Omin_ G_g ge 8 gf_ o ge
Tl( 2 .'Zv) Vomin H = n[f)\ ’\«') ov =1 Oy? i
_ng’e’H
T g

8.1. Numériquement on obtient
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10° x10%2 x10° x5

P = =5,56.10* Wm™' et:

9x107°
10x107* A
= =167 ms .
R 0

Il s'agit de valeurs trés élevées par rapport aux dimensions réduites du dispositif. Ce
n‘est donc pas une maniére réaliste d'élever un liquide lorsqu’il a une viscosité ci-
nématique faible.

8.2. Cette fois il vient :

10% x10% x107° x §

Poin = : =556 Wm ' et:
9x10”
=4
" =191~1—0—3=0,167 ms
6x10"

Ce sont des valeurs beaucoup plus raisonnables et le dispositif est donc a réserver
a des fluides trés visqueux.

8.3. On utilise la relation établie a la question 7.1 et I'expression de la vitesse du
plan mobile en fonction du débit volumique, soit :

_ZDV +£

14 ;
- e 6v

d'oti la puissance :

2D e eg)\l2D e? 2D, 2 2D e?
o — 14 g_ __£ \4 8_ - |14 g€ v , &
J—p.v( 22 +6v+2vj[ e " 6v JH_W( e? 3y ][ e ’ 6v ]H

et on obtient numériquement ¢ = 158.,9 w.m

Lorsqu'une masse m de fluide passe du réservoir inférieur au supérieur, son énergie
potentielle augmente de mgH. Donc, pour un débit Dy, on a un gain d'énergie po-

tentielle par unité de temps égal a uDy gH et ceci donne numériquement dans no-

tre cas 50 W.m™'. La puissance a fournir par le moteur est donc nettement supé-

rieure a celle dont a besoin le fluide pour s'élever malgré la pesanteur. Les forces de
viscosité sur le tapis roulant sont motrices, puisqu’elles élévent le fluide, mais celles
sur lautre plan sont résistantes et c'est le freinage qu'elles exercent sur 'ascension
du fluide qui explique le besoin d'un supplément d'énergie pour 'ascension.

8.4. On peut améliorer le rendement du dispositif en ne forgant pas la vitesse du
fluide a s'annuler en y = 0. On peut par exemple utiliser un second tapis roulant a la
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place du plan fixe. Dans ce cas, la puissance que devra fournir le moteur sera plus
importante mais il est possible que le gain sur le debit compense ce supplément de
puissance.

9.1. On reprend I'expression de la vitesse obtenue a la question 3 avant I'exploita-
tion des conditions aux limites, soit :

gyE

v=—2—+By+C, et on assure cette fois :
v

v=v, pour y=0 et y=e.

Des deux relations :

2
e .
C=vy, et %__ + Be + C =v, on déduit aisément :
Vv

2

5] 2 2
gy g€ g (4 ge
Y 2v  2v Y+ Vo 2v [y 2] *Vo 8v

Cette derniere expression montre que le champ de vitesse est symétrique par rap-
port au plan médian des plaques, ce qui était prévisible.

Le débit volumigue a maintenant pour expression :

= j'n K;Oﬁ -dxdyi. = L:y(y)d). " I;[g;\ 5 fo e ]a‘_\.

ov 6v 4y e 1)

3 2 & 3 3
gey e e v e
{gL"ET”"y} =8__8_+v0£,=[_o_g_)ez.
0

Sous cette forme, on constate que ce n'est pas le double de celui obtenu avec un
seul plan mobile comme on aurait pu le croire a priori.

9.2. On obtient sur chaque élément infinitésimal de surface du plan =

ov

dFﬂuidcqpnmi = TT( (‘)V

= Ea I -
] dSig. =258 gegp - Mg p
: 2 . 2 -
y=0)
et sur chaque élement infinitésimal de surface de I'autre plan :

g ov = nge ... Ee -, ..
dF i Si— —— — L= ——— P S
fluide—>paroi n( (‘;(_ ‘,)J - ds U. v ds u. ) das U,.

Il est naturel de trouver le méme résultat pour ces deux forces étant donnée la sy-
meétrie du champ de vitesse.
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La puissance élementaire fournie par le moteur aux deux tapis roulants doit com-
penser |'action freinatrice du fiuide et a donc pour expression

dd = _(dFﬂuide—yparoi + dﬁf&uideﬁpami ) Vo =ngedSu, - voi,

= pgev,yds.

On obtient ainsi pour la puissance par unité de longueur :
H
= j 0aTQ’:pugevGH.
Z:

9.3. On a maintenant :

D, ge®
Vg =——+ —— et par conséquent :
e 12v
D, ge*
gj:ugeH[—eK—'l'-l“—z:)

9.4. On obtient numériquement :

1072 +1°"10_4
1072 12x1072

9"—103x10x102x5x( )—91,7 W.m .

La valeur est nettement moins élevée pour un méme débit. C'est conforme a ce que
I'on attendait. La nécessité d'entrainer les deux plans justifie bien le gain en débit et

18589 =917 ~0,42).

permet une économie d'énergie d'environ 40 % ( 1589

EXERCICE 3

Forces de contact sur les parois d'une tuyére

Deux plans infinis forment un diédre d'aréte y'y et d’angle 2at et délimitent une
tuyére divergente dans laquelle s’écoule un fluide visqueux incompressible, de
masse volumique L et de viscosité cinématique v, alimentée par un réservoir. On
cherche a déterminer la résultante des forces que la tuyere subit par unité de lon-
gueur. Au raccordement avec le réservoir, elle a une largeur D. On définit une
origine O au niveau de l'aréte du diédre et on introduit 'axe Oz de la tuyére. Un
point M du fluide est repéré par ses cordonnées polaires r et 6. On se place en
régime stationnaire laminaire, ce qui permet de supposer le probleme invariant
suivant Oy.
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Dans ces conditions, le laplacien et la divergence s'écrivent respectivement

18( 8) 1 & . (s\ 18 1 84,
A r&r{rar}+r2 702 ot dW(A) rar(r ')+r 0

On admet également que y(Jz est plan de symétrie de 'écoulement et on ne tient
pas compte de la pesanteur. La pression hors de la tuyére (dans |air) est notéee
P(].

"Ll@/—"—") -
VB |
Z3 tuyere

réservoir

1. Sous quelle forme faut-il chercher V(M) et P(M) ? Quelies sont les condi-
tions aux limites sur le champ de vitesse ?

2. Déduire de I'équation de continuité que la vitesse peut se mettre sous la forme

o 0) -
V(M)=v f )u, ol fest une fonction paire sans dimension
1

3. Projeter I'équation du mouvement sur les directions définies par les vecteurs
unitaires u, et uy et donner les deux équations aux dérivées partielles que véri-

fient fet P.

4.1. En éliminant la pression, donner 'équation différentielle du troisiéme ordre
dont est solution f. Montrer qu'elle s'intégre en :

d*f 9 .
a'eiz +4f + f° =A, ouA est une constante.

4.2. En déduire que P et fsont liées par :

P 2\»2( A) P,
—=—|f-=|+—.
i Gy A

4.3 Integrer une seconde fois I'équation vérifiée par f aprés multiplication par % :
Quelles conditions sur f et sa dérivée premiére permettent de déterminer les deux
constantes d'intégration ? Que peut-on dire de la résolution de la nouvelle équa-

tion ?
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5. Définir un nombre de Reynolds local dans la tuyére en fonction de f(0). Que
remarque-t-on ?
6. On se limite a un écoulement de trés faible nombre de Reynolds, alors que o

n'est pas forcément petit. En déduire que I'équation différentielle a résoudre prend
la forme approchée :

df -
b~ JAT-T0)).

7. Donner l'expression de f (9) en tenant compte des conditions aux limites et de
parité.

8. Déterminer le débit volumique g par unité de longueur le long de Oy. Que
constate-t-on ? Est-ce normal ? A partir de quelle question ce résultat était-il im-
posé ? Exprimer V(M) en fonction de g, a., r et 6.

9. Representer le profil de vitesse dans la tuyere pour quelgues valeurs de r.

10.1. Calculer la contrainte de vis-
cosité sur une paroi en fonction de

1 = pv (viscosité dynamique), g, o
et r. En déduire |a force de viscosité
F, s'exercant sur 'ensemble T des

deux éléments de paroi de surface
unité en regard (Cf. figure ci-contre.

10.2. Calculer la résultante Fﬁ des

forces de pression s'exercant sur la
méme surface.

10.3. En déduire la résultante des forces exercées sur la méme surface.
10.4. Quelle est enfin la résultante .# de ces forces par unité de longueur de Ia

tuyére le long de Oy ? L'exprimer en fonction de g, D, o et . Comment est-elle
arientée selon les valeurs de o. ? Pour quelles raisons physiques ?

11. On prend q=10_2 m’s, D=5cm, a= 20°, p=10 i-cg.mf3 et v=1073
m' s (fluide trés dense et trés visqueux). L'approximation introduite a la question
6 est-elle vérifige ? Calculer l'intensité de .# A-t-elle un effet sensible ?

1. Un écoulement laminaire est régulier. Il est donc naturel de chercher dans la
tuyére un écoutement radial, soit V(M) =v(r,0)u, . La vitesse s'annule sur la tuyere

car le fluide visqueux adhére aux obstacles. On doit donc avoir V(r,6=+0)=0.
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Quant a la pression, elle doit étre également de la forme P(M )= P(r,0) du fait de
l'invariance par translation le long de Oy.

2. L’équation de continuité se limite ici a :
. %0 s :
div(V)= ;a(rv)= 0 ets'integreen rv=F(0).

La fonction F qui apparait est homogene au produit d'une longueur et d'une vitesse.
Elle a par conséquent la méme dimension que la viscosité cinématique. C'est pour-
quoi il existe une fonction sans dimension ftelle que F(0)= vf(6). On écrit donc la

f()

une fonction sans dimension quand on doit résoudre une équation différentielle déli-
cate (et c'est un euphémisme de qualifier ainsi I'équation du mouvement des fluides
visqueux !). La parité de la fonction provient du fait qu'on doit avoir v(r,0)=v(r.—0)
puisque yOz est plan de symétrie de I'écoulement.

vitesse sous la forme ﬁ(M) =y— u car il est toujours plus aisé de raisonner sur

3. L'équation du mouvement s'écrit ici (régime stationnaire et sans champ de forces
extérieures) :

(\7 - ﬁi)t? L + vAY.
Lt
Lle terme de viscosité a pour expression :
AV = lopte r f(ﬁ) I v f(Q} U
ror [?r r ,,3 ,0° P

Vf( )dr( ;}a +Vd82 (f(@)ﬁr)—vf(e)ﬁ,'i-Li[df +f(9) ]

r

T P e

d°f - ¥
[d92 ,+2de }
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Le terme non linéaire n'est pas identiquement nul (ce qui n'est pas rassurant) :

r £
r2 r3

(v - grad)v =[V§][vm&,J =@, __ 2 16),
r i &

On obtient ainsi les deux projections :

sz_zmlﬁP v2dif

4.1. Pour éliminer la pression, on dérive la premiére équation par rapport a 0 et la

seconde par rapport a r aprés |'avoir multipliée par r :

a2 L 1 0°P V2dif
r3 do u@B@r r3 ae?
1azp av? df

u8r68+ T

et on en déduit en les soustrayant :

o2 wiaf vidif

0 _?@_Fﬁ soit encore :
d'f df

Cette équation s’intégre une premiére fois en :

d’f

+4f + f2 = A avec A constante.
do?

4.2 La pression dans le fluide s'obtient en reprenant les deux équations aux déri-

vées partielles déduites de I'équation du mouvement :

10pP vz(d2f+f2J

W or d9°
LoP_2v' df
noo 2 do

et la seconde équation s'intégre immédiatement en .
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- 3‘5— £(0)+ 2(r).
u

Quand on reporte ceci dans la premiére équation il vient :

uor r dar | do?
On en déduit :

d 2002 2
_gzL[d_i+f2+4f = et on obtient
r o\ de?

\':

g:— T"'Cle
2re

Finalement, la pression dans le fluide est donnée par :

P2v
n

f(G)— +cte——r\;—2[f(8)—§)+cte.

-, , o 1 :
A l'infini, le fluide est au repos (V varie en —) et on doit retrouver la pression exté-
r

P
rieure Py. On en déduit cte = —2 .
H
T - ‘ af
4.3 On multiplie I'equation obtenue a la fin de la question 4 1 par 0 ‘
dt
a d’f  ,df dffL 9
db 462 do a’G

et on intégre une seconde fois :

1(dry’ f
E[dej +2f2+T_Af+cte.

Cette équation contient deux constantes d'intégration inconnues {puisque A est en-
core indeterminée). Les conditions aux limites d'adhérence a la paroi s'écrivent :

2
f(+a)=0 etimposent cte= i (E?;J

paroi
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- dj
La parité permet d'affirmer que d—'g est nulle pour 6 =10 ?‘, soit

21%(0) + @= Af(0) + cte.

Ceci détermine les deux constantes si on se donne f sur 'axe de la tuyére et sa deé-
rivée sur les parois.

Par ailleurs, 'équation n’étant pas linéaire, la solution doit dépendre fortement de
ces données, ce qui complique la situation déja embarrassante de l'impossibilité de
sa résolution analytique.

5. Localement, a une cote z =d , on peut définir un nombre de Reynolds X avec la
largeur de la tuyére, égale a 2dtana, et la vitesse du fluide sur 'axe, égale a

B0
d

. On écrit ainsi :

oL 1O

x2a'tanaxl:2|f(0)|tana.
d \Y

On constate qu'il se conserve le long de la tuyére, ceci provenant du fait que v varie

1 . "
en —, ce qui compense I'augmentation de largeur.
r

6. Si X est faible devant 1 sans que o le soit, on a nécessairement | f(0)| << 1. On
peut admettre qu'il en est de méme pour £(B) puisque, devant s'annuler sur les pa-

rois, elle n'est vraisemblablement nulle part trés supérieure a sa valeur sur l'axe. On
suppose donc :

|f3‘<<f2 < | flmal,

ce qui permet d'écrire I'équation différentielie sous forme approchée :

1(df )’
E[Eé—) ~Af+Cte,

da
ou encore, sachant que Ejé est nulle sur l'axe :

% ~+,24(f - £(0)).

X Si ce n'était pas le cas, la fonction pourrait encore étre paire mais ne serait pas dérivable sur 'axe et
on ne pourrait pas y calculer de contrainte tangentielle, ce qui n'a bien s{r pas de sens
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7. On sépare les variables :

d
y -— ~+d0 eton intégre :

V2A(f - £(0))
J2A(f - f(0)) ~+A40 + K .

Il vient en élevant au carré :

- 7(0)+ EAO+K)®
1O)= 1)+ =42
2
Avec les conditions (dij =0et f(+a)=0 on obtient K =0 et A= *f—(f})
a8 /g0 e

Finalement la solution est :
10~50-2e - r0)1-Z |
8. On a par définition :
g= jmym .d§ = L . j oV 59) -rd9dvii, = vj’ £(6)do

-y, (1-% -] 0- 2] - o] - 2]

1 3
20t L 20

_ 4ovf(0)
e

On remarque que ce débit ne dépend pas de r et se conserve ainsi le long de la
tuyere. Il ne peut pas en étre autrement pour un fluide incompressible. Cette con-
servation est déja inscrite dans I'équation de continuité div (¥)=0 et était par con-

séquent inévitable a partir de la question 2.
On écrit finalement :

E(M):v;f-(i)ﬁ,-_—vf(o)[l—gz—}ar 3‘{ Qf}ﬁ—f.

r 4o o

9. On obtient le profil de la page suivante dans la tuyere. La vitesse décroit sur 'axe

I .
en - ol elle est maximale, et décroit monotonement, a r donné, vers les parois.
r
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Dans le réservoir, de section uniforme, on doit retrouver un profil parabolique en va-
riables cartésiennes.

g

10.1. Sur la paroi supérieure, la contrainte tangentielle
exercée par le fluide s'écrit, en utilisant la coordonnée X \‘*L
orientée dans le sens paroi — fluide :

s cid ﬂ_ﬂé‘ij G . Mn3q2.
GA”(@X)XZO“” r[ae A P
_ g

g T’

Sur l'autre paroi elle a nécessairement la méme expres-
sion puisque I'écoulement est symétrique par rapport au plan yOz. La résultante des
forces de viscosité étant par symétrie portée par ﬁz, on en déduit sur la surface

unitaire % :

10.2. A la question 4.2 on a obtenu :
2
P,
£=2L(f(g)_ﬁ)+_9_
B e 4) 1

Avec :

f(e)_ﬁ‘[l-ij et A:—L(zo):ﬁl

4oV o? a 20’V

la pression s'écrit finalement :

2 2) 3 3 1 8’
P:ZV ]-l_ 3q 17942_ + g +P0:_qn2— 1+-—~T—"'—2 PO'
r2 | dav o Ba”v 2ar 200° o
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La force de pression exercée par le fluide sur une surface élémentaire de la paroi
superieure est alors :

: ; 2 3 =
dF = -P(r,0=a)d$§ =P(r,0 = a)dSii, =(4 fi_ﬂ_ﬁ + P”JdSuH.
\da’r-

tandis que celle exercée par I'environnement extérieur sur le méme &lément est -

La résultante a pour expression :
dF + dF" = 3“3’”2 dSiiy
4o r

et, comme sur l'autre paroi elle doit avoir la méme expression du fait de la symétrie
de |'écoulement, on obtient par unité de surface :

F, = [[2(aF +aF")-a, ], - 3‘{”2 sin o,

20 r

10.3. La résultante de toutes ces forces s’écrit par conséquent :

=l e 3 - 3am, .. _ 3 sina | .
F =i ek =< %cosau- ﬁﬁ—-smau = Jpq [cose 2 i
~ 3.2 Z 2.21 - 3
ar 20 r aar =
10.4. On intégre le long de la tuyére :
= 400 3 si _ 4>
F =J. D Fdr:-n—f(cosa~ ;na]uz‘[ D 9‘;
Zsina a i Zsina T'°
6ngsin o si =
_n_qz__(com_.m i,
a D &
Pour 2a = tanu ., soit <1166 rd, cette P @ \G/
force est orientée dans le sens de I'écoule- )’ P,
ment (la parenthése est positive). Les for-
ces de viscosité sur les deux parcis de la
p 0{51,166...I'd o> 1,166...rd

tuyere (qui s'ajoutent) I'emportent sur les

forces de pression (qui s’annulent quasi-
ment).

Piig
Pour 2o <tana, c'est-a-dire o > 1,166 rd, Pii 5 /\
]

la force est orientée en sens inverse. Ce
sont alors les forces de pression sur les deux parois qui I'emportent (car elles
s'ajoutent) sur les forces de viscosité (qui tendent a s'annuler).



Ecoulements laminaires dans les conduites 299

11. Avec les résultats de la question 8 ona :

3 3Ix107*
f(0)=4£v= 2’5 0"  _o21s
4 % 1;|:><]O'3
180

L'approximation | f(0)] <<1 n'est pas vraiment vérifiée et notre solution doit donc
étre considérée comme seulement un bon ordre de grandeur.

Avec o = 20° = 0,349 rd on se trouve dans le premier cas et :

F

611vg sin o sinal
= DUVG IR e —

- ]:0,0152 N.m.
a“D o

Elle est trop faible (équivalente au poids d'une masse de 1,5 g répartie sur un métre
de longueur de tuyére) pour avoir un effet observable. Pourtant on avait choisi un
fluide de grande viscosite.

On peut vérifier a posteriori que I'écoulement est bien laminaire puisqu’on obtient
K=0127.

EXERCICE 4

Résistance mécanique d’une conduite

On considére une conduite de section elliptique, de demi-axes a et b, d'axe de
symétrie Oz, occupée par un fluide visqueux incompressible, de masse volumigue
1L et de viscosité dynamique T, s'écoulant en régime laminaire et stationnaire. On
prend a > b et on introduit les axes Ox et Oy définis par les directions des deux
demi-axes. On ne tient pas compte de la pesanteur.

1. Sous quelle forme faut-il chercher y
les champs de vitesse et de pres-
sion ?

2. Ecrire et projeter I'équation du N

mouvement sur les axes du triédre.
En déduire que la vitesse est solution
de I'équation aux dérivées partielles :

i

¥

v  8%v _

M__AI
8x2+ay2 b

A étant une constante.
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3. Quelles sont les conditions aux limites associées a cette équation ? Quelle est
I'équation des parois de la conduite en coordonnées cartésiennes ?

4. On prend la vitesse de la forme v = ax’® + Byz + 7. A quelle condition sur les
constantes o, 3 et y s'agit-il de la solution recherchée ?

5. En déduire I'expression de la vitesse en fonction des paramétres A a et b.

6. La conduite a une longueur L et on observe une chute de pression AP entre
son entrée et sa sortie. Exprimer la pression et la vitesse en fonction des coor-
données, de g, b, L, n, AP et P, pression a I'entrée.

7. On donne l'intégrale suivante, sur une section droite (elliptique) S de la con-

duite :
2 o
_[ R PV
s 2 h 2

7.1. Calculer le débit volumique Dy, dans la conduite.

. y s . aps .
7.2. En déduire la résistance mécanique de la conduite ‘R = 5— L'exprimer en
74

fonction de 1, L, de l'aire X et de I'excentricité e de I'ellipse.

7.3. Pour une conduite de longueur et de section données. quelle forme faut-il lui
donner pour minimiser la résistance a I'écoulement ? Que retrouve-t-on dans ce
cas ?

8. En définissant en un point de la surface de la conduite une coordonnée nor-
male » dirigée vers I'écoulement, on montre que :

2, OV 5 v
wv_ " ratty
on hiy? +a4y

8.1. Exprimer la contrainte tangentielle en fonction a. b, AP, L e et x pour un
point de la paroi. Ou est-elle maximale ?

8.2. Exprimer cette contrainte maximale en fonction de AP, L, T et e. Quelle

1/4
: iz 1=x
forme de la conduite permet de la minimiser sachant que x — (—;- L est une

fonction monotone décroissante entre O et | ?

9. Peut-on a la fois minimiser la résistance de Ia conduite et la contrainte sur sa
paroi ? D'ol vient ce paradoxe ?
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1. L'écoulement étant laminaire, les lignes de courant restent paralléles a I'axe de la
conduite. On a donc :

V(M) =v(x,y,2)i,.

L'équation de continuité du fluide incompressible :
div(v)=0 donne ici % =
74

et permet donc d'éliminer la dépendance en z. On adopte V(M) =Vv(x,y)i, . Quant

a la pression, elle dépend a priori des trois coordonnées spatiales et on ne peut rien
écrire d'autre que P(M)= P(x,y,z).

2. Le terme inertiel est nul :

et I'équation du mouvement en régime stationnaire devient :

gradP
H

0=- + VAV, avec V=

==

En projetant sur les axes on obtient les trois équations :

0P _o P _o o P _ 62v+62v
ox &y 2 o o

qui montrent notamment que la pression ne dépend que de z et on se ramene en fait

a une seule éguation :

z a2 o

2 2
v 0%V
dP _ (a . J
On a ainsi I'égalité, quels que soient x, y et z dans la conduite, d'une fonction de z (a
gauche) et d'une fonction de x ety (a droite). Ceci n'est possible que s'il s'agit d'une
seule et méme constante. On a par conséquent une équation distincte pour chaque
inconnue :

2 52
ﬁzcte et N C‘3—‘i+0 . =cte.
dz x?  oy?
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Il suffit de baptiser nA cette constante pour retrouver les conditions de I'énoncé,
sans présumer de son signe.

3. Le fluide visqueux doit adhérer aux parois. Il faut par conséquent résoudre cette
équation avec v = 0 sur les limites de la conduite.

Pour une ellipse de demi-axes donnés, lorsque l'origine des coordonnées est au
centre, I'équation cartésienne est :

4. On calcule le laplacien de cette fonction

==2cit 28

v 3%
2 + —;- ."_
ox-  oy°

et on voit qu'il suffit de prendre 2o + 23 = 4 pour que I'équation aux dénvées par-
tielles soit bien respectée. Ensuite. on doit vérifier les conditions aux limites. Sur les
parois de la conduite il faut avoir :

ax? + ﬁy2 +y =0 lorsque x ety sont liés par 'équation de I'ellipse.

C'est possible si les coefficients des deux équations quadratiques sont proportion-
nels, ce qui entraine la double égalité :

a’o=b>p=—y.
On en déduit :
__x e 2y 24
U= = 5 puis ——-—-——=A4, soit
a a
A a’b?
¥ =- e 5 et enfin
2(lz+ 12) 2(‘1 +’_]
a b
b'A a’A

5. La vitesse s'écrit finalement

v=ox’ +B_v2 +y=- (
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6. Si on reprend I'équation pour la pression :

‘fg =nA, elles'intéggreen P=nAz+ K

et, compte tenu des conditions aux limites, on obtient :

K=P, et nA:-é—;;, soit :

La pression décroit linéairement dans la conduite. Ensuite, la vitesse s'écrit :

V= a’b’4 l—ﬁ—ﬁ = a’b AP 1_ﬁ_ﬁ
a2 +02\ @ »2) 2nL(a? +02\ a2 b*S
7.1 Le débit volumique est le flux de V a travers une section de la conduite :
232
3 " - a“b” AP
Dy = [ v-dS= | vi, -dsi, = = I £ Y Oas
& ¥ mL(a? +b ) Js

@’V AP mab _ ma’b’ AP
B 2nL(a2 %bz) 2 4nL(a2 +b2)'

7.2. On obtient ainsi :

AP _4nL(a® +b?)
Dy = nd’p®

f 2
Avec T =mab et e = 1—% on écrit :
a

1/2 112
f Sl et
S=ma’l-e? et b=ayl-é’ :(___Zr_?J 1—e? =[ i ) ‘
T4/ 1

ce qui donne :

R =

g{=4'ﬂLa2(2_gi)_ 4TIL(2—€2) :4‘”“[‘(2#62)

naé(l_eg)m Tca4(l _ez)m 22(]“62)“2 :
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7.3. A L et ¥ constants, il faut jouer sur ¢ (compris entre {) et 1) pour minimiser cette
expression. Le numérateur et le dénominateur étant des fonctions décroissantes de
¢, on doit calculer la derivée pour chercher un éventuel minimum :

~2eq1-¢€* - (2 ~e? ),,,‘iz, :

&) Pz l-e _—26(1—_€Z)+€(2i)

e -(-l—ez)m - T - (]_62)342

(] - 62)312 ’

Cette derivee est positive. Par conséguent, le minimum de la fonction s'obtient pour
la borne inférieure du domaine de définition de e. a savoir (). C'est donc la section
circulaire qui offre la moindre résistance a I'écoulement. On obtient alors

Q{:SnnL
22

et on retrouve la résistance de la conduite circulaire. obtenue dans l'étude de
I'ecoulement de Poiseuille.

_ : e e TS
8.1. La contrainte subie par la surface de la conduite s'écrit =1~ . et on a donc
(.

en valeur algébrigque :

2.0V 2 W 2,2 s 22y o )]
bx  tay a‘b“AP[b'.{ 4 N
N ox )3)’ y a?) r\b‘ 1
&= —
4
y

5

. a” _ b*
Le? +57)J5x s a'y?

et on elimine y en utilisant I'équation de l'ellipse :

)
a’b’ApP (E—{f—waz —x2J
a’

-
Lla? +b?) [p%x? +a*p?| 1-X_
2

a

AP(b*x? +a*b? - a%b2x?)
L{@®+ b2 Wb x>+ a'b? - a?p?x?
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On obtient finalement :

M\/b4x2+a4b2—a2b2x2 ab AP a’ - e*x?
o=—- =
L{a®+p?) L(a*+b?)

On voit que la contrainte varie en sens inverse de [x| Elle est donc maximale au
voisinage de x =0, soit y =+b. Il s'agit de la zone de plus faible courbure de la
conduite.

8.2. Il vient alors :

a’b AP _a3 l—ezAP_a J=e* AP
i +0?) Lafli+1-¢2) Llz-€?)
—ear[ x| ap(-e)tyE

tz-¢) |nfi-e2|  aL(2-¢?)

D'aprés le renseignement fourni par I'énoncé, Gpax est une fonction monotone de-
croissante de I'excentricité. C'est donc pour le cas limite € =1 qu'elle est minimale,
et tend méme vers 0, ce qui correspond & une ellipse de périmetre quasi paraboli-
que.

O max =

9. Nous avons montré précédemment que c'est la forme circulaire qui minimise,
pour une section donnée, la résistance de I'écoulement. Il n'est donc pas possible
de concilier les deux hypothéses. Cela peut sembler paradoxal puisque la résistance
est justement due aux contraintes tangentielles sur les parois. En réalité, lorsque €
tend vers 1, l'expression de la vitesse moyenne de I'¢coulement en fonction de
I'excentricité et de la section :

Dy AP 1 ab’AP _a’(1-¢’)aP
Sz _4nL(a2+b2)“ab_4nLa2(l+l—e2) 4nL(2,€3)
TWTE AP

) 41mL(2—e2 '

montre que celle-ci tend a s’annuler. Comme la vitesse sur les parois est rigoureu-

ou

, tend

sement nulle, le gradient transversal de vitesse, de l'ordre de

lui aussi a s'annuler. Il n'est donc pas surprenant que la contrainte le fasse égale-
ment puisqu’elle est proportionnelle a ce gradient. On minimise en fait la contrainte
parce que la résistance de la conduite est suffisamment grande pour imposer par-
tout un champ de vitesse trés faible, donc un gradient de vitesse sur les parois lui
aussi trés petit.
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EXERCICE 5

Conduite a section triangulaire

On considére une conduite de longueur L, de section triangulaire équilatérale de
hauteur a, occupée par un fluide visqueux incompressible, de masse volumique [t
et de viscosité cinematique v. L'écoulement est stationnaire et laminaire. entrete-
nu par une difféerence de pression constante AP entre les extrémités de la con-
duite. On utilise le triedre Oxyz, O étant un sommet de sa face d'entrée. Oy étant
une hauteur de celle-ci et Oz une aréte de la conduite. On ne tiendra pas compte
de la pesanteur et on notera Py la pression a I'entrée de la conduite.

1. Préciser l'orientation du champ de vitesse de I'écoulement et de quelie varia-
bles dépendent v(M) et P(M).

2. Montrer que le champ de vitesse vérifie 'équation aux dérivées partielles -

O%v 2% _ AP

- ap° WL— '
3. On considére la fonction f donnée par f(x,v)=(a - _\')(.\': -3x7). Quelle
valeur prend-elle sur les parois de la conduite ? Calculer son laplacien
4.1. En déduire I'expression de v(M).
4.2. Ou la vitesse est-elle maximale ?
4.3. Representer le profil de vitesse sur I'axe Oy. Pourquoi est-il asymeétrique ?

5. Représenter sur une section droite S de la conduite les courbes sur lesquelles
la vitesse est uniforme, en indiquant dans quelles directions elle diminue.

6.1. Calculer le débit volumique D;- dans la conduite. L'exprimer en fonction de
AP, m,LetS.
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6.2. En déduire la résistance mécanique R de la conduite. La comparer avec
celle d'une conduite circulaire de méme section.

7 1. Calculer la contrainte tangentielle subie par la face supérieure de la conduite.

7.2. En déduire la force de frottement exercée par I'écoulement sur la conduite.
Que retrouve-t-on ?

7.3. L'exprimer en fonction de L, 1 (viscosité dynamique du fluide) et de la vitesse

D
moyenne U = _SL . Comparer qualitativement a la formule de Stokes.

8.1. Quelle puissance & faut-il fournir au fluide pour entretenir son mouvement ?
L'exprimer en fonction de Dy et R

8.2. Etablir une analogie électrique.

8.3. Que devient cette puissance ? En déduire par un bilan d'énergie sur un inter-
valle de temps infinitésimal la variation de température du fluide entre I'entree et

la sortie de la conduite si celle-ci est calorifugée. L'exprimer en fonction de &, Dy
et la capacité calorifique volumique C,, du fluide.

9. On considére une conduite triangulaire de longueur L =25 m et de hauteur
a =30 cm, traversée par un hydrocarbure de viscosite dynamique 1 = 1072 Pl et
de masse volumique p =800 kg.m”3. Calculer sa résistance mécanique et la

puissance a fournir pour un débit de 100 I/s. Définir et donner la valeur numérique
du nombre de Reynolds de I'écoulement. Commenter.

10.1. Méme question avec une pate pour laquelle =1 Plet p=1300 kg.m‘3.

10.2. Quelle différence de pression faut-il fournir dans ce cas ?

10.3. Calculer la variation de température de cette pate entre I'entrée et la sortie
de la conduite avec C = 2.10% Jm™ K. Commenter.

1. L'écoulement étant laminaire, le champ de vitesses est colinéaire a l'axe 0z
L'équation de continuité du fluide incompressible s’écrit alors :

ov, v, 3
dioe e P

&x oy oz oz
et on écrit par conséquent :

¥(M)=v(x,y)i,.
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Par contre, la pression doit dépendre de z, notamment parce qu'elle est différente
sur les faces d’entrée et de sortie de la conduite, et a prioriona P(M)= P(x,y.z).

2. Avecici:
L, it 15, . =
-grad v =v—wv(x, =t
(v gra )v . v(x, y)u,

I'équation du mouvement est linéaire et trés simple puisqu'il n'y a ni champ de forces
ni dérivée temporelle :

grad P
L

0=- + VAV,

En la projetant sur les axes du triedre, il vient

oP cP | GE & &2
= —_-— 0:—— t e .
0 pol et 0 u@z+\{ - ]L

.

6‘).’2 C}J

La pression ne dépend ainsi que de 7 et la troisiéme équation s'écrit encore

dP (az 32 ]
o TPy
dz ax e F\,‘-

Il s’agit de I'egalité entre une fonction de z d'une part et une fonction de x et ¥
d'autre part, quelles que soient les valeurs des variables (tout en restant a l'intérieur
de la conduite). Les deux membres de I'équation sont donc une méme constante A
On en déduit immédiatement P = Az + B et, compte tenu des valeurs aux limites

P(0)=P, et P(L)=P, - AP

puisque la pression est plus faible en aval car cest elle qui entretient I'écoulement,
on trouve aisément :

B=P,et A= —é;i , soit finalement :

Pour la vitesse il vient alors :
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3. Sur les différentes faces de la conduite (numéro- Ay
tées sur la figure ci-contre) on a : (D

-face 1 f(x,a)=0,
-face 2 f(x,xtan0)= (a -~ xﬁ)(sz
-face 3 f(x,xtan8')= (a + xf)(’.ix

D’autre parton a :

Af—(87+——][(a yy? -32%)

=2 [ 6x(a- y)]*ay[- (2 -3x7)+ 23(a- )

=—6(a—y)—-2y+2a-4y=-4a.

Ce laplacien est une constante.

AP
4.1. On constate que, comme f, la fonction TIf s'annule sur les parois de la
an

conduite, respectant ainsi les conditions aux limites du fluide visqueux, et a pour la-

; AP : . .
placien — = Elle constitue donc une solution pour la vitesse de I'écoulement. En
n

vertu de l'unicité des solutions des équations linéaires, c'est la solution complete. On
aainsi:

w(M)=-2F (a- > -3%)a,

4anlL
4.2. Pour obtenir le maximum de son module 3, il faut chercher le lieu d’annulation
0
simultanée des deux dérivées partielles ik et (—33 x
ox 0Oy
ov
—bxla —
- 4anL[ (a-y)
ov_ AP 2 2 AP 2 2
2 - —3x° l=——1(3x“ =3y° +2ay|.
ES 4r]L[y( -y)-(y )] 4anL[ y* +2ay

La premiére équation donne x =0 ('autre solution y = a est inacceptable car sur la
paroi supérieure la vitesse est nulle par hypothése) et on déduit alors de la seconde

! qui est aussi sa valeur algébrique car la fonction f est positive dans le volume de la conduite
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2a , — : :
y= 3 (lautre solution y =0 est inacceptable car sur l'aréte la vitesse est égale-

ment nulle). La droite ainsi définie, paraliéle a I'axe Oz, est lensemble des centres
de gravité des triangles équilatéraux formés par les sections droites de la conduite.
Elle constitue un axe de symétrie d'ordre trois de celle-ci.

. AP S ,
4.3. Sur l'axe Oy on a x =0 et donc V(M)= (a~y)y~ .. On obtient un
' 4anlL 4
profil cubique. Le plan d’équa- oy
9 )
tion y =— n'étant pas de sy-
2 [
métrie de la conduite, il n'y a P
aucune raison pour gue ce e~~~ .~
profil de vitesse présente une T / -
symetrie par rapport a ce plan. e lieu des centres de gravité
D'ailleurs, la vitesse est maxi- ;/—)/ des sections droites
2a 5
male pour y =~3— et donc on 0 z
ne peut gue trouver un profil « gauche ».
5. Sur une courbe de vitesse uniforme on a :
B K

(a—y)(y2 —3x2)=cte, soit x=c e

V3 a=)

Il s’agit de courbes symétriques par rapport a
l'axe Oy puisque les abscisses x et —x cor-
respondent a une méme valeur de y. On peut
méme préciser qu'étant donnée la symétrie
du probléme ces courbes doivent étre inva-

: , i
riantes par rotation de 3 par rapport a I'axe

a
passant par le centre de gravité G du triangle
équilatéral et normal a S. On retrouve cette
propriété sur la figure précédente, les fleches
indiquant la direction dans laquelle la vitesse
decroit le plus rapidement (la décroissance la i,
X

plus rapide étant le long des courbes ortho-
gonales en chacun de leur point aux lignes de niveau de v par définition du gra-
dient).

6.1. Pour décrire la surface du triangle équilatéral, on fait d'abord varier pour une or-
donnée fixée I'abscisse x de = — —L—= } T puis y de 0 a a. On ob-
3

tan (n/3) —fE .

tient ainsi une intégrale double a bornes liges :
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Dy = | vi, -dsi, —4‘21}; [ j:”j,f (a-y)(y? =327 )dxdy

y=0

et le calcul donne :

B AP a 2 3 y/a3
By [, (@-y2x-2)) 5 @

22y 2y’
“(a ){ 33ﬁ]dy

) _ap [t 5"
3f J( Dy’ Y=3Va L[ 5}
AP {ﬁqgi} a*AP

__AP
danlL o

" 33anL 5| 60V3nL’
Le triangle a pour base ——— (ﬁ 7 6) «f et son aire est donc :
a 2a a°
S=—-x—=—.
5B
On peut ainsi réécrire le débit volumique :
L S AP
Y 203nL
6.2. La résistance de la conduite est :
AP _2043nL
R e
Dy 5§

Celle d'une conduite circulaire est (formule de Poiseuille) :

8mnL

ER:Sz

, ce qui donne :

R _20M3_5V3 40

Q" 8 2m
Le fait que R soit supérieure a R 's'explique par la plus grande surface de contact
avec le fluide pour la conduite triangulaire, soit :
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XL [ = 2 BLE 5] maL5 sl

V3
A
2nRL = 2nL.|= ~3,54LAS .
T
Le rapport de ces deux surfaces est environ égal a 1,29. Il n'est pas identique a ce-

lui des résistances mais en est proche.

7.1. La contrainte que subit la paroi supérieure est :

=_%(3x2 —y2 "2}’(‘“—'};)))‘:0 ﬁ: =%(Qz _3x2)ﬁ2'

7.2. La force de frottement qu’elle subit s'écrit donc

T R R o o SR PR
e W ) P 4 R LY

(e ), st
2al\3 3/3)° 33 °

et, comme celles exercées sur les deux autres parois doivent étre identiques par
symétrie du probléme, la force totale de frottement est :

- [ : T : :
On reconnait en \/;— l'aire d'un triangle équilatéral de hauteur a. Donc I'expression
3

trouvée correspond a la résultante des forces de pression (en entrée et en sortie)
que subit le fluide contenu dans la conduite. Celle-ci exergant sur ce fluide une force
égale a — F, d'aprés le principe de l'action et de la reaction, on constate que la
somme des forces que subit le fluide est nulle. Etant donne qu’aucune particule
fluide n'est accélérée dans la conduite, il est normal d'obtenir un tel résultat. Les for-
ces motrices de pression compensent exactement les forces freinatrices de viscosité
et c'est pour cette raison qu'on reste en regime stationnaire.

7.3. Avec pour vitesse moyenne :
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D a*AP 3 a’AP - 60nLU
S~ 6ovanLa’  60nL on obtient F, i,

La force de frottement est proportionnelle a la viscosité dynamique du fluide, a sa
vitesse moyenne et a une des deux longueurs caractéristiqgues de la conduite. On
retrouve les mémes dépendances dans le cas de |la sphére avec la formule de Sto-
kes. Mais, dans ce dernier cas, une seule distance caractéristique est définie, le
rayon de la sphére, alors qu'ici on aurait pu hésiter a priori entre L et a.

8.1. La puissance fournie par les forces de pression a l'entrée et a la sortie de la
conduite s'écrit :

9= [v.PdS = [v-P(z=0)dSi, + [v-P(z=L)as(-a,)
= P, [vdS ~ (P, - AP) [vdS = P, Dy — (P, - AP)Dy = AP Dy = &D;.

AP AV
8.2. De méme que la définition R = e est 'équivalent de la loi d'Ohm R = —

1%
reliant résistance électrique, différence de potentiel et intensité de courant, I'expres-

sion que nous venons d'établir ?PM—-Q?D;‘: est I'équivalent mécanique de la loi de
Joule @ = RI?. On a ainsi les correspondances :
différence de pression «> différence de potentiel,
débit volumique < intensité (ou débit de charges),
résistance mécanique <« résistance électrique,
puissance mécanique <> puissance électrigue.
8.3. L'énergie « absorbée » par une force de frottement est en fait convertie en
énergie interne et augmente la température du systéeme et éventuellement du milieu.
Si les parois de la conduite sont calorifugées, il n'y a pas d'échange thermique avec

I'extérieur et toute I'énergie apportée pour maintenir 'écoulement sert a chauffer le
fluide.

Pendant l'intervalle de temps df, un volume Dy dt entre dans la conduite avec une

certaine température 7. Dans la méme durée, il sort un méme volume avec une
température T'. L'énergie interne acquise par le fluide dans ce laps de temps est
donc C,, Dy dt(T'—T) et on écrit qu'elle s'identifie a I'énergie macroscopique re-
cue des forces de pression et convertie par les frottements :

CooDydt(T' - T)=%dt.

On en déduit ainsi :
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9. La résistance a pour valeur :

d 20@ nl 60/3 niL

> = 3208 PL.m™ (ou kg.s_'.m_4).
Ay a

R

La puissance a foumnir vaut alors ;
P = RD;J =3208x 0,17 =32,08 W.
On obtient une valeur trés faible qui ne semble pas réaliste.

La longueur caracteristique pour définir le nombre de Reynolds est a plutét que L
car L n'intervient notamment pas dans I'expression de la vitesse (c'est sur une dis-
tance de l'ordre de a et non de L que la vitesse varie de maniere significative). On
adopte donc :

K _Ua et il vaut ici :
Vv

=
g-HUa_pDya_\3uDy _\3xs00x10”

n ns na 1072 %03

C'est une valeur trop élevée pour étre compatible avec un régime laminaire. La ré-
sistance de la conduite ne peut donc pas se calculer par notre modéle. C'est pour
cette raison qu'on obtient une puissance trop faible.

10.1. La résistance est multipliée par le rapport 100 des viscosités. le débit restant le
méme. Donc la puissance est &' = 3208 W. Le nombre de Reynolds devient :

3uDy  /3x1300x10
K= = ~ 750.
na 1< 013
Cette fois 'écoulement est bien laminaire et notre calcul est acceptable.

10.2. 1 faut fournir entre les extrémités de la conduite une différence de pression :
AP =RDy =3208x100x 10™"' =32080 Pa=0,3208 bar.
10.3. Le fluide s'échauffe de :

T P R i e

2106 %107

C'est entiérement négligeable. Il y a finalement peu de dissipation d'énergie par les
forces de viscosité (parce que I'écoulement est lent puisqu'avec les valeurs de D et
de a on obtient une vitesse moyenne U ~ 2 m_sql).
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La collection taupe-niveau est concue par des professeurs en classes préparatoires
scientifiques aux Grandes Ecoles. La série des livres d'exercices corrigés compléte la série
des manuels de cours. Comme elle, elle est conforme au nouvel esprit de I'enseignement
en classes prépas. Le souci de présenter les grands classiques autant que de proposer de
nombreux exercices originaux, fait de la série des ouvrages d'exercices corrigés un outil
précieux pour mieux préparer les concours.

Ce recueil d'exercices corrigés de mécanique des fluides contient une
quarantaine d’exercices originaux consacrés aux écoulements de fluides
parfaits et aux écoulements laminaires de fluides réels.

La non-linéarité des équations générales régissant les phénomenes étudiés
impose, en Mécanique des fluides, d'étre capable de simplifier les modeéles
et donc de savoir faire précéder le traitement mathématique d'un solide
raisonnement physique. Cet ouvrage a justement pour ambition centrale de
donner a |'étudiant les bons réflexes d’analyse physique tout en |'entrainant
a I'utilisation de I"outil mathématique.

D'un niveau plus élevé que la moyenne des livres traitant de la matiere, cet
ouvrage est spécialement concu pour les étudiants des classes préparatoires
aux grandes écoles scientifiques, filieres PC-PC* et PSI-PSI* ; il pourra aussi
étre utile aux étudiants de second cycle universitaire ou d'écoles
d’ingénieurs.

illustration de couverture :
Visualisation des écoulements aérodynamiques par analogie hydraulique. Nappes « en
cornet » a I'extrados d'une aile delta avec incidence. (ONERA)
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