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UE 2-ECUE 1: ESTMATIONS
TD 7 - INTERVALLE DE CONFIANCE

Exercice 1 — Voulant évaluer rapidement les resultats obtenus par ses 200 éléves-ingénieurs
lors d’un partiel, un professeur décide de corriger quelques copies tirées au hasard. Il admet
par ailleurs que les notes de ses éléves suivent une loi normale de variance 4.
a) Le professeur corrige un échantillon de 7 copies et trouve une moyenne de 11. Quelle
est I’intervalle de confiance a 95 % de la moyenne des 200 copies ?
b) Combien de copies le professeur doit-il corriger s’il veut situer la moyenne générale
de ses éleves dans un intervalle d’amplitude 2, avec un risque de 5% ?
c) En trouvant une moyenne égale a 11, combien de copies le professeur devrait il
corriger pour pouvoir dire, avec un risque de 1%, que la moyenne de tous les éleves
est supérieure a 10 ?

Exercice 2 - Dans cette partie, on suppose que m et ¢ sont inconnus.
On a relevé dans le tableau suivant les résultats de 10 pesées d’'un méme objet :

I(\élri]isgs)e 72,20 | 72,24 | 72,26 | 72,30 | 72,36 | 72,39 | 72,42 | 72,48 | 72,50 | 72,54

Les résultats seront arrondis au centieme le plus proche.

1°) Calculer la moyenne et 1’écart —type de cet échantillon

2°) En déduire les estimations ponctuelles de la moyenne m et de I’écart-typa o de la
population.

3°) Dans la suite, on admet que la variable aléatoire qui a tout échantillon de 10 pesées

associe la moyenne X de ces pesées suit une loi normale. En prenant pour écart-type la valeur
estimée en 2°) donner un intervalle de confiance au seuil de 5% de la moyenne m.
4°) L’écart-type de I’appareil de pesée, mesuré a partir de nombreuses études antérieures, est
en réalité, pour un objet ayant environ cette masse, de 0,08 g. Dans cette question on prend
donc ¢ =0,08. Donner un intervalle de confiance au seuil de 5% de la moyenne m.

Exercice 3 — Lors d’un sondage précédant des élections, 500 personnes ont été interrogées.
Bien que ce ne soit pas en pratique, on suppose pour simplifier les calculs que les 500
personnes représentent un échantillon indépendant et identiquement distribué de la
population.
Sur les 500 personnes, 150 ont répondu vouloir voter pour le candidat Ci et 140 pour le
candidat Ca.
1. Donner une estimation ponctuelle des intentions de votes, sous forme de pourcentage.
2. Donner un intervalle de confiance a 95% pour les intentions des votes de chacun des
deux.

Exercice 4 - le gouvernement d’un pays démocratique souhaite connaitre la proportion p
d’¢électeurs en accord avec un nouveau texte de loi (« le mariage pour tous » par exemple).
Pour cela il organise un sondage sur un échantillon aléatoire (X1, X2, . . .Xn ), et sur 100
personnes interrogées, 80 pensent voter oui.

1. Proposer un estimateur sans biais de p.

2. Déterminer un intervalle de confiance pour p au niveau de confiance 95%.

Exercice 5 - En admettant que I'ensemble des notes a une épreuve d'examen est normalement
distribue, déterminer :
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a) au niveau de confiance de 95%, l'intervalle de confiance de la note moyenne des
candidats, sachant que sur un échantillon aléatoire de 45 candidats on a obtenu une
note moyenne de 7,5 avec une variance de 0,64.

b) L'intervalle de confiance, au niveau de confiance de 99%, de la note moyenne des
candidats, sachant que sur un échantillon aléatoire de 25 candidats on a obtenu une
note moyenne de 7,5 avec une variance de 0,66.

Exercice 6 - Une entreprise produit des ampoules électriques. Le responsable de la fabrication
souhaite contrdler périodiquement la qualité des ampoules d'un certain type. Pour cela il
préléve chaque mois un lot de 150 ampoules parmi les 3000 qui sont produites et les fait
fonctionner de facon continue. Les durées de vie des 150 ampoules ont été mesurées en
heures; et le tableau suivant présente les résultats observés.

Classes Effectifs
[ 500, 550[ 10

[ 550, 600[ 30

[ 600, 650[ 35

[ 650, 700[ 45

[ 700, 750[ 25

[ 750, 800[ 5
1°) Dans cette question, on veut estimer la durée moyenne de vie des 3000 ampoules.
Proposer un estimateur pour ce parametre et indiquer ses propriétés. En déduire une
estimation de la moyenne m.

2°) A partir des résultats observés et en utilisant I'estimateur précédent, construire un
intervalle de confiance de 98% pour la moyenne m des durées de vie des 3000 ampoules.
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CORRIGE
Exercice 1 — Voulant évaluer rapidement les résultats obtenus par ses 200 éléves-ingénieurs
lors d’un partiel, un professeur décide de corriger quelques copies tirées au hasard. Il admet
par ailleurs que les notes de ses éleves suivent une loi normale variance 4.
1. Le professeur corrige un échantillon de 7 copies et trouve une moyenne de 11. Quelle est
I’intervalle de confiance a 95 % de la moyenne des 200 copies ?
2. Combien de copies le professeur doit-il corriger s’il veut situer la moyenne générale de ses
¢léves dans un intervalle d’amplitude 2, avec un risque de 5% ?
3. En trouvant une moyenne égale a 11, combien de copies le professeur devrait il corriger pour
pouvoir dire, avec un risque de 1%, que la moyenne de tous les éléves est supérieure al0 ?
Solution -

N=200 ; X est la note sur la copie. X suit une loi normale N(m ; v4).

1°)n=7<30;x=11;0=V4=2; 1—a =095=>a=005- U, a = 1,96
niveau —3
de lue dans la table 2
confiance de la loi V(0;1)

L’intervalle de confiance pour m est de la forme :

o o
me x—u x+u [oume]x Uu X+ u —[
;T -2 Vn i “/2\/— “2\n
me]11—1,96 11+196—[
V7'

et en définitive: m € ]9,518; 12,482 |
Conclusion : au niveau de confiance de 95%, la note moyenne de I’ensemble des 200 copies
est comprise entre 9,52 et 12,48.

Remarque : %ztaux de sondage= % =0,035<0,05, I’échantillon est donc considéré comme

indépendant (ou non exhaustif).
2°) Le nombre de copies est donné par la formule de calcul de taille d’un échantillon :

<2u1—a/20)2
n={—7

l=2;:0=2; a=005- U, _a = 1,96
2

N——
lue dans la table 2
de la loi N(0;1)

2 2
2u1‘+””) = (ZXL%XZ) = 15,37 ; soit 16 copies au moins.

:n=(

3°) 1l s’agit de calculer : P(m > 10) = 1 — «a, avec a=seuil de confiance ou risque=0,01

_ o
X'v]\f(m —)etU—

v x/ﬁ
P(m>10)=1-P(m < 10)
Pm>10)=1- n( m)

N

m=15%=100 = 2; = n<1°;”> = n(-0,5vn)
7
= P(m > 10) = 1 — n(—0,5vn)
On sait que, @ = 0,01 = P(m > 10) = 1 —a = 1 — 0,01 = 0,99
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P(m > 10) = 0,99
{P(m 5 10) = 1— n(—0,5ym) = L ~7(-05VR) =099
1—n(-0,5vn) = 0,99
= n(—0,5vn) = 0,01
on pose t= — 0,5vn = n(t) = 0,01

or mt(t) =0,01<0,5:>t<0et§=0,01:>p=0,02:>t=— 2,3263

N
valeur lue
dans la table 2
de la loi N (0;1)
pour a=0,02

t=—0,5vn
—2,3263 = —0,5vn

2
=>n= (ﬁ) = 21,65 soit 22 copies.
0,5

Exercice 2 - Dans cette partie, on suppose que m et ¢ sont inconnus.
On a relevé dans le tableau suivant les résultats de 10 pesées d’un méme objet :

?gr?sgs)e 72,20 | 72,24 | 72,26 | 72,30 | 72,36 | 72,39 | 72,42 | 72,48 | 72,50 | 72,54

Les résultats seront arrondis au centiéme le plus proche.
1°) Calculer la moyenne et 1’écart —type de cet échantillon
2°) En déduire les estimations ponctuelles de la moyenne m et de 1’écart-typa o de la variable
X
3°) Dans la suite, on admet que la variable aléatoire qui a tout échantillon de 10 pesées
associe la moyenne X de ces pesées suit une loi normale. En prenant pour écart-type la valeur
estimée en 2°) donner un intervalle de confiance au seuil de 5% de la moyenne m.
4°) L’écart-type de ’appareil de pesée, mesuré a partir de nombreuses études antérieures, est
en réalité, pour un objet ayant environ cette masse, de 0,08. Dans cette question on prend
donc ¢ =0,08. Donner un intervalle de confiance au seuil de 5% de la moyenne m.

Solution - Exercice 2 - 1°) moyenne et écart-type de 1’échantillon : n=10

_ Xxi 722047224+ - +7254-
x: =

n
§=Z——7237 5= % =011
2°) estimations ponctuelles :
Mm=X=7237;n=10<30=>6 = %s: x 0,11 = 0,12

>< |

n<3

- \/n 1
n>30=6 =5 = / x — X2 = ’n—_ls’
n n

3°) Intervalle de confiance pour la moyenne m : a = 0,05
n =10 < 30 t{amconnu tX'vN( X-m
G6=s

— > T=—"Th4

vn

Rappel :

)~
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Tp_1:loi de Student a (n — 1) dégrés de liberté

L’intervalle est de la forme :
!

s’ S
m € )_(_t -1):1-«% X_;)_(-l't —-1):1-«% X —
] (n-1);1-%/, vn (n-1);1-9/, Vi
Application numérique :
=10;s = 0,12; a=5%=0,05 = t, « = t, a = 2,262
n S a 0 1-%(10-1) 1-5(9)
valeur lue

dans la table de Student
pour n=9 et a=0,05

me ]? 1__(9)\/— 1—— 9) \/_[

Calcul :

0,12
soitm € ]72,37 —2,262—;72,37 + 2,262 —[

V10’
On obtient: m € ]72,30; 72,44[
au niveau de confiance de 95%, le poids moyen de I’ensemble des objets est compris
entre 72,30 g et 72,449.
4°) La formule avec ¢ =0,08 :

n=10<30et {J Jg s et Ko (mZ) > U= 52w w(0;1)

Sl

=>me]f— \/_,x+u %Tﬁ[

Application numérique : n=10; x = 72,37 ; 6 = 0,08; a=5%=0,05
=>u,_a =196
55

itm € ]72 37 — 1,96 0.08 72,37 + 1,96 0.08
soitm , 37 — 1,96 ——; 72, 96 —
V10 V10

On obtient: m € |72,32;72,42[
A 95% de niveau de confiance, le poids moyen est compris entre 72,32 g et 72,42g.

Exercice 3 — Lors d’un sondage précédant des €lections, 500 personnes ont été interrogées.
Bien que ce ne soit pas en pratique, on suppose pour simplifier les calculs que les 500
personnes représentent un échantillon indépendant et identiquement distribué de la

population.
Sur les 500 personnes, 150 ont répondu vouloir voter pour le candidat C; et 140 pour le

candidat Co.
3. Donner une estimation ponctuelle des intentions de votes, sous forme de pourcentage.

4. Donner un intervalle de confiance a 95% pour les intentions des votes de chacun des

deux.
Solution — n=500 ; k1=150 ; k2=140
1- Estimation ponctuelle des votes
L’estimateur d’une proportion est la variable p = F = % (fréquence d’échantillon) ; lorsque

n=500>30, F suit une loi N <p; /@) ; et on obtient :

. k. 150
p:f:£:>p1:f1:n 500—03 ; soit 30% pour Cy;
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_ 140

0,
~ = %00 = 0,28 soit 28% pour C,.

etp, = fo =

2- Intervalles de confiance a 95% ; ils sont de la forme suivante :

f(l f) Q-5
p; € lfl Ui—q/2 s fi +uac —-a/2 / [

1“ 095:(1 005=>u1_a/2=1,96

Pour le candidat C1

€103 —-1,96 0.3 x 0,7 0,3+ 1,96 03 x 0,7 € ]0,2598;0,3402[
pl ) )] 500 » Y )] 500 avec pl ) Yy

Conclusion : Ainsi au niveau de confiance de 95%, les chances de Cy sont comprises entre
25,98% et 34,02 %.

Pour le candidat C»

0,28 X 0,72 0,28 X 0,72
P2 € 0,28 - 1,96 |=—o—— ;0,28 + 1,96 [———-——|avecp, €]0,2406;0,3194(

Conclusion : Ainsi au niveau de confiance de 95%, les chances de C; sont comprises entre
24,06% et 31,94%.

Exercice 4 - le gouvernement d’un pays démocratique souhaite connaitre la proportion p
d’¢électeurs en accord avec un nouveau texte de loi (« le mariage pour tous » par exemple).
Pour cela il organise un sondage sur un échantillon aléatoire (X1, X2, . . .Xn ), et sur 100
personnes interrogées, 80 pensent voter oui.

1. Proposer un estimateur sans biais de p.

2. Déterminer un intervalle de confiance pour p au niveau de confiance 95%.
Solution — Soit X la variable aléatoire définie par :

X = {1 sila personne est favorable ;X suit une loi de Bernoulli. B(1 ; p).

0 sinon .
1) Un estimateur de p est la fréquence d’échantillon p = F = %Xl = S
F est sans biais ; en effet E(p) = E(F) = E (g) = %E(K) = % Xnp=p

2) Intervalle de confiance pour p
n =100>30, et k=80 ; 1-0.= 0,95

' -1 Fa-1)
A = =

k
f‘; m—os 1-2=0,95 = a=0,05 = u;_,, = 1,96

pel08—196 /08("2 .0,8 + 1,96 /"Sml soit p € 10,7216; 0,8784]

Conclusion : Au niveau de confiance de 95%, le pourcentage des personnes favorables au
nouveau texte est compris entre 72,16% et 87,84%.

Exercice 5 - En admettant que I'ensemble des notes a une épreuve d'examen est normalement
distribue, déterminer :
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a) au niveau de confiance de 95%, l'intervalle de confiance de la note moyenne des
candidats, sachant que sur un échantillon aléatoire de 45 candidats on a obtenu une
note moyenne de 7,5 avec une variance de 0,64.

b) L'intervalle de confiance, au niveau de confiance de 99%, de la note moyenne des
candidats, sachant que sur un échantillon aléatoire de 25 candidats on a obtenu une
note moyenne de 7,5 avec une variance de 0,66.

Solution - Exercice 5
a) L’intervalle de confiance de la note moyenne des candidats est de la forme générale :

o

>mE |[x — 1_7\/_x+u_%\/ﬁ[
Données :
X = notes ~N(m; 0); X =7,5;n=45> 30,52 =0,64>s=0,8
1—-aa=095=2>a=0,05-> u,_a=1,96;

2

Estimation ponctuellede met o :
r’r‘l=JZ=7,5etp0urn=45>30—>6=S=O8

L’intervalle de confiance devient : m € ]E X+ u

il
«—’ 1-5Vn
Calcul::me]7,5 196\/_,75+196\/_[ >m € ]7,27;7,73|

Conclusion : Au niveau de confiance de 95%, la note moyenne des candidats est comprise
entre 7,27 et 7,73.
b) L’intervalle de confiance de la note moyenne des candidats est de la forme générale

o
:>me]f—u x+u —[
1—9\/— “\/ﬁ
Données : X = notes ~» N (m; o);n=25<30; x =7,5; s2=0,66=>s = 0,81

Estimation ponctuellede met o :

M =X = 7,5 et pour n=25<30=6 = s’ = H%yzfgxmn=03&:y=a%
Formule de I’intervalle :
n=25<30=>s'"=0,83=> X =notes » N(m; s')etT =

X

n-1
f
avec T,_1: loi de Student a (n-1) dégrés de liberté
L’intervalle de confiance devient :

! !/

S S
me |X—tm_1yq_0/ X—; X+ trn_1yq_a, X —
] (n-1);1-%/, \/ﬁ (n-1);1-%/, \/ﬁ
Calcul :
1—-a=099>=> a=0,01et (n—l)=25—1=24-=>t(24);1_a/2= 2,797

N——
valeur lue
dans la table
de Student pour
n=24 et a=0,05

€ |75 27970’83 Q83[
im ) - ) _; ) )
V25 V25

= m € ]7,036; 7,964[
Conclusion : Au niveau de confiance de 95%, la note moyenne des candidats est comprise
entre 7,036 et 7,964.

Corrigé Exercice 6
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1. Un estimateur de la durée de vie moyenne (m) de la population des 3.000 ampoules est
, . ~ > iXi
la moyenne d’échantillon : m = X = %
Propriétés de m = X
X ~(m;o)et(Xy, Xy, ... Xp) iid selon X avec
iid: independamment
et identiquement distribuées

{E(Xl-) =EX)=m
V(X)) =V(X) =0’
a) X est sans biais si E(f) =m, avecm =X = %(X1 + X, 4+ X))

i=n

A~ v i= Xi 1 = 1 = 1 1
E(R) = E(X) = E (T) = LE(RiErx) = LX) = IxnEQ) = Lxnxm=m

E(m) = E(X) = m, donc X est un estimateur sans biais de m.
b) Montrons que X est convergent en calculant lim V() = 0
n—-oo

~ = niEnx; 1\2 i 1 wij=
v =ven =v(ER) = () v(zisx) = txEven =
V(aX+b)=a2v(X)

0.2

1
) X TlV(X) =

30k

X g% =—
n
2

lim V(m) = lim % = 0 = X est donc un estimateur convergent de m.
n—-oo n—-oo

2. Calculer la moyenne et 1I’écart-type de 1’échantillon.
Formules et tableau de calcul

Classes n; ¢ n;c; n;c?
[x;; %410 effectifs | Centres de classe
Xi t Xiyq
“ET
500 550 10 525 | 5250 | 2756250
550 600 30 575 | 17250 | 9918750
600 650 35 625 | 21875 | 13671875
650 700 45 675 | 30375 | 20503125
700 750 25 725 | 18125 | 13140625
750 800 5 775 | 3875 | 3003125
total 150 96750 | 62993750

Y n;c; 96750
i _ = 645
150

La durée de vie moyenne des ampoules €lectriques de 1’échantillon est : 645 heures.
La variance d’échantillon :
e Yn;(c; — X)? _ ¥ n;c? e e 62993750
n n 150
L’écart-type d’échantillon : Vs2 = s = 62,7163 heures
3. Donner une estimation ponctuelle de la moyenne et de 1’écart-type de la population.
Estimation ponctuelle de la moyenne de la population : m = X = 645 heures

La durée de vie moyenne des 3000 ampoules fabriquées est de 645 heures.

La moyenne d’échantillon : X =

— (645)% = 3933,3333

Estimation ponctuelle de I’écart-type de la population :
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n=100>306=s= /M = 62,7163 heures

Remarque : cas olin = 12<30, 6 = s’ = /% Xs = \/% X 62,7163 = 65,5050 # s

Enrésumé:sin<30,6 =s"#s
Exercice 6 - On a contrdlé le dosage d’un produit dans un mélange a la sortie d’une chaine de
conditionnement. Pour un échantillon de 100 lots de 5 kilogrammes de mélange analysés, on a
obtenu les résultats suivants, ou x; représente la masse du produit exprimée en grammes et n;
I’effectif correspondant :

Xi 142 144 146 148 150 152 154 156 158 160
ni 1 5 6 21 32 22 7 4 1 1
1. Calculer la moyenne et 1’écart-type de 1’échantillon.

N

Donner une estimation ponctuelle de la moyenne et de 1’écart-type.

3. On admet que la variable aléatoire X, qui, a un lot de 5 kilogrammes de mélange,
associe la masse, exprimée en gramme, du produit dosé, suit une loi normale de
moyenne m =150 et d’écart-type o=3. Un lot de 5 kilogrammes de mélange est dit de
qualité « extra » s’il contient entre 147 grammes et 155 grammes de produit. Calculer
P(147 < X < 155). En déduire le pourcentage de qualité extra dans le produit.

Corrigé
1. Calculer la moyenne et 1’écart-type de 1’échantillon.
Formules et tableau de calcul

La moyenn;n'x' 15010 Xi N n;X; nx?
X==——=—05-=15010g 142 1| 142| 20164
144 5 720 | 103680
La variance ~ 146 6 876 | 127896
PG X)? _Ymxf ) 148 21| 3108 | 459984
n o os393) 150 32| 4800 | 720000
= _(150,1)2 152 22| 3344 | 508288
_ 9’31100 154 7| 1078 | 166012
L écart-type 156 4 624 | 97344
s=4+/s2=3,051g 158 1 158 | 24964
160 1 160 | 25600
Total 100 | 15010 | 2253932

2. Donner une estimation ponctuelle de la moyenne et de 1’écart-type de la population.
Estimation ponctuelle de la moyenne de la population : m = ¥ = 150,10 g
Estimation ponctuelle de 1’écart-type de la population : n = 100 > 30,6 = s = 3,051g
3. Sachant que X ~ N(150; 3), calculons P(147 < X < 155)
P(147 < X < 155) = P(X < 155) — P(X < 147)
P(147 <X <155) =TI (@) .y (147;150)
P(147 < X < 155) = 11(1,67) — [1(—1)
P(147 < X <155) =1(1,67) + (1) — 1
P(147 < X < 155) = 0,9525 + 0,8413 — 1 = 0,7938. Soit 79,38% de qualité extra dans le
produit.
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