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- Préliminaires |

e Les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans un ordre quel-
congue.

K » On accordera la plus g_m-nde attention & la clarté, a la précision el & la concision

de la rédaction.

Exercice 1 & Questions de cours & 4 points &
1. Donner la définition d'une fonction mesurable, (1 point)
2. Soit X un ensemble non vide.

(a) Donner la définition d’une mesure positive ju sur Uespace mesurable (X, A). (1 point)

(b) Décrire Iing inf A, lorsque (An),cn de X est une suite croissante de partie. (2 points)

ne

x % %
Exercice 2 & Savoir faire & 8 points &
Les deuz questions sont indépendantes.
1. Soit l’espace mesurable (X, 7).
(a) Soient py, iy, - 1, n mesures définies sur une méme tribu T d'un ensemble X. Soient

également a,,as, .., a, n réels positifs. On définit alors une application v de T. dans [0, +o0]
en posant, pour tout T € T

v(T) = ap (T)

Cette application v est-elle une mesure sur la tribu T ? (2 points)

(b) soient p, et p, deuz mesures sur Uespace mesurable (X, T)

Si f est une fonction mesurable positive o valeurs dans R,montrer que
[ ratu+m) = [ s+ | fdus (3points)
I X X

Que dire pour une fonction mesurable de signe quelconque? (2 points)
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9 On considére une suite (fn)nens de fonctions réelles définies sur [0,1] par fo(z) = -1%;15
nr

(a) Caleuler lim fy(z) (1 points)

(b) Calculer et comparer linc}o fol falz)dz et fol (lim fn(:c)) dx (0.5 point +0.5 point )

* kX

Exercice 3 &% Approfondissement & 8 points &
Soit (X, B, 1) un espace de mesure.
On rappelle qu'une partie N de X est p-négligeable sl existe au moins un BeBtelqueNCBet

1(B) = 0. Notons N, Uensemble des p-négligeables.
1. Vérifier que @ € N,,.(2 points)
2. Montrer que N, est héréditaire, c’est-d-dire

B,B ¢ P(X), B C B,BeN,=> B'CN, (3points)

3. Montrer que N, est stable pour la réunion dénombrable. (3 points)

* % *
FIN
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Le succés se trouve au bout de i’effort!!! 2/2
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' €s ¢$¢7"CZ~?3§. 'Sbnt"?'”dépf?,ndﬁ{ﬂté; Gtt"]i?éubfcfit' élre traités dans un ordre quel-
weRTonques s s L T | R s,
e ‘Onaccordera la plus. grande attention d.la clarté, & la précision et d la concision
dela rédactz'b'n.;j“*; o i L5 P O Ay O PRI

Exercice 1 (Questions d’assimilation du cours) (4 points).

1. Définir les notions suivantes: mesure, application mesurable, espace mesuré complet.

2. Enoncer précisément- sans démonstrations le théoréme de dérivation sous le signe intégral d’une
intégrale dépendant d’un paramétre, en supposant que la dépendance par rapport au paramétre est
gk, '

Exercice 2 (Savoir-Faire) (8 points).
Les trois questions sont indépendantes.

1. Soit A une classe de parties de Q telle que Q € A, A soit stable par passage au complémentaire,
A soit stable par intersection finie et A soit stable par réunion croissante. Montrer que A est une

tribu.

2. Montrer en utilisant U'inégalité de Holder que, pour tout a € Rt :

[9%]

a
1 1
z™2e*dr < —ase®,
0 2

3. Pour tout z > 0, on pose f(:c) = f[0,1] Cxp(_li(:” dA(t).

(a) Montrer que f est bien définie; calculer f(0) et lim f ().

T—+00
(b) Montrer que f est dérivable sur ]0; 400, calculer f' en fonction d'une intégrale et donner un
équivalent de f' au voisinage de Uinfini (on rappelle que f0+°° e dy = 4 o
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- Exercice 3 (Appmfondzssement) (8 pomts ).
Les deuz questions sont mdépendantes

1. Soit (N,P(N)) un espace mesurable. On appelle mesure de comptage sur (N,P(N)) la mesure [
définie sur P(N) par p(A) = card(A) si A est fini, et p(A) = +oco sinon.
Soit (N2, P(N?)) muni de v = p® [t produit des mesures de comptage sur N. On définit f : N?

par o
o co 1 s&¢ m=mn
= . . fmn)=( =1 si m=n+l

0 si SINon

—R

(a) Calculer [y fo'(m,n)' du(m)du(n) et [y [y f(m, n) dp (n) dp (m). -
(b) Qu’en déduiscz-vous? .
(¢) Retrouver ce résultat directement.

2. Montrer que nil inclusion L1(R, B (R), A) C L2(R, B (R), ), ni celle LA(R,B(R), ) C LYR,B(R),A)
ne sont vrazes. A désigne la mesure de Lebesgue ( ,B(R)). ' S

* &
FIN
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Lo sujet se compose de thois (3) exerclees indépendants. Lo harcme
détaillé se trouve A la fin du sujet.
Fxerice 1 [10 points|
1) Donuer la Jdéfinition dune o-al
e (L

otbre (on triibu) A de parties Jdan

ensentble non vid

99 Soit | une classe de parties de Q telle que

iy Qe A

i) L est stable pour le passage au complémentaire.

i) L est stable pour Iintersection finie.

D Powr toule stite erolssante (1), 0 déléments de AL ona U R

1l

L.

i
AMontrer que b est ane tribn de prrbies o
39y Soit /- un ensemble nor vide, On pose
B {B¢PU):Besl dénobrale ond3® = £ B est dénombrable .

Montrer que B est une o-algebre de partics de [,
1°) Soit N un ensemble non vide et soit YN On pose

T-{AcX:ACYouA = NX\AcCY}

Montrer que 77 est une tribisur X

Fxercice 2 [ points)
19} Ponr @t < Af < 50, cousidérons ln fonctian g2y ¢ T
) 1 Vo< oL considérons Tac fonetion oy B sy S dGhe pon

“ st < M
[ ¢ IR, 2ull) A st [ = A
Mosto <o 0

[aapi==ct La courbe reprose e de o i . ‘
| otrbe représentative de 2y or dive siogyy est continue,
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R . :1 wolbiernne
27y Soit (XL A) un espace mesurable. On munit R de sa tiibu borelieni
B On considere fune application mesurable de X dans = et on pose

flr) st [f@I<M
@ e .\., _/‘l\l(-") = _\1 <i f{;\ ~ _‘;[

M st fle)< —-M

. . . = S F 5 Ty ANe 1 ol eSS ‘MA 2
[Sxprimer fy en fonetion de 2y et f et ende duire que t mesurable

lixercice 3 [6 points]
1°) Soit (X, .F. () un espace de mesure
a) Quand dit-on que g estune mesure Huie 7 une mesare o-tome .

LY On se fixe A € F ¢t on pose

\ontrer que f est mesurable et caleuler [ /g [Indication = e vire f comme
fonction ¢tagée sous forme canonique.]

2°Y On considire Uespace mesue (X, 1. \) ot A est la mesuve de Lebesue
restreinte & la tribu bovélionne B,

Soit f application de = dans = définie par

J | =i | € 3 & —3
Fay==¢ 5 si  3<r<l

=) >l O
%] bl | L e O . T
Calenler et compaver les mtegrales / Fir)dr et / dA\.

Baréme

Exercice 1 = 10 points : 1°) = 1, 2°) = 3. &) =3, 2% =3
Exercice 2 = < points 1°} = 1, 2°) == 3
Fecivire 3 = 6 puits s I9) =4 =2 + 3. P) = %

)
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