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Travaux Dirigés de Probabilités

Exercice 1  Soit (€2, F) un espace probabilisable et P;(i € N) une suite de probabilité

définie sur (2, F). On considére une suite (o;);en de réels positifs tels que Zai =1let
i=0

on définit, pour tout A € F, P(A) = Z a;P;(A).
i=0

1. Montrer que P est une probabilité sur (€2, F).

2. Montrons que si ¢ est une application P-intégrable, alors ¢ est P;-intégrable pour
tout ¢ € N et

3. On suppose que Q = [0,1], F = B([0,1]) et que, pour tout i € N, a; > 0 et
P = 2”1]1[27%1,271'[)\(1) ott A1) est la mesure de Lebesgue sur [0,1]. Montrer que

o0

I’application mesurable positive ¢ = Za; 111[271-717271-[ est P;-intégrable pour tout
i=0

1 € N, mais n’est pas P-intégrable.

Exercice 2 Montrer qu’une variable aléatoire X & valeurs dans R est discréte si, et
seulement si, il existe une partie dénombrable D de R? telle que P(X € D) = 1. Montrer
que dans ce cas la loi du vecteur aléatoire X s’écrit est Py = Z P(X = x)d,.

xeD

Exercice 3 Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace prob-
abilisé (Q, F, P) et indépendantes: X est une variable aléatoire discréte a valeurs dans
N dont la loi est donnée par P(X = k) = pi, k € N, et Y est de loi uniforme sur [0, 1].
Déterminer la fonction de répartition F' de la variable aléatoire XY . Que peut on dire de
F?

Exercice 4

1. Sur un espace probabilisé (£, F, P), on considére X une v.a.r centrée et de variance
0% < +o00. Montrer que pour tout a > 0,

a < Ella—X)lix<a] < (P(X < a)?V0? + a2

2. En déduire que
2
o
PX>a) < ——.
( )< 02 + a?

3. Une usine fabrique chaque semaine un nombre aléatoire Y d’objets. On suppose
E(Y) =100 et V(Y) = 400. Trouver a 'aide de la question précédente un majorant
de la probabilité que la production hebdomadaire dépasse 120. Comparer ce résultat
avec celui obtenu par application de 'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff.

Exercice 5 Soit ¢ : R — R mesurable convexe. Soit X v.a.r. intégrable telle que
©(X) est intégrable. Montrer que ¢(E(X)) < E(p(X)).



Exercice 6 Soit (X,Y) un couple indépendant de v.a.r. On suppose que X est unifor-
mément distribuée sur [0,1] et Y suit la loi exponentielle de parametre 1. Calculer la loi
delavar. Z=X+Y.

Exercice 7 Soit X et Y deux v.a indépendantes de loi binomiales respectives B(n,p)
et B(m,p) ou n,m € N*, 0 < p < 1 sur un espace de probabilité (2, F, P).

1. Montrer que la v.a.r X + Y est une v.a.r binomiale de loi B(n + m, p).

2. Quelle est la loi conditionnelle de X sachant X +Y =k ou k € N est fixé?

Exercice 8 Soient U et V des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur
[0; 1].

1. Calculer P(inf(U, V) > t) pour tout ¢t € R.
2. Déterminer la f.d.r de inf(U, V).

3. Calculer la densité de U + V.

4. Calculer P(|U — V| < 1/10).

Exercice 9 Soient U de loi uniforme sur [0;1] et X de loi exponentielle de parameétre 1
deux variables aléatoires réelles indépendantes.

1. Calculer P(sup(U; X) < t) dans les 3 cas suivants : £ <0,t € [0;1],¢ > 1.

2. Dessiner la fonction de répartition de sup(U; X).

Exercice 10 Soient A et B deux v.a.r indépendantes de loi uniforme U([0,1]). Quelle
est la probabilité que le polynéme z2 — 24z + B ait:

1. deux racines réelles distinctes.
2. deux racines complexes et non réelles.
3. une racine double.

4. Traiter les questions précédentes en utilisant la loi de la v.a.r A = A2 — B.

1
Exercice 11  Soit X une v.a a valeurs dans R? de loi Px = Z W(S(k’l) et X1, Xo

E>1,0>1
ses composantes dans la base canonique de R2.
1. Vérifier que pour tout z €] — 1, 1],
Z kak—1 = 1 et Z k(k —1)zF2 = 2
(1—z)? (1—xz)*

k>1 k>2

2. Calculer l'espérance et la matrice de dispersion de X.
3. Déterminer la loi de la v.a.r Y = sup (Xi, X2).

4. Déterminer la loi de la v.a.r Z = X7 + X5.

Exercice 12  Soit (X;Y) & valeurs dans (R")?) de densité

o

2 +oo
(@:9) = = exp(=a(1+ 7)) Lz, 50} On xappelle que [~ e =
0
1. Calculer la densité de X.

2. Calculer la densité de Y.



Exercice 13

1. Soit X une v.a qui suit une loi normale centrée réduite. On pose ¥ = aX + b.
Déterminer la loi de Y.

1
2. Soit (X,Y’) un couple aléatoire de densité f : (x,y) —> =221y
T <
Déterminer la loi de X +Y.

3. Soit U une variable de loi exponentielle de parameétre 1 et soit V' une variable uni-
forme sur l'intervalle [0,1]. On suppose que U et V sont indépendantes. Alors, si
on définit X = /U cos(27V) et Y = /Usin(27V). Montrer que les deux variables
aléatoires X et Y sont indépendantes.

Exercice 14  Soit (X;Y) variable aléatoire a valeurs dans R de loi de densité

3
£ (o) G exp(—lo+ 2] — |z — ).
1. Montrer que f est effectivement une densité de probabilité.
2. Calculer la densité de la loi de (X +2Y; X —Y) puis les densités des lois de X et Y.

Exercice 15 Soit (X,Y) & valeurs dans (R*)? de densité

exp(—(zy)'/*)
dm(y/x + /Yy

(z,y)

)ﬂzzo,yzo ‘

1/4
1. Soient U = (XY)V/4 V = (%) / . Quelle est la densité de (U,V) ?
2. Les variables U et V sont-elles indépendantes ?

3. Donner les densités de U et V.
Exercice 16 Un vecteur aléatoire (X,Y) admet sur R? une loi de densité

f(x,y) = ze” g (2) 1k, (y)-

On pose U = min(X,Y), V =max(X,Y).
1. Calculer la densité de la loi du vecteur aléatoire (U, V).

2. En déduire la loi de U et celle de V.

3. Calculer Cov(U,V).

Exercice 17 Sur un espace probabilisé ({2, F, P), on considére un couple de variable
aléatoire (X,Y) & valeur dans R? dont la loi P,y admet la densité:

fla,y) = a(l = )1 1 (x)ye Mo 4oof(v)
otl & est un réel, par rapport & la mesure de Lebesgue A2 sur R2.
1. Déterminer la valeur du réel a.
2. Déterminer les lois marginales du couple (X,Y").
3. Calculer P(0 < X <2;Y >1).

4. Calculer la matrice de dispersion D de (X,Y).



Exercice 18 On se place dans un espace probabilisé (£2, F, P). Calculer la fonction
caractéristique des v.a suivante:

1. Xy suit une loi de Bernouilli de parametre p.

2. X5 suit une loi binomiale de parametres n et p.
3. X3 suit une loi de Poisson de parameétre p.

4. X4 suit une loi géométrique de parametre p.

5. X35 suit une loi exponentielle de parametre a.

Exercice 19
1. Trouvons la densité de la v.a. dont la fonction caractéristique est p(t) = e~cltl
2. Soit X une v.a. uniforme sur Ja;a + b[ de densité :

Lsia<z<a+b
fl)y=4°b "
0 ailleurs

Calculons sa fonction caractéristique.

3. Soit a un nombre fixé. Soit X une v.a. prenant la valeur a avec P(X =a) =1 et
suivant la loi de Dirac au point a. Sa loi de probabilité §, est :

5a(2) 1 siz=a
a\l) =
0 sizx#a.

Déterminer sa fonction caractéristique, son espérance mathématique et sa variance.

Exercice 20 X une variable aléatoire dans R est dite symétrique si —X a méme loi que
X.

1. Si X a une densité f, montrer que : X est symétrique si et seulement si f(z) = f(—x)
pour presque tout x.

2. Donner un exemple de de loi symétrique.
3. Montrer que X est symétrique si et seulement si le nombre E(e™X) est réel Yu € R.

4. Soit X variable aléatoire dans R symétrique. On suppose P(X = 0) = 0. On note:

1 siX>0
e=40 siX=0
-1 si X <0.

Montrer que ¢ et | X| sont indépendantes.

5. Si Y et Y’ sont deux variables aléatoires réelles de méme loi et indépendantes,
montrer que Y — Y’ est symétrique.

Exercice 21  Soit (X,,), > 0 une suite de variables aléatoires réelles telles que Vn € N,
E(|Xa]) < e

1. Montrer que P(|X,,| > 1/n) < ne ™.

2. En déduire que P({w : il existe une infinité de n tels que|X,| > 1/n}) = 0.



Exercice 22 Soit X et (X,,) une famille de v.ar.

1. Montrer le égalités entre événements

{(X},) ne converge pas vers X}

U limsup{|X, — X| > ¢}
e€]0,4o0] "

1
U lim sup{|X,, — X| > -}.
peN* p

2. Montrer que (X,,) converge p.s vers X ssi pour tout € > 0,

P(limsup{|X,, — X| > ¢}) =0.

2. Montrer que si pour tout € > 0, la série Z P(| X, — X| > ¢}) converge alors suite
n

(Xy) converge p.s. vers X.

Exercice 23  Soit (X,,) une suite de v.a.r. de carré intégrable non corrélées. On suppose
qu’il existe un réel p et un réel positif C tels que, pour tout n > 1, E[X,]| = u et
V(Xn) < C. Montrer que la suite

<X1+---+Xn>
n n>1

converge vers f dans L? et en probabilité.

Exercice 24  Soit f une application de [0,1] dans R de carré intégrable au sens de
Lebesgue sur [0, 1]. On considére une suite indépendante (Uy,) de v.a.r. de loi uniforme
sur [0,1]. Démontrer directement et sans utiliser la loi des grands nombres que la suite
des moyennes empiriques associée a la suite de v.a.r. (f(U,)) converge en probabilité vers

I'intégrale fdX au sens de Lebesgue.

)

Exercice 25 On note X une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre a > 0,
ce qui signifie que la loi de X a une densité f(t) = ae™*lg, (¢) par rapport a la mesure
de Lebesgue A. On définit la suite de variables aléatoires (Y,,)n>1 par

X n
VnGN*,Yn = (1+> ll{X>0}.
n =z

Ainsi Y, est une variable aléatoire positive et ’expression F(Y},) a toujours un sens comme
élément de R .

1. Exprimer E(Y,,) comme une intégrale sur [0, +o00[ par rapport a .
2. Vérifier I'inégalité
n
VY >0, <1+x> < e
n
On rappelle que In(1 4+ u) < u pour tout u €] — 1, +o0].

3. On suppose que a > 1. En utilisant les deux questions précédentes, montrer que
E(Y,,) tend vers une limite finie et la calculer en fonction de a.

4. Que peut-on dire de lim E(Y;) danslecas0 <a <17

n—-+00



Exercice 26 Montrer que si (X,)y est une suite de variables aléatoires réelles con-
vergeant en probabilité vers les variables réelles X et Y, alors les variables aléatoires
réelles X et Y sont égales presque-siirement.

Exercice 27  Soit (X, )nen est une suite indépendante et identiquement distribuée de
v.a.r. de carré intégrable d’espérance nulle et de variance o2 > 0. Le but de cet exercice
est de proposer une démonstration du théoréme-limite central.

1. Quelle-est la fonction caractéristique de la v.a. (Xi,...+ X,,)/(c/v/n)?

2. Ecrire le développement limité (a 'ordre 2) de la fonction caractéristique ®x, en 0.

3. Déterminer lim & x, . .1x, (u)eten déduire la convergence en loi de la suite (M) .
n—+00 o m o/ >

Exercice 28 A l'aide de la loi forte des grands nombres et en considérant une suite
indépendante de v.a.r. (X;);>1 de méme loi uniforme #(]0, 1]), calculer

lim
n—-+o0o

Xi1+...+ X,
e
[0,1]™

YA (X, X)
n

ou )\(n) est la mesure de Lebesgue dans R™ et f une application continue bornée de R
dans R.



