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Licencel-MI 2025-2026 Fiche de TD1 Nombres réels et suites
numériques

Exercicel Soient x et y deux nombres réels.

1) Montrer que |x +y| < |x| + |yl et |x| + |y| < |x +y| + [x — y|
2) Montrer que ||x| — |y|| < |x —y|etmax(x,y) = %(x +y+|x—yl.

3) Montrer que 1+ |xy—1| < (14 |x—1D(A + [y —1]).

4) Montrer que si x <y alors E(x) < E(y) et en déduire les variations de E

ou E est la fonction partie entiere définie sur R.
5) Soit f(x) = E(2x) — 2E(x) la fonction définie sur R. Montrer que f est

1-périodique et calculer f(x) pour x € [0,%[ puis pour X € E, 1[.

Exercice2

1) Soient A = {L ER:x € ]0,1[} et B = {l + (1" ne N*}. Déterminer
x—1 2 n
si possible la borne supérieure et inférieure de A et de B puis en déduire si
possible le maximum et minimum de A4 et de B.
2) Soit D = { - 1;n e N'}.
a) En utilisant la caractérisation de la borne supérieure et de la borne
inférieure, montrer que sup(D) = 0 et inf(D) = —1

b) En déduire si possible le maximum et minimum de D.

Exercice3 Soient A et B deux parties non vides et bornées de R.

1) Montrer que sup(4 + B) = sup(4) + sup (B) et inf(4 + B) = inf(4) +
inf(B) avecA+ B ={a+b;a€ Aethb € B}.

2) Montrer que sup(4 U B) = max (sup(4),sup(B)) etinf(AU B) =
min (inf(4), inf(B)).

3) Soient A = {1} et B = {n_—fl,n € N}. Déterminer sup (B) et inf (B) puis

7 . Y . y . n_l
en déduire la borne supérieure et intérieure de C = {m, ne N}.



Exercice4

1) Démontrer que pour toutn € N*,3/2 est irrationnelle.

2) Démontrer que pour tout nombre réel x il existe un entier n tel que x < n

3) Démontrer que pour tous réels strictement positits x et y, il existe un
entier n € N tel que ny > x.

4) Démontrer que I'ensemble des rationnelles est dense dans R et en déduire

que I'ensemble des irrationnelles est dense dans R.
Exercice5

1) Enoncer le théoréme de Bolzano Weierstrass.

2) Démontrer que toute suite de Cauchy est bornée.

3) Démontrer qu'une suite est convergente si et seulement si elle est de
Cauchy.

4) Soit (u,) une suite décroissante dont une suite extraite converge.
Montrer que (u,) converge.

5) Soit (Uy,) une suite numérique. Montrer que si les sous suites (Uyy,)

et(Uyn41) convergent vers | € R, alors la suite (u,,) converge L.

Exercice6

. . . 9
1) On considére la suite (u,,)définie par: ug =7 et Uy = 6 — —.
n

a) Montrer que (U,) est minorée par 3 et en déduire sa limite.

: 1 : : "
b) Montrer que la suite a,, = —— est une suite arithmétique
_

¢) En déduire I'expression de (u,) en fonction de n.

2) Déterminer la nature des suites (a,) et (b,) définiespar: ay=1,a; =
~1+by

2eta =./a,a et b =1letVn € N,b = —
n+2 =/ Anlni1 0 T
: : : 1
3) Etudier la nature de la suite (u,) définie par : uy = 5 elUngg =
(1 - un)z-

Exercice?

4) Soient (uy,) et (v,) deux suites numériques définies par :

{u":l { iy (1) et ()
_ uptv, et \/7 . Montrer que (u,) et (v,) sont

Un+1 = — Un+1 = \/Un+1Vn
adjacentes.
5) En utilisant la définition de la limite d’une suite, montrer que :



2
a) lim = =0 b) lim 22 =2 ¢) lim 3vn = 4o

n—+oo n? n-+oo N2+1 n—-+co

. o : o 1
Exercice8 On considére la suite (u,) définie par: uy =2 et up,,.q =1+ —.
n

3
a) Montrer que 5 <u,<2,vneN.
4
b) Montrer que Vn = 1, [upq — uUy| < 5 lu, — up_1l.

¢) Montrer que les sous suites (U,,) et(Uz,41) sont adjacentes et

calculer leur limite commune L.

d) Montrer que Vn = 1, [u,4q — 1| < %Iun — 1.

Exercice9

1) Soit (u,) une suite numérique convergente vers l. Montrer que la suite

__1 yn
v, = mzk=0 Uy, converge vers [.

2) Soit (u,) une suite numérique non nulle a partir d'un certain rang.

Un+1
Un

Démontrer que si lim
n—-oo

=1 € R%, alors lim 4/ |u,| = L.
n—-oo

. .o . . n|nl
3) En déduire la limite de la suite suivante : u,, = /:—n

Exercicel0

1) Déterminer la limite si celle-ci existe des suites suivantes :
n n

n n_(_ n
2) U = (1+3) b) ==+t t =32

CUpn = 77—
n?+1  n?+2 n?+n ) Un 3N+ (=2)"

: : 11 1 :
2) Montrer que la suite (u,) définie par : u, = 715t —estdivergente.





