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               AVANT- PROPOS 

 

La collection                                         est un recueil d’anciens sujets  LMD  et de quelques conseils 
absolument importants à savoir. Celle ci a été conçue pour permettre aux étudiants de première 
année de l’UFR math info de s’imprégner de la façon dont les professeurs composent. En effet à 
l’université, il ne s’agit  pas de bosser dans le vide. Connaitre le cours est capitale ; connaitre les 
Travaux Dirigés est conseillé mais ne pas savoir comment les professeurs  composent est 
dangereux. Qu’entend t-on par  la façon dont le professeur compose ?                                                                                                                                                                  
Chaque professeur a une manière à lui de diriger un exercice lors de la composition ; c’est-à-dire 
la façon dont il pose ses questions et le type d’exercices  qu’il soumet à l’étudiant.                                                                                                              

 La première partie de ce document présente quelques recommandations vue mon 
expérience dans le dit niveau.  

 La seconde partie est consacrée aux sujets des années académiques antérieures                          
(2012-2013/ 2013-2014/2014-2015). 

 La troisième partie se compose des éléments de corrections.  

 Je  pense avoir rendu cet ouvrage assez attrayant pour qu’il soit un précieux trésor                            
de votre travail  personnel tout au long de l’année. 

J’ose croire que cet ouvrage contribuera à l’amélioration des résultats aux différents         
examens des unités d’enseignements.  

Je remercies d’avance toutes les bonnes volontés pour leurs remarques et suggestions à 
l’adresse bobetgoualo@gmail.com qui permettront d’améliorer à l’avenir le contenu de              
ce document et en faire un outil incontournable pour le succès aux examens.    

 

 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                   
L’auteur.  

                                                                                                                                                                            

le  valideur LMD   

BOBET
valideur LMD 2016

mailto:bobetgoualo@gmail.com
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Introduction 

                  Je vous souhaite la bienvenue dans la filière mathématique informatique (MI). 
Comme vous le voyez c’est une filière scientifique. En effet elle fait partie du domaine des 
sciences et technologies  qui regroupent en outre les Unités de Formations et de Recherche 
(UFR)  Sciences des Structures de la Matière et Technologie (SSMT), Biosciences(CBG), 
sciences de la terre et des ressources minières (STRM).    Si vous êtes  étudiants en MI c’est 
que  votre  compétence est approuvée. Ah oui car titulaire d’un BAC scientifique (C, D, E), 
vous êtes aptes. Ici en MI c’est le courage rien que le courage.   L’année académique se fait 
en 2 semestres dont chaqu’un d’eux est  composé d’unités d’enseignements (UE)  qui 
s’évaluent à 30 crédits. Ainsi l’année se compose de 60 crédits dont 48 (soit 80% de 60) au 
moins  permettent à l’étudiant de s’inscrire s’il le désire en  deuxième année toute fois en 
revenant composer les UE qui n’ont pas été validées (voir la maquette pédagogique). Pour 
ce fait l’étudiant est amené à rédiger une demande de dérogation  dont un modèle est 
donné  juste après la première partie du document.                                                                                                                                                                   
La conséquence liée au passage avec au moins  80%  des crédits  (pour ceux qui n’ont pu 
avoir  100% des crédits c’est-à-dire les 60 crédits) est  que vous payez les frais d’inscription 
de la deuxième année puis la moitié de ceux  de la première année.                                                             
L’étudiant a le choix de rester en première année puis valider tous ses crédits et aller en 
deuxième année (Ne fait donc pas de demande de dérogation).                                                                                                                                                                

            Les cours sont donnés en AMPHI par un professeur ; c’est ce que l’on qualifie de Cour 
Magistral(CM). Celui-ci fait un briefing de son polycopié s’il en dispose dans le cas contraire 
il vous fait copié comme cela a été les années antérieures dans l’ancien système. À la fin 
d’un certain  nombre de CM terminé on fait les Travaux Dirigés qui consistent à faire des 
exercices pour mettre en pratique les acquis du cours avec un enseignant mis à votre 
disposition. Pendant ces Travaux Dirigés l’enseignant est autorisé à faire des interrogations, 
des devoirs  qui par la suite seront pris en compte pour le calcul de moyenne pour le 
contrôle continu .Ainsi à la fin des TD il faut penser à un contrôle final qui représente un 
examen comme au baccalauréat.                                                                                                                        

Je tiens à remercier tous les amis qui de prêt ou de loin m’ont soutenu. En particulier,  

 KONE yacouba et adama  de la LICENCE 2. 
 DIALLO eric oury ,DOUGBAN monsia,KONE moro de la LICENCE 2. 
 DJROUGBA Richmond de la LICENCE 2. 
 TIEMOKO loua de la LICENCE 2 qui ma aidé dans la diffusion du document par son verbe. 
 A toute la LICENCE 2 de l’année académique 2014-2015. 
 VE monde Ephraïm de la LICENCE 1 qui m’a temps encouragé. 
 SEKONGO de la  LICENCE 1 qui a contribué  à  l’actualisation du document. 
 KOUADIO Ramos  de la LICENCE 1. 
 A tous les étudiants LICENCE 1 de l’année académique 2014-2015 qui ont apportés des 

critiques dans le but de l’amélioration de l’EDITION 2015 de ce document. 

                     PARTIE  1 
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i) Le comportement  d’un nouvel étudiant dès son premier arrivé à la fac    
 

L’étudiant s’il connait un ami bien avant sa venue en math info prend contact avec celui-ci 
pour qu’il lui donne quelques directives afin de voir son département et si possible 
demander à ce dernier quelques conseils. A  son arrivé de à la fac, doit s’informer sur la 
rentrée académique. Celui-ci peut par curiosité écouter les dires de plusieurs étudiants qui 

s’y trouve déjà ensuite après la connaissance des lieux peut se diriger au bureau M de 

l’UFR  pour prendre de plus amples informations du fait de la présence  des conseillers 
disposés à nous fournir de vraies informations. 

 
ii) Le comportement de l’étudiant lors d’un cours magistral 

 
Lorsque vous suivez un cours magistral SVP soyez concentré car la moindre distraction peut 
vous compter chère dans la compréhension du polycopié du professeur. 
Eviter de faire une autre matière pendant que le professeur est présent .En effet il y a des 
professeurs qui insistent sur des points du cours qui sont à 99% susceptibles de sortir à 
l’examen. 
Ne prenez en aucun cas  à la légère les cours magistraux. Votre présence à un CM doit être 
pour vous une obligation. C’est en cela que vous comprendrez certaines démonstrations du 
cours. 

 
iii) Le comportement dé l’étudiant pendant les travaux dirigés 

 
En TD il faut le signaler ; c’est comme si vous étiez dans une classe comme en terminale 
.Donc l’appel est fait (sous forme de liste de présence), les absences sont  marquées et sont 
comptabilisées pour la note de contrôle continu qui compte un tiers dans la validation de 
l’UE.   
La participation à la correction des  exercices qui  vous sont proposés sur la fiche de TD vous 
apportes un plus à la compréhension du  cours. 
 
 

iv) Le comportement à avoir pour la préparation d’un examen 
 

Un examen comme vous l’avez constaté en terminal ne se prépare pas à la veille de la 
composition. Vous devez vous dire pendant que vous assistez aux  CM et aux TD que c’est le 
moment de comprendre pour bien faire la composition.  

 
v) Les risques à ne pas prendre pour ne pas se retrouver dans de sérieux 

problèmes  avec l’administration  

Excuser moi de le dire ; la tricherie  est  un danger ; c'est une perte de dignité .Alors ôtez 
cette idée dans votre pensée. En voulant s'adonner à une telle pratique vous vous 
embrouiller et en fin de compte, vous avez un doute sur ce que vous avez appris.                    
Eviter donc la tricherie.                                                                                                                                       
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l'autorisation
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 Quelques devoirs pour débuter 
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Devoir d’AMPHI de  mécanique du point 2013-2014                                                                                                                                              
Devoir de groupe de mécanique 2013-2014                                                                                                                                                      
Devoir de mécanique ESATIC  2013-2014                                                                                                                                                                                                                                                                                                               
Devoir d’éléments de logique 2012-2013……………………………………………………………………………………………….                                                                                                                             
Devoir d’éléments de logique 2013-2014                                                                                                                                                        
Devoir d’éléments de logique  2013-2014 MIAGE                                                                                                                                 
Devoir d’AMPHI 1 d’éléments de logique 2014-2015                                                                                                                        
Devoir d’AMPHI 2 d’éléments de logique 2014-2015                                                                                                                                
Devoir d’initiation à l’informatique………………………………………………………………………………………………………...                                                                                                                                                                                                                                            
Devoir sur les matrices  du docteur CODJA  2013-2014…………………………………………………………………………..                             
Devoir sur les matrices  du docteur CODJA  groupe 6    2014-2015                                                                                                                   
Devoir sur les matrices  du docteur CODJA  groupe 9    2014-2015                                                                                                                              
Devoir d’algèbre linéaire 2012-2013……………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                             
Devoir d’algèbre linéaire 2013-2014                                                                                                                                                                               
Devoir d’algèbre linéaire 2014-2015                                                                                                                                                                                                        
Devoir d’AMPHI d’algèbre linéaire 2014-2015                                                                                                                                                                
Devoir d’analyse réelle 2013-2014………………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                              
Devoir d’algorithme et programmation 2013-2014                                                                                                                                       
Devoir d’électrostatique 2013-2014 ESATIC……………………………………………………………………………………………                                                                                                                                                                                                                                                                                       
Devoir optique (Miroir et dioptre plan) 2013-2014 ESATIC…………………………………………………………………….                                               
Devoir optique (Miroir et dioptre sphérique) 2013-2014 ESATIC…………………………………………………………...                                              
Devoir optique (Lentille)  2013-2014 ESATIC…………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                  
Devoir d’anglais ESATIC 2012-2013…………………………………………………………………………………………………………                                                                                                                                                      

 Sujets de l’année académique 2012-2013 

Examen de suite et fonctions dérivable session 1…………………………………………………………………………………..                                                                                                                 
Examen de suite et fonctions dérivable  session 2                                                                                                                                         
Examen de calcul intégral session 1 ………………………………………………………………………………………………………                                                                                                                                            
Examen de calcul intégral session 2                                                                                                                                                                   
Examen structure algébrique session 1 ………………………………………………………………………………………………...                                                                                                                                                   
Examen mécanique du point session 1………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                     
Examen mécanique du point session 2                                                                                                                                                          
Examen d’éléments de logique session 1……………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                               
Examen d’initiation à l’informatique  session 1……………………………………………………………………………………..                                                                                                                                      
Examen d’économie générale   session 2……………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                               
Examen d’outils bureautiques  session 1………………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                                      
Examen d’outils bureautiques  session 2                                                                                                                                           
Examen de technique d’expression session 1…………………………………………………………………………………………                                                                                                                               
Examen de calcul matriciel session 1……………………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                          
Examen d’espace vectoriel session 1 …………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                       

                 PARTIE 2 
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Examen d’analyse réelle session 1 ..………………………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                                                         
Examen d’analyse réelle session 2                                                                                                                                                                          
Examen de programmation session 1……………………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                          
Examen de programmation session 2                                                                                                                                                          
Examen de statistique session 2 …………………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                                      
Examen de probabilité session 1…………………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                                  
Examen de probabilité session 2                                                                                                                                                                        
Examen d’électricité session 1………………………………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                                       
Examen d’électricité session 2                                                                                                                                                                         
Examen d’optique session 1 ………………………………………………………………………………………………….……………….                                                                                                                                                          
Examen d’optique session 2                                                                                                                                                                                                                    
TP Physique…………………………………………………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                                                        

 Sujets de l’année académique 2013-2014 

Examen de suite et fonctions dérivable session 1……………………………………………………………………………………                                                                                                                    
Examen de suite et fonctions dérivable  session 2                                                                                                                                         
Examen de calcul intégral session 1………………………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                               
Examen de calcul intégral session 2                                                                                                                                                              
Examen structure algébrique session 1…………………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                      
Examen structure algébrique session 2                                                                                                                                                                                                                                                                                                     
Examen mécanique du point session 1 …………………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                      
Examen mécanique du point session 2                                                                                                                                                           
Examen d’éléments de logiques  session 1………………………………………………………………………………………………                                                                                                                                        
Examen d’éléments de logiques  session 2                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                
Examen d’éléments de logique  session 1 ESATIC                                                                                                                                               
Examen d’initiation à l’informatique  session 1………………………………………………………………………………………                                                                                                                                         
Examen d’initiation à l’informatique  session 2                                                                                                                                        
Examen d’économie générale   session 1………………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                                 
Examen d’économie générale   session 2                                                                                                                                                 
Examen d’outils bureautiques  session 1…………………………………………………………………………………………………                                                                                                                                                       
Examen d’outils bureautiques  session 2                                                                                                                                           
Examen de technique d’expression session 1………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                    
Examen d’anglais session 2…………………………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                                               
Examen de calcul matriciel session 1 ……………………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                         
Examen de calcul matriciel session 2                                                                                                                                                              
Examen d’espace vectoriel session 1………………………………………………………………………………………………………                                                                                                                                        
Examen d’espace vectoriel session 2                                                                                                                                                            
Examen d’analyse réelle session 1………………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                                                               
Examen d’analyse réelle session 2                                                                                                                                                          
Examen d’algorithme session 1……………………………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                                             
Examen d’algorithme session 1 ESATIC                                                                                                                                                                       
Examen de programmation session 1…………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                          
Examen d’algorithme et de programmation session 2                                                                                                                                                          
Examen de statistique session 1…………………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                                
Examen de statistique session 1 IUA                                                                                                                                                        
Examen de probabilité session 1…………………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                          
Examen de probabilité session 2                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             
Examen de probabilité session 1 IUA                                                                                                                                                   
Examen d’électricité session 1……………………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                                       
Examen d’électricité session 2                                                                                                                                                                  
Examen d’optique session 1………………………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                                            
Examen d’optique session 2                                                                                                                                                               
Examen d’optique session 1 ESATIC                                                                                                                                                             
Examen d’environnement session 1……………………………………………………………………………………………………..             
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 Sujets de l’année académique 2014-2015 

Examen de suite et fonctions dérivable session 1…………………………………………………………………………………                                                                                                                    
Examen de suite et fonctions dérivable  session 2                                                                                                                                         
Examen de calcul intégrale session 1…………………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                               
Examen de calcul intégrale session 2                                                                                                                                                             
Examen structure algébrique session 1………………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                       
Examen structure algébrique session 2                                                                                                                                                                                                                                                                                                     
Examen mécanique du point session 1…………………………………………………………………………………………………                                                                                                                                       
Examen d’éléments de logiques  session 1……………………………………………………………………………………………                                                                                                                                        
Examen d’économie générale   session 1……………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                                  
Examen d’économie générale   session 2                                                                                                                                                 
Examen d’outils bureautiques  session 2………………………………………………………………………………………………                                                                                                                                                       
Examen de technique d’expression session 1……………………………………………………………………………………….                                                                                                                                   
Examen de calcul matriciel session 1……………………………………………………………………………………………………                                                                                                                                          
Examen de calcul matriciel session 2                                                                                                                                                          
Examen d’espace vectoriel session 1……………………………………………………………………………………………………                                                                                                                                        
Examen d’espace vectoriel session 2……………………………………………………………………………………………………                                                                                                                                              
Examen d’espace vectoriel session 1  MIAGE……………………………………………………………………………………….                                                                                                                                                                                                                 
Examen d’analyse réelle session 1……………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                                                               
Examen d’analyse réelle session 2                                                                                                                                                                         
Examen d’algorithme session 2……………………………………………………………………………………………………………                                                
Examen de programmation session 1…………………………………………………………………………………………………..                               
Examen de programmation session 2                                                                                                                                                                                                                                                                         
Examen de statistique session 1…………………………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                                
Examen de probabilité session 1………………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                          
Examen de probabilité session 2                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             
Examen d’électricité session 1…………………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                                       
Examen d’électricité session 2                                                                                                                                                                        
Examen d’optique session 1………………………………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                                            
Examen d’optique session 2                                                                                                                                                                                                                                                                                                         
Examen de secourisme session 1………………………………………………………………………………………………………..                                              
TP Physique………………………………………………………………………………………………………………………………………...           

 

 Aller plus loin       

                                                                                                                                                                                                                         
Examen d’électricité session 1 PC 2012-2013……………………………………………………………………………………..                                                                
Ecole préparatoire aux études d’ingénieur-El Manar………………………………………………………………………….                                                                                                                       
TD  de suite et fonctions dérivable (Propriété du corps des réelles)…………………………………………………..                                                       
TD de Calcul intégral……………………………………………………………………………………………………………………………                                                                                                                                                                                             
Quelques exercices  sur les sommes de Riemann……………………………………………………………………………….                                                                                                                                                                                                         
Les 200 intégrales proposées par le Docteur BALLY…………………………………………………………………………….                                                                                            
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Université Félix Houphouet Boigny d’Abidjan-UFR Maths-Info-Licence 1-2014-2015

Durée : 1 heure 30 mn
NB :la clarté de la rédaction sera notée !

Devoir Surveillé (II) Structure algébrique Groupe5−6−7−8−9−10

Exercice 1 (10 points)

1) Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses (justifier les reponses !)
i) ∀n ∈ Z, n2Z ⊂ n7Z
ii) l’anneau Z/nZ est intègre si et seulement si n est un nombre premier.
2) Determiner les entiers m, k tels que
i)4Z⋂ 18Z⋂ 16Z⋂ 42Z = mZ
ii)3Z⋂ 2Z⋂

kZ = 36Z
3) Déterminer les éléments non iversibles de l’anneau Z/32Z

Exercice 2 (10 points)

1) Soit E un ensemble non vide, muni de la loi de composition interne,notée
∗ et H un sous-ensemble de E
a)Quand dit-on que (E, ∗) est un groupe commutative ?
b)Quand dit-on H est un sous-groupe du groupe (E, ∗) ?
2) Soient n et m deux entiers naturels non nuls.Montrer que l’ensemble des
communs multiples de m et n dans Z est un sous-groupe de (Z, +).Est-il un
sous-anneau de (Z, +,×)?
3) on considère l’ensemble G = R\{−3} des nombres réels différents de
−3.On définit sur G la loi > par :

∀x, y ∈ R\{−3}, x>y = xy + 3x + 3y + 6

Montrer que (G,>) est un groupe commutatif d’élément neutre −2
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Université FHB année universtaire 2014-2015
UFR MI

Devoir de Calcul Matriciel

L1 Groupe 6

Durée : 1h30′

Exercice 1
On considère les matrices :

I =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , A =

0 1 1
1 0 1
1 1 0


1. Calculer A2 et vérifier que A2 = A+ 2I3
En deduire que A est inversible et exprimer la matrice A−1 en fonction de A
et I3.
2.Montrer que,n étant un entier naturel positif,An peut être écrite sous la
forme :

An = unA+ vnI3.

Exprimer αn+1 = 2un+1 + vn+1 et βn+1 = un+1 − vn+1 en fonction de αn et
βn ;
Calculer αn et βn en fonction de n. (Il faudra se souvenir de la convention
qui affirme que toute matrice carrée A donne A0 = Iordre de A).

Exercice 2

On considère le système d’équations :

(S)⇐⇒


−x− 3y = a

x− y = b

x+ 3y + 2z = c

1-Montrer que résoudre (S) équivaut à résoudre une équation de la forme :
MX = B où M,X et B sont à déterminer.
2- a.Calculer M2 et M3

b.Exprimer M3 en fonction de I3.
3-a. Montrer que MX = B ⇐⇒ X = 1

8M
2B.

b.En déduire la résolution de (S).
c.Donner les solutions de (S) lorsque :a = 3, b = −5 et c = 4
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Université FHB année universtaire 2014-2015
UFR MI

Devoir de Calcul Matriciel

L1 Groupe 9

Durée : 1h30′

Exercice 1
Soit A un élement de M3(R) l’ensemble des matrices carrées d’ordre 3 réelles
tel que A3 = 0. Pour tout réel t,on pose
E(t) = I3 + tA + t2

2 A2 où I3 désigne la matrice d’ordre 3.
1.Montrer que :∀(t1, t2) ∈ R2, E(t1)E(t2) = E(t1 + t2).
En déduire que pour tous réel t, E(t) est inversible et préciser son inverse (en
fonction de t et A)
2.Pour tout réel t, et pour tout entier naturel n non nul,calculer (E(t))n en
fonction de t, n et A

3.Soit B =

1 4 8
0 1 4
0 0 1


Justifier que B est inversible et calculer son inverse et Bn où n est un entier
non nul.
4.Calculer l’inverse de B avec la méthode de la comatrice

Exercice 2

Résoudre le système suivant la valeur de m ∈ R,paramètre

(Sm) ⇐⇒


x + y + mz = 1
x + my + z = 2
mx + y + z = 3
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Miroirs et dioptres plans 
   

Exercice 1 :Miroir plan 

 

Deux miroirs M1 et M2 sont disposés perpendiculairement l’un à l’autre, et un objet ponctuel 
A est situé de façon à être vu simultanément dans ces 2 miroirs. 

Construire l’image A1 de A dans le miroir M1 et tracer un faisceau de rayons issu de A puis 
réfléchis par M1. A1 peut il jouer le rôle d’objet par rapport au miroir M2 ? Si oui, construire 
son image A12 dans M2 et les rayons correspondants. Le processus peut-il se poursuivre par 
une nouvelle réflexion sur M1 ? 

1.      De la même manière, construire l’image A2 de A dans M2 puis l’image A21 de A2 dans 
M1. Finalement, combien d’images de A l’observateur peut il voir ? 

   

Exercice 2 : Dioptre plan 
   

Un pêcheur aperçoit un poisson situé à 1 m sous la surface de l’eau, sur la même verticale. En 
considérant que ces yeux sont à 1,40 m au dessus de l’eau : 

1. A quelle distance le pêcheur voit il le poisson ?  

2. A quelle distance de l’œil du poisson se trouve l’image du pêcheur ?  

3. A quelle profondeur doit se trouver le poisson pour que l’image vue par le pêcheur soit 
décalée de 15 cm par rapport à sa position réelle ?  

On donne l’indice de l’eau n=1,33. 
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Miroirs et dioptres sphériques 
   

Vérifications des connaissances : 

Soit un dioptre sphérique convergent, de sommet S, de centre C, de foyers F et F’ séparant 2 
milieux d’indices n et n’.  

Rappeler la définition de la vergence. 

A quelle condition sur n et n’ le dioptre est il effectivement convergent sur la figure. 

Quel est le foyer image ? 

  Un petit objet réel AB est situé entre -∞ et le foyer objet F. Rappeler les formules de 
conjugaison avec origine au sommet et au centre.  

Construire l’image A’B’ et retrouver les formules de grandissement (origines au sommet, au 
centre et aux foyers). En déduire la formule de Newton. 

Ce petit objet AB, perpendiculaire à l’axe principal, se déplace de -∞ à +∞. Construire les 
images correspondantes. (L’espace objet peut être décomposé en 3 zones. En déduire les 
zones correspondantes de l’espace image). Indiquer, dans chaque cas, la nature de l’image. 

L’étudiant pourra reprendre cette étude dans Ic cas d’un dioptre divergent en changeant 
l’inégalité entre n1 et n2.  

Exercice 2 : Dioptre sphérique  

  
Un dioptre sphérique de centre C, de 
sommet S, de rayon decourbure égal à 10cm 
sépare l’air d’indice n=1 (espace objet) et un 
milieud’indice n’= 4/3 (espace image). Sa 
face convexe est tournée du côté del’air. 
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1.      Trouver la position des foyers F et F’ de ce dioptre. 

2.      Trouver la position d’un objet réel AB perpendiculaire à SC et de son image A’B’ pour le 
grandissement linéaire γ=+2. 

3.      Tracer la marche d’un faisceau de rayons issus du point B de l’objet. 

Exercice 3 : 
   

On dispose d’un miroir concave de rayon R=1m. 

1. Quelle est sa distance focale ?  

2. Ce miroir est placé à la distance D=5m d’un écran. Où doit-on mettre un objet pour 
avoir une image nette sur l’écran ?  

3. Quel est le grandissement ?  

4. On vérifiera ces calculs en effectuant la construction.  

Exercice 4 : Rétroviseur 
   

Déterminer les caractéristiques d’un miroir sphérique qui donne d’un objet réel, placé à 10 m 
du sommet, une image droite et réduite dans le rapport 10. Faire la construction géométrique 
correspondante. 

Exercice 5 : Association de Dioptres Sphériques  
   

On considère une lentille mince biconvexe dont les 
rayons de courbure des faces  et , l’indice du verre est 
n=3/2. La face d’entrée est baignée par l’air d’indice 
n1=1, la seconde face par l’eau d’indice n2=4/3. 

Dans les calculs, les sommets S1 et S2 seront considérés 
comme confondus en S et on se placera dans le cas de 

l’approximation de Gauss.  

 

 

  1.      Soit AB un objet de faible dimension perpendiculaire à l’axe principal placé dans l’air et 
A’B’ son image.  

a) Etablir la formule de conjugaison donnant la position de l’image A’B’ et 
déterminer le grandissement. 

b) Montrer que ce système est équivalent à un dioptre sphérique de sommet S et de 

centre C dont on déterminera le rayon algébrique . 
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c) Déterminer les distances focales  et  du système. Que vaut le rapport 

? 

   

2.      Calculer la position et le grandissement de l’image A’B’ d’un objet AB situé à l’abscisse 

. 

3.      Construire graphiquement l’image A’B’. 

4.      Que devient la formule de conjugaison dans le cas d’une lentille mince dont les faces sont 
baignées par le même milieu (n1=n2) ? 

 

 

   

LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        40

BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



 
 
 
 

Lentilles  
Construction d’images : 
Soit une lentille mince convergente, de centre optique O, de foyers F et F’. 

1.      Rappeler les formules de conjugaison et de grandissement avec origine au centre optique. 

2.      Construire l’image A’B’ d’un objet AB perpendiculaire à l’axe principal situé entre -∞ et 
le foyer objet F. 

3.      Retrouver les formules de grandissement avec origines aux foyers. 

4.      En déduire la formule de Newton. 

Le petit objet AB se déplace de -∞ à +∞. 

5.      L’espace objet peut être décomposé en 3 zones, construire les images correspondants à un 
objet placé successivement dans chacune de ces zones. En déduire les zones 
correspondantes de l’espace image. 

6.      Indiquer dans chaque cas la nature de l’image. 

L’étudiant pourra reprendre cette étude dans le cas d’une lentille divergente.  
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Exercice 1 : culture informatique 

1.1. Donner les fonctions d'un système d'exploitation et citer un nom de système 

d'exploitation 

1.2. Expliquez pourquoi, plus la fréquence augmente plus l'ordinateur est rapide. Illustrer 

en donnant un exemple 

1.3. Donner les composants d'un ordinateur selon l’architecture de Von Neumann 

Exercice 2 : Conversions et calculs 

2.1.17"= (?) cm; 4.7Go=( ?)Mo; 2048 Go= (?)To 

2.2. Réaliser les conversions suivantes: (64,75)10=( ?)2; (31,4)8=(?)10; (1100010)2=(? )16; 

(1101010)2=(?)8 ;  (BC5)16=(?)2 ; (110,01)2=(?)10; (11)2=(?)8421; 1BC16 = (?)10 

2.3. Effectuer les opérations suivantes :(1AB/C)16, , (2BC + FAE)16 , (2BCx F1)16 

(1101/101)2 à 2 chiffres près; (1101x101)2; (1101-111)2 ,(1101+101)2; 

Exercice 3 : systèmes de numération 

On donne A=59110, B=3110, C=83,7510 

3.1. Effectuer A- B en complément à 10 et A- C en complément a 9 

3.2. Convertir A et B en octal, puis effectuer B- A en complément restreint 

3.3. Convertir A et B en DCB, puis effectuer A+ B en DCB 

Pour la suite on considère que les codes sont sur une longueur 8. 

3.4. Convertir A et B en binaire 

3.5. Coder -A selon le mode signe et valeur absolue, Selon le  mode complément à un, puis 

selon le mode complément à deux. 

3.6. Effectuer si possible B - A dans le codage signe et valeur absolue, dans le codage 

complément à un puis dans le codage complément à deux. 

Abidjan, le 01/08/2013 
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Licence 1 

                                                 Année: 2013-2014  
                                                                 EXAMEN SEMESTRE 1 SESSION 1 durée : 1 h30 

INITIATION A L'INFORMATIQUE  

Exercice 1 : culture informatique 

 

Exercice 2 : Conversions et calculs 

2.1. 19"= (?) cm; 2560 Go= ( ?)To 

2.2. Réaliser les conversions suivantes : (54,75)10=( ?)2 ; (42,4)8=(?)10 ; (1101010)2=(? )16; 

(1101011)2=(?)8;(1C5)16=( ?)2 ; (101,01 )2=(?) 10 ; (101 )2=(?)8421 ; 1AC16= (?)10; 2438 = ( ?)10 

2.3. Effectuer les opérations suivantes :(1A /C)16,. (2BC+DAE)16 , (IBCxAl)16 , (1011/101)2 

à 2 chiffres près ; (1011xl01)2; (1101-111)2;(1101+1001)2 

Exercice 3 : systèmes de numération 

On donne A=4910, B=32 10, C = 53,7510 

3.1. Effectuer A- B en complément a 10 et A- C en complément a 9 

3.2. Convertir A et B en octal, puis effectuer B- A en complément restreint 

3.3. Convertir A et B en DCB, puis effectuer A+ B en DCB 

Pour la suite on considère que les codes sont sur une longueur 8. 

3.4. Convertir A et B en binaire 

3.5. Coder -A selon le mode signe et valeur absolue, selon le mode complément a un, puis 

selon le mode complément a deux. 

3.6. Effectuer si possible B - A dans le codage signe et valeur absolue, dans le codage 

complément a un puis dans le codage complément a deux. 

1.1. Définir les trois grandes familles de logiciels et donner un exemple de chacune d'elle. 

1.2. Citer les cinq blocs fonctionnels de 1'architecture de Von Neumann et donner leur rôle 

1.3. Donner un code C des expressions ci-dessous :        

 

Expressions Signification Expressions Signification 

pixel 
 

dpi 
 

RAM  USB  

AMD E-450 1.65 GHz  Blog  
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Licence 1 

                                                 Année: 2013-2014  
                                                                 EXAMEN SEMESTRE 1 SESSION 2  durée : 1 h30 

INITIATION A L'INFORMATIQUE  

Exercice 1 : culture informatique 

 

Exercice 2 : Conversions et calculs 

2.1. 19"= (?) cm; 2560 Go= ( ?)To 

2.2. Réaliser les conversions suivantes : (54,75)10=( ?)2 ; (42,4)8=(?)10 ; (1101010)2=(? )16; 

(1101011)2=(?)8;(1C5)16=( ?)2 ; (101,01 )2=(?) 10 ; (101 )2=(?)8421 ; 1AC16= (?)10; 2438 = ( ?)10 

2.3. Effectuer les opérations suivantes :(1A /C)16,. (2BC+DAE)16 , (IBCxAl)16 , (1011/101)2 

à 2 chiffres près ; (1011xl01)2; (1101-111)2;(1101+1001)2 

Exercice 3 : systèmes de numération 

On donne A=4910, B=32 10, C = 53,7510 

3.1. Effectuer A- B en complément a 10 et A- C en complément a 9 

3.2. Convertir A et B en octal, puis effectuer B- A en complément restreint 

3.3. Convertir A et B en DCB, puis effectuer A+ B en DCB 

Pour la suite on considère que les codes sont sur une longueur 8. 

3.4. Convertir A et B en binaire 

3.5. Coder -A selon le mode signe et valeur absolue, selon le mode complément a un, puis 

selon le mode complément a deux. 

3.6. Effectuer si possible B - A dans le codage signe et valeur absolue, dans le codage 

complément a un puis dans le codage complément a deux. 

1.1. Définir les trois grandes familles de logiciels et donner un exemple de chacune d'elle. 

1.2. Citer les cinq blocs fonctionnels de 1'architecture de Von Neumann et donner leur rôle 

1.3. Donner un code C des expressions ci-dessous :        

 

Expressions Signification Expressions Signification 

pixel 
 

dpi 
 

RAM  USB  

AMD E-450 1.65 GHz  Blog  
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Q1- quelle est la composition de I ‘architecture d'un ordinateur selon VON NEUMAN ? 

a) UCC, UAL, E/S, ROM , RAM, BUS 

b) UC, ECRAN, CABLE, SOURIS 

c) UCC, USB, BUS, RAM 

Q2 - Les équipements informatiques pouvant être utilises par les employés  d'une entreprise sont: 

a) L'internet 

b) Le Smartphone 

c) La console HIFI 

d) Le GPS 

Q3- Une alternative à Microsoft office peut être : 

a) Excel 

b) Acrobat Reader 

c) Libre Office 

d) Open office 

Q4- Quelle est I ‘unité utilisée pour la mesure de la taille d'un écran. 

a) Le pied 

b) Le noeud  

c) Le pouce 

d) Le coude 

Q5 - Identifier dans la liste les technologies filaires  

a) FIREWIRE 

b) BLUETOOTH 

c) WIRELESS 

d) USB (UNIVERSAL SERIAL BUS) 

Q6 Quelles sont les caractéristiques du système d'exploitation Linux :  

a) Libre , mono tache 

b) Proprietaire, multitache, multi utilisateurs  

c) Libre, multitache, multi utilisateur, graphique  

d) Mono tache, interface caractere 

Q7 Un logiciel de sauvegarde et de restauration est :   

                                                            

2013/2014 

U F R M I  
L 1 

Outils bureautiques 

Examen - Session 1 - 1H00 

LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        99

BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6

BOBET
Machine à écrire

BOBET
Machine à écrire

BOBET
Machine à écrire



 

 

a) Un système d'exploitation 

b) Un utilitaire 

c) Outil bureautique 

Q8 Quelle est la structuration d'une adresse mail ?  

a) Lle serveur de messagerie 

b) Login, @,yahoo.ci  

c) Login@serveur de messagerie 

d) www.nomde domaine 

Q9 Quelle est le resultat d'execution du programme ci-dessus 

Program civilite; 
Uses crt; 
Var 

Nom: string [20] ; 
etat,sexe : char; . 

Begin 

Clrscr; 
Writeln('saisir NOM:'); 
readln(nom); 
Writeln('masculin(M),feminin(F):'); 
Readln(sexe); 
Writeln ('Saisir situation matrimoniale :'); 
Writeln('Marie(M),Divorce(D),Celibataire,veuf,(V):') ; 
Readln(etat); 
If (sexe='M')then writeln('bonjour monsieur',nom) 
Else 

if (etat='C')then writeln('bonjour mademoiselle',nom) 
Else writeln ('bonjour Madame', nom); 

Readln; 

End. 

Pour nom='TANOH' sexe=' M' et etat  ='C 

a) BONJOURMTANO 

b) BONJOUR monsieur TANOH 

c) BONJOUR MLLETANO 

d) BONJOUR MADEMOISELLE TANOH 

EX01 M Durand veut envoyer un sujet d'examen au secrétaire principal dont I ‘adresse mail est 

kofisp1@gmail.com. Le chemin du fichier est: c:\docsexam\exafran2013.doc 

Le texte du message est:  

B j r  M  l e  S P ;  

vous trouverez ci-joint le sujet d'examen de français. 

Le mot de passe du fichier est 'miclc31' 

cordialement 

Reproduire et remplir  I ‘écran d'envoi du message.
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Le tableau ci-dessus montre la comparaison faite par un couple avant de se decider pour véhicule 

diesel plus cher et un autre à essence. Les données initiales sont gras .Donner les formules de 

remplissage du tableau.  

 

Charger un fichier:  I Parcourir... I      

EX02 

A1 Distance parcourrue(km) 

BMW 525i 

essence BMW 525 Tdiesel Ecart 

Consommation au 

100km (1) 

 

1   6 10 

 

prix du litre 
 

774 624 
 

Consommation 
    

jour 45 5 399 2 808 2 591 

semaine 315 37 791 14 040 23 751 

mois 1 260 151 162 56 160 95 002 

année 15 120 1 813 946 673 920 1140 026 

3ans 45 360 5 441 839 2 021 760 3 420 079 
 

en tard  que lien   charger 
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Q1- quelle est la composition de l’architecture d'un ordinateur selon VON NEUMAN ? 

c) UCC, UAL, E/S, ROM, RAM, BUS 

d) UC, ECRAN, CABLE, SOURIS 

e) UCC, USB, BUS, RAM 

Q2-Les équipements informatiques pouvant être utilisés par les employés d’une entreprise sont :    

a) L'internet 

b) Le clavier 

c) Le microphone 

d) Antenne tv 

Q3- Les principaux fabricants de processeurs équipant les PC sont: 

a) MICROSOFT, ORACLE, SAMSUNG 

b) INTEL, MOTOROLA, LINUX 

       c) INTEL, AMD, MOTOROLA 

d) APPLE, HP, SAMSUNG,SONY 

Q4- Classer les Technologies d'écran par ordre d'apparition sur le marché. 

          a) LED, LCD, CATHODIQUE 

        b) CATHODIQUE, LED, LCD 

      c) CATHODIQUE,LCD, LED  

           d) CATHODIQUE, VGA,HDMI 

Q5 - Identifier dans la liste les technologies filaires 

a) FIREWIRE 

b) BLUETOOTH 

c) WIRELESS 

d) USB (UNIVERSAL SERIAL BUS) 

Q6 Dans les caractéristiques des imprimantes I' unité ppm signifie : 

a) POINT PAR PAGE 

b) POINT PAR MILLIMETRE 

c) PAGE PAR MINUTE 

d) PAGE PAR MOIS 

       Q7 Easy recovery ,winzip ,Cd XP burner sont des :  

                                                                             

2013/2014 

 

UFR Ml. 

L 1 

Examen - Session 2 - 1H 
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a) SYSTEMES D'EXPLOITATION MONO TACHES 

b) SYSTEMES D'EXPLOITATION MULTITACHES 

c) DES UTILITAIRES 

d) DES LOGICIELS D'APPLICATION 

Q8  Pour protéger un réseau d’entreprise des intrusions, on utilise : 

a) UN MODEM ADSL ROUTEUR 

b) UN BOUCLIER 

c) UN ANTIVIRUS CLASSIQUE 

d) UN PARFEU 

e) UN POINT D’ACCES SANS FIL SECURISE PAR UN MOT DE PASS 

 

Q9  Quel est le nom du client de messagerie intégrer à office 2010 ? 

 

 

 

 

 

 

 

a) A 

b) 0 

c) @ 

d) a 

Q 11  quelle est le format du texte suivant: 

L'informatique est une unité d'enseignement 

a) NORMAL SOULIGNE 

b) ITALIQUE SURLIGNE 

c) ITALIQUE SOULIGNE 

d) ITALIQUE BARRE 

Q12 Quelle différence faites vous entre google.ci, google.fr et google.com 

a) LE SERVEUR DE MESSAGERIE 

b) L'ADRESSE MAIL 

c) LA LANGUE DU SITE 

d) LE PAYS D'HEBERGEMENTDU NOM 

EX01 M Durand veut envoyer un sujet d'examen au secrétaire principale dont I ‘adresse mail est 

kofisp1@ gmail.com. Le chemin du fichier est: c:\docs\exafran2013.doc 

Le texte du message est: 

Bjr M le SP; 

vous trouverez ci-joint le sujet d'examen de français. 

Le mot de passe du fichier est 'miclc31' 

cordialement 

 

 

 

 

           Q10  Alt GR+ donne à  I ‘écran 
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UFR/MI Mr. Kanga 

LICENCE 1/014 

ENGLISH EXAMINATION 

2
nd

 SESSION/ 2 HOURS 

TaskI: Your friend and you are talking about the Head of State. Imagine what 

the President does daily. Write two sentences about him. 

a)  ...................................................................................  

b)  ..... . ...............................................................................................................................  

Task II: The tenses in the sentences below are not correct Write the correct 

version of the sentences. 

a) The teacher have given a difficult exam 

b) All the students studying at the university now 

c) My father has been in Morocco in 2011 

d) Your junior brother has took my shoes yesterday 

 

Task III: Build correct sentences following the instructions 

a) We completed the programme in May (negative form) 

b) He brought you my homework two days ago (Interrogative form) 

c) People are expecting big changes in their environment (Interrogative form) 

d) His father and his uncle works for us (negative) 
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Task IV: Complete the sentences with your own ideas 

 

 

a) in 2009,………………………………………………………………. 

b) If I lived in Europe in 1939 I .................... ………………………………. 

c) usually, at breakfast he ........................... ………………………………. 

d) Wow! It is beautiful, it is my first time. 

Task V: Write the verbs between brackets in the correct forms. 

a) Look, Jack and his wife (go)... ........................ . ....   ......... to market again. 

b) Yes, I watched the film yesterday but it was not the first time, 

I (watch) ..................................................................   ........ ' the week Before. 

Task VI: Translate the following sentences in English 

a) J'ai pris ce bus hier à 18 heures, 

b) !l regardait son film quand je suis arrive 

 

c) Achètes-tu tes cahiers à la boutique ? 

d) II ne comprend pas le mot que vous avez ajouté mardi dernier. 
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UNIVERSITE  

FELIX HOUPHOUET BOIGNY 

DE COCODY                                                                   UFRMI 

Epreuve d'algorithme 

En Pascal (L1) 

Exercice 1 : Interpréter ces différents algorithmes et faire des tableaux 

des résultats: (c'est-a-dire le tableau des valeurs successives des 

variables et expressions) et en déduire ce qui est affiché à  I' écran. 

1 .a )  

var i: integer; 

begin 

i := 1; 

while i < 10 do 

i := 11 - 2*i; 

writeln (i); 

end. 

1 . b )  

const r = 'mercredi'; 

var i : integer; 

m, e : char; 

begin 

m := r[1 ]; 

e := r[2]; 

for i := 2 to 7 do 

if m <= r[i] then 

begin 

e := m; 

m := r[i]; 

end; 

writeln (e = m); 

end.  

Année 2013 -2014 
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Exercice 2 : Ecrire un algorithme qui demande un nombre à I' utilisateur, 

puis qui calcule et affiche le carre de ce nombre. 

Exercice 3 : Ecrire un algorithme qui lit le prix HT d'un article, le nombre 

d'articles et le taux de TVA, et qui calcule le prix total TTC 

correspondant. Faire en sorte que des libelles apparaissent clairement. 

Exercice 4: Ecrire un algorithme qui demande deux nombres à 

I' utilisateur et I' informe ensuite si leur produit est négatif ou positif (on 

laisse de cote le cas où le produit est nul). Attention toutefois : on ne 

doit pas calculer le produit des deux nombres. 

Exercice 5 : Ecrire un algorithme qui demande I ‘âge d'un enfant à 

I'utilisateur. Ensuite, I'informe de sa categorie : 

* "Poussin" de 6 a 7 ans 

* "Gargonnet" de 8 a 9 ans 

* "Minime" de 10 a 11 ans 

* "Cadet" apres 12 ans 

Exercice 6 : Ecrire un algorithme qui demande un nombre compris entre 

10 et 20, jusqu'a ce que la réponse convienne. En cas de réponse 

supérieure à 20, on fera apparaitre un message : Plus grand ! , et 

inversement Plus petit!, si le nombre est inferieur a 10. 

LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        115

BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6

BOBET
Machine à écrire

BOBET
Machine à écrire

BOBET
Machine à écrire



LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        116

BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6

BOBET
Machine à écrire

BOBET
Machine à écrire



LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        117

BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        118

BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6

BOBET
Machine à écrire

BOBET
Machine à écrire

BOBET
Machine à écrire



LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        119

BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6

BOBET
Machine à écrire



 

 

UNIVERSITE  

FELIX HOUPHOUET BOIGNY   

DE COCODY                                                                             

UFRMI 

Deuxième session 

Epreuve d’algorithme 
(LI) 

Exercice 1 : Qu'est qu'un algorithme ? 

Exercice 2 : Ecrire un algorithme qui calcule le produit scalaire de deux 

vecteurs réels u et v donnés de dimension n. 

Exercice 3 : Sans utiliser la fonction abs(x), écrire un algorithme qui affiche la 

valeur absolue d’un réel donne. 

         Exercice 4 : Ecrire 1'algorithme d'une fonction facto(n) qui renvoie n!. 

Epreuve de Programmatiora en Pascal  

Exercice I :Existe-t-elle une différence entre l’algorithme et le 

programme ? 

Exercice 2 : Traduire en langage Pascal 1'algorithme qui calcule le 

produit scalaire de deux vecteurs réels de dimension n. 

Exercice 3 : Ecrire le programme en Pascal de l’algorithme de 

l'exercice 3 plus haut. 

Exercice 4 : Soient deux nombres entiers positifs a et b donnés. Ecrire 

P algorithme et le programme en langage Pascal correspondant et 

permettant de trouver leur PGCD. 

Année   2013 - 2014 
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Sujet d'Optique 
(à rendre sur feuille séparée) 

 
Exercice 1 - Association de dioptres  

On considère un système optique formé d’un ensemble de trois dioptres D1, D2 et D3 ayant le 
même axe optique (cf. figure). On désigne par S1, S2 et S3 les sommets de ces dioptres. Le 
système se trouve dans un milieu d’indice n1. D2 est un dioptre sphérique dont le centre de 
courbure C est confondu avec S3. Les dioptres D1 et D3 sont plans. 

n
1 n

2 n
3

D
1

D2 D
3

S
1 S2 S3

n
1

 
 1. Représenter sur la feuille ci-jointe le trajet d’un rayon lumineux monochromatique 
parallèle à l'axe et traversant le système optique dans les deux cas suivants : 
   a-      n3 > n2 > n1 
   b-      n2 > n3 > n1 
Justifier la construction. 
 2. On se place dans le cas où n3 = n2 = n= 4/3 et n1 = 1 (air).  
  2a. Tracer sur la feuille ci-jointe le trajet d’un rayon lumineux monochromatique 
issu de A traversant le système optique et ayant une inclinaison α  par rapport à l'axe optique.  
Quel est l'angle formé entre le rayon émergeant de  D3 et l'axe optique ? Justifier. 
  2b. En appliquant les relations de conjugaison des dioptres, calculer la position 

  

! 

S3A' de l'image A' de l'objet A donnée par ce système optique.  
En déduire la distance   

! 

AA'. 
Quelle est la nature de l'image A' de A ? 
  2c. Application numérique :     

! 

S1S3 = 4 cm . Calculer   

! 

AA'. 
 
RAPPEL : Relation d'un dioptre sphérique de sommet S de centre C séparant un milieu d'indice n 

d'un milieu d'indice n' : 
    

! 

n '

SA'
"

n

SA
=

n '"n

SC
 

 
Exercice 2 - Doublet de Lentilles 

Un système optique grossissant comporte deux lentilles L1 et L2 : 
 L1, objectif, est une lentille convergente de distance focale  f'1 = + 3 cm 
 L2, oculaire, est une lentille divergente de distance focale image f'2=-6 cm. 
Leur centre optique, respectivement O1 et O2, sont séparés de   

! 

O1O2 = +9cm 
 
 1. Un observateur, ayant une vue normale (punctum remotum à l'infini, punctum proximum 
à 20 cm) désire observer sans fatigue, au travers du système grossissant. 
  1a. Où doit se former l'image définitive A'B' donnée par l'ensemble des deux 
lentilles (A sur l'axe optique, B hors de l'axe)? 

Où doit alors se former l'image intermédiaire A1B1 donnée par L1  de l'objet AB ? 
  1b. Faire un schéma à l'échelle représentant les deux lentilles : 
  - Positionner les foyers image et objet des deux lentilles. 
  - Trouver par construction la position de l'objet réel B correspondant à l'image 
définitive B' 
  - Expliquer les constructions. 
  1c. Retrouver par le calcul la distance   

! 

O
1
A 

 2.  2a. Sous quel angle α serait vu au mieux, à l'œil nu, l'objet AB ? 
  2b. Sous quel angle α' est vue l'image A'B' donnée par le système ? 
  2c. Calculer le grossissement apporté par le système. 
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Feuille de construction à rendre avec la copie d'Optique 
 

N° d'anonymat : ………….. 
 
 

Exercice 1 
 

n
1

n
2 n

3

D
1

D2 D
3

S
1 S2 S3

n
1

n
1 n

2 n
3

D
1

D2 D
3

S
1 S2 S3

n
1

1b :  n   > n   > n12 3

1a :  n   > n   > n123

n
1 n

2 n
3

D
1

D2 D
3

S
1 S2 S3

n
1

322a :  n  = n  =4/3 ;  n = 11

!

 
 
Exercice 2 – Question 1b 
 

Echelle :
1 cm
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TP physique :                  

   

                                                                   PARTIE THEORIQUE 

1) Après avoir lu entièrement le sujet. Donner  le but du TP ? 
2) Donner la formule du volume 

     d’un cylindre de surface de base S  et de hauteur H 

     d’un parallélépipède de longueur L, de largeur l et de hauteur h 

      d’une sphère de rayon a 
 

3) Déterminer les expressions      ,      et               

 
                                                           PARTIE PRATIQUE 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Le schéma ci-dessus représente  un dispositif mécanique A constitué de trois (3) parties : 

 Un parallélélopipède de longeur L=50 cm, de largeur l=20 cm et de hauteur h=10 cm 

 Une sphère de rayon a=10 cm 

 Un cylindre de surface de base S=314      et de hauteur H=40 cm 

Toutes les dimensions ont été mesurées avec une règle graduée en millimètre 

 

PETITES MESURES ET ERREURS 

L=50 cm 

l=20 cm 

H=40 cm 

h =10 cm 

parallélépipède 
                cylindre 

sphère 
a 
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1) Soient    le volume du cylindre,    le volume du parallélépipède,    le volume de la sphère. 

Calculer     le volume total du dispositif A 
2) Déterminer l’expression de l’erreur       et calculer        
3) La masse totale du dispositif A est m= (210228 ,8   0,1) g.                                                                                                                    

calculer sa masse volumique    ainsi que l’erreur     
4) Le dispositif mécanique A est fait en quel métal ? 

 
 

 

  Métal    Nickel       Fer    Laiton      Etain    Cuivre 
  (kg/  )       8900     7860     7300      7290      8920 
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SOMMES DE RIEMANN

Enoncé des exercices

1 Les basiques

Exercice 24.1 Soit (un)n∈N∗ la suite définie par

un =
n∑

k=1

n

n2 + k2

Déterminer sa limite.

Exercice 24.2 Déterminer lim
n→+∞

2n−1∑

k=n

1

n+ k
.

Exercice 24.3 Calculer la limite de un =
1

n2

n∏

k=1

(
n2 + k2

) 1
n .

Exercice 24.4 Déterminer la limite de un =
n

√
(2n)!

n!nn
.

Exercice 24.5 Déterminer la limite de un =
1

n

n−1∑

k=0

k√
4n2 − k2

.

2 Les techniques

Exercice 24.6 Déterminer la limite de un =
2n∑

k=1

k

n2 + k2
.

Exercice 24.7 Soit x ∈ R� {−1, 1} , on pose f (x) =

∫ 2π

0

ln
(
x2 − 2x cos t+ 1

)
dt.

1. Déterminer Df.

2. Factoriser sur C le polynôme Xn − 1.
3. Calculer f (x) à l’aide de ses sommes de Riemann.

Exercice 24.8 Soit

un =
n∑

k=1

1
√
(k + n) (k + 1 + n)

déterminer la limite de (un)n∈N . (Indication : il y a un 1 de trop ! ).
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Exercice 24.9 Soit Sn =
n∑

k=1

1

n+ k
et Un =

n∑

k=1

(−1)k−1
k

1. Nature et limite de la suite (Sn)n .

2. Nature et limite de la suite (Un)n. (On pourra comparer U2n et Sn )

Exercice 24.10 Soit f continue sur [0, 1] , déterminer la limite de
1

n

n∑

k=0

(n− k)
∫ k+1

n

k
n

f (x) dx.

Exercice 24.11

1. Montrer que pour x ∈
[
0, π2

]
, on a x− x

3

6
≤ sinx ≤ x

2. Déterminer la limite de la suite un =
n∑

k=1

sin

(
k

n

)
sin

(
k

n2

)
.

Exercice 24.12 Déterminer lim
n→∞

an

∫ 1

0

x2n sin
(πx
2

)
dx où an =

n∑

k=1

sin

(
πk

2n

)
.

Exercice 24.13 (D’après Mines Douai 2009). On définit f et ϕ sur R2 [X] par f : P �−→ 1

2

[
P

(
X

2

)
+ P

(
X + 1

2

)]

et ϕ : P �−→ P (1).

1. Vérifier que f ∈ L (R2 [X]) et que ϕ ∈ L (R2 [X] ,R).

2. Montrer que ∀P ∈ R2 [X], ∀n ∈ N∗, fn (P ) =
1

2n

2n−1∑

k=0

P

(
X + k

2n

)
.

3. En déduire que ϕ (fn (P )) −−−−−→
n→+∞

∫ 1

0

P (t) dt.

3 Les exotiques

Exercice 24.14 Déterminer la limite de un = n
−
1
2

(
1+

1
n

) (
112233 · · ·nn

) 1
n2 .

Exercice 24.15 On désire déterminer la limite de

Sn =
n∑

k=1

n− k
n2 + nk + 2009

1. S’agit-il d’une somme de Riemann ?

2. Simplifier

1

1 +
k

n

− 2009

n2
(
1 +

k

n

)(
1 +

k

n
+
2009

n2

)

3. Conclure.
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4 Le grenier

Exercice 24.16 Déterminer pour x �= 0, lim
n→+∞

n∑

k=1

n

n2 + k2x2

rép : on a
n∑

k=1

n

n2 + k2x2
=
1

n

n∑

k=1

n

1 + x2
(
k

n

)2 est une somme de Riemann pour f (t) =
1

1 + x2t2
. La somme converge

vers

∫ 1

0

f (t) dt =
arctanx

x
.

Exercice 24.17 Calculer la limite de
1√

n2 + 8n
+

1√
n2 + 16n

+
1√

n2 + 24n
+ · · ·+ 1√

9n2

rép : c’est
n∑

k=1

1√
n2 + 8kn

qui est une somme de Riemann, converge vers

∫ 1

0

dx√
1 + 8x

=
1

2

Exercice 24.18 Déterminer lim
n→∞

n∏

k=1

(

1 +

√
k (n− k)
n2

)

.

Réponse : On va utiliser l’inégalité suivante, ∀x > 0, x − x
2

2
≤ ln (1 + x) ≤ x, inégalité qui peut s’établir à l’aide de

la formule de Taylor-Lagrange. Notons Πn le produit à étudier et un = ln (Πn). Alors on a

n∑

k=1

√
k (n− k)
n2

− 1

2n2

n∑

k=1

k (n− k)
n2

≤ un ≤
n∑

k=1

√
k (n− k)
n2

mais
n∑

k=1

√
k(n−k)

n2
= 1

n

n∑

k=1

f
(
k
n

)
où f(x) =

√
x (1− x) est une somme de Riemman qui converge vers

∫ 1
0

√
x (1− x)dx

et
n∑

k=1

k(n−k)
n2

= 1
n

n∑

k=1

g
(
k
n

)
où g(x) = x (1− x) est une somme de Riemman qui converge. Par encadrement, on en

déduit que (un)n converge vers
∫ 1
0

√
x (1− x)dx. La valeur de cette intégrale est l’aire du demi disque de centre

(
0, 12

)

et de rayon 1
2 .

lim
n→∞

n∏

k=1

(

1 +

√
k (n− k)
n2

)

= e
π

8
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Suites et fonctions dérivables

1.1 TD suites et fonctions

1.1.1 Propriété du corps des réelles
EXERCICE 1

Monter que le sous ensemble X = {x ∈ Q|x2 < 2} de Q n’a pas de borne
superieure dans Q.
EXERCICE 2
Montrer que pour tous réelles a et b,on a :
max(a, b) = a+ b

2 + |a− b|2 et min(a, b) = a+ b

2 − |a− b|2
EXERCICE 3
Soient A,B deux parties non vides et bornées de R.Montrer que :
sup(A ∪B) = max(sup(A), sup(B))et inf(A ∪B) = min(inf(A), inf(B))
EXERCICE 4
Soient A et B deux parties non vides et bornées de R.
Montrer que sup(A+B) = sup(A) + sup(B)et inf(A+B) = inf(A) + inf(B)
2.on suppose A ⊂ B,comparer sup(A) et sup(B); inf(A) et inf(B).
3.on suppose A ⊂ R+ et B ⊂ R+.Montrer que :sup(A.B) = sup(A). sup(B)
4.Quelles sont les bornes superieurs et inférieurs dans R de l’ensemble

{
1
n

+ (−1)n, n ∈ N∗
}

si elles existent.
EXERCICE 5
Montrer que l’ensemble E = {2p3q : (p, q) ∈ Z2} est dense dans R+
Indication :Prouver que F = {p ln 2 + q ln 3 : (p, q) ∈ Z2} est dense dans R
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UFR MI Fiche 1: INTEGRALES INDEFINIES: L1

EXERCICE I: Calculer les intégrales indéfinies suivantes:

I1   dx

x x2−1
; I2   dx

x21
3
2

; I3   dx

xx1
; I4   sinxcosx

a2 sin2xb2 cos2x
dx

I5   x2−1
x41

dx; I6   x21
x41

dx; I7   xdx
x43x22

; I8   dx

x2a23
, a ≠ 0.

EXERCICE II: Calculer:

J1   ax
a−x dx; J2   x x

2a−x dx; J3   dx

x−ab−x
; J4   x  ax  b dx

J5   x3dx

x4−2x2−1
; J6   dx

x31
; J7   dx

x41
; J8   dx

x4x21
.J9   dx

x5−x4x3−x2x−1

EXERCICE III:

1) A quelle condition l’intégrale  ax2bxc
x3x−12 dx est-elle une fraction rationnelle?

2) Calculer les intégrales L1 et L2 où L1   xdx
4 x3a−x

; L2   dx
n x−an1x−bn−1

EXERCICE IV: En utilisant la formule  Pnx
y dx  Qn−1xy    dx

y ;

où y  ax2  bx  c ; Pnx : polynôme de degré n; Qn−1x : polynôme de
degré n − 1,  ∈ , calculer les intégrales

N1   x3dx

12x−x2
; N2   x4 a2 − x2 dx.

EXERCICE V: Montrer que  dx
a sinxbcosxn  A sinxBcosx

a sinxbcosxn−1  C  dx
a sinxbcosxn−2

où A, B et C sont des coefficients indéterminés.
Calculer alors  dx

sinx2cosx3 .

EXERCICE VI: Intégrales de la forme I   xma  bxnpdx, avec m, n, p ∈ .

On rappelle que l′intégration de I se ramène à celle d’une fonction rationnelle
seulement dans l’un des trois cas suivants:
★) p ∈ ℤ. On pose x  tN, (N  dénominateur commun à m et n)
★) m1

n ∈ ℤ. On pose a  bxn  tN (N  dénominateur de p)
★) m1

n  p ∈ ℤ. On pose ax−n  b  tN (N  dénominateur de p)
1) Trouver une formule de récurrence pour le calcul de In   dt

t2−a2 n , a ≠ 0.

Calculer alors  x3  x4 dx.

2) Calculer les intégrales  x3

abx2 
3
2

dx et  dx

x4 1x2
.

LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        188

BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        189BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        190BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        191BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        192BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        193BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        194BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        195BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        196BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        197BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6

BOBET
Machine à écrire



 

 

 

 

 Quelques éléments de correction de devoirs 

Interrogation du professeur feuto justin 2013-2014…………………………………………………………………………..                                                                                                                   
Devoir n°1 du professeur feuto justin 2013-2014……………………………………………………………………………….                                                                                                                                    
Devoir n°2 du professeur feuto justin 2013-2014                                                                                                                                                                                                                                                                                         
Devoir n°3 du professeur feuto justin 2013-2014                                                                                                                         
Devoir de structure algébrique 2013-2014…………………………………………………………………………………………                                                                                                                                         
Devoir d’AMPHI 1 de structure algébrique 2014-2015                                                                                                              
Devoir d’AMPHI 2 de structure algébrique 2014-2015                                                                                                                       
Devoir d’AMPHI de  mécanique du point 2013-2014………………………………………………………………………….                                                                                                                                              
Devoir d’AMPHI 1 d’éléments de logique 2014-2015………………………………………………………………………...                                                                                                              
Devoir d’AMPHI 1 d’éléments de logique 2014-2015                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               
Devoir sur les matrices  du docteur CODJA  2013-2014………………………………………………………………………                                 
Devoir sur les matrices  du docteur CODJA  groupe 6    2014-2015                                                                                                                   
Devoir sur les matrices  du docteur CODJA  groupe 9    2014-2015                                                                                                                                                                                                                                                                      
Devoir optique (Miroir et dioptre plan) 2013-2014 ESATIC…………………………………………………………………                       
Devoir optique (Miroir et dioptre sphérique) 2013-2014 ESATIC……………………………………………………….                        
Devoir optique (Lentille)  2013-2014 ESATIC………………………………………………………………………………………                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

 Quelques éléments de correction des examens  de 2012-2013    

Examen mécanique du point session 1………………………………………………………………………………………………                                                                                                                                      
Examen mécanique du point session 2                                                                                                                                        
Examen d’éléments de logiques  session 1…………………………………………………………………………………………                                                                                                                                               
Examen d’outils bureautiques  session 1                                                                                                                                                      
Examen de calcul matriciel session 1…………………………………………………………………………………………………                                                                                                                                         

                                                                                                                                   
Examen de statistique session 2………………………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                                      
Examen de probabilité session 2……………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                                 
Examen d’électricité session 1…………………………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                                       

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                  

 Quelques éléments de correction des examens de 2013-2014  

Examen structure algébrique session 2…………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                                                                                                                                                                                     
Examen mécanique du point session 1……………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                      
Examen d’éléments de logiques  session 1……………………………………………………………………………………….                                                                                                                                       
Examen d’éléments de logiques  session 1 ESATIC…………………………………………………………………………….                                                                                                                                               
Examen d’outils bureautiques  session 2………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                           
Examen de calcul matriciel session 1……………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                         
Examen de calcul matriciel session 2                                                                                                                                           
Examen d’électricité session 2…………………………………………………………………………………………………………………………                                                                                                                                                                                                                                                                                               
Examen d’optique session 1…………………………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                                           
Examen d’optique session 1 ESATIC                                                                                                                                             

 

                       PARTIE 3 
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BOBET
Machine à écrire
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page 202

BOBET
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page 212

BOBET
Machine à écrire
page 218

BOBET
Machine à écrire
page 222

BOBET
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page 226
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page 232

BOBET
Machine à écrire
 page 234
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page 243
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Machine à écrire
page 245
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page 252
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 page 257
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..............................................................................................................page 256
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 Quelques éléments de correction des examens de 2014-2015  

Examen de suite et fonctions dérivable session 1………………………………………………………………………………                                                                                                                   
Examen structure algébrique session 1…………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                     
Examen d’éléments de logique session 1…………………………………………………………………………………………                                                                                                                                       
Examen de calcul matriciel session 1…………………………………………………………………………………………………                                                                                                                                         
Examen de programmation session 1……………………………………………………………………………………………….                                                                                                                                                                                                                                                                 

Aller plus loin       

                                                                                                                                                                                                                         
Examen d’électricité session 1 PC 2012-2013…………………………………………………………………………………………………..                                                                
Ecole préparatoire aux études d’ingénieur-El Manar……………………………………………………………………………………….                                                                                                                       
TD  de suite et fonctions dérivable (Propriété du corps des réelles)………………………………………………………………..                                                        
TD de Calcul intégral………………………………………………………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                                                                                                                                 
Quelques exercices sur les sommes de Riemann……………………………………………………………………………………………..                                                                                                                                                                                                                                            
Formulaire……………………………………………………………………………………………………………………………………………………..…                                            
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CORRECTION DU DEVOIR 1 DE SUITES ET FONCTIONS DERIVABLES L1

Exercice 1

Soient f et g deux fonctions majorées sur R
comparons sup(f) + sup(g) et sup(f + g) avec f : R→ R et g : R→ R
par definition sup(f) = sup{f(x)|x ∈ R}, sup(g) = sup{g(x)|x ∈ R} et
sup(f + g) = sup{(f + g)(x)|x ∈ R}
or (f + g)(x) = f(x) + g(x) ≤ sup(f) + sup(g)
donc ∀x ∈ R, (f +g)(x) ≤ sup(f)+sup(g) d’ou sup(f +g) ≤ sup(f)+sup(g)
montrons qu’il n’y pas d’égalité à travers un contre-exemple.
soit f(x) = x sur [0 ;1] et g(x) = −x sur [0 ;1]
(f + g)(x) = 0 =⇒ sup(f + g) = 0
sup f = sup{f(x)|x ∈ [0; 1]} = 1
et sup g = sup{g(x)|x ∈ [0; 1]} = sup{x|x ∈ [−1; 0]} = 0
sup f + sup g = 1 6= 0 = sup(f + g)

Exercice 2

1. Q est dense dans R signifie que pour tous réels a, b ∈ R avec a < b, il
existe un rationnel r ∈ Q tel que a < r < b.

2.Justifions que {2
p
q |(p, q) ∈ Z× Z} est dense dans R+ c’est-à-dire ∀a, b ∈ R+

avec a < b,on cherche p, q tel que a < 2
p
q < b

a < b⇒ b > 0
a < b⇒ ∃a1 ∈ R+ tel que a < a1 < b, on a :a1 ≥ 0
a1 < b⇒ ln a1

ln 2 = ln b
ln 2 et ln a1

ln 2 ∈ R, ln b
ln 2 ∈ R

D’après la densité de Q dans R, il existe (p, q) ∈ Z2 tels que :
ln a1

ln 2 <
p

q
<

ln b

ln 2 ⇔ ln a1 <
p

q
ln 2 < ln b

⇔ ln a1 < ln 2
p
q < ln b

⇔ a1 < 2
p
q < b

⇔ a < 2
p
q < b car a < a1

Exercice 3
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1.(un)n∈R∗ est dite de cauchy si elle vérifie la rélation suivante :
∀ε > 0, ∃N ∈ N : ∀(p, q) ∈ N2, p ≥ N et q ≥ N ⇒ |uq − up| ≤ ε

2.on donne un = 1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
n

(a)Etudier la monotonie d’une suite revient à dire si elle est croissante,decroissante
ou constante.
monotonie de (un)

un+1 − un = 1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
n

+ 1
n + 1 −

(
1 + 1

2 + 1
3 + · · ·+ 1

n

)
= 1

n + 1 > 0 car n > 0

donc (un)n∈N∗ est une suite croissante.

(b)Montrons que u2n − un ≥ 1
2

on a :

u2n − un = 1 + 1
2 + · · ·+ 1

n
+ 1

n + 1 + · · ·+ 1
n + n

−
(

1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
n

)
= 1

n + 1 + 1
n + 2 + · · ·+ 1

2n− 1 + 1
n + n

1
n+1 > 1

n+n
1

n+2 > 1
n+n...

1
n+n
≥ 1

n+n

⇒ u2n − un ≥ n× 1
n + n

= 1
2 ⇒ u2n − un ≥

1
2

(c)pour ε = 1
2 > 0,

∀N ∈ N,∃(N, 2N) ∈ N2 : N ≥ N et 2N ≥ N ⇒ |u2N − uN | > 1
2

ceci est la négation de la définition d’une suite de cauchy ; donc un∈N∗ n’est
pas de cauchy.
(d)limn→+∞ un = +∞ car (un) est une suite croissante et n’est pas de cauchy. 
En effet il y a un théorème 2.2.8 page 16 du cours qui dit que 
une suite réelle ou complexe converge si et seulement si elle est de cauchy 
alors dit que la suite n’est pas de cauchy sous entend qu’elle ne converge pas 
donc diverge.Pour deduire la limite puisqu’on sait qu’elle diverge,il y a un 
autre thèoreme 2.2.1 page 14 qui dit 
Toute suite croissante non majorée tend vers + ∞ 
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Exercice 4

1.
z f admet un developpement limité d’ordre n en x0 (en abrégé DLn(x0))s’il
existe :
-Pn(X) = a0 + a1X + a2X

2 + · · ·+ anXn , n un entier naturel
-une fonction ε(x) définie dans un voisinage de x0 et tel que limx→x0 ε(x) = 0
tel que f(x) = Pn(x− x0) + (x− x0)nε(x) dans un voisinage de x0
z f admet un developpement limité d’ordre n en +∞ (en abrégé DLn(+∞))s’il
existe :
-Pn(X) = a0 + a1X + a2X

2 + · · ·+ anXn , n un entier naturel
-une fonction ε(x) définie dans un voisinage de x0 et tel que limx→x0 ε(x) = 0
tel que f(x) = P ( 1

x
) + 1

xn ε( 1
x
) dans un voisinage de +∞

2.g(x) = x−1
1+x2 Dg = R et g est de classe C∞ sur ]− 1, 1[.

D’après la formule de Taylor g admet en 0 un DLn,∀n ∈ N
On a : 1

1−x
= 1 + x + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + o(x6)

Posons U = −x2 , U −→ 0 quand x −→ 0
alors 1

1+x2 = 1
1−u

= 1 + u + u2 + u3 + u4 + u5 + u6 + o(u6)
=⇒ 1

1+x2 = 1− x2 + x4 − x6 + o(x6)

=⇒ x− 1
1 + x2 = (x− 1)

(
1− x2 + x4 − x6 + o(x6)

)
= x− x3 + x5 − 1 + x2 − x4 + x6 + o(x6)

=⇒ x− 1
1 + x2 = −1 + x + x2 − x3 − x4 + x5 + x6 + o(x6)

Autre méthode

utilisons la division par ordre croissant de x− 1 par 1 + x2 vue en Structure
algébrique au CM du prof KOUAKOU MATHIAS

LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        204BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



−1 + x|1 + x2

1 + x2| − − −−−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−−| -1+x+x2 − x3 − x4 + x5 + x6 + o(x6)
x + x2|
−x + x3|

− − −−−|
x2 − x3|
−x2 − x4|
− − −−−|
−x3 − x4|

x3 + x5|
− − −−−|
−x4 + x5|

x4 + x6|
− − −−−|

x5 + x6|
−x5 − x7|
− − −−−|

x6 − x7|
−x6 − x8|
− − −−−|
−x7 − x8|

3.Au voisinage de +∞,on a : 1
x
f(x) = 2 + 1

x
− 7

x6 + o( 1
x
)

f(x) = 2x + 1− 7
x5 + o( 1

x5 )
La droite d’équation y = 2x + 1 est asymptote à la courbe en +∞
f(x)− (2x + 1) = − 7

x5 < 0 donc la courbe est en dessous de l’asymptote
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CORRECTION DU DEVOIR 2 DE SUITES ET FONCTIONS DERIVABLES L1

Exercice 1

Montrons que si f : R 7→ R+ est bornée alors f 2 est bornée
f : R 7→ R+ est bornée signifie ∃M ∈ R+|∀x ∈ R, |f(x)| < M =⇒ (|f(x)|)2 <
M2 =⇒ |f 2(x)| < M2 alors f 2 est bornée

Par définition,on a :inf(f) = {f(x), x ∈ R} et sup(f) = {f(x), x ∈ R}
Montrons que inf f 2 = (inf f)2

(1)∀x ∈ R 0 ≤ inf f ≤ f(x) =⇒ (inf f)2 ≤ f 2(x) =⇒ (inf f)2 ≤ inf f 2

(2)∀x ∈ R inf f 2 ≤ f 2(x) =⇒
√

inf f 2 ≤ f(x) =⇒
√

inf f 2 ≤ inf f =⇒
inf f 2 ≤ (inf f)2

(1) et (2) permettent de conclure que : inf f 2 = (inf f)2

Montrons que sup f 2 = (sup f)2

(1)∀x ∈ R 0 ≤ f(x) ≤ sup f =⇒ f 2(x) ≤ (sup f)2 =⇒ sup f 2 ≤ (sup f)2

(2)f 2(x) ≤ sup f 2 =⇒ f(x) ≤
√

sup f 2 =⇒ sup f ≤
√

sup f 2 =⇒ (sup f)2 ≤
sup f 2

(1) et (2) permettent de conclure que : sup f 2 = (sup f)2

Exercice 2

1) Théorème de Rolle :Soit f : [a, b] 7→ R une fonction continue sur [a, b]
et dérivable sur ]a, b[ telle que f(a) = f(b). Alors ∃c ∈]a, b[ tel que f ′(c) = 0

Théorème des accroissements finis :Soit f : [a, b] 7→ R une fonction
continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[.Alors il existe c ∈]a, b[ tel que f ′(c) =
f(b)−f(a)

b−a

2)Demontrons que pour tous réel x > 0, Arctanx > x
x2+1
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soit x > 0, considérons [x, x+ 1]

soit f : [x, x+ 1] −→ R
t 7→ Arctant

f est continue sur [x, x+ 1]
Considérons la fonction t 7→ Arctant qui est continue et dérivable sur R
Pour x>0,elle est continue sur [0, x] et dérivable sur ]0, x[ d’après le théorème
des accroisements finis
∃c ∈]0, x[ tel que :
Arctan′(c) = Arctanx−Arctan0

x−0 = Arctanx
x

Acrtan′(c) = 1
c2+1 = Acrtanx

x

or c ∈]0, x[ signifie

0 < c < x =⇒ 0 < c2 < x2 =⇒ 1 < c2 + 1 < x2 + 1 =⇒ 1 > 1
c2 + 1 = Acrtanx

x
>

1
x2 + 1

d’où Arctanx > x
x2+1

Exercice 3

Calcul de limite
1.

soit un =
n∑
k=1

e
k+1

k

n

Propriété :

Si une suite (un)n∈N admet pour limite ` ∈ R ∪ {+∞,−∞} alors lim
n→+∞

wn = lim
n→+∞

1
n

n−1∑
k=0

uk = `

On a : lim
n→+∞

e
k+1

k = e alors un =
n∑
k=1

e
k+1

k

n
= 1
n

n∑
k=1

e
k+1

k = 1
n

n−1∑
k=0

e
k+1

k −→ e

2.
soit vn = n

√
n!

Propriété :
Si vn+1

vn
admet pour limite λ alors lim

n→+∞
vn = λ
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On a :

lim
n→+∞

vn+1

vn
= lim

n→+∞

(n+ 1)!
n! = lim

n→+∞
(n+ 1) = +∞⇒ vn = n

√
n!→ +∞

Exercice 4

1.
2.Posons x = u+ π

2 =⇒ u = x− π

2

cosx = cos
(
u+ π

2

)
= − sin u = −

(
u− u3

3! + u5

5

)
+ o(u5)

= −
(
x− π

2

)
+

(
x− π

2

)3

3! −

(
x− π

2

)5

5! + o
(
x− π

2

)5

à dévélopper ensuite

3-DL4(0) de ecosx

ecosx = e

(
1−x2

2! + x4
4! +o(x4)

)
= e.e

(
−x2

2! + x4
4! +o(x4)

)
= e.

(−x2

2! + x4

4!

)
+

(
−x2

2! + x4

4!

)2

2!

+ o(x4)

4-Donnons f (10)(0)
1

1− x = 1 + x+ x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10

1
1 + x

= 1− x+ x2 − x3 + x4 − x5 + x6 − x7 + x8 − x9 + x10

x10 correspond à (x− 0)10 f (10)(0)
10! donc f (10)(0) = 10!
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CORRECTION DU DEVOIR 3 DE SUITES ET FONCTIONS DERIVABLES L1

Exercice 1

1. Calculons les intégrales suivants :

I =
∫ e

1

1
x

√
ln xdx =

∫ e

1
(ln x)′(ln x) 1

2dx =
(ln x) 1

2 +1

1
2 + 1

e
1

=⇒ I = 2
3

J =
∫ π

0
sin xexdx

intégrons J par partie
Posons u = sin x =⇒ u′ = cosx et v′ = ex =⇒ v = ex

J = [sin xex]π0 −
∫ π

0
cosxexdx

intégrons par partie
∫ π

0
Posons u = sin x =⇒ u′ = cosx et v′ = ex =⇒ v = ex

J = [sin xex]π0 −
∫ π

0
cosxe2dx

intégrons par partie
∫ π

0 cosxexdx
Posons u = cosx =⇒ u′ = sin x et v′ = ex =⇒ v = ex∫ π

0
cosxexdx = [cos xex]π0 +

∫ π

0
sin xexdx

J = [sin xex]π0 − [cosxex]π0 −
∫ π

0
sin xexdx =⇒ 2J = [(sin x− cosx)ex]π0 =⇒ J = 1

2 (eπ + 1)

K =
∫ 1

0

dx

(1 + x2)2

K =
∫ 1

0

1 + x2 − x2

(1 + x2)2 dx =
∫ 1

0

1 + x2

(1 + x2)2dx−
∫ 1

0

x2

(1 + x2)2dx =
∫ 1

0

dx

1 + x2 −
∫ 1

0

x2

(1 + x2)2dx

intégrons par partie
∫ 1

0
x2

(1+x2)2dx

Posons u = x =⇒ u′ = 1 et v′ = x
(1+x2)2 =⇒ v = − 1

2(1+x2)
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∫ 1
0

x2

(1+x2)2dx =
[
− x

2(1+x2)

]1
0
− 1

2
∫ 1

0
dx

1+x2

on a alors

K = 3
2

∫ 1

0

dx

1 + x2 +
[

x

2(1 + x2)

]1

0
=⇒ K =

[
3
2Arctanx+ x

2(1 + x2)

]1

0
=⇒ K = 1

4 + 3π
8

2.Calcul de l’intégral
∫ 1√

2

− 1√
2

1− 2x2
√

1− x2
dx

posons x = sin t alors pour x = 1√
2 =⇒ t = π

4 et x = − 1√
2 =⇒ t = −π

4
t 7→ sin t est bijective sur ]− π

4 ,
π
4 [

soit x = sin t =⇒ dx = cos tdt
posons A =

∫ 1√
2

− 1√
2

f(x)dx avec f(x) = 1− 2x2
√

1− x2
dx

A =
∫ 1√

2
− 1√

2
f(x)dx =

∫ π
4
−π4

f(sin t) cos tdt = f(x) =
∫ 1√

2
− 1√

2

1−2 sin2 t√
1−sin2 t

cos tdt

√
1− sin2 t =

√
cos2 t = | cos t| = cos t car cos t > 0 ∀t ∈]− π

4 ,
π

4 [ et 1− 2 sin2 t = cos 2t

Alors A =
∫ π

4

−π4
cos 2tdt =

[sin 2t
2

]π
4

−π4
=⇒ A = 1

Pour votre entraînement calculer l’intégrale suivant B =
∫ 5π

0
sin t

2+cos tdt

A la fin l’on trouve que B = [ln(2 + x)]−1
1 = ln 3

3.
∫

sin5 x cos4 x

Règle :Si l’un des exposants est impair alors
-s’il s’agit de celui de sin x,on pose t = cosx
-s’il s’agit de celui de cosx,on pose t = sin x

Exercice 2
1.xy′ + y = 3x2 ⇐⇒ y′ + 1

x
y = 3x
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resolvons y′ + 1
x
y = 0

y′ + 1
x
y = 0⇐⇒ dy

dx
+ 1
x
y = 0

⇐⇒ dy

y
= −1

x
dx

⇐⇒ ln |y| = − ln |x|+ c

⇐⇒ y = λ

|x|
, λ ∈ R

Recherche d’une solution particulière
On pose yp = λ(x)

|x|

y′p = λ′(x)x− λ(x)
x2 =⇒ y′p + 1

x
yp = 3x =⇒ λ′(x)x

x2 − λ(x)
x2 + λ(x)

x2 = 3x =⇒ λ′(x)x
x2 = 3x

=⇒ λ(x) = x3 + c, c ∈ R

yp = x2 =⇒ y = x2 + λ
x
, λ ∈ R sur R− {0}

Après raccordement , y = x2 sur R
2.Méthode :Soit l’équation ay′′ + by′ + cy = 0
équation caractéristique ar2 + br + c = 0
Si r1 et r2 sont deux solutions réelles de l’équation
alors y = Aer1x +Ber2 , (A,B) ∈ R2

Si r est solution double de l’équation
alors y = (A+Bx) erx
si r1 = α + iβ et r2 = α− iβ sont deux solutions complexes de l’équation
alors y = (A cos(βx) +B sin(βx)) eαx

� y′′ + y′ + y = 0 =⇒ y =
(
A cos(

√
3x
2 ) +B sin(

√
3x
2 )

)
e
−x
2 , A,B ∈ R car ∆ = −3 = 3i2

� y′′ − 2y′ + y = 0 =⇒ y = (A+Bx) erx, A,B ∈ R car ∆ = 0
� y′′ − 2y′ + y = sin x+ ex

ici l’on doit resoudre y′′ − 2y′ + y = sin x d’un côté et y′′ − 2y′ + y = ex d’un
autre côté puis faire une association des solutions.
Le reste du raisonnement est laissé au lecteur.
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UFHB                                                                                                          ANNEE UNIVERSITAIRE : 2013-2014  
UFR MATH INFO 

                             

  

 

 

Exercice 1 

1-Table de l’addition et de la multiplication de   
 

  
                                                                

 

  
 = {              } 

                     Table addition                                                                    Table multiplication 

                  
 
 
          
  

 ×                 
 
 
         
  

                                    

                                    

                                    

                                    

                                    
 

2-a) Dans   
 

  
             

 

                                                           - 

                                                                         

                                                            - 

 

 

 

 

 

Exercice 2 

1- Card (  (A) )=                  
2-    est  l’élément  neutre de     

                                                                                                  

CORRECTION   du devoir d’amphi de structure algébrique du 04-04-14 

                                      
-                                        

                 

                    

               

                             
-                                                 

                 

 

            

        

      

                                   

           

           

  
      

      
           

          

                                  

                

Car dans 
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Le cardinal de tout sous-groupe doit diviser le cardinal du groupe. 
 
 
Vérifions la stabilité de     
 
 

d’ où la stabilité de                                                                     
 
3-Soit                    
Montrons que                     
                                   
Montrons que                 
                                    Car l’intersection est distributive sur   
Vous devez montrer que                     cela est laissé au lecteur 
Complément :                                                       

 
Attention ‼ ici          sont des ensembles et non des réels 

 
 

 

    {1} {2} {1,2} 

    {1} {2} {1,2} 

{1} {1}   {1,2} {2} 

{2} {2} {1,2}   {1} 

{1,2} {1,2} {2} {1}   
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Université Félix Houphouet Boigny d’Abidjan-UFR Maths-Info-Licence 1-2014-2015

Durée : 1 heure 30 mn
NB :la clarté de la rédaction sera notée !

CORRECTION DU Devoir Surveillé (I) Structure algébrique Groupe1−2−3−4

Exercice 1 (10 points)

1) Faux
i) L’anneau Z

18Z n’est pas intègre car 18 n’est pas un nombre premier et
18 6= 0.(Remarque : 3 6= 0 et 6 6= 0 mais 3× 6 = 0)
ii)Vrai
En effet ,∀k ∈ Z, n2.k = n(nk) ∈ nZ ∈ nZ donc n2Z ⊂ nZ
2) On a :84Z + 180Z = pgcd(84, 180)Z
pgcd(84, 180) = 12 donc 84Z + 180Z = 12Z
donc ∃a, b ∈ Z tel que 84a + 180b = 12
3)
i)4Z+6Z+16Z+34Z = (4Z+6Z)+(16Z+34Z) = pgcd(4, 6)Z+pgcd(16, 34)Z =
2Z + 2Z = 2Z donc m=2
ii)3Z⋂ 2Z⋂ kZ = 6Z⋂ kZ = ppcm(6, k)Z
L’entier k est tel que ppcm(6, k) = 36. Prendre k = 36
(Remarque 6Z⋂ kZ = 36Z =⇒ k divise 36)
4) Eléments inversibles de l’anneau Z

32Z .
Soit U32 l’ensemble de ces élements. On a :

U32 = {x ∈ Z
32Z |x ∈ [[0, 31]], pgcd(x, 32) = 1}

U32 = {1̇, 3̇, 5̇, 7̇, 9̇, 1̇1, 1̇3, 1̇5, 1̇7, 1̇9, 2̇1, 2̇3, 2̇5, 2̇7, 2̇9, 3̇1}

Exercice 2 (10 points)
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1)
i)Supposons (xy)2 = x2 • y2.On a :

xy • xy = x • xyy

x−1 • xyxy = x−1xxyy

yxy = xyy

yxyy−1 = xyyy−1

yx = xy d’ou la commutativité

ii)Supposons (xy)−1 = x−1y−1. On a donc

(
(xy)−1

)−1
=
(
x−1y−1

)−1

xy =
(
y−1

)−1
•
(
x−1

)−1

xy = yx d’ou la commutativité

2) Supposons que ∀a ∈ G, a2 = e.
∀x, y ∈ G, on a : x2 = e et y2 = e et (xy)2 = e
Ainsi (xy)2 = x2y2 pour tout x, y ∈ G.
D’après la question 1)i) la loi ”•”est commutative
(4! il y a bien sur d’autres preuves!)
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Université Félix Houphouet Boigny d’Abidjan-UFR Maths-Info-Licence 1-2014-2015

Durée : 1 heure 30 mn
NB :la clarté de la rédaction sera notée !

Correction du Devoir Surveillé (II) Structure algébrique Groupe5−6−7−8−9−10

Exercice 1 (10 points)

1/ i) Faux
En effet, 4 ∈ 22Z mais 4 6∈ 27Z
ii) Faux
Zéro ′′0′′ n’est pas un nombre premier mais l’anneau Z = Z

0Z est intègre
2/i)4Z⋂ 18Z⋂ 16Z⋂ 42Z = mZ
4Z⋂ 18Z⋂ 16Z⋂ 42Z = (4Z⋂ 18Z) ⋂ (16Z⋂ 42Z) = (ppcm(4, 18)Z) ⋂ (ppcm(16, 42)Z)
4Z⋂ 18Z⋂ 16Z⋂ 42Z = 36Z⋂ 336Z = 1008Z =⇒ m = 1008
ii)3Z⋂ 2Z⋂

kZ = 6Z⋂
kZ = ppcm(6, k)Z

k est tel que ppcm(6, k) = 36. On trouve k = 36
Remarque : (6Z⋂

kZ = 36Z =⇒ k divise 36)
3/ élements non inversibles de Z

32Z
Soit D32 l’ensemble de ces éléments. On a :
D32 = {x̄ ∈ Z/32Z|x ∈]]0, 31]], pgcd(32, x) 6= 1}
D32 = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30}

Exercice 2 (10 points)

1/ Pour a) et b) voir le cours
2/ On a : M = mZ⋂

nZ, donc M est un sous groupe de (Z, +) comme in-
tersection de 2 sous-groupes du groupe (Z, +).
On sait que mZ⋂

nZ = ppcm(m, n)Z
M n’est pas un sous-anneau de l’anneau unitaire (Z, +,×) (si (m, n) 6=
(1, 1))
3) ~ la loi ′′>′′ est une loi de composition interne. En effet,∀x, y ∈ R\{−3},

LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        216BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



si x>y ⇐⇒ on a : xy + 3x + 3y + 6 = −3
⇐⇒ (x + 3)(y + 3) = 0⇐⇒ x = 3 ou y = −3. ce qui est absurde
donc x>y ∈ G
~ (x>y)>z et x>(y>z) sont tous les deux égaux à xyz + 3xz + 3yz + 3xy +
9x + 9y + 9z + 24
~ Commutativité
x>y = xy + 3x + 3y + 6 = yx + 3y + 3x + 6 = y>x
~ élement neutre e = −2 car (−2)>x = x et x>(−2) = x,∀x ∈ G
~ soit x ∈ G.
∃?y ∈ G tel que x>y = −2 et y>x = −2

x>y ⇐⇒ xy + 3x + 3y + +6 = −2
(x + 3)y = −(3x + 8)

y = −3x + 8
x + 3 car x 6= −3

aussi − 3x + 8
x + 3 = −3⇐⇒ 3(x + 3) = 3x + 8

2x = −6
x = −3 ce qui est absurde

donc est le symétrie de x pour la loi′′>′′

En somme (G,>) est un groupe commutative d’élément neutre −2
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Université Félix Houphouët Boigny                                                                                                                         ANNEE  2013-2014                                                       
UFR Maths-Info                                                                                                                                                                                                 
Laboratoire de Mécanique 

 

CORRIGE DU DEVOIR DE MECANIQUE                                                                                                                                    
Parcours : Tronc Commun                                                                                                                                                                 

Niveau : Licence 1 

 

Exercice 1 :    

Soient deux vecteurs                                          

1-  Trouvons un vecteur unitaire      orthogonal à        et      

     
        

          
           

    
    
  

     
    
  
    

    
  
  
  

                

2-Les cosinus directeurs de        

           

 
 
 

 
           

  

  

          
   

  

          
  

 

          

                 Exercice 2 : 

1-calcul du  vecteur vitesse et du vecteur accélération de P      

                                                                                 
     

  
      

 

                                                                        Vitesse                                                                                    accélération   

 

2-les vecteurs unitaires de la base intrinsèque en fonction de                   
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3-   le rayon de courbure 

 

Par définition        

    

  
 

    

 
  

    

  
   

    

 
   

  

    
   

 

    
   

  

  

     

  

   
 

    
  

      

      
 

 

      
            

  

  
                

                         
     

 
     

  
 
                                                             

     

 
     

  
 
    

 

 

               Exercice 3 : 

          la base polaire ; l’équation de la courbe plane du point M est :   
 

 
                     

1) a- l’abscisse curviligne   du mobile en fonction de  . 

Commençons par déterminer     

On a: 
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On sait que       
       

 
                 alors      

 

 
        

 

 
 

Ainsi      
  

 

 
            

  
 

 
         

 

 
    

        
 

 
  donc   

            
 

 
           

 

 
          

 

 
                            

 

                  

 

b-l’angle polaire lorsque nous avons      

              
 

 
    

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
   

   a-module de la vitesse du mobile en fonction du temps puis en fonction de   

                              
          

  
                                   

 

 
              

     
 

 
             

 

 
                  

 

 
                              

       
 

 
                        

 

 
       

                    
 

 
              

 

              
  

 
    Alors                                                                     module de la vitesse du mobile en fonction du temps  

 

            
  

  
 

 

  
       

 

 
               

     
 

 

  

  
   

 

 
        

 

 
       

 

 
  

D’après les deux expressions de   on en déduit que       
 

 
       

  

 
        

                  
 

 
           

 

 
                            

  

 
    

                                
 

 
          

  

 
         

   

 
     

  

 
 

   

  
             

  

 
  

   

  
 

Ainsi    

        
  

 
     

   
  
                                                       module de la vitesse du mobile en fonction de   

b-Les composantes radiales      et ortho radiale       de l’accélération  
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 c- Les composantes          de l’accélération dans la base intrinsèque            

                 
  

  
 

        
  

 
 

  
  

 

 
   

    
  

 
                                                                                                                                                                                        

on sait que        
    

    
       

  
 

 
  

       
  

 
 

 

                                                                    

 

d-le rayon      de courbure de la trajectoire  

On a:       
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UFR Mathématiques et Informatique Année 2014-2015
Niveau L1 :Groupes 1,2,3,4et5.

correction Devoir surveillé d’élements de logique (1 heure)

Exercice 1 :12-points

1. 2 arguments sont :
-Si un élément de la collection se repète. ex :{a, b, a, d}
-Si on a une collection d’ensemble. ex :{N,Z}

2.L’affirmation est une opinion car elle peut être vraie ou fausse ;d’où elle peut avoir 2 valeurs
de vérité
donc l’affirmation n’est pas une assertion.

3.⊙ La relation k : R→ R∗+, x 7→ sin x n’est pas une application⊙ La relation {(1,♣), (2,♣), (7,4), (5,♥)} n’est pas une application de A = {1, 2, 3, 4, 5, 7}
dans B = {♣,♦,♥,♠}
4.Sur l’ensemble K = {4,©,Y ,�}
-R = {(4,4), (©,©), (Y ,Y ), (�,�), (4,©)} est à la fois réflexive,transitive mais non sy-
métrique.

-R = {(4,4), (©,©), (�,�), (4,©), (©,4)} est à la fois non réflexive,transitive et sy-
metrique.

-R = {(4,4), (4,©), (©,�)} est à la fois non reflexive,non transitive mais anti-symétrique.

-R = {(�,�), (4,4), (Y ,Y )} est à la fois non réflexive,anti-symétrique et symétrique.

Exercice 2 :8-points
1.Montrons que A ∪ (

⋂
k∈N

Bk) =
⋂

k∈N
(A ∪Bk)

⊙
A ∪ (

⋂
k∈N

Bk) ⊂
⋂

k∈N
(A ∪Bk)

Soit x ∈ A ∪ (⋂
k∈NBk)

Puisque x ∈ A ∪ (⋂
k∈NBk) alors x ∈ A ou x ∈ ⋂

k∈NBk

x ∈ ⋂
k∈NBk signifie pour tout k ∈ N, x ∈ Bk

d’où x ∈ A ∪Bk =⇒ x ∈ (A ∪B1) ∩ (A ∪B2) ∩ · · · ∩ (A ∪Bn) ∩ · · ·
donc x ∈ ⋂

k∈N(A ∪Bk)
⊙

A ∪ (
⋂

k∈N
Bk) ⊃

⋂
k∈N

(A ∪Bk)

Soit t ∈ ⋂
k∈N(A ∪Bk)

t ∈ ⋂
k∈N(A ∪Bk) signifie pour tout k ∈ N, t ∈ A ∪Bk

donc t ∈ A ou t ∈ Bk

Comme t ∈ Bk alors t ∈ ⋂
k∈NBk
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finalement ona :t ∈ A ∪ (
⋂

k∈N
Bk)

2.Montrons que (
⋂

k∈N
Ai) ∪ (

⋂
k∈N

Bk) =
⋂

i,k∈N
(Ai ∪Bk)
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UFR Mathématiques et Informatique Année 2014-2015
Niveau L1 :Groupes 6,7,8,9 et 10.

correction Devoir surveillé d’élements de logique (1 heure)

Exercice 1 :12-points

1. 2 arguments sont :
-Si un élément de la collection se repète. ex :{zoulou, éléphant, zoulou, poulet}
-Si on a une collection d’ensemble. ex :{R,Z}

2.L’affirmation est l’avis dun individu λ car elle peut être vraie ou fausse ;d’où elle peut
avoir 2 valeurs de vérité
donc l’affirmation n’est pas une assertion.

3.⊙ La relation k : R→ R+, x 7→ sin x n’est pas une application⊙ La relation {(1,♣), (2,♣), (4,4), (5,♥)} n’est pas une application de A = {1, 2, 3, 4, 5, 7}
dans B = {♣,♦,♥,♠}
4.Sur l’ensemble K = {D,4,©,�}
-R = {(4,4), (©,©), (D,D), (�,�), (©,4), (4,�)} est à la fois réflexive,non transitive
et symétrique.

-R = {(©,4), (©,©), (�,�)} est à la fois non réflexive,transitive et non symetrique.

-R = {(4,4), (�,�), (©,4), (4, D)} est à la fois non reflexive,non transitive et anti-
symétrique.

-R = {(�,�), (4,4), (D,D), (©,©)} est à la fois une rélation d’équivalance et d’ordre.

Exercice 2 :8-points
1.Montrons que A ∩ (

⋃
k∈N

Bk) =
⋃

k∈N
(A ∩Bk)

⊙
A ∩ (

⋃
k∈N

Bk) ⊂
⋃

k∈N
(A ∩Bk)

Soit x ∈ A ∩ (⋃
k∈NBk)

Puisque x ∈ A ∩ (⋃
k∈NBk) alors x ∈ A et x ∈ ⋃

k∈NBk

x ∈ ⋃
k∈NBk signifie qu’il existe k0 ∈ N tel que x ∈ Bk0

donc x ∈ A ∩Bk0 =⇒ x ∈ (A ∩B1) ∪ (A ∩B2) ∪ · · · ∩ (A ∩Bk0) ∩ · · · ∩ (A ∩Bn)
d’où x ∈

⋃
k∈N

(A ∩Bk)
⊙

A ∩ (
⋃

k∈N
Bk) ⊃

⋃
k∈N

(A ∩Bk)

Soit t ∈ ⋃
k∈N(A ∩Bk)

t ∈ ⋃
k∈N(A ∩Bk) signifie qu’il existe un k0 ∈ N tel que t ∈ A ∩Bk0

donc t ∈ A et t ∈ Bk0

Comme t ∈ A ∩Bk0 alors t ∈ ⋃
k∈NBk
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finalement ona :t ∈ A ∩ (
⋃

k∈N
Bk)

2.Montrons que (
⋃

k∈N
Ai) ∩ (

⋃
k∈N

Bk) =
⋃

i,k∈N
(Ai ∩Bk)

4
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UFHB année universtaire 2013-2014

CORRECTION DU DEVOIR DE CALCUL MATRICIEL L1 GROUPE 3

EXERCICE

1. soit M ∈M4(R)

M=


a −b −c −d
b a d −c
c −d a b
d c −b a

 tM =


a b c d
−b a −d c
−c d a −b
−d −c b a



2-calculons M.(tM) et (tM).M

M.(tM) = (tM).M = (a2 + b2 + c2 + d2)I4

3-determinant de M

det(M tM) = (det(M))2 =det[(a2 + b2 + c2 + d2)I4]
=(a2 + b2 + c2 + d2)4

⇒ det(M) = (a2 + b2 + c2 + d2)2

4-M est inversible ssi det(M)6= 0

det(M) 6= 0⇒ (a, b, c, d) 6= (0, 0, 0, 0)

∀(a, b, c, d) 6= (0, 0, 0, 0) on a : M−1 = 1
a2+b2+c2+d2

t
M

car M tM = tMM = (a2 + b2 + c2 + d2)I4

⇒M.
(

1
a2+b2+c2+d2 tM

)
=
(

1
a2+b2+c2+d2 tM

)
.M = I4
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Université FHB année universtaire 2014-2015
UFR MI

Correction Devoir de Calcul Matriciel

L1 Groupe 6

Durée : 1h30′

Exercice 1

1)A2 =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

+A+2I3 = A2−A = 2I3 =⇒ 1
2(A−I3)A = A×

[
1
2(A− I3)

]

ce qui montre queA est inversible d’inverseA−1 = 1
2(A−I3) =

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1


2)A2 = A+ 2I3 = u2A+ v2I3 avec u2 = 1 et v2 = 2
∀n ∈ N\{0, 1} supposons An = unA+ vnI3,
Evaluons An+1 = AAn = A(unA+vnI3) = unA

2 +vnA = un(A+2I)+vnA =
(un + vn)A+ 2unI3
soit donc An+1 = un+1A+ vn+1I3 avec un+1 = un + vn et vn+1 = 2un

De ce qui précède on a :
αn+1 = 2un+1 + vn+1 = 2(un + vn) + 2un = 2(2un + vn) = 2αn et
βn+1 = un+1 − vn+1 = un + vn − 2un = −un + vn = −βn

on sait que A0 = I3 = 0×A+1×I3 =⇒ u0 = 0 et v0 = 1 =⇒ α0 = 2u0+v0 = 1
et
β0 = u0−v0 = 0−1 = −1, il est aisé de vérifier que αn = 2n et βn = (−1)n+1

Exercice 2

1-Soient M =

−1 −3 0
1 −1 0
1 3 2

 , X =

xy
z

 , B =

ab
c

,on a :(S)⇐⇒MX +B

2-a. calcul de M2 =

−2 6 0
−2 −2 0
4 0 4

 , M3 =

8 0 0
0 8 0
0 0 8


b.on a alors M3 = 8I3 ⇔ 1

8M
2 ×M = M ×

(
1
8M

2
)

= I3 ⇔M est inversible
d’inverse M−1 = 1

8M
2.
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3-a. MX = B ⇔ (M−1M)X = M−1B ⇔ X = M−1B = 1
8M

2B

b.X = 1
8M

2B = 1
8

−2a+ 6b
−2a− 2b
4a+ 4b


SR3 = {1

8(−2a+ 6b,−2a− 2b, 4a+ 4b)}

c.Lorsque : a = 3; b = −5 et c = 4

SR3 = {
(
−9
2 ,

1
2 ,

7
2

)
}
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Université FHB année universtaire 2014-2015
UFR MI

Correction Devoir de Calcul Matriciel

L1 Groupe 9

Durée : 1h30′

Exercice 1
1.

∀(t1, t2) ∈ R2, E(t1)E(t2) = I3 + (t1 + t2)A + (t2
1 + 2t1t2 + t2

2)
2

2 A2

= I3 + (t1 + t2)A + (t1 + t2)2

2 A2 = E(t1 + t2)m.

∀t ∈ R, (−t) + t = t + (−t) = 0⇒ E(−t)E(t) = E(0) = I3 = E(t)E(−t)
⇒ E(t) inversible d’inverse (E(t))−1 = E(−t),∀t ∈ R

Donc (E(t))−1 = I3 + (−t)A + −t2

2 A2 = E(−t),∀t ∈ R

2.∀t ∈ R,∀n ∈ N∗, on a (E(t))n = I3 + nA + (nt)2

2 A2

3.

B =

1 4 8
0 1 4
0 0 1

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

+

0 4 0
0 0 4
0 0 0

+

0 0 8
0 0 0
0 0 0



=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

+ 4

0 1 0
0 0 1
0 0 0

+ 8

0 0 1
0 0 0
0 0 0



Il faut remarque que pour A =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

,on a :A2 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 et A3 =
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = 0 ainsi
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B = I3 + 4A + 42

2 A2 = I3 + 4A + 8A2 = E(4), avec A =

0 1 0
0 0 1
0 0 0


comme E(−4) est inversible d’inverse E(−4) d’après 1. alors

B−1 = E(−4) = I3 + (−4)A + (−4)2

2 A2 = I3 − 4A + 8A2

B =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

− 4

0 1 0
0 0 1
0 0 0

+ 8

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 =

1 −4 8
0 1 −4
0 0 1


Je rappelle que B = E(4)⇒ ∀n ∈ N∗, Bn = E(4n) = I3 + (4n)A + (4n)2

2 A2 =

I3 − 4A + 8A2 = I3 + 4nA + 8n2A2 = I3 − 4A + 8A2 =

1 4n 8n2

0 1 4n
0 0 1


4.det(B) = 1 et com(tB) =t com(B) =

1 −4 8
0 1 −4
0 0 1

 = B−1

il faut remarquer que com(B) =

 1 0 0
−4 1 0
8 −4 1


Exercice 2

La matrice augmentée de (Sm), m ∈ R est : 1 1 m
1 m 1
1 1 m

∣∣∣∣∣∣∣
1
2
3

 ≈
 1 1 m

0 m− 1 1−m
0 1−m 1−m2

∣∣∣∣∣∣∣
1
1
−m

 L2 − L1
L3 −mL1

≈

 1 1 m
0 m− 1 1−m
0 0 (1−m)(2 + m)

∣∣∣∣∣∣∣
1
1

1−m


Discussion :

Si m = 1 on a :(S1)⇔


x + y + z = 1
0 = 1(incompatible)
0 = 0

Donc SR3 = ∅ = {}
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Si m = −2 on a :(S−2 ⇔)


x + y − 2z = 1
−3y + 3z = 1
0 = 3(incompatible)

Donc SR3 = ∅ = {}
Si m ∈ R\{1,−2}, on a :

(Sm)⇔


x + y + mz = 1
(m− 1)y + (1−m)z = 1
(1−m)(2 + m)z = 1−m

⇔


x + y + mz = 1
y − z = 1

m−1
z = 1

2+m

⇔


x + y + mz = 1
y = z + 1

m−1 = 2+m
(m−1)(2+m)

z = 1
2+m

⇔


x = −y −mz + 1 = 1− 2+m

(m−1)(2+m) −
m

2+m

y = z + 1
m−1 = 2+m

(m−1)(2+m)

z = 1
2+m

⇔


x = −3

(m−1)(2+m)

y = 2+m
(m−1)(2+m)

z = 1
2+m

Ainsi donc SR3 = {
(

−3
(m− 1)(2 + m) ,

2 + m

(m− 1)(2 + m) ,
1

2 + m

)
, ∀m ∈ R\{1,−2}}
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Correction 

 

 Exercice 1 :Miroir plan 
A’ image de A donné par un miroir plan est le symétrique de A par rapport au plan du 
miroir .  

 

Construction de A1 image de A par le miroir M1 :  

A1 est le symétrique de A par rapport au plan du miroir M1. 
A1 est en avant du miroir M2, il peut donc jouer le rôle d’objet réel par rapport au miroir M2.   

Construction de A12 image de A1 par le miroir M2 :  

A12 est le symétrique de A1 par rapport au plan du miroir M2. 

Le processus ne peut pas se poursuivre par une nouvelle réflexion sur M1 car A12 se trouve 
en arrière de M1 et ne peut donc jouer le rôle d’objet réel pour M1. 

Construction de A2 image de A par le miroir M2 :  

A2 est le symétrique de A par rapport au plan du miroir M2. 
A2 est en avant du miroir M1, il peut donc jouer le rôle d’objet réel par rapport au miroir M2.   

Construction de A21 image de A2 par le miroir M1 :  

A21 est le symétrique de A2 par rapport au plan du miroir M1. 
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Le processus ne peut pas se poursuivre par une nouvelle réflexion sur M2 car A21 se trouve 
en arrière de M2 et ne peut donc jouer le rôle d’objet réel pour M2. 

Finalement, l’observateur peut voir 3 images : A1, A2, A21=A12. 

   

Exercice 2 : Dioptre plan 
   

   

1. Soit OA’ la distance observée :  donc    soit 

.  

Doù .  
Le pêcheur voit donc le poisson à 2,15 m en dessous de lui.  

2. Cette fois, on choisit le sens positif vers le bas. 

   donc  et .  

Le Poisson voit donc le pêcheur à 2,86 m au dessus de lui.  

3. . donc , et  d’ou  or 

 donc h =  = -0,6 m.  
Donc il doit y avoir 60 cm d’eau au-dessus du poisson pour qu’il subisse  
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Correction 

 

Miroirs et dioptres sphériques 
   

Vérifications des connaissances :   

On remarquera que les notations diffèrent de celles utilisées dans le cours. En effet, 
l’indice du milieu de la face d’entrée est n et l’indice du milieu de la face de sortie est n’. La 

formule de conjugaison du cours :  devient .  

La vergence est par définition . 

Sur la figure . Le dioptre est convergent si V>0 et donc si n>n’. 

Le foyer image est F’ : c’est l’image réelle d’un point à l’infini sur l’axe, c’est à dire d’un 
point qui envoie des rayons parallèles à l’axe optique. 

Quand les foyers image et objet et le centre d’un dioptre sont donnés on peut tracer 3 rayons 
connus : 

�         Le rayon issu de B et parallèle à l’axe optique émerge du dioptre en coupant l’axe optique 
au foyer image du dioptre. 

�         Le rayon issu de B passant par le foyer objet du dioptre émerge du dioptre en étant 
parallèle à l’axe optique. 

�         Le rayon issu de B et passant par le centre du dioptre émerge du dioptre en ne changeant 
pas de direction. 
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Les 3 rayons tracés se coupent en un même point (conditions de Gauss), ce point est l’image 
de B par le dioptre. Un petit objet plan perpendiculaire à l’axe optique du dioptre donne une 
image, elle aussi, perpendiculaire à l’axe optique : l’image de A est donc à l’intersection de 
l’axe optique et de sa perpendiculaire passant par B. 

Nous nous plaçons dans le cadre de l’approximation de Gauss ( angles faibles autour de l’axe 
optique), nous pouvons sur la figure assimiler la trace de la face courbe du dioptre à celle de 
son plan tangent (segment de droite aux 2 brisures indiquant le sens de la courbure). 

De plus, le rayon issu de B passant par S fait un angle par rapport à l’axe optique, ce rayon 
émerge du dioptre en passant par le point B’ et en faisant un angle i’ par rapport à l’axe 
optique. 

   

 

   

N.B. : Sur la figure, pour qu’elle soit lisible, on a dilaté les dimensions perpendiculairement à 
l’axe optique. Sur cette figure les angles que forment les rayons avec l’axe optique sont donc 
beaucoup plus grands qu’en réalité. On peut donc utiliser les approximations  et 

 pour le raisonnement.  

Formules de conjugaisons:  

   

Les rayons envoyés sur ledioptre par l’objet A arrivent dans le milieu d’indice n. 
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Les rayons qui contribuent à la formation de l’image A’ de Aémergent dans le milieu d’indice 
n’. 

�         Origine au sommet :  

�         Origine au centre :  

   

Formules de grandissement :  

�         Origine au sommet 

 et ,  

comme nous considérons l’approximation de Gauss  et   

donc  et . 

De plus grâce aux lois de Descartes, nous pouvons écrire ,  
mais pour les mêmes raisons :  et ,  
nous obtenons donc : . 

Soit  et finalement :  

   

�         Origine au centre 

D’après le théorème de Thalès dans les triangles CAB et CA’B’, nous pouvons écrire : 

 

�         Origine aux foyers 

 et   

d’après le théorème de Thalès dans les triangles A’B’F’ et F’SI nous pouvons écrire : 

. 

 et   

d’après le théorème de Thalès dans les triangles ABF et FSJ nous pouvons écrire : 

. 
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On en déduit la formule de Newton :  

1er Cas : , l’objet est réel et l’image est réelle. 

 

LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        237

BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



2ème cas : , l’objet est réel, l’image est virtuelle : 

 

   

3ème cas : , l’objet est virtuel, l’image est réelle:  
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Exercice 2 : Dioptre sphérique 
1. Position des foyers du dioptre 

   

   

La formule de conjugaison d’un dioptre sphérique avec origine au sommet est : 

 (1). 

Si l’image se trouve en F’, foyer image du dioptre, l’objet est positionné en  :  et 

. Soit, en remplaçant dans l’équation (1) :
 

. 

De la même manière, si l’objet se trouve en F, foyer objet du dioptre, l’image est positionnée 

en  :  et . Soit, en remplaçant dans l’équation (1) :
 

. 

Application Numérique :  et . 

   

2. Position de AB et A’B’ 

La formule de grandissement avec origine au sommet est :  (2). 

De l’équation (2), on a :  d’où en inversant cette équation  (3). 

A partir de l’équation (1), on obtient  et en remplaçant ceci dans l’équation 

(3), on obtient  soit  d’où . 

De la même manière on obtient : . 

Application numérique :  et  

   

3. Marche d’un faisceau lumineux 
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A est le milieu de FS. L’image A’B’ est virtuelle.  

   

Exercice 3 : 
   

 

1. Par définition, le foyer objet et le foyer image d’un miroir sont confondus, et si on 

choisit le sens de la lumière comme sens positif : = - 0,5 m  

2. Si on utilise par exemple la formule de conjugaison avec l’origine au foyer  
. = - 4,5 m ,  = +0,5 m,  on trouve = - 0,056 m. On trouve 

que l’objet et l’image se trouvent du même côté du foyer.  

3. . L’image est renversée par rapport à l’objet.  

4. Les trois rayon possibles sont :  

- celui qui passe par le centre et n’est pas dévié, 

- Le rayon parallèle à CS qui passe par F après réflexion, 

- Le rayon qui passe par F’ et qui est parallèle à CS après réflexion. 

Voir figure ci dessus. 
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Exercice 4 : Rétroviseur 
   

 

En prenant le sommet S comme origine, on a : 

   

 or, = - 10 m et =  donc  1 m donc de la 

relation de conjugaison, on tire   = 2,22 m. 

Le miroir est convexe de rayon R= 2,22 m. 

   

Exercice 5 : Association de dioptres sphériques. 

Formule de conjugaison avec origine au sommet du premier dioptre :  (1). 

Formule de conjugaison avec origine au sommet du second dioptre : (2). 

En additionnant (1) et (2), on obtient :  (3), formule de 

conjugaison du système optique complet avec origine en S. 

Formule de grandissement avec origine au sommet du premier dioptre :
 

 

Formule de grandissement avec origine au sommet du second dioptre :  

Formule de grandissement avec origine au sommet du système optique complet :
 

(4). 
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Les équations (3) et (4) sont les équations d’un dioptre de rayon SC tel que : 

 soit . 

La formule de conjugaison du système optique complet est donc : (5). 

Si l’objet est positionné à  ( ), l’image sera positionnée au foyer image du 

système ( ), on obtient : . 

De la même manière, si l’image est positionnée à  ( ), l’objet sera positionné au 

foyer objet du système ( ) ; on obtient : . 

Le rapport des distances focales est donc . 

   

2) Si , on trouve ,  et . 

D’après l’équation (5), on a  d’où . 

 

   

3) 

   

 

   

4) On retrouve la « formule » des lentilles minces. L’étudiant vérifiera que  est donné par 

 alors même qu’il n’y a évidemment plus de dioptre équivalent 

puisque n2=n1 et  
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Formule de conjugaison avec origine au centre optique: .  

Formule de grandissement avec origine au centre optique: .  

Formules de grandissement avec origine aux foyers:  

•        en appliquant le théorême de Thales aux triangles FAB et FOJ, on obtient 

:  

•        en appliquant le théorême de Thales aux triangles F’A’B’ et F’OI, on 

obtient :  

•        (Formule de Newton) 

   

1er Cas : , l’objet est réel et l’image est réelle. 

Correction   

Lentilles  
Exercice 1 :Construction d’images : 
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2ème cas : , l’objet est réel, l’image est virtuelle : 

 

   

3ème cas : , l’objet est virtuel, l’image est réelle:  
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UFHB année universtaire 2012-2013

CORRECTION PARTIELLE DE L’EXAMEN DE MECANIQUE DU POINT L1 session 1

Exercice 1 (outil Mathématique) :

 ~ 1) Resolution de l’équation α~x + ~a ∧ ~x = b(E)
 ~ On a : ~a ∧ ~x = b − α~x (1)
 ~ ~a.(E) : α~a.~x + ~a.(~a ∧ ~x) = ~a.b par permutatuion circulaire ~a.(~a ∧ ~x) = 0 

Ainsi α~a.~x = ~a.b~ =⇒ ~a.~x = ~a.
α
b~ (2) car α non nul 

 ~ ~a ∧ (E) : α~a ∧ ~x + ~a ∧ (~a ∧ ~x) = ~a ∧ b 
On a :~a ∧ (~a ∧ ~x) = (~a.~x).~a − (~a ∧ ~a).~x 

 ~ ~ alors α~a ∧ ~x + (~a.~x).~a − (~a ∧ ~a).~x = ~a ∧ b or d’après (1) et (2) ~a ∧ ~x = b − α~x 
 ~ et ~a.~x = ~a.b 
 α 

α(b~ − α~x) + (~a.
α
b~ ).~a − ~a2~x = ~a ∧ b~

(−α2 − ~a2)~x = ~a ∧ b~ − αb~ − ~a.
α
b~~a 

 ~x = − 
α2
~a

+
∧b~
~a2 + 

α2
α
+
b~

~a2 + 
α(

(
α
~a.

2
b~

+
).~a
~a2)

2) une équation du plan 

 −→ −→ −→ 


3
 
−→ 

 
4 
 

~u = AB ∧ AC on a :AB = 0 AC = −2 

 ∣ ∣ 


1
  

1 
 

 ∣∣0 −2∣∣ 

−→ −→ 
∣∣1 1∣∣1 1∣∣ 

∣∣  
2 
 

AB ∧ AC =  ∣ ∣  ~u =  1  
 ∣∣∣3 4

∣∣3 4∣∣ ∣∣∣
 

−6
 

 ∣∣0 −2∣∣ 

A(−1, 1, 0) B(2, 1, 1) C(3, −1, 1)
 −→ 


3
 
−→ 

 
4 
 

on a :AB = 0 AC = −2 
 

1
  

1 
 

 
x
 

−−→ −→ −→ Soit M y ∈ P on aura AM = αAB + βAC  
z
 
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=⇒ det(−−→AM,
−→
AB,
−→
AC) = 0⇐⇒

∣∣∣∣∣∣∣
x+ 1 3 4
y − 1 0 −2
z 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

∣∣∣∣∣∣∣
x+ 1− 3 0 1
y − 1 0 −2
z 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0⇔ −

∣∣∣∣∣∣∣
x+ 1− 3 1
y − 1 −2
z 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0⇔ 2(x+1−3z)+y−1 = 0

Donc une équation du plan est 2x+ y − 6z + 1 = 0
Le vecteur ~u = (2, 3,−6) est normal à P .
La distance de K(1, 2, 1) à P est :
d(K,P) = |2×(1)+1×(2)−6×(1)+1|√

22+12+(−6)2
= 1√

41 ' 0, 156173

d(K,P) = 1√
41
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UFHB année universtaire 2012-2013

CORRECTION DE L’EXAMEN DE MECANIQUE DU POINT L1 session 2

Exercice 1 :

Note de cours
Les cosinus directeurs d’un vecteur ~a.
Soit (O,~i,~j,~k) base cartésienne
Soit ~u le vecteur unitaire de la direction ~a défini par : ~u = ~a

‖~a‖

Soient θx θy et θz les angles definis par θx = (~̂u,~i) θy = (~̂u,~j) et θz = (~̂u,~k)
cos θx cos θy et cos θz sont par définition les cosinus directeurs de ~a
~u.~i = ||~u|| × ||~i|| × cos θx = cos θx
~u.~j = ||~u|| × ||~j|| × cos θy = cos θy
~u.~k = ||~u|| × ||~k|| × cos θz = cos θz
Debut de l’exercice
1) ~a.~x = ||~a|| × ||~x|| × cos θx et ||~a|| =

√
22 + 12 + (−2)2 = 3

cos θx = ~a.~x
||~a||×||~x|| = ax

||~a||

cos θy = ~a.~y
||~a||×||~x|| = ay

||~a||
cos θz = ~a.~z

||~a||×||~x|| = az
||~a||

d’où cos θx = 2
3 cos θy = −2

3 et cos θz = −2
3

2)⊙ équation du plan passant par B et perpendiculaire à ~a

Soit M

xy
z

 ∈ P
−−→
BM ⊥ ~a⇐⇒

−−→
BM.~a = 0

On a : −−→BM

x− 1
y − 2
z − 3

 et ~a

 2
1
−2


−−→
BM ⊥ ~a ⇐⇒ 2(x− 1) + 1(y − 2)− 2(z − 3) = 0 ⇐⇒ 2x+ y − 2z + 2 = 0⊙ distance de O à ce plan
| cos(−̂→0B,−−→OH)| = OH

OB
=⇒ OH = OB| cos(−̂→0B,−−→OH)| or | cos(−̂→0B,−−→OH)| =

|
−−→
OB.~a|

||
−−→
OB||.||~a||
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Figure 1 –

=⇒ OH = OB× |
−−→
OB.~a|

||
−−→
OB||.||~a||

et |−−→OB.~a| = |2 + 2− 6| = | − 2| = 2 =⇒ OH = 2
3

Exercice 2 :

1-a) Cartésiennes et cylindrique
−−→
OM = −−−→OM1 +−−−→M1M = ρ~eρ + z~ez = ρ(cosϕ~e1 + sinϕ~e2) + z~ez−−→
OM = ρ cosϕ~e1 + ρ sinϕ~e2 + z~e3 car ~e3 = ~ez
or −−→OM = x~e1 + y~e2 + z~e3

Alors


x = ρ cosϕ
y = ρ sinϕ
z = z

b) Cartésiennes et sphériques
−−→
OM = r~er avec ~er = cos θ~e3 + sin θ~eρ et ~eρ = cosϕ~e1 + sinϕ~e2−−→
OM = r(cos θ~e3 +sin θ~eρ) = r cos θ~e3 +r sin θ~eρ = r cos θ~e3 +r sin θ(cosϕ~e1 +
sinϕ~e2)
= r sin θ cosϕ~e1 + r sin θ sinϕ~e2 + r cos θ~e3

Alors


x = r sinϕ cosϕ
y = r sin θ sinϕ
z = r cos θ

2-a) dS en fonction des coordonnées cartésiennes
−−→
OM = x~e1 + y~e2 + z~e3 =⇒ d ~OM = dx~e1 + dy~e2 + dz~e3

Alors dS = ||d ~OM || =
√

(dx)2 + (dy)2 + (dz)2

b)dS en fonction des coordonnées cynlindriques
−−→
OM = ρ~eρ + z~ez =⇒ d ~OM = dρ~eρ + ρ~eρ + dz~zz or d~eρ = d~eρ

d~eρ
× dϕ = dϕ~eϕ

LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        248BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



=⇒ −−→OM = dρ~eρ + ρdϕ~eϕ + dz~ez

Alors dS =
√

(dρ)2 + (ρdϕ)2 + (dz)2

Bonus : dS en fonction des coordonnées sphériques−−→
OM = r~er =⇒ d

−−→
OM = dr~er + rd~er or ~er = cos θ~e3 + sin θ~eρ

d
−−→
OM = dr~er + r

[
d cos θ
dθ

× dθ + d sin θ
dθ

× dθ + sin θd~eρ
dϕ
× dϕ

]
= dr~er + r(− sin θdθ~e3 + cos θdθ~eρ + sin θdϕ~eρ)
= dr~er + rdθ(− sin θ~e3 + cos θ~eρ) + sin θdϕ~eρ
= dr~er + rdθ~eθ + r sin θdϕ~eϕ

Alors dS =
√

(dr)2 + (rdθ)2 + (r sin θdϕ)2

Exercice 3 :

M(ρ, θ, z) ρ = R, θ = ωt z = at; a, ω et R constants.
1) Expression du pas h de l’hélice.
h = ∆z = zf − zi
initialement zi = 0 et z = zf , t = T zf = aT
d’où h = aT or θ = ωt =⇒ t = θ

ω
t = T, θ = ∆θ = 2π

Ainsi h = 2πaa
ω

2) Expression de ~v et ~γ en coordonnées cylindriques⊙ Expression de ~v
On a : −−→OM = ρ~eρ + z~ez =⇒ −−→OM = R~eρ + at~ez

d’où ~v = d
−−→
OM
dt

= d(R~eρ+at~ez)
dt

= Rd~eρ
dt

+ a~ez car d~ez
dt

= 0 or d~eρ
dt

= d~eρ
dθ
× dθ

dt
= ω~eθ

Donc ~v = Rω~eθ + a~ez⊙ Expression de ~γ
~γ = d~v

dt
= d(Rω~eθ+a~ez)

dt
= d(Rω~eθ)

dt
+ d(a~ez)

dt
= Rω d~eθ

dt

or d~eθ
dt

= d~eθ
dθ
× dθ

dt
= −ω~eρ

Donc ~γ = −Rω2~eρ⊙ distance s
On a : d

−−→
OM
dt

= ~v =⇒ ||d
−−→
OM ||
dt

= ||~v||
Posons ||d−−→OM || = ds et ||~v|| = v d’où ds

dt
= v =⇒ ds = vdt
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or v =
√

(Rω)2 + a2 donc ds =
√

(Rω)2 + a2dt

s =
∫ √

(Rω)2 + a2dt =
√

(Rω)2 + a2
∫
dt =⇒ s =

√
(Rω)2 + a2t+ c , c

une constante
3)dtermination du triède de Fermat (−→T ,−→N ,−→B )⊙ On a : −→T = ~v

v
=⇒ −→

T = 1√
(Rω)2+a2

(Rω~eθ + a~ez)

⊙−→
N =

d
−→
T
dt

‖| d
−→
T
dt
||

d
−→
T
dt

= d
−→
T
dθ
× dθ

dt
= 1√

(Rω)2+a2
d(Rω~eθ+a~ez)

dθ
× ω = ω√

(Rω)2+a2
(−Rω~eρ)

d
−→
T
dt

= −Rω2√
(Rω)2+a2

~eρ

||d
−→
T
dt
|| = Rω2√

(Rω)2+a2

donc : −→N = −~eρ⊙ On a : −→B = −→T ∧ −→N =
(−→
T = 1√

(Rω)2+a2
(Rω~eθ + a~ez)

)
∧ (−~eρ)

donc −→B = Rω√
(Rω)2+a2

~ez − a√
(Rω)2+a2

~eθ

⊙
~v =

√
(Rω)2 + a2−→T⊙

~γ = d~v
dt

=
√

(Rω)2 + a2−→T = d
−→
T
dt

or d
−→
T
dt

= d~v
dt
× d~v

dt

~γ = ω
√

(Rω)2 + a2−→N
4)⊙ Rayon de courbure Rc
−→
N
Rc

=
−→
T
ds

=⇒ ||
−→
N ||
Rc

= ||
−→
T
ds
|| ⇐⇒ 1

Rc
= ||d

−→
T
dt
|| × || dt

ds
||

1
Rc

= Rω2√
(Rω)2+a2

× 1√
(Rω)2+a2

=⇒ Rc = (Rω)2+a2

Rω2⊙ Rayon de torsion Tc
d
−→
B
ds

= −
−→
N
Tc

=⇒ ||
−→
N ||
||
−→
T c||

= ||d
−→
B
ds
|| ⇐⇒ 1

Tc
= ||d

−→
B
dt
|| × || dt

ds
||

1
Tc

= aω√
(Rω)2+a2

× 1√
(Rω)2+a2

=⇒ Tc = (Rω)2+a2

aω

Exercice 4 :

1)a-⊙ Vitesse relative de M
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Vr =
d−−→OM

dt


R′

= d(r0(cosωt+ sinωt)~x′)
dt

=⇒ Vr = r0ω(cosωt− sinωt)~x′⊙ Vitesse d’entrainement−→
V e = −→V (O′|R) + ~ω(R′|R) ∧ −−→OM, ~ω(R′|R) = ~ωR′|R = θ̇~k

Ve = ~ωR′|R ∧
−−→
OM =

0
0
ω

 ∧
r0 (cosωt+ sinωt))

0
0

 par rapport à R

Ve = r0ω(cosωt+ sinωt)~y ′

b) Module de −→V a−→
V a = −→V r +−→V e =⇒ ||−→V a|| = Va =

√
(Vr)2 + (Ve)2

Va =
√

(r0ω(cosωt− sinωt))2 + (r0ω(cosωt+ sinωt))2 =⇒ Va = r0ω
√

2
Sa direction
On a : tanϕ = Ve

Vr
= r0ω(cosωt+sinωt)

r0ω(cosωt−sinωt) = cosωt+sinωt
cosωt−sinωt

à t = 0,−−→OM0 = r0~x
′ =⇒ tanϕ = cos 0+sin 0

cos 0−sin 0 = 1 =⇒ ϕ = π
4

2)a-⊙ accelération relative ~γr
~γr =

(
d(−→V r)
dt

)
R′

=⇒ ~γr = −r0ω
2(cosωt+ sinωt)~x ′⊙ accelération d’entraînement ~γe

= ~γ(O′|R) + ~ω(R|R′) ∧
−−→
O′M + ~ω(R|R′) ∧ (~ω(R|R′) ∧

−−→
O′M)

~γ(O′|R) = ~γ(0|R) = ~0, ~ω(R|R′) = ~0 =⇒ ~γe = −r0ω
2(cosωt+ sinωt)~x ′⊙ accelération de coriolis ~γc de M

~γc = 2~ω(R|R′)∧−→V (M |R′) =

0
0
ω

∧
r0ω(cosωt− sinωt)

0
0

 (−→
V (M |R′) = −→V r

)
~γc = 2r0ω

2(cosωt− sinωt)~y ′
b- accelération absolue ~γa de M
On a : ~γa = ~γr +~γe +~γc =⇒ ||~γa||2 =

√
(γr + γe)2 + γ2

c car ~γe et ~γr suivent le
même axe
(γr+γe)2 = (r0ω

2) [2(cosωt+ sinωt)]2 = (r0ω)222(cosωt+sinωt)2 = (2r0ω)2(2 cosωt sinωt+
cos2 ωt+ sin2 ωt) = (2r0ω)2(2 cosωt sinωt+ 1)
γ2
c = (2r0ω)2(−2 cosωt sinωt+ 1)

Alors ~γa = 2
√

2r0ω
2
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UFHB année universtaire 2012-2013

CORRECTION DE L’EXAMEN D’ELEMENTS DE LOGIQUE L1 session 1

Exercice 1

A)-Montrons par disjonction des cas que ∀n ∈ N, n(n+1)(2n+1)
6 ∈ N

pour repondre à cette question nous allons partitionner l’ensemble N en deux.
N = {2p/p ∈ Z+} ∪ {2p + 1/p ∈ Z+}

pour n = 2p, ona : 2p(2p + 1)(2× 2p + 1)
6 = p(2p + 1)(4p + 1)

3

pour n = 2p+1, ona : (2p + 1)(2p + 2)(2× (2p + 1) + 1) = (2p + 1)(p + 1)(4p + 3)
 6 3 

il nous reste à montrer que p(2p + 1)(4p + 1) et (2p + 1)(p + 1)(4p + 3) sont 
divisibles par 3 

⊕ montrons que p(2p + 1)(4p + 1) est divisible par 3. 
Les restes possibles de la division de p par 3 sont 0,1 et 2. 
Alors 3 cas se presentent à nous. 
p ≡ 0[3]
⇒ 2p ≡ 0[3] et 4p ≡ 0[3]
⇒ (2p + 1) ≡ 1[3] et (4p + 1) ≡ 1[3]
⇒ p(2p + 1)(4p + 1) ≡ 0[3]

p ≡ 1[3]
⇒ 2p ≡ 2[3] et 4p ≡ 1[3]
⇒ (2p + 1) ≡ 0[3] et (4p + 1) ≡ 2[3]
⇒ p(2p + 1)(4p + 1) ≡ 0[3]

p ≡ 2[3]
⇒ 2p ≡ 1[3]et 4p ≡ 2[3]
⇒ (2p + 1) ≡ 2[3]et (4p + 1) ≡ 0[3]
⇒ p(2p + 1)(4p + 1) ≡ 0[3]

⊕ montrons que (2p + 1)(p + 1)(4p + 3) est divisible par 3. 
Les restes possibles de la division de p par 3 sont 0,1 et 2. 
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Alors 3 cas se presentent à nous.
p ≡ 0[3]
⇒ 2p ≡ 0[3] et 4p ≡ 0[3]
⇒ (2p + 1) ≡ 1[3] et (4p + 3) ≡ 0[3] et (p + 1) ≡ 1[3]
⇒ p(2p + 1)(p + 1)(4p + 3) ≡ 0[3]

p ≡ 1[3]
⇒ 2p ≡ 2[3] et 4p ≡ 1[3]
⇒ (2p + 1) ≡ 0[3] et (4p + 3) ≡ 1[3] et (p + 1) ≡ 2[3]
⇒ p(2p + 1)(p + 1)(4p + 3) ≡ 0[3]

p ≡ 2[3]
⇒ 2p ≡ 1[3]et 4p ≡ 2[3]
⇒ (2p + 1) ≡ 2[3] et (4p + 3) ≡ 2[3] et (p + 1) ≡ 0[3]
⇒ p(2p + 1)(p + 1)(4p + 3) ≡ 0[3]

On peut donc conclure que p(2p + 1)(4p + 1) et (2p + 1)(p + 1)(4p + 3)
sont divisibles par 3
Par conséquent ∀n ∈ N,

n(n + 1)(2n + 1)
6 ∈ N

B)-soit F = {1, 2, 3, 4} ;l’ensemble cartesien est :
F × F = F 2 = {(a, b)/a, b ∈ F} 6= E = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)}
En effet le couple (2, 3) 6∈ E (contre− exemple)
Donc E n’est pas cartésien.
une condition suffisante pour montrer cela est :cardE = 4 6=cardF 2 = 4×4 =
16
attention card(E)=card(F 2) 6⇒ E est cartesien

Exercice 2

soit E = P(N) l’ensemble de toutes les parties de N.
on considère l’application f : E = P(N)→ N définie comme suite
f(∅) = 0 et f(A) =

∑
x∈A

x

a)-f({0}) = 0 ,f({1}) = 1,f({0, 1, 2}) = 0 + 1 + 2 = 3,
f({4, 11, 21}) = 4 + 11 + 21 = 36,
on a An = {1, 2, 3, ..., n} , f(An) = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n = n(n+1)

2
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b)-montrons que f est surjective.
Rappel :f est surjective si tout élement de N admet au moins un antécédent
dans P(N)
Dans notre cas f est surjective car pour tout entier naturel on peut trouver
un sous ensemble de P(N) comme antécédent .

c)-Rappel :f est injective si tout élément de N admet au plus un antécé-
dent dans P(N)
Dans notre cas f n’est pas injective car l’élément 0 admet deux antécédents
∅ et {0}(contre-exemple).

d)-Rappel :f−1 n’est pas la bijection réciproque de f dans notre exercice
en effet f n’est pas injective donc n’est pas bijective donc pourquoi parler de
bijection réciproque ?
f−1 désigne l’image réciproque.
f−1({4}) = {{0, 4}, {0, 1, 3}, {4}, {1, 3}}
Ne soyez pas supris de la reponse.je vous ramène en seconde C ;lorsque l’on
déterminait les images réciproques,une image avait souvent plusieurs antécé-
dents.
card(f−1({4})) = 4

Exercice 3

Lorsqu’il s’agit de répondre par VRAIX ou FAUX ;donner toujours un contre-
exemple pour la fausse reponse
1. FAUX
contre-exemple

2.VRAIE
3.VRAIE
4.FAUX
contre-exemple

Exercice 4

Sur N∗, on définit une rélation binaire R

LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        254BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



∀(a, b) ∈ (N∗)2, on a : aRb si (a = b ou 2a divise b).

1.Montrons que R est une rélation d’ordre.
on a : a = a× 1 pour a ∈ N∗ =⇒ aRa d’où la reflexivité
Soit (a, b) ∈ (N∗)2, aRb et bRa . à t-on a = b ?aRb signifie que(a = b ou 2a divise b)

bRa signifie que(b = a ou 2b divise a)
Avoir aRb et bRa signifie on a :

Soit (a = b) et (2b divise a)
Soit (a = b) et (b = a)
Soit (b = a) et (2a divise b)
Soit (b = a) et (a = b)
Dans chacun des cas, on voir bien que a = b
Donc R est anti-symétrique

On a : a, b, c ∈ N∗, aRb et bRaaRb

bRa
=⇒

a = b

b = c
=⇒ a = c ou

aRb

bRa
=⇒

2a divise b

2b divise c
=⇒2a× k1 = b

2b× k2 = c
=⇒ c = 2k1k2 × 2a =⇒ 2a divise c

Donc R est transitive

Par conséquent R est rélation d’ordre elle est totale

2. A = {120, 572, 638, 2012} est une partie de N∗
Soit e ;e est un minorant de A si ∀a ∈ A, eRa =⇒ (e = a ou 2e divise a)
A est minorée car chaque élément de A est multiple de 2
1 est un minorant de A

3. Trouvons inf(A) la borne inférieure de A
inf(A) est un minorant de A et c’est le plus grand minorant de A . Ici
inf(A) = 1
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UFHB année universtaire 2012-2013

CORRECTION DE L’EXAMEN DE BUREAUTIQUE L1 session 1

Exercice 1 :

Q1 :
(b) Linux,Unix,Windows,Mac Os
(d) Android,Unix,Windows XP
Q2 :
(c) La taille
Q3 :
(b) Barrer un texte
Q4 :
(b) = Somme(A1 : A2)
Q5 :
(b) Trier par colonne B sur valeurs du plus grand au plus petit
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UFHB année universtaire 2012-2013

CORRECTION DE l’EXAMEN DE CALCUL MATRICIEL SESSION 1 L1

EXERCICE 1

1-

SoitA =

 1 0 1
−1 0 2
0 1 −1



on a : A2 =

 1 1 0
−1 2 −3
−1 −1 3

 , A3 =

 0 0 3
−3 −3 6
0 3 −6

 , −3A =

 −3 0 −3
3 0 −6
0 −3 3


alors A3 − 3A + 3I3 = 0

2-Rappel :une matrice carrée A est inversible ssi il existe une matrice carrée B du même
ordre qu’elle telle que AB = BA = I avec I la matrice identitée du même ordre qu’elles.
on a :

A3 − 3A + 3I3 = 0⇐⇒ A(A2 − 3I3) = −3I3

⇐⇒ A(−A2

3 + I3) = I3 = (−A2

3 + I3)A

alors A est inversible d’inverse −A2

3 + I3 = B

après calcul,B =


2
3 −

1
3 0

1
3

1
3 1

1
3

1
3 0


3-methode de cofacteur
A−1 = com(tA)

det(A) =
tcom(A)
det(A)

on a :tA =

 1 −1 0
0 0 1
1 2 −1

 ; com(A) =

 −2 −1 −1
1 −1 −1
0 −3 0

 ;
tcom(A) = com(tA) =

 −2 1 0
−1 −1 −3
−1 −1 0


et det(A) = |A| = (−1)×

∣∣∣∣∣ 1 1
−1 2

∣∣∣∣∣ = −3 en dévéloppant suivant la deuxième colonne de A

alors B = A−1 = com(tA)
det(A) =

tcom(A)
det(A) =


2
3
−1
3 0

1
3

1
3 1

1
3

1
3 0


EXERCICE 2 :
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Soient a, b, c, m des réels, et (Sm)⇔


mx + my + mz = a

x + my + z = b

x + y + mz = c

1. La matrice du système est : A =

m m m a
1 m 1 b
1 1 m c


2.Déterminons les solutions de (Sm) suivant les valeurs de m, a, b, c

échelonnons A

A =

m m m a
1 m 1 b
1 1 m c

 u

m m m a
0 m−m2 0 a−mb
0 0 m−m2 a−mc

 u

m m m a
0 m(1−m) 0 a−mb
0 0 m(1−m) a−mc

 = A ′

A u A ′

Discusion :⊙ Si m = 0, A ′ =

0 0 0 a
0 0 0 a
0 0 0 a


Si a 6= 0 =⇒ SR3 = ∅ = {}

Si a = 0 On a :(S0)⇔


a = 0
x + z = b

x + y = c

=⇒

x = b− z

y = c− x
=⇒ SR3 = {(b− z, c− b + z, z), b, c, z ∈ R}

⊙ Si m = 1, A ′ =

1 1 1 a
0 0 0 a− b
0 0 0 a− c



On a :(S1)⇔


x + y + z = a

x + y + z = b

x + y + z = c
Si a = b = c⇔ x + y + z = a =⇒ x = a− y − z et y, z quelconque.
Donc SR3 = {(a− y − z, y, z), a, y, z ∈ R}
Si a, b, c ont des valeurs différentes alors SR3 = ∅ = {}

⊙ Si m ∈ R\{1, 0} =⇒ det(A) = m3(1−m)2 6= 0 avec A =

m m m
0 m(1−m) 0
0 0 m(1−m)


On obtient un système de Cramer qui n’est rien d’autre que celui du depart (Sm) ⇔

mx + my + mz = a

x + my + z = b

x + y + mz = c
Pour arriver à la solution, on a deux méthodes
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Première methode :Méthode de résolution d’un système de Cramer par les déterminants

∆x =

∣∣∣∣∣∣∣
a m m

a−mb m(1−m) 0
a−mc 0 m(1−m)

∣∣∣∣∣∣∣ ∆y =

∣∣∣∣∣∣∣
m a m
0 a−mb 0
0 a−mc m(1−m)

∣∣∣∣∣∣∣ ∆z =

∣∣∣∣∣∣∣
m m a
0 m(1−m) a−mb
0 0 a−mc

∣∣∣∣∣∣∣
∆y, ∆z sont faciles à determiner .Ainsi ∆y = m2(1−m)(a−mc), ∆z = m2(a−mb)(1−m)

Ne veut pas dire que ∆x est difficile à calculer
Il suffit donc de développer suivant la trosième colonne. On obtient :

∆x = m

∣∣∣∣∣a−mb m(1−m)
a−mc 0

∣∣∣∣∣+ m(1−m)
∣∣∣∣∣ a m
a−mb m(1−m)

∣∣∣∣∣ = −a + mc + a−ma− a + mb

SR3 = {
(

∆x

∆ , ∆y

∆ , ∆z

∆

)
} avec det(A) = ∆

Deuxième methode :Résolution en cascade

(Sm)⇔


mx + my + mz = a

0x + m(1−m)y + 0z = a−mb

0x + 0y + m(1−m)z = a−mc

=⇒


x = a

m
+ m

(
a−mb

m(1−m)

)
+ m

(
a−mc

m(1−m)

)
y = a−mb

m(1−m)

z = a−mc
m(1−m)

Donc SR3 = {
(

m(−a+b+c)−a
m(1−m) , a−mb

m(1−m) ,
a−mc

m(1−m)

)
, a, b, c ∈ R}
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UFHB année universtaire 2013-2014

CORRECTION DE l’EXAMEN DE STRUCTURE ALGEBRIQUE SESSION 2 L1

EXERCICE 1

1-vraie
2-faux.car (S(A), o) est un groupe non commutative
3-faux.car si (G, ∗) est un groupe il existe au moins un couple (x, y)d’éléments
de G,tel que :x ∗ y = y ∗ x.en effet tout élément x de G commute avec l’élé-
ment neutre e de ∗ (x ∗ e = e ∗ x).
4-vraie
5-vraie
6-vraie

EXERCICE 2

on considère l’anneau quotient A= Z
21Z

1-Les éléments de U(A)sont de la forme ṅ(classe) tels que pgcd(21, n)=1.c’est-
à-dire soit premier entre eux.NB :n < 21

U = {1̇, 2̇, 4̇, 5̇, 8̇, 1̇0, 1̇1, 1̇3, 1̇6, 1̇7, 1̇9, 2̇0}

2-on card(U(A))=12 alors les cardinaux possibles des sous groupes du groupe
U(A) sont les diviseurs de 12 c’est-à-dire 1,2,3,4,6 et 12.

3-les sous groupes {1̇} et U(A) sont triviaux ; 2 autres sont : {1̇, 6̇} et {1̇, 7̇, 4̇}

EXERCICE 3

on considère l’anneau F = Z
7Z

a.) l’anneau F est un corps car 7 est premier.
b.) Z7Z = {0̇, 1̇, 2̇, 3̇, 4̇, 5̇, 6̇}
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+ 0̇ 1̇ 2̇ 3̇ 4̇ 5̇ 6̇ x 0̇ 1̇ 2̇ 3̇ 4̇ 5̇ 6̇
0̇ 0̇ 1̇ 2̇ 3̇ 4̇ 5̇ 6̇ 0̇ 0̇ 0̇ 0̇ 0̇ 0̇ 0̇ 0̇
1̇ 1̇ 2̇ 3̇ 4̇ 5̇ 6̇ 0̇ 1̇ 0̇ 1̇ 2̇ 3̇ 4̇ 5̇ 6̇
2̇ 2̇ 3̇ 4̇ 5̇ 6̇ 0̇ 1̇ 2̇ 0̇ 2̇ 4̇ 6̇ 1̇ 3̇ 5̇
3̇ 3̇ 4̇ 5̇ 6̇ 0̇ 1̇ 2̇ 3̇ 0̇ 3̇ 6̇ 2̇ 5̇ 1̇ 4̇
4̇ 4̇ 5̇ 6̇ 0̇ 1̇ 2̇ 3̇ 4̇ 0̇ 4̇ 1̇ 5̇ 2̇ 6̇ 3̇
5̇ 5̇ 6̇ 0̇ 1̇ 2̇ 3̇ 4̇ 5̇ 0̇ 5̇ 3̇ 1̇ 6̇ 4̇ 2̇
6̇ 6̇ 0̇ 1̇ 2̇ 3̇ 4̇ 5̇ 6̇ 0̇ 6̇ 5̇ 4̇ 3̇ 2̇ 6̇

c.)Les entiers x tels que x2 + 4x− 2 soit multiple de 7

x2 +4x−2 multiple de 7 signifie que x2 +4x−2 = 7p, p ∈ Z⇐⇒ x2 +4x−2 ∈
7Z⇐⇒ ẋ2 + 4̇ẋ− 3̇ = 0̇ dans Z

7Z

On a :ẋ2 + 4̇ẋ− 3̇ = 0̇⇐⇒ ẋ2 + 4̇ẋ + 4̇ = 0̇⇐⇒
(
ẋ2 + 2̇

)2
= 0̇

Comme Z
7Z est un corps ,

(
ẋ2 + 2̇

)2
= 0̇⇐⇒ ẋ2 + 2̇ = 0̇

Dans la table de multiplication de Z
7Z tous les ẋ2 se trouvent sur la diagonale

et sont : 0̇ 1̇ 2̇ 4̇
Dans la table d’addition de ,chacun d’eux associé indépendament à 2̇ ne
donne point 0̇
Donc l’équation n’a pas de solution
d.)déterminons les entiers naturels n tels que 7 divise 4n + 3n

7 divise 4n + 3n signifie (4n + 3n) ≡ 0[7]⇐⇒ 4n ≡ −3n[7]
pour que le signe (-) soit sous l’exposant n il faut que n soit impair
posons que n=2p+1
on aura 4(2p+1) ≡ (−3)(2p+1)[7]
donc il s’agit des entiers naturels impairs c’est-à-dire n = 2p + 1 avec p ∈ Z
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UFHB année universtaire 2013-2014

CORRECTION DE L’EXAMEN D’ELEMENTS DE LOGIQUE L1 session 1

EXERCICE 1

1.Rappel :Saviez vous que R4 = R× R× R× R mais R3 6= R× R2?
(0,0,2,3) et (5,7,6,8) sont deux éléments de R4

((0,0),(2,3)) et ((5,7),(6,8)) sont deux éléments de R2 × R2

(0,(0,2),3)et (5,(7,6),8) sont deux éléments de R× R2 × R
(0,(0,2,3))et (5,(7,6,8)) sont deux éléments de R× R3

2.Rappel :deux ensembles E et F sont équipotents s’il existe une bijec-
tion entre ces ensembles.
trouvons donc une application bijective entre ces deux ensembles .

soit l’application suivante :

ζ :R4 → R2 × R2

(x, y, z, t) 7→ ((x, y), (z, t))

En effet pour deux éléments de
R4 c’est-à-dire pour un élément ((x, y, z, t), (x′, y′, z′, t′)) ∈ (R4)2 6= R8

ζ(x, y, z, t) = ζ(x′, y′, z′, t′)⇒ ((x, y), (z, t)) = ((x′, y′), (z′, t′))
⇒ ((x, y) = (x′, y′)et(z, t) = (z′, t′))
⇒ (x = x′, y = y′, z = z′ et t = t′)

ζ(x, y, z, t) = ζ(x′, y′, z′, t′)⇒ (x, y, z, t) = (x′, y′, z′, t′)

d’ou l’injectivité.

Pour la surjectivité est evidente.En effet ∀((x, y), (z, t)), on peut toujours
avoir un 4− uplets formé de x, y, z, t(l’injectivité).
Mais dans notre application à cause de l’ordre de (x, y, z, t) ,on ne peut trou-
ver q’un et un seul élément.(la bijectivité)

Exercice 2 :
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on a :f : E 7→ E
(1)
1.on a :fof : E 7→ E car E ⊆ E donc fof = f 2 est bien définie.

2.Montrons que si f 2 est injective alors f est injective.

f 2 injective signifie ∀x, y ∈ E, fof(x) = fof(y)⇒ x = y
soient x, y ∈ E vérifiant f(x) = f(y) alors fof(x) = fof(y)
comme fof est injective,f(x) = f(y) entraine x = y
donc f est injective.

3.Montrons que si f 2 est surjective alors f est surjective.

f 2 surjective signifie ∀y ∈ E,∃x ∈ E|fof(x) = y

si l’on considère fof surjective et qu’on pose l = f(x) ∈ E, on a :
fof(x) = f(f(x)) = f(l) = y
donc ∀y ∈ E,∃x ∈ E|fof(x) = y entraine ∀y ∈ E,∃l ∈ E|f(l) = y
d’ou f est surjective.
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UFHB année universtaire 2013-2014

CORRECTION PARTIELLE D’ELEMENTS DE LOGIQUE L1 ESATIC session 1

Exercice 2 :
a)Soient A, E, F des ensembles
1-Si E ∪ A = F ∪ A alors E = F (fausse)
Prenons A = {2, 1, 3} , E = {2} et F = {1, 3}
on a : E ∪ A = F ∪ A = {2, 1, 3} mais E 6= F
2-Si E\A = F\A alors E = F (fausse)
Prenons A = {2}, E = {1} et F = {1, 2},
on a :E\A = F\A = {1} mais E 6= F
3- Si A ⊂ E ∪ F alors A ⊂ E ou A ⊂ F (fausse)
Prenons E = {a, b; c}, F = {d, e} et F = {c, e},
on a bien :A ⊂ E ∪ F mais A 6⊂ E et A 6⊂ F
4-Si A 6⊂ E ∪ F alors A 6⊂ E ou A 6⊂ F (vraie)
b)Les contraposées des implications ci-dessus
1-Si E 6= F alors E ∪ A 6= F ∪ A
2-Si E 6= F alors E\A 6= F\A
3-Si A 6⊂ E et A 6⊂ F alors A 6⊂ E ∪ F
4-Si A ⊂ E et A ⊂ F alors A ⊂ E ∪ F

Exercice 3 :

Soit E = {1, 2, 3}. Sur P(E) l’ensemble de toutes les parties de E.
R est définie par :XRY si E ⊂ X ∪ Y
1.P(E) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}
2.Reflexivité
Soit X ∈ P(E) on a :X ∪X = E =⇒ E ⊂ X ∪X ⇐⇒ XRX. d’où la reflexivité
Transitivité
Soient (X, Y, Z) ∈ P3(E) ,on a :XRY et YRZ
XRY ⇐⇒ E ⊂ X ∪ Y et YRZ ⇐⇒ E ⊂ YRZ
E ⊂ X ∪ Y signifie que tout élément x de E est dans X ∪ Y c’est-à-dire x ∈ X ou x ∈ Y
E ⊂ X ∪ Z signifie que tout élément x de E est dans X ∪ Y c’est-à-dire x ∈ X ou x ∈ Z
on voit bien que x ∈ X ou x ∈ Z̄ c’est-à-dire x ∈ X ∪ Z̄ =⇒ E ∪XRZ̄ alors XRZ. d’où la
transitivité.
3. R est-elle symetrique ?
R n’est pas symetrique car dans P(E) ,{1, 2}R{1} mais {1} 6 R{1, 2}
4.Montrons que R est une relation d’ordre.
R est reflexive et transitive d’après la question 2.verifions si elle est anti-symetrique.
R est anti-symétrique si ∀(X, Y ) ∈ P2(E), XRY et YRX =⇒ X = Y
Les seules éléments de P2(E) qui verifient XRY et YRX sont :
({1}, {1}), ({2}, {2}), ({3}, {3}), ({1, 2}, {1, 2}), ({1, 3}, {1, 3}), ({2, 3}, {2, 3}), ({1, 2, 3}, {1, 2, 3}), (∅,∅)
On voit bien que chaque couple est constitué d’un même élément donc on a finalement XRY
et YRX =⇒ X = Y d’où R est anti-symétrique.
Alors R est une rélation d’ordre
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UFHB année universtaire 2013-2014

CORRECTION DE L’EXAMEN DE BUREAUTIQUE L1 session 2

Exercice 1 :

Q1 :
(c) UCC, UAL, E/S, ROM, RAM, BUS
Q2 :
(a) L’internet
Q3 :
(c) INTEL, AMD, MOTOROLA
Q4 :
(c) CATHODIQUE,LCD, LED
Q5 :
Q6 :
(c) UCC, UAL, E/S, ROM, RAM, BUS
Q7 :
(d) DES LOGICIELS D’APPLICATION
Q8 :
(d) UN PARFEU
Q9 :
(c) CATHODIQUE,LCD, LED
Q10 :
(c) @
Q11 :
(c) ITALIQUE SOULIGNE
Q12 :
(d) LE PAYS D’HEBERGEMENTDU NOM
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EX0 1

EX0 2

Les totaux de ventes se calculent avec la formule = somme(Ci : Ei)
Le chiffre d’affaire trimestriel se calcule avec la formule = somme(F2 : F6)
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Typewriter
kofisp1@ gmail.com

BOBET
Typewriter

BOBET
Typewriter
c:\docs\exafran2013.doc

BOBET
Typewriter

BOBET
Typewriter

BOBET
Typewriter
Bjr M le SP;
vous trouverez ci-joint le sujet d'examen de français.
Le mot de passe du fichier est 'miclc31'
cordialement

BOBET
Typewriter
inserer ici le texte ci-contre...........................>>

BOBET
Typewriter

BOBET
Typewriter
ici on insert l'adresse mail d'une autre personne si l'on veut lui envoyer le message 

BOBET
Typewriter

BOBET
Typewriter
=somme(F2:F6)

BOBET
Typewriter

BOBET
Typewriter

BOBET
Typewriter

BOBET
Typewriter

BOBET
Typewriter



LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        296

BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



Exercice 1

Soit a un nombre réel. On étudie le système linéaire suivant :

Sa :

 2x − 2y = 2
2x − 3y + az = 3

(a + 1)y − 2z = a− 3.

1. Donner la matrice augmentée du système Sa, notée Ma.

2. En réduisant la matrice Ma sous forme échelonnée, déterminer les valeurs du paramètre
a pour lesquelles le système Sa :

i. n’admet aucune solution ;

ii. admet une infinité de solutions ;

iii. admet exactement une solution.

3. Résoudre le système Sa dans les cas (ii) et (iii). On identifiera les variables libres et les
variables directrices.

Solution

1. La matrice augmentée du système est donnée par :

Ma =

2 −2 0 2
2 −3 a 3
0 a + 1 −2 a− 3

 .

2. On réduit d’abord la matrice augmentée Ma du système Sa sous sa forme échelonnée :2 −2 0 2
2 −3 a 3
0 a + 1 −2 a− 3

 L1 → L1/2
−→

1 −1 0 1
2 −3 a 3
0 a + 1 −2 a− 3

 L2 → L2 − 2L1

−→1 −1 0 1
0 −1 a 1
0 a + 1 −2 a− 3

 L3 → L3 + (a + 1)L2

−→

1 −1 0 1
0 −1 a 1
0 0 a2 + a− 2 2(a− 1)

 .

La suite de la réduction dépend de la valeur du paramètre a.

Puisque a2 +a−2 = (a−1)(a+2), la dernière ligne de la matrice échelonnée correspond
à l’équation :

(a− 1)(a + 2)z = 2(a− 1).

– Si a = −2, cette équation devient 0 = −6 : elle n’admet aucune solution et le système
est incompatible.

– Si a = 1, l’équation devient 0 = 0. Alors, le système est réduit à deux équations, qui
sont :

S1 :

{
x − y = 1
− y + z = 1

En effectuant l’opération élémentaire L1 → L1 − L2 sur la matrice augmentée de ce
système, on obtient le système équivalent suivant :

S1 :

{
x − z = 0
− y + z = 1

On voit donc que la variable z est libre, et le système admet une infinité de solutions.

CORRECTION DE l’EXAMEN DE CALCUL MATRICIEL SESSION 2 L1

UFHB                       année universtaire 2013-2014
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– Si a 6= −2 et a 6= 1, on peut poursuivre la réduction de la matrice Ma sous forme
échelonnée réduite, c’est-à-dire diviser la troisième ligne par a2 +a−2 = (a−1)(a+2).
Cela donne :1 −1 0 1

0 −1 a 1
0 0 a2 + a− 2 2(a− 1)

 L3 → 1
(a−1)(a+2)

L3

−→

1 −1 0 1
0 −1 a 1
0 0 1 2

a+2


L2 → −L2

−→

1 −1 0 1
0 1 −a −1
0 0 1 2

a+2

 L2 → L2 + aL3

−→

1 −1 0 1
0 1 0 a−2

a+2

0 0 1 2
a+2


L1 → L1 + L2

−→

1 0 0 2a
a+2

0 1 0 a−2
a+2

0 0 1 2
a+2


On obtient donc une matrice dont chaque ligne contient un “1” directeur, i.e. toutes les
variables du système sont directrices. Le système Sa admet donc une unique solution
dans cette situation.

En résumé, on a les 3 situations suivantes :

i. si a = −2, le système Sa n’admet aucune solution ;

ii. si a = 1, le système Sa admet une infinité de solutions ;

iii. si a 6= −2 et a 6= 1, le système Sa admet exactement une solution.

3. D’après ce qui précède et en utilisant la réduction sous forme échelonnée réduite de la
matrice Ma effectuée dans la question 2 pour les cas ii et iii, les solutions du système Sa

sont les suivantes.

Cas ii. Si a = 1, en posant z = s qui est une variable libre, le système Sa admet une infinité
de solutions données par :

S = {(x = s; y = s− 1; z = s), s ∈ R}.

Cas iii. Si a 6= −2 et a 6= 1, le système Sa admet exactement une solution :

S = {(x =
2a

a + 2
; y =

a− 2

a + 2
; z =

2

a + 2
)}.
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Exercice 2

On considère la matrice D =


C1 C2 C3 C4

L1 1 2 3 4
L2 5 6 7 8
L3 1 3 2 4
L4 3 1 1 2


Calcul du determinant de D
attention on ne peut pas utiliser la methode de SARRUS car valable uni-
quement pour les matrices d’ordre 3
Utilisons donc les opérations élémentaires .

det(D) = |D| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
5 6 7 8
1 3 2 4
3 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det(D) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 −4 −8 −12
0 1 −1 0
0 −5 −8 −10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−4)×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 1 2 3
0 1 −1 0
0 −5 −8 −10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 −3 −3
0 0 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det(D) = (−4)× (−3)×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 1 1
0 0 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−4)× (−3)× 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 1 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 36

Donc det(D) = 36

2.

D1 =


1 2 3 4
−6 −9 −9 −12
1 3 2 4
3 1 1 2

 ; D2 =


1 2 3 4
5 6 7 8
0 0 0 0
3 1 1 2

 ; D3 =


1 2 3 4
5 6 7 8
1 3 2 4
−6 −2 −2 −4



La matrice D1 est obtenue à partir de D en remplacant la deuxième ligne de
celle ci par −L2 − L3.

La matrice D2 est obtenue à partir de D en remplacant la troisième ligne de
celle ci par le vecteur nul.
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La matrice D3 est obtenue à partir de D en remplacant la quatrième ligne
de celle ci par −2L4

Donc on déduit que :
det(D1) = −36
...........................................................................................................................
car : det(D1) = det(L1, L2, L3, L4) = det(L1,−L2−L3, L3, L4) = det(L1,−L2, L3, L4)+
det(L1, L3, L3, L4)
or det(L1, L3, L3, L4) = 0 et det(L1,−L2, L3, L4) = − det(L1, L2, L3, L4)
alors det(D1) = − det(L1, L2, L3, L4) = −36
..............................................................................................................................

det(D2) = 0
............................................................................................................................
car : det(D2) = det(L1, L2, L3, L4) = det(L1, L2, 0, L4) = det(L1, L2, L3 −
L3, L4) = det(L1, L2, L3, L4) + det(L1, L2,−L3, L4)
or det(L1, L2, L3, L4) = 36 et det(L1, L2,−L3, L4) = − det(L1, L2, L3, L4) =
−36
alors det(D1) = 36− 36 = 0
...............................................................................................................................

det(D1) = −72
.............................................................................................................................
car : det(D3) = det(L1, L2, L3, L4) = det(L1, L2, L3,−2L4) = −2 det(L1, L2, L3, L4) =
(−2)× 36
...............................................................................................................................
La justification semble être floue,n’est ce pas ? révoir dans le cours de matrice
et d’espace vectoriel :les propriètés du déterminant.
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UFHB année universtaire 2013-2014

CORRECTION PARTIELLE D’ELECTRICITE L1 session 2

Exercice 2 :

1.le courant I en utilisant les lois des courants fictifs(
+12 −10
−10 +15

)(
f1
f2

)
=
(
−20
70

)

f2 =

∣∣∣∣∣ 12 −20
−10 70

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 12 −10
−10 15

∣∣∣∣∣
= 840− 200

180− 100

f2 = I = 640
80 = 8A

2. Les caractéristique du générateur de Thevenin

⊙ Calcul de Eth

On a :I = Eth

Rth+R
et Eth = E2 −R2I = E2 −R2

(
E1

R1+R2

)
A.N :Eth = 70− 10×

(
20
12

)
=⇒ Eth = 160

3 V

⊙ Calcul de Rth

I = Eth

Rth+R
=⇒ Rth = Eth

I
−R = 160

8×3 − 5 =⇒ Rth = 5
3Ω

3.Expression du courant éléctrique I

I = Eth

Rth+R
A.N : I = 160

3 ×
1

5
3 +5 = 8A

4.Expression de la puissance P en fonction de Eth , Rth et R

P = RI2 = RE2
th

(Rth+R)2
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Université Félix Houphouët-Boigny                                              UFR Mathématique-Informatique(MI)                         
(Abidjan-Cocody)                  

LICENCE 1ERE  ANNEE (L1) DE MATHEMATIQUE-INFORMATIQUE 

PREMIERE SESSION 2013-2014 

UE OPTIQUE       

   Proposée de correction 

Exercice 1 : vecteur de poynting-intensité lumineuse  

1 )-a  vecteur de poyting       en fonction de                              

 

        
   

  
 

   

  
  

   

 
      

 

   
                                                              

d’ où               
 

   
       or               

  

 
    

 

 
       ainsi               

 

   
         

 
 

   
      

On a une onde électromagnétique plane progressive sinusoïdale monochromatique qui se propage 
dans le vide (O.E.P.P.S.M.)  

alors                                       

Dans le vide ,                                   

On peut ajouter     comme le supprimer ; on pose      

 

 

 

b- intérêt du vecteur de poynting dans l’étude des ondes  lumineuses ? 

L’énergie lumineuse est transportée dans la direction du vecteur de poyting.  Donc les 
rayons lumineuses (qui transportent l’énergie lumineuse) sont au vecteur de poyting 

Illustration  

 

 

 

 

 

  

 

 

    
  

   
    

  
 

   
                    

    
Rayons lumineux 
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2) O.E.P.P.S.M assimilée à une onde lumineuse 

a- calcul de l’intensité lumineuse I. 

Lorsqu’une surface est traversée par le vecteur de poyting alors cette surface est traversée par  des 
rayons lumineux. 

Soit     une surface élémentaire reperée par sa normale                  

 

 

 

 

   

 

  

Le flux de      à travers     est                                                                      

                     

Lorsque     est perpendiculaire à    on obtient : 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

La densité de flux    
  

  
          

  
 

   
                   

   est fonction du temps t. La moyenne temporelle de    , appelé intensité lumineuse est : 

  
 

 
      
 

 

 
 

 
    
 

 

 
 

 
 
  

 

   
                    

 

 

 

  
  

 

     
                                                                
 

 

 

    
    

M 

    

    

 

M      
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Calculons d’un coté                                     
 

 
 

On a :                                                       
       

 
 

                 
            

 
  

 

 

        

                                            

 

 

 

                                                                                        
 

 
     

 

  
            

 

 
 

                                                                                         
 

 
     

 

  
            

 

  
                 

  

 
 

                                                                                  
 

 
   

  

 
 

 

  
       

  

 
     

 

  
             

                                         
 

 

 
 

 
     

 

  
         

 

  
           

 

 
  

 

                                                      

 

                                                                                                   Première expression 

 

                  
  

 

       
                   

On a  :      
                 

 

   
 

 On obtient la deuxième expression de                                                                 Deuxième expression 

 

b-Unité de    et noms des deux appareils de mesure 

  est une densité de flux énergétique. Donc I est en             (     ) 

Appareil 1 : le pyranomètre  

Rayonnement solaire incident (Rayonnement global) se mesure avec un pyranomètre. 

Illustration 

 

 

 

 
 

  
  
 

    
 

  
  
 

 
     

Rayonnement global 

Coupelle en verre 

Assiette  blanche 

Masse de grande inertie 

Surface noire 
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Exercice 2 : Téléobjectif  (13 points) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

1) Calcul de                                              On a :  
 

 

F’ étant l’image de      à travers ; la formule de conjugaison de Descartes permet d’écrire :                              
 

           
 

 

             
 

 

       
                                                    

                            

                 
                                  

     
 

   
 

 

     
 

 

   
 

  
       

        
    

 
 

   
 

        
       

    
        

        
       

          

 

  

Soit numériquement :              

On a :                       
       

 
                

       

 
                                                      

                          alors                                                       

Le téléobjectif  étudié est donc équivalent au doublet de symbole :                                                        

 

2/ Positions par rapport à      du foyer objet F  et du foyer image  F’ de ce téléobjectif  

 On a :    
    
     

    
     

(E)           

Plaque  photographique 

D 

e 

      F’ 
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   étant l’image de   à travers         la formule de  Newton permet d’écrire :                            
         

  
               

            
                      

      
      

    
  

              
   

   

             
 

   
   

  
    

   
 

   

      
         

                                
                                                                                    

  

 

2) a) calcul de la distance focale     de ce téléobjectif                                                                                  

              
 

  
 

 

  
  

 

  
   

 

  
   

  
  
    

   

  
   

  

 

A.N :       
       

      
                                          

 
Ce téléobjectif est donc environ deux fois moins encombrant (19 cm au lieu de 40 cm) 
qu’un appareil photographique à objectif simple de même focale            

  b) Positions des points principaux H et H’ de ce doublet, par rapport à F et F’ respectivement 

 

 

4/a) calcul du diamètre apparent   

 

 

 

 

 

La base A et le sommet B de la tour étant situés sur le cercle de centre O et de rayon R=OA=OB, 
on a :  

  
   

 
 

 

 
   car                      

  

    
    

L’image      de la tour AB éloignée fournie par    est dans le plan focal image de    . 

Cette image       est agrandie par     qui en donne une image définitive A’B’. 

 

 

 

 

                

                  

 

   
  
   

 

  
    

   
 

         

                    

 

                    

           

    

  

  

B 
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Le grandissement transversal  de      est :   

   
          

           
 

           

           
 

           

             
 

   

     
      

Donc                         
   

     
     
              

   

  
   

       
          

   

     
       

 

Par conséquent                                                                           
    

    
                                                              

 

b) calcul de la distance focal      de la lentille mince  

                                                            

 

A.N. :             
  

    
                                                                                       

 

 Ce résultat est en accord avec celui obtenu en  3)a) 

 

 

 

 

 

 

(E)           Plaque  photographique 

    

      
   

     
                            

 

         

    
    

 
  

   

     
     

               

  

A’ 

B’ 

                 F’ 
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Exercice 1 : Association de dioptres 

 

1)                                                                                                                           tracé                              /1pt 

a. 

                                                                                                                       Justification                         /0.5pt 

 

 

 

 

      b.                                                                                                                         tracé                                  

                                                                                                                          Justification                       

 

 

 

2)   

  
   

  
   

  
    

                                                                                                        

        
       

  

  
                            

  

           
  

  

           
 

     

           
 

     

 
                                   

              
  

  
    
                 

3)            
  

  
     
           

        
  

  
    
          

     

          
 

    

                       
          

4)                      
                             

 

 
             

5)             
          

                      
 

 
             

6)   
 

 
                                          

Le dioptre sphérique n’existe plus car          lame à faces parallèles. 
 

 

 

 

 

                                                                                         

 

         

 

         

 

/1pt 

      Correction  Sujet d’Optique 

 

Le rayon ressort 
parallèlement et 
semble provenir de A’ 

A 

A’ 
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Exercice 2 : Doublet de Lentille  

  
  
     

  
      

1 a-          converge vers l’infini            

          dans le plan focal objet de                       

1 b- 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 c-     

 
  
   

  
                         

  
   

  
   

 

    
      

 
 

        
 

 

   
 
 

        
               

 

        
 

 

    
                

 
 

  
 

 
 

   
 

 

 
  

 

  
  

                               

             2 a-    

                                                                                

 

            2 b-                                                                 

 

             2 c-        
  

 
 

    

  
 

   

  
    

   

  
               

 

                                 
   

     
  

                

    
  

 
                   

  

 

         

 

            

 

Foyers          

Construction         

Explications         

B 
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UFHB année universtaire 2014-2015

CORRECTION DE L’EXAMEN DE SUITES ET FONCTIONS DERIVABLE L1 session 1

Exercice 1 (6points)

1.
� (un) est bornée s’il existe m, n ∈ R tels que ∀n ∈ N, m ≤ un ≤M (0,5 pts)
� (un) est convergente s’il existe ` ∈ R tel que
∀ε > 0, ∃N ∈ N,∀n ∈ N n ≥ N =⇒ |un − `| < ε (0.5pts)
2.Soit (un)n∈N∗ la suite définie par un = (−1)n + 1

n
. On pose An = {up|p > n}

a)
� La suite est bornée.En effet :
−1 ≤ (−1)n ≤ 1 et 0 ≤ 1

n
≤ 1 de sorte que −1 ≤ un ≤ 2(0,5 pts)

� (un)n∈N∗ ne converge pas car somme de deux suites
(

1
n

)
n∈N∗

et ((−1)n)n∈N∗ (0,5 pts)
dont l’une est convergence

(
1
n

)
n∈N∗

et l’autre divergente ((−1)n)n∈N∗ .
b) La suite (un)n∈N∗ etant bornée, l’ensemble (An) est bornée pour tout n ∈ N(1 pts)
Donc sn = sup An et in = inf An existent
c)Monotonie de des deux suites.
Soit n ∈ N
An = {up|p > n} et An+1 = {up|p > n + 1}
on a :An+1 ⊂ An de sorte que sn+1 = sup An+1 ≤ sn = sup An et in+1 = inf An+1 ≥ in =
inf An(1 pts)
Par conséquent (sn) est décroissante et (in) est croissante
d)Puisque −1 ≤ un ≤ 2 ∀n alors on a : −1 ≤ in ≤ sn ≤ 2 ∀n
d’où (sn) est décroissante et minorée donc converge. (0,5 pts)
(in) est croissante et majorée donc converge. (0,5 pts)
Notons pour p > n ,up = (−1)p + 1

p
or (−1)p = −1 si est p impair et (−1)p = 1 si est p pair

Donc sn = sup{u2p|2p > n} or u2p = 1 + 1
2p est une suite décroissante qui tend vers vers 1

d’où sn = 1 + 1
2[n]

1 + 1
2n ≤ sn ≤ 1 + 1

n
(0,5 pts) Par conséquent lim

n→+∞
sn = 1

in = inf{u2p+1|2p + 1 > n} or u2p+1 = −1 + 1
2p+1 → −1 donc in = −1 (0,5 pts) et

lim
n→+∞

in = −1

Exercice 2 (6points)

1.Théorème de Rolle :Soit f : [a, b] 7→ R une fonction continue sur [a, b] et dérivable
sur ]a, b[ telle que f(a) = f(b). Alors ∃c ∈]a, b[ tel que f

′(c) = 0 (1 pts)

2.f(x) = sin x− 2
π
x dans

[
0, π2

]
a) En quant que cos x − 2

π
= f ′(x) et f est continue sur

[
0, π2

]
, dérivable sur

]
0, π2

[
avec

f(0) = 0 et f(−π
2 ) = 1− 1 = 0

Le Théorème de Rolle permet de conclure qu’il existe c ∈
]
0, π2

[
tel que f ′(c) = 0 i.e cos c = 2

π
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(1,5 pts)

b)f ′(x) = cos x− 2
π

f ′ est continue et dérivable sur R et f ′′(x) = − sin x or sin x > 0∀x ∈
]
0, π2

[
donc f ′′(x) <

0 =⇒ f ′ est décroissante sur
[
0, π2

]
(1,5 pts)

c) f ′ etant strictement croissante,l’équation f ′(x) = 0 admet une unique solution x0 dans]
0, π2

[
(2 pts) pour le tableau de variation (voir figure 1 ci-dessous )
Donc f(x) ≥ 0,∀x ∈

[
0, π2

]

Figure 1 – Tableau de variation

Exercice 3 (4points)

On considère la formation f definie sur R par :f(x) = x4

1+x2+x4

1. La fonction f en une fonction rationnelle qui ne s’annulle pas donc est de classe C∞.
D’après le Théorème de Taylor elle admet un developpement limité d’ordre 10 en 0 (1 pts)
et on a :
Division suivant les puissances croissantes on a :
(2 pts) pour la division

x4|1 + x2 + x4

−x4 + x6 + x8| − − −−−−−−−−−−−−

−−−−−| x4 − x6 + x10

−x6 − x8|
x6 + x8 + x10|
− − −−−|

x10|
−x10 − x12 − x14|

− − −−−|
−x12 − x14|

Donc f(x) = x4 − x6 + x10 + x10(−x2 − x4)
On pose ε(x) = −x2 − x4 et ε(x)→ 0 quand x→ 0
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2.D’après le théorème de Taylor le coefficient de x10 est f (10)(0)
10! Donc f (10)(0) = 10! (1 pts)

Exercice 4 (4points)

1.Calcul de lim
x→0

( 1
sin2 x

− 1
x2

)
DL4(0) de sin x = x− x3

3! + x4ε(x)
De sorte que sin2 x =

(
x− x3

3!

)2
+ x4ε(x) = x2 − 1

3x4 + x4ε(x) (1,5 pts)

D’où 1
sin2 x

∼ 1
x2− 1

3x
4 = 1

x2

(
1

1− 1
3x

2

)
∼0

1
x2

(
1 + 1

3x2
)

Donc lim
x→0

( 1
sin2 x

− 1
x2

)
= lim

x→0

( 1
x2 + 1

3 −
1
x2

)
= lim

x→0

1
3 = 1

3 (1 pts)

2.Calcul de lim
x→+∞

x

x− 1 = lim
x→+∞

x

x
= lim

x→+∞
1 = 1 (0,5 pts)

DL6(+∞) de f(x) = x
x−1

f(x) = 1 + 1
x− 1 = 1 + 1

x(1− 1
x
) = 1 + 1

x

(
1 + 1

x
+ 1

x2 + 1
x3 + 1

x4 + 1
x5 + 1

x6

)
+ o

( 1
x6

)

f(x) = 1 + 1
x

+ 1
x2 + 1

x3 + 1
x4 + 1

x5 + 1
x6 + o

(
1
x6

)
(1 pts)
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UFHB
Année académique 2014− 2015
UFR-MI
Licence 1

Corrigé de l'Examen de Structures Algébriques
(Première session )

Exercice 1 : (12-points) Soient (G, ∗) et (F, •) deux groupes, d'éléments neutres
respectifs e et s, et

f : G −→ F un homomorphisme de groupes.

1. f est un homomorphisme de groupes signi�e que ∀(x, y) ∈ G2, on a f(x ∗ y) =
f(x) • f(y).

2. Dans le groupe F l'équation

z · z = z ⇐⇒ z−1 · (z · z) = z−1 · z ⇐⇒ (z−1·)z · z = s⇐⇒ z = s

ainsi s est l'unique solution de (I).

3. Montrons que f(e) véri�e l'équation (I). On a f(e) · f(e) = f(e ∗ e) = f(e).

f(e) véri�e bien le (I), donc f(e) = s.

4. Dans le groupe G deux éléments x et y sont symétriques l'un de l'autre signi�e
que

x · y = e = y · x

En appliquant à chaque terme de ces égalités l'homomorphisme f , on obtient

f(x) · f(y) = f(e) = f(y) · f(x)

ces nouvelles égalités montrent précisement que

f(x) et f(x) sont symétriques l'un de l'autre, c'est à dire

f(x)−1 = f(y)

5. On rappelle que

Ker(f) = {x ∈ G : f(x) = s} et Im(f) = {f(x), x ∈ G}

Ker(f) est un sous-groupe de G.
� On a f(e) = s , donc e ∈ Ker(f)
� Soient x et y deux l'éléments deKer(f). On a f(x∗y) = f(x)·f(y) = s·s = s,
donc x ∗ y ∈ Ker(f)

� Soit z ∈ Ker(f). On a f(z−1) · f(z) = f(z−1 ∗ z) = f(e) = s. Il suit que

f(z−1) · s = s et f(z−1) = s

donc z−1 ∈ Ker(f).
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Im(f) est un sous-groupe de F .

� On a s = f(e) , donc s ∈ Im(f)
� Soient f(x) et f(y) deux l'éléments de Im(f). On a par l'homomorphisme :
f(x) · f(y) = f(x ∗ y) ∈ Im(f),

� Soit f(z) ∈ Im(f). On a par la question 4) : f(z)−1 = f(z−1). Il suit que
donc f(z)−1 ∈ Im(f).

6. Montrer que l'homomorphisme

f est injectif si et seulement si Ker(f) = {e}.
� Supposons f injectif.
Soit x ∈ Ker(f). On a f(x) = s = f(e), donc f(x) = f(e). Il suit que x = e
car f est injective. On voit donc que Ker(f) = {e}.

� Supposons que Ker(f) = {e}. Soient (x, y) ∈ G2 tel que f(x) = f(y). f(x) =
f(y) =⇒ f(x)−1 · f(x) = f(x)−1 · f(y)⇐⇒ s = f(x−1 ∗ y).
Il apparaît clairement que x−1 ∗ y ∈ Ker(f). Mais Ker(f) = {e}, donc
x−1 ∗ y = e, et x = y.

Exercice 2 : (8-points)

1. les tables de l'addition et de la multiplication de l'anneau
Z
7Z

sont :

(I)-

+ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄ 5̄ 6̄
0̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄ 5̄ 6̄
1̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄ 5̄ 6̄ 0̄
2̄ 2̄ 3̄ 4̄ 5̄ 6̄ 0̄ 1̄
3̄ 3̄ 4̄ 5̄ 6̄ 0̄ 1̄ 2̄
4̄ 4̄ 5̄ 6̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄
5̄ 5̄ 6̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄
6̄ 6̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄ 5̄

(II)-

• 0̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄ 5̄ 6̄
0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄
1̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄ 5̄ 6̄
2̄ 0̄ 2̄ 4̄ 6̄ 1̄ 3̄ 5̄
3̄ 0̄ 3̄ 6̄ 2̄ 5̄ 1̄ 4̄
4̄ 0̄ 4̄ 1̄ 5̄ 2̄ 6̄ 3̄
5̄ 0̄ 5̄ 3̄ 1̄ 6̄ 4̄ 2̄
6̄ 0̄ 6̄ 5̄ 4̄ 3̄ 2̄ 1̄

2. Soit K = U(
Z
7Z

) le groupe multiplicatif de l'anneau
Z
7Z

.

� On a K = {1̇, 2̇, 3̇, 4̇, 5̇, 6̇}
� Le cardinal de K est 6.

� Les sous-groupes de K
� {1̇} est le sous-groupe à 1 élément.
� {1̇, 6̇} est l'unique sous-groupe à 2 éléments.
� {1̇, 2̇, 4̇} est l'unique sous-grope à 3 éléments.
� et K lui-même.

3. Dans Z l'équation x4 + 4x2 − 3 ∈ 7Z est équivalente à

ẋ4 + 4̇ẋ2 − 3̇ = 0̇ dans
Z
7Z

.

On a ẋ4 + 4̇ẋ2 − 3̇ = 0̇⇐⇒ ẋ4 + 4̇ẋ2 + 4̇ = 0̇⇐⇒ (ẋ2 + 2̇)2 = 0̇.

Comme
Z
7Z

est un corps, (ẋ2 + 2̇)2 = 0̇⇐⇒ ẋ2 + 2̇ = 0̇

D'après la table de multiplication de
Z
7Z

, la dernière équation n'a pas de solu-

tion.
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UFHB année universtaire 2014-2015

CORRECTION DE L’EXAMEN D’ELEMENTS DE LOGIQUE L1 session 1

Exercice 1 :

1.Faux car tout élément de A est élément de E revient à dire qu’il peut exister un élé-
ment de E qui n’est pas dans A autrement dit un élément de E n’admet pas nécessairement
la propriété P
2.l’assertion est Vraie
En effet si x ∈ E,alors l’élément du singleton {x} a la propriété Q car {x} sous ensemble fini
de E signifie que x possède la propriété Q
3.l’assertion est Vraie En particulier {R,Z} n’est pas un ensemble car 0 ∈ R, 0 ∈ Z

Exercice 2 :

on pose ∀n ∈ N, Jn =]n, +∞[

⊕on a :
+∞⋃
n=0

Jn =]0, +∞[∪]1, +∞[∪ · · · ∪]n, +∞[ or
+∞⋃
n=1

Jn ⊂]0, +∞[

alors
+∞⋃
n=0

Jn =]0, +∞[

⊕ on a :
+∞⋂
n=0

Jn =]0, +∞[∩]1, +∞[∩ · · · ∩]n, +∞[ or ]n + 1, +∞[⊂]n, +∞[

alors
+∞⋂
n=0

Jn = ∅ car il n’y pas il n’y pas de nombre réel supérieur à tous les entiers naturels.

Exercice 3 :

D = {♣,©,�,4, 11}
2.Etude de R
∗Réflexivité
Tous les éléments de D sont en rélation avec eux même ;donc R est réflexive
∗symétrie
on a :4R11 mais 11 6 R4 donc R n’est pas symétrique
∗antisymétrie
R est antisymétrique si et seulement si (∀x, y ∈ D, si xRy ⇒ yRx) est vérifiée
La première condition n’étant pas vérifié pour x 6= y alors on conclut que R est antisymé-
trique.
∗transitivité
R est transitive si et seulement si (∀x, y, z ∈ D, si xRy et yRz ⇒ xRz) est vérifiée
La première condition n’étant pas vérifié pour x, y, z éléments distincts de D alors on conclut
que R est transitive.
En conclusion R est une rélation d’ordre
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3.
Un élément maximal u de D est tel qu’aucun élément de D ne soit au dessus de lui.
(∀x ∈ D, uRx =⇒ x 6∈ D)
Un élément maximal de D est :11
Un élément minimal v de D est tel qu’aucun élément de D ne soit en dessous de lui.
(∀y ∈ D, yRv =⇒ y 6∈ D)
Un élément minimal de D est :4

Exercice 4 :

On considère A = {a, b, c, d} et B = {0, 1}
le nombre d’application est card(B)card(A) = 24 = 16
Déterminons le nombre de toutes les applications surjectives de A dans B
Notons S(n, p) le nombre d’applications surjectives d’un ensemble à n éléments dans un en-
semble à p éléments
S(n, 0) = 0, S(n, 1) = 1, S(p, p) = p! et S(n, p) = 0 si n < p

Calculons S(n, 2) pour n > 2
Pour une application surjective f : A→ B, posons :

A0 = f−1({0}) et A1 = f−1({1}).

A0 et A1 forment une partition de A en deux sous-ensemble non vides
Nous notons qu’inversement à une telle partition correspond une application surjective et
une seule de A dans B.
On a donc :

S(n, 2) =
n−1∑
k=1

Ck
n =

n−1∑
k=1

(
k

n

)
et

S(4, 2) = C1
4 + C2

4 + C3
4 = 4 + 6 + 4 = 14

Exercice à faire pour votre entraînement :
Justifier la formule de récurrence S(n, p) = p(S(n− 1, p) + S(n− 1, p− 1))
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UFHB année universtaire 2014-2015

CORRECTION DE l’EXAMEN DE CALCUL MATRICIEL SESSION 1 L1

EXERCICE 1 (10 points)

1)Soient M1 =
(

1 2
3 4

)
et M2 =

2 5 7
6 3 4
5 −2 −3


⊙ Pour M1 utilisons les opérations sur les lignes sur la matrice augmentée (M1|I2)

(M1|I2) =
1 2 ... 1 0

3 4 ... 0 1

 L1
L2

u

1 2 ... 1 0
0 −2 ... −3 1

 L1
L2 ← L2 − 3L1

u

1 2 ... 1 0
0 1 ... 3

2 −
1
2

 L1
L2 ← 1

−2L2
u

1 0 ... −2 1
0 1 ... 3

2 −1
2

 = (I2|M−1
1 )

Donc l’inverse de M1 est M−1
1 =

(
−2 1

3
2 −1

2

)
⊙ Pour M1 utilisons la méthodes des cofacteurs
M−1

1 = 1
det(M1)

t
com(M1) = 1

det(M1)com(tM1)

com(M) =
(

4 −3
−2 1

)
tcom(M) =

(
4 −2
−3 1

)
⇒ M−1

1 =
(
−2 1

3
2 −1

2

)
⊙ Pour M2 utilisons la méthodes des cofacteurs

On a : det(M2) =

∣∣∣∣∣∣∣
2 5 7
6 3 4
5 −2 −3

∣∣∣∣∣∣∣
2 5
6 3
5 −2

det(M2) = (2× 3× (−3) + 5× 4× 5 + 7× 6× (−2))− (5× 3× 7 + (−2)× 4× 2 + (−3)× 6× 5)
= −1

M−1
2 = 1

det(M2)
t

com(M2) = 1
det(M2)

com(tM2)

com(M2) =

−1 38 −27
1 −41 29
−1 34 −24

 tcom(M) =

 −1 1 −1
38 −41 34
−27 29 −24



⇒ M−1
2 =

 1 −1 1
−38 41 −34
27 −29 24


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2)Demontrons que (I −M) est inversible d’inverse (I −M)−1 = I + M + M2 + · · ·+ M r−1

On a : (I −M)(I −M)−1 = (I −M)(I + M + M2 + · · ·+ M r−1)
= I + M + M2 + · · ·+ M r−1 − (M + M2 + · · ·+ M r−1 + M r) = I

et (I −M)−1(I −M) = (I + M + M2 + · · ·+ M r−1)(I −M)
= I + M + M2 + · · ·+ M r−1 − (I + M + M2 + · · ·+ M r−1)M = I

Alors (I −M)(I −M)−1 = (I −M)−1(I −M) d’où la demonstration

3)Soit A =

3 1 4
0 3 5
0 0 3

 calcul de An

A = 3I + M avec M =

0 1 4
0 0 5
0 0 0


On a :M3 = 0

Am =
m∑

k=0

(
k

m

)
(3I)m−kMk formule du binôme de Newton

Am = C0
m(3I)m−0M0+C1

m(3I)m−1M1+C1
m(3I)m−2M2+C3

m(3I)m−3M3 + C4
m(3I)m−4M4 + · · ·+ Cm

m(3I)m−mMm︸ ︷︷ ︸
0

Alors Am = 27I + 27M + 9M2

EXERCICE 2 (10 points)

Soient a, b, c, m des réels, et (Sm)⇔


mx + my + mz = a

x + my + z = b

x + y + mz = c

1. La matrice du système est : A =

m m m a
1 m 1 b
1 1 m c


2.Déterminons les solutions de (Sm) suivant les valeurs de m, a, b, c

échelonnons A

A =

m m m a
1 m 1 b
1 1 m c

 u

m m m a
0 m−m2 0 a−mb
0 0 m−m2 a−mc

 u

m m m a
0 m(1−m) 0 a−mb
0 0 m(1−m) a−mc

 = A ′

A u A ′

Discusion :⊙ Si m = 0, A ′ =

0 0 0 a
0 0 0 a
0 0 0 a


Si a 6= 0 =⇒ SR3 = ∅ = {}
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Si a = 0 On a :(S0)⇔


a = 0
x + z = b

x + y = c

=⇒

x = b− z

y = c− x
=⇒ SR3 = {(b− z, c− b + z, z), b, c, z ∈ R}

⊙ Si m = 1, A ′ =

1 1 1 a
0 0 0 a− b
0 0 0 a− c



On a :(S1)⇔


x + y + z = a

x + y + z = b

x + y + z = c
Si a = b = c⇔ x + y + z = a =⇒ x = a− y − z et y, z quelconque.
Donc SR3 = {(a− y − z, y, z), a, y, z ∈ R}
Si a, b, c ont des valeurs différentes alors SR3 = ∅ = {}

⊙ Si m ∈ R\{1, 0} =⇒ det(A) = m3(1−m)2 6= 0 avec A =

m m m
0 m(1−m) 0
0 0 m(1−m)


On obtient un système de Cramer qui n’est rien d’autre que celui du depart (Sm) ⇔

mx + my + mz = a

x + my + z = b

x + y + mz = c

Donc SR3 = {
(

m(−a+b+c)−a
m(1−m) , a−mb

m(1−m) ,
a−mc

m(1−m)

)
, a, b, c ∈ R}
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Solution des exercices

1 Les basiques

Exercice 24.1 On a

un =
n∑

k=1

n

n2 + k2
=

n∑

k=1

1

n

1

1 +
k2

n2

=
1

n

n∑

k=1

1

1 +
k2

n2

on a donc une somme de Riemann pour la fonction continue sur [0, 1] définine par f (x) =
1

1 + x2
, on sait que un

converge alors vers ∫ 1

0

f (x) dx =

∫ 1

0

1

1 + x2
dx = [arctanx]10 =

π

4

Exercice 24.2 Un changement d’indice donne

2n−1∑

k=n

1

n+ k
=

j=k−n

n−1∑

j=0

1

j + 2n
=
1

n

n−1∑

j=0

1

2 +
j

n

qui est une somme de Riemann pour la fonction continue f (x) =
1

2 + x
sur [0, 1], ainsi

2n−1∑

k=n

1

n+ k
−−−−−→
n→+∞

∫ 1

0

dx

2 + x
= ln

3

2

Remarque :
1

n

n−1∑

j=0

1

2 +
j

n

est aussi une somme de Riemann de la fonction g (x) =
1

x
sur l’intervalle [2, 3] car de la

forme
3− 2
n

j−1∑

j=0

1

2 +
k (3− 2)

n

. On a bien

∫ 3

2

dt

t
= ln

3

2

Exercice 24.3 On a un > 0 et

lnun = −2 lnn+ 1

n

n∑

k=1

ln
(
n2 + k2

)
= −2 lnn+ 1

n

n∑

k=1

ln

(
n2
(
1 +

k2

n2

))

= −2 lnn+ 1

n

n∑

k=1

(
2 lnn+ ln

(
1 +

k2

n2

))
= −2 lnn+ 2 lnn+ 1

n

n∑

k=1

ln

(
1 +

k2

n2

)
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est une somme de Riemann à pour la fonction continue f (x) = ln
(
1 + x2

)
entre 0 et 1. Ainsi

lnun −−−−−→
n→+∞

∫ 1

0

ln
(
1 + x2

)
dx

On intègre par parties (on dérive ln
(
1 + x2

)
) pour obtenir,

∫ 1

0

ln
(
1 + x2

)
dx = ln 2−

∫ 1

0

2x2

x2 + 1
dx = ln2−

∫ 1

0

2
(
x2 + 1− 1

)

x2 + 1
dx

=
1

2
π + ln 2− 2

d’où
un −−−−−→

n→+∞
2e

π

2
−2

Exercice 24.4 On a un =

(
(2n)!

n!nn

) 1
n

=⇒ lnun =
1

n
(ln (2n)!− lnn!− n lnn). Or

ln (2n!) =
2n∑

k=1

ln k et lnn! =
n∑

k=1

ln k

n lnn =
2n∑

k=n+1

lnn

d’où

lnun =
1

n

2n∑

k=n+1

ln
k

n
=

j=k−n

1

n

n∑

j=1

ln

(
n+ j

n

)
=
1

n

n∑

j=1

ln

(
1 +

j

n

)
−−−−−→
n→+∞

∫ 1

0

ln (1 + x) dx = 2 ln 2− 1

d’où

un −−−−−→
n→+∞

4

e

Exercice 24.5 On a un =
1

n

n−1∑

k=0

k

n√

4−
(
k

n

)2 −−−−−→n→+∞

∫ 1

0

xdx√
4− x2

=
[
−
√
4− x2

]1
0
= 2−

√
3

2 Les techniques

Exercice 24.6 On a un =
1

n

2n∑

k=1

k

n

1 +

(
k

n

)2 , il ne s’agit pas d’une somme de Riemann ! En revanche, si on considère

la somme

vp =
2

p

p∑

k=1

2k

p

1 +

(
2k

p

)2 =
b− a
p

p∑

k=0

f

(
k (b− a)

p

)
où

b = 2, a = 0, f (t) =
x

1 + x2

Alors

vp −−−−−→
p→+∞

∫ 2

0

x

1 + x2
dx =

1

2
ln 5
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Donc

un = v2n −−−−−→
n→+∞

1

2
ln 5

Exercice 24.7 1. On a x2−2x cos t+1 = (x− cos t)2+1−cos2 t = (x− cos t)2+sin2 t ≥ 0. De plus x2−2x cos t+1 =
0⇐⇒

{
x = cos t
sin2 t = 0

⇐⇒
{

x = ±1
t = 0 (π)

ce qui est exclus par hypothèse.

On en déduit que la fonction ln
(
x2 − 2x cos t+ 1

)
est définie et continue sur [0, 2π] . Ainsi Df = R� {−1, 1}.

2. On a Xn − 1 =
n−1∏

k=0

(
X − e

2ikπ
n

)

3. Calculer f (x) à l’aide de ses sommes de Riemann.
La somme de Riemann à gauche de f est

Sn =
2π

n

n−1∑

k=0

ln

(
x2 − 2x cos

(
2kπ

n

)
+ 1

)

=
2π

n
ln

(
n−1∏

k=0

(
x2 − 2x cos

(
2kπ

n

)
+ 1

))

Or

(
x2 − 2x cos

(
2kπ

n

)
+ 1

)
=

(
x− e

2ikπ
n

)(
x− e−

2ikπ
n

)
d’où

Sn =
2π

n
ln

(
n−1∏

k=0

(
x− e

2ikπ
n

)(
x− e−

2ikπ
n

))

=
2π

n
ln

(
n−1∏

k=0

(
x− e

2ikπ
n

) n−1∏

k=0

(
x− e−

2ikπ
n

))

Mais
∏n−1

k=0

(
x− e

2ikπ
n

)
= xn − 1 et

∏n−1

k=0

(
x− e−

2ikπ
n

)
=
∏n−1

k=0

(
x− e

2ikπ
n

)
= xn − 1 = xn − 1 d’où

Sn =
2π

n
ln (xn − 1)2 = 4π

n
ln |xn − 1|

Si |x| > 1, on a

Sn ∼
n→+∞

4π

n
ln |xn| = 4π ln |x|

Si |x| < 1 alors xn −−−−−→
n→+∞

0 et Sn −−−−−→
n→+∞

0.

D’où

∫ 2π

0

ln
(
x2 − 2x cos t+ 1

)
dt = 4π ln |x| pour |x| > 1

∫ 2π

0

ln
(
x2 − 2x cos t+ 1

)
dt = 0 pour |x| < 1

Exercice 24.8 On s’inspire de l’indication et on considère vn =
n∑

k=1

1
√
(k + n) (k + n)

=
n∑

k=1

1

(n+ k)
=
1

n

n∑

k=1

1(
1 +

k

n

)

qui est une somme de Riemann à droite pour la fonction f (x) =
1

1 + x
, continue sur [0, 1] . On en déduit que
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un −−−−−→
n→+∞

∫ 1

0

dx

1 + x
= ln 2.

Reste à montrer que (vn)n∈N et (un)n∈N ont même limite. Pour cela, on considère

wn = vn − un =
n∑

k=1

(
1

√
(k + n) (k + n)

− 1
√
(k + n) (k + 1 + n)

)

On a

0 ≤ 1
√
(k + n) (k + n)

− 1
√
(k + n) (k + 1 + n)

=

√
(k + 1 + n)−

√
(k + n)

√
(k + n)

√
(k + n)

√
(k + 1 + n)

=

(√
(k + 1 + n)

)2
−
(√

(k + n)
)2

(n+ k)
√
(k + 1+ n)

(√
(k + 1 + n) +

√
(k + n)

)

=
1

(k + n)
√
k + 1 + n

(√
k + 1 + n+

√
k + n

)

≤ 1

(n+ 1)
√
1 + n

(√
1 + n+

√
1 + n

) =
1

2 (n+ 1)2
car k ≥ 1

d’où

0 ≤ wn ≤
n∑

k=1

1

2 (n+ 1)2
=
1

2

n

(n+ 1)2
−−−−−→
n→+∞

0

Pour conclure
un = vn −wn −−−−−→

n→+∞
ln 2

Exercice 24.9

1. On a Sn =
1

n

n∑

k=1

1

1 +
k

n

est une somme de Riemann pour la fonction continue f (x) =
1

1 + x
sur [0, 1] . Ainsi

Sn −−−−−→
n→+∞

∫ 1

0

dx

1 + x
= ln 2.

2. On a U2n =
2n∑

k=1

(−1)k−1
k

= 1− 1
2
+
1

3
− 1
4
+ · · · − 1

2n
et Sn =

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · · 1

2n
. Puisque l’on indique qu’il

faut comparer les deux termes, on peut regarder S1 et U2, S2 et U4 par exemple. On a donc

S1 =
1

2
, U2 = 1−

1

2
=
1

2

S2 =
1

3
+
1

4
=
7

12
, U4 = 1−

1

2
+
1

3
− 1
4
=
7

12

Il semble donc que Sn = U2n, il reste à le prouver ! ! ! !
On peut procéder par récurrence, en effet

Sn+1 = +
1

n+ 2
+ · · · 1

2n
+

1

2n+ 1
+

1

2n+ 2
= Sn +

1

2n+ 1
+

1

2n+ 2
− 1

n+ 1

= Sn +
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2

et

U2n+2 = U2n +
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2

´
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ce qui prouve bien l’hérédité.
Autre preuve :

U2n =
2n∑

k=1

(−1)k−1
k

= 1− 1
2
+
1

3
− 1
4
+ · · · − 1

2n
= 1 +

1

3
+ · · ·+ 1

2n+ 1
−
(
1

2
+
1

4
+ · · ·+ 1

2n

)

= 1 +
1

2
+
1

3
+
1

4
+ · · ·+ 1

2n+ 1
+
1

2n
− 2×

(
1

2
+
1

4
+ · · ·+ 1

2n

)

= 1 +
1

2
+
1

3
+
1

4
+ · · ·+ 1

2n+ 1
+
1

2n
−
(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)

=
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · · 1

2n

On a donc

Sn = U2n −−−−−→
n→+∞

ln 2

U2n+1 = Sn +
1

2n+ 1
−−−−−→
n→+∞

ln 2

les suites de rang pair et impair convergent vers la même limite, donc (Un)n∈N converge aussi vers ln 2.
On peut aussi écrire que

S
E(n2 )

≤ Un ≤ SE(n2 ) +
1

n

et appliquer le théorème des gendarmes.

Exercice 24.10 Posons F (x) =

∫ x

0

f (t) dt qui est définie sur [0, 1], alors

un =
1

n

n∑

k=0

(n− k)
∫ k+1

n

k
n

f (x) dx =
1

n

n−1∑

k=0

(n− k)
∫ k+1

n

k
n

f (x) dx =
1

n

n−1∑

k=0

(n− k)
[
F

(
k + 1

n

)
− F

(
k

n

)]

=
1

n

n−1∑

k=0

(n− k)F
(
k + 1

n

)
− 1

n

n−1∑

k=0

(n− k)F
(
k

n

)

=
1

n

n∑

j=1

(n+ 1− j)F
(
j

n

)
− 1

n

n−1∑

k=0

(n− k)F
(
k

n

)

=
1

n

n∑

j=1

F

(
j

n

)

est une somme de Riemann associée à F.(qui est continue). Ainsi un −−−−−→
n→+∞

∫ 1

0

F (t) dt. Puisque F est C1, on peut

intégrer par parties (en dérivant F ) pour obtenir (car F (0) = 0)
∫ 1

0

F (t) dt = [(t− 1)F (t)]10 −
∫ 1

0

(t− 1) f (t) dt =
∫ 1

0

(1− t) f (t) dt

u (t) = F (t) u′ (t) = F ′ (t) = f (t)
v′ (t) = 1 v (t) = t− 1

Remarque : Le résultat n’est pas surprenant. En effet, si f est de classe C1, alors la formule de Taylor donne

F

(
k + 1

n

)
= F

(
k

n

)
+
1

n
F ′
(
k

n

)
+

∫ k+1
n

k
n

(
k+1
n
− t
)
F ′′ (t) dt

soit

∫ k+1
n

k
n

f (x) dx =
1

n
f

(
k

n

)
+

∫ k+1
n

k
n

(
k+1
n
− t
)
f ′ (t) dt

´
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ainsi

un =
1

n

n−1∑

k=0

(
1− k

n

)
f

(
k

n

)
+
1

n

n∑

k=0

(n− k)
∫ k+1

n

k
n

(
k+1
n
− t
)
f ′ (t) d

Or
1

n

n−1∑

k=0

(
1− k

n

)
f

(
k

n

)
−−−−−→
n→+∞

∫ 1

0

(1− t) f (t) dt car c’est une somme de Riemann de la fonction continue x �→

(1− x) f (x). Et
∣∣∣∣∣∣

1

n

n∑

k=0

(n− k)
∫ k+1

n

k
n

(
k+1
n
− t
)
f ′ (t) dt

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

n

n∑

k=0

(n− k)
∫ k+1

n

k
n

(
k+1
n
− t
)
sup |f ′| dt

=
1

n

n∑

k=0

(n− k) sup |f
′|

2n2
dt =

1

2n
× 1

n

n∑

k=0

(
1− k

n

)

mais
1

n

n∑

k=0

(
1− k

n

)
−−−−−→
n→+∞

∫ 1

0

(1− t) dt donc
1

2n
× 1

n

n∑

k=0

(
1− k

n

)
−−−−−→
n→+∞

0.

Exercice 24.11

1. On peut faire une étude de fonction, mais la formule de taylor à l’ordre 3, avec reste intégral pour la fonction
sin entre 0 et x s’écrit

sinx = x− x
3

6
+

∫ x

0

(x− t)3
3!

sin tdt

Si x ∈
[
0, π2

]
, alors ∀t ∈ [0, x] , on a sin t ≥ 0 donc

(x− t)3
3!

sin t ≥ 0, ainsi
∫ x
0

(x− t)3
3!

sin tdt ≥ 0 et sinx ≥

x− x
3

6
. L’autre inégalité provient de la convexité.

2. On a alors, puisque sin
k

n
≥ 0 lorsque k ∈ {1, · · · , n}

n∑

k=1

(
k

n2
− k3

n6

)
sin

(
k

n

)
≤ un ≤

n∑

k=1

k

n2
sin

(
k

n

)
=
1

n

n∑

k=1

k

n
sin

(
k

n

)

La somme de droite

Sn =
1

n

n∑

k=1

k

n
sin

(
k

n

)

est une somme de Riemann pour la fonction continue f (x) = x sinx sur l’intervalle [0, 1] , on a donc

Sn −−−−−→
n→+∞

∫ 1

0

x sinxdx

On cherche une primitive de xeix sous la forme (ax+ b) eix, on dérive pour avoir

aeix + i (ax+ b) eix = xeix =⇒ ai = 1 et a+ ib = 0 =⇒ a = −i et b = 1
∫
xeixdx = (−ix+ 1) eix +K =⇒

∫
x sinxdx = sinx− x cosx+C

d’où

Sn −−−−−→
n→+∞

∫ 1

0

x sinxdx = sin 1− cos 1

Pour la somme de gauche, on a

n∑

k=1

(
k

n2
− k3

n6

)
sin

(
k

n

)
= Sn− 1

n6

n∑

k=1

k3 sin

(
k

n

)
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Or ∣∣∣∣∣

n∑

k=1

k3 sin

(
k

n

)∣∣∣∣∣
≤

n∑

k=1

k3 ≤
n∑

k=1

n3 = n4

d’où

0 ≤
∣∣∣∣∣
1

n6

n∑

k=1

k3 sin

(
k

n

)∣∣∣∣∣
≤ 1

n2
−−−−−→
n→+∞

0

et
n∑

k=1

(
k

n2
− k3

n6

)
sin

(
k

n

)
−−−−−→
n→+∞

sin 1− cos 1

conclusion
un −−−−−→

n→+∞
sin 1− cos 1

Exercice 24.12 On a
1

n

n∑

k=1

sin
πk

2n
−−−−−→
n→+∞

∫ 1

0

sin
πx

2
dx =

[
− 2
π
cos

πx

2

]1

0

=
2

π

Car on reconnaît une somme de Riemann pour la fonction continue, f (x) = sin πx2 . Ainsi an ∼
2n

π
. Reste à déterminer

un équivalent de

∫ 1

0

x2n sin
(πx
2

)
dx. Une intégration par parties donne (on intègre x2n)

∫ 1

0

x2n sin
(πx
2

)
dx =

1

2n+ 1
− π

2 (2n+ 1)

∫ 1

0

x2n+1 cos
(πx
2

)
dx

Or ∣∣∣∣

∫ 1

0

x2n+1 cos
(πx
2

)
dx

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

x2n+1dx =
1

2n+ 2
−−−−−→
n→+∞

0

Ainsi

2n

∫ 1

0

x2n sin
(πx
2

)
dx −−−−−→

n→+∞
1⇐⇒

∫ 1

0

x2n sin
(πx
2

)
dx ∼ 1

2n

et

lim
n→∞

an

∫ 1

0

x2n sin
(πx
2

)
dx =

1

π

Exercice 24.13

1. Simple vérification, attention à bien préciser que f (P ) ∈ R2 [X] et que ϕ (P ) ∈ R.

2. On procède par récurrence sur n. Pour n = 1, on a
1

2

2−1∑

k=0

P

(
X + k

2

)
=
1

2

[
P

(
X

2

)
+ P

(
X + 1

2

)]
= f (P ).

Supposons alors que fn (P ) =
1

2n

2n−1∑

k=0

P

(
X + k

2n

)
à n ≥ 1 fixé. On a ainsi

fn+1 (P ) = f (fn (P )) =
1

2

[
1

2n

2n−1∑

k=0

P

(
X
2 + k

2n

)

+
1

2n

2n−1∑

k=0

P

(
X+1
2 + k

2n

)]

=
1

2n+1

2n−1∑

k=0

P

(
X + 2k

2n+1

)
+

1

2n+1

2n−1∑

k=0

P

(
X + 2k + 1

2n+1

)

Si on considère la somme
2n+1−1∑

j=0

P

(
X + j

2n+1

)
, on peut la couper en deux sommes. Celle où l’indice j est pair, et

celle où j est impair. Si l’on pose j = 2k, on a alors j = 2k ≤ 2n+1− 1 =⇒ 2k ≤ 2n+1− 2 =⇒ k ≤ 2n+1− 1. La
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somme des indices pairs est donc
2n−1∑

k=0

P

(
X + 2k

2n+1

)
.

Si l’on pose j = 2k + 1, on a alors 2k + 1 ≤ 2n+1 − 1 =⇒ k ≤ 2n+1 − 1, la somme des indices impairs est donc
2n−1∑

k=0

P

(
X + 2k + 1

2n+1

)
.

Conclusion
1

2n+1

2n−1∑

k=0

P

(
X + 2k

2n+1

)
+

1

2n+1

2n−1∑

k=0

P

(
X + 2k + 1

2n+1

)
=

1

2n+1

2n+1−1∑

j=0

P

(
X + j

2n+1

)
et ceci prouve l’hé-

rédité.

3. On a donc

ϕ (fn (P )) =
1

2n

2n−1∑

k=0

P

(
1 + k

2n

)
=

j=k+1

1

2n

2n∑

j=1

P

(
j

2n

)

Qui est la somme de Riemann de P sur [0, 1] pour une subdivision à 2n éléments. On a donc

ϕ (fn (P )) −−−−−→
n→+∞

∫ 1

0

P (t) dt.

3 Les exotiques

Exercice 24.14 On a

lnun = −1
2

(
1 +

1

n

)
lnn+

1

n2
ln

(
n∏

k=1

kk

)

= −1
2

(
1 +

1

n

)
lnn+

1

n2

n∑

k=1

k ln k

On va commencer par évaluer le comportement de la somme, elle évoque une somme de Riemann pour f (x) = x lnx
prolongée en 0 par f (0) = 0 (car x lnx −−−→

x→0
0 ainsi f est continue sur [0, 1]). On a

1

n

n∑

k=1

k

n
ln

(
k

n

)
=

1

n

n∑

k=1

k

n
(ln k − lnn)

=
1

n2

n∑

k=1

k ln k − lnn
n2

n∑

k=1

k

=
1

n2

n∑

k=1

k ln k − lnn
n2

× n (n+ 1)
2

=
1

n2

n∑

k=1

k ln k − 1
2

(
1 +

1

n

)
lnn

or
1

n

n∑

k=1

k

n
ln

(
k

n

)
−−−−−→
n→+∞

∫ 1

0

f (x) dx. Il reste donc à calculer cette intégrale, soit g (x) = x2 lnx prolongée par

g (0) = 0, alors g est continue sur [0, 1] et g′ (x) = 2x lnx+ x −−−→
x→0

0 donc par le théorème du prolongement C1, on a

g C1 sur [0, 1] . On a g′ (x) = 2f (x) + x ainsi

∫ 1

0

g′ (x) dx = g (1)− g (0) = 0 = 2
∫ 1

0

f (x) dx+

∫ 1

0

xdx

ainsi ∫ 1

0

f (x) dx = −1
4

LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        352

BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



et

un −−−−−→
n→+∞

e−
1
4

Exercice 24.15

1. Non, car Sn =
1

n

n∑

k=1

1− k
n

1 +
k

n
+
2009

n2

2. On a

1

1 +
k

n

− 2009

n2
(
1 +

k

n

)(
1 +

k

n
+
2009

n2

) =
1

1 +
k

n

(
1− 2009

n2 + kn+ 2009

)
=

1

1 +
k

n

× n2 + kn

n2 + kn+ 2009

=
n2

n2 + kn+ 2009

3. Donc

Sn =
1

n2

n∑

k=1

n− k

1 +
k

n

− 1

n2

n∑

k=1

2009 (n− k)

n2
(
1 +

k

n

)(
1 +

k

n
+
2009

n2

)

=
1

n

n∑

k=1

1− k

n

1 +
k

n

− 2009
n3

n∑

k=1

(
1− k

n

)

(
1 +

k

n

)(
1 +

k

n
+
2009

n2

)

Or

1

n

n∑

k=1

1− k

n

1 +
k

n

−−−−−→
n→+∞

∫ 1

0

1− t
1 + t

dt = 2 ln 2− 1

Pour 1 ≤ k ≤ n, 0 ≤

(
1− k

n

)

(
1 +

k

n

)(
1 +

k

n
+
2009

n2

) ≤ 1

d’où 0 ≤ 2009

n3

n∑

k=1

(
1− k

n

)

(
1 +

k

n

)(
1 +

k

n
+
2009

n2

) ≤ 2009

n2
−−−−−→
n→+∞

0
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SUITES ET FONCTIONS
DERIVABLES

10.1 TD suites et fonctions

10.1.1 Propriété du corps des réelles
EXERCICE 1

Par l’absurde ;supposons que X admet une borne superieur M ∈ Q
alors ∀x ∈X,on a x < M or x ∈ X ⇔ −

√
2 < x <

√
2

M 6=
√

2 car
√

2 6∈ Q. Donc il n’y a que 2 possibilitées
(√

2 < MouM <
√

2
)

si
√

2 < M alors il existe a ∈ Q tel que
√

2 < a < M ,d’après la densité de
Q dans R et on aura ∀x ∈ X, x <

√
2 < a⇒ a est un majorant dans Q plus

petit que M.ce que est contraire à la propriété de la borne supérieur.
Si M <

√
2 d’après la même densité il existe r tel que :

M < r <
√

2⇒ r2 < 2⇒ r ∈ Q
cela contredit le fait que M est un majorant de X
conclusion :X n’admet pas de borne superieur dans Q

EXERCICE 2

⊕max(a, b) = a+ b

2 + |a− b|2
max(a, b) est soit a,soit b.
si max(a, b) = a alors on a : b ≤ a⇒ a− b ≥ 0
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Par conséquent
|a− b| = a− b et a+ b

2 + |a− b|2 = a+ b+ a− b
2 = 2a

2 = a⇒ max(a, b) = a

si max(a, b) = b alors on a : a ≤ b⇒ a− b ≤ 0
Par conséquent
|a− b| = b− a et a+ b

2 + |a− b|2 = a+ b+ b− a
2 = 2b

2 = b⇒ max(a, b) = b

⊕min(a, b) = a+b
2 −

a−b
2

min(a, b) est soit a,soit b.
si min(a, b) = a alors on a : b ≥ a⇒ a− b ≤ 0
Par conséquent
|a− b| = b− a et a+ b

2 − |a− b|2 = a+ b+ a− b
2 = 2a

2 = a⇒ min(a, b) = a

si min(a, b) = b alors on a : a ≥ b⇒ a− b ≥ 0
Par conséquent
|a− b| = a− b et a+ b

2 − |a− b|2 = a+ b+ b− a
2 = 2b

2 = b⇒ min(a, b) = b

EXERCICE 3

Soient A et B deux parties non vides et bornées de R
Montrons que sup(A ∪B) = max(sup(A), sup(B))

Soit x ∈ A ∪B alors x ∈ A ou x ∈ B.
Si x ∈ A on a :x ≤ sup(A) ,si x ∈ B on a :x ≤ sup(B)
donc : x ≤ max(sup(A); sup(B))
Soit M = max(sup(A), sup(B))
Montrons que M est le plus petit des majorants.
Soit M ′ un majorant de A ∪B
A ⊂ A ∪B ⇒ ∀x ∈ A on a :x ∈ A ∪B ,x ≤M ′ ⇒ sup(A) ≤M ′

B ⊂ A ∪B ⇒ ∀x ∈ B on a :x ∈ A ∪B,x ≤M ′ ⇒ sup(B) ≤M ′

d’où max(sup(A), sup(B)) ≤M ′ ⇔M ≤M ′

Donc : sup(A ∪B) = max(sup(A), sup(B))

Montrons que inf(A ∪B) = min(inf(A), inf(B))
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Soit x ∈ A ∪B
on a :x ∈ A ou x ∈ B
six ∈ A alors inf A ≤ x
six ∈ B alors inf B ≤ x

}
alors min(inf(A), inf(B)) ≤ x, ∀x ∈ A ∪B

Donc m = min(inf(A), inf(B)) est un minorant
montrons que m est le plus grand des minorants.
Soit m′ un autre minorant de A ∪B
Soit x ∈ A on a : x ∈ A ∪B donc m′ ≤ x, ∀x ∈ A⇒ m′ ≤ inf A
Soit y ∈ B on a : y ∈ A ∪B donc m′ ≤ y,∀y ∈ B ⇒ m′ ≤ inf B
m′ ≤ inf A
m′ ≤ inf B

}
alors m′ ≤ min(inf(A), inf(B)) = m

Donc inf(A ∪B) = min(inf(A), inf(B))

EXERCICE 4

1-Montrons que sup(A+B) = sup(A) + sup(B)

Soit u = x+ y ∈ A+B avec x ∈ A, y ∈ B
x+ y ≤ sup(A+B)
Fixons y quelconque dans B et faisons varier x dans A.
Ainsi sup(A+B)− y sera fixe
on a : x ≤ sup(A+B)− y,∀x ∈ A⇒ sup(A+B)− y est un majorant de A.
Par conséquent supA ≤ sup(A+B)− y;∀y ∈ B
c’est-à-dire ∀y ∈ B fixé y ≤ sup(A + B) − supA,∀y ∈ B implique que
sup(A+B)− supA est un majorant de B.
Par conséquent sup(B) ≤ sup(A+B)− supA

D’oú , sup(A) + sup(B) ≤ sup(A+B) inégalité 1

Soit ε ∈ R∗+ ∃u2 ∈ A+B, ∃xε ∈ A et ∃yε ∈ B tels que
sup(A+B)− ε ≤ xε + yε or xε ≤ supA et yε ≤ supB alors
sup(A+B)− ε < sup(A) + sup(B)⇒ sup(A+B) < sup(A) + sup(B) + ε,∀ε

ε négligeable donc sup(A+B) ≤ supA+ supB inégalité 2

D’après les inégalités 1 et 2 on a finalement sup(A+B) = sup(A) + sup(B)
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Montrons que inf(A+B) = inf(A) + inf(B)

Soit u = x+ y ∈ A+B avec x ∈ A, y ∈ B
x+ y ≥ inf(A+B)
Fixons y quelconque dans B et faisons varier x dans A.
Ainsi inf(A+B)− y sera fixe
on a : x ≥ inf(A+B)− y,∀x ∈ A⇒ inf(A+B)− y est un minorant de A.
Par conséquent inf A ≥ inf(A+B)− y;∀y ∈ B
c’est-à-dire ∀y ∈ B fixé y ≥ inf(A + B) − inf A,∀y ∈ B implique que
inf(A+B)− inf A est un minorant de B.
Par conséquent inf(B) ≥ inf(A+B)− inf A

D’oú , inf(A) + inf(B) ≥ inf(A+B) inégalité 1

Soit ε ∈ R∗+ ∃u2 ∈ A+B, ∃xε ∈ A et ∃yε ∈ B tels que
inf(A+B)− ε ≥ xε + yε or xε ≥ inf A et yε ≥ inf B alors
inf(A+B)− ε > inf(A) + inf(B)⇒ inf(A+B) > inf(A) + inf(B) + ε,∀ε

ε négligeable donc inf(A+B) ≥ inf A+ inf B inégalité 2
D’après les inégalités 1 et 2 on a finalement inf(A+B) = inf(A) + inf(B)

2-On suppose A ⊂ B, comparons supA et supB ;inf A et inf B.

Soient A et B deux parties de R telles A ⊂ B.
Soit x ∈ A
puisque A ⊂ B on a : x ∈ B ⇒ x ≤ supB.Donc ∀x ∈ A, x ≤ supB
Par suite supB est un majorant de A or supA est le plus petit des majorants
de A.
donc supA ≤ supB

Soit x ∈ A
puisque A ⊂ B on a : x ∈ B ⇒ x ≥ inf B.Donc ∀x ∈ A, x ≥ inf B
Par suite inf B est un minorant de A or inf A est le plus grand des minorants
de A.
donc inf A ≥ inf B

3-On suppose A ⊂ R+ et B ⊂ R+
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Montrons que sup(AB) = sup(A) sup(B)
∀ ∈ A, 0 ≤ x ≤ supA
∀ ∈ B, 0 ≤ y ≤ supB
Donc ∀x ∈ A et ∀y ∈ B,xy ≤ supA supB ⇒ 0 ≤ supAB ≤ supA supB
inégalité 1
⊕ Si A ou B est reduit a {0} alors supA supB = 0
Par conséquent supAB = supA supB
⊕ Supposons A 6= {0} et B 6= {0}
∀x ∈ A,∀y ∈ B, on a : xy ≤ sup(AB)
Donc pour y fixé dans B\{0} ona :x ≤ sup(AB)

y
, ∀ ∈ A

c’est-à-dire que sup(AB)
y

est un majorant de A soit supA ≤ sup(AB)
y

on a :supA ≤ sup(AB)
y
⇔ y supA ≤ sup(AB)⇔ y ≤ sup(AB)

supA , ∀y ∈ B\{0}
Donc sup(AB)

supA est un majorant de B.
Par conséquent supB ≤ sup(AB)

supA soit supA. supB ≤ sup(AB) inégalité 2.
on en déduit des inégalités 1 et 2 que sup(AB) = supA. supB

4-Déterminons les bornes supérieur et inférieur dans R de l’ensemble
A = { 1

n
+ (−1)n, n ∈ N∗} si elles existent.

on peut partitionner N tel que N = P ∪ I = {2n, n ∈ N} ∪ {2n+ 1, n ∈ N}
A1 = { 1

2n + 1, n ∈ N∗} et A2 = { 1
2n+1 − 1, n ∈ N∗}

alors A = A1 ∪ A2
Montrons que A1 ∪ A2 = A
⊕ A1 ∪ A2 ⊂ A
1

2n + 1 = 1
2n + (−1)2n = 1

m
+ (−1)m si l’on pose m = 2n ; or m = 2n ∈ N∗

alors A1 ⊂ A
1

2n+1 + 1 = 1
2n+1 + (−1)2n+1 = 1

p
+ (−1)p si l’on pose p = 2n + 1 ; or

p = 2n+ 1 ∈ N∗ alors A2 ⊂ A
Ainsi A1 ∪ A2 ⊂ A car A1 ⊂ A et A2 ⊂ A

⊕ On a : 1
n

+ (−1)n ∈ A, n ∈ N∗

Pour n = 2p, p ∈ N∗,
1
n

+ (−1)n = 1
2p + 1 ∈ A1 ⇒ A ⊂ A1

Pour n = 2p+ 1, p ∈ N∗,
1
n

+ (−1)n = 1
2p+ 1 − 1 ∈ A2 ⇒ A ⊂ A2

On a ainsi montrer que la partition est bien choisie
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1
2n + 1 −→ 1 quand n −→ +∞
donc ∀ε > 0∃N ∈ N∗ tel que n > N,=⇒

∣∣∣ 1
2n1− 1

∣∣∣ < ε =⇒ −1 − ε < 1
2n1 <

1 + ε et ∀ ∈ N∗
alors inf A1 = 1
de même limn→+∞

(
1

2n+1 − 1
)

= −1 =⇒ inf A2 = −1
en conclusion 1 : inf A = min(inf A1, inf A2) = −1

On a : 1
2 + 1 ≥ 1

2n + 1,∀n ∈ N∗ =⇒ supA1 = 3
2

de même 1 ≥ 1
2n+1 =⇒ 0 ≥ 1

2n+1 − 1 =⇒ supA2 = 0
en conclusion 2 : supA = max(supA1, supA2) = 3

2
N.B :Pour cette question nous avons eu recourt aux reponses de l’exercice 3

EXERCICE 5
Prouvons que F = {p ln 2 + q ln 3 : (p, q) ∈ Z2} est dense dans R
Posons F+ = F

⋂R∗+
0 est un minorant de F+
Donc F+ admet une borne inférieure.
Posons α = inf F+
Il n’y a que deux possibilités qui s’exclues mutuellement,pour α (soit α >
0 soit α = 0)

� Supposons que α > 0
Dans ce cas,α ∈ F+?
Supposons le contraire,α 6∈ F+ (raisonnement par contraposé)
α = inf F+ =⇒ il existe x ∈ F+ tel que α < x < 2α
posons ε = x− α il existe y ∈ F+ tel que α < y < α + ε
donc on a :x, y ∈ F+ avec
α < x < 2α
α < y < x

}
=⇒ 0 < x− y < α =⇒ −x < y < −α

Puisque la somme de 2 élements de F est élement de F ,et l’opposé d’un éle-
ment de F est encore élément de F , x − y ∈ F+(absurde) car α est le inf
de F+
Donc α ∈ F+
Par conséquent on a : F = αZ
En effet α ∈ F+ =⇒ α ∈ F et kα ∈ F
∀k ∈ Z =⇒ αZ ⊂ F
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Soit x ∈ F
Posons k = E

(
x
α

)
k ∈ Z

⇐⇒ k ≤ x
α
< k + 1⇐⇒ αk ≤ x < αk + α⇐⇒ 0 ≤ x− αk < α

x ∈ F, αk ∈ F =⇒ x− αk ∈ F
Si 0 < x − αk alors il y a problème car x − αk appartiendrait alors à F+
serait plus petit que le inf F+
Donc x− αk = 0 =⇒ x = αk =⇒ x ∈ αZ =⇒ F ⊂ αZ d’où F = αZ
Mais F ne peut pas être égale à αZ car ln 2 et ln 3 ∈ F.
Si alors il existerait 2 entiers naturels non nuls p et q tel que ln 2 = αp et
ln 3 = αq

ln 2
ln 3 = p

q
∈ Q

⇐⇒ q ln 2 = p ln 3⇐⇒ ln 2q = ln 3p ⇐⇒ 2q = 3p(impossible)
car 2 et 3 sont premiers entre eux avec 2 pair et 3 impair
conclusion F ne peut pas être égale à α ∈ Z
ce qui suppose que l’hypothèse α > 0 est fausse. Par conséquent α = 0

� α = 0
c’est à dire que inf F+ = 0
Soient a, b ∈ R tel que a < b =⇒ b− a > 0
Donc ∃Z ∈ F+ tel que 0 < Z < b− a =⇒ 1 < b

Z
− a

Z
=⇒ ∃n ∈

]
a
Z
, b
Z

[ ⋂Z
a
Z
< n < b

Z
⇐⇒ a < nZ < b or nZ ∈ F

Donc F est dense dans R
remarque :Si la différence de deux nombres est grand que 1 alors il exixte un entier entre ces deux nombres

Montrons que l’ensemble E = {2p3q : (p, q) ∈ Z2} est dense dans R+
Soient a, b ∈ R+ tel que a < b =⇒ b > 0
cas particulier : si a = 0 0 < b ;il existe a1 : 0 < a1 < b
Pour a ∈ R+, a < a1 < b donc a1, b ∈ R∗+
a1 < b =⇒ ln a1 < ln b
ln a1 et ln b sont des réels.
F étant dense dans R (d’après l’indication),(p, q) ∈ Z2 tel que ln a1 <
p ln 2 + q ln 3 < ln b ⇐⇒ ln a1 < ln 2p + ln 3q < ln b ⇐⇒ ln a1 < ln 2p3q <
ln b =⇒ a1 < 2p3q < b =⇒ a < 2p3q < b
Donc l’élément de E, 2p3q ∈ ]a, b[.
Par conséquent E est dense dans R
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Développements limités usuels en 0

e
x = 1 +

x

1!
+

x2

2!
+ · · · + xn

n!
+ O

(

xn+1
)

sh x = x +
x3

3!
+ · · · + x2n+1

(2n + 1)!
+ O

(

x2n+3
)

ch x = 1 +
x2

2!
+

x4

4!
+ · · · + x2n

(2n)!
+ O

(

x2n+2
)

sin x = x − x3

3!
+ · · · + (−1)n

x2n+1

(2n + 1)!
+ O

(

x2n+3
)

cos x = 1 − x2

2!
+

x4

4!
+ · · · + (−1)n

x2n

(2n)!
+ O

(

x2n+2
)

(1 + x)α = 1 + αx +
α(α − 1)

2!
x2 + · · · + α(α − 1) · · · (α − n + 1)

n!
xn + O

(

xn+1
)

1

1 − x

= 1 + x + x2 + x3 + · · · + xn + O
(

xn+1
)

ln(1 − x) = −x − x2

2
− x3

3
− x4

4
− · · · − xn

n
+ O

(

xn+1
)

1

1 + x

= 1 − x + x2 − x3 + · · · + (−1)nxn + O
(

xn+1
)

ln(1 + x) = x − x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · · + (−1)n−1

xn

n
+ O

(

xn+1
)

√

1 + x = 1 +
x

2
− x2

8
+ · · · + (−1)n−1

1 × 3 × · · · × (2n − 3)

2 × 4 × · · · × 2n
xn + O

(

xn+1
)

1
√

1 + x

= 1 − x

2
+

3

8
x2 − · · · + (−1)n

1 × 3 × · · · × (2n − 1)

2 × 4 × · · · × 2n
xn + O

(

xn+1
)

Arctan x = x − x3

3
+ · · · + (−1)n

x2n+1

2n + 1
+ O

(

x2n+3
)

Argth x = x +
x3

3
+ · · · + x2n+1

2n + 1
+ O

(

x2n+3
)

Arcsin x = x +
1

2

x3

3
+ · · · + 1 × 3 × · · · (2n − 1)

2 × 4 × · · · × 2n

x2n+1

2n + 1
+ O

(

x2n+3
)

Argsh x = x − 1

2

x3

3
+ · · · + (−1)n

1 × 3 × · · · (2n − 1)

2 × 4 × · · · × 2n

x2n+1

2n + 1
+ O

(

x2n+3
)

th x = x − x3

3
+

2

15
x5 − 17

315
x7 + O

(

x9
)

tan x = x +
1

3
x3 +

2

15
x5 +

17

315
x7 + O

(

x9
)
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Développements en série entière usuels

e
ax =

∞
∑

n=0

an

n!
xn a ∈ C , x ∈ R

sh x =
∞
∑

n=0

1

(2n + 1)!
x2n+1 x ∈ R

ch x =
∞
∑

n=0

1

(2n)!
x2n x ∈ R

sin x =
∞
∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)!
x2n+1 x ∈ R

cos x =
∞
∑

n=0

(−1)n

(2n)!
x2n x ∈ R

(1 + x)α = 1 +
∞
∑

n=1

α(α − 1) · · · (α − n + 1)

n!
xn (α ∈ R) x ∈ ]−1 ; 1 [

1

a − x

=
∞
∑

n=0

1

an+1
xn (a ∈ C

∗) x ∈ ]−|a| ; |a| [

1

(a − x)2
=

∞
∑

n=0

n + 1

an+2
xn (a ∈ C

∗) x ∈ ]−|a| ; |a| [

1

(a − x)k
=

∞
∑

n=0

Ck−1

n+k−1

an+k
xn (a ∈ C∗) x ∈ ]−|a| ; |a| [

ln(1 − x) = −
∞
∑

n=1

1

n
xn x ∈ [−1 ; 1 [

ln(1 + x) =
∞
∑

n=1

(−1)n−1

n
xn x ∈ ]−1 ; 1 ]

√

1 + x = 1 +
x

2
+

∞
∑

n=2

(−1)n−1
1 × 3 × · · · × (2n − 3)

2 × 4 × · · · × (2n)
xn x ∈ ]−1 ; 1 [

1
√

1 + x

= 1 +
∞
∑

n=1

(−1)n
1 × 3 × · · · × (2n − 1)

2 × 4 × · · · × (2n)
xn x ∈ ]−1 ; 1 [

Arctan x =
∞
∑

n=0

(−1)n

2n + 1
x2n+1 x ∈ [−1 ; 1 ]

Argth x =
∞
∑

n=0

1

2n + 1
x2n+1 x ∈ ]−1 ; 1 [

Arcsin x = x +
∞
∑

n=1

1 × 3 × · · · × (2n − 1)

2 × 4 × · · · × (2n)

x2n+1

2n + 1
x ∈ ]−1 ; 1 [

Argsh x = x +
∞
∑

n=1

(−1)n
1 × 3 × · · · × (2n − 1)

2 × 4 × · · · × (2n)

x2n+1

2n + 1
x ∈ ]−1 ; 1 [
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Dérivées usuelles

Fonction Dérivée Dérivabilité

xn n ∈ Z nxn−1 R∗

xα α ∈ R αxα−1 R∗

+

eαx α ∈ C αeαx R

ax a ∈ R∗

+ ax ln a R

ln |x| 1

x
R∗

log
a
x a ∈ R∗

+ r {1} 1

x ln a
R∗

cosx − sinx R

sin x cosx R

tan x 1 + tan2 x =
1

cos2 x
R r

{ π

2
+ kπ

∣

∣

∣
k ∈ Z

}

cotan x −1 − cotan 2 x =
−1

sin2 x
R r πZ

ch x sh x R

sh x ch x R

th x 1 − th 2 x =
1

ch 2 x
R

coth x 1 − coth 2 x =
−1

sh 2 x
R∗

Arcsin x
1√

1 − x2
]−1 ; 1 [

Arccos x
−1√
1 − x2

]−1 ; 1 [

Arctan x
1

1 + x2
R

Argsh x
1√

x2 + 1
R

Argch x
1√

x2 − 1
] 1 ; +∞ [

Argth x
1

1 − x2
]−1 ; 1 [
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Primitives usuelles

I Polynômes et fractions simples

Fonction Primitive Intervalles

(x − x0)
n x0 ∈ R

n ∈ Z r {−1}
(x − x0)

n+1

n + 1

n ∈ N : x ∈ R

n ∈ Z r (N ∪ {−1}) :

x ∈ ] −∞ ; x0 [ , ] x0 ; +∞ [

(x − x0)
α x0 ∈ R

α ∈ C r {−1}
(x − x0)

α+1

α + 1
] x0 ; +∞ [

(x − z0)
n z0 ∈ C r R

n ∈ Z r {−1}
(x − z0)

n+1

n + 1
R

1

x − a
a ∈ R ln |x − a| ] −∞ ; a [ , ] a ; +∞ [

1

x − (a + ib)
a ∈ R, b ∈ R∗

1

2
ln

[

(x − a)2 + b2
]

+ i Arctan
x − a

b

R

II Fonctions usuelles

Fonction Primitive Intervalles

lnx x(ln x − 1) ] 0 ; +∞ [

eαx α ∈ C∗
1

α
eαx

R

sin x − cosx R

cosx sin x R

tan x − ln | cosx|
]

−π

2
+ kπ ;

π

2
+ kπ

[

cotan x ln | sinx| ] kπ ; (k + 1)π [

sh x ch x R

ch x sh x R

th x ln(ch x) R

coth x ln | sh x| ] −∞ ; 0 [ , ] 0 ; +∞ [
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III Puissances et inverses de fonctions usuelles

Fonction Primitive Intervalles

sin2 x
x

2
− sin 2x

4
R

cos2 x
x

2
+

sin 2x

4
R

tan2 x tan x − x
]

−π

2
+ kπ ;

π

2
+ kπ

[

cotan 2 x − cotan x − x ] kπ ; (k + 1)π [

sh 2 x
sh 2x

4
− x

2
R

ch 2 x
sh 2x

4
+

x

2
R

th 2 x x − th x R

coth 2 x x − coth x ] −∞ ; 0 [ , ] 0 ; +∞ [

1

sin x
ln

∣

∣

∣
tan

x

2

∣

∣

∣
] kπ ; (k + 1)π [

1

cosx
ln

∣

∣

∣
tan

(x

2
+

π

4

)∣

∣

∣

]

−π

2
+ kπ ;

π

2
+ kπ

[

1

sh x
ln

∣

∣

∣
th

x

2

∣

∣

∣
] −∞ ; 0 [ , ] 0 ; +∞ [

1

ch x
2 Arctan ex R

1

sin2 x
= 1 + cotan 2 x − cotan x ] kπ ; (k + 1)π [

1

cos2 x
= 1 + tan2 x tanx

]

−π

2
+ kπ ;

π

2
+ kπ

[

1

sh 2 x
= coth 2 x − 1 − coth x ] −∞ ; 0 [ , ] 0 ; +∞ [

1

ch 2 x
= 1 − th 2 x th x R

1

sin4 x
− cotan x − cotan 3 x

3
] kπ ; (k + 1)π [

1

cos4 x
tanx +

tan3 x

3

]

−π

2
+ kπ ;

π

2
+ kπ

[
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IV Fonctions dérivées de fonctions réciproques

Fonction Primitive Intervalles

1

1 + x2
Arctan x R

1

a2 + x2
a ∈ R∗

1

a
Arctan

x

a
R

1

1 − x2











Argth x

1

2
ln

∣

∣

∣

∣

1 + x

1 − x

∣

∣

∣

∣











]−1 ; 1 [

] −∞ ;−1 [ ,
]−1 ; 1 [ , ] 1 ; +∞ [

1

a2 − x2
a ∈ R∗















1

a
Argth

x

a
1

2a
ln

∣

∣

∣

∣

a + x

a − x

∣

∣

∣

∣















]−|a| ; |a| [

] −∞ ;−|a| [ ,
]−|a| ; |a| [ , ] |a| ; +∞ [

1√
1 − x2

Arcsin x ]−1 ; 1 [

1√
a2 − x2

a ∈ R
∗ Arcsin

x

|a| ]−|a| ; |a| [

1√
x2 + 1

Argsh x =

ln
(

x +
√

x2 + 1
) R

1√
x2 − 1











Argch x

−Argch (−x)

ln |x +
√

x2 − 1|











] 1 ; +∞ [

] −∞ ;−1 [

] −∞ ;−1 [ ou ] 1 ; +∞ [

1√
x2 + a

a ∈ R∗ ln
∣

∣x +
√

x2 + a
∣

∣















a > 0 : R

a < 0 :
]

−∞ ;−
√
−a

[

ou ]
√

a ; +∞ [

1

(x2 + 1)2
1

2
Arctan x +

x

2(x2 + 1)
R

x2

(x2 + 1)2
1

2
Arctan x− x

2(x2 + 1)
R
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Trigonométrie

I Fonctions circulaires

1 Premières propriétés

sin x cosx tan x cotan x

Ensemble de

définition
R R R r

{ π

2
+ kπ

∣

∣

∣
k ∈ Z

}

R r πZ

Période 2π 2π π π

Parité impaire paire impaire impaire

f(π − x) sin x − cosx − tanx − cotan x

f(π + x) − sinx − cosx tan x cotan x

f
(π

2
− x

)

cosx sin x cotan x tan x

f
(π

2
+ x

)

cosx − sinx − cotan x − tanx

Ensemble de

dérivabilité
R R R r

{ π

2
+ kπ

∣

∣

∣
k ∈ Z

}

R r πZ

Dérivée cosx − sinx 1 + tan2 x =
1

cos2 x

−1−cotan 2 x

=
−1

sin2 x

2 Valeurs remarquables

π

6

π

4

π

3

1

2

√
2

2

√
3

2

1

2

0

π

2 π

2

0

tan x

cosx

cotan x

sin x
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0 π/6 π/4 π/3 π/2

sinx 0
√

1/2
√

2/2
√

3/2 1

cosx 1
√

3/2
√

2/2
√

1/2 0

tanx 0 1/
√

3 1
√

3 indéfini

cotan x indéfini
√

3 1 1/
√

3 0

II Fonctions réciproques des fonctions circulaires

1 Définition

Les périodicités et les symétries des fonctions trigonométriques introduisent une

difficulté pour résoudre les équations du type sin x = λ. Par exemple, π/6 , 5π/6 et

π/6 + 4π ont tous la même image par la fonction sinus. Les « fonctions circulaires

réciproques » Arcsin , Arccos , Arctan et Arccot ne sont pas de vraies réciproques,

puisque les fonctions de départ ne sont pas des bijections ; ajoutons qu’elles ne sont

pas périodiques. Il faut les combiner avec la périodicité et, pour sinus et cosinus, avec

les symétries par rapport à l’axe des ordonnées et l’axe des abscisses respectivement.

• Si sin x = λ ∈ [−1 ; 1 ], alors x = Arcsin λ mod 2π
ou x = π − Arcsin λ mod 2π

• Si cosx = λ ∈ [−1 ; 1 ], alors x = Arccos λ mod 2π
ou x = −Arcsin λ mod 2π

• Si tan x = λ ∈ R, alors x = Arctan λ mod π

• Si cotan x = λ ∈ R, alors x = Arccot λ mod π

Le problème réciproque est, lui, sans difficulté : si x = Arcsin λ, alors sin x = λ.

2 Propriétés

Arcsin x Arccos x Arctan x Arccot x

Ensemble de

définition
[−1 ; 1 ] [−1 ; 1 ] R R

Ensemble

image
[−π/2 ; π/2 ] [ 0 ; π ] ]−π/2 ; π/2 [ ] 0 ; π [

Période aucune aucune aucune aucune

Parité impaire aucune impaire aucune

Ensemble de

dérivabilité
]−1 ; 1 [ ]−1 ; 1 [ R R

Dérivée
1√

1 − x2

−1√
1 − x2

1

1 + x2

−1

1 + x2

LE VALIDEUR LMD LICENCE1 EDITION 2016                                        375

BO
BE

T G
O

U
ALO

 V
IC

TO
R

IE
N

 E
D

IT
IO

N
 2

01
6



3 Relations

Arccos x + Arcsin x = π/2

Arctan x + Arctan y = Arctan
x + y

1 − xy
+ επ où ε =















0 si xy < 1

1 si xy > 1 et x, y > 0

−1 si xy > 1 et x, y 6 0

Arctan x + Arccot x = π/2

Arccot x =

{

Arctan 1/x si x > 0

π + Arctan 1/x si x < 0

Arctan x + Arctan 1/x = sign(x) × π/2

III Formules

1 Corollaires du théorème de Pythagore

cos2 x + sin2 x = 1

cos2 x =
1

1 + tan2 x

sin2 x =
1

1 + cot2 x
=

tan2 x

1 + tan2 x

2 Addition des arcs

cos(a + b) = cos a cos b − sin a sin b cos p + cos q = 2 cos
p + q

2
cos

p − q

2

sin(a + b) = sina cos b + sin b cosa sin p + sin q = 2 sin
p + q

2
cos

p − q

2

tan(a + b)=
tan a + tan b

1 − tan a tan b
tan p + tan q =

sin(p + q)

cos p cos q

cos(a − b) = cos a cos b + sin a sin b sin p − sin q = 2 sin
p − q

2
cos

p + q

2

sin(a − b) = sina cos b − sin b cosa cos p − cos q = −2 sin
p + q

2
sin

p − q

2

tan(a − b)=
tan a − tan b

1 + tan a tan b
tan p − tan q =

sin(p − q)

cos p cos q

3 Arc double, arc moitié

cos 2x = cos2 x − sin2 x cos2 x =
1 + cos 2x

2
= 2 cos2 x − 1
= 1 − 2 sin2 x

sin 2x = 2 sinx cosx sin2 x =
1 − cos 2x

2

tan 2x =
2 tanx

1 − tan2 x
tan x =

sin 2x

1 + cos 2x
=

1 − cos 2x

sin 2x
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En notant t = tan
x

2
comme dans les règles de Bioche, on a :

sinx =
2t

1 + t2
cosx =

1 − t2

1 + t2

4 Formule de Moivre

(cos a + i sin a)n = cosna + i sinna

d’où cos 3a = cos3a − 3 cos a sin2a
= 4 cos3a − 3 cosa

sin 3a = 3 cos2a sin a − sin3a
= 3 sin a − 4 sin3a

tan 3a =
3 tan a − tan3 a

1 − 3 tan2 a

5 Arcs en progression arithmétique

n
∑

k=0

sin kx =
sin

nx

2
sin

(n + 1)x

2

sin
x

2

n
∑

k=0

cos kx =
cos

nx

2
sin

(n + 1)x

2

sin
x

2

IV Trigonométrie hyperbolique

ch 2 x − sh 2 x = 1

ch (a + b)= ch a ch b + sh a sh b ch p + ch q = 2 ch
p + q

2
ch

p − q

2

sh (a + b)= sh a ch b + sh b ch a sh p + sh q = 2 sh
p + q

2
ch

p − q

2

th (a + b)=
th a + th b

1 + th a th b
th p + th q =

sh (p + q)

ch p ch q

ch (a − b)= ch a ch b − sh a sh b ch p − ch q = 2 sh
p + q

2
sh

p − q

2

sh (a − b)= sh a ch b − sh b ch a sh p − sh q = 2 sh
p − q

2
ch

p + q

2

th (a − b)=
th a − th b

1 − th a th b
th p − th q =

sh (p − q)

ch p ch q

ch 2x= ch 2 x + sh 2 x ch 2 x=
ch 2x + 1

2
= 2 ch 2 x − 1

= 1 + 2 sh 2 x

sh 2x= 2 sh x ch x sh 2 x=
ch 2x − 1

2

th 2x=
2 th x

1 + th 2 x
th x=

sh 2x

ch 2x + 1
=

ch 2x − 1

sh 2x
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En notant t = th
x

2
, on a :

sh x =
2t

1 − t2
ch x =

1 + t2

1 − t2

(ch a + sh a)n = ch na + sh na

d’où ch 3a = ch 3 a + 3 ch a sh 2 a

= 4 ch 3 a − 3 ch a

sh 3a = 3 ch 2 a sh a + sh 3 a

= 4 sh 3 a + 3 sh a

th 3a =
3 th a + th 3 a

1 + 3 th 2 a
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Dans la même collection nous avons

ATTENTION : Toute reproduction intégrale ou partielle faite
sans l’avis de l’auteur LE VALIDEUR LMD est illicite.

Cette reproduction par quelque procédé que ce soit constituerait
une contre façon par l’article 425 et suivant du code penale ivoirien
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