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Le VALIDEUR LMD est un recuell d'anciens sujets cu sysiéme LMD,

prososition: de ~orrections e* des conseils shsolument imaoranis 2 sa8v0
52 mise & votre dispasition vous permetirs de vous imprégner Su Type c8

sujets suxguels vous pourrisz Etre confrontés. En effer, 2 lunfversice
Connaitre le cours est capitale ; connaitre les Travaux Dirigds est conse’le
mais ne pas s'approorier les anciens sujets est dangersue

< La premiére partie dz c= cocument :-its-"e ou

d’ancue-u et les ooportunités cu'ofira fa fil
%+ La seconde partie contient les sujets u'-'E"‘ arcoositions de correciions
des années académigues (2014-2015/2015-2018/2018-2017/2017-
2018/2018-2019) et les traveux cirigés (TD] avec corractions ces
années antérisures.

S'appuyant sur I'expérience persgnnelle des auteurs eT sur OB NOMDrELX

témoignages d'étudiants, cet ouvrage S8 veul résglument conlrEl &1

Opérationnal,

Vous aver des guestions au sujet du VAUDEUR LMD 7 Un peint ge oo
vtus résiste T Une enieur gue vous avez croisés dans l'ouviags 7 Voulsz-vous
intégrer I"dguipe 7 Ou vous voulez juste nous laisser un petit mot gentil ?
bien n'hésitez pas 2 nous contacter. Nous nous ferons un piaisic de vous

répondre dans les meflleurs délais : tornzoroveo@emallcom

LEQUIPE VALIDEUR LMD.
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Introduction

L'équipe Valideur LMD vous souhaite la bienvenue en
Licence 3 de mathématique. Toutes nos Féiicitations |

Rien de ¢ agréable de se volr admis en Licence 3. Pour ceus qui sont autorisés, ce
n'est pas grave. Comme on le dit souvent mieux vaut avoir un peu que de ne rien avoir
(mieux vaut étre autorisé que de reprendre I"année].

Bref; la venue en Licence 3 est une chose, une autre est de pouvoir y faire face & ce
traisiéme niveau du premier cyele Universitaire. Nous peuvons vous dire qu’avec Ja Licence,
beaucoup de portes souvre & vous. Pour pouvelr avolr des informations sur le
tamportement a avoir, sur les opportunités, Nous allons plus ou mains répondre 3 quelgues
questions,

4 Quel est le niveay de difficulté de la Licence 3 7
Evidemment le niveau de difficulté augmente par rapport & celui de la Licence 1&32.
Certains ont tendance  penser que plus tu avances plus c'est facile. Ce n'est pas vralment
le cas. Seulement il faut savoir que pour celui qui 2 acquis le niveau Licence 182 en toute
honnéteté n'a pas & se préoccuper.
A vrai dire les cours deviennent de plus en plus volumineusx.

% Comment surmonter ces difficultés 7

En premier lieux, il faut avoir confiance &n soi. Ah oui I Et recommanaer le reste 2 DIEU.
En deuxiéme lieux, apprendre ses cours zu jour le jour puls ses travaux difigés (vraiment
important) et voir les anciennes compositions qui se trouvent dans ce document.
Lors des compasitions, svp fzite bien les exercices que vous choisissez. Méme lorsque vous
rencontrel un exercice que vous avez déja traité, falte bien attention a la rédaction. En
troisisme lisux travailler guelques fols en groupe trés important. Attention !! Apprendre
ses cours avant le travail en groupe ; sinon c'est inutile.
Léquipe VALIDEUR LMD 2020 se dit heureux de contribuer efficacement a la formation
des futurs cadre de |2 nation. En outre elle se compose de ;

A BN VALIGELA LRAD D m— ?énﬂ TDHHFI Ml,l"U FHB

winenar vaustus e s Tobo GONSEU BIENVENU MI/UFHB

wrnst et o e Koukra Essighé Charlie Christelle MI/UFHB

wevaap vavotus o = Koudou Moko Christelle MI/UFHE

wpsat veisns o == Bamba Adama MI}'UFHB

wrumat vausiun o s Ghadié Tersia Marius Claver MIJUFHB

wiwanr vaisius o= Koffi Yetran Ange Eric MI-Actuariat/UFHB
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Bi
ﬂf::pr_.ﬂ;rq.“ NS cette premiére partie novatrice du document valideur LMD, Dans cette
“"i'l||:lnré5;flra pour nfus de Ivnus d?nner cette propulsion 3 votre projet professionnel.
5EF'-'i|:E=-han es dans Vindustrie ~ aérospatiale, imagerie, cryptographie.., ou dans les
tres m“"'qﬂt:ip assurances..., les mathématiques apparaissent aussi dans de nombreux
ans nutr:m-s' sondages, gestion des risques, protection des données...Elles interviennent
Musidus vie qq.jntldlenne - télémnl'nmunmatinn,_transpam, médecine, météorologie,
En'-rirnnnhlﬂ Cﬂntpbuem 4 la résolution de problématiques actuelles: énergie, santé;
Ry ement, :Iuma:m:_rgle. développement durable...Pour renchérir de cette diversité des
matiques informatiques auprés des étudiants de I'Université Féilx Houphouitt Boigny ;

volei ei. :
I*-'!I-I‘.1 ci-aprés des témaignages d'anciens ayant effectués des études 3 FUFR Math Info de
adite Université,

:::,é; un Baccalauréat sérle D avec une mention en 2013, ['ai é1é orlenté 3 'UFR Maths-Info
21N de poursuivre mes études et aprés une premigre année de tronc commun &n 2014 que
J;' validé avec succds je me suis orienté en Ucence 2 de mathématiques et applications afin

e ID”!FUH rester dans la ferveur des mathématiques car c'est Forientation gue jal vould
donner & ma vie, Aprés aveir valider [3 licence 2 en 2015 {'al continué sur la méme lancé en
me dirigeant vers une Licence 3 de mathématigues et applications que j'ai obtenu avec brio
€n 2016. Et aprés ma L3 ['avais la possibilivé de mi'orienter soit en Master EDP Optimisation et
analyse numérique, soit en Master maths fondamentale, soit en Probabilié ; étant passionné
des maths 2ppliguées je décidal de miorienter en EDP-Optimisation et analyse numerique

KONE YACOUBA alias Scologhe First

dans le but de décrocher un doctorat en Analyse numérigue, une année que je ne termine
Pas suite & ma motivation d'sller terminer mes études en France. Cela ma condusre a postuler
pour Campus France qui s'est soldé par un suecks et aujowrd'hul Alhamdoulilah je continue
mes Etudes en Ucence 3 de Mathématiques Pures & I'Université Clermont Auvergne
[France). Etant ici jo m'apergols d'autres epportunités plus faclle 3 acckder aprés une Licgnce
de Maths d°ois ma motivation a changé man ebjectif qui était d'aveir un doctorat en analyse
numeérique, aujourd'hui |2l décidé de faire un Master de statistiques et analyses des données
aprés ma licence afin de devenir un Data Scientist Mes consells aux plus jeunes, cest
d'abord leur dire de ranger leurs BACS avec les mentions dans leurs sacs car unde autre histoire
vient de commencer et la meilleur manikre de vivre pleinement cette histoire eut d'étre
sndurant , patlent, courageusx, bosseur et avoir fa foi on Dieu comme on simait s blen le dire
« c'est nous qui bossons mais c'est DIEU qui fait valider » ; soyer humble respectueux
envers vos ainés quelques soil feurs Sges car pour nous, ainés signifie qu'il a intégré
"université avant toi donc quel gue soit 1on intelligence tu lui dois respect et considération et
wice versa, Surtout ne trainez pas & Funiversité, ne vous attardez pas sur les futilités, ne vous
adanner pas aux vices, visez bien votre objectif et donnez-vous les moyens de les atteindre
car les anndes passent tris vite étant J |a fac.

Merel pour votre attention, cétalt votre frére, votre aind, votre conseiller

Je suls Alassane Daniogo. Aprés man baccalauréat au Lycée sclentifique de Yamoussaukro, je
me suls orienté en math info. Alnsi @vec ma licence 2 mathématique, ['ai été admis au
concours d'entrée 3 Fécale Supérieure de I'Adronautique et de la Haute technologie de
Casaoranca. Mes mouvalians ont @16 mon réve de devenir un jour ingénieur dans les
damalnes de F#lectricité, mon regard sur des devantiers qui arrivalent A gravir les échelons
malgré toutes les difficultés, ma détermination et mon courage. Comme conseils a la nouvelle
génération, ne pas oublier d'aucune nation ne pourrait avancer sans science. Cependant, il
faut s'armer de Courage, faire des effarts pour s'investir dans cette science trés porteuse dans
[ monde d'aujourd hul.
Je me rappelie encore ce jour ;w LE jour ofi j'ai €1é orlenté en Math-info «.

Ce jour-td, un ancle m'a dit : « Math-Info ? Petit | C'est pour devenir professeur de Maths ou-
hien 7 Bizarrement, e'est ce que plusieurs personnes pensent et disent dans Iignorance.
Aujourd'hui, cet oncle s'étonnalt de me voir embrasser la filiére de DATA SCIENCE - BIG DATA

(Fill

are dont [l na aucune notian) : Voilh un exemple des bientaits de la filidre Mathématique
| (Fillere T
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21 Inf i ot pout 1 }
m“u-?n:mq“I Vous vous demanderier certainement « Comment |3 fait paUl i
Soyer-en FASSUrés, vous avep iyt e
méme que vous 2yer valids Lt et
mn::ﬂu:: GUE VOUS e poyve
Mais, Comemeant décrocher g
Cest Le travail {La bosse, le

auss le Courage : pas oa sey

I JI'-it COMPRe pas survatkse 5
© c'est le travall, le courage, la confianice en soi et la Confiance en Dieu. s

Vious pauver y arriver 111 J'ai obtenu Iy Iiun:ia:ts :einnﬂre de-ciatse, 03 il

aulnﬁsé-‘u'um aussi vous pouver le faire 111

::;ﬂ:&ﬂ travalliez en groupe | Loin de vous les mauvais groupes et LOIN DE

(méme en examen) 1)
Vous &tes des ZOULOUS | Crayez en vous ex eroyer en DIEL.
RESTEZ DIGNE DANS LA DOULEUR 111 Digré rice KOUSSAN Data Sclentist chet Orange €l

intégré une filikre qui ne peut vous laisse p3
'3 L2/L3 ; car cette filidre ouvre plusicurs PO
Illl"l'li'gjne;l

wmdins la L2137 s
Kesso, les 2kpi, encore la bosse) ; et nan seulement e "TA:E::
tement, il a aussi la confiance en soi ¢t LA CONFIANCE £ '

grie du BAC ni sur votre note en Maths i lexamen.

VOUS LA

Je suis Traoré Yacouba. Aprés un BAC C au lycée madema kv de Meagui, [opte pour mes
etudes supérieures, Ia filibre MATHEMATIQUE ET INFORMATIQUE. Ce choix résulte du fait
Gue Man professeur de math de Tie C qui 2 64 un trés Ban enseignant pour mai st passé
F"r cette filitre et est celul qui m'a vraiment encouragd & suivre cotte formation, De plus
J'simais vraiment les maths, Avant de venlr, plusieurs personnes ont essayé de me
dissuader de venir faire la filitre car pour £ux, £'est une « mission impossible ».

Alors une fois en math info, le début i'a pas été du tout facile pour un nouveau de L ville
comme maol et surmout le systéme de transport ; il fallait faire un arbitrage le retard et
risque d'agression. Une solution a été de rester au campus avee des amis et dermir dans
les amphis (mais |il encore [Atais constamment & eours de liguiding]. Ouant awx Cours, le
remercie I'équipe “LE VALIDEUR" pour avelr mis & notre disposition un document (LE
VALIDEUR LMD) nous permettant d'aveir une idée de ce qui nous attendais dans les
compos et de nous avolr dispensé des cours gratuitement Avec détermination et
persévérance, je walide la prernikére annde, la deuxitme année et fa lcence en
Mathématigue. En licence 2, je passe le concours IT5 sous résenve que plus tard, sans trop
de concentration, ['échoue. En licence, je passe cette fois-ci le concours ISE sous réserve,
STIC et eentral Casablanca et je réussi au concours ISE. £t depuis octobre 2003 je suls la
farmation des ingénieurs Statisticiens Economiites,

Pour la jeuns génération, f'aimerais d'abord vous dire que sl vous avez et orientés en
MATH INFO cfest parce-que vous en aver les capacités. Il ne faut surtout pas vous sous-
estimer. Ne vous laisser pas dominer par les problémes ; faites face et avancez (parmi mes
amis dautre essuyalent le salan et faisaient d'autre corvées & 1a malson avant de venir, il
ont cependant validé les trois années s3ns reprendre et des concours). Empreignez-vous
constamment de bons documents et entourer-vous d'amils qui alment travailler
sérieuserment. Et pour finir un point sur lequel [aimerals Insister, c’est Pinformation
informer-vous régulitrement $i possible et ne passez pas vos temps & surfer sur log
réseaun soctaux 3 ne rien faire de bon. Utlliser plutdy ces réseaux & ban ficient
notamment en prenant des informations auprts des aindes,
e suls Nomel Mathlon, éléve ingénieur 4 FEcole Supérieur d'industrie (ESI) de I"INPHB.
Aprés man bacealaurdat Cau lycée de gargon de Bingerville en 2014, [ai intégré FUFHB en
math info. Alnsi avec ma licence &n mathdmatique, ['al 814 admis & FINPHB. Apris ma
licence le réve de devenir Ingénleur télécom ma pousser & me lancer, § passer be concours
de STIC de I'INPHB, chose gui n'a pas &t faclle mals aprés avalir lire Je messape dy
président DONAL TRUMP : Rappeles-vous ceel ! rien qui ne vout la peine d'dtre fait et
facile. Sulvre vos convictions veut dire que vous étes préts & faire face oux eritiques de
ceux qul manguent de courage pnurj'hl_'r: ce qui est fuste.”, e me suis lancé et ca finir par

fruit. Mon conseil pour mes petits fréres C'est d'Btre eudocleux, d*avalr de grands

tre toujouss optimiste.

::H::: iuu.nMJE N‘Guessan Anan, @ive ingénieur statisticien économiste 3 FEcole |
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Nationale Supérieure de Statistiques et d'Economie Appliquée [ENSEA). Pour la petite

I:4Fivt'l:lirﬂ:, C'éait en 2014 lors de I classe de terminale €, au lycde classigue d’Abidjan que
ral entendy parler da cette prestigieuse école quiest FENSEA, mais paur moi cétait be BAC
Ivant tout. Aprés Fobtention de men BAC C en 2014, mon objectif dtait d'entrer 3 PINPHB,
48 N€ voulais méme pas fouler le sol de 'université vu tout ce qui s'y racontent (grive,
EEE":”'- Malheureusement fai dchoud au congouwrs et me wvoici contraint &'aller 3
" '.:nuu.-r'il'lu. Favals le chblx entre Leals filigres : 5FA, PHYSIQUE CHIMGE, MATH iNFO. Des
filitres que je ne voulals pas faire car, disait-on que ce genre de filikre était fait pour
devenir professeur de lycée ou collbge. Finalement 'ante pour math info. Arrivé en Math-
info, je découvre un nouveau monde, un nouvel esprit, |es anciens nous racentérent & quel
POInt a filiére est difficile. I'étais déboussoler jusqu’d me demander qu'est-ce que je suis
venu faire ici, Les débuts n'étaient pas faciles mais je me suis battu d'arrache-pied pour
m'adapter. Cest ainsi gue j'obtiens ma licence en mathématique en 2018 sans reprendre
URE seule année. En master fopte pour I'option EDP mais au bout de quelques mois de
<ours la mativation n'y était plus, avec toutes ces gréves, je ne voyais pas mon avenir dans
cette filitre. Je décide alors d'aller tenter ma chance dans les concours. C'est ainsi qu'en
2019 je suis admis aux concaurs d'ISE, ITS et IFORD, Yopte pour | formation ISE.

Mon consell paur la jeune génération, c"est d'avelr un réve, un but & atteindre. || faut réver
grand et se donner les moyens d'y parvenic en travalllant rigoureusement car le travail
| pale toujours. Ne pas trap se fier aux “on dit” sur les filiéres. Croyez en vos capacités.
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Quelques Précieux liens absolus pour mieux vous orienter

:ampm France Cate d'ivaire -

Iypire.campusfrance.or "informations
:t:ntuurs Centrale Casablanea - fsited gttt
Eﬁn:uursmmat:-al ~tasablanca majfr/ (site info et concours cycle ingénieur)
tp: Amoussaukro [E“'-'“'-‘ du gouvernement apriés admission) :
h w.Inphb.ci/2/y ilf (site info)
Eﬂnmu.-s EN!; . Ing-INPHB-2020/ (site concours Ingénieurs)
¢ ié A Ahmﬂ" {Euurse du gouvernement aprés admission) :
a.etd.clf site info)
I‘; : es3d.ensal.fr (site concours cycle AS/cycle ingénieur)
oncours HEC Paris {Bourse du gouvernement aprés admission) :

bﬂﬂﬁiﬂ*_.wam,e_m-z_

Eunl:-uurs E N5 Abidjan (Bourse du gouvernement apris admission) :
—-'iﬂﬂfi’.'ﬂii“!_th,ﬂmi {site concours)
www ensabidjan.cif [site info)
Cn ncours A Yaoundé :
hitp: w.iia .0

http:ffwww iigyaounde.com/linstitut/conditions-dadmission/

Concours X polytechnigue de Paris (Bourse du gouvernement aprés admission} :

ttgs {lwnarer paly Echnlgue edu/ (site afficiel)

£
WA D0 .
|I1ﬁrt5 iversitaire-inter Hg anale-ful (page :drn-ssmn]
Concours ESATIC Abidjan [Bourse du gouvernement aprés admilssion) ;
https:/ v, esatic cifindex] php {site info)

https:/fwww. esatic.cifadmission php (page admission)
Concours ISFA Lyon {Actuariat) :
h lsl‘ niv-lyanl.f

-3-la-farmation-d-actuaire-a-l-isfa-

203 mg,m;g

Bourse Japon 2020 (Bourse du gouvernement laponais aprés admission) ;
wﬂmﬁ%&w (PDF d'information a télécharger)

httos: ei.emb-ja itpr | ml (site officiel de la bourse)
Buurse Russie 2020 [Enurse :lu gouvernement Russe aprés admission)
htt tedivaire, mid.ru cote-d-iveire-fr/conditions-a-remplir-pour-devenic-

n:lat ux-bourses-du-gouvernement-russ
M2PSAV de I'UFR Math Info (Possibilité de Bourse du gouvernement aprés admission) :

hitp://m2psav.master edu-math.orgf (site officiel )

htto://m2psayv.master.edu-math. ?page id=18 (page de candidature)
r:::mccrurs [FORD Yaoundé {Bourse du gouvernement aprés admission)
. ifard-cm.o
1 regfinfarmations-

utiles
CAr.Lours EAMAC de Niamay (Bourse . arganisme Adronsutique{ANAC, SODERAME .. ) wprds adniiadon .

anac.ci/anag/web/ {ste de I‘aulnritéutlnnﬂrdel'wmlunmue de Chte d'iveire}
anac.cifanac/w reANAC pdf (PDF pour s'informer sur
D ion en cote divoire 5 léchrger]
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<~  Exmercice 1. Sofent {_.xl,dﬂl ek [_xg,d-ﬂ des espaced mdlriqusd

UNISAT - Abidjan
Annba universitaire : 2004 2015

LICENCE 3 — Mankion * Mathépatiques
UE : Topelogie
Examen da Juin 2015 - [urse £ 03HO

I « Xy — At

une epplie tion continue et bijechivt.

{1} Soit (= )nen tme suite conuergents de X1,

. {z:neNjulz} gat une partie compacte de A1 _ 2

(i) Om sucposs que (X &) oot compatlet quE POUT toule parie mﬂ;&
Ko oe Xa, [{Ka) est compact dans Xy, Montner que [ est un

méar ierplisme. -

de limite 3. Monirer Qe K=

Exercice 3. {i) Donner, en lo justifiant, o définition da [a narme d'une
application Endairt coribinue

(i) Denner, i s justifiont, la définition de la no
uniforme.

(iii) Soit B Vespace de Bansch des applications compleres conlinuss SUr Pin-
serelle compact [0, 1], muni de la narme ds lo contergence uniforme.
Eait o un dlément de B. Monirer que V'opplicotion

TiE—R, :--Tnn=£nt}pmen

rme de lo cONPETRERGE

est lindaire ef uniformément continue sur 5. Majarer la norme de T.

Exercies 3. [Démonirer que dons un espose vecleriel de dimension finie,
toutes les normes sant dquivalentes.

Exarcice 4. 5oit o wn réel sositif et (E,d) Uespace des fonclions continues
sur Vintervalle J = [0, 0] & valeurs réalles, muni de la distance de lo conver-
genee uniforme aotée d. Seit T la fonetion = — T'z définie sur E par :

ﬂﬂ{t}=1+j:=mm Vee .

(i) Montrer que ¥z € E, T(z) € E et que Papplication T' est lipschitzienne.
(i) On suppose O < a < 1, Monirer qué 1" admet un point fize unigue u.
(iifi) Trouver, pour 0<a<l,lepoint ficeu de T

VALIDELR LMD: Consefls - Examans & 70 -
14



LINIEAT « Alidjan
Abtfite pinbvesnitaing © 2004 SIE

LICENCE 3 = Montion : Mathématigues
UE : Topologio
Exnmen d'octobra 2015 - Durée : 02H45.

Bxorelce 1. Montrer qu'une partie A d'un espoce topologique E est denys
st gt sewlement toul onvert O non wide de E rencontre A

Exercice 2. A quelle conditian une suite d'un espace topologique séparé B
conunrgo-t-clle vers un point isolé de E 7

Exorcice 3. Soient (X, dy) et (X3, da) des espaces métriques, f - Xy = A3

une spplicalion continue ef bifective.

(i) Soil (Taluck une muile convergenie de Xy, da himite 2. Montrer gue Ky =
[z:neN}uU (s} el une parfic compacte de X).

(1) On suppase que (X:,¢1) est compact ef que, pour {oule porlis compacte
Ko de Xa, f~V[Kz) est compacl dang X). fMontrer que [ est un ho-
mégmorplitsme,

Exorcice 4. Seient f,g: 2% — B deuz fonctions belles pour fotd WV, TV E
7,

{Iftu.v.ifﬂl:-:rii < alu—-z+Hv-y
lofu,v) —glz.p)] < clu=z]+dv-yl

On seppose quel ca+b < letl<e+d <L
Ot econsidére 2 syatdme ¢

z = [z
{S}{ - ?l::h!ﬂ-

1. Montrer que (2,y) est solution du sptéme (5] 51 el seulement {x.v)
st point fire d'une applicalion T & définir,
¥ Démontrer que le systéme (5) admel une solulion unigue.
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Universite Fag;
UFR Mutbhnaers
-I:i.I'LI:Ih ik

Houpkeuet Boigny - Abidjan
tmatiques etlnformatique
versitaies - 2015 2015

LICENCE 3 ~ Mention : Mathématigues
UE : Topologin - EXAMEN du 21 Septembre 2016 - Durée 3H0D
Documents ot téléphones portables non auterisis .

Exercice 1. Su E un espace vectoriel de dimension finis sur 2,

() Démonirer que E est isomorphe 8 B pour un certoin entier nafursl .

(b) Démontrer gus sur B® tautes los normes sont équivalentes.

(£) En déduire que sur £ toutes les normes sont dquivalentes.

(d) Démentrer qus touls application linésire g: £« F. ot F st un espace
vetorisl norme, et continue.

Exercice 2. 1. Soient (X,dy) ot (Y,ds) des espaces métrigues, f:1 X
Y une application. Montrer que si [ et eontinue glors, pour foute
partie fermée F de ¥, [ "Y[F) est uns partie fermée de X.

2. Seit € Vensembls des suite de nombrr réels qui sont convergonles muni
de la distance d définic comme suif 2 pour s = {24}, ¥ = (), diz, 5} =
SUPy| Ty —5::"|. Foil, pour toute suite (.)€ €, L{z) so limile.

(a) Monirer que {"opplication L : € = R, z - » L(z) ext continue.
(b) En déduire que {o porfiz Oy de C des suifes qui conpergent vors 0
est fermie,

Exercice 3. Soit X — C[[0, 11} I"ensemble das fonctivns numériques conti-

nrces sur {0, 1] mund de [s distance d la convergence wniforme D,

(i) Durmer, en te justifiont, {o défimition de 1 et Mondrer que (X, D) eal
romplel,

(i) Monirer que l'application F: X+ X telle que

Ve X, Fife) = geotste) i [ ftoat vee o)
est continue, lipschitzienne. On nolern que les fonctions £+ siniz) et

7 - cos(z) sont 1-lipchilziennes. On edmstirs, dans la suite, que &
ni'ast pas une confraciion.

{ifi) Mantrer que Fo F exf une contraction dans X,
{iv) En deduire Peristence ef L'unieilé d'une appliration g & X felle gue

vz € (0.1, otz) = geostota + [ it
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UFR np 201 5-2016

Filitre ; gp1

EXAMEN
Topologie
F.emidre session
Durde : 02HOU
Lacence 8

EXERCICE 1 ¢

Sodent. (X, d) et (Y, d) doux espanes mdtriques, Sciend [ et g continues de X dans Y.
L. Montrer que {z & X/f(2) = g(2)} est fermoe dans X,

2. Soit A une partic dense de X, Montror quesi [ et g coineident sur A alors f =g

EXERCICE 2 ;

1. Donner I dofinition d'un esproe complet ot d'une couteaction.

p2

Donnar Ja dithinition d'un espace métrique compact.
Mentror qu'un espage métrique compact est complet.

Montrer que toute contraction est umformiment contime.

ol SR

Soient (X, d) un espace métrique compact of f une contraction de X dans A, Montrer que f
admet un point fixe unigoe :

VALIDEUR LMD: Conseds « Examens & TD - Corredions 17
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LICENCE 3 - Mention @ Mathémathques
UE : Topologle - BXAMEN du 14 mars 2017 - Duréo 2HO0
Procumimita ol tdléphones portalies non autorisés .

Esorclea L. 1. Suient (X, dy) rt (V,dg) des espaces mteigues, f2 X —
Y wme applicntion. Mentrer gue oi ; st continue alors, pour loule
partie fermde Fode Y, FUF) ext une partic fermée de X.

2 8wt € ensemble des suifes de nombres edels qui senl conreryentes
mund e o distanee o défosie comme quil @ ponr 3 = (Ta), I ='IE.F|'=|.L
Hix, ¥} w avepta|2q —gpnl. Soil, paur toute suile (z,) € £, L{z) su dmile.
(n) Montrer que Uapplicntion [ & — B, 2 — Liz) est conlinue,

(b)) En diduire que le parlie Gy de & des sulles gui convergent vers
ral fermde.

Exereien 2. Soit £ (X, 60) un espre lopalogipe.
1. Guand diteon que K cal sonneee ¥ Conniere pur gres ¥

£ Suppesens I eouncre ol sl | wne application continee de £ dans
{0,1). Montrer que [ eal conefanke,

¥, Qu'appelle t-on cumpancntes connezes de £ 7 5 B et conneze, cam-
bien dispusc L-il de romposanles connezes F jusbificr votre TEpatsE,
A INGnonbeer gue 5105 exl conmers par ares, i esl conmezs ¥

&t suppose que B ext ronnexe of comparl Seit g une application conts.
nue de J5 daus B, Montrer que g(E) ¢=L un inté—sails fermd =t burné,

VALIDEUR LMD: Conseils « Examens & TD - Cormections
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UFR Mathématiquues of Informatique
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LICENCE 3 - Mention : Mathémntlques - UR ¢ Topologle
Seg=ion du 0% geploanbrs 2017 Dowda 3 TRITION

Exercice 1. Soient (E,I.|lg) et (F1]e) dea capaces vecloriels normda of
g une applicalions hindaire da & does F

() Monfrer cue g ext condinue i ef seulement ol elle et borade aur ln sphdie
units da E,

{b) On suppose que E est de dimension finie. Montrer qu'il exisle un selel
M positif tel que, pour fouf élément 2 dons ln sphire unild de K,
Hol=1llr < M.

Exorcico 3. Soif (X, d) un eapace mdimgue compaet el [ oune apphioation
continue de X dans X. On suppase que

Vre X: fPlz) ¥ =

Fafof.
{a) Montrer que l'application g: X = B définie par glz) = diz, [1(z)) eal

confinue,

(b) L'application g cdmet-ells une bame difdrieure F une dorme supdrioure 7
Dans l'affirmative, ces bornes sont-elles aftembes

(¢} Montrer gu'il existe un véel k> O fel que
Ve X:dlr, Pl =k

Exerciee 3, 1. Seit (X, d) un copoce méirique el (m,)nen une suile de
points de X qui converge vers y € X, Démonirer que Vensendls K =
{zn:m € N} Y est compact.

2, Soit § : B" =+ R™ une application confinuie el propre, c'eal-d-dire, lelle
que, pour foute partie compacte K de R", f~(K) est compact.
(a) Mendrer que s [ est propre, alors [Nmage par [ de toule partie
fermée de R esl um fermé,
(b) Etablir '4quivalence suivande : f sl propre s el seulement o
=) = 400 quand f=] -+ Hoo,

VALIDEUR LMD: Consedls - Examens & T - Comectians

Teiarr e Dyt

Iy

19



1008 2000

L-FHﬂ - UFR Mathématiques ot Informaticque
Annbe Umiversitaire - 2016 <2017

LICENCE 3 -- Mention : Mathématiques ct Applications
UE : TOPOLOGIE .
Session du 14 Fovrier 2018 - Durée : 02H30,

Documents non autorisés.

E_:Il]:‘ci:& 1. Soient A un réel strictement posittf et (£, D) Uespace drx fonr
fons numdriques continues définies sur Vintervalle compacte [0 A] mont de
la distance de la convergence uniforme D, Seit T : E = E. o =+ Tlrl,
Uapplicaation défine par -

T{z)(t) = 1 + f ) {s)ds. (L)

{a) Donner, en [a justifiant, o définition de [,

{b) Montrer gue l'sm a ben T(z) € E pour touf r € K.

{e) Montrer que U'application T' es lipchitzienne.

{d) On suppose que A < 1. Mentrer que T admet un point fire wnigr.,

(d)} Monirier que cé point fize de T, x, est U'unique solution du probléme de
Cauchy :
wt)=u{t) =0, te0d], ull)=1L

Exercice 2. 1. Soit (X.d) un espace métrgue of (r.).en une suite de
podnts de X qui comeerge vers y € X, Démontrer que Uenvemble f =
{x,, :ne Ny} cst compact.
2, Soitf : R™ — R" une application continue of propm, e'eat-d-dire, telle
que, pour toute partie compacte K de B, fUK) est compart.

(a) Montrer que & [ est proyre, alors Vimage par f de foute parkie
fermée de B™ est un fermé,

(b} Etablir l'équivelence suvante @ f est propre 5i ot seulement i
BF(x)ll = +oc quand |lrf = +oo.

ummmm-mam,m
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LICENCE 3~ Mention : Mathemntfgues of Applications
UE : 1TOroLOGIE
L& saeppbemnbiree 200K = Dnaria: 2L

Sewxinm thu
Doeiinenils non anlorises,

Exerelon 1, Sl 5, Vesmee des suites reéelles dont les dermes amnd muls &
gaarfir d 'wn corlain mng O sunit £ de fa norme (2a)aet = Flaatneril -

Mar{|ral,n € N}
On considére opplication L. E = E définie par

Ulzahaen) = (= hen

1. Monirer que 'application L esl :
(a) findaire;
(L) bijective;
() eontinmne.
8 [ application L ext-elle un homémarphisme ¥ (Cn Etudiern la continuile
da {"application réciproque L7}).

Excrcice 2. (i) Sotent (X, dh) et {Xq,4dy) dews espaces melreques sparnds
et f o (XKl = (Xq,dz) une applicalion confimue, Montrer gur,
pour loute suite {Ta)n de X convergente de limite a € Xy, I suste
(flz.))uey eal convergente dans Xy, el de lunite dgale & flal.

(i) Eziste-t-il une applicalion continue f ¢ [0, 1] = B qut est lelle que, pour
bt z € €3, flz) € (R =) el, pour tout z € (R - ). hoe@v

Exarciers 3. Soit (X,d) un espace métrique compact el [ une application
conbinue de X dans X, On suppose que

Yre N [flx) &5,

ot f*=fol.
(o) Mentrer que sur X ® X, Vappliention distance o est ; wniformduseit
continue, bornide el alleint sex bornes.

VALIRFUR LMD: Oangedls - Baamens & TD - Correction?

e

LMDCSC

i




1002 3000

MDD

2
- g2
(b) Montrer que Uapplication g: X — & définie par glz) = d(z, J*(z)) es!
continue,

' . - . 1 ?
Dans Uaffirmative, ces barnes sont-elles atieinics ?

(d) Montrer qu'il esiste un réel k= 0 tel que
Yre X dlx, Pl 2k

(e) Montrer gue f ne peut admettre de point fize.
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Enivemité Félix Houphouet-Boigny Année 2017-2018
R Mathématiques et Informatique

Licence 3 - Mathématiques
UE : Topologie
Deuxitme Session - Mars 2019
Durée ; 2 H 30. (Sans documents)

Exercice 1

Soient (E,d) et (F,4) dew espaces métriques et [ : £ — F une application,
1) :'i‘i':fnlrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) f est continue sur E

(i) VA c F, f-! (i) c F’:Eﬁ

(i) vA € F, FT{A) € £ (A)

2) Montrer que si (E,d) est compact, et si [ est une bijection continue, alors f est un
noméomorphisme.

Exercice 2
Soit (E,d) un espace métrique compact.

Soit (Zn)nen une suite de points de (E,d) n'admettant qu'une seule valeur d'adhérence.
Montrer que {Tn)nen converge dans (E,d).

Exercice 3 _ .

Soit X l'espace vectoriel réel des fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans R muni de
la norme |||, de la convergence uniforme. |

1} Rappeler pourquol (X, llll.) est un espace métrique complet.

2) On pose, ¥f € X
FUN@ = [ 1Od+geos(/ (@) Vel

a) Montrer que F est unc application continue de X dans X.
b) Montrer que F' est une application Lipschitzienne non contractante.

¢) Montrer que F o F est une application contractante et en déduire I'existence et
"unicité d'une application f € X telle que

1@ = [ reasgeosts@n vaep.

VALIGEUR LMD: Consells - Examens & TD - Compctions k|
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Durde : 2 H 30 mn. (Sans documents)

EIEI‘I.".!_EQ 1

E:’:l: E l|‘m"-hm des applications continues de [0, 1] dans R.
P A distance de I convergenes uniforme sur £ :
our bows f g & £, on pose

1

i
a9 = [ 11w -s@la
1} Montrer que d est une distanee sur E.

2) Meontrer que (E, D) est complet.

I ——— |

" (i) Montrer que 'application identité de (E, D) dans (E,d) est continue. ‘_
(i) Montrer que I'application identité de (E,d) dans (E, D) n'est pas continue.
(iii) Les distances [ et d sont-elles topologiquement équivalentes sur £ 7 =
Exercice 2

Soit A une partie partout dense d'un espace métrique (X, d). -
Montrer que si toute suite de Cauchy de points de A converge dans X, alors X est
complet.

Exercice 3 o
Soit E = C' ([0,1], R) I'espace des applications classe C' de 1{1_1} dans B |
Pour tout f € E, on pose

N1 =1l + 1 -

1) Montrer que N est une norme sur E et que (E, N) est un espace de . FR—— :

2) Soit T lopérateur défini sur Epar¥f € E ¥z € [0,1)
—3 | - 2
(/) (2) +j:n;t ) ds.

a) Montrer que T o T est une contraction,

b) Montrer que T admet un point fixe et ce point fixa est unique

¢) En déduire I'existence d'une unique application f ¢ p telle qu
: e

fO)=1et f'(2)=f(z-2"), vz ¢ [0,1].
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Exorcice 1
Soit E un espace vectoriel sur k = R on €, Soit d une distance sur B.
1) Mantrer que si d est mesocife & une norme |||| sur B alors o vérifie les conditions

suivanies :
al Yo, ul € BEod{z +Ly+1t) =diz,y)

b) YA €k, Yr.u € E, d(Az, \y) = [Md(=z,v).

9} Réciproquement, montrer que si d virific los conditions a) et b) précédentes, alors il
existe une norme ||| sur E telle que d soit 1o distance asspehio f cotbe norme,
On donnera explicitement 'expression de cette norme ||} ; on vérifiera que c'est bien une

norme sur E et que la distance qui lub est associée est bien d,
3} Considérons sur E la distance discrite p définie par Yz, y € E

leizéy
”""’:"'{nau:y

Existe-t-il une norme N sur B telle que la distance associée est p ¥

Exercice 2
Soit (£, 1]} un espace vectoriel normé sur R.
1) Montrer que 8 toute boule fermée de (E,|lll) est compacte, alors (£, [}||) cat un espace

de Banach.

2) Montrer que B est connexe.

Exercice 3
Seit (X, d) un espace métrique compact, et soit [ une isométrie da X sur X.

1) Démontrer que [ est un homéomorphisme de X sur X.

Indication :
g3 f (X) # X, prendre un point = € X\F(X) et considérer ba suite (x,), .. définie pas

W & N
Intl = j{:!}-

Prouver qu'il existe o > 0 tel que ¥p,q € N° tels que p # g, d{z,,7) Z o

=, B déddisioe qu'une laumétrie § de B sur B® qui adme un poant fixe est un hamdarmorphisme
de R™ sur %,

VALIDEUR LMD: Conseils - Examens & TD - Corrections 3
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Licence 3, Groupe 2: Devoir de Mesure
g EE‘:":J.EEE . Durée :111.15mn I
Exercice 1: ( 10 points )

désigne 'onsemble des boules ouvertes de B dont 1o rayon ainsi que toutes les coor
du centre sont des nembres rationnels. Mountrer que:

1*) Tout ouvert de R eat rhunion déncmbrable d'élémenta de 5.
2"} La tribu Bardlionne de B? est engendrée par 5.

Exercice 2: ( 10 points ) ‘

Soient (X, T, ) un espace mesuré positif, {1 un ensemble non vide, et f : 11 — X upe
apphcation. 3

1") Donner la définition de f~'(7) et montrer que c'est une tribu sur .

2°) Eat - i vrai que f(f-(7)) = T7 ;

3%} On suppose que [ est surjective. On pose

V{A) = W (A)). YA € J(T).

Montrer que v est une mesure pesitive sur (02, f-1(T)).

2R

T we) D
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Licence 8 : EXAMEN DE MESURE
[ Thenre 30 mind

I. O domne X = ll;j‘iﬂ;l:ﬁqﬂ}l,i:{lialﬁ} &L B={d:5‘:ﬁ}

1. Citer les Bléments de Valgibrs A de parties de X engendrd par
&= {4 B)
2. A est-elle une g-algebre de parties de X7

3. Ditfinir sur (X, A) une mesure de probabilité g verifiant
a(A) = Lu(B) =} e w(AUB)=}
(O précisera Fimage par g de chvgue Sdnent da A)
I1. f est une application d'un enkemble {3 dans un autro X

1. Muontrer o |
(a) VI e B{X) SUX\T)=0\FYT)

{h) ¥A, B e P{X) [“YAnB)= f~YA)n[~YEB)

(e} ¥(An)nza € PLX) S Uz An) =Uizo F7HAn)
2. & st une o-nlgthre de partics de 0 et g une mesare positive sur (1, 8)
(a} Mantrer que f{S) = {T" X/ JHT) € 8} est une tribu de
partics de X

(b) On pose : ¥T € f{§) »(T) = plF=HTY)
Montrer que #oest une mesure pasitve sur (X, f(S))
111, X est un ensemble nen vidle. Powr tous sous ensemble E de X on pose :
e | 0 8 E=D
g { L si E#0
1. mantrer que g* el une mesure extérienr sur X
3. Boil A un sons-ersembile de X tel que: A#Qet X\ AR,
A esteil pr-mesurnalblo?

VALIDEUR LMD: Consells - Examens & TD - Corrections
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Licence 3: E.C.U.E. Mesure: Examen 1ére Session
Durée: 7 H

Exercice 1: ( 8 points )

Soit X un ensemble non vide.

17} Montrer que, si (Aa)azo st une suite do parties de X ot A = Unzoda, alors
AVMz0ds) = Unsa( A1 AL).

27} Boit R un sous - ensemble non vide de PLX) vérifiant:

(YA, BeER A\BeR

'[“'} V(A,,},,H £ 'R'El U-.-,gu.‘t,. £R.

a) Montrer que: ¥{Ag)aze € il MNepods ER-

b) Montrer que R est une o - slgtbre de parties de X s et seulement s X est un
élément de R,

Exercice 2: ( 7 points )
Scient X un ensemble non vide, T une tribu de parties de &, ¢tp une menure positive

gur (X, T )
1*) Montrer que: YT, 8 € T on a: p{T U S) + p{T N 8) = u(T) + p(5).
#*) Donner une condition necessaire ot suffisante sur ;1 pour que V'on ait
VI,5€T , p{T US) = p(T)+p(8) = p(T NS5} ")
3*) On suppose que u vérifie (*). Montrer que: ¥(T3, T3, T3) € T" on a:

W(TUTUTS) = all)+u(Ts) +6(B) —p{TOT3) — p(TNE) - a( BB+ (TG OTNT).

Exercice 3: ( 5 points )

0 = {abe) ct on pose: 7(9) =0, r{{a)) = 1, 7{{th) =7({e} =2,
#{{a,b}) = v{{a,c})=r({b,ch) =3t v() =1,
1%} Montrer que © et une mesure extéricure sur (2, et que T n'est pas une mesure SUr

1, P{11))
: 2“":; II:,]IILI.H aont Jess sowa = cnsemblea de £ qui sont T - mesurables?

VALIDEUR LMD Consets - Examins & TD - Comoctians
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Licence 3: E.C.U.E. Mesure

: y
Examen de la ;:'t'-ml.r o SRl
Ihisde: 1hVimn

Pour tant I'L‘E N, nn pose 5, = [n.n+ 1.n— 2]
Foestlaa - alethree de parties de 8§ cogrodete pas

= {5, | n€{0,2,3, ..} =N\{1}}-

1%} Monbrer ques ¥n & N avenn > 2, oua {n} £ F.

2*) En déduire que toute partio de B = {23 }s':'l.l[{],ljn:unﬂaim-:nf:de
F.c'est Adire PN C F.

Ty nigkbre de parties d'un erscmble non vide U1, o pr 0 une marsare foeiiie
sur (02, A).

1°} {An)apa eft unc suite d'tliments de A On pose:

¥n & N, By = Upsndy ol @ = Nevg la.

Montrer ques
a)

Si plUseds) < +oo, alom Hllmw[fﬂg}l{f{h}l < p{C):
B)

S Ej:[ﬂ*} < { oo, ulors plC) = 0.

Ll

2*) On suppose que p{fl} < +oo. (An)azs et (Brlnzo sont dews suites d'¢léments de
Adelles que: ¥n e N, 0, € A,

Alnnteer que;

ﬂ} [‘LJ,:.E-I"ITIL{""""‘F'IL} C Un'hl'l‘dll"l."n]':
b)

ptzeda) = plUazaB) £ 31000 pi(a,)).

vmmﬂLM:M*&mmim.mm
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Saient (XA mt (X3, Ag) deng repaces memirabilen, X 1= X % Xq, olmy 0 X = X,
In projrction canoniee, e koo 1% Sl A s Uil sar X engendele par

Ei= {Ay % As | Ay € AgVi= 1,2}
Montrer gque 4 et engmnidebe par

Fo={mME) | Eve Ay et k=1,2].
Pour eappel: ny(z,, y) ==, el mpfz, ) =y ¥z ) & X,

1
VALIDEUR LMD: Consells - Examens & TD - Corrections
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Licence 3: E.C.L.E. v%‘,‘i‘_‘
Examen de |z seconde 868810
Drurde: 1830ma
Exercice 3.
Rappeler la difinition de:
L]

1%} une & - slgitee de partien d'un ensemble X rwr 2% pachant QUe A
2] une menure positive u et une s de probatiich p gz (XAl

et une 7 - algibre de parties de X,

Exercice 2:

P est une mesare de probabilice s (X, PIX, 52 F
d'un encemble ¥ donnt,

Mentrer que:

1%) Pour tout entier 11 2 1, Venserphle

posséde au plus n &léments;
2®)

eqt dénombrable.

Exercice 3:
u désignie la mesure de Lebesgue sur R
1) Sedt !urb[ un inserdalle cuvert &L nen '-':ﬂ.'!"!fe E.
o) Esthiber une suite d'intervalles compacts (&, & juz; d2 B visifiane:
o ¥ > 1, ien, da] € [Gaeti Gaesl
L] Ung!l [f-rh dﬂlj 55-!1. t.ri
b} Montrer que

plla,b]) =sup{p(K) [ K et un compact de Roet K Clg 87},
E:] Soit '[iﬂhbl[}ial L suite ﬁﬁ:}ﬂi—ﬂu d'intervalles cuverts et po 2

b= Unsslo L. On ippeRe 2(0) < o5, n vides de R, ot
Montrer que:
aj¥e € RL, 3k € N* tel que: ¥k 2 ke, F{'-J:gg}n-.,,b‘u > p(0) =¢
b plO) = eup{u(#) / K est un compact de R ot € 0).

N.B.: O rappelle que toute réunion d'un nombre fini de com
de R. pacts deR est un compact

VALIDELR, LMD; Consals « Barmens & 7D - Corpcery
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Exercice 1 (3 points)
Donner la definltion des notlons suivanies

1. Une tribu de parties de X

2, Une mesure positive sur un espace mesurable (X, 7).
3. Une partie négligeabla d'nn espace mesurd (X, T, u)
4. Une mesure complidte,

Exercice 2 (5 puints)
Soit X un ensemble non vide, T un sous-ensemble non vide de PX) ot
Ae PlX)
On pose
Dym{ANE: E €D}

1. Montrer que, si 2 est une teiby sur X alors D4 st une tribu sur A.

2. On suppose que T est une tribu sur X et que A € . Montrer que
{M C A: M e D} est une tribu sur A,

3. Soit F € P(X). Montrer que (o — A[F))q = 0 = A[Fy).

Exercice 3(8 points)
Soit (E,T,m) un espace mesurd. On note N, Vensomble des parties
pégligrables. on pose

Te {J‘lUN!:‘ET,NEHm}

1. Montrer que T est une tribu sur E et que TUN, C T

YALIDEUA LMD: Conteds - Exgmend & TD - Comrectiang 3
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2, Soit Ay, Az € T et Ny, N2 € Nl tebs quo Ay U Ny = AU Nz, Mountrer
que mAy) = m{A;)

3 Pour B € T, soit A€ T\N € N, tel quo B = AuN. On pose
M B) = m(A).
B hlonbrer que ffocst une mesure sur ot T = m.
b Montrer que i est In seule mesuro sur T dont 1a restriction & T

est égale h m.
4, Montror que Na = M, c T

Exercice 4 (4 points)

Seit (X, M, u) un espace mesurd 6l g est une mesure positive telle que
pfX) = 1. On considire
T={AecM:pld)=1cupd) =0}
Mostrer gue T est une tribu sur X.

WALIDEUR LMD: Conseils - Examens & TO - Comections
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15U E Mesures

Dieuxifne Gessian
Dhitte: ﬂl!lﬂ'[l
Niveas: L

Excrcice 1 (3,75 polils)
Chigziinns de Gours :
Chagie réponse correcle Tapporte 0,75 paint et chaque réponse incorrecte
enlive 0,5 polint. Répondre par Oui ou Noa.

1. Use tribe contiont t-clle ndcessairement I'ensemble vide?

2. Seit (Aa)ane uncsuite d'Eéments d'une algtbre F. A-t-on nécessairement
U...H.f'l.-, EFT

3. La mesure de Lebesgue sur (R, B(R) est t-elle o faic?
1. Un ensemble néglipealile est-t-il nécessalrement yn ensemble mesurable?
5. Unc mesure extéricure est-clle une mesure positive?

Excrcice 2 (3,25 paints) B
Seit (X, M, p) un espace mesuré ol i 6k une mosure positive telle que
p{X) = 1, On considere T = {A € M:p(d) =100 ulA) = 0}
Montrer que T est ung tribu sur A,

Exercice 3(7 points) 5
(i ranpelle que oo & = %

\. Soit 0 un ensemble et F un ensemble de perties de 1. quelles canditions
F doit-glle satisfalre pour étre une triby?

9. On considire V'ensemble des entiers naturels N muni de la tribo P(N).
A quelles conditions une application v ; PN = [0, +00] cst-elle une
mesure?

VALIDFUR LMD: Consclls - Eamens & TD - Correclions
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3. On considiee I'spplication 1 < P(N) — [0,++00] dCie pour tout _

A € P(N) par:

b m{"ll.] el Amg

m{A)= T, a2 6 A est un ensenshle fini ne m_nlmﬂn’f- pas 0
-mld)= oo s e Aou A cstoun engomula infini

On pose Ay = [n).
& Déterminer m{A.} _
b Que vaut 722 m{d,)7? - I
C- Déterminer UES Ay, pus m{UEE A,). m cst-elleune mesuse SUT (N, PN))? _
dLiﬁﬂtrﬂmpumdcmwﬂnbhﬂglﬂdﬂjuhmdeﬂﬁ}ﬂﬂl i ’

m{AU 8) = m[A)} + m(B).
Exercice 4 (6 points) Seit 1) un ensemble et P(R) lensemble des paties r
de L. .

1. Danner la d&inition d'une sesure extérieure sur 11

2. On défnit  : P{01) = R par:
A=l A=¢ L
rp{A) = 1 sinan l

a- Montrer que 7 est ane mesure extéricure

b- Quels sont les ensembies r-mesurables? l

- Vérifier lo théorkme de Carathéodory:

WALIDEUR LMD: Consads - Examens & Tp -
36
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Licence 3: Devoir d’'Intégration
Drartn: 1 H 3 mn
s lans

Exercice 1: { Cours ) { 6 points )
17} Enmoncsr |e shinrtme 2o ls comvwergence demnings de Latemgue.
2%} Déementrer be thiearime de la commagencos dominés de Labangus,

Exercice 2: : p .
Seient Ay =] — 00,0], A, = (2= 1), 20,90 = L, ot pour bout 2 € R Y e e

| flz) e flz) € Ay P A
giz) = { Lsif(z)€Annzl
A dbisigna la mesure de Labesgue sur B, ot B(R) la triby Borblienne ds E.

1*) Manteer que

i
9= ty-rpan + E, 2 L B
ol X p-1gp,) isigne la fonction indiatrios da =1 A
29 aire da 1°) que g et BIR) - mesurable.
3°) Montrer que 'intégrale de g sur K par rapport & la mesure 4 exdete,
4°) Caleuler [, g
5*) La fonction g et - elled - intégrable?

WALIDELR LMD: Consels - Exaymens B TD - Comections i
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' 3: nen d'Intégration
Licence 3 E::EE

Exencce 1: { Cours)
1%} Frnoncer je thivsime de ln converpenot mopotone.
2 Pbrmpomtves le thiosime de la cotvergence monotane.

Exervice 3.

\ est 1a mesune de Lebesgue sur (R, E{R]).

Dhvpusis bos classos antéricuncs Hous SWOBS Que: sig:fad—Rest de classe OV, alors

f (51t = g{b) — gfa). Nous admettons ce résnltat.

Sait f : R — R une hijection ervismnte de dasse O A et Ia mesure image par [ de

A, qui e diéfinie par

vA & BR), M) = A~ (40.
1%} Montrer que
A f it
A

et une mesure posative sur (B, B{R)).

2%} Moatrer que: pour A= Jo,B svec e, bR et a < b, on
V= [ roao.
5*) En utilisazt 2°) et les prolongements de mesure, montrer que:
vAeBR), M(4)= L FOD).

4%} Seit b : R — Ry une application B{R) - mesurable. Montrer que

L b = j;hlf‘.l.!" ()dA{f). ( Indieation: Commences par le cas ol b est B(R)-tage).

VALIDEUR LMD: Conseds - Examens & TD - 5
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i Ly

ke
s @
I‘"I Licence 3: Examen d’Intégration
Peide Sesmion
Dharte: 2H30mn

Exercice 3:  Cours )

1) Encacer le théortme d'Egoroy,

2°) Soient (X,.A) un espace mesurable, a € B, et [, deux appplications A - mesu-
srables: e X clans B,

On puse: Y2 e X

iy o { o) +ola) o (J(2),9(z)) # ({00, 00}, (00, —c0)}

FRGT.
Montrer que b et A - mesurahle,
Exercice 2
A r=t la mesure de Lebespue sur (R, B(R]}).
Prur tout 1t € N* el pour tout z € B, on pose

a1 +n'z) mbl<cz<nt

ni{2—nz) Snt<z<in’?
Julz) = -t-m:: } glz=0

0 sxclousz>in-l.

1%} En ntilisant o difinition de la misarabilité, montrer que [ st Borel - mesarable,
vn g H°.

2} Moutrer gque la mite { fo)nere converge A - pp. vers In fonction malle.

3*) Pour un n € N* donnd, diéterminer les p € [1,+00] pour lesquels f.eLr,

4*) Disterminer les pr € [1, +oa] pour lesquels {fojnen- admet une limite dans L7,

5¢) Etudier la convergence en A - mesure de la suite  folnes-:

VALIDEUR LMD: Consels - Examens & TD - Comections
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Licence 3: E.C.U.E. Intégration: Examen 1ére Session
Durée: 2 H 30 mn

Exercice 1: ( Questions de Cours ) ;
1°) Donper les définitions des différents types do convVEIgenc
b“;}[iﬂ canvergence p - p.p.

convergence wniforme .
¢} La convergenes dans LF,1 < p < +c0 [ On pappellera la définition des espaces L7 )
d) La convergence en ji - mesure
e) La convergence s - presque uniforsme. _
2"] Enoncer les implications viees au cours entre nuﬂd.tEér':H-'tﬂ types de ““ﬂmm_
3¥) Moutrer qua la coavergence dans L#, 1 £ p < +09, implinue la cooverge #

mesure,

Seient (X, B, i) un espace mesuré et f : X — R, une application p - integraoue,
~1%) Montrer que, pour tout A € B, 1a fontion indicatrice x5 est B - mesurable.
2*] Soit a € R. Montrer que:

gl vanbsa:

a) {f>a}eB et b} axgpaa) 2 FXr5a)e
3°) Monkrer que:
o | N [1a @ b _Jim_mu({f > n}) =0,
4*) Montrer que

Hm apl{f > a}) =0.

5%) a) Montrer que
ﬂEthx{ﬁggdﬁ‘LH%
b) Déduire de a) que
'v'c}ﬂ,E-AEEtﬂlqm#M]lc+m-.Lffdpgg.q.f”#_
X A
6%} Montrer ques

H;}n,aﬁhﬂldquc:‘fxeﬁ.p:{,i}{ﬁ:f fdp < g,
A

{ﬂnwmmmmiﬁmrlemmfunbumh]

WmEM-m&m,wm
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LMDCSE
Univerite FH.B. - Cocudy Mg universitaios 2006 - 2017
UFR Mathématioues -

Informatious

Licence 3: E.C.U.E. Intégration: Examen 2nde Scssion
Mhurte: 2 8020 mn

Exercice 1: ( Questions de Cours ) ( 6 points )
1%} Enoncer Je lemme de Fatoy.
2%} Didamntrer le lemume de Fatou.

Exercice 2: ( 14 points | .
Soiert (X, B, ) un espace mesré posilif, et f,9, fy 1 X = B des applications B -

metirelile, Yo & M.

Om supmese que fr 2 f ¥n €, ek que [ et g - intigrable.
1*} On suppose qne g est pombive.
a) Momtrer que [ (f + 5)dp cdnte et appartient 3 RV [+aa}.

b} Montrer que
.LU +5H#=LM*+L#HP
2%} Montrer que: ¥n € I, [, fadp edste ot sppartient 4 RU [4ea).

+ ) Montrer quis

f Fawind fody Eﬁnlih[f Jadpe.
X b n Jx

-4*) On guppose quil existe & € B el que

f fdp € C¥n e,
o

Montrer que limind, fn o p - intégrable,

¥ ; 3 y
ALIDEUR LMD; Conseils - Examens & TD Comections a1
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' enntnire 2017 - 2018
Universita FIL1. - Coenely A nunie nnpaenai e
Ukt Mathtmatinues -

Irfewrvinn e

Licence 3: E.C.U.E. Intégration: Examen lere Scssion
Prees 2 H

Exorcice 1

Soient (XA, i) vin espace mesard positil, ot fio: X — R rhrpe applications.

Momtrer qua
L{Iﬂ}dp-LMHLM-

dans chacun des cas suivants:
17} f et g sont A - bragee: positives:
2°) f el g oooul A - penarsliles positiveg
3"} [ et g sont u - intégrables,

Sodent (X, .4, i) un espace mesuré ponitif find, ot pour ot n @ W', fu: X — Fon une
application A - meamble goi ot finie g - poe.
17} Meoadkrer e Vi g N, H3a, € Ry bl apan:

M€ X [ fu(#) 2 ) < .
2°) On pose
A D mUpgwe{z e X [ fo(z) = +o0) el
B .r'n.F_H'uﬂa_ﬂ {IEI ! jﬂit:} Eﬂm}-
Mankeer aquee
a) F# pllze X | [z} 2 a.)) < 4oo
Ar
k) (D) = ¢
) plI:_;LLFHj = i,
3°) On poue

fe ¥ —‘;f

nfie

YALIDEUR LMD: Consels « Examens & T - O »




lu_m_mm

a} Mentror que [ esl une application de X dans R qui ot A - mowrable, positive,
et finie ji - p.p..

K) O sagypess e, ek o = inbigoraile, Vie € N°. Mombrer s Pos et vhidisir Jezs 2
de parle LREH _F ol - 'iTilh'l’ﬂl‘lL‘.

Exercice 3:

Saoient (X, A, u) un espace mesard positil find, Lafa: X —Re des applications A -

mogurables, pour tout 1 € N°.

Cry spgsieset epe Ta suibe U‘_}“H, faapveETpE YETH J e = A, pik apuaie i sndilin ”-]-r,-h

CONVENZE YHES [ o1 Ji = TN,
Wlantees quwe [ = 9 e - P
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8y . op17 - 2018
Université FHE. - Cocody Annbe aniversitairs
lnlt'nnatiq:uf_

n 2nde Session

Licence 3: E.C.U.E. Intégration: Exame

DCrarde: 2 H

Exercice 1:

R est muni de la mesure de Lebesgue A,

Sait f: R — K une application Lipschitzieone [
croissante. Soient a,b e R tels quea < b.

1%} En wtilisant le TCD, montrer que: Ye € Ron o

done dérivable presque partout | et

tim o [ 1) - f(elex(E) =0

Ll -] ["l"H'*
En déduire ques

lim n f [(=)dMz) = J{d), e €R.
2*) Posans l
ga(z) = nif(z+ E]‘ - flz)l ¥z, n) e R x N°,

a) Montrer que g. est Borel - mesurable et est positive, pour tout n € N°,
5} Montrer que 2 cuite (gn)nen- converge A - presque partout vers la dérivee [* de f,
¢) Déduire de b) que /' est Borel - mesurable et est positive,

3*) En utilisant Je TCD, montrer que

Jim [ srea) = [ )

4°) En utilisant 1°), mentrer que
i [ on(=) = £(8) ~ ).
et o 4

En diéduire que
10)- 1@ = [ .
s8]
ML VALIDEUR LMD: Consedls - Bxamens & TD - Cormections
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Soient (X, A, u) un espace mesurd positil et fg: X = R des applications A -

mesurablos,

1%} Donner ln difinition de ||l -
Tl! Monitrer que: si H..Fr"-m & +ooelta E RI ﬂjﬂIﬂ- "'ﬂ'j‘llﬂ = 1{:! |i-r!l|:.ﬁ.

3*) On suppose || [, < 402
Montrer que
ul{z e X [ 11 > Nfll)) =0

En déduire que
Ifi& €Wl #- PP

4") Montrer que: si il existe & > 0 tel que
Ifiz)| < C n-pp

alors ||f]|, < C-
5°) En utilisant 3°) et 4°), montrer que

IWf + glles < W le + Nglea»

YALIDELR LMD: Consaells - Examens & TD - Comections
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'|.'Ir|.1wmt-t- PR . Condy Ansde univendiaiee 018 - 2019
UER Mathémntigues -

Infosmatique

Licence 3: BE.CULE, Intégration: Exmmen 1dve Session
Thirde: 2 H

Fxercioe 13 ( Cours ) (6 points )
17} Dhommer les definitions des dilferents ypes de comvergence aqui ont 8t vus au cours,

=) Donner les wmplicathons vies an cours entee Joe diferonts types de convorgence.
31 Monterer que Ia comvergene dans L Smplique la convergence o i - mesure.

Exercice 2 { 14 points )
Sofent (X, o, ) un espace mezund pesitif, ot pour tout n ¢ N, £, fet gz X =+ [ des

applications - - mesurabiles,

On suppose que foest - intdgrable, o est positive ot [, = f¥n e N,
17} ) En diseutnnt selon le gigne de f(x), monteer gque:

U+l 27
b) Mowtrer que [ (f 4 g)dp existe et appartiont & R {400},
|r} Montrer que
ft.f-’raﬂtiu .,.j .ﬂin+f g,
X X X
2°) o) Montrer que:
VAEN, fas=(fa=L)4f p=pp.
b) En utilisant 1%} monteer que [, fudp existo el appartiont & R U {+oo}, Vi € N,

3°) a) Montrer que Hminf f, 2 f.

b Montrer que j',,. Himabnd fudp existo ot appartient & R U {+oo),
¢) Montrer que .;x lmbnd fadp < Hminf [ v fudl.

YALIDELR, LMD: Consells - Examens & 1D - Comections
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LMifyEsE
Universite F.ILB. - Cocody Annda universitaine 2018 - 2000
UFR Mathématiques -
Informatigue

Licence 3: E.C.U.E. Intégration: Examen 2nde Session
Durde: 2 1

Exercice 1: { Cours ) _
1*) Soient (X, A, u) un espoce mesuré positif, et f, g : X — R deux applications,
Montrer que [+ g eat A - mesurable,

2°) Enoncer le théoréme de Fubini.

Exercice 2: )
Scient (X, B, u) un espace mesurt ef f : X' — B, une application - intégrabla.
1*) Montrer que, pour tout A & B, la fontion indicatrice x4 cst B - mesurabla.
2*) Boit o € B, Monkrer ques

_ a){f>a}eB et b} axgraay = FRipza)-
3°) Montrer que:

a) lim felp = j‘;_fdp et b}n!.i.lf“ma.{l_j =n}) =0

Rt Sl f5n)

4") Moatrer
J 2 Jim ap({f > a}) =0.

5% &) Montrer que
i, [ Sxayin= [ 1

=g

5) Déduire de a) que:

VE}U,HAEBHqﬂ:p{A}{+mcLLfdu5r+Ljdﬂ,

6°) Montrer que:

We > 0,34 > 0 tel ques VA EE,#[A}{J#LIH}.I ek

{ﬂn]mmmiqiwhmmfuthum&u.j
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Universite FHBUFR.0T
icenced § M Anndos ncadémigue 2016 — 2017

Devoir de Théorie do groupes ct dlannéanx : n- Heure E'D:I

Exercice : | H {lﬂ-puintn] . Boient A = {n.b.c} ot e groupe {'F{ﬂ].ﬂ'ﬁ]'.

ol & est la boi difftrence symbtriqua.
1. Déterminer PA).

9
2, Quels sont les cardinanx possibles des difiérents sous-groupes de P(A) 7.

d. Montrer que H = {@, A} est un sous-greupe distingué de P(A).
4. Diterminer Je groupe quotient %. puis la table de =2 loi quotient.

Exercics : 2 : (10-points)
Soit 'anneau quationt A = -E'-—

23E
1. Déeerminer le groupe multiplieatif 44 4) de A.

2, Trouver tous les sous-groupes du groupes multiplicatif.

VALIDELR LMD: Consells - Examens & TD - Camedtions
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UNIVERSITE FHB DE COCODY ANNEE 20152016
UFRAML

L3 8M

EVALUATION DE FIN DE CYCLE
EPREUVE DE THEORIE DES GROUPES ET ANNEAUX
Date: 20002016
Dhiree: 2 houites

exercice 1 (10pts)

17 Donmer 4 exemples de groupes d'ordre § non isomorphes.

¥ Soient Gy ot s ddeux gooupes eveligues donines respectifs ny ot 1y,
AMontrer cue s le produit dreer Gy x Gy et evelique, alors

PECD (nyyne) = 1,

3* En utlisaase les théomtmes do Sylow, montrer que tout groupe find
dordre 772, 0 p et ¢ sont dos nombres premiors distinets, posside a molns
wn sous groupe distingue non trivial (On poures distinguer los cas p > g ot
gk

Exercice 2 (10pts)
1. Rappeler la reprizontation du groupe des quaternions G} par nn systéme
de génératours of relations.
7 Sait les permtations @ et b de &3 )
1334567 8%, . 1234513.3)
““(2341:&735 PPE Ly AT 6301 4
a) Dicompoeser a of b en produit de eyles de supports digjoints et donwer
lewr ordre )
b) Sgit G le sous groupe de Ss engendré par a ot b, Montoer que O est
isomorphe 4 @ et écrire s tablo de Cayley, . )
5. Montrer qu'nn sous groupe distingud du groupe symétnique 5, aqu
contient une transpoeition est fgal & S,

VALTDTUR LMD: Colveedds - Examaens & T0 - Corechans
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URIVERSITE FHR DE COCODY ANNEE 2015-2016

UFR de Mathtmatiques ot [nformatigee
Filidger Sederyonsy Murhisntiqum

Fr Loy J'Evaluation
Epreuve de Thiorie des groupes
Dharfe @ Benares

Excreien 1
Seit & un groupe d'Wément poatre e,
I* Muntror que si Yo ¢ (7, g7 &, alors & est sbhilien

G—G est un antomorphi=me,

I Maontrer que si 'spplication [ o st

nlers O et nletdion
Exercion 2
Seit & GLA(R), 1= groupe des matrices carvioes toolles d’erdee noin-

wers bl mt

H={A € MR), detld) =1}.

Munteer que H est un sous groupe normal de 7 et qu'on & — = B*,

x| o

EXERCICE 3
Sait € un groupe d'ordre A= paly py g ot | premiens aver p < g < I Paur

ol nombre premicr - qui divisa n, on note 5, b gombre do r — Suylows de
.
£ suppese 7 wimple,
1" Calealer ny ot co déduire le nombre d'8éments da d'ordrm |
2% Montrer que le nombre d'dtments de ¢ d'ordre est supdri -
N ahy g plrieur o égal
E:: .'l.!l'n}ntr-*-..r 3t In nembre 4'@fments de 7 dordre P oSt supdnimar on dom)
G glp=1). :
4* &) En dénombrant le nombre d'8éments de €7 d'e
" rdee
it aboutit & une sleurdits, ' Proce o
b Cue pentcn en déduire?

LMDfCse
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Université FHB d'Abidian.
UFR-Mathiénnstiques =t Informetique
Année académique 2016 — 2017
Niveau Licence 3

Examen de théorie de groupes ot d'anneaux
(Premléce sexsion, 3 houros |

Exercice ; 1 : (5-points) . Solemt A = {1,2.4} et le groups (PIAL &) o2 £ en
la loi différence symétrigua.
1. Déterminer 'ensemble P(A).
2. Quels sorkt les cardinaux possibles des ¢ifferonts sous-groupes da P4
& Montrer que H = [, {1,2)}} est un sous-groups distingud de PIA
PlA)
H

4. Détarminer le groupe quotient . puis la table ce sa lof guotient.
PlA)

H

3. Te groupe es® il eycligue?

Exercice 2 {Théorémes de Sylow)(6-polints).

Sotent (7 un groupe d'ordre 33, 81 p est un nombre premier guf diviie eard D, 22
note vy le nombre de psous groupes de Svlow de G,
1. Montrer que vy =1 &t v3y = 1. Ea dédunire qu'il v a dazs § o= senl sous-proupe
H d'ordre 3 et un seul zous-groupe K d'ozdes 11,

2. hicntrer que
- HnK ={eg}
- Tous les &léments do A commutent gves tous les &lfments d= X,
— Montrer que G = HK

3. En deduire que G est abélien, puls moztrer gque & exs cycligue.

Exercice 3 : (8-points) Soient A et B deux annesus commutatisy unitaice:
1. Montrer que WA » B) = WA} x H{E)

9. Montrer que Jes idéaux du produit cartésien d'annsatine 4 x B sont de ls forme
[ %o of ¢ estoun ioesl de A et Jidtal de 8,

3. On considire P'anneav des entiers relatifs Z.
— Quels sont les idéaux mexcdmawe de Z x 27
- Quels sont les idéaux premies de Zx 27

WALIDELR LMD: Cordads - Examens & TD - Comecoons
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Univeraitd FHE o Abidjan.
UFR-Mathitmatiques ¢t Informatique
Annbe aendéntigue 2016 ~ 2017
Nivean Licence 3

Lxamen de théorle do groupes N. ' nnpens
{Donxitann sossson, [T [

Excreice @ 1 3 (d-points) . :
Répondre par VIRAT e FAUX (saus justitication).

1. Tout groupe & au moins donx déments , 8 0 SOUS-FTOURE distingud,
2. Si un ontier ¢ divise o eardinal dun groupe abéfivn fini G, alors G & un sous

gronpe B ooul est d'ordre 2.

3. Tous les sons-groupes d'un groupe eyelique sont ordonmnés.
1. Pour qu'un sous-groupe I d'un groupe G solt distingud, il suflit quil soit inv.

rlant par tout autemoerphisme de &7, .

Exercice : 2 : (S-points) . On considére Munnean des entiors relatifs (2, +,4) o

'ensemble T do tous ses ldbaw,
. Montrer que sur Zd, Paddition des idéwux définit une Jof de composition

interne,
Donner toutes propriébés de cette addicion.
2, Wlomerer que sur Td, Miutzrseotion définit une lot de composition interne.
Donner toutes proprifies de eette interseetion.
Exercice : 3 1 (S-polnts)
[ [}
E‘a{mtt.-!.n-[; ,ﬂEﬂuls-ﬁﬂﬂ}MIw{; v 0 €28 of 4 ¢ 22}
1. Montrer que A st un sous-annean de (Q, 4, ) e eerps des nombres rutionnels.
2. Montrer que J est un §déal de A
A
3. Montrer ﬂ“ﬂdﬂ-ﬂﬁﬁ.. on & 84 = @ pour tout ¢ ¢ 22,
. En déduiro que : I relation ¢ do A vers o=, qui 4 ® ussocie
5

28
i est une application,
5. Montrer que ¢ et un homomorphisne 'onncau

menmn::m.mhmb

R . e -

Teiarrel e DS




| '|
10.08. 2020 ]
LML

U_ni\'-l:r:int& Félix Honphougs Boigny de Cocody
Licenced S M

Annde acadbmnique 2017 - 2018

Examen de Théorie de groupes of d’anneaux : {2 [Teurcs 30)
Exercice ; | (Produit sémi direct). (3-points)

L. Soient G, F deux groupes, d'6iiments neutres respectifs eg ot e, ot
w0 — F un morphisme de groupes.

{a) Montrer quo Kery, le noyau de w, est un sous-groupe distingué
de €,

(b) Montrer que 4 et Injectif si et seulement si Kery = {¢c}
2. Soit un merphisme de groupes ¢ = F — Aut(G). Sur le produit carté-
- sien & =% F op considére la loi »; définle comme suit
(o, 8) = (a,¥) = (a[t{b) (2], 5¥)
{a) Montrer que {eq, er) est neutre pour e,
(b} Montrer que # est associntive.

-{¢) Donner une condition nbeessalre et sulsante pour que »; soit com-
mutitive.

Exercice : 2 : (J-points)
Soit 'anneau quotient 4 = T
1. Déterminer le groupe multiplicatif 14(A) de A.
2. Trouver tous les sous-groupes du groupe multiplicatil,

Exercice : 3 : (8-points)
On eonsidére I'anneau A des fonctions réelles déinies sur R. Soit
[={feA:[(0) =0}
1. Montrer que [ est un idéal de A.
2, [ est-il principal 7.
3, Montzer que [ est un idéal premier.
4. Mentrer que J est un idéal maximal.

VALIDELUR, LMD; Comsells - Examens & TD - Comections 53
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UFHB, UFR- M b
Annte acadtmigue 2017 - 2018 =
Nivean ; 1.3

1% 5
Examen de Théorje de groupes et f_t:;':}?nﬂﬂl
[Dﬂuriél:ﬂcr gessinn & Heoures

Exercive | : [-1-|mi||_1'._.'_:i
1. Montrer que tout groupe G o'tlement neutre e, tel que v
Vzel, ¥=e -]
est commutatif, . -
2. Montrer que tout groupe fini 5 de p* cléments, ol p €51 UN NOLLUTE oL dEr,
est commutatif,

Exercice 2 ; {8-points)

Soit & un Eroupe d'ordre p?g o P et g sont deux nombres premiers. }’}n SUppose
que dans G il ¥ a au moins deux p-sous-groupes de Sylow, et on en considére deux -

S]_ ElS‘:q o
Dﬂp‘ﬂ-ﬁEH-_—Sﬂng,ﬂESlUS: ef
H=No(K) = (g€ G oktg™ =

1. K, Aet H sont-ils dos Bous-groupes de & * Justifier.
2. Montrer que S, et 52 sont commutatifs

4. Montrer que A C #, comparer o ) & p*

4. Que dire du sous-groupe K dans 7

Exercice 3 :(%-points) . On considére I'ensemble
ziﬁ] = {ﬂ + E”"JI’E {qi 'h} e ZT}

L. Montrer que Z[v/5] est un sous-anneay du corps (R, +. A
2. Siz=a+b/5 onnote T=a - /5, Montrer que

—— - -~ — - -
nitaa=545 Arr=2z.0 5 0 237

J. Montrer que si 2 est inversible alors 7 et inversible ot 25 & (=11}
4. Donner six &léments inversibles de Z[/5),
5. Montrer que 2, 1 — /5, 1 + V5 ne sont Pas inversibles.

6. Montrer que 2,.1~v5, L+ /5 sont irrfductibles, c'esy dire qu'ils fe ey
étre sous la forme produit uy, avee 4 pt v non-inversibles gy Z\5 Peuvent

7. Calculer (1 +v/5)(1 = v/3), en déduire que I'anpeay Z|V3) n'ey Pas factorie]
Bonne chance

umunum;cmmha-mam..;mm
54
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10.08.2020 LMB/CSE

Pniversivé FHT
FFIC M
Lacenie 3 58]

A aradmigque 2018 - 2019
Examon de Theorie de groupes et d'auneaux : premibre session (2 Heures)
Exercice 1: (7-points) , Seit E = {1,2,3,4,5)

= % i
1 I‘.-{'ﬂh‘." wro Iﬂi ﬂ{. tbmpmﬂ"ﬁ“ i“!dr“t!. ar E q“i E'Et. mm1““m1m1 ﬂdmﬂ‘- un l:“H:I':‘lEIIl nﬂllll’l'.'
telle que tout élément de E soit son propre symétrique.

2. Montrer que E muni d'une telle loi ne peut pas étre un groupe,
Exercice 2: (5-points)

Réren=2 pa= Vread ov Favx saas justifier.

1. Tout sous-groupe abélien K d'un groupe G v est distingué.

L]

. Si tous les sous-groupes d'un groupe fini & sont cycliques, alors G est abélien.

3. Seit H et K deux sous-groupes d'un groupe G tels que H C K.

Si H est distingué dans K et K est distingué dans G, alors H est distingué dans G.
4. Tout idéal maximal A d'un anneaw commutatifl unitaire est premier.

5. Le produit cartésien de deux anneaux intégres A et B est aussi intégre,

Exercice 3 : (B-points) ;
Seit A un anpeau commutatif unitaire, [ un idéal de A et A[X] Panneau
des polyndmes en X i coefficients dans 4.

1. Rappeler les définitions d'un idéal premier et d'un idéal maximal,
2. On note [ X] I'ensemble des pelyndmes en X & coefficients dans V'idéal |

Montrer que J [X] est un idéal de A[X].

1. On considére I'anneau quotient ? et l'anneau ?[.’f].

A 3 ;
a. Montrer que 8+ A[X] = F[X], sg + X+ 400 X" S o + AN + .+ A X"
est un morphisme d'anneaux.
b. Déterminer Kerd.
¢. Ecrire le premier théoréme d'isomorphisme pour 8,

d. En déduire que si 1'déal I est premier, alors J[X] est un idéal premier de A [X].

VALIDEUR LMD: Conseils - Examens & TD - Comections 55
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Vohvemitt FHB

UFH-A

Lioemew 3534

Angée soadbriace W15 . 2510

Exames de Theorle de groupes ef d'anneaus 3 premibre seaion {3 Hewie)
Exercice 11 {T-pointa) . S E= fL23.4,5)

L Eerize uce lol de composition interes sus £ gl ext cemmutative, admet un Adment weil®
ialle que tot éldment de £ soit som propre symétrique

¥, Mastrer que E =vasl d'ore vede Joi ne prut pas fLee un groupe

Exercice 3: (:points)

Fipozdie par Virai ou Faux Bz futifien,

1. Teat ssat-prevpe abdlien ¥ d'un groupe © v e distinguad,

2. 58 1o les sousgroupes d'un proupe fisl G sont eyeliques, abars O est abdlien.
3.5cit et K deax sous-grospes d'un groupe G tels que 2 © K.

5L ext doiogyd dans Koot K oot distingué dans &, alors M est distingué dana 6.
4 Tou: idial madomal M d'un ancess commutatld unitaire e promier.

% Le prodch: eardsien de drux anseanximbgres A ot B est anss intigre.
Srereioe |1 {S-polos)

50i% A = ammeas commitanil uritaire, Foen idial de 4 o1 AJX] Vanuzan
des polynimes eo X b oS e dam A,

1. Rapmales I d4S=inin=y d'as bAER) prember ef d'un idéal mavimal.
2 Oz eote J X Vecsexhie des polyniomes on X & cocfichens das 1dsal |
Moz qop FIX] &0 wn idEsl de A [X]-

3, Oa consdize laasenn quotient —? L %I.\'l.

- A - 1 R
e Marregne £a JjX]— T[.’t!. Ga+ BN 4o+ XN A H AN 4o AN
2 un morphivme d'anoeats.
L Diermle et
£ Eerire I» presier thforbme d omarphisme pour £,

£ E= didaire que st 'déal ] ex premier, alon T[X) ent un idéad promier oe ETAE

\'.I.ul}ﬂﬂl.ﬂﬂ. Congeis - hm& TD = m

| M
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Université FHB

UFR-MI

Licence 3: 8 M

Annie académique 2015 — 2016

Examen de de théorie des nombres,
session 2016, 2-h30

Exercice 1 : (3-points) .
Caleuler les pged sulvants

L (4" ~15) A 85
2. (2 -1 A(P+1)etabeN

Exercice 2 : {6-paints) .
Résoudre dans Z2 les quations suivanics

1. 35z + 125y =45
2, 1Br =5y =6

g [ oy = 30
"l svy = 108

Exercice 3 : (4-points) Démontrer qu'il y a une infinité de nombres pro-
minfs.
Excrcice 4 : Cryptogaphie, méthode RSA ( 7-points) .
Bob donne sa cef publique o € S(R) & Alice. S{12) est I'ensemble des
permutations do Pensemble
fa {0, 93U {AB,ee B} et a est e produit de cyeles
o= (1N, 5.TH0, A, E)T. N M)(L 1.2, K, 7)(3, B, H.2)

1. Brrire & on =roduit d= ¢yeles 4 supports disjeints.
g Alice eavoie lo messoge suivant & Bob :
HOMMO 01 Z0URIUTO EMMO0 KAIN

Découvtes Jo message que Bob lira

yaLIDELR LHD: Consslls - Bxmmens & TD - Comactions 57
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[(WATHS] [ Thenedemonbs ) [Der=dn ]

e .' 1
SolmntamneEli* mecazetm <o Onmnoted=(a" = 1) A o™ =1L
L. Maptar que a™ & a"[e™ = || poar un certaln satler positil F < m.
2. En dbduire que d = (" — I} A (2™ = 1], en suite que f = 2™ = L.
3. A qualle condibbon g™ =1 - 117

Exercico 2
Résondee dans Z7 los byastions
Al Jx—-12 =1
h} 1z 4 4dy = T
) 35z + 03y 14
Exercice 3
A} 1) n) Encnoez it démontrer be Petls Théordme de Fermat.
b} Esntces et démontrer fe Thtorimn d'Ecler of jussifier la méthode RSA e cryplographie.
B} Alice seut recovolr des messages chiffrbs en utilisans = ASA
Eile ehipigde pss 41 ot g e 35
1) Diterininer b modula N et #{N).
Elie ebnigit & m 13 et calinle sn cbf privie d.
%) Ditverminer @ Bu cié peivie J'Alles [modulo (W),

it veat envoer fe nssage SCEERN CE S & Alles.
1) En utilisast la code ASCH, goed est son mrasage?

[carctrv JA (B (€ [D[EJF |G R|TI |J |K|LJM
Toer B5 | % | 07 |68 |69 |10 |70 | T2 | 78 |74 | & |TE| 17 |
carcibe | W [0 [P [Q (R [8 [T [UIVIWIX]YZ
nde | 08 | v b0 f AL (&3 | EY | B4 ) BS | B8 [ BT [&R | B9 | 60

4] Trouver le chillré de son message apris aveir rgroupd on blacs de trois chiffres.

5} Commest Alice déchiffre-t-elle e message de Bob T Déchilflrer lo.

Exgreive 4
Gedt p un ramles premier,
1. Montrer que pour tout catier & compeia eidee 1ot p— 1, ( i :] et diviisible paz p.
9 En déduiee qer pous 10o8 eoters @ ot &, [ 8" @ o 4 b [mod p)
3. Momtrer que pour tout eetier i, 0% 50 n (mod o) oot o petit thiordme de Fermat )
" m:mﬂupﬂpmdlvhpﬂn?

WMLMrw_&_m.m
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[URIVEREITE FELIX HOUPHOUET BOIGRY |

[(OFRIMT] [ Evamende " semsion | [WI-WIT |

[EHRME] [ Thomedmnombrs ] [Deeil]

Résoudre dans Z7 les fquations suivantes en Justifinag ks riponses #
dlz=lby=4
b) Bz 4 2y = §
W z=Fy=1E

Exercice 2

1.%“21.“&&1&@:&1-1” E In

n

2, Foit p > 2 prersior. Mentrer quep | [: ’I'r posar tout i € {1l p— 1}

3. En déduire que pour tous extiers = o8 p, (=4 §)" =2* + 3 (mod p).

4. En déduire b Petit Théordme de Fecrmat @ 5in 2 1 et pest promier, n 50 [
5. Qu'shaient-on de plus s pAn =17

Excrcice 3

A) Lreanomerer qu'sl exisie une whnild de Lumlires premiers, '
8} Enonces ot démontrer Jo Théoséme d Buber e justifier la mdthode REA oo cryprographis.

G} &) Calloules modula 133767 les nombres 41 & 31, 1271 & 17, 21607 x 123,
En diduize bes ieverses de 175 o de 41 module 123767,

b} Calenler modulo 122767 kes nemnbre
410 x G5575, B x G555 ot 419 = B55TS

) Taleuler 41 w 20TE snod 172054 ot 47 % 2977 mod 122056
En diduire Fipverss de 41 module 12056
D) Alice veut rocevelr des messages chifités en wtilzant I méthode RIA.
Elle choisit p = 415 of g = 395,
1) Déterminer le modale N ot lindicatour d'Euler de &V notd 2 [N).
() esteil diviaible par 7, 11, 19, 732
Alice choitit eemme clé pablique g o 41 et caloale sa ol privie d
2) Déterminer d .
EnhmﬂwrthEHﬂ ANCESLOGL Aliee.
J}Enul.ﬂinmthwd:m. quel 5t son message?
4) Trouver le chié die §0n mesiage apris avoir regroupd en bioca de quatiu chilres
:.jﬂqmmﬂhlbmdmﬂﬂmwu:hrmpdzmr Déchifrer lo.

Ilwd.-lﬂ .-" I_B

cariine
o

L=

K
T

gl =l {al
]

ea] |=alse

- I'*r—

X
BT |3

ﬁ!m atﬂl
vt il I = |
b= b =iﬂ

&= |2

=l.c.- 2[=|
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(s [ THondemnbie | [Deelid)

Excrcice 1 -

Résonsdre dans Z? Jex dquations sulvantes en justifiant b ripenses
o) 144 = =M y=f

b} V3 x5 66 gy = 2
NM2zeMp=11

Exercice 2
A) Démontees qiss

‘}Tﬂﬂtﬂlﬂﬂmmdmnlndmmmmn;dm
2) L'cosenble des nomboes pronsdersest fufind.
B) Enances of démontrer be Petit Thiortie de Fermat,

Exercice 3
T) Eacncss ot démantres le Théortoe d'Buler ot justifier b mithode RSA 2n ey ptographie,
1) Afice wout reccvolir des messapes chlffres en uﬂ!ﬁnﬂilw,
Ello chefiaft p=T3 ¢t g =53
1) Déterminer ke module N ef Vadieatour d'Buler da IV notd 4 (N).

Abice cholsit comme ¢l publique ¢ = 25 ¢t calcule sa ¢l privie d
2} Déterminer d .

Bob vout cavayer le mesage NEPERACAUCHY A Alice,
3} En utilisant lo code ASCIL, quel est son message?

Tt regroupe be metasgo en blocs de trols chiffres.
4) Troaver bo résultat chilfot do son mesage quAlice dolt avalr.

5) Comment Alics dbchifre-t-ello bt mesnge de Bob T Déchillrer le.

carcibre | A [B [C D [EJFIGIW [T [T IR|L W
code |63 86|61 |Es|Go|lTL|z| A ||| Ta] T
carcttre [N JO | F |Q R |8 [TIUJVIWIX]IY [
ende | 78 | 79 | BO | 81 [ 53 [ B3| B4 (85 | H0 | BT | 85 [ &9 | w0

VALIDEUR LMD: Conseils - Examens & TO - Comections




10.08.2020

LMDCsC

[ UNTVERSITE FELIX HOUPHOUET BOIGNY |

[ UFRLMI | [ Examen de 1°° session
! L3 MATHS | L

] [ 2017-2018 |

Théorie des nombres | [Durde 2 H |

Exercice 1

1. Résoudre le systbme { :,j" ::Ei?is ave: (x,y) € N?

ol x V y désigne le ppomiz, ).
2, Soit n € N, Démontrer que 12 divise 2(n 4+ 1){n 4+ 2) (n + 3).

3. Démontrer qu'il existe une infinité de nombres premicys.
1) Résoudre dans Z* les équations
a) 195z 4+ 125 y=15
h:l- 42 ¢4+ 12 Y= 4
c) 48z + 124y = B.
Exercice 3 |
A) Enoncez et démontrer le Théoreme d'Eunler et justifier la méthode RSA en cryptographie.
B) Alice veut recevoir des messages chiffrés ¢n utilisant le RSA
Elle choisit p= 31 et g = 43
1) Déterminer le module Net w(N).
2 Elle choisit e = 17 et calcule sa clé privée d. Déterminer d .

3) Bob veut envoyer le mes:ugnEE-GURiEE?Zé.Mim.

En utilisant le code ABCII, quel est son message
:mlé:eﬁEDDEFGHI:IHLM
code g5 | 66 | 67 | 68 GolTO|TL|T2| 73| T4 |75\ TG |77

T To TP TQIR]S [TIU |V W [X][¥ 2]
:’::Em 78 | 79 | 8O | &1 g7 | B3 | 84 | &5 | 86 | 87 | 85 | B9 | 90

E.i Trouver le chiffré de son mesSage aprés avoir regroupé en blocs de trois chiffres.

5 Comment Alice déchiffre-t-elle le message de Bob 7 Déchiffrer le

vmnmm:mm-wnm-mm

61
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Excreice |

1} 1) Wésnuiden dans 82 len dguntionn
A3 r4ihye]
ll, M ﬁ:‘y =

2 Réaniidyn A
} uden In nysibine { pen (1, ) = 108

e s 1ot mlh g i ool endler, Monrer ijue lea propidble pilsentes sont doulvalontes:
eoticrs p et g anpt firemiieen srilie o

(1) I cluser e g modulo poest invemnitide dan B/l

(4} 1a clnane de g medulo jroesl mhmgelifindde dnas B0,

{iv} In clawve dle g pysiluln B el s allviaaug ibs whii ilniis AT
1. Enoncer el didmnnitrer ln Lemume o Bucllido,

2, Démontrer que o' esl un nonibies lreatlonnel,

3. Soit m o€ &, Démontrer quo m{m? — 1) eat ety de 4,

Exercice 3
A) Bolent p et g dex nombres premiom e grands of distinews, Bedenl N - 1 ok In fonetlon fndicateics
d'Euler. !
1) Déterminer w (N ) en juntifiant In sfpanse,
2) Bedt ¢ un enter premler avee p (NY ol d 5 2= misnl i (N,
Muontrer que pour Wit = peember avee N, 2™ & 2wl N,
B} Application: In méthade RSA en eryplographia,
Alice veut recevalt dben peasages ehilleda en ubllisant In 15 A
Elie chiolalt p = 197 et g = 41
1) Déterminet bn module N et p (M),

2) Elle chaball comme clé puldlapun ¢ w 13 oL ealeule on o]# privbe . DMapinlior o

3) Bob veut envoyer le message AI'PELS & Allcn,
En utitiaant le ceede ASCIL quel ent son iessage?
eacibve | A B Q[0 K [F Ju [l

riovls o5 | o | 07
]

wwne (4, u) ¢ W,

I1) Solt p i entber o) ¢
() Ies

A% .20 L N LI 0 0
ow oo |0 )T TR e |y
earctirn o [r|Q|n vV VW ‘.

., o

code AR 1
o Lrinln chiiify o,

LA NlALlY
B2 [ w3 ) ma | m | ma [ nr i e
4) Trouver le chiflrd de son mesangn apieba avule regroupeh en bilca o

5) Comment Alles déchlifre-t-elln bn monangn da ol 7 DiéeliliTray bn,

WALIDEUR LMD Coraiy - Laadmry b 1)) . Contoctionm
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CCFRTMT] | Examen de T session | | 20162019 |
[LMATHS] | THorie des nombres | [DweeH]

Exercice 1
1) Combien 23 admet-il de divisewrs 7
Trouver le reste de |a division par 23 du nombre 100'%%.
1} Reésoudre dans Z7 bes bqunations
. I e e B
b} 27z + 5ly = 3.
11} Soit n un enticr tel que n > 1 et solt m un oombre entier, Moarer que les proprittés suvaies: Bt
bruivalentes:
(1) les entiers m ot n sont peemiers entre sux ;
() in classe de m modulo noest ioversible dans £/nE;
{iif) la classe de m modulo n o'est pas diviseur de zéro dans Z/nZ.
Exercice 2
-1, Démontrer gue +/§ est un nombre irrationsel
2. a} Mootrer que ¥n g N :

a{n+ 1}{n + 2){r + 3) est divisible par 12.

b} Peut-on dire que ¥n € N
n(n+ 1){n + 2)(n+ 3] est divisible par 247 Justifier.

3 Epoacer et demontrer le Théortme d'Eualer.

Exerrice.3 : : R
A) snimtpthdgungmhfﬂprmhﬁmﬂiﬂdﬂﬂlﬂﬂmm Soient N = pg et v s fonction indicatrice

"Ewler.
: :iumtuwil:r w2 (N} en justifiast la réponse.
" =1 HI :
1 ¢ up entiér premier avec piNletd=elmedp|
::ﬁ:ﬁ que pour tout T PREmIEr avec N ¥ mzmodN.
lication: la méthode ASA en cryptographie.

a) App
popvuir dis mesenges chiffrts en utilisant le RSA

Aliee veul 1
Elle cholsit p = T3 et ¢ =67
1) Diéterminer be module ¥ et w(N).

E}Eﬂumﬁlmmcﬂ publique & = 3

3) Bob veut envoyes le message ALERTALGO 4 Alice.

wil 11, quel est sop message?
Ex usilisant le code A Aoe S e Ty TR (L [

x B |C|ID
.H,“;ﬁ €570 |70  TR|TAI{TA|TS|TO T

et caleule sa clb privée . Détermiser d

YALIDEUR LMD: Consells » Exomens & TD - Comections 5
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| TR T M el (g | ag | sc [ 03 | 86 |8 | 7] Sl demr .
_ e e e ak = Y.

4] Tresver lo ehiffed de son monsaze apefs swir ToOTRanns o0 blogs de

i a e
5) Cammant Alise dbchiSret-elle lo rnomnge de Bob T Dbchilres le
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[UFRTMIT) [ Examen de 25 session B [ ETE-E ]
[TINMFEIE) [ Thforie des nombres | [Turd=2H]

Exercice_1
1) Saberit a, b don entiors supéricnrs oo égaux & 1. Moatrer quo

. (2* =1 premier ) = (o prembor |
. I}nmu“ eI quu :l it el Ep port elim ﬂ“!.‘im Flll"ﬂh‘ﬂm enire nlx " o cat dﬂ Inﬁﬂ'ﬂ: S
i bt ab,

- 1) Soit u & N, mantrer que n €  e23m £ N tal que et
Fn distuine que I ¢ ©, V3 ¢ Q. Que peut-on dire de V6?

Exercice 2
1) Résoudre dany &¥ Jev fquations

a) 190 2 4 3530 p= 40

WMz Ny=H

oy =315

2} Réscudre lo pystime { 2 vy 105 avee [z, y) € N
3) Calculer be pped suivant : (642 - 15) A 25,
4} Enonicrt et démontrer b Latneren 4" Evclide.

it LMD Conited « B & TD - Comentions
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}'F"“ Teanm Hewkin LEFR MI
2015-2010 AHED Lireres 3
EXAMEN ANALYSE NUMFERIQUE MATHICIELLE

Exureken 1

Lha tsmit R de la noman earclidicaes notde |z, On masis M, (2] 94 1 seme

incdilte (notée wussl 1]y ) et I conditicnnnment aasock: ext toth condsl A}, Sel &
T madrice versilbe de B,

(1) Monther que il A o2 normle o

g [ A)
condat ) = LAY
O i taensleres Aol L) cdinlnn les valeurs peopess da A

{2} Montrer quuo condy{A) = 1 sh et senloment sl A= o), &5 3" o { est 1z
thatries orthogonnle.

]
Sait A € Ma(R) une marrice symétrique o8 dMisie poeitive, Un chierche & risgodoe
18 gystiamo bindoire Az = b aves L & B par bn methade fbrasive
MmNl k=01l e A =N
et ¥ C 2% un vecteor initind arbitraine, O |_.r|::n.d. errmrna tnatrice A = Iq-? [ e
Il manried ldentle® dapdon et @ # 0 an renbes piel.
1= Berbro be prooessus ibbretif sous ba-fomes
g A0 = Cfale™ 4, Ee0,1,2,..
Donner P'exprisabon de In mattios Cle) et rappedar b condition nbcsusais
et suffisnnte pour gue be procmssus convesge, quel gue sokt be vester =™
o Ut Ay s 1,3, 000 D salingre propaes de A

a) Berind leg wnlours propres i = L2, -0 de Cla) en fonetian des
valeurs propres A de 4. :
b} Tétermines be nombre o 3 0 ] gue la mithode ithrative prbcsdfance
cgReTaE, A ek setalemmaal & o lﬂl.'.l.ﬂ‘l z
i =1 o
3 Application : Solt Al matries difintepari A= -1 T -1
b -1 2

a} Cabeeler b voleurs propres de A ot expliciter poar et sxsimple b
weaplire o & 1n questing 2.1

b} A quelle walour de o correspond la mithode de Jecoll poar st
exeniple

WALIDEUR LMD; Condeds - Examens & TD - Comections
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2017
UFRMI/UFHB Annte 2016

L3 : Mathémauques
Analyse Numidrigue Mutricielle.
Examan premiére seasion. Durée ¢ 2 heures 30

Exoereies 1
Sait A ln matrice carséo définie par :

L3

1) En éerfvant A sous I forme 4 = 4(f - N), & est & décerminer,
montres quo A est inversible et que JA~|x £ 1. En déduire un majorant

deCond(A).
2) Soit A une valeur propre de A, Montrer quo 2 £ [A] £ 6.

Exercice 2
On congidére 1o syatéme Enénire Az = b, aves A une matrice symétric de
Ma(R) et b e R? donné par

4 0 =l 2
A= g2 0 ot b= | 2
-1 0 3 2

* 1) Résoudre par la méthodo do Gauss ls systéme lindaire Az = b,
Z) Viértlier que la matries A est & disgonals strictoinent dominante. Etu-
dler la convergence des mithodes de Jacobi of Ganss-Seidel,
3) Déterminer les valeurs propres de A ¢ en déduire qu'elle est définie
poaitive.
4} Qua peut-on dire sur In convergeace de la méthods itérative de 1a
relosation avee w €0, 2 pour In résolution de Az = 8,

Exorelen 3

Scient A, A+8A € Mo (R) dews mateices inversibles et b & B™ un vectour
pon nul. Soit = la solution du syetbeme Hnsalee Az = boet 4 &z calle da
systéme (A4 5A}y = b On définit par ||| Ia norme matsicielts subordognés
4 In perme vectorielle ditBule sur R®,

I~ &) Monkrer que -

éxll 34
ﬁ;“ﬁ:“igwf-‘-l%‘jﬂj o B < omalidl__ 1

4l 1= fa-T5A)
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i UFR M
n6-2017 Licenee 3
EXAMEN ANALYSE NUMERIQUE MATRICIELLE
SESSION 2

Exoreica 1

Salt A uue matzice carrbe d'ordre 1w sur B telle que detl{A) # G
1) Quuelle relation existe-t-1 en plutenl entre cond{A%) et foondA )22
%) On suppose que A symeétrique, Mantrer qoa somdlA%) = (aeridyd)7.

) On suppese que somd{ A%} = (e A)2. Pet-an copclure que A ¢=2 ot
trique? (justifier Ia ropanse )

Exercige 2

On suppose Vespace vectariel R* meni dy produit scalalre euclicdken, nets {5, ot

d:I.l.mrnn-;d!-ﬂrh—{v.u:l‘-""‘.Mtﬂmmmhuun&d’mmntﬁiﬁm
3o 0, Yo e R, (An.) 2 ool

Yo Montrer que keed = 0, Bn didulre Qg pour tout b € B, o systpms
lintaise Az w b admet une usique sohutisa,

2 On fixe o € B ot ea constrult [ sulte (=), .o de R® vizifiant

= B donnt ot ﬁﬂﬂnﬂﬂ—q{.ut-ﬂ-n].weu

Uumrt'?umt-}-.uummarmn
(8} Movtrer que v} o (1, — 04 rin=1,
puis que % = (1, — 2 A} 0, yn e N

(b} Balt = & B™ 1l que I=lls < 1. Montrer quo
Bl = afh=zlf < o LARS - 2o 4+ 1

(=) Ezmdﬁdu_lmmifn-nﬂhﬁ 1 pour o appartenant 4 un intervally

3 D-E-:Iuimdull.qmﬂnnptfﬂdm une condition n&-qufnm-ﬂrpquw

_Enmmpmh;ﬂmhdcﬂt-ﬂ.

VALIDEUR LMD: M-Emm&m-tmm
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U
SUFRA At 30 72000 H

Lt r'llll”1!"“|1'lﬁli'||t'ﬂ
i Annlyse Nwmdrigue Mateichelle,
Exnmen Session 1, Durte 4 2h lieures

Lo exercices sont indépendants, Rodiger avee soin ot riguear,

Exercice 1
I =1 2
A= =2 | 1
=1 21

Seit In malrice

1) EuErn A sous la forme LU,

2) Ullhluer Ia question 1) pour caleuler le déteeminant de A,
3) Utiliser 1a question 1) pour ealeuler inverse de A.

Exoreice 2
Sait le systéme linkaire

(1) (3)-(2)

1) Apprecher la selution aver |a méthede de Jacold avee 3 Stérations &
partic de 9% = (2,2, 2)7,

2) Approcher la solution avec ln méthode de Gauss-seidel avee 3 itérations
& partir de 2™ = (2,2, 27,

Execrcice 3

1) Soit A une matrice inversible réelle, sym&rique admettant une fac
torisation A = LU, ol L est une matrice trinngulaire inféricure, dont Jes
Eléments diagonoux sont tous égaux & 1, et U est une matrice trinngulaire
supEneure,

Montrer que A mimet une factorisation A = JC*, ot B est une matrice
triangulaire inftrieure et € est une matrice dont chaque colonne est soit égale
i In colenne eorrespondante de I, soit égale & In colonne correspondante
de B changbe de signe. On pourta posor 0 = ding{, /), 8 = LD, «t
= (07N

2) Effectuer cotle décompositlon pour In matrice

VALIDELR LMD Consels - Examens & TD - Corrections
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2017-2018
UFHB/UFRMI Année

L3 : Mathématiques et applications

icielle.
Analyse Numérique Matriciel
Examen deuxiéme Session . Durée : oh heures 30

3 i rigueur.
Les exercices sont indépendants. Rediger avec soin et rigu

Exercice 1 . |
Résoudre par la méthode de Gauss le systéme suivante :

2 =1 4 0 Ty o
. 4§ =1 & 1 Tz | 5
il -2 2 -2 3 Ty 1
0 3 =0 4 L4 -2
Exercice 2
On considére le systéme lintaire Az = b avec
31000
12100
g 23140
00143
00 011X

1) Décomposer A sous la forme LU et en déduire que le systéme admet
une solution unique z°.

2} Ecrire l'itération de Gauss-Seidel pour ce systéme, c'est & Jire, 2 sy

téme linéaire donnant Xns1 = (ZatlsUn4ls Znidsbnit, Ungy) en fonction de
xn = [mm Uns 3ﬂ1tmﬂn}'

3) Pour tout n € N, on pose e, = X, — z". Montrer qu'il existe a € [0,1]
tel que

vn €N, [lensilles = allenllos
En déduire la convergence de la suite.

4) a) Déterminer la matrice de Gauss-Seidel £ assoicte & A,
b) Calculer ||£; ]l En déduire que la suite (X,,) converge vers z°,

VALIDEUR LMD: Consells - Examens & TO - Cormactions
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LEim

LFR MI
201204 Liegnee 3
EXAMEN ANALYSE NUMERIQUE MATIUCIELLE
SESSION 1
Foareeien t

Sl A woe mateie du format mox mosor B el b earbae

- !
Bl = Eiju.,fl] [Marras de Sckat)

anl yud
1) Virifier que 1.0, o8t use posme of que 5.-1.:3: = Er{ANA]
Ty S A et B orost deus rairices de firmat respectism o« A b 1 o kTS
FA Bl € 1AL BLa
1) Mastrer que 1Af,, = imvariante par Lramsformation arthopsssle
2] Mantrer goe si A est ne matiice e formet o0 8
FARs € DAL € WRIAT:
5} L4, et clic une norme mutricicle induita?

£} Seimnt o et v e veetmem u D AT R P £ 38 Mertemr gum el = w
[

BALy = BAL = Telalchs
Exgreize 2
5:.1Auumma:nun1nnﬂihhlm¢..#ﬂﬂt- B . O weut rheausdic i
gysttme ¢ = b Oa note D s matrire diszersle constivebe de ls diagenale de A,
Sl o ¢ 0, un fludic Ia métkode idralive ]

fuer = U= aD " A)ry + 00"
{1} Menirer gue s 5 cauverfe Vers alar F et anlulaen Ju i

(2] Exprimes Jes coclicnts e |s ratzice D' A e fonttion de eefficients e
la matrice A

(1) Un suppese A 51 i diaganale siriciement domiraste et 0 <0 £ 1, Moctrer
g In mabkede b ien difnio ot

il =al A, <1
En diduiee s envergence de Is migkeds,

mmmw-wnm-w
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Urnn L
UFRNI i
EXAMEN ANALYSE NUMERIQUE MATRICIELLE
Deuxitme scssion
EXERCICE 1

Feit [1F o noewme vctorlelle sur B2, Pour b6 B @ A 8 MR doasls, o
vl risoilic Az = b

(1} Sei =" solation de Az" = b+ Al
Qo pess Az = 2* = 2. Mentrer qu'il existe C{A) > 0 el que :

sl £ 1M
S

(A4 A8)" =1
On poser Ar = £ = 2, Mabtrer que
laai] faAf
e+ 2 = T

lasg . _CAER!
k=l sl-c{.a]ﬁ
13} St Je schiéma juemanlf s
ryombh=dr,, Adzy mry, Figp = E -4,
Meatrer que cet algorithme est comvergent,
EXERCICE 2
O suppose P'espace vectosiel B muad du peodait sealaire enlidies, noté 5 o
¢ la porine asocide Jef = (v, v}V Soit A une matrice eacrte d'ordea n -.u{éi::
3o 0, Yo £ B, {dw,v} > dfefi}

1. Mogtrer que kir A = 0. En dbduire que, pour togt b g R*
Lrsbalre Az =k sdmet une usiges wiution. VR

% Oz fen o € R ot o0 ooostrult Tn weite (s™), . de R® visifiat
SER domnt et 2t =l o zie b}, vnen

On oot ri™) m A=t 4 bs residu b Vetape n.
{a) Mootrer quo rl™ = (1, = ag)rin-1)
pais que o m (i, — G A e P Ymg N
(b) Sols = € R* tel que Jzfs < 1. Momtrer que
BUs = aA)2] S o™ AE - 20+ 1

4] &mm Iin = aals 5 1 PoUr o sppartenant & un intevalle

¥ Didulro dq-:ﬂl:ll fuestion précddento use condliion nicessair
T gite (=) ., comverge vers la salition do Ar m b,

{2} Solt =" salutlen de

s A7 AAl <1

T & pour que

VALIDEUR LMD: Consells - Examens & TD - Correctians
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UFIRMI 'UFHB Anndae 20152016

_ L3 : Mathématiques
Analvse Numdérique des Equations diffteenticlles ordinairey,
Examen premidre session. Durde : 1h30 heures

Les exercices sont indépendants, Rediger avee soin el rigucur.

Exercice 1
= considére 1'equation différenticlle
[y = fla.w), o€ [0b
1 ‘.*'ill.l‘} = 1 {1}

oii b est un nombre réel > Oet f: (0.4 x K —+ R une fonction difinie par
flry) =y
1) Menteer que (1) admet une solution unigue qu'o

Pexpression de ¥'(«) pour tout 1 € 1,4 -
Por sésoudre numériquement (1), on p

+ A f (i gn) + 350+ i+ B {Fam)) nZ0 )

n notera Y. Donnet

ropose be schimn suivant

{:"‘I"I-'.l = Ln

st h=sbiNetza =nhns= 0,... N, (N & Ns fixd) diésyme une
approximarion de Yo{xs)

2} Montrer gue le schétna (2) est stable ot consistant avee I'équation
difirentielle {1).

5} Fn diduire que 1 scheéma (2) vt comvergent.

3! Montrer que e schiama (2) est d'ordve (au moing ) 2.
5} Douner l'expression de ¥aiy €0 fonction de s, 7 ¢ A
en fonction de h et de n.

Fu décubne

Vexpression 4€ ¥

Exercice 2 L
Pour approcher I solution d'un systdme difftrentiel avee condition
tiale, on utilize une méthode numdrique associed 4 la fonction @ suivnte
Pir.yh) = gk bzt kal
K1 e ,“.1‘. !-".:I
ke = flr+ 8+ ikl
ks = fla+hyt b=k + 2k:))

nlontrer que ectie inéthode est au moins d'ordre 3.

VALIETUR LMD: Consxis + Examens & TD - Comoctions
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S
UFRMI/UFHB Année 2015-2016

L3 : Mathématiques :
Analyse Numérique des Equations différentielles ordinaires.
Examen douxiéme session. Durée : 1h30 heures

Les exercices sont indépendants. Rediger avec soin et rigueur.

Exercice 1
1) Un schémnao d'Euvier implicite.
Meontrer que le schéma suivant est convesgent et d ardre un

{ Yast = Vo= Af(Tactgnath B2 0 0
W o= W

2] Un sthéma "Euler Modifié,
Montrer que Je schéms suivant est convergent et d'ordre 2:

Yamift = ¥a+ 3fiZn.ga). n20
Yasi = YaFhf{Tairm Pugaals Tnogz o+ A2 (2
o = W

1) Application,
Soit "&quation différentiele (k=0)

yolyi=0, y0l=1

&) Hésoudre cette équation difldrenticlle. Quelle o3t 5a limite ea £ = 20”7
L) Evcire le schéma d'Euleur explicie et ¢rudier i comportement de 1
salution lorsgue 1 rend vers Vinfn
< ¢) On cansidére le schima

-

I’--Ih' LI (Fn-—:‘; gr..,) =

Caleuler In solution o,y en fonction de ya. k, ot & et en déduire une
condition sur h pour que le comportement de Ia solution nudrique soft
eorrect lorsque r = o8, ;

Montrer que le schima est consistant d'ordre deux,

VALIDEUR LMD: Consedls - Examens & TD - Cosrections
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Exercice 2
Soit 1 probléme :
2 gfn) - A, 2 (0N

-
PR
y' e :.?*.‘:'_”” i) o B y) - @

fipeesenienh, € pureilaltene

a) Berire la méthode Bl pour ol s
silrer e

1) Ecrire bn méthede de Ruingee-Kntn (Claseiiegue) pous Fiveol

quement ce prohléne

Umumtum:muﬂi-hmam-mnm
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UFRMI/UFHR Année 2016-2017

L3 : Mathématiques
Anulyse Numérique des Equations Différenticlles Ordinaires.
Examen premitre session. Durée : 2 heures *

Les exercices sont indépendants, Rodiger avec soin ef rigueur.

Exereics 1
On considéra 1 méthode de Runge Kutta ayant pour tableau de Butcher :
o|o
Cajez O
Cal0 o5 0
[0 01

 Vert = Yo+ At i B)
Diéterminer los conditions sur e ef & pour que cette mathode soit d'ordre
le plus 8lévé possible,

Exercice 2
Vierifer que Ia méthode de Heun, de schéma ;

h
Vasa = yu + E{Jr{:mlfn:l‘['.ﬂ:tn*'h-% + S (ta, )
et lz méthode d'Euleur modifié de schéma

Unil =Ya+h (.F{t. + g U+ g.f[h.un}})

sont des méthodes de Runge -Kutta & deux niveau ot donner leg tableayy
(de Butcher) correspondants.

Exercice 3 Détermiver I'ordre de la méthodo de Runge-Kutta donnée
Par |

U1 = Yo + hib{z,, 110, B)
avec

Plznh) = HVi+4+ W)

Vi = flz,y)

Vo = flz+8y+dv) (1)

Vi = flz+hy+h(=V+20))
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UFRMI/UFHE Annbe 20162017

Analyse Numérique des Equations Différenticlles Ordinaires.
Examen deudéme session. Durée : 2 heures

= A9

1) Sait At !uwmmd.mﬂlem dBuler implicite poud ppprocheT
is salution de cetle pepatinn diftrantiells.

) Gailt, Togy = 0 "C- En.i.ldulltnuuiu:umduw

Tl-"l = ﬂmﬁmﬁ}

P giﬂ..l-.‘nlz'g] & prbciser. Qae mﬂﬂﬂdﬂuﬂﬂhwﬂﬂmdﬁh
m-trh:dl‘-'?

3} Probléme. Un

p:: mﬂnmw#wmﬁfﬂ' e —0.0074351

#tablir 1Thaofd du erimms
18376 {L"tchele

hmi:hkutt&gm'ﬂ-ﬂnm

Wﬂpua“ Dtesmines Fandre
Iﬂ m*"lq'{::-l'-r"']

s
B
sy = joardat Va)
# Wi fzv) {2)

: R ¥il
L = ﬁi:i:-la -—.l"u Vel

VALIDEUR LMD: Conseils - Exsmens & TD - O
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A) { '(t) : ts'm{z[t}‘;]te [0,T] B) {z’[t]

sont des méthodes de Runge
(de Butcher) correspondants,

LMDVESC
10.08.2020

Année 2017-2018

UFRMI/UFHE

L ; Mg_thémathllﬂs ielles ﬂrﬂlﬂBiI'E‘-ﬁ-

que des Equations Différent

Analyse Numéri Durée : 2 heures

Examen deuxiéme SESS101L.

Rediger avec goin et rigueur:

Les exercices sont indép endants.

Exercice 1

On considére le probléme de (Cauchy suivant :

7/(t) f(t,z(t)), t € [to o +T]
{ z(ty) = To

1- Donner le schéma d’Euleur explicite & pas constant correspondant & ce

i

probléme.

9. Jusqu'a quel ordre ce schéma est-il cuuverp_genl:?
3- Applications : Pour les deux problémes suivants :

41, te(l,1+7T)
1

z(0) z(1)

a) Ecrire le schéma d'Euler explicite en prenant un pas de temps constant.
b) Ecrire les deux premiéres itérations en prenant comme pas h =0, 1.
¢) Est-ce que ce schéma converge vers chacune des solutions de ces pro-

L
|

blémes 7

Exercice 2

Vérifier que la méthode de Heun, de schéma :

Yag1 = Yn + g U“myn} + f“ﬂ T hi Yn + hf[tm F);')]'

et la méthode d'Euleur modifié de schéma

yﬂﬂ =i+ h (ﬂfn + %mﬂn + gﬂtm Fn]:')

-Kutta & deux niveaux et donner les tableaus

VALIDEUR LMD: Consails - Examens & TD - Comection
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UFRMIUFHD Anute 2018-2010

L3 : Mathématiques
Analyse H'I-Imﬁriqun des Equations DiTérentiolles Ordinnires.
Examen promidee session, Duree £ 2 houres

Les exercices sont indépendants. Rediger avee sain et rigueur.

Exereice 1
L'évolution de b concentsation e cortaines réactions chiminees au cours du
Lemps peot foe déerite par Viyeation dilfbrentisdle :

i

Vit = romalt) (1)

Sachnnt qu'd Firstaus ¢ = 0 In coneentration est y{0) = 5, détermiver la
ronrenlraticn { = 2 & 'adde de la inéthbode de Edler explcite vee um pas k= 0,5

Faxeorcies 2

O coinsirdéee Itquation dafférenticlls Vit) = Apft) avee Y0} = 1.
: b} MEemurer e srakites T rossislance et calouler ardre de n métbods d'Eue
af Rpatis pove sulle deation,

2} Méme qoestion on considieant Je sehbma de Cranck-Micaales.

A) Thacs e cis A < 0, délerminer 3 guells conilitean ces dewx mbibodes,
In mbthode o' Euler modifice of o méthade Heun somt A-stables (et & disn
Ii141:| Vn = 0 quasd r tend vers 400).

Rappel

Altthode d'Euler modifée (ou méthede du point miliea)

Yaul =¥n Ao+ %lrn + g.lrilmyh}}
Methode e Heun
oot = ¥n 3 st # Sl + b 4 (31}

Exarcice 3
O eopsidire Pequatica différeetiells de Van der Pal

Wit =
Wi = (1-yiha=-n
wil=12 wil)=1% tejh

1} Apphineer le O-schitma sur e problEme avee pas de diserdtintion b

2} En-déduire Palgorithme coreespondant pour la méthode d'Euber explicite,
in eoftbode Enler implizite of Jo-sebbma de Crangh-Nicholuon,

VALIDEUR LMD: Consefs - Examens & T - Comections
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Saonp
L TE TSI Anivta JETR
1k Wind Ietannd s
Analyss Musidebpes bos Egantlnee DR eaticlles (eelinadres
Branrin Jdensitive sesslon i b 2 berayi s
Lo piewclor sl nibbprinlasiin, eliger s soln ot L iy
Foaereden |
Wiy b el hovecde ol Fluber proonr enlobor 1 4 pretiitim yakenin nppeoislubem
e b, paletinn gi) i ' Proation dildenticllo
vio = M
vl = i
Faerelee 2
s comsidfie Phgpsation Gfiormiclln
{vi) = o dy tepal
wWli = 1
V) Torver Ia vodeat approchée d6 o mx poista fy = B8 et 1y = 1 par In
mblhode J'Euler woe on e Biss 00 )
2} Calruley I vadraie apprechie da s peizt ¢ = 1 e niilbeol pout la
pline pas b
n} In Ethod'e de lirmee Kukls dardie 2
be] b pestglaode di fumpr-Kutin Lonlio 4
Al Quelle vt In ilulion cancta du pnldiss T
AY Compree [ist b sprenchiéos ealfulivd en 1) el ] seec s valgar cuncte
rrmnpeadante. Cootinee
Faeseles 3
Cln momdd e Fieuation difltzesbdla
() = tyle) = A, b2
Wik=0
1) Gabealer b deux peemidica valewn approitds de la rlutlos oo ubllisau,
b w1 Failer e poenmd fooofl, 2,
) Celeulie les dein pecialdion vabeii eppaochde ila 1a solutlon eo uiilisant
Lo ool Lnndo o CnnkeNichobos e presasy b s, 2
3 Cubeulis In sdsilinn exnctn
1) Betiuwer Prrevies en d e 1,4 alans edinrwss don o modelind e,
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Université Feljy Ho

uphouwét Bolgny
UFR Mathématiques et Informatique
Annie: 2015-2016

U.E.: Variable Complexe
Durée: 2h3n

” EIEI":iiiE! 1 f et wne fonction rntig're wirifianl:
(= 9) € R, f(z +i) = e fliy) ot f0) =1
+ bour tout réel y, R, f(iy) = cly) et fmf(iy) = #(y)
L. En wtilisant los conditions dg Cauchy-Riemann, montrer que:
YWER, dly)= =5{y) et #'(y) = ofy)
2. Montrer que y - ¥l= - e — &t ? wizifie:
e wiie 9() = (ely) = cosy)? + (s(y) - sinly))? wixifie
En déduire qua- YWER gly) =0,dy) = cosy ot s{y) = siny
Exercice 2 Evaluer S 3ds dans les cas suivants;

Loyt o 4 4 duﬁuhmu[c.i{tetsqnaq{uj=un1'.-.rfb}-d+2i

2, ;-ﬁn ta ligne briste formée des segments do droite joignans 0 § 3¢ o
PG4+

Exercice 3

1. Solt r € [1, o]
T 5t bo Jacet de support

T =-rrU{z € Cfls] = r; Ima > 0)

parcouru une fois dans le sens direct, Montrer qse;
() [, sz =3
(i)

b1 .ﬁ-ul i3 ds = Lﬂﬂ-
b VzeCllzl=nime 2t 1421w leld] < 1,
b3 Si d et le chemin de suppart & = {2 ¢ C/

15l = riImz > )
pmm%dmhmdﬂmﬂlﬂﬁFLiﬁt

dz| S waly
2. Justifer la convergence de V'intégrale gintraliste [+ sy o prore

=g [
e [10 Edtm 2

VALIDEUR LMD: Comsids - Exnmens & TD - Comections
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Universitd Filix Houphouct=loigny
UM Matha-Info

Amites HI15-20006

11.E.: Varinhlo Complase
Licencs 8
Diowxleme Seasion
Diurdn: Zh

Exerciss 1

1, 11 est e nous-enscenble ouvert do © el quos Wr G £ F € 0L, e
_,I' LL ST :I'I|I|l|il.'ht.'1m|. ales 0 alupin €5, Montror qiin 2 — 5":-7} = fI¥) et
liwbomsarplsr sur §E mi ot soaloinent 2 [ et

2, f i vime Soiaetion enties whianl: ¥z € C, Hef(z)imflzi =1, Moo
trer que [ ost constants,

Exercict 2
1. On nite C e corcle unité parcoirn uns fois dans 1o sens dieet. et
une fonetion holomorphe dans un ouvert 7 contenant bo dizque fermé

DO w {zeCfis] <1}

{a} Pxprimer en fonction de f0) ot 1100, [ = [{2+2+ *J'IIT‘H*
(b}~ En dtduite I valor da Vintégrde f:' H="peas?{ 2 L.

2. Détarminer Ta vabour de Vintégrale o5 [ 8 ol
% = {2 & Cf|z = 1§ = 1} parooury une fois dans o sens diroc.

Exercice 3 En intégrant b fonction = ¢ sur In frontiers di sacteur

L={zcC/0x<|s| g R0 < Argz £ 5} parcourn une fols duns 1o sens
dipect, moptoes b

[:zm{::}d': - J':m =r|'ﬂ{:ji||1= = %

On sdmettes ques [ eVt = 355 ot fiMpa e [ 6'd2 = 0 o 7 et 1a
fourtion définie de [0, 5] dans C par: 805 He't.

VALIDEUR LMD, Cormedls - Exdaenin & TO - Comeroons
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Université FHB
UFR Maths-Infa

U.E: Variahlez Complexes

Premisoe Seeelen: Novembre 2017
Duaréer Zh30
MNiveasy: L3

Exereicn 1

L Onpess Plz gyl =dz -2+ 32
Teuuver, £ possible, une foncsion @ ¢ (3.3) — Q(=.y) tolle que la
fnnethan [ x+iy = Piz.y) - 10z, ) soit entléve,

Esprcion 2

. A Veide de [» farmuls invégrale de Cenchy: caleuler _||' o= ol est e
sozcle ueied (de contre 0 €2 de rayon 1) parcouru une fois dans e sens
- dipect.

9, En dbduire (an uillisan: la dffinition d'une intégrale curvilipne) s
- valstr do chacuns des intfzrales sulvantes F S sl sin ) dd et
]f.f' w inl sing |48

Exerclon 3

1. Calepler [ 2=3%2ds dans los cos suivamis:

=
s E{IrE‘.EE =1
E =3
b,
g: [02] =C
- t o e

VALIGEUR, LMD: Consels - Exprarg & TD - Cormpctions
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1008, 2000

2, Paur toys réel v 0, netem

(TR :'r
Te .ﬁ,..: :_E_,, L .l'.uf: T.j;

a Meantrer gue
HyreRl,| [ =rdz < oomp | et =1
i !..E.I -

b i) Montrer e iy [T et m
Bonmey T
lndieaties: Wre [0,3], £ € aat £ 1

fi) En diduire qua '!-...'“..“I. =0

e Copsiddram dess e g Atelagun DS g« A< +0¢C

el je2 eheming

Een: [=A1=a] =T &4 jodl =C

BL "y g B Eg =0y ™ Gg i =14

d. Mantrer que [ Zide = £

VALIDELE LMD Conseds - Eapmest b TD - Comemern
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Université FHB
UFR Mathe-Info

L.E: Variables Complexes

Session 2: Janvier 2018
Durde; 2030
Mivean: L3

Exercice 1 En utlisant la définition, montrer que
1, =+ 22 est ontiiro {dérivable en tous point de C).
9 23 72 ot diérivable uniquement au point 0 de T
3. =+ = n'est dérivable en aucun point de ©

Exercice 2
1. Rappeler les dquations de Cauchy-Rivmann.

5 Sgit (7 un sous-ensemble ouvert e connexe de C f:G = Lest
holomarpke sur G, Montrer que f est constante siuc {7 dans chacun des

CAS TUIVAnLE
a) Yae G, fls)eR
b} z = J1z) est holomorphe dans C
3. On suppose que: Y{z.y) € R%, u(z,y) = chy.sinz

Trouver (z,y) +* viz, ¥} une fonction réelle telle que
riiy = f{ziy) = vl y) s, y) seit holomorphe dans son domaine

de définition.

Exercice 3 Mettre sous la forme a + ih [o,b € R) les nombres complexes
eulvants: exp(sin(i)), expllogid + 4i)).

Exercice 4
1. Pous tout réel ¢ > 0,4 (t) =re pour 0 £ = 2z, Caleuler

WVALIDEUR LMD: Consels = Bxamnens & TD - Comections



10,08.2030

a) [l pourr e Lrm 2etr = 6

h} fn l-rl%l:l
L. Calouler _II':"’ E'E;l

wmw;mm-mnm'm

Teiardl e v

-

ATy

~ B
-
K
-
s L]
N
. N
B
A B
i B
i B
1
‘M
d
| ,ﬁ
| W
i
_.LJ!I 1
H

L}

A



Rike g e LA

Université FHR
UFR Maths-Info

U.E: Variables Complexes

Premitre Seniun Janwner 2010
Dhspbe ZR00
Nivezy: L3

Exercice 1 On considire un wusenemble non vide # suvert U de
C. une application f & = C ot I fonetion complere ¢ dehnie wur [ par
glz)=zflz}) Onnotell= {z.y) e Rz =iy e U}p ot on défimt gur (2 e
fonetims P.Q. A «t § par
Plz.y) = Refiz « ), Qf;lyf = fmfi= < iy}, Eu":l:ﬁ = flegiz =1y
Sr.y) = Imyiny), Fiz,y) = Plz.y) + iQlz.y) 2 Glzy) = Rz y}+
15z, %)
On suppuee que P et O admatient de dérisin partielles continuues fusqu'a
atdee 2sur 1 fie 'P et Q& CH0L B!

1. Encncer les équations de Cauchy -Itemann pour f

2. Montrer que pour tou éleme (x y) de 0}

: aF 1 et
AG({z.y) = EE{:, vyl = Eyﬂ' L=tz =uAFiz, vy

; 3 Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes
(i) f est holomorphe sur U
(i) F el G sont hermoniques sur £

Exercice 2 Pour tout v 2 0, » diigne lo chemin défini sur [0, 22] par

Y, = ret

L baddedo fpmal-nigral-te Cuhy- Enoncn i Bonne Gertswnd f
" H:\mﬁr 'l.rﬂugd'.l' [ﬂu-ﬁkﬂ'

a) A 'aide de la formule intégrale de Cauchy, ealeuler L. s

VALIDEUS LMD: Consels - Bamens & TD - Cormections ]
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b) Déduire de la question a) et de la définition d'ura intégrale curviig

la valeur des intégrales f: * go0sf s sind)dl et
[ oot gin 5in6)dd

3. Calculer les intégrales

[, fesdzet [ —dz
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LMOrCEC

Université FHB
UFR Maths-Info

U.E: Variables Complexes

Deuxitme Session: Mars 2019
Durée: 2h00
Niveau: L3

Exercice 1

1. Montrer directement, puis 4 I'aide des équations de Cauchy-Riemann,
que les fonctions suivantes sont entitres

a) 2 f(2) =2
b} Zr g{z] = z°

2. On pose D = {z e C: Re(z) > 0}
et ¥z = z +iy € D; log(z) = Lin{a® + ') + idretg(¥)

a) Montrer que log est holomorphe sur D

b) Montrer que 2+ log(—ist) est holomorphe sur
ﬂ_—-{;EE:hn{:]}U

1. Trouver toutes les fonctions entieres f telles que
Reflz +iy) =2 —¥ ~==¥

Exercice 2 Calculer les intégrales suivantes, ol 7 désigne e cercle unité
preta CondlU N2 fois dans le rens direct.”

u.] J'_r %:ﬁ
b) J, s

a J —.-ff-: dz pour 0 £ z|#1 (On discutera suivant les veleurs de | a |)
n -8

!
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LHB/CsC
Uni 6 Félix 2018-2019
nNiversité Fé Houphouit-Bei houros
UFRMI-L3 'eny 2 hour

Examen de Variables Complexes

Exercice 1 (4 points). Soit
E g z40
Hz}:{nl gi z=10
Démontrer que
1. f est continue en 0,

2. les conditions de Cauchy-Riemann sont salisfnitent en 0,
3. f n'est pas dérivable (au sens complexe) en 0.

Exercice 2 (6 points). 1. Soit / une fonction anslytique duns lo disque |2| < K,
R > 0 donnée, telle que

|f'(z)] £ M, pour tout |z| < R.

Si f(z) = 2omsp8az" o5t le développement en série entitre de f, démontrer que
I'on & !

M
nin-1
une série entigre de rayon de convergence 2 > 0, émontrar

’ 1 ﬂﬂfﬂﬂ—! pour O<|z] <R
fuf W {f{m o mm s

lan| <

2. Soit f(z) = T, 0 anz®
que l'on a -

Exercice 3 (4 points). Soit

z(e* — 1) 1
fer==a— + oy

1. Déterminer les points singuliers de f et preciser leur nature,
2. Calculer les résidus de f en 0 et en i,

Exercice 4 (6 points). 1. Démontrer quo

fﬂ# I'IH 2“
o l+8(cost)? 3

2. Soient a et b deux réels strictement poaitils distinets, Caleyl
des résidus Fer par ln méthode
/ L dr
- (2 +a)(z? 4 1)

Le résultat trouvé vaut-il encore pourag =57

Indications 4. Pour le 1.), noter que 22 4 2=t 4252 4 1) = (23 +2)(1 + 227

VELIDEUR LMD, Conseils - Examens & TD - Corrections 52
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:—J:HM[..UFHE 2018-2019
__2 heures
Examen d'Analyse complexe session 2

Exercice 1 (7 points). On considire bn séric cntitre (% — dn + 1)z

L. Dékerminer le rayon de convergene de cotte série ot caleuler sa somme.
(on ne vous demande pas de réduire ay méme dénominateur Pepres-
sion finale),

2. Rappeler Ia définition de In déterminntion principale du logarithme ot
ealeulsr ienage de 141,

d. Déterminer les fonctions Plz,y) et Q(z,y) de R® & valewrs dans R
pour Jesquelies on o

log{z + iy) = P(z,y) + i@(=.y)

ol log{z) désigne ln déterminntion principale du logarithme:

4. Montrer que une fonction J est holomorphe en un point = € C si et
seulement si In fomction @(z,4) = (Plx, 1), @z, 3)), svee Plz,u) =
Re f{z 4 iy) et Q(z,y) = Im iz + ) est différentiable en {20, o) ot
virifie bes conditions de Canchy-Ricmann oo oo point.

Exercice 2 (7 polnts), Caleuler & 'aide du théoréme dos résidus 'intégrale

s T -
““): Ty
Exercice 3 (6 peints). 1. Montrer quosi f est holomerple deos un ou-
vert connexe §1 # R de € o f{z) € B pour tout z € 0, alors foost
eomstante dans £,

2, Boit U un ouvert connexe de C, J et ¢ doux fonctions hela

sur U avee gfz) # 0 pour tawt = € U, Montrer que s f=lelz) e B
pour tout 5 € U alors il existe e € R tello que f{z) = egfz) pou tout
¢ I

Vil 10EWA LMO: Conseils - Examens & TD - Comections
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Licence 3

Examen de Recherche Opérationnelle 1
Documents pon auborises
Dharea 311

Exercice 1 (6 points) 1 | ,
L matrice Al qui suit donne en heres 1is durées des vols entre los villes vy, v, -0 vy,
L e -

o+

i 3 o8 pd oo
3 0 & 2 4 &z
oo 4 0 20 4 3
M| 8 2 & & 4
o 4 4 B 0O 2
oo 52 o 04 3 00

Appliquer un algorithme de plus court chemin approprié pour répondre b la question suivantn -
Sl y & une escale obligatoire de respoctivement 3 houres ot 1 heure aux villes uy et t, quel
est alors I'itindraire o plus rapide de vy & g,

Exercies 2 (6 points)
Une ontreprise péudrale s'est spicialisée dans In construction de maisons irdividuelles «'ng
Lepe domné. Son slogan est le suivant "achobes volte tereain | nous vous construisons nNSItn Vit re

masun en un minimum de temps!" Chagque projet se compuesn d'un certain nombre de travins
déerits dans le tableay suivant -

Tache | Désgnation Durée (jours) ntraintes

a Signature dn marché | 0 Pricide toutes los autres
b Excavation-Fondmtions | 5 =

I Plomberic oxtdrioure | 3 Fondations tormindes

d Caonstruciion des murs | 8 Fondations termindes

= Charpente 3 Murs achéiés

{ Couverturs 4 Charpenfe terminde

g Magonnerie intéricure | 8 Murs nebévés

h Plomberie intérieure | 7

leulm;jw-'irérinun- tertminge
Murs termins

Charpente terminde

i Electricité 4 Murs torminés

Charpente lerminde

" Magonnerie intfrieurs terminée

j Finitions f Toutes tiches précidentes teninces |
k | Livraison 0 Tout achibvi ™

Diéterminer la durde minimale du projet. On utilisera ln méthode MPAL

Exercice 3 {7 points)

O constdioe nne ml_rrpr?sn pmdm:!a.rfr. trois produits en quantitcg £y 2 th 24, Lo
unitaires de cos biens nécessitent respectivement 1,2t ] unitésd oepvres
2.3 et 3 unités deevvres d'un densitme atelier. Les rapaAcitis e
18 nmités d'oouvees, On veut maximeser o marge sur eowt varjgh)
J, 7oL

productions
N progmier atelicg o
ors denx ateliors some e 1) ot

® les marges unitaires drane de

VALIDELR LMD: Conseils - Examens & TD - Comections
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dsoudre par Palgorithme du simplexe.
atelier pour une capacité inchangée du
on veut conserver la base

1) Ecrire le programme lindaice correspondant et lee v

2) On envisage une extension de caparitd du premier .
steond atelier (by = 18). Quelle valeur limite b] peut-on donner b 8.
optimale obtenue dans 1),

VALIDEUR LMD: Congeils - Examens & TD - Corrections 55
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Ldcenien 4

Exnmon o Weehoreho Opdrationnelln 1 (Hownlon @)
Dyaeamperite tien miderisdn
hiede 211 )

Exercice 1 (7 points)
On comsidire b graphio arfenté ot pondénd givant :

3 o

&l

1) Utiliser I'algorithine de Dijkstea pone détermines w apboreeenen de plus eouets shemis
P de o,

M L lomguenr e Pare {g,0) et en [oib =5 I¥erminer woe wbomoeesmeas dis gl oo
cheming fzens de o,

Exorcice 2 (T points)
Recsamudee T programmes lindadees: soivants pa lnmidthode di simplesee on dens e

mnk & — 3y |y
ALy = :I‘!u": ]
me ) as g 5 we ]
I‘!"'rl S -
ST - | }_‘1}

i & o=y b e 4y
Ty = hrs iy < =0
py = dg+2n =
Xy o, 23210

Exercice 3 (6 points)
Htiisor by methode du simplese ponr diennines ot e solotion eqtimden du prograenene
ligicsiires o idissanns
minx & — 2y g 4 Gy o+ Ay
rhdntintensh
it roddrgddng <
Ti. X3, Ta, Ty 20
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LMESC
UFHR Année Universitaire 2015-20°
Licence 3
Examen de Recharehe Qpieationnelle 1 (Session 1)
Durée 2h 30mn
Duocuments non autorisés
EE-!:nmim 106 pointg)
" Une & enlreprise propose & un sous-traltant de fabrisuer trois Frodults Pl P2 e P2 EL
B CNgage par contrat i acheter au sous-traitant teus ce au'il produ
c: PL, 109 Liilés de FLope 2

ulra dans s Nmive d'pn PirE 1000 aamis

O unités de P3 & un poin uniaire unigue de 130 unitds memdigires O
Produits sony fabriqués & partir de trais composants A, B et C qui-entrent en proporsios vasisile daz
chacun des produits. La composition de chadun des produlys, toprimbe en nombre diunigs de COmpesi
et donnée dans e 1ahleay Suivant
| _-e}_,' B|C
APL13]5 ]2
RZIEREE S
| P31 ET2([5]

Le sous-traitant ne peut acheter ies composants que par lots. Denx types do lons sont dleponibles
dont le norches de composants et le prix d'schat

uniteire sont indiquds dane lo tablaay sfvast :

| Prix dachat |

4 E!c| enitalne (o m.) |

LOT 1 NER 50 |
LOT2(2 (33 . A |

Le sons-traitant souhaite définis yn Plan général lui permetzans de dégager ung marge maximala
Ecrire le programme linfaise modélisant le problime.

Exercice 2 (7 points)

On considire le programme lindaire {P) suivant

WAk Z — dry + 6y £+ 213
dI; =4z <5
I +6r;£5
D1+ Iarry<d
7,33 2 0,
Montrer que [ = {zy, 79, 22} est une base réalizable do s
la solution de base réalisable optimale associde. Sinon uti
diéterminer une solution optimale du propramme lingaire
Exerclee 2 (7 points)
Résoudre par la méthode des deux phases dy simphexe le prograzmane Bndsice ef-dossane
max & = rg — 51y
Iy ey
Mt r-hrg s
fr=Ta4 drg =10
LTy Ty -~ 0.

programme. Est-elle optimale ? 5 oui donner
lser la méthode des tableany du simploxe pane
() en partant de cetre bhase,

7
VALIDEUR LMD: Conseils - Bxamens & TD - Cormestions 9
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UrHn Annds Universitalee 2000-2017
Liconeo 3

Examen de Recherchs Opérationnelle 1 (Session 2)
Durée 3h
Documants nen antorisés
Exorelee 1 (10 paints)
On conaldie I peogramme linkalro (PL) ci-dessous :

min & = e
Ar=h
=0
ol A € Mumn(R), 0 € Mya(R), b€ M y(R), ovee rang({A) =m < n.
1) a) Démontrer que 'ensemble dos selutions réalisables de ca probléme est un ensemble convexe.

b} On sappose qur son exsemble de solutbons cptlanles est son vide. Deroomtrer Gue cob vubeninls wt
SOV EED

2) On dispase d'une base réalizabl B avee [ (respectivement J) les ensembles des indices des varinbilss
d‘“h“‘“{mﬂmiﬂmlhﬂlhﬂ} assnciter, On note IV 18 souws matrice de A sssociée s variables hors
hasn

ﬂ-} l't.upp;:ll:r 'algoritlume primal du simplexs pour résoudre le probléme (PL) en partant de 1o base
B,
b) Montrer qu'is chinque étape 'algocithme du simploe permet d'obtenic une base réalisable,
c} La forme canonique de (PL) par rapport & B et -

minZ = E"‘E—quFJ

{ o+ Ejuﬁﬁ-fj =‘Ed ierl

=20

Muntrq-qu-:a'ilm:istakeJuﬂ.que:ﬁ{Uamﬁuﬁﬂpnmmtiﬁf,hlw:hmwm
i non borné c'est-d-dire que La valeur optimale est inSinie,
Exarcies 2 (5 points)

Trols type de machines peovent Etze utilisls pour fabriquer 4 produits selon les durdes d'occupatian

suivantes (par unité produlte) :
machins 1 meachine 2 machine 3 b
produit 1 Thaure 1heure 1heure
produit 2 | Ohsurz 30 min | Theurs 30 min Theure
produit 3 | Theare 30 min Theure Theure
produit 4 | Oheure 45 min | 1heare 30 min lhemre 15 min

Frxire, on fonction dm&uﬁud‘udlhrhnmﬂmﬂudl.i::d;dmﬂ types de machines, et des prix
Fay P2y P2 Pa dheat 4 produits, e problime d'optimisation qui maximise les recottes.

Exercice 3 (5 points)

Boit le probilime swlvant

min £ = 51y - 3z,
In - tdsy <4

i A T -
Po R "R
= Ty 2320

Le sommet pasockt & o bose {h,.‘::,:;} 5t un sommet al da i
optimale. Cette solution est-elle unique 7 optim ce probleme. Diduire uns solution

VALIDEUR LM0: Conseds - Examens B TD - Corrections
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INIVERSIT Annde universitair: : 2001 7-2018

[ SESSION 1 DE NECITERCHE OPERATIONNELLE 1
Miveau : Licenee 3 Durée ; 29 30min
Doevmnonts non auborists

EXERCICE 1(6points)

Une entreprise fabrique des produits chimiques de troks Lypes différents appelés res-
peclivement Alpha 12, Béta 51 et Bata 52,

Le produit Alpha 12 trés toaigue et dont le stocksge eofte cher & entreprise
doait #tre fabriqué en tenant compte des possibilitds de venle estimées & 290 kg par
sernnins,

Les produits Béta 51 ot Béta 52 quant & cux n'ont pas de contraintes de venie

Lentreprise dispese de 6 ouvriess qualifits travaillant chaeus 25-heures par se-
mmake et B aovriers non qualifiés eravaillant chacun 35 heures par semalne. En outre,
clle utilise une matidre promidre M dont I'npprovisionnement hebdomadaire eat oo
timé & Z30 kg. La morge sur colt variable des produits représente 20 pour cent du
prix de vente,

Le tableau sulvanl indigue les boures de main d'oeuvre, les guantités de matitee
b & utiliser pour fa production. ainsi que les pric de vente unitalse de ces nrodiits.

Pour 1 kg de produit Alpha 12 | Béta 51 | Beta 57 |

Prix du venle par kg 400F | 10S0F | 600 F |
Matidre M {en kg) 3 2 5
Heures da mdn-d'ﬂeuvﬁ:-ﬁn!lﬂ{m ] [T 1
Hewres de main-d’oouvee non qualifite 3 [] i]

L entreprise sauhaite optimiser sa production hebdomadaire,
Donner le programme linkatre modélisant lo proliléme,

EXERCICE 2{7paints)

Le massil de la fthune offre diverses possibilitts de randonnses. Uy rindonieur & di-
clelé de be traverser d'Ouest ¢n Est. Aprés avolr répertorié sur wie caste bes cifférents

VALIDELUR LMD: Consedls - Examans & TD - Comections
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= ; ; o] il n
ﬂhﬂmim qu'ﬂ pﬂu'l,l‘ait_ Em]]rul!mrp I:I_ n ,.:m:!'“luﬁr 11’: tnill:m“ r:lv"lllﬂ-"-«.W“.'- dﬁ-ﬂ-ﬁ qu“ﬂ

estimeé le temps de parcours & une allure normale

1 : Vera de Bidnsoa 2 : Col die Vern 3 ¢ Insoln 4 @ Col des o [ontatnes 50 Dt.'.'i?:m-
gabandiko Lepoa 6 : Subisia 7 : Col de Lizunia 8 : Zizkouits Lepoa 3 Landa Gainta

Lepon 10 : La Rhune 11 : Altxangn 12 : Fontaine d'Urkila 13 : Sart.

J | I : |
Départ mnmll 2lalals|e| 78| 9 |10 ]|12) &
A &0 100
z 25 15
4 45 . 1
8 75
5 a0 ]
; 25 |
: 1120 |
: 30 40 40 |
: 50| 60 i
218 50 35 | 20

11 =
= Eal 100
13

L'intérét d'un randonneur étant de randonner, utiliser I'algerithme de FORD
pour déterminer le chemin le plus long, qui lui permettra de joindre Vera de Bidasoa
& Bare. Quelle sera la durée de sa randonnée ?

EXERCICE 3(Tpoints)
On considére le programme linkaire (P) suivant :

max £ = 1y = 21; + 20z

10z + 5z — x5 2 30
(F){ Bzy—1y210

2581y — 1024 + 21, < 105

I ;'-'.- 0111 E U.I; E 0.

1. Appliquer la phase 1 du simplexe au probléme (P) pour mont )
une solution réalizable de base. (P) pour montrer quil admet

2. A partir de la résolution précédente, conclure quant & Ioptirisati
3 ] '
bléme (P). EHTMRN. O ko

VALIDEUR LMD: Consels - Examens & TD - Comectians
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10.08. 2020
LMBENCSE

Eliii = Annde Universitoire 2018-2018

Examen de Recherche Opérationnelle 1 {Session 2)
Durée 2h 30mn
Documents non autorisés
Exereice 1 (4 points)

Em'-]!:ﬂ grande entreprise Propose & un sous-lraitant de fabriquer rods produits P1, P2 el P3.

S BNEAEe par contrat & acheler au sous-traitant tout ce qu'il produira dans la limite d'au plus
3 111“5?"55 de P'1, 100 unités de P7 et 200 unités de P3 4 un priz unitaire unique de §20 wnités
rnum:hnlrﬂ: Ces praduits sont {abriqués & partir de tois composants A, B et C qui entrent en
proportion variable dans chacun des produils. La composition de chacun des praduits, exprimée
Gob el w'unités i coniposut, oSt dbande dang e 1ahleau swivanl

JAIBTC
IPTaTslz
LA I
i 2ls

Lz seus-Lraitant ne peut acheter les composants que par lots. Deas types de lots sonl dispo-

nibles, dont e nombre de composants oL le prixc d"acliat unitaire somt indigues dans le tablean
Avant

" Petx dd'achat | &
ol wuitsire (u, m.)
LoTt|3(2]3 50
LoT 2121313 )

Le sous-Lraitant souhaite définir un plan général lui permeliant de dégager-une marge mni-
male. . .

Ecrire le programme linéaire modélisant le problme.

Fearcien 2 (6 prints) . .

On considere 1o programe lindaire (7} suivant ;

max 2 =‘iI|,"r'ﬁl';+1I1
4Ty — 4T3 = D

—xy e lzp £

—zy gl E L0

b T o | 2“

Montrer que [ = {2,232, 7a) o8t une hase réalisable de ce programme. Bst-clle optimale? S5

y u““er 1a solution de base réalisable aptimale nssocite. Sinan utiliser la méthode des ubleaus
gf 5;1::;1&&:& pour déterminer une salution optimale du programne lindaire () en partant de eelte
biase.

ice 3 (5 points) | - |
E;:::IG - Expf;j un groaphe orienté d'ordre n, M In matrice d'ndjaconce assoeite o1 [ ln
= (X, )

matricn ideatitd d'urclre n, On pose N = (f 4+ MY,

1 Montrer que [ + M & M. .+M"'=N,

101
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2. Montrer que Ny = 1 5 et seulement il existe un chemin allant de i & J de longueur au plus
épalcdn—

1. Déduire que G est fortement connexe si et seulement si Ny =1pourtousietj

Exercice 4 (5 points
batiments du cam
lz tableaw suivant,

} Une université veut relier six de ses terminaux situés dans diﬁércnta
pus. Les distances en mitres, entre ces différents tarminause sant données dans

Terminal 1 Terminal 2 | Terminal 3 Terminel 4 | Terminal 5 | Terminal 5
Terminal 1 120 92 265 149 104
Terminal 2 | 120 14] 170 93 164
Terminal 3 | 92 141 218 103 116
Termingl 4 | 265 170 218 110 126
Terminal 5 | 149 93 . 103 110 - 72
Terminal § ) 134 164 116 126 N £ I i

Distances séparant les diférents lerminayse

\en métre)

Ces terminaux sont & relier par des cibles souterraing. Cin Suppese que le coiit de eonnexion de
dewx terminaix est proportionnel & I distance les séparane. Déterminer Jes connexions & installes
afin de minimiser les cofits d'installation,

VALIDEUR LMO: Consedls - Examens & TD - Corrections 102
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UNIVERSITE Flin At Universitnirg : 2018-2019

| SESSION T D INTHODUCTION A LA RECHERCIHE OPERATIONNELLE |
Nivenu :Licenes 3 Darde ¢ 211 '
Procimmenits nan nuborbas

EXERCICE 1{fpoints)

Le porant o'nn hotel, en vie d'olitenir une étoile s GNT {Guide Natioral du
Tourisme], doit proctder & un rbauntnogement,

N Donehe Enlﬂﬂﬂiru
Clusebee ooun [t | 6000 FCEFA | Boog FCFA
Clunmlire o elews lita | U000 FCEA 11030 o Y |

Lo proportion des ehambires o own iU doit #ee supdricure on &gale & 8 pour-cent,
La proporthon des chunbres a une dowche doit dtre supbrioune ou égale &

26 pour-cemt of inférivure ou dgale & 7% pour-cont.
Pendant les priodes de cure sucun eliomt no deit se restanrer on dehone de 'hitel,
vl be restanrnnt de 'hitel a exoctenent 120 places,
En supposaan que les dépenses do fenctionnement sonl constantes; ke but ulthne du
gtrant cst e mnximiser sa recelbie,
Ferire o forme cononegie do co probdénme.

EXERCICE 2{Tpoints)

Pour réaménnger un certain hitel, 8 st nbewsaine de fulre passer o certaln nombre
che corps de miétior, i, fleckricion, plombier, carrebeur, plitrier, choullogiste, cte,
Lewe emploi du temps of les contradntes inhérentes & la construction conduisent &
i coriadi pombiee de Uehos lsbbes deiemsons @

Tournez la feuille 5.V,
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Thokes |  Taches Durte “Thches Thehes
pricédentes | ( en semaines ) | immédintement | subvonles
pnbericures .
i : 1 x D F.G
B - = - 0
] - 5 z o
- & 3 A H, LK
g C 8 g ]
F A 15 e ;
G A 1 % I
H A D = 5 i
I -"n.[:l’-.—l‘l.G.J 12 H G, =
J C.E.K g 3 :
K B, D ] B D 3

1. Construire le graphe MPM associé & ce projet.

2. Déterminer les calendriers au plus tdt (T3), au plus tard {T7), les thches eri-
tigues, la durée totale du projet, les marges totales (MT(5)) et libres (M L{1)).
NB : mettez les calendriers au plus tit (T0), au plus tard (77, les marges

totales (MT(z)) et libres (M L{1}) dans un tablesu.

3. Construire le graphe PERT du projet (il n'est pas demandé de déterminer de

pouveay les calendriers),

EXERCICE 3{Tpeints)
On considére le programme lintaire (P) suivant :

max & =5E"JI1 +3-Uﬂa:=+'2l]ﬂ;;
S+ I3+ 2y < 400
(P) £ 4z + 2y + 23 < 5000
3zy + 9z3 4+ 3Ty = 1200
Ty 2020220

Résoudre le programme (P) par la méthode du simploxe.
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NIVERS T FHR Année Universitaine @ 2018-2019

| SESSION 2 D'INTRODUCTION A LA ECHERCHE OPERATIONNELL
Miveau :Licence 3  Durdée : 2H
Doeuments non aulorisés

Exercice 1{10poiuts)
1) On considire le programme lintaire (PL) ci-dessous
min 2 =&t
Axr=b
x 2
Y™AE M, UR). cE Mia(&), b M, (R), avee sang{A) = m < n.

On dispore d'une base séalisable B avee [ (respectivement J) les ensembles des

indices dos variables de base (respectivement hors base) assocites. On note N la
sous matrice de A nssocide awe variables hors base,

Ln forme canonique de {PL) par ropport & 5 est -

min £ = Z 4 2,0

i€ 9
IﬁZﬁ;,-:,nb. 1€/
fEJ
r=q

a} Expliciter les coefficients 8, & et & pour tout 1€ J, j & J.

b) Montrer que s'il existe & € J tel que & < 0 avee Ba £ 0 piour toul § € J, alors Is
programme (PL) est non bomit; c'est-d-dire que I valeur optimale cst infine.

2) Résoudre par la méthode des deux phases du simplexe 1p programme linsajes
ci-fiessous.

[ I'I'Iil'lE:::‘_'I;

ar -2y <3
x>l
P Caryamcd
=3m =3 €2
2l >0

NB 1 lors de In résolution du progranme lindaire cl-dessus, en pronden sain dutiliser
bes remarques de initialisaticn de 'algorithme du shinplosxe.

Tournes 1n feuille 5.0
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Exercice 2{10 points)
1) Enencer algaithme de Bellinm
2) Appliouer Fdgerithing de Belh
# dung be réveau suivant |

i preair Ltesver bes plus longs CJIEIHII‘I.!.. . |
1
i A In recherche des plus longs cheming issos de
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10,08.2030 UFR MI LMOfCSC

Année 2015 - 2016
INITIATION AUX BASES DE DONNEES - L3

COMPOSITION - Octobre 2016

Exercice 1 : Questions de cours (3 pts)
a) Qu'est ce que la normalisation ?
b} Dans un modéle Entité-Association, peut-on avoir des clés étrangéres ?
c) Dannez la syntaxe d'ajout d'une colonne dans 1 table

d) Définissez les différents opérateurs relationnels de base
e} Quelles sont les instructions SQL du LMD (Langage de Manipulation de Données)

Exercice 2 : Modéle Entité - Association (7 pts)

Enoncé :
On se propose de représenter le systéme dinformation dune bibliothéque :

» La bibliothéque enregistre chague lecteur & qui elle donne un numéro de lecteur. Elle lui
prend son nom et son adresse. Le lecteur peut éventuellement €tre membre dune sociéte
adhérente, On enregistre alors Midentification de cette société,

» Unlecteur peut emprunter plusieurs livres chaque jour. A chaque prét, on associe une «
date de retour au plus tard »,

« Un lecteur appartient a un « type de lecteur ». Ce type lui permet d'avoir ou non accés 4
certaines catégories de livres,

« Ladurée du prét dépend de la catégorie du livre et du type de lecteur, Elle est la méme
pour tous les livres d'une catégorie donnée empruntés par un quelconque lecteur d'un type
donné.

« Un livre est caractérisé par son numére d'inventaire. Il est nécessaire de connditre sa
catégorie, le nom de son outeur, son éditeur, ainsi que le nombre de ses différents
exemplaires disponibles. L'édition, lorsquielle existe, est également & conndltre.

« La catégorie d'un livre se repére par un numéro et posséde un libellé. Il en est de méme
pour le type de lecteur,

. Une société adhérente posséde un nom et une adresse ; elle s'engage & envoyer un
minimum de 500 lecteurs.

Donner le schéma entité-association et les éventuels contraintes dintégrité correspondant &
cet énoncé.

Exercice 3 : La normalisation (3 pts)
Enoncé: Une base de données d'une pefite clinique privée a les données suivantes:
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i ajedesigne o d'inscription pharmacie associd & un patient, Chaque patient & un numépg
inseription & I pharmacie de la clinique pour ses médicaments

Patient . le nom de famille d'un patient admis & la clinique (supposés tous distinet)
Docteur ; e nem de docteur travaillant & [g clinique
Médicament : la nom de marque dun médicament
Qte : la quantité dyn médicament Prescrite & un patient et les 4 Dfs :
- (1) NIP — Fatient
- (2) Patient - Docteur

- () NIP, Médicament — Docteur
- (4) Patient, Médicament — Qg

A= Montrer que [ BF (3) est redondante (déductible des autres DFs )
B- En déduire un schéma de base de données en 3FN pour cette clinique,

Exercice 4 ; ¢ langage sQL (7 pts)
Enoncé : 5qit la base de données relationnelle de schéma suivant

REPRESENTANT (Mum_rep, MNom_rep, Ad_rep, CP_rep, Vil_rep, Age_rep)
COUVRIR (#Num_rep, #code dep)

rrI'JEPAF!TE.‘:'.EMT (Code _dep, nom_dep, Mnm_chtf__ﬁe.cteur}

CLIENT (Code clt, Nom_elt, #Mum_rep, #Mum_cat}
CATEGORIE_TARIFAIRE (Num_cat. Nom_cat, Remise)

Exprimer en 5QL :

1) Afficher la fiste des clients appartenant 4 |g catégorie tarifaire "1, classée par
clphabétique

2) Afficher la liste des clients (code, nom de client)

ordre

rattachés gy représentant ¥ Apr

4) Afficher la liste des représentants (Numéro et nom) dépendant dyy chef de secteyr KWAKoOU
5) Insérez la catégorie tarifaire ayant les caractéristiques suivantes

= Num_car :5
= Nom_cat :pmg
- Remise . 15%

6) Supprimez de la table CLIENT tous les clients dy re présentant 2

7) Remplacez par 'HOUPHOU

ET le nom des chefs de secteur des départements dont Je code
est compris entre 9] gt o4

Bonne Chance a tous
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UFR MI

Année 2015 - 2016

COMPOSITION L3 - 2 heures

LMB/CSC

INITIATION AUX BASES DE DONNEES

Exercice 1 : Questions de cours (5 pts)

Qu'est ce qu'un SGBD
Enumérer 4 fonctions fondamentales d'un S6BD

(0.5pt)

(1pt)

Enumérer les différents types de $68D qui existent (lpt)
Daonner la définition de chacune des 3 premiéres formes normales (1.5pt)
Donner la définition de SQL ainsi que son rale (1pt)

Exercice 2 : Passage au relationnel (6 pts)

Enoncé : Soit le modéle entité association suivant :

bEaPERT ACCTIDENT
= 0n EXTERTISE O
Wum_Enp Nim_Acciden
NomExp Lrare LisuAccident ke
I"ﬂq.rmE'cp Rigport DrateAccident
S;x HeureAccident EST_SUvi
1 PAR
VilEx Circonstances =
I,
WVEHICULE w AGENT
Num_Immatricul 0m Mum_Agent
Margue MomAgent
Tupe T':mmﬁgmr
Puissance TelAgent
0,1
EST_ASSUR
E PAR
CLIENT |
I
- Hum_cliemt
CONTREAT MamClient
- - 1,1 () PrenonsCHen
Bum_Canirad EST_PASSE_PAR AdCHent
TypelCoentral CPClient
DageCaniras WibClient
TelClient
109
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i ran
Le modile traite de la gestion d'accidents de voiture de la cnyﬁp;]a::i i:if:u : ﬁ
ASSURETOUT, Un accident est expertise une ou F1us|_eu1rs fois. i pa bee
agent et un seul. Un accident concerne des véhicules assurés pas =t
ASSURETOUT. Un véhicule o ou na pas de confrat dassurance ch

i seul et
ASSURETOUT. Le contrat dlassurance est passé par un client 2t un
concerne une voiture et une seule.

Question: Transcrire le modéle Entité-Association ci-dessus dens le schéma
relationnel.

NB : Vous préciserez les clés primaires des relations en les soulignant ainsi que les
clés étrangéres en les signalant par un #.

DBans votre schéma relationnel, chagque relation doit étre spécifiée de la meniére

suivente : Nom (attl,...attn) ol Nom est le nom de la relation et attl, .., attn
sont des noms d'attributs,

Exercice 3 : Le langage SQL (9 pts)

Enoncé : Sgit la base de données relationnelle de schéma suivant :

On considére le Schéma de la base de données CINEMA :

- FILM (NUMF, TITRE, GENRE, ANNEE, DUREE, BUDGET,
NUM_REALTSATEUR, SALAIRE_REAL)

- DISTRIBUTION (#NUMF, H#NUMA, ROLE, SALAIRE)
- PERSONNE (NUMP, PRENOM, NOM, DATENALS)
- ACTEUR (NUMA, NUM_AGENT, SPECT ALITE, TAILLE, POIDS)

Remargues importantes
- L'attribut NUM_REALISATEUR de la
I'identifiant d'une PERSCOMNME.
- Lattribut NUMA de la relation AC
PERSONNE
- Lattribut NUM_AGENT de 1
d'une PERSONNE,

Les attributsg MUM_REAL'[E&TEU& NUMA, NUM_AGENT et MNUMP sent du done
du méme domaine fonctionnel

relation FILM correspondant 4

TEUR correspondant a I'idenmiviant d une

relation ACTEUR cerrespond 4 |'identifiant

Exprimer en SQL :
1) Retrouver la liste de tous les films

2) Retrouver la liste des films dont I longueur dépasse 180 min

meHD:Ewm-&m&m-tmm 110
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3) Danner Iq liste
4) Donner le nom
S) Trouver

de tous les genres de film
bre de films par genre
'e/les titre(s) et |'/les année(s) du/des film(s) le(s) plus long(s)

&) Trouver le nom des Personnes qui ne sont ni agents, ni acteurs et ni réalisateurs

7) Donner le nom et e prénom des réalisateurs qui ont joué dans ou meins un de
leurs propres fjims

Bonne Chance & tous

i
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UFR MI

Année 2016 -
COMPOSITION L3

2017

- 2 heures

INITIATION AUX BASES DE DONNEES

Exercice 1 : Questions de cours (5 pts)

c. Quest-ce que la normalisation ?
B, Dans un modile Entité-Association, peut-on avoir des clés Elrangdres ?
¢. Dennez la syntaxe d'njout d'une colonne tuns 1 table

d. Définissez les différents opérateurs relationnels de base
e. Quelles sont les instructionz SQL du LMD (Langage de Manipulation de Donndes)

Exercice 2 : Passage au relationnel (6 pts)

Enoncé : Soit le modils entité association suivant ;

SALARIE .
P4 o | FTABLISSEMENT
:TI‘J'{:;:‘;J —@ Code Frah o
Nom Saleds i
Treathe_impot Nom, Ftah
Y ailresse_Eiab
0.n _—
I. 1
| ENFaNT Lo | DR CADEAY | &~
Coce_Lnsan: A Num_fir
Precoms_Enfant *
Dizts Maiss
Mg vac
0.1 0.1 %
@ o LR
Code_Licu
n
CENTRE O,n FOURNISSEUR
CUORRLSRIMN SRR P
Id_Centre Code Yo
wom_Cernire Mo o
Capache L1 Adipsse Ly
Tranchs _Flﬂ.f IRl anin
-_-_\__—.' e

M

—
WEFRHI b E

"-_1_-—

| i, i

o
Yo

-

CADEAL

J———

!h:f:: ?;-EHT_
Libelle 4 addvau
l'hl.1|n_lli"a|l-|;-r|.||
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Une I_annriﬂn‘re; entreprise de la région du GONTOUEO, répartie en plusieurs
établissements implantés géagraphiquement sur des communes distinctes,
dispose d'un comité d'entreprise (CE) avec un service enfonce qui gére,
notamment, les cadeaux de Moél ainsi que les centres de vacances destinés aux
enfants du personnel.

Le F"jﬂﬂfrlﬁuﬂ de gestion des cadeaux de no#l comporte les étapes suivantes. Le
CE E?EEE'“}"HE en cours d'année un certain nombre de jouets ou cadeaux divers,
aupres de plusieurs fournisseurs, et édite un catalogue qui est mis & disposition
r.fas salariés. Quelques mois avant noél, le CE expédie d chaque parent salarié de
V'entreprise un bulletin de réservation par enfant, Ce bulletin de réservation est
renvoyé au CE avec le choix du cadeau, Aprés réception de toutes les réponses,
le CE effectue les commandes aux fournisseurs et un chiffrage prévisionnel du
colt, Quelques jours avant noél, les cadeaux sont répartis, pour la distribution,
dans les déférentes permanences du CE. Le solarié se rend alors dans la
permanence de son établissement pour prendre possession des cadeaux choisis,
La gEETiﬂl‘l du centre de vocances pour enfants rgquigr‘l* la réalisation des taches
suivantes, Au printemps, le CE &dite un bulletin de réservation qui est envoye aux
parents. Le bulletin de réservation est renvoyé auCE avec le choix du mois et du
lieu de vacances (mer, mentagne cu campagne), qui sent codifiés, Chaque enfant a
théoriquement droit & un séjour, Le CE, qui dispose de plusieurs centres de
vacances, effectue la répartition des enfants en fonction du choix du lieu et du

mois ainsi que de la tranche d'dge de |'enfant,
La réservation définitive est renvoyée aux parents avee la facturation du séjour,
caleulée en fonction du tarif du centre choisi et de la franche d imposition des

parents qui determine éventuellement un abatfement.
Ounstivin i Transcrire le modele Cntité-Assaciation ci-dessus dans le schéma

relationnel,
NR : Vous préciserez les clés primaires des relations en les soulignant ainsi que

les clés étrangéres enles signalant par un #.
Dans votre schéma relationnel, chaque relation doit Etre spécifiée de la maniére

suivante :Nomlartl, . atta) ol Nomest lz nom de la relation et af#l, ..., a?frsont
des nems d'attributs,

Exercice 3 : Le langage SQL (2 pts)
Enoncé : Soit la base de dannées relationnelle de schéma suivant :

AGEMCE (hum_Agence, Nom, Ville, Actif)
ENT (Hum_Client, Nom, Ville)
o #Mum_Client, Selde)

MPTE (Mum_Compte. #Mum_Agence,
‘éiPRUHT {Num_Emprunt, #Mum_Agence, #Num_Client, Montant)

WVALIDEUR LMD; Conseils - Baamens & TD « Corrections
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Exprimer en SQL :
1) Les noms des agences ayant des comptes-clients
2) Les nems des Clients ayant un compte & "YAMOUSSOUKRO"

3) Les noms des Clients ayant un compte & I'Agence "Prestige” et le nom de la
ville e ils habitent

4) Les noms des Clients ayant un comple dans une agence ol "Claude” a un compte

5) Les noms des Agences ayant un actif plus élevé que toute agence
d" ABIDJAN"

6) Les noms des Clients ayant un compte dans au-moins une agence
d""ABIDJAN"

7) Les noms des Emprunteurs de I'agence "Prestige” classés por ordre alphabétique
B) Donnez le Solde moyen des comptes-clients de choque agence

9) Insérer le n-uplet « 147202, "Houphouét®, "Y AMOUSSOUKRO" » dans la
relation CLIENT

10) Biminuez I'emprunt de tous les clients habitant *ADZOPE® de “55L"
11) Fermez les comptes de "Coulibaly”

Bonne Chance & tous
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UFR MI

Année 2016 - 2017
COMPOSITION L3 - 2** Session - 2 heures
INITIATION AUX BASES DE DONNEES

-

Exercice 1 : Questions de cours

a. Quest ce que la normalisation (1 pt)
b. Enumérer 4 réles ou fonctions dun SG8D (0.75 pt)
¢. Erumérer les différents types de SEBD qui existent (0.75 pt)

d. Danner la définition de chacune des 3 premires formes normales (1.5pt)

e. Donner la syntaxe d'ajout d'une colonne dans 1 table (Ipt)

Exercice 2 : Passage au relationnel

Enoncé : Une auto-école souhaite construire une base de données pour gérer les
examens théoriques du code de la route de ses éléves. Chaque éldve est identifié
par un numéro unique et est coractérisé par un nom, un prénom, une adresse et une
date de naissance. Chaque éléve assiste a plusieurs séances de code (autant qu'il
I~ souhaitz). Chaque séance est caractérisée par une date et une heure, A chaque
séance de code, le directeur de I'auto-école choisit une série de questions sur un
CD-ROM. Chague CD-ROM est identifié par un numéro et est caractérisé par un
nom d’éditeur. Chaque CD-ROM est composé de 6 séries maximum, numérotées de
14 6. Chaque série est composée de 40 questions maximum. Chaque question est
identifiée par un intitulé et est caractérisée par une réponse, un niveau de
difficulté et un théme, Une méme question peut apparditre dans plusieurs séries
avec un numéro d ordre pour chaque série | par exemple une mEme question peut
apparaitre comme question N° 2 dans la série 5 du CD-ROM 15 et comme question
W*® 12 dans la série 3 du CD-ROM 4, Une méme série peut Etre projetée plusieurs

fois & des séances différentes, Lorsqu'un éléve assiste d une séance, il obtient le

nombre de foutes (une nete sur 40) qu'il a fait pour lo série passée pendant la

séance,

Lorsqu‘un éléve o obtenu, au cours des quatre dernidres séances auxquelles il a
assistées, un nombre de fautes inférieur ou égal & 5, le directeur de |'auto-école
I'auterise & passer |'examen théorique du code de la route & une dare donnée (un
seul examen pour une date donnge). L'aute-école ne peut présenter que B éldves
maximum @ chogue date d'examen. Les éléves ayant obtenu plus de 5 foutes &
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'examen sont recalés et doivent assister de nouveou & des séances de code avant
de pouvoir se représenter & I'examen.

Le modéle entité association obtenu est le suivant :

SEANCE_CODE
O,m m .o

Séance 1D

Nembee_Faste 4 Date_Seance [
5 Heure_Seance
i1
CD-ROM
EST 'DIFFUSE
_PENDANT CdRom_ID
Ediieur =
PazeapeCode D
Date_Passage 1
Heure_Pasmge &
Lien_Examen
o n (L1
QUESTION SERIE
Quﬂ.—ﬂﬂ_m La /m—_“h 0,44 Serie D o
lﬂﬁhﬂt ‘E‘ Miters 5
Repongs 3
Niveay_DifBeulte
Theme 4

Question ! Transerire le modéle
relationnel,

KB : Vous préciserez les clés primaires des relations en |es soulignant ainsj que les
clés étrangires en les signalant par un #.
Dans votre schéma relationnel, chague relation dait étre 5

suivante : Nom (attl,...attn) ot Nom est |e nom de la relat
sont des noms d'attribyts,

Entité-Assaciation ci-dessus dans |e schéma

pécifice de la manidre
ion et attl, e QLN

SALIDEVR, LMD Congells - Examans & T - Compctions 115

marrd e Carlamrer



10.08.2020

Exercice 3 : Le langage SQL
Enoncé : Soit la base de données relationnelle de schéma suivant :

Emp{humE, MomE, Fonction, NumS, Embauche, Salaire, Comm, #NumD)
Dept(Mumb, NomD, Lieu)

Bécrivant le fait que :

Emp '-_l'=1n1inn des employés avec NumE (Numéro employ£), NomE (Nom employé),
Fonction, NumS (Muméro du supérieur hiérarchique), Embauche (date d'embauche),
Salaire, Comm (montant commision), NumD (Numéro du département )

Dept : Un département est aéerit par son NumD {Numére du départeme o). Nomb
(Nom du département), lieu

Exemple :
Numb MomD | Lieu !
1 Dreit Abid jan |
2 Commerce Bouaké |
NumE | NomE Fonction | MumS | Embouche | Salaire | Comm | NumD |
001A | SEKA Président 10/10/1979 | 10 000 0 |
0028 | KASSL Doyen 001A | 05/03/1999 | 5000 011
003¢C | ALCAPONE | Commercial | 001A 18/10/2006 | 4000 1002

005E | NAZAIRE | Stegiaire | 002B |15/12/2007 | 500] 0f1 |

Exprimer en SQL :

i) Donnex la liste Jes emp! -yés ayant une commission supérieure & zéro et Ty
par commission décroissante

2} Donnez le nom des personnes embauchées depuis le 01/09/2006

3) Donnez la liste des Bmpiﬂfé.s (nom, date d'embauche et Numéro département)
travaillant & Abidjan

4) bonnez la liste des subordonnés (numéro et nam) de "KASSI®

5) Donnez la moyenne des salaires

6) Donnez le nom des employés ayant 1 commission égale & zéro

7) Dennez la liste des employés (nom, fonction et salaire) gagnant plus que la
moyenne des salaires de 'entreprise

(Tpts)

Bonne Chance & tous
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UFR ML
Année 2017 - 2018
COMPOSITION L3 - Durée : 2 heures

INITIATION AUX BASES DE DOMNMEES

Exercice 1 : Questions de cours

- Quest ce qu'un SGED
- Enumérer 4 fonctions fondamentales d'un SGED
- Enumérer les différents types de SGBD qui existent

Donner la définition de chacune des 3 premieres formes normales
- Donner la définition de SQL ainsi que son réle

Exercice 2 : Normalisation

S0it un schéma de bases de données contenant les relations suivantes ;

BUREAU (MumBureau, MNumTelephone, Taille)

avec FBureau = (MumBureau—NumTelephone, Taille: humTelephone—MNumBureay: i
ﬂECUF;ﬂ.MT (MumBureau, PersonneID)

avec FOccupant={NumBureau—PersonnaID )

MATERTEL (NumBureau, NumPC) avec FMateriel=[NumPC—NumBureay )

Les contraintes ci-dessous sont-elles vérifides par ce schéma de bases de
données? Si la réponse est positive, expliguez pourquei. Si I réponse est
négative, indiquez quelle(s) dépendance(s) fonctionnelle(s) il  fout
ajouter/supprimer ou medifier pour que la contrainte soit vérifide,

(2) "Un bureau peut contenir plusieurs postes téléphoniques.
(6) "Il y a une et une seule persanne par bureay.®

(€) "Un bureau contient un seul ordinateur.”
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Exercice 3 : Passage au Relationnel
Enoncé : Soit le modile entité association suivent :
el { Posmds \
T
.n / L
Conem
/
—
a1
Vil
Nam_veal
Ville_Dep
Ville_Ar
Heizn_Dep
Hesirn_Asr
)I'l-“
m Techriden
Exam_U
\ ] on | - " J
Question : Tronscrire le modéle Entité-Associotion ci-dessus dans le schéma
relationnel,
NB : Vous préciserez les clés primaires des relations en les soulignant einsi que
les 145 #trangdres en les signalant o un #.
Dans votre schéma relationnel, chaque relation doit Etre spéceifide de la monidre
suivante : Nom (attl,.. attn) oo Nom est le nom de la relotion et oftl, ., aftrsont
des noms d'ettributs,
WALIDEUR LMD; Consells - Examens & TD - Comections 113
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Exercice 4 : Le langage SQL

Enancé : Soit la base de données relationnelle de schéma suivant :
AGENCE (MNum_Acence, Nom, Ville, Actif)

CLIENT (Mum_client, Nom, Ville)

COMPTE (Mum_Cempte, Num_Agence, Num_client, Solde)
EMPRUNT (Mum_Emprunt, Num_Agence, Mum_Client, Montent)

Avec

- Num_Agence (numérique) indiquant le Numéro de ['Agence
- Num_Client (numérique) indiguant le Numére du Client
= Mum_Compte (varchar2(25)) indiquant le Muméro de Compte

Exprimer en SQL :
1) Supprimez les comptes de “Ceulibaky

2) Donnez la liste des noms des agences ayant des comptes-clients

3) Donnez

les noms des Clients ayant un compte ainsi que le nom de la ville o ils
habitent

4) Donnez les Nom des Clients ayant un compte & "YAMOUSSOURROD®

5) Donnez Ja liste des noms des Clients ayant

un campte dans une agence ol
*Claude” a un compte

&) Donnez lo liste des noms des

Emprunteurs de |'agence "Paris-Rambuteay”
classés par ordre alphabétique '

7) Donnez le Solde meyen des comptes-clients de chaque agence
B) Diminuez I'emprunt de tous leg clients habitant “BOUAKE* de 5%,

9) Donnez le nom des Clients ayant un compte dons au-moins une agence
d"ABIDJAN" >

Bonne Chance & tous
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LMDCSC
UFR MI

Année 2017 - 2018
COMPOSITION L3 - Durée : 2 heures

INITIATION AUX BASES DE DONNEES

Exercice 1 : Questions de cours (5 pts)

Quest ce quun SGBD  (0.5pt)

Enumérer 4 fonctions fondamentales d'un S6BD (1pt)

. Enumérer les différents types de SGBD qui existent (1pt) S
Donner la définition de chacune des 3 premiéres formes normales (1.9p
Donner la définition de SQL ainsi que son réle (1pt)

L]

Exercice 2 : Passage au relationnel (7 pts)

Enoncé : Soit le modele entité essociation suivant :

EXFERT i m on ACCIDENT
T . . .

“um Ex kil Pum_Accudent
" [:.-E:; : Daie LicuAccident
-F'ﬁﬂn'l:PEJ; Rappant DatcAccident
: -iIIE :-;. : HeureAccident
EPE:; Circomstances
VilExp

CONCERNE

AGENT
r"-.u"EHmU'LE- H
Mum_Agent
Mum_lmmatricul 0,n Manh gent
Marque Prenomdpent
Type Telhgent
Pulssanoe |
ol
EST_ASSUR
il CLIENT
I, _
Mum_client
l COMTRAT | NomClient
1.1 o, n PreanomClient
Fum_Conirsl —_@ AdClicns
TypeConiral Ci*Cliemt
DateContrat VilClient
TelClient
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: agnie dassurance
Le modéle traite de la gestion daccidents de veilure de la compan

' ke n
ASSURETOUT, Un accident est expertisé une ou plusieurs fois. I:::*ﬂ‘:”;;mp:.
agent et un seul. Un cccident concerne des véhicules assu : ance cher
ASSURETOUT, Un véhicule & ou na pas de contrat dassur cantl #*
ASSURETOUT. Le contrat dassurance est pac3é par un clien? ot uf <2
cencerne une voiture et une seule,

Question: Transcrire le modéle Entité-Association ci-dessus dans le schema
relationnel, : £
NB : Vous préciserez les clés primaires des relations en les soulignant ainsi que 125
tlés étrangéres en les signalant par un #, B
Dans votre schéma relationnel, chaque relation doit &tre spécifiée de la maniere

suivante : Nom {attl,..attn) ol Nom est le nom de la relation et attl, ..., attn
sont des noms d'attributs,

Exercice 3 : Le langage SQL (8 pts)

Enoncé ! Scit la bace de données relationnelle de schéma sulvant :

On considére le Schéma de la base de données CIMNEMA :

- FILM (NUMF, TITRE, GENRE, ANNEE, DUREE, BUDGET.
NUM_REALISATEUR, SALAIRE_REAL)

- DISTRIBUTION (#NUMF, #NUMA, ROLE, SALAIRE)
- PERSONNE (NUMP, PRENOM, NOM, DATENATS)
- ACTEUR (MUMA, NUM_AGENT, SPECIALITE, TAILLE, POTD s)

Remarques importantes
- L'attribut NUM_REALISATEUR de Ig
l'identifiant d'une PERSONNE.
- L'attribut NUMA de la relat
PERSOMME

- Lattribut NUM_AGENT de la relation ACTEUR correspond § |
d'une PERSONNE,

Les attributs NUM_REALTSATEUR, NUMA, NUM_AGENT et NUMP sont dy done
du méme domaine fonctionnel

relation FILM correspondant a

ion ACTEUR correspondant & I"identifiant d'una

identifiont

Exprimer en SQL :
1) Retrouver la liste de tous les films

2) Retrouver la liste des films dont 1a Io ngueur dépasse 180 min

ymnﬂmmn:mm-mam-cmm 153
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3) Donner la liste de toys les genres de film
4) Donner le nombre de f

ilms par genre
3} Trouver

le/les titre(s) et |' /les année(s) du/des film(s) le(s) plus long(s)
6) Trouver le nom des
7) Donner le nom ot
leurs propres films

PErsonnes qui ne sont ni agents, ni acteurs et ni réalisateurs
le prénom des réalisateurs qui ont joué dans au moing un de

Bonne Chance & tous
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UFR MI

Année 2018 - 2019
COMPOSITION L3 - 2 heures
INITIATION AUX BASES DE DONNEES

Exercice 1 : Questions de cours (5 pts)

a. Qu'est-ce quun 568D  (0.5pt)
b. Dans un modéle Entité-Association, peut-on avoir des clés étrangéres ? (0.5 pt)
¢. Soit la commande MySql : USE NomDeLaBase. Que permet-elle de faire ? Si
la commande est réussie, quel est le message retourné par MySql ? (2 pts)
d. Soit la commande MySql : SHOW TABLES. Que fait-elle ? (1 pt)
e. Donner la définition de SGL ainsi que sonrole (1 pt)

Exercice 2 : Passage au relationnel (6 pts)

Enoncé : Le modéle entité association suivant (voir page suivante) représente de
fagon trés simplifiée la gestion d'une compagnie d'assurances,

Question : Transcrire le modéle Entité-Association ci-dessys dans
relationnel,

NB : Vous préciserez les clés primaires des relations en les souli
clés étrangéres en les signalant par un #.

Dans votre schéma relationnel, chaque relation doit &tre s

suivante : Nom (attl,... attn) ol Nom est le nom de
sont des noms d'attributs,

le schéma
gnant ainsi que les

pécifiée de la manidre
la relation et attl, .. attn
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Exercice 3 : Le langage sQL (9 pts)

Enoncé : Soit la
REPRESENTANT (Mum rep,

COUVRIR (#Num rep, #Code dep)

DEPARTEMENT (Code_dep, N0
(Code_clt, Wom_clt, #Nu

CLIENT

CATEGORLE_TARIFAIRE

Exprimer en SQL +
1) Affichez la liste des clients appartenant 4

ordre alphabétique
2) Affichez la liste des clients

"KOFFT"

{code, nom de

Hom=
Freers
Tl _freroaa
Td_mmizoe

base de données relationnelle de schéma suivant *

Nom_rep, Adresse_rep, Ville_rep, Age_rep)

m_dep, chef_secteur)
m_rep, #Num_cat)

(Num_cat, Nom_cat, Remise)

la catégorie tarifaire L, classée por

client) rattachés au représentant
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3) Affichez la liste des ¢lients bénéficiant d'une remise de 10%

4) Affichez la liste des représentants (Numéro et nom) dépendant du chef de
secteur "OUATTARAY

5) Donnez la liste des représentants (numéro, nom et adresse) dont I'dge est plus que
lo moyenne des dges de lentreprise

&) Donnez la somme des dges par département

7) Donnez la moyenne des dges par dé partement

8) Donnez la liste des Clients (code et nom) ayant le méme représentant que “Claude”

9) Insérez un nouveau représentant avec des valeurs de votre choix

10) Remplacez par "HOUPHOUET le nom des
dont le code est compris entre 91 et 94

11) Supprimez de la teble CLIENT tous les clients du représentant 2

chefs de secteur des départements

Bonne Chance a tous
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LICENCE 3 - 4 LRI TR

v Mutbdmnt bques = Parconrg
Mathdinnt fgues o

U Applleations « UL @ Topologle
Exomdlovs pour Travaus 13 lgtai

L T )

: ol el b dlistanwe duoerdie, Qulles sonl lea suiles
|‘|~I-" i l\.l‘l-lll"’l-..l YT opefle

distanee © Leapace (X, i) estal comnplet ¥

Exercice 2. Ssient ¥ o Vodeus eapaces métvigues et f1 X 0 Y.

) Mostrey gur o Joesl wniformcment continue, alvs elle conserve les
suMea e {Canchy,

Y i suppesr [ oest uniformcment eentinue, bypeciive et de odeiprisgie confi-

mue. Momboee gue s Y esd voniplel, X Vel anissi,

Exervice 3. Soient (12, IMesd et (F L) des eapaces vectoriels normés of
£ une appiicalions lindaire de B dans

(a) Montrer gue o est conbinue si et aevlement s elle exl brnde aur la aphére
umife de E,

(b)) On suppase que E eat de dimension Sinve, Montver qu'il existe un el

M passtif tel gue, pour tout dlément & dans la sphéve umitd de E,
Eal=fle = M.

Exercvice 4. Soiend (Xy,4d,), {Xaody) dea expuces métrigues, f,g: Xy - X5
des applicalions oombinues, (n pose
E = {z€ X, fiz) = g{:}}_
(1} Montrer que U'ensemble E est fermd,
(i) Um auppose que E' eal dense dons Xy, Monlrer que |

el g aoml dgales.
(i) On suppose que (Xyody) est compaet. Montrer que f ef g sont unifor.
pnermend confinues,

(iv) Dementrer que toul expace métngue compact el bornd

{v) O swppose que 2 (X dy) est connese ef compact, Xq = R et £ n'est poa
vade. Démontrer que (X)) O glXy) eat un intervalle |

ermnd ef o,
Ewaclon B. Seit &= L € CIER) 52 <0 (0 4 20700 vat boinas ) Ponr
tont f € X, on pose N(f) = sup, u(l -I-.IJHI{:]L

(a) Montrer que Uapplication f € N = N(f) esl une norme,
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i . I
() Montrer que la forme lindasre £ défine aur X po

£ f;ﬂ-f]'d“

eul eomlinue,

) Calender la norme de £,

. ; idrea frnes
Exorcice 6, Soient A un el atrictement positif el (£, D) “jiff;] J'::u‘:u adr
foms numergues confines definiea sur intervalle compacle [,

T L Y N ?1 _J"a.
fn distance de Iy convengence uniforme [, Soit 72 B v Eox o0 T
Vappheaation définie par ;

Tl)t) = 14 j::fn]n'a, (1)

(n) Donner, en la sustifinnd, In définitiom de 12,
() Montrer gue U'en o bien T{x) ¢ E pour toul r & E,
(e Moniner que Vapplicalion T eat Nt zirnine,
(e} On suppose gue A < | Montrer que T' admet un point fize urngne.
(d} Montrter que oo poind fire de T, 2, eaf Munique solution dy probitne de
Cauchy ;
u'(t) - uft) =0, t¢ [04], wuf0) = 1.
Exercice 7. Soi (X.d) un rapace

milrique compact ef [ une applicalion
rentinue de X dans X, ¢n Suprpose

que
Ve X fz) / «,

f*=feof.
(a) Montrer que Papplication 9: X = R ddfinic par g(z) = diz, f*(z)) eat
eonlinue,

(b) L'application g admet-elie une borne mféricure ¥ une borne supdrienre ¥
Dans Uaffirmative, ces bornes sont-clles allcinies §

(e} Montrer qu'il existe un el k > 0 (ol qur
Vre X diz, fAz)) > k.

Exercicn B. Soiend (X, d) ef (¥, 4) des e L H'lfﬁ'iq-u;;ntf*. X <Y yne
application. Monirer que -

1. Si [ eat continue, son graphe G(f) = ((z, f(z)) & X x y | 2 € X} ext
Jermé dans X x Y.

s si::mphcarf}#!mrﬂmddwfﬁimmmtnhu;u:
conlinue,
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Ell!rl;'iﬂe 0, g
! B e t . ' : & .
wometre, ent (X,d) un espace métrique compacte , [ : X =+ X une
I Hﬁ‘fﬂmm que f est un homdomorphisme de X sur X. Indication St
J(X) # X, prendre 2, € X\J(X) et considérer la suile (Tq) telle que
Inat = [lxy). Proweer quil ensle a > 0 tel que Vpq € N.p#%:
d{rpr-:qlh .E 0.
2 Démonirer ou une isemélne f: R — R™ qui gidmel un pﬂl"l'lf j'i.‘l'l.‘-' eal
un humdsmorphisme.

Exn—cice 10 1, Snit (X,d) un espace mélrque &f [zn)nes unct suite de
pownts de X qui converge vers y € . [Dérmantrer que I"ensemble K =
[2n 1n € N} Jly} est compact.
2 Seil [:R™ = R" une application conlinue el propre, ¢ 'est-g-dire, telle
que, pour loute partie compacte K de B™, 7UK) esl compact.

(a) Montrer que si [ esl propre, alors image par f de loule partic
Jermee de R" est un Jermé.
(b) Efablir i'éuuivalence suvanle f est propre i el seulement 52

Ifiz)]| = +e quand [zl = +o0.
Exercice 11. Soit E Uespace vectoricls réels des fonctions de classe C' sur
l'internalle |0,1]. On muni E de [a norme

el = [=(0)] + supietoul' (-

Vérifier que = = ||=]] est bien une norme. Menlrer que (E.||.ll) est un espace
de Banach.
Ewercice 12. Seil E, l'espace des suiles réelles nulles & partir d'un certain
rang. Menirer que lapplication L: E =+ E définie par

L((zn)agn) = {—=)

n
n+l

el linéaire, bijective el continue. Montrer que L' n'est pas conlinue.

Exercice 13, Soil E U'espace de Banach des fonciions conlinues sur U'infer-
padle 1-],-!] muni de la norme de la eonvergence uniforme. Montrer que la
Jonetion

FiE=R J= L) =J(=1) - 45(0) +5/(1) - 3£(2) + 2/(3) - Bf(4)

st une forme linéamre eenlinue el calculer sa norme.
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unlversitaire 2018 - 2019
Universt F.1L8, - Cocndy Anofe
uF“ h‘uum.h'l'u- -

Licence 3: E.C.U.E. Mesure: Fiche de TD n-

Scaer X un

comenlibe o vid, €t s - envmerable oo vide de P{X) et Af € TIY,
On e

i AL
1") Montrrr que, 6 € et ane tribes mir X akas Cor ent 1me (rilns sy |
T}m“ﬂwwfﬂmuﬂmnnxﬂ qor Al ¢ C. Hmuﬁmrfﬂ CAYJ
dEf}rﬂmlnhlmn,ﬂwmm:ﬁhiﬂm
T}HIEEF{I]H:{mE—n—A{ﬂ. Montres e Cy = 0 — A(fy).
i'}ﬂnm:vmqw.rﬁtm:ld'mlﬂpnhﬁ; A e rmani e la Lot Lodulte,

et oo nole BLX) L B{AN Irn'hﬂ::uﬂ:ﬂmuumhrh._ Montrer qua B(Af) =
B(X)w.

Bk s

A7) Bedesst d.ﬂﬂdmmn-mih&xn [L2,3,4,5

ru}-m‘lﬂwﬂnﬂl'dﬂh‘
ﬂrril'f-dl-"i'.lhﬂthn-ﬂ:ﬂndnwlhﬁnx

» pradrte par (A, D,C) pour
A={LELE= (23} 0= (1,2,6).
') Sckert, X' un eoeemlile nean vila oL

A 1 {Aglfdmﬂmuinﬂzmhdﬂ
Hwﬂrrrqu:.drul_unﬂa-dgblnlhmhdnx.
T ) Sait

Ir-[[a,bifu.benunsﬁ}.
Dﬂdvnﬂnhd_-—uhﬂuwd-mlh;h[
dnmhdalmmlﬂnml

ﬂhﬂl‘hh-llqu}.

=grnclitn par T, alng )
&mf“mhwﬂl. T M o - alpitim

}Mfﬁ.ﬁ}mmwdnﬁl Pl'nflmlLAEJl,l:llpu-q

) { L Hrrca
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LIS,

T)Pew U
¢ Dryure s
R thiwand mﬂﬂﬂ?& e

Montrer que-

(X, LX) 00 POX) v Porang s, .
tom

—r—

"*-‘“I'f-’:f"ﬂlllbél
preedle ag Plus 1 Slements,

b)
A={ce X [ P{(a]) > 0)
ool dinnenteahle
Exrder 4
} Wiy I esire da Lebwesgon sar B

17} Sait Ja, i{ un intrrelle oavert o non vide da R

a) Exloba moe mite d'interralles rrerpacts ([e,, | )us) tde B viriliant:
e Vn 21, leedl] C Jeasidaidl
. Uglea, d] =]a, Y.

b) Mantrer gor

—
— — —-— =

pla.t) =wup{p(K) / N =t un oompect slo B ot K Cla, K}

T) St (Ja, Alo 5w suitn digninte dlatorelles ooverts ol man viles da B o
© 7= Uy e, b|. On soppese que p{0) < 4oo.

L qilr— s 4

a)¥r € ':.;3‘:-*5"""5'1"'5'“3.'Liﬂlutfifnldq.hﬁ}p[ﬂ}-r
b) pler) = wup{p(K) | K eat oo ocompart da R ol K € O).

M.IL: (n ragpedln qoe toole riaznheos J'un pomtes find de comparcts de B et un exemnpact
de

Exmgcn &

[ﬂ_.&y]ﬂu—n o= miﬁﬂl_.ﬂ{d..}_.- el {H_}_r'ﬁ‘lﬂrlhﬂ'l mrilrm i "ElAineita
e A Ledlew o A C 0. ¥Yn e N.
Montrer quoe :

a) ':"'-Llﬂn-*“{'-‘-ﬂd-" c (Uan{HNAL))
) plUnenBu) — H(UanAS) € T ada) = nlAS))
(=¥
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T iapn

; % L ble dm panim
Y I enmi, une memire iln FMMMEA'.FEE}L":'P[‘L.}M“M .
i ensernlile X denns, j

Mimitres e
v 8) e o il AU ) Dee——

I
A= lac X ) P((a) > =}

ot nn plis gy mnenta;
k)

A= {ac X [ P({a}) > 0]
L T

Exrrcics 4:
e Sl P —, Leberymie sur R,

17) Bl ]u.bf un interenll~ tHivert of nem vide de R,

a) Fxhiler v mlie d'interyallen cuemfucta ﬂc.,_d;,ﬂ..:._:r de R virifiant:
= Vi E lt I':-\de ;. Ir‘-llll I!‘I--Inll

- Uh_'!llfl.JLI tlﬂ. f{.
b) Mowtrer que

#lia. b == wup{(K) | K ent un cotspmet de R et K Qla, ).
') Sait |:|n|.b,[}.3|, une mite dijointe 'intermllem ouveTLy ol g

000 viden do R, et
O = Uy yla,, b, On s fque p{0) < 400,
Montrer que

a) Ve ¢ R‘..El:.EH‘l.dquu:'rkgt

1y F'[Ulsls.llﬂnhu - n{ﬂ_]. -
b)) 1(0) = sup{u(K) [ K em

un compact de | ot K g o).
N.B.: On rappells que touts réunion d'un hambre fig :leml:lqucudeltmt Wl Compney
de R

Exergice 5:

(1, A, 1) ent un eepecn monurt fin, et (AL)uen ot (B,
e A Lellen que : A, Ch . VYaneN..

Montrer que: :

%) (UnenB\(UscrAe) € (Unent R\ 4,1
8) p(UnenBa) = plUnend,) < 2 1n(B.) = pian).
[y |

| p— e muiten d'&lémenta
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Université F.H.B. - Cocody Annbe universitain: 2015 - 2015
UFR '!‘-{nlhl":maﬁq_h =
Informatique

Licence 3: E.C.U.E. Intégration: Fiche de ID nn

Seient (X,.4) et (¥, 5) dewx espaces memurables, of | . X — ¥ une applcaticn (A5
- mesurable,
Soient {A./n € N} une pastition de ¥ forméiv d'¥tmenis de 5, et (2 )ads Wi sulil
dans Y,
On pose: ¥z e X i
N fl=)& f(=) €
§i=) = { 4 i;,f::g £AunzL

1*) Moztrer que 7 est A4, 5} - mesummble.

2%} On suppose que X = Y = R muni de In tribu Bosklienne, f 2, 7 J.F
Ag =} =000 Aa=In— Lnf¥azletdla mesure da Lebesmue,

Calculer [ o} eh.

B
1T
HE

Exercice 2: i .
Soient [X,.A.p) un espace mesuré positif et f 2 A = R, une appdsation A

mecuralie. Scit A Lo mesure e Lebesgue sus R, Mentrer que:

1%} Xalp = p‘ s, 2 thaM, vAg A
iy a

) f.fd- = I|| s{{f = thdMn
K -0

Exercice 3:

5 ewt la mesure de Lebesgue sur &, BR})-

1°) Soiz f Ja,bi— R une application dérivable. Montrer que =) dériver ' et Borel
mesurable. :

2*] Depuis les classes antérierns pous savons quet i g - ja b = Rl classe 70

nlors :
j g'{t)dt = glb} —gla). Nous adinetions o pisalia,

Beit f : B — R unc bijection croissante de classe Ol A est la nuwane intage par [ de

VALIDEUR LMD: Conseds - Examans & TD - Cormections 11
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a) Montrer que: _
: SR,
YA € BR), M'(4) = .[1 f()dA(e). { Prendre d'abord A = [a,5] )
b) Seit h: R - R, une application B{R) - mesurable. Montrer que
f‘hd""r-l - f}"mf{t]ﬂ{t}.. ( Indication: Conunencer par le cas o n}'w" B #1e pranfi)
L K
Seient {xﬂ‘:..ﬂ]l un espace mesuré avee 4 finie et positive, et < X — R une application
# - intégrable. Soit {ten)xez une suite de nombres réels strictoment croissanic pour tout
nEN* telle que: ¥n e N,
1
IETM Il-". m o, b_l_i:-Tth“ = +m' et :E!,'J[Iﬁ P = 'I|||..rJ] ot ""-
Pour tout (n, &) & N* % &, on considire

San € [fon, thornl ot Ay, 1= {z e X { ten S h(z) « gy}
1) Montrer que: Yin k) e M % Zona

|EJ;.1'|.] #{"q-l.n] < Elf-“:i'!lk.n] T J'; iz} PO 3 1 T

En déduire que s série Em.ﬁﬂp{djm} eat canvergente W ¢ N*,

%) Montrer que

T > o).
Exercige 5:
On pose

1
fulz) = ;:?xl-n‘.—d['ﬁ':' PurneN" e en.

Soit A la mesure de Lebesgue mur [R.HI{R}}, ull B{R) est 1a triky Bortlicine de B

1°) Etudier la B{R) - mesurabilits etla )- intégrabilite de o

2*) Etudier la convergenece simple de la sujto (Salsen:

3°) Etudier ln manctanie ainsl qua |a convergence duns £8 dg |y, -
P E (1, +00]. :

4") Etudier Ia convergence en A— mesure de o stite { f, |

Exercice 6: .
Solent (X, A, ) un espace mainrs, f, 1 N, et f des wpplicatiu 4 .

e (£ . sty

LT 1

Hemiirnbley de
A dans B telles que: £ eat g = intlerable o1
¥n € HI vz € -".':r ”ﬂi-t” 5:.. .n.'J,l-
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1) Montrer gue lim inf f, et p - intégrable,
2%} Montrer que

f (Heninf £ )dp < ]:imin[f Saddp.
' X
reicn 7
Soient (X, 4, 1) un espoce mesiré ave: fi posities, f, fo € LHX, A u).7n € N, tels
UL canverge vers [ g - pop.
1%) Montrer eme f st fini ¢ - pop..
2%} @) Montrer que:

¥e > 0,30 > 0 t=l que: YA € A tel que plA) -':um..nj‘ | 2
A

b} On suppose que p(X) < +o0;
Montrer que: Y2 > 0,34 € A tel que { fara e converge enifurmdinent vers fiy ot

f fidu<e.
AR
Exercice 8

Sodent A la mesure de Lebemme gar B, p & N et
Wz.) € R (5,1) = { Flp s —lSaySle ) #
0 sinon.
1*} Caleuler g possible los intégrales suivantes ot eompaner !uuﬁ VAL
d. jdalz].
[if = Ml e || [ reneatioe)

2%) f et - elle AR A - intégrable sur [0,1] » [0,1]7
4°) f est - elle A@) A - intézrable?

Exercice &
Salemt (X, A, p) un espace mesurk oL [ une epplieation A « mesurbe de 4 das 5

Dy posn
Gyi={{z,y) € X x 3, +ea] DSy < f{=z]).

1%} Meontrer que Gy est AGB(R) - mesurable.
2°) Boit A |a mesure de Lebesguoe sur K. Montrer que (R ANG) = .I.\ Fdu.
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Exercices

i i,
(a) Montrer que dans I'annean Z les idéaux sont de la forme
nZ , ob n & M.
(b) Montrer que toute suite croissante (I, )oe, d'idéaux de Z est station-
naire,
{c) Quels sont Jes sous-anneaux de 27

Exercice 2: Soit 4 un anneau unitaire. Montrer que le centre de A :
ensomble

Cld)={a e A:ar = zapour tout r € A}

CEL un sous-anneau commutatif de A,

Exercice 31 Soient A et 8 deux annenus commutatifs unitaires.

+ Montrer que les idéaux du produit cartésien d’anneaux A x B sont
de la farme ! » J ot I est un idéal de 4 et J idéal de B.

+ Quels sont les idéaux maximaux de 4 = 57
- Montrer que W{d x B) = U{A) = U B)

-

b

£a

Exercice 4 :  Solent A un anneau commutatif unitaire et P un idéal Propre
de A. Montrer les équivalences suivantes

F A "
1. P est premier +== F o5t un anneau intégre,

. A
2. P est maximal < P est un corps.

3. Pour un idéal [, montrer que les conditions suivantes sang fquiva-
lentes :

— (i) I est premier

— (ii) 8i K et J sont deux idéaux do

Amlsqu&.h'-.fci.niﬂrsf{:.’
ouJcl

Exercice 5: Soit f: A — B un homomorphisme d'anneaysx
{(a) Montrer que f(0,) =04
(b) Montrer que ker f est un idéal de A; Imf est yn Sous annecau de 8

(¢) Montrer que la relation déquivalence de Lagrange définip par ker f
est la méme que celle définie par les imnges de i 2

{d) Montrer que "anneay quotient Er_f est isormarphe 3 I'mjf
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Resomdre dons 2 1es sysLimes

{ + 1 mod (17 { N
x

—6 mod (24) * 1 F
Exercice 7

de congruence suivants ;

1 mod (6)
1 mod (7)
=1 mad (11)

i u
[

« O econsidére Mensemble
ZIvE] = {a + 1/, (o, b) £ 2%}

1. Montrer que Z[vE] est un sous-nnneau du corps (B, +,-).
2 81 2 = o+ b5, on note T= a - b5, Montrer que

1'-F-l":'-li'i'.l'|'=‘H| -‘-|'==mﬂ'551 et -‘..'-E_EZ
Montrer que si z est inversible alors 7 est inversible ot 35 & {=1,1}.
Donner six éléments inversibles de Ei'u"ﬁ],

Montrer que 2, 1 = /5, 1 + /5 ne sont pas inversibles.

Montrer que 2, 1 — /5, 1 + /5 sont irréductibles. c'est & dire qu'ils

ne pewvent &re sous la forme produit wv, avee v et v non-inversibles
dans Z|/3].

7. Calculer (14 v5)(1 = V), en déduire que 'annean Z[VE] n'est pas
factoriel,

=

Exorcice B: .
La racine d¥un iddéal.

Soient A un anneau commutatif unitaire et  de A. On note
VT = {::E.-"I.: meENals" e I}

1. Montrer que [ €11
2. Montrer que 7 est un ldéal

3. Mantrer que T = T
Détorminer ﬁ, ViE , VIZ

i :

1. Montrer que Z[i), Z[v2), Z[vE] et $~'Z = {E ia€Z,y ¢ 2Z) sont des
sons-anneaux de © =

2, Ces anneaux sont-ils factariels?

3. Trouver des idéaux maximaux pour chacun de ces anneaux.
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cice 81 . Sofont A ot i dewx nomeanx commutatifs nnitaires of 0«
Hem(A, B) wn homomaorphisme danneanx.
1. Montrer que Papplication 5
et A[X] — BiX], ) .
Mg = ayX £ o0 =0, X" — Fap) -l-ﬂl:'-m}."n oo b Mg ) A

est un homomaorphisme d'anneanx.
2. Montrer que si # est surjectif (Resp @ injectif, bijectif), alors =y sur-

Jectif (Kesp : injectif, bijectif)
3. : Critere d'irréductibilité modulo p-

On considére Manneau de polyndmes ZLX] p un nombre premier de .

A
Z et la surjection canonique §: 2 — p:f.- it =+ it

Soit PX)=ap+q X = +a. X" ¢ ZIX] tel que o, ¢ pZ.
Montrer que :

P{X]) est irréductible <=s =(P(X)) est irrdductible dans %iﬁf.

i
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UNIVERSITE DE COCODY-ABIDJAN
UFR de Mathématinues ot Informatique Annce 2008-2009

LICENCE DE MATHEMATIQUES
UV.L2: ANALYSE NUMERIQUE I
TD N* 2

MATRICES ET NORMES MATRICIELLES

Execrcice 1

aj Montrer que la mulliplicalion des malrices est une opération interne sur les sous-
ensembles des malrices sutvantes

- Malrices triangulaires supdricures fresp. inféricures ).
= Malrices unifaires
- Matrices de Permulation.
b} sadme quesiion pour Cinverston, des malrices sur les ensemides suivants :
- Matrices définies posilives.
- Malrices unilaires.
- Malrices iriangulaires non singulidres,
¢) Montrer gu'une matrice (rianguloire orthogonale st dingonale,

i) Monirer que st unc malrice A est hermilienne alors ses valeurs propres sont réelles.
A est unsluire alors le module des yaleurs propres est égal & un. (|A] = 1)

) Montrer gue si A est valewr propre de A alors A* est valeur propre de A*.

Excrcice 2
Seient i une norme définte sur T el o) une norme définie sur C™.

(1) 5 A € M(mn), montrer que

wlAz)
SoplA) = sup(—==) notde |A|
WA= g
définit une norme sur M{mn). { On admettrn ici que la borme supérieure de 1-::-1'-?

ext baen fine ).
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(2] Montrer que, si A € Min,n) est inversible, on a
1 Az

_ =

FealA™) 7 2]

" g y ) est
(3] Montresr qu une condilion nécessaine ef suffisante d inversibilité de A € M(nn)

0< < Seuld)  Nr#D

Azx)
|E=.t:f.lleu;4!dgue ﬂ-::ngl":{:} Wr#0

(4 §iA.B € M{nn), montrer que
S.v{a"ﬂ} = S;f{"l}s-r‘r'{ﬂl
(&) Dans B™ (ou C° ), on définit pour tout réel p > 1, lo norme de Holder :

&lz) = (3 )
ix]

associde & fout vecteur z € B ( pu OO ) de composanles (i = 1,...,n).
&1} Monirer que i p — oc, wplz) — max; |zl

On posera alors i2..(z) = max; |z;|.
3-2] Etamt donnée la matrice A, réelle, carde d'ordre n, caleuler

Azx)
& = A — &t__
Sores(A) = [[All = sup o)
lorsgue
8} p=o¢ (norme du maz )
b} p=1 (norme des valeurs absolues )
¢} p=2 { norme euclidienne ),
Exercice 3
Soit A € M(C) hermitienne positive.
1) Montrer qu'il existe une ef une seule matrice B hermitienne positive d'ondre n telle
que
A=RR=R
(On dit que B est la "racine positive” de A)

2] Soit B € MI(C) inversible
Montrer que Von peut trouver U unitaire ef une s

eule malrice R hermiticnne définie
positave telle que- B=U. R

3] Montrer que cetfe décomposition est unigue.

Exercice 4
Soit A = (a;;) une matrice carrée d'ordre n,
On dit que A est stockastique si A vérifie les conditions suivantes -

VNG, oy 200 WY aij=1,

J=1

1) Vérifier que le vecteur V' de eoordonndes foutes fgales & 1 est un vecleur propre,
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2] Montrer que les valeurs propres de A sont telles que |A] < 1.
3) Montrer que 5i X est valeur propre de module 1 el 2y,...2, les coordonndes d'un

vecleur propre assecid r et oy la coordonnde de plus grand module, qu'il existe ky tel
UL v“h‘!g.

En déduire que A est une racine n*™ de 'wnité.
Excrcice 5

f;'l'.'—i normes veelarelles af !gs TIOTTIES mﬂ!nﬁﬂ[ﬂ subordanndes sonl nalées de la méme
ﬂFﬂﬂ,

Vérifier les relations suivantes :
o llz] -yl < |z - y| ¥ayecn
¢} Montrer que si X est une valeur propre d'une matrice A inversible, on a:

1

——= £ |A] < [|A]}
Ay <M
d} Montrer que A est inversible si et seulement si
lAX]
da >0 el YX #£0 = o,
=% M Y
e) Montrer que s1 A est inversible, on a
1 - Jlaxi 1 IAXT gy
reriak i (M o R PR

) On désigne par || [la le norme spectrale subordonnée & lo norme veclorielle || - iz ef
Il <N, fa norme de Schur.
1) montrer qu'une matrice hermitienne est définie positive si ef seulemnent s

Ja>0 (AXX) = ol X[

2) Montrer que les normes || [la et || [ sont invariant par transformation wn-
taire. | -

§) Montrer que si A est une matrice hermitienne définie positive, olors [X] =
(AX,X)Y? définit une norme sur .

Exercice 6
ot A ume matrics caré dlordre . dond les valeurs propres sont A4 =1,

a) Montrer que si lirgasA® = 0 alors || < 14 ="l,...1n..
b) Montrer que si limy, o A? = 0 alors iMoo T A= (- A), _
¢) Monirer que si IAl < 1 alors la suite

(Biisy o Be=l+4A+ A+ Ar

art compergente et que limps ™ = (1 = AL

d) On pose: 2 k

A A A
E-'k=1+ﬁ+ﬁ+-.-+ﬁ k=1
. Montrer que le suite (C)) est convergente. On note £ sa limate.

-Montrer que & est tpujours inversible. { On montrera que dét e = g4 ).
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Exorcice 7 . ! .
Sotl la matrice X carrée d 'ordre n, donnée. On suppose que la malrice (f + X} est asym
trigue définic positive. .

Mantrer que, si g est un enfier different de 0, unie solution de I"équalton

Y'<f=X {2.1}

est donnée par

¥=(sXp=rs$ olas H'}iﬂ “22 0y, (o=1/a),

sifrl <1 (i=1,.,n) o fes z, sont ey valers propres de X.

sl

N.B.: Nous vous demandons de bien chercher chez vous avant d'aller aux
travaux dirigés (T.D.)
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Méthodes directes et Itératives pour la
résolution des systémes linéaires

UNIVERSITE DE COCODY-ABIDJAN
UFR de Mathématiques ¢t Informatique Année 2008-2009

LICENCE DE MATHEMATIQUES
U.V.L2: ANALYSE NUMERIQUE [
TD N* 3

METHODES DIRECTES ET ITERATIVES POUR LA RESOLUTION DES
SYSTEMES LINEAIRES

Exercice 6
Soient E el Uf des malrices carrdes d'ordre n définies par: By pour 1 1 S n—1, tous

les auires £y =0

B 1 pour j21i
Tl 0 pour j<i

et [ un vecteur défint par fi=lpourl <i<n.
Sait A la matrice carrée dordre n définie par:

2 an 2

-1 1 .. 1
A= o g

[ g =11

vérifier que A=U = E+ef* ot ¢y est le premier vecteur de la base canonigue.

1 8

8 Montrer que A = (21 = E)U. Que vout det(A) ?

X Hﬂﬂ!ﬂfwcﬂ"=f—ﬁr.

. Montrer que

"‘. on IHE]_I_;-E‘#E-}- +E"_‘-I
=gl =itgra@ T

En déduire U'ezpression de A~ el montrer que

P = —l
1A oo =1 = =5
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S Montres que cond,,

Exereles 7

2oy o comparer avee def{A).

Sl A une malivee welle, carve dondiee 1 of apmnltrigue.

LMDYC5E

L Eramaner comment fa symitiie de A permet of dviter ceelnins caleuls, duny nlyn-

nthme de Canss Junee da e solielion de

Are=b  xhi R(1)

& On gt gue &1 0 exd sgmityigue définie positive, on pewl fate

A RRY ofl 0 est Peinmgulaire fférinnre.

Lo Rappeler lex velations qui permettent di caleuler les reeflicients de It en fonclion

dex (i, b
b Resoudre par ln methode de Cholesky e systtue lindaire (1) lnrsque
3100 1
131 0 ]
A=lp 13| o b=

o1 a3a b

Exercice 8

Soil A € Mun), b o r e R On stippose que uoest grand, el on considérs e

sgsfrmhe

Ar=b (1)

L. On partitionne A en quolre matrices, ot Ay € Mip,

_ Ay Ay
a2

Mentrer que lo réselution de (1) vevient & [%in
risedulion d'un systéme lindadre d'ordre 0 — 1.

2 Lorsque A est parlitionnde comme en 1),
euler A1,

¥ Application numdérigue : nésoudre A = b auee

Loon 2 -

1 0 -1 3

A= 001 3 -2
1 00 -1 2

1 21 4 1

Exercice

P p<n.

b=1] 0

version d'une matrice syivie de ln

ituliquer une mdthoade permnettant de cal-

En s propose de eoudre Ar = b ot A € Minn), be R". On disigne par « minfriee
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de rotation », yne mairice du type

; 1 i

Ru(d) =

1

1} Notant Ry = Ry,....Riysy, montrer que Uon peut construire une matrice R telle que

R= Ry Ruug. Ry
telle gue
AA=T soif une malrice irangulaire supérieurs.
2) En déduire les conséquences relatives 4 lo résolulion de Az = b el monirer que

(Al = IT|l, les normes de matrices considérdes étant déduiles de le norme eucli-
dienne de K",

Exercice 10
Sout la maltrice A, carvéde d'ardre n
1 2 .., n=1 !
B3 # o W = n+j-itl s j<i
A= 3 ) 1 de terme général  ayj _ l+j—i e
. PR 1

riand aonné un vecteur b € R®, on se propose de résoudre par lo méthode de Jacobi, le
systéme linéaire suivant
(A+mijlz=b (1)
ofi § désigne la matrice unité de M{n.n).
1) Si l'an pose g = eﬁ'&{:k =0,1,....n=1). Vérifier que les vecteurs propres de A sond

u#={1qul""'q:'-|} k=u|1l“"l““'1

Doriner la valeur propre Ay associde d vy.
2) Disculer, per rapport & m, la convergence de la méthede de Jacob.
) Application numérigue: on prend n =4, b= (1;0;0;0).
a) dans le eas ot m = 19, donner une solution approchée de (1) telle que le résudu
b — (A + ml)z soit de narme inférieure & 0,03 { lo norme choisie €tant oo )
b) dans le cas od m =0, eraminer c¢ que donne lo méthode de Jucobi pour

résoudre (1),
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Excrcice 11 )
Soit A € M(n,n) symétrigue définie positive. Si b est un vecteur donné de R", on 3¢
propose de résoudre le systime Az = b (1) de solution w. | ;

1) On dit que n veeteurs wi=10,1,..n = 1 sont « A-orthogonauz > 5'ils vérifient

(An) =0 Vigs et (Aww)>0

oil la notation (v,w) désigne le produit sealaire de deus vecteurs tr_eE w de R™,
a) Montrer, qu'étant donné un tel ensemble de vecteurs, la solution w de (1) peut
s'erire comme combinaison lindaire des 1

[ |
wey aw (2
=il

et délerminer a; en fonction de A, b, v. : o i
b} La ealeul défini par la formule (2) s’ezplime par le schéma itératif sutvant

gm0 T =3+ oy (3)
Montrer que le choir des a; est fal qu'tl rend mi, imum la fenction
Hiz) = {Alw— z)w —z),

sur lo droite de R™ parolldle 4 v ef passant par z;,

2) Soit {ux}i = 0,1,...n — | un ensemble de n veclewrs lindairement indépendants.
On désire oblenir & partir de cef ensemble, un ensemble de vecteurs {£;} qui sotent
A-orthogonaur.

a) Méthode 1: On pose ty = wy ef on défermine 44, en fonction des termes qui
le précédent par

k
lar = twpar + 3 owsagty ()
=
Donner la valeur de oy
b) Méthodes 2 : On pose Iy = wy et on délermine {4y por
k=1
B =+ Y Bepighy + Bespwesn (5)
fm0
Donner la veleur de Gei 4.

3} Pour résoudre (1), on parl d'une approzinaden arbivaire ry du vecteur salutive
w. On pose vy = rg = b— Az et on construit deur séries de vecteurs r, et
wli = 0,1,.....,n — 1} déterminés {"ondre ro o, 1,0 P g Una .

Les {r;} sont oblenus en colevlant par la méthode 2 une série de vecteurs [-orthegonaus
4 partir de ry,At,...., AVs-g, ot I désigne la matrice unité de M(nn).

Les {w)} sont obtenus en ealculant par lo méthode 1 une série de vecteurs A-
erthogonaur & parlir de rg,71-Fa-1:

Montrer gue ['on a les formules suivantes

Fig] =P — Eli.n"’dﬁ:
Ul =P + By

{rordd = _["‘t-rl.-d‘-'i}
%= Tdr) T uAu)
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St 'on forme |'itération : 7,,; = x; + Gyw;, Montrer par récurvence que
Ti+l = b= Azriii.

Que peut-on dire alors de z,, F

MN.B.: Nous vous demandons de bien chercher chez vous avant d’aller aux
travaux dirigés (T.D.)
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Equations Diflerentielles

UNIVERSITE DE COCODY- ARIDIAN
UFR e Muthtmuntigues o [onfeat prantbepes Ananatas 2ERIH-S200H)
LICENCE D MATHEMATIOUES
UYL ANALYSE NUMERIGQUE |
Ty N4
EQUATIONS IMFFERENTIELLES

Exercics |
i eherche & vénounre guniion diffdrentiefl

V)= fleylt), wli) =m (1)

par wne gidthende & un pas de lype funge. Kutle, fed f:R* R, waf

. et e — al wuppende 2 fors
cotctintitnent difféventible dons B On onote £ o« L4 ih el ' ' '
wver 1y selubeon du selifmg VRIS AR,

™™
Tar = 8+ gty i 1)
Ly = b4

avee ¢ty 1; fok 8 ond 8 S (tom)) (ool " :
P miu.!'&i’ﬁ jl':f it 50 g.” uti ) eolie mdthods de rinnluliom pal uppelée b trdthode
I L nole

byl - 'i“"'_'r"{_ Ir’m ~ (L h)

Cerrenr de diserdimation locale, y(t) dlant la solulion el
| ! tucte de
(g k) = 0(h2), Le be schima est d'ondre 2, G- ALY, Mankrer b

& Mumtrer que e aehernn (2) fournil ba solution cxacte de Pépuntion dvfévendielle
Wit) s ~2ut, plls) =w scR (1)
g Soof mumimlenant
y) o Aglt), wl0) = 3, avee A« (4)

meatlrer UE Gy~ O guand 1+~ ten, 9ol seulement a2 - A= 0, auer
{apprecimatine donnde pur be schéo (2), de lo satution L) T R de (4) 2
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Exorcice 2

A) On s'intéresse 4 | ‘indgalite de recurrence

Orit < 0oy + 2HED, + 0, ne i,
avec Yi O, omeR; e h et LeER,.

a} On considére la matrice A définie par
Zhi 1
WET
Montrer que p{A) € &, o(A) rayon spectral de A,

b} En déduire que
VO 02 S 02 4 8 + e,
) En dédwire une majoraiion de 4, en fonclion de
S PR SRS

i) On cherche & approcher o solulion v du probléme de Couchy suivant :

{y‘{l] = f{talt) te[0T]
yo = g

oii [ € C=(j0.T),R.R) et n sont donnés, [ vérifie I'hypothése de Lipschitz. Pour
cela on utilise la méthode suivante

fses

N lw=nh n=01..N.

et on définit les approzimations y. de y(L.) par

Mo
i
ol

a) Majorer les erreurs de consistance

N
w o+ (0
Fr=1 a E‘rl',ir{"rllyn}l i = I-Lﬂru-llnr =1

g = yi) = w00 = Af{O0))
{E. = I|”.I1l|+llI = I-”:tl'wlj 3 Ejlf“lh”{‘n]L ﬂ‘=1,2.-..,..|"|r---1

o I-t.lﬂ.ﬂl‘ll-ﬂ'ﬂ de Mg, My, ovee My = IMcion |I||“‘j-[.t.].|_
() (b)] Monirer que l'on a

- - 2
nﬁgﬂ:ﬁh[tﬂ} ol < Ch

ou O ditpend de Mg, My, L el T.
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Excrcice 3
On considére le problime différentiel de condition initiale

{y"{t} = .r{..[llil'}
uite) = o
Nolons

wo=wlt) et bp=tith

Soit la formule d'intégration

Vier = W + aply + o Ky

Ky = b f{yb)
Ky = if(ys + AKo.by + M)

1. Déterminer les coefficients ay, oy pour que l'erdre de lo formule d'intdgralion soit
le plus élevé possible,

£. Calculer V'expression de l'errenr par pas,

3. A quelle méthode est-on rameng lorsque

, hi=1, c]E

a) A= 3

B =

Donner dans chague cas U'erpression de U'errenr,

Exercice 4
Seit f € C™(R x RR), et 25 € R, on considére [p probiéme de Cauchy

I‘{:;.:‘I':-T“}rﬂl £>0, {1}

z(0) = £y
dont on cherche & calculer la solution sur (0T, 06 T > 0 est donnée. O
pos de discrébisation h = % awec > 1. %1% domn
Dans toute la suite, on note =™ la dérivde d'ordre k de = O [ la dérivée partielle o*

gt : ' o 'ond

k de [ par rapport & Indt““ variable, 88 f la dérivée partiells dlordre & ;:}: ;I'Jﬂ: "“Pi!’ﬂﬁ
4 lo i-éme variable ef d'ordre | par rapport 4 la j-éme variable { on tra |
ketllorsquek=10ul=1) f s
On définit fi} g Cl=)(R % R,R) par

1=y,
S = (@4 ™, pour s g, (2)

1} Montrer que pour tout m € N, la solution = du probléme de Chauchy (1) salisfuit ;

=) = fimdezs) ).

% Caleuler /) e f) en fonction des dérivées yartielies 6,1, Buf, Gidyf, o2, , a2y
de f. '
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On déduit pour p > 1 la fonction ¥, de R * B o valeurs dans B par

F=1
Sl ) = 3 )
del

Pour & = 1,....n, on nole by = k. Cn définet alors la sutte (Z5)ienmss © B pr

Xy = Iy,
Tiey = Iy + by 0y b)) pour k=000 ()

a1 Maonirer e divns [e cax o= 1, I ayrléme [.']} d’e‘ﬁull un achéma de diseretinabion
vu &1 cours, donl on grdcisera le nom exacl,
4] On suppose que f(ty) = y pour tout (yd) € R = R, et que 5o = 1

41w/ Calewler gyt h) en fonction de y et .
4.0/ Montrer gue r, = :Efuu‘ ';—‘,'j*, pour L= 1..n
4.0/ Montrer que |z, - 7| < aﬁ-ﬂm"-

Exercice 5
Sent le systéme différentiel lindaire

Y') = AY(t) A€ M{mm) & cocfficients constants n
‘}"'[ﬂ:l = fq

1) Quelle est la condition nécessaire et suffisante de stabilité du systime différentel
(1} ¢ _

2] Soit y, la solulion approchée de Y au peint Iy = fg + nh vérfiant la relation rcur-
refife

Uast = PLARY,

Deonner une condition nécessaire ef suffisante pour que lo solufion approchde sol
stable lorsyue 1, = 00 (b constant ). En déduire le rayon de stabihte,

F) Quelle est, pour une mdthode dordre 1 et de rang g, {a formule qui a le plus grand
vayon de stabilité?

NI, ¢ Nous vous demandons de bien chercher chez vous avant d'aller aux
travaux dirigés (T.D.)
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1.6 Exercices

Exercice 1 Trouner je rayon de convergence des fries enlicres suftdniss

E Eé‘"* Rl Nl N a2t
nzl nzd na

s
Exercice 2 On considére Iz sériz entitre 3 anzaver

5 B
el =5 —dn- L.

1. Caleuler le rayon de convergence de cette série.
2. Calculer sa somme (on ne vous demande pas de réduire su méme dénomivateyr
{'expression finale),
Exercice 3 1. Délerminer le rayan de convergenice de la séviz gniides T E
2. Onposge =5 & sz = == pbsine = ST

35 R ]

Quel est Uensemble des nombres complexes = tels Fuie
|eos?(a)] = |sin®{z)| = 17

Exercice 4 Soil @ un ouver! de C comtenant 0, Existe-t-il une Jornc!

ion arzlytiue eur 0
vérifiant f(L) = f(=1) = 1 pour tout n = N assez grand ?

Exercice 5 Soient 0 un ouver! non vide de C. On note AL lensem:
analyliques sur (0. Soit f € A(TH, et V = {T:ze0).
L SizeV onposeylz) = f{Z). Prouver que g & (V).

Dans toute la suite, on suppose gue 0 est connexe ef symétrig
réel (on a done V = 1),

2. Prowver que )1\ & esf non vide,

ble des fonctione

ME par ragport & Uaxe

3. Montrer que les conditions suivantes sont dqurcalentes :
(a) f{Z) = J(z) pourtout 2 € Q1
(b) 1l exisle une composante connexe C de [ Rlelleque fiz) c = postr tout
r € C.

4. Prouver que la fonclion [ s'écrit de manidre MHtigue sous l2 forme = y - jy,

aves
u, v € A(Q) et u, v i valeurs réelles sur U A 5.
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2.6 Exercices

Exercice 6 Soit U wn ourert connexe de C. Déterminer toules les applications | € H(U)
qui vérifient T f{=) = [Mef{2)]? pour toul = € 1V,

Exercice 7 Soit U un ouvert connexe de C, [ of g denx fonctions holomorphes sur U
avee glz) # 0 pour toul = € U Mantrer gue 51 f(2)g(z) € R pour tout = € IV alors il
exisle ¢ € R telle gue f(z) = eglz) pour tout = € U,

Exercice 8 Soient U un ouvert vonnexe de € ef f, g des foncrions holomorphes sur U
telles que [(z) + gz] € R pour tout = € U. Prouver qu'il existe ¢ € R tel que f(2) =
e+ g{z} pourtout = € U.

Exercice 9 Soil [ = P + i) une fonction holomorphe sur un owvert conmexe 0 de C, oft
P el Q sont respectivemnent ln partie réelle et la partie imaginaire de f. Montrer que s'il
existe des réels a, b tels que P + af) + b= 0 sur 0, alors [ est constanle,

Exercice 10 Soit [ une fonction analyligue dans le disque |2] < R, & > 0 donnde, telle

gue | ['{2)] = M, pour tout |z| < R 5i f(z) = §° ., a.2" est le développement en série
entidre de f, démontrer que l'ona fa,| £ A

Exercice 11 Soienl m,n € Z° el ([0, 1], w), ([0, 1], va) des chemins fermés tels que 0 €
imeyy U imeg. 5 ¢ € [0, 1], on pose :

1t} = Il (O]

Vérifier que v est un chemin fermé et que 0 € iy, Calesler ind, (0) en fonction de
ireed, (0) et ind,, (0).
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INITIATION AUX BASES DE DONNEES
Travaux Dirlgés

E ' conteptusl ot Moddle Physique de données
sulv.mg',l;’n dm"’?ﬂﬂm doft Informatiser yne bibliothique. On hul fixe Jes régias de gestion

* Pour chaque | roman,
. tp.l‘:néqs:.,e- ﬂﬁlﬁmr:r?;:xrﬁTm naltre le titre, [année de panion, un résumé et le Type {
am“::dbem Btre rédigé par aucun (dans le cas dune uvre anomyme), un ou plusieurs
aque ont on connait ke nom, e prénom, a date de nolssance et le pays dorigine.
chiffres exemplaire dun livre et identifié par une référence composée de lettres et de
ot lnsul-Ei: ne peut kre pars que dans une et une seule édition.
141 est identifié par un numéro et on dolt mémoriser son nom, prénom, adresse,
éphone et adresse emall,
Un inscrit peut faire zéro, un cu plusieurs emprunts qui concerment chacun un et un seul
exemplaire. Pour chague emprunt, on connalt la date et le délal accordé (en nombre de jours).

a) Réaliser le modéle conceptuel de donntes a-.'mhi&nnullmc Entivé-Assoclation
b) Transcrire le modéle Entité-Association obtenu en relationnel

“‘P/ Exercice 2 : Le langege SQL
Enoncé : Scit la base relatiannella de donndes LC3 de schéma:
U (Numl, NomU, Villel)
P (NumP, NemP, Couleur, Poids)
F (NumF, NomF, Statut, VilleF)
PUF (4NumP, #Numl), #MumF, Quantite)
Décrivant le fait que (avec des DF évidentes)

U : une usine est d'écrite par son numéro Numy, son nom HomU et la ville VilleU ol elle est
située

P : un produit est décrit par son numéro NumF, son nom NomP, sa couleur et son polds

F - un fournisseur est décrit par son numéra NumP, son nom NomF, son statunt (sous-traitany,
client..) et la ville VilleF ol il est domicilié

PUF : le produit de numéro NumP & été délivré & l'usine de numéro Muml par le fournisseur de
numéro NumF dans une quantité donnee

Exprimer en SQL -

1) Ajouter un nouveau foumisseur avec les attributs de votre choix

2) Supprimer tous les prnduits de couleur nolre et de numéros compris entre 100 et 1599
3) Changer la ville du fournisseur 3 par Toulouse
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4) Donn
5:':'} Dnnn: be numéro, le nom, la ville de toutes les usines

&) T.ilu:-rnrll';-z :E ! o, le nom, la ville de toutes les usines de Paris SR
numérg 13.325 numéros des fournisseurs qui approvislonnent l'usine de numéro Z en pr 1 de

7)Donnez les noms et les couléds des prokiuis fivrbs par le fournfaseur de numéro 2

Don Ha
ﬂuge Nez les numéros des foumisseurs qul Spprovisionnent l'usine de numéro 2 en un produit

9
) Dennez les noms des fournisseurs qui approvisionnent une usine de Paris ou de Crétell.en

prodult rouge
::nl" Donnez les numéros des produits livrds & une usine par un foumisseur de la méme ville

1) Donnez les numéros des produits livrés & une usine de Parls par un fournisseur de Paris.
:HEILW“HEI les numéros des usines qui ont au mains un fournisseur qui n'est pas de la méme
;i:; gﬁnnalz les numéros des fournisseurs qui approvisionnent & la fols des usines de numéros

14) Donnez les numéros des usines qui utilisent au moins un produit disponible chez le

fournisseur de numéro 3 (cest-d-dice un produit que le fournisseur livre mals pas

nécessairement & cetie using)
15) Uannez le numére du produi le plus idger (les numéros si plusiears produits ont ce méme

poids) :
16) Donnez la valeur moyenne des quantités de produltslivrés par foumisseur

17) Donnez le numéro des usines qui ne regoivent aucun produit rouge d'un fournisseur parisien
18) Donnez les numéras des fournisseurs qui fournissent au moins un produit fourni par au

moins un fournisseur qui fournit au moins un produit rouge
19) Donnez tous les triplets (VilleF, NumP, VilleU) tels qu'un fournisseur de la premidre ville
villeF approvisionne une usine de la deuxitme ville VilleU avec un produit NumP. -

20) Donnez les NUMEros des produits qui sont livrés 3 toutes les usines de Paris en ordoannan
le résultat par ordre croissant
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CORRECTION DE 1'EXAMEN DB TOPOLOGIE.
LICENCES-Mention hlathematiques 2016-2016

EXERCICEL Soit 12w espaee vectoriel de hiension finie o R

) dfmemtrons g 1 et fsannrphe & B® paoie nm bk enbier |1I||11|ra.-l i
Pone = i £, B ot fsomorphe A R?, démonstentions e, Inissabe dlone
o leeteny,

(1) D0t rons g sue B ontess e nonme sont douivalentes,

Soit pe R - By Iy norme sur B didinke par :

£ (3, X,) =0 ;:ILI} = E LII-I

(T ]

el soit ]| o'importe qu'elle antre porme sue B™ Alors, pour lont = =

Lrll'r?l"' ) ERY,
"
I B E;.EI

il

ot (o) et B boss enonioque de B, Eu eonséguent,

2] 1] L] Fi
el = 1S el < witdll =Y L xilllesl < sap fje x| = Mulz

:'::_l, I zn I L| sl < ( sup | nuliﬂ:t d = Mp(z)
i

M= sup e
I€i%n

Ainsi, ||zl £ Mplz) VzeR" (1)
Munissons B" «e ln distanee nduite par g (e distanes inednite ar e st b
distanee :.f,, 2B B Ry ddinie par @ (z,0) = plz - u) ) Abs, dins
Pespraee mettebepue adnsi obten je (B o) Vensomble A = {reR": pe(x) = |].
st fermte ot Bornde el dis loes compoet. En owtre,Papplication B0 et
continue ear lipsehicdenne. En ic, Ve, y € BY,

W=l = Hulll = ll= =yl £ Mpfz = y),
B comsbouener, elle atteint sa borme inferar sue A 1 exisie K —
drg € A wls yue

@ = lzof = i, |
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Ainsi 3 = 0 qui est 1o (e
o<z VYreA

o tont £0de By = # e A dis lors

N — I_ ]
o 2l = o bel
eost A ailive - opfz) < |1 . (11}

e (1) et de (11) on o flz)| € Mulz) < aplz) < 2]
Dome sur B 1ot Ies normes sont dguivalentes,

() Welnisans e sue B tontes bes normes sont drjuivalentes.
Sait n= dim E o solt (ey,--- ,e,) une base de E.
Lapphention [ RY = £ dtfinie pae

fiz) = iiiﬁ
e

for e (xyeeer  xy) est induiee eontitnee ot hijective. Soit ¢ ot 5 debx normes
se 12 Abors, les applications vof ot gof sont des normes de R ontes
dbeus fquivabentes & ren vertn de L question (). En conséquence, 1 existe
wy mig, My or My ales séels stictement positifs tols que ¥z & 25,

myf{vaf)(x) < pis) < Mylvafiir).

tmap(r) < (pof)z) € Myulz).
Do Wy € E.
mavly) € plf M)l £ Myv(y)(i)
mgpl S~ ) £ Y] € Man( £ (5)).Gii)
(E) donee ‘ﬂ{-hllm < ’E—,'t = y"'ﬂ,,{:ﬁﬂ (iid)

i -

(i1} = (it} dosine

myu(y) £ < Yy € E.

n¥) o MMauly)
s itia
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. jse arbitraire-
Done les normes vety sont dquivalentes, comme LTy SOnL PrIsE irksi
ment, alors sur E tantes les normes sont Squividentes.

(d} dEmontrons que toute application linéaire g : E -+ F, o F eat in espace
vectoriel normibo, est continue. :

go0il une application linkaire g : £ = F, avec F sl un e5pace ‘mmn:ﬂj i
mée. Soit n = dim E. Alors, d'aprés Ja question (a) il existe une application
lintaire bijective f : B — E . D'aprés le conr, [ est un isomorphisme.
Posonus i - B™ = F relle que b = gof . :

g o1 [ sout lindaires done b ost lintaire. Dapris Ie cour de topologie, toute
application lintaire de K = F avec K € {R,C} est continue. Done h est
continue. f est un isomorphisme done - est continue d'olt hof™! = g est
contine

Par consbquent toute application linéaire g : £ = F, ol F est un espace
veatoriel normde,est continne.

EMERCICEZ

RN T

EXERCICE3

Soit X = C([0, 1)) Pensemble des fonctions numériques continues sur [0, 1]
muni de In distance de la convergence uniforme D.
(1) Diéfinition et justification de D

(R, ||} un espace mitrique,

[0,1] est un intervalle fermé done compact. Soient f et g deux éléments de
X.

£ et g sont continues sur |0, 1] done bornées sur [0, 1] (toute fonction continue
sur un conpact est horniée sur ce compact) .

{ On rappelle qu'une fonction f: E — B est dite bornée 5i e nombre

#(f) = sup{lf(z) - f(w)liz,9 € ENdon{f)} est fini))

fixons @ dans [0, 1] et pasans e = |f{a) — gla)]. Alors ¥z € [0, 1], nous wvons -

\f{z) = ale)] < |flz) = [la)l +1f{a) - gla)i+ lola) - glz)| < 8if) + e+ oiy)

;{:"EE'I montre que, poor f ol g daws X, e nombre
D(f.g) = sup{[fiz) — olz)liz € [0,1]} est fini et définic une application
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mumérique sur X x X qui virific les proprittés d'une distanee. Et e'est cotte
distance qui est notée D ot appelte In distanee de In convergenes untformo.

Montans que (X, D) est un espace métrigue complet.

Sait { fu)nex une suite de Conchy de X, Alors

Ve > 0,3ng € N tel que Vp, g > nig, D{f;, fo) < € = ¥e > 0,Ing € N 1ol que
Vp.q > ng, supeey | fplt) = felt)l < £ ()

Done Vit & [0, 1], Insuite ( fo(t) ) ngs o5t de Cauchy dans (R, |.]). Comme (K, |.])

fs'f: complet, alas ¢ € [0, 1], { falt))nex converge vors un éldment f{1) dans R.
it

f:[0,1] =R
Lt fit) = lim falt)

Done d’aprés (), en fixant p et en faisant tendre g vers 00 on a ¥p > 0y,

W€ [0, 1) |fp(t) = flt)] < & (»=)

La partie {t € {0,1]; |fp(t)= Fi{£)]} est non vide et majorin par € done admet
une horme supérienne.

(**)=> sup,; 1] |flt)=Fle)l £ = D{f,]J)<e

La suite Uﬂﬁgrt converge uniformement vers f. La limite uniforme d'une
suite d’application continue étant continue, abors £ est continne, Done f est
continue sur [0, 1. Par suite [ € X,

eoneligion : [ fi)aen 85t une suite de Cauchy de X qui converge vers un &é-
ment f € X done (X, D) eat eompled.

(ii) Soit Papplication F: X = X telle que

v e X, FUa) = geostfia)+ [ 1t vae o

— Montrons que I est continue

COn g la fesetion o~ eosx est de classe ©%3 Done eontinue sur

0,1

F c‘ul]mm £ est comtinne sur [0, 1], alors la fonction = = cos(f{x)) conti-
nue cntant que composée de deus applications continue,

. La fonction z — [5 f{0dt est de elasse C' done continue,

Par consteuent Fest continue en tant que somme de deas applications
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Mot vons e 19 ent ligmahiivisnme,
sebent foo e Xoonn

[FLNGr) = Fg)(e)] =

Comme [, gsont comtinge sar [0, 1 abors | f{x) = glz)] est continue sur

[0 T] alomer i tedin. s Diegwnaes supwerienre sar [0,1] Alors

FLIM) = L)@l < ¢ loon(f(x) = conafe)) + f ' up 10) = gt

=
)

)= In]

=

1

Or In fonction cos ost 1-lipsehitzionne fe

[cox(f(z)) ~ conlgla))| S |1(z) ~ (z)] done
) = Plo)la)| < 3 1/(2) = gla)) + = sup 1/0) = o(0)

|
< Foh ] 1f{=) = gz} + = Sup 1F{t) = g(t)de

]
< §DUL) +2D( /)
< =D(/,0)+ D(fig) ear 2o 1
= gﬂii‘,y}

Conelusion F est lipehitzienne de rapport §
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geontrten + [ o= geontate) - [ gt
= [steostrte ~ costate) + [0 - st
< g ot ()~ emstate) -+ | [ () = a0
< g los(/ () = costael) + [ 1) = a0

Jeost f(2)) — cos{g(z))] + 2 1{t) = git)] _j: et
leas(f{x)) = eosla(z))| + :é:ﬁl 1/{t) = g(e))
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V) Moo e 99 st anee eonbeneddon dans 5.

1 g

Pl ( f)x) :J o (:rirrﬂff (=}) i ' / mrﬂ) . 4[;.. (i,l;.—ml'ﬂljlj +£= Imd“) “

Fal(f) ) - Pol{g)() - J:rm (;,,,,{ Fe)) 4 fr: ' fﬂpﬂ) + L I (EI-‘MHHJJ + [ Ha.'lria)d

- geon (et + [ atae) + [ (emstaten = [ ‘w;da) d
1 (oo (gentrtan + [ styte) —con (emtotay = 'gmde)
: _[r ' Grmum 4 j: (s - seonla(t)) - !f e ;m) gt

i (o (Featston + [ sttt = s (Gomstotan = [ sttt

[ (G oty - eontatin + [ t6) st )

P
(o)) For()(e) < |5 (con (Gemtrten + [ 0ar) = o (Betota) < [ st
+ Uuq G.; (s f{L)) = eas{gle))) + fu' Js) —y[a}da) ::'1‘

(3 e ::-ﬂ I-lipehitzienne dan: }"I.":l.' c ]rhll

|§ (ron (RensCfla)) 4+ fy J(E)t) = eon (emsfgfz)) + [ olt)de))| <
_-:'E mmﬂ: + I m:uu} (Froalolz)) + f7 g(thet)|

< {-e.rm{,l" :'J]-m-ﬂfﬂ'[ﬂ}l'i y WOk J[‘M}J

< IﬂM{I{r}J conlalz) )|+ fy | 1(t) = aleplt

< |.|" (z) = gle)] + fy 1/(E) - erIiJIrHJ

<4 rmrr.;..;;l.fixl alz)l -+ J mupgesq (L) = o(t)| i)
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< ¢ (E9ubecpny) 17(2) = glx)| + sup ey 1£(1) = 9(0)] J5 dt)
=:{(}+ Z)sup, ey 1f(z) - giz)])
s 2 (5 + D) sup.cioy [£(z) — olz)]) enr z € [0,1)

3 5Dy 1 (2) — g(2)]
< %D g). (1)

Et de plu= an g -

|J5 (& (cost0)) ~ costoe) + [ 1(s) olshs) ] <

< 5 | (eos(f16)) — cos(a(e)))] dt + [ (311t} ~ gls)lds)

S Jo 310 - s@lde+ [ (176 — gls)| ds) dt

5 3 39Peepoug 1 (0) = ot de + 7 ( f3 supaepsy 1(5) - ale)] ds)

< 5 8uPrep 1 (1) ~ 9(0)| 7 de + [ (sup gy 11(5) = ols)] JL ds)
=SSPy A8 = gle)] + [Tt (sup,eqo. 11(5) = als)) dt

= E5uPiep,) L) = g1+ (sup,epon |£(5) — gls)() [ telt

% psup,, o, LF{E) = gle)] + % {311P‘,ﬂu,1'| £ (=) = g(s)])

< & suPepy 1£(2) — glt)| + & (supsepa £ (3) = gl=)]) ear 2 € [0, 1]
= 15 WP LS (E) — 2it)]

< %B{f,9) (A1)

De (I) et de(11) on mantre que : ¥z € [0, 1]

IFoF(/)(e) ~ FoF(g)(e)] < 32 DU/, 0)+ < DI, 9)

up IFoF({)(z) - FoF(g)(z)| = DUFoF(f), FoF(s)) < 31 pi 1 )

comme £ < 1 alors FoF est une contraction,

viv ) Déduisens Pexistance et PManicitd d'an. application g 2 X 1 ole (e

g(z) = l;i-mfn[ﬂh j; 'srlil}rﬂ

VALIDEUR LMD: Conseils - Examens & TD - Comactisns
162



10.08.2020

'aprés fa question (i) et (i) (X,D) est complet et FoF est une contraction
de X dans X.

Done FoF admet un point fixe unique g € X telle que

9(z) = FoF(g)(z) = %m-!{yh}}*& [ glt)dt

WALIDEUIR LMD: Coraails - Examens & TD - Comections
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EXAMEN DE TOPOLOGIE] Hrrnssio! 1 2016-2017
Ezgrerce 1 . i
Soient (B, [0g) et (F || )le) des espaces veetariels e oL g une:
application lineaire de 2 dans A

i) Mot rams que g esteontinge ssi elle est borée sar la sphére unitd
* Supposang que g sst continne
Cli o g dinan apelivat ion lindaire eontine sur Foulars 3M > O teel ane
quel que soit £ & B on s
lglz)lle < Mljzllg = vz € B, flzfle =1 ana
la{z) s = M
Dene: g oest loende sur In sphiee anit® de £
o Bupposans que g ot borpde sur L spliéne unite de E
D eette lyputhise on a Yz € £, Jzfle =1
M = O el que |lglz))le < M
Soil I € K, Montrons gque g osL contine en To.
Prenans y € E\ {0}
Sl

e

¥

o= ——

lwlle
On i fluffg =1 alam

la(e)llr < M = mﬁm <M

Comme g est une application lintaiee alors on aura [|g(y)lle < Mllz]le
avee y € E\{0)
Dome iy ekt eontinte
b) On considéve que B est de dimension laie.
Montrons qu'il existe un vl positil M el gue
V€ B el que izl =1, fulz)liy < M.
On o g une application lindaire de B dans F
36 pluy dien B =1 < +o0 done g est oontinue Ainsi il upriss ) g ot
bornfe sur la sphére unité de 5
Alors M > O ot € B, |zllg = 1 tels que flglz)lr < M

Ezercice 2
Soit (X, d) un espree mitrigue eompact et S ane application ndaie
eomitinue i X dans X
On suppose e
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Vze X, Plz)gx [=Jof
a) Montrons que application g : X — R définie par glz) = d(z, f*{z)) est

L HTATITREN
Sair
a: X =R
T ~+ (2, [*(x))
F:RExRI4R
{z.y) = dz, ¥
Do g=fon

Montrons gque o of 2 sont continues
Par hypothise f est continne done f2 = fo f est continue
Do aiz) = (z, f*{z)) est continue ear ses composanies sont continnes

On a Vapplication distance qui est eontinge done 8 est continoe.
Alnsi g = f oo esl continne.

h) Lapplication g admet-elle une horne inférienre ?
On a (X, d) un espace métrique eampacte et g une applieation lintaire
continue sur X Alors g admet une borme infirienre ot une borne supé.

rienre.[e plus elle atteint ses bornes.
c) Montrons qu'il existe un réel & > 0 tel que

Vre X:dlz, fAz)) = &

Par définition d'une distance on a ¥z € X : diz, /=) > 0.

Orvre X, Pz #z
Done diz, F*{z)) >0 Yre X
Daprds b) g aticint ga horne inf.

Soit done k= inf g(z) alors an aboutit A :
olz) = k>0

Exercice J
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1. Soit [X.d) wn espace métrique et (2a)nex une suite de points de Xigui

canverge verm y € X.

Dimontrons que f = {2,nen} U {y} o3t compact.

Soit F = {0,,i € I} un reconvrement ouvert de K,

Alors K € Uiy, = {2nmen} U {y} € Yigi Or

.I"lE'EII'.‘"r a'in £ Hf{!,l'} £ ﬂm.

Camme limyey jue Za = i alots 3N € 1 tel que n 2 N, 20 € Oy
Dohin<N =z, & L.F:':.’EJ..

Par In suite ¥n g N, z, € (U'0J U0,

Par constquent {z,, : n € N} U {y} € (U530 u O,

T}I’nﬂ I ¥ o [U'F-Tlﬂl.} Uﬂlﬁ q“i st n recouvrement fini.Abnsi K oest
compact,

. Soit f : B™ — R™ continue ot propre

a) Moatrans que si [ est propre alois limage de toute partie ferle
de B" est fermée,
Supposons [ propre.Soit F une partie fermée de E™.Démontrons
tjue f{F) st fermie.
O bien f{F) ¢ f{F)
Montrons done que f{F) c f(F).
Soit y € f{F) = Sunesuite(y,)aex de fIF) gui CONVELER virs
¥ € R".
Naotons K = {yn : n € N} U (v} qui est compact.On a
Yn € f(F) = 31, € F/[(2.) = yn
U € fF) = za = ["'(ya) qui est compact car f est prapre.
Ainsi on peut extraire une sous-siite CONNErEente X de (To)ney
fui converge vers ¥, - '
Par suite oy € F oor F est fermée done Emn___h_ Tomy =2= F,
AAans Ii'n = flza) = Sizam) = Yata)

: |Jm,,_ﬂ.m _fI:I,:[.-,]} = ill‘l'l,-._h...dx Yan) Tar _.]r 5 pontinge,

'Dr' !!lm Yein) = € done flz) = lim,_, vee Hoin) OT Un CONVErge viors y
d'olt o) converge vers yAinst f(z) = y diés lors y € F{F) par
consicuent ,,r'iF} < FIF).
Conclusion f{F) est fermé,

b) Etablissans I'éguivalence
S est propre ssi || f{z)]| — +oc quand |zj) — o0
« Supposons | prapre
(=)} = +eo quand Jzf — +o0 revient & dire e
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VM > 0,3m > 0vz g Rz ¢ B(0,m) = flz) & B(o, M)
Salt M>0,0n p BIOM) est compact dang R".Comme [ est propre
alars j"{B[ﬂ,M]J est bornie.

Mors 3m >0 tel que FHB(0,MY) € B{D, m).Done 5i 2 € B{0,m)
alors f(z) ¢ B{0, M) .Par consiquent on a bion
(=) = +00 quand |2 = +oo
* Subposans | f(z)|
T vst propre. Soit
memtrons que F'{K) est compact
I est wne pariin compaete alovs K est fermde, Etant
"5l continue,alors. YK o5t fermn,
D plus 1 compact = K est BorndeAlors IM >0 K 8(0, M).
Cr (=) = 400 auaand ||z|| =+ 400
Ler @ B(0,m) = flx) ¢ B{o, M)

Il e B0 M=z e B(0,m)

e f(BOM))=zre B{0, m)
Dowe fY{B{0, A1)y ¢ 5(0,m)
Or K € B{0, M) = B0, M) B{0, m)
done 114 Biu,m)
Or K C B{0,M) = (K) ¢ SHEBO,M)) € B(0,m)
done F1(K) & Blo, m) d'oit 1K) est borne,

FYUKY est done formis of bornte done com
[ st propre.

| =+ +o0 qutand ﬂI|| =t 00 ¢l manirons cque
X une partie campacte de B",

donné que f

paet oe oui conclyt qup
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AMEN DE T jon_2016-201
i

Soit A wn réel strictoment positif.(E,D) 'espace des fonctions numeriques

cantimies definies sur [0,A]
T :E—Ez = T{‘I:J el que :
T(z)(t) = 1+ fy ~{e)ds

a) Défnition de D
(R, ].]) est un espace mitrique.
{0, A] est un intervalle fermé borné done compaet.

Blements do X, .
[ ot g sont continues sur [0, A] done bornées sur cet intervalle {toute

fonction continue sur un compact o5t bornie sur ce mmpm‘l.L]-
(Rappelans qu'une fonetion de E dans R est dite bornie si le nombre
el () = suplf(z) = f()]; 2, ¥ € B ndom(f) est fini).
Fixons a dans [0, A] et posans ¢ = |f{a) —gla)l-Alors ¥z € [0, Al.on &
[f(z)—slz)] < 1f{z)- fla)l+|f(a)-gla)|+|g(a) glz)| < 8(f)+e+dlg)
coci mantre que pour T et g dans X,Je nombre |
D(f, ) = sup|f(z) — giz)l;z € [0, A] est fini et définie une application
numérique sur X x X qui virifie les propriétés d'une distance.
EL ¢'est celte distance qui est notée D et appelée la distance de la
convergence uniforme.
b) Montrons que Tz} € E,¥z € E
Soit x € E, on a ¥t € [0, 4]
T{z)(t) = 1 + [y z({s)ds
La fonctiun £ = z(t) est de classe C' sur [0, A] done eoniinue sur
intervalle d'on _[u' z(s)ds existe et appartient 4 K.
M lors "application = = 1 +J;; x(s}ds est de classe C' sur [0, A] done
un élement de E.
Ainsi ¥z e E,T(z) € E.
¢) Montrons que T est lipschitzienne.
sofent z,y € E,WML € [0, 4]
T(z)(t) =1 + [y z(s)ds et T(y)(t) = 1 + J5 w(s)ds
[T{z)(t) — T)(e)| = | Jo (= = whls)ds| < [ |z = u)(s)ds]|
sup|T(z)(t) = T(y){t)] < supllz - y|
D{T(z), T(y)) < AxL{z,y). Comme A = 1 alors T est A-lipschitzienne.
d) On suppose A < 1. Montrons que T admet un point fixe unigue.

Soient [ et g deux
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On o d'aprés la question préeédents ©

D(T(z), T(y)) < Ax D{z,1),¥z,y € E. A < 1 donc T est une contrac-
thon.On montre par ailleurs que (E,D) est complet dés lors d'aprés le
thioréme du point fixe T admet un unique paint fixe.

) Sait x e point fixe de T alors on 4

Vi € [0, A] :T{2)(t) = 2{t)

1+ [52(s)ds = z(1),

oomme cos donx fonctions sont de classe C' alars on a
I{t]l = 31'[!.}

De plus pour £ = 0, z{0) = 1

Ainsi x est 'unique salution du probléme de Canchy
wit) = uft) =0,t € [0, Al u(0) =1

Ezercice 2

. Snit (N.d) un espace métrique et (T, )ney une suite de points de X qui

CONMVETEE Yers y € X,

Démontrons que K = {Zamex} U {y} est compact.

Soit F = {0, i & I} un recouvrement ouvert de K.

Alors K € Wy Op = {-tn.n'niﬂ} ¥} {y]: = Lyl

Alars 3ig € N/ {y} € O,

Comme limy o Tn =y alors IN € N tel quen = N, 2, € O,
Dol n<N =z, e U¥SI0,

Par In snite ¥n e N, z, € (U O) UG

Par constquent {z, 1 n &€ N}u {y} c (US'0)uo,

Dot K € (UYT'00 U O, qui est un reconvrement fini.Ainsi K est
Cornpact,

. Swit f : B™ — B" continne ot propre

a) Montrons que £ f est propre alors image de tonte partie fermée
de E® est fermée.
Supposons [ propre.Soit F une partie fermée de R*.Démontrons
que f{F) est fermée.
On a bien f(F) ¢ J{F)
Montrons done que f(F) C f{F).
Soit ¥ € f(F) = Junesuile{ys}nex de S{F) qui converge vers
y eR"
Notans K = {y. :n € N}U {y} qui &=t compact.On a
o € J(F) = 3o € F/f{zn) = ¥o
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Un € FF) = 2, = [t} eui et compact cir [ est propre.
Ainst on pout extraine dne Sous-suite coErEente o) e (Za)nen
(i CONVEREE Vors X.
Par suiie Tt e For st formuye elomne ]imn—hq-u- T zin)
Aingd i, = fz,) = [(2u00) = e .
limn_ii f?[;m]} :'Itint_,‘myﬁn] gar [ esl conlinge. |
Or 1im Yopn) = = cdome f{z) = 1Moo Difn) OF Ya CONVETRE VOIS I
d'oft yuty comverge vers y.Ainsl flz) =y dés lom y € JUE) par
conséguent J(F) € f{F).
Conclugion f{F) st Termi,
b) Erahlissons Piquividence
J et propre sgi || f{z)] = +oo quand [Jx]| = 400
» Supposons [ propre
Lf{z)l] —+ +oo quand [[z]] = 4o revient & dire que
VM > 0,3m > 0r e R" x ¢ Bin,m) = f{z) ¢ B(D, M)
Sait M=0om a B{0,M) est compact dans B™.Comme f est propre
alors [F1{B(0, M) =t hornde,
Alors 3m > 0 el que f{B(0, M) € B{0,m).Donesi z ¢ B{0, m)
alors flz) ¢ B(0, M).Par constquent on a hien
lf (= = +oo quand ||z]| = +oa
» Supposons | f{z)]| = +oo quiumd [lz] = 400 et montrons eue
J et propre. Sait K une partie compacte de R",
montrons que (K} st compact
K est une partic compacte alors K est fermée.Etant donné gue f
est continue,alors (K} est fermie.
De plus K compact =+ K est bornée.Alors 3M > 0, K © B0, M).
Or || f(=)ll =+ 400 quand [lz]] = +o0
Le iz @ B{0,m) = flz) ¢ B0, M)
flx) € B{O, M) = z € B{D, m)
=& [YB(0,M)) = x € B(0,m)
Done f(8{0, M)} C B{D,m)
Or K c B(0,M) = [{(B{0,M)) C B{0,m)
done fYK) < B(0,m)
Or K c Bl0O,M)= [K)C FB{o.M) c B0, m)
done K C B0, m) d'oin [} est bomee.
JK) est done fermée et bornie done compart co qui conelut Qe
F st prapre.

=z E I
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[ CORRECTION TOPOLOGIE 1ERE SESSION

P E 1
1. Montrong que L est @

(n) Linfaritd
Soient o, 3 € B ¢l {Ta)aem, (Polnen € £
L{D[In},. + ﬂ{yrl]n:l' = t%]uﬂl = l:rHI + %jneﬁ .

oTs .5
E{—} pd T L+I:|=1'Efl

tt{—]'meﬂ +-5EH T
= e L{{%n)nen) + BL{(n Jnen).

Titam 1. est lindadre.

(b) Bijectivité L: £ = E est un endomarphisme car L est linéaire.
(i) Injectivie
Soient (Zn)aex et (YnJnen € B
¥ e N, zn % s
LHIHJHE‘!} oy |: ]I:IEH ol L{{yﬂ}:ﬂlﬂj {M-:_}I'I-E:H'
Or 2, ?‘E Yn V1 e N
Dot 2 # 2=, %n € N = L{(2a)nen) # L{{tn)nen)-
Daone L injective;
(i} Suriectivité : Comme dim(E) < +oo L étant injective st
surjective e done bijeetive
{c) Continuité
L{{In}n-ah‘} < "L'[I:'TH}I'IEH}[I

s IH

]n'EH ”
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LMOnCse

' rol.n € N}
€ — max{lzln € }

D%ed L est contimee.
Meonrons que L est un hombdomorphisme.
L':'L:n"-uehl = i,f:"{ '-545,1-
Posome Ie =g Y¥ngNe=sr, = (n+ 1)y
*Ir-_l'l.i".f.";"'hﬂ'.’ = (Zalagx = (7 = Dgadnex:
WA = Digadeex < {{(n = Dgndiexd
< (m=1)p,!
L7%) € (n = Vmax]ly.on & N}
Dodt L4 ee continue.
Do plus L étant cominue ot bifective alors L et un homéomorphisme,

-.--lj

Montrons que pour tonte suite (x,), de X; convergeant vers a € X
fizalla — fla) € Xz ot limoen fza) = f{a)

= Supposons que ¥iz,) € X onax, comverge vers a € Xy o liltigesroe 7 =

g
Solent (f{za))s € Xa litfne e flza) = fllimee co 20} = fla) (carf
es comtinge et k.. T, =a ).

Ur f: X — Xy, alorz Fla) £ X5,

Coneluslon : Pasr toute suite (ru)s de Xy convergeant vors a € X

Wf(zalln — fla) € Xz et limey oo f(Fa) = fia)

W2 flel e 8

Q. f(z) e R\G:
=i
[l £°agiz de 'application nulle.
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LML

UFR MI ;L3 2015-2010

[CORRECTION : TOPOLOGIE SESSION 1
Exercice 1

LM 360 Topalogic TIM Exercice 4

Exergice 2
Sait (z,),.. € A¥ une suite de Cauchy.
Supposona que nuilln-crn =lonle X.
A ¢st une partie partout dense d'un espace métrique (X, d), done Aw X
Or:AdcA=X.
Par conséquent,(r.), . € X% et im 2, = lotlE X.
Conclusion ; X st complet.

Exercice 3

1. Montrons que N est une norme sur £

« On peut déja remarquer que £ est un espace vectoriel.

De plus, f € C*(]0,1], ) done, f est continye sur {0, 1]. Par consé-
quent [ est bornde sur [0, 1] et atteint se3 bornes. _

On en: diduit que [ admet une borne supézioure sur [0, 1.

De méme f* est continue sur [0, 1], done f* admet aussi une bosne su-
périoure sur [0, 1]

Conclusion : N ext bien une application de E dans 5.

» Solt fe E.

i
I[:IJI""'LI"}I =0 % |[flle + Ilf ]l =0
w2 [[flle=0 et [[[lle=0
wyrelD 1) flz) 0« M=) <0
evref0l]fizj=0e fiz}=0
< Yre 0,1, f(z)=0
N(f)=0 & f=0
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»50it feEetaeR
Onpe

Nef) =lafile+lalYi
= llafli= + llaf s
= lal WS+ la} 11/
= |a] [ {laf{lse < llaf |l
Niaf) =lal X(f)
s Soient f.g € E.

¥z e (0.1 [fla)+ala)l < |f(e)]+ lolz)| et (=) +4'(2) < 11D+
()]

Oc - |F(2)] € Ufleey lo(2)] < llgllo ¥z € (0,1 et L] < 11/l
19'(2) < (il ¥z € [0,1]

Done ¥z € [0.1], 1f{x) + 32| < [|f1los + lglles et

¥ € [0, 1, 17(2) + §2) S 1Tl + 1l

Alnsi ¢ {1l + [1g]lse est un majorant de {|f{z) + g{z)],z € [0,1]} =t
I1f o 2 11"l 8t mussi un majorant de {|f'(z) + #'(z)],= € [0,1]}
Puis que : ||f + gl]s 2t || 4 ¢l| sont respectivement les plus potits
majorants de {1f(z} + glz)l, = [0, 1]} et {|/'(z) + ¢/'(=)], = € [0, 1]}

On en diduit que : 1] + glla S |1/l + llg]l @
1 + §'loe = 1/ oo + 1|5 oo-
Et done : N(f +g) € N{[} + N{g).

Conelusion : N est une norme sur £

Montrons que (E, N') est un espaca de Banach réel

Sait {fu). oy une suite de Cauchy dans (E, N,
Soiv e >0, Aloss :

e M¥nm2ng = Nfi=fm]l<e

=% |l fn— Julles + 1o — FLll €2
wfa=tullze ot |Ifi- Sl <e

Do bes suites [f) o 08 (/L) en 200t des suites de Cauchy pour {C[0, 1), ||/
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On en déduit que : Les sultes (fo),on @ (f3).en convergent uniforme-
ment vers J et g sur [0, 1]

Or - =n théorisre sur lec su‘tes de fonction stipule qus J est de classe
C' ot f‘ = il

Done i 1fy— | =0 ¢t Jim JVf,~all = Jin JIfs =S =0
Aini : lin N{fa= /)= lin [llfx =S+ 1110~ L]

lim N(Ja — f) = 0 = converge vers f dans (B, N).

Conelusion : (E, N) est un espace complet et done un espace de Banach
réel.

2. Soit T l'opdeateur défini par E par ¥/ € E,¥r € [0,1]

() =14 [ Ft- ).

a} Montrons que T o T est une contrastion

1l faut montrer que 3k € [0,1[\¥[.5 € E,
N[TeT[=ToTg) < kN[ - g) t'est-ii-dire _

ToT f ~ToTallewHI{TOT Y ~(TeTg) |l € K IS = sllos + 117" = sl ]
Ona:

(ToT[)z) =1+ Jf: T - ) di

=1+£(1+J£"Hﬂu-—u1]d'u) dt

= 1+:+J£lj;_l?f{u-u=:| dut

Dot (T'e TS} {x} =1+ L Fla =) du
De mime, (TeTg)z)=1+z+ J':f:l gl — w®) dudt

Et (TeTg)(z)= 1+£“| alu —u?) du
Ona: i —_—
(o) - (TeTaa) = [ [ fu=wtydudt— [ olu o) dud

= [ = o))
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|(re T (z) - (7 T'g)(=)| U [JI' g)in = 1) n.fud'ii

,"f (f - g)lu- qu.iu‘

U (f = ghlu- u’]rh:i ::JF .I{J" — g~ ﬂ=:||e.[ﬂ
= u® € [0, ~ %] ot aprés une dtwde de n fonction £+ L= 2, an
tnontre gque £ =1 < - ; wie [0, 1)

Dafid€u—ul< 1 <1, et dane |[f = g){u—=u*) £ |f = gl
4
Done

(T oT 1)z} = (PoTg)(E) < jn 11 = gl
< (L= = gl 1
(T T)z) - (ToTa)el] < 3lI7 = slle Car t— S 7 W 10,1]
On on diécduit fue |
ITeTf=ToTgl|lwn< }!U = 9lsa (1
Onoa

(T eTf)iz) = (TeTy)(z)] =

[ fu - ) - f:-ﬂg{ﬂ — ) du

-1?
[0 = )= d

<[ 1~ gl d

<z =2/ il
(2 TYE) = (o ToHE) <3 =l car 221 <% vrelo]
Par constquent (7 o 7Y ~ (ToTo) o S g/ = ollos (2
U)+(@) = ITST-ToT gl ~(TTg} 1w < 5/ ~slle

Or : 311 = gl < 5 (I = plloo + 11 = #]
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Voo ([0 s LT OO % (11~ 4 = f )

WO Ty ;m; o
L= T T T TP A LT TR LY E YRR LT
Mraitaedin a1 webimaet in geradnd, B o et fiws tab unbipn

T T exl i onntartinn ot (F, ) et un espauss de Faroweh péel
g cnmnpden, abnnd oFpeis by thborbenn du podet fiee 35 8 sdirnt
e il ferlat fiee, ptteann B o pelnn Size

o Muntrenn Punlelth d'un pednt fize oo T
Hedw ko f2, wol epun TEE) = K.
Cia oo
T(k) = ko3 aTik) = T{E)
5 ff]"r.-',f'l;”:r =,

Lavsnies ¢ & ot nimad wn gt B penir 0o et o= K

o Monteons e [ prasdds effectiveraent un el polnt fixe,
(I bt
(o) (h) = b or TUT(h)) = b
o T o (TOTIN ) ) =Tih)

Denies T0N) ot nm i fiseee o 00,
£ i 1 6 T piessiade un unieue pednt e b nlom Tih) = h

Canclunion : h st blen un undaue point fize pour 7

D uisemseen Vecivbenee 3" unbgue application [ € 8 telle que :
fi0) = 1 et fHlx) = fiz - =) e {0, 1],

St J un proint foe de T

Daone: THf) = [,
o finnt derimble o Yz € [0,1), T(/)(=) = Jlx}.

Alnsi foont dbrbamble
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Deme Ve ¢ [0,1], T () = = f'{z)

Or : 1 fY(2) = flx - 2%)

Dane Ve € [0,1], fx) = flz-2%)

Onan:TNx) = fi=)

Paur z = 0, 7 [){=) = f{1})

=214 fuj‘{t — 1) il = fi0)

= f{0) =1 .

On en déduit done existence d'une application felk telle que
Sy =1et f'(z)= flz-=), Vs €[0,1]

o Montrony qque [ oesl anfogue.
it g & I wirilinnd

al0) =1 et flx) = flz =), ¥z €[0,1]

Comme g st comtinne sur [0, 1) alors ¢lle eat Ricmann-intégrable,
Donc : Jl' (1) di = Jl" olt— 19 dt

= fz) = 9(0) = [ alt = )

=» glz) = 9{0) + f ale— ) d

= glz) =1 +J’,n5'“ - (%) di

Par conséeent Tg)(z) = o(x) ¥z € [0,1].

Dol : Tlg) =0

Conelusion = g et un peint fixe de T

Done g = f

Aingi 2 [ est unigue,
En définitive ¢ i1 existe une unigque application f € E telles gque :

flo) =1 et fi{z) = fix - 2%) ¥z € [0,1].

mmm;m-m&m-m v

- - -
e e i I LTS B e T I T S L — T
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CORRECTION DE L'EXAMEN DE MESURE
LICENCE3-Mention :Mathematiques 2015-2016

L On donne X = {1;2;3;4;5,6}, A= {1; 35} ot B={4;56)

1. Les eléments de 'algébre A de parties de X engendré par
£={4;8]

Ona:AnB={5)

done posons C = ANE = {5}, 0=A\ B={1;8},
E=B\C={4;6} et F=X\[AUB)={2}
E.U.E et F constituent alors une partition de X.
Ansi

Al{4; B)) =A[{C; D, E; F])
=18 X;towes les reunions [finics delements de {C; D; &;F})
ﬂ{ﬂ;x;ﬂ'iﬂ;E;F;CUDLCUE:GUF',EUE;
DUFEUFRCUEUD,CUFUD, FuDuE}
={@; {1;2;3;4; 5:6); {5}; {1; 3} {4 6}; {2); {4 5;6}; {28} {1: % 5]
{1;3;4;6) {0:2;8); {2, 4;6); {1; 3;4: 5:6}; {1, 2:3;5) { L 21 3: 4: G} }

2. A esl bien nne o —algebre de parties de X car elle est stable par reunion
dnamhrable.

3. Mesure de probabilité u sur (XA} verifiant ;
Ay =L u(B)=1 ot plduB)= 5

g est une mesure de probabilité 55 pest une mesure positive
et p{X)=1

la mesure de probabilité est dene definie par :

() = 0, p(X) = 1, pe(A) = 4, p(B) = §, p{AUB) = !

ulC) = p(A N B) = u(A) + j(B) = w(AUB) = &

w(D) = plA\ ) = p(A) — ule) = 3

u(E) = p{ B\ c) = p{B) — pulc) = 1;
WlFY = p(X \ (AU B)) = p(X) — p(AU B) = i

WG U D) = p(C) + p(D} = 4, p{C U E) = p(C) + p(E) = 3
p(CUF) = plC) + plF) = gD UE) = ulD) + By =&
p(DUF) = p(D) +p(F) =}

WALIDEUR LMD; Consalls - Examens & TD - Corrections 1M
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HlEUF) = u(E) + p(F) = §,p(CUEUD) = p(C) + pl E) +plD) = ;
pCUFUD) = p(C) + p(F) + (D) = ﬁ
WFUDU E) = p(F) 4 u(D) + p(E) = {

1L f est une application d'un ensemble £ dans un autre X

1. Montrons que ;
(a) VT e PIX) SUXN\NT) =\ (T
On a
FHXA\T) ={we ) flw) e X\T}
={we X/ flw) e X et f{w) €T}
=[w & 0/ flw) € T} car [ est une application done Yo € 11, flw) e )
={w €0/ w ¢ 7T}
=0\ fUT)
b) YA, BeP(X) fMAnB)= AN B
O oa
JMANE) ={we N flw) € AN B)
={weflf flwje Ael flw) € B}
={w & §tf flw) & A}n {w e/ flw) e B}
=f"HA)n f7Y(B)
() ¥(Au)uzo € PLX)* S~ HUnsg An) = Uz £~HAR)

O

A= {u en/ flw) € Um}
n

ma

= {w ef | Jiflw) e An}}
nzl

=|J{wea/ flw) € 4.}
=l
=J £

"0

VALIDELR LMD: Conseds - Examers & T0 - Corrections 18
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2. § st une g-algelire de partics de £ et goune mesure positive sur (£2,8)

(a) Montrons que f(S) = {T € X/ f7YT) € &} vst une tribm de

prartics de %

On a8 osl une tribn done 11 £ 8.
Par difinition f(8) © P(X).

- Xef(S)enr XXt fH{X)=0¢eS.
Done f(S) est non vide

- Soit Te f(8), X\TcX fHUX\T)=0\/YTeS
ik S st wne el
Done X\ T € f(5)

- soit A, B e f{8) alors f~HA), [UB)eS
S HANB) = fH{A)n f~YB) € & car & ot v tribu,
DancAnN 8 g f{5)

= soit {Anlazo nne suite d'dlements de f{S),
done ¥ 2 0, /(A €S [ (U soAn) = Unsa S AN €S
eArS oSt uae frilvs,
Dene | ), og As € f(5)

Abnst f{S) est une triba de parties Jde N

(b} On poso : VT € J(S) w(T) = wlf~(T)

Montrons que » est une mesnee pasiive sur (X, 53]

T e f{8) done f*YT) €S et DE S carS est nne tribu,

- p{ll) = w{f~H0)) = p(0) = 0 ear - est une mesure positive

- Sait {An)pzo nne suite ' Hments disjoint de fiS) ona:

v(|J An) = plf M A=l J FA0
il

m>i nl
Soit m,n & N iels que m#n
alos fHALINS YA = o {AandBL) = 4(0) = 0 done bes
JHA) sant digjoints, 1o {20 S~ (An)) = o sp sl " Au))

par eonsiquent H{l_.l,e,} A= E"::ﬂ vlA,)
Alnsi @ est une mesare posiive

111 X est un ensemble non vide, Pour tons sous ensemble E de X on pose

: 0z E=0
"[m"{lsiﬂfﬂ

1. nanlrons gue g esi une mesae exterieur sue X

VALIDEUR LMD: Conseils - Examens & TD - Comections 1E1
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Wl =o0
- dnit AC Bc X

(n) A, H#0

an i utfA) = u'(B) =1
(h) A=, 5#0

ana ' (A) =0< p(B) =1

fc) A=, B=1
ana pt(A) = () =0

dome YA S B c X, ;% (A) < 5 (8)
= Sait A, An € P(X) 1el que A € U, up An
A C L sa An =, 3mg tel que A = A,

O o
DR A = (An)+ 3 p(4a)

nEd nzdnfng
ar par difinition de g

Y (A 20
LR TR
done p*(A) = p*(Ang) £ 32,50 1*(As) par constaquent
Hﬁ'; "Ufijf] } = ' (A) € 3 u(An)

nzl
Aingi g* o5t une mesure exterdrure gur X

2. Soit A un sons-ensemble de X tol que: A # Dot X VA#£D
A n'est pas g*-mesuralde ear X = AU X\ A) done

= ' (X) = p(A) + (X \ A) =141 =2

absurde
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CORRECTION DE MESURE S1 2006-2017
EXERCICE 1

Soft X un ensemble han vide,

i) Montrons que s (Antazo o5t une suite de parties de X a1 A = léu-*l.,
= |
- alors d"dﬂl"‘l Ag) = :—'5.-_"1::{"4'1""4“}

Soize X

Ciy aIEﬂ"-.{uf:'_luAh}ta-zEAtl zg igu.&...

wmra da {:TE -l";ﬂ'll Y. @1:# ﬁqﬂua--]
=lrsdezed)on--omu(zeAdetsEA) our -
=IEA Ayon--- ouxe AVA, oo

szed AU Uze A4 U
=re UfAid,)
g2

Ainsi "'r".{_’:;ﬂﬂ'r.l = “liFg{ﬂ"u'!m}
2] Soit R un seus-ensemble non vide de P(x) verifiant :

%A Be RA\BER
{i) ¥{Aulnzn € RY . YA R

#) Montrons que ¥4, )0 € RY, HI;I&A,., ER

Soit I,'.q..-,}ﬁ:_.u e R,

Prsons A = u";lnA“' , alors d'apeés (i), A € R et d'apris (il vn e N
. A\Ax € R. En appliquani Phypothése (i) & Ia snite {A\An)nze on 2
rE-’:_.rAl"A"J & R or e 'aprés Ia question 1) on a .-l‘l.,{ﬂl:ln..-l..} = W (A\An), Alors

,d._*-,[nr;b.-’.,.jﬂ. En appliquant 'hypothése (i) aux éliments 4 et A\ ra‘n"q"':l an
".,I:A".,{_r.;l.qﬂh}]- ERar A‘n{ﬂ\(ﬂ%ﬂ-]}l ER= ngn".'“ alors “E!uﬂn ER

b Montzons que R est une T-algibre de parties de X 58 et seulement s
X cedst un dlément de R

(=) supposons que R est upe T-algibee de parties de X. R est une T-
algibre de partics de X suppose que R est une algibre de parties de X, Ce
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qui impligue que X € R.

(=) supposons que X € T, o i it gue
En ajoutant cette nouvelle hypothise aue hypathéses (i), (ii) ¢t o ﬂ.ﬁxq
R # ¢, On montre facilement que R est une T-algéhre de parties e

EXERCICE 2

Soit X un ensemble non vide, T une tribu de partics de X et pune me
sure positive sur (X, 7).

1) Montrons que ¥ T, 8 € Toon o : p{TUS)+ p(T N §) = a{T) + (5]

Soit T,5 € T on a SU = (S\T)u({M\S)u(Tng) , S\T\T\5 et TNS
sont des éléments de T deux & deux disjoints. Done p(T U S) = p(S\T) +
u(T\S) + p{T N S) (1)

On a aussi, { T;;:]Tgfa};{g}lﬂ done p(T) = p(T\5) + p{T' 0 5)
fﬁ#}ﬂ‘é{gj’fi doric u(S) = u(SVT) + w(TN S)
Ainsi, on a p{T) + p(8) = p(T\SE) + p(S\T) + (TN S) + (T NS)
ar 4'aprds (1) en a (S\T) + p(T\S) + p(T' N 8} = »(T U 5)

d'o p(T'US) + p(TNS) = p(T)+ p(5) CQFD

de méme, {

2)Une condition necessaire et suffisante sur p pour que l'onalt ¥ T.5 € T,

p(T U8} = p(T) + u(S) — (T NS) (%)
I fant et it suffit que la mesure usoit finie c'est & dire u(X) < +oe

3) Ona suppose que  verifie (*). Montrons que ¥ (T3, T3, T3) € 7% on o
plTy UT; UTs) = p(T) + w(T3) + (1) — p(Ti ) = (TN Ty) — (a0
T3) + p{Th NTa NTy)

Appliquons {*) sur les deux dléments TiUT3 et Tde T Ona: u(TUTUT;) =
a7 UTe) + p(Ta) = pl(Th U T) NTY (2)

ana (MURINT=(TinTG)u(lUuT)

appliquons (*) sur Ty 1Ty et Ty 1Ty puis sur Ty et Ty

pl(Ty T U (TN T = w(T N T5) + p(Ta O T5) = (T N Ty N Ty)

VALIDEUR LMD: Congeils - Examens & TD - Comections
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!l'[_T:| u T3) = p(T0) + u(Ty) = (i OT;)
Adnsi expression {2} devient : p{TiUTRUT,) = #(T) + pu(T2) + wlTs) =

T AT = W(T, ATy - u(Ty AT 4+ (T T30 T
EQFD’ (T NT) = (TN Ty) + w(Ti NT3NT5)

EXERCICFE 3

= {a,bc}. On pose: Tig) =0, T{{a}) =1, TbY) = Ti{c}) =2
T b)) =T{{a,e}) =T{{be}) =3 et T(}) =4

1) Montrons que T et une mesure exterioure sur £ ot que T n'est pas
une mesure positive sar (2, P{Q))

Rappel @ une application £ : P{) = Kp ost appelée mesure extericure
gur X lomsgon

(i) ¢{#} =0
(i) ¥, A, BEP(N) Ac B=((A) <{(B)
(1) ¥, (Au)zo € PO ([ U Aa) < E{{An}

Dans notre cas, 0 est fini eton a: P(Q) = {6,102, {a}, {6}, {c}, {a.b}. {a, c}, {b.c}].
verifions (i),(5) ot (iii).

(i) On a T(¢) = 0

(ii) On a d'abord : ¥ A € P(Q), T(A) < T{Q) et on a:

T({a}) < T({e, 51, T({ac})

TU{b}) < T{a,B)), T({be})

T({e}) < T{{a.c}), Ti{b e})

(iii) On u 2 = {a} U {b} U e} m T(Q) < T{{a}) + T({b}) + Tl{c}). Ainsi,
an verifie pour (outes les rennions possibles.

Par exemple; {a,b} = {a}ufb} et T({a,b}) =3, T({a})+T({b}) = 142=3
Alnsi de suile - -

Alars T est une mesure exterieure sur £, Par contee, ona £ = {aju{b}u{e} :
reatmion disiointe, oron a T () = 4 et T{{a})+T{{4})+T{{c}) = 1+2+2=
3

Alors T n'esl pas une mestne positive sur (52, P{E1)).

2) Quels sonls les egls-cnsembles de 0 qui sont T =Mesurables ?

Rappel : Un sous-cnsemble A do 11 est dit T=Mesurable lorsgue : YW e €11,
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Tle) = Tlen 4) + T(e\a),
oana on verifie que {a) ost lo senl sous-enserbile non vide de $F qul et
=Mesurable_
Rappelons que V'ensemblp v +
msemble vide T=Mesurable car ¥ ¢ € 12, T{e Mg 4
TIENS) = T{d) + T(e) = Te)
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UFR 13 2019

Ic:nHREcnfjuw E.C.U.E MESURES SESSION 1 |

EXERCICE 1
Définition

1

. Une triby de partie de X.

Soit A une partie de P{X) (A C P(X))
A est une tribu de partie de X si et senlement si les propriftés sui-
vantes sont vérifides

{8, X}cA
i) VA€ A4 X A\A

) WA nen € A".Hlé.lﬂ Ay €A

. Un: mesure positive su. (X, T)

Soit (X, T) un espace mesurable et
g T — Ry une application vérifiant
A— p(A)
i) ulz) =0

i) ¥ (Aq}wea € TN une suite d.d.d g (ﬂn.fr",qﬂ} = T p(dy).

. Partie négligeable de (X, T, p).

Soit A C X. On dit A est négligeables'il existe Be T telque A C B
ok ;:{E} =0

. Mesure compléte.

4 est une mesure dite compléte 8l toute partie partle négligeable de
X est dans T.
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EXERCICE 2

On pose Dy ={ANE: Ee D).

1.

Montrans que T wne tribu sur X = Dy est une tribu sur 2.

\c X
Onn:¥YeDd, AHEEFA=M-'IHEC’1P"'{ ‘I'-:.‘IL‘_ &

= AN E & P(4)
Alnst Dy, € PlA)

i) Ona: ANX = A e A e PlLY)
AEPX)=ACX
FANXN=AeD,
Car X € D (D tribw sur X' done contiont X)

i) Onoa:AnN@=a
=@eDaear(@eD)
Aingi {A, 8} C Dy

i) Soit Be Dy
C Als3EEeDwlque B=AnE
= A\B = A\[AN E)

= AN[X\E)
Or X\EeD.
Donc A\B € Dy,

iv}) Soit (B )ien € 'ﬂf, an i 3 (E)en & DY el qute

YieN B =AnNE,.

» YBi= Y(AnE)

gibi= A0 ()

Comme D est une tribu nlors UEED.

D'on iEHBi e Dy,
De tout oo qui précide, on déduit que Dy est bien une et s
A
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2. Posons B= (M C A\M D)

Mantrons que B est une tribu sur A.

) Ona:@CAct@eD
=meD
Ona:ACAet AcD
=2 AE B

if) Soit M € B.
Ainsi MC Aet M e D,
Ona: AAMC At AAMeD.
Doty A\M € B.

iil) Soit{M)n € BN
Ainsi¥iem, MiC At M, e D,
M, CAet UMeED
N iEN
D'oir .%M{ € 8.

Finalement B est une tribu sur A,

. Sait F € P(X). Montrons que (o — A(F))s = ¢ - A(F4),

» Montrons tout d'abord que D,y = B.

Soit ANEeD, = FeD.
Ona:ANECAet ANEcDcar AeD.
Dea ANEEB.

=D,C8 (1)

Soit M € B.

Dot MCAct MeD,

= MuANMeD, (Car M e D) dolt M & D,
Ainst B C Dy (2)

De (1) et (2}, on conclut que Dy = B.

Un sait que + € P(X)

(o = A(F}a={ANE\E €0 - A(F)}
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Fa={ANE\Ee F)
o = A[Fa) est la plug petite tribu de A contenant Fie

Ona:FCP(X)= FiCPlA)

Montrons que o — AlFq) € (e = AlF))a

(@ = A{F))a est bien une tribu sur A d'aprés (1) car 0 — A{F) cst
tine tribu sur X,

Fa € (@ = A(F))a?

Soit T & Fu

=T=ANEawc EeF.

= T=ANEavc E€FCo-AF)
=T=ANE avee E € 0 — A{F).

= TE (o - AlF))a

D'els Fy € (o — A{F))a.

Finalement ¢ — A{F) C (@ - A{FNa (1)
Posons N = {EC X \ANE € o — A(F,)).

N une teibu sur X7

JOna:@CXet@NA=0¢ec— AlF,)
=@eN
Ona: XCXet ANX = A€ o— A[F,) car tribu sur A.
N est bien une tribu sur X {Travail analogue que précédent |,

e-—A(F) TS5t HeF

> ANH e Faor FaCo— A(Fa)

= HC X Di HeN.

Ainsi F C N, D'oit ¢ = A{F) C N

Seit H €9 - A(F)

= HeN

Donc HCE X et ANH €0 — A(Fy)
OrHeo-AlF )= AnHe (e — A[F))a

Ainsi (0 — A(F))a C o= AFa) (1)

(et (J]) nl:lllﬂiinu.m::q'—_d_{}'ﬁ],—_. E“‘A{Iﬂ.q

memﬂ:ﬂw&h-w‘m_m
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EXERCICE 3

Sait (E.T,m} uh cspace mésurd, On note commae AL, "ensomble dos por-

ties népligéable.
Onpose T={4uN:A e T, N € Mu}.

1.

Mantrans que T est e tribng, 1
"CElcrB=oUD & appartient & T ot A, (Car il est de

mesure ninlle),

» T ost stable par passage an complémentaire ;

Soit C eT. Nexiste A€ T et N € M, tel que € =AU N, Comme
N € N, il existe B e T tel que N € B et m(B) = 0.

On remarque alors que G = E\C = (AUN)P = ASAN° = (45N
55 ) U (A" N Nen B)

Comme AN B° € T (par les propridtés de stabilité de T et (A%
NTM B) e N, (car inclus dans B), on endeduit que &° = ENC e T,
Done T' est stable par passage au complémentaire,

e T o5t stable par union dénombrable :

Soit {Codnenw € T. Il existe (An)wen C T ot (Madnen © My tel que
Cy= A, UN, pour tout n € N,

Gumrm:]:murl.nutn EN, Np e N, llexiste B, e Ttel qua N, € B,
et m{8,) =

On a alors uﬂ'-(u.d.n) ( ) On remarque que

u Nq cCB= u B, C Tet ml[E} = 0 par e—sous additibité de m.
Dnm: U N, € N

Gnmme nlﬁ.l'ﬂ.d € T, on n finalement nLEJch e T. Ce qui prouve bicn

que T est stable par union dénombrable,
O & bien montré que T' est une tribu sur B,

b) On montre maintenant que TUN,, €T

e SiAdAeTonon: A= AUG comme @ € N, on en déduit
AcTDoneTcT,
sSiNeENaoma: N=@gUN, Comme @ € T, on en déduit

NeTdone NCT.
Finplement, on 2 bien TUN, T
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e e e

2. Soit Ay, Ay © T et Ny, Ny © N el e Ay U Ny = Ay U N

Montrans que m(A,) = mi Az}

Soit By € T tel que Ny © By et m{By) =10

ha: Ay CAUN =AUMNC AUl

Done par monotonie ot sons additivité de m,

miAy) € mlAz By) £ m{Az) + m(Dy) = miAz).

En changeant les riles de A; et Ay, on noaussi midg) < miA; ). Ona
donc m{Ay) = m{Ay),

Pour Bel it AT et NeNa el que = AUN,

On pose i B) = m{A) (La question précidente montre que catte dé-
finition est cobfrente.)

. Montrons que i est une mesure sur T ot Wiy =m.

Montrens que 7 est In soule mesore sur T ézale 4 mosur T,

a} On montre d'abord que 7 est une mesure sur T

Comme & = ZUS L @ ET NNy, ona M) =mig) =0
Soit malntenant (Chlaen © T el que & NEL, = 6 8

n#FEm Andeen ©T et [Nalaen © N tel que £, = A, U N,
pour tout n & N,

Comme pour tout 1 € N, Ny € Ny, il existe B, € T tal que
NoC Baetm{B,)=0

On a Cone Jéu':“ = (EHA)U{“IEJH?I'.:] On 2 dbjik v quz "LEIHH_ C

N Par dﬂlnilhndeﬁ,mndmnm(uﬂn) =;m(u‘.1 )
A nEl

Comme o NC = @ 8in gim, on b wissi A NAw = @singm
{Car A, € € pour tout p)
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La c—additivité de m (et la définition de m{C,)) donc alors :

() = (gete) = St
= E m{Ca)

meX
Ce g prouve In o—additivité do .

b) Op montre malniesant que Mhr=m:

SHAeT, ona:Am AUG comme 0 E N Onndone (A& T,
on e savait défl, et W(A) = m(A4)). Done Myr=m

¢} Ecfn. on monire que 7T est la seule mesure sur 1 égale 4 mosur T,

Scit m vre mesur sur § epaled msur T

Soi:CeT.Nedne AT et N N5 tel que © = AUN, Comme
NeAl leiste BeTtelaque N C Bet m(B)=0. Onaalars
ACCC AUB, La monotonie da T, falt que 7= m sur T et la
soms-acditivité de m Sonnest ©

miA) =m{A) £ m(C) £ m{AUB) = m{AUB)

Or m(A L 8B) € mid) —mi{B) =mi{d)

= On a done M{C) = mA) = M(C). Ce qui prouve que M = .

4. Montrons e N =N €7

Omn a défk vu (4 la question 1) que NaC T

I es: factls de voir gue Vo € N En effet, Seit N & AL 1 existe
BeTiwlqe NCBetm(B)=0. CommeT CT et que 7 = m sur
T.0Onadoneaussi B e T et W(B) = 0. Ce qui prouve que N € N

s Soit maintezant N e N Nexiste Ce Tl que N c Camil) =
0. CommeCeTilexdste AE T M e AN et Be T telquem(B) =0
et C = AUM € AUB. La définition de T doune que M(C) = m(A),
on & dene m(A) = 0. On en dédult m{AUB) Sm{A) < m(By=0a
derecomme CC AUBonabien Ce N,

yaltnE S pue: Consals - Exament & TD - Comacsons FTL]
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On n bien tmentrd gue Ng = N = T

EXERCICE 4
Cn donnn T (A € A2l A) = 1 o il A) = 11}
Meontrons oque T et ane triba s X

JOna:ze Motplz)=0n
b EeT
s X & M car tribusur X oot pilX) =1
= XeET
Dels {2, X}cT

i) Soit AET
= A e Mot plA) e (0,1},
Ona: AcM= ACK
' =S X\AcX
= uf{X"\A) = {0,1}
et comme X\A € M, Alom XA T,

i) Soit (Aien € TV
Alors Wi e N, A &€ M et ulA) € {0,1}
On oz (Adwen e
qnlE'rrA' EMH&JHH-LEI

= Do (Y 4) <1
=5 u__r.-i,ET'

FI::;le.mnnt on conclat que T est bien une triby sur X

VALIDEUR LMD: Consais - Examers & TD - Correctiors

—— e L e TR L W W e _——

Teiarrel e DS

LM,

174



—— T SR L T

LMO/CSC

- @UERECHDN DU DEVOIR DINTEGRATION

I Seent ’4“’_ J-00,0] | Ap=[RC-0), an[ v w3l et
B i tout x P |
L | ?jf:r,r}_< {(x} v PG e As
. - h-E 2 {{.1‘}651“ :{ e J.. |
r CL'E":T"&%\‘I"LLL fex mecure e fis kg ague s R : i ﬁ(FE‘)
e JmLm IS 8 )

r £y |“1:&vx{r\r;m ﬁ’],u,e % { '}(‘,_i Lfﬂ.u} ; nL :-:'-'-,.F'J-{pl,‘} )

r e ?{{ul{ﬂﬂ n.']:e Qe.x {-'o-u..J‘:EEn Erchir:ntl.ri.Le ele "I}HL{;}@'

r\.‘f . } _j_} r- D C.l:l,}ﬂl.'_ gzl ¥ |'-]|.t::.J..
: _. L(A“) 1 I ':"5 T Tﬂ‘--ﬁ "
. > L 4 .i- “-L S oz Mee T =1
'3 N on Wiee § ME %’}":'}:'1'- {-":'\:1.} 43 ﬂ%l = s Hﬂ, ¥
w  zs C

e | ¢
- Y :.:c..naeﬂz.:.anjc

-'1,: §j}.£'=~= _
. v % elt, (@ f{ﬁ} xf"f ﬁlﬁf} ‘Pfﬂ A ;Wh%_,
E
; ﬁ-l = ‘.“: I.I'_ r_ﬁ'a.,T_ i 1['}:»{1'.'1.‘:_11 . TDL"?'lt' ‘a—‘ﬂ‘ !
Uz ﬂ‘f’fuaa e
e R = e )= |

=3

(UH) Uf (A.} "ﬂulﬁ‘:iﬁ-m

e
VALIDEUR LMD: Conseils - Examens & TD - Comections 155

! ; = LT T A R e T T I e e L D e i s

Teiarrel e DS



s

vl xR
Aees Flveem [ xe £7(Aas) -
1% s - e =0 X, r

S T )
X e £ (A5 feoe Ap ‘}j‘:‘*:‘* o |

A0 = (e X ciag) i E'F . Lé:f'}}

I:“E@c:a'}' ng £0 o Cac

£60) K 5D + T L5005 T

%"*{A,ﬂ Yy =0 ¥ n F, .

e A2

' o ..l— ;
e %{;j -

)+ T L X

D‘U-ﬂﬂ %Ei) - ‘F[I)X ‘L(“[UJ nzg né_
p\-:_,,'l'«:,-;:_ ‘;;'_,ll'l:ll"l’:- ‘&;(-E"-. [E.'n CCLn y B g

e = (e 3.
5O = £ Xy gu)) Pl TN

)
YA o)

=)

L ———

£ Xgpay* Tk

nz i r.!?-

Eiﬁn:_,l&&hm = \"-a-:

VALIDEUR LMD: Consails - Examens & TD - Comrections

S e T e B LR P L B E TR R T
Teiarrel e DS

156

B T s



' 10.08.2020 . i
."‘ TJ D"gﬂi’\-\-&lh’mﬂ cL L‘:l .-:'T_,L.; ?3 s ﬁjﬁ}_ .ﬁumu'ﬁuf . .
- I:T:Et ) F"L(")“'E’““ cdene fal conbinig sur R . :
Veu et Borel PR) .owesucalds .
. J'h:'ra 'E’&iL Ly -;..-u.a.u“{'rt de 2 c_ic,ﬂc )'ﬁriﬁE:- ﬁ’fl’f&} ;
- o INZL L AL = 1200, 20] U4 g[n.gj\

' _ AN jit‘,n—].}*,in[-ﬁf-w:ui e (2 2t l\ﬂfﬂ—f}-} w1l {erm R,
P e Ane BIR). :
1 Cown J& ek %iiﬁ}-mwau& 7 (An) ¢ 'ﬁ(lﬁ'.};'ﬂf"ﬁ'“ _
i R ' e v el -

A - t PR - paeyere
._tﬂ% £ (A & P | B g iyl
z 'F‘K-F""[,:.ﬁﬂ\;fhl. elenc T:')[iﬁf' e ST [’C’L Lj |

-__ b Ve ] W T 2 .‘:4.'_-1”}{‘3_,_{& ) ﬁu-{' exk jg{i‘ﬁ)-numf'ﬂuf- 2
A d i

. :D{:n.-:_ ﬂijﬂlf’r"éa Loy .:,t::—nﬂ'-ﬂLi.{'E cLu T—C‘-E"ﬂ y
. - pa -L-'.'X_F—L(Hﬂ'\l est rEDC[E‘}r megurable -

W1 ¢
; 1 . o 2 h!‘ ) -fE}__mw-rﬂf‘i
PGLr "x.c:. reh:’L f.:{% 1“1 ST g .

" néﬁum L& Enlf. ':PUEI'E.:'—MEEW;:_UL :

Mzgre M -Eﬂ.':'fi‘:. 1 {
= | P e ; ,;.l ity v
_.11_ ﬂ__&_g‘ ﬂL:}-'I i Z .'1_ ')i _J-[H.ﬂ) '5'{- rﬁ("‘-’-—}'“h"‘qwaﬁ{'\ I L o

eI
l"l::J.ﬂ

cleve  Sen 1'.'ﬂ'LErSrfJ.I.£ FG\X rcerf;.-rl_ = F)l E'.{i'.}_-.{:e E'i EET
F'L(-ﬂ[{) = %‘:{t!ﬁ{ L)€ -"i'l.-i‘ TJE*H{;I’E/ 152 & j-.m-:[j’

b

E

l “

l A ) M ak as tTw 't“'-“—E-fI_‘g*b{-‘- e ﬁim:#ﬂ './-r b P
]

X

g

i = Tl

ALIBEUR LMD: Consells - Examens & TO - Corrections 197

N B L L TR TR T - )

e e DSyt



WY el

10 . . e . LK -
a a @Ehh Lq'.-'l"i. b'l"i..-l-l.l;_ 'E..J[ hh' ‘LI.".I-H'. e —_:"- jll""-. ] "Ll— 1 ‘:I'..i';-ptf.g‘? E-:.E.

) P..ifmr.m n f.n.L‘u.rljcjlrul.-.[.f. s )8R, 33 L .
Dﬁlq.-:,l.r{'i-"‘i- LE. Chngs » E;fﬂ*'ﬁ‘iﬁiﬂh& :'_L!L -F' ur 1'&,&‘—- 'f"tl:"

I .
a5 mwa{'k o }._ ﬂ-imn,hr: ,1_,[-_ En O

LZ
J 'E: AN = g X ,_Lh = J = {'{"-"—" dx € JE‘ -
¢ j-ﬁ1ﬁ.|_ IR J-Faell = T

brif ex 1‘-" wALe L >‘~ e

J}g“{_ ‘H}',n.tE’SrmL& «Le ;a_ .]bm_; rr_-.n“’

'fjl) Cr:il.m]kxﬂﬂ .,J'F{ :I:;,i ;:Iﬁ - - "
- D A 4 1JEF}'F‘1{shu\f -J-ﬂ{:{ﬂd i&(ﬂ *
£y i(}_b{ri_g_.ﬁ):—ﬁi

La3.ax| - =

: 1D‘}‘5* ced LE"- Conullaire du T.Cxlyn &
? - T . dp
- i Yoy e r .
5“: ( ‘E ST X’FHL{F&"D{; W*HSF\ r'll‘ {- [_ﬁl."l.‘j

nzy 1=
. d i B j_ . f-lh(-'dln}
) =T %X ™ 50 LG

—

—]

'E-W‘-{' Nzl _,':_--L('An') s %::: e .lﬂf Feng f—‘tn}

:J’:I & .f./:f.l_l_ ol € Eé{ﬂijjﬂﬂL}

P %-_L'—'lﬁf j_-?- o Lﬁ‘n" ;.:','l'l'j'f_.L

_ = L‘-.-.; clg] Ile [, 4_{-,”,,1;}

= 4 {‘.L(ﬁﬂ‘):j:-\im,-ﬁ:]u T\E’Trh\l.i{nu_[_ .
A0 = Dot bua i d)r M (L@, Fm )
<3 e 2 g Fro L

i i ISR R e R S o

Teiarrel e DS




LMDJCSE

—— 5":- ( L
wsi DL nzL P
g N }:4%._ -—.f,
wy nk ™
nd N= nzl

; "u-'i"!'
Djﬁi)r%.s 5) |, Riialegratle de g5 pos "

v i E ta R Ji:.u. -?q.{- H}‘-;“{-e\%wm‘
ek et afes ent & [k, donc &

%
3

a8 | Ach s pe B

Ax B =4 o
jﬁa_iag“i P -

AGP =qard

VALIDEUR LMD; Consels - Bxamens & 70 - Comesand "



S T DL T A e e

10,08, 2020 LMBYEEL
LUFR-MT :L3 Apnde N6-2007
ION INTEGRATION 1ER
EXERCICE 1
1. Donnons les difinitions des differents types de convergenee smivantes ©
(1) La converge p=p.p
Soit ( fu)aza e fonction limite f. (fa)uzo converge vers f p—p.p
4l oxi ), Wz € A°
s'il oxiste A tel que pu(A) = 0 et M soo folz) = fl2), V2
() Converpenes uniforme
(falnzo converge uniformement vers fsi Ve > 0,38 telque ¥,y €
Dfle—yl <e=|falz) - flz)] <4
I:::I Convergence dans [P
(fa)nzo converge vers f dans LP 5 limpsce lfa = fllp =0
() Convergenee en po—mesure )
(fadnzo comverge en p—mesure vers [ ¥e > 0, limgoio i{{z €
X fa(z) = Sz 2 e}t =0
(¢) Convergence g=p uniforme
{ fu)nze converge vers f p—p uniforme si ¥ € R, AN, p—mesarable
tel que p{Vg) < € el (filazo converge uniformement vers [ sur
X\NEg
2. Enoncons les implications entre les dilférents types de convergence
s La conovrgence uniforme entraine la convergence p—pop qui entraine
la eonvergence gemesure d'une suite de fonction 4 valeur finie.
s La convergence en LF entraine la convergence en p-mesure.
s la CoRVITRONGE 2 Je=treesure enlraine la CONVETEenCe jJ prosoue paatoill
d'une suite de fonetion & valour finie.
3. Montrons gue la convergence dans L7, 1 < p < +oo implique ta conver-
grnee on fi-mesiare
Pasans £, = {2 € X/[|fa(z) = fiz)] 2 7,¥r € N*}
o Premier cas il < p < 400
aprés Pinegalité de Markov on a w(E,) < [%"_fﬂ — ", Conseme
littigaten | fn = flly=00ma ht"'n-*m#'[gn} =0
YALIDEUR LMD: Consells - Examens & TD - Corections 200
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= Deuxidme cas @ p = +00
g € N* tel que n 2 ng = [fu—fl<r

= plE.) =0

done litipy o0 g £, ) = 0. Ainsd ( fa)nzg cOnVErgE VOIS [ en p—mesure.

EXERCICE 2
1. Mantrons que X, est B-mesurable.

Soit B € B, X;'(B) = [z € X/Xalz) € B) .
»Si0e Bet1gB; X7 (B) = {z€ X/Aalz) = B} = X\A €
«S5i0gBealeB; X (B)={ze X/Aulz)=B}=AcB
s SiN@Bet 1§ B; ATUB)={z€ X/Xu(z)=B}=2¢€8
ssi0eBetleB; XU B ={zeX/Xa(zx)=B}=X€B
« Conclusion : Dans tous les cas X7'(B) € B done Xy est B-mesurable.
2, {a) Montrons que {f >a} € B

{f > a) = {z € X/f(z) > a} = f{la,+oc[e B car [ est
B=mezurable et Je, +ocl[e B.
(b) Montrons que : @Xysa) S fA e
(=} ¥z & {J > a}, f{z) > a et Apysa) = | donc adipay = T paa)
(e o) ¥z £ {f > a}, Kipou =0
Done aXipsa < A 1)

D () ot { o) on obtient A7psey S fALr20)
DVoh d'aprés le théoréme de convergence monotone (TCM)

iy g L: frdpe = Ix]j“}-n-- sea Jndp = _[x.”#

3. (a) Montrons que limyyss firon a0 = Iy fdn
On sait que [ fdpr = [y [Xipemdp :
On pose fo = JAqpgn) > Ocar [ ot Xypany > 00t fAyea) <
JXiggary car {f £ 0} € {J S n+1}domc fy S fouy &t
liMe i fu = fA 2 500p = f.D0il d'apris le théoréme de conver-
gerice munotong (3'CM) limp i J-_x Judpt = ,E:,' limpy i fadp =
[y fdp - Ainsi limoy s f'ﬂﬂ} fdu= [, fdu

{b) Mentrons que limgaioenp({f >n}) =0

al{f > n}) = pl{ 2 n®Y) £ 5 [ Sl

VALIDEUR LMD: Corsells - Bamens & TD - Corrections 20
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u{f > n}) = ﬂ, j' S (o npris infgealind dee Markov ).

npl{f >n)) <L 4
Iif:-..{.H: ﬁA / u}i.:;-‘.r:; donc Wty (S > 1) =0

1. Manbrong que limguqeamul{f > a}) =0
A v de Ineuestion 3-h.

f (a)

(b

{e)

Montrons que im0 [, JA s 1yt = Sy fips

Przons Il:nll =_|r,,.r_”}_'|_] ::HII] cir _|r = 1ot ..-r”:_i_} =0

f £ faear (£ >3} € {f > 25} = Appat) S Meegle)
11n=.1|_|.+w Iﬂ = lﬁ!!! 'I"..-"E'”}.l} = .r-l'l{lr}rr}

D'aprés le TCM on o : limge o [y Jodpt = Sl e Suthis =
_fx Sdp done limey v [ faﬁh*}djl = [, fdp

Diteluisans

By o 1 = @ =5 Ve > 0,30 € N,V 2 ng, Jua =t <&
Daprés la question 5-a) an a ”-I' fﬁ{ﬁiﬂfﬂ = j-x Jdyu| < e
Ona: [y </

Dane [y [ X1y £ [y fdp

| Sy el = T felpe] = Ty g fff-ﬂ;;%pdﬂ <t
= [y fdp < e+ fy fX paydm

Posons A= {f > 1}
alA)=p{{f>1h < :'-I.ﬁ Iy fdp < oo, Doi u(A) < +o0

On a done : jx fedp < e + f_,f fXadnu

doiYe = 0,34 € B el que p(A) < 4eoct [, fdp<e+ [, fu

On o ¢ T est p—negligeable alors f est finie- ppp.

On n {f = +00} = Muso{f > n}. {z € X[[(1) = +} = (z €

X/ f(z) > n,¥n € N} = Mgz € X/ f(2) > n} et ({f > n}lnen

est decroissante car {f > n4 1} € {f > n}

1};'& >0,3ng € N,¥n 2 ngona| [ fAjsny] <€ =2 Jipouy filit <

COn pose § = pl{f > n})

VYA€ B,pulA) < 8onadone [ fdu < _ﬁhr‘}fd#{[
Adnsi
We = 0,38 >0 lel que VA E B,

Ay <d== [, fdu<e
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| CORRECTION : INTEGRATION SESSION 1 |

EXERCICE 1 (Cours)

1‘- .I 2

sotent (X, A4, o) un espace mesure pesitifct Ve e N, fo, farg: X = ® des
applications Ji= mesurnbles,
On suppose que f est u-lntégrable, ¢ cat pesitive et f, = f, ¥n e N,

1. a) Selon lo signe de f(z), mentronsque s (f+a)" < /™.
- Supposons que f = 0
Ona: fZ20= f=f*ct f~ =0 Par hypolhésc g = 0,
d'on (f+g) <0, Ainst f+g=(f+o)t et (f+g)" =0
Done (f+g)" < [~
- Bupposons [ < 0.
Omf<0=f=—Fat/*=00na(f+g)= [, done

= —(f+g) £/ (1)

Onaf==f~s-f=["cif+g=(f+g)" - (f+a)"
Aingi, =(f +g) = =(f+g)*+{[+g)". L'inéquation 1 devient :

~(f g+ {f+o) 2T (2)
I Cas:(f+9)20
Ce qui donne (f +g)~ =10, or f~ 2 0. Donc on a bien
S+ =4
2 Cas: (f+9) <D
Ce qui donne (f + g)* = 0. Ainsi, cn remplagant dans 2 on
obtient :

(f+em £J

On conclut dans tous les cas (f +9)” < /™
b) Montrons que [ (] + ghdp existe ¢t apparticnt i R,
On o foost peintégrale done [~ est ji=intégrale |
ie [y fdp < 400
Daprés la question a}ona (f +¢)7 £ J7
Comme [ ot g € Ly aloss ([ +9) € Ly
Done (f+g)~ € Lgetdeplus (f+9)" 2 0= (f+9)" € L5,
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Dot [(f + ]I“d,r.:uxlsl.-eul‘.Eﬁ . _
On note (f +gsr]‘ < [~ donc L.,—f:f' +g)7dp = -5 frap < "'T‘m
D'odt (f + g)~ est p-intégrable. Ainsi [o(/ + 7 - erdne ‘“E_
définic par : [, (f +ghdu = Jy(f +9) i — [/ +y)"dp € Be
Montrons que [, (f + g)du = [y fdu+ [x 9d8 .
On sait qgen: ‘rj!x” "'E!T]-I-d.l'-‘-f‘}x” 4 gf‘;dﬂ. L- ,f+d.|'-‘|_rx§ dp,
iy I‘rj:f[,:}t:t j:llxg‘j_p ﬁutmni:j_ S

Car + g, ot [, gdu existent,

De pﬁ:s d'&;r;ﬂeﬁui m::-ed': t [olf +9)dn = Jy f7dp < 402
Done [,.(f + g) s et [, f-du sont finics (%)

On a par définition : o
(f+g)t —(f+g)" = f4g=f+—] +g* carg 2 Odone g = g7
Soit (f+g)* + [~ =(f+g) " +f*+5"

Por passage & l'intégrale on a

[ +ar s tau= [rea 45 edlde @
F 4 X

Comme | f+g)*, [, [f+g)™, [+ et g* sont p-intégrables positives,
d'apréis le TCM on s :

T lCF + gy + f-ldue = [y lf +a)dp+ [y [~ du et

il +9) + 7+ +g* M= [o(f + o) du+ [ frdu + [ a*du
Ainsi 3 devient :

Jolf + g)Tdu+ J'x frdu= [o(f +g) du+ .rx Trdp+ .rx grdp.
Alors, («) nous permet d'erire -

JEEDXS [urvardu= [ rrau- [ rrau+ [ gvan

= [ (f +g)dp= [y fdn+ [, gdp
Montrons que VY eN, fa=(fi =)+ [ ppp..
Il &'agit ici de montrer que l'ensemble

B = {x & X|fulz) # [{fa = £} + [l(z))

o5t p-négligeable.
Raisonnons par |"absurda.
Supposons qu'il existe z € X telquez € B, je

fn{j:} ?E [L,fn - .I|Il:I + Il'{:}
Ona

[(fn = 1)+ JHz) = (fa = f)z) + flz)
= falz} = flz) + flx).
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Daprds be conrs f peintdgeale => p{{z € X ¢ |f{z)] = +o0}) = 0.

Soit |f] # doa epp.
1oy

(o = 1) + fllx) = fulz) = f{=) + f(z)
= fx)] cur fiz)eR

Ce qui est contendictoire & 'ypothdse précédente, Done B = § =
LY = 0, Adnsi 19 est pendgligenble.
Par consbquent Vi€ N, fy = (fu = )+ p=p.p. .
b) Montrons que T Juidp € Ry
Onsait VEN fo2 /= (f, =) 20 Dene (f, - [) LY.
On a done, fu = (fu=f)+ fovee (fu—f) €L et [ e L)
Dngrds la question 1) fol(fo = 1) + fldi existe et € Ry
Soit [ fudp existe ot € Hy (juste remplncer g dans 1) par f = [)

3. a) Montrons que limf, = liminf f, > f.

On sait que ;
WENf 2 = inlfizf

por passage A In limite on obtient ;
lim (10 /) 2 /
= limfy = f.

b) Montrons que [, imfdp existe et € R,
OnavVnel, [, & Eﬁ#!}.mf. £ .{:;-!.
D plus

linfe = (imfa = fl+F u=pp
limfs 2 f.
Ainst, d'aprés ce qui préctde [ lim fodp existe et € K, ( lim joue
ict le rile de f,, dans ce qui précéde)
¢) Montrons que [, lim fodi < lim [y fadp

Onw: fo—-fELt
Alors d'aprés le lemme de Fatou on a :

J:r@[..rﬂ _-f}d.r" -t il_m.[:.{rn = IHP
= L (lim o — f)ds < lim L (fa = Flda. (4)
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On sait que

.r'n n{fn"ﬂ"‘f
= [ = [ W=D+ 110

o [ nidu= [ itus [ S dopmiate)

Comme [, fdu < +o0. Alors [ fudpi= [y fdn = Jylfn=11dps ()
Die fagon analogue on a :

limf. = (limfo = f)+J
=-.-f Mﬂdﬁ.=fxtmm.ru‘f}+”dﬂ
X

:L[M.—;HFLMJP—_LIM (%)
(#) et (x+) dans 4 donne :

thndﬂ—j;fdnﬁlim%hdu—];fdn}

=Lﬁ_mfndﬂ-ftfdﬂiﬂlﬂj;fnd#—j;fdﬂa

Comme [, fdp < +oo. Alors

fx lim/adp < lim L udu  COFM.
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CORRECTION DU DEVOIR DE THEORIE DES GROUPES 2016-2017
ENERCICE 1

Soient A = {a,b,¢} ot le groupe (PLA), &) oit & est b loi difference: sy-
metrique.

1} Determinons P(A)

PiA) et Iensemble de tons bes sous-engembles die A et card(P{A)) = gerdiA)
- d'ofl card{(P(A)) =P = 8.
On a:P(A) = {2, A {a}, {8}, {c}. {a, b} {a, ¢} {Brc})

2} Quelles sont les cardinaus possibles des differents sous-gronpes de PA) Y

Daprés la theordme de lagrange, les cardinaux possibles des differents sons-
groupes de P{A) zont les diviseurs du eardinal de P{A), c'est & dire les
diviesirs do 8. Casont ¢+ 1, 2. 4 ot 8.

3) Montrons que H = {@, A) est un sous-granpe distingué de P{A).

= Mantrons que H < P{A)

-L'ensemble vide(®) est I'élément nentre du groupe PA) el il est bien &l
ment de H

-1z stabilite est trivinlement assurée.

-Chague élément de H admet un symetrigne gui est lui méme done eontenn
dans H.

Par eansequent H < P{A)

= Maontrons que H 4 P{A)

*a loi dilferenve svanetrique v commutative done (P(A}, &) et un gronpe
ahelien fini, doi roue sons-gronpe est distingné. Ainsi M 4 P(A)

1) Dererminons le groupe quotient 5, puis I table de sx loi quotient,
On a card(57) = 3 =4

= ﬁ{ji?;xe'ﬁ{an ot X=X &H
;ﬁfnﬂ {®, A} alos¥X e PlA), X ={X AP, X A A}

VALIDELR LMD: Consedls - Examens & TO - Comectians
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=X = (X, XAA), OnaXAd=(XUANXNA = AKX
Dol X € PA), X = {X, X\ A}. Ainsi, on n:

i = "ﬂ = ""1'5

(@} = {{a}, { b,c}} = (Be}; (B} = {{b},{ m,e}} = (T

!E] =’:-|Hﬂc}. {a,b}} = {ﬂ}

Wi S = (¢, {a), (B}, {2})

Tabile de In loi fptatbent
AT (@] @
e | @ [{z)| (0] (&
al | (a) | {3} | ) (D
b} | {of | {2} [ (B} [ (@
{2} | {2} | {&} | {a} | {&

EXERCICE 2
Seit I'annean quotiont A = gnrlz
1) Déterminons le groupe multiplicatif 1{4) de A.

93 fiant un nombre premier, le groupe multiplicntil est U{A) = A\J0} =
{1,3..- .23}

2) Trouvons tous les sous-groupes du groupe multiplicatif 4(A)

On a card{U(A)) =22=2x11

Les sous-groupes du groupe H(A), sont de eardinaux diviseurs de 22, Clest
Adire:1, 2,11 et 22

*| eq sous-groupes de cardinanx 1 et 22 sont les sous-groupes triviauy - {I}
et L(A)

*Le sous-groupe de cardinal 2 est comstitué de 'tlément nentre qui est 1
et d'un élément qui est son propre symetrie. Soit M ce sous-groupe. Alors
H o= (1,Z) telque (X = T On a 22 x 22 = 484 = 23 % 21 + 1 done
()2 =1

Do # = {1,22}

*Sait K le sous-groupe de cardinal 11, 0{K) = 11 premier.

Done K est eyelique, e'est 4 dine que K est engendr® par un seul Slément de
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LHiA). "

_{:ﬂlﬂ'lmtlh‘;m:ﬁ ar B .
OnadfP =T; 3 =3 @=0.7=§7 =rﬂ.§‘
E =il ==, 7 =B =051 =17 =
£ =580 Z:21=%= 1} On a de la chance!

Aingi K =< 3 »={1,5,5,4,5,5,7.8,8, 12,13, 1%, 18}
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EXAMEN DE THEGRTE DI GROUPES BT D'ANNEAUX]

1 seauion W16-2017

m—t t A= {1,2,4},0n considéra In groupe (P(A), A ) oit & est In lof différence
symétrique :[AAB = (AU B)/(AN B)]

1} Déterminons P(A
Enmﬁ:ﬁ_]}-%%
PlA) = {@,4,{1), {2}, (4}, {1,2). (1,4}, (2. 1)}

2)Les cardinaix possibles des dillérents sous-groupes de PA) ¢

Daprés o théoréme de Lagrane les cardinanx possibles des difléronts sous-groupse
de P(A) sont les diviseurs du cardinal de PlA). Cest-i-dire los diviseurs de 8, co
sont :1,2,4 et 8

3)Montrons que M = {@, {1,2}} est un sous-groupe distingué de P(A)

* Montrons que H < P{A).

L'élément neutre du groupe(F{A), Aest @, On o biecn B € H.

Soit 1a table suj :
iy & il,'ﬂ
g | e [{1,2)

ey [ {Le | =

‘apres e tablau H est stabie.

Tout élément de 3 admet un symétrique qui cst lui méme et qui est done contenu

dans H. Par conséguent H est un sous-groupe de PLA).

* Montrons que M est distingu

La lod différence symétrique est commutative donc{P{A), Alest un groupe abélien, Par
conséquent tout sous-groupe de(P(A), Alest distingné. En particulicr M est distingué.

Conclusion :H 4 P(A)

4)Déterminons le groupe quotien =M puls 1a table de sa loi quotiont

Dna:ﬂ'drﬂ{l’é:ﬂ}’%“%:d

On a2 = {X/X < P(A}} o0 X = X&H,
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={ }{1}-&{12 = {{1},{2
H iz

: 43481, 2}) = {{1,4}, {2, 4}} =
ﬁma:,ﬂ‘-! .

T&h!ed:: a haf quIiElmEh]: 5.0

4 g | {1 &FJTna
e | @ | {1 | &y 1A
1 i1} g |{L4}] {4
4

W L4 ] ) | {1
I IROER R
Pour tout x,y € P{A), XaY = XAV

5)Le groupe B4 et il eyelique?

Chaque élément du groupe est son propre symétrique.done il ne peut existé un élément
générateur de tous les éléments du groupe. Par conséquent 21U ne peut étre cyclique.

Erercice 2(Théordme de Sylow).

& est un groupe dont CNG) = 3% V, est le nombre de psylow pour tout p pre-
micr divisant O

)Montrons que My m let Vjy =1

O(G)=331=3x11

. ¥y étant le nombre de 3-sous-groupe do sylow de Cona
- V4 divise 33 done V5 € {1,3,11}.

- V5= I[3] = V3 = 1. Alors ,on a un seul 3-sylow.

. ¥y est le nombre de 11-sylow de G.

- Il"l]_ di\"lﬂ' 33 Iiﬂﬂ'l: P.II (= {113r11}

- Vi = 1[11] = Wy = 1, Alors on a un seul 11-sylow.

Déduction : '
. Soit M l'unique 3-sylow. Alors H est I'unique sous-groupe de G d'ordre 3. Par consé-
quent HAG.
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+ Soit K Tunique 11-sylow. Alors I st I'unique sous-gronpe de G d'ardre 11. Pat
conséquent fAG i
2)Montrons que ;
*HNK =
el HnK <

On a: HAG et KAG done H MK < H = QH n K)\O(H)de meme
K = O(H 1 K\OLK). d'ob OCH 1 K)\pged(Q(H), O(K)) or pged(O(H), 0(K)) =
Pycd(3, 11) = 1 done O(HNK)\ 1. D'od O(HNK) = 1 et par conséquent HOK = {ec}-
* Tous les éléments de H commutent avee tous les &éments de K.

Soithe Hetke K

On a: (hE)(kh)" = hkh='k! = h(kh-'%"1) € H car HAG

De méme (hk)(kh)™ = hkh=16") = (hkh=1)k~" € K car KAG

Ainsi;On a : (AE)(kR) € HN K = {eg) = (hk)(kh)™' = ec. Dol hk = kh. Le
choix de h et k étant queleonguealors YA € H, ¥k € K; hk = kh.

*Montrons que &G = MK, .
On & : HAG, KAG et HN K = {eg}. Alors d'apris le théoréme du produit direct
interne AKX est isomorphe & B » K.

HE=H » K = QHK) = 0(H) x O(K) =3 % 11 =33 = 0{G)

HK et G sont dewx sous-groupes de G de méme cardinal alors G = HEK.

3)Déduction : G est abélien,puis montrons que G est cyclique.

G=HKdonc G=H =K.

- On e : O{H) = 3 prémier done H est cyclique ef donc abftien,

- De méme O{K) = 11 prémier done K est eyelique /U est abélien. Par suite H = K
est abélien. Par conséquent & est abélien.

*Montrons que 7 est eyelique
H et K sont cycliques et pged(O(H), O[K)) = 1. Alars H % K est eyclique, Ainsi G

est eyelique.

On considére A et B deux anneaux commutatifs unitaires,
1)Mantrons que H{A x B) =U(4) = U(B).
. Soit [z, y) € M(A x B).

Alors 3(a, b) € A % B tel que (£,8).(a,0) = (1a.15) = {

T=g=]y {IEH{A}
-3
y=b=1p y € W)
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Ce qui donne (rouh & H{A) = (R
Alnsi, (A % B) © (A} % L)L),
» S0t (r,5) € U(A) = W(B).
rei(A) = e A ol que ra = 14
SEUBY =2 e B el que eb= 1.

Do (o.b) € A x B ol (r,4){0.b) = (ra, 5.0) = (14, 1p)donc (r,5) € (A x B).

Adnsl, W(A) x H(B) C LA % B(2).
De (1) o (2}.on diduit que | UlAx D) = H{A) % .HI:BH

2Montrons que les idéanx de A x B sont de In forme J xS o [ est un idil de A et J un idéal de B

N.B : vérifions que i T cel un idéal de A et J un idéal de B alors § = J est bien un

idéal de A x B
e d<(AnB4)?
f<A=04e]

0, O I
(04, 08) & HJEM{J{B#!?;.EJ
- Solent (z,4), (" W) e T x L
f=d

(zy}+ (2 W)= (z+ 2 yty) el =t o {..h:ﬂ

< A
oyl = (=2, =-y) € 1 HJM{J’{H

Alars f x J < (A x B, +).
i} Soient {(a, b)) e Ax Bet [z, p) €fx ).
Ona: (o bz, y) = {nc,by) € [ x Jear [ et J sont des idéaux

Coneclusion ;(f) et (i1} donnent que £ x J est bien un idéal de A x B,

Comment sont bes idéaux de A x B7

Soit  un idéal de A x 8. Posons

7y = {a € Af3he Bet(a,b) € K)

Ty = {b€ B/3a & Act{a,b) € K}

Montrons que Ty est un idéal de A ot que T; cst un jdéal de B.
= Ty st un idéal de AT

. Elérent neutre.

§ dtant idéal de A x B {0 0p) e K d'ot QW ey

, Stabilité par addition.

Soit ay, 09 € 77

(a3, 62) € T} = by, by) € BT el que {ay, by) € K ot {0, By) € K. K est un idéal de

A % B done (ag,by) + {ag ) € K = (o +ag, by + by) € K

VALIDEUR LMD: Conseils - Examens b T - Coerections
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Alnsi, 8 + 03 € Ty = 7} est stable pour I'addition.
-Soiteae Aota, €T,

oy €Ty = W & B ol que (ag, ) € K

On sait que (2, 15) € A x B, Comme K st un idéal de A x B alors (a,1a)-{a1.bi) €
K= (e.a,b)e K = a0 eT.

Conclusion : T st un idéal de A. .

* Par un raisonnerment analogue que le précédent,on montre que T est aussi un idéal
de B.

~Montrons que K =T, x Ty

*KCcTixT?

Seit (z,y) € R‘Alma:E.-"uel.yE.Ei,pa:&&ﬁnir.mndn‘f‘se‘r-ihgﬂﬂﬂ-i-'i'ETI“!-"“ Iz.
Dol (z,y) € Ty x T

Ainsi, K¢ Ty x Ty (1)

*TMxThcC KT

Sit (a,b) € Ty % Ty Alors il existe (u,v) € A x B tel que (a,0) € K et (1, b) € K.
Hmtunidhldpﬂxﬂetnnn-{ (a,0) € K ne (14, On).(
{ﬂ,ﬂﬂ}EH

Dal Ax B
De méme {{ HE.H.J:P.; E Kx done {ﬂ.lll lﬂ‘}'tﬂq b} e K= {D..l.:-a} e K

K est un sous-groupe de (A x B, +) done {a,0g)+({04,b) € K c'est-d-dire (a,b) € K.
Alnsi Ty xTac K (2).

{1) et (2) donnent que
Conclusion :

. Les idéaux de A x B sont de la forme [ x J ol [ est un idéal de A et
J un idéal de B.

3) Quels sont les idéawx maximaux de Zx Z7
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UFR-MI :1.3 Année 2017-2018
[ CORRECTION TITHORIE DS GROUPES 1ERE SESSION |
EXERCICE 1
L G et F osonl denx groupes d'éléments neutres respectils eg of ep ol
W 2 G = I un morphisme de groupes,
(n) Montrons que Keryg est sous-groupe distingué de G
i suppose gue G sl muni do ' ot F de " . Soit ki € Kerp.
Vrelonn:
Sl whez) = [z f(K)- flz)
= f(z™") rep- [(z) car h € Kerg
=[lz™") fla) = flz™" »z) = flec) = er
ear f est un morphisme.
Dot = « ki o £ € Kery cest-i-dire que Keryp est distingué
() Montrons que i est injeetif ssi Kerp =eog
(=) Supposons que ¢ cst injectil,
Soil z € G tol que f{x) = ep. Clest-k-dire x € Keryp . Comme f
et un morphisme on a fleg) = ep.D'odl flz) = fleg) Pulsque f
st injective, il vient quer =g AinsiVz € G,z € Kergp =z =
. Alors Kerg = {eg}.
(<=) Buppesons que Keryp = {eg}.
Solent =y € G bl que f{z) = fly). Alors
Haey™)=flz) Jlu™)
=fly) S
= flyey™") = flea) =ep
 Duncz ey € Kerg = {ec)
areyi=tg=ary T vYSEgryS =Y.
[Doi i et injective.
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2,

(€) Condition nécessaire et suffisanto pour que & Soit commutative
Soient {a,b), (o', ¥) € Ex F. Onn:
fa, b) », (o', W) = {a" &) », [a,b)
< (at(b){a"}], ) = (]t(b)al, BB
b = ifh (1}
ﬂ|lﬂr}|[u‘]] =a'[l{ta] (D
(1) ¢ F est enmmutatil

(2] b= Aut(G) bes T et G est commmtatil.
Dol o o501 comumutacif si ot seulement si F. G sont commutatil ot

o F —s Aut{()
b=t [,

EXERCICE 8

On note A U'snneay des fonctions réelles définfes sur B ot
F={f & Aff{0) =0}

1. Momtrons que T est un idéal de A .

(i) On note 4 s fonetion identiquement mulle,
Ve R Oulr)=0040)=0Dsh 0, 1.
(i) Soiemt fi, fz € 1. Alors :

Sl0) = [o(0) = 0 e (fy = f2)(0) = £i(0) + fa(0) =0,
Clestefledire fy = fa € 1.

(iii) Saiemt f, € et 1€ A

{1 - J2)(0) = 100} - fa(0)
=0 x fo{0) car f; € I done f1{0) = 0
=0= fi-fy€l
Alors [ est un idéal de A,
2. Viérifione s J et principal -
. Isixr=0
Soit fp definie par fy{z) = 3 sl
(1} Soit ke [

Alors h(z) = folz) iz} Y2 € R k= foh.
Do ! c {fo.fi f€d}is)

wmm;m-mlm.w ik
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G} Solt fo.f € {fuo.f: e A)
O nc: (fo 30 = Jol ) F10) = 0.F(0) = 00 =5 fuf € {
= {fof: feAye ! [+9)
(*) et (s} o5 | = {fa- fi fe A} Dot T et prineipnl.
$ Momrong gque | est pemler,
Salen JiJa € Atoks que fi-fhE T,
Aers (fy« f10) = 0, e-d-d fy(0) Jal0) =1
T I] ["} = {l oy _r:;-ﬂ“ =l
shelomfiel,
Dol I estun idAld promiber,
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M
€ xAnEnN DE THEORIE oes WonBrEs ¢ ARITHIEAGUE 2ot t0n

(AM L1 F‘TB’M)

'E‘B'ELLL-.'.{_EA E
E2ntia p Bum'w TD.

E paasaqy % [: Lo cn)

. Ovphsg raphde andfhode B S
BOb dsmoe s (faf puplique @€ SR & B
S = J\'ﬂh"'-',---; "HHU{H:Er R 2_.5 “-‘{ﬂ*# &Fm}:
cle yclos -

T = (4,0, $,7) (0, 4,€) [+, 4, (4.7,2.3) (. 6,1, 2)

""f) E (mv-r T F”mﬁ#,z ﬂé {g&& E.IA?;"ML& f&:Jb?hrfa

Omat G = T30 T 057 o 05 0 0F -

o P :{A'ﬂ’élﬁrr}

o= (00,
T = (3,00
'{5'?_‘1 :[4,3;3,#,”
U= = [Jaﬂlﬁlf‘}-

dboci v T(0) = BIR(G(m(e))) = A Lt
e dﬁﬁfam @m Obhent
VC(R)= E
T = O
tlon  (0,,€) whum k.

s Qma TH =X, Tll)=e ;q)=K,;T(sl=5,
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Eg*[s):T,:]-{rj: 4. 09nC (4,r,2,k,5,7T) w
A s el *
* Owme 3)=8; T(R=h) T(H)=2,q(2)=3
s (3,8 ,t,2) o amw tycks -

CTW= N, gyv) = n oo Tl p

(¥, N, m il ) |
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LCORRECTION | ANALYSH NiMERIQUE MATIICIELLE SHSSI0K 1]

EXERCICE ) (Vi eaereien @ adn Peennnm e 20172015 )
EXERCICE 2

Résalvann le systime Az = b pyes

wouo1 o =
RIEER 0
A=l 4y 5] wo=],

1659 |

1, Par la mtthode de G sans stotpie du pivot

rﬂ 21 3 =1y
a1 3 2 ]
(Alb) = 24 1% B Ly= 8=y et Ly= Lg=2L donnent ;
55608 1)
2213 =1y
01 32 l
“loaoog 1 |B=la-2a et ly=Li-Ly donnent
O 133 8
221 8 ol
o a2 0
hh -6 -4 |
o0 i
Il II‘;:] 3:13::‘!
il T = 1 Alomons -ﬁﬁﬂ_ fzy =1 - Iym™ —!E
- I3 Ty by ey =0 Iirﬁ
4 2xy 22y Fxy 4 deg = =1 2y = =
iz

2. Par In mithede de Guss avee stratégie du pivot earticl
Onn ;ﬂﬁlmtl =
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LEoat
ely, AT = A e B = Pt
ool § 5 5 9 1
_ﬂ-]ﬂ{]r-”-ﬂlﬂz T g
fi*lga ol A =lag 13l ® 5
1 G 4 0 221 3 -1
Fitape | :
4 5 59 1
mpr mps B I 32 0
ey =
(A9) =13 2135 o
2 & 13 =1
En cffectuant Ly = Ly — 3L o1 Ly = Lo — 4L oa oltlemt
4§ o 5 9 1
= i 6 1 2 2 0 o
t“ “"I it L] " -Fi 4
(AmEY) ¢ § -3 -} _i'{.l
O g g - —g
[Ty T ¢ PR - i s R
ﬂna%!nﬂi—i,ﬁdm:.iﬂ*-ﬁé et = B, evec
1 0 G O - z 5] A I‘
100 0) e (95 —F —% im= 173
A=log100|i* " |lo1 3 2|%° g
3
0901 o 'i _'": — _%
Etspe 2:
4 a9 8 & 1
iy T 0 ; -3 2 _1I
P 3 - >
(g =g 8 T 7 o
1 3 3
0 -3 -3 -3 -3
En effectuant Ly = Ly — 33, Lo = Ly §Lp oo obtient :
45 5 8 1
1
L IITAE. 0% -% -3 — 9510
LN I I ) B
00 -2 -2 -f
On & mazje| =4, donc AN m RAMN PV = P st PBi=ls et
JiZa
4 5 % 9 :Ii
* o2 _g = = o
1 g 3 Y= | X
AR = 00 4 et b t
06 -2 -2 -4
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En effectunnt | Ly = Lg + 1Ly on obticnt :

en

( jmﬁm} -

== =

5
173
0 4
0 0

Ainsiona , AX =& AGX = |18
Iy =3
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UFHD ANNEE 2016-2007
URFMI L3

EXAMEN DE ANALYSE NUMERIQUE MATRICIELLE - SESSION 1]

Soit A vune matrice enrrbe définie par :

41 0
A= 1.4
. ., ]
0 )
1. Eerivons A sous In forme 4 = 4( — N)
d 0 o0 0 - 0
A= |0 4 b S
; -I. . ﬂ i -|I. _i
0 o4 0 -1 0
0 = i
ok .
A=d4{I-Nyavee N=| 4 et f=
PR TR |
- . i L1} 1
0 - 0 '

# Montrons que A est inversible.
Soit || ||oe In norme associée & In matrice A.
u 1 1, 1
On o [Nlo = max 3 layl == gl4|=z1=3

Ful
= | N floe £ 4
=3 (I = N} eat inversible = 4(J — N) et inversible: Finalement
A est imversihle.
» Deduisons-en que A w= %
(f = N) et invessibile = (7 = N)" oo £ =
Or [Neo € 4= 0T = M)l < gy <2
Or A=4(l = N)= A7 = LI - N)™*
A o = JlF = NV < 3 2
done A7l < &

o Dicluisons un majorant de Cond(A)

On o Cond{A} = ||AllA™"]
Or Condua(A) = JA el A™ oo ethAlls =1+ 4+ 1= 6
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el A% e < 4 alors Conde{A) S 6 x :1
== Cond.o(A) <3 Ainsi 3 st un majorant de Cond( A ).

2. A est valeur propre de A
Soit  [A) = max [ € [[Allse par definition |AL € BAlles
= 1€1En

Al €6 iy

De Fi'l-ﬁ ,..l'l_l'“w = ;ﬂm < ! = 2L Tﬂf“i-}lll
Or minid| < |M]
==

2 < mun|M| £ |A)

Hlet2j=2<|A<6
EXERCICE 2
i 0 =1
A=10 2 0 |etb=|2
=1 O 3 2
1. Resolvons le systéme AX = b
Par la méthode do Gapss on a 3 =1 = 2 dtapes car o matrice o5t

d'ordre 3,

s Etapel, k=1

3 0 —1) (2)
All=[0 2 0 |kh=|2
(-lﬂ a 2
0 -1 2
2. 0 ) by = (ﬂ)
o 8/ \s
Ansi AN = b

:)0)-0)-

F i
[ﬁ-'l i, =}T - {1'! lr 1}
a2 Verifions que A est & dingonale dominante
2 etd > 0 done In matrice est & dingonale strictement dominanto.

v TS ER | MD: Consedls - Examens & TN = Drersciianc EL Y]

Teiarrel e DS



10.08.2030
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Attt upe mateiee & dingonnle strictrment doainonte, I mdthode
ede G Seidel ¢ Jncobi est comerponte,
Ehet erminons Tes visbenes progiee de A et encedtbinizoe gqu'elle cst definie
it ivae,

i-X 0 -1
OnaPafX)=| 0 2-X 0

=1 B 3-X

SplA) = {2,4] alors A et definke postive,

= (2= X124 -zx)

« A st definie positive, grmetrigue & dingonale strictement dominante

el w )0, 2] alors 1a méthade relaxation converge.
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UFR-MI L3 Annde 2016-2017

[EXAMEN ANALYSE NUMERIQUE MATRICIELLE
Session 2

N.B : Le sujet n's pas é46 corrigé dane le valideur édition 2018

Ezercice J

i. Relaiion entre Card(4?) et (Card{A))
Oz sait que Cerd(A) = ||4]L.IA7|
= Cord{A%} = |l4%||. 1A
Card{A%) =A% LA
=|lA.AjL.|l 4147
< (AR LARL A A
< [JAILHA L LATLAY
< Card{A).Card{A)

| Card{A%) < (Card{A))?

2. Montrons que Card[A?) = (Cardy(A))
On sait que Card[A"} < (Cardy(A))?
On & : Cerdy(A) = [l 1A
Carda(A) =|lA[la.lA7 |2

=y/pl4A)y plA- LA
=y/p{ A2/ p((A-1)?)
=y/6(4%).p{{A-F)

| (Carda(A)) = p{A%).2({A7"))

Posons dn = mezh) ¢ b = igl)

1
= plA) = A @ MAT) =
= plAT) = A2 et p{(A~")) =I]‘,f

VALIDEUR LMD: Corsells - Examens & TD - Carmoctions
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Mk Clard{A?) = (Clurdyf A))?

4 HIJ]‘HH.HWHH f:.'urr.ffﬂi} = {ﬂ’rm!;[d}]"

Cnowc (Curdgi4))® = A

(Cardy(A)]F =p{A A") plA7{A7})
=i AAT) AT AT
(Car A et péel : A* = AT)
(Cardy(A)* =p{A AT) p{A~1(AT)7Y)
=p{AAT) p{(ATA)T)
=p(A"A) p({ATA))
= AT A) p{{ATA)")
Or (AT A) = A el pl{ATA)) = IIEF Alors. A = AT
Daome A it sviclriguo. I

Froreiee 2

1.

Montrons gue Ker(A) = (L

Ker{A) = {V € B\ Av = ()}

Ouna; <AV V = > E-""FEE

cO,V =2z CVIE

na:C=0e V[0 VVeR dol |VI[E=0=V =0
Adnni Ker(A) =0

. Dwlufsons-en pour tout b ¢ B™, le systéme lindaire Az = b admet ung
unlegue solution.

[ apris oo gqui précide, ou o ; Ker(A) = 0, d'ob le systéne Az = 0
selanil une uniegue solution,

. ) Montrons que 7™ = (1, — ad)"r(0)

Onn:r™= Az =}

WALIDEUR LMD Corseds - Examens & TD - Covrections 17
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10,084,205 £t o

== o Agle=0) L

21 = ) oAt - By Y N
Posonsn=mn-1

£ o glin=1) _ n{.i'l:""'“‘ - b}
Portons '™ dans ri™,
pa i PU P n-{.ﬂ:["'""' - I-} -

= Anit=1 L 5 A [ﬁmin—l} N !.-} _
=Az"Y _ b _ oA I[..-"izt"'” - b}
= (I, — aA) (Azf"" — 1)

Donc |l = (1, — aA)rin-

. Montrons que ri™ = ([, — ad)" #(0)

On a: rin) = (f, — aA)riv-H

= p 0 = ([, — ad)rim

Dol la suile r™ st une suite ghométeigue de ralen (1, — 04
Done r™ = (I, — xA)" r(0) ¥neR"

) Soit =z € B™ el que |j=]]: < |
Montrons que : || (I, — aA) 2]} < o?A[E — (e + 1)

Ona
| U = e} 2|2 < 1l — A2

< (10all§ = 2elliallallAlls + (] A3
< 1 —2al|All; + «*|| Al
Cur Wr e R"jzfly < 1 = |l=|ff < 1
Ona: < Az, z>2 Oz
= ll4llz = Cli=ll
=||Allz £ =Cl=|ls
—llAll: = =€
car ||z]p<t
Dol || (In = ad) |l £ 1 - 2aC[All; + o®||A|}
| (fn = ad) 2]l < o™l Al = 20C 4 1

¢} Déduisons-en || (1o = aA)zllz £ 1 pour & appartenant i |
valle Bon cliois. FrpsrRemenl A wn ity

mmmn:mamnm.m.m L
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On a: || (Jy - ad)zif < || {(ta— 24) |5

Pove que || (L, - ad) - <1, il faut que 2?j{A|[f — 2ol =0
= alajld|l-2C)=0

= a=0aallAlf-2C=0

= alldlls[l4l; -2C=0ma=0

= ol|Allsl| ALl -2C =0cua=0

= alAlj)C-2C=0ona=0

= alldlly=2=0cua=0

Zag=— ga=

[1A]la

= O

I . 1y e e
1Al nCtIII!:I c
Dol o < 7 on o=

2
1 s e
Alngiae] u:,c]-

. Dédulsons une condition nécessaire sur @ pour que la suite {z0)qen

coaverge vers la solution de Az = b,
Ona: 2% = 2 — a{Az™ ~b), ¥YaeN

gia=t) = 5l — ar'm

plastl _ gind = _grinl
[z — 2| = alir™]|
= al|(l,— eA)"r™|
= alr™| ||, = aA)"|
< afr'® l{fs —eA)ll"
< air'®| eor|l(ly —aA)ll €1
Dione une condition necessaire est quea € [0, %] pour que ™ converge
vers !a solution de Az = b
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UFR L3 2017-2018

| CORRECTION ANALYSE NUMERIQUE SESSION 1 |
EXERCICE 1

1 =1 2
A= -2 1 1
=1 % 1

1. Eerivens A[?nm Ia forme LU ob

1 by gy Upy
L=1ly 1 olewtr=|0 Uy g
I3y l53 1 a 0 um

o ]

U = (e v, s )i Us = (0, 1z, w33, Uy = (0,0, )

Etape 1 : Déterminons la premitre colonne de L o'pst-dedire L.

Le pzoot de la premitre colonne de A est 1. On divise done la premiire
colonne de A par 1 :

1 =1 2 1
-2 1 1 , d'oh L| = | -2
=1 2 1 |
Etape 2 : Déterminons la premitre Hgne de U/ c'est-d-dire u,,

Clest tout simplement la preibreligne de A,
Ainst, wy = (1,~1,2)

Etape 3 : Déterminons Ia denxibme line de o

=1
On sait que Uy ="""_.E: fpe tigy, p < 5.

Dol tigg =t — lnwz=1-(-2) x (-1} = —1
upy=apn—Iyup=1-(-2x2=5§
Ainsi, uy = (0, ~1,5)

VALIDEUR LMD; Conseils - Exarmens & T0 - Correctiang
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Etape 4 : Déterminons la deuxiéme colonne de L

: =1 .
On sait que ; §j, = (Ep,-lgl‘lﬁ'ﬂh) tiapy P < i

Alors Iy = [‘-'gz =ty ugg)jugg = (2= (=1) x (=1))| -1 =~1
Dong L= | 1

—]
Etape & : Calculons o troisitme ligne de U/

|
'Dﬂ-lﬂ.it-i[ﬂ! UH _ﬂpj—E Iﬂ“]:;rp{j'

Par congéquent tgy = agy = E Lag tiza

“u=ﬁn-[fmu1:+h=ﬂ:ﬂ='l"{{ 1) x 24 {=1) x §]
Lyy = +8§

D'ou : uy = {0,0,8)
1 0 0 1 -1
Finalement, on obtient ; L=|-2 1 O0|etl/=]0 -1 &
=1 =1 1 0 0 8
. Dé . e A
Cna; A=LU
Alors det(A) = det{ L) det{l/}

= del(lf) car det(L) =1
= gy tigg gy car UV est trinngulaire
Soit det(A) = -8

_ Pour caleuler A~! on resout les systémes linéaires pour les colonnes

(B 5908
(8- ()3 )63

VALIDEUR LMD Consails - Examens & TO - Cofrectiens
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0~ il
5 n;“) (1
B8 420

1B L8 3/m
Dot A7 e | <1/ - n;nJ
Bk 18 1K

1 I o rﬁ |
]
3 1 1

EXERCIOE 2

61 1% f= 12
Sedt lo smyntdane: lindsidre |2 4 O |20 = 0
Il 2 & EA fi

|, Métheee de Jneobi avee 2™ = (2,2, 2)7

| :E) (E:’:J

{12 (1 7 24 1 x 2)
i

F 4
:(2) o-ter20s (_ff
2 ]

(12422
\ fi /

i

VALIDELR LMD: Consels - Examans & TD - Corrections
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(12 = (1 % (~1) + 1 x 0))
G
.| scexgennn | (1)
4 10/9
6 (1% §+2x(=1))
i
(12— (1% -2 + 1 x 10y}
6
L8| 0=(2x¥+0xil =(_Ef3’ﬁ2]
4 31436 ;
G- xB+2x=F)
. G /
1,526
M.usj:'_-[—],ﬂ.&:!)
0,861
2. Méthode de Gauss-Seidel
[ 12— (1x2+1x2) ]
G
:*'=1=[§).:"J- 0-(2%2+0%3) =j£‘?3J
2 1 1
6-(1xi+2x(-3)
4 fi ]
[ 12— (1%24+1%2) ]
G
4/3
o | 0-@2x3+0x2) | _[°
x : ':;"3
6-(1x3+2x(-1))
i
VALIDEUS, LMD: Consells - Examens & TD - Corrections 233




10.08.2020

LMD/CSC

[ 12—-(1x=-F41:1) ]
6
a5/ 18
= {.ﬂ 4 TE 41 = |} = (ﬂﬂﬁ,ﬂluﬁ)
1

ﬂ—l[lxﬁd-zx{-""“ﬁﬂ
G 4

e

lﬂ-—{lxﬁ-”x—-ﬁl
¢]

::5, ]

431/216
O-(@xgHi+0x1) | (—dsl,fe::s:a)
A 1

6= (1% 542%(~-11)

L G
1,095
Doty z = | =0, 9495
1

EXERCICE 3
1. Soit LU 1n fnctorisation LU de A. On v intercaler doans cette {ncto-

risation la matrice réelle D = diag (y/|wgl)

Ona:A=(LD)(D-W)=BE Avec B=D"'1,

La symdéteic de A entaine B3 B =g,

Ona: B (57)"" matrice triangulnire supéricurc ear B (H)~F = (D=1 (&7 !
BT ot (BT)™! winnguinire supérioure

INEE Y I trinngulnire supérioure

a-! BT matrio trinngulnire inféricure et 3 (BT = B-igr ot déne

E {_ﬂ"r_}"l' = =\ i "

D'oiy B(B7)" = 87! B = ding (Sign(uy)) = §

> BN 8 ==Y B @ = B5=C

Dane A peut &lre mise sous la forme A = BCY qvee 0 = 35, Cest-

a-dire In i-tne colonne de C est égale b b -2mo colonne de 7 allectéo

VALIDEUR LMD: Consells - Examens & TD - Corrections -
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du sSigme i miy

- Application mumdrique,

12 11
=2 #% 4 3
4 14 40
13 0 0
1 0 0 o
21 00
On trouve L = {2 W p
] =1 =1 1
1 0 0
. 0 -1 0 0
SMT 00 —1 0
o0 0O 0 1
B = LD avee D=dieg J|uxl =T. Dot B= L.
1 0 o 0
g 2 =1 0 0
Ainsi O = 1 2 -1 0
11 % 1

WALIGEUR LMD Conseils - Examens & T - Comedtions
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Examen deuxiéme session
Analyse numérique matriciclle
2017-2018
Exgreice |
3001 le svetéme suivang -
2 =1 4 0\ orx 5
Al * =1 5 11fx 9
=2 2 -2 3l{l= )= 4
i) 3 =9 §/ \x, -2
Meéthode de Gauss
2 -1 4 05 £l £ Apa
t =1 5 19 |L=L-2,[0 e B

1
-2 2 =2 31 JlavLi+y|lo 1 2 3e
0 3 =9 §4|=2 0 13 &

o f2 -1 &4 0fs
L=y g0 3 -9 4f-2
L+"'L1Lﬂ 1 2 3é

a 1 =3 1l-1

.
bLy=L;=2L [0 3 -9 4|-=2

L._i-Lz-E.l-q 0 0 =15 =5|=20
0 o0 i} 11 1

On obtient une solution en faisant la montde :
Clest-d-dire xy = 1

Ona:=15x; —5Sx,==20 =2x; =1
Ona:3x -9+, =—2 =x;=1

Ona:2y; —x:+4x3=5 =35 =1

VALIDEUR LMD: Conseiis - Examens & TO - Corrections
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2. Wération de Gauss-Seidel : (I~ E)X,,; = FXo+ b avee

i
o1
—F= i
o3
I 0

=

!

I

Il
[ - R
(=TT~ 3 X
=R

% B ?}?.’“- Host = (D=EY"FXu+(D-E)7'D, X = (D=EYIFX 4 (D -E) b o5 ey =
Om obtient alors (D =E)eqiy = (D~ E) ' Fe, et 81 on éerit composante & composante on ohtient
3‘-l--'l - "'tl = t‘!ﬂnﬁl % i’HEI"ﬁ

-r+:| +=f.+1 = —ea = |60 € Flenlle + dllealle = leal
20, +3e),, = g e It il < i lieakn+ {itnlm = J0tall=
qu.|3-1+dﬂ" tﬂ—!f"'d- Jlliiﬁ"n‘ q'l"i[ll-'.ﬁn ﬁ”ﬁl"—
Gt =0 e, | < fiel.

el dope

17
Eenlle ﬁ[!r.E-.

) §i 0 0 0 0
-t F 0 0 0
(D-E)'= _i - _i g g .
AR
o § 0 0 0
o -4 § o
Li=(D-EI"'F=| 0 -1 }1’1 0
= -
FREE

et done [Lifl.=max(.3 4. 8. B1=5.
On en dbduil donc 1a convergence de (X)) vers X*,

VALIDEUR LMD; Conseds - Examens & TD - Cormections
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UFHR M1 13 MIR-2010

[ CORRECTION - ARALYSE NUMERIGUE MATRICIELLE SESSION 1]

A€ Moa(R) ||AllL. = {'_EL El[uujnlm

L. Vérifons quo [|.|[,. est une norme sur Mua(R)

* Soit A € My, [R). Alors A = (0,)1200m
VR € D b (- ),y 50

= loy,f =0

2 B Pl

1= j=t
= ||Ally. 20

Done |||l est vne application de A, . (R) dans ®. .

® Soit A & M;.-._.{RL Alors A = {ﬂ.ﬂ;gﬁm-

e
mon I
Mllso =0 <& l[All,e = [E Eloul] " =0
L E iilﬂuF = ()

f=) g
s [yl =0 Vi, 5) € {1, ym) x {1, .
20y =0 Y(i,§) € {1,-r m) % {1, n)
[|A]|ge =0 &+ A =10 oi D est la matriee nulle dins Moo (R)

s Sofent A € Maa(R)ct AR,

VALIDEUR LMD: Conseils - Examens B TD - Correctiors
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e =[E Epoak]”
= [|:«|='E i‘iﬂul‘]m

pm] qam]

”"""4“1#.' = Al il-""“u

* Rappel : Inégalité de Cauchy-Schwarz.
Scient iy, -+ , ) € R™ ol C* et (v, ,u,) € R" 00 C°.

Alors 3. Juy ] < @tiﬂtt‘)m [E:Li""r)m
Remarqgue ﬁ i "4 }5_

pmlym]
12i%n
Soient A, B € M., .(R). Alors
A= ':ﬁ.ihiiém
1 45=
B = {byshigigm

Wi 7)€ (Loe ym} 3 (1o b, fogg # Dil® = fog 4 i o + by
Or Jag; + byl < lag] + [byl.

Done Wi, j) € {1,++- ,m} = {1,--- ,n},

Jag + byl < [laggl + |l'u|i|ﬂu + byl

fais + bigl® < |ag] lag + B | + s lay + bl

= |ﬂ1j+‘!'1fF5=$?; lﬂu1hf:+'5’-.1|+|%§m1hj|iﬂﬁ+bu|

I€1Em Sm
18rss L5rgm LEjEm

Or, d'aprés linégalité de Cauchy-Sclwars, on. a :
L lag] loy + byl € (tsEm[ﬂ“F] (lﬁ%nlaﬁ i 5"‘1)
Isigm 154%n

T2j%n
EA T

b\'? (T lag + b\
| ﬁftbuliﬂuﬂulﬂ(uﬁ-ﬂ%‘ ety

Ainsi 3 |ﬂ'l.f + !;'l.:||:I < (ltﬁml%lz)llﬂ (]ﬁizsmlnﬂ: <k bljs‘l)lﬂ +
\5igm = \ gy

igitn
15jE=

()" (™) i

18554 E‘é-
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e o

bTF
3\ 1T = by
E fagshyli < (L I”“")t"*(.;-z:-'b"'i] j(,é%?au )
t'.};:-.. LE# LY 15354
2% bl
|..=',-,*.,'1 (’E Iq""t) -ﬁ; (1 1'5-: =)w
F o If2 gy 12
(.aﬂu *v") < (&N (&)
el g 1i2 S gy L2 :‘EEW o 13
: |
() "< (") "+ (™)
7 33
or (.;EEJ““'"’?F) = (L Zloy=bf) =iia=Biy
1™ (e fn)”
(i2") " = (B Blewf) " = 1
£ M _ R Epan) o
(12*") " = (& EuF) " =18l

Done : [|A+ Bl|y. < [[A]lge + [1B8ilse

Conclusion : |||, et une norme.
Viérifions que : [|A]]F, = ir(4'4)

Spit A € M, ..
Alors A = f“”h&jé:' e ld= {ﬁuh&:'%-:

Donc : A'A = fﬂuh&ﬁ:- oll Gy = l@.”—u’ by
Or : tr{A'A) = Eﬁi
On en déduit que : tr{A*A) = E I s by = E E ()7 car by, =

Or : (a)® = Jewl® . =
n
Par conséquent : tr(A'A) = L. ¥ laul'= ¥ 5 |ay,[* on prenam 7 = k
V=1 em ] ym]

\mem:m-wim_m 240
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N Ll - el e e

tr{ALA) = :E: ,%.l“ S W
m 112 m A
Mo =[5 Sjoal’] = Mllo= & Zheo @
D (1) et {2), onm en déduit que ;
1Al = tr(A"A)

2, Euppmm que: A€ "ni‘n-.n'["t:l et B € Moy(X)

Alots A = (84 igm et O = {bijhﬁ’ﬁ"
(e

AB = (eyhigigm 00 6 = E i biy

byl = |P¢uﬁb| S .riﬂik b
Or, d'apris inégalité de Gauchrsrhum. ona:

E&Imbulﬁ(zlﬂpal’} (1 m.r-*];
Doue |q,|'={;z;u.kt*} (£ 1a?)
eyl < (L 1aal) (Z el

£8- 5l < 5 (Baaf) (Eir)

- t 1€1<m =l 1
e IE_‘:'EET 1S7aF

(ELEL
== |= 1"'1_ F 3 -
(™) -(& L) =11Blsc
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Done ||AB||se < || Allse |1B|Ise.

- Mentrons que || AB||5q est invaripnte par translation crthogonale.

:5““ A E Mun(R) et U € M, (R} une matrice orthogonale c'est-a-dire
Ul = Imm- :

Ona:

WAl = ftr((UA) DAY = Jtr (£(LA) (UA))
= \ftr {4 WUA) = yJir (1AA) car VU = I
=fir(A4)

WAl = |lA]lse car [JA)2, =tr(A*A).

Dione : ||A]|,, est invariante par translation orthogonale.

. Supposons que A € M, (R).

Soit U € B {0} o
Ona: ||JAU], = (g 1 Leu ) < (i (é]ﬂlk m|)=)

(2]

Or, d'apris Pindgalité :l-t:lr{gjﬂuf.ll.:.r-&hﬂﬁ:s, ona:
T 1] ) m 2

£ low vl < (Bloul?) ™ (£ uil)

Dok

12

Ml < (& [(Zleat’) (Er)])”
<[(Emt) x5 Bl

WALIDEUR LMD: Conseils « Eamens & TD - Corrections i



lﬂ.l:l-.'..au,:q

Par conséquent = || Aullz = ljulla [|Alls

[l Au]s
w — ¢ liA
oy < 1l

Aull
Or, ||Allz = 8§ [ Aulls
Al = Sv Tl

Done fjAll: < 4l (1)

Supposons que Ay, , Ay sont les wleurs propres de A 'A.
Alors, Wi € {1, ,n}, X < p{A*4) et

Elg =ir{A A} = ||AIE. < ifl-p{.a tA).

Done [|A4|[3, £ np(A 'A) = n||Al]

Al < n 1413

Al = 7 [l Alls (2]

De (1) et (2), 6n en déduit que ¢ [[Alls < [|Allye < VA [1All
1 sii=j

3, Soil ={'EIU}:|£|.;!EI| I:Ifllﬁu-{ 0 =iis#j
Ona:

3 Ef;.zl*f
ilse = (£1)" = vAs1

Mise = [E ilﬁuljlm

Dene ||.|lse n'est pas une norme matricielle induite.
6. Supposons que A = u’
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CORRECTION EDO 1 SESSION 2

Soit la méthodede Runge ICutta avee pour tableau de Butcher :

EXERCICE 1

0|0 0 0
G| 00D
G| 0 & 0

o 0 1

Les conditiors sur Cy et Cy pour D'ordre |- plus élévs, .
« Une méthode de Runge-Kutta est d'ordre 1 (et donc consistante) & :

r}:v;bn'-l {g = 3 érages),
‘ilbi=b,+b-:+ba=-1}+n+1-1

Alnsi quelque soit & et O cette méthode est au moeins d'ordre 1
. Une méllhm:iu de Runde-Kutta est d'ordre 2 sl ¢lle est d'ordre 1 et si

2 WGz
= g 1 1
ﬂnn:'gbeﬂ'=§ﬂ5'a=i- :
Ainsi cette méthode est au moins d'ordre 2 pour G5 = 3 et Oy quelcongque.

» Une méthode de Runge-Kutta cst ay moins d'ordre 351 ; b7 Ale = 1

0 00 1
br={ﬂﬂl},({?= 0 n),e= 1
o Lo 1

Dna:ﬁrﬁtz=é#%=é{nbsurd{=}

Ainsi cette méthode ne peut &re dordre 3. Finalement Vordre le plus éléve

est 2 avec £y = 5 et 3 quelcongue.
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EXERCICE 2

Par définition : Générale la méthode de Runge-Kutta & 2 étage (2 ni-
VEAUX) o pour schema :

L.y h) = j%ll by = bnky + byky avec &y = f(t,y)
by = I{t'l“:'thr!."l'ﬂilhkl}

Méthode de Heun

Ona: 3.'.1+1—y.,-!-h t, g, ) avec
¢t yo,h) = uffl..11.r¢}+ 5 (bn 4 B tia + 4 f (b))

=Sk

i=]
1 1
wvecly = — el by ==

by = J{tw, H'n}'
ka= f{l+ ko + hk)
Ainsi Heun vérifie la formule. Donc ¢'est bien une méthode de Runge-kutta

& deux nivean,
Tableay de Butcher
oo 0o
111 0
Méthode d'Euler modifi¢
Sty ) = flta + Ly + 2 flta, )

De facon analogue on montre qu'il s'agit bien d'une méthode de Runge-Kutta
i 2 piveaux &t on deduit :

Tableau de Butcher :

0
1

=1 ElLo =]
Lol =~
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100, 20020

it i

EXERCICE 3

50-!‘1. III- m&thﬂiﬁ H :l;l.'.j = yf. + h'l#'irnrzll‘ll 'rt}
Ona: eZa, 1a, ) EJE1 byvy avec 7 = {il 3 iﬂ

avec le tableau de Butcher EI—S-
0D 0 o
% 0 0] et l!:.-' . (g)
-1 20 1

» La méthode est au moins d'ordre 1 ssi ’qh, =1
J'-

a 1
Ona: - =
E&_f=ﬁ+ﬁ+5-1

Daone h mithode o3t au meoins d'aedre 1.

» La méthode est au moins d'ordre 2s5i ¥ Cle = b7 de = %

U ﬂ ﬂ
Ona:bTA= (1 4 1) .1

5 2 u ‘
Done la méthode est au moing d'ordre 2

» La méthode est au moins dordre 3 551 87 Ade = %

¢ 0 1
Gna:b’"ﬂ*ug:(l & -1-) 000 n.l
6 & &/ 01 00fly) ©
D'oil b7 A%e = %
La méthode est au moins d'ordre 3.
Comme il s'agit d'un schema de Runge-Kuttn & 3 Gtages (niveaux) lors I

méthode est au plus dordre 3.
Finalement ln méthode est d'ordre 3,
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20182019

| CORRECTION ANALYSE NUMERIQUE DES EDO SESSION 1 |

EXERCICE 1

On donne { y(E) = + F it}
yil) =
Schema de Euler ﬂ:p!iﬁl:.

{ V1 =15 +hf{¢nlyl}
Wa =38

1 1
= Pl = Uy ﬁl Ii Ain = (] = hﬁl—':) 1w
Onait,=ty+nh= 0+ nk
=k, m G
t'l:l'unpt'l:ura'lE'ﬂ“:ll'!ﬂﬂllalli:E
In a swecrssivenent ’
-y[!}‘;;u=(l+ﬂﬁl+ﬂ?).5
ﬁ"[‘ﬂ‘-'—
140,6———ms 15
'.’1“1} =L+ 1+ ﬂEt g T
!r{lnfl'—*-'z-
1 21
o pifa) = (1 Ll v n)T

105
yits) = T

1 105
eyl =m= (1+ﬂ 51+15=) i
Ainsi y{2) = 15, 14

EXERCICE 3
Sait V'équation différenticile de Van Der Pol.
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of 028

: 3l = {1 — 1)y -

w(l) =1 w) = f]!.E [0, 25]
1, Appliquons e 0-Schemn

—Seherna

{ Yns1 = o + B {1 = 83 (bns in ) + 0 f{lusts s ))
¥ = ylly) donné

C' H FI‘.!} : = n

REiEbe (mtn}) ({s . !n)

= y(t) = fltule)) avee y(t) = (ﬂ) ot f{t, uit)) = (f] n u};‘fm =4 y,)
Appliquons maintenant le 6-Schema

- " ! r+l,
Ona:ton = puth [{i ) ([1 . 3"-11.1}:"11 - Hn.lJ e (ﬂ o !-'in.:lgl‘-'::l.i = IF-1.+:|.1)]

yg Ve el o LT ORI SO (RO -

Mosnt = Yng o+ AL — Mg + A inz
Vnsl —I-‘n.!i"'-’lﬂ‘ﬂm—l‘:tlha—-‘i{l-ﬂ}y.
+hi(1 - Ti'im aMtnsrz = Ay,

lavma.rn.t-%ﬂw,s=§

2. * Pour # = 0 Euler cxplicite
Pniht = M+ hyng avee yyy = (0} =
Yne1,2 =¥z +A(1 - !.".-.,:}i.l'na = hyng mren Yog = %
* # = i (Cranck-Nicholson)
Vnsid = Bt + Stz + §las1a
{ Yarrgz = s +yi|:l = !.I':,]hl'n,:i = ;yn,,

+!H1 = Ynar1)¥ns1a = %yﬁl.l
23 { o = wi0) =
Wz = a(0) = 3
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Ona ooy = €@~ @) (- 5ing)?

= (€9 *1)21- S -
?ctr ailleus : -FED) = EﬁtF{tm}
_c(o+ Lo(P)=1

Deme ] e =1 oo dénbificakion.
_ | 8()=0 ,
Pedn  g(o) = (4-0°H0 = v

Pang \ﬁ&:ﬁ-’-.} ?]U-g‘) =

= HEH'LJLFE"'U ﬂ',wl ﬂ{;{:'ﬂz w3y

s(w) = Mg
Ona ¥ ye®s 40N=0 e «%ﬁ
v yels jL a2
(cey) - cooy) 4 (5C4) - 5104) =0
G =0 [ Cax N a,bcl
s el Ek LC"&"J'Z{;?& = 3 ﬂl,.bg-;u
scp) "G o =04t b=?)
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FXAMEN BF VARIABLE COMPLENE - SESSI0% 1]
EXERCICE )
Pizg) =2 = 2+ 300
Extate 1l wine fometion Q oz ph e Qi p) telle gque 1a fonetion
{r > = Iy s Pz )+ Q0. y': it entidre
:’.E'L—" A7+ gy e ‘r'%ﬂ—nhr
Tl = gy — Tl ”'“5ﬂ+”¥-—=—ﬁ:+lh- 0
alors * o !mnmmlquu.- Mors 1| exdste ume Emullm
Fim=iges Plo ) + 1Q0z b aoly entives,
o Determibnons:
..l' v ullh‘h’* nlu.m P @ verifiene bes nmdm-.w whe Cianeliy
= SR P DL IER 'Llf: = i
aﬂ.? =2= su-way*du sy Qe By 3:‘-‘::+n’+rt:}
-=,,=-¢ —53 = By — ¢(#) = 0 =2 o) = K, K &€ R on prend K=1
Aol Qe =2y =3+ +1,
EXERCICE 2
1. Cabenl e [ “'t:nf:
Saoit o= O00, 1) parconmn wne Rk dans £ oot alomorphe sar ¥ oot
A et o dwemin fermd 3 = INOL) © C alors Japrds T foranle
imtegrale de Canchy onoa 0 D(0, 1) F{0) = g-_':-—; j:l &%1‘:.
I=ifi0) = _[. L"-u.!:;nw S =1
J' L'dlr = "ﬂ‘ﬂ.ﬂ:l.
& DPisludsgond I valenr de r!uu.*um- s Bntegrales subvntes
J"' e ol st ) e _fu'r‘"" winfin i) de
i [0,0%] — €
t e
g {'}
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2ri =0 f37 et canfuin ¢)dt — [ sinfsin £)e™

Woil 2 = [ ¢%4 couluin t)dter [ e sinfsint)dt = 0
XERCIC

1. Caleulons _f., "’Jﬁﬂﬁdr rhns Ies o saivan s

ta) T 0.2r] — C
t —t 24l
posons f(z) m Cigms
S est holomarphe sur © {0}
CY 0 st un ouverd obollis

7" = C2,1) © C\ {0)et €(2,1) est un lacet alors daprés In

formule de cauchy Jetgmide =0

(b) T [ﬂ_ Eﬂ — L g
‘ —
flz) = e* + cosaz
J est holemorphe surl
D=y"=0C02cC

et un ouvert &toibkt alors d'aprés In formmule intégrale Cauchy

¥z € D(0,2)
I = & [, i du
Pour z =0,x € D[0,2)
JEN0) = o [, Hihatu
2mif(0) = 2 [ Liday
JA () = ¢* 4 sint, 2{0) = 1
§ = [, Ghdu
2 WreRrt, T 1"*2“":'_' % i

= [ Gdz

{a) Montrons que I_[_n_ f"T‘Ld'.::I < FEUP, gy |l
posons fz) = et = 1
]f eut holomaorphe sur C

S, $(2)dz| € Liy)sup,gyeleit=t|
O L{T} = .f;:' h"{l“ﬂ.‘ = J:;. |ﬁlu|£ﬂ: =xr
On a [f, ¢ - 1dz] < Lix)suple - 1]
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=4 |L el 1::'.:| < Araupeq et = 1f

e |f~. ﬂa:k"ﬁ! < maupey | = Mlearlz| =1
it} ii_r.%f, =ir¥r € R

On sait que “’__|1l ’f-'l;:l-d':l < msuple™ - 1
ﬂnn'!'E:'i‘:mp{ch’-li-Dd'uﬂ:

|
| =0
ﬂnn:‘"—t‘lall-' %
Pm;[;]:i

¢ est une fanetion hnlu:mnphe sur 2 {0}
_,I' ’J'—"-ld:-_r idz—f tdz

_I'.r *d':— IF #rﬂ“dl = i

== [ 'Ir—ld: lf -ix

= Hmf d‘::: llmf =i

o Ihmf.—ilril'l- Ilml'.- =5

L3
Montrons  lim g = )
s

'ﬂE!D;E]nnaEEﬂniEl

i
=Tt < =rami < —in
gt "Et_"-'“ < g™’y

et g fyerintdt < 7 et
Or fe-rat = [-beery = Eer;
:-_[ e""dl.:t— [e=™ = 1]

|I' i
dl =
n:-rhm : n

Dr.-pluﬁj:':_l:_rlﬂ= [—;.-,'E"E:]
i3 -=]*

— (& ?ﬂ:—#[ﬂ: r]u

= [FeTdtm - e 1]

=2 fim f.'vdl-l lim -—-—[:"'-\]

[T ] n rF—i+0a

Tt ‘rc « di = 0. 'apres le théordme des gendaomes
peetod
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T R T

r-l].l-l.
A [t

i1} Deduisons que H||:| =0
ll—".-:h-l- J:J ﬂ# x relt
= .|':,., 2z = JI' ;Izj""d'.l m | [ glrteoatHisia 0
=*f,,'i- I‘-E gir ool .. o-ruinl gy
Z [l sl Flei e
.[r* 1} 'e“'““'mfj |,,h'ﬂ="| =1.

Or _fim_ f' -rsatgy w 0 d'aprés Ia question précédente, Alnsi

i
Lirny f——da-lﬁ
e f 2

= I.i.ﬂqf, =,
=t
(e} Consicdérons deux réelsaet Atelsque D<o < A < oo
Va4t [=A,-a]— C

x — T
fgn: [mAdl— C
E — z
Yai [OF]— €
i — [

i O] — C
¢ — At
Toa = [=A, =004 cC\O
f(z) = &, f est holomor-he sur € \ 0 daprés Ja formete d
Cauchy.
Jran flz)de =0
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CORRECTION : VARIABLES COMPLEXES SESSION 1

Demontrons que f est contizue ea 0

Pomsc=reir>0efck
Aertguand : —0<r —0.
Alne ¥ v
: 1 e
IL_?_hf{I:I =!1% —3

= lm pe29
F Tﬂ

Oz - {0} =0, done .EEI:.H:} = f(0)

On en ééduit que : § est continue en 0.

. Démontrons oue les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaitent en 0

Pour == 0:
Posoms == T+ 1y

1'!— - —_
Alars: f(z) = flz=1iy) = Wﬂifg ¥3)

- -Gzt <
Pozons FI:_-T.L.'J = W et QII1!.I'}= Tf;ll]
Dol : flr=iy) = Pz, y) +iQ{z,y).
Paur = =0, f(z) =0
Fi0) =0 = P(0,0)+iQ(0,0)=0
= P{0,0) = Q{0,0) =0
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e —

— e @ E

i . P(x,0) ~ P0.U)
E: {ﬂ.ﬂ_} -} !-I.I_,r#.-—"_""

r=1

m iy
B - il

_{DDJ =1

Emm o (i 400 ~ m: )]
iy peid] =
-"fﬂpﬂlf

ar
*ﬂ,—#*{ﬂ.
EED 0) = lim Q(=,0) - Q(0,0)

' -0
g—?mﬂ} =0 :

mm.ﬂj = li_.!&'@{ut ¥) - E{ﬂl )]

dy =
ir’lnn Qfﬂ IH

m =

Fm —=(0,0) =1

P et @ admettent en {0, 0) des dérivées nartielles oremidres var rapport
pretyelona:

= E“L 0}
= ﬁ{ﬂ.ﬂ}

iy
Dane, les conditions de Canchy-Riemann sont satlsfaitent on 0,

Fah i BT

LMIVESE
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3. Démontrons que f n'est pas dérivable (au sens complexe) en 0

Ona: hmﬂtz} S0y mf_.[:l

C i .n
:'!ﬂ -0z

Pour 2 # 0, posons s =rel avec r > 0P ER

Alors
" o H =0 1)
S _Tffm“}
T r=0 red
:II. g~
- S0
:—- S

Comme la suite depend que de 8, alors ells n'existe pas.
Dionc , f n'est pas dérivable (an sens complexe)en 0.

Escercice 2
foul € s
1. Démontrons que jo.| = o

: = Y a, z* et le developpement en série en-
Suppesons que : f{z) = 3.0

tibre de f.

On sait que f(z) = ff“’{ﬂ]a” ot done par unicité du développe-
ment en série m'-r.vhe. I:H'I en déduit qQue ;

a0 = =2 1(0)

F(0) ind ¥(0) = 5= ; _{.E':E

fs) o
Dol : '—Jﬂ o) = Emmd-,l[ﬂ)f _.;-u+|

1) 4,

On vient de montrer quesi fz) = E g, 2" alors a, = Do m.li-. L.].Jlr ghl

mmﬂ:m-mnm-m
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_fls)
Alnsi done, sl f{;} = E 0 1 g"=talorE R an = Dt l-ﬂd-r{ﬂ}f .i[n-—lHl

f(s) m
H T I md,[njf P el P A ) J'r y 8

Soit r < R
Considérons le chemin fermé 4 contenn dans le disque |z] < R et defini

par :

y:j0,ij—C
L—rTE

Alors : ind,{0) =1 et |n o ‘Em J.l'ii;’_f{"a;g;i}ﬂl} J
Or (t) = i2are®™ = i2mry(t)

Done ¢
T el =l o

_L,rl £(2(e) ‘
J," Fileith)]

o it
j LI
o (=]

L)y
Or : [F{7(t))| £ M car +(t) est contenu dans |z < R et
Frie)] = fre'| =r

D‘u‘ur|nu,,l£f L T £

En faisant tendre r — f, on a

M
1 ——
lonl £ —5

2, Démontrons que l'on & :

' _f 0
fﬂf{u]ﬂt_{ 6 pour 0 < |z} < R

PoUr ==
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Pour [sj < Rette [0,1), ona: |tz] < R

Dol f'{ts) = T nagt-tzn-?
LS
Posons u,(t) = © na, t=1z
m2l
fea(t)] = I}E."Inn,._t.“":“‘ll < nja,| |24
L2 ]

Or @ njay| [2"] est lo terme général d'une série convergente car f of
J' ont le méme rayon de convergence.

Dane “%u,.{r.} converge normalement et donc uniforme sur [0, 1).
Par conséquent, %uﬂ{t} peut &tre intégré terme & terme.

Ainsi f: f’{t:}dﬁ=f: 3 () =h§f:mf¥} dt

nzl

f ' ['{iz)dl = |Inr..{:]n dt
+] Eﬁ i}

= u?.f;m“lﬂ_lz“_:

= I ot f ;:"P’ i
- ¢1'|. 1

- g 2,

- n|'|§lﬁlln':nw:| - % -Elnnf

Or: flz)= _%nn:" =+ ft‘}=ﬂi+ﬁ%1ﬂnf'd

=+ f(z)—a= “Eélﬂ.i"'

Done T a2" = /(2) = /O
Ainst: [ fts) e = LU = 10D

Dndﬂitquu:n..:fljﬂ = ag = f(0)
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Pour z =10

[ a= [ 1o a=ro)

Enmmma:
L ﬂﬂfﬁm pour 0 < [z] < H
j’pf{m}ﬂ={f|{u} pﬂur;::-u

Exercice 3

0= 20

1. Déterminons les points singuliers de f

z{e* = 1) 1

M) =~ @
__ e -1) 1

{t:'-l_]l{:'-rl-l} 2241

=
f(z) e+l T Axl
Cna:zeli=e'+1#£0ct 22 +1£0
E+l=0oul+1=0 e ==]1 on zf=-1

=et=e" ou 5 =1 0= —i

. sn=ir+2%nktcr ay EIE
Done les points singuliers de f sont : 2, = iz 4+ 2exi k€ 7

=t =—i

Diéterminons la nature de ¢es points singuliers

Au point zp = {2k + 1)x

Ona:
2 1
IE‘*+l+3’-1-1]

lim(z = a)/(z) =lim(z -2 |
=lim
=g #0
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Danc 2, est un péle simple de f.
Au point 2z, =1
lim (2~ £)7(z) = 1lim idﬂ“’i:fﬁ
I-
M el
=—— =0
Dane h-tﬂunpﬁﬁmmphda}
Aupaint 2= -1
4
fim (z+i)fe) = jim [EEED, Lo
=_ﬁ3&

Done 2y = —i est un pale simple de [,

. Caleulons les résidus de fenOetens

ORBE Res(f,0) =lim=/(2)
dh'"”[cwl :’+1]
Res (£,0) =0 Car f est hiclomarphe en 0
Ona:

Res (f,9) =lim (z—1)f(z)

Res (1) =3

mmmm-wam-m
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Excreiee -

L. Démontrons aque -
e il n

T18c081 3

i=
Pogone & = o™ = s = fe" ol =2 '._. = it

L4

=iy ? e L o1 4 1Y
ﬂun:{'m*t:u[z““ E_'; u) =(%J.) =.{_'._.-|_.=:I_]

Dionge -

Jf" il f ils
o T+8eostt  J pet . 14.3{"=+1]E
. I

2t ds
= flll'--l iz {.‘I’ o !{35 H 'u!]
- zdz
5 Jrllla-l] il2? +.2Efl FiA 1 1))

= J'[Hﬂ =2 + 2)(1 + 227

Posous fz) = T A

Mterminons les piles do f

Cnn:Dp={zcCl"4240 et 1+2:750)
0=l =0 =iyE =iyl
2y = f-.-'_:‘E"E ik 2y = -:'ﬁ

Dy = C\{ 21,2050, 24}

Appliquens be théordme des résidus

_,'rI'M flz)dz = 2xi [Res (f, ) ndyai(n) + Res (f, ) ind)ge (2)
+dtes ([, 21}fﬂﬁ|;i.||:ﬂ;|.:|' + Has ([, :"Jr"dhluli-hj ]
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Onat gy =| ]z,| = VI > 1 done Indyya(z) = Indjge () =0
laa| = || = 7 ¥ dane Indyai(zs) = Indjgui{z) =0

Do : ajy 18V 2 = 2 [Reg (£, 25) + Rea (f, 2} ],
fles (fi2) = Jim (= — 2) f(2)

o :lh-".', {ii{: -z )z — :::]I{: - 23}z = ll]]

— fi]
12z~ 1 )(a2 = 2)(za — 2a)

r 1

= I“
20y —‘gﬁj{ﬂ, + s+ iv3)
T ST 8]

=§=%

Res (.23} = o
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> =
Res(f.zy) = Bilzs — 21)(=s — 22021 - a)

it
TR - i+ -F -

==

S RS

T
1
'H'EEUr:I} =E

Dane i 3
/jr-l[ I{;} - Emfﬁ T E'}
i

B

2=
[ 16 =7

fr" dlt --E_'.T
o 1+ 8Beos?d 3

2. Spient a > 0et b > 0.

’ o dx
Caleulons par la méthode des résidus :f_“ FTaETH

i
Posons f(2) = o +0)

Déterminons les pdles de f

Di={zeC/+a#0 et 24440}
.zi-q-ﬂ.:ﬂ' ik .i:"f'b:u =="+--I=:.'|.|"IErI!=_i'|.I"IE ml
;«E-iu.-"'ﬁ (%14 ] .:;:—:'ﬁ

D"n':l H -ﬂj - Ek{zh L3y 53a '-"I_}'-

VALIDEUR LMD: Consells - Examens & TD - Comrections 22
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Les pales de f sont : 2, 22, %, &

Déterminons le contour dintégration

Soit T le contour.

_ T
.":i:;‘ '
e 2%
i ST :
l r } .
S ZORF RO 1
FiGuRe 1 -
ot R> Jaet B>V
=y, Ude

Déterminons une paramétisation ey o

vyt [~ — € Yo 7] —C
L=l £

Appliquons le théoréme dies résidus

Ona: JIfr f(z) d=z = 2mi {Res(f,m) + Res(f,z))

[ Heyde =mi(Realfz) + Resl), )
TH

J( -.,FLR"]' dx 4 f s flz) dz = 2mi {Res(f,51) + Res([, 1))

VALIDELR LMD Consels - Examens & TD - Corrections
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" T
fﬁ, ”:”*"‘f_”ﬁh,m} ":'“}'"'“J{‘n F{t) ot
f WL o f n SORe™YiRe" dt = iR J{:' filte" e .

Rea(f,2) = -“H-". (2= 2 )Sf{2)

= llm :
it (2= )z = nl)(z—2)

1
~ o - =@im - 0ia - )
1
(i@ + iy/a)(iy/a - vB) (vh + @)

1
" 2i/a(vh - Va)(vi - y/a)

D'oil | Realf, 5) = m

I
" (22— 21)i2a — 2){Ea - 24)

Res(f, z1)

|
= BiB{ivh — ia)(ivh + iva)

P S~
2V - 1)

Yol

1
Res(fyz) = S datb =

VALIDEUR LMD: Conseils - Examens & TD - Corrections
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J‘-iul'l.ki:

: [ By ol o . 1
f_ﬂf{l}rﬂ+1ﬂf;ﬂﬂi'}e di =i Eiﬁ[b-u.}+2i_?-__a~{n—b}]

w m
= Jat—a) ' Yaia—b)

__mh = maE
" Vabb—a)  Vablb- a)
- x(v/b - Va)

Vab{v = /) (Vb + /&)

m

= Vablvb+ va)

[* rwyaesinf pretyet i =

rr
by/@ + av'h

: R . ity il Ll
Jdin [[* 10 @R gt ] = i e
i [ T+ fim B[ SRS &= ey
or i [, = [ 0

|{R J(:" fire)e dt| < Rf :' 7Ry de
<R f:' | F(Ret)| at
!
1) = EraE+n

1 1
f(Re)] = “ﬁ:ﬁ' T a) R+ B)| (R & ol [P+ ]

VALIDEUR LMD; Conseils - Examens & TD - Cosrectons a5
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IR%™ 4 a| > |H%M| - |af
>2R'—a car a>0

|[RPe™ 4 b = | W% — |b|
> —bear b0
1

!
s ‘{TF_-:W R Ba 5| = (R —al e - 8)

Adnai
e 1
'I:Rfu J{Re")et -i£| < Rf: el —h) at
R
ST -h
Wi, e o g W
Reisee (B2 = a){ 2 = 1) F-n oo JH
= |im E-—’
b ey
. rhi 1
A T aim—y AR E
Ainsi : lim |iR f ; J(Re")e" dt| =0
"= lim iR f: J(Re)e dt =0

Fﬂ-rmﬂﬁ'ﬁwemif:mﬂﬂﬂ=m-

s La resultat vaut-il encore pour a =547

Fixons a. i 1
PourO<e<a, Ond: Gai i@ +h) ~ Era@ s e)
wh € [g, 400

. o s
Dane les intégrales impropres f_u @Era)F+h) gont unilormement

VALIDEUR LMD: Conseils - Examens & TO = Comrections
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convergent

Ainst :f:x

es par rapport & b sur |g, +ocf.

1 23 dr - ]
= (27 4+ a)? dx:llﬂ[ﬂ [:’+u}[ﬂ+ﬁ} 2a/o
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{
CORRECTION DE L'EXAMEN DE RECHE
I i 201 5-
EXERCICE 1
La matrice M des durbes de vols entra les ville vy, vg,- -+ U
0 3 s8 & oo 0O
4 0 5 2 4 oo
|4 0 00 4 3
M= 6 2 e 0 4 4
oo 4 4 5 D 2
o s b o4 3 0
Appliquans I'algarithme de DIJNSTRA pour trouver lo plus court chemin de
vy & vg sachant qu'il ¥ a une escale obligatoire de respectivement 3 heures et
1 hewre aux villes vy el wy
On abtient alors
[ Sommets |y ™ m 0 s | Ue
Tnitializatbon | 0 |34+3=6| o0 |[S+1=6 | oo | oo
Itération 1 | © & 11 I iR
ltération 2 | : i 11 : 1§ 10*
ltération 3 | : 11 : ]|
Itération 4 | : : 11" : :
Le nlus court chomin est
O &g
2ipgpagel. ipg
EXERCICE 2
Tableny
VALIDEUR LMD: Conseily - Examens & TD - Covrections
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Tihche | Durée | pridocessenr
a L}
|;| ;':, -
[ 3 Ia
o 8 b
L 3 i
r 4 o
E B d
h T ede
i 4 deg
i B abedelghi
k f

los différents niveaux sont : No = {a} . M = {6} , Na = {e.d} , Na = {e,g},
Ne = {f,h,i}. Ny = {5} , Ne={k}
Cin ohtient le graphe potentiel-tiche ci-dessous :

1jprragel.jpg

La table des date an plus tét & et an plns tard T}

T ache |a(b]| ¢ dje | T]|§& h | J-_ k
|Du:£—eﬂﬁﬁﬁ}3437__-lﬁn
E—"i B0 51015 16[13]8|21]25 |31
I T TIEEEIREAEL 1318|2120

ln durée minimal du projet est done 31 jouwrs

VALIDEUR LMD: Consesds = Examens & TD - Coerections
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1. Eerivons le programme linesire correspondant ai prob!

e b e e e

EXERCICE 3

drna st

o Variable : z;, 73, 2y quantités respectives du produits 1,2, 3

« Contraintes de signe = 7, 23,23 2 0

Vrai contraintes
n+ 21'1 + T = 10
Sy +Any+ 0 <18

» fonction-objectil : £ = 4z + Ty + 253 .
le prabléme revient donc a resoudre le P.L. suivant ©

mazd = 41y + Tz + 223
Iy + Irg a5 10
I +in+dn =< 13
g20iml- 3

[rsnlutiong
La forme standard de ce problime est
maxZ = dx; + Try + 11y
2 + 2+ x4 2y =10
2r + 3y + 3y +as = 18
nz0i=1.- 5

On remarque que T = {zq,z3) est une base réalisable dvidente, En
autre le programme est ifija mous [n forme canonique par rapport 4
eette base, Les tableauy de simplex sont les suivanls, ;

Iy T3 &3 T Ty Eq
|1 2 1M+ | 1/2 1% 172 | 5
el | 2 3 & |18 TSA = [/ -3/2 32| 3 | &=
4 7 210 1/2 -7/ .3/21-35
T ]
5 Ly I3
e 2 -l )
158 | 2 =3 _3_ G
-] -2 <3 |-38

VALIDELR LMD: Condedls - Examens & TO - Cormectiong
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Onest g
verifite,

Une sohution optimate du probléme initin est z° = (6,2, 0)" et Ia valeur
aptimale est 7° = 38

aptimum car i condition d'arret de Palgorithme est

- Valeur limite ke

: b Ao peut donner 4 by #i on veut conserver I base
optimale obtony dans 1)

umuunum:wm-mumam

et it S L T -or=

ol
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CORRECTION NE RECHERCHE OPERATIONNELLE 1
EXERCICE 1

Chioix des wvarinbles
Smemt zy o epantitd du produit B
T2 In quantité du produit By

Ty |a aquantitt du produit Py
T e nombre de ot

xy le nombre de lat2

Contraintes do signes
TysTa T3y Ty, Ts 2 0

Contraintes structirolles

I = 100

T3 < 100

xy < 100

rompesant A : 3z +dzg + 7y = 3xg + 21
compesant B : Sz + 224 4+ 225 < 22, 4+ 3xs
composant O @ 2z 4 3xg + 5xy < 32y + 315

Fonetion ohjectif © & = 120(x; + 73 + 25) — (5024 + 60zs)

Propramme linéaire -
Mazx & = 120(x; + 3 + x3) = 50z, + 60zy)
[ 8z +dry + 23 < 8z, 4 22,
Szy + 2z + 218 < 22y + 31y
EI|+3$1+5$3'53I| +3-:1.'-!.

) 2y < 100
r; < 100
z3 = 100
| Ty, g, Ty, L4, 35 2 0
EXERCICE 2

On eonsidire le programme lindaire (P} suivant -

VALIDEUR LMD; Congells - Examens & TD - Corrections
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mar £ = 4z, + bx; + 15y

Az —dzg 4+ x24=5

() -2y~ 023+ 25 =5
=T+ I+ ry+rg=0
Ty, L3, T3 T, L5, T35 2 0

4 -4 0
Lo matriee nssocite 4 J = { 3, 29,5 Jest B= ( -1 g ? )
=3 g
On a det(B) = 20 £ 0 done J = { #;,23,73 } est une hase.

b
est-plle réalisable ? evaluons B~1b avee b= | 5 )

]
eal une base rdalisal

|
4
0
4 0 b G50
4 0 B =%m 25 );‘-;D.;\]nr:-'..f={x|,:;.z;}
0 20 g 125
b
Est-clle aptimale ?

Ecrivans le programme sous forme canonique par rapport & cette base réali-

L]
OnaBl=g| 1
i)
G
E]naﬂ'iué 1
]

g
sabl Fr=mare=¢
La forme canonigue 5L Az =b ol
r>0

b= 8= ( g - & = CaB~% = Cpb oi Cp est le vectenr ligne

&

constitud des coclficients dos léments de base dans n fonction abyjectil. Done
Ce=1(462) i

Ainsi, 2 =(462) ( i ) =30: Z =30

i
Ona A= 8"4 o0 A esl la matrice des vraies contrainles

4 =4 0100 100 % i 0
¢lest i dire A = -1 6 0010 Jdond=| 010 ? ] 0
-1 1 1001 0 0 1 : 01

VALTDEUR LMD: Conssits « Baamens & TO - Corrections 794



ln-uﬂ1zuzn

LMOyCsC

Onal =C-CuB*aA=C- Cpd

i st le veetonr ligne de In fonction
ohjeetif, Clest & dire © = {

)

6 2 0
00 i
10 0)=(a62222)
01 1

si-gl-Elke = =,

c
4 0
1 L
OnaCgd=(4 6 2)( 0 !
0 0
Ainsi, €= C=Cpd = (462000
C=(000 -2 -2 -2
La forme canonique par rapport 4 In base rialisable [ = {xy, %2, 34} eht :
Maz Z = 2* = 30 — 2z, — 225 — 214
Ty + Fety = dxy = i
Lat S+ =
Iy '|'?I.t +Ip= %ﬁ
. 2 0,ie (1,6
On aC <0, done [ = {zy,£3, 23} est une base réalizable optimale. Une solu-

tion aplimale est 27 = ( %, E, % ]T £t la valeur optimale est £° = 30

J-(462222)

EXERCICE 3

Resolution par la methode simplexe le programme lindaire suivant :

maz & = 2Ty — 5T
Ty+Ty =2
2oy 4Ty b €6
=+ dn=0
z; = 0,1 € [1; 3]
maz & = EI: e 5_1':
£y + Ty — Ty = 2
La forme standard du programme est : ¢ 25 +xp+bzy+ 2z =6
Ty =g3+3zy =10
x; = 0,8 € [1;5]
MNoug n'avons pas de base rinlisable dvidente, Utilisong In phase 1 de algo-
rithme du simplexe

VALIDEUR LMD: Consels - Bxamens & TD - Corrections 255
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min{ = Is + I7
I+ Ty=mtT =2
Considerons le programme nuxilinire : { 22, + 7+ 63+ 33 =6
gy —s+ i+ =0
I E ﬂ.'ll = [I:Tb
I'= {35-31115} o5l une bage réalisalde dvidente ol on & :
T4 =2 =3y = T3+ 24, 2y = =) + 13 — 3z, d'o |a forme canonitue par
rappott A cotte base s'eerit ;

min-[;=2n211+:g—=41';+:q
Ty +Ty=Ty+Tg =2
2T+ oo+ x4z, =1
-+ dn+o=0
=0ie[7]

Saient les tableaux simplexes subvants ;

Ty | T3 | Za | 3y T | Ty | oy | Xl
|1 |O[1]-1]2 ]l i3] |1]2
s | 2|1 )6G|0O]|6 | 0| 3 (|
wlila|2|lolofe T 5|1 |- glofe

211 |40 -2 -8 | = 1]-2]

T T |
I; E! Iy Iy | Tg | T4

g | =2 | 1F|-1 |2 |+ Ty | =21 « [-1 ]2

ze | D3| 0|6 | 6] - 1 3|0
o n|3|-110]0 g g ll]-1-1]2

20-1]|71]-2 Djojajfn
]

I = {23, 75,71} o8t une base réalisable du probléme initial. Lo forme ea-

nonigue par rapport i oetla basd esl
On a:zy = 2234+ 24+ 2, En remplagant 3 dans In fonction-ohjeetif, on

obtient :

YALIDEUR LMD: Consalls - Bxamens & TD « Comections
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LMy

mazrd =4 —zy+ 2z,
Ip=3Ty =Ty =12
Ty + 6z + 3z = 0
Eidn—=r=2
=016 |1;5

On a alors les tableaus simplexes suivants

x3 | Za Ty | Is
T3 | 2|12 x| 0| & |2
5[ 6|3 | 0| 4| 2 i 0| 4=
4 1 al 2 o I, 3 i b
1| 24 5] —£]-4
T T

La condition d'optimalitd et verifite. Une solution optimale ost z* = f 2, 2,0 ]T
et I valeur optimale est 2* = 4

VALIDEUR LMD: Consalls - Bxameng & TD - Commertions
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UFR-MI :1.3 Ann

[CORRECTION ROZ Tl SESSION_|

EXERCICE 1

ix Py, P Fa
Ferivons en fonction des dy , dy, ds les 3 yypes de machines ¢t des prix S £
e produils,
o Chodx des wriables " T
Solent £y, ¥, 2y ot 24 Jes quantités respectives de pro uetio
cluits 1,23 of 4.

s Contraintes de signe :
o =0, pouri € T4 car ec sont les quantl
Lins,

tis de matitres de produc-

s Vrales contraintos
Contiraintes sur

- ]a machine 1 1 60z, +30xs +80x; +i8z, < d;
. ln maching 2 : 60z, +90z; 4605y +90zy < dy

- In machins 3 : €0z +60z; 46025 +752y € dy
La fonction-objectil : Z = Pyzy + Paxs + Pazs + Pyzy
Le probléme éant un probléme d’optimisation qui consiste & maximi-
sor bos recittes, alors eélh revient & maximiser la fonetion objectif :

MazZ = Pizy + Pazy + Paza + Pizy

60z + 30zg + 90zy + dbxy < dy
60z, + 90z + 60z 4 90z, < dy
Gillzy + 603 + 60z + Toxy < dy
£ Eﬂ."ﬁEm

Lo probléme dual est :

5C

VALIDEUR LMD: Conseils - Exarmens & TD - Comections 28



AV = iy 4 dapy + dapy

Gl 4 Gl 4 Gl = 5B
30y + Bl + tillyy = 1%
SC <My + G0y 4 Gy = B
gy 4 Wiy -+ Thy = 1y
m2lmzlim2l
Interpretatioin éeonomique de ce problime :

le probléme dual consiste A minimisé le cofit do production des produits

tout en garantissant le béndfice qu'on devenit obtenir dans le problime
primal.

EXERCICE 2

ming = dxy + oy + 4y
Ti+dmg—-m3 2 1
=rp =Ty 2xy > 1
E-T:-'l'.'l'agl
rpz0,Vie 3

Resolvons (P) & U'aide de In méthode dual du simplexe.

(7}

¢ Ecrivons la forme stoncart
ming = dx; + bry + diry

Iy +'-:-G|'-:_'3:3-I1|= 1

o] -Ti—Fting-Tm=1
v ) drpbry=mpwel

I = ﬂ,ll'ulllll [ m

B = (4,55, Tg) est une base évidente, & = {d,5,4) >0
Done B est une base duale réalisable

Ona:

VALIDEUR LMD: Consells - Dxamens & TO - Corrections
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min# = Ary -+ firg - dry

—xy = Dyl g b2y = =1

B b gy = 2y 42y = =]

Rty — 2y A g e =1

rn20vie B
O obitdent b (=1, =1, = 1) « 0, alom optimum n'est pas abteint. [} ol
fet Unblenuny mhinpleses mgivints

(1

TH]“ L I3 Iy
“Ea | =T [=2 1 [=1¢
| 1 1 [=2] -1
a | 0| =2 ]=1] =1

B EEETAE

"I'E"f ';I' Ly | Ea

i T T
Ty s =3l -
AHHEIES
m |1 |-l -:1"_ 0
E ; 'Ii'1 'Ii‘
T3 | '=x

M
S
el

=i _Ii _: =)
LIS LT

a h | d
foe= (1,1,2)F et Z* = 9. Done les conditions d'optimalités sont verifites.
Doty In solution duslo est 2" = (0,1,1) ¢l Z* =8

Ea congldernnt le tabdenu (1*), deduisons le tablean dual (D" de (P)
e 'on donnorn,

vz L
(M zy % Ta Ty I3 Ty
tw 1T 1 Tw 1 1
(2w wwm W W

Ty | 2
JE1E =
|

['SIMHI—I

YALIDEUR LMD: Consofis - Examans & TD - Corrections -



Tableay dual
R
A p
I 1|4
Vi 3 1 i
=1|=1|-2|-9
EXERCICE 3
Tableau de niveaux
Code | Durée | Pricidant
A LB -
B 120 A
o ]
j 21 B
E a0 B
F 0 B
o 120 o, D
H | 120 | EFC |
r 42 H,J
J 150 EFG
Fid 330 H.J
L |20 | H.J

MNiveauw :

No = {A} Ny = (B}, No = [C.D,E,F}, Ny = (G}, Ny = {H,J},

Ny = {1, K,L).
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UFR-MI :L3 Annde NIT-HHY

[CORRECTION RO1 (ERE SESSION |

EXERCICE 1
Donnons le programme lindaire wodelisam le problime.

o Choix des varinbles .
Soit =z, la quantité des differemts produits respeetivement Alphin 12
Béta 51 et Bétn 52, § = 1,2.3 .

» Determination des conteninles

- Contrainte de signe -
Poui=1223; r = 0 car 3; represente les gquantitds de mntidvos.

= Vraie conteaintes

Matidre M : 32y 4 x5 4 5y = 230

Main d'oevre qualifiée : oy -+ 1y < 25

Main d'eewvre non qualifide ; 3 +4r, € 35
# Contraintes sur Alpha 12 ¢ x; > 200

Fonetion-objectif
Z(z) = 200z, + 21025 + 12024
Le programune ozt ;

mard(r) = 280r; + 21025 + 120wy

[ 3y + 224 + 515 > 230
T+

3ry 4 dry €35

7y 2290
r20i=121

EXERCICE 2
Tableau des précedents

VALIDEUR LMD: Corses® - Examens & TO - Comroctions
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Algo de Ford
thehe | pricedents

1 -

7 1

3 z

r| g, 10
5 5,0
B 5.0
7 12

B 5.6,0
g 1.2
10 ]

1 1,10
12 B, 10

13 | 711,12

‘\rﬂ - {]]' Nt = {E}r N'II - {3,9},N3 = {E}1H-i e {ﬁ}" H‘.i- - {E']' ﬂ'!' =

{10}, Ny = (4,12}, Ny = (7,11}, Ny = {13}
AS) =0
A(5) = max{A(S;) +1(S.. S)}. 1 € P(S))

LY

L
Y
%

& .
" -"T':a'}\
P o #

(N =
v @t =N N

1 i

5

i "E}*

On & : A1) = 0, M2) = 80, M3) = 105, A(4) = 315,

yALIDEUR LMD: Congels - Exsmers & TD - Comections
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LMDyCSC

A(5) = max{105 + 45, 100 + 60} = 160, A(6) = 200, A7) = 375,
A(8) = 225, A(9) = 100, M(10) = 285, A{11) = 340,
A12) = 285, 3(13) = 495
Dol le chemin le plus long est :

T G O s e Ol Gy

VALIDE!R LMD: Conseils - Examens % TD - Corrmrtions
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UFR M1 1.3 2018-2011

| CORRECTION : INTRODUCTION A 1.A RO SESSION 1]
Exereipe 1

Dowche | Balfgnofre |
Chnmbes 1 Tit (00 HO00
Chombre 2 Tite | 9000 11000

Proportion chambre & wn 1L supérioar & G0%
Proportion chambre & dews s supéricur i 259
Proportion ehambre i dens lits infériour & 75%
Le restaurant & exactement 120 places,
Mnotimiser In recotle

Moddisation
Choix des varinbles

Soit I variabla i tol que s, € T2 ot i eat In chinmbre & € li(s) et j est
Ia chambre j-émo type de bain représentant le nombre de chambre.

Contraintes de signe

vi,j e iz 20

Cantraintes structurelles,

¢ La proportion de chambres & 11 camne :
G B i P4 > 0,6
£y + Tz Tk T

0,623+ 0,62+ 0,010
Ty T2 3”,“1‘"4— [
—'ﬂll'l T '—ﬂ."i:n"" u,ﬂ!ﬂm +D,ﬁ:n£ﬂ

* |,a propesition de chwmbres i une donche donne :

WALIDEUR LMD Consails - Examens & TD - Corrections
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0,25 ¢ —— L T
T IntagtrndIn

<0,TH

842y 20,252, 40,20 2154+ 0,25 2 4 0, 25 rm
=0, 78 40,2523 =0, Tien + 0,25z = 0

ey 4 T 20,75 40,755+ 0, 00y + 0,70 20
0.5z ~0.Thxp+ 0,25z ~0,T5zn S0

Le restaurnmt 4 120 places

Iyp F Tyn = Toy =39 = 120

Fonetion objectil

Max Z = 6000 zy1 + 3000 x5 + 0000 x5y 4 11000 zyz

Le programume Hnéaire assoclé i co probiime est ;
:l.fﬂ.'!'f = G000 Iy + E000 Iy +m:1| 4+ 11006k In

D d =0 dzn+0 0o+ 0izp <0
=0, 752+ 0,200y =0,T5 2 +0,z <0
0,25z -0, T2 +0,20 8 —=0,70zn €10
Ty + Ty + T 4 Ty = 120

2320 ,i,jeTl

La forme ranonique du problome ot

Mar Z = G000 zy; + 8000 xyq + 9000 x4, + 11000 Iﬂ_l

=0, d =04z + 0,639 + 0.0 200 <00

=0, 7oz +0, 251y =0, 20 + 0,2 25 €0

] 0257, - 0,75 2z + 0,26 2y = 0,752y £ 0
Iyt i+ EIntIgp= 120

=2y = T13 — T — I = =120

| ;20 ,ijeT2
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Extrcice 2
-'T'_ﬁﬂhﬂﬂ Durée | Taches pricédentes | tAches imm. Précedentes Taches s'u.gﬂnt-eﬂ
A 1 o - DF,
—_— B 2 i o _I_{
L_C 5 = = EX
D 3 A A HIK
b B c C ]
2 15 iy A -
G 4 A A I
H 3 D P I
1 12 A‘ID'I |(--=1':I HFGI'T —
J 0 CEK EK I
K 2 BD ED ]
1. Graphe MPM associée au projet
N
No={A, B,C}
N ={D,E F,G}
Ng = {H,K}
Ny = {J}
Nl = {f}

VALIDEUR LMD; Cangeils - Examrens & TD - Corrections
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FIGURE 1 -

2. Tableau des ealendriers (), (T7), MT{3), M L{{1)

[ Taches

Durées | T, [ 77 | MT() | ML)
A 1 o7 7 D
B il 0|9 ] 0
0 5 0|0 0 0
S 3 1|8 7 0
E g 5| & 0 0
F 15 | 1|19 18 12
e A 1 (18| W 17
H 7 415 1 1
1 12 |22]| 22| O 0
] D (13(13| O 0
K 2 § 11| 9 L
|_1:-;n 0 |33 i] 0 |
Exercice 3

Maz Z = 500 z; + 300 zz + 200 =5

Iz 4+ 2400
p {zy +2xs 4+ zx < 5000
E_ ) Sz 46z +3 2 = 1200
11,73, T3 2 0

VALIDEUR LMD Conseds - Examens & T - Corrections
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| MR
Forme standnrd
Muz Z = 500 2, 4 300 23 - 200 3
d @y 4 rg Ay e A0
d w4 2y omy o= GOOD
32y §oxg o dizy = 1200
TV i=1, 0
Mé&thode des toblenus
I = {4, 25,14} vat une baso rénlisabile drviclonsla,
Le F‘E':;l'::"nﬂlﬁl‘ i sous formo ennonlguo, On o los tablopux ime
plexes suivants :
A A Ly, 1. A l&__._ﬂ:i. =
s 1 4 fw| W4 w % [Q] M w w T
=] il 5 {ERGE
o2 4 e 'Hﬂwg:—:!.mj_!-'rmlziitwygg
3 5 3 hm| -2 v 2 |sm LY i.ﬁm
.m = ‘m . -l _._'i:
w o wo [0 fe B W T, B B S
Fiouns 2 -
S
lition d'arrit est wirifita, Ot E:!I‘.‘i'l- [aplimum.
:,?;n:m;::-;ul;an optimale du problime initind est
| T
A {E-;:' 20M U] |
- 280000
La valeur optimale cst : Ha = S
309
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Methode da siuaplese
Fotine gtandned

Mar Z = 300z + 300 £ + 200 15

a2y Te-b Tyt £y A00
dri 424 4oy = H000
R EH-';'H A T o R
20, im0

© 17 hération du simplesy

Base : {xg, 15,00} Horsbose 1 {y,2q, 24}
ehiwt,

Viarinble entrante © o,

mi.u{% s > 0) = 111i||{ 5000 1200

———

R
Bage sl rs, 20} Wors-base :{ry, g, 24)
= 5{'1“.]“1:'—15":1‘4]

400 ] | 1

bt b A N
2y = 5000 -dxy -2 2y - 1y
) L1
Ty = 3000 -4 T‘-EI:—EI:-EM)-E:::—:,
-_f—l%i“i-gr_kll,il
MU g g

I‘=I’.’m'—ﬂ.‘t'1-fr-rg+ﬂ.r;

_r‘-|='|ﬁ:l]:|-.-:!{'!!.ﬂ_1 ! 1

3 3 'i*"ﬁ"’*)“*"ﬁ—-'*rn

o rg =8 -drs-21 41y

Ll "
Variabde eotrante 1 oy ear dans Max Z, 2y o le cooflicient le pls

LMDJESE
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lﬂ,mlmu

& = 50z + 300 x4 + 200 T3

400 1 1 1
3=5m(____ -= _-) 300 z3 + 200
3 3 I3 333 32:4. o Iy E

2000 4
E=—'—+E:=+E:a-ﬁn

O obiBat s i 3

3--.-_;‘4_1@ +En+@
3 3 sty 3
1 1 1 400

PikgRchgmhgRm g

1 13400

1'5-1';+-".I=+Ej‘;1nﬂm

5 Ty Tz ¥a = 0
2 Itération du simplexe

Base - {x;, 25, 2e}; Hors-base: {21, 72,23}
Variable entrante : x3 car dans Maz Z, z; 1 & le plus gros eoekl-

eclent positil.
Varlable entranle @ Tg

min{%;ﬂﬂ >0} = min{400, 6700, 200}

Base {1, F5 ry}; Hors-base {4, 76, T3}
Ty = %{Hﬂﬂ+:¢. ~1g =2 23)

AL R
:_1-2 +E-‘|:l. 3 4 EIH

1 1 1
n—E:q+II¢:+E=3”2m

i g 4 1 13400
‘,I'_-.—E.Tq.*.'iHi{ﬁ"i'il—zﬂ_azﬂ_ﬁzl_'_s_

4 oG 1 1 1 1 1340
IE"E=I+T+III_EII_E}-EI'J=_'E

umm:m-wam-mm 31
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T
. Ib-EIt-%Iu-E

I:+-]imq+i[mﬂ+
1

1
) = Iyt

3 FT AT

15 1

R e
500

L= 1'.._+——[?'Uﬂ

3
500 100

i i
N T ke

A00 100
AT L
3 g
O ohiient
400
Mar
3

] 1
I1+ﬁ1‘.-ﬁ

q E E

:E—l:"‘l'
T g

' 400
oo (8
fide,
On est & 'optimum,

1 1

Ty— =g — IEi‘:|,1l|-'|' = 3
1

:ﬁ—ﬁ=!+'§:!=

Igp+ =

r‘- _"'II-H.-."'

100

B i e, SR
T+ =
T 1
el T B

1
-Tg+ =

h I.Eu, l-=1|"" rﬁ

LMDJCEC

13000

3=y
1
3 4

400
A

1 dp0 200
s R 3
200

.'I:=-'_

3

.—Erﬁ. E:EJ'I* 3 T3+ 3

200

100

& 2

100

3 3
1 200

G 3
13000

Iy o =

3

Ty = 200

100
3) s

< 0 la condition d'arriy eat whrf-

- i T
Une solution optimale du programme est :{: = (Eg.i 200 u)—‘

La valeur optimale est

g S
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LMECSE

UFR MI
Année 2013 - 2014
Devoir L3
INITIATION AUX BASES DE DONNEES

Exercice 1 : Passage au relationnel

E P gt ’
noncé : Sait le modéle entité association suivant :

MEDECIN
T MALARE
i
Nom_Med Mnlade_ID
Prenoms Med mom_haloda
Age_Malads

Spécialite
COMEULTATION
1 |

(1 Mum_Censaleion

Q. n

Date_Consaltation

Prix_Consultation

0, n b1
0,4

~
YMPTOME .

5 /’EWE\ MALABIE
Num_Symptome \ﬂ“/ La | Num_Maladic
Nam_Symgtome | O.m ' Nam_Maladie

le modéle Entité-Association ci-dessus dans le schéma

Question : Transcrire

relationnel, _ - _
NB : Vous préciserez les clés primaires des relations en les soulignant ainsi que

les clés étrangéres en les signalant par un #.

?AUMLWWE'METD-W 3
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Dans votre schéma relationnel, chagque relation dolt Etre spécifiée de la maniére

suivante : Nom (attl,....attn) o Nom est le nom de la relation et affl, .., a##
sont des noms d'attributs,

rection ; Passape en relationne

MEDECIN (Medecin 1D, Nom_Med, Prenoms_Med, Specinlite)

MALADE (Malade 1D, Nom_Malade, Age Malade) e [ i
CONSULTATION (Num_Consuliation, #Medecin_ID, #Malade_ID, Date_Consultation, Prix_Consultation)
SYMPTOME (Num_Sviapteme, Nom_Symplome)

MALADIE (Mum_Maladic, Nom_Maladic)

DETECTER (#Num_Consuliation, #Mcdecin_ 1D, # Num_Symplonie]

DIAGNOSTIQUER ((#Mum_Consultation, #Medecin_ 12, # Num_Maladie)
ASSOCIER (# Num_Symprome, # Mum_Maladic)

Exercice 2 : Le langage SQL
Enonce : Soit la base de données relationnelle de schéma suivant

AGEMNCE (MNum_Agence, Mom, Ville, Actif)
CLIENT (Num_Client, Nom, Ville)

COMPTE (Mum_Compte, Mum_Agence, Num_Client, Solde)
EMPRUNT (MNum_Emprunt, Mum_Agence, Num_Client, Montant)

AvVec |

- Num_Agence (numérique) indiquont le Mumére de |'Agence
- Mum_cClient (numérique) indiquant le Muméro du Client
- Num_Compte (varchar2(25}) indiquant le Numéro de Campte

Exprimer en SQL :
1) Supprimez les comptes de "Dupont”

delete from COMPTE where Num_Client in (select Num_cClient from CLIENT
where Nom = "Dupont”);

2) Donnez la liste des noms des agences ayant des comptes-clients
select distinet Nom from AGENCE, COMPTE

where AGEMCE Num_Agence = COMPTE Num_Agence;

VALIDEUR LMD: Consels - Examens & TO - Corrections ’
14
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3} D'er.n
E'I r - L 1
habi ok BS noms des Clients ayant un compte ainsi que le nom de la ville od ils

w;:: ?‘:m. Ville from CLIENT, COMPTE
IENT Num_Client = COMPTE. Num_Client |

5Eﬂﬂl:n:n:inir:-m-. solution :
h!cf Mom, Ville from CLIENT
where Num_Client in (

select Num_Client from COMPTE).

4D '
) Dennez les Nom des Clients ayant un compte & "La Rochelle”

::ur CLIENT Nom from CLIENT, AGENCE, COMPTE
:ﬂ. AGENCE Num_Agence = COMPTE Num_Agence
and CLTENT Num_Client = COMPTE Num_Client

and AGEMCE Ville = "La Rochelle”

5) Donnez la liste des noms des Clients ayant un compte dans une agence od

*Claude” a un compte

Premiére solution :

select Nom from CLIENT, COMPTE
where CLIENT.Num_Client = COMPTE Num_Client and Num_Agence in (
team CLIENT, COMPTE

serzct M _AgGEnce s
where CLIENT.Mum_Client = COMPTE MNum_Client and Mom = “Claude”) .

Deuxieme solution :
select Mom from CLIENT where Mum_Client in (
select Num_Client from COMPTE where Num_Agence in (
CLIENT, COMPTE

select Mum_Agence from
where CLIEHT.Hurrx_EIl'ant = COMPTE Num_Client and Nem = "Cloude™)) :

liste des noms des Emprunteurs de |'agence *Paris-Rambuteau”

&) DonneZ la
classés per ordre alphabétique
select Nem from CLIENT where Num_Client in {
lient from EMPRUNT where Num_Agence in {

celect Num_C )
celect Num_Agence from AGENCE where Nom = “paris-Rambuteau”))

order by Mom:

ummmu:mmﬂs-whm-mmﬁ 35
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7) Dennez e Solde moyen des comptes-clients de chaque ogence
select Nom, avg(Selde) from AGENCE, COMPTE

where AGENCE.Num_Agence = COMPTE Num_Agence

group by Nem ;

8) Diminuez I'emprunt de tous les clients habitont *Marseille” de "5%"

update EMPRUNT set Montant = Montant * 0.95
where Num_Client in (

select Num_Client from CLIENT where Ville = "Marseille”) ;

9) Donnez le nom des Clients ayant un compte dans au-meins une agence
d""Orsay”

Premiere solution:
select Nom from CLIEMT where Mum_Client in

select Num_Client from COMPTE where Num_Agence in (
select um_Agence from AGENCE where Vilie = "Orsay”));
Deuxieme solution
select CLIENT.Nom from CLIEMT, COMPTE, AGENCE

where CLIENT.Num_Client = COMPTE Num_Client
and COMPTE Mum_Agence = AGENCE Mum_Agence

and AGENCE.Ville = "Orsay” ;

Bonne Chance a tous

mmu&mm-mam-m
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UFR MI

Année 2016 - 2017

COMPOSITION L3 - 2 heures
INITIATION AUX BASES DE DONNEES

Exercice 1 : Questions de cours (5 pts)

@. Quest-ce que la normalisation 7

Normaliser une relation consiste & extraire les Dépenda

Fonctionnelles internes qui posent des problémes, en les trersférent daong

de nouvelles relations

Dans un modéle Entité-Assaciation, peut-on avoir des clés étrangéres 7
Un MEA ne contient jamais de clé étrangére

Donnez la syntaxe d'ajout d'une colonne dans 1 table

ALTER TABLE nom_relation ADD nom_ottribut type_stiridut

Définissez les différents opérateurs relationnels de base

SELCTION : Extrait d'une table les lignes qui satisfont certains

critéres de comparaison ou d'eppartenance

PROJECTION : Extrait des colonnes particuliéres d'une teble

UNIOM : Elle combine deux tables A et B pour donner une table T qui

contient toutes les lignes appartenant @ Acua B
DIFFEREMCE : La différence relationnelle A - B combine deux tables A

et B pour donner une table T qui contient toutes les lignes de A non

; contenues dans B

FPRODUIT CARTESIEN : Le produit cartésien de deux relations A et B
(de schéma quelconque) est une relation T ayant pour attributs o
concaténation de ceux de A ef de B, et dont les n-uplets sont toutes
les combinaisons possibles des n-uplets de A avec ceux de B

Quelles sont les instructions SQL du LMD (Langege de Manipulation de
Données)
Insertion (INSERT), Suppression (DELETE), Modification (UPDATE)

VRLIDELR LMEx Conseds - Expmaens & TD - Comemans
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Exercice 2 : Passage au relationnel (6 pts)

Enoncé : Seit e modble entité aseacintion saimnt -

SALARIE Ef'ilfmu]l-‘-.ﬂf-ffaﬂ_c!nh.!u‘:.m Galane, Trarcha trepery (0.75)
ETABLISSEMEMT (tods_jiah, Nem_Foak, Adrense by (0.5)

fasst
EHFJ’!HT II"'.-']':_F!pI'!J'-r. whAatticube, NI Carsre, 6odn iy, 8Hats_fir, et afea Fromnar_seri
Diste Moz, My wne) (1.25)

CEMTRE {rd_{.tr.'rt. Rlnde Lied, Nor Ceptee, Cipacite, Traseka Ags) (0.75)
LIEU {I"r.-"li:_ KLY fﬂ.:s]

FOURNISSEUR (Cads_yoe, Nitim_Fees, Adresss_Feewr, Dutees)  (0.5)
CADEAU {.E#LE‘HH’I'I. RLrs Froar, Lakalle Cadewg, Phests Cadexy, PR) 10,75
BR_CADEAU (dura Bz, MPel_Cadeau, BCrde Enfangy  (1.25)

Exercice 3 : Le langage SQL (9 pts)
Enencé : Soit la base de données relationnzlle de schéma suivant

AGEMNCE (Mum_Agence, Mom, Ville, Actif)

ELTENT {Mum_Client, Mam, Ville)

COMPTE (Mum_Compte, #Num_Agence, #Mum_Cliznt, Sslde)
EMPRUNT (Num Emorunt, #Mum_Agence, #Mum_Cliset, Mantot)

Exprimer en SQL :

1) Les noms des agences ayant des comptes-clients (0.75)
select distinct Nom from AGEMCE, COMFTE

where AGEMCE MNum_Agence = COMPTE MNum_Asence

2) Les noms des Clients ayont un compte & "YAMOUSSOUKRO" (0.75)
select CLIENT.Mem from CLIENT, AGENCE, CONETE

where AGENCE Num_Agence = COMPTE Num_Agence
and CLIEMT Mum_cClient = COMPTE Mum_Client

and AGEMNCE Ville = *YAMOUSS0UKRO™

3] Les noms des Clients ﬂ'fﬂ.l'l"‘ un compte a fﬁgmu -Pftﬂjgg_' et le
ville ot ils habitent (0.75) rem de la

WALIDELR LMD Consedls - Examers & T « Cormmnrs
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5e| = Solution :
whm CLIENT.Nom, CLIENT.Ville from CLIENT, AGENCE, COMPTE

L
€ CLIENT Num_Client = COMPTE, Num_Client

and AGENCE 1
-Num_Agence = COMPTE Num_Agence
nd AGENCE Nor - "Prestige”

stfgc:- Hn:\ |:TF|:| :
- Ville from CLIENT
Where Num_client in (
select Num_client from COMPTE where Num_Agence in {
select MNum_Agence from AGEMCE where Nom = "Prestige"))

4

(; '-;; noms des Clients ayant un compte dans une agence ol "Claude” a un compte
'pr—pﬂ!lé—riiﬂﬂifﬂ:

select Nom from CLIENT, COMPTE

where CLIENT.Mum_Client = COMPTE Mum_Client and Mum_Agence in (
select Num_Agence from CLIENT, COMPTE
where CLIENT Num_Client = COMPTE Num_Client and Mom = "Claude”)

Deuxiéme solution :
select Nom from CLIENT where Num_Client in(
select Num_Client from COMPTE where MNum_Agence in (
select Num_Agence from CLIENT, COMPTE

where CLIEMT Num_Client = COMPTE Num_Client and Nom = "Claude™))

5) Les noms des Agences ayant un actif plus élevé que toute agence d'™ABIDTAN"
(1.0)
select MNom from AGEMCE where Actif > all {

select Actif from AGENCE where Ville = "ABIDJT AN")

&) Les noms des Clients ayant un compte dans au-moins une agence d'"ABIDJAN"
(1.0)

Premiére solution :
select Mem from CLIENT where Mum_Client in (

select Mum_Client from COMPTE where MNum_Agence in (
select Mum_Agence from AGENCE where Ville = "ABIDJT AN"Y)

Deuxiéme solution :
select CLIENT Nom frem CLIENT, COMPTE, AGENCE

YALIDEUR LMD: Conselds - Examens & TO - Comections 3G
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where CLIENT.Num_Client = COMPTE Num_Client
and COMPTE.Num_Agence = AGENCE Num_Agence
and AGENCE.Ville = "ABIDT AN"

7) Les noms des E“\Fl'i-ll'l‘l't'l.lrs de I'agence "'P‘resﬂge" classés par grdre nlphube*nqu:
(1.0)
select Nom from CLIENT where Mum_Client in (

select Num_Client from EMPRUNT where Num_Agence in {

select Num_Agence from AGENCE where Nom = "Prestige”))
order by Mom

8) Donnez le Solde moyen des comptes-clients de chague agence  (1.0)
select Nom, avg(Solde) from AGEMNCE, COMPTE

where AGEMCE Num_agence = COMPTE.Num_Agence

group by MNom

9) Insérer le n-uplet « 147202, "Houphouét”, “YAMOUSSOUKRO" » dans la
relation CLIENT (0.25)

insert inte CLIENT values (147202, "Houphouét", *Y AMOUSSOUKROD")

10) Diminuer I'emprunt de tous les clients habitant “"ADZOPE” de 5% (1.0)
update EMPRUNT set Montant = Montant * 0.95
where Num_cClient in (

select Num_cClient from CLIENT where Ville = "ADZOPE")

11) Fermer les comptes de “Coulibaly* (G.5)

Premiére solution ;

delete from COMPTE where Num_Client in (
select Num_Client from CLIENT where Mom = “Coulibaly™)

Deuxieme solution :
delete from COMPTE

where COMPTE Mum_cClient = CLIENT.Num_cClient
and CLIENT Mem = *Coulibaly")

Bonne Chance d tous
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COR
RECTION DE INITIATION AUX BASES DE DONNEES Session 2 2015-2017

E
XERCICE 1 : Questions de cours

3] Qu'est-ce que la normalisation 7

Ella . :
pmbl?mmﬂ 4 extraire les Dépendances Fonctionnelles infsmes qui posent des
mes, en les transférant dans de nouvelles relations

b) Enumérons 4 ries ou fonctions d'un SGED
Ce sont ¢

% Indépendance des données

-JI- Partage des données (gestion des 2ccés concurments + sécuritd cas données)
= Accés efficace aux donnédes

4+ Intégrité et sécurité des données

¢} Enumérons les difiérents types de SGBD qui existent

Ce sont ; BD Relationnels, BD Orlentés Objsts, BD personnels

d) Donnons la définition de chacune des 3 premidras formes normales

4+ Une relation est en 1ére Forme Nommale =i &t spulement s g2 n'a gas
d'atiributs multi-valués, en d'aulres termes =i |es attributs ne contiennant que

des “valeurs atomigues”
4 Vine relation est en 7éme Forme Normale si elig est .

. En 1ére forme normale

. Et que toutes les dépendances fonctionnelles entre ia cié primaire et las autres
atiributs de la relation eplent élémentaires. Autrement dit, les attrbuts dohvent

dépende de |2 totalité de la clé.

4 Une relation est en 3éme forme normate, si &t seulement si:

. 5i elle satisfall &5 1&re et 2eme formes normaies,

. Et si tout attribut, aulre que la clé, dépend directement de la ¢i# (pas ce transitivitd)

a) Donnons la syniaxe d'ajout d'une colanne dans 1 table

ALTER TABLE nom_relation ADD nom_stiribut type_attribut

VALIDEUR, LMD; Consels - Exmreris & TD - Cormections
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EXERCICE 2 : Passage au relationnel

Transcrire le modéle Entité-Assoclation dans le schéma relationnel.

CLIENT (Client 1D, Nom, Prenoms, Adresse, DateNaissance)
SEANCE_CODE (Séance 1D, Date_Seance, Heure_Seance, #Serie_ID)
ASSISTE_A (#Client 1D, #Seance 10, Nombre_Faute)

AUTORISE_A_PASSER (#Client ID, #PassageCode |0, NB_Fautes)

EXAMEN CODE  (PassageCode ID,  Dale_Passage,  Heure Passage,
Lieu_Examen)

QUESTION (Question 1D, Inlitule, Reponse, Niveau_Difficulte, Theme]
CONTIENT (#Question |D, # Seria ID, Numero)

SERIE (Serie |D, #CdRom_ID)

CD_ROM t;d_ﬂgm ID, Editeur)

EXERCICE 3 : le langage 5QL

1) Donnens la liste des employés ayant une commission supérieure a zéro el
classe par commission décroissanie

SELECT *FROM Emp WHERE Comm > 0 ORDER BY Comm DESC :
2) Donnons le nom des personnes embauchées depuis le 01/09/2008
SELECT NomE FROM Emp WHERE Embauche > '01/09/2008"

3) Donnons |a liste des employés (nom, date d'embauche et Numéro
département) ravaillant & Abidjan

SELECT NomE, Embauche, NumD FROM Dept, Emp WHERE {Deptlieu =
“Abidjan") AND (Dept.NumD = Emp.NumD );

4) Donnons la liste des subordonnés (Numéro et nom) de "KASS"

SELECT NumE, NomE FROM Emp WHERE NumS IS {SELECT NumE FROM Emp
WHERE NomE = "KASSI"} ;

5) Donnons la moyenne des salalres

VALIDEUR LMD: Conseils - Examans & TD - Corrections
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SE :

LECT AVG (Salaire) AS SalaireMoyen FROM Emp;

B) Dennons le nom des employés ayant 1 commission égale a zéro
SELECT NomE FROM Emp WHERE Comm =0

7) Donnons Ia liste des employés (nom, fonction el salaire) gagnant plus que la
'Moyenne aes salaires de l'enireprise

SELECT NomE, Fonction, Salaire FROM Emp WHERE Salaire > (SELECT AVG
(Salaire) From Emp)

VALIDEUR LMD: Conefis - Examnens B TD - Corections
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LML ERE,

UFR-MI 113 Annda 2017-201H

[CORRECTION BASE DF DONNEES (R SESSION |

EXERCICE 1 : Crestions de cours

1,

2,

Un SGBD cst logheiel pormotbant de mnogpilor Jes boses ihiz slonmtes
(construction, maintenanee, mtérrogtion et securilé ).

Fonetions fondamentales d'vn SGRD ¢

= Independance des donntes (loglgue ot physigue) ;
Partage des demates :

Acets ellicace nux donndes;

Megritd et securitd des donndes ;

Administmtion contrnlisée des donmbes;
recuperntion sur crash,

. Les types de SGRBD

= BD relationnels | ORACLE
= BD arientés objets @ Oy
= BD personnels : ACCESS

. Definitions

. L [formie normale ¢
Une relation csk en prémitre forme normale (FN1) s elle n'a pos

- d'attribut multi valwés, en d'autres tormes si les atteibutls ne contionnent
que des valeurs atomigques.

- P farvme normale !
Une relation cst en deaxitme lorme normale (FN2) si elle cst en FN]
et 51 lous les autres aftributs nutres que ln cbé primaire depondent
de ln totnlité de la clé {transitivité possibile)

= 3 forme normale (FNS) :
Une relntion est en FN3 a4 elle cst en FN1 ot FN2 ot 81 tout, attribut
autre que la clé dépend directement de In elé { pas de transitivité)

. 8QL : Structurcd Query Language

Réle : c'est le Inngunge de requite standard pour I'intérrogation d
bases de donndes relationnelles. Sy
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EXERCICE 2 : NORMALISATION

(8) * Un bureau peut contenir plusieurs poste telephenicque’
Cette contrainte n'est pas verifite car Fbureau contient la dependance
fonctionnellle NumBureau— NumTelephone, donc & un buresu est as-
s0cké un et un seul numero de telephone. Pour que la pontrainte soit
verifide il faudrait supprimer cette dependance fonctionnelle.

(b) * 1 ¥ a unc et une seule personne par burcan®
cette contrainte est verifiée car Foccupant contient la DF : NumBurcau—
PersennelD |, dose & un numero de bureau est associé une ct une scule
personnge .

{€) " Un bureau conticnt un seul ordinateur’
Cette contrainte n'est pas verifite car il y a juste I'information qu'un or-
dinateur est dans un soul bureau d'aprés1la DF @ | MumPC-=sNumbureau
) mais pas Vinverse. Pour que la contrainte soit verifiée il faudrait ajou-
ter Ia DF : Numbureau—NumPC

EXERCICE 3

PERSONNE(Matricule, Nom, Adresse, Telephone, Salaire)
PILOTE(Matriculs, Exam_Med)
TECHNICIEN(Matriguls)

TYPE(Id_Type.Nom, Paoids, Capacité, Rayon_action)
AVION(Numero_Immat, #1d_type, Localisation)

TEST(Num_ Test, _#Numem_lmmn!.. Nom, Seuil, Date, Etat)
VOL{Num_vel, #Matricale, #Numeso_fmmat, Ville_dep, Ville_arr, Heure_dep,

Heure_arr)
EXPERT(#1d_Type, #Matricule, Date_deb, Date_fin)
EXERCICE 4 : SQL

ACENCE({Num_Agence, Nom, Ville, Actif)

CLIENT(Num_Client, Nom, Ville) _
COMPTE(Num_Compte, Num_Agence, Num_Client, Solde)
EMPRU E"-'T{Num_Emprunt. Num__Agence, Num_Chent, Montant)

1. DELETE FROM COMPTE WHERE Num_Client IN(SELECT Num_Client
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FROM COMPTE WHERE Nom="Coulibaly"}; WHERE
2. SELECT DISTINCT Nom FROM AGENCE, COMPTE
AGENCE Num_ Agence = COMPTE Num_Agence;
3. 1 : SELECT Nom, Vills FROM CLIENT, COMPTE WHERE
CLIENT.Num_ Client = COMPTE Num_Client ; Olicit T
2 : SELECT Nem, Ville FROM CLIZNT WHERE Num_LA4
{SELECT Num_ Clicnt FROM COMPTE);
4. SELECT CLIENT Nom FROM CLIENT, AGENCE, COMPTE WHERE
AGENCE Num_Agenee = COMPTE Num_Agenes AND
CLIENT. Num_Client = COMPTE.Num_Client AND
AGENCE.Villo = "le Rochells':
Qu
SELECT Nom FROM CLIENT WHERE Num_Cliens IN(SELECT
Num_Client FROM COMPTE WHERE Num_Agence W{E:E:LEGT
Num_Agence FROM AGENCE WHERE Ville = ‘le Rochelie® });
5. SELECT Nom FROM CLIENT, COMPTE WHERE CLIENT.Num_Client
= COMPTE.Num_Client AND Num_Agence IN(SELECT Num_Agence _ .
FROM CLIENT, COMPTE WHERE CLIENT.Num_ Client = COMPTE.Num_Client
AND Nom="Claude") ;

ou

SELECT Nom FROM CLIENT WHERE Num_ Client IN{ SELECT
Num_Client FROM COMPTE WHERE Num_Agence IN(SELECT
Num_ Agence FROM CLIENT COMPTE WHERE CLIENT.Num_ Client
= COMPTE Num_ Client AND Nom = *Claude")) ;

6. SELECT Nom FROM CLIENT WHERE Num_Client IN(SELECT
Num_ Cliest FROM EMPRUNT WHERE Num_ Agence IN(SELECT
Num_Agence FROM AGENCE WHERE Nom = 'Paris_Ranbuteay'))
ORDER BY Nom;

7. SELECT Nem, AVG(Selde) FROM AGENCE, COMPTE WHERE
AGENCE Num_Agence = COMPTE.Num_Agence GROUP BY Nom :

8 UPDATE EMPRUNT SET Montant = Montant+0.95 WHERE Num  Clicnt.
IN{SELECT Num_Client WHERE Ville = *Bouaké"); n

9, SELECT Nom FROM CLIENT WHERE Num_Client IN(SELECT
Num_Clicnt FROM COMPTE WHERE Num_ Agenes IN(SELECT
Num_Agence FROM AGENCE WHERE Ville = 'Abidjan'));
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1 Fiche 1 Divisibilité, division enclidienne
Exercice 1 Combien 19! admet-1l de divispurs ?

Exercice 2 Trouver lo reste de la division par 19 du nombre 1001990,

Exercice 3 Sach

L]

n du nombre 94268 par chscun des nombres 265 ot 354,

Exercice 4 Démentrer
_ quit le nombre 7° 4 1 et divisible i ir ; |
Cas n pair, donner le reste de sa division juair 8. Gl s

Exercice 5 Montrer que¥ne N :

n(n+ 1)(n 4+ 2)(n 4 3} est divisible par 24,

a(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4) et divisible par 120,

Exercice G Montrer que si n est un entier naturel somme de dews carrés d'entiors alors
le reste de la division euclidiesine da n par 4 n'est jrmais égal 4 3.

Exercice 7

1. Puur‘mur. couple de nombres réols (2, ) montrer, par réeurrence, que potir tout n & N
O e b 1elation

n=1
(#) 2" =y m (2= g} 3" 2Hyrimk,

2. Soit (a,b,p) des entiers &léments de N. Montrer que s'fl existe un entier | & N 1ol ke
b = a - pl, alors pour tout n € M*, il existe un entier m € N tel que & = a" 4 P,

3. Soient a, b, pr des entiers dléments de N, en utilisant la question 2, montrer que sia - b

est divisible par p,
=1

E g -l

est aussi divisible par p. En déduire, & I'nide de la question 2 et de In formule {«), que
g 6 — b est divisible par p" e il existe un enties | € N tel que a - b = Lp", alom
a® — b est divisible par p**?.

Exercice 8

1. Montrer gue le reste de la division euclidienne par 8 du carrd de tout nombre fmpuir
et 1

2, Mantrer de mime gque tout nombro pair vérifie £° = 0[8] ou #* = 4[8].
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TH de Théaric des nombres ap16-2017 UFHB 2

3. Soient a, b, ¢ tros entiers impairs, Déterminer le reste modulo § de a? +17 + e et celud
de 2(ab + be + ea).

4. En déduire que ces deux nombres ne sont pas des carpls puls que ab4 be+ ea non plus.
Indications

Exercice 1 11 ne faut surtout pas chercher i caleuber T = 1 2x 3xdxe % 16%17 %1819,
miabs profiter du fait qu'll et déjA “presque’ fuctorisad. i
Excreice 2 11 faut travailler modula 19, taut d'nbord réduire 100 modulo 19, Se souvenit que
s o = bin] alors a* = *[n}. Enfin calculer cx que cely donne pour les exposants k = 1,23,
en casayant de trouver une rigle générale,
Excrcice 3 Le reste d'une division euclidienne cst plus petit que le quotient !
Extreice 4 Utilisor Jes modulos fici modulo 8), un entier est divisible par § &i ¢t seulement si
il st dquivalent & O modulo 8. Tci vous pouves commencet par enlculer T*[B].
Exercice § Constater que pour 4 nombros consbeutils il y a nheessairement des diviseurs de2,
... [tous distinets).
Exercice § Berire n = p¥ + g° ot ftudier lox diffirents cas de parith do p ot .
Exercice 7
1. On pourra écrire do dowe manidres différente I quantite ylz" = ™) + (z = p)z".
2, Utiliser In formule (=)
3. Utillser In question 2 et 1a formule (4)
Exercice B

1. Befdren=2p+ 1.
3 Eerire i = 2p ot diseuter selon que p est palr ou impedr.
. Utiliser ln premitee question.

4. Par I'nbsurde supposer que celn s'écrive comime un carrd, par exemple a® 408 4 2 = 1% puls
eliseuter selon que 11 cst palr oo B0,
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Exurc':r::c 1: Combien 19! admet-il de diviseurs 7

Indication

." ne faut surtout pas chercher & caleuler 19] = | x 2xIndxi o x 6% 1T= 18219,
milis pmﬁtq-r_ du fait qu'il est déjd “presque” factorisé,

Correction Eerivons la décomposition de 191 = 1 %3 x 3xd.. .19 en factours pramiors.
10 =2 e B o B P 11 %13 %17 %10,

Undlvi.r.-:urdtlﬂ-!s'ﬂtrjtdnﬂ"::ﬂ-"xﬁ'fx?‘nII‘xJB‘Hl?“xIﬂ‘nvmﬂirrilﬁ.
DEEEE.EE?E3..Dgﬁg2,55-_-51.05u51,05;:--_:1.055r-51. De
plus tout nombro d de cette forme est un diviseur de 19!, Lo nombre de diviseurs est done
(164 138+ 1)(3 + 1)(2 + LI+ 3301 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 29376,

Exqr-:iue 2 Trouver le reste de In division par 19 du nombre 100790,

Indication 1 faut travailler modulo 19, tout d'abord réduire 100 modulo 19, Sc souvenir
que 88 o = b[19] alors a* = B(17). Enfin calculer ce que cela donne pour les exposants
k=123, . ¢e;o essayant de Lrouver une régle ginérake.

IMTE'] mod19=75

OTL&CHION 11 sagit de ealeuler 1001% modulo 19, Tout d'abord 100 = §mod 19 on
erit 100 = 5(19] done 100190 z 58000750]

Or 5% = 6[19], 5* = 6°[19] = —2{19); 5* = 4[19] et 5° = 119

5% = 1]19]

1000 = 900 + 90 + 9 + 1

51000 = 5% » 5% x 57 x 5[19]

51000 = 1% 1 % 1 % 5[19]

100" = 5(18]

4*mod 19 = 17. Done 5% = 5430 = (—2)* = 1[17),

100" mod 17 = 1.

Exercice 3 Sachant que l'on a 94268 = 354 » 265 4+ 458 , déterminer, sans faire la
division, le reste de la division du nombre 84268 par chacun des nombres 265 of 354.
Indication Attention le reste d*une division euclidienne est plus petit que le quotient |

Correction  La scule chose & voir est que pour une division euclidienne le reste doit
pre plus petit que le quotient, Donc les divislons euclidiennes s'éerivent : 94208 = 265 x
354 -+ 458 = 265 + 193 = 193 [265] on a [183] et

04268 = 265 % 354 + 458 = 354 + 104 = 104 [354] on o{104]

sxercce 4 Démontrer que le nombre 7 4 1 est divisible par 8 58 n est impair ; dons le

n pair, donner le reste de sa division par 8, o _
Eul:lgiﬂét-iun Utiliser les modulos (icl modulo 8), un entier est divisible par 8 5i et seule-

ment s il est équivalent & 0 modulo 8. Tl vous pouves commencer par calouler 'i""'[Ef.
Correction Haisonnons modulo 8 :

7= —1mod8
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Donc
T4 1= (=1)" + Lmod 8
Lo reste de Ta division caclidicane do 77 +1 pac 8 est done (=27 -+ 1 donz s oot Lapak
alors 7" 4 1 est divisible par §, Et i n est pair T + 1 west pos divisible par 8,

Exercice 5 Montrer que ¥n & N
nln + 1)(n 4+ 2)(n + 3) cst divisible par 24,

nln 4 1)(n+2)(n 4 3){n + 1) est divisible par 120.

Correction 1l suffit de constater que pour d nombres comséeutifs il y n néecssairement
. wn divisenr do 2, un diviseur de 3, un divisour de 4 (tous distincts). Donc o produit ded
nombres consteutifs est divisible par 2 x 3 x4 = 24.

Exercice 6 Montrer que si n est un entier naturel somine de devs earrés d'enticrs alors
le este de la division cuchidienne de o par 4 n'est janais fgnd A 3.

Correction
Eerire n = p! 4 ¢* et ttudicr lo roste de I division cuclidienno de n par 4 en distinguant les
differents cas de parith de p et g,

Exercice 7
Correction

Pour 2 £f g divise b — a ~ors p divise atagsh B = ™ A'peets s forrude ().
Pour 3 On utilise le résultat de la question précbdente avee 1= p = k -1 pour &erire B4
an fonctinn de af~*=! modulo p dans Eﬂ attr=k=1_ On pewt alors conclare.

b = "+ (b — o) ity oo
o) gt ot (0 (0 - o) DI T abehiot)
§E Lottt = Thg et {1"’"""‘ +ih-a) 0 nhu-lr-t-l.-n] B

— Trh et Tyt (b — ) ER T o) D ot

multiple de p.

Exercice 3

Soit 1 un nombee impalr, wors il terit n = Jp+ 1 avee p € N Malntenant n® = (2p 4 1)° =
4,p’+4p+l=d;l[p+‘l:|l+l. Dene n® = 1[8].

1. 81 11 est pair nlos il exise p € Moel quen =25 Bun® = 4p, S poest pale alors 7 o
pair et done n® = 4p® et divisible par 8, donc W= O[8). S p st lmpaie aloes g est mpale
ot done 1t = 4p® et divisilile pag 4 nuds pas pac 8, done o AE8).

8 Comme o cst impair alors d'aprds Ie prosiliee question o' m 18], et de mdme 2 =
)5 = 18]
& m 1]8). Done o+ Pt = 1141 o 8L Pour Pantee reste, derbvons o = 2p -Ef]'l.
etb=2g+1,c=2r+1, o dab = A2n+ 1)(20 + 1) = pg +Mp 4 q) 2. Alors
E.{Etl - ﬂl} =Hp -+ Haqr + E'-lf 4+ Blp &g ]".; [, done '!l_'ﬁh b+ r'll.l-] o “131
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Montrons par I'absurde que le nombre 0® + B 4 7 plest
Suppasons qu'il existe nENtelqiea?+ it o 2. Nows savons quea® g = 8],
Sin est impair alorss n? = 1[S] et 5 1 st pair alors 1? = 0[8] on m? = d[8). Do tous
les ens n? nlest P congre & 3 moduls 8. Done i ¥ aune contrwdiction. L conclision e

que hypothize de dépary est Erusse done @ + £ 4 @ 1'en pas b eared, Le it type de
Talsonnement eet valide pour 2lad + b = g,

paa b eared d'wn nombre enter.

Pour ab < be + ca 1l faut rafiner uh peut Targument. 8i ab + be 4 o = 0?

nlors welon 1a
parité de % nous avons Hab+be+oa) 5 7t 2[5] s A 8], Nous rensnrquons cnofin

que ab. be, ea sont trofs nombres impalre, et done leur sonime e inpaire, Par constquent
™ et smpair (sinon 1% sernit palr), doric ab + be -+ og @ w = 18], Co qui aboutit & une
contradiction. Nous avons montrer que ab -+ be + en n'est pas un carnd,
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2 Fiche 2 pged, ppom, algorithme d'Euclide
Exercice 1 Calauler le peed des nodrhees suivants @

1. 1026, 612.

2. 380, 780, 150,

3. 320, 8020, 2250,

Exercice 2

Diétermines ez couplez dentiors naturels de poed 18 ¢t de somune 360, De méme aves
peod 18 et produit 6480,

Exercice 3 Caleuler par U'slgorithme d'Enclide : 1848009328, En déduire une deritune
de §4 comme combinaison Hadalre do 18430 et D325

Exercice 4 Notonsa=1111111111 et =123 456 T8

1. Caleuler lo quotient et le reste de Ia division euclidienne de « par b
, Calcaler p= paedla,§).

[

3. Déterminer deux entiers relatifs u ot v 1els que au b =
Exercice 5 Résoudre dans I

a) 16650~ 1085y =45 b) 1685z + 3735y = 15
¢) 148 + 330y = 12,

vaALIDELS LMD Corseds - Examens & TD - Comections a1l
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3 Fiche 2 pged, Ppem, algorithme d'Euclide
Exercior 1 Caloler I Paed des voodaes subvants ;

L. 1026, 612
S, TRD, 130,
. 340, 809, a8

LR

i

Imdicatian- I R e dueik o
{‘L‘m\.‘lfﬂu A ] “;I!L‘h"‘! Ia hil!"-.'t'ql'l.].hﬁﬂu.ui s wornbres o faelears Prenbins,

LIS =2x3 N9 él= N L
done le paed de WM et 610 st 28 37 = 15,
pood (1026, 6810 = 18
230 = PN F N5, I =2 A D N 1T et 150 2 d w5 et abone be paed do v
trods mombred et 2N I A= 20
ped (360, 750,150 = 30

SO0 e P P k000 e 2 G N 5K 0 et 2050 w2 NPk A

ped {340, 8080, 2250) = 2 % 537 X 5= W),

Exercice 2

Diterminer les couples dentlors naturels de pred 18 of de somme 365 Do mitme pvoe
peed 18 et prodait S50,

Correction
Sotent 2 b deux entions de pgod 18 of de somuee 3000 Solt o', & (ol 'gue o o 184" il b o |88,

Alors o et B st prembers entoe cix, ot lenr somne est 360718 = 20,
Nous pouvens factlennent fnumérer tous bes couples d'entiers satweels (o K] (0" < M) i

vérifient ovtte condition, oo sont les eonples _
"

(1, 390, (3,170, (7, 130, 49, 10, (10,90, (03, 70, (17, 8, (49, 1),

Pour obtemr les couples (o b) recherchés (o < b, puls b < a) 0 soillit de nlelplier les
couples préctdents par 18

(15,42, (54, 306D, (126, 234), (162, 198)
(I8, 1620, (234, M), (306, &l ), (2, 18)

{aAbHa v h) = ab

VALLASLR LMD wonmeih - Euansens & T - Conisdtian 111
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1
1&='2!3§:35ﬂ-2‘x3‘ x5
A= x3M xiMeth=2M x i
avee (oy; 3, = (1:3) ou (3:1), (ea: 8y) = (2:2)
et {ag; ) = (0;1) o (1;0), CI—~
(0.5) € (2% 39,20 % 30  §) (2 % 8 % 52" 5 3) (27 = 3 e 5:2x 3, (T ¥ P2 N3N
Exercice 3 Calculor par U'algorithme d'Euclide : 1845049525 En déslumre une fentume

de 84 comme combinaison lintaire de 18480 ot 9525
Correction

TE4R0 — G828 = K52
G628 — B652 = 1176
BGS2 — 7 x 1176 = 420
1176 — 2 = 420 = 336
420 - 336 = 84
36 -4 x84 =0
pred (18480, 9828) = B4;
25 = 18480 + {-47) = 9828 = B4,
Exercice 4 Netons = 1111 111111 et b = 123 456 755

1. Caleuler le quotient et Je reste de la division euclndienne de o par b,
9. Caleuler p = pged{a,b).
3. Détermniner denx entiers relatifs u ot v tels que an = beo= p

Correction

1. a =90+ 10.

9, Caleulons le pged par Valgorithme d'Euclide. a = 85+ 10, b= 12345675 % 10 + 9,
0=1%x94110=1x19+] Donecle pged vaut 1;

3. Nous reprenons les dquations préctdentes en partant de la fine 1 = 10 - 9, puis nous
remplagons 9 grice & la deuxidme dquation de I'’gorithme d'Euslide 1 =10 5 -
12346675 x 10) = —b+ 1233679 = 10. Muntenant nous remplagons 10 grice 4 ln
premidre équation: 1= —b + 13345679(a — 9b) = 12345792 — {111111125,

Exercice 5 Résoudre dans Zt
n) 16657 + 1083y = 45 b) 1665z + 3735y = 45
¢} 1487 + 232y = 12,
Correction
3735/45 = B3

VALIDEUR LMD: Coreils - Examens & T - Corrersmng



10.08.2070

LMDyEse
TD do Theorie des nombres 2016-2007 UFHB 9

B3« 45 = 3735

1665 (83u + 9) + 3735 (=37u—4) =45

37 (83u 4 9) 4+ 83 (—3Tu — 4) = |

En divisamt par 45 noys obtenons 'équation fquivalente : 37r + 83y = 1, Cﬂmﬂ?ﬁ e
Ped de 37 et 83 est 1, done d'apris le théoréme de Bzout cotte équation a des solutions,
Par exemple une solution particulitre est (zg, 1) = (9, -4). Les solutions sont exactement
les couples (r, )= (g — 83k, pp + dTh), pour k€ .

415
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4 Fiche 3 Nombres premiers, nombres premiers entre eux
Exercice 1 Soient a,b des entiers supéricurs on éganx & 1. Montrer :

L@ =0t -1);

L (Z-1AR -1 =(2""-1);

3. (2* = 1 premier ) = (a premier ). Réciproque?

Exercice 2 Démentrer que, si o ot bsont des entiers premiess entre eux, il en est de
méme des entiers a + b et ab,

Exercice 3 Soit p un nombre premier.

1 Montrer queYie B0 <i<pona:

€, est divisible par p.
2, Montrer par récurence que :
Yp premier, Yo € N°, on a o — a est divisible par p.
Exercice 4

1, Montrer par récurnence que¥n ENYE Zlonn:
k=1
ot om0 - 1) x J]E + 1)
i

2. On pose Fy, = 27" + 1. Montrer que pour m ¢ n, F, ¢t Fy, sont premicrs entre eux
3. En déduire qu'il ¥ & une infinité de nombres premiers.
Exercice 5 Scit X 'ensemble des nombres premiers de I forme 4k + 3 avee k€ N

1. Montrer gue X cst non vide,

2. Montrer gque le produit de nombres de In formie 4k 4 1 st encore de cotte forme,

3. On suppose que X cst fini et on Péerit alors X = {p,..., p, ).
Soit o = 4P .- Po — 1. Montrer par Uabsurde que o ndmet un diviseur premier de
Ia forme 4k 4 3.

4, Montrer que coci ost impossible ot done que X es* infini.

Exercice 6 Soit o € N tel que o™ + 1 soit premier, montrer que 3k & Noj = 24 Que

penser de In conjecture 1 ¥n € N2 + 1 est promber T

WALIDEUR LMD: Consells - Examens B TD - Comection 418
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o i i
rFu:he 4 Nombres premiers, nombres premiers entre eux
Indications

11

Exercice 1 Pour 1 et 3 utiliser 1'egalite

f-l:fz—l]{:"’+---+:+i].

Exercice 2 Raisonner par I'absurde et utiliser Je thiordme de Gauss.
Exercice 3 Eerire

o BE=-Np-2). . (p={i+1))
P t!

et utiliser le théoréme de Gause. Raisonner avec les modulos, c'est-d-dire prouver of = afp),

Exercice 4
1. 1l faut ttre trés soignews : n est fxé une fols pour toute, la récurrence se fait sur k & N,
2. Utiliser la question précédente avee m =n 4+ &,

3. Par 'absurde, supposer qu'll ¥ a sculement n nombres premiers, considérer n 4 1
nombres du type . Appliquer le “principe du tirolr” : & vous avez n+ 1 chausseties
rangées dans n tirgirs alors il existe (au moins) un tirorr contenant (plus de) deur
chausseites.

Exercice 5 Soit X 'ensemble des nombres premiers de la forme 4k + 3 avec ke N.

1. Montrer que X est non vide.

2. Montrer que le prodult de nombres de la forme 4k + 1 st encore de cette forme.

3. On suppese que X est fini et on l'écrit alors X = {m,....pn}-
Sai* = = dp:py .. P — 1. Montrer nar Fabsurde que o admet un diviseur pramier de

la forme 4& 4 3.
4. Montrer que ceci est impossible et done que X est infini,

1. X est non vide donner un exemple .

4. Par l'absurde

Exercice 6  Raisonner par contraposition {(ou par 'absurde) @ suppeser que n n'est
pas de la forme 2%, alors n admet un facteur irréductible p > 2. Utiliser gussi 2" + 1 =
(z+I1—=+ ¥ — 17 4 ... 4 z71) avec = bien choisi.
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6 Fiche 3 Nombres premiers, nombres premiers entre eux
Corrigbs
Exercice 1 Soient a,b des entiers supéricurs ou égaux & 1, Montrer

Lo =it - 1),
(22 -1a(2-1)=(22"=1);

3. (22 -1 premies ) = (a premier ). Réciproque?
Correction

Pour 1. 2% = =|{2“}|"-1={'3“—1':{{2"',|""+---+2“+1}

Pour 2. {2° =1} A (22 — 1) = (20— 1)?

- comme & est un multiple de a A b, d'aprés 1, 2°%% — 1 divise 2° — 1; idem pour 2* = L.
Dong 2044 — 1 divise (2* — 1) A (2* = 1)

- 8i d divise 2% — 1 et 2* — 1 alors d divise (2* = 1) A (2° = 1)

§=aozr+
gt o gestby = 9emghy = (2207 ()Y = (dg + 1) (dL 4+ 1)" = 1+ dls
d divise 2¢ = 1

done {29 — 1) A (2 — 1) divise 2* — 1
Pour 3. Montrons plutdt la contrapesée. Soit p = ab un entier avec a, b e M*. Montrons
que 27 — 1 n'est pes premier.
MNous £avons que
P =la=(z=1)" 4ot l),
pour x = 2° nous obtenons :

o= 1= 2 -1=( -2V 20 50),
De plus 2° — 1 n'est ni 1 m 2 donc nous avons décomposé 2P — 1 en produit d'entiers

difftrents de 1, Done 27 = 1 n'est pas premier.
Par contraposition nous obtenons que si 27 — 1 est premier alors p est premier.

97 — 1 = 127 cst premier; 7 est premier
Réciproque? fausse en général car
11 est premier 21 — 1 = 2047 = 23 x 89 n'est pas premier

Exercice 2 Démontrer que, 5i u et b sont des entiers premiers entre eux, il en est de
mbme des entiers a + b et ab. '
Correction
Soit o ot b des entiers premiers entre eux, Ralsonnons par 'sbsurde et supposons que ab et
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@+ b ne sont pas premiers entre e, 1 existe alors § un nembre premier divisant b et a+ b,
L'entier & ne peut diviser @ et b car a et b sont premiers entre ews. Par exemple supposons
que & ne divise pas b cela implique que § et b sont premiers entre eux.

D'aprés lo théoréme de Gauss, comme § divise ab et § promier avee b alors § divise a.

Maintenant § divise a et divise a + b alors § divisea+b—a = b, & est un facteur premier
de a et de b ce qui et absurde.

Exercice 3 Soit p un nombee premier.

1. Montrerque Vie N0 <i<pona:

J."J'-", est divisible par p.

2. Montrer par récurence que

¥p premier, Yo € N*, onaa® —a est divisibla par p.

Indication

Eerire

pp—1)(p=2)...(p— (i +1))
il

Ci =

et utiliser le théoréme de Gauss.
Raisonner avee les modulos, c'est-4-dire prouver a” = alp].
Correction

1, Etant donné 0 < ¢ < p, NOUS AVANS

B plp=1ip=2)...(p-(i+1))
“Mp-i il

Comme € est un entier alors ! divise p(p = 1)...(p = (i + 1]}. Mais il et p sont
premiers epntrc pux {en utilisant I'hypothése 0 <1 < 7). ‘D:?nc 1?'nprh le théoréme
de Causs: il divise (p—1}...(p— (1 + 1)), autrement dit il existe k E. 3 tel que
Exil=(p—1)...{p= (i +1)) Maintenant nous avens O = pk donc p divise C}.

1l s'agit de montrer le petit théoréme de Fermat: pour p promier et @ € N7, alors
a" = alp|. Fixons p. Seit l'assertion

(Ha) o =alp}

Pour a = 1 cette assertion est vraie | Etant donné a < 1 supposons que H,, soit vraio.
Alors

G

{r]_ b l}p = ZC:#.-.
=i

ummmu:mm-whm-m
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Mais d'apris I question préctdento pour < i < p, pdiviso €5 En termes do madulo

ek ol eming:
(o -+ 1 = O3 4 Can" = 14 [
Par Uhypathtse de réenrmenes mows gnvons e o alpl, done

(i 4 1)F = g 1p).

Nons venons de pronver aabe M, g o8t vende, Par lo principo de rbearroiee alom ejuslepties

#oit 0 ¢ N* nows avens: o = alp]
=" = 1 = 0.
a" ! = 1)
Exereice 4

1. Moentrer par séeurrence gue Vie € N.VE> 1 onn

ki
P~ b (2 1) [ 1),
imy
2. Om pose F, = 3% - 1, Montrer que pour m ¢, F, ot Fy sonl premicrs osikeo e,

3. En dbduire qu'il ¥ n une infinité de nombres premiers.

Correction

L. Fixons n ot montrons In péourrence sur b e M, Lo formle
Supposons la formule vreale an rang &, Alors

i k]
l'!?!l . ]} " I'I [ET"Ii i l]‘ - {23"‘ &k 1-] % l—l[ ['Et'll " 1] i {Elrlll. " I}
el

=@ @ ) = @ g

Nous svons utilizer 'liypothése de récurmence dans cos Spnlitts, Nouy

trer I formule aw rang &+ 1. B done par be prineipe de rtcurrence el est venie,

2. Ecrivous mn = i -+ k, alors égalité préefdente dovient:

#i=l
ﬂ,,-nﬂu:u““-uxn:-:_

T
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Soit encoro :

=1
Fax (@ -1)x H F, = Fa=2
(LT
81 d est un diviseur de F,, et F. nlors d divise 2 {ou alors on pout utiliser le théoréme
de Bezout), En comséquent d = 1 ou d = 2, Mais Fy cst impair donc d = 1. Nous
VOIS MONLTer quie tous diviseurs de Fl et F, est 1, cela signifie que F, et Fr, sont
premiers entre eix.

3. Supposons quil v & wn nombre fui de nombres promiers, Nous les notons alors
{P1..- .o} Prenons alars 41 nombres de ln famille 5, par exemple {Fiy. o Fraak
Chague F, i = 1,...,n+ 1 est divisible par (o moins) un factonr premier gy,
§ =1,...,n Nous wvons n+ 1 nombres F; et soulement o faclewrs premicrs Py
Donc par leo principe des tiroirs 1 existe dewx nombres distincts Fy et Fie (avec
1 < kK < n+1) qui ont un facteur premicr en commun. En consbaquent Fy ot
Fi ne sont pas premiers entre eux. Ce qui contredit In question préckdents, I1existe
done une infinité de nombres premiers.

Exorcice 5 Soit X ensembie des nombres premiers de In forme 4k + 3 avee EeN.

1. Montrer que X cst non vide
9 Montrer gue le produit de nombres de la forme 4k + 1 eat encore de cotte forme,
A On sappose que A rst fini ol on Pherit alors X = {p1.. ... Pa}-

Snit o = 4Py - ps — 1. Montrer par I'absurde que a admet un diviseur premier de
la forme 4k + 3.

4. Montrer gue ceci est impossible et done que X est infini.

Caorrection

1 .1|.*usl.m:mﬁdecm.,pn:mmphpuurk=2,dk+3=11ntprmlﬁ.

3. {4k + 1)(4f + 1) = 16k e+ +1 =44kl +E+ £ + 1. Si l'on note Ventier
I = 4kt + k+ £ alors {4k + 1)(4 4 1} =4k + 1, ce qui est bien de ln forme voulue

4 Remarquons gue 2 est Je seul nombire premier pair, les autres sont de Ia forme 4k + 1
ou 4k + 3. Ici a n'est pas divisible par 2, supposons ~par Vabsurde- que a n'a pas de
diviscur de la forme 4k + 3, alors tous les divisours de o sont de la forme Ak 1, Clest-
f-dire que o s'éerit comme produit de pommbee de 1o forme 4k 4 1, ot par la guestion
prictdente a peut 'écrire o = 4"+ 1. Done o = 14]. Mais commee a = Apgpy .., py =1,
= -1 = 3{4]. Nous chtenons une contradiction, Done a admet une divisear premicr
p de ln forme p= 4L+ 3.
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- Dans I'ensemble X = {1 pn} il y o tous Tes nombres premiers de In formes 4k +3,

Le nombre p est premier et s'derit p = 47 + 3 done p est un &ément de X, donc il
existe i € {1,...,n} tel que p = p,. Raisonnoms modulo p = p;: a = Ofp] car p divise
a. D'autre part @ = dp;...py = 1 done.a = —1p|. (ear py divise py...py). Nous
obtenons une contradiction done A est infini: il existe une infinité de nombre premier
de la forme 4k + 4. Petite remarque, tous les nombres de ln forme 4% + 3 ne sont pas
des nombres premicrs, par exemple pour & = 3, 4k + 3 = 15 n'est pas premier.

Exercice E_ Soit @ € M tel que a™ + 1 soit premier, montrer que 3k € N,n = 2, Que
penser de la conjecture : Yne I, 2 4+ 1 pst premier 7

ection

1. Supposons que a” + 1 est premier, Nous allons montrer Iz contraposée. Supposons que

n n'est pas de la forme 2%, clest-li-dire que n = P % g avec p un nombre premier > 2 et
@ € M. Nous utilisons la formuls

Prl=(z+)l-z4z -2+ . 42
avec T = a%:
6% 1= a™ 41 =(a%F+ L (a?+ 1)(1 —a% 4+ (a"... 4+ (a")*1),

Ces deux derniers facteurs sont > 1. Et donc o™ + 1 n’est pas premier, Par contrapo-
sition si a™ 4 1 est premier alor M = 2%,

2. Cette conjecture est fausse, mais pas facile & virifier sans une bonne ealeylotte | En

effet pour n = § nous obtenons :
2% 4 1 = 4204967207 = 641 x 6700417,

» ppem, algorithme d'Enclide ;
ercice Caleuler le pged des nombres suivants :

1. 126, 230.
2. 3Wp ﬂul “w"
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3. 180, 606, TH,

Corroction
1 it ded d'uriliser Tn divompesition des nombees en faelours premiers.

126 = 285 7 ot 230 = 25.2% dove le peect do 126 of 230 st 2.

20300 = 23515 T = 2305, 450 = 2375 et done e pged de oes trols nombres est

3. prod {130, 606, T50) = 6,

Exercice Déterminer les couples d'entiors naturcls de pged 18 et de sommo 360. De
mime avee pged 13 ¢t produit GHS0.

Cossaction
Sofent @, b deus entivss de ped 18 et de somme 360, Soit o, ¥ tel que o = 180’ ot b= 18,
Alors ¢ ot ¥ sont promicrs entree eux, ef Jeur somme est 360/18 = 20.

Nous potvons facilement emmbrer tous los conples d'entiors naturels (o, ¥) (o' < ¥) qui
varifomg et cundition, e sont les couples

(1,20), (3,17), (7, 13}, (8, 22).

Pour obtemnir Jes couples (a, ) recherchts (a < b}, il sullit de multiplier les eouples prict-

demts par 187
(18, 360), (54, 306), (162, 198).

Exercice Calewler par Malgorithine d'Enclide : 18480 A 9528, En dédluire une &eriture
de 54 comme combinaison lindaire de 154580 ot 05328

Correction

1. pged (18480, 9828) = &4

9, 25 % 15480 4 (—47) » 0828 = &

Fxercice Notonsa=1111 111111 ¢ b= 123 456 T80,

t. Caleuler le quotient et le reste de la division cuclidicune de a par b

[ I

. Caleuler p= pgodia.b).

3. Détermines deux emtiers relatifs w et v vels que on -+ b=

Correction

[ a= 9%+ 10

mmm-tumﬁm-mm
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2. Calenlons e pged pur Valgorithme d'Buclide. o = 904+ 10, 8 = 12545678 % 15 + 0,
W=1x9+1. Dane ke pged vaut 1;

3. Nous reprenons Jes quations précédentes en partant de la fin: 1 = 10 =8, puis nous
remplagons.9 grice & In dewdéme équation de l'algorithme d'Buclide: 1 = 10 - (&=
12345675 % 10) = —b 4 1234670 x 10. Maintenant nous remplagons 10 gréce & la
premitre équation: 1= —b + 12345679(a — 0) = 1234579 — 1111111135,

Exercice Resoudre dans Z2:
n) 16652 + 1035y = 45,
Correction

En divisant par 45 nous obtenons I'squation équivalente : 37z +23y = L. C-un‘mm le pged
de 37 et 23 est 1, done d'apris le théoréme de Bézout cette équation o des solutions,

GedT -8l =1

Par exemple une solution particulitre est (zg, i)

= {5, —8). Les solutions sont exacte-
ment les couples (z,y) = (5 — 23k, =8 + 37k}, pour K € 2.

b) 1665z + 3735y = 45,
En divisant par 43 nous obtenons l'équation équivalente : 37z + 2oy = 1. Comme le
peed de 37 et 83 est 1, done d'aprés le théordme de Beeout cette équation u des soluuons,

Par exemple une solution particulitre est (zo, ) = (8, —4). Les solutions sont exactement
les couples (z,3) = (zg — 83k, 30 + 3Tk), pour k € Z.

) (E) 148z + 332y = 12, En divisant par 4 nous obtenons I'dquation équivalente :
37z + 83y = 3.

Pour {E:I} 3Tz + Bly = 1, comme e ]:Iﬁﬂd de 37 et 83 est 1, done I:I'Epr&'. le théordme de
Bézout cette Squation o des solutions, Par exemple une solution particulidre est (9, —4).
Une solution particulitre de (E) est (x5, 1) = (9 = 3, -4 = 3).

Les solutions sont exactement les couples (z,y) = (27 — 83k =124 37k), pour k£ Z.
7 Nombres premiers, nombres premiers entre eux
Exercice Solent a, b des entiers supérieurs ou égaux & 1, Montrer ;

L (22 -1} -1);

2 (2 -a=1)=("-1)

3. (2* =1 premier } = (a premier ).

Indicotion Pour L. et 3. utiliser IMégalict

ol (= g,

WVALIDEUR LMD: Condais - Examens & TD - Coerotticrs -
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Correction

Pour 3. Mantrons plut6t la contraposée. Seit p = ab un entier avee o, b & N*. Montrons que
2F — 1 n'est pas premier.
Nous savons que
1= (-1 + bz ),

pour r = 2* nous obtenons -
Polad = -1=( -2 ...+ 7 +1),
De plus 2° — 1 n'est i 1 nl 2°* done nous avons décomposer 2° = 1 en produit d'entier

différents de 1. Done 2% = 1 n'est pas premier.
Par contrapesition nous obtenons que st 2° — 1 est premier alors p est premier.

Exercice Démontrer que, s o et b sont des entiers premiers entre eux, il en est de
méme des entiers a + b et ab.
Indication Raisonner par "absurde et utiliser le théoréme de Gauss.

Currection

Soit a et b des entiers premiers entre eux, Raisonnons par I'sbsurde et supposons que b ot
a+ b ne sont pas premiers entre eux. [ existe alors § un nombere premier divisant ab et a+ b,
L'entier § ne peut diviser a et b car a et b sont premiers entre eux. Par exemple supposons
que & ne divise pas b cela implique que § et b sont premiers entre eux.
D'apris le théoréme de Gauss, comme § divise ab et § premier avec b alors § divise a.
Maintenant § divise a ot divise a+ b alors § divise a4+ b—a = b, § est un factour premier
de a ot de b oo qui est absurde.

Exercice Soit p un nombre premier,
1. Montrerque Wi e N0 <i<pona:

G}, est divisible par p,
=, Mo..oer par ricarence quc

¥p premier,Ya € N, on a o” — a est divisible par p.

Indication
. Eerire
1. Berire q_p{p_mp_zj_..{p-{,--;-ﬂ}
- il
et utiliser le théoréme de Gouss.
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2. Ruisonner avee los modulos, ¢'est-d-dire prouver a® = alp].
Correctlon

1. Etant donné 0 < 4 < p, nows nvons

e P == .- (it+1)
g 1'{?1—'i]| |]

Comme C}.est un entior alors il divise p(p — 1) ... (p = (i + 1)), Mais il et p sont
premiers entre ewx (en utilisant ypothise 0 < i < p). Done d'aprés le thtoréme
de Gauss: 1) divise (p— 1)...{p = (i + 1)), autrement dit il existe ke Z !-'!ﬂ que
kil = (p—1}...(p— (i + 1)). Maintenant nous avens Ct = pk denc p divise C.

2. Il s'agit de montrer Je petit théoréme de Fermat: pour p premier ¢t a € N°, alors
a® = alp]. Fixons p. Seit I'asscriion

{H.) of = alp].
Pour a = 1 cette assertion st vraie | Etant donné a € 1 supposons que M, soit vraie.
Alors ”
(a+ 1) =" Cla",
i=h

Mais d'aprés In question précédente pour 0 < i < p, p divise %, En termes de modulo
nous ohicnons:

(a+ 1) = Cla® + CFa" = 1 + o”[pl.
Par I'hypothése de récurrence nous savons que o = alp], done
(a1 =a+1fp].

Nous venons de prouver gue Has ost veabe, Par le principe de réeurrence alors quelaue
soit o £ M* nous avons:
a” = alp].

Exercice
1. Montrer par récurmence queYn e NVE > lon o :

L

1w (1) x [ 1),
i

2. On pose Fy = 2 + 1. Montrer que pour m# 1, F, et £, sont promiers entee —

VALIDEUR LMD; Consels - Examens & TO - Coeractiong i



10,08.2020

d.

TD de Théorie des nombres  2016-2017 UFHB 21

En déduire qu'il ¥ a une infinité de nombres premiers.

Indication

L.
2
3,

Il faut dtre trés soigneux : n est fixt une fois pour toute, In récurrence se fait sur k € N,
Utiliser la question précédente avee m = n + k.

Par 'sbsurde, supposer qu'il v o seulement n nombres premiers, considérer n + 1
nombres du type Fi. Appliquer le “principe du tiroir” : s vous avezn+ 1 chaussglies
rangées dans n tiroirs alors il existe {au moing) un tiroir contenand (plus de) deus
chausselics.

Correction

L

Fixuns n et montrons ls récurrence sur k € N, La formule est vraie pour £ = 0.
Supposons la formule vraie au rang k. Alors

& k=1
@ =0 x [T +1) =" - 1) x TT*™ 1) = (2" +1)
il =]

=h+J41

= 2T k(T ) = (-1 ~1.

Nous avons utiliser I'hypothase de récurrence dans ces dgalités. Nous avons ainsi mon-
trer la formule au rang & + 1. Et donc par le principe de récurrence elle est vraic,

Ferivons m = n + k, alors 'égalité précédente devient;
ELEY|

Fot2=(F-1=]]A

Solt encore :

me=l
FEx@-x [ A - Fa=2

sl
5§ & wat un diviseur de F, et F,, al.rs d divise 2 [ou alors on peut utiliser Je Lhiordine
de Bézout). En conséquent d = 1 ou d = 2. Mais I, est impair done d = 1. Nous
avons montrer que tous divissurs de I, et Fy, est 1, cela signifie que F, et Fi, sont
premiers entre eux,

§ iors. Nous Jes notons alors

Supposons qu'il ¥ & un nombre fini die nombres premicrs
{p1.- - P} Prenons alors i+ 1 nombres de e famille I, par cxemple {Fl,... Fas )

Choque Fi, 1 = 1,...,n+ 1 et divisible par [au moins] un Esctowr promier i,
j=%...,n Nous avons n+1 nombres F, et seulement n facteurs premiens p,.
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distinets Fy ot Fe (uvec
Bn constguent Fi el

pricfudente. 1} existe

Done par e principe des tirobs 01 exdste denx nombres
12 kK < n B) qui ont we fctenr premier on commun.
Fie ne sont pos promiers endre cux, Ce gul controdit In question
done une infinité do nombres promiors,

Exercice Soit X Venserble des nombres promicrs de | forme 4k 4 3 aver k& N.

1.
2.

Mentrer que X et non vide

Montrer que le produit de nombres de la forme 4k -+ 1 est cncore de cotte forme.

3. O suppose quo X est fini ot on Peerit alors X = {py,.. P}

4,

Soit o = dpypr. .. — 1. Montrer par Pabsurde gue 2 acdmet un diviseur premies ifo
In forme 4k - 3.

Montrer que ceel est impossible et done que X est infini,

Correction

A" est non vide ear, par exemple pour & =2, dk 43 = 11 est prember.

(k + 1)(4€+ 1) = 16kE+ A0k + &) + 1 = 4(4ke + k + &) + 1. Si Von note l'entier
I = Al 4 ko £ alors {4k 4 1){4€ + 1) = 4’ + 1, ce qui est bien de la forme voulue.

Remarquons que 2 cst le seul nombre premies pair, los autres sont de ba forme 4k + 1
ot 4k 4 3. Tci @ n'cst pas divisible par 2, suppesons —par U'sbsurde— que a n'a pas de
divisour de la forme 4k < 3, alors tous los diviscurs de a sont de ln forme 4k 4+ 1. Clest-
d-dire quo a s'terit comme produil de nombre de ln forme 4k + 1, et par Ja question
précédente a peut s'éerirea = 4841, Donca = 1[4], Mals commea=dppr. .. =1,
a=—1= 3l4). Nous obtenons unc contratiction. Done & admet une diviseur promier
p de In forme p = 4£ -+ 3.

Dans Pensemble X = {1, .-, fa} il ¥ 8 tous les nombees premiers de In formes 4k -+ 3,
Le nombre p ost premicr et s'derit p = 4f 4 3 done p eat un Elément de X, done il
oxiste 1 € {1,...,n} tel que p=pi Raisonnons modulo p = oy a = 0fp] ear p divise
a. D'autre part a = 4., e — 1 donc a = =1fp). (ear p; divise py...p,). Nous
ohtenons une contradiction done X est infind; il existe une infinité de nombre premier
de In forme 4k 4 3. Petite remarqgue, tous les nombres de la forme 4k + 3 ne sont pas
des nombres premices, par exemple pour & =3, 4% 4+ 3 = 156 n'cst pas premicr,

Exercice Scitee N tel que @ 4 1 solt promier, montrer que 3k € Non = 2% Que

penser de ln conjecture

vn & N, 27 + 1 est premies 7

Indiention Haisonner par contraposition (ou par 'absurde) : supposes que n n'est pas

de In forme 2%, alors i ndmet

un fmctiar ln'-ﬁﬂ.!“l:"lihh n = 2, UI-H-I&'I‘.I‘ oussi P + i1 =

VALIDEUR LMD: Conseils - Examens & TO - Corrections
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TD de Thiorie dos nombees 2006.2007 VRN 2

T+ 1)(l=2+27 <276, 427 piove 2 blen choisi,

Correction

L. Euﬁpnmm que ™+ 1 est premicr. Nous allons montrer contenposte, Supposons que
M nest pas de ln forme 2%, e'est-A-dire que n = BX g ovee poan noniire promier = 2 ol
¢ €N, Nous utilisons la formule

FHl=(r+)l-2+Ff = 4. 427"
Bvec T =qa%:
a1l =aN 1= (@) + 1= (04 11 = 0¥ 4 (0L (Y,

Ces deux derniers facteurs sont > 1. Bt done o™ + 1 st pas promier, Par contERp-
sition &1 @™ + 1 est premier alor § = 2%,

2. Cette conjecture est fausse, mais pas facile & vorifier sans une bonne ealenlette | En
effet pour n = 5 nous obtenons :

2 1 = 4204067907 = 641 x 670017,

Exercice

1. Soit n un entier premier avec 10. Montrer qu'il adwet un nultiple dont 1'&critine
dicimale ne comporte que des 1.

2, Mantrer que los entiers de la forme 4 x 14¥ 41 Gl & est oo moins égal A 1) ne sont
pas premiers (on pourra les regarder moedulo 3 ou 5).

VALIDEUR Lied; Conseils - Examens & TD - Corrections 41



1008, 2020

LMDVCSE

LICENCE DE MA‘[‘HE‘n.h‘uTIQ'-:"ES
U.V.L2: ANALYSE NUMERIQUE I_
TD N° 2 { Indieations de ) correction

Indication pour Mexercice 1

a)

k)

L

. . angy. Soiend
- On monire suclement le cos oi b matvice est triangulae supericut

A=|:.ﬂu}'ﬂ'-!.ﬂ={.bgz}ﬂtﬂj':i ﬂu-"'nl |!:|Ij'=.Ij
Soit C=AB. Ona:

" =1 :1_
':i;' = Z by = E D.gh;lr T “tl.hkj

k=] kwml k=i
On @

=1
E:ﬂ.-l.ﬁ” =0 car k<i e done Q= 0
k=1

"

Eﬂubﬂﬂﬂ car j‘:k ef I.';ﬂﬂﬂ' I!-'I:J =0
k=i

eldmeey=0mn71<t
- Soient u ef v unilaires

(uv) = v'u® = v7ut = (ue)™?
donc uv est unilosre.

. Soit o un element du groupe de permutation P de [1.....n], on appelle matrice
de permutation une matrice P definie par

By = diatsy (daymbole de Kronecker)

etoeP. .
Saient P et P deur matrices de permutations, ¢ et creP

Soit C = P.P* " _
Cy=3 Pull= ) dicpudiotn

k=] k=1
diefiySietiy West dgal d 1 que lorsgue
i=glk) e =o'

done quand i = o(a’(j)) = aoa'(j)
or gog’ esi un dlement de P { groupe de permutation } done C est une matrice

de permulation.
- Seit X € C"
AN N =< XA
=< A4 X AN >
=< AVY 550

car A est définic posifive. Comme A est inversible, A=Y est définie posiine,

VALIDEUR LMD: Cormeds - Examens & TD - Corrections 11
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s (U = (L)Y = dame 770 st Egalament unitaire
- Suppusons A Iriangulatre supfrieure.

.J:""ifl"'ﬂu-ri

on ulifise par eremple
A~ = iﬁr‘wﬂm“t

F

quand § < j lows les cofactaurs dlordre (i) smt nuly dome lo comatrace
com{A) ) est triangulaire inférisure done A~ = e lomnlA)F et tnengpases
Supfrieure,
e} A est triomgulnire ( supposons supéricure | done A™' eat dgalement tmangplore v
péricure A' = A=F ('t est triongulair inférisure of A™ qup. ) domie 4 ast dingemale
d) La matrice A est hermitionne alors < Azg =< 2 A2 o= z Az > iz &l =
vecl, prop. de A associé 4 sa val prop. A,
On abhent

< AT T > = T AT >
<z rmAazg
Mix]? = Rpzl?

=l=l=AeR

8i A est unitaire glors A'A == AAr s =idz =z Az =2z dme La
est val, prop. de A® #i A est val prop, de A.
Ona

fxrsmar=1=l2 i

Berll]

cArr>=<rAzr= AT om

iy Ellnll ] ok [ -
e) SiA est valeur propre de A associds qu vect prop. S smp Az =z s Az =as

Indication pour l'exercice 2

et d

1) On vérifie immédiaiement que | Al posside lzs trois propridtéy carsciémanipues £hune
TG E

a} Al =0 et Al = Do A =0enoffet, JAL =0 entrame wlAzj=0. 75
cornmne 12 pal une NGrme, Az =0, =z, done A=l

" : Ll Az) .
[ AAL = sup 2022 o gup S =l
i s #lE] s FE

by

pA+ Bl < LAl - 1Bi
i JIlA = Bjz] < ulAz) = v(82)

iy
| f e AT g aEni i
et "iupr.ﬂl—ﬂ%-;:_f- CUPpnm - oRe T

vumm{}: w-ﬁnﬂﬂ&'ﬂl*m
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- LF - a LG .'Il BT
8 A = SplA™Y) =*'“I1nrutL:g$l = ﬁun,,-u%“ L awec I coripondane Bit

vogue = Ay
1 wlAz)
Yol F[ﬂ} -1 E 1
v D w__f.dﬂl <A™ dome 0< 1A= iyl
HAYY tant bornde; de meme, par définition
wlAy)
Y £ 0 s g A
¥ ¥ o00) AN

'k 'indgalité cherchde.
A 8 A est inversible, il suffit de prendre & = .
Reéciproquement, supposons gu'élant donnde A, o existe o fel que

D<as "’2{‘11;} Va0,

Ratsonnons par 'absurde ef supposons A non inversible
dra #£0 felque Azg=0.
Puisque
ap(x) < pldz) ¥z
ap(ro) < plAzg) =0 o wlzg) =0.

w élanl une norme, cela entraine zp = 0, contrairement (‘hypolkése dome A est

inversible,
{) On remarque
¢lABz) _ plABz) ¢(Bz)
wiz)  @(Bz) plz)
goil cncore

wlAlz) wldy)  p(Bx)
e R R AT Rl e

5) 8-1) Soit x5 la {ou une s'il en existe plusicurs ) composante de = telle que |z;] =

s |

25l £ 3 bl < mjgyfr

Sia el b sont dmmmbmpmiﬁfs-.n:-bﬁu':-tﬂduquq;uﬂmc

Izl < pylz) < nt |=;]
Quand p— o0, 8" —1 el gp(2) = plz) = maz,|z,|
5-2) 1)
A = sup M0t | Loy G5

290 Tl‘lﬂIh-:l.....n|-'l'i|

|2 ezl £ 3 layllzy] < (mazidzal)(3 fay)
f.rl

i=i Jul

VALIDEUR LMD: Congels - Examens & TO - Corrections



10082030

LMDy S0

done
BN < > gl
IR

Mantoung gue cefle dorme supévicnne donnde pour || Al esf alteinte pour un
vecieur ¢ B Soat | Pindice de ligne défini jur

i i

R n
L fizgl = rrrr:u'..[z‘| I”u"
;|- L1

dml

+1 w5 oy 20
-1 & oyl
La borne supdreure derite pour [|A]| est atleinle en cel £ ilarie

L1}
||-.'1H - 'rml.nglz |“i,1”
a1

Consuddrons r de compasanies &y =

) o
e | Mgl

LAl = sup =
phe S o ™

11. " #

2. |}__:"u:?1 LD % lotgglles] = }:|I.l| E|ﬂu| EZIIJE[IH;L: E]mﬂ]

e il gwl gul =) = i

done "
A = mar 3 el
il
Soit k Uindice de colonne ddfint par

3 ol = mas3 gl

=] im]
On veérifie que fa borne supdricure erite pour || Al est atteinte pour le vecleur
; _ D s j#k
r e compasante Iy Y & fuk
L]
|All = mF.HEE faigl]
qml

¢} En remarguand que waily) = I
VT AT Az
iz

[l Al = sup
Frd

T A pst une malrice symélrifie, rffﬁnliu: nan néqolive
E-’.TJI:I’- = ATA et < 2,ATA >= fTAT Az = || Axl®, en notant < > le

it sealaue de R .
i::ilit-.;ruﬁn gue, AT A et dinganalisable par une motrice orthanarmale

Ay
ATA = Prpe  avec P'pufl gt Dm

VALIDEUR LMD: Consels - Examens & T - Corrections 413
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si A, aont valeurs propres de ATA, réelles { AT A réclle syméirique ) et 2 0 (
ATA définie non négative ).

o i T
|I.-"-||=-rmp._..=j_‘_ﬂ, Pasons  y = Pz
240 rir

Quand x parcourt R, y parcourt B®; 27z =y PPy =4y

14l = m;g——‘*’m < mazy/%

el |

. & n -I- M
borme qui cst alfeinle pour y de composanies p; = 1 :: iim’ ok M

défini par Ay = Moz, _a M
Al = maxiay_ o % ot les ) sont les valeurs propres de ATA.

Indication pour "exercice 3
AMIC) hermilienne posilive,

1) A hermitienne positive, les valeurs propres sond réelles of positives. A est semblable
A une malrice diggonale. i existe U uniloire telle que

AsU'DU  D=diag(d) AN=0

posons [} = ding{u.m_! el posons
R=UDU
R=0DDU=U(DVU=0DU=A.
£ B°B est hermilienne el positive, done il exisle U unilaire lelle que
(1) B*B=UDU avee D=diag(Af) (MeR)
(9) R=U"D'U  avec D' = diag{lAd).
ﬂr: ﬂ ] L]
B8 =(DU)(DU)={UR)(UR) dlaprés  (2)
done [P est une decorrposition de B.
F) Putsque It est unique U Vest dpalement car B = U\R = U3/ = U= Uy car R es

trversible puisque B esl,
BB = (DUY(D'U) = (UR) (UR)

Indication pour 'excrcice 4

1) AV est un vecteur dont le §%™° terme est

™ i
2 oy = Z“u =1

J=] =i

= AV =V

WALIDEUR LD: Consesls = Examens & TD - Correctons
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21 Seit N une valewe propre de A

y
}_ Iiu.r” = .\I.

A=l
*_I._.|I IL‘ "
- —y
I'\”'r-li E |L |:.”..I“;! ':“:'- :"'_'1”“:"' - Ll.ulrji
el 3=l =i

Sogt & tel que Ly ty [,

L]
kel = 3 agledl < 3 mglenl = bl
".r'| ;...'l.

%Al €1
51 Seit Jy = {j/on # 0}
(I sait .
L
RN ED IS B BEVIEARS
L

FLL

QA =1 [es fermes eviremes =t dnur done indgolité interned ooy dewend une
égalité, Or le module d'une somme de compere est dgal d o sonune des modules s51

il ont wméme argument,

Les sommes ayry dont les indices j appartiennent & Jy ont dutie nrdme arguient.

Ce gui impligue gue r; dont les indices § € Jy ont méme argument car ayy > 0.
Wigdh o fnl=lal

Les x, d'indice j € Jy ont mime module ef méme argument done fous dguer.
Stk € iy

.'ll..:l";,| = iu”r‘; = EEHIJ' = E“HIJ‘I

J'-l .‘EJ‘ J'-E-ﬁ
- Ih

méme fude e/ Ay, = Tk,
de proche en proche
M"’l - 'TI'I""'

=Ny Moy, = T,

LMIYCSE

1 <k <, on ne peot done bouver une seile infinie dindice b M I
eriste des entiers r el 3 lels que Keyu = By (Kyio = k) puisgue 2o est non nul

i"'lrrl" - :k-uul - :.'.I =}A' . 1"

Indication pour exerciee 5

@] Omn remargue gue {5] < 5= yl+ Iy VryeE cn.

vmu:mmnnmm-umsﬂn-mﬁm
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b) Posoms w(X) =Bl o C—~R*
ET I;::ux} - %xf - Bi% =@lX) A€ Cset. Donc wX € Cset™ 3AE Cset
_— IAX] €1 ot JAX|=1
suffit de prendre (A| £
e) Soil A t*ﬂf-‘."::r J'Jrnprl tt!;f'.tiir}f tn vecleur propre associd.
(1)  AX=2X
[ABXT = DAXY < RAIRX ] = Jlambda| < [ AL
d'autre part, A flant inversible, de (1) on @
X =xmix AT
L« ax
deme |L{IXN £ [ATHIIXN
A< 1470 = ey S
dj M suffit de prendre a < -
g) Onal< Eh_T\:uﬂ domne sup“nl‘%ﬂ = infxpn 153:'1:_ d'autre part, A est inversible
} 1 ] LAY

o — = juf
“-"1 '“ aup At ':“ Py e .;’T._ et B
AY|l
1 'f-'!l L{ |A] Evedent

flA=H = BT

[} On pourtu resoudre (1) ef (3) 4 la fois.
(3) elzy) = (AX.Y) est ume Jarme sesquilineaire definie positive ; done ln forme
quadratique associé 4 @(,) esl une HOITRE, Done [X] est dquvalente & | X2 car nous

somnes en dimension [inte.

Indication pour l'exercice G

Soil A une mafrice carnt 4'ordre 1t dont les voleurs propres sont A(i = 1...n).
a) Il existe une mairice unitaire U7 telle que
Al=vAU" (1)

soil une malrce trigngulaire supéricure dont les éléments diagonauz sont les valeurs

propres de A. De (1) on déduit immédiatement gue

AT = Uy
done :

fittpaped * = U{lim e AL
si litmpmne AP =0 0n 8 nécessuirement fimy e AP =10
Les éléments diagonans de AT étant AT i=1...n, doit donc avowr
lim X =0 Vi

soil

el W

VALIDEUR LMD: Conseds - Examens & TD - Comedtions
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o)

¢

d

Stlime. A" =0enall] <1
donic lo matrice (I — A) est inversible agant toutes ses valeurs propres (1 — A,)
différentes de zéro.

On considiee la matrice

r-1
Ba=(1-A) 3 AY
Ly

On oblient
=1 r—t
B=y A'-V ai=g_u
k=D pwert

putsgue (I — A) a8t inversible
=i
(I-A'B= Z A= (= Ay Y= AP
ket
un en dédunl tmmédialement, comme it AT = 0, que
=i
limp Y AV = (1= 4)
k=
VBell < 3205 [|A*) € =15 impligue que By est convergente,
lirtpee sl APl € limpe s AT =0
impligue gue limp i AF = 0;

diaprés la question 2) limp By =T A = {1 - A)
On en conclud que

{Ek]til o By=l+A+ g A

est convergente et que limy B = (I - AL

On pose:
= Jlir "
I:-\.E..tl.' E Z !ﬂ B i €
p=t O

montre que la suite Cy est convergente. Notons e sa limite.
Soient (A resgn les valeurs propres de A, Vi si A, est assoctd au vecleur propie 5

de A, ona
o ||'1li "": J-: i
‘LI#II = {z ﬁ}h = l.la "EF}I! ol g

k=0

smpliquant que e* est valeur propre de e*. Alors

L
déte? = Hr‘" = B o irlA)
Tal

qmmmp;m-w&m-mm

an
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Indication pour 'exercice 7

141
l+ X =07 o = UTDU
14z,
{ zy élant les valeurs propres de X ).
On appelle D la matrice dingonale dont les éléments diagonans sont 1 +2 (i = )
Putsque (I + X) est définte 1 + >0, ¥Yi
La matrice
(14 z))lv

o= E,I'—" U - UT-&U
{14 z,)\5
est alors une solution da

Yi=TI4X
En effel

g>0 C'=UTAUUTAU. UTAU =UTAN = U"Dl = T + X
>0 g=-|4q
C = (O = (Rt = [UTAL. UTAUT! = [UT Akt

{1 R 25}“"
Al =

R TTS
putsque

[T ARyt = =t akly g = gT Ayl

CW_UTDU =T+ X
Done © est bien une solulion de (1).

Size<l Wl+z)m =14+, cleclifompiil

1+ ;l:lllfl-Iu.ull qu

Fu i —

i 4 E:], il!n-'l.h...in =pl I:I:

A=+ 3 oa=Ylampiy %
Pl ¥

F!
I
‘-- }
:

WALIDEWR LMLy Conselis - Bxamens 4 TD - Conections
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Punkgure
o
”.1- Ve i "'T‘Il

Ty

O oblient une solution dr (1), ypue mois ferivons sous fa forme

'l'.._l 1 ”___{l ~ [+ ” .
” i ."I.‘JHE = 4 }; . e, 25 :I_!.' X

=l = 1 ouee oug est fgrivlent

Iiﬂhj .-....:.--l“ll:l“I _ u

439
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TD N° 3 ( Indications de ) correction

Indication pour l'exercice 1

1. Vérification évidente [ Caleul matriciel ).

8. det{A) = 2"

5. On peut faire un coleul matriciel par exemple.
{. Verifier que

E": = — —
tI-E}{I+-2—+E;+.. 2__,] I T
guzc EM = 0.
En remarquant que
T [P S Y 07
0. 0
1
E'= 0
0 001 0 .. 0l
En particuliers
00 ..0
Ef=t e X : et E"=0
D i ;
10 .. 0)
oo

y 0 ... 0 d 0 ... 0
ér :

nl g : s B & S
= donic = e FE

7| % ot PPl
Dl

SR Eoe & 3

VALIDELR LMD: Conseils - Examens & TD - Corrections
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Or A = UT2 — B = {1 - ETx S5 § = § KRS~ JET 00 - Dome
: [0 1 0 ... 0]
w 0 0] 1 f:_rE, 0 ... 0
4 = :,', 5 . l.! &
.i_ = % 1 : 1 \‘_]._ P
2 = JE B oerwsvonen B A 7oy
S ; 3:, k 0 0
_| & 3R # '
3 o : i
: & o= o & &
- = ¥ o 0 0 ... 0.
[ &= -% 0 . 8]
b=k d-d o
= : 0
1
FISK RYTES - FUF o7
L o 1“._—!' r:q'
Alars
N 1 .llu-l.l
A =) ==
LT3R
11— (4" 1
Pt ) LS U ey . |
2 1=} 1 ['1]'
3
1
Condo(A) = HANNA™ [lee = 2™(1 - ™

=2 —1
Conda(A) < det(A)

Indication pour 'exerciee 2

1. 8i l'on pose A = A, roppelons que Ualgorithme de Gauss au BY™ pas, permetiont
élimination de . 5'deril

{4
i by By (k) e
ri'l":* J=uL1_ ﬁ“ﬁq pour fj=k+1..n (1)

I‘l“_

eumirons que si A es syméingue, la sous-matrice de AN fumnde des dénients
“Eah“ pouri g =k + 1.0 est symétngue. Hasonnons par icurvence © e k=1

() at

k] L Do R | § S | | At 11 [Zh e

I'JIlll 1'-.':1" —u-:-l-l-i 1 _|_|1'__| u“’u“ ] ;mu:r LY H
11 1
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i - k) _ ot i m Tt
En supposant la propriété yraie au mng k, ¢'cal-g-dire aly = ay pour ity = R

il vient immédiatement, d'aprés les formules (1)
=l o 1=k

P,
s conserve @ chague pes, pour un

Dans Ualgorithme de Gauss, la-syméine de s e EE;HT? seulement pour

sous-matrice de A™. Au k*™* pas, on fera done
ii = k+li.m
LS |
2, 2. A= RR" donne par identifiaction
]
i = E: rary powr 15J
k=l
On remplit R colonne par colonne

i-1
Fii = o | O — E FE';
k=l

i=1
1
it = =l — > ruru]

kal
- Vi o0 0 0]
3100 L 3 i
g | LS 10 ﬂr=?ﬁ\ﬁ“.
*lo 181 o /12 o
0013 0 0 \f‘}': %‘
Résoudre Az = b revient & résoudre
Ry=1b
RAz=y
4 zw

y-

B iy

Indication pour Pexercice 3

1. Partitionnons x et b en deuz vecleurs avec £ et BV & RP. d'on

Az + AF =
AV 4 ADm o g

Er. supposant A, réqulitre
ol -ATI{H_LJ __Aﬂ::].}

Le systime d'prdre n = p & résoudre est alors
(A - A AT A = B3 — A AT

mumuuu-m:m-wun-mm i

b i s A R N O N S T R A e e e .

Tl we Dy
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g, F::-ur_ ]r-ﬂl'cl.r-f:r _..'1-"’. on peul utiliser les résultats précédents, Si l'on pose M = A, -
AyAT Az et i M est foeilement inversible

I_EE! = M- _ H-I.Jhﬂ]—:lbtlj
£ — _“L—lb{l] - f“fl.ﬂi{MHIﬁ‘m _ M_'ﬂ]-’irlb{“}

En sy e o
il ,,,.,-m‘:mm C partitionnée comme A, des caleuls précéidents et de z = Ch,
Cr= Ay + AT MM A A

Cy = A7 AgM !

Cy =M™V 4,471
Ca= M~}
3 Onprendp=3
[ 2 -1
s (1 00 S
wras[138][3 333

A==

I‘-E Il‘% el e vecteur solution est =

Indication pour 'excreice 4
1) 8i M € M{nn), la matrice Ry, ()M ne diffire de M que par les k® et I* lignes el
a pour édments
my s PFk]
Tilky =mkjm5ﬂ — Fﬂrjﬂﬂﬂ
iy =ngsind 4 mycosl

Etant donné A, cherchons une suile finie de mairices de rofations
g B = I

telles que Ry A ail tous ses éléments, situés dans la premiire colonne au-dessous de
la iﬁﬂgﬂﬁﬂfﬁ nuls, I E‘ulﬂﬂ de prm:h't Eu{ﬂ;;]' o Oy est ﬂ'ﬂﬁl‘ll' par

{Hm‘i]'n = gy &ind; + ayeosth; =0
On détermine ensuite successivernent R0}k = 2,...n par

byysindye + agcostie =0

VALIDEUR LMD: Conseils - Examens & TD - Corrections 443




10.08. 20320

=

£ by eal Uélément en position 1,1 de la matrice fy 4-1,--fl2A

Notant A = A, A® = Ry_, R\ A, au (k = 1) pas, on a done pu obtenir A
matriee telle qua

ald =0 s ixj o jek
Pour ableniv AM) oo détermine Ry (Ous)f = k4 1,...,n par
crasindly; + cucosthy = 0,

#i C désigne la matrice Ryj_y... Rug AW,

(On wérific bien que les dléments nuls des colonnies 1,.. k=1 de A¥ restert nule |
Aprds 1 — 1 transformations, on a bicn obteny une matrice RA = T' iriansgulaire
supdricure,

Lo résolution de Az = b se raméne & la résolution du systéme triangulaire supérieur
Tz= Rh.

Toute matrice de rotation Ry(0) est orthonormale : on le vérifie immédialement
RiBu=RuRy=1
Ry est par suile orthogonale

RuR{ = Rin Rt (Rin - Rign )T = 1

et i est orthonermals.
La norme euclidienne d'une matrice orthonormale () est

8res (@) = Q] = max 22192

0 'Pﬂ{ﬁ'}

fridis

2(Qs) = VFTTQz = palz) done Q] = 1.
e

RA=T. dwent |T|<|RI|AN< A
De -

A=R'T, ilvient [|A||<|RTITY <7
donc

1T = Al

Indication pour l'exercice 5

1

En notant {Au); i i® composante du vecteur A,

i=1 L

(Avdi= Y (n+i—i+ e+ D (147 - igpt

T i=l

I a1

™

¥l Tdt=lZG_g

= 1=
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2

et
b= "-’i_. - . i=1
{Atg)y=n T='% 'I';J'Ek
{qu{_1}qu~ 1) == Zq}," +ngi=n
J=i j=i
n o
r_-lq-l-'t]t = E':T]-qi 1
QU Enoore 2 =
()= O i " Lai ™ = Qg Nmk
=1 fml
Sige=1,

"
nin+ 1
(A= Y5 = 2 Dy,
J=1
On vérifie bien ainsi que les vectewrs vk = 0,....n = 1, sont vecleurs propres de A,
i valeur propre Ay assoctéde & v, élanl

L s k#0
A.:z_jq{_l-
J=l

=
@ i k=0
La méthode de Jacobi consiste & poser
Ay = diag{A +ml) = (1 +m)]
da=A+mi=—4A
et, & partir d'un vecteur initial 1, 4 réaliser l'ildration

s il
Tpet = —AT Az + 27 b

Posant M = =A7 Ay, on sail que (2) converge vers [a selubion de (1) i la condilion
nécessaire el suffisante que, st (M) désignent les valeurs propres de M, on ait

Mil<1
Jmax M)

Or M= —=(1+m)"{A-1).
Les valeurs propres de A élant A, gy = =355 = =

1
i . i —
[ "
n-al=13 i1y i
f= f=

Celte borne supéricure E?:.;-.f = ﬂ%tﬂ —1 esl oblenue pour Ay dene
1 n+n-2
14+m| 2
La méthede de Jacobi, appligude & (1), converge done pour les valeurs de m telles
que

lﬂ;!"-"': |pea] =

nn—2

Im+1= ;
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.0:0). 5i t e résudu
3) a) Prenons par exemple pour vecicur de départ o = (0;0;0:0). St Rg e

assocté 8 o[ Ra) = 1.
On trouve successtvemnent

o | o1 —0005| 006
VaelMy) =02 (Hy) = 0.0625

zy est dome le vecteur cherché, e
b) Dans le cas oi m =0, si {'an prend fowjours pour vecteur de depart le vec
nul, woliy) =1 et on trouve

T8 N R L
1|0 1.2
0|=4 =4 |12
0|=3 =320
-2 -2 |24

Poolll) =4 woalBa) =26 oo(Fy) = 212
On voil bien que le procédé diverge.
Indication pour l'exercice &
1) @) Lesv; forment une base de BY cor ils sont linéairernent indépendants. En effel,
s'ils ne 'étaient pas, il existerail des Ay, non tous nuls, tels que

=1

Zﬁqu.=ﬂ

st

=]

n—1
Z Ap"lﬂ.‘ = e E -’H.[_A“i.“j} == lj{dll'jll.ri} =1
Fe ] t=0

donc Ay = 0,¥f, e qui est contraire d Uhypothéze,
Comme les o forment une bose de R®, on peut éerire

jub == E:ﬂi'“i
=0

n=1
Aw=3"adu et (b)) = ay(Au )
§=d
LN
1
W Top )
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b} Tout point de R* sur la droite parallile 4 v, passant par xy, s'éerit
=34 Ay
Hiz) = (Alw - 2)wr — 2) = (Alw — 25 = Moo — 2 — An)
= H{z:) = hlunAlw — ) + 2 Aum)

H{x,) est un trindme en A; comme {Ave) > 0, ce trindme n:lfmcl un mini-

mium pour
3= Al = )
(Aw,w)
ﬂl’ an a
(v Afer — 2} = (w,b) — (v, Az)
Comme

(v, Afwr — 2)) = (v,b) = (v, Az,)
On a {'HJ.:,."'JII,} =) af

£} o) Aurang k, on doit exprimer

rsrsAl) =0 pour =10,k
et en ulilizant (4)

_ kg, Al
= = A)
On remarquera que d'aprés (4), Wy, est une combinaison lindaire des t; de 0

d k<41 dok
fun,At;) =0 powr i>k
k) De la méme fagon en exprimant

(frsrAl) =0 pour [=0,..k

(. Alk)
[wh.l,.-ﬂ.i‘*}

(1,48, o =
ﬂt+1.!-—ﬁh+:.t-m porr =0,..k—1

Bepip = =

Wiy est une combinaison linfoire des [; de j =0 & k+ 1 done
I‘-"'Fw"“_i.]' pour 1>k

8] D’apris 2b) .
e (ron) (Awmrd ()
Timp =Ty T Z (Aviri) (rere) in M“n"ljd L

ksl
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ir des (v}
Or les vy étant une suite de vecleurs A-orthpgonaus formés g paritr 685 {

(redu) =0 pour k<1

iy =7 — oA

mbinatson
potr le caleul de oy, on remarque que (Avy,ry) = (Av,ry) cor i esl une COMILTE

lindaire des vy de j =0 d i, donc

_ [Thri}

N= Thvaw)

D'apris 2a)

i
(rip1sde; A
Eisl ™ Fiag = Z —_11“-‘
=0

'[t’.ra*"-“i]'
Or les 7, étant une suite de vecteurs I-orthogonaus formés & portir de
Tg,ﬂl‘m...,i‘h’n.{r,
{Avgr) =0 powr i>k+!
Yisl = T + Bty

s |:1"i-r-|r-"*-'l-'-ll:|
B = = ovy)

Par récurrence, montrons que Tiey N'est autre que le vecteur résidu au (1 + 1)® pas:
En efftet: rg = b— Azp. Supposens lo propriété wraie au i* pus et formons

ript =1 +ogdo = 8= Az — oy = b — Az

résullat est done établi
Les rif = 0,..,n =1, sont tous orthogonaus entre euz dans Rsel®,

St l'on définit ro par ra = b= Az,
T = b= A(Zn-1 + Qa-ilncy) = Tact — Oy At
Pour j <mn, on a
(rairy) = (Fa-173) = Baa{Avaary) =0 st j¥n-—1

el

trn-lurn.- }
{T-'n-lua'q"ui;] Eﬂﬂh—hrn-].]

=0 ear [Awr)=(Avt)

I:r.-”f---j} - {rl-|lrﬂ.-n-l} -
Tr [ ﬂﬁhﬂﬂ'ﬂ!‘tﬂf i tous les f'nli = u.........ﬂ- = ] :R. dfani dﬂ d-imnﬂm n, ”_fﬂl.r-l

ra =0

x,, esf done la solution de (1).
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LMOCSE
LICENCE DE MATHEMATIQUES
UN.L2: ANALYSE NUMERIQUE 1
T N* 4 (Indications de ) correction
Indication pour 'exercice 1
i
T(tydt) = M ¢{Lylt),h) = d'aprés formule de Taylor
=y'(t) + E” "(t) = @t 0) - F-;,E{f.y: o)
+O(h*)
Or y'(t) = S(Ey(t)) et y*(t) = + /(1) 502
dl{t,!,l': u] = I{:ly“}}
Or de plus G (tan WA + £.A8,1()
el
a¢ 1 .ﬂ,r' 1 af
done
haf h af haf
"f‘” + cu:f-“’: ~ o)
2. La solution vaut y(t) = yy = a(t? = ).
Calevlons la solution approchée; f{ty) = -
Mewr = 1, + hd{timi; h)
=1+ h{=2a(t; + f—;n
e — 2ah(t + %]
el T = L.
Done
i=1
=T — E‘Emﬁ{tt 2] or =y e tL=tyg+kh
1—1
=4y = zﬂm{rﬂ, + (k+ ]ﬂ}
k=0 .
S gﬂ,r.{n,,+%+": Uy
= g — Jﬂh:{tu = o Lh}
= yo — a{i*h® + ilﬂ!n]
=y —al{to + 0 — ) =p(t)) cut L=lo+ih
On a bien cofeuld iz selufion exacte.
VALIDELUR LMD: Consalls - Examens & TD - Comections 443
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8 o = Ay et y{0) = 1. La méthode &'Euler explicite donne avec f(ty) = A%

h3
Tt = Ty + hMn + g-,l.n,,‘] = (1= h.h:--i.-'l.:]rj,

el 1y = | donr .
hea%,,
m=(1+hi+—)

h2A?
e En !1-!-.':}&4--——2 <1

c--d ssi =1 < 14+ hA+ B2 <
cedeid. a8l =2 < B+ 222 <
On pose & = k)
(n ftudic la fonction f(z) =z + 5;- = L(z +2), On obtient done =2 < flz} <
B s =2<cr<h
Done
o @ a8 —2<hA<D

Indication pour Mexercice 2

Al a) Les valeurs propres de A sont X, = hL = V1=ReL2 ef Ay = AL = /T - H3L3
detic le ragon speetrul est p{A) = hL & 1= RILE,

plA) =hL + 1+ RLF
PR - o
EM-"‘\II/'*"’I L b
152
< +hi + F‘EL
<et
done p{A) < *E.

b} L'indgalité de récurrence peut s'éenre

() #4(2)-(3)
A est symétrigue [Ala = pld) £ et done on a:
ﬁ:ﬁ = f“'\m + Oy
¢) En posant u, = 408 = 02y

B 8 et S 0ty 0. | Voir le cours )

| prmp—— m-i
= V s Eﬁ_. < ghn=tal \rn"ﬁ'f - = Eu,gr“"t—m-l-_

k=)
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B)  u) En appliguant Ir théoréme de Taylor avec resle de Maoc-Launin

ylta) = w{0) + hy'{0) + h—;y" (Bh) D<P <1
|
ly(t2) — ${0) — Ay (0)] < “ima
el pour x> 1

Ultass) = ylta) + (L) + nr"ttn}+ "'iﬂh!

Bltaot) = p{ta) = hy/(t) + = ar"{m 3.:#"{51&}

Wltass) = plta) + 20y (ta) + ﬁty"'{ﬁh} + 4" (0uh))
20 = t{tast) = plta-1) — 2 {tap{ta))] < %’M,.

b} Paurn 21 y(tnes) = yltn-1) + 2R {tnar(ta)) +5n et gn+1 = oot 201 (tn,e)
En posant V,, = |y{t,) —ual, on en déduit la majoration Viy < Voo +20LV, +
len| ef done, d'aprés ln partie A — &),

Pour n>2 V, < glo-liAl .I'pl: + Wi+ E I Jeln=t=hL

iml
Fn remarquant que
Vo =p(0) -
Vi=plh) ===
En utilisant la majerations oblenues ¢n a) on oblient, pour teut n € {0,1,2,...N'}

e pa | (nmiohhs

l'",. E EM;E{“_tHL 4= EM; g:

L |

v E ?MEETL + E-Mam-

My o Mye™ =1 1 '
o« B2 _1 L 1-.-..j- -:‘: -
Vo < W'+ 3 car g 1{, pour foul X >0

h‘l

Clest é dive maxscaen [Ull) — yal € Ch? avee C = 536"

Indication pour 'exercice 3

1. Pour avoir 'ondre le plus élevé possible il faut que la formule coineide avee le difve-
lappement de Taylor de yiy au veisinage de & le plus loin possible.
Ferfvons ee développement

S W af H,I"
”.1”=y[+hy:+ﬁy;+§1—y, +..--'=!.|'i+h.|"l l:ﬂ'! ﬂj.lh

L) Yl N AL w )
*ailae * 2 o i 31 T oy .r' }]1 + (2]
VALIDEUR LMD: Consedls - Examens & TD - Corrections &
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Dévelappons ky au uni.rim:g: de {w.ti)

af

A @] O
K -hﬁ+:i‘.~[,i:u;—}f+:m’ e O]

g _*m i 1.+A=Luh=rl5—y,-‘;f—l1+-—*{"'

La formule (1) s"6crit done

Unst = W + (o0 + o fiten MR (f 2= Ea; ; N

E?I-I'E.rﬂ +_—-—'_I +ﬂ{hl} {3}

-t-ﬂr—i.flw:
Commparons (2) et (3). I vient
o+ = 1
{|1..:'| = %
Swit
ap = 1 —g
ay = ﬁ

Mot i A
e =W+l - 'ﬁ]'hf{ < ﬂfﬂ]ﬂs + Ahfiko+ Mh).

8. Mapris les expressions {2} et (3) de sy Vervenr por pos £ 5'écrit

e= 2w - )+ S G .
oar
&j af.8
B ={f=a=f+ﬂf&anm ﬂ!_-:r+ Jrl: 4 Iﬂi}]l
E‘f E“J"
'f.lrz@"' ﬂhl.ﬂ] }'l'{ }I

5. o) h=1
Yt = W F RS+ MJ' — L+ 2}l Méthade de la tangente améliords

,,,Ear"‘+31.r- ) 4+
Ba=1
h
Wit =+ ﬁ]fi +hfuti +B)]  Méthode d'Euler-Cauchy
£ —[—l.r:"'+3ﬂn { ] 4o
g] A= a
h 2 2
Vet =+ .-[_.'; + 3w+ Eh_mt.; + Eﬁ}] Méthode de Heun

h!
E""‘PI-': :|+
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Indication pour l'exercice 4

1) Seat x solution du probléme de Cauchy (1). Montrons par récurrence que

() = 1 (). 0).

Pourm =0, on a 2() = f{z{t)0) = FO(z(t),0).
Supposons que

:’{““’{!} = ft":'{.rl[f.]-,f.:l pour  p={,..m
et ealeulons ™ +3(1), On o

2™ = @, PN (o) ) (8) + B S (x(8) 1)
= a2 0) (2 (t).t) + By f Nz () )
= [+ ().t
2) Ona
f=qf +(@NS et [P = (@70 +(B,))(8:).
3) Dans le cas p = 1, on a vy (y,th) = Jlut) et donc le schéma (3) s'drit
{ Tg = Fy
Zpet = T +hf(zele), pour k= 0,..n

On reconnail le schéma d'Buler explicite.
4-1 o/ Puisque flyt) =y, on a [ = [ pour tout k, et done

p=1

ki
{i-"rt'lh] ™ T
¥ ,.2{: Ty ()

J..!r‘."' Par :fcfmﬂl'an
S

s
=% hf(Z0)=2+h mfu

1=0
1 I P
Y R
= 1+F|.E_—-—*_-t —_—
o U+ g{;«}l].’
Supposons Jue

= {i EJ—}" k=10
= il paur = dpeiy
=0

el monirons que cefte relotion est encore vérifide au rang [+ 1, On a bisn

#=1 4 n
W W
Tisey = Ty + ﬁz — I = E Rl
J+i I J=b 1

Ce qui termine [a récurvence.
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4.¢/ Comme x est solution de {1) pour fyt) =y et T = 1, ona duidemment
z(t) = ¢!, et done z(ts) =
Le résultat de lo question 4.bf permet de déduire que

LAY
2= (3 50 = (¢ - RO,

j=i

avee 0 < R(h) < "B On a done

T = E‘-“[l 5 %:"}]k = 'Ekl'p{l "'E}t
avec a = E}I €]0,1]. On en déduit que
0€ 5 —xp < (1= (1= a)").

Comme k 2 1 eta €]0,1] on en déduit ( par récwrrence sur k ) qu{l —a)* =
1— ka.
On a done

it e
Gro =" G+

0<% — 2y € kae™ < fet
Indication pour l'exercice 5

1) Le systéme est dit stable si o(¥) = 0 lorsque ¢ — 00, colculons ¥,

Pour cela considérons la base des vecleurs propres de A [ A diﬂgmﬂ‘isﬂ_ﬂgj qui nous
donne la matrice B.

Posons Y = BZ, alors Y' = BZ | le sysibme (1) s'écril alors
Z=B"ABZ
o B-'AD est la mailrice diagonele des valev-s propres de A, D'aiy
By =M= I
Soit
2= G’kﬂ‘j'“ {l':p; = ponsfante)
il wient donc :
¥im Y buCuett

Rml

Une condition nécessaire et suflisonte de stabilité est donc

R{A) <0

WALIDEUR LMD: Consells - Bxaamens & T - Corectians a5
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2) 8i l'an cherche une solution de

4)

Ineg = P{"'lh]yﬂ
de la forme
ta=rv veR"
i vient
re= PlAh)y
r el v sont done une valeur propre de P(Ah) et le vecleur propre correspondant.

Décomposons yy sur la base des vecteurs propres de P{AR) [ §i P{AR) est diagona-
lisable & valeurs propres réelles )

m
W= 3 oy

i=l

= PlAh)w =Y o

n
Vnxy = ZE{I‘THW.

Si Ay est valeur propre de A, P{Ah) élant un polynéme en Ah
= .F[.:'u.hj

Pour gue la solution epprochée soit stable lorsque n— oo ( h constant ) #l faut el o
suffit gue
Il <1 soit [PIMB) <1 powr i=l..n

Cesl-a-dire
pLP(AR)) = max |P(\h) <1
Le rayon de stable est done donné par la plus grande valeur de |zg] = [Ahg| telle que
|P(z)] <1 ¥z €]z0

{ zo est négatif puisque les Ay sont négatifs d'apris (1) ).
Une forme de rang q et d'ordre 1 s'éent

Fasl = P{""h-:l'vl'l

avec
Plz) =1+ z+a? + ...+ a2’

1l faut done trouver un polybdme P(z) de degré g tel que [P(z)] <1 sur It plus grand

intervalle possible 20,0].

Une telle solution est fournie par les polyndmes de Chebysher T.?!_::}: le polyndme

Tz} de degre q est tangent  + 1 fois aur droifes —1 el i sur Uintervalle [-1,1).

1l faut done ramener Vintervalle [-1,1] & Uintervalle [2,0].

I ment 2z
r=—+1
2y
VALIDEUR LMD: Consells - Examens & TD - Comections 455
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{eome oy
Piz)= TT{;; + 1)

IYapris n définition de Pl)= 1424 322 ...+ 2,27 mois devons aveir

Pl =1
(D) = 1
C'esl-d-dive
To(1) =1 (tonjours réalisé)
el

Po) = 7;{1}% -1
Or les polynames Chebyshey satisfont a 'dquation différenticlle [2.30]
(1= 221" (2) = 2T3(x) + ¢ T(2) = 0

Done
Ti{l) = 4"
il vient done
=27
Le vayon de stabilité est done donné par z = 2¢°,
La formule qus o le plus grand rayon de stabilité est

Al
Untl = 1}{—?‘ + 1)y
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