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réelles

Correction détaillée des exercices

NB : Les énoncés sont reproduits tels quels. Les corrections sont présentées dans des
encadrés a bordure verte.



Chapitre III — Développement de Taylor et convexité

Exercice 1

Montrer que :

1. pour tout € R, [sin(z)| < |z| ;

2. pour tout z € [0,7/2], 1 — cos(z) < zsin(z) ;

3. pour tout €] — 1, 1], |arcsin(z)| < \/% ;

4.pourtoutz € RT, z — 322 <In(l+x) <z — 522+ 523 ;
5. pour tout z € [—1,1], 1 — ‘g—? < cos(z) <1-— 3—? + :fl—? ;

6. pour tout x € [0,7/2], © — w—? <sin(z) < x — g—?cos(w) ;

7. pourtouta:ERJr,l—F%—%2 <+1+z<1 5
Correction :

1. La fonction f(x) = & — sin x est dérivable sur R et f'(x) =1 — cosz > 0.
Donc f est croissante. Comme f(0) = 0, on a f(z) > 0 pour > 0, soit
sinz < x. Par parité, |sinz| < |z|.

2. Posons g(z) = zsinx — 1 + cos z. Alors
g (x) =sinx + xcosx —sinx = xcosz. Sur [0,7/2], z > 0 etcosx > 0,
donc ¢'(x) > 0. Ainsi g est croissante et g(0) = 0, donc g(z) > 0.

3. Pour & E]O, 1[, par le théoreme des accroissements finis appliqué a arcsin entre

0 et x, il existe ¢ €]0, z[ tel que arcsinz = \/19” =—. Comme c < Z,0ona

—C

1 1 . : T o . -y

— < , d'ot arcsinxz < —=—. Pour x < 0, on utilise l'imparité.
Vi-e Vi—gz? = V1_z2 P

4. La formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 2 pour 111(1 + 93) donne

a2 23 .
In(l+z)=z— % + 3107 aVec Centre 0 et . Le reste est positif pour
x > 0, d'ou la minoration. A I'ordre 3, le reste est négatif, d'ou la majoration.
2 4
5. Pour cos z, Taylor-Lagrange & I'ordre 2 donne cos ¢ = 1 — 5~ + §7cosc avec

c entre 0 et . Comme |cos ¢| < 1, on obtient I'encadrement demandé.
. N 1 . 3
6. Pour s1in x, Taylor-Lagrange a l'ordre 3 donne sinax = o — %cosc avec
. 3 ’ n
c €]0,z][. Comme cosc < 1,onasinz > x — %. De plus, cos décroit sur

. 3
[0, /2], donc cosc > cosx, d'oti sinz < x — $-cos .

AT _ T $2
7. Pour \/1 + a, Taylor-Lagrange a l'ordre 2 donne \/1 +zxz=1+ 5 — 8(1+0)3
2
avec ¢ €]0,z[. Comme (1+¢)%%2>1,0onay/1+z>1+ 5 — % la
dérivée seconde étant négative, le reste est négatif, d'ou \/1 +x <1+ %



Exercice 2

Soient I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction deux fois dérivable sur I
, a la dérivée seconde positive. Montrer que le graphe de f est "au-dessus de ses
tangentes".

Correction : Soit a € I fixé. Pour tout x € I, appliquons la formule de Taylor-
Lagrange a l'ordre 1 entre a et x : il existe ¢ entre a et x tel que

f(z) = (@) + @)@ — a) + 5 /()& — )

Puisque f”(c) > 0, le dernier terme est positif ou nul. Donc
f(z) > f(a) + f'(a)(xz — a) pour tout x, ce qui signifie que la courbe est au-
dessus de sa tangente au point a.



Exercice 3

Soient a,h € R, avec h > 0, et f : [a,a + 2h] — R une fonction deux fois dérivable
sur [a,a + 2h]. Montrer qu'il existe 6 €]0, 1] tel que :

f(a) —2f(a+ h) + f(a + 2h) = h*f"(a + 26h).

Correction :

On cherche a montrer I'existence de 6 €]0, 1] tel que
fla) — 2f(a+ h) + f(a+ 2h) = h*f"(a + 26h).
fla) —2f(a+ h) + f(a + 2h)

Posons A = 2 . Définissons sur [0, 2h] la fonction
auxiliaire
¢ t(t — 2h)
B(0) = fla+ 1)~ fla) — o (fla+20) — f(@) — " A

On vérifie que ®(0) = 0, ®(2h) = 0 et, grace au choix de A, ®(h) = 0. En effet,
2

2(h) = fla+h) — f(a) — 3 (f(a+2h) — f(a)) + =4

et comme A = f(a)_2f(a;};)+f(a+2h) ,ona f(a+h) = w — %214, d'ou
®(h) = 0.

La fonction ® est deux fois dérivable sur [0, 2h] (car f I'est). Par le théoréme de
Rolle, il existe c1 €]0, h[ et ca €]h, 2h] tels que ®'(c1) = ®(c2) = 0. Puis, en
appliquant a nouveau Rolle & ®’ sur [c1, ¢3], on obtient £ €]cy, c2[C]0, 2h[ vérifiant
®"(£) = 0.

Calculons les dérivées de P :

f(a+2h) — f(a) 2t—2h
2h 2

®"(t) = f"(a +t) — A.

'(t) = f'(a+t)— 4,

La condition ®"(£) = 0 donne f"(a + &) = A. En posant 0 = 2_£h €]0,1[, on a
& = 260h, et donc

f(a) — 2f(a+ h) + f(a + 2h) = h*f"(a + 20h).



I Ceci acheve la démonstration.

Exercice 4

Soit f:] — 1,1[— R une fonction deux fois continiment dérivable (classe C?) sur

] — 1,1] telle que f”(0) £ 0, et soit § :] — 1,1[—]0, 1] une fonction pour laquelle,
pour tout ¢ €] — 1, 1], on puisse écrire I'égalité f(xz) = f(0) + = f'(x0(x)). Montrer
que lim,_,o 0(x) = 1/2.

Correction : Par la formule de Taylor-Young a I'ordre 2 au voisinage de O :

x2

= f"(0) + o(z?).

f(@) = F0) +2f'©0) + %

D'autre part, par hypothése, f(z) = f(0) + = f'(z6(x)). Développons f'(z6(z))
au premier ordre (puisque f’ est C'!) :

f'(2b(z)) = f'(0) + z6(x) f"(0) + o().
En reportant,
f(@) = £(0) + z[f'(0) + z8(z) f"(0) + o(=)]
= f(0) + = f'(0) + z*6(z) f"(0) + o(z?).
En comparant avec le développement de Taylor, on obtient pour tout =~ 0 :

S 1"(0) +o(@®) = 20(@)f"(0) +0(a”) = 6(x) = % ' f((lg)

Comme f”(0) # 0, on en déduit 6(z) — % quand * — 0.



Exercice 5 (Inégalité de Kolmogorov)

Soient a € R et f :]a, +0o[— R une fonction deux fois dérivable sur |a, +00[. On
suppose que |f| et | f”| sont bornées respectivement par M, et M,. Montrer que | f

est bornée par 2+/ My M.

|

Correction : Soit £ > a. Pour tout h > 0 tel que  + h et £ — h soient dans
]a, +oo[, appliquons Taylor-Lagrange a l'ordre 1 entre x et x + h :

2 2

fo+h) = f(@) + hF(@) + i), f@—h) = f(@) ~ hf() + (o)

avec ¢1 €|z, + h[, ca €]z — h, z|. En soustrayant, on obtient

fo+h) — fl@— ) = 2hf'(@) + o (F"(e2) — £(e2)
D'ou
@) < HEER_T@ =L R o) 7))y < 20 1 2,

Cette inégalité est valable pour tout A > 0. Le minimum de h — My/h + hMs /2
est atteint pour h = y/2Mj /M, et vaut v 2MyM,.

Pour obtenir la borne 24/ MM, on utilise Taylor a I'ordre 1 avec un seul point :

2
f(x +h) = f(z) + hf'(z) + %f”(c), ce qui donne |f'(z)| < 2TM° + hJ;‘IQ (car
|f(x+ h) — f(x)| < 2Mj). En optimisant par I'inégalité arithmético-géométrique,

on obtient | f'(x)| < 24/ My Mo,.




Exercice 6

1
Soit la fonction f : R — R définie par f(z) = —.
1. Montrer que 0 est le seul extremum de f.
2. S'agit-il d'un minimum ou d'un maximum ? Justifier votre réponse.

Correction : f est dérivable et f'(z) = —(142%)2. Le signe de f' est celui de —z :

positif pour < 0, négatif pour > 0. Donc f est croissante sur | — 00, 0] et
décroissante sur [0, —|—oo[. Ainsi £ = 0 est I'unique point ou la dérivée s'annule, et
c'est un maximum. Il n'y a pas d'autre extremum car la fonction est strictement
monotone de chaque cété. f(0) = 1 est le maximum.



Exercice 7

Soit la fonction f : [7/2,27] — R définie par f(z) = z sin(1/x).

1. Montrer qu’aucun point intérieur a /2, 27| ne peut étre un extremum de f.

2 sin(

3 o

)

2. En déduire que f atteint ses bornes aux points 2 et 27, puis comparer
et 2msin(5-).

Correction :

1. Sur |7/2,2m|, f est dérivable et

rio=so(2) - Lo ) ~eof ) () - 1)

Pour = €|m/2,2m[, ona + €]5=, 2[. Or sur |0, /2], la fonction
t — tant — t est strictement positive (car sa dérivée tan?t > 0 et elle
s'annule en 0). Donc tan(1/xz) — 1/z > 0. De plus cos(1/x) > 0 car
1/ < /2. Ainsi f'(z) > 0 sur tout I'intervalle, donc f est strictement
croissante. Par conséquent, aucun point intérieur ne peut étre un extremum.

2. Puisque f est continue sur le segment [7/2, 27|, elle atteint ses bornes aux
extrémités. La borne inférieure est en /2 et la borne supérieure en 27. On a

donc

f(g) = gsin<%>, f(2m) = 27rsin(2—1ﬂ_>.

La croissance de f donne f(7/2) < f(27), soit

o) < amin( 5, )
2811’171_ 7TSlI127T.

En divisant par 7 > 0, on obtient +sin(2/7) < 2sin(1/(2m)).



Exercice 8

Montrer que la fonction f : [0, 1] — R définie par f(z) :=0si0 < x < 1et
f(0) = f(1) = 1 est convexe sur [0, 1].

Correction : Soient z,y € [0,1] et t € [0, 1]. On veut montrer

fltz+ (1 —t)y) <tf(z) + (1 -1)f(y).

Si x et y sont tous deux dans |0, 1], alors f(z) = f(y) =0 et
tex + (1 — t)y €]0,1][, donc f(tz + (1 — t)y) = 0 et I'inégalité est une égalité.

Si I'un des points est 0 ou 1, par exemple = 0 et y €]0, 1], alors pour t € [0, 1],
ona (1—1t)y€]0,1], donc f((1 —t)y) =0ettf(0)+ (1 —1¢t)f(y) =t.

L'inégalité 0 < t est vérifiée.
Siz=0ety=1,alors f(t-0+ (1 —¢t)-1) = f(1 —t). Pourt €]0,1[, on a
f(1—t)=0ettf(0)+ (1 —1¢t)f(1) =1, donc0 < 1. Les cas limites t = 0 et

t = 1 donnent des égalités.

L'inégalité étant vérifiée dans tous les cas, f est convexe.

Exercice 9

1. Soient f,g: R — R deux fonctions convexes. Montrer que si g est croissante
sur R, alors la composée g o f est convexe.

2. Soit f une fonction définie sur R et a valeurs dans R” . Montrer que si Inof est
convexe, alors f est convexe.

Correction :

1. Soient ¢,y € Rett € [0, 1]. Par convexité de f, on a
f(te + (1 —t)y) < tf(x)+ (1 —t)f(y). Comme g est croissante et convexe,

g(f(tz + (1 —t)y)) < g(tf(x) + (1 1) f(y)) < tg(f(x)) + (1 — )g(f(v))-

Donc g o f est convexe.

2. Silnof est convexe, alors f = exp(ln f). Or exp est convexe et croissante.
D'aprés la question 1, la composée d'une fonction convexe (In f) par une
fonction convexe croissante (exp) est convexe. Donc f est convexe.



Exercice 10

Montrer que si une fonction f convexe sur R n’est pas constante, on a

lim f(x) =+oocou lim f(z) = +o0. En particulier f n'est pas majorée.
T—+00 T—>—00

Correction : Soit f convexe non constante. Il existe a < b tels que f(a) # f(b).
Supposons f(a) < f(b).

Pour une fonction convexe, la pente des cordes est croissante. Soit a < b avec
f(a) < f(b). Pour tout > b, on a

f(z) — £0) _ F0) ~ f(a)
x—b - b—a

> 0.

Donc f(x) > f(b) + (x — b)w — +00 quand £ — +o00.

De méme, si f(a) > f(b), on montre que f(x) — +00 quand £ — —0o0. Donc
I'une des limites est +00, et en particulier f n'est pas majorée.



Exercice 11
1. Soit f:t € R+ f(t) := In(1 + exp(t)). Montrer que f est convexe sur R.
2. Soient A et u deux réels positifs tels que A + p = 1. Montrer que, pour tous

réels strictement positifs z et y, on a 1 + 2 y* < (1 + )M (1 + y)».

Correction :

1. f'(t) = 1jtet = 1—|—1e*t () = ﬁ > 0. Donc f est convexe.

2. On utilise la convexité de f : pour tous u,vet A, u > 0avec A+ pu =1, 0na

Fhu + pv) < Af(u) + pf(v).

Choisissons © = Inx, v = In y. Alors

In(1+ erretrny) < AIn(1+ e™*) + pln(1 + e™Y)
= Aln(1+ ) + pln(1 + y).

or ernztrlny — 2yl ponc
In(1 + z*y) < In((1+ )1 + y)").

Par croissance du logarithme, on obtient I'inégalité demandée.



Exercice 12

Soient I un intervalle de R non vide et non réduit a un pointet f: I — R une
fonction. Montrer que f est convexe sur I si, et seulement si, pour tous z,y,z € I
telsquex <y <z l'ona

A(z,y,2) == | x Yy z | >0.

Correction :

Développons le déterminant par la régle de Sarrus :

Az, y,2) =1y f(2) +1-2- f(z) +1 -2 f(y)
~(L-y- f@+1-2- f(2) + 12 f(v))-

Regroupons les termes :

A = yf(2) + 2f(z) + = f(y) — yf(z) — zf(2) — 2f(y)
= (y—2)f(2) + (z — y) f(z) + (z — 2) f(y).

Comme z — z = —(z — x), on peut réécrire :
A=(y—2)f(2) + (z = v)f(z) = (z = 2) f(y)-

Pour £ < y < 2, la condition de convexité de f s'écrit :

fy) < @) + L2 12).

zZ—T zZ—T
En multipliant par 2z — « > 0, on obtient :
(z—z)f(y) < (z—y)f(z) + (y — ) f(2).

Ceci équivaut exactement a (y — ) f(2) + (z — y) f(z) — (z — z) f(y) > 0, c'est-
a-dire A(z,y, z) > 0. Réciproquement, si A > 0 pour tous z < y < z, alors
I'inégalité précédente est vérifiée, ce qui redonne la définition de la convexité. Donc f
est convexe si et seulement si A(z,y, z) > 0 pour tout triplet z < y < 2.



Exercice 13

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction continue sur I telle que
pour tout (z,y) € I?%, on ait :

P2 < 3 (@) + 1))

2
Montrer que f est convexe.

Correction : La condition donnée est la convexité au sens de Jensen pour les milieux.
On sait qu'une fonction continue vérifiant cette inégalité pour les milieux est convexe.
La démonstration classique procede par récurrence pour montrer que l'inégalité de
convexité est vraie pour toutes les dyadiques, puis par densité et continuité on I'étend
a tous les réels. Plus précisément, on montre d'abord que pour tout £ de la forme
k/2" ona f(tx + (1 — t)y) < tf(x) + (1 —t)f(y). Puis par continuité, on passe
a tous les t € [0, 1].

Exercice 14 (Comparaison des moyennes arithmétique et
géométrique)

T1+ -+ Tn

Soient n € N* et z4,...,z, € R’. Montrer que /z;---x, < -

Correction : La fonction In est concave (dérivée seconde négative). Par I'inégalité de
Jensen pour une fonction concave, on a

1 & 1 &
E;lnmigln ;;xl

En prenant I'exponentielle (croissante), on obtient



Exercice 15 (Inégalité de Young)

Soient p et g deux réels strictement positifs tels que % + % = 1. Montrer que, si x et

y sont des réels positifs, on a :

Pyl
xy < — + —.
p q

Correction : La fonction exponentielle est convexe. On écrit xy = exp(Inz + Iny).
Posons u = plnz, v = qlny. Alors Inz = u/p, Iny = v/q. Par convexité de exp,

u v 1 1 e e
exp| —+ — )] < —exp(u) + —exp(v) = — + —.
p q p q p q
yq

ore =zP,e" =9y Douzy < "”Tf) + T



Chapitre IV — Développements asymptotiques et
analyse des variations

Exercice 16

Soit f une application de classe C'3 sur un intervalle I et a un élément de I'intérieur
de I. Calculer la limite, quand h tend vers 0, de :

%(f(a+3h) — f(a+2h) + 3f(a+h) — f(a)).

Correction :

Puisque f est de classe C’3, on peut utiliser la formule de Taylor-Young a l'ordre 3 au
voisinage de a :

2 3

f(a-+3h) = f(a) + 3'(a) + - 1"(a) + = £"(a) + o(A?),
2 3

fla+2h) = f(a) + 2hf'(a) + o f"(a) + %f"%a) +o(?),

2

! h2 " h3 " 3
fla+h) = fla) +hf(a) + o-f"(a) + 5" (a) + o(h).

6

En substituant dans I'expression
N(h) = f(a+3h) — f(a+2h) +3f(a+ h) — f(a) :
N(h) = [ (a) + 3hf'(a) + 9h F"(a) + 27h3f///( )]
[f + 2hf'(a) + 2h2f”(a) 4+ 8 h3f"’( )]
+3[f(a) +hf'(a) + 3hf"(a) + %hi”f’"(a)}
— f(a) + o(Rh?).

Regroupons les termes par puissance de h :

+ Termes constants : f(a) — f(a) + 3f(a) — f(a) = 2f(a).
+ Termes en h2: 3f'(a) —2f'(a) + 3f'(a) = 4f'(a).
» Termes en h” :
$17@) — 20@) + 1£'(0) = ( — 4 + D) '(0) = 4/"(@)
e Termes en h” :

% ///(a) . %f”’(a) + %f”’(a) _ 27—68+3 f’"(a) _ 26_2f///(a) — lTlf”/(a)-

On obtient donc :



N(h) = 2f(a) + 4h'(a) + 4h2F"(a) + K" (a) + o(h?).

Par conséquent,

N(h) . 2f(a) 4f,(a') 4f”(a) IR
5 = g3 v T g (@) o).

Quand h — 0, les termes 2€(3a) , 4fh§"’) et 4fh(a) tendent vers 00 dés que l'un des

coefficients f(a), f'(a), f"(a) est non nul.
Conclusion : En général, la limite n‘existe pas (elle est infinie). Si par extraordinaire

f(a) = f'(a) = f"(a) = 0, alors la limite vaut % " (a).

Remarque : I'exercice illustre le fait qu’'une combinaison linéaire de valeurs d’une
fonction ne fournit une approximation de la dérivée troisieme que si les termes
d’ordre inférieur sont éliminés (ce qui n‘est pas le cas ici).



Exercice 17

Soit f :] — 2,2[— R une fonction deux fois continiiment dérivable (c'est-a-dire de
classe C?) sur | — 2, 2] telle que f(0) = 0. Calculer la limite de la suite (z,),>1
définie par

1 2 n - k
mn:f(ﬁ>+f(ﬁ)++f<ﬁ> ::k 1f(¥) et z9=0.

Correction : Puisque f est C'2 et f(0) = 0, on a au voisinage de O :
f(t) = £'(0)t + 5 £"(0)t* + o(t*). Alors pour chaque k,

1(5) =105+ 505 o (5),

n4 n4

En sommantpour k=1an:

1 <& 1 1 <& n k2

Oor > h1k= n(n;l) ~ %2' Dohoi k= n(n—|—1)6(2n+1) - %3 bonc
e n+1) 1, n(n+1)(2n+1) n’
Z f() o2 ‘|‘2f() 6n4 To n?
1L (n+1)(2n+1) 1
_pl n n —
—f(O) 2 —|—f(0) 12n3 +0<n>.

1'(0)

1)(2n+1 o
w ~ £ Doncz, — L2, Ainsi
n n 2

Le second terme est en O(1/n) car

. '(0
lim,, o T, = #



Exercice 18

1. Soit n et p > 1 des entiers naturels et u une fonction de classe C™"? sur un
intervalle T contenant 0. On suppose Yk € {0,...,p — 1}, u(®(0) = 0. Montrer
que la fonction f: x € R* — uif) se prolonge sur I en une fonction de classe

C'™. Préciser ce prolongement et ses dérivées en 0.

sin(z)
sinh(x)

2. Montrer que la fonction f: z € R* — se prolonge en une fonction de

classe C'*° sur R.

Correction :

1. Par la formule de Taylor, on peut écrire

z? P! ™
— 2 @)+ = @) £... 4 = )0 £ o(z™P
u(x u u u o(z"™P).
() = Zu(0) + DO £ o+ T (0) +ofa )
Donc
() (0) n
w 77 7
z) = + w@0) ... —= 4P (0) & o(2P).
/@) p! (p+1)! () (n + p)! (0) + o(=")

Ainsi f admet un DL a l'ordre n en 0, ce qui permet de la prolonger par

(p)
continuité en posant f(0) = up_!(()). Ce DL montre que f est C" et

f®(0) = (L!u(zﬂrk) (0).

p+k)!
2. Pour f(x) = Ssiifhxm,onasina::w—%3+---etsinhx:x_|_%3_|_..._
Donc
f(m): 2 *
1+x2/6+---

En effectuant la division, on obtient un DL de tout ordre, donc f est C'*® en 0.
Ailleurs, f est C'*° comme quotient de fonctions C'*° avec dénominateur non
nul. Donc f est '™ sur R.



Exercice 19

Montrer que :

1. sin(z) = oO(M) ;

2. sin(x) = og(cos(z)) ;

3. pour tout (a, B) € R%, 2% = 0,4 (2°) sia < et z® = o+ (2P) sia > B ;

4. pour tout (o, B) € R* x R*, (Inx)* = 0, (") et |Inz|* = 0p+ (%) ;

5. pour tout (o, ) € R x R*, 2° = 0, (exp(az)) et ||’ = 0_(exp(—ax))

4

)]

.xzsinz = Oy(z) ;
7.sinx = Og(cos z).

Correction :
1,8z 2 /le] — 0 quand z — 0.

.22 — tanz — 0 en 0, donc sinz = o(cos ).
COS T

3. Sia < B, alors 2—; — x> B 50 quand £ — +o00. Si a > [, alors %P 0
quand z — 0.

Inz)® . .
4. Pour x — +00, % — 0 par croissance comparee. Pour £ — 0+, en posant

t=1/x — +oo,ona |Inz|* = (Int)® et 1/z° = t#, donc (Int)*/t’ — 0.
5. 2P /e®® — () en 400 par croissance comparée. Pour £ — —o0, |z|’e®® — 0
car e®® — 0.
6. |zsinz /x| = |sinz| < 1, donc zsinz = Oy(x).
7.sinx/cosx = tanxz — 0 en 0, donc sinz = o(cos x), et a fortiori
sinz = Og(cos z).



Exercice 20

1. Montrer qu’au voisinage de l'infini (—oo et +00), E(x) ~ z, ou E désigne la
fonction partie entiére définie sur R.
2. Montrer qu‘au voisinage de +oo, In(z + N 1) ~ In(z) et
In(z + vVz2 + 1) ~ In(z).
1

1
3.Soitf:wH( e
1—=z

montrer que f(x) ~ exp(2).

) . Apres avoir précisé le domaine de définition de f,

Correction :

1. Pour z grand, E(z) = ¢ — {z} avec {z} € [0, 1]. Donc
) gy

T

2.1n(zr:—|—\/:c2—1):ln(a:(14—\/1—;—2)) :lna:—|—1n<1—|— 1—%)

.Quand x — 400, 4/1 — % — 1, donc le second terme tend vers In 2. Ainsi

In(z + vz2 — 1) ~ Inz. De méme pour l'autre.
3. f(x) est définie pour x # k7 (car sinxz = 0) et z # 1 (dénominateur nul). Au
voisinage de 0, }J_r—i =1+ 2z + o(z). Donc

x 2z+o(x
In f(z) = z=In ({££) L (Zx—l—o(w)):m(%ogli):2+o(l).

sin 1-z z+o(z)
2

Ainsi In f(z) — 2, donc f(z) — €. D'ot f(z) ~ e en 0.




Exercice 21

% Inx

% —1°

2. Calculer la limite en + de la fonction g : z +— (222 — 3z + 1) tan(wz).

3. Déterminer un équivalent de chacune des suites (u,,),>1 et (v,),>1 de termes

généraux

U, = (1 + — et v, = |arctan | ——— n“tan|{ — )|,
n n-+1 n

puis en déduire les limites éventuelles.

1. Calculer la limite en 0 de la fonction f: ¢ —

Correction :

1. Limite de f en 0. On travaille au voisinage de 0. Posons y = x*. Alors
Iny=xzlnz — 0quandz — 0", doncy — 1. On a

z® —1=e"™% _ 1 ~ zlnx. Parailleurs, % = e’ 10 = e¥In% comme y—1,
Inx — —o0, leur produit tend vers —o0 : ylnz ~ In x donc

p® = elnztollnz) — 4 eo(lnz) _y () poyr obtenir la limite, effectuons un
développement plus précis. Onaz* =1+ zlnx + %:1:2 In®z + o(x? In> x). Alors
z° —1=zlnz + 12’0’z + o(z? In” z). D'autre part,

:I:Z

WY = exp(ajm In a;)
= exp((l +zlnz + %xQ In® z + o(z?* In* z))In a:)
= exp <1n:c +zln’z + 52°In’ z + o(z® In® :13))

= exp (:13 In*z 4+ +2%In®z + o(z” In’ :1:))

ore*=1+u+o(u) avecu = zIn’z + 222 In’ z + o(z? In® z). Comme
zln?z — 0 (car z° Infz —0 pour tout & > 0), on a

z 1
z¥ = m(l +zln®z + 51:2 In® z 4 o(z” In® w))
Multiplions par In z :
2 1
" Inz =zlnz +z°In’z + Eaz?’ In*z + o(z* In z).

Enfin,



f(z) 2% Inz zlhz+z’ln’z+ Lz8ln'z + o(z®Intz)
T) = =

zr — 1 zlnz + 2z2In’z + o(z2In” z)

Factorisons x In & au numérateur et au dénominateur :

1+ zln’z + 522 In’ z + o(z? In® z)

f(z) =

14+ +zlnz + o(zlnz)

Comme zlnz — 0 et zln 2 — 0, on obtient f(z) — 1.

lim f(z)=1

z—0*

2. Limite de gen ¢ = 5. On a 222 — 3z + 1 = (2z — 1)(z — 1). Au voisinage de
= %,posonsh:x— %.AlorSZw—1:2hetx—1: —%—Fhw —%. Donc

22> — 3z + 1= (2h)(—% +h> ~ —h.

cos(mh)

Pour tan(mz) : mz = L + wh. tan(% + wh) = — cot(rh) = — n(h)

cos(mh) ~ 1 et sin(mwh) ~ mwh. Donc

. Or

1
¢ ~——
an(mz) —
Finalement,
1 1
()2
9(z) ~ (=h) x (- — ) = —
Ainsi
1
lim g(z) = —|.
:c—>% ™

3. Etude des suites.

Suite u,,.

5 5 25 125 1
Inu, = (3n+1) 1n<1 + E> = (3n + 1)(5 ~ 52 + 3.3 +0<—>>.

Développons :



En additionnant :

1 15+( 75+5>+(125 25)+ 1
nu, = -+ — — ol —
2n n n? 2n2 n?2

15 65 i 225 i 1
=15— — 4+ — 4+ o — |.
2n  2n? n2

Par conséquent,

Uy = exp(15 — ﬁ +0(i)) = el5<1 — E +0<l>>.
2n n 2n n

Un équivalent simple est u,, ~ el? (car le terme correctif tend vers 0). La limite est

donc 615.

5

U, — e’

Suite v,. Pour n grand,

n 1 1 1 1
arctan( ) = arctan(— . ) = arctan(— + 0(—)).
n?+1 no14 - n n’

On utilise arctany = y — %3 +o(y?) avecy = — +o(=7) :

tan( ") = —+o(—z) - 55 +0(5) =7 — =5 +o(=7)
arctan ——4ol—)-—+4ol—=)=—— — F0o[—).
n2+1 n n3 3n3 n3 n  3nd ns

D’autre part,

n n  3n3 15n° n®
Donc
n? tan( 1 ) n + 1 + 2 + ( 1 )
) — - —
n 3n  15n3 ns

En multipliant :



1 1 N ( 1 )
J— J— 0 —
3n? In4 n2

(- )+ (e ) ol
N 3n?2  3n? 15n¢  9nd n?2

1+6_5+(1) ] 41 +(1
—= o\ — = o\ —
45n4 n2 45n4 n?

Ainsi v, = 1 4 0(1) et un équivalent est v,, ~ 1. La limite est 1.

v, — 1

).



Exercice 22

Soit la fonction f définie sur R par :
Vz >0, f(z) = cosh(v/z) et Vz <0, f(x)=cos(v/—z).

1. Ecrire le développement limité de cos et cosh & I'ordre 4 en 0 (ou encore au
voisinage de 0), puis montrer que f admet un développement limité a I'ordre 2
en 0 et le calculer.

2. Montrer que f est continGment dérivable sur R.

Correction :

1.Onacosu:1—”—2—|—g—i—|—o(u4) etcoshu:1+“72+g—:—|—o(u4).

2
2
Pour > 0, en posant u = \/zon obtient f(z) =1+ 5 + 57 + o(z?).
Pour x < 0, en posant t = \/—a:, onat?=—gxett*=2x2 donc

f@) =1+ Z + & + o(z?).

Les deux expressions coincident, donc f admet un DL a I'ordre 2 en O :
2

flz) =1+ % + 57 + of2?).

2. Le DL donne f(0) =1et f/(0) =1/2. Pourxz > 0, f'(z) = # — 1/2
sin(v/—x)

quand £ — 0. pourz < 0, f'(z) = = 1/2 également. Donc f’ est

continue en 0, et f est C! surR.



Exercice 23

Montrer que la fonction f:z € R — n‘admet pas de développement limité

1+ |zf®
a l'ordre 5 en 0.
Correction : La fonction f est paire car |—z|®> = |z]°.
Pourz > 0,0na f(z) =1/(1 4+ z°) =1 — 2° + o(z®).

Pour £ < 0, on a |z|®> = (—x)° = —z°, donc
flz) =1/(1 - 2°) =1+ 2° + o(z®).

Les développements a droite et a gauche different par le signe du terme en x5, Pour
gu'un DL a l'ordre 5 existe, il faudrait que ces deux expressions coincident, ce qui
n'est pas le cas. Donc f n'admet pas de DL a I'ordre 5 en 0.



Exercice 24

1. Soit la fonction f définie par f(z) = In(|sinx|) sur R \ {#nZ}. Montrer que la
fonction g: x € R\ {nZ} — f(x) — In(|z|) admet un développement limité a
I'ordre 4 en 0, puis en déduire un développement asymptotique de f en 0 (on
précisera |'échelle de comparaison et la précision de ce développement
asymptotique).

Indication : On pourra remarquer que f(x) = In ( Sz ) + In(|z|) sur

J =2, 2O}

2. Soit la fonction f définie par f(x) = —=arctan(,/z). Donner le développement

NG
limité a I'ordre 3 en 0 de arctan, puis en déduire un développement
asymptotique de f en 0 (on précisera |'échelle de comparaison et la précision de
ce développement asymptotique).

3. Soit la fonction f définie par f(x) = In(sinh ) sur R* . Donner le
sinh x

développement limité a I'ordre 5 en 0 de la fonction € R* > =/ puis en

déduire un développement asymptotique de f en 0 (on précisera I’échelle de
comparaison et la précision de ce développement asymptotique).

Correction :

2 4 4
oz @ p
=76 "0 72 o)
g2 zt g
"6 180 o)
Ainsi g(z) = In(22Z) admet ce DL. AIors
f(z) =In|x| + g(:c) = In|z| — $2 — m + o(z*). C'est un développement
asymptotique a la précision o(z*) avec I'échelle {In |z|, 1, 2%, z*}.
2. arctanu—u———l— —|—0( %). Pour u = /T, on a
flz) = %(\/E— x3/2 + 55— 5/2 + o(x 5/2)) =1-3+ %2 + o(z?). Donc

3
flz)=1-— = %2 + 0(332) au voisinage de 0. (Echelle : 1, x, XxA2).



sinh z

3. La fonction est paire, donc son DL a lI'ordre 5 en 0 ne contient que des

puissances paires :
x? zd

sinh:c_1+ i +(4)
r 6 120 O\

Posons U = %2 + %40 + o(z*). Alors In(1 +u) = u — “72 + o(u?) avec

u? = L= 4 o(z4). D'od

36
sinh z g2 zt £z zt
() e = - et
T 6 T120 72 @) =g ~1gp o)
Finalement, comme f(z) = lnz + ln(%), on obtient
z z 4 +
= — = — 0").
f@) =tz + %~ £t o(ah) (a0

L'échelle de comparaison est {Inx, 1, z?, x4} et la précision est 0(a:4).



Exercice 25

On considere les fonctions f: x € R, +— \/a: + /T — /et

g:xeRy — %\/1 + x — 1. Donner le développement limité a I'ordre 2 en 0 de la
fonction g, puis en déduire un développement asymptotique de f en 400 (on
précisera |’échelle de comparaison et la précision de ce développement
asymptotique).

Indication : On pourra remarquer que f(x) =g (i)

Nz

Correction:Pourg(w):—”l;x—1,ona\/1—|—a::1—|—%—%2—|—o(x2).Donc
1—|—%—%2—|—0(m2)
g(z) = —1
73
1+1 :c+ () — 1
= —+4+—=——+o(x) -
x 2 8
1 1 =z
=z "2 g ToW)

Pour f(z) avec x — +o0, posonst = 1/4/x — 0". Oona f(z) = g(t), donc

f(ac):l—%—%Jro(t):\/E—%— 8\1/5 +0(%).

L'échelle de comparaison est {y/x,1,1/1/x} et la précision est o(1/+/).





