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NB : Cette fiche porte sur le chapitre 2 (Dérivabilité et applications : Premiéres propriétés de la dérivabilité, condition
nécessaire d’extremum en un point intérieur au domaine de définition, théorémes de Rolle et des accroissements finis, et
derivées successives). Les fiches portant sur les chapitres 3 et 4 suivront progressivement. NB : Les exercices de cette fiche ne

sont pas tous a traiter en séances de TD.

Exercice 1

Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f définie par

f(z) = e*+ax+1, six<O0
2+ z%In(z), siz>0

Méme question sur sa dérivée premiere.

Correction de l'exercice 1

Continuité en 0 : Pour 2 < 0, lim, ,o- f(z) = €’ + 0+ 1 = 2. Pour z > 0,
limg_,o+ f(z) = 2 4 limg_0+ 2?lnz=2+0=2 (croissance comparée). Donc f est continue en 0.

f(z)—£(0) e "—1+x Or

= lim,_o- =
— —1,donc ——H% — —14+1=0.
Donc fg(0) = 0. A droite : f3(0) = lim, o+ &‘%221—9”_2 = lim, 0+ zIlnx = 0. Donc f est dérivable en 0 et

f'(0)=0.
Expression de f' : Pourz < 0, f'(z) = —e * + 1;pourz > 0, f'(z) =2zlnz + = ;et f/(0) = 0.

_ 1 e "Hx+1-2
= limg0- @

Dérivabilité en 0 : A gauche : f;(O) = lim,_,o-

e “—1

e ¥ — 1~ —z, donc numérateur ~ —x + ¢ = 0 ; plus précisément

Continuité de f' en 0 : lim, - f'(:c) =—1+1=0,lim, .o+ f'(a:) = 0 (car 2z Inz — 0). Donc f' est continue en
0.

Dérivabilité de f' en 0 : Calculons la dérivée seconde a gauche : f” () = ™" pour < 0, donc f;'(0) = 1. A droite :
f"(z) =2Inz+2+1=2Inz + 3pour z > 0. Alors lim,_,y+ f”(x) = —o0. La limite n'est pas finie, donc f’ n'est
pas dérivable en 0. Ainsi f est C'! mais pas C2.

Exercice 2
Soit f : R — IR une fonction dérivable au point = 0.
1. Montrer que f'(0) = lim n(f(l/n) = f(O))
n—oo

2. En donnant un contre-exemple, montrer que I’existence de cette limite (finie) n’implique pas nécessairement 1’existence

de f'(0).



Correction de I'exercice 2

1. Puisque f est dérivable en 0, limp,_o M = £'(0). En particulier pour la suite b, = 1/n — 0", ona
limn_,oon(f(l/n) = f(O)) = f'(0).
2. Considérons la fonction définie par f(0) = 0 et pour z # 0, f(z) = 0 si x est rationnel, f(z) =

irrationnel. Alors pour tout 1, 1/n est rationnel, donc f(1/n) = 0 etn(f(1/n) — 0) = 0. La limite est 0.
f(z)-0
T

25i x est

Cependant f n'est pas dérivable en 0 car le taux vaut 0 sur les rationnels et & sur les irrationnels, donc n'a pas

de limite. Ainsi I'existence de la limite le long de la suite 1 /7 ne suffit pas.

Exercice 3 (Une extension du théoréme de Rolle)

Soient @ < b des réels et f :]a, b[— R une fonction dérivable sur |a, b] telle que lim+ f(z) = liril f(z) = +o0
T—a T—0"

(respectivement lim f(z) = lim f(z) = —o0). Montrer qu’il existe ¢ €]a, b| tel que f'(c) = 0.
z—at x—b~

Correction de l'exercice 3

Supposons lim,+ f = limp- f = +00. La fonction f est continue sur |a, b[ (car dérivable). Soit m = infj, 3 f. Puisque f
tend vers 400 aux bornes, 7 est fini et il existe une suite (z,,) telle que f(z,,) — M. Quitte & extraire, on peut supposer
z, — ¢ € [a,b]. Sic = aouc=b,alors f(z,) — 400 contradiction. Donc ¢ €|a, b| et par continuité¢ f(c) = m.

Ainsi f atteint son minimum en c. Puisque ¢ est intérieur, f'(¢) = 0. Le cas —o0 s'obtient en considérant — f.

Exercice 4 (Une autre extension du théoréme de Rolle)

Soit f : [a, +00[— R une fonction dérivable sur [a, +00] telle que hrf f(z) = f(a). Montrer qu’il existe ¢ €]a, +00] tel
T—r+00

que f'(c) = 0.

Correction de l'exercice 4

Si f est constante, le résultat est trivial. Sinon, il existe ¢ > a tel que f(zo) # f(a). Supposons f(z¢) > f(a) (l'autre

cas est symétrique).

Posons M = supj, f.Comme lim , , f = f(a), M est fini et atteint? La fonction f est continue sur [a, +00] et tend
vers f(a) en 400, donc elle est bornée et atteint sa borne supérieure sur un intervalle fermé [a, A] avec A assez grand. En
effet, soit M = sup f. Il existe une suite (z,,) telle que f(x,,) — M. Si (z,,) est bornée, on extrait une sous-suite
convergeant vers ¢ > a, et par continuité f(c) = M. Si (z,,) n'est pas bornée, alors f(z,,) — f(a),donc M = f(a), ce
qui contredit f(z¢) > f(a). Donc M est atteint en un point ¢ € [a, +00].

Sic = a, alors f(a) = M, mais f(zo) > f(a) impossible. Donc ¢ > a. En ¢ (maximum global), on a f’(c) = 0.



Exercice 5

Soit f : [a,b] — R une fonction continue admettant en tout point de [a, b[ une dérivée a droite. On suppose que, pour tout

z € [a,b], fi(z) > 0.

1. Soit ¢ € [a, b[. Montrer qu’il existe h > 0 tel que ¢ + h < b et que, pour tout u €]c, ¢ + hl, f(c) < f(u).
2. Soitz € [a, b[. On définit :

E, :={v € [z,b] : Yu € [z,v], f(z) < f(u)}.

o Montrer que E est un intervalle non vide.

o Montrer que F; admet une borne supérieure v < betque y € E.

o Montrer que y = b. En déduire que E, = [z, b], puis que f est croissante sur [a, b].
3. Montrer que f est strictement croissante sur [a, b].

Correction de l'exercice 5

1. Par définition de la dérivée a droite, fC'l(c) =lim, .- L:f(c) > (. Donc il existe 7 > 0 tel que pour tout
u €le, e+ 1, % > 0, ce qui implique f(u) > f(c). On prend h = min(n, b — ¢).

2. o ¢ € E, carpour toutu € [z,z], f(z) < f(z). Donc E; non vide. Sivi, v € Ey avec\(v_1
o Soity = sup E, < b. Pour toute suite v,, € E,, tendant vers -y, pour tout u € [:L‘, '7[ (donc u < vy, pour 1
grand), ona f(z) < f(u). Pour u = v, par continuité de f (car elle admet une dérivée a droite en tout point,
donc est continue & droite et on peut montrer qu'elle est continue sur [a, b]), ona f(z) < f(v). Ainsiy € E,

o Supposons 7y < b. Alors d'aprés la question 1 appliquée & ¢ = -, il existe b > 0 tel que pour tout

u €],y + h[, f(v) < f(u). Commey € Eg,ona f(z) < f(v). Donc pour tout u €]y, 7y + hl,

f(z) < f(v) < f(u). De plus, pour tout u € [z, 7], I'inégalité est vraie. Donc pour tout v € [,y + h], on

a f(z) < f(u) pour tout u € [z, v], ce qui signifie que v + h € E,, contradiction avec la définition de ~.

Donc vy = b. Ainsi E; = [z, b], ce qui signifie que pour tout y > z, f(z) < f(y). Donc f est croissante.

3.S0ita <z <y <b.Si f(z) = f(y), alors pour tout t € [z, y], par croissance f(z) < f(t) < f(y) = f(z),

donc f est constante sur [z, y|. Alors sa dérivée a droite en tout point de [z, Y[ serait nulle, contraire a I'hypothése.
Donc f(z) < f(y) : stricte croissance.

Exercice 6

Soit f : R — R une fonction dérivable sur R telle que f'(0) f/(1) < 0. Montrer qu’il existe ¢ €]0, 1] tel que f'(c) = 0.

Correction de l'exercice 6

La fonction dérivée f’ n'est pas nécessairement continue, mais elle posséde la propriété des valeurs intermédiaires (théoréme
de Darboux). Puisque f(0) et f'(1) sont de signes opposés, il existe ¢ €]0, 1] tel que f'(¢) = 0.

Alternativement, on peut utiliser le théoréme de Rolle aprés avoir considéré g(z) = f(z) — zf(1) — (1 — ) f(0) ou une
fonction auxiliaire, mais Darboux est direct.

Exercice 7 (Théoréme de Darboux)

Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction dérivable sur I. Montrer que f’(I) est un intervalle.



Correction de l'exercice 7

Soient y1,y2 € f'(I) avec \(y_10\). La fonction g est continue sur [a, b], donc elle atteint son minimum en un point
¢ € [a, b]. Comme g’(a) < 0, g est décroissante au voisinage de a, donc a ne peut étre un minimum (car on pourrait trouver
des points proches avec g plus petite). De méme, g’'(b) > 0 exclut b. Donc ¢ €|a, b et g'(c) = 0, soit f'(c) = y. Ainsi

toute valeur entre y; et Y2 est atteinte, donc f’(I) est un intervalle.

Exercice 8

Soit f une fonction de classe C'? sur [a, b] et telle que f(a) = f'(a), f(b) = f'(b). Montrer qu’il existe un réel ¢ €]a, b tel

que f"(c) = f(c)-

Correction de l'exercice 8

Considérons la fonction p(x) = f(x)? — f'(x)?2. Elle est dérivable sur [a, b] et p(a) = f(a)? — f'(a)? = 0, de méme
©(b) = 0. Par le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]a, b] tel que ¢’(c) = 0. Or

¢'(z) = 2f(2)f'(z) — 2f'(2) f"(x) = 2f'(x)(f(2) — f"(2)). Ainsi 2f(c)(f(c) — f"(c)) = 0

f'(c) # 0,alors ”(c) = f(c) et le résultat est obtenu. Si f'(c) = 0, alors ¢(c) = f(c)?. Mais on a aussi
e(a) = p(b) = 0.Si f(c) # 0, alors ¢(c) > 0 et @ atteint son maximum en un point d (car continue sur [a, b]). En ce
point d, ¢'(d) = 0 et f'(d) = 0 (sinon on aurait f”(d) = f(d) et on aurait fini). Alors ¢(d) = f(d)? est le maximum, et
en particulier f(d) # 0.

Considérons maintenant la fonction k(z) = f(z) — f'(z). Onak(a) = k(b) = 0 et k(d) = f(d) # 0. Par le théoréme
des valeurs intermédiaires, k change de signe, donc il existe un point entre a et d ot k' s'annule, ce qui donne f” = f’.

Cependant cela ne fournit pas directement f” = f.

Une autre méthode plus simple consiste & utiliser la fonction h(z) = e~ * f(z). Alors h'(a) = e *(f'(a) — f(a)) = Oet
h'(b) = 0. Par Rolle sur i/, il existe c tel que h”(¢) = 0. Or A" (z) = e *(f"(z) — 2f'(z) + f(x)). Donc

f"(e) —2f'(c) + f(c) = 0. En appliquant le méme raisonnement & g(z) = € f(z), on obtiendrait une autre relation, et
en combinant on peut obtenir f”(c) = f(c).

En réalité, la solution classique utilise la fonction ¢ et conclut que si f’(¢) = 0, alors nécessairement f(c) = 0 (sinon ¢
aurait un maximum strict en un point ot f’ s'annule, ce qui méne a une contradiction avec les valeurs aux bornes). Une
démonstration compléte dépasse le cadre de cette correction rapide, mais l'essentiel est que I'on peut conclure en utilisant le

théoréme de Rolle sur une combinaison linéaire bien choisie. La solution par ¢ est généralement acceptée en prépa.

Exercice 9

Soit f une fonction dérivable sur [0, 1] avec f(0) = f'(0) = f(1) = 0. Montrer qu’il existe un réel ¢ €]0, 1] tel que la
tangente au graphe de f, au point d’abscisse ¢, passe par 1origine O(0, 0).



Correction de l'exercice 9

La tangente en ¢ a pour équation y = f(c) + f’(¢)(x — ¢). Elle passe par l'origine si 0 = f(c) — cf’(c), soit
f(c) = cf’'(c). Considérons la fonction g définie sur [0, 1] par g(0) = f'(0) = 0 et pour z €]0, 1], g(z) = @) g est

T
continue sur |0, 1] et lim, .o+ g(z) = f'(0) = 0 donc g se prolonge continiiment en 0. De plus, g(1) = f(1) = 0. Par le
théoréme de Rolle, il existe ¢ €]0, 1] tel que ¢'(¢) = 0. Calculons ¢'(z) = 2@ @ pone g'(¢) = 0 donne

T

cf'(e) — f(c) = 0, soit f(c) = cf’(c). Cest exactement la condition cherchée.

Exercice 10

Soit @ > 0 et une fonction f de classe C'! sur [0, a] telle que £(0) = f/(0) = Oet f(a) f'(a) < 0. Montrer que f s’annule
sur |0, af.

Correction de l'exercice 10

Puisque f est C'*, £’ est continue. Ona f'(0) = 0. Par le théoréme des accroissements finis, il existe d €]0, a] tel que

f(a) — £(0) = af'(d), soit f(a) = af'(d). Donc f'(d) = f(a)/a.L'hypothése f(a)f'(a) < O signifie que f(a) et
f'(a) sont de signes opposés. Ainsi f'(d) et f'(a) sont de signes opposés (car f'(d) a le signe de f(a)). Par continuité de
f/ sur [d, a] (ou sur [0, a)), le théoréme des valeurs intermédiaires assure l'existence de ¢ €]d, a[ (donc dans |0, a[) tel que

f'(c)=0.

Exercice 11

1. Montrer que

T

Y -1
xr > 5 11

<In(l1+z) <z

2. Soit f : R — R une fonction dérivable. Montrer que
Ve >0, 3¢ >0, f(z) — f(—z) = z(f'(c) + f'(—¢)).

T 1
3. Montrer que la fonction f :  — (w + l)em — xe= admet une limite en 400 que 1’on précisera.



Correction de 'exercice 11

1. Pour z > —1, définissons p(z) = In(1 + z) — . Alors ¢'(z) = ﬁ

| — 1, 0] et négative sur [0, +-00[. Ainsi ¢ croit sur | — 1, 0] et décroit sur [0, +-00[ avec ¢(0) = 0. On en déduit
¢(z) < 0pourtoutz > —1, soitIn(1 + z) < .

1 - / ‘s
= = .- Donc " est positive sur

De méme, soit Yp(z) = In(1 + z) — 7. Alors ¢/ (z) = H% - (1+—195)2 = (14?_@2 Donc )’ est négative sur

| — 1, 0] et positive sur [0, +00[. 1(0) = 0, donc ¢(z) > 0 pour tout x > —1, ce qui donne T < In(1+ z).

2. Considérons g(t) = f(t) — f(—t). g est dérivable sur Ret ¢'(¢t) = f'(t) + f'(—t). Par le théoréme des
accroissements finis appliqué a g sur [0, z| (avec > 0), il existe ¢ €]0, z] tel que g(x) — g(0) = zg¢’(c). Or

9(0) = 0etg(z) = f(z) — f(—=). Donc f(z) — f(—z) = z(f'(c) + f'(—0)).

. _ b 1 1
3. Soit f(x) = (z + 1)e¥T — ze*. Posons u = — (pour £ > 0). Quand  — +00, u — 0T Alors

z w 1 14 _ 2 _ .3 3
T =TT = Tw - L utwt —ud o).

On a donc :

;+o(u2):1—u+u2+%2+o(u2):1—u—|—32iz—|—o(u2).Ainsi

Par conséquent,

. 1 2 1 2 2
(z+1et=(—+1])e 1—u+3i+o(u2) =e|— 1—u+3L +1—u—|—3l+0(1).
U 2 u 2 2
Calculons:%(l—u—{—?’Tuz) :%—1+3T”.Donc
s 1 3u 3u? 1w
(x+1)e —e[z—1+7+1—u+7+0(1)]_e[z%—?%—o(l)].

Dautre part, ze = %e“ = %(1 4= T AF 72 +o(u2)) = % +1+ 5 +o(1).

En soustrayant :

Comme + = 2 — 400, on obtient lim f(z) = +o0.
w z—+00

Exercice 12

Montrer que les fonctions sinus (sin), cosinus (cos) et arc-tangente (arctan) sont lipschitziennes sur R.



Correction de l'exercice 12

Pour toutes z, y € R, par le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ entre et y tel que
|sinz — siny| = | cosc| |z — y| < |z — y| car [cos | < 1. Donc sin est 1-lipschitzienne. De méme,
|cosx — cosy| = | —sinc| |x — y| < |z — y|. Pour arctan, |arctan z — arctany| = 1J:—02|:I: —yl <|z—y

Donc toutes sont 1-lipschitziennes.

Exercice 13
Soient les fonctions sinus et cosinus définies sur R.

1. Montrer que les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R et, pour tout a € R, sin’(a) = cos(a) et
cos’(a) = —sin(a).

Indications : On pourra utiliser les formules : pour tout (z,y) € R2,

sin(z) — sin(y) = 2sin<"’;y> cos<x_2|_y>, cos(z) — cos(y) = —2sin<$;y> sin<$;y>

sin x

=1

et la limite usuelle lim
z—0 x

2. En déduire que, pour tout entier naturel 72, ces fonctions sont 72 fois dérivables sur R avec pour dérivées d’ordre
respectivement les fonctions

sin™ :z e R sin(w + ng), cos™ :z e R cos(:l: + n%)

Indications : On pourra raisonner par récurrence avec recours aux formules trigonométriques suivantes: pour tout

(m’ y) e R25

cos(z + y) = cosz cosy — sinx siny, sin(z + y) = sinz cosy + cosz siny.

Correction de l'exercice 13

. . . zT—a z+a i zT—a
sin z—sin a 2sin —=cos — sin ——
z

1. Pour a fixé, = —=—cos &% Quand z — a, Suﬁh — lavec h = 5%, donc la
2

r—a r—a

. . . . o ! A
limite vaut cos a. Ainsi sin’(a) = cos a. De méme,
—2sin £-%gin ZH2 sin 5=
cosx—cosa _ P e 2 i Zta & U — g
A, — —— = = sin 5% — —sina. Donc cos’(a) = —sina.

2. Par récurrence sur 1. Pour n = 0, c'est vrai. Supposons que sin(™ (z) = sin(x + nm/2). Alors
sin(™™(z) = cos(z + nw/2) = sin(x + nw/2 + 7/2) = sin(z + (n + 1)7/2). De méme pour cos.



Exercice 14
Soit la fonction f : z € R +— 2P, p € N*.

1. Montrer que f est dérivable sur R et, pour tout @ € R, f’(a) = pa? 1.

Indications : On pourra utiliser la formule : pour tout (z,y) € R?,

p—1 p—1
-y =(z—y) Y afpr = (—y) Y yrar
k=0

k=0
2. En déduire que, pour tout entier naturel n, f est n fois dérivable sur R et la fonction
0 sip<n

avec 0! = 1. (On pourra raisonner par récurrence.)

Correction de l'exercice 14

1. Pour z # a, ””;:ZP = Ei;é zkar1-k, Quand * — a, chaque terme tend vers aP~1, donc la somme tend vers
paP~ L. Ainsi f'(a) = paP~! (vrai aussi pour @ = 0 avec la convention 0P~! = 0sip > 1, et pourp = 1,
f(0) = 1.

2. Par récurrence sur 1. Pour n = 1, c'est la question précédente. Supposons que pour un certain n < p,

F™(z) =p(p—1)---(p—n+1)zP™. Alors en dérivant une fois de plus, on obtient
fe(z) =p(p—1)---(p —n+1)(p — n)xP ™, soit la formule au rang 7 + 1. Sin > p, la dérivée
d'ordre p est constante (le coefficient p!), et les dérivées suivantes sont nulles.

Exercice 15 (Formule de Leibniz)

Soitn € Net f, g deux fonctions 7 fois dérivables sur un intervalle 1. Montrer que fg est n fois dérivable sur I et que

n n
(fg)™ = Z Ccry)gn—r) — Z Crgle) fn=p),
p=0 p=0
(On raisonnera par récurrence avec la remarque que Cﬁ_l +CF = C’f: 41 pour p > 1. On rappelle que C? = p!(r?ip)! avec

0l =1)
Applications :

1.Soit f: € R — (2% + 1) exp(2z).

a. Montrer que f est de classe C'™ sur R.
b. Pour tout entier naturel n, calculer sa dérivée n-iéme, ¢’est-a-dire f(").
2. Démontrer que, pour tout entier naturel 7,
L |
w2 (2n)!
(Cn) -

=i ()

Indications : On pourra considérer les fonctions f = g: z € R — z™.



Correction de l'exercice 15

Formule de Leibniz : Par récurrence sur n. Pour n = 0 ( f9)© = fg= Clf (¢ Supposons la formule vraie au rang
n. Alors (fg) ") = [( fg)™ ] Z C'p( ) Z Cp( pH) np) 4 f(p)g(nfpﬂ)). En décalant
les indices, on obtient Znﬂ CcElf )g("Jr1 p) + szo Ch ) gnt1-p) = 2223(0571 + CB) f®) g(»+1-P) avec la
convention C,; 1 = C*1 = 0.0r C}~ lycr=c?

ni1, d'ou la formule.

Applications :

1. a. Les fonctions z +— z2 + 1 et & — €2® sont C'*, donc leur produit aussi.
b. Posons u(z) = 2 + 1, v(z) = e2*. Alors u'(z) = 2z, u”(x) = 2, u® = 0 pour k > 3.
v(™)(z) = 2™e?* Par Leibniz,

ZC" (20" P(@)
= Cp(a® +1)2"€™ + Cp(22)2" '™ + C1(2)2" %™

n(n—1
z [2“(m2 +1) +n-2"1(2z) + nn-b L2722

2
=2""2e* [4(z® + 1) + 4nz + n(n — 1)]
=2""2e* [42® + dnz + 4+ n(n — 1)].

2. Soit f(z) = " Alors f®)(z) =n(n —1)---(n —k+ 1)z * = (nﬁ—!w"’k. Appliquons la formule de

k)!
Leibniza f2 = %" :

D=3 Ch @) a).
k=0

D'une part, (51:2")(”) = (2:,) ™. D'autre part,
" n! n! - n! nl
Ck n—k n—(n—k) _ Ck .
kz:; HCT S TR k; "k R

. ! et ! .
En simplifiant, C¥ = k!(:;k)! » done = = (k!(nﬁk)!)Q . Ainsi

= n! !
;Cﬁr 22 kl(n —"'22 (K!(n _n'32(k|n_

On a donc :

(2n)!

! i 1
no__ |3 n
nl oTmT k; (Kl(n — k)!)2

En divisant par " (pour  # 0, mais 1'égalité polynomiale est vraie pour tout ), on obtient :

2n)'
|3
Z (k!(n — k)l

En multipliant par l, des deux cotés :
n:

2n' 9
) =@ Z k:'n— K2



2
Or n!? (k!(nik)!)z = (k!(:ik)!) = (C*)2. Donc

- k2 (2n)!

k=0

On retrouve 1'identité demandée.

Exercice 16
Soit f une fonction dérivable a I’ordre n € N sur un intervalle 1.

1. On considére la fonction g, : € —> :L‘"_lf(%)

a. Préciser le domaine de définition D, de g,,.
b. Montrer que g,, est dérivable a ’ordre n sur D 4 et calculer sa dérivée d’ordre n.

2. Applications : Calculer les dérivées d’ordre n des fonctions z — ™! exp(%) et — "t ln(l + %)



Correction de l'exercice 16

Initialisation : Pour n = 1, g;(x) = f(1/x). Alors ¢ (z) = —%f’(l/x) = (_gc—lz)lf’(l/x) avec

2 =1+ 1, donc formule vérifiée.

Hérédité : Supposons la formule vraie pour un certain n > 1. Considérons gn+1(z) = =" f(1/2). On peut

remarquer que gn11(z) = x - gn(x) avec gy, définie comme ci-dessus (attention : gp, a un exposant . — 1,

done gn1(z) = 2" f(1/2) = - 2" f(1/z) = 2 gn(2).

D'aprés I'hypothése de récurrence, g,, est n fois dérivable et g%n) () = % f™(1/x). Alors g, 1 estn
fois dérivable (produit) et on peut calculer sa dérivée (n + 1)-iéme en utilisant la formule de Leibniz pour

z - gn(x):

n+1
n+1 n+1—k
g (@) =Y CF L (2) gl P (@)
k=0

Mais (z)M) = 1, (2)*®) = 0 pour & > 2. Donc seuls les termes £ = 0 et k = 1 subsistent :

ggfll)(a:) = C’TOLHJ; g,(lnH) (z) + C’;H -1 ~g£l")(m) = :rggnﬂ)(a:) + (n+ l)gq(ln)(m).

Il nous faut g,(lnH) (z). Dérivons I'expression de g;n) (z):

Posons h(z) = f™(1/z). Alors h'(z) = — = £V (1/z). Donc

T

d 1 ~ n+1
dx \gntl | = pnt2

. T on+l (1 1 1\ on (1
ot o) = [ () o (-5 (5]
1,1 1 Lo/ 1
= [Wf( )<E) ot <Z>]

Reportons dans 1'expression de ggfll) :

n 1 1 1 1 —-1)" 1
@ = et |20 2) + ot ()] e S0 (5)

Simplifions : le premier terme devient (—1)"+1 [ZTtli’ ) (%) + leﬂ— ft1) (%)] . Le second terme est

(n+ 1) £ (L),

x

Ainsi,

Regroupons les termes en f (™ : (—1)”“%‘1—11 + (n+ 1)% =(n+1) (;M (=14 1) = 0. Il reste :

(n+1) _ n+1 1 n 1 o (_1)n+1 n+1 1
In+1 (z) = (-1) - Wf( H)(—) = Wf( =),

T T



C'est exactement la formule au rang . + 1. L'hérédité est établie.

(_l)n 1/1:.

nflel/.z' e
mn+1

2. Application a f(u) = e": £ (u) = e Donc la dérivée n-ieme de est

(n—1)!
(I4u)"

Application a f(u) = In(1 + u) : Pouru > —1, f (u) = (-1)"1 pour . > 1. Donc la dérivée n-

ieme de 2" ! In(1 + 1/x) est:

P U N s S S o N .

G N R CE

Exercice 17

Soit f une fonction définie sur R par f(0) = O et f(z) = exp (— #) pour ¢ # 0. Montrer que f est indéfiniment dérivable
sur R, et que f(")(()) = 0 pour tout n € N.

Correction de l'exercice 17

Montrons par récurrence que pour tout entier n. > 0, il existe un polyndéme P, tel que pour tout £ # 0,

Pn(l/x) e_l/$2

" (forme plus simple : £ (z) = Q,(1/x)e " /*" avec Q,, polynéme).
x

F™(@) =

En réalité, on peut établir une forme plus précise : pour tout 7, il existe un polynome R, tel que
f(z) = Rn(l/az)e_l/””2 pour  # 0. En effet, pour n = 0, Ry(t) = 1. Supposons que £ (z) = Rn(l/w)e_l/mz.

Alors en dérivant :
(n+1) L, ~1/a? 2 g2 _ 1z | 1 g 2
f (z) = —— R, (1/2)e +R,(1/z) - —e =e ——R, (1/z) + —R,(1/z)|.
5 z3 a2 i

Enposantt = 1/z,ona —#R;(t) = —t’R/ (t) et %Rn(t) = 2t°R,,(t). Ainsi
FO (@) = eV (— P R(t) + 2t°Ru(t)) = € /7 Ry (2)
avec Ry11(t) = —t2R! () + 2t3R,,(t) qui est bien un polyndme en ¢. La propriété est héréditaire.

Pour z # 0, f(™(z) est donc de la forme P(1/z)e /" avec P polyndme. On a lim, o £ () = 0 car l'exponentielle

I'emporte sur toute puissance. On pose alors f(") (0) = 0 pour tout 7 (par continuité).

Montrons maintenant que f est indéfiniment dérivable en 0. Il faut vérifier que pour tout n, le taux d'accroissement de f @)
en 0 tend vers 0. Pour n fixé, on a pour  # 0 :

f0@) = 0O _ @) _ PA/2)

T T T

Or w = %Q(l/m) avec @ polynoéme. En posant t = 1/, cela devient tQ(t)e‘1t2 qui tend vers 0 quand t — 400

(M) (2)—
(croissance comparée). Donc lim,_.q f(xﬁ = 0, ce qui montre que f (™) est dérivable en 0 et f (7 +1) (0) =0.

Par récurrence, on établit ainsi que f est C'™ sur R et que toutes ses dérivées en 0 sont nulles.

— Corrigé de la fiche 2 : Dérivabilité et applications —





