TD1 : Physique3

& ¢a soutra!
Exercice 1: www.ExoMaroc.com

—

On considére le champ vectoriel : A= (3x* +6y)e.—1dyze,+20x" e

Calculer la circulation de E entre les pomts (0, 0, 0) et (1, 1, 1) le long des chemins suivants :
a) le segment de droite joignant ces deux points,
b) les segments de droite allant de (0,0,0) 4 (1,0,0) puis de (1,0,0) 4 (1,1,0) et enfin de (1, 1, 0)

Jusqu’a (1, 1, 1).
Ce champ vectoriel est-1l un gradient ?

Exercice 2 :

Soit le champ vectoriel

G(M} - % avec OM =re,
oM

Calculer la circulation de V le long de :
a) la spirale logarithmique d’équation polaire :
r=ae", entre 0, et 0,

b) la cardioide :
r=a(l+cosB), entre et n

Exercice 3

On considére le champ vectoriel :

S

V=(2x-y)e: +(2y-x)e, - 4ze.
Montrer que ce champ est un gradient, et déterminer la fonction scalaire g dont 1l dérive par la

relation V = gradg .

Exercice 4
Un champ de vecteur E, dans 'espace orthonormé e.,e,,e., esl caractérisé par ses
composantes :

¥z

E= x ol f ne dépend que de x et y.
Jlxy)

1) Déterminer la fonction f pour que le champ E dérive d'un potentiel V tel que :

E =-grad V
2) Déterminer alors le potentiel de V.
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3) Quelle est la circulation du champ E entre les points A(0,0,0) et B(1,1,1)?

Exercice 5

1) On considére le champ vectoriel 4 symétrie sphérique : V = e—j - Montrer que ce champ dérive
-

de la fonction scalaire f = -l par la relation V = gradf(r).
r

2) Calculer div[e—;] et Ei[“’—]

r r

Exercice 6:

Calculer le flux du champ de vecteurs :
V(M) =4xze: - ey + yze:

a travers la surface du cube limité parx =0, x=1,y =0,y =1,z=0,z= .
= il

0

F
Exercice 7

Vérifier le théoréme de Stokes pour le champ de vecteurs

V= 2}-‘5; +3xe, -2"e., dans le cas oil S est la surface de I’hémisphére supérieur d’équation x°
+ }:-3 +z" =9, et (C) le contour sur lequel s"appuie cet hémisphére.
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TD1 : Physique3

Exercice 1 : www.ExoMaroc.com
On considére le champ vectoriel : A= (3x’ +6y)e.~14yze,+20x" e-

Calculer la circulation de A entre les points (0, 0, 0) et (1, 1, 1) le long des chemins suivants :
a) le segment de droite joignant ces deux points,

b) les segments de droite allant de (0,0,0) a (1,0,0) puis de (1,0,0) & (1,1,0) et enfin de (1, 1, 0)
Jusqu’a (1, 1, 1).

Ce champ vectoriel est-1l un gradient ?

Solution

—

L] A=Gxl+6y)e-14yze,+20x e
a) Sur le segment de droite joignant (0, 0, 0) et (1, 1, 1), on a : x =y =z On peut donc écrire :

- — 1 a 1 a 1 3
c=[_A df-_[u@x +6x)dx-_[u14x urx+_[u2ﬂx dx

1
('_',‘=|:Jr5+.?ur2 -EJr:++5Jr"]‘J =E
3 3

Ly

M

. 0
c

b) De (0,0,0)a (1,0,0): y=0 z=0 dy=0 dz=0

C, = [ 3x’dv=1

de (1,0,0)a(1,1,0): x=1 2z=0 dx=0 dz=0
C,=0

de(1,1,00a(1,1,1): x=1 y=1 dx=0 dy=0

12, 20
C,= [, 20z dz===

C=C+C,+C =1420.2
S T

Comme la circulation entre les deux points (0,0, 0)a (1, 1, 1) dépend du chemin suivi, A n’est
pas un gradient.
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Exercice 2 :

Soit le champ vectoriel

vy =22 wvec OM =re.
oM

Calculer la circulation de Vle long de :
a) la spirale logarithmique d’équation polaire :
r=ae", entre 0, et 0,
b) la cardioide :
r=all+cosB), entre Det n
Solution
onavoan=-M_r_;
OM r

il
4€ s onac

a) Le long de la spirale logarithmique " =
dC=V. dM =e, (dre, +rd0es)
= dr = ake" dB
oY e g o ke,
C—ﬂﬂfﬂl e df =[ae ﬁ.

C =a(e™ - ")

r=all+cosf)
b) Le long de la cardioide ,ona:

dC=V. dM = dr = -asinBd®
C=J: —asinBdb =|acosB[]

C==2a
Exercice 3

On considére le champ vectoriel :

S

V =(2x-y)e: +(2y—x)ey —4ze:
Montrer que ce champ est un gradient, et déterminer la fonction scalaire ¢ dont 1l dérive par la

relation V = grady
Solution

Pour montrer que V.o gradient, il suffit de vérifier que les dérivées croisées de ses

composantes sont égales deux a deux.
Ona:

—

V = (2_1’—}'};; +{1_}‘—.h’]é.. = 4:;;
V,=2x-y V, =2y-x V.=-4:

PROF HALAQ HANAN



www.ExoMaroc.com

dV.
&VJ‘ =-] —L=-1
dy dx
v av. ~
0z 0 E =0 1 Vst bienun champ de gradient.
Wy
dy dz

Détermination de la fonction g .

d d d
Ona: 99= X e+ iﬁc{w—t_'jd.:

dx dy dz

dy = grade. dM =V. dM

Et aussi :

On a donc :

a 2

a—qjﬂf-}‘ = @=x"—yx+f(y.2)
X

a—qj-—x+£-2y-x==- f=v+g(2)

dy dy

9P _98 4. = g=-2+C

dz 4z

On en déduit finalement :
@=x —yx+y =2 +C

Exercice 4

—

Un champ de vecteur E, dans l'espace orthonormé e.,e,.e., est caractérisé par ses
composantes :
y<

E= zx ol f ne dépend que de x et y.
flx.y)

1) Déterminer la fonction f/ pour que le champ E dérive d’un potentiel V tel que :
E=-grad V

2) Déterminer alors le potentiel de V.

3) Quelle est la circulation du champ E entre les points A(0,0,0) et B(1,1,1) 7
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Solution
Le champ E est défini par :
E=yze+Zxev+ f(x,y)e:

1) Pour que E soit un gradient, il faut que les dérivées croisées de ses composantes solent
égales deux a deux, soit :

z=z E qui est vérifié identiquement

9E, OF. L
oz dy oy
JE. oE af
_ = :> — =V
dx oz dr
d .
a—’i =X [f=a+gl)
£=1‘+d—g=1‘ d—g=ﬂ=bg=c
dy = dr 7 dx
La fonction f doit donc étre de la forme
f+C
2) Pour déterminer le potentiel V, on écrit que £ =874V pogy -
E:=:r':=-£ =V =-xyz+u(y.2)
' ax
Ef_ﬂ__ﬂ_x:_&_u =i =v(I)
: dy ay
ET=_Q'+C=—£=X}'—&—“ =y == +cle
: ax dz
On en déduit :

V=—xyz-Cz+cte
3) Circulation entre les points (0,0,0) et (1,1,1)
Vid)

C= J‘E E. dM = fﬁgmd.v dM = -fm dv
C=V(0,0,0)-V(L,L1)=1+C
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1) On considére le champ vectoriel 4 symétrie sphérique : V= E—: - Montrer que ce champ dérive
-

de la fonction scalaire [ = 1 par la relation i_rf: = gradf(r).
r

2) Calculer dfv[f’_’] et ﬁ[e_]

2 2
r r

Solution
1) Soit ;’ - E—;ﬁ symeétrie sphérique :
r

Ona: & gradf(n=2La 45,
re dr

dr

2) Calcul de dfv[‘"—;].

r

Ona:r’=x’+y +7°

rdr = rdx + vdy + zdz
(y_x o _x
o dx r
?-e—:- Vﬁ_-il -a—r-l
re R ay r
V=< or_z
\ r dz r
LB =
ax r r'r r’
av, -3y’ av. =37
dy r dz r
div[e—:] _ 3r _3(I-5+ vo+27) -0
r- r

sauf pour r=0 ol Vnest pas défini.

Calcul de Ef[';] :
r

On peut faire un calcul direct, en utilisant la définition de |’ opérateur rot .
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I est plus simple de remarquer que, f-:-étant égal & gradf, on peut appliquer la relation
e

vectorielle :

rot ( gradf ) =0

Par conséquent, E(e—:] =0
72

sauf pour r=0 ol V nest pas défini.
Exercice 6:

Calculer le flux du champ de vecteurs :
l-;(M )=4xze. -y, + yze:

a travers la surface du cube limité parx=0,x=1,y=0,y =1,z=0,z= L.
e 3

1

0

X

Solution

V(M)=4xze: -y ey + yze:

. —

a)Facex=1:dS=dydz= "=¢
l n
o, ‘f042d.‘.f0dy-2

i |

™
.
=

0

.

b) Facex=0:dS=dyd= "="¢ °
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¢, =0
¢) Facey =1 : dS=dxd=z ‘;"F'r =e
0= [ dx [ dz=-1
d) Face y =0: dS=dxd:= N=-er= ¢, =0
¢) Face = =0 dS—dvdy N =—¢:=9:=0
f) Face = =1: dS=dxdy *;;r‘;i =, 'f,;}"ff}’ﬂff-r-%
1 3
- -2-1+E-E

Exercice 7

Vérifier le théoréme de Stokes pour le champ de vecteurs

V= 23;;; +3xey—z"e:, dans le cas oil S est la surface de I"’hémisphére supérieur d’équation X
+3° + 2 =9 et (C) le contour sur lequel s appuie cet hémisphére.

Solution

Théoréme de Stokes :

Cef V.di- [ roiv. s

<) i
- - - -
V =2ye:+3xey-2"e:

—- =

a) Calcul du rotationnel : on a ici ™ tV=e

dS=dSN dS=R’sinBd8dg N =e,
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b) Calcul direct
Ona- @ =Rdoe.on eq estle vecteur unitaire porte par la tangente a (C).
o =—(sIn0t) e+ (cosa) ey

‘;. .{}} ==2y(sina)Rda + 3x(cosa)Rda

avec

x=Rcosaa et y=Rsina

On en déduit :

C= f V.dl

C=-2R* J' sin‘ada+ 3R’ J' cos’ada
C=-2nR"+3nR* =nR* =9x
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