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LA REUSSITE, MON IDENTITE

AVANT- PROPOS

Le VALIDEUR LMD est un recueil d*anciens sujets du systéme LMD, de
propositions de corrections ot des conseils absolument importants & savoir.
Ce document a ¢1¢ confeetionné dans le but d*aider les étudiants & valider
eflicacement leur erédit afin de passer en classe supéricur. L’avantage
d’avoir ce document est qu'il vous servira de guide et qu’il vous permettra de
rentrer dans la famille Valideur LMD,

Ln.i'amiilc Valideur LMD prend en compte I'équipe Valideur et tous ceux
qui ont acheté ce document, L ¢quipe Valideur est 'équipe qui est constituée
d’ainés qui ont pour charge :

> De confectionner les documents (Valideur LMD) ;

> De coacher leurs cadets tant au niveau des stratégies de bosse que sur
leurs projets professionnels ;

> La préparation de cours de renforcement pour améliorer davantage le
niveau de chacun. :

Sa mise a votre disposition vous permettra de vous imprégner du type de
sujets auxquels vous pourriez étre confrontés, des propositions de correction
pour vous aider & avoir de trés bonnes notes et d’un suivi de la part de vos
aines. -

> La premiére partie de ce document présente quelques témoignages
d’anciens et les opportunités qu’offre la filiére.

> La seconde partie contient les sujets et propositions de corrections des
années académiques antérieures.

Vous avez des questions au sujet du VALIDEUR LMD ? Un point de cours
qui vous résiste ? Une erreur que vous avez croisée dans 1'ouvrage ? Voulez-
vous intégrer1’équipe ? Ou vous voulez juste nous laisser un petit mot gentil
7 Et bien n’hésitez pas a nous contacter. Nous nous ferons un plaisir de vous
répondre dans les meilleurs délais :groupvival @gmail.com
amysako98@gmail.com

L’EQUIPE VALIDEUR.
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LA REUSSITE, M .

Introduction

L'équipe Valideur LMD vous souhaite la bienvenue en
Licence 2 de mathématique. Toutes nos Félicitations |

Rien de ci agréable de se voir admis en Licence 2. Pour ceux qui sont autorisés, ce n'est pas
grave. Comme on le dit souvent mieux vaut avoir un peu que de ne rien avoir (mieux vaut étre
autorisé que de reprendre l'année),

Bref ; la venue en Licence 2 est une chose, une aulre est de pouvoir v faire face a ce
deuxieme niveau du premier cycle Universitaire. Nous pouvons vous dire qu'avec la Licence 2,
bEEl_UGGUP de portes s'ouvre a vous. Pour pouvoir avoir des informations sur le comportement 3
avoir, sur les opportunités, Nous allons plus ou moins répondre & quelques questions.

++¢+ Quel est le niveau de difficulté de la Licence 2 7
Evidemment le niveau de difficulté augmente par rapport 4 celui de la Licence 1. Certains ont
tendance a penser que plus tu avances plus cest facile. Ce n'est pas vraiment le cas.
Seulement il faut savoir que pour celui qui a acquis le niveau Licence 1 en toute honnéteté n'a
pas a se préoccuper. A vrai dire les cours deviennent de plus en plus volumineux.

+++ Comment surmonter ces difficultés ?
En premier lieux, il faut avoir confiance en soi. Ah oui !! Et recommander le reste a DIEU.
En deuxieme lieux, apprendre ses cours au jour le jour puis ses travaux dirigés (vraiment
important) et voir les anciennes compositions qui se trouvent dans ce document.
Lors des compositions, svp faite bien les exercices que vous choisissez. Méme lorsque vous
rencontrez un exercice que vous avez deja traité, faite bien attention a la rédaction. En
troisieme lieux travailler quelques fois en groupe fres importani. Attention ! Apprendre ses
cours avant le travail en groupe ; sinon c'est inutile.
L'équipe VALIDEUR LMD 2022 se dit heureux de contribuer efficacement & la formation des
futurs cadres de la nation. En outre elle se compose de :

MEMERE VALIDEUR LMD 2022 » Sako Amy MI/UFHB
MEMBRE VALIDELR LMD 2022 » Koffi Yetran Ange Eric MIActuariat/ UFHB

MEMBRE VALIDEUR LMD 2022 » Soro K Hamed MI/UFHB

MEMERE VALIDEUR LMD 2022 » Yéo Nanga MI/UFHB

MEMERE VALIDEUR LMD 2022 » Bamba Adama MI/UFHB

MEIERE VALIGEUR LMD 2022 » Kouassi K David MI/UFHB
HEMBRE VALIDEUR LMD 2022 » Kouakou Konan Marius MI/UFHB
MEMERE VELIDEUR LMD D22 = Yéo Selwenin MI/UFHB
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T LA REUSSITE, MON IDENT 7 ‘

Bienvenu dans celle premidre partle novalrice du documant valideur LMD, Dans cette partie,
il s'agira pour nous de vous donnor celle propulsion A votre projet professionng|.
Omniprésentes dans lindusirie - adrospatiale, Imagerie, cryptographie..., ou dans |as
services banques, assurances., les mathémaliques apparaissent aussi dans de nombreyy
autres secleurs : sondages, geslion des risques, protection des données...Elles intervienneny
dans notre vie quolidienne - télécommunicalion, lransports, médecine, météorologie,
musique...et conlribuent & la résolution de problématiques actuelles : énergie, sants ‘
environnement, climatologie, développement durable.Pour renchérir de cette diversité des
mathématiques informaliques aupras des étudiants de I'Université Félix Houphouét Boigny :

voici ci-aprés des témoignages d'anclens ayant effectués des éludes a 'UFR Math Info gg
ladite Université

Je suis Bobet Goualo Victorien, Ingénieur de Conception en Sciences et Technologies de
I'Information et de la Communication (STIC) diplémé de ['Institut National Polytechnigue Félix
Houphouét Boigny de Yamoussoukro (INP-HB).

Actuellement j'exerce dans une entreprise de services informatique 3 savoir N-SOCITECH en
tant qu'lngénieur des données et avant-vente. Ainsi jinterviens sur les technologies Bases de
données, Big Data, Data Sciences. En plus je suis aussi le conseillé aupres de nos clients sur ces
technologies en ma qualité d'ingénieur Avant-Vente ou ingénieur d’affaires.

Aprés mon baccalauréat série C en 2013 au Lycée Tiapani Dominique de Dabou (LTD), je me suis
inscrit en mathématique informatique a I'Université Félix Houphouét Boigny (UFHB) de Cocody,
Abidjan. Ayant opter pour le couple mathématique appliquées et informatique ; j'ai accompli
une partie de ma formation de maths au campus de Cocady puis complété celle-ci par la
formation d'ingénieur en STIC de I'INPHB grace a mon L2 de math info pour avoir un couple
équilibré. Présentement en plus de mon activité professionnelle, je suis inscrit a Institut
Supérieur de l'institut de |'aéronautique et de I'espace-institut Supmeca de paris (ISAE-ISM
Paris) pour un Exécutive Master of Engineering Big Data & Data Science

Je puis vous assurer que vous avez fait I'un des meilleurs choix de filiéres. Et méme ceux qu'ony
a2 contraint, vous étes au bon endroit. Alors je voudrais interpeler mes cadets sur I'importance
d’avoir une idée de leur projet professionnel puis murir cette idée. Beaucoup de courage, ce
n’est pas facile mais c'est possible car plusieurs ont pu le faire.

N'oubliez pas de vous approprier le VALIDEUR LMD, un document qui aide pour la validation
des examens 3 travers des apergus de la fagon dont les profs composent. Le document
VALIDEUR LMD qui est depuis 2015, un manuel trés utile a la compréhension du systeme de
I’enseignement supérieur est beaucoup apprécié des étudiants,

i e ———— o w Eams
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J :
;U?u;?e:r;?:;i::ﬁ:;it I:Si’ir;}srl:: BAC C au lycée moderne de Meagui, J'opte
Gl S 250 1k s mm; a |I iere MATHEMATIQUE ET INfORMATIQUE. Ce
R ——— s E:;u esseur de I:l‘-lﬂil'l de Tle C qu.l a 6lé un trés bon
E'I'I'DIDL; o pas.l par celte .Imére.ei est celui qui m'a vraiment

ourage a suivre celte formation. De plus j'aimais vraiment les maths. Avant de
venir, plusieurs personnes ont essayé de me dissuader de venir faire la filidre car
pour eux, c'est une « mission impossible »,

Alors une fois en math info, le début n'a pas été du tout facile pour un nouveau de

la ville comme moi el surtout le systéme de transport ; il fallail faire un arbitrage le
retard et risque d'agression. Une solution a élé de rester au campus avec des amis
et dormir dans les amphis (mais 14 encore J'étais constamment & cours de liquidité).
Quam aux cours. je remercie I'équipe "LE VALIDEUR" pour avoir mis & notre
disposition un document (LE VALIDEUR LMD) nous permettant d'avoir une idée de
ce QI:Ji nous attendais dans les compos et de nous avoir dispense des cours
gratuitement. Avec détermination et persévérance, Je valide la premiére année, la
deuxiéme année et la licence en Mathématique. En licence 2, je passe le concours
ITS sous réserve que plus tard, sans trop de concentration, j'échoue. En licence, je
?asse cette fois-ci le concours ISE sous réserve, STIC et central Casablanca et
je réussi au concours ISE. Et depuis oclobre 2018 je suis la formation des
Ingénieurs Statisticiens Economistes.
Pour la jeune génération, j'aimerais d'abord vous dire que si vous avez été orientés
en MATH INFO c'est parce-que vous en avez les capacités. Il ne faut surtout pas
vous sous-estimer. Ne vous laisser pas dominer par les problémes ; Faites face et
avancez (parmi mes amis d'autre essuyaient le salon et faisaient d'autres corvées a
lz maison avant de venir, ils ont cependant validé les trois années sans reprendre
et des concours). Empreignez-vous constamment de bons documents et entourez-
vous d'amis qui aiment travailler sérieusement. Et pour finir un point sur lequel
j'aimerais insister, c'est l'information : informez-vous réguliérement si possible et ne
passez pas vos temps a surfer sur les réseaux sociaux a ne rien faire de bon.
Utilisez plutdt ces réseaux & bon escient notamment en prenant des informations
aupres des ainées.

Aprés mon Baccalauréat série D en 2013, j'ai ét¢ orienté¢ & I'UFR Maths-
Info 4 'UFHB afin de poursuivie mes études. Aprés L1, L2 et L3
mathématiques et applications validées successivement avec beaucoup de
difficulté, je décide de m’orienter en Master EDP Optimisation et analyse
numérique suite @ ma passion pour les maths appliquées et aussi dans le but de
décrocher un doctorat en Analyse numeérique. Vu I’évolution des choses &
I"'UFR et le départ de beaucoup d’autres personncs suite & des concours et aussi
la difficulté 4 assimiler plusieurs cours, je décide d’aller continuer mes études en
France par le biais de Campus France
qui se solda par un succés avec une admission en
Licence 3 Mathématiques Pures 3 I'Université Clermont Auvergne. Etant ici je
m'apergois des multitudes opportunités & accéder a des fc-rmatiu_ns _plus
intéressantes. Avant la fin de I’année universitaire, je change mon objectif de
devenir prof en postulant pour le concours « Master Econométrie et Statistique
de I'ISFA » afin de devenir un Data Scientist ou un Data Analyst.
Alhamdoulilah, depuis septembre 2021, je dispose d'un diplome d’ingénieur
Data Analyst et Risk Management et je suis en quéte active d'emploi.

Mes conseils aux plus jeunes consiste d'abord a leur
dire de ranger leur « BAC avec mentions » dans leurs sacs et d'arréter Ies:
débats inutiles comme « La série C ou Z est meilleure que D ou Y », ce qui
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compte aujourd’hul c'est ta capacité ) Uen sortir, tu n’auras pas un dipléme ou
une bourse parce que tu as fait la série W, reste concentrer car, une autre
histoire vient de commencer et la meilleure manidre de vivre pleinement cette
histoire est d'&tre endurant,

patient, motivé, courageux, bosseur et avolr la foi en Dieu comme on aimalt si
bien le dire ac'est nous qul bossons mals c'est DIEU qul falt vallder» et
« Valideur » est & coté de vous, Il n'est plus un document & présenter pour mol,
car ses bienfaits sont connus par tous, méme hors des frontiére de Math-Info.
Soyez humble, respectueux envers vos ainds quelques soit leurs dges car pour
moi, ainés signifie toute personne ayant Intégrée I'université avant tol donc
quel que soit ton intelligence, tu lul dois respect et considération et vice versa.
Surtout ne trainez pas & l'université, ne vous attardez pas sur les futilités, ne
vous adonnez pas aux vices, visez bien votre objectif et donnez-vous les moyens
de les atteindre car les années passent trés vite étant 2 la fac.

Enfin, ayez des objectifs clairs, renseignez-vous car plusieurs opportunités existent

devant vous, en Cl ou ailleurs et donnez-vous les moyens de les atteindre.

Merci pour votre attention, c'était votre frére, votre conseiller KONE YACOUBA alias

Scologie First
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Pour une vue globale des possibilités apres des études en mathématiques informatique
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Etant en licence 1 math info «  Procédure CAMPUS
France CAMPUS ‘i’t* LUt
o concoursADde | fEAKCEGER TNpe |
'ENSEA, TS de '@.
[ I'EAMAC tun g i i o
{ * Des bourses pour les
| étudiants de L1
[ Etant en licence 2 math info o |TS sous réserve e i
* Cycle ingénieur Y ISFA @
| EAMAC sous réserve | B8
I' * ISFA, EURIA, f:lliil“ I
l ISUP...(BECEAS) i' UI':,
» Concours ENS
Clantﬂ.rlu |

Etant en licence 3 math info

e |SE de I'ENSEA sous

réserve
« Cycle ingénieur
Centrale Casablanca

4 é@\}

|
|

Une L3 math info validee

= (Concourscycle .-

. ingénieur INPHB, ISE

« Concours Mast_e’f "
IFORD, 1A, Big Data,
ESATIC, PSAV "

e Concours écoles de
commerce HEC,
ESSEC, ESCP...

‘e

amil

Aparenden |

HEC

—
i ENSEA

Qui peut le plus, peut le moins. Cela dit que si vous élre de niveau sup vous avez la possibilité

11
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Quelques précicux liens absolus pour micux vous orienter

Campus Franee Cote d'voine ;

Brpss waww iverrecampusiianee.ong (site d'informations de base)

Concomrs Centrale Casablanea ; .
gy wawweentralescasablineama i (site info et concours eyele l'li.l.!é[‘"-'_“ﬂ'
Coneours INPHB Yamounssoukro (Bourse du gouvemnement aprés admission) :
s wawwanphben 2 vues aceueil (site info)

hagy: wawwmphbe ConCours_ing-INPHB-202 | {site concours Ingénicurs)
Coneours ENSEA Abidjan (Bourse du gouvernement aprés admission) :

hup: ensea,aden (site into)

hup: capesaensa g (site concours evele AS eyele ingénicur)

Conconrs HEC Paris (Bourse du gouvernement aprés admission) :

hatps s wawn hievaedu

bups: wawn hov.edu |‘I'_Sl‘-.ll_‘i_l._lg‘_:g}‘:ltf‘ll;ju.;]__\'l.,:_]} Progranmme-grande-ccole admissions
Concours ENS Abidjan (Bourse du gouvernement apres admission) :
hiips:_ens laatech,com (site concours)

bup: waww.ensabidjan.ei (site info)

Concours A Yaoundé

hap: wwaitayaounde.com:

hipe www.itayaounde.com linstitut conditions-dadmission
Concours X polytechnique de Paris (Bourse du souvernament apres admission) @

hitps: www polytechnique.sdu’ (site officiel)

hups: www.polvtechnique.edu sdmission-evelo- ingenieur it vole-universitaire-univ-#ilidne-
univ ersitaine-internationale-foi (page admission)

Concours ESATIC Abidjan (Bourse du gouvernement apres admission) :

hups: www esatie.el index Lphp (site info)

hitps: www.esatic.ci admission.phn (page admission)

Concours ISFA Lyon (Actariat) ;

hups: isfauniv-lvonl.fr

hups: istauniv-lvon L fonnaion actuaniat admission-a-la- fonmation-d-getiairea-1- 55
R0O3812 Kisp

Bourse Japon 2020 (Bourse du gouvermement Japonais apris admission) *

hips: www cremb-fapan.cogiefiles 00473708 nit (PDF d"information 3 wlachanger
Itps: www.eci.emb-iapan.sodp ipe ja 00 0020 bl (site officiel de la bourse)
Bourse Russie 2020 (Bourse du gouvernement Russe aprés admission) ©

hups: cotedivoire.mid.m webvcote-d-ivoire-fr n.'\."‘.’.\.i:.‘-.:fx‘:‘.a‘--.’.—‘-.'..“.":'t'-.‘ti?‘—:"a."‘.!:’-‘i\‘\‘c:‘.‘.';}‘l;‘_:
bourses-du-gonvemement-nisse

MIPSAV de PUFR Math Info (Possibilité de Bourse du couvemente
huip: m2psav.amaster adu-math.ore’ (site officiel )

hup: im2 psavanaster.edu-math om Ppace id=18 (page de candidatore)
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RESUME ALGEBRE LINEAIRE ( Important pour les concours )

* Valeur propres et vecteurs propres d'un endomorphisme

Soitu € L(F). L ensemble des application lindaires de E dans . Un scalaire A € K estune
valeur propre de u lorsqu'il existe un vecteur x # 0, de E tel que u(x) = Ax.Cevecteurx
ost appele vecteur propre associé A la valeur propre A .

NB : Le vecteur nul n'est pas un vecteur propre de u .

* Lensemble des valeurs propres de v est appelé le spectre de v, on le note Sp(u).

Pourtout A € K,onnote E3(u) = Ker(u=2XA IdE ). Si A € Sp(u),alors E(u) est constitué
du vecteur nul et des vecteurs propres de valeur propre A. On |'appelle sous-espace propre
associéa d.SiA € Sp(u),alors Ey(u) = (0}

* Le scalaire A appartient a Sp(u) si et seulement siu = A [dE est non injectif. En particulier O
est valeur propre de v si et seulement si u est non injectif.

* Les vecteurs propres et les valeurs propres sont souvent appelés les éléments

propres de u,

* Propriété importante : si 4y, ..., 4, sont p valeurs propres distinctes de u, alors la somme
E;, +..+E 2, est directe. Ainsi des vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes
sont linéairement indépendants. En particulier, dans un espace de dimension n, il ne peut y
avoir plus de n valeurs propres distinctes.

e Elément propre d’une matrice
Soientn € N" et M € M, (K).
* Onditque A € K, estvaleur propre de M lorsqu'il existe X € Mn, 1(R) non nul tel que
MX = )X. Ce vecteur X est appelé vecteur propre de M associé a la valeur propre A.
» Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie, B une base de E, u un
endomorphisme de Eet M = Mat(u, B). Les valeurs propres de u et de M sont identiques, et x
est vecteur propre de u pour la valeur propre | ssiX = Mat(x, B) est vecteur propre de M
pour la valeur propre A. On peut donc appliquer a la matrice M les définitions et les propriétés
concernant 'endomorphisme u,

* Polyndme caractéristique
Soient M € M, (K ) et u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finien .
K —K
A+ det(M-241,)
notera également x,, , est appelé polyndme caractéristique de M .1l est de degré n et s'écrit :
i = (=1)"X" 4 (1)1 (tr X" 4+ detM
» Les racines dans I( du polyndme caractéristique yy sont exactement les valeurs propres de
M.

* La fonction jyp : _ est polynomiale .Son polyndme associé , que I'on
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Lorsque le polyndme yy est scindé dans K[X], avec Ay, ..., 4, pour racines, ona
detM =[]}, A, ettr M =31 2, . I
On appelie ordre de multiplicité d'une valeur propre A de M, et on note m(2), 'ordre de \
multiplicité de la racine A du polyndme Xn
Une matrice a coefficients réels d’ordre impair admet au moins une valeur propre dans g, Deuy \l
matrices semblables ont méme polynédme caractéristique. La réciproque est fausse,
* Endomorphismes et matrices diagonalisables ‘(
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. L’endomorphisme
u est dit diagonalisable lorsque I'une des propositions équivalentes suivantes est vérifiée : "
* il existe une base de E formée de vecteurs propres de U,
*Onak= ea.i.Esm:u} Ea(u) |
.
Caractérisation des endomorphismes diagonalisables : I'endomorphisme u
est diagonalisable si, et seulement si, il vérifie I'une des propositions équivalentes suivantes : ;
* Yiespan dim E; (W) = dim E
* Le polyndme  est scindé sur K et pour toute valeur propre 1, on a dim E; (1) = m(2)
Cas particulier important : si y, est scindé sur K et & racines simples, alors I'endomorphisme u
est diagonalisable et chaque sous-espace propre est de dimension 1.
Remarque pratique
Pour détermine dim E;(u) ,on étudie suivant les cas Ker (u — AIdE) (systéme linéaire) ou
bien rg(u — AIdE ) car, d'aprés le théoréme du rang, on a :
dimE;(u) =dimE —rg(u — AIdE).
* Exemples d’endomorphismes diagonalisables : les homothéties sont les endomorphismes e
diagonalisables possédant une seule valeur propre, les projecteurs (resp. les symétries) sont les i
endomorphismes diagonalisables dont le spectre est inclus dans {0, 1} (resp. dans {~1, 1}).
Remargue d
* Lorsque u est diagonalisable, ona tru = ¥seqp09M(4) A et detu = Maespany A ™3,
* On dit qu'une matrice M de Mn(K') est diagonalisable lorsqu’elle est semblable 4 une matrice
diagonale. Cela équivaut a 'existence d'une matrice P , inversible, dont les colonnes sont des
vecteurs propres de M, telle que P~ MP est diagonale.
Il n’est pas nécessaire d'effectuer les calculs pour P~*MP . En effet, cette matrice est la matrice
de I'endomorphisme canoniquement associé a M dans la nouvelle base formée des vecteurs
propres. Les valeurs propres apparaissent sur la diagonale dans le méme ordre que les vecteurs
propres dans |a matrice de passage P.
» Polyndmes d’endomorphismes, polyndmes annulateurs
Polyndmes annulateurs
16
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* Ondi
I'endor:'mgl-ml le polyndme P est iy Polyndme annulateur de u lorsque P(1) est
* Si P(u) IE“;“‘D hul de £, ce qu'on notera abusivement P{u) =0 .

i ' = W alors toute valeur propre de y est un zéro de P ;

* Lorsque o ol ———
aue Eest de dimension finie, tout endomorphisme 1 de £ admet au moins un polyndme

annulateur. Ce n’est Pas vrai
. rai lorsque £ n'est pas de dim finie.
. Résultatimgortant: e

S’i P est un polynéme annulate
reciprogue est fausse,
Polynéme minimal

* En dimension finie, il
unitaire) On I'appelle |
propres de v,

ur de u, alors toute valeur propre de u est racine de P. La

existe un polyndme non nul de degré minimal m, (que I'on pourra choisir
€ polyndme minimal de u. Les racines de 1y sont exactement les valeurs

Le théoréme de Cayley-Hamilton

So 4 un endomorphisme d'un espace vectoriel £ de dimension finie. Alors Xy = Ooude
maniere équivalente :

: ul Xu- 1l en résulte que'deg (m,) < dimE.
Remargue : si le polynéme minimal de A est scindé simple alors A est diagonalisable.

* Endomorphismes trionalisables

Soit E un espace vectoriel de dimensian.finie.égalg ansur K. Un endomorphisme u de E est dit
trigonalisable lorsqu'il existe une base dans laquelle‘la matrice de u est triangulaire.

Remargue

Sidans une base B= (ey,..., en) la matrice de u est triangulaire superieure, alors dans la base
(en,---, €1), elle est triangulaire inférieure! Une matrice M € Mn(K) est dite trigonalisable
dans Mn(K) lorsqu'il existe'une matrice P € GLn(K) telle que la matrice P=XMP soit
triangulaire - -

 Diagonalisation, trigonalisation et polynéme annulateur
>0it £ un K-espace vectoriel de dimension finieet u € L(E).
* Critéres de diagonalisation |
* L'endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si v admet un polynéme annulateur
non nul, scindé dans K[X] et a racines simples. ) -
* L'endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si son polyndme minimal est scindé
dans K[X] et a racines simples.

* Critéres de trigonalisation . ) |
* U'endomorphisme u est trigonalisable si et seulement si v admet un polyndme annulateur

non nul, scindé dans K[X]. _ ' - E-
* U'endomorphisme u est trigonalisable si et seulement si son polynome minimal est scinde

dans K[X].

17
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» Quelques applications de la réduction des matrices

Calcul des puissances de A i solt A € Mp(K).

+ Lorsqu'on dispose d'un polyndme P annulateur de A, on effectue la division euclidienne de
X" par P Nl existe .M e h'l.\.": tels que A= PQ + R avecdeg R <n - 1, Onen

déduit que

A" = P(A)QA) + R(A) = R(A) .
En particulier, en notant p le degré de P, A" est combinalson lindaire de (1, A,...,AP™1),
» Lorsque A est diagonalisable, il existe P € GLp(K) et D diagonale telles que P='AP = D,
Alors, pour toutn € N,ona P~*AP =D" etdonc A" = PD" P~L,
» Lorsque A est seulement trigonalisable, on essaie d’écrire A = PT P~'avec P € GLp(K), T
triangulaire supérieure telleque T = D 4+ N avec D diagonale, N triangulaire strictement
supérieure et DN = ND. Ainsi on peut utiliser la formule du binéme de Newton, et on obtient
™= Eﬂ:u(::) NXD"=k N étant nilpotente, le calcul est alors plus simple.
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031272021 LA REUSSITE, MON IDENTITE

UNIVERSITE FHB DE COCODY ANNEE 2015-2016
UFRMI
L2 SM

UE ALGEBRE LINEAIRE ET BILINEAIRE
EVALUATION DE FIN D'ANNEE
EPREUVE D'ALGEBRE LINEAIRE
Date: 24-09-2016
Durée: 1 heure 30mn )

Exercice 1 (8pts)

b) Donner un exemple de matrice de format (4; 5) échelonnée réduite par
ligne de rang 3. '

¢) Donner une matrice diagonale par blocs qui n’est pas triangulaire (pré-
ciser les blocs).

. d) Soit M € M, (R) de polynéme minimal m(X) = X*(X +2). M est-

elle inversible? diagonalisable? trigonalisabla? (seules les justifications a ces
questions sont notées). = }

e) Soit E un espace vectoriel et Fun'sous espace vectoriel de E. Donner
la définition de F°, Porthogonal dual de F et ttois propriétés de lorthogonal.

e —————

Exercice 2 (12pts)
Soit la matrice

1
Ve - (}L‘%d) (#~ (k1)

;| T
A=l 2 9 a
= 1 3

1° a) Calculer le polynome caractéristique Py(X) de A;. (Mettre sous
forme factoriste). ;
b) Dites pour quelles valeurs de A A, est diagonalisable.

¢) Déterminer le polynéme minimal my(X) de A, suivant les valeurs
de A

2° Caleuler (A_;)", Vn € N.
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UNIVERSITE FHB DI COCODY ANNIE 2015-2016
UFRMI L2 SM

1ere Session d'évalualion
Epreuve d'algébre lin¢aire
Durée 1 heure 30 mn

Exercice 1
Soit le déterminant

atb a O 0
=g 0
: el ey R H

0 --- 0. b a+b

oit a,b € R avec a # b, pour n = 2, et Di—=atb

a) Calculer Ds et Dy ‘
b) Exprimer D, en fonction de D,y et Dy, Y02 2.
¢) Déterminer le texme général de Ta suite récurrente (u,) définic par:
tnys — (-+ B)tiny 1+ abun =0, V€ Naveo g = L et i =a+.
d) En déduire que Yn € N, Dy = &=
¢) Application: calculer le déterminant

U st d b))
3 5400
A=|0 1540
0015 20
000125

Exercice 2 _

Soit A € Mi(IR) vérifiant: A% = =24 ot rg(A) -2

1° Montrer que A est diagonalisable.

e Déterminer le polyndme minimal, les valeurs propres et le polynédme
caractéristique de A. :

+00
3° Caleuler A™ en fonetion de A et n, YneN*, et e = ?1‘! AP
n 0
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UNIVERSITT THR DE C'OCODY ANNEE 2016-2017
UFRMI L2 SM

1ere SESSION D'EVALUATION
EPREUVE D'ALGEBRE LINEAIRE
Durée:1 h 30 mn

-

Exercice 1

1) A quoi est ¢gal le déterminant d'une matrice triangulaire par blocs?

2) Soient A, B,C, D € M, (R), (avec n € N*) telles que D est inversible
et OD = DC

a) Caleuler le produit suivant de matrices par blocs:

(62)(% o)

b) En déduire qu'on a: det ( g g ) =det (AD — BC)

3} Caleuler:

6 424 1 1.1
~0, 5 g’ 1
-1 7111
B=| 9 350 00
a} 2 4"6 1.0
N385 001

Exercice 2
Soient a, b, ¢ € R et A la matrice:

1 ab
A=1]101 ¢ Ei‘ln!a(R)
0.0 2

1) Montrer que si a # 0, alors A n'est pas diagonalisable.
2) Dans la suite on suppose a = 0,
a) Montrer que A est diagonalisable,
h) Caleuler le polyndme minimal de A. . .
¢) Déterminer une matrice dingonale D of uno matrice inversible P telles
que A= PDP,
d) Caleuler A", Vn € N,
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UNIVERSITE FHB DE COCODY ANNEE 2016-2017
UFRMI L2 TOUTES LES FILIERES

20me SESSION D'EVALUATION
EPREUVE D’ALGEBRE LINEAIRE
Durée: 1 heure 45mn

Exercice 1 (6pts)
Soit. M une matrice par blocs:

L A B
M=\ 0, L /€
O 8,

ol n € N*, I, est la matrice unité d’ordre n, O, est la matrice nulle carrée
d’ordre n et A, B et C des matrices carrées d'ordre n.

1) Montrer que M est inversible.

2) Donner une disposition par blocs de M~ puis caleuler M %,

3) Montrer que la matrice

0y ~2770

10 i
0 1441 1,0 =2
GuO0¥ 1 041 0

T=1o%m0 4% 0' 1
0.0 0lFe 1 @
69. 0 0 0 1

est inversible et calculer 7.

Exercice 2 (14pts)
Soit A la matrice de M3 (R) :

1 0 1

A= -1 2 1 | aveem€R.
2-m m—-2 m

1) Déterminer et discuter les valeurs propres de A.

2) Pour quelles valeurs de m A est-elle diagonalisable?

3) On suppose m = 2. calculer A", Vn € N.
4) On suppose m = 1. Trigonaliser A

22
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UNIVERSITE FHB DE COCODY ANNEE 2017-2018
UFRMI L2 TOUTES LES FILIERES

1¢re SESSION D'EVALUATION
EPREUVE D’ALGEBRE LINEAIRE

Durte: 2 heures

Exercice 1
1° Donner une matrice de format (4,5) échelonnée réduite : par lignes de
rang 3.
2° Donner une matrice diagonale par blocs qui n’est pas triangulaire.
3% a) Donner la définition d'une matrice dmgnnal:sable
b) Montrer que si une matrice est dmgonah&ahle alors son carré aussi
est diagonalisable.
¢) Montrer sur un contrexemple que la rémproque est fausse.
4° Dire si les assertions suivantes sont vraies (V) ou fausses (F). Pour
chaque assertion fausse, proposer une assertion vraie qui la corrige:
a) VA e M, (R),VA eR, det{AA} .&det(&) i
b) VA, B € M, (R), det(A + B) =det( A)-1—det( ).
c) Tbute matrice & coefficients.dans C est d1a.gona,hsable
d) Toute matrice est produit fini de matrices d’opération élémentaire.

Exercice 2 . 43
Soit la matnoe carrée d‘ordre 4 :.1 cocfﬁmcnt réels:

"0—24-2
[ = s
M__DUOU
(LD (R

1° a) calculer M2 et M*
b) Vérifier que M® = ~2M? puis exprimer M™ en fonction de n et M?,

Yn > 2.
2° Caleuler ¢ z — M™ en fonction de I, M et M2,

=0
3° Déterminer le ;olynﬂme minimal et les valeurs propres de M.

4° Déterminer les sous espaces propres et les sous espaces caractéristiques

de M.
5¢ Ecrire le polynome caracteristique de M sans calcul de déterminant.

6° M est-elle jordanisable? Si oui, la jordaniser.
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UNIVERSITE FIIB DE COCODY ANNEE 2017-2018
UFRMI L2 TOUTES LES FILIERES

20me SESSION D'EVALUATION
EPREUVE D’ALGEBRE LINEAIRE
Durée: 1h 30 mn

Exercice 1 (6pts)
1° Donner une matrice carrée d'ordre 3 diagonale par blocs qui n’est pas
diagonale. & Ty
2° a) Soit A une matrice carrée d’ordre 3 a coefficients réelles dont le
polynéme minimal est m, (X) = X(X +1)%
A est-elle inversible? diagonalisable? trigonalisable? ( seules les justifi-
cations & ces questions sont notées).
b) Donner une réduite de Jordan de A.
3° a) Donner la définition d’une matrice diagonalisable.
b) soit M une matrice carrée & coefficients réelles. Montrer que si M
est diagonalisable, alors M? Dest.

Exercice 2 (14 pts)
Soit A la matrice de M; (R) :

1 0 1
A= -1 2 1 avec m € B.
2=m m—2 m

1) Déterminer et discuter les valeurs propres de A.
2) Pour quelles valeurs de m A est-elle diagonalisable?

3) On suppose m = 1. Trigonaliser A. (On pourra faire une trigonalisation
ordinaire ou une réduction de Jordan)
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03/12/2021 LA REUSSITE, MON IDENTITE

UNIVERSITE FHB DE COCODY ANNEE 2018-2019

UFRMI L2 SM

lére SESSION D’EVALUATION
EPREUVE D'ALGEBRE LINEAIRE
Durée:2 heures

Exercice 1
1° a) Echelonner la matrice M avec:

1 1 =L &
M=|1-2 2 m

31 =1 1

b) Discuter le rang de M suivant les valeurs de m.
¢) Pour m = —2, donner la forme ligne canonique de M.
2° Résoudre et discuter le systéme linéaire::

r+y—z=1

z—2y+2z=m

W Szty—=z=1

Exercice 2 <TG
Pour tout nombre réel ), on considére 'endomorphisme fy de R® dont la,

matrice dans la base canonique est:

b SN | 1
A}t='- -1 2 ].
1—-X A=1 A+1

1° Déterminer les valeurs propres de f) et discuter le nombre et les mul-

tiplicités suivant les valeurs de A.
2° Pour quelles valeurs de A f, est-il diagonalisable?
3° Déterminer le polynéme minimal de f)
4° Calculer (A4;)", Vn € N,
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03712/2021

COCODY ANNELE 9 1H-2010

NIVERSITIE DEIERRIN
; 38 FILIERIES

UFRMI 1.2 TOUTES L

game SESSION N EVMJUNI‘]UN
EPREUVE D'ALGEDIIE LINEAIHE
Durée: 2 heures

Exercice 1 (6pts) _
1° a) Donner la définition d'une matrice diagonalise

b) Montrer que si une matrice est dja.gonn.'ljsa.ble,
est disgonalisable.
2° Dire si les assertions suivantes sont vraies (V) ou fausses (F). Pour
chaque assertion fausse, proposer une assertion vraie qui la corrige:
a) VA € M, (R), ¥ € R, det(AA) = Adet(A).
b) VA, B € My (R), det(A + B) = det(4) + det(B)-
¢) Toute matrice & coefficients dans C est diagonalisable.

ble.
alors son carré aussi

Exercice 2 (6pts)

Soient A et B deux matrices de Mn(R) (n € N*) telles que:
AB—-BA=A

" Le but de cet exercice est de montrer que A est nilpotente c.a.d 3k € N,

A 51:] note E l'espace vectoriel M,, (R) et on considére I'application: _

E—E g e

Y M—s MA-MB fpe=d Pl

1° Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

2 Montrer par récurrence que Yk € N, ¢ (AF) = kA*,

3° on suppose que Yk € N, A* # 0. Montrer que ¢ a une infinité de
valeurs propres. '

4* Conclure

Exercice 3 (8pts)

Soit 1a matrice:
0 10
A=| —4 4 0 | € M3(R)
= R

31 -
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e 0

N _
H 1° a) Determiner les valeurs propres et les sous espaces pmprea de A.
| b) A t-elle diagonalisable? trigonalisable?
"\vi 2° Trouver une matrice triangulaire supéneu:e T et une matrice inversible
P telles que A = PTPL. 48

a & d

aaa s

— L]
.I.I
>
P
B
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LA REUSSITE, MON IDENTITE
03122021

UNIVERSITE IFHB DE (‘.(){‘()HY ANNEE 2019-2020
UFRMI L2 TOUTES LES FILIERES

lere SESSION D'EVALUATION
EPREUVE D’ALGEBRE LINEAIRE
Durée; 2 heures

Exercice 1 (10pts)
Soit f I'endomorphisme de I'espace vectoriel réel £ = ®? dont la matrice
dans la base canonique est:

S oW
A= 1 =24
A -l & “5h

a) f est-il un automorphisniede £7 &
b) Determiner le n'm'ali etol'iinage del f
2° Soit B = (u,fu, ul) ‘avec: s = 1:3 L, [J} v=(1,-1,1);w = (2,-1,1)
une famille de vecteurs: de‘E £
a) B est-il une base de E7 _
b) Déterminerlaimatrice A" de 'f dans la base B

3° a) Calculer A?
b) En déduire la nat lue de f et donner ses éléments caractéristiques

Exercice 2 (10pts).
Soit la matrice “Qknd

2 .lr-’r*_lz
M= 1| @ -1 ) & My (R), ob a est un réel donné.
1l -1

1) Calculer le polynome caractéristique de A et montrer que M est trig-
onalisable, i

2) Montrer que si a # 0 el a # 1, alors M est diagonalisable.

3) Montrer que si a =1 ou a = (), alors A/ n'est pas diagonalisable,

4) On suppose a = 0. trigonaliser AJ
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03 123021 LA REUSSITE, MON IDENTITE

UNIVERSITE FHI3 DE COCODY ANNEE 2020-2021
UFRMI L2 TOUTES LES FILIERES

Iire SESSION D'EVALUATION
EPREUVE D'ALGEBRE LINEAIRE
Durée: 2 henres

Exercice 1 (8pts)
1- Donner une matrice de formal (4, 5) échelonnée réduite par lignes de rang
3.
2- Soit H € My(R) dont le polynéme minimal eat m;_r('.:"(} = (X +45)?

a) H est-clle inversible?

b) H est-elle diagonalisable? : R |

¢) H est-elle jordanisable? I o 74
(Senles les justifications aux questions a),b) et ¢) sont notées)

d) On suppose que le sous espace propre de. H associé & —5 est de
dimension 2. Donner la réduite de Jordan J de H f.]ust:ﬁer entre trois et
cing lignes) v
3- Dire si les assertions suivantes sont vraies [‘v’} uu\f&usses (F). Pour chaque
assertion fausse, proposer une assertion vraie quilla corrige:

a) VA € M, (R), YA € R, det(XA) = Adet(A).”

b) Le rang d’une matrice est égal au nombre de ses lignes non nulles

¢) Toute matrice 4 coefficients dans C est diagonalisable. :

d) Toute matrice est produit fini de matrices d’'opération élémentaire.

Exercice 2 (12pts) ]
Pour tout nombre réel m, on considére I'endomorphisme f,, de R? dont la

matrice dans la base canonique est:
1 0 1

Am= [ -1 2 1
1=m m-1 m+1L

1- Déterminer les valéurs*pmpres de f,,, et discuter le nombre et les multiplicités

suivant les valeurs de 'r{}.r
2- Pour quelles valeurs de m, fi, est-il diagonalisable?
3- Déterminer le polynéme minimal de fy, suivant les valeurs de m.

4- Calculer (4))", Yn e N.

¥
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LA REUSSITE, MON IDENTITE

UNIVERSITE FHB DE COCODY ANNELE 2020-2021
UFRNIT 1.2 S5M

20me SESSION D'EVALUATION
EPREUVE D'ALGEBRE LINEAIRE
Durée: 2 heures

Exercice 1 (11pts)
Soit f I'endomorphisme de I'espace vectoriel
dans la base canonique est:

2 2 -3
M=|-1p-1 3
0 0 1

1- f est-il un automorphisme de E?
2- a) calculer M? _ : _ =
b) En déduire la nature de f et donner ses élements caractéristiques.

3- Pourquoi f est-il diagonalisable? :
4- Soient respectivement P et D labase et la direction de f.

a) Dire pourquoi on a*F = P & D et donner la définition d'une base
B' = (u,v,w) de E adaptte a cette somme directe.

b) Soit B' = (u, v,w) une base dé E adaptée i la somme directe E=FPaD.

Donner la matrice de f dans cette base.

ool £ = R? dont la matrice

Exercice 2 (9pts)

Soit la matrice:
0 10

“A=|-4 4 0] € M3(R)
-8 1 2

1-a) Déterminer les valeurs propres et les sous espaces propres de A.

b) A est-clle diagonalisable? trigonalisable?
2. Trouver une matrice triangulaire supérieure T et une matrice inversible
P telles que A = PT P,
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Correction Alghhre Nodaire session 1 20052016

Fxerciee 1 ¥
1) Unexemple de matrice de format (4,5) dchelonnée reduite par ligne the rang 3 ',f
L
* ] n1rnonaon -y
(|00
- ‘ o010
] noooo
d ©) Une matries dingonale par bloes gqui n'est pas riangulaire
i 280 e
\il sl 15 0] ={ B BeYaseny= 2 Y By =0 By =0 By =4
" Ity Ny I &
0oy A
d) Soit M ¢ My (R) de palynome minimale im(z) = 1 (> +2) |
1[ n'est pas inversible car 00€ Sp(M) _
k. 1 w'est pas diagonalisable car son polynome minimale w'est pas seindé simple . &
M est trigonalisable ear son polynome minimale est seindé dans R '
4 Sait 17 un espace voctoriel e I oun sous espace vecloriel de B
i 1‘: = {f € B f(2) = 0N € F) cost Pensemble des annihilatenrs de F.
Les propridtes
i T = (eect(F))7 elest un sons espace vectoriel de £° 3 s
j..’:m? +dim(F°) = dimE ' S
VO =F={re R0 =0YeE} : \:,‘}g*
L n HI'TL : i
5 i,
j v
i
ik _r'lui
F e, oY
3y aih o
/ Fis f: ittt
f. . I- L
-'_. i
. e g, .
-
I':; r'
o
F',IE' v
3

VALIDEUR LMD :Conseils-Sujets d'examens-Corrections
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L) Factorisons e polyndme carae ﬁ:ﬁ\}ﬁﬁlﬁ%%f X) en produit de facteurs du premier degré,
Onn

“1-X 0 asl]| |[-1-x 0 e+l
PLX)=| 1 =2-X 0 |=|-1-X -2-X 0
-1 | a-X 0 I a-X

~“1-X 0 a4+l

=l 0 =2-X -a-|

0 | a-X

=(=1=X)[(-2=X)(a-X)+a-+I]
==(X+DX 4 2-a)X+1-al

Factorisons le polynome X2 4 (2 — @)X + | — e, son discriminant est égal &
A=(2-a)-4(1 —a) = ol

On adonc VA = ||, ce qui nous donne les deux racines

o-2—-a a—-2+4c
= = — =" =g
A 2 1 et A 3

Le polyndme caractéristique Py (X) se factorise donc en
P (X)=—(X+1* (X —a+1).

Déterminons selon la valeur du paramétre o les valeurs propres distinetes de Aq et lewr multiplicité,

Les valeurs propres de Ag sont les racines du polyndme caractéristique F,,, ainsi,
- si @ =0, la matrice A, admet une valeur propre triple A = —1,
- si & # 0, la matrice Aq admet deux valeurs propres distinctes A; = —1 valeur propre double et 4; =
a — 1, valeur propre simple.

b) Déterminons les valeurs de ¢ pour lésquelles la matrice Ag est diagonalisable.
1l esi clair que dans le cas a = 0, la matrice n’est pas diagonalisable, en effet si elle I'était, il existerait
une matrice inversible P telle que Ay = P(—I)P~! = —/, ce qui n'est pas le cas.
Si o # 0, la matrice A, est diagonalisable si le sous-espace propre associé i la valeur propre —1 est de
dimension 2. Déterminons ce sous-espace propre.

-1 0 a4+l x .,
E_y =ker(Ag+1) = {ﬂ}'.z]EE"’, i Bl )
-1 1 o z —i
ainsi,
(x,3,2) EE-| <> Py e (@+1)z=0
.r—}‘:ﬂ

—Xt+y+az=—z

Il fau distinguer lescas ¢ = —l et @ £ — 1,
- 8i ¢ = =1, le sous-espace £ est le plan vectoricl d'équation x = ¥, dans ce cas la matrice Ag est
diagonalisable,
- 8i & # —1, le sous-espace .. est la droite vectoriclle engendrée par le vecteur (1,1,0), dans ce cas la
matrice Ag n'est pas diagonalisuble,

¢) Déierminony selon la valewr de @ le polyndme minimal de Ag.
Notons 04 le polyndme minimal de A,. On sait que la matrice A est diagonalisable sur R si et seulement
81 son polyndme minimal a loutes ses racines dans R et que celles-ci sont simples. Or, nous venons de
démontrer que Ay est diagonalisable sur IR si et seulement @ = =1, on a donc

32
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=St 1L Ay est dingonalisable, done Qq(X) = (X + DX = a4 1) = (X 4 1)(X +2),

=S 1, on doit distinguer les eas e Oel ez # 0, en effet,

=S L A nest pas dingonalisable done les racines de (04 ne sont pas toutes les deux simples, et £y
admet dens racines distinetes, done

QalX) = =P(X) = (X+ DX —a+1).

ssia=0,onaPy(N) = —(X 4 1) et Ag n'est pas dingonalisable, le polynéme minimal peut donc étre
Ggal A (X4 1P oud (N4 1), or

I T (O s T =f '™
(A+P=11 =t 0]|1 ~1 9)=[=1 I 1|50

-1 1 1/\=1 1t 1) \No oo

done le polynéme minimal Q4 est égal & (X +1)°.

On suppose, dans cette partie, que @ = —1, onnote A = A_.

=1 000
A= 1 =2° 0

2. Vérifions gue la matrice A est diagonalisable.
que lorsque & = — |, la matrice est diagonalisable, en cffet, dans ce cas,

elle admet deux valeurs propres : —1, valeur propre double et —2, valeur propre simple. Le sous-espace
propre associé 2 la valeur propre —1 €tant le plan d’équation x = y.

Diagonalisons la matrice A. - W

Pour cela déterminons une base de vecteurs propres. Le plan x = y esl engendré par les vecteurs u(l1,1,0)
et v(0,0, 1), déterminons un vecteur directeur de lg droite F_5 ¢

y =f. O 1 x —2x

E s =ker(Ag+2I) = (xy)eR, |1 ~2 0 y|=|—-%

i} . =181 - =1 z =2z

ainsi, W
[ x=-2Ix
=
(rp2)€E = T {y=- 2

—xty—z=-2

Le sous-espace propre E_; est la droite vectorielle engendrée par le vecleur w(0,1,—1). Ainsi, dans la
base (u, v, w) la matrice est diagonale et §"écrit

-1 0 0
D=\ a0 =1 O s
0O 0 -2
onaA=PDP, ol
I 0 0
P=|1 0 1
01 =

13
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Correction de 'examen d'algdbre linéaire lére session 2016-2017 ;
Exercice 1
I- A quoi est égal le déterminant d'une matrice triangulaire par In]qcs 7
Le déterminant d'une matrice triangulaire par blocs est égal au produit des
déterminants des matrices de la diagonale principale.
2-a Caleulons le produit suivant les matrices par blocs
A B\ (D 0n\_{(AD=-BC BDl)  op_ pCet
C D -C D1 CD-DC DD71
DD~1 =1, donc on a
g D =@ DRI Ogn s

2-b Déduisons-en qu’on a det( 9L ) = det(AD — BC)

Al 5
A B|| D 0p|_|AD-BC BD-1
g D -2 P71 | Ogn In
4 B |1pp1|= |(aD - BOY + 1y
gg I, = |AD — BC| donc on a
gg ~ |AD - BC]|
3- Calculons A
GaE: 4 11 1 i =, I T (U =1 0 1
—9 “5ind 1 1 1 -15 1 0000 =16 L 0.0
A iz -1 14T | 6 53000 6 -5 3 00
AMoRe_—3 5 TSROV 2 =35 100" ei=g 5 10
1 Sl 0.1 0 I 8% D 3.0 e Nig 1
=1 3 2o 1 -1 3 2001 -1 3 2 00
34
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4 a =200 1 1 2
oo -1 1 0 000N
0 oun 6 =6 3 000
2 =3 5 100 2
1 2 1 010 | 2

' 001 §

1 2 -4
Soient Ay=1 =16 1 0

6 -5 3
0
0 | telles que :
1

An Ap
e
An An
4 2 —4
=15 1 D
6 =5 3
A==174

L = A =|Au| * |Ax|

4 2

=4

Exercice 2

1 a b :
Soit A=| 0 1 ec/| € M(R)
G 0 &

1- Montrons que si a 5 0 alors A n'est pas diagonalisable
* Déterminons le polyndme caractéristique de A
b — XY 5 b

0 1-X c

0 0 2-X

* Déterminons les valeurs propres et les vecteurs propres de A
Pi(X)=0%-(X=-1%X-2)=0

Py(X) = |A- I X| = =- (X =1}X-2)

& (X-12=00omz-2=0
eX=-1=0ouX—=2=0

S X=1louX=2 ;

Sp(A) = {1,2} oummy =2etmy=1.

Ey = ker(A = 1) ={U(z,y,2) e R*/(A - I)U = 0}

35
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0 a b
(A=Ij=| 00 ¢
00 1
0 a b i 0
(A-B)W=0e |00 ¢ y|l=(0
0 01 z 0
ay+bz=10 ay =0 a#0doncy=0
Syee=0 & 1{z=0 & z=0
z=0 z quelconque x quelconque

1
®E=<|0]|>.OnadimB=1#m=2.
0 N
Alors A n’est pas diagonalisable.

2-a) Montrons que A est diagonalisable

Ey = ker(A—Iy) ={U(z,y,2) € R} /(A — I,)U =0}

bz =10 y est quelconque
(A=LW =08 {cz=0 & {xest quelconque
£=10 z=10

x x 1 0
Ul y =(3¢)=5(‘3)+y(1)
2 0 .\ 0 0
0
ﬁE],:{ ! 1 '>.d‘3‘mE1=2=ml
Ey = ker(A = 28) ={U(z,y, 2) eR¥/(A —2L)U = 0}

0
(A-2n)=| ol
0 0-0

-1 0 b z
[A—Hg}U=D#({} ~1 ¢ s
0 0 0 2

Lo e R
""‘--_._._--"r

i6
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x4 br=0 r=be
L =pter =) L y=e2
: queleonqu : quelvongue
r h: h
e U v o S G
b
Ey < | e | >dimE; = my = L Par conséquent A est diagonalisable.
1

2-) Caleulons le polyndme minimal de A
Le polynéme minimal divise le polynbme caractéristique, aussi il est
scindé simple dans R. Le polynéme caractéristique et le polynome minimal

ont les mémes racines. Alors ma(X) = =(X — 1)(X'—2).

2-¢) Déterminons une matrice diagonale D et une matrice inversible P
telles que A = PDP™1

Soit D une matrice diagonale composée des valeurs propres de A et soit
P la matrice de A composée de ses vecteurs propres.

1

1 0'b 100 G O 10 b
A=PDP-1=| 01 ¢ 010 031 =¢|=|901:e

001 00 2 00 002

2-d) Calculons ‘A" ,¥n € N
A" =RD"P71

LY
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1 0
An 01
0o

10
A" = 01
00

b 1 00
IS n1 0
1 0o 2

h2" - 1)
e(2" —1)
21[

10
01
00

~h
-

|
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UFR-MI :1.2 Annde 2018-2019

[CORRECTION :ALGEBRE LINEAIRE SESSION 1]

EXERCICE 1

1 1 -1 1
M=|1 -2 2 m
3 1 =11

1. a) Echclonmons Af

1 1 -1 1 11 -1 1
Ona: M~ |0 3 =3 1l=-m|~03 -3 1-m
0 =2 9% &9 \0 0 0 —4 —2m

b) Rg(n) =Nomnbre de ligne non nulles de M.
Ainsi Rg(n) =2 ssi =4 =2m =10
.. | Rgln)=2 ssi m==2
Do { Rg(n) =3 ssi m#-=2
),

¢) Aprés échelomwmcht_ de Mona: ||

11 -1 198\
M~|0 3 =3 1=m "
0 040 —4-2m

: 1 ~1 1
Pourm=-2,0na: M~ (003 -3 3| ~

R
=
= |
—
0=
lh'-_,J

. 00 00
r+y—z=1
2. St (B):{ z—=2y+22=m
Jz+y—z=1
. N ' 1 =1
La matrice du systémeest : A= |1 -2 2
3 1 =1
La matrice augmentée du systéme est :
1.4, =] 4l Ll =l 1
A=M=(1 -2 2 m|~[03 -3 1-m
g3 I ~1 1 00 0 —-4-=2m
o Pour 1 # =2,

39
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On n: Ro(A) = Ra(M) = 3 et Rg(A) = 2.
= Rg(A) > Rg(A) d’on (£) est incompaltible et Sar =0

e Pour m = -2,
[ 1 =11
On a : I forme ligne eanonique de A est: M~ |01 =11
00 0 0

Rg(A) = Rg(M) = 2 < 3 le nombre d'inconnut. Alors (F) admet une
infinité de solutions.
Par interprétation & 'aide de la forme ligne canonique de M, on a :
{ y=z=1 (1)
r+y—z=1 (2)
(=y=1+2
Dans (2)ona:z+142—2=1=2=0
Dot (E) = {(0,1+ 2,2),2€ Q}.

EXERCICE 2

1 0 1
Soit f3 I'endomorphisme de R® de matrice associte Ay = ( = 2 1 )

1. Valeur propre de f.

1-A A=1 A+1

S e (N p
ona,:lA;—Xf;;J; -1 2 —X (i |
A |15 A—-1 2+1-X

|Ay — XT3 = —(X =1)(X = 2)(X - (1 + A))

Ainsi : : ! _

.Si A = 0-alors Sp(4,) = {1,2} avee 1 de multiplicité 2 et 2 de
multiplicité 1.

-Si A = 1 alors Sp(Ay) = {1,2} avec 1 de multiplicité 1 et la valeur
propre 2 de multiplicité 2.

Siad ¢ {0,1}; Sp(Ax) = {1,2,1+ A}

. Les valeurs de A pour lesquels A, est diagonalisable.

¥\ € R, on a: le polygone caractéristique :
[Ay = XI3] = =(X + 1)(X = 2)(X = (14 }))
Calculons les sous-espaces propres associés i chaque valeurs propres.
&
*E]?Sﬂil}X= v | el
z

40
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= (Ay = X)X = Ops & ( i

@ ¢ =r+y+z=0
(1=Ne4+A=1Dy+r2=0

X X -
VieRona: |y T =z
z 0

0
Or d’aprés le préeédent, pour A = Cr la. wvaleur propre 1 est de mul-
tiplicité 2 différent de dzm[El) 1 Aiai‘s ou%— 0,Ax n'est pas
diagonalisable. g

1
=>E,=< 1 >=>dim(E1}='

-4

S0
* By 7 Soit X = y € By

e "'N‘

(A,x e Qfa}x ~ tlna ﬁ;ﬁ_

1
i‘ (i
(i‘: y+g)@1}z— - {)z+fa‘\—1}y+m_1)z_

* Pour A = .‘Z_Ldl_aq’g.a 5“':3'*— Tiy= (quelconque)

R

& i 3. A .1 u
= B =<~‘ .:;,___D‘,- ad .l) > et pour A = 1 la valeur propre 2 est de
multmhcmé 2 ot dimEy = 2,

W * Pour A ﬁg’;}-:{)n a:X=|y|=x|0
u_-”_:_l : ! j’ z 1

~
N

.
%
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()

I #rt

l!!
Sﬂil .‘: = (u) c El-l-.l
¥
=A 0 | T
S (A= +NE)N=0pme [ -1 1=A 1] {y]| =0
1-A x=11 %

- 4z=0 z= AT
e —z+(1-Ny+z2=0 & 4§ y==2¢

(I-MNz+(A-1)y+=0 (1-Nz+(A-1)y=0
avec A ¢ {1,0}

()

Finalement on en déduit que Ay est di&gonalis&ble ssi A € R\{0}.

3. Soit ma, (X) le plynﬁﬁm-minimal de Ay |
* Pour A € R\{0,1} le polynéme caractéristique de A, est scindé
simple, en plus m, (X) et Py, (X)(polyndme caractéristique) ont
les mémes racines et’ mm(X} divise Py, (X). Alors :
may(X) = (X = DX =2)(X - (A+1))

* Pour’A = 1 on trouve my4, (X) = (X — 1)(X - 2)

4. Calculons (A4;)"

Ona: A= —1 et Sp A, = {1,2}

B
s {(J)5-())

A; est diagonalisable (question précédente) et A, = PDP-! avec

[ o B e
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200 .
D= 1102 [l) In matrice dingonnle, N
001 \
3 A M
P= (10 1] Inmntrice de passage.
010 B,

Déterminons 2!

&€ (&)
Soit N=[y|ect 5= |e
< £y

Ehm+m+%=z

yH+z=10 —-L|+ea+c'1—:r
PX = Thz=ep o0 —e e3 =1
y = e %=m e —ey=2
=1 I 1
DoaPl=(0 0 1 /M
1 0 =1 J

Onas A =PDP - = At ="F B“P" T

2 0 0 Wy
Ona:D"= A0, b

i g ge ety
1—92m 90 971

0 0 2»

43
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LA REUSSITE MON IDENTy,

UFR-MI :L2 Annde 2018-2010

EXERCICE 1__,1_
Lad) Matviee dingonnlisnble ;
Une matrice dingonalisable est une mntice gemblable & une matrice
dingonale,
b) Supposons A € M.,{[It] dingonnlisnble,
Alors, A = PDP=1on P inversible et 2 dingonale.
= A2 = Ad = (PDPY) (PDPY) = PP
= A= ppip-!
Et comme le carré d'une matrice dingonale L% u e matrice diagonale,
alors D? est diagonale.
Ainsi, A? est semblable & une matrice diagonale D% D'od A% ¢st dia-
gonalisable.
2.a) FAUX.
L'assertion vraie est : VA € M, (R),AER, del(AA) = A" del(A)
b) FAUX. .
Assertion vraie : VA; B € M,(R), On a : det(AB) = del(AB) =
det(A) det(B) '
c) FAUX.
Assertion vraie { Toute matrice a cocfficients dans C est, trigonalisable.

EXERCICE 2

p:E — B, et AB=BA=Apouwr A,Be E
M — MB - BM.

(2) Soit la proposition Py ; ¥k € N, p(A*) = 4*
spourk=1,0ona:e(d)=AB-BA=A4
Par hypothése AB — BA = A
= p(A) =1 x A Ainsi P, est vrai,
Supposons P, vraie et montrons que Prgq est vrai.,
Donc Yk € Nyg(A*) = kA*
= (AN A = A+
= (AN A £ AN = (k4 1)4! (5)
Par définition de ¢, on a : p(A*) = A*B — pA*
= @(A*)A = ALBA — BAMI
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GlANA 4 AN = Ak BARA 4 AR A

= A (BA + A) = BAK!
O pour (A, B) € 12, AB = BA = A = A+ BA = AD. D'oi ;
SANA - AN = Ak AR) - pARH
=AM = BAMY ()
s lﬂ[ AH—I)
(*) et (++) nous donne que : (A1) = (k -+ 1)A+!
Done Pyyy est veai sachant Py est vraie.
On en déduit alors que Py est vraie c'est-d-dire que
VEk € N, p(A*) = k4k,
(3) On suppose que Yk e N, A* £Q.
D'aprés précédent, Yk € N, p(A¥) = k.f-'l".
= @(U) = kU avec U = A* € E, -
Ainsi pour k fixe dans N, 31U'=4" € B tel' ‘que @(U) = kU alors k
est une valeur propre rh:mt le vecteur proprc: associé est : U = AF #
Og.
Comme k parcourt M alors tout k élément de N est v&leur propre de
.
Ainsi il existe une infinité de valeur pm]::re.
(4) Conclusion

On a montré précédemment que Yk € N, A% # U = ¢ admet une
infinité de va.leur pmpm

n:v& € N Ak ua:
Soit P = Q avee. : 7
Q el &dmeh une infinité de valeur propre”

OrP=.0Q ﬁmn@# non P avec :

non P :?3k € N\A* =07

non () : “tpg admet un nombre fini de valeur propre”

( étant un‘eﬁ'd\E:imurpﬁiéme de E alors dim(p) = n* (E l'espace vec-
toriel Mﬂ(ﬂ)}

Ainsi § < n? avec S le nombre de valeur propre de . Done (S5) est
fini. D’olt  admet un nombre fini de valeur propre.

Comme non () = non P, alors 3k € N\4* = 0.

A est donc nilpotent.
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0 10
A=1-4 40

-2 1 2
L) Valeur propre de A

P(X) = det(A - X1)
=X 1 0
=|(-4 4=X 0
S
=
-4 4-X
= (2 - X)[X(X —4)+4] B
= (2= X)(XT—4X +4) /
= (2—X)(X -2 & 4
P(X) = (X - 2)° i

=(2-X)

Donc 2 est la seule valeur pmprf:\"cle_-;{‘- \

Sous-espaces propre de A . B

Seit f ’endomorphisme c:anmnquement assnt:m i A.
Ey = ker(f — 21'3)
2z 4y=0
(z.v,2) € By = g4 2y =0=2—y=0
2z ty=0=y=22

)6
a3 )

b) dim Ey = 2 et mult(2) = 3
dim Ey # mult(2), donc A n'est pas diagonalisable mais trigonalisable
car son polyndme caractéristique est scindé sur B.

L~

2) 'I‘rou'.'ans__une matrice triangulaire T et une matrice P telles que
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A= PTp- Sl

o) e

Posons uy = (1,2,0) et uy = (0,0,1).
Pour trigonaliser A, il suffit de completer la base pour un troisiéme

veeteur mdr‘:pmd&nt de uy et wuy. N N
0 100 -
Par exemple ug = [ 1|. Eneffet, |2 0 1|=-1#0 "
] 0 10

2 0 a
La matrice A est semblable 4 la matrme T (3 2 b)
e
Déterminons a et b & ; \n.
L “3 s

On a: A(us) = awy + bug + 2u3 .. ‘

VEER®)

a=1 a; o < gt s
= 2 T
2a+2=4 #{;;bq‘ 1 ‘

b=1

20 1%,
DoneT= |0 2 1”““.1; {

T

il
L—

0 B 3, 0
9 100 1 00
Lamatriccde.gag:aagePétanFt'P= 210 1 etPt=:] 07 0 1
i ; 61 0 10

11 en resulte que : A =PTP
% “:p “

ﬂ%ﬁ“ﬁ'
4

A
&
=
.

i |
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Proposit] prrectio

i intaipe : 2 5

Exercice |

-1 6 8
A =( 1 -2 -4)
-1 3 &
1) a) Vérifions si [ est un nutomorphisme de £ ou

non ;

f estun automorphisme de E si det(A) = 0

-1 6 8
Ona:detdA =11 =2 —4|e det(A)=0
=3 3 B

Done [ n’est pas un automorphisme de E,

b) Déterminons le noyau et I'image de f.

2
Novau de {': (ker(f) =< (—1) })
1

Image de f':
ona: dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R?)

alors : dim(Im(f)) = 2. D’od Im(f) est engendré par
2 vecteurs. Soient v, et v, ces deux vecteurs et e ete;
deux vecteurs de la base canonique de R3.

=i & ERAN R
Dna:vlr—(l -2 -4)(0)——-(])
=1 35 BN =14 8

-1 6 B\/0\ /6 &
Vp = ( 1 =2 —4) (1) = (—2) A
-1 3 s/\/ \3 <

2) a)Bestilunebasede E? "
B estune basede Esi e
B estlibre et génératrice. bl

Sl 2§
Ona:det(B) = detli,v,w) = |1 =1+ —1
0 19l
=3 = 2
d‘“(5')=3|11 11|_|i | = A G 0

Donc, B est une famille libre.

Ona: card(8) = 3 = dim(R*) alors B est pénératrice par
conséquent, B est une base de E.

b) Déterminons'la matrice A" de f dans la base B,

[u) [(w) [iw)

fyy 3z i3 u
Ona:A'=|0n @2 Gz |V
\ gy U3z 3/ W

Déterminons ayq, Qg et day.

Ona: f(v) = ayu+anv+anw

LA REUSSITE, MON IDENTITE

3
(Jr:f(”]'="w=(1)
0

&) 3 1 2
Alors ]) =y (l) + ayy (— 1) + as, (*1)
0 0 1 1

ﬂu = 1 : 1 0 ﬂ
g[nm =0 Deméme, on montreque A’ = 0 1 n)
fy =10 0 00

1) a) Calculons A

-1 6 8 -1 6 §
Onn:Al=AxA=|1 -2 =-4]|xX{1 =2 %4)
-1 3 5 -1 3 5

-1 6 /B
:-( 1w =2 *—4)
-1 3 5

b) Déduisons-cn la nature de f et donnons ses éléments
caractéristiques.

Donc A=A

inv(f) = [X(}') ER’/fX) =X}
z
=x+6y+8z=x(E)
Ona:fX)=XeoAX=X={ x=2y—-4z=y(E)
hi) —x+3y+5z=2z(E)

x—3y—-4z=0(E)

—2x + 6y +8z=0(E)
=
—x+3y+d4z=0 (Ea}

Les trois équations (£,), (E;) et (E;) sont proportionnelles
alors, ona

x=3y+4z

Dol inv(f) = ((3y + 42,y,2) / y,z € R}

3 4
inv(f) = [(1)4(0)} * @ et A? = A done,
0/ M\

f estune projection P,

Eléments caractéristique,

N /4
inv(f) =< (1), (G) >c'est la base de P,
0/ \1
2

Ker(f) =< (-—1) >c'est la direction de P,
1

Exercice 2

2 1 -2
M=|1 a -1)
11 -1
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1} Polyndme catietéristique de M
Soit Py ( i} le polyndme carnctéristique de M.
=X 1 -2
PuX) = I T -1
|

"l"HI"_ Fl-‘l] 1| _t_.\l |

-2
PulX) = -h(.\ =aN=1) |

21 Montrons que siaz® 061 a1 alors M es|
dingonalisable.
Ona: Py(X) = XX - a)(¥ - 1).
Siaz 0e a= 1alors:
mX) = XX = a)(X = 1) o0
m(X) estle polyndme minimal de M,

Comme m(X) est scindé simple sur B alors M es)
diagonalisable,

3} Montrons que si a= 1 ou a= 0, alors M n'est pas
diagonalisable.

Supposons que a= 1 alors ;

21 =2

M= (1 1 v-l) el Py (X) = =X (X - 1)?
1 1 -1

= Sp{M) = {l]: 1} ol Mgy = 1el myy = 2.

Sous-gspace propre

X
E; = {x(y) € R/ MX = 0g)
z
x+y—2z=0 :
x+y—z=0 4%
x+y—z=10 !.f'..f

Ona:MX =04 =

[2x+}' 22—‘0[5{)
| vy z-U(E,)

(B)) =x=2-y() e

i S0
2 (dans(E)=2z-2y+y-2=00" X
——l—] =y=10
- Alorsx =2, - .
s, A
Dou £y = {(2,0,2) /z E R} " 5

1 ; -.-_,\ . 4
Ey =< (ﬂ) ssdim(B)=1=my \_.ﬁ-

L oy
Autre méthode b
Ona:1<dimE, <m . ;14
Pour 2=0, 1 < dimEgy Emy =1

= dme{o] =1=m;

x
Epy = {X (3’) € R/ (M= I)X = O3}
Z
x+y=2z=00 & _ .
Dﬂﬂ:{M_fa)X_:fIﬂnl:I x—z=D0 ’-4{_}"=Z
; x+y—2:=10

Alors Ejyy = ((z,2,2) /z € R].

e

'3(-2§'=='*f‘"¥z+y(*) :

: kil ¥
s L .r..f‘f_
i D.-.D_f-'l@{'-'_'m =

LA REUSSITE, MON IDENTITE

1
-':h;. =g (l) > I||I!1(ﬁ'm) EHE My =2
1 -4l

Par conséquent, M n'est pas dingonalisable,
Conelusion
Sia = 1, M n'est pas dingonalisable, ,d‘.f'
Supposons que a = 0 |
2 1 =2
M= (1 -—1) et Py (X) = —x*ur-— 1)

1 1%
= §,(M) = (0; 1] ol mggy = 2 et my = 1.

Sous-cspuee propre
B
Egy={X (’J") ERY/ (M =1)X = 0g)
z

r4y=2z=0(1)
Ona:(M=1)X=0p = x—y—z=0(2)
x+y=2z=0 (3)

& 2 x+y=22=0(1)
: ' [x -y=-2z=0(2)

Em}dans{l]#y+z+y 2z=10

.‘

o - h\‘ = z=2y
Alors x 7_-_.3}'. ’
((37.7.2y) /y €R).

3
2

P x
CEm={X (}') € R’/ MX = 0g3)
2

x4+y=22=0(1)
MX=0gpe{x-2=0 (2)
x+y—-z=0 (3)

(2)=2x=z
Dans (1) ona:y=0.
Em = {(z,0,2) /z € R}

1
Epy =< (ﬂ) >= dim(E(,,;} =l#my=2
1

Done, M n'est pas diagonalisable.
Conclusion : si @ = 0, M n'est pas diagonalisable,
4) Onsupposea = 0.

Soit f un endomorphisme de R*dont la matrice de la
base canonique est M,

* T la matrice Trigonaliser de M dans la B' = (u, v, w)
49
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Avecu = (3,1,2), v =(1,0,1).

P la matrice de passage inversible Py telle que ¢

1 a b
M=pPTP ' avee T = (ﬂ 0 c)
0 0 0

A p—

b inons a, b

Prenons w = ¢, = (1,0,0)

P ' "H" K

Ona: flu)=u ()
fW)=au+0xv (2)
fley) = bu+cv(3)

(2)= f(v) = avalorsa =0,

(3)=fle,) =bu+ev

2
Or: fle,) =M x e =(1)

1
Alors :
2 3 1 d3bt+c=2 =
(1)=b(1)+c(ﬂ)={ b=1 ={2=1
1 2 1 2b+ec=1 €% 5
1 0 +1 -
DoncT=(D 0 -1)
00 0 K
31 1 -
pr:(] 0 a) )
2 10

1

S R
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Université FHB
MATHS-INFO L2

Annde 2020-2021

CORRECTION ALGEBRE LINEAIRE
Session 1

Exercice 1
an

1) Une matrice de format (4, 5) écholonnée réduite par ligne de mngfes{ -

Soit A cette matrice

1 1001
o [ IR O é I
A=1g 0011 ’r}*- 'Ef

00000 .l-‘x

2)a- VRAI car 0 € Sp(H) y
b- FAUX car le polynéme minimal de H n est pas scmde simple dans R.

¢- VRAI ear le polyndme caractéristique est scindé dans R.

d- Comme —5 est la seule valeur propre de Hr'a.]ms H contient un scul
élémentaire de Jordan. Dn & E_s:= 2 donc il ¥ a 2 sous blocs de Jordan
dans la matrice elmnentmrﬂ de Jordan. Par. allleum mg(X) = (X + 8)? done

I'ordre maximal des sous bIocs de Jordan est 2.
-5 1 0
0 -5 0 0

Done J = A
0 e =0

3) a- FAUX car VA € Ma(R); ¥A € R, det(AA) = A" det(A)
b- FAUX car c'est le nombre de lignes ou de colonnes non nuls.

c- VRAI
d- VRAI

Exercice 2

1 0 1
A= -1 2. i 1
1-m m=1 m+1

1) Déterminans les valeurs propres de fi

+ Déterminons le polynome caractéristique
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1-X 0 !
Py <t a=x 1
l=m m=1 m+1-4A

1-X 0 l
= 1"'.‘\. 2—‘}\' I
0 m=1 m+1-X

1 0 1
={1-X)1 2-X |
0 m—-1 m+1-X

0 0 by
=(1-X) 0 2= %
~(m+1) m-—1 m+1=X|
D0 1/
=(1-X)X-m-1)[0.2-X 1

:(1_X)(x—m—.1) Jz_n,\{ ;‘

—-nE-ne-x) B
=—(X-)XAm-1)(X=2
Pan(X) = (X = DX =X =2)

On a: Sp(A.) = {m+] 2, l}
Soit {; le nombre de multxphmté /
Sim =0, 0n & Py(X) = ~(X ~1)%(X <2)
Alors 1y = 2 et fz =L

Sim=1,o0nal FA.[X ——(X—I}{X 2)?
Aloruh.—letfg—2

1"m=1 m+l=X

LA REUSSITE, MON DBy,

Si m € R\{0, 1} alors P4, est scindé simple. Do chaquc valeur pl‘crpre a pour

mulupilclté ti

2 8ime R'&L{D 1), P_q,,, [X ) est scindé simple donc f,, est diagonalisable.

Sim=00na: PAD{X]_:z (X -1)%X -2

* Déterminons*l;as sous espaces propres E; et By

Fu g

- e L e
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= T 0 y 4
; : 0
U @ 1 :
“ (_l i |
1 =18

z=0
of v w228
r=z=0 == \...' & ‘
(7.9.2) = (19,0) = (1,1,0)y = [ By =< (1,1,0) > e y

OnadimE; =1 # m; = 2 (la multiplicité de 1) donc A n’est pas dingonalmih]c
d’ont fr, n'est pas diagonalisable. -

*Sim=10na Py (X)=—(X-1)(X -2 %

* Déterminons Fa e, "' e
= 5 n . '..-"'-l: . -
y|eBew(A—2L)|y]|=|0
prd F ﬂ B

-1 0 1\ [z 0 Y
=t o d yll= 10 \.,
D 0 0} \z 0, G

= x+z_ﬂ#s—z b ./J '
(z,v,2) = (z.4,2) = (0,1 D]y+{l[]1}z¢>£‘1-—{(ﬂll]] (1,0,1) >

OnadimE:=2= mz = 2 et dimE) =1 donﬂ f.n est diagonalisable.

% Canglﬁi::jri

. 51 me R\_{U} fm est diagonalisable.
o Si m =0, fm n'est pas diagonalisable.

3) Déterminons le.polynome minimal de f., suivant les valeurs de m.

Soit 4, (X) le polyndmie miaimal de ks

Pour m € R\{0} /m est diagonalisable done ma,, (X ) est scindé simple. Par
conséquent M4, (X)= (X~ 1)(X = 2)(X — (m+1))

[, (X) = (X - D= DX - (m + 1)]

—(X = 1)}(X - 2) le polynome minimal est soit

-1 0 =1
=1/ Q8]
1 =1 -1

our m = 0 P(X
E!fu-— 1?“(}(-{;')] sofh (ar—r}(x - 2)

0 1

'Dnlf!: (Ao = LJ{A-J-MJ-‘- [-11 _91 -‘1'-
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1 =1 =]
(do=D(Ag-20)= 0 -1 0

[} —~§ =1
(1 -1 -1
{-"ln—f](ﬂu-Ef}-: 0 =1 0| #0a
1 -1 -1
Done nous pouvons dire que: m,(X) = (X = (X —2)

Conclusion

o SimeR\{0} . ma,, (X)= (X —1)(X = 2)(X — (m+1))
¢ Sim=0, ma,(X)=(X-1*X-2)

4) Calculons (Ay)™, Vn € N

A iy
Ona: Ag=|-1 2 1
0 0 2

Comme A, est diagonalisable, il existe une matrice D diagonale et P une matrice
inversible telle que A; = P D P-1

- D B
OnaD=|0 2 0 y

0o 2

# Déterminons B, ppi;t m=1

o) x il
(333606

z=10 ! T=1y
#{ —T 4= ﬂ;#{ z2=0

E, =<(1,1,0) >
10 1] 10 1 0 0 1
Ona: |1 1 0f=1#0doncP=|1 1 0|etP-1_]|_7 4 1
00 1 0 0 1

(A vous de déterminer l'inverse de P)

Ona: Ay =PDP-!
= AMxA, =PDP-Y(PDP")= PD(P! P)D p-1

A¥'= pp?p-

e T T —— S
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Loapfroo oo ﬂ l'l I
A=rprpra ool oo oo
oo oo oo 0 -I

1 0 2~y
At = 1= 27 vy

0 0 oar
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RESUME ALGEBRE BILINEAIRE

Soit £ un espace vectoricl récl.

v" Forme bilinéaire sur symétrique

icati définie sur £ x E i valeurs
-On appelle forme bilinénire symétrique sur £ toule application @

réelles telle que :

—pourtout x € E, I'application y = ¢ (x,¥) est liné -
—pourtouty € E,'application x = ¢ (x,y)esl linéaire (li
—pourtout (x,y) EExE ¢ (x,y)= ¢ (). x) (symétric).
» L'ensemble des formes bilinéaires symétriques sur £ clsl unu[f it
e i ilinéai Stri ositive lorsque, .

~ (21 ; :t"?‘u: 'i: 1:(0;?!(; bliig?ég)::ed? ;T:lc:’:l;&uzsfsdtér;inie positive, lorsque de plus, I'égalite @ (x,x)
= 0 implique x = 0 (la réciproque éiant toujours vraie).

aire (linéarité a droite)
néarité a gauche)

— espace vectoriel .

v" Formes quadratigues , I
> Si @ est une forme bilinéaire symétrique, on appelle forme quadratique associce a @,
I'application q définie sur E & valeurs réelles, telle que, pour tout
x € E, g(x) = @(x, x) On dit qu’elle est positive lorsque, pour Loul x € L,

g(x) = 0, ct définie positive lorsque, pour tout x € E \ (0},q(x) > 0.

¢« Formules de polarisation : si ¢ est la forme quadratique associée 4 ¢, alors pour loul (x,y) €
E x E,ona: ¢(x,y) = -} (qx +y) - q(x) - q() - %(QCX +y) - qlx —.J’))

> Inégalité de Cauchy-Schwarz : si ¢ est une forme bilinéaire symélrique positive clsi g est sa
forme quadratique associée, alors pour tout (x,y) € E =

ona @ (x,3)° = q(x)q(y).

+ Matrice d’une forme bilinéaire symétrique

Soient ¢ une forme bilinéaire symétrique sur £, et B = (e,,e3,...,€,) une base de £, On pose

a;; = ¢ (es e;) pour ietjcompris entre 1 et n. La matrice A = (ay)

aal i w] vy il v
tst,jsn © L appelée matrice

de la forme bilinéaire symétrique ¢ (ou de sa forme quadratique associce ¢) dans la base 8 Celle
matrice est symétrique.

Six =YL, xe; ety=X[1ye ,onnote XetY les vecteurs colonnes des coordonnées de x
et y dans la base B . Alors @(x,¥) = Eisijen Qjx¥; = 'XAY. En particulier ,

q(x) = E‘isi.jsu a;jXiXj = E?=1 ﬂl,ixl? + Zzlsf{Jsﬂa{Jxlxj ='XAX

v Endomorphismes orthogonaux
Un endomorphisme  de E est dit orthogonal lorsqu’il conserve le produit scalaire, ¢’ est-a-dire
V(x,y) €E%(u(x)|u®) = (x|).

» L'endomorphisme u est orthogonal si et seulement siue u® = [d, (c’est-

a-dire que u est
inversible et u” = u ™%,

LA
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« 1 rendomomhisme u e« il

endomormhisme u est orthogonal si et seulement i Fimage par w d"une base orthonormale est
une base oithonormale,
= Onnote AR Pensemble

: des automorphismes orthogonaux. Muni de la lof +, QX F) est un sous-
sroupe de G, appele P

roupe orthogonal,

® ‘\“ i [ .’ul' g = W ¥ +
. 1 : alors detu = 41, 0nnote SQL) le sous-graupe de Q) formé des
clements de déterminant ¢pal i 1, appelé groupe spéeinl orthogonal,

e Une matnee M & el : ;
M E My, (R) est orthogonale lorsque I'endomorphisme de R canoniguement

associt A M e ‘el est équi : i .
1SS T“ \ :;1; '.j“-i orthogonal, Cela est equivalent & 'une des propositions suivantes :
() les -.nh'-t_\m's de M forment une base orthonormale de Ry .
Y ) lamatriee vérifie la relation 'MM = M'M = Iy,
I"ensemble des matrices orthogonales de R" est noté 0, (R). C'est un groupe multiplicatif,
appele gronpe orthopoenal,

« Caractérisati e g :
clevisation matriciclle des endomorphismes orthogonaux: |I'endomorphisme u est

L] ¥ e oy & :
orthogonal si et seulement si sa matrice dans une base orthonorinale quelconque de £ est
orthogonale.

* Changement de bases orthonormales : si 8¢t B' sont deux bases orthonormales de E, alors

la mawnice de passage de la base 84 la base B' est une matrice orthogonale.

¥ Endomorphismes orthogonaux particuliers:
Soit F un sous-espace vectoricl de £. On appelle :

+ symétric orthogonale par rapport A F, I symétrie par rapport & F dans la direction F*

+ réflexion toute symétrie orthogonale parrapport 4 un hyperplan (son déterminant vaut alors —1).

Lorsque dim £ = 2, une rotation de £ est un endomorphisme orthogonal de déterminant 1. Sa
matrice dans toutc base orthonormale s’ éerit

(g?;fﬂ? E.Sﬂl;.!g) ou @ (l'angle de rotation) € R.

-« Lorsque dim E = 3, une rotation de E est un endomorphisme orthogonal u de déterminant 1.
Dans une base orthogonale dont le premier vecteur est dans Ker (w — Idg ). Sa matrice s 'écrit
1 0 0
0 Cosf@ —Sinf|oufeR.
0 Sin@ Cos@
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Année 20154,

UI'Nn
: 1 IRE
EXAMEN l)'.-".T.GIZHHP. BH.IM A
Geptembre 016
Durée : 1 I 30
s g ye definie SUT p? par

Soit o un nombre réel. Soit g la forme quadratiq

o) =2t L (1+a)?+(14a+ a?)s? 4 21y - ?aﬂl-f iy
pour v = (z,y,2). Soit / In forme bilintaire symétrique 0

1. Déterminer une décomposition de ¢ en combinaison lintaire

de carrés de formes linéaires indépendantes.
q suivant les valeurs de @.

2. Donner le rang et la signature de 3
elle un produit scalaire

3. Pour quelles valeurs de a, f définit-
EXERCICE 2(11points)
Soit E = R? considéré comme espace
directe canonique (i, 7, k).
Dans E le produit scalaire est noté < £,y >.
a

Soitu= | b | un vecteur unitaire de E.

vectoriel euclidien orienté muni de la base orthonormé,

¢
Pour tout rée A non pul on note f; 'endomorphisme de £ qui & z associe

H(z)=z+A<zu> 0
Répondez par vraie ou fausse en justifiant :
A) fi-y) est un automorphisme orthogonal de E.
B) fi-1) est une projection orthogonale de E.
C) f» est un automorphisme orthogonal de E si et seulement si \ = —2,
D) Ji-2) est unc réflexion de E.
Indication : Remarquez que [ = (idp — Ap) ol p serait & déterminer.
(Si I'indication ne vous dit rien, laisses tomber).

Courage, ¢a peut aller maintenant !
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Universitd . HLIL Sl
?'1 VIR A\ .I
¥ 1l

L
.‘7 Fxnmoen tI'Mp,Iohm Bilintaire o 4 .;
: " v
Session de Septembre 2017 |

. ] Darée : 01h30

Exerace (20points) . "
. .‘i Movennant la hase t'ﬂt!mlll'['ltl". de B ot a5 des réely donnés dans [U'ﬂL <3

guu) = 5 y? 4 2% 4 Qyzcosa 4 2xrcos 4 Zrycosy od u = (z,y, 2).
1) Montrer que ¢ est une forme quadratique sur B3,

2) Donner la matrice de q dans la base canonique de R?,

3) Décomposer en carrés de Gauss la forme quadratique g sur B,

4) Déterminer la signature et le rang de g. Est-elle non dégénérée?

) Donner une base g-orthogonale. -

! -

J
)

-

I

o
.
L)

-

wf
™

1

X

R A A ETE

59

Scanné avec CamScanner



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

B |

I.A REUSSITE, MON 1D )
03127202} ENTiTg,

UrNR Année 20 16-2017
Maths-Info

EXAMEN D'ALGEDRIE BILINEAIRE
onde spssion
Durée : 1 H 30

EXERCICE 1(10 points)
Soit @ un nombre réel. Soit g la forme quadratique définie sur R? par
9(v) =2 + (1~ a)y? + (1 — a - 0?)2? + 2y + 2ay=
pour v = (x,y, z). Soit f la forme bilinéaire symétrique associte a ¢.
1. Déterminer une décomposition de ¢ cn combinaison linéaire

de carrés de formes linéaires indépendantes.
2. Donner le rang et la signature de ¢ suivant les valeurs de a.
3. Pour quelles valeuss de a, f définit-elle un produit scalaire ?
EXERCICE 2(10 points) _
Soit £ = R? considéré comme espace vectoriel cuclidien orienté muui de la base orthonormée

directe canounigue (i, j, k).
Dans E le produit scalaire est noté -: , 9 >, le produit vectoriel = Ay pour @,y € E.
a 4
Soitv=| b | un vecteur u_nit.aife de . Soit D 'axe orienté par v.
¢ e
Pour tout réel A non nul on note fy 'endomorphisme de £ qui 4 ¢ associe
filz)=z+r<zv>0.

1.1 a) Soit une base otthonormée directe (u,v,w) de E, donner

la matrice Ay de f, dans cette base.

b) Déterminer le noyau et 'image de f) . _

¢) Pour qﬁéllc valeur de A, f~est-elle une projection orthogonale non (riviale.
1.2 a) Pour quelle valeur de A, fy est-elle un endomorphisme orthogonal ?

Cette valeur de A est désormals notée Ag.

+ b) Déterminer la nature'de fi,.

Courage, ¢o peut aller maintenant !
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o8 127301 LA REUSSITE, MON IDENTITE

UFHRB Année 2017.2018
Maths-Info
EXAMEN D'ALGEBRE BILINEAIRE
Septemnbre 2018
Durée: 1 H 30
v

EXERCICE 1(14 points)
Soit @ la forme bilinéaire symétrique sur B® donnée par :
111
A=112 3
135 !
1. Expliciter & la forme bilinéaire ainsi que la forme quadratique @ associée.
2. Déterminer son rang et son novau. Est-ce une forme non dégénérée?
3. Quel est Forthogonal de H = Vect((1,0,0),(1,0,1))? A-t-on dimH + dimH* =37
4. Mémes questions lorsque H = Vect((0,1,0), (1,0,1)). Expliquer pourquoi ceci peut
arriver. I |
EXERCICE 2(06 points) -
Soient H un hyperplan d’un espace vectoriel euclidien (E, <,>) et v un vecteur non nul normal
{c’est & dire orthogonal) & H. Soient py la'prujecﬁdt[ orthogonale sur H ei sp la réflexion

(c’est & dire symétrie orihogonale) par rapport 2 H. Montrer que pour tout z € E, ona
< T V> <T,e>

liel’

pi (z)=r————vetsyg (z)=2-2

Il - H 1
fi]

Courage, ¢a peut aller maintenant!
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UFHB Année 2017-2018 4

MATHS-INFO

EXAMEN D'ALGEDBRE BULINEAIRE
L2

Deuridme session
Durée : 1 HS0

EXERCICE 1(14 points)
Sur £ = R* muni de Ia base canonique J, soit ¢ la forme quadratique
de forme polaire ¢ définie par :
¥z, y} € B o(2,9) = 27, Y1 + 23910 + 273y3 + 23474 —
3 (Etya + Zay) + . (31?;3 +Z3%) = (z1ya + zay1) —

(223 + Z3ya) 4 = [zzyq + zqyp) — % (Zays + z413).
Donner une base g-orthogonale et montrer que st
un produit scalaire sur R, :
Indication : : diagonaliser lo matrice de @ et le tour est joué.

EXERCICE (5 points)
. -2 6 =3
-3 2 B

Montrer que I’endomorphisme 4 de B* euclidien dont 1a matrice est 4
est une réflexion avec Je plan de symétrie 4 déterminer,

Courage, ¢q peut aller maintenant 1
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LD LA RPUSSITE, MON IDENTITE

Upiversité FHN Ande 2018:2019
MATHS AN

Bixamen d'algdhre hilinéaire
1" sosafon ) 1.2 durde ¢ 1 1o
Ropondor pnr VIAT ou FAUX.
Certaines questions néeesaitent nn travdl au broudllon,
Une bonne réponse vaut 1,6 |mlula(-|-‘l,,npnlnln). une mauvilse vaut moins
0,5point(-0,5point), aucune réponso vaut 0 polnt(Opoint)

Question 1{VRAI ou FAUX)

L'espace ost rapporté & un repire orthonormal ( 0, l', _J' _kl)
On considére par leurs coordonndes les points :

AL =1+ v2:2); B(3;-1 - V3id): 02, -1;3).

On appelle :

Y I'ensemble des points de coordonnées (z;y; z) tels que
(z=1)(z-3)+(v+1=VI(y+1+v2)+(z-N-4)=0.

P le plan d'équation cartésienne : z—y + /2 =3v/2-1.

a) T est une sputre dont un dismdtre st [AR)

b) T est une sphére de centre C.

&) L distance ds ¢ 4 P est LTV : v2)

d) P est tangent & &=

Question 2(VRAI ou FAUX)

L'espace est muni d'un repére orthon(:rmn] (O T, ? T;)

Pour @ € R, on désigne par P ¢t Q les plans d'équations respectives :

p.l Y z—s:ﬂ"‘i?‘I Q. z-y=cosd
zeR t€R

On appelle (D) la droite d'intersection de ces deux plans,
a) Pour tout § € R, les plans P et @ sont orthogonaux.
b) Pour tout § € R, la droite (D) est contenue dans le plan d'équation :
z—z=1
yeR
¢) Pour tout § € R, la droite (D) est orthogonale au plan d'équation :
14+y+2=0,
et
d) 11 existe un réel 0 tel que (D) soit paralitle au plan (O, i, j).
Exercice
i ey
On se place dans I'espace rapporté & un repére orthonormé (O; i F i:)
On considere les trois points non alignés A, B, C suivants, donnés par leurs coordonnées :
A(1;0;-1); B(3;-1;2);C(2,~2; 1)
et le point E de coordonntes : E(4;-1;-2).
63
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03122021

(A o Al droite (AC).
L. 8) Montrer que la droite (CF) est orthogonalo A In droite :: g ) ;; pici

b) En déduire une &quation cartésienne du plan 7 passant p
¢) Calculer la distance d(E; P) du point £ au plan P
2. Déterminer un systéme d'équations paramétriques ¢
3. On considere la droite (D) dont un systéme d'équations Partt
x=10
y=2+1
z==141
teR
a) Donner un point J et un vecteur directeur W de (D).
b) Expliquer pourquoi la droite (‘D) est contenue dans le P]&“ P.
4. a) Déterminer le point M de (D) tel que les vecteurs EM et v {
b) En déduire la distance d(E; (D)) du peint E & la droite (D).

e la droite (AE).
nbtriques est

(D) :

0;1;1) soient orthogonaux.

Courage, ga peut aller maintenant !
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LA REUSSITIS, MON IDENTITH

031272021

Université FHB
MATHS-INFO.

Examen d’algébre bilinéaire
9nde gession ; L2 ; durée : 1 H 30

Exercice
Soit ¢ la forme quadratique définie sur R® par :

glz)=zi+(1+a)zi+ (1+a+ a?)z2 + 27,7, — 20%273; @ € R;

r = (2, Z3,73) dans [ la base canonique de R3
1. Donner la matrice A de g dans § la base canonique de R?

2. Calculer le déterminant de A
3. Pour quelles valeurs de a la forme ¢ est-elle non dégénérée?

4. Réduire g et donner son rang en fonction de a

Annte 2018-2019

5. Déterminer une base orthogonale pour g
P) AP soit diagonale.

6. En déduire une matrice inversible P telle que D = (¢

65
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Année 2010.
Université FIR o

MATHS-INFO,

'l;‘?”""p“ |||HIEI."I e I]ili"{‘ﬂ“'ﬂ

L2 durée « 1 H 30

Exercice

Répondez par VRAT ou FAUX avec justification dans 1'ord
On note E Uespace vectoriel des matrices réelles de taille 2 x 2.
Pour toute matrice A € E on pose g(A) = tr(A*).

1) g est une forme quadratique

2) Sa forme polaire est : b(A. B) = tr (AB) = ir (BA),
3)L'exprission de q dans la base canonique de B,

h
pour A = [ “

re des questions

est - q[_tﬂ =a? 4 2bct dgl

[ |

4) Une décomposition de Gauss de g est : g(4) = ¢* t_%{b*F'CJQ 7= %{b - +d.
5) La si~ :ure de ¢ est : (3,1). _ o
6) Pour tout A € E, on a: A? = (trA)A = (detA)l,, I, matrice identité d’ordre 2.
On considére maintenant le sous-espace F C E des matrices de trace nulle.
7) Pour tout A € F on a g(A) = —2det(A).
8) La signature de la restriction derg & F est : (2,1).
9) Une base orthogonale pour la restriction g|F est :

(o 2 )5 o0 o))

0 =1 /g\-10/\uo/)|

10) Pour que dim F + dim F* = dim E, pour tout choix de sous-espace F C E,

il est nécessaire et suffiant que g soit non dégénérée
11) Pour que F'@ F*+ = E, pour tout choix de sous-espace F' C E),

il est nécessaire et suffiant que ¢|F soit non dégénérée.
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H ‘ 03122021 LA REUSSITE, MON IDENTITE
=

= |
1
“'If Universite 1°1ND Annte 2020-2021
' MATHUSAINTO,
=y EXAMEN D'ALGEBRE BILINEAIRE
Session 1 ;L2; durte: 11130
=
. |
| EXERCICE '3
do ' ]Ii rrrrr
L & S
‘ 2 4 -\,:L t.t'. 1 J‘;r-- !
. 1) Décomposer en carés la Iorme‘&ﬁﬁdratiq\ﬁ\é’?éffﬁ:y, z)=zy+yz+zz
sur R®, - S
1 Quelle est sa signature ? Quel est son rang ?\Estre]lg dégénérée 7
g i 2) Ecrire une base orthogonale pnﬁiﬁﬁéttg,_foﬁiﬁ% quadratique.
E I"“— ."rl_ rr. : e
= 3) On désigne par (D) laxe'des z.
| . Py
> L= F ¥

a) Détermi';'n;:r. (Hl) pour oei_:'t'e-forme quadratique. .,

—
bl
i

|A- b) Déterminer (D) N (D)
l-i_ ¢) Est-.ce que [ﬂj .'B't ('DJ-] sont supplémentésifes ?
i J .I’f. vy
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LA REUSSITE, MON IDENT]T)2

2020-2021
UNIVERSITE FHD =

Maths-Info

EXAMEN ALGEBRE BILINEAIRE
L2
2¢me Session, Durée: 01130’

Exercice 1 (06 points) 2
Soit a et b deux nombres réels et §: R? x R? = R dtfinic par:
B( (x1,23), (y1,12) ) = myy + bzyye + brgyy + azale-
Donnez, lorsqu'il y en a, les valeurs de a et b pour lesquelles pliest
a) linéaire en la premiére variable,
b) linéaire en la deuxiéme,
c) symétriques,
d) positives,
e) non dégénérée,
) un produit scalaire.

Exercice 2 (14 points)
Soit E un espace vectoriel sur R, 5 = (e1,e9,¢3) une base de E ot f une
forme bilinéaire sur E dout'la matrice par rapport 4 g est

=1, 2 3
M|y <71
d 3 A7 5

1) Caleuler f(z,3), f(z,z), f(y,y) dans les deux cas suivants:
a)z=e +e—czety=e;—ca
b) z =e1 +2ex et y =ez+ Tes.
2) Trouver une nouvelle base de E par rapport 4 laquelle la matrice [ est

=10, 0
la matrice D = ( 0 =3 !l].“.l) . En déduire une matrice inversible P tolle
0c o F

que (‘P)MP = D, o (*P) est la transposée de P.
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03/122021 LA REUSSITE, MON IDENTITE

UFR-MI Année 2{]—16-‘2017

[EXAMEN D'ALGEBRE BILINEAIRE]
SESSION 2 SEMESTRE 1

EXERCICE 1

Soit a un réel, soit ¢ la forme quadratique définie sur R® par
)=+ (1-a)y* + (1 -—a—a?)z? + 22y +2ayz

1. Ona: "{&i
glv)=2*+ (1 -a)y®+(1-a- a)?’+2:cy+2ayz
=zt +2y+(1-a)’+(1—a :_Eag]zs +2ayz
=(z+1)? -+ (1 -a) —I—[l—a ¢J£+2ay3
=(z+y)? —ay’ + (1 —a—a’)2%: +2:1yz
{x'i'y]z—ﬂ{y—z}a‘*(l—ﬂ) B

On obtient : g(v) = (z + )= afy — 22 +1(1 — a?)2?

,.r '.; b
2. Ona:gv) = [:c+y]2 —a(y— 2)2 :l — a?)z?

* Signature i ‘j
Ona: l—a —iﬂ#a—loua=-1
. A
* Pour @ = 1
(V) = (HJ} (v — ;)2 done sig(g) = (1,1) = rg(q) =2

g
s

# Pour a= —I

V} m +‘&y}"’ %_ z)*, donc sig(q) = (2,0) = rg[q} =2

T

* Poura=0 8%
q(V) = (z +‘_},_f]"25+ 2% done sig(g) = (2,0) = rg(q) =

* Pour a E]J-,IO[, —a>0et1-a*>0
D'ou 'siglg) = (3,0) = rg(q) =3
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“de différents coefficients.
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LA REUSSITE, MON IDEN .

* Pour a €)0,1[;-a <0ct 1 =0a® >0 .
Done sig(g) = (2,1) = rglg) =3

* Pour a E] e QQ‘_][; —a>00l 1= at <0
D'oi sig(q) = (2,1) = rg(g) =3

»*

Pour a €)1, +co, —a <0 et 1 —a* <0
Done sig(q) = (1,2) = rg(g) = 3

Finalement on résume que :

»*

Pour a =1 On a : sig(q) = (1,1) et rg(q) =2

* Pour a €] — 1,0[, On a : sig(q) = (2,0) et rg(g) = 2

*

Pour a €] — 1,0[, On a : sig(q) = (3,0) et rg(g) = 3

*

Pour a €] — oo, —1[U]0; 1|, Ona: sz’g(q]?f (2,1) et rg(q) =3
* Pour a €]1, 4o, G:’]-"ia; : sig(q) =(1,2)'et rg(q) = 3

'

. f définie un produit scalaire si et seulement si f est une forme bilinéaire

symétrique définit positive.
[ étant déja symétrique prenons donc ce cbté de la définition positive.

-

L : T
[ est définit positive si et"sietltlement siVo |y | €E,q(v) =0=>v=0g
. g/ v
et g(u)>0. " . A
S[E+y)? =0()

Ona:qv)=0= "—a(y—-z]?={}{2}
(1-a?)z% =0 (3)

Car (z +y), (y =2) et z sont tous linéairement indépendants avec

Ona:i(l)=a+y=0=z=—y

Supposons —a # 1 — a? # 0, Alors @=y=2;3)=2=0
,Eli;:l ;{1; :E :U:r: =0,d'ol g(v) =0 = y = Ug si et seulement si
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E D12 200 LA REUSSITE, MON IDENTITE
1 ) |
)
|
§ 3 V..
) Soit o ¢ R\{~1L,0,1). Aingi g(v) = 0 =% v = Op si et seulement si
a ¢ R\{-1,0,1). :
De plus (1) = 0 s 0 €] = 1,00 d'on f définit ud produit sealaire
' i 1 - l.ﬂl
1 EXERCICE 2
Soit BB = (u, v, w) une base orthonormée de 'espace eucludien uul'l‘tiéi'f{ E,<,>)
avee E = RY,
1 YA € R* on note [ l'endomorphisme de £ qui & tout x € E associe
IR fhhi=ad4A<r,o>e 4 W) 4
,-"\_ Fr “' 5y
1. a) La matrice Ay de fy dans la, baae B.". .
ik Cette matrice est la matrice formée d&, 1ma,ges’de£ éléments de B rangé
-4 en colonne.
Ona: fi(ﬂ'}uu+.\<uv>udoﬁf;ﬁ¢)—ucar{uv}-—ﬂ B
il ; étant orthogonal. . S
=4 fAWw) =v+A<v v;:g "*:“" g _&f;*{}'
i I =v+ M, < 'u‘,ﬁ >= Ay e
1 e A
= ) =1+N T 4
ey [u:]—wcar <wjv >- U-L o Y
L A() " Alw) J«{WJ
it Al 0RO
- J I:I‘ ﬂ I '.' 1 B
| 7 T N
--l“ b) X [y| e Kerfuz [0 (14X) 0] |y|=04
Ly . ] w \0 0 1/ \y
r J % z=0," .
(1 +J\}y 0
?.fr == n b
gk Pnu: A = -—1 y quelconque dans R, D'od Kerf(f)) =< (0,1,0) >
71
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03122021
Y Pour A # <1, y=0. Don Kerf(fx) = (0w}
Y Pour A # —1; Kerf(fy) = {0a0}-
D'od Im(fy) = R,
* Pour \ = —1;
In(f)) =< foy(u); for(v); f<r(w) > , .
Im(f)) =< [11,51,3}),{[13*?": 1) > I 'enclomorphisme [y est un projec-
teur si ct seulement si fy o f = [
Soit AyA, = A;[l),
1 0 0 , i
Ona:A2= |0 (1+A)* 0] car Ay est une matrice symetrigue.
0 0 1
150 OM L Ot
(1)=|0 @+x)? 0]=|0 (1+2)0
0 0 1 0 0 1
= (1+A)?=1+A
=>1+2A+)F— 1+ A%
= A+ A= 4,
=¢~A(1+A]—U
= A==lcarAs80. 4
Ainsi fy est un pmjecteﬁr si et seulement si A = —1
* Pour A = —188
I(Er{f)ﬁ} = Dlltu
Im(fy) = <(1,0,0);(0,0,1) >
0 1 0y
On 0|Af0] =1 ol ker (fa) = (Im(f))*
: 1 0/ Ao
Finalement f_a est bien un projecteur orthogonal si A = —1
2, a) -'7 ;"
fx est une isométrie si et seulement si ! fao fa=1Id
Soit *Ay. Ay = Ia U}
¥ D 0
tA-"'A:"' =0 (1+ )‘;)2 0
0 0 1
1 %
£ b
-
¥
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%

|
/}'&f
| 0 0 100
(1) = (n (14 A)? u) = (u 10
o0 1 001

= (1+ 1) =1

S 1+20 4\ =1

2204 N=0

= ANM24+A)=0

2 A==2car A#£0

[y est une isometrie si et seulement si A = =2

1 0 0
Ona:4.=10 =10
g o 1

|A_s| = -1 " 4 ]

J=2" D 0
BiX)=| 0 f=t=X 1D
0 I B
Py(X) = (1-X)’(-1-X)
Py(X) = —(1- X1+ X)"

&
P

= Sp(A) = {-1,1}. Ainsi fyestla reflexion par rapport 4 E

|

4
Z

000 0\ [z
Ona:XEEIé(@ —2 ﬂ) (y
-I-,,T- ﬂ:lﬂ G .'

= =2y=10 4 .

: ﬂgs

Ey =< [lt[l,ﬂ];_{(},{), 1) },I \
B, =&(0,1,000n 4
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0312202

te 2017-201
UFR-M1 :1.2 Annbe 20 8

[CORRECTION :ALGERIE BILINBAIRE SESSION |

EXERCICE 1

3 Y Y,y € R? avee
1. En se plagant dans la base 4 eanonique de B Yo,y

T n -
;\' = Mat {.1'”[}] = las| oL Y= Mat (;‘;lﬁ] = |zl i Ouna:
Iy [/E]
1 _l 11 |
D(x;y) = (IX)AY = 2, 2 wa] [1 2 3 |W2
1 3 5|8y

ql(m;y) = yz(ﬁ'; + 2as + 3I3} +‘y3{!-‘.:.1 + 3'-‘..2 :I'_5¢3) =+ yl(ml + X2 4+ $3}
O(x;y) = 211 +280y2 +573Ys Tt +T1Ys H T2+ 3zqys +Z3y1 +3TaY2

1. 1 1&|ims
Qx) = ((X)AX =[z; zp m3] |12 3| (=2
1 3°58]u|2s

Q(x) = za(z) + 222 +85).+ za(21 + 38y + 5es) + 31 (21 + @2 + 23)
Q(I) = '.‘E'f + 29.'-'% &+ 51’% + 21 T3 -|- 61’2:!:3!_"_.-‘

#
i

9. Détermination ;:lii.-r'ang et du noyau de ®. Est-ce une forme non dégé-

nérée 7 '
1[o: GO | L 1 —1
A= |1 2-8px= |0 1, 2| = rang(A) = 2 = rang(P) =
14375 g0 00
rang(Q) - 4
' 1 | Pl e
C?mme A 3[1} g alors (z,y,z) € ker(Q) = { ;4_ ;;: 0
T=2z > s 4
), —Tf»fker(Q) =< (1,-2,1) >

Vu ce qui prﬂcéc}e, @ ou P est dégénérée.

3. Dét.et'minq_ﬁiéﬁ de l'orthogonal de
H=Vect((1,0,0) = Vi = ("Mat(vy, 8)), (1,0,1) = Vo = (*Mat(vs, B)))
A-t-on dim H + dim H+ = 3

-f-

i
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Ve g ma] = X = ("Mai(e, ) e it

O O i ol
Plasm) = ('X)AV = &) o, xg) |1 2 3| (0] =0 ,
1 3 5] (0]
= .
11 1] 1] .
':[‘f_.'l“; 11-1} = {‘X}AVE = Eﬂ.:'l Lo ".;."3] 12 3 0] =0
.1 érgél -]'- 4

Xy + 2r = -
EhEchenirpeapeaiig, W A
H* =< (2,-1,0), (3,0,1) > ‘

De 14, un a l:uen d,':.mH - 2 dzmHl =2et dimH +dimH' =4
H = Vect(v, = (0,1,0), 4V~

Ona:wy—2w; = 3{} 1} 2:4' 3 = (=1,2.~1) = —up+2u,
Donc HNHY =< —1,2,-1 > @Ioeatapﬂurqumdna

dim H + dim H*+ = 4. & “F.:,;,
\-I—.;:-" - 3 \:"' h‘,' h
EXERCICE 2 “%Q U

Soit D =< v >= Hla.vecHﬁHl—{U_g}dancE HeH*.

...‘ o

() V2 € B, on a w—p,, @), () @ py(2) == b, (2) et

ol { I <Z,U>
=< F e e R
Py (@) =<5 -1;u|| o = P == T
CQFD ¥ ._a-:{?:ﬁf“’

(i) Yz € Efon a 2= p, (@ +2,.(z) = 5,(z) =p,(z) —p,, (2)

@ 5,(B) =p,(2) +2,1() - p,. (@) —p,, (2)
= Pu@] +Rﬂlf } = ZPH-J_ I:]
& 3,(2) = p,(2) Rp,, (2) - 2, (2)

e 2, ()
v <y > .
Orp,, ()= f:.z Toll |1 m=”—v'”2-—vdonconab1en:
3”(’) 2<m*u>1

Iv[[®
CQFD il
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03/12/2021 :

UFR :M1 2018-2019

[CORRECTION D'ALGEBRE BILINGAIRE SESSION 1
EXERCICE 1

QCM

¢ Question 1

a) Vrai
Justification : Apres develuppemenb
Ona:(T): (2—2°+y+1)?+(z=3)% =1

HEH =4 = 2r avec r = 2 le rayon de ‘2
b) Vrai. L
c) Faux.
LENN
e Question 2 _ =
a) Faux

Pour le voir, il suffit Juste de faire le produit scalaire de leur vecteurs
norma.ux et remarquer que c'est différent de 0.

=y = sin?f
(‘.i,r : (] _;3’ A {
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W
o
v 4
v
Or t=r=1 2=—a=1]
y=1u " { =R ’
Dol o resultad,
¢) Vrai.
1 : _
Car (D) est dirigde par ? 1] et V est normal au plan donné.
1 :
d) Faux. w
EXERCICE & _
1. a) Ona: (CE) L (AB) et [CE fAc)
2 0 .
Ona:CE| 1 1(f,' -1 ,-A_b,i‘—ﬁ
—1 i s 0
._E' _‘é = Cﬁ _b?' = D'--D*m‘l le resuli;é.’t'.
) Soit M un point de l‘espa.ce s
% est le-plan tels que CEAM =0
CEAM =0=254y—2z-3=0
Donc (P) . 2$+y b 3 ﬂ
l?:‘(:z + ?J's -3 6
O ‘:i'l'.iE,'p =—=-./E
{!J' Il"l:.. ( L } ’/22_*_12_'_(_1)2 1/6
T 'c.'._-\ ' 'I
2. Soit M = | y | un point de I'espace d’abscisse ¢ dans le repere (4, E)
A\z/ & 1
de la droite (AE);on a :
frz-1=3t 3
m:n&a‘;} y=—t ,ﬁ =]
z+1=-1 -1
r=1-+3t
=4 y=-t
z+1=-
77
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03n22001

e
!

|EJ-._,-

3. a) (D): {:f 9
confen i (5)- ()
)

b) (D) cst contenu dans (P) si deux points de (
(P).

D) appartiennent a

e

=10 r =0
(D) : { y=2+t ,pourl‘.=10111{ y=3
z==1+t z=10
0
Soit K = |3
0 ;
K et J appartiennent & D.
On vérifie faf:llmnent que Ii{,JEP

D’oi1 D est condensee dans P. -

el

4. a) Soit M un paiﬂt-de D tel que ﬁ}? =0
0=dln) [O\I,
On 2+t+19 01 =0=t=-2
L0
LS b [} ;.' lr
_D'uhc M ('G ||

b) d(E, DJ—!IEMH—\/ 4)2 412 + (—1)2
d(E, D) = Bv"_ EM orthogonal & 7/)

SESSION 2 (er examen corrigé algébre bilinéaire 2016-2017)
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LA REUSSITE, MON IDENTITE

v ! pibre b £ 2019- 4) Vral
Exercice Justification
by el Onn: q(A) = a? + 2cb + d?
dustifisation Or:be = 2{(b+ ) - (b - )] il
SmAERet A EF, . s : y 4
i - PR v
Ona:Q(AA) = tr(A4?) = Aer(A%) = A2q(A) = 2be = Z(b +c)? z{b c) r.;.r
Par conséquent, g est une fonme quadratique, ¥ i - il l 2 _1 — )y 42
d'obi ¢ g{A) = a +z(b+|:,'| z(b c) +d5
2} Vrai
5) Vral
Justification e o
Slifica
-
bIA.B) = 514(4 + B) - q(d) - q(B)] Ona;sign(q) = (r.s) ot
1 i
BA.B) = 5 [r(4% 4 248 + B2) - tr(42) — tr(8)) [:If:;:if: j: sf;n"fffﬁf.’;
1 ST
b4, B) =3[tr{.«l*} +2tr(4B) + tr(B?) — tr(A?) - tr(B)) / Alors sign(q) = (3,1)
& W
1 & b e o
b(A,B) =z [2tr(AB)] =t . eammeeee
(4,B) =5 [2tr(4B)] = tr(4B) (+) Q. %
Soientd = (¢ D) gep—(a ¥ -, [a’ ¥be ab+ bd} :
("- d) (‘ d) '*L\V{E B Lot de chsa? M
¥ r ¥ i, g,
Ona:AB = (9@ +bc' ab'+bd B a b)_[a*+ad ab+bd
(Cﬂ +de’ Cb'+dd') -._\\- 0na.£r(;?}ﬁ—{a+d}[c d]_[€a+dc ﬂd+d2]
i il
_(a'a+b'c a'b+bd . AV 10
HBA= ot dc chda o el = (ad—be) (5 7)
Alors tr(AB) = aa’ + bc' + cb’ + dd’ sl =be 0
detdl, = | 2]
tr(BA) = a'a + b'c + c'b+d'd 4 Oanas b
e, ADol
= tr(4B) = tr(BA) (#) .
A E " -'_ b :r{A}A_demh:Iﬂz“'ﬂd ab +b§]_[ﬂ.d—blﬂ' 0 ]
De (+) et de (#), on en déduit que : \ @ ca+de ad+d 0 ad — be
A = trAl) = d{8:0; De (1) et (2), on déduit que :
A? = tr(A)A — (detA)l,.
3) Vrai x
Justification (i 7)  Vrai
Soitd = [“ b Justification
c d b
- a
q(A) = tr(A?) alors : Soit A = (,; d)
Az=ﬂxﬁ|=[a -&?([a b} ; Tr(A)=0e=a+d=0=a=~-d
ic dl™lg d 5
2 Prenons A = (ﬂ )
=[R +bc ab+bd c -a
catde cb+df Alm‘qz,_[ﬂz'fbﬂ 0 )
~ 2
D'oti tr(A%) = a2 + bc + cb + d? B it
= 2y = 2a® + 2bc or !
tr(A%) = a? + 2¢b + d? q(A) = tr(A*) = 2a* + 2bcor
det{A) = —a® — bc = —2detd = 2a° + 2be d'ol
Donc q(4) = a® + 2¢b + d*
q(4) = —2det(A)
79
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8) Vil

Justificanion
Ona:q(A) = 2a 4 2be o -

1
by = i"b + l.}! = [h - t‘]:]

=q(A) = 2at 4 %[hi-r]’ -%[hur]’

d'ou sign(qlF) = (2,1)

9 Veal

Justification

Soit b* la forme polaire de g|F.
Alors b'(A, B) = tr(AB) = tr(BA)

Ahst Baa(§ %)
D’aprés 2),

b'(A,B) = 2aa' + be' +cb'
Posons By = (3 %).E= (2 1)

B=(] o

La base {E,, E;, E;} est orthogonale si

b'(EyE;) =0, b'(EyE;) =0et
b'(EnE) =0

On vénfic ¢a aisément.

10) Vrai
Justification
Par définition : ;
dimF + dimF* = dimE + dimKer(F n F*)
Si g est non dégénérée alors
Ker(F nFL) = dimKer(FNnF*) =0
Dol dimF + d.l'mF" =dimE .

¥

11) Vrai
Justification
Rig
(Voir cours)
Wy,

e e g

I.A REUSSITE, MON IDENTITE
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UNIVERSITE FIIB UFR MATHEMATIQUES 1¥1' INFORMATIQUE

EXAMEN DE SUITES EY SERIES
DUREE: 211

Exercice 1
a) Etudier la nature et In somme des séries de Lormo général:

1 ntl

=':"“‘1‘.|“+ nln 4 1).

1
D
b) Soit la série de terme péndral:

up = Ln(n) + aln(n+2) + bln(n4-8) ,n > L.
Trouver les valeurs de a et b pour lesquelles 1a sérle §7 u,, convergo ct, dana ce cas, coleuler sa somme,
[ =~
¢) Soit S, la somme des n premiers termes de la série Y _ s (un > 0).

1
Montrer que 'on a

20 Tt si lim Sp=+00
Y ar-= O AR S.
1 Sadns1 uy —,S <3 81 ‘;‘li.'m Sn=8.

En déduire la somme des séries suivantes:

-
-,

1 i = oy
e P, S
Y A TORTD ey A 1P

Exercice 2

N

—ns

A el
On considére la série de fonctions de terme général UnlE) = =TT z € Rt.
1)Montrer que la somme de cette série est'continue sur JF.

2)Montrer que ¥a > 0, la somme de cette série est dérivable sur [a, +oo[.

3)La somme de cette série est-elle dérivable au Ipoi._nt' z=07?

Exercice 3
SINNT

Suit la série de terme général uq(z) =

a) Montrer que cette série converge mEu:’u: tout z € IR.

: sinnz 3 : Z
b) Montrer que sa somme f(z) = HT —— est une fonction continue sur JR. Calculer lm f(z).
; iy =
c) Prouver que
" o2 1 r
fn f(z)dz = 2; Gy

d) Prouver que
J-J(:} = E COSNT .9"3 € R.

n

n=1

Bl
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0127200 ;

UFB UFR do Mathématiques ol Informatique

EXAMEN DE SUITES ET SERIES
DUREE: 2H

Exercice 1

a) Etudier Ia nature et la somme des séries de terme général:

1 1 n+1
e St 4 ] .
n= e = OV D

b) Soit la série de terme général;

un = Lu(n) +alnn +2) + bln(n+3),n21.
Trouver les valeurs de a et b pour lesquelles la série 37 u, converge et, dans ce €as, calculer sa somme,
=]
c) Soit S, la somme des n premiers termes de la série Z'“-n (un > 0)-

1
Montrer que I'on a:

=T - : e
Yngr TRy _ si _“LJ;EWS.; 1
1 S,-,Sn..'.; S-l. 51 ﬂﬂTm S,,,:.S’.

En déduire la somme des séries sujva.utes:

o
CIn+1
$op T, z :
e ntn + IJ[n +2) nﬂ(n +1)2°
Exercice 2 : : : :';r_ ;
On considére la série de fonctions de terme général tim(z) =
1)Montrer que la somme de cette série est continue sur I+,

2)Montrer que ¥a > 0, la somme de cette série est dérivable sur [a, +ocol.
3)La somme de cette série est-elle dénva.ble au point £ = (?

—NE

mw ze Rt

Exercice 3 j If. /

Soit 1a série de@Erme gndral us (i) = ;’;k_ﬂ;ﬁ

a) Montrer que cette série mnverge puu.r tout z € IR,
b) Montrer que sa somme f(z} E in—-‘est une fonction continue sur R, Galeuler hm J‘f:}
c) Prouver que

T e o l s
j;_.f{zjdz _2£ presy
d) Pmuver que

=) = E cm;;z Vz € R.
=l
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031272021
] . ATy
b
[‘, F nh
1 U1
] Exercica d
f] a) a étant un nombre réel positif, on considire la sirio numédque deo terme générali o g
T . 4
il o U ‘
[ : _ Etablir que pour a > 2, cotto série est convergente.
Erablir que pour & = 1, cette série est divergente. Que peut-on dire pour o < 17
L Sait 1 < a < 2, Montrer que quand n — oo, la séria de terme général u, Gt équivalente & la série de
l terme méndral:
ik
= (B20). A&
“"_:".- A . r‘ _,‘
Etudier la série de terme géuéral v, et conclure quant i la série PI‘OPWé‘-’r q
b) Etudier les séries de terme général:
3Lnn Rn)?
Vi = tl_ 2n }_4.-1"-' e 4“(2“'}[
3 lruu‘-'.-\ I.- :5 Ff
W
'\‘A]"—;:.L"t
‘t_;;_;‘
e, &
- ‘h'_‘::.-r' f
i Smnde
i d A
‘-.'lll'r ' § '?‘T:’
' B ] - . Ilr
..- T by L l’.l y
: If-»-ju‘ :r\.'r.r,f
T,
b |
e Al
m-.'.f!‘.'q i
e L an, ]
"'\‘I . L4
i £
8
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L
UFHR Année Universitaire 2015 , )
UFRAn .
" ol L y
Examen de PECUE Séries (L2 Actuaria )
Durée : 3h ]
Documents non auloriscs ]
Exercice 1 (6 points)
1) Déterminer les réels q et b pour que la séric de terme général .
v, =lin4aln(n+1)+bln(n+2) n> : .
=01t convergente. Caleuler sa somme. k
2) Calculer la somme de la série suivante si possible : -
Z:zgl-n*+:1+1 ..
Exercice 2 (7 points) )
Soit la suite de fonctions définie sur [0,1] par fu(z) = H_%;fu; : ']
1) Etudier la convergene simple de cette suite de fonctions.

2) Calculer I, = f; fa(t)dt et lim,_,. o, I,. En déduire que la suite (fx) n’est pas un‘*orméme—

convergente sur [0, 1]. | 4
3) Donner une démonstration directe de ce que la suite (f,) n’est pas uniformément converger
an [0, 13, G o . W
Exercice 3 (7 points) N
On se donne un nombre réel a > 0, non entier et 1'on considere la fonction f de période |
.elle que f(z) = cos(az) sur | —m,n|. ' :
1) Calculer les coefficients de Fourier de f. Etudier la convergence de Ia série de Foutier ,.]
2) En déduire les égalités: . ‘
coth(ar) = — + 2(;2 -, - - + 24 2 (=1)"
. a o ¢ =n* sinfar) ¢ — )

84

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k
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_ UNIVERSITE FHD v 4
UFR DE MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE

EXAMEN DE SUITES ET SERIES
DUREE: 211

Exercice 1
a} Frudier In nature ot In somme dos séries e terne géndenl:

1 I+ 1
Uy = —e——e # 1 2= =] :
" n[n+1]“" (=) nn+ 1)
b) Soit la sdrie de terme géndral:

Uy = Ln(n) +oln(n+ 2) 4+ bln(n+3) ,n 2 1.
Trouver los valeurs dea et b pour lesquelles la série }:u“ converge et, dans co cns, calculer sa somme.

¢) Boit S, 1a somme des n premiers termes de la série :}:u.. (un > 0).

Montrer que Pon a:

-] 3 . " =
a1 - L 5‘1 n_l-i-u-lf[-‘m Sa=+
1 SnSuq.[ -8 s I'IEF-II-IM S“ =5.
En déduire la somme des séries suivantes:

oo <) 03
Y TT ¢ Lap
n=l Aty - n=ln
i .
Exercice 2 o b

Solt la série numérique Z E—ﬂty 5
nzl
1) Démontrer qu'elle est convergente. On désigne par § sa somme.

2) a) Démontrer que cotgr — 2cotg2z = gz, = €]0, £
b) En déduire un caleul de S.

Exercice 3

Soit la séric de terme général uy(z) = Lol

a) Montrer que cette série converge pour tout z € It
sinnz

b) Montrer que ga somme f(z) = Z

n=l

est une fonetion continue sur IR. Caleuler Jim fz).

e) Prouver que

[[romenr

d) Prouver que
og
f@)=Y =% vien

n=]
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LA REUSSITE, MON 1DNp,

4
n) a dtant un nombie téel positif, on considiv la sitle numdrique de terme général:
N
iy = [" e

Elll:-lfr Que pour a > 2, cette série est convergente.
Etablir que pour a = 1, cotte série est divergente. Que peut-on """’,p"m a <1t

Soit 1 < a < 2, Montrer que quand n — +00, la sérle de termo géndral uy est dquivalente 4 1, série
terme pénéral; *

Etudier la
b) Etudier

Uy = ﬂ-“’m > 0}'

série de terme général v,, et conclure quant & Ia série proposée.

les séries de terme général:

t:,.=(1—3

Lnn

‘—~—-~}"; v

n

_ o0
=4
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EXAMEN DR AUITES ET SEIUES
DUREE: 21

Exercice 1
Sait la strie numérique L —mzn

nxl

1) Démontrer qu'elle pst romergente. On déslgne par 8 sn somme,

2) ) Démantrer que cotgr - 20092z = tgr, z €0, Al

b) En d&duire un caleyl de S,

Exercice 2

a) Etudier la nature et la somme des séries de terme général:
F =t _.I' T __.Iﬂﬂ'l._g_’.‘h'._l..
M= n(n +1) .,.u.-.. _.'( D n(n+1)’

b) Soit la série de terme général:

up = In(n) + aLn(n +2) + bLn{n + 3} n>1,

Trouver les valeurs deaetbh pour lesquelles la série Eun converge et dans ce cas, calculer sa somme.

"
c) Sait S, la somme des n premiers termes de la série Z”" (1n'>; E.'l]

Montrer que I’on a:

oo =1 : i =
Un4y =, .'u.: . sl n-l-bufm S,-. T
1 Snsn.‘.l g i 3 1] n_ll.]ilm Sﬂ - S

En déduire la somme des séﬁe.s_ suivante.s‘: \

i vl B, i n+1
= ﬂTn“'_+nrn+‘zJ &1
Exercice 3 . .J

1
1) Développer en série entiére la fonctmn f(z) = T

2) Montrer que s p est un entier 2-[}. on a;

B

3) En déduire Ja somme de Ja série

1 n
2tz =§E{_ ey 2“{n+p+1)

-"l]"

z2"'(1'1+f1

nzi

au voisinage de z = (),
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Exercice 4

Soit f la fonction paire,
1) Calculer les coefficients de

2) Montrer que la série de Fo
En. déduire que: ‘ )

de période 21

ILA REUSSITE MON IDENT(TR

égale & f(7) = (n—z)? pour 0Sz <

Fourrier de f.

urrier de’f est mnyergent,é de somme f(2)-

. .__2—_,_,—6—_
n;-_ln

g8
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XAMEN SUITES 11 SERIES
DUREE: 2H

Exereies 1

On considooe in senie do fonetions de terme gindiml n..{ r) = E el el n

a) Brudier b convergene sitple, absolwe, uniforme de cotte sérigs Soit f(x) sa somme.

bYMontrer que [ est contivie pom 2 240 ol déuhr'ul}p ponr 1 > 0.
Exereice 2 \ v\ {

On coustddre 1a sévie de fencti Senarh] o i : et m>1.
5 e fg clwﬁ'is rl-.:s.}emw gﬁué}{ﬂ _:--:;.-_ e+l z€Cet m>

i N i
1 : i 7 ik b : -
b) Etudier la convergen‘e unifor ne et la gpnvergence nu sur C puis sur 'ensemble D = {z € C/Rez > 0}.
NRWE o1 i i
Exercice 3 )
1) Développer en sérle mum la me{l alt¥bisinage de /=0

Exercice 4

a) Soit f une fon

+4/m.
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fﬁh
{ 3
) Tracer sommniresnont o giaphe de /. g M“ .-’::»’

)
Montrey sans calenl que Ia série de Fouier de f converge vers f sur IR,

D h
“Lr:;':n::?#?déwlnwbﬂwnl en série de Fourier de [ la convergenee _C.'E_l? .Eﬂ‘?iflf@uﬂm ey,

4 I
) En caleulant J() = £(0). en déduire Ja somme do la série psg W+
w»
&
v 4
£ . L}
4 p
&. 4 :
[

A ._x‘*-
. %\
'f’ 4 ok
“aa :I |
“ /
’.'{ \i"‘t__ &

)
i

m:

=

Scanne avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

1 -i\
"'I‘I

EXAMEN SUITES ET SERIES
DUREE: 211

Exvreiee 1

nd Soit f e fonction, pesitive et croissante sur [0, + .
Montrer que pomr tout 1 > 1, on a:

" . e nil |
‘/; !{J"}II'J' = ?:;f“] o ./1 fl:_r]g_r_

1) Trouver un cquivalont pour 1 =3 400 de 8, = 1+ V2+ 3+ + /.
En deduire Ia nature de la série de tenme général uy, = T
L]
Exercice 2
On considére la strie de fonctions de terme gbnéral:
nl = ,aEEItII>1
Wl (nz 4+ 1) [(n=1)z+1]
a) Etudier la convergence simple et calculer s somme §(z).

b) Etudier la convergence uniforme et la cunvcrgence normale sur C puis sur
I'ensemble D = {z € C/Rez >0}. \J! M
e IS

£ £
On considére la série de fonction de terme général un(z) = 231 r € R*.

i

Exercice 3

1) Montrer que la somme de cette série est continue sur R"‘
2) Montrer que Ya > 0, la somme.de celite série est dérivable sur [a, +00[.
3) La somme de cette série est-elle. dérwabie au point & = 07

Exercice 4
1) Développer en série entiére ]a fonction f(z) =
r=10.
2) Montrer que si p est un entier > 0, on a:

L aF 1.3 ; 1
fu"-_z+'mdz' 22( 2 Mn+p+1)

n=0

L au voisinage de
24z a8

3) En déduire la Hn:.lnum de la strie

Z 2“{11 +4)

nz=ll
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Exerclee b
Soit J I fonction paire, de perode 2a, egale d flr):
1) Calenler les coellicients de Pourtier de f.
2) Montrer que I sorie de Fourrior de / et convergente de somiie AN N

ra)iponr 0w g
)

- o0 ﬂ'lJ
En déduire que: 5 1 .
nt 0
= b
8 i -
4
-:4‘. 2 ;- I'.
{ |
£ i {5
o i
&
%4 Sl 3
e L = r!r.
P iy
'1-_*.‘. /
&
b s
e
i
P :
E r'j';
. I:J e g
-i ] .;)J
4 T
52

BT .

e el
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Correction de suites ol serios 1ére session 2016-2017

Exereice 1

A= Etudions la natare of In somme dos séries de terme gonéral U,

“ 11 _2ngl
Wy (et

+ .l_,'” =
B a
1 H]

e
nindl) -~

- e
g1y

'i n{adbl4n
|L+1 T onindd)

Par identification on & ¢

§

tel que i, = V

+Un

i

a=1 =1
a+hb=0 b=—-a=-1
Posous 1, = & - et Vipr =
S= lim Sn avee S, = U1 + Uy + o
L ]
'U1 s 'l"r] T III":_} 3
Up=Va 14 &
Uy = Vs -V I
Uu = ll';rt = Vn-l—l -I.
=}S||=V1 Vn+1=>su‘—‘!1_n_+1
Alors lim S, =1¢ Ear (;onsequEhHS =
=400 I
2 n Tl e
=(=1) & n{n:-l} il

{_1)n+1vﬂ = (= 1)u+1 b ljnﬂ,l*

T 2n4l
[_ l] H‘lu"' B En‘-l’;]

2n+d
Vi = 2o et Van = Gt
i.";.[.] = Vq'ﬁi - =

sante.

Aussi lim -Zixl — hm 28 — (). Alors (V) converge car les conditions de
n—r+oo MOFN O nosdoo ®

la suite alternée sont vérifites.

;,l_ 2ndl __ A,

T n{n-i—li ekl

AR nla+b)+n
g AL

nin+1}

ntl
nintl)

, dong V5, est une série alternée.

{-‘-} Uﬂ =

1!.
n-H. =

Vn-l-l

e |
= nlntl)

~1 o Jq or E;;Iq est une sdrie convergante alors Uy conyerge.

11.+i J

D §, 0 done' V41 < V,,. Par conséquent, (V,,) est décrois-
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. ; ‘ ” = | =:‘ f! —=1 ]
Par identifieation on a : 9 =1

a4bh=
'\ H_—+h+l
™ o ndd
Vo = (=), = !-_1L*_' L_:Jﬁ-

posons U, = L—J— lvl que Vi, = Ungr = Un
On sait que § = qu S,; avec
Sﬂ_i +'i 4, +1f“ Uj'—U1+U3_—U2+ +U:-1+3"Un
=8, =0 4
Alors lstEmS = 1. Clest-a-dire S =1
b) Uy =In(n) + aln(n+2) +bln(n+3), n21

les valeurs de a et b pour lesquelles la série 35 Un converge.
On a ) U, converge = IJ:mU = (.
o0

Un-i-] = Ul

: : 3
Ona U, = In(n) + aln(n(1+ %)] +blin(n(1 + ;;)J'

i 3
=(1+a+b)In(n) +aln(l+ E} +bln(1 + HJ

hm]n( ) = oo

llmln(l + ) f'jimln(l F %] =0
Comime +oo
Alors EQUH =0=>1+a4b=0 [*j
Supposons () vcn'ﬁe , |
Alors U, -nln{‘i +2) +bln(l + 3}

Do U, ~ a(~——-:]+b(——-—

T D

U, ~ (Qu + 3&)—-— {2a + 9"}—,_;

et comme 5. converge, alors U, converge par équivalence
ssi 20+ 3b = 0, (%)

De (%) et (=) o:\abtlent at+b=-1 _ Ja= -3 o
& 2a + 3b = .y

DUHU -~lIl'[:1'1]th ”.-ln(ﬂ+2}+2|n(n,+3j

e Soit W, = !n(n) = Wy = In(n + 2)
‘Alors| U,; =Wy — 8Wyiz2 +2W, .

% f
3 F

et Wiys =In(n + 3)

&
X

{*

Sy

S ts 94
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Soit U la somme e Te série B0, avee U lim }: (i

v
Ll * ¥ i‘ ’

l ..]!'}L‘ (U4 Uy b Uy deeee 4 1)
Sﬂ Z { :l

[
= _h Se=1.

-4 a0

= (wy = Sty -+ 2uy)
l'g Ul'z — Jwy + 2uws)
Uy = (wy — 3w + 2uyg)
Uy ( 1'4 - 31:1-. + 2uy)
l n=3 = ';“'1:—-"1 = 3wy + zwn}
Lrﬂ—ﬁ = [.1“11—‘2 = 31!!,, + 2wn+1} b
L:\'I—‘ = [“’H—l ' 3wJT+1 + 21Un+2:} e .
Un = (0n — 3wpss + 2Wwp43) -

iy
g -
b,

S, =y +wy — 2ws — wafii= wn+g - 2wn+,3

U= hm & T
n—40o -3
U= lim w; +w;— 2w3 Wt —wn+2+2w,.+3
=440
3
U=_lim -zln[3}+ln(2)+(;%‘.~}+-(3+m o
U= IH( ) ":,__‘-. r-l":r W

% . 400 -L. U,
U ;"1 si lim S, = 400
c- Montrons q"e Tona: E "‘"‘1 = { i Ti—t+00

oo a1 81 My g0 o =9
n.+1
ZUk af, Sn-l-l Z'Ui.
: s k=1
T+l
Sﬂ-H- ZU}; = Z Uk I'I-+]
=1 k=1

L5 A i +m Sni1 = Sa o S Sutt _f Sn =+f—1-— 1
' i'SﬂSnH v SnSu+! =1 SnSﬂ+i =1 SnSn+1 =t Sn S!l+l

k=1
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K ) Z 2n '+.1
Déduisons In somme des séries suivantes : ;!'.'._?.J_Ir )(n -+ )(n+2) =) (- 1)?

§ oxh I

4% [

Applications ,,l_; ;I[T-J_T)h(’h;l_l 2)

Onaw, =nyu=n+41
n

& = Ek " “I";"l'; Busy = l!'ﬂ.}i["_ﬂl; lim S, = +00

=3 [TES R N il
k=1
SnSn+l = "I"”L’;””I
Swin = 5 = (i) nh) _ 4

S 5 > n+ 1 &= 1
=ni) _ow sl
Sn418y ; HEEE n(n+ 1]"'(3: +2) Z n(n+1)(n+2)

= [ car

n=1

Em. 1 1 1
“hlll Sp =4ood'nd lim ——————== Z Tuw e T ow

n—+00 '.ll.{'.‘!. + 1 (ﬂ. =5 ?-) =1 SkOk41

2l
Z; n(n+ 1}(!1 + 2) }\

f n+1

= n?(n+1)2
Onaup=2n—1; %, =2n+1
S, =2 Zk —n= nz';-S!,;l-':,':[n +1)25/5, 8041 =n?(n +1)°

k=1 e ;

Snyy— Sp = -+ lammmn, @
f Int+1 & 1*' " 3
£ n?(n+ 1) u car u-:T o
4 P

\;‘__. y

Ty %
e —
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Exercice 2 W 4
O mstlire I sig e e f(!ll'll‘l fom 1'1"‘ Lerime Hh"‘nrn}r_i ”"{J{] = Lﬂ_'s__i.!i_’_) TE B i
n. !

L montrons que la somme do cotte sério est continue sur By
::s. ﬁ_“m iong 1= '1“15;7'1'111 sont continue sur &,
TEROSU(@) S iy s h.Or T o est convergente , done 32U,
est novmalement convergente, Par constquent uniformement convergente,
A fortiord, Ia somme de celte série est continue sur R, .

: ?!Dlﬂl‘l}lﬂs que pour a > 0, la somme de cette séric est dérivable sur
f, 00|,

].ES Eﬁn['.l.in“s I = % sont df_)riv&blc sur l""'t _I_m[

Ve Ry, Ul(x)= '—"i:ﬂ—;ﬂ A ",

Va> 0,z >a,| Uil [Sexp(-nd) .o

Or exp(—na) est le terme général d’une série géometrique convergente.

Done 3° Uy () est uniforment, c_}unvéifgéﬁ_t'efsur [a,+o0| . D'oit pour a >0
2 Uy est dérivable sur [a, -E-og[ o i X

3. Cherchons & savoir si la somme de oetfebgﬁg est dérivable au point z =0

Y Uj(a) = — 3 2esnsdign s n - diverge .
VA > 0,3IN € N tel que TV T2 240

n=

¥ : ?
Vz €]0,18¢ ] exp(~Nx) >4 = exp(~nz) > §;ne N-Th_ 2elpel < 4

n=(
Done Ve € J0, 2], /'(@)'< -A. !
D’aprés le theoréme des accroissement finis 3¢ € |0,z], f(x) — f(e) =zj'(z]
g o1 i .J"‘):'l y
o, R )
donc f-‘:—l-—-"—l‘ = © A = lirh;g_ff,% 2 I" 9 = —co et la somme de cette
série n'est pas dérivableen z=0.
& )
Soit la'suite de terme générale U, () =

sinnT
n3

; o o
1. (a) Montrons que cette série converge pour tout z € R. On sait que :
Tl
"\‘j_{i" 1< sinne <1
& |sinnz| <1
i
|8 :n:l < ;13 or

3 lﬂ est une série convergente donc » Uy, converge normalement.
b
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"__.__."”  fonction continue.
(b) Moptrons que sa somme fla) = 21 est une
sur B, Caloulons Ilm. S
sin e . L
On sait que la fonetion [(x) = }: “—— esb continue su
n=| ;
SH.I Ty y
D'apres la question précedente Z 35— vonverge normalement donc
s:ums Wi
uniformement. En conséquence E ST est continue sur R
=1
La somume [ est une fontion cnnt.mue comme limite unﬁorme de. ]a
suite U;,. Comme f est continue au point z =0, on a:
lim f(x) = f(0) =
(c) Prouvons que f flz)dz = ZE l'?
On sait que la fontion f —n{?—- est contmgg_sur R dr::m. sur [0,].
De plus, 311!::"‘ est umfmjp&mg!lt con\';?fﬁ%ﬂfc doncon a:
m o 1 n o
[ reve = > 5 [ sintgais
b AT §
i il k1%
- il ER m
Pt duzl > e o
& = z —iq_ [~ cos(nz)g
b‘“:.;“ 4 u=l T; iy
e .,ZI—'.—'(mﬁ(nw) -1)
ozl .“q
= Y- -1
url
Sasl e bl (“U"*‘ +1
_-'. u>1
& > {‘”2’*: < B S S Vo
=l E'ZP} = (2p+1)
E +¢G 1
P ‘-J’ p=0 ':213 P 1)" g (2p + 1)1
g Posonsu=p+1=p=n-—|
\ I‘t’}urp 0,n=1 u‘f[x]rh_.z
{'1.*_: L ey Zf%*ﬁ-l)
. .
N
f
\
9 y
A N,
’ﬁn'\";‘;‘aﬁ;
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- = costr
(d) Prouvons que : j"(:r} = E:T' VreR Ona: z
| nzl
converge novmalement, dg-m: simplemaont,

Soit. fo(z) = ) &=

fi) = ""’“"""‘“

Montrons qn{! z 1 () est uniformement convergente

-1 cos(nz) sl

|cos(nz| <1 2
o5 LT { 1 or '\'_-H o
0 E! X %_1’

¥ 5 est une série convergente,
convergente d’od elle est unifo
Par conséquent : f'(z) = 3 f;

o0 i i

3 l—[r-ll est normalement
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Proposition de correction suites et serie 2017-2018
Exercice 1 : ( voir correction exo 1 2016-2017)
Exercice 2 : ( voir correction exo 1 2018-2019)

Exercice 3 : (voir correction exo 3 2016-2017)

Exercice 4
a) Convergence de |a serie de terme général uy, @ ER 7 z1

Ona,u, > 0 etu, estdéfiniepourn=1

1
vnz1,In(y,)=n%In (ﬁ) =-n%In (-"—“ﬂ) = —ﬂaln(l "",{)
le DLd'ordre 2 de In (1 + ) donne :

i
n

2n?

In (1 + —1-) = Lot + -lszn) avec lime(n) =0= In(iy) =
n n n +oo .

1 -1 1

=x3 e Tt - E-qftﬂ])
1—&

CFEIHER ‘E (n n n .

2 e

1 1 ey
o Sia=2,n%u,=nen '"(n 2 ‘E{"})

Ona lim n?w, =0,donc ¥z 4, estev
n—++o £

1
L] Sia = ],,un — e“-r;;'_"(i !11'1 nffﬂ))

Et lim w, = 1donc u,, diverge grossierement
n—++o0

e Sil<a<?

1 AE ; ’ ’ oy
Ona: lim e_{ T EnEe (n}) =1,doncu, ~ e w@ =g
n—+4+o 4

i
Ona lim n%e n % = 0car lim — i
n=t+0 n-++m

ni-a

—nf o
Donc ¥ e™™ cv,ainsi T nzy Un V-

VALIDEUR LMD :Conseils-
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[~ g+ )

=¢e avecfi=a—-1>0

Sujets d'examens-{ft}ntctions
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4 |
3nn e '
bl e ]S i
' i 2n ; .
- En appliquant le test de Cauchy, on voit que :
p 3lnn
' Vi =1-— B o 1 quand n = 4-c0. On ne peut pas canclure avee..
- le test. Cherchmmlun équivalent de u, quand n = +00..
L dnn 3
- On n:nlu(l—§T)=—-1nn+0(1] sin— 400 cloﬁ _
| 3lnn +00
uy = exp[nin(l - 5—)} ~ n"% or E n~% converge, done Y uy
converge. _ "
i () |
| o (2!}][
v
. ona: :‘H > 1 pour tout n.
i n
1 Donc la suite (v,) est croissante et-sa limite ne peut pas étre 0.
4 F #oa + .
Par conséquent la série fﬂn diverge.
L | n=1
1J
L.
|l“
-‘Ih.}
101
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R |
.
UPR M1 | 20182010, A
[CORRECTION SUITE BT SERIE SESSION 1o 1,
EXERCICE 1 R
: L o '
Soit In série numérique ¥ — tan ~—
!1212 2
1. Convergence
1
On sait que Yz € R, tana Egill d'oit tan on 400 N
1

1
2—"- Lan 2u| o -2—n ® Eﬁ

1 l LIl
Etun H—‘ fed (E) 4
Comme la série T (1)

o o\

est une série géomdtrie convergente alors par

Wty 1
équivalence la série Eﬁ“ tan o CONverge normalement done converge,
1

2. a) Démontrons que cotgr — 2coly2z = tanx, x €)0; 2l
]

LTJ!!',J. " lanr

Notons d'abord que : { cos2r = cos? r — sin®r
§in2r = 2sina cos r
Développons :

On a ¥z €)0; 5[, cotgar — 2eotg2r = | 5008 21

tana  sin 2
cos 2

1
mf = 2colg2r = —— —
A 9 J tan a sin2r

...‘I" - il 17 it e
& e 1 + _LosT X +5inf o
- tana sina cosr
- 1

T B ___t'm;r. + tan x

_ colgzr — 2::0#92:1' tana:
h) La somme S
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3

Ona: 8= T
1 a lﬂﬂ n}?ﬁ o Lan o
Ov d'aprds préeédent lnn{.-'n} 5 t‘"!‘(:,i]i'] = 2col {E‘I:TJ

=8 = lim }'_*I_‘l-il L
Ll o to o) m"g_ka

Posons U, = 00t . Celte sério est convergente et

hm }:‘ U = Upoy = hm (-E Up—y = Uk) &>

D m‘t 1m1 'ln formule des surms télescopiques. dy
Done S = Itm = (U =-U,)

Yol S T
S-—icotEHﬂ}Fmt-ﬁ;-

l 1 tih
= o CEaE = |, .
S Ecutz & et
EXERCICE 2
=L
Soit la série de fonction de terme général Ui(z) = = e xRt
1. Continuité de Tu,(z)
: g g=nT

Considérons les ﬂp‘ﬁlfcatiqns Uy déﬁni'e-";':m Uy 1 8- Y
VneN e RY

On a bien les u,, continue.
=NI 1-

=

-I- 1 S

Alors Eﬂ" {:r) mnvergg :mrma.lement donc uniformement.
0

1
7 et Z‘-—- converge.

Comme

Ainsi Y us(z) est continue sur Rt
; /

5 S

9. Dérivabilité sur [a, +00[,a positive.
—nI
On a l'application = — 57 o dérivable sur [a,+oo[,a > 0.
v T +ne—nr

Et Vz € [a, +00],uj,(z) = —ar"E N

.
Ona : |u!(z)] = i
Yz €'fa,+cof,ona: e <e™™
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1B

0312200
r"f‘.‘: ¢

4
¢ ‘n,‘_ :\%‘
. i

A \ . Wi

()] < - - O

L] et ]J e 1 Y f 0
Onn 1Im’—' L imne ™ =0 :
e L

1 A '.
D'on = 0(.%)
Commie ¥.1 converge alors L" («) converge absolument rlom, s
"
u

formement.
Conelusion : ¥u,, () est dérivable.
(1]
EXERCICE 3 :
1. Développement en série de fonetion.
Ona: f(z) = : .,
W T s T givy) i
] 42 i
=@ =Sy, Y
i 1
2. Montrons que Yp € N f cis, == ) ) e —
s SRl ey
D! ?pl‘ﬂﬁ plrecndent et
+oa oL z'{‘ .
77z 25t
z’ r': lteo, '.3""'
iy o % (=1)" o (Multiplier de par et d’autre par aP)
E" ] . :I:I'H-p
2tz 25 o
y e & .
’ 1 il .
() o Tha 2./;2( T
(i e
fn _ 2% 3 fn e
rl I}J ,- IJIJ [ qttpt 1
2'*‘-1"' 22 2" ‘-'l+:-'r+1]n
E! o
S 104
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L g i £ f!-"

"i""rf.l .!‘__ ] | (4 ) F L
2T mpa

("] st possible enr 4l & gl e wérle altordo (ul converge,

3. En dédure v —-."”"
zI‘ M(n - d)
f 4 [*] dovient, :
'-—-rh = _U"
242 iy ﬂk" 21 (1, 4 4) 1)
-] " 1 'Il
0 2"(7: +4) =2 die

024
n
¢ division mlcludiuulm nouspermet de voir que ;

2+a-"‘ “2"'““‘m :
l 'I:a .J

2
mdﬂ = 3(~ —In3+m2)

Dol (=1)" 290,
2 P60 1G(§-ln3:|¢1n2)

LD
=106 (-. i
. 3 +1In 3)

Pour p

EXERCICE 4

Soit f la fonction pmrc déﬁme par !
f:l0n] —R

:c-——}f(a;)—("r J;} («T'_‘,‘.‘le

_.f

1. Les cueﬂiciEnts de [‘oﬁrier de f.
f palre:.‘rql-l] ‘v’nEN

<y Zn
Or;l a: an = lj; flz jcos (nz)dz

=l f 211(:r J; m)? cos(nz)da

Intégrons deux fois par partie a,.

; ; : 1 r2n
Premiére int'egration par partie : a, = = j; (x — m)® cos(nz)dz
Posons #' = cosnz = u= Esinm‘

-;:;ﬁ[:];—?rf#ﬂ:?[fﬂ"i‘fj
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a2 [ )
Dot i == 1 (I:,[' - FT:l? th.!‘l"! - ”[j (» — ﬂ‘}Hill L rf.:.‘)
” i
Comme sinng =0 Yne N

9 n 3
Alors a, = =— [ (& = ) sin(na) da:
nwdo

Deunxidme intégration par |m'r||,1n.

Posons o' = sinna = n = —-cosnx y :
n
v=ag—71 =2t =1 A
n f
2 T—T 1 pir 4
Donca, = —— —g cosne| — — [ cosnz dx
nw n giinJo
2

g [(z = 7) cos na]2"

4
ay = v Wn e N

1 fin s
ﬂgz;fu _f{a:}drr-—-%[f (z—m)* dy

1 [(z—a)® G2 .
aﬂww[ 3 L“;(F-l_?)

-Eﬂz
=g

f‘éFanT. une fnncti}}n polyndéme donc continue sur 0,7]. De plus [ est
périodique de période 2. Alors [ est de classe C'' par morceaux sur

. Ainsi d’aprés le théoréme de Dirichlet, f est convergente de somme
f(z)etona:

3 fl
Yz € [Ut'fﬂt I{I} — ‘22 + §1 iy, COS T

y 2 -
Soltef(z) = = HL pcosnz  (x)

Pour z = 0 (*) devient ;

T 1 o« 2
JO)=mt=Z%44p = = f.lizf_
1 n n=1m 6

R e w1 106
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Université F11B - Cocody Anndo Unlversitalre 2018-2010
UFR Mathématigue-Informatique

LICENCE 2
Suites o séries
Examen Seconde Session

Exercice 1 (4 points)

1 L b -
1) Posons 1, = -ﬂl—lf_gF . j-‘f."f
" 1 ft . { 4
On a:u, = (3)" quand n — coor (E) est une série convergente, donc
nzl /
): uy, converge (1 points)
nzl & 5
o8 2cos2 CoST
9) a) colg =260k 2p = L AN _ THE_ S OHT
S = tanz  tan2x sin'z...—sin 2% sinz

c05” — sl sin® x i, e
sinTcosT  sinzcosT z R
cotg © — 2eotg 22 = tanz (1 paints)

b) Posons u, = zi"tg— et 5p = Z“"

En utilisant a) on obtient : 5, = E;,,,fu_'Ir = Tka1 Vg — V-1 = —Vy FV, AVECY, = G)ﬂ cot G]"
§ FLL - e Jaerl =

Ona:S§= '!i_p;.'in = —wy+ 1car tg(i}nﬂﬂ(}i)" en o =-.-m:G) Niijﬁ
P 1 1

, _--=“5=1‘5““(5)

3 i -"'. Foot ity +00

|8
;  a)Ona:uym7gsin—coor E — converge, done ) _ u, converge
. n=1 n=]1
En ut.ﬂnsant la dmmpomt.mn en éléments simples de la fraction rationnelle :
1 T 0 1
n(n +'1} n n—‘-F-‘l ' .
ona' Sn—- (1d 1 {%Ta] e (%—a‘ﬁﬁ) =1-- Par itération |
1
nETmSu =1, danc z (ﬂ+l]
Indl _ A 3 d'ell ng 1+ e qui tend vers 1 quand
On a: sy =fwt ﬂ+1. il

n=1
n=>00
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LA REUSSITE, MON 'DEN'UTE I

i 4% _”n+|{2”+l} =1
Done 21-.. converge ot onn Z [ n(n+ 1)
ne) n=1

(2 points)

1) Onn:

ty = (o4 b+ 1] In(n)+ (20 + :H:J; +o| =
a=-3

2_ 1y, converge si et seulement si =2

Or si uy = In{n) - 3ln{n+2)+2n [n + ), A
: (n+ s vend vers In 2 quand n = 2 i
onn: S, =m2-2nd+In m i teni i i
(2 points) i
e
taay 1 il S o quand
c) ()nn.m =5 _-ul rlm:L\ o -"5: . .
1= oo, on obticn les égalitis 1||-!||m-- |
Sair In série ————rnu
A S+ 1n 1 9) :
L] - o | ¥ "l" .
Premons u,, = nyona: S, 1o an e g LI PR TP i
4w
= I b i .
on n nlors l; P g YT A :
" J
Powr b denxime sénie, prenons wg « 2a Laone & lede  w(2n=1) = n?

A ._El'f..]_._. Eh #+ 1 \n ,'-. v 1 K
Wai SaSnit lli'ln +1) 1 R ot 448 ,n il ' I ]
(4 polnts)

Exerclee 3 (4 polnts)

1 1 | = 5"
1} —— i - \I- -l LY
TR T FRT P

l'l l‘ul'.ll p un entier =10, vy dorit

2 5:11"

e f
'1
.i" -.
+ L
l)i s st Illﬂ"l'l:lrl‘ﬂl“"hi ol Eente sy |'|,In| tvall
terme i terme . on obt o

Vot 1 (=0® b
i L g
b -

dr = -
e 2
241 ] i)

Pailzic?

[n+h+1]h1{n]+ﬂln[l+ 2) 4+ bIn(1+ 2)

= 201 polims)

sin— o

(LR B T JRAr L it Eral ian
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1 "
ar Yoemd l__”u 4
P O PRI o . ) 8
J s 3 1 1)
(2 points)
3) Prenons p= 3 alors: [ = -1—|lr E i ¥ 0
| B "ol
'oar ' (x ..:I
I (=" + R‘J 8 a4
LIy f‘ b — e e [ dip = 9.4
T b T Twa r [3 4 e = 8In( J.]]

On obtient done que :

Z[ f:]"L—E[—'—-E”HE]
S0 2 4
(1 points)

Exercice 4 (4 points)

1) [ étant paive, ona: b, =0%n =10

1

a
o e

f{ iz = f_ﬂ[-:r - z}zd's = ([‘.‘ 5 points)

Yn>1 0, = %f (7 —z)* cos nzdz = —u{l pomts}

2} f est continue et dérivable sauf aux pmnts o= E.Irn k€ Z ot elle admet 2ge
dérivée & droite et une denvee a gauche.

La théoréme de Dirichlet montre que la série do Fourier de f est convergente et
que sa somme est f{z): (1.5 points)

5

Wm: Ve e R

flz) = F-H;E

n=1

?"‘#3"' =1 = U 1
Pourz=0,0na:7 =?+4Z§d°‘ Z_E=E(1 points)

n=1 =]
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EXAMEN DINTRGRALIS GENBRATISERS  Session |

Eixorelen 1

Bludlor In nature dos Intdgralos sulvantos 1

1
L) Vehs ~ cosa .
-[J r (r, '/“' -—'—m-—-d::. ./n pt=le"%dz, 1 ¢ I

=

LA REUSSITE, MON [DENTH‘E

2015-2016

En eas do convergones, cobto dernibre intdgrale est notde I'(t) (rﬂﬂﬂﬂﬂﬁ'E“léﬁﬁﬂlm].

Montror quo I'(t + 1) = tI'(t) ot en déduire M(n) Yo € V'

Lxoreleo 2

1) Démontror quo VX ¢ [1,40a], 3ne IV* tol que

Inn 2

i T sin 1

“hm onr s N nI.]/ rengdp| 2= P gl
na " 1 P

4o 1
Quollo esl In nnture de / Mri:. 0<nsl?
I o

oo
sinx
2)Ddmontror quo /: F-}-—d: osl seml-convergente,

d)Vérlfior quo les doux fonctlons définies sur {1, +20f par f(z)

sont dgulvalontos an valsinage do oo,

4 ra

.

sinx C
« 195 ot glz) = fla) 4 02
Ve I

40
Lies Intdgralos | J(zx)dr el j; glg)dr sont-ellos de mbme nature? conclusion?

r’r. (a5 2
L s
b l.
N
A W
b b
f.},_" L,
N
\.' \'| Ll
T,
oA
'
Ve L%
» ! .
AR,
__ O
Uom TE_ Y

1o
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03122021 LA REUSSITE, MON IDENTITE

UNIVERSITE FHB UFR DE MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE Session 12016-2017

EXAMEN D'INTEGRALES GENERALISEES
DUREE: 11430

Exercice 1

a) E'.udkr 1a nature des intégrales sulvantes :

1 =+3

Virifier que cette mLéETale est divergente. Trouver une fonction g sur (1, +00[ telle que
Vit
‘ [

T3 g(z)}dz soit convergente,

Exercice 2 oy S

1) Démontrer que: ¥X € [1,+00], 3ne E’"-:t_el‘quc .

Inm Sl.lli P

- dz}é}-i. 0<a<l.

InT>nr> X et |

ny

s g . |
Quelle est 1a nature de l “’:fdz. “Dcagl? |
1 ’
T ciny ) :
2)Démontrer que f Tda;_.&st semi-convergente,
1

y ) V. ; ;
3) Vérifier que les deux fonctions définies sur [1, +cof par f(z) = % et g(z) = f(z)+ ﬂ%—ﬁ sont équivalentes
au voisinage de +oco. :

oo +ea
Les intégrales f J f(z)dz et j g(z)dz sont-elles de méme nature? conclusion?
L 1

Exercice 3

1) Déterminer les points de 'intervalle [, +cof, oi la fonction f(z) = -—3- n'est pas bornée. Montrer

=*(sinz}
que sur tout intervalle borné de [r, +cof, f est intégrable.
2) A l'aide d'un changement, de variable adéquat, déterminer la nature de la série de terme général:
(nil)n
Up = ;‘_T—, avecnz 1
o sinz)d ' 0

3) Des questions précédentes, déduire la nature de Vintégrale
+o0 . {
dz "< A
]n 22 (sinz)d

i
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03/12/2021
UNIVERSITE FHB
UFR DE MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE
EXAMEN D'INTEGRALES GENERALISEES
DUREE: 1H
Exercice 1

1) Etudier la nature des intégrales suivantes :

+0a
= 1.di
e = i
fl ( mstjt,

03 _sint
g2
f —it,
1 i

+oea
Arct
I
1 T

+
2)8uit.f=f .
o (I+zi)/z

a) Montrer que I est convergente,

b) Caleuler J = f

¢) En déduire I.

l+z‘

Exercice 2

Soit f une fonction définie, continue et bornée sur R+,

1) Etudier la convergence de l'intégrale impropre

+oa
Iy= 4 flz)e™"*dz.n > 0

2) I\{ontra‘_l:_qu&pﬁg{mfn =0ctque lim nf,=/(0).

e e m—
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oy

T
EXAMEN D'INTEGRALES GENERALISEES
DUREE: 02H
'T
Exercice 1

: Etudier Ia nature des intégrales sulvantes:
)i +eo

= I sin(x) ~

[} I

LS X l

R (G —

! {3-=Nz’+|d:
+e0 1 s

© 1 Vi1
i 0l m(:}
7 ¢ [ e
b +oa

e- [ rtdz
L 1
= N +ea ﬁsin(%}

), watz) -
 CR Exercice 2 .
e 1) Démontrer que: VX € [1, +oof, 3neN* tel que - P
— Innm .3 1 A

2nw >nw > X et |[ E':uzdzidz 7 0<ca<l.

_ nw
+9 ginz
e Quelle est la nature de f —dz, 0<as 17
i I
' il doa g /
2) Démontrer que f s—u:—zti: est semi-convergente.
o S—1 1 : 1 "
ginz - sin® z .
o 3) Vérifier que les deux fonctions définies sur (1, +oo| par f (z) = & et g(z) = f(z) + = sont équivalentes
i A
au voisinage de +00.
4
- + ) ‘
- Les intégrales / a f(z)dz et / 5 g(z)dz sont-elles de méme nature? conclusion?

[ 1 1
U |
,I _ . Exercice 3

] Soit I" la fonction réelle définie par: .
[(z) = f =1t
0

1- Déterminer I'ensemble de définition de T

2. Montrer que ¥z € B}, T(z+1)=2T(z)

113
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031272021 .

3- En déduire en fonction de n Pexpression de I'(n) pour tout n & N*

+oa 7 .
4- En admettant que g_uzd-u. = -\/E.
Calculer I'(1). : -

114
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f.
EXAMEN D'INTEGRALES GENERALISEES Session 2019-2020

DUREE: 0211

Exerciee 1

Soit [ une fonction définie, continue ot bornée sut F*.

11 Etudier 1a convergence de Uintégrale impropie : -
oy - 5
I =[ f(z)e™"dz, n>0 "N
(1
2 Montrer que ,!ﬂ‘.- Io = 0et que n’iln_l nl, = f(0} &

Exer-* 1
-
1) Soit 'intégrale T(z) = f =L
A T
a) Pour quelles valeurs réelles de z, T'(z) est-elle convergente?
b) Evaluer T(n). ne IV, l'{%}.

o ] i
On admetira |'égalité [ ¢ Tidr = %
] é

s =1 e
2) Application: Calculer Vintégrale | = f 2™ (Inr)"dr aveen € IV et m > -1,
i 0 .
F
Exercice 3

a) Etudier la nature def intégrales suivantes:
-l =
sin(z
L= f ——)d:..
o CE ;

+% Arctgr e
jz:f g dz-
1 &F

2 1
O L _ )
;3 f::s—nu’ﬂ—i ,
/ i Arrigr
I :f_ e dx
-1 2/1%

"”"J?‘-I-_fd;:
r+3

b} Soit
1

Virifier oue cette intégrale est divergente, Trouver une fonetion g sur [1, +oc telle que:

FSee T,
f [J}* : = gfrgldx soil CONYergents.
1 +3

BONNE CHANCE
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LA REUSSITE, MON IDENTy7,
03/12/2021

DURIEE: 21

Exercico 1 R+,
Soit f une fonction définie, continue et bornte sur

1) Etudier In convergence de P'integrale impropre.

= [ f@)edan >0

{ W
i = i = f(0
2) Montrer que JJim T, =0 et que Jim nly J(0)

Exercice 2 s i
1) Soit Vintégrale I(z) = f el il M
0
a) Pour quelles valeurs réelles de , I'(z) est-elle m,wergente?
b) Evaluer I'(n),n € N*, T(}).

+00
On admettra l'égalite / e dp= -\';E e
i !

1
2) Application: Calculer Vintégrale [ = f z™(Inz)"dz avec n € N et
0

m>-—1.
Exercice 3 W
400 =
a) Indiquer pour quelles valeurs du pﬂramétre réel a 'intégrale [ 1-e™/1+4z 2
converge. 0 z?

+oa

, ) ln:.r,
b) Montrer que Vintégrale f dz est convergente et qu'elle est

i 1472
nulle.

c) Etudler Ja nature dcs mtégrales suivantes;

o0
i / sin(z) i

z (] - 3
2 arctan -

dz,

fg— =

i fls 1 &y

S| TRy i
nmimz

r“: il -/ ri:r

j.r.r

A,
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;':?rrl : "E:?*'}
2
.y ' ﬁ"_."
Exercice 4 . £
™
o0 4 :_ T -
: £ 41 B,
“} Soit b f B T -
b T 43 | of
Vérifier que celte intégrale ost divergente. Trouver une solution g sur
[1, 400] telle que:
too o +1
_/; [ FE g(x)] da soit convergente, 3

b) Soient f et g deux fonctions réelles localement intégrables sur [, oo
Si f est décroissante et tend vers 0 quand z tend vers +e0 ct s'il
existe une constante M telle que | _]:: glt)dt] £ M, Yo 2> a, alors
_f:w f(@) g(t)dt est convergente. -

i

Montrer ce résultat dans hypothése suppi_:'ur;ént.airé brés souvent réaliste
en pratique, que | et g soient de classe G\

BONNE CHANCE

17
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031272021
ffp
s 2 -*H.ALISEEE
EXAMEN D'INTEGRALES GINI
DUREE: 2H
Exercice 1 _
Etudier la nature des intégrales suivantes:
oo
i j‘ suim) !
b- i d 27
t y
f 3-a)vat+1 y
+60 1 ,—f'-'r‘z‘
c- ;
1 VaT-1
d f cos. :r;}
0 a'..'-f- ' A
+m I
% :.".“ . A ,_I' _, 7
f- +°°-./"sm : o R, A
f ln{1+:c . U
Exercice 2
1) Démontrer que VX € (1, +oo[ 3n e N tcl que
21117 HE.JL 1
2nw > nw > X at, lw SImﬂd;x 2;1._ D<a<l
+oc> nﬂm -
Qucllc est la nature de. / s i dz, [} S <1,
1-"'-' "-'..3
: +%° sin®
2) Démnntrer que j g —— dn; est seml-canwrgente
.1;.“—--.‘ x - s
' sinz

3) Vérifier que Jes deux fonctmns déﬁmes sur [1,+oo] par f(z) = e et

g(z) = { ) + T sont équwalcntcs au voisinage de +o0.

Feo i, 09
Les mtégra.les f f:t";ldx et f g{z)dz sont-elles de méme nature? conclusion?
.\,.3-.1},‘%
Exercice 3.

. M
a) Etudier la nature Jc‘i}es intégrales suivantes:

£ 40 v 11 + 00 int +pa
j o J.— f e* dt: a.rc:tzm;vd;IT
1 . 1 t 1 x
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UFR-MI Année 2017-2018

UNTEGRALES GENERALISEES)|
SEMESTRE 1

Ezercice 1(12points)

: ]
1. La fonetion f(t) = 3 (c'} - cos J—) est continue,

(2) Pour 1 < < 400
Un dém]oppemmt hm:té montre que la fonction est Cqu:wlcnt.c a—172

4
si L = +00. Done f f(t) di converge car f w-f-; converge.
1 4 1

{ L

ln!

£ Fa ¥ - - " +m
intégrale divergente done I'intégrale - f i dwergc
Qo

=1 sin ¢ oy
(1) comme —1 < sint < l,alcrsﬂi— EF '-‘-'Edr'f md{» est une
. 1

£ ' +00
(2) f(z) = arc:n:x: ~ % si 2 — 400 Dcmc f f(z)dz est une
g - i
intégrale divergente. |

| 1
2.a)P M e B
a) Pour z > 0, posons f(z) = [1 = .1:2]\,&

On a au voisinage de l'infini f {:c) gy est unc intégrale de Riemann
- +oo
convergente. Donc j J[(z) dz converge.
' 1
. ' 1 1 dg
Au voisinage de 0, on a cette fois f(z) ~ poryr A f b converge,donc
x 0 zl/2

f(z)dz: converge également au voisinage de 0. On peut donc conclure

que I'inégalité I converge.

b) Pour décomposer 1a fraction en éléments simples,On éerit tout d'abord ;

P41 = 14204128 = (£ +1)2- (-fr. = (242t 4+1) (2= V2t +1).
1 Jooat+b
1 +
i ey ey e —-‘-,/—t+1
Comme la fonction est paire,on obtient :
1 —al+ b —ct+d

= +
41 2—2A+1 -2t +1
L’uniticité de la décomposition entraine que : a = —c et b =d.
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1 e4b el +d - \
41 24 /2+ 1 tf-xf]iH

On a done :

7

En donnant & { In valeur 0,0n obtient : b=
: : 2
D'autre part,si 'on réduit au méme dénommaltcur, le coel'ﬁclenl‘..fl.e :

vaut : —2a+/2 4 2b. On en déduit que : a = w2 p
On peut done éerire alors que : o, 4
at+b 1 [ A+2/2 ) Y- 4
t2+ﬂt+1'4ﬁ(rﬂ+v’§t+1 :
1 2+2/2 ) o, 1
_4\/‘3 (52_,_ ﬁt.f.] 4f,2.l‘|" ﬁt"l_l

1., comspt
Et cette fonction admet comme primitive 4—1/—5 ]“(ﬁ? o "/Et +1) +

—i:arcmn(ﬁt +1). On obtient de méme pour la primitive de l'autre

TOTCeau : —4—1—1& ln(t”—x/?t;kl}miq-i arctan(—v/2t+1) alors une primi-
tivede .~ est : ul—'ﬁi(té{—'ﬁt'-l-l}—i— v ('arctan(ﬁ: +1) + arctan(ﬁt - 1])
e S T R T
Ce qui montre que fﬂq Adz = ?T_.V@
o ATt a4

c) En effectuant le changement de variable ¢ = \/z donc I,on a :

dt = 2 o VarBBRt : T TV2

XVE o 9

ety

Ezrercice. E?E;pb.ints]

1. La fonction f étant bornée pour R+ il existe une constante M > 0 tolle
que,pour tout-z € [0,+oc,on ait :|f(x)e~""| < Mo,
, Lesecond membre admet une intégrale généralité convergente sur

= P f e ﬂ o0l
r:‘_?(.f)nl en déduit que T, est absolument convergente. 4o

P - i ’ s e +oo
2 On sait que/|I,| < ]; |f(x)e ™| dz < an e g M

“ .  “IlFenrésulte que lim I, =0. i
h do n—+oo
b N / 4
Q‘- LV
A L [
Y
i:-‘:'l' \\ 3
@ v
- ]
S . ‘\\' Ul
N
i il
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by

y 4 \‘
i '
£ i
. il

fl

- A

v 4

.
. +co
puisque ﬂf e ™ dx = 1,on peul éerire que:: n.’,,-f({}] -nf [_f[?v) Bf( U]]e‘“’dz

La foncl;mn [ étant continue en ﬂ,pnur tout € > 0,il° BXISIJE w2 U tel ~
quel<z<d=|f(z)- (]lcr (1)

LS

On peut done é éerire que : -

= 1(0) =n [ [f(e) - F(O)le™ de +n I8 Ty 1O de
=L+h (2) B 5 E_u nha ;

Dapreés (1), ona: [, < n§fu e rdr= 11;- = < E:@]

Dautee pat, |/(a)~f(0)| < 24, done [T < 2Mn [ e dz = 2Me™ (4)
Il résulte de (2),(3) et {4] que, pour: tout "______H_i___,

e>0,|nl, - [U}]< +2ME né * | TR

Ce qui montre que : ;

Pour n allez grand, |nl, — f{ﬂ] <'éGe qui prouve qie :
S (nl.— f(0)) =
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Uni'mrnim FHB - Cocody Annde Universitaire 2018-2019

UFR Mathématique-Informatique

LICENCE 2 2 i % ST
EXAMEN D'INTEGRALES GENERALISEES
Examen Seconde Session

Exercice 1 : Etude d'intégrales

s f“‘" :;in{;-:]dI
0

x
Posons f(z) = :'-‘%_[-ﬂ
T est définie et continue sur |0, 409

Au voisinage de 0 (0.5 points)

. = inx

lim f(z) = lim s S8
] ) T " P
Pas de probléme de convergence en 0, car f peut étre prolongée par continuité

enz=0
Au voisinage de l'infini (0.5 points)
La fonction = ++ 1 est positive, décroissante et tend vers 0 quand z — 400

A
f sin xdr
1

+00 .
Done d’apris Abel, f ' @dx est convergente
0

De pluson a: = |cos1 —cos A| < 2¥A > 1.

foma s
En définitive, f P—“d%l{:c—}dzf est convergente
0

1
- G- oV
Posons f(z) = I.'J—J:]—I?_v(_ﬁ
f est définie et continue sur |1, 3
T
_/: mc&: est une intégrale divergente,

3
1
done l‘int.égralef —_— ___ dr divere
 B-2/ diverge
(1 points)
Lt 1

Cﬁ:—:; 5 i ./; ”Tz" =1
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Sy
: | :
Posns f(r) = —s
I =
Jestadéinde of continme sur |1, 4 00|
An volsinnge de P'infind (0.5 polnts)

LB b o
flo) ey 'a oy [ 3 8t vonvorgent Ve > 1 done
e Ve s | '
An volsinnge do 1 (0.5 polnts)

f i) osi, conver-

)

R T
f(a) =y _}_ﬁ or [ -z‘:—'—r—}—i est wie Intégrale convergonite Ve > 1, done
A=

2
da est nme inddprale convergente
f1 T s :

d- f“\ le‘ }
[i] 142 f
Posons f(a) = 55k

I ost définie ot continne sur [0, +ocf
Au voisinage de V'infini (1.5 points)

cos{r) 1 l
T =
=2 < <
T Hoaly cos(z)
or [ —dy est convergente Ve > 0, d{mc[ Ye——rdr e'st convergente
Je 2.5 o 1 + oy

+o0 _' 3 * h", R
Posnus flz)=2*= exinz :
f est définie et cuntinue. sur 14 40|
llm. J" () = 400 = c‘.l”'r.i.r dwerge
g

=2

(0.5 points)

L +% Jxsin (3) sin (2
f ln[l + n:)
CEsin L
Posons f [m} m;}
f est définie et eontinue sur 0, 40|

Au voisinage de I'infini ‘(0.5 points)

) Saoo o —

o 1 + o0 .
or f I dz est une intégrale divergente, done f flz)dr est une intégrale
rilnx &
divecrgenbe Ye> 0
Au voisinage de 0 (0.5 points)
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0200
.!.I.
i |
A
&
| S k|
/1wl -
.r':-\"'] F'5|l1'q ' A
Sowin 1
- |_~_*__t~.'_"_J <.
" o I]‘*
ol / L) b st o Intdgrnlo convergento Ve > 0.
Rul] H
| el l
Done f "}-‘TM'—} il eal e itdgrale divergente .
i IH“ o+ .l']
-',..
a
Far
N A
L5 -
n\\:
.l{'} “\ .
.; ._'.' LA, ,"
A
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Exercice 2 : 7 points

DVYX € (1,420 3ne N to
f?"“ sin? ¢
ir

nx "

Le critére de

Lque: 2n7 > 2n > X ot

g . 2 nw
sin®r 1 1
> dr > — e - 1
j;: B el sin® ziz ] (1 points)

;s Cauchy n'est pas satisfait (pour e = 1 ).
oo g E
Done [["™ 5824z diverge pour 0 < a < 1 (2 points)

** sinz
2) f: Td.-r converge par Abel,

sin® z s ’
,d’aprés 1) on a :

sinx

Vx € 1, +oc],

>

oo si 2
-[1 —I—dt diverge, il s'en suit que :

[4-::0
1

Done l'intégrale f

1

sinz

—

dz diverge.

+oo -
Tdr est semi-convergente,

(2 points)

. gl=) ; siur
9, lm 705 = tm_(1+5F) -

Done f et g sont équivalentes an voisinage de 450,
* sin *osinte : ,
ﬁd:: converge par Abel, - dr st divergente d'aprds 1)
1 1

r
+oo g 2

Donc f (m_:: + L I) dr est divergente. (1 points)
1 Vr o

o 40

Conclusion : Sflz)dr et j gl£) ne sont pas de méme nature bien que

1 1 ; i
'on ail f =4ee g ( car fot gne gardent pas un signe constant au voisinage de
+00 ) (1 points)

Exercice 3 : 7 points

a) * La fonetion f(t) = { est continue pour 1 £ € +00

Un développement limité montre que la fonction est Equivalente i 1% si t = +00
+00 +oc -

Done f % converge = j J(t)dt converge (2 points)
: 3

e-:‘ Snt g
* Comme —lgsintﬂl,Tg—l— g?

T

f T veige = f & -“"Td: diverge (2 points)
o 1

1
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o
,q-:.'.-‘f""-‘-t$,
£ °
.a.%
*f(x) = “—'f’f = Ssir 4 l"-'.'=-, R
= [0 S0 diverge (1 points) k.

b) Posns f(r) = 2240 : di,

Onaclimy s fir) = s d'ait flr) > 1 ¥r £ A (constante A) {3

oo qui fmpligue que lintégrale est divergente, )

Le développement limité de f ponr 2 — +oc donne f(r) = 73+ 2~ H 4o (L),

11 suffit de poscr glr) =7 -3+ ;.:E [l,J,-a;—[ i

On obtient f(r) - g(x) = =% pour ¥ = 4+
s

Done fl [fz) - gl7)] dr converge.

o
IJ.
y
£
oy
. N
-
-.’.-
{.
i
F.
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EXAMEN D'INTEGRALITES GENERALISEES y Y
Exercice 1 (voir précédent ) - } 11
Exercice 2 -V 4

1- a) Soit Vintégrale ['(x) = fu"“" tX=1p=t 44

Pourtoutx € T, lafonction

f1]0; +0] = R

x=1,-t o e ” .
=t et ast positive et continue sur ]0, +00] et donc localement
Intégrable sur ]0, +c0].
*Etude de la convergence en 0

..'- 'T'

#
f(®) M donc f est intégrable sur ]0; 1FSI etseu!ementm X’ } 0 (d'aprésles
Critere de Riemann) o A

*Etude en +o0 p

lii. t%e~t%1 =0 £
f—+4om S,

c'est-a-dire f(t) Ml (t—iz] Wiié& int.l.éér:i%a:ble sur [-1_.'-+m[-

Donc f est intégrable sur [1, +co[ pourtoutx € M

Les intégrables _[01 f(t)dt erf:mf[t)dt coﬁ\;férg':ent toutes les deux pour tout x € ]0, +oof.

Par conséquent, en utilis";nét la relation .dt_z.'(:harles, T'(x) converge si et seulement si x € ]0, +ool.
1- b) Evaluons I'{x) Vx b= ]H" _

Soitx € ]0, +eol.. Sment aet A cfeux réelstelsque 0 < a < A.

Les fonctions ¢ — t“et t s —e“ sont de classe C* sur le segment [a, A].

En effectuant une intégration pg_r parnes, on obtient :

e =k

=% =t
U=t ﬁ~{u
= —8 r=e

En posant{
A o IR i AL y—1 =t
J’u tXe~tdt = [—t¥e 3| u.|.x"i'l1 tX~le~tdt

o = A x-1,-t
[igetdig ~ate rate b e

Puisque x > 0 etdonc x+1>0, quand @ — 0 et A — +co, on obtient
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A x=1,=td¢
Vo " ' e Ra=0 Lo |t A€
Pl 1) = lm [FtPe'dt = lin (-—-A"L +a‘e Je )

=40 =l

Flx+1) = lim x _l':' t*=1e=tdt = xI'(x)

A=t}

v > 0,I'(x + 1) = xI'(x)

Ansi V@ N, T(n) =(n-1)I"(n-1)
De plus I'(1) = _f;lmeidt = [=e~t] +;° =1,

Par récurrence, on obtlent alors

vn € N*, [ T(n)=(n-1)!

1 s
'T(3) =[P eietar = [ e

Onpose u=+t et t=u? et dt=2udu

et on obtient:
2

et we M
M) = [y Gdt = [7 = x 2udu

= z-r;'me‘uzdu = 2%: -\E
rQ) = va B

2) Application, _
Calculons | = fni x™(Inx)"dxavecn € N etm> —1.
Soit £:10,1] = R, - _
x — x™(Inx)?
[ est intégrable sur 10,1] si et seulementsi m > —1. Par conséquent | est bien défini.
Posonsu = Inx = x = e", du = ia‘x
A By = dx = edu = dx

quand X — 0,1 — =00 etquand x — 1,1 — 0,
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1
1 =[5 x™(nx)"dx = f__nm e™m yMeldy
0
l= [t et gy oo o n
0
by = f-.m il e‘““‘”“du

Posons X = U™l = ) = ' = Gt 4+ Dun

p! = elm+u =y = __1_E[m+l)u
m+1

Fiay = [""He(m+1]ll] o _n™ o (m+1)u g,
n+1 m+1 - m+1 J:_m lt e du F
_n¥1 0
bne1 = =7 f_mu"e{‘““}“du
n+1
Ihsr =—— < In N

On montre par récurrence que

» s mn
Yn eENLL = mﬂ[n—l
* = 1
) A
Ona: f,, = fol xMdy = ffm E!C"?:'i:t‘ﬁkl}udl
L=
P
)
i
L= i qi'_r_'__:'#—lju)
g

\""1! R
(-1 finl ( ) n n!
n T minntt Sm+1)nt
E T byl
i '!-"". I,lﬁ_:.-\'-'
. it i
O e
B
2. .:":?-"""‘*.. b
=T LR L ‘
PEC - |JI
LAy e
P
LA F
'

LA REUSSITE, MON IDENTITE

D LN
£ A
¥ ‘:II
B
- ol
,r'f( B { ?"\_ F /
b : 4
: 1
n\ .. .
\ v
i g : 3
.
S
v
f o
B
Jl -I'
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EXERCICE 3

a) Etude de la nature d'intégrales

e "1 s J-+ms!n [.\'}dx

o x
Posons f :]0; +oo[ — R
sin{x)
X

[ est continue sur —=]0; +oo[, donc localement intégrable sur 10; +eof.
*Etudeen 0

Soit C € ]0, +oo[
ona UM f(x) = tim sin(x) _ 1
T x—0t T x—0t g

0 squent, elle converge en 0.
Alors J'; f(x)dx est une fausse intégrale généralisée en zero. Par consequent, 5

*Etude en +oo0

1 :
Posons V x € [¢, oo, f(x) = - et glx) = sin(x)
fec®([c,+oo[). Deplus ¥ x € Je, +oo],
f'lx) = -—-}2- < 0. Alors f est strictement décroissante sur [c, 400 et xi’:mf(x) =0
X ¥

Aussi,¥x € [c, +oo[, | [ g(t) dt| = |[ sint dt|
= |~[cost] ¥| = |cos(c) — cos (x)|
4 ‘= |cos(c) — cos (x)| £ |cosx| + |cos(c)|
4 | <1+1=2

 f|fg@mﬂ:2

+o __ p+oosin (x)
D'aprés la régle d’Abel, fc f(x)g(x)dx = fc —x—dx converge.
esin(x) +00 sin (x)
Comme les intégrales fn = ~dx et _fc ——
o . +co 5in (x)
rélation que l'intégrale fﬁ & =

dx convergent, on conclut en utilisant |a

dx converge.

ln ; ; IZL = j:m %TC:QI dx

"-.:?usonsf :[1; 4] — R
- Aretg x

X

__f est continue sur [1; +oo[ , donc localement intégrable sur [1; +co] |,
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LYk |d L) 400 ’/{?"’_ %
J./ 4 i".
P |r'

f(x) Fios d““‘ les Intégrales f f(x)dx et f —c!x sont de méme nature. V.

Eary
&Y

400 g1
Dr_f; de est Rlemann divergente,

o VETTT

A3

b) V

Pnsansf:[l; +m[ — R A, e

X —

T i, 45
x+3 b

limm .vl—rl
ty—t00 \f—f(xJ = xETm J—x . O

im frf(x) = lim VX im v,— +m

X—t+00 X—b400 F x._,.'.m

+00 v'_

Alors f dx diverge {Rég!e de Rlemann au vaislnage de I’mflnl]

Vo } ._\_
L

fﬂi ; J'.

*Trouvons g sur [1; 400 telle que fﬂv x+: - g(x]]a!x converge.

Posons AL : [1; +00[ = R

,r
fx‘+

x+3

—g()

A
), (‘”_ —g(x))--x g(x)

Comme f h(x) dx converge, a]nrs f (x g(x)) dx converge. -

X =

!.

La fonction g [1 +00[ ”'—’ R

g +oo '
X x— ;1; est suffisante. Par conséquent fl f(x) dx diverge.
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1 =J‘3 dx
4 1 (3-x)(Vxi+1)

Posnnsf : [1;3[ — R

1
= (3—x)(\l’x=+1}

f est continue sur [1;3[ , donc localement intégrable sur [1;3[.
*Etudeen 3

-1 -1

li :
.J.—’:;."( 3 *H x)f(x) xl-fj’; \"FT 1,|"-_ + G

3 o} ’ =
Alors -[1 f(x) dx diverge (Régle de Riemann au voisinage d'un poinit).

eArctg x

=,

posons [ : [-1;0[ U J0;1] —'R
gAretg X

x'— —
2l

f estcontinue sur [—1; U[ W]0;1] , doncelle est localement intégrable sur [-1;0[ u]0;1].

itm _ lim ¢

a2
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Université FHB de C Snaslon 1
ocody 12, Sujet de géométrle1, Durée 2h, SOTE. ?016

NB: La précision des courbes avec preuve est trés Importante

Exercice 1: Soit ( €, £ ) I'espace affine muni de ses structures euclidienne et
affine et de son repére cartésien R = 5’?.(0: i'.}',ﬁ ) 4

On pose les vecteurs 73 = (1;0; 1), =(~1;1;0),% = (1; 1;'.1’) , le point
A(0;1;0), le plan vectoriel P = (73,7 ) et la drolte vectoriefle I = (ty de
sorteque R =P @D etP=4+47,

1- Déterminer |"expression analytique de la projection sur P de direction D.
2- Déterminer I'expression analytique de la symétr!e orthogonale par
rapporta D =4 + R”—a :

Exercice 2 s
f_,- 1 -
Etudier et représenter graphiquement la courbe paramétrée (I') définie par :
M) = (x(0),y()) = (t -7 it+7)
Exercice 3

Etudier et repré#en{ér g'raphiquelment la courbe paramétrée (I' ) définie par
une équation.polaire 7(6) =1+ cosf . '

133

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

I A TUELRSELT MON TDENTE R
LILR R

20102
UFHB  EXAMEN de Géométria 1 Durde: 2 houres Soanlon 1 2010:2017

Exercice 1
2«1, 1) el que
1) Donner une équation cartésienne du plan P passant par A2, -1, ) tel g
Dy//P ot Dz //P avec ,
N= 2+ o

: Xtytnm-—1

nl, l;\’ -“ St;- 2 Et l)? t [J.' = 2‘]' "l' 3:{ - 2
L=

-2 |
2) Déterminer Mintersection de P avecla drolte Dy passant par B(1,0,-2) et de

vecteur directeur i (1,0,-1).

aPd
3) Déterminer 'expression analytique de la symétrie par rapporta P’ de

direction D .
Exercice 2

Faire une étude et construire la courbe paraméttée sulvantes :

(x(r) =1+l@+10)
1) :

lJ'(l‘) =t+3
Exercice 3

Etudier et construire la courbe d'équation polaire : 7 = 1 + 2¢0s(20)

|34
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EXAMEN DE GEOMETRIE 1 ; Durde : 2 huures S086lon 12017-2018 1

Exercice 1 ‘_‘,- |
Soit (&, £)l'espace afflne munl de ses structures euclidlenne et affine et de son
repbre cartésien R = .*R(r!: #2 h:]. On pose les vecteurs ity = (1;0:1),

“'_I_f_il; 10) 3 = (1;151), e point A(0; 1; 1), le plan vectorlel P =

(Uy, Uz) et la droite vectorielle I = (IT;)de sorte que RY = P @ 7 ot

P=A+P, |

Déterminer I'expression analytique de I'affinité de base P, de direction D et de
rapport (-2).
Exercice 2
Faire une étude et construire la courbe paramétrée suivante :

5’ () =t-3 '
l}’(‘) =1+ (2+0)
Exercice 3
Etudler et construire Fé’;c'ourhe d’é-qqalfon polaire suivante :
b Y By T =_-!—.'1 - sin(@)
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0312202

EXAMEN DE GEOMETRIC 1 burée : 2 heures

Exercice 1:

Soit ( £, 1) l'espace alfine muni de ses structures cuclidienne inl‘flnc ot de
son repére cartésien R = R(0; 1./, i ) . On pose les veeteurs il '= (].;.n: 155
= (1 1:0), 13 = (1515 1), e point A0 = 1 1, le D|ﬂll'VEtt_Ltrre'ui* = |
(U, Uz ) et la droite vectorielle [ = ({l;) desorteque Rl =P Pet] =
AP -
Diterminer I'éxiaression analytique de I'alfinité de hase P, de dirle’élierl [} et de

rapport ( -3).

Exercice 2

Faire une étude et construire la courbe paramétrée suivante :

Exercice 3
Ctudier et {:Ja.vris'I.ruire:-l'a\'r.:t,)urlt}_{al d'équation polaire suivante ;

r=—1+cos(0)
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UFHB Examen de Géométrie plane Durée : 2 heures

Session 1 Septembre 2019

NB On tiendra compte de la précision de la rédaction et aussi des courbes

Exercice 1 . R
ans ®F muni de ses structures euclidienne et affine et de:E'on,r'eibere cartesien
canonique, R = (0,e,,e, ,€3), on pose les vecteurs uy(1, 0,1), uy(1, -1 1)

us(1, 1, 0) et le point A(-1,0, 1), puis le plan'vectoriel P (uy ; uy) et la droite
vectorielle D{us) ( de sorte que I espace uectonel AR 'E =P @ D)etenfin
le plan affine P=A+P, gl R

Déterminer ['expression analytique de :

i) La projection sur P, de"diregfiolh D
i) L'affinité de base P; de rapport (-2), de direction D .

Exercice 2

Faire une étude et/construire la courbe paramétrée suivante :
4 i

x(t)=(t+2)e
=

y(t) = (t - 2)eT

Exercice 3

Etudier et construire la courbe d'équation polaire 7(0) = sin (26)
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03122000

; ures
UFHB Examen de Géométrie plane Durée: 2 he

Session 2 Fevrier 2020
t aussi des courbes,

NB On tiendra compte de la précision de la rédaction e

Exercice 1
repere cartésien
Dans R muni de ses structures euclidienne et affine et de son pu e
canonique, R = (0, e,e;,es), On pose les vecteurs uy(1,0,1), uzl, -1, 1),
droite
us(1, 1, 0) et le point A(-1,0, 1), puis le plan vectoriel P=<uy; up>etla

affine D= A+D(us) ( de sorte que I'espace vectoriel 3 R? E=P @ D)et

enfin le plan vectoriel P.
Déterminer I'expression analytique de:

i) La projection sur D, de direction P
ii) La symétrie sur D, de direction P.

Exercice 2

Faire une étude et construire la courbe paramétrée suivante :

-1
t] =
M =1rs

- t
YO =115
Exercice 3

Etudier et construire la courbe d'équation polaire : 7(6) = —1 + sin (26)

d
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0371272021 LA REUSSITE, MON IDENTITE

Université FHB Cocody  UFRMI L2 2019- 2020

-

EXAMEN DE GEOMETRIE 1 (ou GEOMETRIE Plane) : Durée 2 h N ¥ 4
Exercice 1 - 4
Faire une €tude et construire les courbes paramétrées suivantes :

{x(r} = sin(2t)
y(t) = sin(t)

b
o

On preécisera les tangentes aux points particullers - | &

Exercice 2 o
Dans R¥ muni de ses structures euclidienne et affine et de son repére cartésien canonique,
x+y+l 0

Tk 1 = ﬂet e plan

= (0, ey, e, ,€3). On considére la droite affine 'D d"equatmn {

Pdéquationx+y—z—1=10. L , isss

£
.
Jr T l-.

1- Déterminer la position relative de D par ra pporta :P‘~ B
2- Determiner |'expression analytique de '“\{";}i o
a- Lasymétrie orthogonale par raanrt aD, W )
b- L'affinité de base P, de rappr::rt & 2) ,.rde d!l’ecti{m la droite vectorielle D
associee a D. y .;.f’ A
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120-2021
Université FHB Cocody UFR L2 2020-2021

EXAMEN DE GEOMETRIE 1(ou GEOMETRI.E P.lane}_ L
Durée: 21

Exercice 1 iR
Dans R* muni de ses structures euclidienne et affine et dc =0l wl::ére ca..rtém.eg
canonique, R = (0, e;, €3, €3), on considére la droite affine D d équm;mn_

z+y+1=0 ]
r—z+1=90
1- Déterminer la position relative de D par rapport & P.
2- Déterminer Pexpression analytique de:
a- La symétrie orthogonale par rapport.& D. . \
b- L'affinité de base P, de rapport (—3), de direction la droite vectorielle
-associée a D, s ST

et le plan P d’équation: & +y—z—2=0."

Exercice 2 )
Etudier et représenter graphiquement la courbe paramétrée (I') définie par:

M(t) = (z(t), y(t)) = (- cost;sin2t)

On précisera les tangentes aux points particuliers.

Exercice 3

Etudier et construire la courbe d'¢quation polaire: » = 1 — gin(20)

iy
|
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LA REUSSITE, MON IDENTITR

03122021
/rf:‘.- <
iy i
C‘DH “ ]? b 3 Rre / x_“ j;i
ORRECTION DIS GEOMETRIE 1 1,2 81 2016/2017 ' _,:_,»
Exercice 1 : e
A, 4\' J)

)

1- Déterminons une équation enrtésienne du plan P passanbpar A{Q 1 1)
telque Dy // P ot D, ,f; P

=241 2 ) e
Dy:{y=31-2 3 £'4 -9 /‘r.'
z=1 1 '[} f-'

On a done D, = P4y m\_f(ii)m.ﬂ('— ) !
(

1/ il o
Dy = E Y e =11 1)"—,“‘(2)#33‘___'2‘3‘«;—3 '_# 8y =2z—3
&—29+3z2=2 (2) 2*(1)‘ {2)=>3m+ﬁz‘—ﬂ 3z = =5z

=-1+2;
S (r==32

=z

0
0
&
On a donc Dy = P +'t:;:€r‘ vét* (f'}“) et P ( 0 )

u-‘ M
R
e 1 y
t'!'.l-'.-‘" N
ffﬁ \;g
£ '-=:. :_'.'u
'I-..' = ,{‘\1 ‘ﬁ.-.
R, Fo]
! "‘-\';' e Fi. 3"
- -y L1
o it At
I."-. ' ¥ .
Nl -
T
.
l“"\'_":}." B |.|;.
Ut
&
" .“cr
X, -
e i g
v o
o 1 - }-‘r o
T N
&
v
‘t_ o
-.\ ;
b
W
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Soit M (

= =

) EP&A € Hi‘.i';h;m'zm; T g T

& det(AM,7,7) =0
r=2 2 =D
gyl 83 2 |[=0
s2=1 1 & .
g 2 2 -
#}(n:m‘z)"]j i —(y-l-l}’l ’I-(z |d 2=|=r1

& Tl =2) = Uy 1)+ 19(z = 1) =0

b
M (y)epﬁ?m—uwmz--aa;u_
z . Tl

L’équation cartésienne de P est @ 7a — 11y +19z — 33 =0

] 2- Déterminons l'intersection de P avee la droite (Dy) passant par B(1,0,-
2 :

b Ay . 1 1
Soit M (y ) € D;g-_'ﬁli' t.eR tel que Dy = w4+ B=t ( 0 ) +
z g V- =1

1 e
D;;: v.il= D T 0 :.Da: y=u
B, \ RN 2 2=—1=2

OnaMePn Dy

Cherchons la valeur de £ en remplacant z,y, 2 par leurs valeurs dans I"équa-
tion du plan on obtient. donc

?{t+ 1) — 11(0) + 19(— 2) B=0&T+7=19t-38—233 =
~12t-64= l]ﬁmt—“ﬁ“ 2. v
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(TR,
P .'j, y
Fi B 4y
o L 0
D 2= = S, -:‘4,//
in vremplagant £ par sn valeur dans Dy on obtient : {yy=10 . W
. -
z=pp—2 :
a= 1
L1 " .
Pintersection de P aves Dy est M el
5 1U

Il
e

_ 3- ‘Demrnmmns Pexpression analylique de la symétrie-par rapport &P de
direction Dy iR, Ay

X ! . /.
Soient M | y |etM | y ) . M’ est I'image de M par rapport & P
< 4 VIR,

M = s(M) & ?)\ € RtelqueM M’ =}{i?{1} . o
sM+Myepr O e

-

o =
N

— .I:f 3 _ﬂ T
e | ] = Vh=y ()
4=4 =Y -
ﬁz_* ;j. s
2 7
On a 3(M+M’) = 1 w4
1 :_F"Lgf e
=
IM+M) e P & ( r
= r"‘ﬂuh s bl
Portons ﬁ‘,‘,l: dans |'équation de P, ainsi on obtient :
:-Fl:"-"-"'__.- i T
" Lo
; B, .
7(242)5 11(H5H) 5 19(255) - 33] =0

2 % [ (52 11(HE) £19(5F) - 83 =0

72 - 11y + 192+ Tz - 11y + 192- 66 =0

Tz +A) - 11(y) R19(z4 A) + T2 - 11y + 192 - 66 =0
14z - 22y + 38z - 12 -66 =10 potlie
19N = 14z - 22y + 382-66 = A=fr- Gy + §2- 3

En ierﬁp]a;gani A par sa valeur dans (S),on a I'expression analytique de
la symétrie par rapport & P de direction Dy qui est :
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Exercice 2

Faire une étude ot construie la courbe patamdétrée
a(t)=1+n(2+1)
y(t)=t+1 |
Soit f(t) = (x(t), y(t)). Déterminons le domaine de définition _de f.
D,={teRt>—-2ett#0}et Dy= {telR taéﬂ}
D; = D: N D, =] - 2,00\{0} S

Dérivee de at) et y(¢) -
(;}m £ 1 *2 A .
y’(t}—%r i

Signe de 2'(t) , {t #2out#1out ;é—l

Vie Drona

Branches infinies

lim z(t) = +o0
tb b

lim y(t) =+ Oy a une branche parabolique de direction (0,J).
y(t)

lim —— = 400
i—+4-0a :I:(t]

lzmm()
llmy[}
(}
hm( r— :r(i } = hm t - ln(2 +t) =-In2donc A : y = z — In2 est une

asymptote i la courbe

limz(t) = +oc

t—rﬂ
“y(t)
[ lim === 1
SO o0 a(t)

n
ok
i)
o Jo8
;-.. Y 3 :5‘\
Tt
Lye T 3
—_— 24
‘--ﬁ-‘ﬁt{ﬁ:‘g
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-3
[ im ¥ = 5~
la conrbe,

{ Jima(f) = ~co

LA REUSSITE, MON IDENTITE

« Done In drofte d'equation y - 5 st nsy tntm

-
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- E, MON IDENTI
03/12/2021 LARERAIT, =

Correction de géométric | 2018-2019 Session 1
Exercice 1

On donne dans I'espace vectoriel RZ,

E = P@D avec D = (), une droite vectoriclle ot P = {13,115 I plan vectoriel tel que
ur(1,0,1),u,(1,-1,1), u3(1,1,0). Et enfin le plan affine P = A + P.A(=1,0,1)

i) Déterminions la projection sur P, de dircction D.
Configuration : M
]
MI

)

| xr " i = =y =L
M (yr) la projection du point M (ﬁ) suivant la direction Dsur le plan P.
y :

=

Soit P(M) = M’

4 {MM’ = kU, @
Me(®) O
Déterminons |'équation de ()
Ona: P = A+ vect(iy, 13)

X

Soit H (y) € P alors A. H € vect (U7, ;)

Z

x+1 1 1 ;
HeP | y 0 -1=0
z=-1 1 1

S =y=z+l+xhl+y=0

=x—-z4+2=0

Ona: M’(;:) (P)doncx' —2z' +2=0()

zr

S P .
W (;-_;) = kTl
z'-z
x'—x=k ,-""-: é:':ki-z,
= [’,-f-y=k — {y'=k+y_Dans®nna:k+x-z+2 =0
2'—z=0 z'=0z

Dol ik =—x+2z-2

' =2 59
Ainsi {y' ==x+y+z—2 (l'expressionde la progression)
y e =z
Y .:'_h-._\_-_' L .

e

| SRS s 2 Z ] S
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VAT TSNS )

; . LA RE :
i) L symétrie par Mpport & P de direction 5 EUSSITE, MON [DENT_[TE
M
/
/ ﬁ{“a}
\ M’
J'l -
MH .
Ona: M'M7 = MM! "r_ TRt
MY =M =MM
. .*!” — rl"* +m‘i‘f '."I'-lil . y ‘fq
AN - g y
SoitSM) =M" = M' 3+ MM, '-\..,73-._:\. //
ORS(M) = 2M" — M avee M'la projectionde M et M" = § (M) la symétric cherchée b4
J.'" = zxi +x rl,,‘pr
Onaalors : M" (\ ) et 1y =2y~ y &9 TR .
Zh zll o zzp ﬁ{@l‘é 'r\. ':gfﬁ?:;r‘&:ri‘rf

17 méthode : (Aprés avoir trouver expression de la M’ }@f‘ <
.*@. e,
Roit § la symétrie associé i la projection P trouvée précedementw it {‘%’
S

Ona:s(M)=2pM) - M

x"=2x"+x
i [‘ =2y’ -y

Fil
zll _ 22! s z X T..EU'L::‘.'
D apres précédent avee M' = P(M) "
x =Z—2 ‘\l“"r«\-f i 'ﬁ
L expression est : {y' = —x +J.r + 285 2 =g ‘\
P zr‘l ;
=2(z—-2)— — E,
Dol yy* -2(—x+}r'+z S2) }"k‘ "‘-m

z - 22 F __ '-".-.‘:‘:"C-‘&..

)
[ "=—x+2z—- 4 i
}l

==2x+y+2z—4 (Expresszon a’ffatyuque)
== ._.-’,._r_
y & _‘_"-.-'
2'\!:'"\:‘

méthode : (Sans ulilis'&tioh de Iall_iﬁi:ojectinn )

Ona:M" = 8§(M) = “MI €0 o
=5 -!-%(M+M”}E?9

Avee M (§) et M" (’m)
e "
0 = 3R telque MM" = 113
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) X" =A4x
D'od (1) {y" = 24y

"=z
! (% Cx + ’f"l';‘(a* + J‘").% (z+ z”])
O=/€e€Pix-z42=0
Dollx+x"—z—2"4+4=0
=x"—2" = —x4z-4(lll)
Portons (11) dans (111)
Ona: x"—-2"=-x+z-4=2 A+x-z=-x+z-4
S A=-2x+2z2-4
X'=-x+2z-4
(1) devient donc {y" = —2x + y + 2z — 4 (L'expression analytique)
2=z

iii) La symétrie par rapporta P
’

M
_|I" = p
lM
P\ /
M
MM = ki (M normala®) -
Ona: 3 i
1€ P avecl =E{M +M'")

(P)x—z+2=0 doa M (é)

-2

i

NB:(P):ax+by+cz+d =0 = M(lanormal duplanP)

M)

B X' —x=k “fx"=k+x
MM"=kM =1 y"—y=0 =)-y"=y (I
2'l—z=-2k Z

"==2k+z
1 LE 1 I 1 ¥
f(i{x-f-x ),2(}r+}' -).2{z+z

leE(P) =2%" —2'=—x+2—4
(), Nouspermét:k+x+2k—z=-x+z—4
¢ 3k—z=—2x+z—4
=Xy =
. k=s(-2x+z-4)
x"=§(x+22—-1-)
& @ - Devient : il =y (L’expression analytique)
z"=§(4x—-z—-4)

iv)  L’affinité de base Pde rapport r = - 2 de direction D

LA REUSSITE, MON IDENTITE
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03/12/2021 LA REUSSITE, MON IDENTITE
Comme 1= <2 alors par In formmle :

a(M) = P(M) + 2M

L] o L] x' 5 z = 2
Or d*aprés i) 'expression analytique de In projection est: P(M) ¢ {y' = =x+y+2-2
ey
_ 'x'=2r+=---z
Dod:a(M) = {y' = —xl-l'- 3;# + 2 = 2 ('expression analytique de I'afinité)
2'=3z '

™ &

iy
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[ A RELISSTTE, MONIDENTITY

D20

UFR M
[CORRECTION GEOMETRIE 1 : COURDES POLATIES

EXERCICE 1

Onasrer e o(0) = 14 2c0820 est définie do elnsge G sur R

* Reduction d'enscinble de déinition

On o r(f 4 7) = 14 2 cos(20 + 2m)
= |42 cos 2
= r(0 4- ) = r(0) .
On restreint done I'étude sur ut intervalle de tungu-::'m
pléte par la symétric centrale de centre O pour avoir toute la courbe.

m puis on com-

g T m
Soit D, = [—E, 5
Ona:r(-0)=1+2 mq(—?ﬂ]é 1+ 2 cos(20) = (0)
Soit M(—0) = SAM(0).

: i (- "
On se restreint donc & 'intervalle |0, ﬂ puis on compléte la courbe

par la symétric axinle d'axe (ox).
* Variations :

r est t_léi'ivab]e sur son domaine d'étude [G, %]
On a : r'(0) = —4 sin(20)

o
Mae

ftjj Ry
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Ainsi Vo e [{]ﬁ .2_] H(0) <0 QS e ‘?Is.. y
*Tublea de variation Sl 7
B
.
Y N /S
" T‘ h} ! 1 ﬂ 1_,..:.;-'.‘_ ﬁ'}l
I - :3._""‘"" s Ii o Il.t“:.-l'\'.r:-h i
t @ ""—\—-._____.6 il B L‘i"'-';'?n. "'
L) N
*Tangeantes aux points particuliers. £+ .:?'If'-:.'-,_
. “‘ﬁ}ﬁx} Y
: ot .Q:i{,” ‘Q‘Eil:\\_gﬁh
Ona:+(0)=0etr(0)=3 W
La tangeante en 0 est de dll‘ECt!.'l’Ein = r'(0 uﬂﬁp“ D n
e e om, (i
u = _:}“5‘&11()3 U sn{)z-lncusmjj
= Up= 1 Bt.'l‘.lh—j
Do d =37.=7
Tangente au point M ave
sEtude en ¥
fra u- : I Y -M'
Ona:r'(% }w'r —detr(% )—
La tangeante en 4“‘—‘,33]; dmgé& parlz avec ? r' + r{:}q
Ona: f*‘ggos{ )i ﬁSln(d‘n)fI = £( T } Et 22{? —?]

s —é:/L:.+J}+£{='—J)
- =(L-2)Ra(2+2vD)]
4

Tangente au pomt”T avec 55'! = r( 4]_;
' _j
Ona: ﬁ £[ 3%“'!5 5
oEt.uda en= -2 ;
f
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Ona:r(3)=0clr(f) = -1 _
La tangeante en § est divigde par o nvee o =17 (-g)" " e )

Au 1mi111 J avee Cﬁ = (% )u

-Et.ude en §

t(3) =0 et r(5) =0 -
D’ol on & passage & 'origine.

Point remarque : f

Toujours voir s'il n'existe pas de passage ﬁ. l’mlglne et llre le tablean pour
pouvoir bien tracer la courbe.

EXERCICE 2

. A
n"‘i' "” l";‘jr,'."i'- A5

Ona:ir: ﬁ%ﬁig —"l'J-t— sin 20 est definie de classe C*° sur R

a\ o

na: f(6+ )=ﬁ~1+sm(29+21r)

"'-, J‘.‘-

pooel o =—1+su12&
S, V-0 |

"On mstremt donc l étude sur un intervalle de longueut Tpuis on compléte par
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la symétrie centrale de centro O pour avolr toute lu courbe. Soit £, = [0, 7]
i !
+Variations ; A o )
r ﬂstJtlérivnhlc surson domaine détude [0, 7] -
On a : 7'(8) = 2 cos(20). o 7
T ’,"::r
o4
£ 'I,"
Ona: r(D}—EetrGj-—
La tangca.nte en 0 est cllrlgec par’ 7 avee 7 = 7/(0)izh + r(0)TH
= 2 1 — 3}
Tangente au 3omt M avec eﬁ = r{U)uu
i OM = iy WY
"“..»., i
sEtude enrs ~ - ,fr- i
Ona:r(2)=0etr(5)=-2
On a donc passage a |'origine . (Point de reboursement de deuxi@me esptee).
#Btude en
Ona:r(§)=/2 et r(3) = -1 ot
La ta.ngeanLe en % est dirigée par d avec d= r'(5)iy +r(5)vy
7 = -2 i+t
 \
|-\l' b
153

VALIDEUR LMD :Conseils-Sujels d'examens-Corrections

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

LA REUSSITE, MON IDENTITE

03/12/2021 y
."(J
‘.n’ r
4 I;
ilJ_
. o | =2
Thangente au point, 7' avee ot = r(3)u PN
: 3z
eEtude en :
Ona: [“} =0et 1) =-2
AR P
La t i WGT-T mya=? + (3T
a m1gmmtc en & est dirigée par d a & iz y
PN Y 4
- -5
Tangente au point i avec O'_}} = T#}"‘_a; =V2T-V2
il h
o en T {q\{ - £
“‘:-!f'% ‘ rJ 1 l"-‘::f’
Ona:r(m)=2etr(r)=-1 ‘{‘5:‘“,(/;‘”"
? P -&‘ w;'-w,*".! —3 =,
Iéa‘i t.angeante 31 7 est dirigée par avec ¢ =T[1FJQ£ + r{m) s
= —2 i+ b0 e i
Tangente au point S avec (ﬁ' = r{ar)
:@ b
."":r'
‘EXERGIGE 3 , o
A On a I ':--r.'ﬁ*;‘(e = 1+ cos 0 est définie de classe C sur R.
.‘e‘- ey .;T.'. | _‘..r
% Vo
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Y 4
G
Oua:r(@427) =14 cos(f -+ 2) e L N
=14 cosl . "\\ o
= (04 2r) = r(0) L~y o)
D“?:]m r(0 4 2m) = r(0). Done M(0 + 27) = M (0) Y
: plus 1(=8) = 1(6) done A (6) par vapport & l'axe (oz). On peut ]imltcr
I'étude sur [IL 7] ln courbe obtenue sera complété por la a;,rméer d'axe (o.-r}
Ve [0,7], () = —sing
*Table ¢ varition I
i il
e R e P T RN
Ln D “‘"L s k7 i > |!|
v < | & e
] ‘\\@}\ I‘: R, W B
f ! ':. ) ""\("a
V): SNESTMETY TR . | '
«Etude en § =0 ’:f\ ﬁ """" N
Ona: r({]}—ﬂetw’(ﬂ]—ﬂ; &
11 yadone une tangent-e de dlrbcblon ?1? —1 0% = d= :,: et O_} 97,
+Btude en 6 = " “] b 4
Ona: '.-(:-'r)‘ D donc il s agal; d’un passage & Porigine. M(m) = 0 est done
un point de. reboumenient de grelmere espéce dont la tangente est la droite
d’equatmnfpulmre f=m. ‘tw-‘*"
ants st1t.:m1nm
(M @) tel que r(&'}_—{] et (@) =0donf=met M=0
Nature d¢ R "{B} —cosf =7"(m)=1
= Point -:;nrdmmre
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+Etude en
Ona:r(f)=1ect'(f)=-1
-5 2

OH=r(f)i} =7 A d=T4+7.

EXERCICE 4 f

I)'

r: 0+ 1(6) = cos® est définic de classe C* sur R. 3 ol

Ona:r(@+27)=r(0 |
i = r{f}() = M]r{_ }{i— See M(0) Done;on p_eut se reduire & l'intervalle
[0, 7). : - ,)
Le reste de la courbe sera obtenue par 14 symetrie.ci axe. ( -
Ona:r'(f) = —2sinfcosf = — sm[iﬂ)

""h

eEtude du signe de r'(8).

.'_“\‘ N
e ol -—-—~'-'.-":.'x‘ %
- E E b o !.E:'._._.__ Ill_ .r
1% = i '.3 {4
Gk |« ¥ ¢ —- . :
rim v - 0 & YIF

o)

Eﬁu’de_de-la tang’ente au points particuliers.
T, 4

¥
[/

~ %Etudcen 0
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Onn.:({l} Oct r'(0) =1
= r(0)ty = J ot OM =27,
Au point M avee OM = r (0)im
-
OM = e

sEtude en 2 a’@%‘:
i 4
- ."\.

Ona:r'(5) =0et r(3) = 0. 1l s’agit donc d’ unpassageil‘nngme
M(3) = 0 est un point db saboussénent,

e ‘?1. 5:-}5‘ s
1 {F\/:\l 2 “t"-
AN

Courbe :
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031272021 E _
L 20192020 i EE:E] 2 <0 -
: vt € [°='§l y(0=0 / Y
Soit I(t) = [i{!] = sin(2t) & :
¥(t) = sin(t) Tableau de variation . |
2 _ — I
Faire une étude el construire In courbe paraméinte. 1 0 ,:' . T U ___jT"
n) Seuld ™ '-.-,'5‘:;:""2‘-_;
*  Domaine de définitlon 1 E 0 N I —_—
x
Di=RK el D,. =R Y

=D0=D,0D,=R
*  Réduction du domaine D
YiE Rt4+2r € R,

(6
P(c+21) = {x(_t + 2m) = sin(2t) il
¥(t + 2m) = sin(t) ~
F(t+2r) =T(t)
Donc, on réduit D sur un intervalle de longueur 2 Sanyi(e) - -|i
/Points particuliers 0
Prenons D, = [—m; 5 o 0
ns Dy = [-m;m] AV ??\ e 70 (ﬂ A g B(l)
On obtient la courbe compléte quand t déerit D, | _
. | Vecteurstangents | . SN io iy
VULED,~t, €D, ' LN () TZ) & (0
Ay I_"I.__ . --:. .I:F 2 |
Y1) = sin(-0) ey
=— . Construction
(=t) = x(—t) = —sin(2t)
y(=t) = =sin(t) Y.
x(—t) = —x(t) ¥ Vi
r-t) = : i ]

= [(~t) = $,T(t)

Donc, on réduit le domaine de définition siir ﬂga—'Iui :r],
puis on obtient la courbe compléte par/ rmsymétrle centrale
de centre 0. .\.,,,‘

vt e[0;m,

= = —x(e)
fGi= [x(rr £) _sm'(?t) x ( )
Yl — ) = §in(t). —-}f(})
I — £) = SoyT'(®) N
On étudie et on construit la courbe sur Dy = [ﬁ':";i] puis on
obtient la courbe compléte par réflexion d’axe (0y), puis

par syméirie centrale de centre 0.
. Dérl_rée et sens de varialinn
. Dérlvée i o Exercice 2
= [uj ] f{t) — 2:05(23} ]) Fﬂ'sitiﬂn relative de D par l‘ﬂppﬂﬂ. aP.

Déterminons I'intersection de D avee P.

x
Soit M (y) € B3,
2

vt e [ﬂ -]w*(z} ms(c]

T 4
ve efoglx@® 20 : MEPND < MePetMeD
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ver e BN BRI
MEP e2y4y=~1=0
AMosMEPND toz=l—geg—1wq
ta=p=I=mNErrm =2

e =3
I‘l'm‘l! ym g
"

rm =7

-3
Done, PO D = H( 2 )

-

-3
Ladrovite 17 estsécante au plan P en M ( 2 )
ot
21 Expression analytique de
a) - La symétrie orthogonale par mpport D

Déterminons Pexpression analytique de la projection
orthogonale 4 I,

x !
Soient M (J') et M' (y') s
Z z'

M est la projection orthogzonale de M sur 0.

T MEeD
Py =¥ ﬁ[aAER;M_'M*=Aﬁan

1 ¢si un veeteur normal & D,

Avec 7t est un veeteur normal & D.

1
Avec it (1)
0

X' =x=)—Z o
D'm}! = estlcxpmss;on anslynque dela

==z
projection orthogonale sur D.

Expression analytique de la symétrie orthogonale.
Soit § la syméine orthogonale
S(M) = M’ + MM!

=2M'-M

N ey
Ona: MM =40 ={y'—y=4 ' \
z'—z=0
x=x+4 : ;
=mr[y*=y+x . WY
=z e A8
Déterminons x e __ o
’ Yy +1=0 &
Afsp:{r,_z,ﬂﬂﬂ
' ’=_ﬂ'f.}5_1 =ty iy
MED m-[ —A=y5?—:¥_;‘=.‘1 C?+ )

LA REUSSITE, MON IDENTITE
S(M) = 20(M) -

1) Soit a I'nMinité de rappori (=2), de base P ct dc
direction B, )
a(M) = M' - 2M'M &

a(M) = IM' - 2M . 11. i
Posons P(M) = M’
L projection de M sur P de r.llmclton D. = /

Déterminons "expresslon analﬂlq’pe de I:.
projection de base P et de direction D,

EE \
Soit ¥ (- 1) le vecteur dircetour de D,
1 -

Alors =< # >

b 4 gy W
Soient M (}r) et M (y’) i
4 z
MEP

FOM)= M =[3trER;‘W=zF

2 ¥-x=a
Gn_aﬂ_@‘M‘ =ail = !y*—-y= -
-__l!-.-' '—z=&

& (% -’".r+:r
e, '_;;lﬁ [}l‘ y "\u

z! —z+‘
Détgnu;gulgg
MeP e x+y—2z-1=0
MEPSL+y —-2-1=0

sa=x+y—z—1

_ Alors
. '-[x'=zx+y—z-1

y' ==y+z+1 estl'expression analytique de la
Z'=x+y-1
projection sur P de direction D.
Posons a(M) = M"
Alors a(M) = M" = 3P(M) - IM =

x"=4x+3y—3z-3
y" =3z—5y+3 est’expression analytique de
'=3x+3y—-3-2z J
I'affinité de base P de rapport (—2) et de direction .

159

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Sl
i e X
=i

" y
R = (0,ey, 05, €4), on considére 1a droite afTine D d équation [x —741=

LA REUSSITE, MON IDENTITE

Correctlon de Géoméirie 1

Exercice 1

es ol de son repére cartcslun canonique.

1 n T
Dans B muni de ses structures cuclidiennes et affin iR P

ct le plan P

d’équationx +y—-2z-2=0
1) Déterminons la position relative de D par rapport & 7.

NEY+1=0
DNnP={ x—-z+1=0
X4y—z=-2=10

y=-x-1
ﬁL Zz=x+1
+ty—z=2=1
y=—-=x-1
i z=x+1
X+

(—x—-1)=(x+1)-2=0

g

-x—4=0

Z= x+1

QL__g

=—4

D'ou DNP =1(—-43,-3)

Donc D coupe le plan au point 1(=4,3, — 3)

=-I—1
=1z=x+1
ﬁ[

1. Déterminons [’expression analytique de :

p X+ +1E00
DEE'D_[x—z+'1.-'=ﬂ
y=—-x-—1
D=[z=x+1
Xo=

Posonst = x
y=—t=1
D= [z—t+1 SD=A+D
=t
Avec A :'(—1) etD= (-1)
1 1
Si M est symétrie orthogonale de M par rapport 4 la droite D alors :
) MM'.D =0
S(M) = stk
IL)E(M +MYeED
Pas_pns.f =%(M +M)etAeD.
Dol € D, Al = AD
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1 i :-F' LA
'E(.t‘ +x)
1 1
S [z0+y)+1 =A(—1)
1 1
5(24-2')-—1

Sty +2==22
z4+z'-2=22
1 X=21-x

{ x'+x =21

= y'=_2;__},_2(5.l) . X
2'221—2_1.2 _,1'-!'

—— e T
OMM'.D=0 e |y -y ,(-1):[]
: z'—z 1
SX =x =Yty —z=0(E)

En remplacant (E;) dans (E;) ona:

20— x— x+21+y+2+y+21—z+2-z-ﬂ »
S 6A-2x+2y—-22+4=0 . <

@3l-x+y—z+2=0
e3M=x—-y+z-2 .f“

1 A
@l=ck-3y+tz-2) & &

En remplagant A dans (E;) ona ;.

¢ 2 -

x*=§(x—y+z-'2)—x -
=70

= SM) =4y =T(x—y+2— 2)—y-12

2
z’=‘§_(x-y+z'—2__]-z+2

=-;T(—x— 2}'+:22—4)

1 &=
@ SM) =yl = §(-—2x+ Sy —2z-2)

' g :
-L z:E(ZI“EF—E‘F‘U

b) I’affinité de base P, de rapport (—3) de direction la droite vectorielle D associé a D.

Soit P(M) la projection associée a Iaffinité a(M) et A le rapport de I"affinité.

Ona:a(M) = p(M) + Ap(M)M
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(M) = p(M) = A(M = p(m))
a(M) = p(M) + (1= DpM)
* Déterminons p(M)

M eP

p(M)=M'=~{ el
{i)MM' = AD

0
Ona:?=x+3r—z_2=u(ﬁ'1}ulﬂ =(—1)+R(
1

D=A+D
OMEP & x4y -7 —-2=0

_ - x'—x 1
MM =D = (y’ —y) — A(—l)

z'—z 1
¥'=x=] o =A+x
P =g=e] ﬁ[,v’=—1+y (£2)
z'—z=1 z'=1+z

En remplagant (£,) dans (E;) ona:
Atx=A+y—1-2z-2=0
—A+x+y—-z-2=0

A=x+y—z-12

En remplagant A dans (E;)

[ -J'r’.=lx+y—.'z—2~|.~x

Ona:p(M)=M ={y'= —(x+y=-z-2)+y (E,)

2 =x+y—-z-2+z

x'=2x+y—-z-2.
pM) =1y =—x+2z+2 (E)
Z=x+y-—2
Comme a(M) = AM + (1 = )p(M)

x"==3x + 4x'
a(M) = 1y" = -3y + 4y'
I;'f zﬂ = —32"" 42!
*"'=-3x+8x+4y—4z-8
xa(M}={ y'=-3y—4x+4z+8
z'=-3z+4x+4y -8
"-\,?,_‘-‘FI'.}‘

1
-1
1

|

LA REUSSITE, MON IDEN1y;
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"; =044y —4qz-3
aM) =" = ~4x -3y 4 47 4.9
2" —‘1.'{'+4Jrq_3?__a

Exercice 2 )

MO = (x(1): (1)) = (=cost ; sin2t)

_ (x(t) = —cost
M(t) [J’(t} = sin2t &

Soit f(t) = (x(e); y(1)) %
Ensemble de définition |
Df =R

Domaine de définition _.' : ) A—

VLEDp,t +2m € Dpet f(t +21) = f(t). D’ot ,F est pérmdlque de période 27. On prend
I"mtervalle Dy = [—m; 7] et obtient toutes les courbes par une rotation de centre 0 et d’angle

e dseCeote o0 {0

Nous allons restreindre le domaine &' D2 U 1r] et obtenir ]a courbe 1y par symétrie d’axe

er = SOX{M) U L _,fl . /
Yt e [U;E] Jr—tE [ ] atf(n l:) = (cast str) soit f(m —t) = —f(¢).

Dot nous avons une symptn_a: _cm_tr_alg._

On se restreint 4 Dy = ['U %] et on mmpiétf: a [0; mr] par symétrie centrale.

Variatlion

ey _ | X'(£) = sint
fie)= [y '(t) = 2cos2t

X)=0&sint=10

et=0out=m

y'(t) =0 & 2cos2t =0

= cosit =0

i
= 2t==

2
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n
0 [ = o
e

Tableau de varintion

t 0

x'(t) _]l

x(t)

1A HELESTG MONTDENT [

y(t)

y'(t)

MICT[ A(7)

Pas de boucle infinie

Pas de points stationnaires
Tanpgente
En0,d=2/=]

A

En%.&=—n.?rs—?, :
En%.ﬂ= i=-2f

Construction de la courbe

164
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Exercice 3
r =1-—sin(28) = f(8)
Ensemble de définition

'f(e)

& cos26

165+
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"
S 6=
4

Tableau de variation

LA REUSSIIE, MUN IUENT]T}

8 _.’21 - ___21_
f(6) = i N
@ |1

M.I.C.1 ) (_ :) g(; “’@
1 — =
166
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03/12:2021 LA REUSSITE, MON IDENTITE

Université F.IL.B Année 2015 -2016
UFR Ml

LICENCE 2 : MATHEMATIQUES

Géométrie 2 : Examen semestre 2 Durée: 03 h

EXERCICE 1

L'espace affine ( €, E ) est muni du repére cartésien (O, 7,7, k);on considére
I’endomorphisme affine f de & qui au point M =(x,y,z)de& associe le point
M= (Sx—y+2z-5,-6x+4dy—4z+5, - 9x+3y—4z+10) |

& — P i i
1° Montrer que f est unc affinité de € dont on precisera les éléments
caractéristiques.

2° Donner les images directes par f de la droite 9 d’équations 3x + 2z — 5=0et
5x—2y+3z -5=0, duplan  d’équation 3x—y+2z+1=0.

EXERCICE 2

L’espace affine euclidien orienté (€, E) est muni du repére orthonormal direct

5 S k ) ; on considére les endomorphismes affines f) et f> de € tels que
pourtoutpoirth=[x,y,z), ona:

M) = ( %(x—-Zy—%--Z.) ; %(-2x+y—23—2] ,%(-2:4—23: +z-2))
BEM)=(3(-x+2y+22) lx-y +22) , 5(2x+2y-2))

1° Donner 1’expression analytique de la composée f= f2 0 fi.

2° Montrer que f estune isométrie affine de € dont on précisera les caractéristiques
géométriques.

EXERCICE 3

On reprend le référentiel de I'Exercice 3. précédent,

En utilisant la réduction orthogonale, obtenir 1*équation réduite et étudier la
nature de la quadrique .5”d’équation :

xy+yz+zx+}{+2}"- 4z-2=0
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03/12/2021

Université Felix Houphoutt Boigny
de Cocody Abidjan

Anneée Acadé i
UFR - MI Tque 2016.99,,

LICENCE 2 : MATHEMATIQUES

Géométrie 2, Examen annuel : 19 session 2017, Durée : 03 h

Exercice 1

L'espace affine (€, E) de dimension 3 est muni du repére cartésien (O, i §,1)

1- Montrer que I'endomorphisme affine p de £ qui au point M (X, ¥, 5 ) associe le point
M'( 5 (7x+3y-22-10), 2(-3x+ y+2z+10), ;(6x+6y-20))

est une projection de & dont on précisera les caractéristiques géométriques.

2- Déterminer les images directes par p de la droite affine Dh d'équations

X -2y -3=0 et 3x+2z-1=0etduplan 9 d'équation y + z +2=0.

3- Soit f l'affinité de raf:npurt 5 dont la projection associée est p ; donner 1" expression

analytique de f.

Exercice 2

On considére l'espace affine cuclidien orienté de dimension 3 muni du repére
orthonormé direct (O, 1, T, Kk ). soit I'endomorphisme affine f de € qui au point

M (x,y,z)associc le point

M' ( é(x—Zy—Zz-f-l} :

Tad | w=

(~2xty 22-3), %(-2:{--2}'-!-2-4)).

Montrer que f estune isométrie de €dont on précisera les caractéristiques géométriques,

Exercice 3

L'espacc affine euclidien (& E) de dimension 3 est muni du repére orthonormé direct
(0,1, ]' k ). En utilisant la réduction orthogonale, déterminer la nature de la quadrique
L ;d'équgtion 3

BB v amaymoang
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Université¢ Felix Houphouét Boigny Année Académique : 2017-2018
UFR MI

LICENCE 2 MATHEMATIQUES
Géométric 2, Examen annuel session 1, durée 03 h

L ‘épreuve se compose de 3 exercices ayant pour référentiel commun I'espace

affine euclidien (€, E) muni du repére orthonormé direct (O 1.1 k JI
Exercice 1

On considére 1’endomorphisme affine p de € qui aun pointh(x, y, z) associe le
point

M( S (x-y-2z-1), %‘ (x+3y+2z+1 ),é{—.:{'.—y =1))

1° Montrer que p est une projection de & dont on précisera la base et la
direction. \

2° Déterminer les images directes par p, de la droite affine P d’équations

x+y=0et 2x-2+ 1=0 et du plan affine & d’équation x—Y -7z—1=0.

Exercice 2
On considére les endomorphismes affines f, g et gof de € qui au point M( X, ¥

,z) de Eassocient :

M) = (3(-x+2y+22-4) Y-y +22+2) , S(2x+2y-2+2))

g(M) = ( i(x-ﬁyﬁlz—Z}, §(~2x+y -22-2), i(-Zx-2y+z-2))

Montrer que f, g et gof sont des isométries de & dont on précisera les

caractéristiques geometriques.

Exercice 3
Soit la quadrique S d’équation :  2xy + 2yz+2zx - 5x—1 =0.
En utilisant la réduction orthogonale, donner I’équation réduite de la quadrique

S et en déduire sa nature .
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LA REUSSITE, MON IDENTI:
03/12/202) ' I ‘

Universite Félix Hou

houét-Boigny
UFR M1 : ?

Année aicmlélnique 2017, 2
- ]E

LICENCE 2 MATHEMATIQUES
GEOMETRIE 2, Examen 2°™ session, Durée 02 h

Le sujet se compose de deux exercices sans aucun lien entre eux et ces deuy
Peuvent étre abordés dans un ordre arbitraire.

Exercice 1

On considére I'espace affine (&, E) munidu repére cartésien (O, L1k ),
s I'endomorphisme affine de & quia unpoint M (x, ., z) de € associe [e point
M(-y-22-1 , x+2y422+1, -x-y-z-1)

1%) Montrer que s est une symétrie de £ dont on précisera |a base et |a direction,

2°) Donner la projection p de & associée 3 s, puis I'affinité f de € de rapport 4
et de projection associée p.

3°) Donner les images directes pars : =

De la droite D d’équations: 2x + 3y-z-1=0etx+2y+3z +2=0,

Duplan & d’équation: 2x +3y - 27+ 6 = 0 .

Exercice 2

On considere I'espace affine euclidien ( £, E ) muni du repere ( O, %B) ol

B=(7 ,j , k )estune base orthonormée directe d i

e E, les endomorphismes s
affines fet g de €qui aupointM(x,y, z) de £associent [es points
fM)=(z+1,y,x-1) et

BM) = ($(x=2y-22-2) , 2(-2x4y .25 .2), S-x-2y +2-2)).

_Montrer que les endomorphismes f, g et gof de & sont des isométries de € 3

dont on précisera les caractéristiques géométriques,
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Universite Félix Houphoust-Bolgny Année universitaire 2018-2019
UFRF M

LICENCE 2 MATHEMATIQUES

Géométrie de 'ESPACE, Examen annuel, 1% sesslon, durée : 02 h,

Uespace affine euclidien (£, E) orlenté, muni du repere (0, B) ou B=(7, J, k) estune
base orthonormée directe de &, est le repére commun & tous les exercices qu'on peut,
néanmoins, aborder dans un ordre arbitraire.

Exercice 1

Cet exercice n’utilise que la structure affine de £,

On considére |'endomorphisme affine f de £ qui, 3 un point M(x, v, 2) de &, associe le
point

M'(-6x-3y+2z-14, 3x-2:+6 , -6x—6y+2—12)

1* Montrer que f est une affinité de € dont on précisera la projection associée p et le
rapport.

2° Donner la base et |a direction de p.

3° Donner |'image directe par p de la droite D, d'équationsx—y+1=0 et 2y +z=0, puis

" ¢ 2
celle du plan P, d'équation x +y - ;24 2 =0

Exercice 2

Montrer que I'endomorphisme affine f de € quiau point M (x, y, 2) de € associe le point
M’ ( -;—{x+2y—22 +6) , §(2x+y+22+3}, -;-{ﬁzx+2',r+ z2+3))

est une isométrie de £ dont on précisera la nature et les caractéristiques géométrigues.

Exercice 3
Soit la quadrique &7 d’équation

(e): x*+4y*+4z%+ dxy - 8yz -4zx+27x+9y+9z +

&

=0
En utilisant une réduction orthogonale, réduire la quadrique .%" et déterminer sa nature.
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LA REUSSITE, MON IDENTITE
0312 202

Unlversité FHB Cocody  UFRMI L2 2019- 2020

EXAMEN DE GEOMETRIE 2 (ou GEOMETRIE DANS L'ESPACE) : Durée 2h
EXERCICE 1
Uespace affine euclidien (&, £ ) est muni d'un repére orthonormé (0, ?.I.E ).

] [} ¥
On contidére 'endomorphieme affine f de € quid M(x,y, 7 ) associe M'(x WY Z)
telque: fIMY=(v4+1,x+12).

Montrer f est une isométrie de € dont on précisera les caractéristiques géometriques.
EXERCICE 2

Uespace affine euclidien (&, I ) est muni d'un repére orthonormé (0,1, k).

Soit Iz quadrique d'équation : (E) x* + y* =z =2xy+x =0

Déterminer I'équation réduite de cette quadrique et préciser sa nature.
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LA REUSSITE, MON IDENTITE

03/12/2021
o l‘-’ o
i
Université FHB Cocody vhhLLe 2620-?‘?31 : % 1’) 4
EXAMEN DE GEOMETRIE 2(on GEOMETRIE DE L‘.E'SNUEJ,J::"‘- . 4
Durée: 2H ; | i

EXERCICE 1 i

' ik el - :
L espace affine euclidien (g, E) est muni d’ttl}__.i'_é"p,éaefp; thonormé (O, _i,, 7,8}

On considére I'endomorphisme affine f de equi a M (%, y, z) associe M' (2", 1/, 2')
tel que : F(M) = M'(y,zz41).0 - AL I TS b

—F

i e i, )
Montrer f est une isométrie de dont-_é:'illjp;écisera,_-] a nature et les caractéristiques

géométriques. i

EXERCICE 2 ; @
R jf»
L’espace affine euclidien (¢ ;@?j‘est Eﬁﬁx_;ﬂf@ repere orthonormé (O, _z}, ?, ._’r.})
Soit la quadrique d’équz.{tiqﬁ? (E}A-‘;’Jz Fo2 P 2y —yz—2—2=0

L

: Y | SRR R .
Déterminer ]'équatmnéég‘lqltﬂg deicette quadrique et préciser sa nature.
B :_'.'E o

' ra
(i ke
we Nl ,‘T“l’-!
Ve, ‘.-"'V
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LA REUSSITE, MON IDENTITE
03/12/2021

Universit¢é FHB Cocody UFRMI
1.2 2020-2021
Session 2 Septembre 2021

ENXAMEN DE GEOMETRIE 2(ou GEOMETRIE DE L’ESPACE)
Durte: 2H

AP,
EXERCICE 1 .
L'espace affine cuclidien (g, £) est muni ql’un repére nri;honarmﬂ (0, g i j k]

On considére 'endomorphisme affine f de & quia M {1: Y, z) associe M'(z', 9/, 2")
tel que : F(M) = M'(y+1,2,2+1) “‘:\,‘ i

-'1: _".\.

1 b
Montrer f est une isométrie de £ dont on pr@msemla nature et les caractéristiques
géométriques. i A

]
o it
EXERCICE 2 ;;-",'-‘ ‘-‘:‘-‘,s.,_‘ fr 4
: e A
L’espace affine euclidien f E} est miuni d’un repére orthonormé (O, 7 s B

Soit la quadrique d'éq{:a.tm_n_ (B):2?+y* =22 + 2y + =0

Déterminer une équation réduite de cefte quadrique et préeciser sa nature.
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03/12/2021 i LA REUSSITE, MON IDENTITE
/f qt.?:
o r#';
. iy, ."l;"‘,
CORRECTION DE GEOMETRIE 2 S1 2016 - 2017 .,
EXERCICE 1 - b ll -1:-“.“-\ r

!
111; IEI 1 (72 + 3y — 22~ 10), (=32 4+ y + 22 + 1ﬂ).j{ﬁ:+ﬁ:u —20)).
ontrons que |’ vndomorphma afline P de € est une projection: de ¢ dont
on precisera les car acteriques geometriques

2’ = Tz + 3y - 23—1'0} ,
P = (- 33:+y+2z+1[]} ,r
2 = 162 + 6y — 20) v

v

Soit L(P) Papplication linéaire de P; P est.une,
pro jection si et seulement si
{ L(P)o L(P) = L(P) s o
Inv(P) # ¢ _ .= . A
' = 1(7028y ¢ %)
L(P) : = [ 3z+y+2z)
z" = -(6&: + 6y)

Soit A la matrice associée & L(P)

ll—‘

23 12 -3
AA=(3)?|, £ 4 3B
~24\, 24 0
On a L(P} 5 L(P)= L(P) /
Determinons mv(Pj O
Me mv(P) SM=M
x—‘{?a:+3y — 2z — 10) 3z+3y—2:-10=0
A= —(—3$+y+22+ 10) « { -3z —3y+2z4+10=0 Les trois
B z-—*(ﬁ't:+ﬁy 20) 6z+6y—42z—20=0
équatlous sont proportionnels deux & deux, donc le systéme est équivaut a
une équation 3xz4 3y —2z—10 = 0. D’ou znv{P) est le plan affine Fy d’équa-
tion : 3z + 3y — 2z — 10 = 0. Donc P est une Projection

L(P)o L(P) & A. A (1}9 (
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La caracteristique (base et direction)

- La base de P est le plan Py
- La direction ost ker(P?)
¥

ker(P)=¢ X | v | eR|L(P)X =0

z } ? e
7 =1 x 0 L7e—3y—22)=0
6 6 0 z 0 L6z +6y) =0
=T _“ﬂ.;
s { V=G @
Z_.é,.-?:ﬂ *..!\;'!,,.4.-wrr'."l|' -::..1'-
Donc (z,y, z) = z(1,—1,2) Ehed?

ker(P) = vect(1,-1,2), la divection] est la drmte vectnnelle R(1,-1,2) 2)
2)Les images directes par P de la droite Dl e,

z—2—-3=0 1_—__129 3 )
{ 3z+z-1=0 7 3’3:5{?_;3? ) )
5 & z\ z 0 T
@ y=3 “% onobtient | y | = (_g ; ) = _% 4 :
z=1—8z Siin. 3% 1 — 3% 1 i
T 0 ~eia y
z 1 iig |

Les images de D, est la droite passante par le point A(0,—3,1) et de vecteur

directeur 7= i A
.. \ —3 1A
D=AfRAGY, -
Posons D' = Ps(D} = P(A) ?EIR{L(P)).E‘}
3

. TR el
o= 2 |=T 2

@ B\ % [P0\ 5

)

.
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03/12/2021 LA REUSSITE, MON IDENTITE

LP)d =

G

2
PD)=}1| ¥ |4r

-29

Image du plan P,
Yy+z4+2=0

a, II":‘-. .H-
y=-—z-2 b
{ I=—y=2 B y=—2-2 = —z—-28h= (672 | +
&I= G 2 'f-:.l Vv D

Pi=B+Rdy; B| -1

Posons Py = P(P,) = P(B) + ]RL{P).:i

9 e - J

d’on P’ est une droite
—4

=pP)=| 24
.,g.

¢ =87 2y - 22 41)
Ry i
2 7'% T 2yt 2 —;-‘i]
Montrons g e f est une lisométrie
z — 2y = 27)
m-}-_y 2z)
21\- 2y+2)
Smt. A la mat.rme assncu!ae a L(f)

‘‘‘‘‘‘‘
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012200

Calenlons Apt o

] = -

Agtp = (.-1.}2 -2 1 =2
|
0
0

1 00
AgA= ( 010 ) = [y done [ est isometrio
0 01 £ } ;
1 bt 4 ,
detf(A)=§| -2 1 =2 |=§(-B)e=~1
0 -1 1
done [ est antideplacement A W
determinons inwv(P) A ) !

M e inv(P) & f(M)= M
w=gle -2y - 9z +1) x
ﬁ{J=l{ —dx by —-22-5) & {y
z=§ H21. 2y+z—4]- z
w+l+i+i= Im;m:mbir

1
%I{ e i )
H-20 — 2y -d)

=z Il

(—2y - 2z+1) {:r:=-y—z+%

y—w—l'
=~ g |
inu(f) = ¢ d 'oil_ Juest la composte de translation et de reflexion §
J‘J.' i "'~.\:-;,._-."'-\__ . ."rl'- 4
EXERGICES. i/

3z — g = 22 +4yz\+y’—- 2z —-4=0
Soit A la matrice associte & la quatrice ¢

- 3 0 04"
A="10n-1 2 of
F ﬂ".g 3—1
{ det(A) = -9A0

Fr,
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rang(A) i" 3 done p admel un cenlre de symelrio unique
; =0 =0 n=()

g L
il "-‘y -4z +1=0 = —'.’._!}:-.*];_[ =5 e
51“ =24 dy-2=0 y=2x-1 7

0, ﬁ% ffu" )=1

0
n ~—1 2 ',\

K 0 0 Ea‘“
(X) = ﬂ ~1-X 2 |=@=x0F xj"(.:.w..,w)_

0 2 -1-X
PA(X) = (8- X)((-1- X)*-4) = (3~ X-2)(-1-X+2)
Py(X) = (3 - X)(=X - 3}%-—){4-1 ‘(XJA]!E\

Sild) = (,-3,1) ,@

) '-‘!.-‘\\_h
iea %y e (A-3DXz0 } &

00 0 % 0 -
0 -4 2 Y = .';l_'.-,r, 5"{ ¥
0 2 =4/ \z) A Ve

[I I1

i
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5{ w=0 j;:i‘
-2y42:=0

o i
0
By =< 1 >
]

determinons une base orthonormé des sous-espaces
Soit (A, Vo, V3) zune base orthogonale directe te

0
A 2 Uy RS | o
Vi = mon = b= Y2
Vi =
0 LA
: & i
F Oy e, | = 2L, 1
Vesmmn=nb=| v & ’
?i' "“"—\ ¥ L
2 - “-,\‘ i
D :‘.5.\ b LT
Vo= B = Lpo 2 | ’
3= &l TR T | A .
E .y
Soit P la matrice de passage de [J & Wl
A 0 "SOfpa0gsl
Pz, _&L 1 ;%a
& \ A “ g
WAVE VAR
e Kty
y devient b 4

SEE T -~ . "r:"‘

—3z° +y +322 420, SO
it +§y“ff‘-}4’z e N

= §-r-4g="
4 4 ; .-"-‘H {
. B e 1 =07
=07 M (£ +T%~T* A
Posons 77 =a* %
X? __;f" ‘;;“: = b i
L 3 o i o =t

LA REUSSITE, MON IDENTITE

{le que det[H,Vg. Vg] =1

h‘ 3 .-" o

La matrme de cette quatmqut est une hyperboloide & une nappe.
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SOMETRIE 2 DEUXIEME SES‘SI'OIQI 2017-20

GFE
i EXERCIOE |
< pst une symétrie ssi (L(s))? = Fd o Inus) # 0.

0 -1 =2 L G I . Y

p 2 2 ) 12 2 b 4 & i &

=] =] "‘1 -1 -1 —1 u l] i L . ,".- .-“-
. .

1

Tnv(s) est le plan P d’équation o 4y 422 41 = g,

La hase est P

La direction est {v € E; L(s)(v) = —v}=R(1, -1, 1)

2‘- =
" iy
i (E ¥e 2z - 1 b J{F’J
ol que POD) = JM +5(M)) dod P s { 37 = Ko 4 oy 4 504 1 Y 4

=-;§f-'ﬂ+3y+2z+lj
F=4(-z-y-1) -

EXERCICE 2

Alors £ est une Rﬁﬁé&a’én';&'i_fiftil#!?. P.

. - lll-' ’ -~ .
Q=matL(g) , Q'Q = Is”,:g g est une isométrie.
dei(@) = -1 = g est '1'|'n_ antidéplacement.

Inv(g) est le plan P’ : d’équation z +y+z+1=0.

& €5t une Réflexion de P’ -
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03nznzon

.rJ (=2r =294 :41)
9of s § o' = }(=2r4+y-2:-9)
= é[m-ﬂy-2:+ﬁ}

gof o5t nne isométrie

gof est un déplacement,

1 1
Inv(gof) est la dvoite D: [ —9 +R| -2
i 0 1
ors gof est la rotation d'axe D'et d'angle 0.
Angle 87
1
-2

Considérons le plan vectoriel TT = {}?}*. avee o = (

)

1
posons ¢ = gof .

; arbitraire.

T"’EH\-(_J’,?=(

F=T N ]

LA REUSSITE, MON IDENTr['E

2= 2 =0 1
,‘:h] —] 3 —2 l —2 1 A = é —a § = —?{ B
1 =8 -2 0 0 :
Alorsona: #=x. -
£ S
: |
& O Y
..IJ l__l' “ o . o .
G Ay e
_/':;w' })»f _."l
Q‘M &7 A
Y ¥
i e
&5 4
V' 4 .
& ]
. )
F ..? b ) . .I'..l _."
(":.\" i, £
¥ e % -
T -~
'\:_ -
y.
’
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i v
g L]

\l — J + 1

f l) =xtl
=tz

Montrons que f estune isométrie de € dont on précisera les
caractéristiques plomdtriques.
xt=y
y=x
L -
s

uﬁ={

£

Soit A la matrice associée & L(f) telle que :

0 10
001

LA REUSSITE, MON IDENTITE

1 0
Or f(0) = (1) ear (l})
] 0
1 2
o)
0 0 , |
2 1 y £
=2ﬂ=(z)=ﬂ(1) - &
0 0 . 4

1
1

s

Déterminons une équation de P,

ME P e MI(M) = Mtg(M) =

= MM =1
Caleulons A x (*4) Xl 1

bt 1 i ol
Ona: Azpo 2 0

l (u 10\ /010y /100 '1_"':5'“—:&3'-_*1
Ax(A)=11 0 0|x[1 0 0)=(0 1 u) K‘F‘{}"—yé.l__r--"?"
00 1 001 0 0 1 { .2’ —_Jz{,1_=.'.‘0
A% (*4) = I donc f estune isométrie & g "'5.4;1?'_“,; =1 y—x=0(1)
01 0 ""xj%-{{ +1 %i':fl = ix—y=0(2)
dee(A)=11 0 0|=-1 -"z._L— z=10 z=1z(3)
00 1 {:““ \\ Les équau}lns (1) et (2) sont proportionnelle d'oi
Donc f est un antidéplacement. / ¥=
. :/\' \ h{z Bt
Daterminius inyLT) ;;rr 4 ;‘ﬁv" “Done, P estle plan d’équation :
ME inv(f) = f(M)=M 8. 4 ,tx,_ -
y+1l=x y—x+1=0 ' -“_ ".'__.H (__g.:'f.._.' zeER
Six+l=ysSix—y+1=0 o U
2=z z=2z s
] iq % (2 = 0 impossibl G , . Bhvel
y=x ey G il Soit ¥ la quadratique d’équation ;
z=z = ) /r
/ . x

Donc inv(f) = @ f{j x*+y? -z - 2xy+x=0. Soi[M()') EE

Dol f est la composée de trnnslauon tet de réﬂexlﬁnfs

.
Alors f = tzos , ol 1 est le vecteur de lrﬂn‘slatmn‘

Déterminons i y j‘"’
[*= fof =(tzos)o(tz05) . 1n. [ .;/
= (tzos)o(soty) » gi/

= tzo(sos)ot; N p. 4

= tgo(ld,)oty car sos = Id,
=ltgotg = L

Ainsi 0 étant I"origine du repére
0F%(0) = 231

- e —

z
Posons f(M) =x® + y* — 22 — 2xy + x

q la forme quadratique associée 4 f et  la partie linéaire de

f.
gM) =x+y*—z* ~2xy +x et (M) =x

Prenons A la matrice associée 4 q telle que :

1 -1 0
A={-1 1 n)
0 0 -1
1 -1 0
det(d) = |-1 1 0‘
0 0 -1
|1 -1 L
det()=~|2, J|=-a-n=0

D'olirg(A) <3
' 183
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Alors y admet soit un centre vide, soit une droite affine ou
un plan affine,

ae=0 E 2
x xx-2y4+1=0 2=0 el S ﬁ(ﬂ)
a =——=F,
Ona: ;,—‘;=ﬁ 1 y=2x=0 n[ x=y " Va E- I 1
~2r=( 1 =0 impossible
T]-!-:ﬂ ,_._1:—
Done, ¥ n’a pas de centre, Ez_ : Ey, = ;ﬁ
= =—=i =
=151 V2 W
0

Polyndme caractéristique de A P, (X)), ; :
Soit P la matrice de passage ff a ffi o0 -8t o beot

1-X =1 0 { £
PRX)=|-1 1-X 0 canonique de &-
0 0 -1-X 1 =1
RN (. S — Z
r =1-0' 28 L= —aena-x-1 oo | % -
Pa(X) = =X (X + (X = 2) V2 V2 ,
0 0
Alors Sp(a) = [0,-1,2
5 { ] Posons X = PX' (Formule du changement de base.)
; L
Sous espace propre 3 i ﬁ :’r-f- 0 x:
: oA |G
E = [X (y) € E/AX = Da] &by “HEE\B V2 2
z ."'\-,;_.-' » "'LU‘_ 0 1
x—y=0 = O
=y et 1 1
AKX =0 = {—x+ 0 =i _ e S
£ ‘ J" By { =0 & “NoE N4
’ . fi] o 1_}-”
._.'. v -y = .- "-_.:_“- '}F/:_\,--_ JR—
D‘Dﬁ Eﬂ ={ (1) } ,.r" ‘_,-" N '-\.‘-“l ~.'_' s ':. '\"I'E 'V'E
0 V. & b 2=z
E, = (X €E/(A+15)X =0} @4 devient :
(e, £ oA i E a8
= y=2x 2 x'u.ﬁ-';'n yii i i FEC AT L
Ui =te = {5720 = [*f-”??*{-;}fﬂ w7 e rgy) -2 )
=z GWzER <7 < I, H
’ N x(ﬁx +ﬁ}')+ﬁx i =0
Dol E_y =< (2) = AN . oty Aprés caleul ona
. y
=2x12__ r2+__ ! S
_ & =
E,={X€eEf(A-23)K = 0¢} Posons X =2’ ¥ =z'etZ=y—x'
2oyl =y Alors,ona:2x2 —y2 _ 1
(A=2l5)X = 0g &= ?x;z{j]“‘:’{zsu,'--" el g
i J &y X2 . Yz _ l _
A @ "
D'oit Ez =-c:( i ) > : v r: d T
p 0/ . 4 Donc, la quadratique y est une paraboloide hyperbolique.
Déterminons une base orthonormée des sous-espaces

pmprcs.

Soit fiy (Vy, Vas V) une base orthogonale directe telle que
det(Vy, Va V) = 1

=Tl - 72\

cﬁawfﬂi#-
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CORRECTION GEOMETRIE 2
Session 1

Exercice 1

On considére I'endomorphisme affine f+¢ quid M(z, ¥ z) associc M (', I."'. 2')
tel que :
FM)=M'(y,z,241) -
Montrons que f est une isométrie de € dmit on. pru-:nsera
caractéristique géométriques. y \

la nature et les

Sait ¢ = L(f) et M =mat(p) =

D10 y D1
taf=[1 0 0] ;MM=|1 0

MM = Iy, donc f est mome.tne?
det(M) = —1, donc f est ant:deplti‘

Inv(f) = {th.y,zmtm M) m

: _: = y’f;—-"s = ﬁ,.fgﬁéurdc.
z=z+ 1 = l*‘-—.—'kD‘_,r.f-,_ y Y
e
D e antldéplacemenﬁ et ‘que Inv(f) = 0 done [ est Ia

Etant donné que f est.un
composée de trausiatwn et

f=8otq -rf"ﬂ‘i’ oS on

de. réﬂemn -

‘Stestiune reflexion d'un plan P T appartient & la

direction de y 2% ‘-. '
. w
-{—:@%‘g I(:S;‘at-a*:’ -#“ioﬁ'osﬂﬂ or So§=1Ide o fof=tat
¥o }c gﬁwafoftm =M+2%
sl = M 23
= IUCMJ'] EM =
" wuwl =27 0
4 = y O = n i
l;our M=0 nngine du repere, on a: O J1f ()] =27.4(0) (1)

0 0
Fe =ulals]
()=
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o
0 0 ‘%
O f1f(0)] =27 & (n) =27 2 (ﬂ) = 2l
9 1
0
ai=(0
1
Déterninons 'équation du plan
MeP e SM)=M e Ty[S(M)] =14 (M) ; /
=f(M)=M+7 ;
M) =M =7 4
M) =7
) €
MePaMih=te| = |-|v]&
z+1 zy
y—x=0 ' _a B
& x—y=0 #{:_I:g “Sry=
i +l—z=1 e R
D'ol P d'équation z —y =0 \‘-\{*"“n,
Exercice 2 A
:"“-:*_-,_\
Soit la qua,drathue d’ equa.tmn
(E): 22 + 2% + 22 + 22y —Byz — 2 — 2, s
Determwons l‘équ&tmn I\éémta de cette :?i’ad:aﬁlque el précisons sa nature.
i j |
* Equatmn redu.lte‘i.“‘ b -'5.' .?d r,-'.'.'}-_.
(B): 2% + 2y* + 2* +2=y 2-yz -z f{' ?
(B): A+ L+Fk Avec Ala matrice de Ia. partle quadrathue L la partie linéaire
et k la constante.”,
] Bl U --1
A=11 246-1]|,L= U hetkzﬂ
0 —lg.l —1-
On a det(A) = 0 d’oi (E) n'a pas ‘de centre de symétrie. Done le nouveau repére
sur Ry = (0,5) a By est une! hpse orthonormale directe composée de vecteurs
pmpres de A <
* Détﬁl‘minnn& By v
Ix 1 & |e 1+x1':3 1 0 1 1 8
i 1 2x -1 | = 0 = (1-2)| 0 2x -l
@0 AV 1x #% al 1 -
. &7 1-x 1 1ax i 1-x
¥ 1 0
—-[1-—.::].I} 2x -] e Lo
Y A1 -2 lx| L+ Lz-1, ®, Fx
Po=(1=z)[2-2)(1- #) =2 =z (1 -a)(x-3) D'od Sp(4) = {0,1,3)
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Déterminer les vecteurs propres associés i chagque valeur propre.

*
Ua (H) Effcr(.nluﬂx!a}ﬁ[A—I]x.f3|Uu=D
7 ;

@ AU =0
z+y=10

= T+dy—z=0
—y+z2=0

=

EI‘(A £ 0 = 13} B= {{—y;’#-y]:

1
1
xE
Uh|ly|eAUL =0,
z g
T+Yy==z z
T4+2Yy—z=y &

—ytz==z

n=
Z
ozl
E

Us =

1/2
—yj: y € R} =.y|:%1 1, —%J D'od Uy = ( 1 )
-1/2
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-

DIN27202)
Vi = e Uy avoe ||Uy)] = V'“ ' ! 4
; U all )
Vi gt ) Yy (1, 2-1)
A ki 7,77 o
Dans Vordre Vy Vi, V4 lo détorminant est posttll dans By - ”{ H“} t¥) o8
une baso orthonormale direete. DY lo nouvenit ropdio Ry = (OB
4 " 4
Onme Xlwl|oetXy|m
< =|
Matriee de passage do B3 8
=V VT VG
=l Vi 0 26
Vi 2 —IN'
T= —mf‘l + ?-I.II + :}'-\-1
Ona: X=PX;& y—ﬂv'ﬂ1+?~31 B
r= ﬁ=1+jgﬂ1 &‘51 g
1
Daus le repire Ry quation de () dnw&ut. O -
o, 1 ‘i"i- i Lo
: 24 # — —=i1 +—=2=0
(E) : 0af + yf + 323 + @f‘c\l v"‘i J. ,‘Em ﬂy] 7 1
2 kil A
E): 4} +822 <0 iy
(E): vi +34 - AN ﬁy. e
X2y 4
Ergrv -
Donc (E) est 'équation d’ime paraboloide elliptique.
% G f '
"'-;_\ S
< &
y
. N
b e =
r't“j-’_EE"'_- Sr— 3
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LICENCE 2 M, 16
ELECTROMAGNATISME
Durée 02100
Session du 17 Décembre 2016

Unestions (4 pis)
Répondre par Virai on par Fauy

1. Bintowt point M r_appm:mmc.nl A un plan d"antisymétrie ) d'une distribution de courant, le patenticl
1-c~cre1|r | Twrpcndmu]mm au plan (2 et le champ magnétique est contenu dans ce plan @

2. Leschamps magnéliques produits en deux points symétriques d'une distribution de courant possédant
un plan de symétric 4 sont symétriques,

3. Le vecteur surface associé A un contour orienté cst indépendant de 1a surface s'appuyant sur ce
COntour,

4. Le vectear moment magnétique ? est I'analogue du vecteur moment dipolaire 7/

5. Le théoréme d'Ampére est au caleul de champ magnétostatique ce que le théoréme de Gauss est
au caleul de champ €lectrostatique.

6. Le théortme d"Ampre n'est valable que si le contotir d’ Ampére enlace des courants de la distri-
bution. Lo =i 0

7. Le théortme d' AmpRre n’est valable que si le contour d’Ampére est fermd

8. Le théoreme d*Ampere n'est valable que si le contour d’ Ampére présente les symétrics de la dis-
tribution de courant.

Exercice 1 ( 6 pts)

Dans un repere eylindrique (p, @, 2), on considire un solénoide d'axe Oz (Figure 1) de rayon R, con-
stitué de n spires par unité de longueur, parcourue par-un courant d'intensité /, assimilable  une
nappe cylindrique de courant surfacique de vecteur densité

J=nlgy

1. Etablir I'expression du champ mangétique .?;-n du soléncide sur son axe Oz.

A I %, %
B <

X du

o V. IV
! vl

Figure 1:

2. L& champ magnétique étant uniforme, montrer que le potentiel vecteur créé par une telle distribu-

tion est pour p <
i 2 Honlp

In 2 o
ot : ek
3. L'inductance propre d'un circuit ayant une distribution surfice est L= il JE-L + A d, montrer que
V'inductance propre par unité de longueur du solénoide est

LI = pon’ wR?

4. Calculer L. s
On donne 1 = 1000 spires par métre, { = 1m, R - 3em, fto = 4w x 10 "H /m
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I!Exmlw 2(10 pts) = 43, Soit le champ de pesenteur ? = "3?1
1esmace estranporté un ronbre cartéslen o base (7. #n ). istants de I, parfaitement conducteyrs,

(R une constante positive). Deux rails métalliques paraliéles et - ducteurs constituent un eq

sont reliés par une tige conduetrice CD rectiligne, de resistance R. Cﬂ‘f con 4 ma.;sc . patlicnie X
semble rigide immobile. Afin de fermer le circuit, une bare mém“lquc'ﬂ rs ints d;:cnnstacl B
conductrice, est posée sur les rails orthogonalement & ceux-ci. Soicnt A eth I¢ q]:nus frottcmenlt % Tn-
tre la barre et les mils, Cette barre peut effectuer un nmuv{:mer:l de Ua?statmnt- " S Br;ﬁ
rails ( figure 2). L'ensemble st plongé dans un champ magnétique e ;,;ﬂ Bdoors o A
B, cst une constante positive. Le cadre ABCD cst incliné d'un anglﬂfc F-Gnlg : pﬁ::rD BTH au plan
horizontal. Les ails sont parallées A Paxe D' (orienté par lo vecteur &) ¢t 5 VB /5 M mte
paralléles & (Oy) (orienté par le vecteur &). A Pinstant f =0, Ia barre cst 2 sse
initiale. Soit ¥ = v&y, sa vitesse de translation au temps I.

I La position de la barre est repérée par son abscisse DA =
I'énoncé, le flux ® du champ magnétique & travers le cadre ABCD Y5
2. Exprimer, en fonction de R, v, By, | et o, I'intensité du courant induit &
3. Quelles sont les forces qui s'exercent sur la barre.

4. Donner I'expression vectorielle de la résultante F des forces d’
barre,

5. Etablir I'équation différentielle liant la vitesse algébrique v au temps 7.
6. En déduire I'expression de v(1) : :

«. Exprimer, €n fonction des données de

induction qui s’exercent sur la

Figure 2:
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:::;‘;?;*;{i}h FHB Cocony ANNTE UNIVERSITAIRE 2015-2016
- SRSSION DU 24 MARS 2017
LICENCE 2 SM & 1G
EXAMEN D' BLECTROMAGNTISME
Durée : 2 heures
Questions (6 pts)

On mnfﬁbm le champ de vecteur 7 -~ 47, + y@, | 22, dans un repére cartésien.
1. Calculer f\ A _!i, le rotationnel de 7
2. Caleuler V - (‘i’ AP ) Ia divergent du rotationnel de 7
3. Pourquoi dit on que le champ magnétique est non divergent?
2 4.%)ém§nMr que quelque soit le champ magnétique ﬁ il existe un champ vectoriel :'i')r tel que
=V A ;
5. C:c:-mmcm appelle t - on le champ vectoriel A2
6. Enoncer la forme intégrale du th théortme d’Ampire.

Exercice 1 ( 6 pts) ,

Un solénoide mince d’axe Oz et de longueur L est COI]Sti'CIJ.'él-dB N spires circulaires jointives identiques
de rayon R parcourues par un courant d’intensité /. On désigne par z la céte d'une spire vue sous un
angle 6 depuis un point M de 'axe Oz 4 la céte 73y (Figure 1), / ~

Choisir la bonne réponse et justifier 4

o
s - i a
L3 M 5 e ."-l_

TSI, .
. | P
e cet oy
—

. Sy Bo. B,
) N M
)
=

=y
;‘-'P._ 1“\, ':"‘.-\._ A z
...I.-' l‘.' : ¥ =

'; 2 ..

! Pigure 16

-

1) Compte tenu de la symétrie des sources, on peut affirmer que :

1.2 en tout point de |’axe Oz, le champ magnétique est porté par cet axe.

1.b le champ magnétique est orthogonal au plan xOy en tout point de ce plan.

1.c le champ magnétique est uniforme en tout point de I'espace.

1.d le champ magnétique est nul.a I'extérieur du solénoide.
2) Exprimer, en fonction de I’angle 8 le champ magnétique créé en M par la spire située 2 la cote z .
sur I’axe Oz B

2.a B — (U1 /R)sin’ 0 Coin

2b B ~ (I/piR) cos* 87 ;

2.c B = (p,1/2R)sin’ 8¢5

2.d B = (I/poR)1an’ 8¢,
3) Une variation dz de Ja cbte z d’une spire entraine une variation d@ de I'angle 8, Exprimer dz en
fonctionde A etdd,

3.adz = (R/tan*8)df

3bdz= (R/cos’8)d0

3.cdz= (R/sin’ 0)d0

3.ddz= (R/sin*8)d8@
4) Exprimer le nombre dN de spires contenues dans un élément de longueur dz de solénoide.

4adN = (I/N)dz
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4.b dN = (N/1)dz
sdaN— (e
ddN = z i
5) Exprimer kf d{n“?p magnétique en tout point M de I'axe 0z en fonction des angles 6, et 6; tels que
définis sur la figure 1. |
a E = (1oNI/2t) (cos 6; —cos 6;) @
5 h B = (N1/2p,1) (sin® @) —sin® ) 7:
— (NI/2p1o0) (tan 6; — tan 63) 3
5ds~ NI n 6 —siné, ide infini consti
0) Bxprimer ;[:‘:;haﬁ}: rt(::gl'u.lum:rlncnz{nul point M de 1'axe Oz d'un solénoide infini constitué de 5
spires par unité de longucur parcourue par un courant d "intensité /-
6a B = (Honl/dn) e,
6. h = ponl ?
6.c 3 = (nl/11,) 7.
6d B — (nl/2u,)C -

Exercice 2 (8 pts) _ )
On considere un cible coaxial constitué de deux conducteurs cylindriques coaxiaux (Figure 2). Le

conducteur iniérieur plein, de rayon a est parcouru par le courant /. Le second, creux de rayon
intéreur b > a et de rayon extéreur ¢ =~ b est parcouru par le courant —/. I'espace est orienté selon
un repére cylindrique (r, @, 2).
1. Calculer le champ magnétique ?,,,{M créd par cette distribution en tout point M situé a une
distance r de I’axe central Oz du cable telle quer<a.
2. Calculer le champ magnétique B? (M) créé par la distribution en tout point M situé & une
distance r de I’axe central telle que a < r < b.
3. Montrer que le champ magnétique ?a{M) en tout pc:-mt M situé a une distance r > b est nul.
- “4Eipductance propre d’un conducteur ﬁhfm'mc est donné par la relation
g‘z
=] ==
= f [ —ao
oit d1 est le volume de I’espace ot rt:gne B. Calculer I'inductance propre L;, intérieur et cxtérieur
L, d’une longueur ! du céble coaxial.

5. En déduire I'inductance propre L, = L;, + L, du cible coaxial.
6. Application numérique. Calculer L,. On donne p1, =47 x 10~ 7H fm, 1= 100cm et (bfa) =3
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LICENCE 2 §M, IG

ELECTROMAGNETISME
Durée 02H00
(Session 1 - 13 septembre 2017)

Question

1. Quand dit-on qu*une distribution de courant posséde un plan de symétrie ?

2. Pourquoi dit-on que le champ magnétique est non divergent ?
3. Répondre par Vrai ou Fauy

3.1. IﬁS vecteurs champs magnétiques en deux points 'symétriques d’une distribution
possédant un plan de symétrie sont eux méme symétriques 7

%2, 'Les vecteurs Cha.l:nps magnétiques en deux points symétriques d’une distribution
possédant un plan d’antisymétrie sont eux méme symétriques 7

T
AR ¢

Exercice 1 ,-:':':;:- |

Une spire circulaire de centre O de rayon R,d’ax-: ({ﬁl‘j&)ﬁf’fﬁéﬁ-‘:ﬁi{rcoume par un courant
d’imntensite ! (figure I). On désigne par z la cote, d'un pTomt M de I'axe Oz

Répondre aux questions 1 a 4 ﬁg‘r VRAI ou FAUX en justifiant si possible

1. Compte tenu de la symétrie des sources, on peut affirmer que :

1.a. Tout plan contenant ’axe Oz est un plan de symétrie pour la distribution de courant.
Lb. Tout plan orthogonal a I’axe Oz est un plan de symétrie pour la distribution de courant
1.c. Le plan de la spire est un plan de symétrie pour la dish*ilnjﬂion de courant.

1.d. En tout poiﬁt de I’axe OZ, le champ magnétique est porte pa_: axe-. ‘

L.e. En tout point de I'axe 0Z, le champ magnétique est perpendiculaire a cet axe.
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r— 2 rdinid o
T _ o IIAPM I = Bo Z— avee U= T
2-3. ﬂlil? = -‘H’IW Z.h. { I "JJMJH 1i ”
G ; Jdi T =2
B _ Mo WinF 5. A 1=t ok avee k=&,
<. =L s i = A dB = ?
2o dB=Cp avee FaPM 2 e |7
.
2.¢ =L _—_a
Am |||
3. Les termes suivants peuvent s*éerire :
=* ; =+
3a. dl=dlé, 3b. dl=Rdype,

||l APM|| = dl x PM x sing 3.4, ||dl APM| = Rdg x PM

e. ||dIAPM||=dlxPM

Hol . dl " ﬂ{_a_t_ ;
ol 4':1' PM? 4b. dB = 47 PM? sty
4c dp=tlCl 44, dp=4 sin30dg

am PM? s T AmR

4.e. dB'-' sm:’*ﬂdfp

5. Déterminer 4 partir des bonnes réponses aux- questions précédentes 1'expression du
vecteur champ magnétique B créé par la spire au point M.

6. Retrouver I’expression du vecteur champ magnétique B en fonction de la c6te z du point
M [

Exercice 2

1. On considére un conducteur rect111gue AB de longueur [ parcouru par un courant
permanent d’intensité J dans un repére cartésien (Oxyz) (figure 2). Déterminer I’expression
du vecteur champ magnétique B (M) crée par ce conducteur au point M(a, 0 ,0) situé sur son
axe médian.

2. Iin déduire I’expression du champ magnétique d’un conducteur de longueur infinie.

3. On dispose cote a cOte deux conducteurs rectilignes infinis (C,) et (C,) séparés d’une
distance 2a. Ces conducteurs sont parcourus par des courants de méme intensité / comme
I’indique la figure 3.

3.1. Cas (a) : déterminer ’expression du champ magnétique Ba(M,), Ba(M,) et Ba(Ms)
créé par (Cy) et (Cy) aux points My, My, et M; respectivement.
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eréé par (C;) et (C;) aux points M), M;,

LA REUSSITE, MON IDENTITE

) : Déterminer ’expression duy champ magnétique Bb(M,), Eb(Mz} et B b(Ms)
et M; respectivement.

Cas a

L mm S : -'fl.-'---—a ----- e Ol e—--->|

; {e— — o :

i 2,

i, W y

'x._;\_ b, Oy gz €y
Cas b '

|<ﬂ">!< ______ B slgiansciog]

(1) (E_?;* :
i S TR

- ——— =
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Urr SSMT SESSION DU 14 SEPTEMBRE 2018

LICENCE 2 SM & 1G
EXAMEN I BLECTROMAONETISME
Duréde ; 2 heures

Questions (3 pis)

1. Quand dit on qu'une distribution de couran( possdde un plan de symétrie (M) ?

2. Quand dit on qu'une distibution de courant posstde un plan d'antisymétrie (MTas)?

3. Pourquoi dit on que le champ magnétique est non divergent? =

4, Dimnmrc[;]uc quelque soit le vecteur champ magnétique ﬁ. il existe un champ. vectoriel A, tel
que B =rol A,

5. Comment appelle t - on le vecteur A

6. Enoncer la forme intégrale du théortme d’ Ampére.

Exercice 1 (10 pts) ) .
On considere un il rectiligne de longueur infinie parcouru par un courant d*intensité / dans un repére
en coordonnées cartésicnnes (Figure 1).

'E}'
&
# _l:j_.ﬂ' P iy
l'-'...l
A : o =
M y
» f b 1
- -“'_ _n'-
Figure 1:

1. Un élément de longueur d! pris autour d’un point P du conducteur cré un champ magnétique
élémentaire d B (M) en tout point M situé 2 une distance OM = x du conducteur. Donner I’expression
de dB (M),

, .7 : -
2. Donner les expressions respectives des projetds des vecteur d [ ot W dans la base {?,, ?r,?.-_}-
3. En déduire Je champ magnétique ﬁ{i‘rﬂ créé par le fil au point M,
4. Une portion de ce conducteur est utilisée pour former wn circuit carré A(a,a,0); B(—a,a,0);
C(—a,~a,0); D(a,~a,()) o a est une constante positive. Représenter dans un repire cartésien
(0,2,y,7) le condueteur ABCD,
5. Le courant d’intensité / circulant de D vers A, déterminer le plan de syméirie de cette distribution
de courant.
6. Quels sonl les plans d'antisymétries de cetle distribution?
7. Montrer que le champ eré€ par In portion [BC] du conducteur au point O (milieu des diagonales
[AC] et [BD]) est
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8. En déduire le champ magnétique _ﬁ[ﬂ} eréé par le circuit ABCD au point O.

9. Déterminer le champ magnétique I (M) eréé en un point M(0,0,2) de I'axe (0z) du carré.
10. Retrouver le résultat de In question 8,

Exercice 2 ( 7 pts)
On considdre une distribution volumique de courant dans tou I'espace de densité

:’J[M) ~ Jaexp ( :;; ) 7,

en coordonnées cylindriques M(r, ¢,2) od J, et R, sont des constantes posjtives.

Figure 2: . _

1. Déerminer le courant I(R) traversant un disque de rayon R céntré sur 1'axe (Oz) et perpendiculzire
a cet axe (Figure 2). e
2. Indiquer le ou les plans de symétries de cette distribution.
3. La distribution est invariate par rotation d’angle ¢ autour de I’axe (Oz). Elle est invariante par
trasslation-suivant 'axe (0z), B (M) = Btfr]?w- Déterminer By(r) :
a) en tout point M, tel que r < R. : ; ,
b) en tout point M, tel que r > R. £
"::‘—I‘__h s /f_.'.-j .-"‘ %

e Y
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UNIversiTE FHB Cocoby ANNBE ;

LICENCE 2 SM & IC{
IXAMEN D'ELECTROMAGNETISME
Durée : 2 heures

Questions (2.5 pts)

1. Quand dit on qu'une distribution de courant poss
2. Quand dit on qu'une distribution de courant posse
3. Donner I'équation de continuité de la composante n-::rma!e du champ mag
d'une surface de séparation parcourue par un courant surfacique.

4. Donner I'équation de la discontinuité de la composante tangentielle
traversée d'une surface de séparation parcouru par un courant surtadiqiie.
5. Enoncer la forme intégrale du théoréme d'Ampére.

dde un plan de symétrie 7 7
de un plan d'antisymétrie el
nétique a |3 traversée

du champ magnétique 3 |3

Exercice 1 ( 5.5 pts) ST ) 7o
Un plan conducteur xOy supposé infini est parcouru par un courant surfacique tel que B JJ?E
ol ji est un réel positif. L'intensité de ce courant ést répartie uniformément sur e plan (figure 1).
On a ainsi un courant d'intensité I, >0 sur un segment de longueur h selon I'axe (Ox).

1. Monter que j; = %

1)

i - p
/ 0 /
L ELPLE

Figure 1:

2. Déterminer le ou les plans de symétries de cette distribution de courant.
3. Etudier les invariances de cette distribution de courant et montrer que F= .B(z}?"Jr
4. Déterminer |'expression ciu'-ch'_aimp magnétique ? en un point quelconque de |'espace 3 |'aide du

théoreme d'Ampére. _
5. Monter que le champ admet une discontinuité au passage de cette nappe de couant.

Exercice 2 ( 6 pts)
On considere un solénoide de longueur finie | constitué de spires circulaires jointives de rayon r,
possédant n spires par unité de longueur; parcouru par un courant d'intensité permanent i (figure

2).

Figure 2:

1. Déterminer I'expression du champ magnétique Q(M ) €réé sur I'axe (0z) du solénoide en tﬂ':t
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Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

LA REUSSITE, MON IDENTITE
0312200

point M de I'axe (02),
2. Quelle est I'expression tle

B (A1) lorsque I'angle o tend vers 0.
3. En déduire 'expression de

(M) pour un solénoida da longueur infinle,

Exercice 3 ( 6 pts) :

Un solénoide vertical de longueur semi-infinie 3 section circulaire, de rayon a et possédant n spires
Jointives par unité de longueur est parcoury Par un courant sinusoidale fy = i, cos(@!) ol i,y est
I"amplitude et ® |3 pulsation. Une bobine circulaire constituée de N ‘spires. de rayon b << a, de
résistance R, d inductance L et de masse m, est placée au-dessus du ‘solénoide 3 une distance z de
son extrémité. On repdre |a position de la bobine par l'angle 0 (figure 3).

1. Galeuler le flux @ 3 travers la bobine ¢réé par ce solénoide.

2. Quel est le coefficient d'induction mutuelle M de I bobine et du solénoide,

3. L'expression du courant induit dans la bobine est de la forme i(t) = Iy explj(@t + ). Déterminer

Pexpression de I'amplitude maximale Im de i(t) en fonction de M, @, R, L et i (On écrira
= imexp(jor)). :
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3 e b h
| ]
(@) (b)
Figu}e 2
x

2" e L

Figure 3:
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LA REUSSITE, MON IDENTITE

(LR el |
usiversitf FUB Cocoby ANNEE UNIVERSITAIRE 20182019
Ure SSMT SESSION DU 18 FEvrier 2020

LICENCE 2 5M & 1G
EXAMEN D'ELECTROMAGNETISME
Durée ; 2 heures

Exercice 1. (3 pls)
On considére dans un repdre canésien (0, x,y,2), une demi spire de centre O, de rayon R, d'axe (02,

située dans le plan (yOx) et parcourue par un courant continu d'intensité / (Figure 1).

1 Quel est le plan d'antisymétrie de cetie distribution ?

2 Quel est le plan de symétrie de cette distribution ?

3. Montrer que le champ magnétique en tout point M(0,0.2) de son axe (Oz) est de la forme

B(M) =8,7,+8,7,

4. Quelle est la forme du vecteur champ ?[O) créé par la demi spire au point o7

Exercice 2. (3 pts) :
On considére une distribution constituée par up fil rectiligne de longueur finie parcouru par un courant

¢'intensité [ en coordonnées cylindriques (p, ¢,2) (figure 2).
1. Faire I'éwde des invariances et en déduire les coordonnées dont dépend le champ magnétique.

2. Donger I'orientation du vecteur ?(M] pour tout point M appartenant 4 I'axe Oy(y > 0).

{'lguﬂ. 9
Exercice 3. (B pts) £
On considere un fil rectiligne de longueur infinie parcoury par un courant d'intensité /y dans un repére

en coordonnézs canésiennes (Figure 3a).
1. Un élément de longueur dl pris autour d’un point P du conducteur cré un champ magnétique

Elémentaire d?{M} en tout point M situé 3 une distance OM = x du conducteur. Donner I'expression

de dB (M).
; ; - —
2. Donner les expressions respectives des projetés des vecteurd [ et PM dans la base ( y y o).

3. En déduire le champ magnélique B(M) créé par le fil au point M.
4. On place au voisinage de ce fil, un cadre rectangulaire ABCD (AB = CD = a, BC = DA = b)
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ExXAMEN DTELECT
2 heures
I

Durée
Exercice 1. (5 pts) s de centre O, de rayon R, daxe
On considdre dans un repdre cartésien (0,x,.2), 1€ demi spire cc € (0z),

i ' ité [ (Figure 1).
située dans le plan (yOx) el parcourue par un courant continy ‘J ’l"'l;n"' ité 7 (Figure 1)
1. Quel est le plan d’antisymétrie de cette dislntlmlinn de c-:mr.l;':
2. Quel est le plan de symélrie de cetle distribution de courant J

N - L= es forme
3. Montrer que le champ magnétique en tout point M(0,v.2) est de la

B(M)=8,¢-+B,7y

ol B; et By sont les composantes du cham i
4. Quelle est la forme du vecteur champ (0)

créé par la demi spire au point 07

Exercice 2. (5 pts) £ 2 J
On considére une distribution constituée par un fil rectiligne de longueur finie parcouru par un courant

d'intensité I en coordonnées cylindriques (p, ¢.3) (figure 2).

1. Faire |'éwude des invariances et en déduire les coordonnées dont dépend le champ magnétique.
2.D- :rl'orientation du vecteur 3{&;’] pour t-._":ut point M appartenant a I'axe Oy(y > 0).

Exercice 3. (10 pis)

On considere un fil rectiligne de longueur infinie parcouru par un courant d'intensité 7, dans un repére
en coordonnées cariésicnnes (Figure 3a),

1, Un éiémen_i"dc longueur df pris autour d'yn point 2 du conducteur cré un champ magnétique
élémentaire d ff{M} en lout point M situé A une distance OM = x du conducteur. Donner I'expression
de dT (M),

2. Donner les expressions respectives des prujc_tés des vecleur d? el .E‘T';} dans la base (?x.?yr?ﬂ)'
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4. On place au voisinage de ce fl, un cadre rectapgulaire ABCD (AB = CD = a,

parcouru par un courant d'intensité /5. La distance qui sépare le fil de la médiatrice principale du
cadre ABCD est R>a (Figure 3b). Le cadre beigne dans le champ magnétique créé par le fil de
longueur infinie. Comment appelle t-on la force qui s'exerce sur ve circuit rectangulaire ABCD? ./~
5. Quelle est I'expression du champ magnétique chréé par le fil infini en tout point M € [AD]?
6. Ce champ est-il uniforme en tout point du segment [AD]? 4
7. En déduire les forces /) el {5 qui s'exercent respectivement sur les cdtés AD et CB du cadre.
. En tout point M. situé & une distance v du fil. e champ magnétique est donné par |'expression

3. En déduire le champ magnétique ?}{M ) eréé par le (i) au point M. :
BC = DA = b)

Bm=tlo |
2:’:.1' “of .“n'-._ ’{-P:

Déterminer les expressions des forces ?3 et ?4 qui s'exercent respcé'tifé}nem str les cotés BA et

DC.
9. Quelle est la résultante 7 des forces qui s'exercent sur le cadre?
10. A quelle(s) condition(s) le cadre se rapproche-t-il du fil?

o |

25 [}
F 7
" g i
i ‘____.,...l +H
(a} 4
o] .
&
.Jl 4
y atis
i' S
o
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liatrice principale du

magnétique créé par le fil de
cetangulaire ABCD?
tpoint M € [AD}?

La distance qui sépare le fil de ln mét

dans le champ
xeree surce cireuit 1
fini en Lou

cbiés AD et CB du cadre.
t donné par I'cxpression

parcoun par un courant d*intensité /.
cadre ARCD est R~a (Figure Ah). Lo eadre beigne

longueur infinie. Comment appelle t-on In force qui s'e
5. Quelle est expression du champ magnétique I | eréd par le filin
6. Ce champ est-il uniforme en tout point du segment [AD]?

7. En déduire les forces [ ¢t ?1 qui §'exercent respectivement suf les
8. En tout point M, situé d une distance x du fil, le champ magnétique cs

I
B (M) = %?’{

qui §'exereent respectivement sur les cOiés BA et

Détermuner les expressions des forces ?_1 (] ?u

DC.
9. Quelle est la résultante ? des forces qui s'exercent sur le cadre?

10. A quelle(s) condition(s) le cadre s¢ rapproche-t-il du fil?

dl W =
4 i
e .

(a) . ()
~¥-t pore 3
Exercice 4. ( 6 pts)
e rayon R; consitué de n spires jointives par unité

On considére un solénoide (5;) de lon
intensité /;. On place 2 I'intérieur du solénoide,

gueur infinie, d
de longueur parcourues par un courant permanant d'i

o %gﬂ___u
=, o & N

ki ™ Ly

On définit @ = (2, 7,) od 7 est le vecteur normal & l2

une spire circulaire (52) de rayon Ry <Ri.

surface de la spire (Figure 4).
1. Donner I'expression du champ magnétique ﬁl créé sur 1'axe du solénoide.

9. Déterminer I'expression du flux ®z; du champ B a travers la spire (§3).

3. En déduire I'inductance mutuelle Ly des deux circuils.
4. En réalité, la spire circulaire est animée d'un mouvement de rotation avec une vitesse angulaire

@ = o, ob @ désigne la pulsation. Déterminer la force électromotrice e(t) induite dans la spire .
5.La spire ayant une résistance interne R, quelle est 'expression du courant i(f) induit dans la spire”?
6. Calculer I'amplitude maximale I, de i(f). On donne i, = 47 x 10-751,1; =0,1A, © = 100 rd /s,

R=0,1Q Ry=10"2mn= 10* /m
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] LICENCE 2 (MI1-1G)
Examen d'ELECTROMAGNETISME
(Drerée 02100)

Questions (4 points)

1. Quand dit-on qu'une disiribution de courant posséde un plan de symétrie ?

2. Pourguoi dit-on que le champ magnétique est non divergent ?

3. Répondre par Viai ou Faux

3.1. Les vecteurs champs magnétiques en deux points symétriques d'une distribution possédant un plan
de symeitric sont eux méme symétriques ?

Lo ; : : 5 i

3.2. Les vecteurs champs magnétiques en deux points symétriques d'une distribution possédant un plan

d'antisymétrie sont eux méme symétriques ?

i .. 0

Exercice 1 (6 points)
1. Déterminer le champ magnétostatique B (0) créé par une spire circulaire de centre O de rayon R et
d'axe 0z parcourue par un courant d'intensité / (figure 1) au centre O°de la spire.
2. On considére par la suite, le circuit représenté par la figure 2 constitué de deux fils semi-infinis (d,)
et (dz) reliés par une semi-spire circulaire de centre O et de rayon R. Le circuit est contenu dans le

plan (xOy) et est parcouru par un courant /, Déterminer le champ magnétostatique B(Q) au point 0
dans la base cylindrique (&, &, é,).

e
"i'-"

' 1‘! 1&

iy
o

i\
W
\“

-4

i

-.;—.——}Eﬂ-l,
Figure 2

f

Figure !

Exercice 2 (10 points)
Un conducteur (C,) filiforme de longueur infinie est parcouru par un courant d'intensité /. L'espace est

1'-:1 1,..

orienté sclon une base cylindrique (€, €s, é,).
l. Quelle est le champ magnétique B crée par (€y) en un point M situé 4 la distance p du conducteur ?

V.

2. Représenter le vecteur B et les lignes de champ.

‘i‘ En réalité le conducteur (C;) est un cylindrique de rayon R, d'axe Oz. Il est parcouru par un courant
_ volumique uniforme de vecteur densité J = fo€; ol Jo estun réel. A I'extérieur de (C;), c'est-a-dire pour

o £>R, f = 0.
3. Donner l'expression de l'intensité du courant enlacé par le contour circulaire de rayon p et d’axe

Oz pour p = R (désigné par lx,) et pour p < R (désigné par /)
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Donner | expression de la circulation (€) du champ magnétique B créée par ce conduateur (C;) le
long du contour eirculnire de rayon p el d'axe 02,

En déduire les expressions du champ magnétique FapzRpuisdp <R

Donner les composantes du potenticl vecteur A en fonction de Ao, s Rioetjodp 2 Rpuisap <
R. On donne A,lﬂl Agd p =0, ;

On rappelle ; AA = —Jip) et le rotationnel d'un veeteur 7'dans une base cylindrique est :

. or;,
1708, NCAIAP ( (0F,) - )
bl k. |- S pFp)

n A

-
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L?.ni\‘ersj EEFHB Conody, Aldjan . Annde universitnire 2020-2021
UFR-SSMT/Département de Physique (Session du 16 Septembre 2021)

LICENCE 2 (MI1-1G)
Examen d'ELECTROMAGNETISME
(Durée 02HOM

Questions (4 points)

1. Quand dit-on qu'une distribution de courant posséde un plan de symétrie 7

2. Pourquoi dit-on que le champ magnétique est non divergent ?

3. Répondre par Vrai ou Faux

N Lcs' \-:ecteurs champs magnétiques en deux points symétriques d'une distribution possédant un plan
de symétnie sont eux méme symétriques ?

e : . e ; 2 I

3.2. Les v :cct::un champs magnétiques en deux points symétriques d'une distribution possédant un plan
d'antisymetrie sont eux méme symétriques ?

a4

=
i

Exercice 1 (6 points)
I. Determiner le champ magnétostatique B (0) créé par une spire circulaire de centre O de rayon R et
d'axe Oz parcourue par un courant d'intensité | (figure 1) au centre 0 de la spire.
2. On considére par la suite, le circuit représenté par la figure 2 constitué de deux fils semi-infinis (d;)
et (d;) reliés par une semi-spire circulaire de centre 0 et de rayon R. Le circuit est contenu dans le
plan (x0y) et est parcouru par un courant I. Déterminer le champ magnétostatique B(0) au point 0
dans la base cylindrique (é,, &g, €,).

i 'r‘i' (‘i l.j 's‘; 1‘

N
b
N

-
f.—-
(ﬂ

Figure 1

g—- Exercice 2 (10 points)
i" Un conducteur (C,) filiforme de longueur infinie est parcouru par un courant d'intensité [. L'espace est
= orienté selon une base cylindrique (&,, &g, €2)-
I. Quelle est le champ magnétique B crée par (C;) en un point M situé a la distance p du conducteur ?
2. Représenter le vecteur B et les lignes de champ.
En réalité le conducteur (€;) est un cylindrique de rayon R, d'axe 0z. Il est parcouru par un courant
volumique uniforme de vecteur densité J = jo€; 0l Jo est un reel. A I'extérieur de (C), c'est-a-dire pour
p>R,j=0.
3. Donner l'expression de Iintensité du courant enlacé par le contour circulaire de rayon p et d’axe

0z pour p = R (désigné par l.x.) et pour p < R (désigné par | )

207

’El.- - O O

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

LA REUSSITE, MON IDENTITE
03/1222021 .
Donner I'expression de la circulation (€) du champ magnétique B creee pa
long du contour ecirculaire de rayon p et d'axe 0z.

& —{0] = < :
En déduire les expressions du champ magnétique B a p = Rpuisa p = R ‘ N
RupetJoapZRpuisap <

r ce conducteur (C,) le

Donner les composantes du potentiel vecteur A en fonction de Ag, P
R.On donne 4,|0] = Agap = 0.

On rappelle : AA = —pto] et le rotationnel d'un vecteur F dans une base cylindrique est :

dF,
1(9F, @ aF, EIF;)_, 1(«3 g p)é
i i = o 3 -t _— +={=—(p z
p(ﬂav ﬂz{pF"))e"+(ﬂz ap) % T p\apT * O

»
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UNIVERSITET DIi cOCODY ANNEE UNIVERSITAIRE 2015-2016
UEFR SSMT

LICENCE 2 8M, 1G
ELECTROMAGNETISME
Durée 02H00
Session du 17 Décembre 2016

Questions (4 pts)
Répondre par Vrai ou par Faux

TR S
2.F — O5
3\-""‘0-.;
4.V — o,%
[ Y . W
6. F— 0.9

?.V—ﬂa,'ﬁ

8 F— .5

|
: Exercice 1 ( 6 pts) %

Comme pour la spire simple, les propriétés de symétne du courant montrent que le champ magnétique
i du solénoide est la somme vectorielle des champs créés par chaque spire. Il est suivant I'axe z unique-
F ment. Autour d'un point P situé (figure 1) .

F e m s ————

Figure 1:

ii .

’ en z sur une épaisseur dz, il y a ndz spires. Ces spires créent un champ €lémentaire a"T} en un
i point M quelconque de I'axe

|

HoNldz
-‘? = R T (a}?= Vérifier que I'étudiant a falt un

9 . : raisonnement cohérent pour aboutir au
. Calculons dz - résultat

o o

. tan & OM—:

2 R
- OM — = —
' tan &
soit # i R
| ; dz=———da
! sin® &
Le champ magnétique total s'écrit donc
1 @
I = &¥ sinada@-
A @y
! = ,u,, cos(m} cos(a)) 7.
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. i "oir le champ sur Paxe
Pour un solénoide infini, I'angle o tend vers 0 et Pangle 7 1 nd vers @, d p

S— -

Janlé.

Do

2. Le champ magnétique étant uniforme,

lci

En remplagant chaque terme on
pordp .} — 0,5
n = 2 ﬂﬂ’

3. L'inductance propre d'un circuit ayant une distribution de courant surfacique est

I =y =
L=}?£L-Ad5

Ici
JS=R(J‘(PdZ —_— Gla -
1 (! rix HQJHR
b=ghd RGP ) — 0,5
Soit
Lfl = pgn* R
4. Application numériquell = 3.6mH ) — ‘L. . AV
Exercice 2 (10 pts)

1.Expression du flux @ du champ magnétique a travers le cadre ABCD.,
Par définition

_ %E'iﬁf?dé‘:fﬁaﬁcosi
=z o =

® =Byl cosa

A

%

2. Expression de |'intensité du courant induil / La force électromotrice induite par la variation du flux
a travers le cadre est

[t

A e R
dt

dd dy
o= _.jj‘,fm-cnm = —Bylvcos o
Saijt
e _Bulveosa — W
R

3. Inventaire des l'ur{.i,*h qui s"exercent sur la barre,
La force de Laplace [, perpendiculare au plan formé par Mf} el 7,, _ O l;;
Le poids de la barre /* orienté suivant la vertical du leulleu 0,%

L
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Bonus de 0.5 pour celul
qui fait ce schéma

'“.L
L

3
alﬂ 3 -

&

Figure 2:

La réaction de la barre _ﬁ

perpendiculare au plan ABCD en raison de 'absence de frotiements, —— @,
4. La résultante -ﬁr

»r . " 5 J
des forces d’induction ici est la force de Laplace elle s"exprime par ln relation

f;?=fﬂ}'n_ﬂ‘ﬂ —= 05

AB =12,
‘Eo - Bﬁ?‘-_

On sail que

et
7o B,lveosa

R
i? L _H:",.’zvcustx?l — A

5. Equation différentielle du mouvement
Appliquons la Relation Fondamentale de la Dynamique 2 la barre AB,

= v
\??-i-ﬁ-}-?:m‘i—}:- = Df%

Projetons celte relation suivant 1'axe Dx’

x1x By e

On a
212(cos o 2 o
—E"—(R—bj—l'+.rngsin{1 = rnj—:
soil
dv  B*(cosa)? :
2 dr ¥ ey e L /L
6. Expression de v(r)
Posons
1 _ BP(cosa)?
T mR
L'équation différentielle devient 4
LU y
— 4 — =gsina
di 3 i s

La solution générale d'une telle équation différentielle est de la forme
v(t) = tgsina + chp(—-r—j
T

n
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AL =0, In vitesse de 1a barre e<t nulle, on a alors

'}K — —1gsina § —_—

1 vient

\F:]: (l-r*)rgsng

T T o
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Session |
lxereice | ¢

1) Quel est le plan d’antisymétrie de cette distribution ?

Tout plan contenant I'axe (0z) est un plan d'antisymétrie pour la distribution de
courant,

2) Plan de symétrique
(yox) est un plan de symétrique pour la distribution de courant,

3) B(M) = -—5m3(a)_f dope,

B(M) = -—!sm:’ (a) €,

4R
4)
= ol _,
Excreice 2
' E b
r
art
™ = / " x

1) Donnons I’ exprcssmn de dB(M)

= pnIdEAPM
dB(M) =2~ PmIl ©

2) Donnons I'expression de dl et PM dans la base (5,8, &;).
dl = dyey
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Tm—) e —

PM =T0 + 0M = —ye; — x2;

3_? Déduisons le champ magnétique B(M)
dlAPM = dye; A(-ye; — x&;) = xdye;
x
oL e =0
dy (cos?a) ey (cos?a)

cos @ =i=a(i)3— sl '
PM PM "( x )

rga=-§:y=xtga=>

- 3 =iy
dB(M) = ﬂ-ida (ffﬂ) 7 =L cosadae, @

4r cost a x Z 7 4nx

Le fil d’infini,

Donc B(M) = % (J#(cosada)&;
3

4) Il s’agit de la force de Laplace.

5) L’expression du champ magnétique §1.

6) Oui le champ magnétique en tout point du segment est uniforme car By = cste
7) En déduire les forces f et f

% = 1,CB AB,(M) 64 TB = b%; et B,(M) =-;H%‘e:
2
_ 1
o = by by A
(r-3)
ATy 1

8)
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th._q

By(M) = 55

péterminons les forees f3 et fi.

u‘?: = l'zdr."\ ERM)dF avee dr = dxﬁ'_

=i toly 1 dx
T2 %
@
P .H.ﬂn"ilrglJ'R-l-idx
fs =" "2n Uk 2
a e g
T- _ Holi I3 In R T3 F,’"f" B,
3T T 2n Sy, g7
R 5 A
D sme :F' =ile @l R_i'"% ~ g ,’
cme o o R'E P p s

9) La résultante de fh
f=ﬂ+ﬁ+ﬁ+ﬁarﬂ+ﬁ=
f:ﬂ"'fz

f= T (R+"I) "( _'

10) Conditions de rappmchement du cadre vers le fil.
Le cadre se rapproche du fil si Il > 0.
Donc le cadre se rapprqche du fil a condition que la force de résistance J“ < =

1,504
Exercice 3 :
T T
e e = WA S
ZH]_ e IRy )

215

Scanné avec CamScanner



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

(.A N UsSUE, MONIDENT I
012200

By = panlye,
3 Déterminens Pexpression du 0,4,
Oy = [ Byd 85 = BSycosa ona = (0,,0)
Jg,
03 = panlynRicosa

3 Inductanee Mutuelle £,
lyy = Eﬂ = Mﬂ
) h L
Lzy = ponymRicosa

4) Déterminons e(t)

e do(t) o —d(pgnlymR? cos(wt))
dt dt
e(t) = ponlymR3w sin(wt)

2
5) i(t] = E:ﬂ =i(t) = pantymREwsin(we)

R
6) Calculons I, '
Ona:i(t) = I, sin(wt) ; par identification
_ fgnlymRIw
i R

Iy =7
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Exercice 1

1) Premiére méthode

"
i T
8
o e W
_____ ey
™
I
Posons ¥ = PM puisque B = L

4:':' r3

Etquedi AT =dl.r sin@.i’)é‘w et sin(dl, ) = cos8

Alors B = & %}cosﬂ g, @

a
Ona: cos@ =% =>r= ﬁeti = ptgh car tgb = 3 ==~d£

#

g cos*h

D'ott D) devient 5 = £ [ £ = cosb &,
= Wl I cﬂsﬂ N

.do e
b= 4n p ?

o S L1 < -
B= 7= [sinf; — sind;] €,

Et puisque le fil est infinie alors 8, = —8,d'olr

M QB T

%L‘. conducheur

3) Le champ magnétique est non divergent.

LA REUSSITE, MON IDENTITE

Correction d'Electromagnétisme session 1 i o 1

—L_—dg

529

Preuve : caleul la divergence du champ magnétique & partir du champ créé par un courant

volumique.

u PM
B(M) = Of”ﬁﬁd"

divB = ffj'dw(ﬂ\mg)d
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On rappelle que
div(d Ab) = b.7oi(a) — d 7o (h)

PM |
CITERR A (m)

di (j' ﬁP—M"') = ml'ﬂt[ﬂ — J.rot (W)
Comme le vecteur densité volumique j est uniforme au point P, rot() = 0
. i _-n. _——4 E . =& ‘.—" z __1_ —
Par ailleurs —J. rot (FM!') = —j.rot (g: ad (PM)) =)
Donc divB =0
4) Sachant que Donc divB = 0 et que la divergence du rotationnel d’un champ vectoriel

estnulle, on en déduit qu'il existe un champ vectoriel A appelé potenticl de vecteur tel
que : B = rot(4)

Exercice 2

1) Calculons By et E;H au point 0.

—_
g

2 &

AH
I_.d-

e =

A |
Ona: dfﬁﬁf—j #ﬁﬁc =ﬁ i
di//PO = By, =0

~ ' A
b o Lo, oty

2) Calculons Em (0) et Bgy(0)

— 4 ,Hﬂj dI.I"‘I ﬁi
dq”m_)'_ 2n" PO®
dl APO = —dl. PO sin(dl,7)é,
dI APO = —dl. POcosa avee dl = dz
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Alors ﬂr”(o) - ﬂn? J‘ f;ﬂr;?

a

mm—Tam=“
20 cosa

tan(a) = == z = a.tana

a

dz = da
cos?

D'od B _ ol cos? a

= n(0) = i fﬂ cosa cn:irt Sl

Beu(0) = '-"i_fﬁcas(a) daé,

= Lol

Beu(0) = -'_;L[Sinalgém
of

Bey(0) = - ﬁ—«sinﬁé‘w

cos(a)é,

X cos(a)daé,

Ul a
BGH':O) = _E-IE ) T ‘ﬂ‘ 2 |
fuﬁ I’ E B \‘I'_.L{,u 1, -f.-'_ oy | I.-' J

Wona © “Bra ¥
Par symétrie, 'EGH (0) = - YZuol S

-EGH(O} =

Bra ¢ i e
& Jrf{-"
3) Ona:DF =2FG 'f,;xuf P
= Bpr(0) = 2Bps(0) B 27y 5 y
5, (0) = — Y2H! , 4
DF‘_' Ama ap . /
4) B(0) = Byc + Boy + Bpp + B + By
Exercice 3
1) Premiére méthode. 7
3
g% Er(L 4
p - e -{‘ A
oo, TR
= g m
I

ainf
Posons ¥ = PM puisque B = —f :

Et quefﬂf\ = dl.r sin(d, 7)8, et sin(dl,7) = cos8

Alors B = j"ﬂr cosf é, @

Shyve P oyls =iodl=-2
Ona:cosh =2=r=——etl=ptgh cartgd =2 =dl de

cos? @

p costd

= ——cos0 &,

D’oti (1) devient B = "r
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= il %cos@
B=’—J o,
e, P

B [T - } "
B = o [sinB, — sind;] e,

Et puisque le fil est infinie alors 6, = —8,d'ol

ﬂ_pl.f -

Deuxiéme méthode

D’aprés le théoréme d’ampére on a :

jﬁﬁdhpDZr:ggf

Or$ Bdl = B.2np

D’ou B.2mp = pgl " ST _—
5 F '1‘ E
4
2mp [ H
\ r}
Soit S, ‘\ el J"
/ &
= _ bl : &, 4~
T 2mp ®

2) Répresentation (Voir Cours)
3) Pourp=R '
1= J.d§
- {n —
Orj = JoR,
EtdS = dSé,
D'oul = fmjods
Avec dS = %deqa

I=Jo| dS
(s) :
. 1 3
(s)=
2!'!1
'-f=;'nf Ede'P
0
2n
I1==R*, | do
o
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1 2
I'=5Ro2n

Pourp <R
1
das = Ep“dqa

line = [].dS0r] = Jé,
EtdS = dSe,

Dol Int = —J'-:-Pz .ruznd‘-i'-'r
Int = EijZZn'

Int = Jyp?m
! = ]
Orfo = wR? Car on avait trouvé precedement que I = nR?/,

I
Donc Int =—=.p*n

T e e e W W, W, W, ‘1‘1

2
=r(2
nt = 1(2) A
4) Composantes du champ B
é'ﬂ { k S,
Dans la base cylindrique &, &, 3;;, Sy ; ..
ona: ! .
Bp=0
5, =Lolint d’aprés I’ expressmn de B v dans la questmn 1Y
T 2mp .
f2=0 o 0
= proint = R AL 2 \ o
donc B siep OF = _Er_rp’[f (R)JE'P ey
o MR .
BE= le e
2nR?: " * e
ﬁp— >
By=3mezléy C
B:=0 f_’.
ap=k :
Dans la base cyimdnque ep, €8s
1 1 =5 ip/oR?
B ﬁﬂ 2_,% . ﬂ'ﬂ!:_fmiif
=l & Bz=0

5) Les composantes du potenticl vecteur A,
Pourp < R
Nous avons ceci rotA = B

LA REUSSITE, MON IDENTITE
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1A o
] _l‘g,.lp q‘lll

f'i. = TE“;M

2k pag)- ‘T{;
-5
_DAy

ll n
0

?__'.

i fait,

Nous savons que : A = ~—.t1nf= ~HofoCs

On remarque que : A, = 0
A, =0
Ap =10

Ainsi A = 4,8,

On vient de montrer que 4 = 4,8,
a

Do sZ =@
dp

Par conséquent 7oA = | o4z
F]
ﬂp
Done
0 aAZ - -+ ﬂwfﬂnz =+
rotd = — £ 8p = Bqaeg;. = 20 €y
0A; = ﬂn.."ﬂRz
ap ~ 2p
R.’Z

Pourp=Ronad,(R) =4,
_HolR? 0 pofoR?
===z + 4, = 2 In(R) + cste

HoJoR*
==cste-—5+ ; In(R) + Ay

R? R?
= ¢ste = —'uo'{:_ + ‘ud; In(R) + A,

R? |
cste = #ﬂj; [~ -+ ln(.’?)] + A,

Donc A, = p”!:R [ In(R) + ]H(Gﬂ)] + Ay

=B L@

R? .
A= —ﬁnj; !n(p)_+ cste

dAz _ __ Molp
Or =55 = %0 = znr?

'-‘
LA REUSSITE, MON IDENT T

; ; indrique cst !
Comme 'expression du rotationnel en coordonnée cylindriq
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Ay .
Carroi(A) = ﬂ; o = B,E,
Holp

dd, =— —
’ znnj e
1
= Ay = —4;;?2 p? + cste

Pourp=0onad, {{l)—An

Donc A,(p) = —£e0 2 4 4 or puisque J, = -—

Ji " 4nR?
IT;

A;(p) = _‘Tﬁ +Ag
Ay = A,p =0

Pourp = R

% - HoJoR?

dp  2p
En effet
ratﬁ =5

En coordonnée cylindrique

= am 62[ "‘w]l o
otA = EAE a4z = |_94z
gz ﬂﬂ ap

s

i G4z
CarA=A,6,=2A4,=0,4,=0, —‘:~=-ﬂ-

LA REUSSITE, MON IDENTITE
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Examen de Mécanique des Systémes
Année académique 2015/2016

Durée : 3heures

Exearcice 1 (Q points)

Soit R(o,x, ¥, Z), un repére orthonormé direct-donné. On considére le Eoim P
de coordonnées (%,y,2) et % un paramétre réel. On note T le vecteur de
composantes : ' '

(z—lJE“—\/%'y; (i—ZJeA+J§x ;o yel—xet,

1- Calculer T, , Pexpression de ﬁ; lorsque P est le point O,
2- Montrer qu’il existe un vecteur T ,‘que ’on calculera, tel que :

— —_—

Ty ~T, =T 0P
En déduire que le champ vectoriel T: P — T_p' est un torseur,

3- prouver que T est un glisseur et que son axe central af!. passe par le point
de coordonnées (0,0,1).

- 4- Exprimer en fonction de A les coordonnées x et y du point d’intersection

Q de A avec le plan z = 0 . Préciser la nature géométrique de la courbe
décrite par le point Q lorsque A varie dans IR,

5- Quelle est la nature géométrique de la surface engendree par A quand A
varie dans R.

Exercice I1 (12 'paiﬁrs)

“On se propose de faire I’étude mécanique de quelques propri€tés d’un solide, de
géométrie relativement simple, utilisé couramment dans les constructions
civiles,
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Un solide (S) a la forme d'une plaque triangulaire homogéne, d’épaisseur

négligeable, de masse m, ot de ¢Otés  AB = AC = avZ : BC=2a.Oulaesl
un reel strictement positif. On appelle H le milieu du ¢oé BC.

A- Eléments d’inertie du solide (S)

Soit (Ry) = (H,X,Y,Z) un repére orthonormé lié & (S) tel que (HX) et (HY)
sont confondus respectivement 4 (HC) et (HA) (voir figure 1).

1- Déterminer les coordonnées du centre d’inertie G du solide (S) dans
(Ry)- ;

2- Montrer que la matrice d’inertie du solide (S) en G, dans le repére
orthonormé (Rg) = (G,X,Y,Z) estdela forme |

I; 0 O
el = [D I 0]
o 6 1

Ou 14 ; I; ; et I3 sont des scalaires que ’on déterminera en fonction de m et de
&

3- Quel est le moment d’inertie du solide (S) par rapport a la droite (AB) ?

B- Retation uniforme du solide (S) autour d’un axe fixe

Dans toute la suite, on‘notera que

e
Jul=ma?| 0 g O
U

Ot [Jy] est la matrice d’inertie du solide (8) en H dans le repére
(Ry) = (H, XY, Z).

Soit (A) la droite paralléle & (AB) et passant par H. Le solide (S) effectue un
mouvement de rotation autour de (4) avec une vitesse angulaire constante .
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- —d -y b 4 LI : n 3 5
On définit une base orthonormée directe (€ ; 82; ) lice au solide (8) (voir
» .' Bl na
Jigure 2), 00§ lo veeteur directeur unitaire de (4) de méme sens que BA | et

€1 appartenant au plan du solide (S).
I- Déterminer le moment cindtique de () en B dans le i
(Ry) = (HX,Y, Z).

2- En déduire sa valeur dans la base (2, ; €, 1)

3- Déterminer le moment dynamique de (S) en H dans le repére
(Rli) = (HJX: Y, Z).

4- Quelle est I"énergie cinétique du solide (S) ?

Pé

Figure 1 -

NB : Iamﬁéam@mkmum#hcﬁuté&smsmmtmammpw:ﬂw
Pattribution ou non de 'intégralité des points.

!
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Université Félix Houphouét-Boigny Année Académique 2016/2017
UFR Mathématiques et Tnformatique

Licence 2

Examen de Mécanique des Systémes

Premiere Session (Septembre 2017)

Durée : 8 Heures

Exercice 1

Soit R(0,%, ¥, Z), un repére orthonormé direct donné. On considére le point P
de coordonnées (x,y,z) et A un paramétre réel. On note ﬁ le vecteur de
composantes : :

(z—1e*—2y

(1—-2)e*+V2x
yel —xe™*

1- Calculer T, , I’expression de “T; lorsque P est le point O.

2- Montrer qu’il existe un vecteur . que |’on calculera, tel que :
T T, =TAOP

En déduire que le champ vectoriel T: P — Tp' est un torseur.

3- Prouver que T est un glisseur et que son axe central A passe par le point
de coordonnées (0,0,1).

4- Exprimer en fonction de A les coordonnées x et y du point d’intersection
Q de A avec le plan z = 0 . Préciser la nature géométrique de la courbe

décrite par le point Q lorsque A varie dans R.

(%)

5- Quelle est la nature géométrique de la surface engendrée par A quand A

varie dans R.
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et montrer qu'il existe un vecteur @ indépendant de 3

6- Caleuler T/||T| S
T.3/||T|| est lui auss;

(dont on précisera les composantes) tel que
" oo
indépendant de A. Caleuler Pangle (1 =3)'

7- Montrer que S est une portion de Cone de révolution.

Exercice 2

Un solide plan S est constitué d’un demi-disque de rayon &, homogene de masse
m, et d’épaisseur négligeable. On désigne par G le centre d’inertie de S et par C
le milieu du diamétre AB (Figures). On note R Je repére orthonormé direct
(C,X,¥,2) lié 4 S tel que ¥ est colindaire & AB, dirigé de A vers B, I'axe (C,Z) est
orthogonal & 1’axe (C, ¥) dans le plan du.demi-disque.

Le repére Ro(0, %3, 70,Z0) est orthonormé direct, avec I‘axe (0,Zg) vertical
ascendant, Le solide S est lié en C & I’extrémité d’une tige OC de longueur | et
de masse négligeable. OC reste dans le plan (0, Xp, Vo ) en étant confondu avec
I'axe (O,%). La liaison en C est telle que le plan de S reste vertical et
perpendiculaire & OC. Omrpose Y= (%5, X) et @ = (Zg, 2).

1. Calculer les coordonnées de G dans R.

2. Déterminer I’opérateur d’inertie en C puis en G de S,

3. Calouler 3(G,S/Ry) et 8(G,S/Ry).

4. Caleuler 6(0,S/Ry) et 5(0,S/Ry).
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Examen de Mécanique des systémes
Année académique 2017/2018
1'™ session
3 heures

Exercice 1 (8 points)
Dans un repére orthonormé direct R(0, 7, j, E). on considére le champ de vecteurs V(M) dont
les composantes sont définies en fonction des coordonnées (x. y, z) de M par

vy =14+3y—tz

vy ==3X+2Z ol test un paramétre réel.
vz=24+— t'z}’

1. Calculer le vecteur ¥(M) au point O.
2. Pour quelles valeurs de t, ce champ est antisymétrique ?

3. Pour chaque valeur trouvée de t, déterminer les éléments de réduction du torseur (résultante
et moment en O).

<. Décomposer le torseur associé a V(M) en une somme d'un couple et d’un glisseur dont on
précisera les éléments de réduction.

5. Déterminer la position de 1’axe central du torseur pour t=0 et t = 2.

Exercice 2 (12 points)

Un disque plein D de rayon a, de masse m roule sans glisser sous ’cffet de la gravitation sur
un plan incliné d’un angle @ par rapport & I'horizontal. Soit Ro(0, Xo, ¥o, Z9) un repere fixe lié
au plan incline, Ry (G, %1, 71, Z;) un repére lié au centre d’inertie G du disque et R, (G, %3, 2, Z3)
un repére en rotation par rapport 4 I’axe Z; = Z, tel que (¥, X;) = G172 = .

A I'instant initial, le disque est immobile, La réaction au point de contact entre le disque et le
plan incliné a deux composantes, I'une N normale au plan incline, I’autre T tangentielle & ce

dernier.
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1.2) Justifier que Ja matrice d’inertie du disque D a pour expression :

A0 0
[(G,R2)=(o A 0] .
0 0 24/g,

b) Montrer que le moment d’inertic A peut se mettre sous la forme :

1
A= Zmaz.

On prendra Ry comme repére de projection, /
2. Déterminer la vitesse V3 (G/R,) et I'accélération 7,(G/R,) du point G.
3. Appliquer le théoréme de la résultante dynamique au disque D.
4.2) Montrer que le moment cinétique en G du disque par rapport & R, est :
(G ED/Ry) = 2A¢ Z,.

4.b) Appliquer le théoréme du moment dynamique au disque D et donner I’ expression de la
réaction tangentielle T en fonction m, a et §.
5. Utiliser la condition de roulement sans glissement du disque sur le plan incliné, pour
justifier que :

_ y—ap =0,
6. En déduire les" expressions de N, T, J et ¢ en fonction de m, g,aeto.

7. Exprimer I’énergie cinétique du disque en fonction de m et y en tenant compte de la
condition de roulement sans glissement. '
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Pacreice | 4 points

e v 5 . ' = ) " "
Dans un repére (0, %, 57, 7), on considere les trois plisscurs définis par les trois vecleurs :

l"f'1 =(1,0,~1) dorigine A(1,0,0);

Vy = (1,2,2) d'origine B(0,1,0);

Vy = (A v) dorigine ¢(0,0,1),

Soit [T] Ta somme des trois glisseurs,

I. Déterminer (A, p,v) pour que [ T] soit
2. Déerminer la relation doit lier AJtetv pour que | 1] soit un glisseur ?

3. Dans le cas ol (M1 v) = (=2,-2;0), trouver les équations de 1"axc central de [T]. Oue
peut-on dire de la direction de I'axe central.

un couple ¢l trouver son moment:

Excreice 2 8 points

Lec sysieme D étudié, est un disque homogéne D} de centre dlinertic C de rayon K cl de masse

I R
A1 dont on a 61& un disque 19; de rayon 3 el de centre dinertic C, tangent au premier disque.

¥

Le repére fixe Ro (0, o, Yo, Zg) est orthonormé direet et le repére R(C, X, 7, Z) cst lié au
systéme D, avec Z = XAy el Z = Z
On note 8 = (%5, %) = (39, ¥)-

1.a) Déterminer la masse M’ du systéme D.
b) En déduire la position de son centre d'inertie G dans le repére R.
2. On rappelle que le moment d'inertic d’un disque homogéne de rayon a et de masse m, par

rapport & un ax¢ passant par son centre d’inertic C ct orthogonal au plan du disque (plein et

homogéne) est | = %ma?.

a) Déterminer le momenl d’inertie du disque D) par rapport 4 I"axe (G; Z).
b) Déterminer Je moment d’inertie du disque D; par rapport & I'axe (G; 2).
¢) En déduire le moment d’inertie du sysiéme D par rapport 4 "axe (G; 7).
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isser 8 I izontal,
3. Le systéme D ronle sans plisser sur in plan horizon
' steme en G esl

Montrer que le moment einétique du sy
. S
a6, JRe) = gp MR (7.

sese . e centre C et de rayon b, se déplace sur un suppor
rouati 0. On supposera que 1 sphére reste en permancnce
: ition de C est repérée par un angle 0 avec la
¢ un point fixe de la sphére

Excrcice 8 points

Une sphére homogéne (8). de m
eylindrique (8;) fixe de rayon R de centre
en contact avee le support eylindrique. |
verticale et la rotation de la sphére est ddcrite
ct la verticale (voir figure). . o

dre (0 = 0), sans vilesse inlti
nent de C se fait dans un pl

L pos
par un angle @ cntr

ale | puis clle roule sans

a spheére est lichée in
La spheére est Kichée du sommet du eyl an (x02).

glisser du cété @ = 0, On admettra que le mouver

].a) Quel est le vecteur instantanc de rotation de la sphere par rapport au repere fixe

R(0,x,y,2)7?
b) Déterminer le vecteur vitesse en C de deux maniéres et montrer que (R + b)0 = bip. En

déduire |’expression de ﬁ(SIR) en fonction de R, beet 8.
2. Déterminer les éléments de réduction du torseur dynamique en C en lonction de R, b, 0 el

6.
3.a) Appliquer les théorémes de la résultante et du moment dynamique i la sphére.

b) Montrer que I’équation différentielle vérifiée par 0(t) peut se mettre sous la forme
Tl - L -
—(R+b)8 6 =gsind 6.
4 r 5 .
4. Intégrer la relation précédente et déduire, les expressions de la force de frottement (foree
de résistance au glissement) [|T]| sur la sphére et de la composante normale [IN]| de 1a réaction
du cylindre sur la sphére, en fonction de m, g et 6.

NB : La matrice d'inertic de la sphérc est
: A 0 0

JCR)=({0 A 0 avcch=§mh2.
0 0 My
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EXAMEN - LICENCE 2 : 1™ session
Méeanique des systémes
Année ncadémique 2019/2020
Durée : 2h00
(Cette épreuve comporte deux pages numérolées 1 et 2)

Exercice 1 (4 points)
Soit un quart de disque de rayon R de centre O et de masse

positive. . 2

1) Calculer la masse m du quart de disque.
2) C:alculer son moment d’inertie par rapport 4 un axe perpendiculaire au quart de
disque passant par O en fonction de R et m.

Exercice 2 (6 points)
Dans un repére R(0;1,J, k)orthonormé et dircct, on considére les torseurs [Ty] et [T]

d_?‘nl_l-:.:s eléments de reduction au point O et au point O’ (0, 1, 1) sont respectivement
[H]_. M]u] et [R], Mzglr définis par ;

cosa —a sina y cosa —(a+1)sina
[T,(0)] ={sina acosa et [T2(0)] ={-—sina —(a+1)cosayi;
0 0 0 cosa

ou a et & sont des constantes réelles.
1) Préciser la nature des deux torseurs.

Déterminer I’équation de I'axe central de [T,] et en déduire le moment HIF en un

point P de cet axe.

3) Déterminer les valeurs de @ pour lesquelles le torseur [T] = [T,] + [T,] est un
glisseur,

4) Calculer le co-moment des deux torseurs [T;] et [T,].

5) Trouver I’axe central de [T].

|

Exercice 3 (10 points)

On considére un référentiel auquel est  associé lerepere orthonormé direct

Ro(0; %0, Vo, Zo) Vis-a-vis duquel on étudie le mouvement du systéme I suivant
constitugé:

o d'une tige T infiniment mince, de masse négligeable et de longueur 2R, de milieu

E et dont I'une des exmémités est lice a I'axe OZy au point A défini par

04 = R%,. La liaison en A est telle que T peut tourner autour de ce point vis-a-vis

de Ry.
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entre B, de rayon R restant en contact ponctuel avec |g plan
D est lié & 'extrémité libre de T et la liaison eg tella
4 D, ce dernier pouvant tourner autour de AB, On oy

. d'un disque D de ¢
1(0;3,,7,). Le centre de
que T reste perpendiculaire

I le point de contact avee le plan /71 'instant & o B
Pour repérer I vis-d-vis de Ry on introduit la base orthonormée directe @, 7, Zo) avec:

—

=

|5l

T

|
=

et on pose
(L) = (X, 1) = (?ﬂaﬁj-

De méme, en considérant un point P li¢ a lapériphérie de D, on introduit la base
orthonormée directe (1, W, Z) avec

W=

=3

et on pose

o(t) = B W)= (Z,2).

Dans tout ce qui suit, les résultats vectoriels seront donnés, projetés dans la base
(U, 7,%Z,).
1) a) Déterminer les éléments de réduction en E du torseur cinématique associé au
mouvement de T vis-a-vis de Ry.
b) Déterminer les éléments de réduction en B du torseur cinématique associé au
mouvement de D par rapport a Ry, |
2) On suppose que D roule sans glisser sur 7. Déterminer une relation entre & et i
aduisant ce'toulement sans glissement.
3) Calculer G(B, §/R,) et 6(B, §/R,).
4) Calculer I’énergie cinétique E.(Z/R,).

On donne :

Matrice d’inertie du disque de rayon R

RZZUU‘

m

IB(D)=_— 0 1 0
4

[, L0990 Vypanti-

-— u_-._b.édl
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EXAMEN DE MECANIQUE DES SYSTEMES
SESSION 1
Duréer 3Jheures

Exercice 1 (4 points)
: - = o -
Dans un repére orthonormé direct R(Q. 1, j. k). On considére le champ de

vecteurs '-_'P(M ) dont les composantes sont définies en fonction des coordonntes
(rop. 2) de M pan:

Vei=1+43y-1tz
Ve=-3r+2tz ol test un paramétre réel.
"r:='2+!;l'—f.1y '
1) Calculer le vecteur T}[M ) au point O,
2) Pour quelles valeurs de t, ce champ est antisymétrique 7
3) Pour chaque valeur trouvée de ¢, déterminer les éléments de réduction du
torseur (résultante et moment en ()
1) Décomposer le torseur associé 4 ?(M ) en une somme d'un couple et d'un
glisseur dont on précisera les éléments de réduction.
3) Dérerminer la position de axe central du torseur pour t =D et i = 2

Exercice 2 (6 points)

Un solide (S) & la forme d’une plague triangulaire homogéne d’épaisseur négligeable,
de masse m, et de cotés AB = AC = aV/2, BC = 2a. Ou a est un réel
strictement positif. On appelle H le milieu du coté BC.

Soit (Ry) = (H; X, Y, Z) un repére orthonormé li¢ a (S5) tel que (HX) et (HY)
sont confondus respectivement & (HC) et (HA) (voir figure).

1) Déterminer les coordonnées du centre d'inertie G du solide (S) dans (Ry).

2) a) Montrer que la matrice d’inertie du solide (5) en H dans le repére orthonormé

JdM 0 =0
(Ry) est de la e [Jar)=10 N 0
8 0 B

olt M, N et P sont des scalaires que I'on déterminera en fonction de n et de a,
b) En déduire la matrice d'inertie du solide (5) en G dans le repére orthonormé

SGaX YV, Z), J
g%)uel ost le moment d’inertie du solide (S) par rapport 4 la droite (AB)?
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Exerciee & (10 points)

o o et (1) et dun eylindro
On l'ilIlHiL]l"u- I -“,‘"-"‘1"'"'" ”1"||.|“.| 1-¢m||sm|" d'un |l|ﬂ-1 i { ] 3

(), Lo platenn, de masse o est animé d'nn menverment rni‘.fi”il’l"' |"”;|’5“”!“:l“|
wniforme de vitesse g, Lo eylindre (), place siir le plateny (F); =th :r:nmg_}ne
» de masse m, de tayon a el son axe est perpendiculnire au Ilrm"rﬂ.{r g j ;s
Le cylindre vst ilﬁlil"lll'l"l"l'l'- fmmobile par rapport At platesn. A llinstant £ =),
on applique au platean une foree 17 de freinoge _E“”“'I'.';_'t"'c‘ Li_l) Heatltante des
forces de réaction du platean sur le eylindre ost ft="T+ N_J g 4o n ). b
coeflicient de frottement ch!_ﬂism'ulcnl- du plateau sur le ﬂyhﬂ.{lm 5 o
désigne par Ro(0, o, 7o, ko) le repére fixe est par Ra(Gy Vo, 7o, Ko) un
repére lié au platean. Le centre € du eylindre est replré, par rapnort 46y
par x = KT avec ] = I en @ = 0 4 Vinstont initial (¢ = 0). La rotation du
evlindre ost repérée par langle 8 tel que § = 0 4 ¢ = 0. Le mouvement de (P)
bar rapport au repére Ro cst repéré par X =0G avec X = 0 pour L =0 et
o= tg.

Dans tout 'l:lc problénie, on considére que le cylindre roule sans glisser sur le
platean, : : ;

1) a) Faites un schéma moritrant les différentes forces agissant sur le systéme.
b) Préciser la condition deé roulement sans glissement du cylindre sur le

plateau. o

2) En applicjuf-:ht le P.F.D dans"']él repére 7y au cylindre seul, puis au plateau

seul, donjne:r les équations différentielles qui régissent le mouvement du systéme,

3) Troube la relation liant, ¢t X. En déduire que : 2t) = 2 &

P ! dm 4+ my
4) Exprimer X () en fonction de F, vy, m,m; et t. Trouver I'instant ta correspondant

a l'arrét du platean;.

5) Sachant que le plateau restera immobile pour ¢ > ¢, donner les valeurs de la
force de frottement Tiet de 7(C/Ry). :

6) Quelle est la nature du mouvement du eylindre pour ¢ > ¢,

i A

236

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

03 12 2001 1A REUSSITE, MON IDENTITE

Universitt FIUB Coenly UFRAI L2 2020-2021

EXAMEN DI MECANIQUE DES SYSTEMES
SESSION 2
Durée: 3ho0

Exercice 1 (4 point s)

Dans le repere R(0, 7.7, 1?), soient A(3,0,0) et B(-1,2,1) deux points de
l'espace. Soit M un champ de veeteurs défini par:

VO = (1.1.4). M(A) = (1.1,1), A(B) = (2,-1,9).

1) Montrer que T} est un champ antisymétrique.

2} Déterminer la résullante ﬁ dhu torseur associéan champ T}

3) En déduire ﬁ(]‘} en tout point P(z, i, z) de l'espace.

1) Déterminer I'axe central (A) du torseur, et caleuler M sur (A).

Exercice 2 (8 points)

Soit Rg(0, T, ¥o. 7o) un repére orthonormé direct. Une tige rectiligne AB de
longueur L, est mobile relativement Ry de maniére que A se déplace sur 07
et B se déplace dans le plan OF¢7y (figure 1). On suppose que le montage
permet pour la cote de A des valeurs positives et négatives, et que B ne vient
jamais en O. On note Ry (0, &, ¥y, Z0) le repére orthonormé direct tel que 7
soit le vecteur unitaire de OB dirigé de O vers B.
0npnseﬂ=£?et?:?1n?.

1) Justifier le fait que la position de AB relativement & R est déterminée par
les angles a = (7. ¥) antour de Zg et # = (Fp, 7) autour de 7.

2) Calculer ﬁ{AB;“R{;] par ses composantes dans R,

3) Caculer ?(A{‘R{.], ?(Bf‘RuJ et ?(B;"‘Rl} dans R;.

4) Retrouver V (B/Rq) en utilisant la composition de mouvements.

5) Calculer les composantes dans la base de R de I'accélération absolue de B.
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Exercice 3 (8 poiuts)

On considdre wne tige (217, homogtne, de masse 1, do longuenr 2e et r!zl- {;r-.rjtrlt'
dlinertic G qui glisse sans frottement a Pintérieur d'nn anneat (A) circulaire de
centre C et de rayon r (figure 2). Tont en restant dans le plan vertieal (=)
du repére Ro(0, 7,3, 7), lannean roule sur I'nxe O du rnp?n: R avee une
vitesse angulaire angulaite w constante, On désigne par, 0 “"'Hki fnnn:‘_l-, ’
chaque instant, entre les vectenrs ol ot LT('.{'; 2 Pabscisse du point C' sur 'axe
Ox; 7 = —g7 le vecteur acctlération de la pésanteur; [ le point d", contact de
Panneau avee Naxe O et (7, ¥, 2) une base orthonorméo directe lite A la tige
(EF), :

On pose G'_(,&' =L7 avee L = /1% = a?, Cﬁ = f'T.?z et G’I!' = T?I-

1)Montrer que H(EF,’R} = 07 et calculer V(G). !

2) Caleuler le moment d'inertie J de la tige (EF) par rapport & son axe G2,
3) Déterminer le torseur dynamique de la tige (EF) au point G : [m 7 (G), §(C, EF/R)].
4) En utilisant le théoréme du moment dynamique A la tige (EF) au point ',
montrer que 'une de ses équations dans le repére R s'écrit:

0 [L+ i] +zcosl+ gsind=0
miL

5) En utilisant le théoréme de la résultante dynamique, calculer les réactions de
contact Hg et Hp aux points & et F.

-
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Correction de Mécanique des systémes session 2
Exorelce 1

' (2 = e = W2y

I (1 =204 V3

i

i 0
S Calenlons T, avee | 0
0

e
A

0

=
{

2 A ons qu'il oxis LR | - i
Montrons qu'il existe un veeteur T' que l'on caleulera tel que

L -T.=TADP

I 0 =v2 e x
o ( e 411 v g = y -
0 s e .
B =y2 e}
verifions que F = V2 0 —¢* | estegal —*F =
—e~ et 0 5 )
0 3 = e,
a:tP=| 8 0 2 Y ]
= —EJ‘ 0 o . :
0 2 ed s '
ona:—'F= V2 0 —e | =F donc 11 existe T telle que ? ? AOP
—g> % AR
a
sot T=[ b
c

POSUII.‘: ? A E-J? K
(bz-—cy]z + (cz — az) 3 + (ay — bm:]k_gl] 5
nr? T, = (—V2y+e z-z'}+(x/'x—c )7+ (—e Pz +ey) k (2)
(1) =(2) et dcm{: par zdennﬁcatmn on obtient :
bz—cy=—V2y+e
cr —az = 2z — &
ay — br = —e*z + ety
d'oli ¢ = V2
b= t:_JL
= e
a I

on a :? = | e

V2

¥ * 1 a Ly L0 # i
1l existe un vecteur antisymetrie équiprojectil et done T :p— F,: est un torseur
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_ » par le point de coor ;
3. Prouvons que T est un glisseur et que son axe centrale A passe par i€ P donnge
(0,0,1)
R
? = | e | qui est différent de zero
V2

Calculons l'invariance scalaire ot

?7} =Mz —1)e™ — VIyer + (1 — 2)ete™ + V2we ™ + Vaye! — vaze™
dp =10

d’oll ? est un glisseur .

T étant un glisseur son axe central est 'ensemble des moment nul

Vérifions que (0,0,1) € A &
0
posons & = | 0
1
Calculons ﬁ
(1—=1)e*
7_': = (1-1)e*
0
0
=0
0

done le moment est nul d’oti 1_": e A

4. exprimons en fonction de A les cordonnées x et y du point d'inertsection Q de A avee le plan
Z=0

et /0
soit?-—* e | un vecteur directeurde A et @ = | 0
V2 e 1
un point de & :
z=eM+0 z=eM+0
A y=eM = A:{ y=e*M Qestitellequez=0
z=v2+1 | z=V2t+1
z=eM+0 °
0 y=e"‘t.=>-x/§t+1=l]=>.'.=%
z=10

T= -T-%’(—if:xf +0
Q: y == 2g—*t  précisons la nature lorsque A varie dans B

=10
:ry:zg’—i\‘ﬁék-%é:% — 27y =1
d’ot la courbe est une hyperpbole quand A varie dans R
(R B
h( ¢ =et e, z = el
By A ly=gft = A: ="
§ 2=yt +1 z=v2t+1

t étant fixe dans R la surface engendré est le plan de cote z = \/2¢ -+ |
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EXERCICE 2

Ry(OXo10.20) repére fixe,

. 3 i =¥

R (Goxia0y,2)) en translation parvapportd R, = Qf =0

o =i " =}

= ~h L] B - ¥ = = -
R (Goxy, vy,2,) est el que: (vx) =) =p el Q) =gz =¢z,

Sl S SR 0 i [t
OG =0+ G = v+ (= y
R 0 R 0 R, 0

F L. Vitesse I'"(G) et aceélération y:'(G} du point G ;

Par dérivation :

[ g f o e
d Uﬁ':d OG+Q:"AOG=

R

: VG = = ;ear Q) =0

L= B~ ]

- =

s -+

+QAV(G)= <y :car n:‘=5
0

- ey A VUG d'VG)
y(G)= =
dt dt :
| )
2. Théoréme de la résultante dynamique appliqué au disque
i La résultante des forces extérieures appliquées au disque est égale 4 la masse du disque par

I’accélération de son centre d’inertie.
SF,=myG) & " T+N+P=mpG) Q)

La projection de cette équation sur les axes du repére R, donne deux équations scalaires :

N—-mgcosa =10 3)

-T+mgsina=my (4)
3. Théoréme du moment dynamique appliqué au disque
Le moment résultant des forces extérieures appliquées au disque est ¢gale au moment

dynamique du disque au méme point G .
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S M(E,) = 8%G) & GIAT+GIAN=6°(G) comme GI // N elledevient:

(R 1]

GIAT =8"(G) )
- 0 0 .
== -
Exprimons chacun des termes de celte équation : GIAT= 1 0 A -T= {0 =aTz
al’
Rl {} R! ﬂ Rl
o d"6%(G)
L¢ moment dynamique est égal 4 la dérivée du moment cinétique, d’ou: 0 "(G)= N

i -
Le moment cinétique du disque est donné par : o (G) =/, .9

. A 0 o)o 0
c'(G)= |0 A4 0]0|=| 0 |=dpz, =dpz,

-+ .

= d°'0(G) _d'c'(G) _ ;o “mans- =
5°(G) = o o =Apz, =T¢z1 car Q=0
En égalisant les deux expressions des moments nous obtenons :

2w - T
. ma ma

I's—— = s 3

a > P 5 7 (5)

- =

4. Equation scalaire liant les paramétres cinématiques x,0 el a et qui traduisent la

condition de roulement sans glissement du disque sur le plan incliné ;

La condition de roulement sans glissement est vérifiée si la vitesse du point de contact du

disque et du plan incliné est nulle: ;F;(” =V ()-Vi(I)= 0

=¥ -+ =5 -4 - 2 iy
Or: ¥2(N)=0 alors: V(I)=V"(G)+QIAGI =0

0 (00 fra o e
¥+ 40 2 0= <0 < y—ap=0 (6)
RO RI2 RLO R0
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5. Expressionsde N, 7, y e ¢ cn fonction de m, g, a el a;

L'¢quation (3) donne : N = mg cosar

- . LAl - (1] !f
L'¢quation (6) y=ap =¢@= Lo équation (4) devient ; = ?f +mgsina =my
)

- 13

On déduit : y= Eg sing  d'oll ;p= igsi"ﬂ’
3 Tl

L’'¢quation (5) donne ; T = D€ Gina

6. Energie cinétique du disque en fonctiondem, a, y el @ 3

L énergie cinétique totale est égale a I’énergie cinétique de translation + |'énergie cinétique

- z - -+
derotation: £, = %H{VU{G]) +]EQ;Jr 1, (S/R,).Q)

{ o+ L Ne
=— +—A
W

o B e S
i o

0
A
0

P N = R )

E, =%my’+%(0,0,.;; :

ner |le cinéi ique d dl‘S ue E:n fonction de m et y en tenant compte de la condition
e rotlement sans glisse

I . . . " - t : = a On
Nous avons dans ’équation (6) qui exprime le roulement sans glissement: y=ag@

déduit que : ,',;,,__ Y alors I’expression de I'énergie cinétique devient :
a
| ol 1 ma .}.l 3 '1 Bt *i
o 2 Iyt T _==my c ¥
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7 N 3 P — OF = OF 2 d(}_é S
aw _ dW(T)..+dW(N) i dW(P) _T. d 0! +N. 40! +mg. =mg-V"(G)
dt dt dt dl IR a

-";—W— =T VO (D) + N- V(D) + mg-VO(G) =mg-V(G) car V°(I)=0

—mg cosa 0
dw . 0 - S i
E-=mg-? (G)= mgsing |- |y |=mgysina
0
RA 0 LR

L’égalité des deux expressions donne :

Emyy:mgysinaf S y=§gsina
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Iniversité FElix Houphoutt-Boigny Année Académique 201672017
UFR Mathématiques et Informatique

Licence 2

Corrigé de I'Examen de Mécanique des Systémes

Premitre Session (Septembre 2017)

Remarque : L'exercice 1 a pour objet la vérification du niveau de |'étudiant dans le
calcul des torseurs, particuliérement des gllsseurs Uexercice 2 passe en revue les
aptitudes de I'etudiant daps l'orientation spatiaie 5 travers les angles d'Euler, dans la
détermination des éléments d'inerties, la cinématique et la cipétique d'up solide. Au-
deld de la justesse des calculs, on scrutera particulierement, dans la redaction, 2
capacite de ['étudiant & structurer sa démarche autour des potions de base issues du

cours et qui fondent les chapitres auxquels sont adossés les differents exercices.

Corrigé de I'Exercice 1 (Sur 10 points)

1/ Composantes de Tg. On trouve Toil=em2 £ O)ieucvmius ) 1pt

2/ Soit (¢, B ,Y) les composantes de T. On'trouve

Composantes de TAOP : (Bz—vy, yx—oz, ay—px)
Composantes de 'I‘_'I, = T;: (g-?-g —\2y, —e'z+ V2x, ety — e~*x)
-:ﬁ; — T AOP alieusi et seulement si (.1 =e* B= eA y= \-"E)

Cette épalilé prouve bien que T est un torseur de résultante T et de moment Ta
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3/ On wouve que Pinvariant scalaire de T: T.Ty est nul. Ainsi, comme la
résultante de T n’est jamais nulle et son invariant scalaire toujours nul alors, on
déduit que T est un glisseur et cela quelque soit le paramétre X,

In tout point de 1"axe central d’un plisseur, le moment de ce glisseur est nul. En
remplagant (x, y, 2) par A(0,0,1) dans les expressions des composantes de 'IT, ;
on obtient (0,0.0). Ceei équivalant 4 T, = 0 prouve par conséquent que A€
. WP— RN T SN S R R 1,5pts

4/ Les composantes de ﬁ sont nulles car Q€ A. Les coordonnées x, y de Q
| —eh Ty =0
verifient donc le systéme < @A 42y =0
ety —eAx = 0d.

Onobtient: x = ——p* = 3 -2
Fe .y =€

e

L.a courbe décrite par Q admet pour tquations paramétrées

1 3 1 -
XK= ——p . = —— =4 = o

5 y ez 0; A E R,
Son équation cartésienne dans le plan 2=0 est : Xy =<,

I} s’agit bien de I’équation d’une hyperbole. Cetie hyperbole admet les axes (ox)
et (0y) pour asymptotes. Comme les coordonnées x |, y de Q sont négatives, cette
: ; - ] 3
hyperbole se résume & sa paric  contenue dans le  troisiéme
QUAIARL. o cciivinisgisis s T 15 s A e vee e 1

5/ L’axe centrale A varie en passant constamment par le point A(0,0,1) et en

s’ap?uyam en Q sur Ja branche hyperbolique indiquée plus haut. La surface
engendrée est done e forme conique de sommet A(0,0, ] | Pr— Ipts
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6/0na T2= e 4 o 49 = (6h 4+ ¢™)? de sorte que |[T]| = &* F e

Ainsi on trouve T/“-" (A — £ - )
Ui S

etye=d!  edsemd

Soient (@, ,y) les composantes (indépendantes de A) de A et ¢ la valeur
(aussi indépendante de 1) du produit scalaire T.2/||T]|. On arrive d:

(a=8)e* + (B—8)e +yVZ =0

Cette égalité doit étre vérifiee quel que soit A donc en pamcuher pour scs
valeurs limites oo la triplette («—8)=0,(B—8) =0, y= 0/ $atisfait cette
problématique. Ainsi, le vecteur 3a:(§, 6§, 0).ou o cst unc constante réelle*
arbilraire qui répond 4 la question.

Pour calculer 'angle (T,2), on choisit un des. deux vecteurs unitaires de la

direction définie par @. Prenons (-IJ"E’ '%, Gj,
Onaalors T.2/||T|| = cos(T,3). . Ontrouve’ cos(T,3) = ‘%—

Dene cus('f‘ a) ...................................................... 2pts

7/ La droite A passe constamument par le:point A(0,0,1) et son vecteur directeur
et - v m 4 -t L __1"

T fail constamment _]-angle S aveo le vecteur constant a (ﬁ{ i 0)_ Fm.
conséquent, la surface ‘quengendre 4 fait partie du céne de révolution dc
sommet A(0,0;1), d’a.xc de rc:w:-luuon (A ;@) ct de demi-angle au :.omnn.t

Ceci affine la réponse donnée 412 qUESHION 5. oveerriiiririsiiiianinaninss 1 5pts
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Corrigé de I'Exercice 2 (Sur 10 points)

TRAAL S A S e e ——— e ————— A T

—

1/ Notons xg, yg, ot 2 les coordonnées de G, L'axe (C,7) est axe de symétric
matérielle de § done en a x = Yo = 0carG € (cZ). %

Ona mz; = fm zdm =p fm zds olpestla d'e._‘ns_it.é surfacique (constante)

de S,
On considére les coordonnées polaires (r,0) pour calculer 'intégral,
Y =71rcosd etz =rsind

ds = rdrdg

afl (0
mz, = pf U ?'zsf?lfﬂdé?] ar
i} -

Zh

Comme = —
maZ

On arrive & W Ry et L TP T 1]

2/ L’axe (CZ) étant axe de symétrie matérielle de S, la direction 7 es| principale
d’inertie en C. Aﬁs_gi, S est plzm_,:_' Le plan de § (c,x,2) est plan de symétric
matériclle. Et comme X.est orthogonal a ce plan, donc ¥ est principal d'inertic
en C. Enfin, Zet;c' sont lini'::*ii'a"_cpwnl indépendant et § est orthogonal a X et &
donc ¥ aussi est prineipal d’inertic. Au total la base ( X ,¥,7) est principale
d’inertie en C. :

L.a matrice d’inertic ». de S en C dans la base ( ¥ , ¥, Z) est donc de la forme

(diagonale)
lcz(S) 0 0
He = 0 Ie5(S) 0

gy 0 O 16508V e
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On a, compte tenu des symétries [0 2 (S) = 105(8) + lc4(S)

les(S) = fcs)(l'z + 2% dm = I{SJZZ dm = p fuﬂ [f_ﬂanSinzﬂdﬁ'] dr.

2
On trouve . __ma
! cy (5 ) o T
Aussi

lez(S) = J’(S}(Jr:2 +y2)dm = f(.ﬂyz dm=p fﬂa [ffnrs'baszﬁdt?] dr

\

On trouve aussi, ‘ICF (5) e HEEER
: 4

De sorte que I03(5) = NEN .
2 ' ,
)
Mol . ]
y i W,
- o 2
Ainsi . =4V 0 2 0
- 4 4
0k o mad

4 “(e 237
Pour le calcul en G, on applique le théoréme de Keenigs.
Ricc. 5)__?.9((;,5) 116G 6 ml).
On a alors . ?fcz He o

Les coordonnées de G dans le repére (C, X , ¥, Z) sont (0_0,‘_"'2).
& inm

" £ "‘

16a?
2! 92 0
On trouve R =m 16a?
nirou O ﬂ.2 0
O
0 0 0
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ma? 16{12
St~ 1 0 0
Mg = ma? 1685y 5 | svesssesiess e 3pt
0 3 = 0 pts
3/ On sait que (G, S/Ry) = J(G,$)A(S/R,)
On a aprés évaluation A(S/Ry) = % + Psingy + pcospz

Le caleul donne

44 o7’

5 E 1 16 1 K6 ma?
a(G.S/Ry) = ma (E = 5;1_) @x -|- ma? (- - ——) Lﬁsmt;ay + Twcosqﬂz

On sait que 5(5 .S‘/RDJ = ﬁ/h (a(G S/Ry))

dx : '
f’-'?o q:cosgay q.rsmqo/

dy ;
/R,, —Ucosp + ¢z

dz I d ; - 3
E?/Rﬂ: Usingx — 4R R Ipts
- Ona_ G(0,5/Rg) = (G, S/Ro) + mV (C/Ry)AGO

d0G d(0C + c¢
V(G‘/Hg) = __t_. n: M}Ra

(6 o) = 1o /eyt (22) 22

de* Re-.
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=4 4!1:*

Aussi =X ==2
an

gl

mﬁ(ﬁj.‘?u)nﬁ_ﬁ

_dam i _}4.::‘ " st 1.65.2'“2 ..
e (q’;ma(p ~ﬁm)x-l mypsing | 57 Y

+ n(t‘ +4“']‘*
T e 4
| pcose nga 7

On compose alors  ¢(0,5/R,) (Tous les points sont déja attribués dans les
différents neeuds de la ] ; e
QEIDETEHENL s o vo e enssrsnrisasunns penssitnsanon o W oer R TS 2pts

Pour le calcul de E(G,SIRE) il suffit de dirﬂ-.qué 3

O est fixe par rapport a Ry de sorte que 8§(0,5/Ry) = &I;’RD(J(OJ S/Ro))
nour obtenir I’ensemble des.points inhérents & .la questionval Jue-ce-saieul ac

présente aucune difficulté nouvelle relativement au calcul de 8(G,S/
RU) ------------------------ ' o SR i--:n-‘-’- ----- A mwm GEsAFMmEsEETEEEA R R E R L. lp‘!
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CORRECTION DE MECANIQUE DES SYSTEMES
SENESTRE 1 SESSION |

EXERCICE 1

Dans un lt“,ww orthonormé direet R0, : .", ), on considére le champ
de veetenr V(M) dont les composantes sont rILimm en fonetion des coordon-
nées (. 2) de M par

v, = 143 Y= [z
Vo= =3x+4+21: ot € R
Vi= 24tax-12z

1. Calculons Tfr(M ) au point. O

0 4 1
Le point O a pour coordonnées O ([] d'ont 7(0] =10
A0 : 2

2, Valeurs de {

Ce champ est antisymétrique si et seulement si (en utilisant les points
O et M)
V(0)OM = V(M)OM

1\ [fr 1+3y—iz T
= 10| lgl=]| —3x+2tz | |y

2 i V¥ b=tz Z
=12-2i=0=1t=00ut=2

Le champ ?( M) est antisymétrique pour { =0 ou t = 2
(Antisymétrique= équiprojectile).

3. Elements de réductions (Resultante et moment en Q)

Pourf=(
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1
Le moment en O st '\7(0] =10,
2
Le champ T}(M ) est un torseur d'ott 378

telque T’t(ﬂﬂ = 17(0) + 7L NOM avee Tt = (g) i
c
Van =70)+E A @m)

1+3y 1 a T

= _":3:]'.' = U = h M Y
2 2 ¢ z
3y bz —cy

=4 =32 =4 ex—az
0 ay — bz
—3y=bz—cy

= { —3r =cr—az
0 =ay-bz

=0
Par une identification, on obtient : { b=0

P
Done ﬁ\,[t.= 0)=| 0 [x
—3
~ Pourt=2
Par un raisonnement analogue, on obtient comme resultante

—4

ﬁu=m=(4)

4. Décomposition

Soient les deux torseurs associés & t =0 (Ti]etat=2:[Ty
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Calenlons invariant sealaive ponr ces denx valenrs,

Iy= V(). B =0)=~6#0

I =V(O) Rt =2 =-10#0

Done ees deux torsenrs sont quelconques (ni glisseur, ni couple) cha-
: :

cun peut cependant étre décomposé en la somme d'un glisseur et

d'un couple :

T=[Vo),Re=0
(73 = (V(0), 01+ (R = 0),0] iz

De mém

T = [V(©),Rit=2)] -

(7= (7(0).0) +[0, Bt =2)]

. 1
C(M) =V (0)= VA
Done coup{g&_._..g[ﬂ’ﬂ. ?(O} g) b
) A

Gh"slsrlzm". G'(M ) =. Z)}+ Ts(t

Soit P appartenant & I'axe central du torseur, la position de P par
rapport a O est donnée par :

e

iy
AV (M)
2 +)R
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Pour A = g, 7, . 1104 V(o)
It

" 0 1 '
done pour ¢ = 0, By = ) = ( " ) rvfﬂ] = ([])' On obtfent alors
2
OPy = -3 |

-

L'axe centr =
iral pour ¢ = 0
léle & 1,

De la méme fagon, on ohtient 'axe central pour £ = 2.

y passe par py et paralléle & 7’3{.’. = 0) = paral-

. —4/29
L'axe central pour ¢ = 2 passe par Py = (—5;’29) et paralléle &

2/29
4
_3

EXERCICE 2

1.

a) Justifions la matrice d’inertie du disque D

L'axe (G gg) est un axe de symétrie de revolutio, donc le repére R (G’,m,,)
muni de la base (E}z, ?2}, ?%} est un repére principal d’inertie.
Or dans un répére principal d’inertie, la matrice d’inertie est diagonale.

A0 0D
J(G,Ry)=|0 B D)
00C

De plus, on a une symétric eylindrique done A = B et comme le disque
appartient au plan (xGy), z =0 ct doncC=A4+B=(C=2A
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La matrice est done sous la forme
A0
J(G Ry)= |0 I

0 0 24

b) Montrons que A = jma®

Le disque appartient au plan (zGy),
y =rsing; dm = odS =ordrdp.

Le disque homogéme o = cte donc m =07 a*

Rappel

RU{G1 53_- ﬁnzi) re;ﬂéi:e'- ﬁk{.’-.R] (Gs_}'—i}: :"f_rl El}
ﬂ] < e ,

port & Hy = {I}=

Ra(G, :rg,yg,zg] esL tel que ?1,':?2

?—Wl ‘P’fﬂ
5 Wil 0 .
CTS":C?+R§:§-' e & =
- _\ 3 ': 0 i | Ry

ow B

=5

LA REUSSITE, MON IDENTITE

d’ott z= 0; £ =T 0S¥,

) en translation par rap-

=7, Ta=pet

u point G

3, Vrtesse F’E} G f RU:I et accélération (G /Ry)

~ Par deriva.tmn
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. —-) .
1.«-‘%%(*1‘3&) -.-.(f{*?t_:f) +Honge
(LA™ it/ g, !
]

VMG Ry) = [:} car SRy /Ry) = 0
fiy 11
To(G/Ry) = (i‘j_(%';’_ﬁ_ul) = (M) 53 (R1/ Ro)AV (G Ry
i o dlt Tty .

Ry

" 0
0 o(G/Ry) = { i car G(Ry/Ry) =0
0

3. Théoréme de la resultante dynamique appliqué au disque

La resultante des forces extérieures appliquées au disque est égale a
la masse du disque par I"accélération de son centre d’inertie.

Y Fot = m8(G/ Ro)

=T+ N+ P =mé(G/Ry). _
La projection de cette équation sur les axes du répére R; donne deux
équations scalaires :

N —mgcosa=0 (i)
—~T+mgsina = my (i1)

a) Montrons que T(G-€ DJRy) = 2447

G étant le centre de masse, on a

7 (G e D/Ro) = J(C, ) ) (D(Rs) o G(D/Ry) = B (Ro/Ro)
- ()

= F(GeD/Ry)=|0 A 0 (n

27 o o 24) \p

7 (G € D/Ry) = 24A¢7
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b) Théordme du moment dynamigque applique au disque.

A it iy : cligepie st
Le moment resultant des forces extérienres appliquées ai disq

égale an moment, dynamique du disque au méme point G.
5 M(Fer) = 8(G/ R0)

e GIAT +CIAN = §(G/Ry). Comme f’}'_}fﬂr\f) elle devient

ahT‘:E[GfRo) (1)

Exprimons chacun des termes de cette équation
= = 0 0
Giat={ 0 A{ -7 ={%0
0 0 al’

Ej- A :'F: =1 T_.?:']
Le moment dynamique est égale a la dérivée du moment cinétique, d’on

5(G/Ro) = (%)&

=(M)
e
=2A¢z .
5(G/Ro) = %mnﬂ;‘iz‘r 2) '
(1) = (2)aT = %ma?;}a

5. Justifions I'équation g — a@p =0

La condition de roulement sans glissemnent est vérifiéo si |

: ; a vitesse du
point de contact du disque et du plan incliné est nulle.

V(1) = Vp(1/2) = V p(I /) = G o V o1/ o) = §.
Alors V o(1/Ro) = (G/ o) + B 1o/ 1) £ G
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V(G/Ro) + T (o B) A G =

0 0 —a 0
= v+ = 0 =+¢10
i 0 iy 5 iy 0 0

r

[i=a3=0] @)

. Expression de N,T',4 et ¢

P'équation (i) donne [N =mg cosa|

I'équation (3)= j=ap
- Y

===
% aQ s

L'équation (i1) devient : -.f;—f_%ﬂ:l:m gsina=m i, on déduit j = = g sina

o~ - -I-I ; r
o it '}

2
D'ol p = —gsinw

L9} ¢

g
L’équation (1) donne T" = % sina

. Expression de I'énergie cinétique du disque

La condition de roulement sans glisseinent nous done y = a¢. On

en déduit que ¢ = Y Alors I’éxpression de I'énergie cinétique devient
[ 41

maz

EIR

[=]

b =
Rl

v 1 .2
c—-_ +
E—gmy

E.= %mg}a
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EXERCICE 1

Fy = (1,0,=1) d'origine A(1,0,0)

¥, = (1,2,2) d'origine B(0,1,0)
-W r'; = (A . v) d'origine €(0,0,1)
Soit [T] la somme des trois glisseurs.

1) Déterminons (4, ut, v) pour que |T) soit
un couple.

Pour que [T] soit un couple, il faut et il suffit
que R=10

I
1

—
r

::m

o +
-.,_.- =
~— +
- e e
- -
i I
= Dl

Donc IT}'est uncouplepourd = =2, u=-2, " °

etv=-1= (4 p, v)=(-2,-2,-1)

*Trouvons son moment : le moment du
couple [T]

M, =M, = OAAV; + 0B AV, +0CA
F] ’ﬂ"p

=(@)A(3)+(al)+E)n
=()+(3)+(3)

Donc Vp, My = M, = (3})

2) Déterminons la relation qui doit ller A, g,
et v pour que [T soit un glisseur

Pour que [T] soit un glisseur, il faut et || suffit

queﬁ.ﬁ;=ﬁet.ﬁ¢a;
auecMﬂp=E+ﬂnﬁ d'oll E.Fp= R, (Mo +

R ADP) = AW, + 1.(R AOP) = R. 7,

LA REUSSITE, MON IDENTITE

done I'invariant scolaire de [T]estel =
i My = .My
| =0 ¢ Ry Mg =0

o (14)-(4) =0

el

e d(A+2)=(u+2)=(+1)=0

|=0¢ |[4A-pu—-v+5=0

« R2D=0 1 v)#(-2,-2,-1)

3) Dans le cas oii (4, 4, v) =(-2,-2,-1),
trouvons les éguations de I'axe central de

[7]
Soit P = @

—  FADM
¥p,0,0na: 0P = &

& +ak

EXERCICE 2

Repére fixe R, (0,%;, ¥, Zg)
Repere l1é au systdéme D est
R(eX. ¥, 7)
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Avecz' = X Ayot 7' = 7z,

Onnote fi = (¥, %) = (¥, V)

1-a) Déterminons la masse M’ du systdme )
Ona:D=D, =1,

=M =M-=M,; orlesysttme est
homogéne done m = ads =3 m = g%

=M =a(5~5,) avecS = ket §; =
Ryo
m(3)*

= M' = o(nR? - (122))

Donc  M'=2gnR?

1-b) Déduisons-en la position de G dans le
repére R

Le systéme D étant discrite, alors, ona

N
erzfm::ﬁﬁ MGC — M,GC' =0
i=1

=
MGC — M,(GC +GC') =T
2) Soit | = 2ma?
a) Déterminons le moment d’inertie de 'D”’
alaxe (G, 2)
On sait que [3(G/Dy) = 1,,(C) + M(CG) *
12(G/Dy) = 3MR? + M(D)
= ZMR? + - MR?

1

9
fg([:fpi) £ EMRZ

b) Déterminons le moment d'inertle de D3/
alaxe (G,Z)

Ona:l3(G/Dy) = I2:(C") + M, (C'G)*

- -t §) -0’

+

LAY -]

=%
=R

o |

Avec C'G=C'C+CG=

LA REUSSITE, MON IDENTITE

4
Donc 1(G/D;) = =5 MR* = 5 MaR?
1,(G/D;) = ~%Mzre2 or M, =

M

B | =

= 1)(G/Dy) = =M R?

¢) Déterminons le moment d’inertie du
systéme D par rapport A I'axe (G, 7))

ona:l(G/D) =14(G/Dy) +13(G/D;)

L(G/D) =2 MR? === M R*

3 28R

1,(G/D) =§§MR=

3) Le systéme D roule sans glisser sur un plan
horizontal

*Montrons que le moment cinétique du
systéme en G est d(G,D/R,) = E MR*07

On salt que G(G,D/Ry) = 142(D).T(D/Ro)

-l'xr D U
ec f{;g(D] =| 0 ';J-'}' 0 et
0. 0 it

Q(D/Ry) = 67 = 07

e 1 0
“lez(D)=| 0 Iy 0 =

0y

0 0 L(G/D)
fx.'t 0 D
( I A
0 0 %Mfe?

lex 0 0
dG,0/Ry)=| 0 Tw 5 0 (E)
0 .0 Zmpz)™

Donc (#(G,D/Ry) = 3= MR?67
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L[.‘“” v M' = ﬂ L= ll!'”Jl' i .’lf;{lf =
MyCC' =D

& MGC = My6G = MyCC!

e (M = My)GC = MyCL!

M=M,

Or M = omR? et M = 2onR? = M, =
M=M= 4M,

= GC =

cc'

m,-M.

—

GC ='ﬁCC' avec CC' = -

SN =
'\-\-._II

GC =~

-

i =87
R = G = 6
EXERCICE 3

1.a) Le vecteur instantané de rotation de la
sphére par rapport au repére fixe (0,x, y, z)

= R(o.xy,z) = R (¢, 0, ;) —
R(o. g, 1y, 11, )

a(s/R) = ¢ Uy

1.b) déterminons #(c) de deux maniéres

* 1 ére méthode
#(c) = Z2/R = £.(01 + IC) /R =
< (RU; + bT;)/R

=S (R+b)Ur/R

dU; . dlUy _
= (R+b)E/R orSr =

ﬂx——‘ﬂ'ﬂg

b(c) = (R + 1O,

* 2e méthode : icl §1(S/R)= 0T,

D'aprés la formule de varignon, ona;

LA REUSSITE, MON IDENTITE

d(c) = ¥(o) + f(S/R)ADE  or B¢ =
(R + )Ty

1}((,) = Ij{[.'l) + H(Sfﬁ'] A ? avec
w0y =0 et a¢=(R+h)T;

(c) = n(SfR) A D¢

I

6T, A (R +b)T;

"

OR+b)U, AU,  or UyAT;=

R—

Ug

B(c) = (R+b)éTp

* Montrons que (R + b)8 = bg

D'aprés la relation de roulement et
pivotement au point de contact / ona:

Sl =7 (0 E€C/0) +Q(S/R)AIC

3(c) ;ﬁ' +0(S/R)ATC

V=0 = 5(c) = T(S/R) AIC

B(c) = ¢Uy A BT,

—_—

(c) = ¢bU, AT, Or U, AU, =T,

v(e) = @by -Or B(c) = (R + b)OT,

Donc: | O(R +b) = b

* Déduisons-en I'expression de

(S/R) en fonction deR, b, etd

@b = Q(R"l-b)*f——} =
1+36
b
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Commeﬁ(S/R) = q‘?_[}:. ; Alors
AS/RY =6 (145 T,

2°) Déterminons I'élément de la réduction
du torseur dynamique en €

en fonctionde R, b, 6 et 6

d(S/R) = mj (G/R)
Ona:  §e(S/R) =<C50/p

Avec a(S/R) la résistance dynamique du
forseur aucentrede masse G, ona: C=6

= J(6/R) = j(c/R) = =D o () =
(R + b)8U,
= (R + b)U,
=R exe(S)
*D’aprés le théoréme des moments

: 5 dUg
dynamiqu+ (R + b)# ?,’R

= (R+b)dUs + (R+

dig _ df dllg _ 7
B TExT or Te=-T

=(R+b)iUs + (R +
b)8*(—Uy)

J(C/R) = (R + b)(6T;p — 07U;)

Donc 3(S/R) =m(R+ B)dUs —m(R +
b)6%U; :

*GZ(S/R) = Jo(5).0(S/R)+ avec Jo(s) =

A 0 0
(0 A G);AER-
0 0 A

LA REUSSITE, MON FDENTI:I'E

(Reb)8 +hj.‘:l

= A=——=1],, of J\=%mh2

aESIR) = 2

= 8.(S/R) = —‘Uﬂ,irr =2 (h 4

b) 420/

Zmlu

§e(S/R) === (R + b)i T,

m(R + b)b Ug — m(R + b)§?T;
Conclusion :

[D(S/R)c= . smb(R+b)ET,

" -

3-a) Appliquons les théorémes de la reésultante
et du moment dynamigue de la sphére.

*D'aprés le Théoréme de |a résultante
dynamique, mj(G /R)e

Ona: 6c(S/R) = M ¢ oxe

*Systéme ; la sphére

*Bilan des forces :

- Le poids P de la sphére P=m

Sy

- La force de contact R

Projection sur I'axe (C, g, U,)

-TUp ., = 0
0 5 NNT{-

= (Psin®@—T)U; + (—Pcosd +
N Uy

= tPcosfly —+——
s i
siné Ug

=Ry =P+R+R

R exe = (mgsin@ = T)Up + (—mgcos +

N)U,
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ﬁ'i'Tr.{.'l'\'f =HE(E)+A?EU;J

- Hl-‘ (l‘-lli] 4- H;:(T} # HF'{ji)
lij C (N) =0
W o (F) =0
= ﬁﬂ(?) = t'._"} N ?
ﬁ{.‘r.t! = (-hﬁ:) A (_T}m = M(ITI'. A
Up)
Donc M oy = (b TTy)
*Egalité entre les deux résultantes

MJ(C/R) = R oy () =
~m (R4b)62 = ~mgcosO+N (1)
m(R+b)§  =mgsin@-T (2)
()= N+m(R +b)8? = mgcosd
= N =mgcos8 —m(R + b)é?

= N=m[gcosf - (R+b)8? (3)

*Egalité entre les moments

IS = as ;
f"—‘jtiﬁflfﬂ=mmrbzl: (R+b)§ = bT

= T:Em(ﬁ’+
BE (4

3-b) Montrons que I'équation différentielle
vérifiée par 6(t) peut se mettre sous

la forme E m(R + b)d 6 = g sin(0)8
d'aprés I'équation (2) = T + m(R + b)d =
mg sin 8

=T =mgsinf -
m(R +b)é

.f'_- = T=m|gsind -

(R+ b)) (5) _

LA REUSSITE, MON IDENTITE

(1) = (5) =2 (R+ b)Y =gsind— (R +
h)fl

=2 (R+b)0 + (R+b)d =
gsint

= (R+h) + (241) = gsing

= %(ﬁ' +h)0 0 = gsin(0)d

(6)
4) Intégrons E{H + b)0 0 = gsin(8)6
=21(R+b)[;60d0 =g Jysin(6)6dp
= 2(R +b)[;6%]5 = g[- cos 0)§

Soit (R + b)§? = —gcos(8)  (7)

*En déduisons I'expression de [|T|| et ||V || en
fonctionde m, g et 8

(7) &= 7(R + b)#? = =10 geos @
j2 _ _ l0geosé@
oo 7(R+b)
(3) = N =m[gcos8 — (R + b)6?] = ||N]|
N =m[gc058+ (R +

1 10
b) s - = gcos 9]

N =m(g cu58+%3gcos€]

N=mgcosg(1+22)

B
tﬁ'r:%mgccsﬁ

Ona:7(R+b)6 =5gsing e =

Or T =m[gsing - (R + b)) = |||

T'=mlgsing - (g + b}%]
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= |
i

'-'"Ll'l' sinf - :;lq sin ﬂl

-
3
i

mgsin@(1 - E]

Done [I' = =mg sin @

=1

k 4

a

+ Z

]

]

]

]

i

]

1

1

1

1

1

! —

1 ux

1

} @ U

Support Cylindrique : ¥

1

i

1

|

1

b - . X
0 "\ iU,

N
Up
& Yo *
y
)
6
» Xo
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Correction Mécanlg
Exercice 1

0
. Le point O a pour coordonnée ) = (ﬂ)

0
. 1
= lt[]‘l = (n)
2

]

2. Lquiprojectivité, on utilise les points 0 et M, tel que::

e 1\ /X 143y —1z)\ (X

V'(0) OM = V(M) OM = (u) (;) - ( 2z - 3x )(y)
2/ \z 24ty —tiy/ \z

=2t =2t=0=3t=00ut=2

Le champ V(M) est équiprojectif pour t = 0out = 0; V(M) est un torseur pour ces valeurs
det.

0
3 Pnurr=ﬂuna:§(t=ﬂ)=(ﬂ)
=3

-4
Pourt =2ona:R(t=2) = (—2)
=3
4. Soit les deux torseurs associés a t = 0: [Coletat = 2 [C;]

Calculons pour les deux valeurs I'invariant scalaire :

lo=V(0).R(t=0)=-6=%0

L =V(0).R(t=2)=-10=0

Donc les deux torseurs sont quelconques (ni glisseur ni couple) chacun peut cependant étre

décomposé en la somme d’un glisseur et d’un couple :

€] = [V(0), R(¢ = 0)] = [V(0),0] + [0,R(t = 0))]
De méme
[€;] = [V(0).R(t = 2)] = [V(0),0] + [0,R(t = 2)]

1
. couples : C(M) = V(0) = (D), vM
2
Glisseurs: G(M) =0+ R AOM

5. Soit p appartient a I'axe central du torseur, la position de P par rapport & 0 est donnée
parﬁ" = _R{EJ:?KM} + AR
AvecAE R

Pour A = 0, GPQ = ____nr:}ni"m]

0
Done pour t = 0, R(t = 0)- ( )

=3
] 1
V{0) = ({]

) on obtient alors 0F, = —'l-j"
: 3
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L axe central pour € = 0 passe pour py et paralidle d B¢t = 0) =sparalidle a'k. De ln
méme fagon on obtient I'axe central pour = 2,

L
L axe central pour ¢ = 0 passe par
4

m -

Po = —'?—:, et paralldle & Bt = 2) = (—2)
2 -3
20

l.‘! ere hT g

I G(0, y, 0) car I'axe y estun de syméirie et 6 appartient i 'axe de symétrie. Ona :
y = taldeiye y
: a

B(~a,0);C(a,0); 400, y,)i 34 = AH = a
A(D,a) y; = -:-dnnc ﬁ(ﬂ.%.{l).

Les |':l:ms (H,X,¥) et (H,Y,Z) sont des plans de symétric matéricl, Alors le repére
(H.X, Y, Z) estun repdre principale dinertie d'ou

M 0 0 M moment d'inertie par rapport a (HX)
In= avee

=

0 N 0 N moment d'inertie par rapport a (HY)
0 0o p P moment d'inertie par rapport a (HZ)
*  Déterminons M, N et P :
Posons (h = 0,b = 2a)

by _h-y
h h
=by=2(h-y)
ds = Abydy
. =Abxh
2m
“hxh

i o | 3
M= f (y® +2%)ds = f"ﬁy,ﬂ)ds = f (y)Abydy = ,1£
5 3 L 5"_' 12
mh? ma? :
6 6

2 2 275 it ) El
N=J;(x +y)d.’s=£x dsf;;,}=_:£ Ax (E)(h-——x)dx

_ mnt _ ma v 2
N==—== nrM+Nf,.—,P+2]'sz ds

z AN

:Juncp=1:-;j;;(5)=’—":—(n 1 u)
0 0 2

b) Ona: J,(5) = [g(S) + J(G,m)

= J(8) = Ju(S) = J(G,m)

M 0 0 i 00\ o
fa(s}'—‘(ﬂ N 0)]=-m| 0 0 0 ;yé:F
o 0o r 0 0 yi
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1
E 0o 0
m
;rm-.—“— 019
0 0 ':'3'

3, Moment d'inertie par rapport & (AB)
hg = ’d” + md?
lan = taju(S)i

il = cos (E)‘H sin (%)f

ma? a
i =i—-' = e—
e 26 =%
lig = =ma?
he = zma
Exercice 3 ' 1

L. a B

b. L@.(CZP) VU € c/R;;) = v(c/ﬂa) + ﬂ(c[ﬂc} ACI avec
(c/Rg) —"Ekm C.'- —&Ju.r g

dXTu./RG «—»Ila

3(c/Re) =
V,(c/P) = _(x ba)ip=0 @
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2. Pour le cylindrique
mP(c/Ry) = my G+ N + 7
{f(c.cmﬂj = %a (C,c/Ry)/Ro
Car le eylindre roule sans glisser sur le plateau
Ord (C.c/Ro) = J(c,Ro). T (c/Ry) = "mzﬁ Ty o
Do f(C, c/Ry) = —ﬂ‘.‘r_&m
F(C.c/Ra) = Meext = M(P) + W (F) + W(T)
= CC;’\.P+CZMN+CMT = —aTk,
F(c/Ro) = ;—tz~(x +x)o/Ro = (X + £)io

par projection sur les axes on obtient
mX+8)=-TQ
0=N-mgQ®

2
e ('.'T[;ﬂ )é@

* Pour le plateau

my(G/Ry) = mg +E+P’—ﬁ—f
{ mX =T —F (5)

=
0=Rp—N-mg(6)
3. L’équation (1) = % = aé

= ¥=af

=ile= E dans 1’équation (4)
m 4

- 72 (20

@dans@ = my (K + %) = - (E%‘f) =

. 3 @,
ml(X+E_5E)=U=4 ¥458=00®

(7) Et (8) dans @ = mf (mix)

3 . /X _2F
=_§mx‘(2) s el
_ 2t
@20) =T,
A Pk
x{c)_3m+m1

4, L’équation @ dans (8) =

LA REUSSITE, MON IDENTITE

269

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

03/12/202)

LA REUSSITE, MON IDENTITE

+ L X . 0
3m+m, 2

. 3F s 3Ft

e R— (- +V

Im+ m1 3n+my

done X(t) = — s —— Yt
L’instant ta correspondent 4 I"arrét du plateau correspond a
f{ta}:ﬂ:;tc,::.lM .

3F
2 ta, le plateau s'immobilise = X(t) = X(t) =
L‘équauon @ devient my% = T et d’aprés @ m¥=2T =T =0
Ainsi my¥ = 0 = %(t) = cte = x(ta)

. Pourt < ta, et en utilisant (8) X + % =V, pour tout t = t.‘x

_2

Or V(c/Ro) = V(c/Re) + T = (60T = 2Vols
Le mouvement du cylindre est uniforme

NPT I 270
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Université F1IB Année 2020-2021
MATHS-INFO L2 i ’

CORRECTION MECANIQUE DES SYSTEMES
Sessfon 2

Exercice 1
A@3,0,0) B(=1,2,1)

1 1 2
Moy= (1] M= (1], M) = -1
d 1 ]
1) Champ antisymétrique & champ équiprojectif.
OAN(0) =3

OA.M(0) =3= 047 (0) = _“iﬂ[ﬁl méme ehiose pour OB. M(0) = OB.M(B)
AB.N(A) = AB.M(B).
Done Al est un champ antisymétrique.

@
2) A est antisymétrique done 3! ;] y | tel que
z

exio.0 Jiors i {355

y=1
r=2

VA, B, M(B) = M(A)+ BAAD = { 2=

y=10
. 2
Y0, B, ﬂ{B] = H(ﬂ) + T?.‘AO? alors R est unique et B= (1)
0

3) M(P (P en toul. pmnt Pé.]. \ U, 2) de l'espace

Ona: M( Yo
‘.l+z

MPy=¢1-22
d—z+ 2y

1) M(P) = AR /P (D)

1+z=2" 4 2

1-2z2=2 & =‘->{z;11'£2_4
4 + 2y — T= - 0 L
= 3(z—4) qui !;e trouve dans Ie plan z =1

.——-=7°Ji %#E}EPEQJ

) = (A) est la droite d'équation
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Exr:erc'ice 2
1) A tout instant ¢ la tige se trouve dans le plan -'{D;-Tf, 7o)

Or ¥, est orthogonal & tout instant & ce plan= Ty est lié & la tige. Z
vecteur unitaire de lastige est lié & la tige _?1 et 7 sont orthogonaux or
T =,A7 = (7,7, 7) est orthonormé direct et 7 est aussi lié A la tige.

Donc le repére R(A, ?,_?11"?) est lié & la tige.
OA =22, = A=0425

de = (ﬁ?n -+ ﬂ?u
Donc A= L7 2o
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-
£ =l‘uﬂﬁ?n + sin (475
=] =
-‘c__: A-..:n = .'l.cl.*ﬂﬁﬁ
OA =27 = 0d = Leosg?

P A [} =
(o, Ve Th) :t:—: {Tf,?’._?_"n} ._:"'1, {?~T}:1?}

On pas *
a nﬂ::;::T ll;" hldlmse [?ﬂu -F_;’Il- ?n'.l i ln bnse [_rf. T.Ir[. ?“] par rotation r|'p,1|g]0
par rot :'“ 50 cton passe de In base (7,7, Zg) & I base (7,7, 7)

= 11{]“ d'angle A autour de Ty done o el f déterminent la position
de t- .y, ?

) par rapport i (3 £ : .
position de A par l'tippn::’rrl i R:.ﬁ- o Tos Zolor (L’ﬂ Lcoﬂﬁ_z)u] B dnnn«-c la

F.'lualmu.;.-m @ et A donnent la position de R par rnpimri. A Tg ot comme R est
lié & la tige , o ¢

t 3 donnent la position de I tige par rapport & R,

2) Caleulons 71 AB/Ry) dans R
Aty ®/R)

= A(R/R,) + B(R,/R,)
= é?] + f;-?n.
3)
v = dﬁ _ Ld(cos i 7 )
AR

L d7y . dcosf
_L(cmﬂd—tm:urlj i ?n)

V(4/Ro) = ~LBsin 76
V(B/Ro) = V(4/Ra)'+ S (AB/Ro) A AD
= -L,&si?.ﬁ?n + f;3 +aZy)A(-L7)
= ﬁ(ﬂ?ﬂj'—'L&? — Lo Rp A
Z=cosfZ AsinB7; ¥ =cosp —-sinf 7,
V(B/Ro) = —L(Boos fl + &sin )
dOB

V(B/Ry) = T

OB =67 = 6=0B% =0A¢+AB.T =0-L7.%
=fh==L c'os{%*-ﬁ)

=fd=-Lsnj
E)_ﬁ =—L sinf kT
V(B/R)) ==LB cosf & |
4) Prenons comme repére absolue Ry et repére relatif 7,

(B) = V(B) + V(B) = V(B/Ra)

V.(B) = V(B/R1)
V.(B) = V(B € Ri/Ro)
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V(B € Ri/Ro) = V(O/Ra) + TR /Ro) A oB
=aTaA(=LsindW)

=—Losind W
Tj“—"‘fﬂn] = —L,:T cos AT - La 5irlﬁ'l+|
—.b
. dV(B/Ry)
T B' — A
5) 3 (B/Ra) ”ﬂe“

FIB/Rg) = Ll.am,ﬁl.,d _— _]— ;J cos J) T - Ll:ltlij Cﬂﬁ.ﬂ+ @ sin) 7

Exercice 3 7 i e
1) Montrons que I (EF/R) =8 7 la base (Tf', W, 7) est une base orthonormée
divecte lide & la tige (EF)

Onw R(0,2,7,7) % (0,7, 7,2) dons A (EF/R) =07

*Calculons?G] y .
(_.F-I-f_(f-i'&]m—g'{ E d? Lﬂ' Bves

?f;} dt_f‘.i?.? Tam T Yam
i
ﬂ‘fﬁ% =7 arm = Q(EF/R)IAT =02 AT

(G)=1= 7 +LH? avee L= va® —r? = Cste
2} (‘aculons J le moment d'inertie de la tige par rapport 4 son axe E

2

J= ).f{u + v)dir = lf u? du; m = A20 = J=ni;_

3) Determmons le torseur dynamique de la tige au point G : [m7(G), ?{G EF/R)

F(6) = ‘ffﬁ} "?+Le?+f,a ¥

3(G,EF/R) = d?(G EF/R) Or 3(G,EF/R) = J ﬁ(EFm} J67
(G, EF/R)=J 87

Théoréme du moment dynamique de la tige au point ¢
Tslic EFIR) = c'_ﬁ‘nﬁnﬁnﬁﬂc AP

5— —Rg W HF =-Rpdy; _é—‘f-_t)z. 1=r?1; C%= L
:’i'——mg? Y =—sinf 7 +cosh '
(ﬁkn_ﬁ)g ﬁf‘& ? 55!‘-. =-mgLsing?

3 (C,EF/R) = 3{9, EFfR)+m@(G)AGC = [J6 + mL?§ 4+ m%L cosd]?
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(€, EF[RY = Lm0 (L4 fmL)43 cost] 2 or 8 (€, BIYR) = —Lmgsin 02
ol Punie de ses tquations dans le repire | est;

s
B(LADfmL) 45 cost 4 g sind =0

) l‘hﬁmf‘mg de la vésultante dynmmique
my(G)=p -I—_ﬁg.;+ﬁp =emyg Y - Rea— Rp 7,

Wy=—sina® - cosa ¥ avee cosar = £ sing = 2
Uy =sina® - cosa ¥ i
my(G) = -mg Y + (Rg — R_:-jsinq?f +(Rg + Rr)cosa ¥

= -mg ¥ + (R~ )= 2 + (R + Re)= ¥

= . T
‘u’=cm'5‘?+siniﬁ‘? : £ T =cos0W —sind v
Y =—sinf7 +c0._-39'§’ V=sinf ¥ +cosf T

LL} .-2
m(E cos8 + LOYT + (L0 =% sin8) V] = [-mgsind + (R ~ Re)2|T +
[~mgcos +(Rg + RF}%T"

(RF:' Rr)= _E [mgsind + m(z cosh + L.E?.]E

. . .l
(RedRy) = E[mg cosf+m(L8 — ¥ sinf)]
Aprés méso-iﬁtian on obtient fg et fp.
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UNIVERSITE FELIX HO UPHDUF}T-BOIGNY(UT‘TEEFHB)
UFR MATHEMATIQUES ET INFORMATIQ

SUJET D'EXAMEN DE LA DEUXIEME SESSION
LOGICIEL LATEX, SCILAB et R

Licence 2 ( 2¥m¢ annge) Durée du sujet : 2 heures 30
Logiciels Scientifiques Année 2017-2018

( Latex, Scilab et R ) Documents non autorisés ;
Prof. DOSSO M. Outils informatiques non autorisées

Les 3 exercices sont indépendants. Rédiger avec soin.

Exercice 1 (Logiciel Scilab)
Soit la fonction Scilab ci-dessous :

fonction [S] — Somy(N)

%% Programme SCILAB prenant

%% en entrée une matrice de taille (p,q)
[p, gl — size(N);

n — sum(NV);

5«0
for 1 =1 el
N; & sum(N(¢,:));
for j=1:q
Ny == sum(N(; 7))
R T5)
\ \%
L
fan

* endfonction

1, Combien d’érreur y'a-i-il dans la fonction Scilab ci-dessus ?
2. Déterminer les et corriger le programme ¢

3. Quel calcul effectuc lo fonction Seilab de la question 1, qui prend en entrée une
matrice N donnée.

4. Sans utiliser de boucle for, reprendre la fonction corrigée (N.B. : vous pouvez utiliser
la boucle while)

Exercice 2 (Logiciel R)
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L. Ecerire une fonction R (a laide de deur boucles for) résolvant un systéme linéaire
Ar = b, ou encore sous la forme

ALY AQL2) e e AQLm)
0 AR2) e o Al) ﬁg Eﬂ:ﬁ
Lo oo mw L) L)
—~ o T b
A

m:'l A est une matrice carrée triangulaire supérieure. On pourra utiliser l'instruction
dim  gui permet de récuperer les deus dimensions d'une matrice

— — = >d=dim(A) oun = dim(A)[1] et m = dim(A)[2]

Dans cet ezercice, on condidére que les deus dimensions sont les mémes (1.e.n =m)
et qu'aucun element de la diagonal de la matrice A est nul.

Reprendre la question 1. (en renplacgant la boucle interne par une instruction ma-
tricielle c’est-d-dire & l"aide d'une seule boucle) si le systéme Az = b est de la

forme =
A(L,1) P 0
gl Apng. S, go \() ()
An;l,l Ani?,l D : = i
DTS ATy AC VROV
- T b

A

ot A est une matrice carrée triangulaire inférieure.

3. Reprendre la question 2. pour une matrice carrée trianulaire inférieur

ayant des
zeros sur la diagonal prineipale.
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N'ARINDJAN-COCODY

" r
UNIVERSITE FELIX II(}UI‘H{JUT",'I‘-H[JILP«?‘\ 1 .
UFR MATHEMATIQUES E'T ]Nl"()l}h-l.ﬂ rQul
( Année universitnire 2018 - 2019)
sossion des Loglelels Lalex ot Scilab

Examen de ln deaxidtme
LICENCE 2 ( 2" année )

(Durée ;2 heures )

Documents ef outils Informntlques non nulorists
diger nvee aoin,

Les 3 exercices sont independants, 16

Exercice 1 (LATEX) ,
En s'aidant cventucllement des fichiers de documentalion

- du package amsmath

- du package amsthm ( ou, ntheorem )

- du package babel
et en écnivant dans le préambule
\theoremstyle{plain}

\newtheorem{thm){ Théoréme}

\ theoremstyle{ definition}
\newtheorem{de [1}|thm]{ Définition}
\ theoremstyle{ remark}
\newtheorem{ere}{ Eremple}
\newtheorem{rmg}{ Remarque}

conner le code qui reproduil le lexie suivant, -en ulilisanl au cas échéant, des rnacros

personnelles appropriés :

Définition 1 (Base hilbertienne) . Soil (I, < - >) un espace de Hilbert. On dit
gu'une famille (e;)ies est une base hilberteinne de H si elle est orthogonale, normée et

totale.
Définition 2 Un espace mélrique (I, d) est dit séparable si tout ouvert non vide de |
contien! au moins un point d'une partie dénombrable de I

Ezemple 1 R™ est séparable.

Théoréme 1 (Caractérisalion) , Soil (I{,< . >) un espace de Hilbert séparable et
(en)ner une famille orthonormdée de 1], Les propriéléds suivantes sont équivalentes :

1. La famille orthonormée (c,), est une base hilbertienne,

2. Pour tout z € I,

o0
T = Z - B (dgaditet de .”ur.wuuf]i
n=l
278
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S Ona (1)

(enn n€N)' = {0}

: blea.
Remargue 1 Le théoréme | s'¢tend an cas des espaces de Hilhert non séparab

e e e e il it il e S8

Exercice 2 (SCILAB)

; : ; / Ll
;. Iy a combien d'érreur dans la fonclion Scilab ci-dessous | déterminer les et les

cormiger.

Junction [X] = resol(A,b)

%%ce programme resourd l'équation
%%AX = b

tol —le—3;

[n,m] +— size(A);

if n=m then
X(m) ~— b(n)/A(n,m);
for k=m-1:-1:1
S0
for p=k+1:m
§ = 5+ Alk,p) * X gk

end,;
lb(k) — ]
Xk = ewy
end;
elscij"ln >m,

if norm(b(n+1:m)) >=tol then
X «' pas de solution’, )
end;
else
X «' pas de solution unique’;
end;

endfunction

2. Reprendre la fonction corrigée en remplagant la boucle interne par une instruction
matricielle.
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Exercice 3 (SCILAB)

1. Eerire une fonction SCILAB qui prend en entrée les .3 coeﬁ‘icz’m’:ts a{,i b et ¢ d'un
polynéme de dégré 2 (i.e aX? + bX + c) et qui détermine ses racines Gans C.

2. Construire une fonction SCILAB (en utilisant une seule boucle et non deuz) qui

resout le systéme linéaire
AX =0

Af1,1) o o ..
0

Al2,1) A2, 3) a
: s est une matrice triangulaire inférieur ayant

ot A=

a
A(h,m}
B(1)

/ b(2)
des coefficients nulles sur sa diagonale et b = ( ; ) est vecteur de longeur p.
b(p)

N.B.: Considerez les cas ou le nombre de lignes de la matrice est différent de la
longueur du vecteur b ; et celui ou la matrice n’est pas néssairement carrée.

Aln, 1) A(n,2)

Bonne chance
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Unive Sité Foliv 1 1
versité Félix Houphougt, Boigny Année Académique

}:hr:]? M“‘I’I'fém“”'iluo et Informatique 2019-2020
iNIveau : Licence 2 Session |

EXAMEN
SCILAB ET LATEX
Duréer: 02H 00

1  Scilab

EXERCICE 1 : (5 points)

1. Ecrire le code scilab de chacun das vecteurs lignes suivants :
a) I est constitué de la suite des entiers de 1 4 n;
b) J est constitué de la suite des entiers de 1 4m;

c)rx=2]-5ety=J%+9

ha

. Soit la variable z codée en scilab par: z = (z') * y

a} la variable z est-elle une matrice ou un scalaire ? Justifier votre réponse.
b) Ecris le code scilab pour/déterminer la taille de la variable z et préciser les résultats
obtenus. B
3. Soit n,m € N* et la matrice A de taille n.x m dont I'élément de la ligne i et de la colonne
j est donnée par A= (21 — 5)(5° + 9).
a) Construire sans utiliser de boucle "for", une fonction nommée "creatmatrice” prennant
en argumeni.s d’entrée les entiers n et m et qui renvoi (comme argument. de sortie’

la matrice A.
b) Ecrire sur votre feuille le code scilab de la matrice obtenue en supprimant la premiére

ligne de A.

281

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

LA REUSSITE, MON IDENTITE

031122021

EXBERCICE 2 : (6 points)
1. Soit I'algorithme ;

( function ] = algol(n)

il n >=0 & int(n)=='n then
C = zeros(l,n + 1);

for k=0 :n

C(k+1) = factorial(n)/ (factorial(k)*factorial(n-k)) ”

end
else

disp( 'n doit etre un entier pnsit_rif ou nul' );

end

; endfunction

(2) Quelle formule mathématique est-elle codée en scilab. j:i'ar I'algorithme (1) 7?
Préciser les éléments du vecteur ¢ résultat de I’ algmtthme (1) pour n =3
(c'est & dire [C] = algo1(3)). 1ol
(b) En utilisant I'algorithme (1), écrire | é.function ndm’fnée "algo2" qui prend en arguments
d’entrée deux réels z, y et un: entmr n et qui‘renvoie la valeur r = (z + y)" donnée par
T—'Ek— C&- = k 3: AN e
2. Soit la fonction f(z) = 0.752(1 — :z:) 4

a) Définir le vecteur x de 101 nOmhr'es'.-ai'!ant de 0 4 1 grace & la commande "linspace"
de scilab.

&) En déduire le code scilab de la création du vecteur v = f(a).

e¢) Trace la courbe (x.v=f(x)) en rouge, ligne continue, en utilisant la fonction "plot" puis
par la commande "xtitle" de scilab,
- nommer l'axe des abscisse par " x:?",
- l'axe des ordonnées par "y=f(x)"
— et donner le titre "courbe de f(z) = 0.752(1 - z)."
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« string : Les chaines de caractéres ou

Propositlon de correctlon sellaly 2018 spl) matrices de chaines.

1) Scilab est-il un logiciel de caleul formel ?

e ¥
Scilab n "est pas un logiciel de calcul formel,

Il caleule uniquement avec des nombres, Se—— -

des valeurs exactes
* boolean : Les booléens ou matrices de b

ooléens.

2) Pourquoi Scilab ost un langage interpréte ? » function : les fonctions

Parce qu' un scriptscilab ~ est lu ligne
par ligne par la machine, qui exécute » polynomial : les polyndémes ou matrices
aufuretd mesure ¢ haque ligne. de p olynémes.

» rational : les fractions rationnelles ou

3 - - : matrice de les fractions rationnelles.
3) Que font les instructions suivantes : |

Chaque type posséde sa propre syntaxe.
e 5w Renvoie dans "ans” le

répertoire courant

e help: est utilisé pour avoir I'aide 6) On considere la matrice
e n ligne des différentes A=[1,2,3:-3,-5,4:10,8,12]
commandes. || permet d’avoir
Que donne ;
plus d'information s ur la
commande a)diag A : un vecteur contenant |

) es éléements de la diagonale
4)Scilab nécessite-t-il une

déclaration de type? dela matrice A.
b)diag(diag(A)) : une matrice

Il n'est pas nécessaire de déclarer un
type en Scilab parce que le type d'une
variable est connu dés l'instant ou on Ty M

affecte une valeur & la variable.

diagonale contenant | a

5] Citez les différents types sous Scilab

II existe plusieurs « types » d'objets
Scilab , avec, par exemple les types :

. constant : Les nombres réels ou
complexes ou matrices de réels ou

complexes 283
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I‘T ] ;l ‘ I‘
L l-w'y oy ;
it - ‘
r 7 : >V
v, vy e
Caractéristique de la T = Cste V = Cste
transformation
1e PI‘I]‘I{I]JE 0=-w AU=0
Travail v el -
W = —nRTin (’.-'_f)
. i' L
Autres relations » PV = Cste | @ = nCAT (pour C = Cste)
Diagramme P- ‘.F OBA S —
P A iz "..‘\
o
]w Ty==---
v
V; v,
Caractéristique dela P=Cste T 9=D
transformation .
1« principe Q=AU-W | AU=W 4
Travail W=-PV,—V) ¥ ';'iiﬂ,l’ff'—?fv,)
e £ (k=1)
Autres relations Q@ =nCAT ( pour C = cste) PVY = Cste
TVY=1 = Cste
TYP1~Y = Cste
C
YR
= o = —— v
TABLEAUDEF ULE ODYN
2¢ identité dH = TdS + VdP
thermodynamique
3 identité dF = -8§dT - PdV
thermodynamique
4« identité dG =-5dT + VdP
thermodynamigue
Capacité thermique a s (ﬁ) " .V:volume
volume constant voo\ar . T: température
en .l
Capacité thermique a ¢, = (ﬂﬂ) 5 .H: enthalpie
pression constante ar . P: Pression
en J.LK-!
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=
,m : masse du systéme

massique a volume/ Cy
y = — ' .kg'l.K'i
wession constant ' «Geien)
I it(e) "' , cp: en Jleg LK
G
" om
Capacité thermique _G
molaire a volume/ pression fan =5 Col et POLEH-
constant(e) s pais S ok L)
cj;
Chn = T'_{
Energie interne d'un gaz iz quantité de matidre
parfait monoatomique 3 - Rilconstante des gaz
U=znRT parfaits
Energie interne d'un gaz 5
parfait diatomique U= EnRT
Enthalpie d'un gaz parfait 5 . H: enthalpie en joules
monoatomique = EHRT :
Enthalpie d'un gaz parfait &
diatomique = E“HT .
Loi de Mayer Cy—Cy =Ry R :enJ.mol1K!
cpm Com=R
Coefficient gamma Co
V= C.
2
Coefficient gamma d'un ;
GPM (gaz parfait yiermy =2
moneoatomique)
Coefficient pamma d'un gaz G 7
diatomique Y& 2
Lois de Laplace TVY-1'= cste .valable pour un gaz
d PVY = cste parfait & y constant
: TYPI"Y = cste subissant une

transformation
adiabatique et
meécaniquement réversible

¢ Enfin quelques définitions :

Systeme fermé : n"échange pas de particules avec extérisur

Systéme calorifugé : n'échange pas de chaleur avac I'extérieur

Systeme isolé : n'échange pas de chaleur, ni de travail avec "extérieur

Transformation adiabatique : S5ans échange de chaleur (sttention, T peut vzrier lors d’

transformation !j

Transformation isotherme : = température constznts

Transformation isobare : 2 pression constante

Transformation isachore : & volume constant

une tellz
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Université Félix Houphouet Boigny Année Universitaire : 2016-2017
UFR Mathématique et Informatique L2
{tr Session

Epreuve de Thermodynamique
(Durée 2h00)

Exercice 1

Un cylindre d'axe horizontal, indéformable, adiabalique est séparé en deux compartiments
par un piston adiabatique, mobile sans frottement. A partir d'un état Initial identique pour
chaque compartiment (1 mole de gaz parfait monoatomique Po, Vo, To), on chauffe le
compartiment de droite D au moyen d'une résistance électrique jusqu'a la température T,
Le compartiment de gauche G, dont la base est remplacée par un thermostat (paroi
diatherme) reste 3 1a température To par contact thermique avec le thermostat.

1) Faire le schéma expérimental.

2) Déterminer et calculer la pression Po du compartiment de droite D & I'équilibre en
fonction de To, Ty et Vo,

3) Faire le bilan d'énergie pour chaque compartiment et pour le systéme global (W,
Qe, AUg, Wo, Qo, AUp, AU). En déduire la chaleur Qr fournie par la résistance
électrique, Faire I'application numérique de We, Qg, AU, Wb, Qo, AUp, AU et Qr.
Données ; Po= 1 bar, To= 20°C et Ty=627°C.

Exercice 2

Une masse m d'un gaz parfait monoatomique est prise dans les conditions initiales Ao (Po,
Vi, To). Au cours d'une expérience de laboratoire, on Iui fait subir successivement a partir
de cet état initial les quatre transformations quasi-statiques suivantes :

a) Transformation isobare de Ao @ A (V1= Vo/4)

b) Transformation isotherme de Aq @ Az (V2 = Vo/4)
¢) Transformation adiabatique de Ao @ As (P3 =4 Po)
d) Transformation isochore de Ao @ A4 (P4= 4 Po)

1) Déterminer et reporter dans un tableau les coordonnées des Ai(P;, Vi, Ti).
2) Représenter dans le méme diagramme de Clapeyron ces quatre évolutions.
3) Calculer les échanges d'énergie W et Q pour les transformations isotherme et

adiabatique.
Données : m =1 kg, M =70 g.mal", Pp=1 bar et To = 20°C.
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Licence 2

Université Félix Houphoutt Boigny
UFR Mathématique et Informatique

1 Session

Epreuve de Thermodynamique (durée 2 heures)

Exercice 1

On considére une mole de gaz parfait monoatomique (y = 1,66:) désrivant LIII'I‘ cycle de
Camot récepteur, Ce cycle modélise le fonctionnement d'une frigo-pompe utlilgée pour
maintenir I'intérieur d'un local de congelation a - 25° C. La température extérieure est
e 23° C. Les sommets du cycle sont désignés par les points 1, 2, 3, 4. La .phase 1-2
eorrespond a la compression insentropique du gaz. Les pressions aux points 1 et 3
valent respectivement Py = 1 bar et P3 =4 bar,

1) Faire le schéma du principe de fonctionnement de cette frigo-pompe.

2) Représenter I'allure du cycle dans le diagramme de Clapeyron.

3) Calculer la pression au point 2,

4) Calculer la chaleur Q¢ transférée au gaz lors de la transformation 2-3.
Commenter son signe.

5) Endéduire la valeur de |a chaleur Qrtransférée au gaz lors de la tra nsformation

-1. Commenter |e signe.

6) Calculer le travail Wfourni au gaz et en déduire le rendement & de cette frigo-

pompe.

Exercice 2

Un récipient de volume V, parfaitement calorifugé est partagé en deux compartiments
(1) et (2) par un piston mobile sans frottement, également calorifugé. Chaque
compartiment contient n moles d'un 9az parfait diatomique (» = 1,4) qui occupe
initialement un volume V = 7 L sous la pression P =1 bar, a |3 température T = 15° .
Dans le compartiment (1), un conducteur ohmigue de résistance R peut fournir un
transfert thermique Q, par effet Joule, On fait passer un courant d'intensité | dans la -
résistance R jusqu’a ce gue la pression du compartiment (1) soit égale a 2P, Le
chauffage est suffisamment lent pour considérer les évolutions comme quasi statiques.
1) Faire le schéma de cette expérience. ;
2) Déterminer les volumes Vi, Vo et les températures T;, T2a la fin de I'évolution.
3) Exprimer puis calculer numériquement les travaux W; et W, regus par les
deux gaz, le transfert thermique Qz reguy par le gaz dans [e Compartiment (2),
ainsi que les variations d'énergie interne AU; et AUz de chacun des gaz,
4) Calculer le transfert thermique Q fourni par je conducteur ohmique,
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Université Félix Houphouét Boigny 2017-2018

UFR Mathématique et Informatique Licence 2

2¢me Session

Epreuve de Thermodynamique (durée 2 heures)

Exercice 1

On envisage deux possibilités de détente dans le vide & partir de deux récipients de
méme volume V = 15 L, pouvant communiquer par un lube fin de volume négligeable
muni d'un robinet. Initialement, le récipient A contient une mole de gaz parfait
monoatomique,  la pression P et a la température T = 60 °C, et le récipient B est vide.
Les deux récipients sont adiabatiques. _

1- On ouvre le robinet et on attend que 'état d'équilibre thermodynamique soit
realisé.

a) En quoi consiste cet état d'équilibre ?
b) Déterminer les températures T et Ta et les pressions Pa et Ps & la fin de
cette transformation.

2 Dans une seconde expérience, en partant du méme état initial, on ouvre le
robinet. Dés que la pression finale est identique dans les deux recipients, on
ferme le robinet sans possibilité d'échange thermique entre les deux fractions
du gaz. En admettant que la fraction de gaz restant dans le récipient A subit
une évolution adiabatique, quasi statique, déterminer les nouvelles

températures T'a et T's et les pressions P'a et P'e dans ce nouvel état d’equilibre.

Exercice 2
On considére 1200 g d’un gaz parfait monoatomique, subissant un cycle de Carnot

ABCDA : AB et CD isothermes et BC et DA adiabatiques reversibles.

La température au point A est Ty = 27 °C. Les pressions aux points A, B et et

respectivement P; = 1 atm, P, = 3atm et P; = 9 atm.
1- Représenter ce cycle dans les diagrammes de Clapeyron et Entropique.
2- Calculer le rendement du cycle de deux manieres :

a) En faisant le bilan thermique du cycle ;

b) A partir des tem pératures extrémes du cycle.

4. Calculer les variations d'entropie de ce gaz, au cours des quatre

transformations du cycle.
On donne : C, = 10° J/kg. K
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11 SESSION : EXAMEN DE THERMODYNAMIQUE (Licence 2 - i)

Exercice 1: (7 points) ¥ '
Un moteur de nature irréversible reolt au cours de son fonctionnement de | éTETE ::5;;1?:';;: ::cc :D:r.ce
chaude de capacité thermique g, initialement 3 Ty = 373 K, et en restiue unc parUE pacité
thermique Sp, initialement 8 T2 < Ty, avec Ty = 273 K. . .

1- Quelle est la température finale de chacune des sources quand le moteur s arréte de .Ifc:nctlc-nner T

2. Trouver un encadrement de la température finale.

Exercice 2: (7 points) ) .
Une enceinte est délimitée par une paroi indéformable et adiabatique. Une cloison rig:de sépare ce_r.te‘ence:nte‘en
deux parties de méme volume V. A I'état initial, une des cellules est remplie d’hydrogéne (gaz Ff?rfa'“j 2 la pression
3P, et & la température Tg, et 'autre cellule est vide. On enléve la cloison centrale et on atterjd I'état d équilibre.

1- Déterminer le travail W, et la chaleur Qg, échangés par le systéme. En déduire |a temperature finale T,. Quelle

est |a nature de la transformation 7 ;
2- Deéterminer la pression Py du gaz a I'état final.
Déterminer la variation d'entropie AS du systéme et le

s.entropies é.ch-angée S, et créée 5, en‘fonction de Py, V,
et Tp uniguement. . i

l.:l.r

;h.u“bl—uﬂii“’ﬂmlﬁl—ﬂhwm RrEUR R U G 8 R Al i o 8 g Ml sy sl
1 .
| sff
- =i 1 -
§ : 2 1

| v, 5
é 3'Eﬂ: Fﬂ,'Tﬂ g i i
1 20 d
i 0 !
: o[}
i ] i
T ot S P a) - S e P U T [ .._._,’_“".'

Exercice 3: (6 points)
On considére une machine ditherme réversible fonctionnant entre une source chaude 3 la température T, et
une source froide a la température T3, La quantité de travail regue par la machine en un cycle est W,
2) Donner I'expression du rendement de la machine quand elle fonctionne, en machine fournissant du travail,
en machine frigorifique et en pompe a chaleur.
b) Quelle relation lie @y, Q,, T, et T, dans le cas d’une machine irréversible ?
2- n mule:s d'un gaz parfait décrivent un cycle de Carnot ABCD entre les isothermes AB et CD de températures
respectives 1y et 73, On note @ = Vp /V, le rapport volumétrique,
a) Montrer que V¢ /Vp = a,
b) Dans quel sens le cycle doit-il étre parcouru pour Btre résistant ?
¢) Exprimer alors (), et Q;, en fonction de T, Ty eta, .—.
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2°™ SESSION : EXAMEN DE THERMODYNAMIQUE (Licence 2 - i)

Questions de cours : (6 points)

Onra le les i g " i
pppell.e les expressions des différentielles de I'énergie interne U, de I'énthalpie /f et de I'entropie S d'un
gaz. Four Tentropie 5, deux expressions de la différentielle sont données ;

di) = GdT + (| = P)dv , dH = CodT + (h+V)dP , dS= %,EdT +id’l" =%,EdT+%dP

1' 5 . I [l ¢ T A -
achanl_ que dU, dH et dS sont des différentielles totales exactes, démontrer & partir de leurs
expressions les relations

il
=T (.__ = ) av
), o he 7 (37,

2- En déduire, 3 partir des résultats de I question 1, les expressions de [ et h pour un gaz parfait.
3- Envous servant des expressions de la différentielle de I'entropie S, démontrer que pour une mole de

Baz parfait, les coefficients calorimétriques C, et Cyisatisfont larelation de Mayer C, — C, = R, avec
R qui est la constante des gaz parfaits, :

Exercice 1 : (6 points) e |
Un gaz, dont I'équation d'état est P(V — 1)= 0.3 T, décrit un cycle formé-des transformations quasi-
statiques suivantes : '

- Une transformation isotherme de (T;, V) 3 (Ty,V5)

- Une transformation isochore de (Ty,V5) 3 (T3, V3)

- Une transformation isotherme de (Ts, V3) a (T, Vy)

- Une transformation isochore de (73, Vy) a (T, y)

et 3 , T
Le rapport des deux volumes est tel que V_I_T = /e, et celui des températures estT—‘ = 2. Le travail par
£ 2 2= 2

cycle est de 62.7 Joules. :
1- Dans quel sens se déroule |a transformation ?
2- Représenter qualitativement le cycle de transformations dans un diagramme de Clapeyron en
justifiant la 'positinn'des volumes et des températures.
3- Calculer les différents travaux échangés lors des transformations en fonction de T, uniquement. En
déduire la température Ty.
4- En appliquant le premier principe, calculer la quantité de chaleur échangée au cours du cycle.

Exercice 2 : (8 points)
Un moteur de nature irréversible regoit au cours de son fonctionnement de I'énergie thermique d'une
source chaude de capacité thermigue g, initialement 3 Ty = 373 K, et en restitue une partie & la source
froide de capacité thermique 5, initialementa Ty <7y, avecT; = 273 K.

1- Quand le moteur arréte-t-il de fonctionner 7

2- Enappliquant le premier principe, trouver la borne supérieure de |la température finale.

3- En appliquant I'inégalité de Clausius pour les machines irréversibles, trouver la borne inférieure de la

température finale.
4- En déduire, des deux questions précédentes, un encadrement de la température finale.
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EXAMEN DE THERMODYNAMIQUE (LIcence 2-Mi)

Exercice 1 : (4 polnts)

L'expression du travail élémentaire échangé par un systeme homoge
1- Montrer que pendant une transformation réversible, ce travail peut s'écrire :
SW=AdP+ BdT
Ou 4 et B sont des grandeurs que 'on déterminera en fonction de I'état thermodynamique (P, T, V) et des coefficients

ne quelcongue a pour expression 6W = —pqy

thermoélastiques a, £ et/ou y. "
2- Un solide de volume V, = 1 litre, de compressibilité isotherme constante ¥ = 107 Pa™, supit une

compression isotherme, quasi-statique, de |a pression Py = 1 atm Jusqu‘d’la pression P; = 100 atm, gp
supposant que le volume du solide ne change presque pas, déterminer le travail recu par le solide,
=il | g EPEN S L8N ' :
Sgi il o 5 (JT p ! » ;(BT)V AT F(ﬂP T il fn
Exercice 2 : (7 points) ' -
On considére n moles d'un gaz réel dont I'équation d'état est ;. Y
P(V—nb)—nRT—aPIn(P) = 0 ; OUR aetbsontdesconstantes,
On note que C et h sont des coefficients calorimétriques qui dépendent des variables d'état P,T et V' tels que:

(Y . (EE) _ () _h
h= T(ﬁ?‘)p . (BPJT = (ﬂ?')p T

1- Calculer h. : X ik

2- Montrer que C ne dépend pas de P. De quelle variable dépend alors C?

3- On pose que la différentielle totale de l'entropie S(T, £) peut s'écrire sous la forme :

i

C h .

ds = = dar + T dF :

Ou C et h représentent les valeurs calculées dans les deux questions précédentes.

Calculer Iz quantité de chaleur échangée entre le gaz et le milieu extérieur au cours d'une transformation

isotherme réversible. Donner le résultat en fonction de la pression initiale Py, la pression finale Py et la

température du thermostat 7.

b- Monter que pour une transformation isentropique de ce gaz réel, la température et |a pression sont reliés
par la relation TP~* = cte, oA est une constante & déterminer. On supposera que C est une constante

qui n’est pas fonction d'une ga[}a'ble d'état.

a-

Exercice 3 . points) y
On considére le cycle réversible triangulaire ci-contre décrit par une mole d'un P 4 .
gaz parfait.

1- Dans quel sens ce cycle doit-il étre parcouru pour que le
fonctionnement scit de type moteur ? Quel sera alors le signe du 2P,
travail 7

2- Onsuppose maintenant gue le cycle est moteur,

a- Calculer le travall et la chaleur échangee lors du cycle,
b- Calculer les chaleurs échangées pendant les trols transformations Py |

constituant le cycle. |
3. Calculer le rendement de ce cycle moteur en fonction de y = E_"

¥
supposé constant. Application numeérigue |y = 1.4,
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Exercice 13 (5 points)
Une moie d'enu liquide est carne

‘ Ierisée, dans un certain domaine de températures et de pressions autour de
Pétat 0 on (P = 1bar:

0 =293 K; Vo = 1073 m?), pur un cocfMicient de dilatation isobare a = 10~#K =1
ctparun coefTicient de compressibilité isotherme Xr =5x10"1Pa=! constants.
1. Etablir que I'équation d*¢tal liant V, P et T de ee liguide est : In“1 =all' =1Ty) = ¥T(P =Py
L:ulmlm- le volume de la mole d'eau sous P= 1000 bars ¢t § T= 253 K.
: ¢ “j‘"': l'I‘Iu‘k: d’cau liquide est enfermée dans une bouteille métallique de volume v constant, Par suite
un incendic, Ia température passe de Ty = 293 K A T = 586K. Calculer la pression P dans le récipient,

Ak ha

=

«

Exercice 2 : (7 points) x
Lors dunc transformation infinitésimale réversible au cours de laquelle sa pression P, son volume V et sa
Tcmpﬁ:mmre T varient respectivement de dP, dV et dT, une mole de gaz regoit une quantité de chaleur
mfinitésimale §Q que I"on peut éerire sous trois formes équivalentes ;
6Q = CydT + Idv = C,dT + hdP = AdP + pdV

L. Exprimer A et u en fonction de C, et C, et des dérivées partielles (g%) Pet (%) v
2. Dans la suite du probléme, la mole de gaz est considérée comme un gaz parfait pour lequel le rapport
y= :_—: est une fonetion linéaire :}e la tempérture telle que ¥ = aT + b, et ot a et b sont deux constantes
positives.

a. Exprimer A et y en fonctionde P,V et y.

b. Déterminer I‘éncrgi'e interne U(T) de ce gaz en fonction de T, a, b, R, On notera U, la constante.

c. Démontrer en utilisant 3Q = C,dT IdV que les transformations isentropiques obéissent 4
b-1

I"équation A4 = cte. On réalisera un changement de variables en posant Z= I/T.

aT+b=1
Exercice 3 : (8 points) Fine o
Une mole de gaz parfait de rapport y = aT + b (a et b deux constantes positives), décrit un cycle constitué
: A | ;
des transformations suivantes’: il
« Une compression jsotherme A(vy, Ty) = B(V3, Ty) pendant laquelle le gaz est en contact avec une source

de chaleur de température Ty ;
e Un échauffement a volume constant B = C(V;, T;) pendant lequel le gaz est en contact avec la source de

température Tz;
« Une détente isotherme € — D(Vy, T2) pendant laquelle le gaz reste en contact avec la source de

température T;
o Un refroidissement isochore D — A pendant lequel le gaz est en contact avec la source de température

T

1 (gueilc est la nature de la machine thermique ditherme dans laquelle circule le gaz 7

7. Caleuler le travail W et la chaleur Q regue par le gaz pour chacune des transformations en fonction de
Ty, T2 Vi Vo @, b, R. On précisera le signe des chaleurs Q. . .

3, Quelles sont-les quantités de chaleur Qy et Q. fournie au gaz respectivement par la source froide et par
1a source chaude ? En déduire que le rendement de cette machine est :

: 5 In G3)
s — -] X avec = TZ+h—
n=(1-7) () rin
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[EXAMEN THERMODYNAMIQUE (Licence 2-MI,Detixidme session)

Exercice 1t (4 points)

Chague question peut avoir une on plusicurs réponses. Donnez le ou les
numero(s) des bonne(s) réponse (s).

A- L'entropie interne, créée A intérieur du systéme est toujours:
1) positive i
2) négative }
3) positive ou nulle '
4) négative on nulle
5) aucune réponse ne convient

B- L’identité thermodynamique, clest: .
1) 6Q =TdS \
2) dU = TdS 4+ Pdv
3) dH = TdS + VdpP
4) dS > 0 pour un systéme isalé
5) aucune réponse ne convient

C- L’entropie totale d'un gaz parfail, lors d’une transformation
réversible, dépend: £
1) uniquement dé la température
2) uniquement du volume
3) dépend de deux variables
4) dépend.de trois variables
5) aucune réponse ne convient
D- L’entropie est liée, au nivean microscopique:
1) & Pagitation des molécules
2) aux chocs des molécules
3) au désordre des molécules
4) 4 la structure des molécules
5) aucune Téponse ne convient

Exercice 2; (8 points)
A des pressions inférieures 3 20 bars et des températures entre 273 f¢ et
283 K, le volume massique de 'eay liquide est donnge par 'équation d’état.
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CE b a(T - T - k- wmy e )
onl "“l =_l ('i-'_li"'"_";_l: To=2TTI: Py = 10" Pa = | bar
=825 X 107K b=7.0x 107" Pa-'; k= 6.04 x 10~ Pa-t -1,

L. Montrer qua pression constante » passe par un minimun pour une
valeur T;, de la température.
Caleuler Ty, pour P = F.

2. Calculer les coefficients thermodlastiques a et x de I'eau a P = 1bar
et T =233 K,

3. On prend désormais pour I'eau au voisinage de 277 K et 1bar un
modeéle incompressible et indilatable.

a) Quelle est la nouvelle équation d’stat 7
b) Quelle est la variation d’énergie interne lorsque 1g d’eau liquide passe de
273 K 4 283 K sous 1bar ?

On donne: ¢(eau liquide)=4.18 7.~} K !

Exercice 3:(8 points)

Une transformation polytropique est une tranformation d’un gaz pour laguelle

il existe un coefficient KX > 0 tel que PV* = Cte tout au long de la
transformation. De telles transformations sont intermédiaires entre des adiabatiques
et des isothermes, et se rencontrent en thermodynamique industrielles, par
exemple lorsque le systéme réfrigérant ne permet par d'éliminer tout le
transfert thermique produit par une réaction chimique. On raisonnera a
partir d'une transformation quasi-statique d'un gaz parfait.

Données poui un gaz parfait:
n i 1R
r— G =

G y=1 P Ty=1
1. A quelles transformations connues correspondent les cas k =0 et k=17
2. Calculer le travail des forces de pression pour un gaz subissant une
transformation polytropique entre deux états (FPp, Vo, Tp) et (P, V4, T1) en
fonction des pressions et de volumes.
3. En déduire l'expression du travail en fonction des températures uniquement.
4. Montrer que le transfert thermique au cours de la transformation précédente

s'éerit: ) {
= —_— (T} =T,
Q nR()?_l k_l){l 0)
5. On se sert maintenant de 'expression de @ trouvée A la question précédente.
A quelles transformations correspondent les cas k=0, k= +coet k== ?
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THERMODYNAMIQUE  PREMIERI SESSION 2017-2018

ENERCICE
L sehtma du principe de fonetionmement Frigo-Pompe
FIGURIN

JE-I')_'Irlm'nmmn ile Clapeyron

FIGURI2
Py o= 1bar ot 1% = dbar

Iy =Ty=T1.=2°C = T, = 296, 16K
N=Ty=-25°C =T, = 248, 15K

9.

1 = 2 transformation isentropique (Adiabatique).
d'aprés I loi de Laplace on a |

Tlﬂ‘p‘l-'r e Tg".Pgl"'

Pyl=Y = (%)" P

P=ri(R)™

AN: Py =1 (Ha)TER

P; =1, 56bar :

“‘\-.

4- Caleul de la charleur 0. transférée lovs de la transformation 2 — 3.

La transformation 2 — 3 est Isotherme (T=cte).
8Q. = CdT + PdV,

T =cle = 6Q. = PV

Qe = [ PV = =Wy

Qo= niiTy % ().

Q, =nftdy = In (}g)
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Q= 183229, 15 « In (148

Qe = —2320,00.],

@e < 0 done la ftigo-pompe fournit un transfert thermique & la souree chatide .

5-Déduisons-en Q1 los de la transformation 4 — 1,

La transformation 4 — 1 est Isotherme .

Le eycle de Cannot 6tant réversible alors , d'aprés la relation de Clausius ,on :
T

(%4"!'}:0) —}Q'f:-Tj(%)

Qf = —248,15 x ('fifﬂfg )

Q= 1944,057
Qg > 0 donc la frigo-pompe recoit du transfert thermique de la source froide.

6-Calculons le travail W,

Ona: W =WE+Wji+Wi+w]

*(On a une transformation Isentvopique de 1 & 2 alors
W2 =CyAT car Q2 =0

Wi =2 -d)

AN : W = £322. (296,15 — 248,15)

W2 = 505’,09{- 2

*Une transformation Isentropique 3 — 4. Alors
Wi = C,AT car Q§ =0

Wi = 85 (Ts — Ta). :

AN : Wi =, 5821(248, 15 — 296,15)

Wy = —605,09J

Ainsi W2+ Wi =0
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Dion W =173+ W]

*Transformation Isotherme de 2 = 3
Alors CuAT =0 (T = ele)

Done W3 = -Q} = -Q.
*Transformation 4 — 1 est Isotherme.
Alors C AT =0 (T = ete)

Done W} = -Q} = -Qy

Soit 1V{ = —1944,05J

Finalement par application mnmérique on &

W = 2320,093 — 1944, 05
W = 376,043
*Le rendement

On sait que £ = 2=

S 194408
Donc € = 35740

£=25,16

EXERCICE 2 ..

l—Scéma. dé l’expérieﬁce ;

FIGURE3
2-Déterminons :

*Les températures Ty et Ty

*Les volumes Vet Vo

LA REUSSITE, MON IDENTITE

Ala fin de J’évolution, 'équilibre mécanique est réalisée et P, = Py = 2P = 2bar-

L’évolution (2) est adiabatique quasi statique;il est done possible d*utiliser les
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lois de L("I-[‘ilﬂl."!.‘.

[ pRrzme o
! ?‘=Pz_‘?:.: (2)

(1) = PV = 2PV
Done 15 = V" x2-1
:
AN V=270 v = 0.600L
(D= Te=Tx25

Ona:T=15°C = (15 + 273,15)

Soit T = 2887151

14=1
iA

AN :To =288,15% 2

Soit Ts = 351, 26K

LA REUSSITE, MON IDENTITE

Dans le compatiment, (1), Pévolution est quelconque mais on peut déduire V;

par :V3 +V; =2V
Done V7 =2V — 1,

AN : V; =2 - 0,609

Soit Vi = 1,391L

La loi des gaz parfaits permet d'écrire £ = 5
Donc Ty =T = fﬁ%

AN : Ty= 288, 153@.’%‘@1&

Soit Ty = 801,63k

3-

Dans le mmpatimen{..{i} : I'évolution est adiabalique.

Q2=0
= { Wy AUs = C\(Ts —T)
PV

Or Gy =#5= 75-1)
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AN €, = ity

Soit €y = 0,87LK !

= Ally = 0,87 x (351,26 — 288, 15)
Al = 54,010

*Dans le compatiment (1) Pévolution est quelcongue ,on a done:: Wy =~E8Y
=0, = 2PV - V)

AN DW= 21051, 391 = )00~

Wy =-78,2J

On sai que Al = C AT

Soit AU, =C,(T, - T)

AN : AU, = 0,87(801,63 — 288;15)

AU, = 446,73

4-Le transfert thermique

Q=0

AL =Q+ W, P ce 0

= Q=AU =W,

AN : Q= 446,73 + 78,2

= (Q = 524,93J
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E(]HHE(‘-'I‘IDN THERMODYNAMIQUE SESSIDNE
EXERCICE 1 (voir 2° session)

EXERCICE 2

1. Nous avons une detente de joule dans le vide. elle se fait en energic
constante done Au = cst :
Au=0= 1, et Qo, =0 ’
«si Au= 0= AT = 0 done T; = T} par conéquent la transformation
est isotherme. :

2. D’aprés la conservation de la quantité de matiere :
3RV N
P1W=3PQL{;,=>P1=3$ O or Wy =2V, \

#PI'—'?E};}“—

3P
METS

3. Variation d’entropie.

AS=Si5
— [l %0
‘ﬂS_fT] T
ﬂS:ann(%{f]+DOrﬁS=5,+5,,avecSc,,:[}
AS=nR a2 (1)

Ona:3RVy=nRTp

3RV

R= 2

n R T (2)

Remplagons (2) dans (1)

3RV
= In2
(1) = AS T
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AN

STAN KT
I I .'l

FNERCICE B

L) expression dn rendement.,
« mnchine fournissant du travadl,

Wl W
(h ()

« mnchine frigorifigque
Q,

+ pompe & chalour

T_—‘-'-l--cg-ﬂ'"—fﬁ

woow
@
h) 5+ =7 <0
VT T
v
9. n) Montrons que —= =«
’ me g
4 4 - 'I
A
C
0
=N

Onn: TVt =T, V! (1)
Ty '-f;;"-! =T, V1t (2 aweeV, =V, et V, =V,

() Y _ Ve
et ml ==t = (¥
2y Vi W
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01200

e

= =

Vi

b) Pour que le cyele soit resistant, il fant qu'il soit parcouru dans le
sens anti-horaire on le sens trignomdétricue.

¢) D'aprds le 1% principe, on a

&UAH = ]’VAH ET Ql =0 <
Q] = HH’!AB =nlh |l'|[:1l—ﬂ)

. Va

E‘ =nRT In(a)

IriUc:‘r:.l =Wep+Q2=10
Qy=-W_, =nRT: In(2)
Q2=nRT, In(a)
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[CORRECTION DE L'EXAMEN DFE THERMODYNAMIOUE SESSION 2 20182019
QUESTIONS DE COURS

aV étantune DTEona: dU = ¢, dT . doy _ot-p) _ A
[.11(“’ + (! }}}['h’ ' av ar = ar ar @

¢ L
ds = -,‘iri?' +dV,

dS étant une DTE on a; lfr_) Jll laﬂ+c” _() _(tl,g 100y . 20k .. 2N
v v av

T av Tav _ Tar T2

On multiplie par T %:-—-’1—%.!@
@-G=5-F=5-4 el
dU = CpdT + (h + V)d, SE=24Z (D dH=LdT+7dP

d (Co\ @ (hy 139G (T) (?1') 19Cp _10h 1

'ﬁ(?)‘ﬁf(?)”?ap* Ce e = (a'r)” aT TP TaT 7"
aCy ah -
% =77 @
@@=l gt o

2) déduisons h et [ pour un gaz parfait.

Pour un gaz parfaiton a: PV = nRT £

nRT 8P _ nR ET) AT
P== v v T("ﬂ?)_ Vv {
Pour h
VY S iR e V., . AT _
r=mgr V=2 (BTN s (GHlF=" =+
3)
L b 2 ___
Ona:dS==LdT +;dVi dH = FdT +7 Ldp
f_vd;r_f_fdr=_i+i = (C,,—Cp}d?‘z —ldV + hPV = (Cp— Cp)dT = ldV — hdP
T T : b
nRkT HRT

= (CP = Cv)dT — -—V—dV +—P—dF

RdaV RT AP

pourn=1 (Cp —CV)dT——dV-i- dP:;CP—CV e

PY R A PVR

av._ R 4P _ B™ pinsi ~Cy==s+—;=R+R
ona FS& Co = Ainsi Cp—Cy
S Co=iCy = 2R
EXERCICE 1
=1 T, = .
p(v —1) = 03T ; ‘}-i:{é; 2=2 et W =627
=
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1) SiM = aigu

SiR = Trigo

Comme Wy > 0, alors le travail est resistant.

Clest le sens trigonométrique

2)

&

P:

Py

Tl — Tz
Vv, =
P

Tl = Tz
V2
P,

@-@

_\,."' >1alorsVy >V, donc Py < Py
?zr.z =3T1=2T2

3) Les travaux Wizt Way
W1,2 = —PdV

0.3T
PV =1)= 03T =/P=rr—rs= (v @V =—037(In(V - 1)]f = 0.37yIn (V)

1
Wz]j = U‘BTE |l‘l (ﬁ
Wc'}rc!e = wl.l + w2,1

4) dU =8Q +SWaT = cste
dU =0 Soc}rcle = _chycle = Qr:yrte =-62.7

EXERCICE 2
1) Lorsque I'équilibre thermique est atteint.
TF] — TF: — T!.

2) $Qi = —pudT (dii%)

306

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

HIGRITH INTITH
0312:202) LA REUSSITE, MON IDENTITI

S0 = ~5udr (M70) O = 5Q 4 5W =
Q2 = =5pudl (,m <) O dU=SQ4SW=0
dU =50, +80Q, | SW=-50,-8Q;<0;: S$¢+8¢;>0
“HATy > SpdTy = dTy < =5dTy = [IMdTy < [ dT
] o

BT =Ty <=§(Tp = Ty) = Ty 5Tp < STy b7y = 67p <STy+71y = Tp<zTp 4T

2ime prineipe;

N
b

Sy, SQ [l el T 17 el T, T ’ L
s e LG W L 4T FLLE NS S L4 L =5 (—Z
™ TS 0D = n 5 ™ <0 = ™ >=f==In (*r.)> Sin ,&)

TE S i n .
= In(F)>m (%) s Iy (ﬁ-) STE S T T8> 181y, =T >/(T51,)?

T Tr

4)

: 5 1

[4
(TL%TIJ Ty < ET; + ETI

j
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CORRECTION EXAMEN DE
THERMODYNAMIQUE 2019-2020

EXERCICE A
O salt quie dhye Pav

1) Montrons que pendant une transformation
roversible le travall peat

sectie dw = AdP A Rdl

.tx’f'(f‘:E),. dP 4 (lrlf)a b (:_:)’h

Vy = (55), dP = ~Vydp

o

(ﬂ.) = V= (ﬂ)!‘ dl = Va d7

arsp ar

dw = =PV or dV = =VydP +Vadl' =
Sw=VPydP = VPadrl

2) Déterminons le travail
D'aprés la question précédenteon a
dw = VPydpP = VPa dT

La compresslon est Interne par conseéquent
dr =10

= VPadl =0

= dw = VPy dP

=ws= I;;‘ Vo Py dP

=ws= %Vui’(l’f - Pg)

EXERCICE 2

1) Calculons i

av
h==T(G),

L'équation d'étatest: P (V = nb) = nRT -
aP In(P) =0

nRT+al InP

= V=nb= s

B RS e moE s e

LA RIUSSTTE, MON IDENTITEH

V- 1‘%‘,-']-'-+-u|'nﬂ')'i' nb

ar
r-1(5%) afin(r)
!H-: 1 el il o (1 -
(ilf')p' nt " I ( (L] )p
i
L ——— intrly o
s h rfl%:r.f:"!' - {'r:*:;"‘ nRy -+ ( AT );.I

2) Montrons que £ ne dépends pas de I’
On a

T\ Wy N

@), = )=

Pl h
Y - (ﬂf_") 5I_E+ (-‘TIIII ) =B
I['l'-'_'i')p = F”n aip ni ar Jp T

op
pas de P,

o (!’E) = (; Par conséquent C ne dépend
h

Etant donné que € ne dépend pas de P alors
C dépend de Tetde V.

EXERCICE 3

1) Le cycle dolt étre dans le sens horaire
‘d'une montre. C

F 3

Le moniteur fournit du travail alors que le
travail du systéme sera négatif w < 0

2) Cycle moteur

a) Calculons le travail et la chaleur
échangée

Le travail est |'aire délimité par le triangle ABC

W= _ABXBC _ _ VoxPy
2 2
— _ YoFa
w 2
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Dlaprds le premier Inclpe A1 =

" bk’ = -—uu:—} L}._:&!h

3) Calewlons les chaleurs tchanpdes

Transformation BA : Isobare

Py = Py

Wea = =P(Va=Vp) &t Qp, =

(P = Cste)

Lg;. = Ttrr‘ljn '_TH.} or n=let ﬂﬂ—
¥

Y= 1.
L
QR.{ T {\TR o TA) ar PV =nRT' =
T=2
nk
LU — QR (PgV
QF.{*—u_l( =Ta) “—(Hﬂ_
Pal'y y
g
Qsa =7 Vg — Vi) = %f“u)
Transformation CB : Isochore (V. = V)

Wes = — [, PV =0 Et Qcp =n Cvdl

QCB =n EV(TC e TE} orn=1 et Ep =

R
q—
Q _.R (Pcl-’c_P-BFn)
CB ™ ya\ & R.
Ve Fe_ ] ()
Qcﬂ _y—i (_ PB) I =

W=

LA REUSSITE, MON IDENTITE

o Tove _ oV (2+9)

- —'l--ﬂ-—-rﬂI
I T+

Qac = Vo (:; - T:F)

- "J'!l’i"ll{]"'m,"
Qac = 301

nepdl

3) calculons le rendement de ce cycle.

Solt Q, la source chaude et @, la source
frolde

On a un cycle moteur donc Q{ >0 et
Q<0

Solt n ce rendement

Dna:n-—*[&‘
w
1= o

QE!’I. < 0 donc an = Qz et Ql = QEA +

Qcp car Qga>0 et Qeg >0

n= E:l (Ql*Qz}l = |1 +4 |
=PaV¥plr+5)
i |1 +Qﬂ‘fi"qcs| i |1 2;}:11)
1= 1=
AN: n= ll —ﬂz—:i'%l
n=0,0588

Transformation AC : Quelcongue

Q =Qpa+Qcs + Quc

=’QAC=Q‘“QH.1“Q¢:B

EPn'r"n
Qr‘lf= 2 = y-1 -1
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03122021

Correction de Thermodynamigue sesston |

Exercice 1 — T,

1) Recherchons 1'équation d*Etat liant V, 2 et T de ce liquide sous la forme V =

Alors 3V = (‘—‘) dP + ("‘) dT

ar

av 1 fav

Or d'aprés le cours, @ = 1(5) etyr=-g F)
dV = VadT = VypdP
v
= qdT — ,l'rﬂlp

v

Par uﬂégmlmn
Vdw,
j—-——ﬂ' dT ):Tf ap

=‘-‘t]n(l

T
!
V)-aﬂ“Jw—xﬁP—%)

2) D'aprés 1), In (v%) = a(T = To) = xr(P - By)

= In(V) —In(Vy) = a(T = Tp) — xr(P — Po)
= In(V) = a(T — Ty) — xr(P = Py) + In(Vp)
= | = e@(T-To)=x7(P—Pg)+In(Vp)

= V = e&(T=To)=xr(P=Fo)_pln(Vo)
Donc V = Vye®T-To)-xr(P=Po)
AN:V = m—alem—*{z93-293}—5.11:-“—"(1&{10-1}

3) En utilisant la question précédente a volume constant, on a:
V=1 EGET-‘T'n]"J.’rfF'-Po) =1

2a(T=Ty) = xr(P—Po) =0

= a(T=Ty) = xr(P —d_Pn)

=—(T=To) = (P =Fo) "

:P=E'(T’_TQJ+PQ
At

Exercice 2
1) Ona;8Q = CpdT +1dV = (.‘Pd?" + hdP = AdP + udV

Posons T = F(P,V)
dr = (ar) av + (—‘?-T-) dp

av ap
5Q = C,dT +1dV = C, (3 ) dv+cu(‘3§) dP +1dv (D)
donc 50 =y (2 ) av +C, (5 ) dP +hdP (@

8Q = AdP + udv 3@
Par identification, en utilisant @) et @), ona: AdP = (, (z—DV dP

3o
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par identification, en utilisant (@) et (3), on n ¢

-
P

2) a. Larelation de Mayer est
o R Ry
v = =
¥=1 y=1

LA REUSSITE, MON IDENTITE

L ¢équation d’état pour ce gaz (parfait) est : PV = nRT avee n = 1 car (1 maole)

Pv=Rr=T=Y

ar P
= ('_) ==0gt (EI-) =
av P R ar v R

D'aprés 1) A = C, (g_:)v

I=

vV
=A=]fvﬁ
R v v
!.'!-:C—— s
"R }‘—IXR y—1
ﬂ_:-v_
¥=1
De méme,
daT Ry P yP
s aV/p y—lxR",v-l
= ¥E
.ﬂ—y_l

b. D’aprés le cours, U = nC,(T = Tp) danscecas,n=1,U = C,(T—Ty) avec Ty la

température initiale,
i = il

e CporC, = P_l(formulc de Mayer)
du R Ay 2%

E — v = }: z'(a_'i"+b}—1 Ca[‘}" = HT + b
d_U e R -
dr ~ (aT+b)-1 _
dal i dT
“(aT+b)—1

Par intégration, on a :

- dT—If——ﬂR dr
”=I(a1'+b)-—1f =2l @r+p -1

Bafeey @
v=vm =T

U(r) = gin(a?‘ +b —1) + cste

On pose cste = Uy
E(T) = E-]n(aT +bh-1)+ U,

3l
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e. La transformation étant isentropique, 8¢ = 0, ee qui donne ci

v
CodT = =1dV = =PV = um"?
v
= (T = -m"T,-
o dv. _ Cudl R dT
V- RT (y=DRT
dv 1 dr | dr
T — -

Vo -DT @+b-DT
En posant z = % ona:

dT dT
dz = -ﬁ= -Tdz =?
= =2 = I Ajnsi
z T

. 1 x( dZ)
v a@)+b—1
dv dz
V T atz(-1)
En intégrant, ona: [nV = [
1
b—

= nV -

dz
atz(b-1)
1In(a +z(b— 1)) + este
1
b-=1 y
= InV —In(a + z(b — 1))?~* = cste
vV
=In — | = cste
(a+2(b - 1))F7 i
¥ § ..

= y- — =et=0ste
(a +2(b - 1))F2
Vb-l

T 361
(a+2(b— 1})1’_'1'] j

l,rb-i .
= -1—'= cste
a+ T(fl ~1)
Vb—:
= m = csle
_.T,.-.—

InV =

In(a + z(b — 1)) = cste

= cste

Tvb-l

—— ot
SaEp =17

LA REUSSITE, MON IDENTITR
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1

2)

Wi H ¥ ¥ . ; " .
11'sagit d*une machine thermigue ditherme irréversible, car les deux (rangformations
BC et €D nu cours desquelles le gz est en contact soit avee |'une, soit avee I"autre des
deux sources de chaleur sont isochores ef ne sont pas isothermes, La machine est

moltrice car dans le plan (P, 1), le cyele est parcouru en sens inverse du sens
rigonoméirique.

AB : AppU = 0 (Transformation isolherme)

“Qn = Wap = [ =Py = [t ~RT, %

Qan = Wy = RT, In (-L-l;l) >0

= Q<0 2

*  Wge = 0 (Transformation isochore) :
Done Qpe = AgeU = f.::z CudT

T R Tz R
Qsc = =gl =j ——dT

TI. Y_l Tl aT'I'b_l
R aTg+b_'1
Qs —Elﬂ (m) >0(Tx>T)

Vi pond
* BepU=0Wep=—Qcp=- .,: RTZTV

v
Wes =—Qcp = —RT, I (—1) <0
Va

* Wy, =0,donc Qpy = ApsU = —Eln (a'."g+b—1) &

7 ETI'I'b—i
Qr = Qas + Qoact Qc = Qpc+ Qo
@r regoit done Qr < 0et Q¢ > 0.

D’aprés le cours, 7 = - (1 —ﬂ)}f.

Qc Tz
1,,(."'_1)
Avec X = — A
= v R a zf =1
]"{-"V'::H_ln afy+h-1
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mamigue (Licence 2-M1, Deuxidme session

Examen de Thermod

Exercice 1

Exercice 2

0 ) 1
1. En se rappelant de la partie du cours de Topologie qui cherche le minimum d’une fonction, on

dérive
av

ere a L H. % =)
(a'r),, = Vy[2a(T — To) + b(P — o))

Ty cst 1a solution de cette équation.

Vol2a(T — Ty) + b(P = Py)] = 0

b s o o Sgepirery N _ VY o
@ lyp=Ty~z(P= P;) qui est bien un minimum car (ﬁ (':.’_T:)_P)p = (ETJP 2aVp >0

o

Pour P = Py, ona:Tp =Ty = 277K,
2. Calecul du coefficient thcrmnélastiguf: aety.
. 1 (65’) : '
CETARTL
1 (av)
r="v\ar/,
_ 2a(T—Tyl+b(P=Py) i
T 1ta(T-To) = (k=bT)(P=P5)

Dot K=bT
i 1+a(T—To)2 = (k—bT)(P=Fg)

Ona:P=1lbar=F

i 2a(T-Ty)
A(P=P) = TralT-Tol?
__keb¥
A(p=po) = 1+a(T-Tp)?
AN

[ «=9,9.1075K !
X = 496.1071°P;

3. On prend désormais pour |'eau au voisinage de 277K et 1bar un modéle incompressible et
indilatable.
a. D’aprés]’énoncé, a et  sont irés faibles (voir nuls)

i n

g: k=bTetT=Ty=V =V, =cste

l
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b.. ﬂu:“xCxﬂT orn = m
Mizo

m
S s T S

H20 2M, + M,

AL 3 — !
N:8U = se X 4,18 x (283 - 273) = 2,322/

AU = 2,322

Exercice 3

k = 0 donne P = cte :Transformation isobare ;
k= 1donne PV = nRT = cte = T = cte :car le systéme est fermé : Transformation isotherme ;
k = +oo donne V = cte (car PV = cte serait une hypothése fausse) : Transformation isochore ;

Par définit; , i oy
ar defimition, on a tout au long de la transformation PV = Pyl donc P = Fy (F) .

Comme la transformation est quasi-statique, 1'équilibre mécanique:est atteint tout au long de la

transformation etona: P = Peoi:

Le travail entre les états A (P,, Vo, To) et B (Py, V,, Ty) en fonction des pressions et des volumes est :

B B 3
_ V, nav
W=—| —pdv=- =) dv =—p k| =
J; Pav LP"(V) v = -pvs |
1-K _ 71—k
W = —PV¥ Lo o
1—k
Vl—k_ 1-k
W = PV | "2
0 ﬂ( =1 )

3. Le travail entre A et B en fonction des températures uniquement. En utilisant la propriété
polytropique (PyVg = Py V") puis celle des gaz parfaits, on obtient :

1 PPN _
W=r— AV =RV= (T3 = To)

k-1
4. D’aprés le premier principe appliqué au gaz parfait, AU = W + @
Comme le systéme est un gaz parfait,
AU = CyAT = Cy(Ty — To) _
Ainsi W + @ ='C1,.-(T'1 = Tu.} =0 = CV(T]_ "‘Tﬂ) - W

R nRk .
2 (T‘.L _ Tﬂ) T (T1 ¥ Tﬂ}

y—1 k—1
1 1

. /S o

=0 nR(F_l k—l)(l )

==

S
e Pourk=0,0na idcnt_iﬁé une transformation isobare (voir question 1, le cas k = 0). On a dans ce

cas (en utilisant le résultat de la question 4) ;

1 ynR
Q= “R(},_l" 1){3"1 ~T)=5s = (Ty = To) = GyAT,
R 3
e Pourk=+oQ= ;n—_l(Ti = To) = Cy(Ty — Tp). Il s’agit donc d’une transformation isochore.
1 i . ! ‘

e Pourk=y,Q=nR (;_—1‘ =3 E) (Ty = Ty) = 0: la transformation est adiabatique.
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Université Félix H. Boigny, UFR M|, Licence 2
UE: Probabiité Statistique 2
ECUE: Probabilité 2

Année Universitaire
2015/2016

EXAMEN
(Durée: 1h20)
NB: Ce examen est composé de trois (3) exercices indépendants qui peuvent étré traités.dans |'ordre souhaité
par le candidat. La clarté de la rédaction sera fortement prise en compte dans la correction des copies
Un fournisseur d'accés a Internet met en place un point local d'accés, qui dessert 5000

abonnés. A un instant donné, chaque abonné a 20% de chance d’étre connecté. D'autre part leurs
connexions sont supposés indépendantes les unes de autres. . 4
(1) On note X la variable aléatoire égale au nombre d’abonnés mnnerté u un 1mtant t. Avoe une
justification rlgrfmreuse, quelle est la loi de X

(2) Onpose ¥V = —- . Justifier clairement qu'on; peut. approcher la loi de ¥ par la loi normale

N(0,1). Comment appelle-t-on le théoréme utilisé, Enoncqz: le clairement dans le cas général,

(3) Le fournisseur d'aceés souhaite savoir -::umbie’;; de connexionsifiltanées le point d’accés doit
pouveir gérer pour que sa probabilité d'étre _@ﬂf&:‘éh#iﬂéﬁnﬁ donné soit inférieur & 2,5%. En
utilsant 'approximation précédente, proposer une veleur .;ppmchée de ce nombre de connexions,
{On remarquera gue le quantile d'ordre 87, 5% de la (D, 1.'] est 1,96).

Exercice 2| Soit (X,Y) un couple de variables 4 valeurs dans R? admettant unc densité

1(z.9) = { ¢ &Sk <1
sinon

(1) Déterminer C,
(2) Montrer que les variables alfatoires X et ¥ ne sont pas indépendantss.
(3) Celeuler P(X { ¥ < 0) et P(X 20, Y Z0).
{4) Soit (R, ©) tel que R} Oet O c[0.2n] et X = Reos(B), Y = Rsin(@).

(a) Détermiver _15, lq_l conjointe de (R} ).

(b) Trouver leg'lois de Ret ©. En dé&uirf que les variables aléatoires R et © sont indépendantes.

."r v d ; y
Exercice 3 Une_"iét:—'mpagnic d’assurance répartit ses clients en trois classes Ry, Ry et Ra: les bons

risques, les risques moyens et. tes mauvals risques. Les effectifs de ces trois classes representent 20% de
la population totale pour la classe Ry, '50% pour la classe By et 30% pour la classe 3. Les statistiques
indiquent que les probabilités d’avoir un accident au cours de 'année pour une personne issue de I'une de
ces trois classes sont respectivement de 0,05, 0,15 et 0, 30.

(1) Quelle est la probabilité qu'une personne choisic au hasard dans la population ait un accident

dans 'année?
(2) Si.Mr Pn:nba n'a pas cu accident celte année, quelle est la probabilité qu’il soit un bon risque?
(3) Les f"'éﬂémﬁnts ne pas avoir un accident" et "&tre un risque moyen" sont t-ils indépendants?

BON COURAGE
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Examen (session 2 )
(Semestre 2)
" Probabilité (20 pts) - 0h 20
B: T : ‘
ous documents sont strictements interdits. La qualité et la rigueur de la rédaction seront prises
©N compte dans la I'attribution des points.

Im (6 pts)
3 Soit (Xa)asy une suite do varigbles aléatoires indépendantes et toutes de loi uniforme sur [0; 1].
0 pose Z =£‘ i , :
POse Zn = WOKAAAS 2L hm;a(xu s s ¥,
J‘Ilj Rappeler 1a définition de la convergence en loi d’une suite de variables aléatoires,
(2) Déterminer F, la fonction de repartition de Z,. _
i -
(3) Montrer que 2, converge on loi vers unc variahle aléatoire do
(7 pis)
Un "jeu?" de suicide par empoisonnement consiste & tirer au hasard dans une urne contenant
n fruits dont un scul est mortcl, les autres élant comestibles (propre & la consommation).

nt o:i déterminera la loi.

(1) Donner la loi de probabilité du nombre N d'essais nécessaires si le candidat au suicide
essaie les fruits I'un aprés l'autre sans le remettré dans 'urne. Déterminer le nombre

d'essais moyen pour gu'il atteigne son uhiectif, puis sa dispersion.

(2) Pour faire durer le Suspensi‘;: il remet le fruit consomimné dans l'urne quand celui-ci ne le
tue pas. Donner dans ce cas la loi de V. Rappeler son espérance et sa variance.

(3) Les candidats décident de faire durer le suspense deux fois sur ¢ing. On sait qu’un jour un
candidat au suicide est-mort aprés n tentatives. Quelle est la probabilité p, que le 'homme
ait décidé de faire durer le suspense.

(4) Etudier le con:pérteniént,éhsynlptnt"iqim de py.

(7 o9

On rappelle que la loi exponentielle-€ (1) pour densité
Frlt) = e " Lpmi(t), ViER
X suit la loi exponentielle de paramétre 1 et ¥ = [X] la variable partic entiére supérieure de ¥

({z].—:k@k-—l{mﬂk].
(1) Caleuler la fonetions de repartition Fy de X
(2) Demontrer que ¥’ prend ses valeurs dans N*.

(3) Caleuler P(Y = k) pour tout e
(4) Soit 7 = X - Y. Dans quel intervalle Z prend-t-elle ses valeurs? Déterminer sa fone-

tion de repartition Fz. (ind: Siz > 0, alors o < 7] < z+1lect (Y -X <t} =
Jfn—t <X <nh)
n:zl
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EXAMEN (Durée: 1h20)
exercices indépendants qui peuvent étre traités dans |'ordre

NB: Ce examen est composé de trois (3)
prise en compte dans la correction

souhaité par le candidat. La clarté de la rédaction sera fortement
des copies
[Exercice 1] (5 pts)

Le quart d'une population a étd vacciné contre une maladie contagieuse. Au cours d'une
épidémie, on constate qu'il y a parmi les malades un vacciné pour quatre non vaccinés, On
sait de plus qu'au cours de cette épidémie, il y avait un malade sur douze parmi les vaccinés.

(1) Démontrer que la probabilité de tomber malade est égale & 35
(2) Quelle était la probabilité de tomber malade pour un individu non-vacciné?
(3) Le vaccin est-il efficace?

(Exercice 2| (7 pts)

(X,Y) est un couple de variables aléatoires de densité:
kexp(-2£2) si (z,y) €Ry xRy UR- X R-
0 sinon.

flz,y) ={

(1) Caleuler k.

(2) Déterminer les loi marginale X et Y.

(3) Les variables aléatoires X et V" sont-elles indépendantes?

{4) Calculer Cou(X,Y).

(5) Déterminer la loi du couple (2,U) avee Z=X+Y et U =X — Y.
(6) En déduire la loi de Z en fonction de ¢(z) = | = J’ET, exp(h%)du.

[Exercice 3| (8 pts)

Soit (Xn)ns1 une suitede variables aléatoires telle que, pour tout n > 1
k*(3n — 2k
Xn(n‘) = {112:' ' 'In} et P(Xn < k} = (;1';3_“_), Yke {1,2, o -,:I’l}

On pose ¥, = %2, et pour tout = € R, [z] désigne la partie entiere de z.

(1) Soit ¢ € R. Calculer limy,_y 4 2.
(2) Montrer que pour tout ¢ € [0, 1],
[ﬂt_F i
. P(Y, <t) = —5~(3n - 2[n]). |
(8) En déduire, pour t € R, Dexistence et la valeur de lim, 4, P(Y, < t). (On sait que 31
t>1lalors (0,1 etsit<0alors —t>0.

(4) Montrer que la suite (Y;)n3 converge en loi, et donner la loi limite.
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EXAMEN DE RATTRAPAGE (Durée: 1h20)
NB: Ce examen est composé de trois (3) exercices indépendants qui peuvent &tre traités dans I'ordre

souhaité par le candidat, La clarté de la redaction sera fortement prise en compte dans la correction
des copies ;

[Exercice 1] (5 pts)

Une banque vévise sa politique de carte de crédit avee un rappeldune partie de celles-ci. Par
le passd. envivan 5% des détenteurs d’une carte de crédit ont 6té insolvableg et Ia banque a été
meapable de recouvier los soldes impa_vé;q. Par constquent, la direction a estimé égale 4 0,05 la
probabilité quun détenteur de carte de erédit soit insolvable. La banque a ¢galement découvert
que Ia probabilité de ne pas honorer un paicment mensuel est de 0,2 pour les clients solvables.
Bien entendu, 1a probabilité de ne pas honorer un paiement mensuel pour les clients insolvables
est de 1. S

(a) Sachant quiun client n’a pas honoré un pﬁe:npllt mer__;"s_m:_], caleuler la probabilité a poste-
riori que le client soit insolvable.

(b) La banque voudrait reprendre sa carte de crédit si la probabilité qu’un client soit insolvable
est supérieure & 0,20. La lianque devrait-clle reprendre sa carte de crédit si le client
n’honore pas un paiement fensuel 7 Pourquoi ?

Exercice 2| (8 pts)

(X, Y) est un couple de variables aléatoires de densité:

Kexp(=(r+1) si0<z<y

myh{ o)
\sinon.

(1) Calculer K.

(2) Déterminer les loi marginale X et Y.

(3) Les variables aléatoires X et )" sont-elles indépendantes?

(4) Caleuler Cov(X,Y)." .

(5) On considére le couple (Z,U) difini Z=X+Y et U=Y. -

(a) Montrer que le support de (Z.U) est

A={(z,u) eR, xRy u<2z<u}

(b) Déterminer la loi de (Z,T).
(¢) En déduire la loi de Z.

(7 pts)

Soit {Xu)nz1 une suite de variables aléatoires telle que, pour tout n > 1

B T
Xﬂ{“) = {1.2,- """']' et P('xﬂ s U — W' Vke {132:" '971}
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On pose 15, = 32 o powr tont r ¢ R, [r] clésigne In partie entidre de .
(1) Seit t ¢ R, Caleler lim,, . 24

el T

(2) Montrer que ponr tont | € [0, 1],
2
P(Y, < 1) = %mu — 2[nt)).
(3) En décluive, pour ¢ € R, lexistence of la valeur de lim, e P(Ya £ 1), (On sait que s

t2 alors L€ [0,1) et si ¢ <0 alors -t > 0., -
(4) Montrer que la suite (Ya)ns1 converge en loi, et donner la loi limite.
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Ex-\ﬂmrl_linal de Probabilité: Durde: 1130
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t -'.\.l'\
T Eante de la yed

Action sera prise en compte dans la correction.

——

t: gz:z: :‘: j;;‘l:.ii.ion d‘u:w mesure de probabilité,
o) ition de I'espérance d’une variable aléatoire X discréte a valeur dans {4,5,
(3) Su‘lt ¥ une variable aléatoire & densité f et h un diffeomorphisme. On pose Z une variable
aléatoire deéfinie par Z = h(Y)., Z est-elle & densité? si oui déterminer sa fonction de
densité ¢.
(4) Soit (4,B,C } un systéme complet d'événements sur un espace probabilisé (§2, F, P).
(2) Que signifie {A, B, C} est un systéme complet d’événements
(b) Soit E un événement s '
(i) Que signifie E est un événement non impossible.
(i) On suppose que E est non impossible. Donner la formule des probabilités totales
associée & E dans le systéme complet {A, B.C). En déduire la formule de Bayes
reliant E et B.
(5) Soit 9 I'univers d’une expérience aléatoire £,
(a) Donner les conditions pour que la probabilité sur R notée 2, soit la probabilité uni-

forme.
(b) Soit A un événement issue de celte expérience. Donner I'expression de Po(A),.

On considére une urne contenant 6 boules noires et n boules blanches, \[r. Big vous propose le
jeu suivant: vous tirez deux boules simultanément, si elles sont, de méute couleur vous gagnez 1000
Fefa, si elles sont de couleurs différentes vous perdez 1000 Fefa

(1) On suppose pour 'instant que n =3
(a) Quelle est la probabilité que les deux boules tirées soient de la méme catilte?

(b) Quelle est la probabilité que les deux boules tirées soient de couleur différente?
(2) On suppose a présent que n > 3 et on note G la variable :léatoire représentant votre gain

en milliers de francs cfa.

(a) Quelle est la loi de ;7

n® — 13n + 30
(b) Montrer que E[G] = m | = .
(c) A partir de combien de houles blanches I jew vous est-il favorable:

1
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N fwvorable st Pespérance de volre gain est positive,

L aercice o, ¢ verdd i . : 3o
Crvice 3 St N nne variable aléatoire suivant une loi de densité:
L l —I
v(x) = —¢c™* pour >0
VT

Somt

oy

une autre variable aléatoire. On suppose que la loi conditionnelle de Y sachant X =z

e Lo normale de paramétres m =0 et 02 = —.

i Donner p la fonction de densité de la I{;?imnunnﬂl N(ﬁi, g®). En déduire que la fonction
densité conditionnelle de Y sachant X = z est :

T —I
9(ylz) = \/; e 1nyr; (v]2)
{2) Montrer que la loi conjointe du couple (¥, X) est f définie par

1 :
fy2) = - & 1y (v, 9).

(3) En déduire la fonction de densité de probabilité de ¥ qu'on notera u.
(4) Montrer que la loi conditionnelle de X sachant ¥ est

1 2y :
— & ° -z,
h(z|y) 0 ,y’}'e 1g; xr(z|y).
(5) Montrer que I’espérance conditionnelle de X' sachant que (Y =4} est’

1
v = vy

(6) En déduire E(X|Y)
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¢l redaction sera prise en compte dans la correction. Les documents sont formellement

Y

l‘:‘.\‘-‘.'T- =y s i
==Ree L) Soit (W) wne suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi
antiorme sur [0,1]. On note

My =max(Uy, -+, U,) et X, =n{l—M,)
(1) Déterminer la fonction de repartition de la loi uniforme.

(2) Montrer que P(Af, < ) = P(U, £ z,--+,U, < z). En déduire la fonction de repartition
de AL, en fonction de la fonction de repartition des U;.
(3) Déterminer la fonction de répartition de X,

(4) Etudier la convergence en loi de 1a suite (Xn)nzo

j

Dans une entreprise deux ateliers fabriquent les mémes piéces. L’atelier 1 fabrique en une journée
deux fois plus de piéces que I'atelier 2. Le puy:EenEage de piéces défectucuses est 3% pour 1'atelier
1 et 4% pour l'atelier 2. On préléve une piéce au hasard dans I'ensemble de la production d’une
journée. . '

(1) Déterminer la probabilité que cette piéce provienne de 'atelier 1

(2) Déterminer la probabilité que cette piéce provienne de I'atelier 1 et est défectueuse.

(3) Déterminer a probabilité que cette piéce provienne de I'atelier 1 sachant qu’elle est dé-

fectueuse.

_m Soit X une variable aléatoire suivant une loi de densité-

1
y(z) = Ee" pour = >0

Soit ¥ une autre variable aléatoire. On suppose que la loi conditionnelle de }* sachant X

£ = & oo ? o
une loi normale de paramétres m =0 et o* = =

(1) Donner p la fonction de densité de la loi normal \'(m, o?). En
densité conditionnelle de Y sachant X = r,

=TI est

déduire que la fonction de

terminer f la loi conjointe du couple (Y, X). En déduire la fonetio :
(2) Déterm n de densité de
‘@& robabilité de Y qu'on notera u.

@) .’%éwrmmﬂ Ja loi conditionnelle de X' snchant )",

) D sterminer 1'espérance conditionnelle de X' sachant que {}" =y}
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NB: la clarté de la ridact

_pul et soit a un réel. On considére la fonction f,

Soit n un entier naturel non

déhfnic sur R par n
g v '__,.———-__
f(2) (1 + n?z?)

variable aléatoire.
admet pour densité fa.

-

soit une densité de

(1) Déterminer a pour que Ii
aléatoires telle que chaque Xn

(2) Soit (X.) une suite de variables
(a) Etudier l'existence de moments d’ordre 1 pour X
(b) Montrer que la la suite (Xn) converge en'loi vers la variable nulle.

(¢) Etudier la convergence en probabilité de la suite (X,) vers la variable nulle.

Exercice 2
En cas de migraine trois patients sur cing prennent de |'aspirine (ou équivalent), deux sur cing
prennent un médicament M présentant des effets secondaires: Avec l'aspirine, 75% des patients

sont soulagés. Avec le médicament M, 90% des patients sont soulagés

(1) Quel est le taux global de personnes soulagées?
(2) Quel est la probabilité pour un patient d’avoir pris de I'aspirine sachant qu'il est soulagé?

NOTA BENE: On posera clairement les événements et les formules de calcul de leur probabilité.

Exercice 3| Le couple de variables aléatoires (X,Y) prend ses valeurs dans le domaine D
suivant :
D={{zly}1z}0| y::-[l, Ty < 1}

avec la densité de probabilité f définie par f(z,y) = K(z + v).
(1) Déterminer la constante K.
(2) Déterminer les lois marginales de X et YX.
(3) les variables aléatoires X el Y sont-elles indépendantes?
() Onpose U=X+YetV=X-Y.
(a) Déterminer la fonction de densité de (U, V)
(b) En déduire la fonction de densité de U.
(¢) Calculer E(V|U).

324

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

{}sllz_r'ln'_\-l
LA REUSSITE, MON IDENTITE

Annte Univer!ilaire

Université Félix H. Boigny, Cocody
UFR Maths Info 2018/2019
UE: Pmlan\:-']n'-H rA

1h20

pp-r-mn de Probabilité: Durte:

Examen ratra
es documents sont formellement

NB: I3 clarté de la rédaction sera prise en comple dans la correction. L

interdits

(1) Rappeler la définition d'une probabilité
(2) Soit {A, B,C} une systéme complet d'événemen
(a) Que signifie {4, B,C} une systeme complet d'év
(b) Soit E un événement tel que £ est un gvénemen
(i) Que signifie E est un événement non impossible.
(ii) Ecrire la formule des probabilités totales associé
{A, B,C}. En déduire la formule de Bayes reliant B et B.

(3) Seit Q 'univers d'une expérience algatoire £.
(a) Donner les conditions pour que la probabilité sur {2 no
(b) Soit A un événement issue de cette expérience. Donner. I'

Une urne contient 6 boules rouges et 4 boules blanch
i les 5 tirées,

{s sur un espace probabilisé (1, F,P).

gnements
t non impossible.

e 4 E dans le systéme complet

té [Py soit la pro babilité uniforme.

expression de PolA)-

es. On tire 5 boules au hasard et on note

X le nombre de boules rouges parm
(1) On suppose que le tirage se fait simultanément et sans remise.

(a) Déterminer la loi de X
(b) Calculer son moment centré d'ordre 2.
(2) On suppose que le tirage se successivement
(a) Déterminer la loi de X
(b) Calculer le moment d’ordr

ariable aléatoire iid & une loi de Poisson P(1). On pose

Soit (X1,- X,) une suite de v
S" = EX,;
k=1

de Poisson P(n).

fait avec replacement.

eldeX

(1) Déterminer par recurrence que S, suit la loi

2) Déterminer P(Sa £ n).
(3) En appliquant le théoréme central limite & S,, démontrer que

lim (&_“in—t-) = l
n—++0c0 k=i§ k! 2
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Examan fmﬁl. Durée: 2h

NB: la clarté de la rédaction sera prise en compte dans la correction.

[Exercice 1| @

On dit qu'une variable aléatoire ) suit une loi de Gumbel si elle admet :Pour densité

flz) = -f—*‘*ln{ )...
' = N
ll i
(1) Montrer qu'il existe une fonction u telle un f(’!"} = {1} gt
(2) En déduire que la fonction f est réellement’ e ftmchn e densité.

(3) Montrer que la fonction de repartition de. E- est

y(2) & 6
(4) Soit (U,) une suite de variables al_v?éi’r'd'_izl‘g_s {I}dfﬂpl“-“dﬂ{l’tﬁ‘fﬂ suivant toutes la loi exponentielle
de paramétee 1. On nate ’ o :-.*u._h J{ 4
M, -_hmx((f] ,,} et X = M, — In(n)

(a) Déterminer la fonelion de dens:té de laloi exponentielle de paramétre 1

(b) Montrer que la ffj :/: fion dé’ d“gh U; est
] 0 IS S b B XTI

‘-':\ 3 [
- = | |

(c) En (!Hhme G,,, { ﬁmftmn {IF 1e‘pmt1rmu de AL,.
(d) On note H,,, la fonrt.mn de repatnmn de X,
"\_; ]
(i) Moutrer quc HHI[ j Gnlx +iin(n)).

(i) Déterminer H,: By
(e) Motitrer que X, conyerge en loi verg ).

Exercice 2! S by

e o

Dans une ent,repn He daiix ateliers fabriquent les'mémes pidces. L'atelier 1 fabrique en une journée

dewfﬁ plus de Pié(.["'s que 'atelier 2. Le pourcentage de piéces défectueuses est 3% pour l'atelier
%

1et pour | I'atelier 2. On pridéve une pidee au hasard dans l'ensemble de la production d’une

Joumée &
(1). Dete::mmu la probabilité que cette pitce provienne de atelier 1
. ( ] Déterm_.mt.r la probabilité que cette piéce provienne de I'atelier 1 et est défectueuse.
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(3) Déterminer|a probabilité que cette pidee provienne de I'atelier 1 sachant gu.'elle A

fectuense. :
f__“_.'—"—I
[Exercice 3]

U5 Beadiam e Nasanit :
eludiant s'ennuie durant son cours de probabilités el passe son teraps & regarder par la

fe i LIt - .

nétre les feuilles tomber d'un arbre. On admet que le nombre de feuilles tombées 4 la fin du

cours R o go e L. . : domi
urs est une variable aléatoive X qui suit une loi de Poisson de paramétre A > 0. Cela s_lgmﬁe

que pour tout k ¢ N, = j\ 3

4

(1) (a) Expliquer pourquoi les hypothéses de 'énoncé permettent de dire que pour tout A > 0,
Leps H i f E
)‘».h

|E'

k)
(b) Déterminer 1’espérance et la va.rian«l,e de X.
(2) A chaque fois qu'une feuille tombe par terre, I'étudiant lance une piéce qui donne pile avec
une probabilité p et face avec pmbabiiiﬁ'é‘ q--.—_- 1~p, p €]0,1[. On note F et P le nombre
de faces et de piles vbrenus respectivenent, i
(&) Pour k € M fixé, expliquer de maniére simple pourquoi la loi de F sachant X = k,
ost une loi binomiale dont on précisera les parametres. En déduire 'expression de
P(F =a|X = k)
(b) Pour (k,a) € N x N, calculer la quantité P(X = k. F = a).
(¢) En déduire la loi de £, ainsi que son espérance.
(d) Donner. sans calculs. la'loi de P.
(3) Montrer que 7 et F sont indépendantes
(4) Celeuler E{PF] et VariP + F\..

E""':
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UFR Maths Info, Filitre Année Universitaire
UE:Probabilité-Statistique, L2 2020/2021
ECUE: Prolbabilité

EXAMEN FINAL: Durée: 1430
(Question de cours) (7 points) Wi A

__

(1) Soit Q Vunivers d'une expérience aléatmre e. Soit F une famlllc de
sous ensemble de 0 i

i e

(a) Comment appelle t-on le coui:»le (ﬁ: _,T-' j 2 N
(b) Donner la définition d'une 'pirob_ah;hté iP sur»ﬂ_!.

(¢) Comment appelle t-on le triplet (§2,F, j_P})
L ]

(d) Donner la déﬁnjtion d'un-é éxf;érieueé;}ﬂéquipmhab]e.
{e) Onsuppose que. Q est ﬁm et ¢ est équiprobable. Donner expression

. dans ce cas de ‘P(A) pour tout, événement A, comment I'appelle
cette prnba.bﬂné

A *.-‘ ‘.:;' i & .-"
(2) Soit X ine vanable. a!éatmre discréte & valeur dans E = {1,2,3,4,5}
tel que TN ' 2
._‘:' A \ui'ke E‘ P{X:k}:_

(a) Détermi'r':‘e'r"."ii_.-' En déduire la loi de X , 501 espérance et sa variance.

(b) Déterminer la fonction de répartition X.

(3) Soit (X ¥) un couple de variable aléatoire réelle & densité f d’ensemble
~de définition D = {(z,y) € Ry x Ry;0< 2 < )
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(8) Déterminer los lois de X et de V. Comment les appelle t-on 7

(b) Domner la relation entre la loi conjointe et les loi marginales pour
que X et Y soient deux variables indépendantes.

(¢) Donner la procédure et Pexpression de I'espérance du couple (X; Y).

(6 points) g 4 ,;"1

Une souris cherche un fromage. On suppose que le fromage se trouve
dans une chambre d'une maison de 4 chambres.

(1) Donner la loi de probabilité du nombre ¥ de visites nécessaires dans
les nombres pour découvrir le fromage s'il entre une seule fois dans une
chambre. Calculer le moment d’ordre 1 de ¥'. Comment 'appelle t-on ?

(2) On suppose que la souris n'a pas de mémoire: il peut rentrer plusieur
fois dans la méme chambre. Trouver dans ce cas la loi de Y, son
moment centré d'ordre.2. Comment I'appelle/t-on ?

oy

(7 points)

Pour tout n > 1, on considére (X;)1<n<n une suite de variables aléatoires

v v, x n
indépendantes suivant toutes une loi de Poisson P(1). On pose S, = 3 X;.
: B $ i=1

Py -
Fi' ‘

G

(1) Montrer par recurrence que S, suit une loi"de Poisson de n.
(2) Déterminer P(S, <n)i

T

(3) En utilisant le théoréme central limit, montrer que
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UFR-MI :L2 Année 2016-2017

| PROBABILITE 2 EXAMEN SESSION 1 ; CORRIGE + BAREMIS (20pts) |

T
NB : Cel examen est composé de trois (3) exercices indépendants qui peuvent
étre traités dans Pordre souhaite par le eancidat, La clarté de la rédaction

sera fortement, prise en compte dans la correction des copics.
EXERCICE 1(5pts)

Le quart d’une population a 6té vaceiné contre une maladie contagicuse.
Au cours d’'une épidémie, on constate qu'il y a parmi les malades un vacciné
pour quatre non vaccinés, On sait de plus qu'au cours de cette épidémie, il
y avait un malade sur douze parmi les vaceinés.

1. Démontrer que la probabilité de tomber ma]ada e.st égaled 2.
Soit M 1’événement " &tre malade ", V l’evenement "atre vacciné"
alors d’aprés les données du prubléme on a T
B(V)=; (0.25pts),P(V|M) =} (0.25pts), (MW} L (0.25pts)
On sait que :‘P(M) = (MnVJHP(MﬂV) P(MW) (V)+P(V|M)P(M)(1pts)
Or  P(V|M) = 1 - P(V|M){0:25pts) e
Donc  B(M)=B(M|V)B(V) ~P(M)  B( M V|M
= P(M)= MU0 = 41.4 £.(0.5pts)

P(VIN)
2. Déterminons la probabﬂ]tc‘s de tomber malade pour un individu non
vacciné,
Cela revient a ca,]cu]er ]P’{M’ |V) Ainal on a:
.y IM _(ZRvIM)B(M) 1
P(M|V . ==

3. Vérifions si lt, vac-::m est efficace.
On voit que. iP{MIV} >P(M|V)
Cela signifie qu'on a plus'de chance de tomber malade quand on n’est
pas vacciné que Sl on est-vacciné. Par conséquent le vaccin est efficace.

(1pts)

EXERCICE 2(7pts)

(-X , ¥') est un couple de variables aléatoire de densité :

! 0 sinon
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L Calenlons &,
: :
£ Stant une fonetion de densité alors [200

[ TG, )dedy < 1.(0.5p18)
Jwra

Coela caquivant g & >0l 2k = ‘: Lok = H, {[] bpls)
NB 1 11 faut savoir que j'[," ~% h w: ."*'frfr = \/F

Déterminons ll“« lois marginales X ot E’
On sait que X(£2) of V() sont = K. D'autre park,

e
¥

fx(z) = f fla,y)dy

cxp(——){f exp(— fi!'!)lst ()

2 00 2

+e:~=p(—'ir (- yg'lf!y)lm(ﬂ—')}

.L.E

- J—;—_Wexpt——g-nnm

et
fv[y /f z ?1
__{ p(_— /_mexp(-—a';)dx)ln_(?f)
+ exn(—%}{ /ﬂ ' exp{—%dmhm{y)}
L on(-D)hal). Ops)

3. Vérifions si les v.a. X et Y sont indépendantes.

on a
2 2
fxla) % fr(y) = %exp{—m ;y )1ge(2,y)
1 2447
# o= exp(——5—) (12 (#:0) + 1w (2,9) = f(=,).

Done X et Y ne sont pas indépendantes.

a3l
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Lo Calenlons Cor( N, Y).
On sait que

Cov(X, V) = EB(XV) ~ E(X) x 15(Y).(0.6pla)
Or B{X) = 0 ot B == 0 (ear des N(0, 1)), Done
Cov(X, V) =E(XY) = f ay [, y)dady
Rr? -

i +
-t PJ!LL])(—ri-—}ELIfij - —-/ ayyoxp(— ; v ddy
2n r?

2
= —, [l
2 (ns)
5. Déterminons la loi du couple (Z,U) avee Z = X + Y ct.U = X — Y.
Soit g la fonction de densité conjointe du couple (2,U). Alors on a

o) = S5 LT

ol ¢z, y) = (x+y,2—y) et J’; est le déterminant de la matrice
Jacobienne de ¢. Done tout caleul fait, on obtient

9(z,u) '='§l;t‘iﬁ(-z :u )l.e.(z,'u)'
avec A = {(z,u) € R_xR/z £ u}U{(z, u) E R. xiRjz > u}. {J..ﬁp.’,s}
6. Déterminons la loi de Z en fonction de ¢ Lm = exp(— }du.

On sait que
fz(z) = f g'{z,zc)du

R

1 e 2 A8 1 2 W
=""{fx exp(= 1 }du}in-f2]+gtf exp(— i

2 -

=\;?mp(_iz (1 - é( \/-J Ir_(2) + 6(—= () (1.5pts)

'M:a

Ydu)lg, (2)

EXERCICE 3(8 pts)

Soit (X, )nz1 une suite de variables aléatoires telle que, pour tout n > 1
Xa(@) = {1,2,..,n} et (X, < k) = Wy e (g9 ny
On pose ¥, = -\_n et pour tout z E R, (2] désigne la partie entiére de 2.
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L. Soit t € R. Calculons lim |'—,','~]
. n-t+o0
On sait quesi £ > 0,nt —1 < [nt] Sntetsils 0,nt < [nf] < ntl.
Donc par I'utilisation du théoréme du gendarme, on montre que

lim [Eﬂ =t. (0.5pts)

n—+4oa Tl

-

2. Montrons que pour tout ¢ € [0, 1], P
On sait que

B(Y, < t) = B(X, < nt) = P(X, < [pt)+P(

n}. Donc

v, <t)= L (3n — 2fpt)):

y

[nt] < Xn E'ﬂ't'). (0.5pts)

Or X, est une v.a. a valeur dans {1,..,

P([nt] < Xn < nt)=0. (0.5pts)

et par suite

P [t .
(Y, < t) = P(X, < nt) =P(Xa S[nt]) = _713_(3" —2[nt]). (1pts)

3. Déduisons, pour t € EE, 'existence cﬁ la valeur de nETwMY“ < t).
Si ¢ < 0, alors Pévenement {Y, < t} est impossible car Y, est une
variable aléatoire positive.
Par conséquent
P(Y,<t)=0 et lim P(Y, <t)=0. (1pts)

n—++oz

Sio<t<1, dapresla question précédente

&£ o [ _ {23 —
n]—irl-il-lan{Yn = t} B HETM n® (3]’1 E[nt]) > (3 '25:] [1p!:s)
t > 1, alors ’événement {¥, < t} est presque sure car Y, est

Enfin si
catoire a valeur dans [0, 1). Donc

une variable al
CBa<t=1 et lim P(Y, <t)=1. (ipts)

4. Montrons que la suite (Yy)nz1 converge en loi, et donnons la loi limite.
Posons Fn(t) = P(Y, < t) alors F;, est la fonction de répartition de Y,
t. d’aprés ce qui précéde. Doric Y, converge en

qui converge simplemen
fonction de densité est

loi vers une v.a. Y dont la

F(t) = 6t(1 — )1 (t)- (1pts)
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201
UL Probabilites-Statistique, L2 712014

Examen fhi;l;rlé\paga de Probabilité: Durte: 1h30

NB I clarte de la rédaction sera prise en compte dans la correction. Il tenir compte du baréme dap,
esprit. Si I'étudiant n'a pas suit la démarche du baréme et son résultat est est cohérent et juste if fay,

lur denner 1a totalité des points requis.

Exercice 1] (8 pts)

Soit (Uy,) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur [0, 1],

On note
M, = max(Uy,+ -+, U,) ct X, = n(1 =My)

(1) Déterminer la fonction de repartition de la loi uniforme:-
Soit F la fonction de repartition de la loi uniforme sur [0, 1). On a

Obsi =0, 4
Flz)={'z si 0.<r<1.7(0,5pt)
£l1 siml <z o

(2) Montrer que P(Af, < :._r} = P(U, E-‘if-_ . Ui < z).
On sait que M, = max(Xy,- -+ Xy) alors (M, <2} = {Uy S - U, <2} (0,5 pt).

Par conséquent

C P, <) =PU <1, U, < x). (1pe)

(3) En déduire la fonction de-repartition de M, en fonction de lz fonction de repmrtition dis

Up- ',' I
Soit £, Ja fonction de repartition de A,. Alors on & pour wout « e ?1 Fule) = B{M. < 1)

(0,5 pt) ct par suite’

¥

Il

Mhgr,- U, < 1)
L1

= JI3 <) (0.5p0)

1=

= (Z() £ )"
= (F(r)" (1pt)

Fulr)
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et DHEC UM

P% tormmea b Tome Do e repatibion e Ny,

St oS B teme by e repi Hitiom i Ny Al

() "N, ) (0, hpt)
P(n(1 — M) < @)

""(1”,, > |= I'il)

I - nr(m,, Z ['oe ;';)

() i ox <l
= {1=(1-2)" s Oga<n (1PW)
l singm

BN : :
(5) Etudier Ia convergence en loi de la suite (X )uzn

De par sa délinition, on vérilie gque G, converge simple

i) = { 0 si @<, (1pt)

nent vers o fonetion @ cdé-finie par

I— e {8 () <100,
Or G est la fonclion de repartition de la loi £(1). Done

Xo 5 E'{-i} (1pt)

(1 )

Dans une entreprise deux nieliers fubr
lier 2. Lo pourcentage de picces défectucuses st 3% pour Uatelior

iquent les mitmes picees. Lal clier 1 [abrigue en une journde

deux fois plus de picees que ate
1 et 4% pour Jatelier 2,7 On preléve une picee au hasard dans Uensemble de la production d'une
journde.

(1) Détermine
Soil A 'dévénement la pidce provient die Vatelier alors A Uévénement la pidce provient e

r In probabilité gue cette pitce provienne de atelier

I'atelier 2. D'apris Ja description, BlA) = ¢ 11 pt)

(2) Déterminer lu proln
Soit 1) J'évienement In/picee et difeetoeuse Alurs oo la pevient & diwermner 2{A4 7 1),

hilitts gue eette pitare provicome de Fatclior 1ot o=y défivtgense

(AR = PDLEA) (0.5

11

= “. "i w
J
= 0,02 (1pt)

iner n prn'lllﬂ:—ilill" (ue celte plse priwienne de Vateler 1 osae bt ||1I‘|'H|" i=l ali-

(3) petermn

focluctst:
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2017/

Universate FHIR 11]\\” B "

Cela revient & déterminer II“( A1)
_ ~ PAND
PP = —pp)
IP(A np ; . [0, 5 [JL}
P(D]A) x F(A) + P(D|A) x P(4)

(1pt)

Ii

(8 pts)

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de densité:

pour z >0 e

()=\/——

d—
Soait l unc autre variable aléatoire. On suppnsc que Ja loi cundltmmmilc dc Y sachant X7= z est

une loi normale de paramétres mn = 0 et o =

(1) Donner p la fonclion de densité de la loi normal AV (7?_1,.&-2).

1 1 '
plz) = ‘ﬁ—n— ( ?Cf__ ) la(:':} ('?-513':)

(2) En déduire que la fonction de densité cond_itio:;nelle-de' Y sachant X = a.
Soit g la fonction de densité conditionnelle de)” sachant z. Alors on a

9(ylz) = i@c—xp (—zv®) 1r(y) (0,5 pt)

(3) Déterminer [ la loi conjointe du couple (17.X).
On sait que :
fly.x) = 9ylr) xv(r) (0,5pt)
1 5
= ; [‘.\'P('—Ity' = 1]}1311_(!'1"1) |‘1 th

(4) En déduire la fonetion de densité de probabilité de ¥ qu:uu Fitirea
Par définition on o

Sy.rldz 0,5 pr)
R.

u(y)

|
] ._1
2+ 1) rly) (1 pr)
(5) Déterminer Ia loi conditionnelle de X sachant Y.
Spit h la fonction de densité conditionnelle de X sacham Y. Onoa

Jlv. r)
uiy)

hirly) = (0.3 pt)

= (v + Dexp(=r(y’ + Dz als oy (1pt)
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. _EE]E /' _'20_1 B
() Déterminer Pespérance conditionnelle de X sachant que {Y = i
EXIY =y) = f & hxly)de (0,5 pt)
Ry
= f (y* + 1) exp(=x(y* + 1)1z, xr(ry)de
Ry
1
(7) En déduire E(X]Y)
On a E(XN|Y = y) = 4. Done, E(X|Y) =777 (1Y)
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[CORRECTION DY 1 EXAMEN DI PROBABILITE SESSION | 2018-2019]

Exercice 1:

an
) = )

N

fn estune fonction continue et positive,

Posons 4 = [ f (x)dx = -J’*m L

(1+n2x?)

1
4o -_ -]
A:E L ﬂr ot el —-[arctanﬁﬂf)]*””-(ﬂ)‘ﬂ

o (1+X2) = (1+X2)
A=1=a=1 NB : pour lc calcul de I'intégral on a posé X = nx
Dod  fi®) = s Y
2)a)

m- ! 1 0 xnz

B = | xfadx = [ RaF D o

o

Posons X = n?x?, dX = 2n%xdx, dx= % it s »
i e g '
mt +a
E(X,) = = -Ln ET) dX = [ln(l + X)) = = +eo

Le moment d’ordre 1 pour cette fonction n’existe pg;. G
b) . & &
Par définition la fonction naractéristique @ (r) é .E(e“‘f ) = [12 et f (x)dx
Bn(t) = Oy, ( ) avec (X,) une vanable aleatmre de Cauchy de paramétre 0,
Par suite @,, converge vers sa fc_rnctmn @ = 1 qui la fonction caractéristique de la variable aléatoire congru
en (. i ;
Donc (X,,) converge en-loi vers la variable nulle.
c) | :
(X,) Converge en Joi vers la v.a. nulle donc converge aussi en probabilité vers la v.a. nulle.
Exercice 2 | _
Soit les événements suivants ;
M : "les patients prenant un medicament” ; A : "les patients prenant I'aspirine”

S : "les patients sbnt saufagés"
Données P(4) ='- B(M) =2,By(5) = 22, Py (5) = 2

1) Taux global des patients suulay&s
; - P(S) = P(A nSJ+JF(M ns)

75
P(S) = PA)PA(S) + P(M)Py(S) == x—_ 2,90 81
100 ° 57100 ~ 100
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Le taux global deg patients soulngés st 81%

9 g
2) La probabilité demandé est P (A), d*aprés In formule de bayes on a §
3. 75
Po(a) = ZAOS) _PP(S) sx7m 5
P(s PS) 81 9
100

Done =559; : (
w70 sont soulagés aprés avoir pris I'nspirine.

= (.55

I

Exercice 3

D’= {(x, J')._A" >0,y>0x+y<1)
avee la densité¢ de probabilité f définie par f(x,y) = K(x + ).

1) Déterminons la constante K.
f estune fonction positive et continue, donc on a :

Posons A = f;(]‘; _xf(x, y)dy)dx = K f:(f; —z(x + y)dy)dx

1 1 1-x K 1
A=.’{j ( R )d :—f 1 —x%)dx

K LTtk
A= Eed =22 = 2
21 EI]-—S-_I:K_S

Dot f(x,y) = 3(x +y)
2) Déterminons les lois marginales

-Loi marginale X
1-x

Soitxe]0,1[; fr(x) = Joeey F 0. ¥)dy = 3f, “(x+y)dy =3 [xy + %yzln
Fe®) = 3 (0= 210 ()
Loi marginale Y
Soit ye]0,1[; my=&wﬁma=HTMwﬂﬂ=ﬂw+?ﬂﬂ
o) = %(1 =¥ o,y ()
3) Ona fy(x)fy() " f(x,¥), alors iln’y a pas d'indépendance entre X et Y.
4) a) déterminons
g(u,v) = f(xy) X Uﬁ(-i’, I aqu)

Xy =U (1)
D“{X—Y:V (2)
(+H2)=2X =U+V= X:%(U.i.];)

1
e () F2V=U V=¥ =5U~V)
au av

ax ox 1
e =25 =1 Zl=-2s @ni=2= pyenm =

ay o

(S0
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0122021 ;
Ona: g(U,V) = g(u FV AU = V) X5 Taqu) '

3 -

ﬁ{”. V:l ==X 2” “l’\i“."} e ‘2-!"'. nh{l‘lﬂ-’}

Avee A= {(U,V) € RV > 0,0 < U< 1et0<V <U)

5) Déduisons la fonction de densité de U
n q

1] : 7
au(20) =f g(u,v)dv ,—_f Emhz = Eu*
g 0
3
gu(u) = "2'”2“!&.11(")

Caleulons E(V|U)
E(WVI|U) = f vg(v|u) dv
A

3
glyv) 3w 1
gwlu) = = ==
Gu(w) @) w U

Uy e Lo .
Lug(vlu)dv J; udv u{zv 15 Xl FM[(

U
E(V|U) = E ﬂ]ﬂ.i[{u)
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CORRECTION EXAMEN RATTRAPAGE 2020/2021ROBABOLITE 1.2
Exercice 1
(1) Soit (2, £) un espace probabilisable. On appelle probabilité sur 0 I'application
P:f—|0,1]
A — P(A)
telle que

s P =1
* Pour toute famille (An)nay d'élément de [ deux a deux disjoints, on a :

P(Uﬂn) = Z P(A,)

nzi1 nzl
(2) On considére un jeu de tir sur une cible comportant trois zone 1, 2 et 3.
(a) Pour cette expérience, déterminer 0 et j 2

* N0={1,223)}
* f=1{0,{1}.{2},{3}.{1.2}.(1.3).{2,3}.02)

(b) Déterminons a pour que P soit une probabilité.

Les événements {1}, {2} et {3} forment une partition de Q1. Alors P est une
probabilité sur £ si . _

1=PQ) =P({1}u{2}u{3}) = P{1D) + P({2}) + P({3})

ﬁ-1=3a+2a+-a=6a=>a=%

(3)
P(AnB)=0,08
P(AU B) = 0,52
P(A) = 2

(a) On pose P(A) = a et P(B) = b. Montrer que le couple (a, b) est solution du
systéme d'équation linéaire

[a+b=[}.6
a—2b=0

En utilisant les données on a :

052=PAUB)=P(A)+PB)-P(ANB)=05=a+b-10,08
Sa+b=06 (1)

Onaaussi P(A) =2P(B) = a=2bea—-2b= @
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D'aprds (1) et (2), on o le systéme

a+b=0,0
a=-2b=10

(b) Déterminer les probabilités des évenements A et 11

a+h=006 a=2b [u=2bﬁla=2hwa=ﬂ',4
a-2bh=0 [Zb+b=ﬂ.ﬁﬁ 3h =06 bh=0,2 [b=0,2

Ainsi, P(A) =a=04ctP(B)=b=02
(c) Les événements A ct B sont-ils Indépencants 7

OnaP(AnB) = 0,08 ct P(A) x P(B) = 0,2 x 0,4 = 0,08

P(A N B) = P(A) x P(B). Alors A et B sont indépendants.

dont (a, h) est solutlon,

D'apres (a), [

Exercice 2

Soit f définie par:

Osix<-loux>1
f(x)={x+asi-1=x=<0
ax+1si0<x<1

(1) Déterminer les réels a et a pour que f soit une fonction de densité.

Note : f est une densité de probabilité si et seulement si :

» [ est positive
« festcontinue /

e [FPr@de=1"
Supposons f est une densité, Alors f est continue et donc continue en 0.

f est continueen 0 = lim f(x) = lim, f(x)

=’-G=J_i,rg,’lu(x_+ﬂ) =x'.if5‘+{“x+ 1)=1T=a=1 €))
On a aussi
e = 0 1 +eo
[ rode= [ reae+ [r@ae+ [ rodc+ [ peorae =1
- -G =1 0 1

0 1 1

0 1 0
@1=j(x+1)dx+f(ax+1)dx= fxdx+fdx+crjxdx+jdx
0 -1

-1 -3 0 0

% 1 o
= 1= 3 BP0 + [0 + S 16708 + D7l

e fmio B e
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Ainsi(a,a) = (=1,1)
(2) Soit X une variable aléatolre de densité /.
(a) Déterminer 1a fonction de répartition de X.
Notons F la fonction de répartition de X,
Ona: F: R— [0,1)
x= PX <x)
Ona:vxe R F(x) = P(X <x) = [*_f(0)dt
* XEJ-o,-1]
Alors F(x) = P(X <x) = [*_f(t)de = [*_0dt =0, car Vx € ] —o0,~1[ et € ]-o0,x[,
Ona:t<x<s-1=t<-1=f(t)=0
+ xe[-1, 0]
Alors F(x) = [7_ f(e)dt = [ f(e)de + [* f(t)dt
Fx) =0+ [7(t+1)dt + [* tdt+ [* dt
F(x) = Z[t2]%, + [t]%,
F)=2( =D +x+1=3x24x+3
» xe|[0, 1] |
Alors F(x) = [, f(O)de = 7, f(O)de + [ f(0)de
F) = [ f(Odt + [0 f(0)de + [ f()de
F(x) = F(0) - F(-=1) +' J':(—t + 1)dt
FO)=2(0 -1 +0+1=—2+1=7
F(-1)=3((-1* D+ (-D+1=10
= F(x) == [*] + [yt =1 -3 (x* —0) +x
F)=-2xt+x+7
: s x€[1,+o]
P = [2,f@dt = [, f@de + [0, F)de + [ F)de + [F feeae
F(x) = J2, (Ot + [ f()dt = F(1) = F(=1) + [F 0 f(t)ae
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F(a-}=—§+1+-;-+n= 1

F(x) =1
Conclusion:
F:R— [0,1]
Osixe I_ll_l[
X2 1
2 4x+=sixe[=1,0]
x—{ 2 2 1
__;_x?. +I+§ sixE [011]
1stx>1 _ ,
Fy=(E+x+1) x () + (-£+ x + 1) x )+ x (%)
= > [-1,0] - 2/.10,1] [1,+00]
(b)
* Calcul du moment d’ordre 1 (E(X)) < et
+o0 L-_'J'- & ; ‘._‘
E(X) = f x f(x)dx 3 @ w
-1 o 3 ._]r : 1 ' .;J‘: + oo
B0 = [ xfGdx + [ x it [ #fGod + [ x fGa
“o 241 TNl g 1
0 _c o & O
E(X) = fxz dx + fxdx .-I_-f—xz_d'x +J‘ x dx
L - ;_-..._.__1 '-;_'.:.u A .

1 1% i 1
E(X) = g[x3]ﬂ-1 + 5[1?_21 = g[xs]% iy E[XZ]%

&1 1 <L, 1

2 YRR 4
* Le moment centré d'ordre 2 (Variance de X)
+ioo +a
Var(x) = f (x =E(X)) f(x)dx = f X2 F(x)dx
- L -0
= o 1 165
Var(X) = f X2 (x)dx + f X2f(x)dx + f P ()d + f 2 (e)dx
= =1 (1} 1
0 0 1 1
Var(X) = f13dx+ fxzdx+f—xadx+jx2dx
1 -1 0 0
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1 1, 1 .
Var() = gl + 512 — g el + 5 157

Donc me-(x) = %

()
P(lx| > 05) = 1 - P(|x| < 0,5)
=1-P(-05<x<05)
P(lx] > 05) =1 - (F(0,5) - F(-0,5))

gAd
4 306

P(x|>05) =1- {(_E%EE'F 0,5 +%) 3 ((—U';;S)z - 0'5)]

P(lx] > 0,5) = 1 - (0,875 — 0,125) = 0,25
P(lx] > 0,5) = 0,25

Exercice 3
Soit (X,,)n=1 une suite de variables aléatoires a valeurs entiéres telle que pour toutn = 1,
X, suitlaloi:

P(Xnik)r—'"%(l—%) , k=1

ol @ € R} tel quen > @, ¥n = 1. On pose ¥, =x_$_

(1) Montrer que pour toutt > 0, (¥, < t) = P(Y, < [nt]) od [u] désigne la partie entiére
deu.

Soitt > 0.P(Y, <t) = IP(% < t) = P(X, <nt)
[nt] est le plus grand nombre entier vérifiant, [nt] = nt < [nf] + 1. Alois ¥ Edtiie
variable entiére.

(2) Montrer que :

[nt]
a

P(X, < [nt]) = ;E(l _ E) = (1 _;{E)[nrl

Soitt>0.¥n=1l,0na:
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|nt] [nr]n a K
PO, < ) = ) POy = B) =Y 2(1-2)
k=1 k=1
lnr]n e
P(Xy, < [nt]) = Z;(I —;)
k=1
|nt] gl nIMI ;.
o o - B =
5"{){"5|?1[]]=HZ(]~—;) =};Zq avecq =1 -
kel k=1

Ona:q€]0,1]
o [nt]

. 1={1~-=
; af1—qint-11\  a 1"‘?'"!])-_-3 ( L
P(JL..,SIHI]'}—;;('—]T =a\1-9 n 1_(1___:_)

P(X, < [nt]) =% %(1-(1 --E)IM]) = 1—(1—%)

—

n

(3) Soit K, la fonction de répartition de X,

| ['.'T.I] )
‘U’IER.F,,(I}zﬂ’(Y“sr)=[1"'(1*;) sit>0
0 sinon

[ne)
I:rn F.(t) = Ilm 1- (1 —;) 1
Ona:
_ (] _E)'“'] _ plntl (1) e _alne]

+co € n

n
1n!l
Ona: ru-l-::[nt]-intmt-—-—a: <t
a[nt)
=a(t—ﬁ)<—n—-sat cara >0

car la fonction exponentielle est croissante,
Par passage & la limite, on a
ajni] 1
lim e < im e " < lim {.!_“(t_ﬁ] = p—at

=4 u o4 M=o
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—at _mjnt
e~ < IIm e~ Se™
IEE ]
rr|n![
= lim e~ ="
1=t o

= Ht“ EFElth=1—=¢" 5
Jim B (6) =1 =7 = F(¢) qui est fonction répartie d'une varlable aléatoire X

suivant -
ant une loi exponenticlle de paramétre a.

loi

Y, = X
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UFHB.UERMI .
UE : Probabilité Statistique 2 Session 12015-2016

ECUL : Statistique inférentielle
Durée : 1 heure 45 mn

Questions de cours. Soit X une variable aléatoire de loi Pp.
1. Donner la définition d'un échantillon de X,
2. Qu'appelle-t-on estimatenr do 07
3. Quelles peuvent dtre ses propriétes?
Exercice 1 : On soubaite estimer la proportion p de personnes au chomage & Yo-
pougon. Pour cela, on prévoit de sonder n personnes. On note K la variable aléatoire
donnant le nombre de personnes au chémage parmi les n sondées (n > 100).
1. En expliquant votre raisonnement, déterminer la loi de K.
2. En déduire que la proportion F de personnes au chémage parmi les n sondées
suit approximativement une loi normale dont on précisera les parameétres.
3. Sur n = 121 personnes sondées, 25 déclarent étre au chémage. Donner un
intervalle de confiance pour p au niveau 1 — a = 95%

4. Combien de personnes faudrait-il interroger afm d’ obtemr un intervalle 4 95%
de longueur inférieure & 10% 7

Exercice 2 : Une entreprise souhaite estimer la durée moyenne f du trajet "domicile-

travail" de ses salariés. Pour cela, elle prévoit d'effectuer une enquéte sur une partie

de ses salariés. Dans la suite, on note X la durée (en minutes) du trajet, et on

suppose que X suit une loi normale V(z, o?). Avant d'effectuer I'enquéte, on souhaite \
déterminer le nombre de personnes a interroger, ‘On note n la taille de 'échantillon

(pour le moment inconnue).

1. Déterminer un estimateur: 'de u par la mt.thude du maximum de vraisem-
blance. Préciser ses propriétés,

2. Donner un intervalle confiance paur # & 95%, en supposant ? connue.

3. Quelle doit étre, en fonction de o, la taille de 'échantillon pour pouvoir esti-
mer 4 5 min prés (avec un nivéau de confiance de 95%) ?

5. En supposant ¢ = 15 min, donner la taille de I'échantillon.
L’enquéte est finalement effectuée aupris de 40 salariéé de Ventreprise choisis au
hasard. Elle donne les résultats suivants :
= 25.95 s =13.99

ol s est la racine ecarrée de la variance empirique modifide,

Unexpere affinme que la durée moyenne nationale des trajets "domicile-travail" es

de 29 minutes. On souhaite déterminer si la durée moyenne des trajets des salar]i}s
de 'entreprise est significativement plus petite que la moyenne nationale.

6. Poser les hypothdses du test.

7. Effectuer le test en prenant un risque de o = 5%,

8. Quel est la conelusion 7 Quel est le risque de deuxidme espice ?
8. Calculer la p-value associée an test. Conelusion ?
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UE : Probabilité Statistique 2
ECUE : Statistique inférentielle  sesslon 1 2016-2017
Durée : 1 heure 20

l'n. fourniss-eu%' d’aceds & internet veut, mettre en place un point local d'accds
3;-1“ va desservir les abonngs de I Riviera 2. On suppose qu'a un instant donné,
aque abonng a une probabilité p inconnu d'atre connecté, D'autre part; leurs

connections so

: Nt supposées indépendantes les unes des autres. On prévoit de
desservir n abonngs,

Pourl<ig M, on considére la variable aléatoire réelle définie par -

s 1 sileitme abonné est connecté
" |0 sinon

1. Proposer un modéle s
loi, échantillon).
2. Estimation Ponctuelle

(a) Déterminer un estimateur p, de p par la méthode du maximum de
vraisemblance, '

tatistique associé a cette expérience (population,

(b) P, est-il un estimateur efficace 7 Justifier votre réponse.
(c) Pn est-il un estimateur convergent ? Justifier votre réponse.

3. Estimation par intervalle de confiance

> Xi—np

i=1

On pose Fl = == .,
: vnp(1-p)

(2) Rappeler le Théoréme central limite,

(b) Justifier clairement que F! est une fonction asymptotiquement pivot
pour p.

(c) Déterminer ¢ € R tel que P(~t < F? < t) = 0.95,
(d) On désire un intervalle de confiance pour p de niveau asympto-

tique 0.95 avec une incertitude de £3%. Quel est le nombre minimal
d’abonnés.

4. Test d’hypotheéses Sur 5000 abonnés, 998 sont connectés. On désire
tester au niveau 0.05 I'hypothése Ho : p = 0.02 contre P'alternative
I 1 p < 0.02. !

(a) Donner la région critique du test.
(b) Quelle est la décision ? Interpréter,
(¢) Caleuler la puissance du test.
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Fenction do répartiion 11 ds la lol nommale
centréa rédulle.

Probablilté de trouver une valeur Infériaura
Au,

+

———

o, oo [ oo

R [0.50000 (060300

[0 [op3 [.004

i3 [0.50766 [0.6V187 051565

[ 0.05 | .
0.5 1994 [0.52382 [0.

707, 051983 054380

"BI?'T"E‘”‘}_&_'

552192 062790 059128 [053665
5982 (056158 .!B?‘ﬂ ﬂﬂ1lzﬁﬂm

D,54776 [0.55172 [D.6556T [0.6

[0 [0.57926 [D.58317

0.58708 [0,59095 [0.58483

(6.69071 [0.60257 (0.60642

[0.81026 {0.61409

gy (081781 [0.62172

[6.82552 [0,82830 [0.63307

5,83883 [0.64053 [0.64431

I0.64803 (065173

[P HHE [0.63542 (066710 |0.66.216 [0,06040 [0.67003 0,67384 [0.67724 [p.68082 [0 58439 068703
1666 ﬁ:‘ﬂ ﬁ.mﬂ

55, T[0/69145 [0.69457 [0.09BAT [0.70194 [0.70540 [0.70684 [0.71223 oy
P01 [0.72678 [0.72807 [0.73237 [0.73585 [0.73801 74016 [0.14537 [on14857 [0.7617% [0.76480
[To0r [0.75604 [0.76115 [0.16424 (076730 [0.77035 [0.77337 77637 [0.17605 [0.76230 [0.78524
T [0,78814 [0.70103 [0.7u388 [0.19673 [0.7955 10,0234 [@,8051% 0,60785 [0,81057 J0.81327
02 . [0.61584 081852 0. 5.2121 DWW{N!W 358 ma_ms fo.83831
1o o 375 4 |0.84E49 [0.85083 [0.85314 j0.8564510.85768 jo.zsz14]
{34, [peeadi jpessso h #5854 [0.67076 [0,67285 [0,67483 [0AT648 [0,67400 [o.86100 jo,85298
[TI2T™ [0.88443 [0.68656 [0.88877 [0.83063 [0.89251 [0.89435 [0.89617 [0.89756 [0.83973 foso1e7
,,;a,-, 580320 [0.20420 [0.90658 [0.50824 [0.60985 061148 [0.81304 [0.91456 [0.81621 [0.51774
™ [o.a1az4 fo.s2073 jo.82220 jorozses [o.82507 [0.92547 [0 33785 [0.02922 [0.93056 fo.eate
I'“?EE?Q e u.sﬁfrﬁm fo.uEs [0.63822 |0, 53940 [0.94D62 [0.94179 [0.64295 [0.94408
e T TV X [s4630 [p.54738 [0.54B45 [0.94850 [B, 85053 [0.951 154095254 [0. 85352 [0.85449

[F75731/0.85543 085637 J0.95728 [0.85818 [0.95407 [0.85894 [0:39080 [0,96764 [0.96246 [0.95327

[ [oeser [6-95485 [0.95542 (0.0663% [0.967 12 0.96764 [0.96855 [0.96425 [0.55995 087062
[T (57728 o718 paTest 07220 (0.97381 (07441 0. 57500 [0.57558 [0.97615 [0.97670,

(25 [097725 [0.97778 [0.97631 (067662 [0.87232 (657882 [9.88030 [0.96077 [0,98124 [0.88168

w" >

[ 38274 [0.98257 [p-98390 [0.88341 [0.95362 [0.58422 [0.984F1 [o8a500 [0.58537 [0.98574
D [05e545 [0.98878 0,66713 [0.98745 [0.08778 D.9880a Jo.08840 [0.88870 [0.94859
2R 7 [0,96923 [0.96956 [0.08983 [0.89010 {0.99036 |0.69091 [0,55086 [0.991 11 [0.99734 [0.99158
Frzd o eaisa o.eaz02 0.80224 [0.63245 [D,5a265 [0.90286 [0.82308 [0.98324 [0.89343 [0.98351
o (099379 [0.99386 [0.99413 [0.99430 [0.59448 [0.59461 [0.994T7 (099492 [0.89506 [0.89520
[P 220,995 [0.99547 [0.89560 086513 [3,86585 [0.89598 [0, [6,90500 [0.99821 [0.99552 [0.9964
[TTz7. [o.9653 [0.53664 [0.89674 [0.89683 [0.69693 [0.59702 [p8a711 [p.osvzn [0.90728 [0.98726
[EX" [ 9074 [0,99752 [p-9oT60 080767 (0.69774 [0,59761 [0.09788. [p.5a765 [0,09801 [0.59807
r‘ﬁ“‘ (6753573 [0,0988 0.99625 [0.83631 [0.99538 [0.98841 [0.69845 [0.99851 [0.90858 [0.99861
09665 [0,.99930 [o-93874 [0.09678 [0.90652 [0,09844 [0,99860 [o.55e53 [0.9920e fo.8ea00
*"1 " [675563 [0.g000b 099810 [0,89313 (0.4416 009018 (55031 [0.98524 [0.99526 [0.99929

57" [5:955%] [0.99454 [0,99536 [0,6999 0.99840 [Q.09042 [0.5044 [0.59945 [0.09948 [0 [0:88950 |
TG4 [pa952 [0.99053 o w055 [0.9957 [0.0076 [0.00G80 [D.04001 (099952 [0.99964 (099968
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UFHB/UFRMI : Licence 2 2017-2018
Statistique 2
Session 1
Durée : 1 heure

Une entreprise soulaite estimer la durée moyenne p du trajet "domicile-travail”
de ses salariés, Pour cela, elle prévoit d'effectuer une enquéte sur une partie de ses
H?J&r_ms' Dans la suite, on note X la durée (en minutes) du trajet, et on suppose que
X suit une loi normale A (12,0?). Avant d’effectuer 'enquéte, on souhaite déterminer
le nombre de personnes a interroger. On note n la taille (pour le moment inconnue)
de Iéchantillon Ry X.). '

1

; Eléterminer un estimateur i, de pu par la méthode du maximum de vraisem-
ance.

- Montrer que 1estimateur 7, est convergent.
. Montrer que I'estimateur Jin est efficace.
» Donner un intervalle confiance pour u 2 95%, en supposant ¢ connue.

- Quelle doit &tre, en fonction de o, 1a taille de ’échantillon pour pouvoir estimer

& 5 min prés (avec un niveau de confiance de 95%)? En supposant ¢ = 15
min, donner la taille de I'échantillon.

o s Lo b

(=]

. L'enquéte est finalement effectuée auprés de 40 salariés de I'entreprise choisis
au hasard. Elle donne les résultats suivants :

X,=12595 5=13.99

ot s est la racine carrée de la variance empirique modifice.

Un expert affirme que la durée moyenne nationale des trajets "domicile-
travail" est de 29 minutes. On souhaite déterminer si la durée moyenne des tra-
jets des salariés de I'entreprise est significativement plus petite que Ia moyenne
nationale. .

(a) Poser les hypothéses du test.
(b) Effectuer le test en prenant un risque de & = 5%.
(c) Quel est la conclusion ?
(d) Quel est le risque de deuxiéme espéce ?
Remarque 0.1, Lorsque n — +co, on approxime la loi de Student T(n) par la

loi normale centrée réduite. L'approximation normale est généralement satisfaisante
lorsque le nombre degré de liberté n > 30.
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Statistique 2
Session 2
Durée : 1 heure

Suite & des plaintes de consommateurs, un constructeur n.ummnbil:: souhaiilze Etu-
dier statistiquement le taux de panne grave dans les 2 ans suivant P'achat d'un d‘e
ses modéles de véhicule. On note p la proportion d’acheteurs de ce modele .dn. véhi-
cule ayant subi une panne grave dans les 2 ans suivant 'achat. Pour étudier cette
proportion, le constructeur prévoit de contacter n ncheteurg- -

1. Définir le modéle statistique (variable, paramétre, échantillon) associé au pro-
bléme.

2. Déteminer un estimateur de p par la methode du maximum de vraisemblance

et préciser ses propriétés,

3. Détermination de la taille de I’échantillon.

(2) Donner un intervalle de confiance (aléatoire) pour p & 95%.

i(b) En déduire la taille n de Iféchanti]lon nécessaire pour obtenir une estima-
tion de p & 3% prés (avec un niveau de confiance de 95%).

4. Applications numériques. Le constructeur effectue son enquéte sur 1000
acheteurs. Les résultats de I'enquéte se trouvent dans le tableau ci-dessous :

Réponse | Effectif
Une panne grave est survenue dans les dewx ans | 131
Aucune panne grave dans les denx ans 769
Pas de réponse (véhicule revendu avant 2 ans 100

(2) Donner une estimation de p, proportion de véhicule ayant eu une panne
grave.
(b) Donner un intervalle de confiance pour p & 95%

5. Test sur le taux de panne. Le constructeur considére qu'un taux de panne
greve dans les deux ans inférieur ou égal a 10% est acceptable. Que peut-il
conclure des résultats de I'enquéte donnés dans la partie précédente ?

(2) Enoncer clairement, et en les justifiant, les hypothéses du test.

(b) Quelle est la variable de décision 7 Quelle est la région critique en prenant
un risque de 5% 7

(c) Quelle est votre conclusion ?

352

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

i

W

i
Ve

Foectos fe oarisor 1T % B o normae N\
Tormbe Wity Lz
Trotatity se Toueer Jme vTeLr et 3 -'—';."f"'
e _,/‘”'_:"" N
3 =
" ix S S | e i3 IS | IE BT | @ =1
i o e e e R
Bl i1 o gy ey e
L IFEELRI e =co==== =Rl ISEC EIT=Linss

SES IR === Cs=x o CSEEE CESSE nEes pas=—mpe
e el e e N =Y e Y =T el
s rE St TR S L o= = LR o
e e e S e T e e
el e e e i e e i
i e e Bt e e
SFSR IS LT (5N Co== [ T=== Lo Cime= C =% oo
et e T T

L

a | pal o) puf g P paf e
i

e T e e
I CESo==C= e e per=lan o= Ca=scor
D LS s L L Cee RS [ Cr e o
il e S e
*E CEFsoTsmoITss === r==crc=— LSS CRe==TSras
is wmmmﬁdﬁtﬂtﬁ? === c=e=c
¥ Eﬂﬂﬁmmﬂgc_ﬂtmmcﬁﬁhﬁ_
e e
'3 L =Co=Cs= e —Ca= fear CESTCooSConscast

I =Es I T LS Ll LT e L=
CEEmr e Le=s e Ofe s (= = L= e T c e
I: cEmEs L= Il (=t e L
I e

e o e e e
el o sy —aa =
CENESSc=mtEs L ST i E IS i
IO I RIS e Lo s (e L= E = E
Il LEeS LSS I LI L e e e T T
j I CEOIleaim Il i —e el e e e — l=co==i1==
m_mm

13 Ea=mD O DI==gE=T CEne =T o= === 1=

PRy

i

-

i‘j

I

Scanné avec CamScanner

= |


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k
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03/12/2021

Année Unbversitaire
UFHB,UFRMI, Licence 2 2018/2019

UE: Statistique inférenticlle
ECUE: Statistiquo Inférenticlle

Durée: 1 h 20 mn

On considdre un &hantillon (X,... Ay) lsau d'une lal (1o densité
2
J(x,0) = 07 3

2 ~23/0

=

ot >0,

(1) Vérifier que f st une densité de probabilité,
{2) Déterminer un estimateur @, du paramétre & par ln méthode du mnximum de vraisemblance.

(3) Examiner les qualités suivantes de §,: binis, efficacité, convergenea.
ac

Dans cet exercice, une bonne réponse est notée 1 point, unc mauvaise téponse enléve 0.5 point
(1) Dans un probléme de test de 'hypothise nulle Hp contre l'h]mﬂfrhfﬂﬂ alternative £, le risque de

deuxiéme espéce est
A la probabilité de rejeter Hy alors que /) ost vrale

B la probabilité d’accepter Hp alors que iy est fausse.
C la probabilité de rejeter ) alors que M ost vraic.

D Aucune des réponses n'est correcte,
(2) On considére un échantillon (X, ..., X,) issu dela loide BCIHGU-IUI B{l,p} Le risque qundmthuc

de la moyenne empirique est

A Pi-=p
n
B P{IH;P}
c E
1 0
p P : p)

n
(3) On interroge 100 personnes salariées dans une entreprise ct on note X, ... , X100 les salaires
supposés issus de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de moyenne u ct
de variance o7, paramétres inconnus. - Le salire moyen pour ces 100 personnes est noté X. Un
intervalle de confiance pour & au nivcau de confiance 1 — o st
A [X-— t;—‘}j'r?' X tfrg-f"ﬁ]"“t‘.-.‘.;h';— est le quantile d'ordre 1~ § de la loi de Student & n— 1
degrés de liberté.
B Aucune des autres réponscs n'est correcte,
v 2 . 2 L] : 1
C [X-t;,_% f,;,f+fl_¥ 55] ol tl_§ est le quantile d'ordre 1 ~ % de la loi de Student A n—1
degrés de liberté,
[X~— 7-2 7—.7-{- - ?-] oll 72 st le quantile d'ordre 1 — % de la loi normale centrée
réduite,
(4) Qu'est ce que le risque quadratique d'un estimateur 0 d'un parameétre 07
A La somme de la variance de 0 au carré et de son biais nu earré,
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B hﬂdmmdnl‘ﬁcuvtypcduﬁnu:mﬁﬂdnmnb’mhuucnrrﬁ
C La somme de la variance do & et de son blals
D La somme de I'écart-type deo & ¢t de son biais.
(5) Si un estimateur 8 est sans bisis pour estimer un paramdtre @ et quo 82
la taille de I'échantillon tend vers I'infini, on peut dire que:

variance tend vers 0 quand

A L'estimateur § n'est pas un estimateur convergent de 6.
B Le paramdtre § converge en loi vers 0.

C L'estimateur 9 converge en probabilité vers 0.

D Aucune des autres réponses n'est correcte

(6) On considére un échantillon (Xj,...,X,) issu d'une loi normale N(m,c?) ol la moyenne m et la

variance sont inconnues. La borne de Cramer-Rao pour I'estimation sans biais de la moyenne m

est:
LI B S <
) ou S; = H-IZ{J&—X")Q.
n -
B
C Aucune des réponses n'est correcte.
i |

mn
(7) On considére un échantillon (X3, ..., Xn) issu d'une loi normale N{(m,a?) ob Ia moyenne m et la
variance sont inconnues, Un intervalle de confiance bilatéral de niveau 1— 2a pour la moyenne
m est:
A [x —ti-g %_-.I+t‘i_%%] ol tj_g est le quantile d
degrés de liberté.
B [f- tj_,&-.?‘ﬂt;,aﬁg] ol t]
degrés de liberté.
C Aucune des réponses n'est correcte.
D [T— Z-2 :;';,f + z1-3 f;;] ol 7).

réduite.
(8) On considére un &chantillon (X1, ..., Xn) issu d'une loi normale Af(m,o?) ol la moyenne m et la
dire le problime de test de Ho : m < mo contre Hy:m>mp

‘ordre 1 — § de la loi de Student A n—1

_q ©st le quantile d'ordre 1 — o de la loi de Student & n—1

g st le quantile d'ordre 1 = § de la loi normale centrée

variance sont inconnues. On consi
au niveau . La région critique est:
A ] — o0, s;__,,[ ol ti_, est le quantile d'
liberté.
B ] -m.—r;[na e,
€ Aucunc des réponses n'est correcte.
D ]t{_a. +m[ o t]_,, est le quantile d'ordre 1—a de la loi de Student & n— 1 degrés de liberté

(1) Définir et interpréter la borne de Cramer-Rao.
(2) Définir et interpréter un estimateur efficace.
(3) Dé&Bnir et interpréter un estimateur asymptotiquemnt normal

ordre 1 — a de Ia loi de Student & n — 1 degris de

est le quantile d'ordre o de la Joi de Student & n — 1 degrés de liberté,
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UE: Statistique inférenticlle
ECUE: Statistique inférenticlle

Durée: 1 h 20 mn

_ On considére un échantillon (X7, ..., Xy) issu d'une loi expnncntmlln de paramétre  avee

0>0.
(1) Déterminer un estimateur J,, du pnmmbtru 0 par la méthode du maximum de vraisemblanee,

(2) Examiner les qualités suivantes de §,: biais, efficacité, convergence.

QCM

Dans cet exercice, une bonne ré]ionﬁe est notée 1 ;ioint, une mauvaise réponse enléve 0.5 point,
(1) Dans un probléme de test de I'bypothése nulle Hy contre 'hypothése alternative Hy, le risque do
premidre espéce est
A la probabilité de rejeter Hy alors que Hy est vraie

B la probabilité d’a::cepter H 1 alors que Hy st l‘ausse
C la probabilité de TEJEtEI ‘Hy alos que Hy est vralé

D Aucune des réponses n'est correcte.
(2) On considére un échantillon (X, ..+, Xz issu de la loi normale N (m, & ?). Le risque quadratique

de la mo;anne empirique est

o
A._.
n"
2
o
B =
c =
T
n
D—zl

(3) On :nten’ogc 100 personnes salanees dans une enl;repnsc et on note X,,..., Xygp les salaires
supposés issus de variables aléatoires mdépendamtes 1dent1quument. d:stnbuées de mayenne jt ¢t
de variance ¢* , paramétres | inconnus. Le salaire moyen pour ces 100 personnes est noté X. Un
intervalle de confiance pour g au niveau de confiance 1 — o est

A [x i-2 E X+t _q Tﬁ] ou ¢y _ e est le quantile d'ordre 1 — £ de la loi de Student & n—1
degrés de liberté.

B Aucune des autres réponses n'cst correcte,

C [Y m’:?'H‘l-“ :u] ol {]_ g est le quantile d'ordre 1 — 2 7 de la loi de Student An -1
degrés dc liberté.
[X = z- g*ﬁ.x‘l‘ Z)-g ﬂs] olt zj g ost le quantile d'ordre 1 — 7 de la loi normale centrée
réduite.

(4) Qu'est ce que le risque quadratique d'un estimateur 0 d'un paramétre g7

A La somme de la variance de @ au carré et de son biais au carré,

B La somme de l'écart-type de 8 au carré et de son biais au carré

C La somme de¢ la variance de @ et de son biais

D La sommé de 1" Ceart-type de & et de son biais,
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(5) Siun Stimateur g
Ia taille (e

1 sans biais pour sstimer un paramitre § et que <2 varianee tend vers O quand

'ichant; - .
h'll'“.l“ﬂ‘rl ll_']'ld vers | "ﬂ-"“' o0 peul dire que:

A L'esti ]

5 =Umateur 0 n'est pas un estimateur converpent de 6.
a Le paramétre ¢ converge en lni vers 0,

“ L'estimateur 8 converge en probabilité vers 4.

i Aucune des autres Téponses n'est correcte.
i Eanaii »
- nsidire un échantillon (X;,. .. +Xn) issu d'une loi normale A (m, o?) ot la moyenne m et la
& F
¢ sont inconnues. La borne de Cramer-Ran pour Festimation s2as bials dela moyenne m

est:
n n
A —ous?=_1_ X
S T | .Z(xi i an:-
" " i=]
a?
E .:;zcum! des réponses n'est correcte.

mn
70 idé ;

(7) ﬂ‘DDI:ISIdErc 1-m échantillon (X}, ..., X,) issu d'une loi normale N(m,o?) ol la moyenne m et la
variance sont inconnues. Un intervalle de confiance bilatéral de niveau 1 — 2a pour la moyenne
m cst:

. Sn NF - o aw c

A [I'—— ll_,}jrll-,)f '-H'.,_g &] oil l,_, st le quantile d'ordre 1 = § de la loi de Student An =1

degrés de liberté.
= - 5 ~ - = -

B [X —la X+ it_.,&] ol tj_, st le quantile d'ordre 1| — a de la loi de Student An -1
degrés de liberté.

C Aucune des réponses n'est correcte. 3

D [X - z;_gi,x +11_5%] ou 73 et le guantile d'ordre | — 3 de la loi normale centrée
réduite.

(8) On considere un échantillon (Xj, ..., Xa) issu d'une loi normale N(rn, 02) oii la moyenne m et |a
variance sont inconnues. On considére le probleme de test de H : m > mp contre Hy : m < mg
au niveau a. La région crilique cst:

— oo, f,;[ ol tg est le quantile d'ordre 1 — a de la loi de Student 2 n =1 degrés de liberté.
= m_mt,;[ ou t;, est le quantile d'ordre a de la loi de Student & n — 1 degrés de liberté.

Aucune des réponses n'est correcte.

T -I—'m[ oi1 {]_, est le quantile d'ordre 1 —a de la loi de Student 3 n—1 degrés de liberté

(1) Qu’est ce qu'un estimateur ellicace?
@) Qu'est ce qu'un estimateur convergent?
(3) Qu'est ce qu'un estimateur asymp_lutiquemcnt. normal?

O w >
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Licence )
Examen: Statistiqué inférenticlle
Durée: 1 heures 20
Documents non autorisés
Exercice 1. On dipsose d’un échantillon (Xj,...,X,) un échantillon issu d'une loi de Poisson
P(A) avee A > 0. .

1. Déterminer l'estimateur du maximum de wa.islb,mhlance A de A

2. Montrer A, est une statistique exhaustive.
3. Montrer ), est efficace.

4. Montrer \,, st un estimatcur convergent de A.

5. Montrer X, est un estimateur asymptotiquement normal de A.

On désire estimer e~*.

(a) Interpréter comme la probabilité d*un événement.
(b) Montrer que e~*~ est un estimateur convergent de e

(c) Montrer que e~* est un estimateur asymptotiquement normal de =,
Exercice 2. On a observé un échantillon de 200 étudiants adolescents de 15 ans, dans lequel 40
présentent un surpoids.

1. Donner un intervalle de confiance pour la proportion d’adolescents présentant un surpoids
au niveau 0.95

2. Combien d'adolescents de 15 ans devrait-on réaliser pour connaitre la proportion d’adolescents
de 15 ans qui présentent un surpoids avec une précision de plus ou moins 1%, eu niveau (.95

Exercice 8. Le staff meédical estime que plus de 25% des employés de 'entreprise ont un toux
de cholestérol supérieur & 260 cg. On tire un échantillon aléatoire simple de 200 employés. On
constate que 60 d’entre eux ont un taux de cholestérol supéricur & 260 cg. Au vu de cet échantillon,
peut-on conclure, au seuil de signification 5%, que le staff médical a raison.

EXTRAIT TABLE DE LA LOI NORMALE REDUITE

[ Z 0.00 0.0l 0.02 0ul 0.4 003 DO6 007 008
0 D813 088 0SI6L 0.MSS 08508 08531 08554 04577 08599 omesl |
{08643 0.8665 08686 08708 0879 08749 0870 08790 04810 uskI
2 08849 08369 08888 0807 08925 0.89H 05962 08980 0.4997 (90147
10.90320 0.90490 090658 0.90824 090985 0.91149 091309 0.91466 0.9162] 0.91774
41091924 0,92073 092220 09236+ 092507 092647 092785 0.92923 0.93056 0.93 149
51093319 0.93448 093574 0.93699 093822 0.93543 0.94062 093179 194295 094408
6 1094520 0.04630 094738 094345 0.94950 0.95053 095151 0.95254 0,053 {06449
7 095543 0.0%637 0.95728 0.95818 0.95907 0.95904 0.95080 0.96164 0.96235 (1.96397
8 - h oy
9
0

.
»
5

10,96307 D965 N.YA5A2 096618 0.96712 0.96784 0.96856 096926 119 06
z - L i F W 2 ! q
10.97128 097193 097257 0.97320 0,9738] 0.97441 057500 0.9755% uv?a?i ?1'3;:.1;

I
1
|
|
[
|
|
!
!
1.9 10
2,0 097725 0.97778 0,97831 0.97852 097932 0.97982 0.98030 0.95077 .98124 1 9149

3
A
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Année Universitaire
2020,/2021
UFHB-UFRMI:Licence 2
Examen: Statistique inférenticlle
Durée: 1 heure 30

Questions de cours

(1) Donner la définition d,un chantillon de taille n.

(2) Qu'est ce qu’un modéele identifiable ?

(3) Donner et expliquer le théoréme de factorisation. .

(4) Donner les deux formules de Iinformation de Fisher. Que représente
I'information de Fisher ?

(5) Quappelle t-on borne de Cramer-Rao pour 'estimation sans biais d'un
paramétre inconnu 6 7

(6) Qu’est ce quun estimateur efficace ?

(7) Qu'appelle t-on estimateur convergeant 7

(8) Un individu se présente a un laboratoire pour un test de COVID19. 11
subit le test suivant: Hg : le test en positif contre I : le test est négatifl,
Donner les risques de premiere et de deuxiéme espice et leurs conséquences
respectives.

(9) Expliquer la méthode du maximum de vraisemblance.

(10) Quelles sont les différentes étapes d'un test d'hypotheses ?

On soubaite estimer I proposition pde personnes an chbmagoe
dans un quartier. Pour cela, on préveit de sonder n personnes. On note K
la variable aléatoire donnant le nombre de personnes au chémage parmi les
n sondées (n 2 100)

(1) En explignant votre raisonnement, déterminer la loi de K.

(2) Sur n = 121 personnes sonudées, 25 déclarent étre an chémage. Donner
un intervalle de confiance pour p au niveau 95%.

(3) Combien de personnes fandrait-il interroger afin d'obtenir un intervalle
a 95% de longueur inférieure a 10% ?

On considére un échantillon (Xy,--+,X,,) issu d’une loi

normale N{p, 2).
(1) Déterminer I'estimateur du maximum de vraisemblance jr de p.
(2) Déterminer les propriétés non asymptotiques et asymptotiques de ji.
(3) On considére le test d’hypothése suivant: Hp : u = 20 contre H) : u < 20.
Un échantillon de taille n = 50 fournit une moyenne de 19.4

(a) Quelle est la statistique de décision ? Quelle est sa loi sous Hp.

(b) Au niveau a € (0,1), donner la région critique.

() Si & = 0.05, quelle est votre conclusion ?
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* Le quantile d’odre 0.975 est 1.96
* Le quantile d'ordre 0.95 est 1.645
* Le quantile d'ordre 0.99 est 2.33
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Année Universitaire
2020/2021 b, R
Licence 2 ;
Statistique inférentielle e T
Durée: 1 heure 30 B

Exercice 1

1. Domner les deux formules de I'information de Fisher.  Que représente
Pinformation de Fisher 7

2. Quappelle-t-on risque quadratique d'un estimateur 6 7

3. Qu'appelle-t-on borne de Cramer-Rao 7

4. Qu'appelle-t-on puissance d’un test? Comment compare-t-on deux tests?
9. Quelles sont les différentes étapes d'un test d’hypothéses ?

Exercice 2. On considére un échantillon (Xi,--- .-J-f;:) issu de la loi
uniforme sur [0, 0] avec § > 0.

1. Qétmminer un estimateur g,, par la méthode du maxiﬁ"mm de vraisemblance.
2. 0y, est-il sans biais? 0, est-il sans efficace?

3. Caleuler E(X,). En déduire un estimateur 0 de 8 par la méthode des
moments.

4. Déterminer les propriétés de @ par méthode des moments.

Exercice 3. on a pesé 10 palettes de briques de ln méme fabrication et on o
obtenu les résultats suivants (en kg): 759, 750, 755, 756, 761, 765, 770, 752, 760, 767.
On suppose que les résultats ci-dessus sont issus d'une loi normale de maoyenne
m et de variance 2 inconnues.

1. Déterminer l'intervalle de confiance de m de nivean 0,95
2. Au niveau o =0.05, tester Hp : 0 = TG0 contre Iy 0 < 760,

le quantile d'ordre 0.975 de la loi de Student a 9 degrés de liberté est 2.26
le quantile d'ordre 0.95 de la loi de Student 4 9 degrés de liberté est 1.83

Bonne chance
“Eviter de tricher car la reputation est préférable a de grandes richesses

\‘1.\_

L5
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LA REUSSITE, MON ]DF-NTIT
0312200 '

UFHB-UFRMI
UE : Probabilit¢ Statistique 2
ECUL : Statistique inférentielle
Durde : 1 heure 45 mn

Questions de cours. (4 points)
Soit X' une variable aléatoire de loi Po.
1. Donner la définition d'un échantillon de X,
Reéponse : On appelle échantillon de X tout n-uplet (Xiyor oy Xn) de va-
riables aléatoires indépendantes de méme loi que X 1 pamt

2. Qu'appelle-t-on estimateur de 07
Réponse : On appelle estimateur toute fonction ne dépendant que [X I, T
& valeurs dans un domaine acceptable pour 8 1 point

3. Quelles peuvent étre ses propriétés 7
Réponse : Soit f, un estimateur de 6.

- Efficacité : 5 est sans biais et sa variance est égale 4 Ia borne de Cramer-
Rao. 0.5 point

Consistance : 8, converge en prabablhté vers @ : 49 — 0 0.5 point.
Normalité asymptotique : /7i(8, — 8) — N(0, crgj 0.5 point
- Efficacité asymptotique ; ﬁ(ﬂ'ﬂ —8) — J'U"( 'Wj) 0.5 point.

i

Exercice 1 : (8 points) o
On souhaite estimer la proportion p de personnes au chémage a Yopougon. Pour
cela. on prévoit de sonder n personnes. On note K la variable aléatoire donnant le
nombre de personnes au chomage parmi les n sondées (n > 100).
1. En expliquant votre raisonnement, déterminer la loi de K.
Réponse : On note X; la variable aléatoire définie par :

« )1 silaiéme sondée est au chomage ;
Xi= : 1lpoint

0 sinon

Les variables Xy, ..., X, sont indépendantes. De plus, pour tout i = | -
X; suit la loi de Bernouilli B(1,p) ou p est la proportion de chémeurs dans la

commune de Yopougon, 1point.
Ainsi,
n
K= ZX.' suit une loi binomiale de paramétre B(n, p) 1point
i=1 '

les 1 sonclées
paramétres,

2. En déduire que la proportion F de personnes ay chdmage parmi
suit approximativement une lol normale dont on précisera les
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Réponse : La proportion de F de chomeurs parmi les n sondées est donnée
par : =

F=2 >
n b . .
D’aprés le Théoréme Central Limite, on a : = L, \"
oy *
ﬂu Y J"\‘.(U. 1}_ lpoint

vp(1—p)

Par suite, F suit approximativement une loi normale de moyenne p et de
variance ""_ - ?

- Sur n = 121 personnes sondées, 25 déclarent étre au chomage. Donner un

intervalle de confiance pour p au niveau 1 — a = 95%

Réponse :la taille de Péchantillon étant suffisamment grande n > 30, I'in-
tervalle de confiance pour p de niveau 1 — a = 0.95 est donné par :

[F-?I—gJM-F-!‘m-gﬂﬂl;}ﬂ]

ol gy_g est le quantile d'ordre 1 = § de la loi N(0,1). 1point
Nous avons N-3 = qoors = 1.96 et lintervalle de confiance de niveau 0.95%
est :

[ﬂ. 14, l].?ﬁ} Ipoint

. Combien de personnes faudrait-il interroger afin d’obtenir un intervalle & 95%

de longueur inférieure & 109 ?
Réponse : La longueur de intenvalle

Fnes (. s ()

T

est 2013/ dl'_'-ﬂ Comme \/p(1 =p) £ § pour tout p €0,1], nous allons
choisir n tel que :

(1 =p) 1 1,96 2 ,
2q1_,§\ . = q;-gﬁ <0l=n2z (*ﬂ) = 384.16. 1point
1] faudra interroger au moins 385 personnes. 1point

Exercice 2 : (8 points)

Une ent.tépris_t’ souhaite estimer la durée moyenne p du trajet "domicile-travail” de
ses salariés. Pour cela, elle prévoit d'effectuer une enquéte sur une partie de ses
salariés. Dans la suite, on note X la durée (en minutes) du trajet. et on suppose que
N suit une loi .nﬂr![iﬂle N(p.o?). Avant d’effecruer l'enquéte. on sonhaite déterminer
le nombre de personnes a interroger. On note n la taille de I'échantillon (pour le
moment inconnue).
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1. Déterminer un estimateur de j par la méthode du maximum de vraisem-
blance. Préciser ses propriétés. ;
Réponse : La vraisemblance du modéle est :

1

L‘lt{mla i, !mru“} = H!(.’L‘E,,ﬂ-}

= 1 )nexzﬁ(*%ggﬁmi—#]z) (0.5 point)

La log-vraisemblance du modéle est :

1 ; ¢
m(Ln(z1,. .., &0y 1)) = —Elnl{?ﬂaz}— 552 Z(m,’—g}g (0.5 point)

Condition du ler ordre :

OIn(Ln(z1, .o Tn 1)) _

=0=pu=X 0.5 point
5 13 n ( P )
Condition du 2iéme ordre :
8% In(Ln(z1,. ..\ Ty ) —it po—.
o = <0 (0.5 point)
Par suite, 'estimateur du maximum de vraisemblance de joest ; iy = X
- D'apreés la loi des grands nombres, fi, est convergent, (0.5 point)
- D'aprés le théoréme de la limite central, i, est asymptotiquement normal, (0.5 point)
' 2
= . = \ A a
- Jin est eflicace : E(fI,) = p et var(fi,) = e BCR(y) (0.5 point)

2. Donner un intervalle confiance pour u & 95%, en supposant

Itéponse : L'intervalle de confiance de niveau
connue est :

a? connue,
o,
95% pour p quand o? est

73 [ - a

[.”n = "1']—% ﬁ: Mn — g 2 E}
oil g5 est le quantile d'ordre 1 - & de la loi N(0,1) (0.5 point)

3. Quelle doit étre, en fonction de o, la taille de I'échantillon pour pouvoir esti-
mer 4 5 min prés (avec un niveau de confiance de 95%) ¢

- Réponse : Pour déterminer n, on pose :

‘o 1.96g+2
R RN T
{ - .
' - Par suite : - 1082
960
n=L( - )J+1. (0.5 point)
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5. En supposant e = 15 min, donner la taille de 'échantillon. _
Réponse : A SR
: Ty .
(l Qﬁa) — 5T
b
Par suite n = 35 (0.5 point).

L'enquéte est finalement effectuée auprés de 40 salariés de I'entreprise choisis au
hasard. Elle donne les résultats suivants : )

X.=2595 s=13.99 S

ol s est la racine carrée de la variance empirique modifice.

Un expert affirme que la durée moyenne nationale des trajets "domicile-travail" est
de 20 minutes. On souhaite déterminer si la durée moyenne des trajets des salariés
de P'entreprise est significativement plus petite que la moyenne nationale.

6. Poser les hypotheses du test.
Réponse :

Hy:ju=29 Hy:p< 29, (0.5 point)

7. Effectuer le test en prenant un risque de a = 5%.
Reéponse : La région critique est :

W7 i {l’@:x;__g.?.]. . j{} (0.5 point)

oif S est la variance empirique modifiée et K est le quantile d'ordre 0.0 de
Ia loi de Student & 39 degrés de libortt : K = = 1615

8. Quel est la conclusion ? Quel cst le risque de deuxitme espice ?

Réponse
- |
M = =147 > —=1.645
8

La durée moyenne des trajets des salari¢s de l'entreprise n'est pas significati-
vement 'plus petite que la moyenne nationale. (0.5 point)

9. Calcdler la p-value associée au test. Conclusion ?
Réponse : La p-value est :

V’E{fﬂ i 29} =\ _ B - x
p—value =?(-———S—_‘ < —1-4‘) = F(—1.47) = 0.07. (0.5 point)
Comme().05 < 0.07, la p-value confirme la conclusion a la question précédente. (0.5 poi
La Jeuxidme question de 8. a été supprimeée.
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UFHB/UFRMI ¢ Licence 2
Statistique 2
Session 2
Durée : 1 heure

Snite & des plaintes de consommateurs, un constructenr automobile sonbaite cludier
<tatitiquemnent le taux de panne grave dans les 2 nng snivanl I"nehat i thee s inodiles
de whicule. On note 1‘ la proportion d'acheteurs de ce modéle de vehictle nyanl subi une
panne grave dans les 2 ans suivant Pachat. Pour tludier cetle proportion, ler comstrietenr
prévoit de contacter n achetewrs.

1. D&Snir le modéle statistique (variable, paramétre, cehantillon) associt an probléme.

Réponse : Notons

X {1 si une panne est survenue dans les 2 ans suivant Machat duicme vihicule
Af =

0 sinon 1 point

« X; suit une loi de Bernouilli B(1,p) oi p €)0,1[- 0.5 point
e On dispose d'un échantillon (X7, ..., X,) issu de 1a loi de Bernouilli B(1,p). 0.5
point
9. Déteminer un estimateur de p par la mcthode du maximum de vraisemblance et
préciser ses propriétés. '
Réponse : La vraisemblance de 'échantillon (X3,....X,) au poinl p est :

Lo, Xa,-.., Xn) = [ [ P01 = P) 10 (X0)

=(1 —p)“(if—p

Pour tout (Xi,---5 Xu) € {0, 1}", la log-vraisemblance est

T
) 01380 -5 X n)- 1 point

In (L(p,xh_. ﬂ}) =nln(l=p)+In ( = ?!) z XN,

=

Condition du ler ordre :

8t (L(p, X3 .-, Xn) g .n
( ) — Zr—*‘] 1 0:‘]]‘—"12.‘\,'=‘_F 1 pﬂiﬂf-
% 1—P p(1 - p) i e

Condition du 2nd ordre :

& In (L(p, X;,...,X,,]) " B § 8
57 R e D IR
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Adnsi, nous nvons

941 (L[p, Mo ”,,\-"]) . "R 1 point
ap? v T Xa(l = Xn)
N=daen

Par suite Pestimatenr du maximun est
f?u = Xa.

Les propriéiés de 7,

* Py esk un estimateur efficace de p. En cffet,
— DPn tsl un estimaleur sans biais de p

E(pu) = p. 0.5 point

— L'information de Fisher apportée par I'échantillon (X1, ... , Xp) cst :

a° I, o O, .
Li(p)=-E " (L{F 21 “]) = i . 1 point
aop p(1 = p)
~ La Lborne de Cramer-Rao cst @
1 p(1—p) a
BCR(p) = = ; 1 point
P =7m= = ‘
— Nous avons :
. 1-—
Var(X,) = p(1 = p) "] = BCR(p). 1 point

o i, est un estimatenr convergent de . 1 point

On peut le montrer :
— soit-en utilisant la loi des grands nombres

Xa—+p

— soit en remarquant que E(X,) = p et Var(X,) — 0.

e [ ost un estimateur asviuptotiquement norwal de p. Enu effet, d'apres le théoréme
central limite, nous obtenons :

— L -
\"H(-\ no ]}] = -\ “‘Il I‘l{l = f"';” 1 pﬂirﬂ.

3. Détermination de la taille de l’écl@nlillou.
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. # & £ i
(0} Donner un intervalle de confiance (aléatoire) pour p a 95%.

Réponse : Un intervalle de confiance pour p de niveat 95% est :

1 point

(b) En déduire la taille n de "échantillon nécessaire pour obtenir unc cstimation de
p & 3% prés (avec un niveau de confiance de 95%).

Réponse : La marge d’erreur est

?n(l - ir_n}
———n .

ME =1.96 1 point

Comme pour tout z € [0,1], \/z(1 —z) < %Ialors 1nous avons :

Xnall = Xn) g .06 % 22 0.5 point

n 2yn

Nous allons déteminer n tel que :

ME =196

1
1.96 x —= < 0. ! i
2\/1[_1_003 0.5 point
On obtient alors
1.9642
n> (ﬁ'ﬁ) = 1067.11 0.5 point
La taille minimalg n de I'échantillon nécessaire pour obtenir une estimation de p
4 3% prés est n = 1068 1 point. -

4. Applications numériques. Le constructeur effectue son enguéte sur 1000 ache
teurs. Les résultats de I'enquéte se trouvent dans le tableay o dessou .
A 5

| Effectif

Une panne grave est survenue dans Jes deux ans |

Réponse

Aucune panne grove dans les deuy ans .l.lfé
Fl P i
Pas de réponse (véhicule revendu ayay 2 ans) ! ]J{J

(a) Donner une estimation de p. proportion de v

Réponse : La taille de I’éch
de p est

hieule avant ey

antillon est 5 — 1000106 Hne panne gravee

e AT k. . ’
= 90). Une estimation

app ~— T 0.5 point
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i I 1 . .
R‘ e un intervalle de confinnee pour p i 95%
on Sok & ‘ : ;
POnse :un intervalle de confinnee de nivenn 95% est

Faoo—1.96 /Tunu'll = Tagn) /Tmm(l ’T‘-"“*]] . [ 2D ]N“ 0.5 point
[ L gog<ooo+1.90 900 Sl N Sl

5. Tes . - : : R
Test sur le taux de panne. Le constructenr considére quun taux cle panne grave
dans les deux ans inférieur ou ol & 10% est aceeptable. Que peut-il conelure des
i ato ' % " ; S | ‘
résultats de I'enquéte donnés dans In partie précédente?
(a) Enoncer clairement, el en los justifiant, les hypotheses du Lest.
Réponse :

e Hypothése nulle ; Ho : p < 0.1 le taux de panne acceptable est 0.1 en dessous

duquel le construction ne prendra pas de: nouvelles dispositions 1
point.

» Hypothése alternative : Fy : p > 0.1/(taux de pannc inaceeptable) 1
point

(b) Quelle est la variable de décision? Quelle est In région critique en prenant un
risque de 5% 7
Reéponse : La variable de décision esl

T= VO00(X gou = 0.1) = 100(Xpog — 0-1) I point
\ 0.1 0.9

La région crilique au risque de oY% est :
W = {lﬂﬂ{fc_mn - IJ.l) - [m.g;,} = {ll}[itfm. - [.’I.]} o i.[i-l}. 1 I}”I"[

ol gons = 1.64 est le quantile dlordre 0.95 de ln loi normale centrée reduite

N(0,1).
(¢) Quelle est volre conclusion?
. Nous avons 100(Faaa—0.1) = 4.9 > 164, Au risque de 557, le taux e

Ré&ponsc : ] : il A
panne est strictement supérienr a 0.1, cest a dire inacceptable. 1 point
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Exercice 1

2 B
f(x,8)=—=x"e"7
Vr6z
I) f estune fonction positive et continue.
— +oo
Posons A=[" " f(x,8)dx
2 s
A=f_+: = sze_x?dx =-2—3f+m xzeiﬂdx
NETH vagz "%

x2 8 P

2)

3)

Posons U=xU'=1 et V'i=xe"®,V=—zed.

4o

g X 2 _x* gl

([—x—e 7] + I+WE gdx_%{ ._f-gg a -i-—‘\l"'ﬂ'g
. ez . - 2

\r'ﬁz

A-\,—_gx \;'__.1=>J‘ f(x,8)dx = 1.

Par conséquent f est une densité de probabilité.

Déterminons 8, par la méthode du maximum de vraisemblance.

L0, X ®) = [ [ fGo) =]

n
n i}
L(Xy, ) Xy, 6) =( ; 3) I | :rf‘ e‘%zhi"iz
3 i=1

V62

Logarithme de la vraisemblance

In(L(Xy, ..., Xn,8)) = In (( : E) ) - In( xf ) - %Z xf

V82
In(L(Xy, ..., Xn, 6)) = nIn(2) — nin(vm 67) +1n ( x} )
§ i=1

“J‘sz

[
= [
ot

In(L(Xy, ..., X, 6)) = nIn(2) — nin(vm) — nin( .9%] n(
i

In(L(Xy, o X)) = n]n(jﬁ) () tnce) +1n (i e _&}"i"fz

Condition du premier ordre

o In(L(Xy, .., X, 6 3n -
((1 n ))=U€:.v—-—+j— x2 =0
a6 28 g2
i=1
=0 . -3n8+2%%,xf 2
i S © ——n—=0 o 3n0+23L,x7 =0 & =23, %
Condition du second ordre
2ZIn(L(Xs,-Xn,0)) _ 3n _ 26 x2 _m 2 x} _3no-e3R X} -
ag? 242 au E 260 @3 o1 ze; = 3119836!1&

a2 In(L(Xy,.Xn.8)) _-3n
262 243

Le biais

< 0. Par conséquent 8, _.-—-):“ ’-'2
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B(O) = BeExi, ¥y = L, o) = 2, B0) = BGO)

an

o+ o

+on ud 2 +0 Pt
E(X?) = J. x2f(x,0)dx = j £ zxte Tdx = Ef x3xe Tdx.
-0 —o (707 NE e

2
Posons B = [t 434,
sB=[""x%e " Tdx.

———

. 'tz ﬂ
Soit U=sx*U'=3x2¢cl V' =xe 0,V= (—-2-)& R

B Ox¥\ _x21**"
=I\= e e v +—f xe'é"'dx

—tn
30 v"ez 3 9 3 30
B=—x ——g){iﬂ z = E(X?) = 2 x3_x£92=_.
2 2 _\Eﬁli 2 2 2

Ainsi IE(F} == IE{XZ) —EE
Done B esl sans blms

Efficacité de ﬁ,:
Var(Bn) = Var( Sk, ) = 57 Zk, Var(x?) = -var(x?).
Var(x?) = E((X2)?) - (E(x?))°

E(X*) = IM Af(x,0)dx =

I
] i + oo .,.._...
Posons € = [~ x%e 7 dx = [[ xx®e”vdx.

2 + L0 x:
. I xfe " Tdx,
-J’FE? ~o0

xx

e o 0
Soil U=x5,U’=5x4 et V":xe |]"i,p"=(_E e~ 0

[

z 50 30T p3 _ 1503
Done IE(X"}=EXTX?TE r

‘Ti'x——ﬁ'--—z- —xv’-ﬂz

15602 9p* g0t
= Vﬂ?[xz} 'J——T=’T=

xl 50 50 30
T

5

Bl

ﬂz

XN E=]

Vﬂr(ﬂ,.) - EXEH T anﬂ :

= : . _ e (2t In(LiXyXn8))\ _ 3n\ _ 3n
BRC(G,) =45 Ona 1n(6) = —E (Tmetndl) - _ (- 20) - 20
1 2
= BRC(%,) = (‘3?) =3,07 = Var(%,)
267

Donc By, est un estimateur efficace.

Convergence de 51-1
lim Var (@) =_-92 =0ct E(6,)=6 Donc &, — 6. D’oil la convergence de @,,.

n=yheo
1. B,C;

Exercice 3 (Voir cours)
4

aa: HAD; 4By 5E€ 6D By 8€ .
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Université Félix Houphouet-Boigny Abidjan Cocody Année 2016-2017

UFRMI

Licence 2
UE : Fonctions de plusieurs variables réelles -
ECUE : Topologie et Calcul différentiel dans R”
Premitre Session. Décembre 2017
Durée : 2 Heures
(Sujet sur deux pages)

Exercice 1
Soient N et v définies par ¥ (z,y) € R?

N(zry) = sup |zmst—i—ysinti
te[0.2#]
v(z,y) = sup (1 —t)z + ty|
1£f0,1)
1) a) Montrer que /N est une norme sur 2.

b) Montrer que v est une norme sur R%

2) a) Montrer que N = |||, ot ¥(z,y) € R?, [|(z,¥)l, = V2 + ¥*.
(On pourra utiliser les coordonnées polaires).

b) Montrer que v = |||, o2’V (z,y) € R?, [I(z,¥)]| = sup (|z|, |v]) .

¢) Dessiner la boule ouverte de centre (0,0) et de rayon 1 pour la distance d associée
a la norme v.

d) Démontrer que N et v sont équivalentes.

3) Soit @ € R%.
a) Soit X € R? tel que || X' — al|, = r. Montrer que ¥¢ > 0, B(X,¢) € By (a,r).
Pour cela déterminer un point Y € B (X,¢) tel que Y ¢ By (a,r) en calculant [|X - Yl,
et |Y —all,.

. b) En déduire que By (a,7) = B (a,r) dans (B2, ||[,).

in
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Exercice 2
1) Soit f Papplication de B? dans B définie par ¥ (z,y) € R?

f(mby)=zyzz+:i si (-’ﬂtyl%(ﬂ.ﬂ} et I(D=D]=D‘ . B

a) Montrer que f est continue sur B2,
b) Montrer que f est différentiable sur R?,
¢) f est-elle de classe C! sur R? 7

d) Calculer les dérivées partielles secondes de f au point (0;0) . -
[ est-clle de classe Clsur B2 7

2) On veut déterminer les fonctions g : B? — R telles que :

. ag(

Ta wy)+y {Iy]—ﬂgiw'.y) (B)

a) Montrer que la fonction f définie au 1) est une solution de 1'équation ().

b) On effectue le changement de variables

{s

On pose ¢ (z,y) = (u,v) et g(zr,y) = O (u,v).

L
T
A

!Ilﬂ
t-;ll

v

Exprimer J, (z,y) en fonction de Jg (u, v) et J,(z,y).
Que devient alors 1'équation (E) par le changement de variables ?
¢) Résondre '"équation (E)) obtenue et en déduire les solutions de "équation ().

d) Montrer que la fonction f définie au 1) a bien la forme, que vous avez obtenue,
des solutions de l‘équ'u,tmn (E).
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Université Félix Houphouet-Boigny Abidjan Cocody Année 2016-2017
UFRMI

Licence 2 C
UE : Fonctions de plusieurs variables réelles
ECUE : Topologie et Calcul différentiel dans R”
2tme Session. Février 2018
Durée : 2 Heures. (Sujet sur une page)

Exercice 1 (10 points)
Soit (E,d) un espace métrique. Pour toute partie A de E, on pose

a(A) =E et ﬁ{A)=

Soient A et B deux parties de E. .
1) Montrer que si A C B alors a (4) C a(B) et f(A) € B(B).

2) Montrer que ACa (A)C Aet ;1 CB(A)C A

3) Montrer que
a) si A est ouvert alors A C a(A)

b) si A est fermé alors § (4) C A.
4) Montrer qu'on toujours a (@ (A)) = a(A) et A (8 (A)) = B (A).
5) a) Montrer que si A est ouvert alors ANB ¢ ANB.

b) Montrer que si A et B sont ouverts alors a (AN B) = o (A) Nea(B3).

Exercice 2 (10 pumts)
Soit (p,g,7) € (Re)® tels que p+g+r > 1 et soit gn bc) € R,
1) Soit f I'application définie par ¥ (z,y, z) € (R4)"\(0,0,0)

(oo s -
VIt 4yt 422
Calculer f(zy,2).

'{r-lr 2}-'{'“ 0,0)
2) Soit y Papplication de R® dans R définie par V(z,y, 2) € B?
9(2,0,2) = az + by + = + [P [y]? |2

Mcmtrer que g est différentiable en (0,0, 0) et calculer
dg {D u U} {hl,hz hg) pour tout {h},hg,.ﬁg) = R’

3) Soit h lapplication de R* dans R définie par ¥ (z,y, z) e R?

h(z,y.z) = 29'2'!'(1 —yz)z dz

Déterminer les points critiques de h et préciser l'existen

ce d’ " -
que le type d’extrema. extrema en ces points, ainsi
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Université Félix Houphouet-Boigny Abidjan Cocody ~ Année 20172018
UFR Mathématiques et Informatique

Licence 2 -
UE :.Fonctions de plusieurs variables réelles
ECUE : Topologie et Calcul différentiel dans R”
/ 2tme Session. Mars 2019~
Durée : 2 Heures. (Sujet sur une Pﬁge)
Exercice 1 (10 points)
1) Dans B? muni de I'une de ses distances usuelles, on pose ~

A={(z,y) €R* [ |+ 2|+ |y-2[< 9}, B={(z,v) eR* /2y = 1}
et \ : R '
C={(z;y) eR?/ |z —3| >4 ou |y—5 >4}
La partie A, B respectivement C est-elle ouverte, fermée, compacte ? Justifier votre
~ réponse.

_ (Ot admettra que dans R? muni de I'une de ses’distances usuelles, une partie non vide
et distincte de IR? ne peut &tre & la fois ouverte et ferméc).

2) Soit D une partie de R* muni de Pune de ses distances usuelles. On note Fr (D) la
frontiére de D,

a) Montrer que DN Fr (D)= 8. "
b) Montrer que si D est fermée, alors D= DU Fr(D).

o,
f o

i —
c) Montrer que si D est ouverte ou fermée, alors F'r (D) =0,

3) Soient E et G deux parties de R" muni de l'une de ses distances usuclles,
Montrer que Fr(EUG) C Fr(E) U Fr(G).

Exercice 2 (10 points) _
1) Soit f la fonction'de R* ‘dans R définie pour (z,y) € R? par

Ly xﬁln{l +y)

: flzy)= mag 8 (z,y) # (0,0) et f(0,0)=0.

2) Caleuler I'ensemble de définition U de f.
b) Etudier Ja continuité de f sur U.
¢) Etudier la différentiablité de f sur U.

¥
d) Caleuler Z£ (0,0) et 2L (0,0).
- e) La différentielle seconde de f existe-elle au point (0,0) ?
2) Snit g l'application de R? dans R définie par ¥ (z,y) € R?
g(z,v) =2° +* + 3z9° + 62% — 6

Déterminer les points critiques de g et préciser I'existence d’extrema en ces points, ainsi
que le type d’extrema. 58
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ﬁ]i\;_l|u1||al|m“.| Boigny Abidjan Cocody Annde 2017-2018
matigues e Informatique

Licence 2
UL : Fonclions de plusicuts variables réelles
EC : Topologie et Caleul différentiel dans R"
Premitre Session . Juin 2018
Durée : 2 Heures.

Exercice 1 y
1) Dans R? muni de l"une de ses distances usuelles, on pose

! 3y 4
A={(z.9) €R ] lu—1]+|y+2 <9}, B={(m ) eR /V> z}

et

C={y)er [ |p—-1220u ly-1122} ok
La partie A, B respectivement C est-elle ouverte, fermée, compacte 7 Justihier votre

réponse.
i i
(On admettra que dans R? muni de l'une de ses distanc
2t distincte de R? ne peut &tre & la fois ouverte et fernée):

2) Soit D une partie non vide de R?. On note § (D) le -diam__ét-}'e de D.
Montrer.que si D est bornée alors D est bornée et § (D) =0 (D).

= i I '
3) Soent IF et F' deux parties de R" muni de I'une de ses'distances usuelles.

a) Moxntrer que si E C F aiafé .Eﬂ:‘ c ks

o5 {Gsuelles, une partie non vide

E

Il

b) Montrer que E N r
)

= B U F par passage au complémentaire.

"=l

¢) En déduire que E
Exercice 2 A & '
1) Soit g I'application de R? dans R définie par V (z,) € R
2
H |

9(a,0) = g 8 (29) £ (0,0) e 9(0,0)=0

a) Montrer que g est continue sur R%.
b) g est-clle dérivable en (0,0) suivant tout vecteur ?
¢) g est-clle différentiableen (0,0) ?

d)'Calculer ai—*g; (0,0)ct 5’55; (0,0).
2) Soit f I'application de R? dans R définic par V (z,y) € R2
[(z,y) =3 +9' = 2(z ~y)?

Déterminer les points critigues de / et préciser Iexistence g’

extrema s
que le type d’extrema. @ €N ces points; ainsi
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Hoh nih:*nmlic]lm: ¢

L-Boigny Abidjan Cocody Annde 2017-2018
-'"-f‘ltl:lrint

L h'.fummt.ique

Licence 2
ULS : Fonctions de plusicurs variables réelles
LC . Topologic et Calcul différenticl dans B
’ Deuxieme Session . Septembre 2018
Durée : 2 Heures.

Exercice 1

1 2 2 s i )
) Dans B? muni de I'une de ses distances usuelles, on pose

A={(=v) €® [ je+2+y-2 <4}, B={(mv) €R /= <Y}
ct :

C={(z,y)€B?/ |z-3|>20u |y — 5| > 2}

i ' : ifier votre
) La partie A, B respectivement C est-elle ouverte, fermée, compacte 7 Justifier Vo&
Icponsc.

(On admettra que dans R? muni de I'une de ses distances usuelles, une partie non vide
et distincte de R? ne peut étre & la fois ouverte et fermée).

2) Soit D une partie de R™ muni de I'une de ses distances usuelles. On note Fr (D) la
frontiere de D.

a) Montrer que DNFr (D) =10, .
b) Montrer que si D est fermée, alors D = DU Fr (D).
v -
c) Montrer que si D est ouverte ou ferinée, alors Fr (D) = 0.

3) Soient E et G deux parties de R" muni de I'une de ses distances usuclles.
Montrer que Fr(EUG) C Fr(E)U Fr(G).

Exercice 2
1) Seit f Papplication de R? dans R définic par ¥V (z,7) € B?

fan =20 6 @) £00) @ 10,0=0

a) Montrer que f est continue sur R?,
b) Etudier la différentiablité de f sur RZ.

2
¢) Caleuler Z£ (0,0) et 4 (0,0).
d) La différentielle seconde de f existe-elle au point (0,0) ?
2) Soit g J’application de R? dans R définie par V (z,v) € B2
9(z,y) =2 +¢* —dzy

- 3 . = LR es"de et' réc_ 3 = i y l |
DeterPis i pa e STV g et préciser existence d’extrema en ces points, ainsj
que le type d’extrema.
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Université Félix Houphoucet-Boigny Abidjan Cocody Année 2018-2019
UFR Mathématiques ot Informatique

Licence 2
UE : Fonetions de plusicurs variables réelles .
ECUE : Topologie et Calcul diférentiel dans R
ndme Session. Mars 2019

Durée : 2 Heures. (Sujet sur deux pages)

Exercice 1 (10 points) '
Soient A et B deux parties de R muni de |'une de ses distances usuelles. On note Fr (A)

la frontitre de A.

1) a) Montrer que AN Fr (A) =1
b) Montrer que si A est fermée, alors A = AU Fr (4)-

—T
¢) Montrer que si A est ouverte ou fermée, alors Fr (4)-= 0.

d) Montrer que Fir (C&.) = Fr(A).

e) Dans cette question ¢) on considere R muni de sa distance usuelle, et on pose

A=[0,1nQ.
Déterminer A et Fr(A).

2) a) Montrer que si A est ouverte, alors AN BCANB.

b) Montrer que si Fr (A)N Fr(B) =0, alors

i) ANB=ANB

o =] "—A-—.\
i) AUB=AUB.

Exercice 2 (10 points) .
1) Soit f I'application de R? dans R définie par ¥ (z,y) € R?

3 9
f(z,y)=my;T§2 si (z,y) #(0,0) et £(0,0)=0

a) Montrer que f est continue sur R?,
b) Montrer que f est différentiable sur R?,
c) f est-elle de classe C* sur R? ?

d) Calculer les dérivées partielles secondes d ;
f est-elle de classe C? sur R? 7 ¢ / au point (0,0).
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2) On veut déterminer les fonctions g : R? =+ R telles que :

gfm,y)w (z,y) =2 (z,9). (E)

8) Montrer que la fonction f définie au 1) est une solution de I’équation (E).

b) On effectue le changement de variables

L.

On pose ¢ (z,y) = (u,) et g (z,9) = G (u,v).

IIFE

=E-
T
T+

Exprimer Jo (z,9) en fonction de Jg (u,v) et J, (z,9)-
Que devient alors 1’équation (£) par le changement de variables ?

¢) Résoudre I'équation (Ey) obtenue et en déduire les solutions de 'équation (E).

d) Montrer que la fonction f définie au 1) a bien la forme, que vous avez obtenue,
des solutions de 1’équation (E).
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Université Pélix Houphonét-Boigny Ahidjan Cocody Année 2019-2020

UFRMI
Licence 2
UL @ Functions de plusieurs variables réelles
ECUE : Topologie et Ca]cul différentiel dans E"
Session Unique. Décembre 2020
Durée : 2 Heures. (Sujet sur une pagE}
Exercice 1 < ‘*-,1_ g ¢

Seit (E.d) un espace wdtrique. Pour tonte partie A de E. on pese -

tr(A) 4 er. 3 (.‘4} =

Soient A et B deux parties de E.
1) Montrer que si A C B alors a (4) C a (B) et B(A)C 8(B).

2) Montrer que A Ca(d)c Aet A c A(A) A

3) Montrer gue
a) st A est win ouver! wors A C a(A)

b) si A est un ferme alors 4(A4) C A.
4) Montrer qu'on toujours a (a(A)) =a (A) et (A(A)) = 3(A).
5) a) Montrer que si A est nn onvert alors AN NcANB.
b) Montrer que si .1 et B sont des anvorts alors o (A 0 B) = a{AYna(B).

Exercice 2
1) Soit f la fr.:-n-:tmn de:R? dans R diinie pour (r,y) € R? par
N 2
f{n :,;J (- -F‘—‘:J' sio(ry) #(0.0) et [(0,0)=0

ol A est un paramtye :evl;

.
\ i

a) Déterminer les valeurs de A pour lesquelles f est continue sur B2,
b) Déterminer les valeurs de A pour lesquelles f est différentiable sur B2,
‘c) Détm‘minw lt""i valeurs de A pour lesquelles f est de classe C! sur B2,

\

d] M-:mtrer qno si A= 1 alors [ est dérivable en (0,0) suivant tout vecteur sans étre
d1Eérentlabie nn Ge point.

2) Smt. g I‘a.pphml.l;mn de R* dans R définie par ¥(r,y) € =

y . T— \ gy = (o - ) ol-=- F]_

Déterminer les ponts critigques de g ¢t precser Uexistence d’extrema en ces ficiiits, algsi
que le type d extrema. '
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Université Pélix Houphouet-Boigny Abidjan Cocody 2020 — 2021 e
UFR. Mathématiques et Informatique ; o

Licence 2 o
UE: Fonctions de plusicurs variables réelles .
ECUE: Topologie et Calcul différentiel dans R"
Premidre Session. Aoft 2021
Durée: 2 Heures. (Sujet sur une page)

Exercice 1

Dans R" muni de I'une de ses normes usuelles, on considére une partm A

On note §(A) le diamétre de A de Fr(A) la frontiére de A. On note || || 1a
norme de d la distance associte.

1)a) Montrer que si A est bornée, alors A est bornée et (A) =

b) Montrer que si A est bornée; alors A est bornée et 6(.4] < 5{3}
A-t-on 'égalite ? justifier votre réponse.

2)a) Montrer que Fr (z’.) c P -.-;(A). A-t-on I'égalité 7 Justifier votre réponse.
b)Mentrer que Fr(A) C/Fr(A). A-t-on I'égalité ? Justifier votre réponse.

3) On rappelle que

Ve,y €R", [z, y] = {z€RY/31€[0,1] : 2 =(1 = t)r + ty).

On dit que A est convexe si Ya,y € A, [r,y] € A.
a) Soient @ € R™ et » > 0. Montrer que - B(a,r) est convexe.
b) Montrer que si A est convexe, alors .ri CSL Convexe,

¢) Montrer que si A est convexe, alors A cst convexe,

Exercice 2
)Q} Soit f la-fonction de R? dans R définie par (z,y) € R? par

f{a.,y)—*cyc.ml—{—}]m::+u-,£ﬂct._."[zJ} Osiz4y=0.

a) Etudier la continuité de f sur R2.
b) Etudier la difféerentiabilité de f sur R
c) Ga.iculer les d&nvées partielles secondes de f en (0,0).

293 Scut g i’Apphcatmn de R? dans R définie par V(z, y) € R2
qlx, y] —2x(e¥ — y+1]+e2’-‘+{y—1}-
Df:termmer les points critiques de g et préciser I'existence d'extrema en ces
points, ainsi que le type d'extrema.

T L 381

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

03/12/2021

LA REUSSITE, MON IDENTITR

Université Félix Houphouet-Boigny Abidjan Cocody 2020 — 2021
UFR Mathématiques et Informatique

Licence 2
UE: Fonctions de plusicurs variables réelles
ECUE: Topologie et Calcul différentiel dans R"
Deuxiéme Session. Octobre 2021
Durée: 2 Heures. (Sujet sur une page)'
Exercice 1

1) On considére R? muni de 'une de ses distances usuelles. On pase

A= {(z,y) e R?/(z—1)2+(y+2)? <4}, B= {{m y} eR2/z>0ety > 0}
et C = {(z,y) €eRY/|x+1| > 5ouly—2| > 5}

La partie A, B respectivement C est-elle ouverte, fermée, compacte ? Justifier
votre réponsc,

(On admettra que dans R™ muni de I"ine de ses distances usuelles, une partie
non vide et distincte de R™ ne peut étre ouverte et fermée).

2) Soit D une partie de B™ muni de 'une de ses distances usuelles. Montrer
que Fr(D) c Fr(D) et Fr_(ﬂ) C Fr(D).

Donner un exemple on les inclusions réciproques sont (ausses,

3) Soient E et F deux";ia.rhies de R™ muni de I'une de ses distances usuclles.
Q [:]
a) Montrer que si & C Falors E C F.

}o

e g @
b) Montrer que ENF=ENF.
c) En déduire que E'UF = EUF par passage au complémentaire.

Exercice 2
1) Soit J la fmmtmn de JR? dans R définie par (2,y) € R? par
flz,y) = [ }]513'5‘!!?‘50@!1.1‘('61;} Osiz+y=0.

a) Etudier la continuité de f sur R2,

b) Etudier la différentiabilité de f sur R2.

cj“Ga'El_cu}er les dérivées partielles secondes de f en (0,0).

X 2}_Suit g 1='app1ica'tion de R? dans R définie par V(z, y) € R?

w

gz, =(a? + e’
Déterminer-les points critiques de g et préciser

'existence d’e
xirema en ces
" points, ainsi que le type d’extrema. .
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EXAMEN DE TOPOLOGIE ET CALCUL DIFFERENTIEL SESSIONII
2016-2017 h ey,

N
2,

Exercice 1

Soient N et v définie par ¥(z.y) € R

N(I: ?,"} = SUhen27] xcmt+ysint I R
v(z.y) = supepy |(1-z+ty| - 7

1. (a) Montrons que N est une norme sur R?.
V(z,y) € R?, N(z,y) = supieo2-) | Tcost + ysint |

* Soit (z,y) € R? _—
Yt € (0,27],) zcost +ysint | < |z |+ | v |
Alors I'ensemble {xcost + ysint / t € [0,27]} est une partie
non vide et majorée de R, donc admet une borne supérieur
dans R. De plus 0 < | zeost' +ysint’ | € supepan) |
zcost + ysint |
Par constquent N(z,y) € R2.

o V(z,y) € R N(z,y) =04 | zcost + ysint |=0,V! € [0, 2n]
l=0=2=0t= 3 =y=0
Alors N(z,y) = 0= (r,y) = (0,0)
Réciproquement (r,y) = (0,0) = N(x,y) = 0.

o Y(r,y) eRYASR,N(Mz,y)) =|A| N(x,y)

o Y(z,y),(z,y') € R: VI € [0,2r),

V(& +x)cost+ (y+y)sint | < |zcost+ysint + |z cost+y sint
| zcost +ysint + [2'cost +y/sint | < supieppan | zcost + ysint |

+supiemas 2 cost + 3 sin i
SHP!E[UJI’} l {1' 4 II] cost-+ (F‘Fy!]sm! I S "‘tuplfiﬂﬂ::} | mcost + !.Hiin!: I

+8UPicoon) = cost + 3/ sin i

Done N|(z,y) + (z'y)] £ N(z,y) + N(z'y).
Finalement N est une norme sur B2,

(b) Montrons que v est une norme sur B2,
Méme résolution que la question précédente
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2. (s) Montrons que N = | o ¥(a,3) € %, (a:)ll = V& +9°
Y(z,y) € R? N(z,y) = supiepan | TCOSE+ ysint |

T = rcosf
{3;' = rsind avecr € Rt et 8 € [0, 2::1']
Alors | zcost 4 ysint |=r | cos(d —t]|<r,*v’t€[[12-r]
Sit =8 alors | zcost + ysint |=r = &2+ 9

Donc supe(ozn | @ cost + ysint |= /27 + e

Ainsi N(z,y) = ||(z, )|l
(b) Montrons que v = || ||0 V(z, ) € B2 [[(@ W)l = sup(l 2 | ¥ |-

Y(,y) € B2, v(z,y) = supepyy | (1 - )z +ty |
Soit f(t) = (1 = t)x + ty, ¥t € [0,1].
f'(t) = y — = qui a un signe constant.
Alors f est croissante el ou décroissante.
Donc v(z,y) = sup(] f(0) |,| S(1)]) = sup(| = |,| v |)-
Ainsi v(z,1) = ||(z;y)ll
(¢) Déssinons la boule ouverte de centre (0,0) et de rayon 1 pour la
distance d associée A la norme ¢
Y(z,y) € R%, 02, y) = |l |l
Alors(z,y) € B"((U 0),1) « sup(|x||y]) <1
@ x|+ |yl
(d) Demontrons que N et i sont équivalentes
o YV(z,y) eRLa? <P 4= o | < a4yl
De méme |y| < i +y°
Alors sup(| = |,y |) < v’-i'" + 4

Done v(z,y) £ N(z,y)

-Slmrp|£l|y|]-|3: alors |y| < | z| doney? < 22,
22+ <2 = V= V2 |z |= V2sup(lz ||y ))

De méme si sup(| z |,|y|) = |y | alors

22+ < V2sup(|z|,| y])

. Donc N et v sont équivalentes.

3. (a) Montrons que Ye >0, B(z,£) € By(a,r).

x4
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: ..
!z' :R-‘x gy
A \“"-..
SoitY=x+ §.%2 ; y-x=§ %o ‘.M__“‘x__‘\
o IX-Y]|l, = 3 <e=Y € B(X,g) J._.._-'
o ||Y—al,=r+5>r=Y ¢Bla,r) = !

(b) Deduisons-en que By(a,r) = Bla,r) dans (B2, || “2) Sclt A
pra— — :
By(a,r). Alors X € By(a,r) donc || X —al; <7
* Si||X —al|, <ralors X € B(a,7)

e
Or B(a,r) C By(a,r) = B(a,r) C By(a,r) car B(a,r) est un

ouvert.
]

——
Alors X € By(a,1).
o [[X—a|l,=r alors V,e >0, B(X, E} ¢ By(a,r) d'aprés a)

..._-"h_-..‘ ’..-—f\l—-\
Donc X & By(a,r). Finalement By(a,r) = B(a,r).

Exercice 2

Tty

fay)i= W ST g 9% si(2,y) # (0,0)
£(0,0) =<0

1. (&) Mnnt.rons que f est continue sur. 2,
T est continue sur B* \ (0, 0) car son dénominateur ne s’annule pas

en (0,0).
: Etude en (0,0) -
i Az = rcosh
-f’?éons { y = rsind e R.
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Quand (a,y) = (0,0),r =0

. . 3(cos sin ) r?(cos? § — sin? §)
limeao0) f(x,y) = limgpao r*(cosfsin 72 (cos? 6 % sin’ )
— lim r2(cos@sin8)(cos’ 8 —sin® §)
r—l
- Jr (U,U)
Par conséquent f est continue en (0,0). -
Conclusion: [ est continue sur [R%.

(b) Montrons que f est différentiable sur R?. W
P, = zy(z? — ) est une fonction polynome différentiable sur R?,
Py =2 4 4* est une fonction polynome différentiable sur R2\(0,0).

donc g = % est différentiable sur RB? \ (0,0). .

Etude en (0,0) : ’
f est différentiable en (0,0) si limng—0e(H) =0

ey ==+ H }|‘| - I(IIU} — LU e B = (i K) 6tita = (0,0},

£y = h2L Sl (SHOOROIQD) _ iy T0) — F0,0) _

z ay I ‘Or r—l oA
af(u’u} - ].lm f{u|1") —'f(ﬂ|0) =0
ay - =} i .
= L{H) =0 6t (&) = /0,0) =0
e(H) = T
hk(R2 =k 1 hk(h* - k?)

MR T (i (Rt )

0

-

Calculons lim (H)
H—(0,0)

I

T cos @ quand(h, k) — (0,0),7 — 0

4 0
PR r-sin f feR.

|k
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.rfjf."'_"'"
r"t:‘_-l
£ Ls
T i r2 cos 6 sin B(r?(cos® 6 = sin® )
{h,k)]ﬂ%u.u}E{H) = lim (r3(cos 0 + sl 9)5‘)' N
4 SR
= L cos B sin f(cos® §— sin® 9) e
= lma rcos 0 sin B(cos? § = sin 9)
= 0= f(0,0) donc f est cllﬁercntlable_en (0.0)
Conclusion: f est différentiable en sur R? ; |
(¢) f est-elle de classe C'sur R?? - “\
8f(x, -
*‘[E"'Eﬂ = ar[-"-'lf —r;—) 5 i &
- 2oz’ +y°) — 2z(x —yl)
= ¥y m + Ty (.’I.'E + y_-z}g
. 2 g ul Iyﬁ
= (mz—v {z+v1”+z(47'u }
1 (2 + 9%)?
B :r2 -yt 4 47y’
~ Vgt e
Of(z ) 3 A |
e = ey hrh) |
_pxt—yt (=2(a? 4 ) = (0 - ) (2y) X 3y
-—'xw'i,*,u‘z l:‘ﬂ‘_}.yﬂ}'&
=y (=dx?y)
~ g\ )
- :-':2 -y ary
= A +y? (J'?‘Fb'"}?
Les dérivees partielles de [ par rapport & x et y sont des fonctions
continues de B?\ (0,0).
Etude en (0, 0)
d
Ca]mllunsa lim /=, p‘] lim M
(rw)=(00) O tml—»wm dy
Posons { * = rUe fekr
‘ﬁ y = wvsind Quand(r.y) = (0,0),r — 0.
- 87
BEESSS - — . __A

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

LA REUSSITE, MON 1pgy
03/12/2021 TiTg

af(x,y) o et 2(cos? § — sin’ ) 1% (cos? #sin® ¢ ]
R i e 12(cos? f + sm’ 8) (@ [cnsif + sin 9}2)2
= limrsi 1!‘:'[(:05":‘? —sin?0) + 4r cos’Gsin* 0.

afey) _ ,_
5 = ﬂ—f(ﬂl.ﬂ)

2(cos?§ —sin®0) 4'?‘5 sin® f cos® §

c'i‘f{é%l = hmrlcnsﬁ ) S
- liy |

afmy) o oo R

_5!— = D—f(ﬂ,ﬂ}

r|l ! ]
Les dérivées pa.rt:el]es premzeres sant conl;mues en (D 0). Par con-
I
séquent g est de classe C*.

(d) e Calculons les dér;veea secondes de f au point (0, 0).

&£(0,0) | ey
__5‘;{:_ = lim —& =
f 821(0,0
9*£(0,0) i i{r‘n' __E}%l __ﬂﬂ_l &
oy i 9f(z.0 y&ﬁﬂ 0)
a2 | =)y i ;
f{oﬂ) = ]iln ¥l dy =-;I-=l
dzdy. r* @ %
asz ﬂ] f{ﬂ'ui [gn 0) -
= Iim —es__ B Y g
A - dydzx y=0 y y
t f est—ei]e de c:]as.-,e c?
: A10.0) _ , 40.0) _
OBy dydx

J Alors f n’est paside classe C2. Sinon on aurait | égalité d’aprés
4’ 7 le théoreme de Shawrz.

~

2 (B) ie % (z, Ir’)+:-?§‘3[3: y) = 2¢9(z,y)

Scanné avec CamScanner



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

LA REUSSITE, MON IDENTITE

03/12/2021
-l-,.l".--'. T ",
l“' d
(a) Montrons que [ est une snlutinn de Pequation (B) B
Df(e. FLIT e T
”Iﬂ:_ = L" ;,l,FJ +‘1.:1:4 1,2}1 .o
N - 11
| MRR = b Ay b,
T—%—E—H} _ﬂilﬂ = irj;}-{;’q -+ l'?g-:%}'}—‘ f: H"}T—E“i.' L:J+#'J
a —1[&.21 .i..y ﬁlnm — QLH _.l_ﬂ:ir["l —-_ Zfl{:.'b J) > -
i

done f est soluton de 'équation (£). , .
(b) On effectue le changement de variable suivant: - . /’

[}

On pose ¢(z,y) = (X, Y} ot q{m, } G ?]

HH,IH:

-I—J

Exprimer Jy(; ) en fonction de Jg(x,v) et Ja(z,y)
On sait que g(z,y)'= G(X,Y) = God(z,y) ot ¢(z,y) = (X,Y)
Alors Jy(p 0y = Ja{x ) X otz

Dedmsnns en —"'—@ﬂl et —"’—r[;,%!"-

g, Ef) g(xa) ‘eaxyy 9g(X,Y) = ’{/
oo, )N X T oy or
e'J v e > Y

43y
Tans};brﬁbns léquét.i'cu (E) en une équation (E;) n’utilisant que
les dérivées part:eiles

" Ona - donc: '

iy 3G(XY (X L GXY)

.,a;}?aﬁy) ) 3G(§ R, 3}? 5G§ Y) gf

& 5,

."‘. Gy
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dg(x, v) y 9G(X,Y) L 96X, Y

: i :
w8 gafd ) 1ac;xf>/} G x,}}f/}

5 . &  BX 5}’.
dglz,y) _ y 9G(X, Y] LOC(X,Y) Y)
ki & FacXy) pod at;?fy}f

e T BX

Finalement, on a:

Aol
dg(m,y) _ 09(Z.9) _ )
‘Bg(x;'-i.e) ééftﬁsfif]-t 2alz
=T e +Y .ay : .._!}(1'}5’)
{?G(X T
oY li |-

= & YEzuEy  (B)

¥
i

= (@t ) o1 = 2905 v)

(c) Résolvons l?équ_ation (E,) obtenue et déduisons-cn les solutions de I'équation (E

36’ 2 EG 2 J9G 1 2
p ay—:?‘"‘ o TP rETY
§ B_0, G = ZoY = |G| = 2Infy|
"{'-'."‘” 2.5 Yiank G 2 H
= |G| =n|V?| = |G| = Y2.k(X) = G = k(%)(2 + y)?
/ \Alors G(z,y) = k(Z)(z + ‘.U)z

(d] Montmns que f a bien la forme

Comme f est solution de E alors: f(z,y) = k(Z)(z + y)?

- fc(;) ¥f(r,y}

Pt iz z? — y? e 1
© e ¢ wn:2+y2 (@ +y)?
NSy _ s
b W 21+ %) G+ Dy
-\\ ".. ._\: - - y 1 = E:- o l
. z1+4  (1+Ip
| - X J1-X
s B, k(X =
(X) I+ X7 ‘13X
On en deduit que| F(X,Y) = k(X).Y? |
390
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[TOPOLOGIE ET CALCUL DIFFERENTIEL] .
SESSION 2 LICENCE 2 o

T |

Erercice 1

7 o W A
a(A) = A et B(4) = A Y
Soient A et B deux parties de E.

1. Montrons que si A C B alors a(A) € aB) et B(A) C B(B).
Supposons que A C B .

.ACB=ACB=ACcE=a(A)CaB)

.ACB= Ac B= AcB= B(A) c B(B)
a ,'ff.- il . i
2. Montrons que A C a(A) C Aet ACH(A)C A, ona:

AcA= ACH. (1),

AcA=AcA=A=4AcA (2
De (1) et (2 ona: ACACA= Aca(d)cA
Done f‘i CC:I:A} cA

cA=AcpA) (1)

S a2 o/
On afaussi : A CA= A

= - = -
L — . -

3cA¢EtE¢mMCE(ﬂ
“De(1) et (2), ofva: A € (4) C A

3. Montraﬁs:que' :

39l
YVALIDEUR LMD :Conseils-Sujets d'examens-Corrections

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

031272021

&
%

‘I

4.

~

LA REUSSITE, MON IDENTIg

a) Si A est ouvert alors A € «(A) .
A ouvert, alors A = .;1:, o AcA=AcA=ACA= Aca(A)

b) si A= A alors g(A) C A
AcA=AcTA= pA)cAor A= ADonef(A)C A

On pourrait aussi faire une déduction & partir du 2). On sait que
Aco(d)c A i
Comme A = j, en utilisant la prémiére inclusion, on a : Bk -
o(A). ) &

De ménic A ¢ A(A) ¢ 7 uniforme B(A) c A= Adonc f(A) C A
car A est un fermé. ey

Montrons qu'on a toujours a(e(A)) =.-&_{A) ét ﬁ[ﬁ(A}) = fA(A)
D’une part o(A) est ouvert.done d’aprés 3 a) a(A) C aa(A)) (1)

D’autre part, AC A= o(A)CA=al(A)CA=4
o S —

= a(4) € A= ala(A) € a(4) (2)

Aussi (1) et (2) nous donie afa(A4)) = a(A)

D’une part 3(A) est fermé donc d’aprés 3.b), on a :
B(4) © A= B(BA)) € A(A) (1)

D’autre part, On a : A'C §(A) d'aprés 2, on a :

= A=Achn
=4 A, 4
= A'C B(A) = B(A) € B(B(4)) (2)

Donc de (1) et (2) = B(B(A)) = B(A)

5. a) Montrons que si A = Aalors ANB c AN B

o

Test-un ouvert) et alors BN B(z,7o) # & car z € B. D'oil

.

Soit.z.€ AN B. b
r€ANB =12 € Aetx € B. 3 doncry tel que B(z,20) C A (car A

&
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B(a,ry) n (AN B) = (Bla,re) N A)nB
— B{ﬂ.‘,i'ﬂ} ne E-"- %]

S.Suil. " > 0 queleonque, ' .
i ST Bam) € Ble);alors on a s B(z,n)n (AN B) #0
B(x,r) n?ii (%,70) € B(x,r); alors, on a : B(z,r)NA =
AN AN D) = B(a,r) N B # & (car x D)

2 st :»[}B(n:,r)ﬂ{flﬂﬁ)#Qﬁd’m‘tm&-‘{”]3- -
nresuméVa, v e ANB = » €ANB; Don ANBCANB

On peut mé
s peut, IIIL:IIC donner un exemple dans R oil cette inclusion n'est pas vérifice
rsque A n'est pas un ouvert,

Dans R soit 3 réelsa < b <e.
Prenons A =la, b] non ouvert et B =|b, c).
Ona: ADE‘ =la;b] N [b; ¢] = {b}.

NB =8 =g et il n'ya pas inclusion

B(x, 1) ;-done

b) Montrons que si A et B sont des ouverts alors n(ANB) = a(A)Na(B)

Soit 2 € a(AN B)

T €a(ANDB)=a A) T € alAd)Ne
soumeﬂm})naiﬁjf*{_“t*‘EaiﬂH €a(A)na(B) (1)

Ezxereice &

s -+ |
—_— ) i
VaT 4yt 4 22 |

1. Caleulons (e ;.’.;f: llﬂ;ﬂ'.ﬂ] f (2,3, 2)

flz,y,2) =

[ @@= Rcosfleosp
Posons ¢ y =Rsinflcosp 0,0, R € R.Si(z,y,2) = (0,0,0), R = 0.
z= Rsing
2t +y2+ 22 =Rie /P +yT+2=R

193
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rtatr

im  f(x,y,2) = lim ((cos B cos )" (sin Ecusg)"'(sing}'}
{w,2)—(0,0,0)
= E'.'mR"“*‘" =1 ((cos B cos p)? (it Bcos{p)‘(sm ©)")

= R“({cc-schsga}*’(smﬂcos:p}q{mnqo) }avecq PHa+r—qs

lim = P
{z,y.z}-—}{ﬂ,ﬂ,ﬂ}f(z‘ Y 2) 0 b iy
2. Soit g(z,y, 2) = az + by + ¢z + [a|Ply|"|z" \ \Tf ™

Montrons que g est différentiable en (0,0,0)

e() = o+ H) ﬂ ;‘E?ﬁn] — L(H) avee H = (Js, hay ha) et

Bl a' (0,0,0) 8¢(0,0,0)
8¢(0,0,0 .0, < 99(0,0,
L{H} = LUII;-":Q, hs) = h.] g{az . } <+ .’12 y By + -’?-3‘—__"‘33

ag(ulﬂln) - Hm-g{m'iﬂ!ﬂ} = g{u: 01 ﬂ} il ”mEE =a
dz z—0 i) ;]: .
dg(0,0,0) . g(0, y,ﬂ] q(ﬂ 0,0) by _
= lim .’.tn =b
5’ ],I'—“:i p=+0 y

Yy
290.0,0) _ 5, 0(0,0,2) 260,00 ez

i)
& L(H) = ah; Ty g(ﬂ,ﬂ,ﬂ} = u
g(H) — L(H) _ ahy + bha + c3 + [y |"|ha*|hg|” = (aliy + bhy + e hy)

e(H) = =
(#) =] V)2 + (hg)? + (hs)?
hy |Plhal9)]
lim e(H)= in Y PN = () d'apres In
(z,,2)—+(0.0,0) (2,2)(0,0.0) \/},1)9 + (h2)? + (h3)?

question 1. Par conséquent g est dilférentiable en (0,0,0),

3. Soit h(w,y,z) =2y + (2® —y*): - 4z
Déterminons les pomt.s critiques de h

:———:1;:” zi Exy + 21z
!' :"':'I yi |} A 2
P 5 (ﬁy } y.?: yz
“Oh(z,y, 2 & 5
55 =g -y —4

Qya’—2z=0 =

4 ﬂ““ 22y® + 25z =0 y=—z
-2 —4=0
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. N
/ %“. . - ) \l-.‘_“%‘. J
Les points critiques sont : A(2,0,0) et B(—2,0,0) - % -
.a'“"_'“'""“k b '
Soit H la matrice ;:le h telle que : : -
a'r. zyz) O hszifﬁl aﬂn;: H.zl %P + 2 Elzz“;\ 2.;
H= &’h!mﬁz! iz, F.zl h;:r! )| e H= %y 252 — —2y
hiz.yz "ha'gfc W.z) B’hitéz! - 291' _.zy‘;‘h». -0
W!?’a”_l iz EE N £ /
* Pour A(2,0,0) \-‘\“
“"*-,-"
00 4 e
H=|0 8 0 A
400
' : 0 0]
Les mineurs principaux diagonaux sont :Afy; = [0] = Oet Mz = |5 ol =
A 2o :
Oet My=|0 8 0|=-128<0
4 00 Fo
Par suite, on en déduit qu-:- le point A est un point col,
* Pour B(—2,0,0)
4 x,-: S 00
Les mmeurs_-pnnc:paux.;ghmgonnux sont :My = [0] =0ct My = 0 &=
o 0 —4
0ct M= 0.8 0|=-128<0
z’ 3 -4 0.0
Pa:isulte. on en déduit que le point B est un point col.
B
\_‘ {
& &
o - !f{.'
395
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Exercice 2
flz,y,2) = ngig el pqdr > 1
1- Caleulons lim,, 000 f(2, 9, 2)
* = Rcosfcosp . A4
Posons ¢ y = Rsinficosp 8,0, R € R.si (z,y,2) = (0,0,0),E—= 0.
z = Rsingp :
P+ +2=R & Va4 y? 4 22 ‘—-—Ru_h
)y b || "...-rr"_'__ﬂ
R.F+l]'+r
@%ﬂ—*(ﬂﬂﬂ}f{ Jh2) = Ilm E(cm-. B cos rp}p f:smﬁ"cos f,a}"(sm w)")
= lim RPYgir= 1({5059005(,0}"(;?1!9(:0559 )(sing)")
_P
= R"‘{(ms&cus:p] (31118-::05 tp] (sing)") avecaa =p+g+r—1>0
= ' i
T, Y, R /
{:,y,_}—k{ﬂ 0,0) f( y z] - W -~:;-\___% A/«’:
-

2- Soit g(z,1,2) = a:c,-f-b@,r +.;;z 3 |xlﬂjy|q zlr
Montrons que g est dlﬁér&ntlah]e en (D 0,0)

L(H) = L[h;,hg,ha) = hy Bﬂ“”‘” + hﬁﬂﬂﬂﬂ 4 g 200000
PO _ fiy , ﬂ—#-ﬁ-—l —lim, 0% = 5

94(0,0,0) 0.0 —3(0,0,0
dy BF oy

= hmy_, =lim, o %! —h

. —ai{0,0,0) 4
4 34(0.0.0 = hm;—,ﬁ E@.Mﬂ__ ‘_lll'ﬂz_,ﬂ Cz__z —=p

iz

4 L(H) = ah; + bhz + chy et g(0,0,0) = 0
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(1Y = QD=L ahytbhgdehy b [l |9y = Gy Ly teha)
{ ] ‘ﬁ‘ml \/{’HT‘ g ) )

I TR L

g )4 (e (ha)?
tion 1. Par {-[H'IH{"‘H'III'II'” I 08l '.'“”'I,"I'{"Ili.illi.'lll" on (,“IHIHL

]i“"{-f.!r.rj—h(ﬂ,n.[!] {‘(”:} 1“”{-1'&-!]' H,0,0) = 0 d'npres ln ques-

3= Soit by, 2) — oy 4 (02 = )z = A2
Déterminons les points eritiques do |
8 loy & eritiquoes de b
Oh (i,
:’;'"(3',;""31 = 2wy? 4 2w
.y F
.._.!‘Lmlﬂ.lil | 2.“_112 - 2z

Oh(r) 42 ol b 4

e

'25“:‘!2 4 22 =) ';,r"‘ S
2yt — 2z =0 S {a?=:
::-2_..”2__,4 =0 4% =yt =4

Les points eritiques sont A(2,0,0) et B3(-2,0,0)

Soif. 1 la matrice de h telle que

P hlaarz) 00 egz) e . o ’

Mairn" , mf;{ﬁuﬁ ‘}- ;‘?{%ﬂ"i 2% + 2y day 2%
] (aty), (a8 oy, 2 : = A pe e
M- Dt Iy ol e = lay 2% -2z =2y

2 hfepz)  0h(ng.e) n‘l"".hﬂ-.y. 1) 2r - 2y 0

drths ihtls (e
* Pour A(2,0,0) -

00 4
He | & & O
4 0.0
Les mincurs 1ﬁ*in;tipmlx dingonanx sonl :My = |0] = 0 et My = | :: (B] | =0
00 4
ot My =4 0,8 0| =<128+< 0.
40 0

Par suite , on en déduit-que le point A est un point col.
* Pour B(-2,0,0)

0 0 44
H="]. 0. 8270

-4 0 0

397
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Les mineurs principaux diagonaux sont :My = (0] = 0 et My = | ;

0 0 -4 |
etMg=| 0 8 0 |=-128<0
4.0 0

Par suite , on en déduit que le point B est un point col.

398
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[CORRECTION DE L'EXAMEN DE TOPOLOGIE 2018-2019_SESSION 1]

Exercice |

On pose V(x, € j2 _ |x?, y? P . ‘l =
J V)ER .N(x,y)— ’—;'FT Uk ~
1) X \
J a) Montrons que N est une norme sur RZ,

* Montrons que ¥(x, ¥) ER? N(x,y) eR"

Vx,y) ERx2>0ety? >0 =§+-’-;i:_= 0

. xZ yz =
’_,_ AR &
! ] - 9 * 4 :

= N(xy)=0
Donc N(x,y) € R+

* Montrons que ¥(x,y) € R% N(x,y) = 0 & (x,y) =(0,0)
I * Supposons que N(x,y) = 0 et montrons que (x,y) = (0,0)
Nxy)=0= (212
LB Lo
] =?t7-°
4
X ¥ =
+(5) +(5) =d
1 1.4
3x=0etsy=0
=ax=ﬂer.y=[)mr%=t[)et§:0

d'ou N(x,y) =0 = (x,y) = (0,0)
Supposons que (x,y) = (0,0) et montrons que N(x,y) = 0

(x,y) =(0,0)=2x=0ety=0
2x2=0ety?=0

1 1.4
HIx= Uet;yé 0

~

L] Mﬂllh'éz que V(I;J’)E'Mz et € Rz*”[‘q‘{xﬂy.]] = 'AIN(I;}')

. 2 2
Ona: NAGY] = NOxdy) = [EE+ BT g 24 2

Donc 'N[Afx; )] = |AIN(x, ), ¥(x,y) € R? et A € R2

 Montrez que ¥(x,y) € R* et V(x',y") € R?, N[(x,¥) + (x',¥")] < N(x,y) + N(x',y")
Ona:N(x,y) +N&.y") = N[(x+x),(y + )]

=J§(I +x’}2+%(y+yf)z =Jex+%r‘)z+ Gy.p.:.yr)z

]
1
I
1 PNy
I
I
I
l
|
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D'aprés I'inégalité de Minkowski, on a ;

Pour n=2, 'inégalité de Minkowski devient :
J@ ¥ b2 + (a; + )2 < Ja? +aZ +4/bf + b . Donc

. 3 {xi}: {_y:_]i
N[(x,y) + (x',y)] = J(§x+§x') Gy+3) J— S
=N(xy )+ N(x',¥")
e Donc V(xy)€R?etv(x,y) € R:N[(xy) + (Y] < NxY)+NE,y)
Conclision s Nest bne norme sur R

b) Montrons que V est équivalente 4 la norme équivalente,
N équivalent & N, si et seulement si, ona:

aN;*:N*‘-‘.ﬁNz :
* Ona —{ max(- -) donc -;{ max(; i):’fz @
* Ona -ﬂ:max& —) done L't:maav:(- f)yz @
D@~ 4% <man(L st samen (1)

< max (E,;) I:J.'z + }‘2)
< max@;,i-) No(x + y) (»+)

. 1 1 1014 x* " 1 1 ]
- a - (_ _) —_— (_ -
On a aussi 7= min a's donc g = min 2’% X @

1 i 11 y? i 14
* Ona ;2min (;,;) done = 2 min (;,I)yz @
2 F
@D =5 +% 2 min(5,3) Na(r ) (++9)
D’aprés (*#) et (*+x) on en déduit que
i 11 11
min (3,;) Na(x +y) < N(x,¥) € max (-5,:) Np(x +y)

Conclusion : N et N, sont équivalente avec & = min (- —) et f = max (1 ‘)
4

¢) Désignons B¢(0,1) par la boule unité associée
Ona:(xy) €B,(01) & N(xy) <1

Xz y2
i &
= + : <1
X 2 - . § .
e & < 1 est une équation d’une Helipse de centre (0,0) et de rayon |.

1
x=0=2y2=12y=20uy=—2

1
y=ﬂ ﬁ'éxZ:l:I:EO-ux:__a

Représentation

<00

—
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v

-
\

Y

r
¥,

2)

a) montrons que B;(0,1) = B(0,1)
Montrons que B(0,1) C B7(0,1)
Yx € B(0,1),llx—=0]| <1
On sait que B(0,1) C B;(0,1) = B(0,1)C B;(0,1)
Comme la boule B,(0,1) est un fermé alors
B(0,1) C B;(0,1)

Montrons que B,(0,1) CB(0,1)

Soit x € Br(0,1). Ainsi ona lx=0]l <1
Si|lx=0|l<1= x € B(01)

=X E B(l},ﬂ
Si |lx — 0]| = 1 alors posons X, = (1 -%) x

Mentrons que X, € B(0,1
1y — 0l = || (1 =2)x=0f or (1=3) < 1etlix -0l =1

——

X, =0l <1 =X, € B(0,1) C B(0,1)
= Xy € 5(0,1)
Montrons que (X, )nen cum'cligc vers X.
b 1 =2l = tim_[[(1==)x =]
n=++00

s
= lim =[xl or [|x]l =1
n=+oon

= lim==0
n—=+mn
lim || X5 = xll =0
=+ 00 e S sy
d'onx € B(0,1). Donc B(0,1) CB(0,1)

(X, )nen CONVEIge VErs X

~ Conclusion : De tout ce qui précéde B,(0,1) = B,(0,1) et la distance, on a N équivalent a

. d.alors d’apres le cours (R?, d) est un espace complet.

Exercice % n
[ =5 S @N=00) et £(0,0) =0

23 xy
) [(aY) =gt
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¢ Déterminons 'ensemble de définition
Dy = R2\((0,0)).
Etudions la continuité sur R*\{(0,0)}.

En (0,0)
¥ (x) =
= e
-:rr:-—-tnn)f (xiy) = (,}Lm,x: i
3
= lim —=—
{(xy)=(0,0) ¥*+Y

Posons x = rcos(8) et y = rsin(8)

" (rcos(8))?
(x.y }-{0 UJf(x )= !-‘EA (rcos(8))? + (rsin(6))?

=i 3
m rcos*(6)

Ona |rcos*(8)| < ror lin%r =0

LA REUSSITE, MON IDENT T

Donc (”I::m f(x,¥) =£(0,0) = 0, f est continue en (0,0).

=(0,0)

Posons fi(x,y) =

2+1

f> est une fonction exponentielle continue sur R2.

et f>(x,y) = e*,f; est une fonction rationnelle donc continue sur K2,

Conclusion : f est continue sur R?\{(0,0)}.De tout ce qui précéde on en déduit que f est continue sur R?,

b) Etudions la dérivabilité en (0,0).

f est dérivable en (0,0) suivant tout vecteur v si et seulement si : %iné(

Soitv = (1?1,1’2) &= (0,0)

lim

t=0

t t2(vi + vd)

e (f((ﬂ-ﬂ) +v) f{(u,m) %
£-(0,0) 4

t
soit v = (v, v) = (0,0)

(f[({l,D) + z_(an) - f((ﬂaﬂ))  lin (g) = lim0 = 0

lim

t—=0

Conclusion : f est dérivable suivant tout vecteur.

-::) Differentzablc sur R*\{(0,0)}

f(x }'l] 2+ 2 HVECfI(I J’) IE-E !Elfz{xr}') =g
fi est une fonction rationnelle donc différentiable sur RZ.

f> est une fonction exponentielle différentiable sur R2.
Conclusion : fest différentiable sur R?\{(0,0)}

f{(0,0)41v)=r((0,0)

(f{{ﬂ ,0) + tv) - f((ﬂt})) : (c'-‘u e”vut-:)_ " (tu 3ot v.v:) '
=l t=0 \ (vi + v?)

)
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n (0,0)
1
R = —_
‘W) =V +m) = fa) - n, 2 00, -gi;(n.o}]
x3exy
£Gay) = 'z‘I‘z‘ st (x,y) = (0,0)et £(0,0) =0

'y

af
= (0,0 = 5 f{x,0)-f(0, 4 -0
o= (320

x=0

af
5‘; (D.U} = |

af ]
== (0,0)=lim (LOx)=rc00)\ ,. (320
oy (O0)=lim (B0 (512

af
F_—E (0,0) =0

hiemahz

— h-lh.
2 (-
hi+h? € 1

E(-’I) =

hy] avec
hZ4n2 1]

h} — hi — hyh?

E(h) =
hi + hZ

1
[
Vhi + h3

4
£(h) = 3 (hyh3)
(hi + hd)z

Posons hy = h, = g(h) = —g(h =_ LJ_ Ainsi Jlinés(h}* 0

(2r)?
Alors f n’est pas différentiable en (0,0).

2) Dérivée particlle seconde -

Fx0-Foo

azf _af ar

axay = _(_(M)) 0 x—0
af _xteX¥(x24y?)-2yxTe?Y

g';(x: ¥) (x2+y2)?

Done ——(ﬂ 0) = l1m—= 0

Loy-Loo

LA REUSSITE, MON IDENTITE

2

97 0,0) ——f( f(nc-))_h

dy dydx ay L] yo =

F fixze"?+yx3g=}')(xa+yz]
2 (= Ty

a o ¥ SRR OIS
ﬁﬁﬂ—&Wh@ﬂ}ﬂyﬂ
Onaj _d (ﬂ 0= fﬂ 0) alors d’aprés I’égalité de Schwartz les différentielles seconde existe.
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g(x.y) = (x* + y2) - 8xy
¢ Déterminons les points critiques

0g
E(I’ y) = 4x(x? + y*) — 8y

dag
E‘;(x-}') = 4y(x? + y?) — Bx

Résolvons le systéme donné par ses dérivées

{4.1‘(.1‘2 +y?) -8y = L'I@ . [x{xz +y%)= Zy@ i

4y(x* +y*) -8x=0(2) y(x? +y?) =2x (@)

@:@:&%:%
=y2_x2=
2-x)y+x)=0
Sx=youx=-y

1" casx =y

D= xx2x* =2x

= 2x3—2x=0

= 2x(x®—-1) =0

> x=00ux=1oux=-1

Les points critiques correspondant sont :

A(1,1),B(-1,-1) et C(0,0)

2°™¢ cas
@ = yx2y?=-2y
= 2y°+2y=0 .

= 2y(y*+1)=0
= y = 0ouy?+ 1= 0estimpossible.

Le point critique est: D(0,0).

LA REUSSITE, MON IDENTY '
B

@ +y)=2y@®
w2 +y) =@

Conclusion'; Les points critique sont: 4(1,1), B(—1,—1) et (0,0).

» Existence d'extrema

g est une fonction polynéme donc elle est de classe C*. En particulier, g est de classe C2.

I%-Qc_' y) = 12}:2 + 4y?

dig g 2 2
e (x,y) = 12y“ + 4x

404
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axdy( ) == J'('a (x, }-’)) 8xy — 8
| * Le type d'extrema
?J « Au po:';:zt,q{l_n
J 1 _g N
'] 2 dxZ (1,1) =16
a%g
" tzgﬁiflll)—lﬁ
] % o
o= dxdy {11 =10
SJ Ona:s?—rt=-256<0, g présente un extremum relatif strict en (1,1).
J * Aupoint B(—1,~1)
- agg
J r=ge L1 =16
: o
¥ t=gyz L1 =16
32
' 5:_’2.(_1‘_1}=ﬂ

dxdy
-_] Ona:s? —rt = —256 < 0, g présente un extremum relatif strict en (—=1,—1)

'J « Aupoint €(0,0)
62
i ] = (O 0)=0
e e— -_— u
¢ EE {U.U}

] Ona:s?—rt = 64 > 0,g nec présente pas d'extremum en (0,0). Mais il existe un point col

-

[
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Un.ivers':té FHB - Cocody Année Universitaire 2018-2019
UFR Mathématique-Informatique

LICENCE 2

UE : Fonction de plusicurs variables réelles
ECUE : Topologic et Cacul différenticl dans R"
Examen Seconde Session

Exercice 1 (10 points)

1. a) ANF(A) = An(@ANCE) =An(AnCd) =An0=0
b) AUF.(4) = Au(@NCE.) = {A‘_uﬁ)n(jucé,} = (AuA)NR" =
=AUA=4 car ACACA
Si A est fermée, alors A = 4. Done A L..'Flrfﬂ}i#!_r__
¢) F.{A)=ANCA. =ANnCa.. . -
* Supposons A ouverte. Alors Cza est fermé.
Donc F.(A) = ANCA = ANC4..
OrAcA=F(A)CcANCE == F.(1)=0.
* Supposons A fermée. Alors, ;i_= A
Donc Fy(A) = ANCg =AnCyl. Or Cd c €.
Alors Fr(A) c ANCA, == F(A) =0,
d) F(CA)=CRNA=ANCL = K(A)
e) A=[0,1]nQ
*A = [0,1]nQ =J0,1[nQ.
Or Vr € Q¥r >0z —rx+r € Q car contient des irrationnels,
Done Q =0,
#R(A)=AnC =Ank =1
~A=P1NQc 0NT = [0,1]NR = [0,1]; et Yz € [0,1],Vr >
0z =nz+rn(0,1]NQ) £ 0 car contient des rationnels éléments

/4~ _de[0,1]. Alofs . € A. Donc [0,1] ¢ A.
7S ‘Finalement A=[0,1] et [ F(A) = [v,1]

2. u) Soitz €ANE.
YV € V(z);ANV € V(z) car A ouvert contenant z est aussi un
voisinage'de z.
Comme z € B, alors (ANV)N B # 0. Done (AN BNV #0.

 Ainsize ANEB. Donc ANBC AN B,
b) (i)ANBcA=ANBCcA
“ANBcB=AnBcCcH
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Done ANBCcANT (1)
F(A)NFu(B) =0 & (AnCa)N(BNCE) =0« (ANE)N
(CE&NCE) =10
Soit r € ANDB, __ 9
Alors z ¢ G4, N OB, = 4, nCE. = CfvB. Doicz € AUB.
*Size A, mmmexEﬁnﬁ_,a_hrs_zeﬁnﬁcﬂhgom
+Size B aosre BnAc BnAcBnA .3
Donczr e AN B. :
AinsiANBc ANB (2) 4
(1) et (2) = AnB = AN B si F(A)NF(B)=0._

(i) F(A)NF(B)=0= F(C&)NF(CR)=0
= CA.NCE =Ch nCE = Cf.nCL. = CaYE
= CAVB — AV = AOB=AUB.

Exercice 2 (10 points)

1) flz,y) = zyZridy si (z,y) # (0,0) et f(0,0)=0
a) * Sur RZ\{(0,0)]  est continue car est une fonetion rationnelle dont 1o
dénominateur ne s'annule pas (0.5 points)
* Au point (0,0)

7= reost
En coordonnées polaires

y = rsinf

[(@,y) = rleosOsing (cos? 0 — sin® 0) = F(r,0)

|F(r,0)] € 2% = limgg F(r,0) = 0

Alors limgz gy Sl p) = 0= f(0,0)

Done [ est continue au point ((1,0) (0.5 points)

Finalement [ est continue sur R?

b) * Sur R{(0, 0)} f est différent inble ear fonetion rationnelle dont le dénominatenr
ne s'annule pas (0.5 points)

‘:].n‘au |mint,l_(n,ﬂ) T e
?,{-(o.n)=1im,.+uﬂ—l-ﬂ-—1 = 0 (0.25 points

T

8L(0,0)= ]iui,‘;_.u.L@_'EJ%ﬂ”—”l =0 (u.ﬂzu points)
: 2 = y 5
m+h‘.~—f(o.n:-~=.hi. aﬂéln.ua Pagl(00) ooy (hy. )

Soit £(h)=, —T
o A n-ni = R+ R
e(h) = m=_£l1h2,;:-&—4—h§$;i—ﬁ? avec ||h]| = v/ hy + hy
= hl = rmsﬂ

~ En coordonnées polaires g = vl

&(h),= rcos@sin 6 ((cos® 8 - sin’ )

le(h)] < 2r ot limyo2r =0
Alors Tmyiso&(h) = 0 . Donc f est différentiable en (0.0) (0.5 points)

Finalement f est difféventiable sur B?
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a |+‘n?_|'— % S P T : .tS
} L(z,y) = ]{i:{; Evg] | Ia': ﬂ'z +4E_,_..!L,.-,-I f"%]' (D.25 ]Jn.m )
a[{z1 !.":F ggt;-izynﬂ—: 1 i .'T‘_: +1rE’ 1’“"171:4.; 7 (0-25 PD]ﬂtS]
* Sur R2{(0,0)} §£ -": sont continues car fonctions rationnelles dont le dénominateur

ue s'annule pas. (D 5 pomts]
2 ]

* En (0,0). En coordonnées polaires a] -r::-us

y=rsinf
Qf(:ﬁ, y) = rsinf(cos? 8 + dcos? fsin® f — sin* 6)
rg‘z[{hﬂ]l < 6r et lim,_p6r =0
Alors limg, ) =(0,0) %L(: y=0= %(U 0) £
Dﬂnc gﬁ est continue au point (0,0) (0.25 pnm!‘.s] :

(o: y) = —rcos f(sin” 0 + 4 cos? §sin® # — cos* a;.

| [’m,y] < bretlimoGr=0

Alors lnm{x,p;-;tu.r.u y,é{m, y)=0= %{ﬂ. 0)

Dane gﬁ ast continue au point (0,0) (0.256 points)

Finalement g‘;—- et g{, sont continues sur B2, done f st de classe C! sur R?

i)

25(0,0) = lim,_yq Mmﬂ =0 (0.5 points)
;%{;{[}.ﬂ} = limyn Eﬂ’.;jf.‘_?_".’l = 0 (0.5 points)
7,‘%’,{;{0 0) = Jimy s SCH=LOD i (0.5 polnts)
“r”u(ﬂ 0) = lim, gy < u“m M“”“ 1 (0.8 polnts)

DF[{:“]' ﬂ} 5’: ﬁi—;{'y{ﬂ.lﬂ done f n'est s il @ lanese CFoaur 17 rl'n;m’«- I+ théordimn
de schwarz (0.5 points)

‘2} n.]

23k (2,0) + ik i i Qe = 20%) = 205850 4 Pt - )
infplf” - ) = 2f(r.1)

Done f est une solution de (£) (0.28 polnts)

o {r!
vELty

@ y) = G(uv) = (Gop)(£,p) oit @, y) = (u, v )

Done Jy(@,y) = Ja (@l y) x Jo(x,0) = Je(u v) » Jolxw) (0.25 points)

N 4

Alors (32 53) <R ’( f
iy ity
: ﬂ_t: E}u M‘ de _ (L L o)
{8 590 % s
: e e 2 ey t't

En 'remplaumt dans I’ t*quatmu (E), on obtient :
)= 2G(u,v) [ (Ey) (1.5 points)

diik
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c) (B)) ‘Eéz' =2 = |G| = In(e?) = ‘ Glu;v) = k(u) % y? | (0.5 pa{hi::;] : .;" -
Kot @ v) = k(¥) x (z + )| (0.5 points)

d) friy) = sy = (1) %E;_g, x 1°

J'{:c.y) = k{f} *® (z+ y]?- o |kfu)=ux -;-:—I,:n ® ET]“F (0.5 points}

s o e U
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Exercice 2

1) a) Déterminons les valeurs de A pour lesquelles f est continue sur R%. Les fonctions
x = f(x,y) sont continues sur R*\{(0,0)}.
Etude en xq = (0,0).
f est continue X, si et seulement si &

lim f(1 y) = f(0,0) = 0.

(ay)=x

= 1cos(0) _ - 0 alors
Posons {y = rsin(6) Alors quand (x,y) = Xo, 7 ’
e I'H'I_“lx flx,y) '—hm f(r a)

. B (rcos@)(r? sin® 8)
(rgggxof(x, y)= lmu (r2 cos? 6 + r2sin? 6)*

: = 3-24 20,
(x,EH‘lx., flx,y) 11r1_1313 r3~24¢cos6 sin =

car cos? @ +sin?0 =1
Etlimr3?2cosfsin?@ = 0 si

r—0
3 3
3—2;1}0ﬁ5>,1=>,1&']~00;-2—{
o3 3
Par conséquent, f est continue sur R? siid €] — o0; = [
b) La fonction x — f(x, y) est différentiable sur R2\{(0,0)}.

Etude en x, = (0,0)
f est différentiable en xg s’il. exaste une app] ication linéaire continue L de R? dans R.

Telle que V h € naz flo+h) = f(xﬂ) L(h) + lIklle(h) avec lim e(h) = 0.

C’est-a-dire : £ -
f(x0+h) f(xu Lh)=
pUAGRI m( S !

Posons h = (I, k) alors
flo+h) = fLK) et fxs) = 0

Ainsi pour que : f soit différentiable, il faut que :

; (f(! +h) — L(n)) o
h(0,0) (1Al

Déterminons L(h)

a af (xo0)
L(h) = Jsh avec J5 = {fa[f') ﬂja)

Ou J; est la matrice jacobienne de f en xg.

O (x) _ (f (x,0)—f (0,0)) = lin fx0) _ 4
X X

x x—0
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o a
7 & LED _ i (FOD = OO _ i FON _ g
£ e | lim == P
d’ot L(h) = ¢ 3
Alors : FLk)
':Lkgrﬂ ekhik) = , k}-;xu (u‘thki) _ /
Posons {E = r"—""s (@) Y
k = rsin(g) V. 9
Quand (1, k) = xo,7 > 0 s
Done lim f(LK) . 1Kk? T
ke, () = = ((t=+k2)ﬁmf) ey
lim (._fﬁ_kl_ _ iy (7 cos(68) sin?(6)
Wosxe \VIZ 1 Rz) ~ ra0 paAtl
, f(Lk)
A%, (ﬁ‘ﬁﬁ) g

Pour que : lim cos(6) sin?(8) r>~2* = 0, il faut que :
2~ 21>n=>2>za=>ae]—w 1
C

ﬂnclusmn f est différentiable sur R2. Si A €] — o0; 1[

] © Détermmuns les valeurs de ). pour lesquelles f est de classe C! sur R?.
' Ona:

1 (%) _ y2(2 + y2)h — 2x2y2(x? 4 2t
ox (x2 + y2)24
Aprés calcul on a ;

- Of(x,) _ X%yt 4yt = 22x2y2
Ix (k2 4y

of (x,y) _ 2x3y + 2xy® — 22xy?
dy = (x% + y!).ﬂ.ﬂ

_es dérivées pamelles de f par rapport & x ¢t y sont des fonctions continues sur R2\ (0,0}
Ettlde en (0,0)

1 | Bf( -}"} | . af(x,y)
_Calculonaap,,lu (&0} ax‘\ - }’I}IHEG.B} o
% = rcos(ﬂ) cR
0sonS {5 _ cin (9)
Quand (xg\y) - fﬂ 0), r—0
@f @) wrh (r“(cusz 6 sin? @ + sin* 6 — 24 cos? @ sin? e))

r2A+2

ey ...{n-:l] ~ox 0

11
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af(x,y)
1M
(x¥)=(00) dx

= |1i_l}{'.l'(?'l_’a (cos? @ sin? 0 + sin* § — 2A cos? @ sin’ 6))
Pour que :

lina(r"’l(cosz 6sin? 0 + sin* 6 — 2Acos? 0 sin?8)) = 0

1l faut que :
1-1>0=21>1 (1)
af(x,y)

: il Tk 30 in3@ — 2 cosBsin®@
L 5y !_ll_:.a(?" (2cos® 0 sin @ + 2cosBsin® )

Pour que }_i_t;%(rl“"(chsa 8 sin 6 + 2cosBsin® 8 — 21 cos 0 sin6)) = 0
[Mfautque:1-1>0=21>1 (2)
De (1) et (2), on déduit que :

f estde classe C1sid €] —o0;1].

d) Montrons que si 2 = 1 alors f est dérivable en (0, 0) suivant tout vecteur sans étre
différentiable en ce point.

Pour =1, f(x,y) = .2

x?+y?
Soit V = (p1,p) € R*

(Lom-rony

(f(tm.tpzi)

t

lim
t-0

=Iim( t*p;p3 )

Ona:lim
t—0

t-0 \t(t2(pi+p3))
22 2
= llm( lep:az ) e P;Pzz
t—=0 (I’z*‘l’z) (P1+Pz]

done, f est dérivable en (0,0) suivant tout vecteur mais d’aprés 2) , 1 €] — oo; 1[. Alors f
n’est pas différentiable.

Conclusion : f est dérivable en (0,0) suivant tout vecteur sans étre différentiable en (0,0).
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. g o -2016
Université Feélix Houphouét Boigny Année 2015

UFR M
Licence 2 de Mathématiques et Informatique
Examen de Mécanique Quantique
Durée : 2 heures
(Aucun document n’est autorisé)
Exercice 1 ;
1=

, Définir Peffet photoélectrique et la lo ngueur d‘onde seuil.
% r
@ cathode d'une cellule phototlectrique regoit un rayonnement électromagnétique de longueur d'onde

A = 0,405um et débite un courant d'intensité i que 'on peut annuler.en portant I'anode de la cellule & un
Potentiel ~V, = —1 26y s :
2- Caleuler I'énergie cinétique T des électrons émls et comparer leur vitesse 3 celle de la lumiére.
3- Calculer I'énergie dextraction W, de la cathode et le potentiel d'extraction V" défini par
W, = 1gelV;, ot 9, est la charge d'un électron.

4= La cathode regoit & présent un faisceau de rayons X de longueur d'onde A; = 0,1A. Observe-t-on
encore le phénoméne d'effet photoélectrique ? justifier votre réponse. Dans le cas d'une réponse
affirmative, comparer Ia vitesse des électrons émis a celle de la lumiére.
Ondonne : h = 6,626,10-%]s; e = 1,6.1071%C ; myc? = 0,511MeV, ¢ = 3.10°m/s
my=m, = 9,1.1073kg; 1eV = 1,6.107%
Exercice 2 ;

On considére dans un espace & une dimension la fonction d'onde d'une particule dont I'expression
analytique est : g(x) = qxe—F*",

1- Donner I'expression de la densité de probabilité de trouver la particule entre x et x + dx.

2- Donner les dimensions de & et de §.

3- Ecrire la condition de normalisation de la fonction d'onde et donner la relation que dolvent
satisfaire les constantes & et # pour que la fonction d’onde soit normée. Rappeler le sens physique
de cette normalisation.

4- Calculer {x) et Ax, commenter le sens physique du résultat.

5- Calculer {p) et Ap.

6- Larelation d'incertitude de Heisenberg est-elle satisfaite ?

7- Soit T I'opérateur associé a I'énergie cinétique. Déterminer son expression analytique,

8- Sil'énergie potentielle de la particule vaut -:;kxz ol k est une constante positive, écrire I'expression
de I'hamiltonien Het calculer He. Conclure.

On donne : .

Sioa 0 sin est impair

s

J'll = f xnﬂuc:'dx.= d]n ' ‘

A Jnsz = ~ g Sinest pair

ey m -u—xz -f = — E i i 1 j.r. 1
fm(a] = J' e dx ¥ O{ﬂ‘j 24 ﬂ* I-]_(ﬂ) 25" Iz(a:} —E E’ IB{G) = z_a__:

]

+m
& . i
f4(a)_=8—?1;' E: p=—thy: )= f ¢ (Ag (x)dx ;A4 = [(4Z) — (a2
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Exercice 3 ! st muni de |
Soit un systéme physique dont l'espace des étals a trois d1men::|nns f.'l N a base
orthonormée {[1), [1%), |14 }). On définit dans cette base un opérateur o Zl nﬁ

!

Alvy) = aln); Alwy) = talvs); Alvs) = ~iulvz) |

1. U'opérateur A est-ll une observable ? justifier votre réponse.
2- Alinstant initial ¢ = 0, le systéme se trouve dans 'état [(0)) = [v1) Ry
a- On mesure la grandeur physique assoclée 4 A & cet Instant, Quels résultats peut-on obtenir et
avec quelles probabllités?
b- Dans quel état |¥') est le systéme Immédiatement aprés cet
sans faire de ¢alculs.
3- On considére un vetteur quelconque |b) et un scalaire complexe 4. Soit le -.recteur. [@e) = Al®).
Quel est le conjugué hermitique du vecteur |d,). Déterminer le bra cottespondant 8 ket
lp) = A|dy). ;
4- Soit ] un opérateur linéaire. L'action de J sur |v;) donne un ket colinéair
(£ € C). Ecrire I'équation correspondant & cette action.

te mesure. Justifier votre réponse

e & |vy) d'un facteur g
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Universipg LA REUSSITE, MON IDENTITE

UERit IFélix Houphoust Bolgny Année académique 2016-2017
Licence 2 da Mathématiques et Informatique
Examen de Mécanique Quantique (1*™ session)
Durée : 1 heure 30 minutes
(Aucun document n’est autorisé)
Exﬂrcice 1:

2 Un photon
" ncldent do lengueur d'onde 3, interagit avec un électron libre au repos par effet Campton. Le photon diffusé

rection perpendiculaire & cello du photon incident a une longueur d'onde plus grande que celle du photon
= 2,4um). §iun photon de longueur d'onda 33, Interagit de la méme maniére avec un électron en diffusant

i S une direction faisant un angle de 180° avec celle du photon inc!dent.’quel est ['écart de longueur d'onde
Photons Incldent et diffysg On donne: A = A.(1 — cos 8).

Un metal lorsque celui-ci est éclain par une lumidre de longueur d'onde A = 50mmn dans le vide,
Ue maximale égale & 12,4eV. Calouler en nm la longueur d'onde maximale de la lumiére notée
es eleclrons de ce métal. On donne : he = 1,9878. 10735 m, 1eV = 1,6.10~29),

ont une énergie cinétig
Arnax Qu Peut éjecter d

Exercice 2 :
L'état g’ ;
Ld'une particule lbre de Masse m dans un espace de dimension 1 est décrit par la fonction d'onde ¢ suivante :
0 x < —b
@) ={B —b<x<3b on festuncconstante positive réelle

0 x >b
1= Représenter la fonction d'onde . *
2-  Délerminerla Constante 2,

3- Quelle estIa probabilté qu'une mesure de la position de la particule révéle qu'elle se situe dans la réglon [0, b] ?
4- Calculer {x) et (x2),

5-  Ecrire I'¢quation de Schrédinger indépendante du temps pour cette particule.
Exercice 3

On considére un systéme physique dont l'espace bidimensionnel des &tats est rapporté dans la base (|, ), lu,)). Dans
cel espace, les vecteurs propres de [hamillonien H sont : :

) = '3,‘5'([“1} +2[uz)) et |¢,) =é['-2|u,) + |uy))
Ces vecteurs propres sont respectivement assoclés aux valeurs propres Ey=a etE, =b(aveca < b)

1-  Déterminer la matrice de H dans la base de ses vecteurs propres {|¢, ), l,) ).
2-  Trouver la matrice de H dans la base {|u,), |u,)}.
3- Pour ce systéme, on définit une observable F telle que : F = u, )(u, | + eluy ) (u,|.
a- Exprimer les vecteurs Flu,) et Flu) en fonction des vecteurs de base luy) el fuy).
b- Donner la matrice de F, puis determiner ses valeurs propres et vecteurs propres associés.
4) On mesure I'observable F et on obtient la valeur &.
a- Dans quel état se trouve le systeme immédiatement aprés la mesure? Justifier la réponse,

b- On mesure ensuite I'énergie. Quelles valeurs peut-on obtenir et avec quelles probabilités?
5 F\‘ présent, on mesure d'abord ['énergie et on obtient la valeur la plus élevée. Immédiatement aprés, on mesure Ia
) grandeur physique associée a lobservable F. :

a- Quelles sont les résultats possibles?

b- Calculer les probabiltés associées & chacun de ces résultats?
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Exercice 1

A- Calculer les commutateurs suivants:[ ][ CIReE ]
az'dzn

B- La fonction d'onde ¢(z) = Be~%2* décrit 'état fondamental d'un oscillateur harmonigque
unidimensionnel. § et a sont de constantes réelles.

a- A partir d'une démonstration claire et concise, trouver I' unit€ de la constante a.

b~ Rappeler la raison physique de la normalisation des fonctions d’onde.

¢- Déterminer I'expression de la constante £ et en déduire son unité.

d- Quelle est I'énergie correspondant 4 la fonction d’onde @(2). Justifier votre réponse.
On donne :

f exp(—bk?) dk = \[m/b et J' exp(—k?) dk =

Thercicad
Une particule de masse m est placée dans un potentiei unidimensionna! /(x) déerit par la
représentation graphique ci-dessous ot V, > 0.

¥ix)
7 2
0 ]f x
To mmeeed----E=T3
I § 27

L objectif principal dam' cet exercice est la détermination de la valeur minimale V,,,;;, de Vo pour
laquelle un état propre lié se produit a une énergie E= —l-'u.

* a- Déterminer j"expl"ESSIDI'E du potentiel V(x) dans chaque région de I'espace définie suivant
les valeurs de x.
b- On considére que la particule se trouve dans un état propre d'énergie £ = ~Vp . Ecrire les
solutions (ayant un sens physique) de I'équation de Schrodinger notées ¢ (x) dans toutes
les régions de I'espace (n désigne le numéro de |a région de 'espace et on posera

NB : le non-respect des notations de I’énoncé annule la réponse 416
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ite avec les.
K2 T LR — régions se fera de la gauche vers la droit
chiffres romains (1, 11, )

¢ Eerire les conditions de raccordement ou conditions de continuité et montrer que :
tan(ka) = —1 — 4.
d- A partir du tableay ci-dessous, trouver la solution de I'équation : tan(y) +¥ +1 = 0: En
deduire Vi, en fonction de m, a et k.
(rad))| 1,6 1,7 1,8 19 2,0 e - -
tan(y) [-34,2 |77 43 |23 <L A7 148 15
Exercice 3
On considére un

systéme physique dont I'espace des états 3 trois dimensions est rapporté a la

base orthonormée {ler).le5), |e)). Uhamiltonien du systéme est donné par la relation
. 2 . " :
H = &0+ K?) ot les opérateurs ] et K sont tels que :
Jley) = |e;) Kley) = lea) 5
Jlez) =0 et Kley) = —ley) +les) avecg €R
Jles) = —les) ) Kles) = —|ez)
A.
a- Déterminer la matrice associde 3 I'opérateur H
b- En dédp_ire I'action de I'apératesir I sur feswvecteurs de ia base {len}i=1,23
c- Déterminer les valeurs propres {£;} et les états propres normés {|1;)} de H. (E; < Ep,.)
B-

On considére a présent |'opérateur B représenté dans la base {|e;)} par la matrice sulvante :

010
(1 o )
010

a- Déterminer la matrice associée a I'opérateur B dans la base de ses vecteurs propres que 'on
notera {|A)}i=1,23 associés respectivement aux valeurs propres {1} t=123 (A < Agyq).

b- Montrer que I'opérateur B est une observable.

c- On suppose qu‘a l'instant t =0, le systéme se trouve dans I'état normé [ (0)) tel que :

|9(0)) = 1/VZ (le;) — |es))

On mesure a cet instant la grandeur physique B représentée par 'opérateur B. Quels résultats peut-
on trouver et avec quelles probabilités. Sans effectuer de cal

. culs, déterminer par simple
raisonnement I'état du systeme immédiatement aprés la masure. :

d- Quel est I'état |p(t))systéme & un instant ultérieur ¢ > 07 [es états |d(t)) et
| (0)) décrivent-ils des états physiquement indiscernables ? justifier votre réponse,

e- Calculer les probabilités des différents résultats de mesure de la grandeur physique B 3
I’instant.t >0.

f- Calculerla valeur moyenne de 'opérateur B 3 l'instant t > 0

NB : le non-respect des notations de I'énoncé 2nnule la réponse
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Examen de mécanique quantique - Licence 2 MI (247¢ session)
02 heures (aucun document n'est autorisé)

Erxercice 1z Effet photoéleetrique

Ui cenmidere une lampe (K,) . munie de plusieurs filtres. Celle-ci éclaire une cathode en césium
Jdune eellule photoéleetrique dont I"énergic d'extraction des ¢lectrons est W, = 2,15 eV, Pour

chacune des longueurs d'ande, on mesure I"énergie cinélique maximale £e des €lectrons émis
(Voir tableau ci-dessous).

L A(mm) | 895 715 578 546 < - 436 405
L_Ee(eV) | 0 0 0 0,185 0,750 0,975
1-

Définir les expressions suivantes : effet photo-électrique ; longueur d'onde seuil.

A partir de 'équation de la conservation d'énergies, montrer que I'énergie cinétique E,
. 5 1
des clectrons est une fonction de e

a) Représenter graphiquement la fonction £, = f{%) i partir des valeurs du tableau.
On utilisera Iéchelle suivante : 0,5 10°m™ —2em et 0,185eV—lcm
b) Déduire la valeur de la constante de Planck expérimentale que I’on notera hm,.
c) Calculer I'erreur relative entre cette valeur h,p, et la valeur théorique ey, Conclure.

4- a) Calculer la valeur de la Jongueur d'onde théorique (notée A,) d partir de laquelle
I"éclairement de la cellule engendre extraction des électrons.

b) Interpréter la présence des valeurs nulles de |'énergie cinétique dans le tableau.

5- Pour augmenter le courant de saturation, deux de nos collégues proposent les solutions
suivantes :

« Solution | : augmenter le flux de photons atteignant la cathode.

« Solution 2 : diminuer la longueur d'onde de [a lumiére éclairant la cathode,
Laquelle des solutions est correcte ? Justifiez votre réponse. '

On donne : hpeo = 6,626.107js, ¢ = 3. 10%ms™!, e = 1,602.1071%¢C, 1eV = 1,602.10"")

Excrcice 2 : Puits de potentiel

On considére une particule dans un puits d'énergie finie avec une énergie potentiel Hx) dont
I’expression cst donnée ci-aprés :

0 x < —-a

. =2V, —a=sx<0 .

V(x) = _,’;,z Ocxca ©O0 V>0
0 xXza

|- Représenter graphiquement le potentiel I{x).

NB : le non-respect des notations de I'énoncé annule la réponse.
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Lhagl sl I Mty ﬂll\"' \l.'.ll'lll'lb:ik' Eklk'l\ ':nlum Iiltﬁ 'E'll“" une pnﬂ[fulﬂ dﬂﬂﬁ ce flﬁlI:l'llllJ i‘
o fonction d’onde,

i

“"““"“‘ Padticule de masse m dans un ént 1é avee une énergic £, sa
Phy siquemen aceeptable est de Lo forme i, (x) = Ae*™ pour la région | (= -< O

A Danner Pexpression de k en fonetion de la masse m et de I'énergie E.

B Détenminer 'expression de la fonction d'onde physiquement acceptable notée
4 (x) dans la région 4 (x = a).

¢~ Déterminer les expressions des fonctions d*onde dans les régions 2 (—a < x < 0) el

3 (0 = x < a) de I'espace. On dtudicra uniquement le cas ot la particule se trouve
dans I'étage supéricur du puits c'est-d-dire =V, < E < 0.

Exercice 3 : Los commutateurs

On considére les opérateurs suivants : T = x™ :—z. K= % et =x~ %
Caleuler les commutateurs suivants :

1. [T, K]

2. [T,U]

Exercice 4 : Les postulats

Soit un opérateur A représentant une observable dont les états propres sont ;) et |\l;) associés
respectivement aux valeurs propres ay et a; (a; > a;) . On considére un second opérateur B
représentant une observable dans la base orthonormée {|k) ,|n) ] tel que :

B = by|k){k| + byIn)(n]
Les états propres de |'observable A dans la base {|k}) ,|n) ) sont tels que :

4k) —
PR CLELL) ST UL L)

1- Calculer Blk) et Bln) .

2- Donner -l‘expressiun de la matrice de I'observable B notée B dans la base {|k),|n) ).
3- Ecrire la matrice de 'obscrvable A notée A dans la base {|k), |n) }.

4- Peut-on mesurer simultanément les observables A et B ? Justifier la réponse,

5. Que se passerait-il si les valeurs propres de |'observable Bsont dégénérées ?
6- On mesure l‘o_bsn:rvable A et on obtient 1a plus petite valeur parmi celles attendues.
a- Quel est I'état du systéme immédiatement aprés la mesure ? Justifier la réponse.
b- Si-I'on mesure par la suite B, quels résultats peut-on trouver, et avec quelles

probabilités ?

NB : le non-respect des notations de 'énoncé annule la réponse.
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Exercice 1 o
Une cellule photoélectrique de potentiel extraction V, = 4,125Volts cst éclairée par une

source lumineuse monochromatique de puissance 0,33kW et de [réquence v = 10'°MK 2,

I- Déterminer la fréquence seuil de cette cellule et justifier sl y a effet
photoélectrique.

2- Calculer le nombre de photons émis par cette source pendant une seconde ?

3- On suppose & présent que le seuil en fréquence de cette cellule vaut v, = 101543,
Calculer la puissance correspondante au seuil en fréquence pendant un intervalle
de temps At = 1s . Cette valeur représente-t-elle un seuil en puissance ? Justifier
votre réponse.

4- Calculer I'énergie et 'impulsion des électrons éjectes de la cellule. En déduire la
longueur d’onde associée a ces électrons. Le comportement de ces électrons peut-
il étre révélé par la mécanique classique ? Justifier votre réponse.

S- La mesure de la position de ces électrons fournit une incertitude absolue égale a
1A, Calculer Vincertitude absolue minimale sur la mesure de son impulsion.
Conclure.

Exercice 2
On considére une particule décrite par la'fonction d’onde Y(x) définie par :

: A ipx
2= hezen()
4 xZ + gt PR
ou A,p et £ sont des constantes réelles.
1- Quelle propriété la fonction 1(x) doit-elle vérifier ? Déterminer A,

2- Donner l'expression de la fonction densité de présence et représenter son allure

3- On mesure la position de cette particule, quelle est |a probabilité pour qu’elle soit

i - £NE
trouvée dans l'intervalle [ Tl

Exercice 3

Soit |) un ket défini dans l'espace des états d'un systéme physique de dimension trois
rapporte a la base orthonormée {les), lez), les)} tel que :
lo) = lex) + (1 + i)lez) + |ey)

1- Le ket |g) est-il un vecteur d’état Justifier votre réponse,
2- Calculer dans la base (ley), ley), le;)}, la matrice représentant l'opérateur projecteur
Pp sur le ket |g). Ce projecteur est-il hermitique ? Justifier votre réponse

3- Qn considére & présent 'hamiltonien du systéme dont les vecteurs propres sont
les vecteurs de la base associés tous a la méme valeur propre €y = hw
= hw,.

420
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) oo incr
Sachant a ¢ = 0, le systéme sc trouve dans I'état normalisé ), déterm

I'état du systéme a linstant ¢, noté |¢(t)).
les ¢tats du systéme aux instants t=0ett >0 sont-ils physiquement
discernables ? Justifier volre réponse.
- Soit 4 une grandeur physique indépendante du temps associée au systéme.
&- Montrer que sa valeur moycnne n'évoluc pas dans lc temps.
b- A partir d'un théoréme du cours que l'on précisera, justifier que les grandeurs
A et H peuvent-étre mesurées simultanément.

On donne :
dz i Ly_™
2 1+ zZ _ |arctanz =m; arctan(—z) = —arctanz et arctan (ﬁ) =g

-

;-'-h:.rgt: de I'électron : —e = 1,6,10719C ; masse de I'électron : m = 9,1. 1073'kg ; constante
€ Planck : h = 6,626.1024].s. : vitesse de la lumiére : ¢ = 3. 10%°m/s

On rappelle que le projecteur £, sur un ket |u) normé a l'unité est défini par :

By = lu){pl

NB : Le non-respect des notations de 'énoncé annule 1a
' réponse
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Exercice 1

A

A d 8% [ . n
Calculer les commuta : [._. ._] [_ ]
tateurs suivants : | ==, ——, | ==, ¥

B- On considére un opérateur @ tel que :

. d
Q= —lﬁd—y

1- Déterminer la fonction propre ¢ (y) de Q associée 2 la valeur propre k.
La fonction @(y) est une fonction périodique de période p. Montrer que la valeur propre k de

I'opérateur @ est quantifiée,

(¥ )
L]

Exercice 2
Deux radiations électromagnétiques de longueur d'onde 2, = 25374 et 2; = 58904 illuminent une plaque

métallique. Les énergies maximales des électrons éjectés pour chaque radiation ont respectivernent pour
valeurs 3,14eV et 0,36eV.

1- Déterminer la valeur de la constante de Planck h
2- Calculer en joule I'énergie minimale susceptible d’extraire les électrons de la plaque métallique. En
déduire la valeur de la longueur d’onde maximale notée 4., qui permet de produire le phénoméne
de I'effet photoélectrique.
3- Définir la longueur d’onde.
Exercice 3

On considére un systéme quantique dont I'espace des états est rapporté a une base orthon‘arm ée
{ley), le;), les)} . Dans cet espace, I'hamiltonien H et un opérateur K sont définis comme suit :

H = hw(|ez)(es]| + les){e;|)
Kley) = ley) ; Klez) =0; Kles) = |e;)

Déterminer la matrice associée a H (on calculera I'action de H sur les vecteurs de la base)
A linstant t = 0, le systéme est dans ['état

() = %men +le) + les))

Quelles valeurs une mesure de I'énergie donnera-t-elle et avec quelles probabilités ? calculer [a valeur

moyenne de H.

On suppose que |la mesure donne la valeur ayant I3 plus grande probabilité de présence. Quel est le

résulrat d’'une nouvelle mesure de I'énergie immeédiatement apres. Justifier |a réponse.

Cz'  :rl'état du systéme [(2)) a l'instant t > 0.

Le systeme étant toujours dans I'état [y(t)), on mesure la grandeur physique K.

a- Quelles sont les probabilités des différents résultats possibles ?

b- On r'ne;ure la plus grande valeur, quel est son degré de dégénérescence ? déterminer 'état du

- systéme immédiatement aprés la mesure.

¢- Calculer la valeur moyenne de (K)(t) en fonction du temps. Quelle interprétation physique peut-
on tirer pour la grandeur physique K.

ondonne : 1A = 107%m ; eV = 1,6.107%; e = 1,6.10725C; ¢ = 3.10°m/s

NB : le non-respect des notations de I"énoncé annuig_l!a réponse.
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L'ex ressi i
pression de la fonction d'onde d'une particule de masse m est : i
p(x) = {AE""(l D_S;_% DS” >0 avec A une constante

;: Dgem""f’r la valeur de A pour que la fonction ¢ (x) soit normalisée.’

2) f'ftEr!nmer la densité de probabilité de présence de cette particule.

0) Déduire la valeur de sa position pour laquelle cette densité de probabilité est maximale.
3+ Calculer de la valeur moyenne de la position de cette particule notée (x).

Exercice 2

I E.n quoi le phénomene de la diffusion d'un faisceau de rayons X par un électron cible est-clle
. différente du phénoméne de I'effet photoélectrique ?
2- Au cours d'une expérience de diffusion Compton, le photon diffusé une énergie de 120 kel et
I'¢lectron de recul a recu une ¢énergie cinétique de 40 keV.
a- Caleuler I'énergie du photon incident et en déduire sa longueur d'onde.
b- Quel est I'angle @ de diffusion du photon d'énergie 120 kel ?
3- Définir les termes suivants : Effet photoélectrique ; Fréquence seuil ; Energie seuil ; Potenticl
d'arrét,

Exercice 3
On considére un systéme physique dont I'espace des états est rapporté a la base orthonormée formée par les

vecteurs propres |e; ), |es), |es) de I'hamiltonien H. Les valeurs propres de H associces a ces vecteurs
propres sont respectivement Ey = Ey — hw, E; = E et E3 = Eq + ho,
On considére par ailleurs les opérateurs 4, B et C tels que :
Ale)) =0,  Aler) =vV2|e)),  Ales) = V2ley)
1- Ecrire les matrices représentant C et H. Peut-on mesurer simultanément € et H? Justifier

2. On définit l'opérateur Q par la relation : Q = %(A + B). Déterminer les états propres (valeurs et
vecteurs propres) de Q-

3- Le systéme se trouve dans |'état ou la valeur propre de C est égale a 1, Donner I'expression d'un
vecteur correspondant a cet ¢tat, (on le notera [@)).

On mesure la grandeur physique associée a @, quelles valeurs peut-on trouver et avec quelles

probabilités ? :

4- On suppose & présent (a l'instant ¢ =
1 VZ 1

lp(0)) = 3 leg) +T|Ez> +EIE3)

P'état [y (t)) du systéme @ un instant £ ultérieur. Calculer les valeurs moyennes (Q)(t) et

Laguelle de ces observables est une constante du mouvement ? Justifier.
m}(t}‘ : s f:—e = 1,6.107%°C; masse de ' électron: m, = 9,1.107** kg: constante de Planck :
On donne: charge de 1'électro g |

B o g ére:c = BIGE mi/s, leV = 1.6.10_19'
h = 6,626.10 34j, 5 ; vitesse de la lumiére / :

0) que le systéme est dans I'état [(0))) tel que:

Déterminer

valeur moyenne d'un opérateur K: (K}, = {@|K|p) = I‘r ¢'Kodr

NB:Le non-respect des notations de I'énoncé annule 1a réponse
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Correction de Mécanique Quantique
Exercice 1

1. Définir :
— Deffet photoélectrique : c’est I'émmission des électrons
- Longueur d’onde seuil : c'est la longueur maximale necessaire qu'il faut pour extraire des elec.
trons & la cathode.
2. Calculons I'energie cinétique T

T= %mv* =qV,=¢eV,
avec V, = 1,26V

T=geVe
AN :T =e¢x 1,26V T = 2,016 x 10~** J comparaison de V et ¢
de ce fait determinons V¥ oT
T=smV? = V2=
2 me
=y 2
me
AN :V = 6,65 x 10° :
l:- =(,0022 <0,1
P
Y <0,1
¢

D'oit la mecanique classique( les electrons sont classiques)
Excreice2

1. Pexpression de la densité de probabilitd

AP = |¢(x)|dr

9. a et 3 sont des scalaires complexes

3. Condition de normalisation

¢(x) est normée si P=1 b
or dP = |¢(z)|*dr = P = f* ¢(z) é(x)dx

= laf? [ a7 e = lal? x g5 f5 =1

avec ‘3,8 =6 ‘H\ y
P — £ T)l=1 . :\' & lf
RAL R
a~ i .
- o ¥
4, Calculo T>

cra= [ e

=
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J O. calcul de< P>et < Aps

+oa

h ] <p>= d(x) pd(z)dz

-0

<p>= f_ﬂu d(z)* x (—iflf;qﬁ(m}]dm

o0

d
avee d" (5{.‘) o [Q"EG Ax? ) 3 ﬂ-e_ﬂrz . 2(1:’!.‘:26_'8:2 . Y

d’ =
] ol < P >= ik (Jr crre—201? dr — fj:: Zazﬁﬁe‘zﬂ’zdm)
< =4 ;

P >=ik (ﬂzd_lﬁ — 2028 x E'Ef)
<p>= z’rz( 2(1-.1)) =0
] ca.]cuicms < p > N
fﬁi ) ot aﬂﬁ@ﬂ@_f“°z}(m é(z))dz
T v ) = flores) o pos o
e ‘?5("3) = =20axe P=" (—-4ﬁzaz"e‘ﬁ‘ + 4faze? )
] L dlz) = —0Baze~P+ 4 452043087

<P >= 0612 [T Bag2e-Pr 4y — 412 [ BPazte " da
2

] <p?>= Gﬁaaﬁx‘\/:u:;haﬁ x—zfﬂ\/:

<p? >—d-’aaf &

<Ap>=./<pPP>—<p>’= \/r:p?} = [2h%a, /%
G. Le principe d'incertiude est satlsl'm.t-;

7. L'expression de 'energie cinétique.

.“.’. - EY P:!
y T = —
y 2m

h.-l'"

8. L’expression de I’ Hmmltomﬂn si V()=
H = T+1r’=~H—.—+Vf )
A,a +¢m ‘ =

9. Cnlc‘u]om Hqﬁ )
Ifqﬁ(' - 2m 'd—_'ﬁtﬁ(.'ﬂ +IV'[¢(TJ'] o

—_— E o
Ho(z) = Ef_a ( —6Baze™ +4F%az%e " + %kx"e‘ﬂ”)

e B2 : e I
SHOE) = ~hafe (22" - 32) + Jhae? ]

Exercice 3

b

0 0 —ia

. )

1. A est -il une observable ? e
A

0 ia 0
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une observable est un opérateur linéaire et hermétique.
A est -il hermétique ?

De ce fait transposons A avec son conjugué

a 0 0
Atr=( 0 0 —in
0 ia

= A" = A alors A est hermetique
donc observable

. a) On mesure A,les valeurs possibles sont les valeurs propres de A

a—Xx 0 ]
det(A—AM)=| 0 =)\ —ia
0 ia =X

det(A—A)=(a—A)(XN?-a?)=0= Ay =—aou =2
Calcul des probabilités

déterminons les valeurs propres pour A; = —a
20 0 0 T 0 i
0 a —ia gy =10 . 4 B rreans?
0 ia a z 0 e
2az =0 -0
=+ ¢ ay—iaz=0 =>{z_.
iay +az =10 e
|y = W{xh‘h > +ylve > +ztva > (= Jalilve > +His >)
pour A =a
00 0 " Oy ‘zeR
0 —a —ia v =19 { ay = —iaz
0 ia =-a z B :
|2 = |b‘2 >
|3 = ==(—i|in > +|v3 >)

les pro ab:htés
(@) =| < ¢2[3(0) > |"’+|-‘i¢q|¢(0)>l’

Pla)=1

P(—a)=| < ¢[(0) > P =0"
b)Le systéme immédiatement aprés la mesure est dans 'état vy >= |¢g > car la probabilité la
plus grande est pour'la valeur A = a

N }

. soit le vecteur |¢. >= Alp > or A];ﬁ S Al¢ > le conjugué hermetique de |¢, > on a :
(I >= Alp>=N¢>)* £

< gl =< glA* =< BN /

Determinons le bras correspondant au ket ¢ >= Ao, >

< | =< e A=K e AT

<gl=< ¢5.=|JEE V

| l‘a-:twr_l de J surtim >
Jlwy >= B, >
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Correction mecanique quantique sessio

Exercice 1

- LA REUSSITE, MON IDENTITE

n12016-2017

ﬂ-} Ona:AlN=2 —)..:'2.4;:171

ﬂt:}ﬂ = =1y (1 — cosP)
Iei 6 = 7=1-costi=1

h
1]

— _h
= A\ = T

AA=X -3k=
0=180° = A)X=2

AN =2AM

b) Sihv > Wyorw=

=2,4um

h(1—cosd) §
h . S,
muoc? -

ﬂ"rp{'?

s = >Wp

l i .
Alors il y a photoslectrique. hv — Wp = mvj = Eemes
be — Wo =B, = Wo="1—_E,

he
J'm-ll:: i WD
by < he

mar = W

b
}‘muz = ﬁ

Attention : il faut convertir 2. en Joule et A en m avant de faire AN.

On a : he — hwy = E,. d’apres le cours
Dans cet exercice, v = vy, = hv — ity = Ecnar

= b Je = F

(Rl

AIII
On trouve

_, heh
}"“’ = =Eohthe
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Exercice 2:
1. Représentons la fonction d'onde

2. Déterminons la constante /3

J’ffplwflfi’c—l

172 o) Pz = [ (o) Pdz = .

j b |‘P{$)‘2i’5 =1
B Bdz=1= g [} dz=1
— e~ 1
= F*(3b— (b)) =
= 4bf2 =1
B = 2_»1?3 car f>0

3. Déterminons la probalité qu'une mesure de la position de la particule
révéle qu'elle se situe dans la région [a,b]

p([0,0]) = JQ, lp(2) Pdz = [, Bda
p((0,8]) = A2 [ :h = 3%
p((0,0) = & xbh="1
4, Calculons< z > et < :1?'* }:u.
<z >= f:: rp(x)dr = [* xp(r)de
= fﬁb tﬁdﬂ = A(300% = 307)
= ﬁ(dbi szl
<z >= 20D _
<z >=.ff: a2p(x)dz = fj:r’ﬁd;r
= %‘!ﬁzﬁ
<2 >= Vb
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Exercice 8

L Déterminons In matrico 11 duns In baso {|dy =, 0y >)
On g Dy > 14|y 5 s Dy > 1y [y > 0]y >
HDhy s Bl Dy > con 1|y e Oy > oy thy >

Done In matvieo 1 ost o 1 - b l!
() f‘.-;

2. Déterg ; Eh o
Déterminons In matrico H dans ln haso (It = [ >}

-r“] On “';”N’i >= B0y > = 1 x (| > 2l >)
= == 1l [ BTN
T L =
| H|d l“ L e >= Gl > SR e >
e ] . ;": By > = 1l x -\;‘;_(-—-‘2[;11 > e >)
] C f_ ‘“l«:. i > +dh |y >= =2 > + S| >
] vs denx équations donnent, le systéme suivant

I fﬂl - ‘|‘2E|I|H'g >
=21|i > + Ly >

i

{Hlm > +2H s >
1 —2Hiy > +H|jia >

I

Par des combinaisons linéaires on obticnt :
= 5H |1y >= (2E, =28 > +(4E) + E)|pg >
— Hlﬂ'.! e :H-,;E'Jh-‘lm > +<I1-.‘|'+F.‘; !.”2 =
Et = 5..;”;![ .".'-:= {E| + flEg}lH; > "'(EHH - 253)1_”2 -
= H|py >= Bl 5 p 22,
Ainsi dce H devient ; ’
insi ln, matrice _lll nt_ll;}n nt
H=\1pde ke

Or E, = a et = b don

atdb  2a=2b
H= (2«525 1Y

54, 5w
H=1 at+4b 2a-1b)
T8 \2(a—b) da+b

Mettons (+ * #)dans(+) on obtient :
|y >= V5I®1 > =[Py > + s >)
I."I = \—}El‘bl > —ngfg"z >
Done laomatrice Hidans la base {|p; >, |us >} est :

]

1

1

]

]
-
NRva

]

J

]
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3. On définit. une observable F telle que
F=m >< ) + &ty >< po|

a- Exprimons les vecteurs F|p; > et Flup > en fonction de ses vecteurs
de base {1 >} et {|up >} '
Fliy >= S >+E|s > < [a|ly >

|1 |1 ta [tz ﬁziﬁ .

1

[ Flity >= [y >
Fliz >= |1 > < julpp > +elps > < [palpn >
S e —_——

0 Ll

Flus >= el >

b- Donnons la matrice de F,puis déterminons ses valeurs propres et vec-
teurs propres

78
F=(c)

F étant une matrice diagonalealors ses valeurs propres sont les éléments de
la diagonale d’on :

E[ =1]1et E.q =£

Et les vecteurs propres sont respectivements 1ty > et |pn >.

4. On mesure observable F et on obtient Ia valeur g,

a- L’état dans laquelle se trouve le systéme immédiatement, apres la -
sure :

Soit. |4 >=%L'">’—
W S Sy pe Vi

D’aprés le postulat 5,comme le sytéme n'est pas dégénéré alors |y >=
[T N '

b- On mesure ensuite I'énergie.Valeurs qu'on peut obtenir et

probabilité
avec :

Les valeurs qu’on peut obtenir sont les valeurs propres de F que sont | et .
Déterminons les probabilités :
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A AL
£)=|( 1, };;--i < pa| )|z > |
Ple) =%

P(1) =] < goltp > |2
P(l) =|(< ,u1]7+ < _ugi?- jg > |?
[POY=1]

5. A présent, on mésure d'abord Pénergie, et on obtient la valeur la plus
elevée. Immédiatement aprés,on mesure 1'1 grandeur physique associée
a I'observable F

a- Déterminons les résultats pcsstbles , .
Les résultats possibles sont les valcurs pmprcs de T‘ que sont Fy =1 et
Eq =E. : !

b- Calculons les probabilités associées

H b A
L, R S §

P)=|<m|®>[ &
P(1 }=|*‘~’-M1|( |#1}+T|I¢2 ” :
P(1) = J:QI -
P(1)=1%
Ple)=]< ,Uz|q’2'> [2 ,
Ple)=|< ,uzl(—,-lm > +71#2 >)
P(e) = 1",
P(e) = éx g
y

431

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

LA REUSSITE, MON IDENTITE

03/12/2021 J—
UFR-MI Année 201?—2018
[EXAMEN DE MECANIQUE QUANTIQ@ N
SESSION 1
EXERCICE 1 ..
A Calcul des commutateurs
L [, 25]
Associons une fonction f au commutateur.
("L, &1 (2) = (2"[&, &4 [ Z5)(2)
Le commutateur [Z, 2] est sous la forme [A, f (A)]
= [, i) = 0 o [2 31, el () = (&l (2) or
an ; aTI V.
flz) =2 é;,:f(%]— pyr f(z) g
= ai /() =) - 5 11)
= —nlf(z)
mn 0 _al = _ﬂl..él
=l E’ﬂz” T
2 [z —’Pﬁ,z"]
a "
[z-—z"]—-[zz]—[a ]
: )
_—:--'— —_— C —_ 2 = ﬂ
[35 2" ar [z — 2"
, . _[3 15]
_ Associons une fonction f & ce commutateur,
.\\‘
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n 0 a0 a, .
(", G5 1(2) =2" 2 (sa) - 5 (1) a
= (1) =" f(2) — "5 ()

=-nz""f(2)

Doncr“i Bl ned 2 >
= 32’31 i :

B. La fonction d’onde @(z) = e~ décrit 'état fundamr:utal d'un oscil-
lateur harmonique unidimensionel.

a) Trouvons I'unité de o

Considérons la répresentation {lz>}.

Considérons I'opérateur annititation 'a'. Dans cette représentation, cet
opérateur a pour expression :

a =—-—(2+iﬁ)

t%]'_'

P

\—/_ ”',!,;,f e Vimw )

“-Tf\/m \/_

La fonction d’onde ¢ de I'état fondamental s’obient a partir de 1'équa-
tion "a” (z) = 0 dans la représentation |z >, On obtient :

hiod e
e " = {
= (mw dz 1 Pelz) =0
h d mud
m—;"“ i

Olest une équatmn différentielle du premier ordre dont la solution gé-
nérale est donnée par :
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V|
@(2) =k exp([ i zdz), avec k€ R
mw |
2) = koxpl———2%), keR
P(z) = k oxp(~T5- #%), k €
Par identifiention, on a ¢
_mw
“=n
EEn dimension, on a
Kgrad.S~  KgST*rad
o= =75 @~ Jigmm
b. Raison physique 27 .
La raison physique de la’condition de normalisation est que la..pa,r-
ticule est dans un éta&-lié, ¢lle reste confinée dans une région finie de
I’espace. & !
c. Expression et unité de § / '
w étant une fonction, elle obi_éit la condition normalisation, & savoir :
.o : . +w. ,
[ le(e)Pdz =1
-0
T :
T
= [22|Bfe A dz=1
——2
= |BP frze B dz=1
~ ki ‘
18R —) =1
= 1BIEG [ —)
2 = [—]2
B
434

VALIDEUR LMD :Conseils-Sujets d'examens-Corrections

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

B RS e, SRR

LA REUSSITE, MON IDENTITE

03/12/202)

?T-I'U]%
lim A B

En dimension, on obtient :
Bl = (I{g.md.S" )=
J.S

d. L'énergie correspondante & @

= A=

L'énergie correspondant & ¢ est I'énergie fondamentale Ep ou
Ey = jhw, qui est I'énergie fondamentale d'un oscillateur harmonique.

EXERCICE 2

Une particule de masse m est placée dans un potentiel unidimensionnel
V(z) décrit par la répresentation graphique ci-dessous ot Vj > 0

Y“ \
LEn|EE | @

‘;_’_ T :
" 4 M =

¢

é P '

a. Expression du potentiel V(z)

0 iz <0
=Vo ;0<z<a
V@) =1 Zov, 0<z<2

00 x> 2a

435
VALIDEUR LMD :Conseils-Sujets d'examens-Corrections

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

LA REUSSITE, MON IDENTITE
03/12/2021 I

b. Solutions de I'équation de Serhodinger

En général, I'équation de Serhadinger est donnée par :
2m

#u(z) + 57 (B = V(@)tn(@) =

o .
* Dans la région (1) I'équation dévient ¢”;(z) + ﬁT- E ¢1(z) =0
" 2m
= ¢"1(@) = =5 Vo di(z) = 0
= ¢"1(z) — R? ¢1(z) =0

La solution de cette équationest donc ¢r(z) = A e"“‘ + Be™
Le terme Be™** qui tend vers I'inifini quand # — —o0 ne peut pas

étre une solution physiquement acceptable, donc pour cela il faut
prendre B = (0 et on obtient donc | ¢/ (x) = Ack*

* Dans la ré%ion (II }-ll;équa.tiun devient :
& 11(@) + (B4 Vo) dur{a) = 0 or B = Vo

= ¢"(z) =
= q‘:””(a:) = Dm+G’|

* Dansla réglﬂ'n {.Hf) ]’éQUHtiOIi'dG\’ith : él'”}.[::;;)-i-_izl{E_V(.'H}} fﬁu(ﬂ-‘) =

0 ¢ I
=Tk Em

éj'?.fl.f J.T} + R —H-] +- 2 %J'ﬁﬁﬂf{:’r) =0

¢”HI(-T-} + Vu {ém{ﬁ) 0

> 0"mi(z) + ?19 qu(a:} =0

Lg solution de cette équation est done J ¢(z) =G sin(kx + 8)

Dans I région (IV) le potentiel est infinj done la foneti
T onction d*
nulle | $jv(z) = ui n d’'onde est

e
s %
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C. gﬁlﬂ_ﬂ-ijll de rnecordement el montrons que tan(ka) = -1-ka
- En
{ $1(0) = 1)(0)
A=0C
=
{ kEA=D

u = ¢yt (u}
¢ (0 = ¢1(a)

r? +C =G sinlka + 0)
= G'cusku-i—ﬂ)

kA=kG cos(ka+0)

(ka+1) Gsm[.ﬂ.a+ﬂ

{ Aka+C =G sin(ka+0)
{ A= Gcoe .Ln+ﬂ)

En f&isnr‘lt'lﬂ rnppurt, on-obtient : ka+ 1 = tan(ka + 0) (1)

. En 2@ 2.' :
9‘5!”‘:2‘13-“ ”‘-
= G sin(2ka++0) =
= sin(2ka + 0) —G

. = 9ka+0=0

“=0=-2ka (2)

En remplgant (2) dans (1),on obtient :
ka+1=tan(ka —2ka)
= ka+1=tan(—ka)
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= tan(ka) = =1 = ka car 22— Lana est impaire.

d. Trouvons la solution de tan(y) +y+ 1 =0

D’apres le tableau, la solution de cette équation est j = 1,9. Ona:
tan(ka) = ~1~ ka. En posant y = ka = k = =0r '

2mV d
kﬂ = -—-U 2 = =—
o
EIE = 27”%111111 -
ﬁ,ﬂyz _I.rH. :_ i
BT W
A e K2
or y = 1,9 = y* = 3,61 donc | Vomin = 1, 395_@3
EXERCICE 3

_.) L
2 £

a. Déterminer la matrice de 'opérateur H

Soit H la matrice de cet opérateur. Cette matrice est de la forme
H = gy(J2 4 K?) ou J et K sont les matrices des opérateurs J et
K respectives.

Dans la base '{._|e; >, lez >, |es > } ;On a les matrices suivantes :

{10 n)u.h -1 0

J=0%020 |, K=i{1 0 -1
0 0 <Boao \0 1 0
10 0\ -1 0 0

F=Yp0 0], K*=(0 =2 0
001 10 -1

On obtient done,
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[/1 0 0 -1 8 B
H =g (uuu)+(u =9 n) e
[\0 0 1 1 0 =1
0 0 1
f‘.fr:.gu[}_zﬂ
\1 0 0

Déduisons 'action de H sur {|e; >},123

Selon I'expression de la matrice de H,.ona:
Hley >=¢gg|es >

H e >= —2¢p|ep >
HIE:; == IBI >

Déterminons les valeurs propres { £} et les états propres normds

Resolvons I'équation caractéristique det(H — X 1) =0

=X 0 ‘g0 | .
=0 =2-X 0]|=0
Ep 0 —'-x
—2eq — X i, 0 En
= -X 20 X £ —%2~-X 0

‘s._l B ;
= —X2(2e0+X) +€5(280+ X) =0
‘( : - 1 :
o (Beo+X)(-X2+e§) =0

s (0 + X)eo ~ X)(2e0+ X) =0

y .=',;._En+x_-:ﬁjéﬁ':5n—x =0ou2eg+X=0

S 4
- X =—ggouX =g oulX=-2¢g

Les falt:u;'é propres sont done By = —2¢p , Bz = —gg et B3 =g
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Trouvons & présent les kets propres de H P

« Soit |y >=2le; > +yles > +2zles >
Hlpy >=E | >

0 0 1\ (= T
Ep 0 -2 0 v =—-2.Eg ]
1 0 0/ \z
Epz=—2c12
= ‘—25‘01,!:—2501;
EgT = —2eq2
r=z=I0
Y=z
doll ¥y >=yley >; or <th\thy >=1
0
= [yf010)|1]| =1
0

=y =1donc |y >=le >

e >=xler > 4 ez > +2es >.
Le ket propre associ¢ & 5, on a :

gy >= Bl >

0 Iﬂ' 1\ fz\ ' T
=0 |0 -2 0 |y| =€ |¥
Al 0 04z 4 z

y=0
Dol | >= —z|ey > +zles >:or <ty > =1

=

-#i%'}. = v%’{—lct > +]eg >)

y e Soit [Py >=zle > +y le2 > +2z|es > le ket propre associé 4 B,
: Ona:H|¢3}=.EJ]?,ﬁ3}

)
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e o s,

- *-L__‘L\‘
0 0 1\ [z T N B
= |0 -9 0 [g] =5 |y PRSI,
1.0 04'\z z . % :
Par un raisonnement analogue, on obtient [¥s >= v—,-——zﬂﬂl > Hles >)
Matrice de B dans la base {l1A: >}ici0a S
Notons B’ cette matrice. .
'II&":"“VUHS d’abord les valeurs propres {A;}de B. L'équation caractéris-
tique est donnée par : det(B — XI) =0
=% 1 9 |

=1 =X 1 |=0

0 1 -X
= -X(X’-1)4+X=0
= X(2-X)=0 - _
= X=0,X=y20uX= —'\/’2‘, done Ay=—v2, 0 =0,M = V2
. Soit |A; > =z |e; > +yles > +z|eg > le vecteur propre associé & Ay,
Ona: B|A >=—V2|A >

0 1 0)0f= - T
=|1 04 ¥l = -2 |y

0 190/ \=z z

;;I;'= P} .
D'od |Ay >=2(le1 > —vZles > +les >) or < AyA; > =1

W
= z= %, donc ”ll = '2‘(131 > _‘-/i|32 > "|"|Ea }:l
. 4 : 1
Par raisonnement analogue , on obtient :|[A; > = §{_|£1 > +les >)
A -ﬂm.;}_'_:;_‘-_'%%[@ > +v/2|e2 > +les >)
441
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b’
—V2 000
Dans la base {|A; >}._, , . la matrice est done [B' = [ 0: 0.0
{I i }3_1,2.:1 4 0 0 1/5
b) Montrons que B est une observable.
B est une observable si et seulement si B est un opérateur linéaire
hermitique dont les vecteurs propres obéissent & la relation des fermet-
tures.
Z A ><Ay =1
/0 170Y
B* = (5" =110, 1 | =B
010
B est done hermitique..On vérifie aisement que ¥ |A; >< Aj| =1
¢) Résultat possibles et probabilité
D’aprés le postulat -(3},--lors de la mésure de 'opérateur B. On peut
obtenir comme resultat I'une des valeurs propres de B, & savoir Ay ou
)‘2 ou )13. _ :
. Oalcu_lnhs leur probabilité
P(A) =< Mw(0) > 2
. N 1
]
< Mfp(0) >= (1= v2 1) ( 0) =0
=]
P(A\)=0
P(A2) = | < Azy(0) > [
; 1
< AgJp(0)>= %{-—1 01)| 0 ) =-1

& ' -1
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»
Y
&
P(A) =1 '
P(As) = | < Ag|yp(0) > |2 =0 g
-D’aprés le postulat (5), immédiatement aprés‘la: mesure, la pa};tictile
s¢ trouve dans I'état |A, > car la probabilité de trouver la particule
dans cet état est égale & Punité. - R
d) Etat du systéme & un instant t > 0 ultérieur,
i.
e 3 —=Enit., T
Par définition, |¢(t) >= 3 Ca(0)e R [ > o Ca(0) =< ¥ul¢(0) >
n=l1 . - 2 .
{ N
C1(0) =< dy|p(0) >=—=(010)| O |
1(0) =< ¢u[¢(0) ﬂi_ ; ) ke
chﬁ Cl — (U] — [] /.r-l_. . [
& ey 1
Ca(0) =< w2|¢(03f55;_=.§_(51 01) | 0
T £ _—1
D'od Cy(0) = =1 '
y & ; 1
C5(0) = < ¥s|¢(0) > = E(I 01)| 0
F.o \ o =1
D'oti C3(0) =0 "
Par consé&uent‘,-nn obtient :
'“:"“m? £
r T L\‘x,-“ - 4
3 \
= -“-'-\ \'(
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i
() >=— ¢ B gy >

i
=~ k" gy >
1 fig t
= v R (ley > =ley >)

£
|6(t) >= —lﬁe B lg(0) >
¢) Calcul des probabilité des différents résultats de la grandeur physique 5

.

€0
Ona:|¢(t) >=¢ b 14(0) >

S<Agt) >=¢h
d'oil P.(}q.] =0

On a : P(Xg) = |.<holé(t) >
| . iEE tt )i
Ona:[p(H)>=ch |$(0)>
B e C0 :
. el i .
< falo(e) > — B LAJ(0) > or dapris ¢) < Agl(0) > = 1

£p . W
== e A
etle A |=1 G

done P(%) =
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o
Ona:|g(t) >=e h ‘|¢(0) > s

] S,
=< Aglg(t) >=e b ' < As|6(0) > or d’aprés c) < Asl¢(0)>=0

donc P(X3) =0

e) Valeur moyenne M ‘
Ona: M =< ¢(t)| Blé(t) >
¢ ‘ﬂt : “
1 0 10 elﬁ 1 0
Ona: Blg(t)>=—|1 0 1|] 0 =—— |0l =0
V2 {p 10/ &, 2\g
| TR
< ¢(t)| B |p(t) >=0 .
I‘J‘ '.
4
V
§ N
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UFR-MI : 1.2 Année 2018-2019

[CORRECTION : MECANIQUE QUANTIQUE SESSION 2 ¢t L |

EXERCICE 1 (session 1 et 2)
Données : V =4, 125Valts, P = 0,33KW et v = 10°MHz

1. Déterminons la fréquence seuil.
Wo = hug = eV = |1 = 2

AN : yg = M00_xd 135 _ "j;{?m‘:;_‘ 2k lﬂ“Hz

Justification : On a v = 108 Hz et vy = 1014 Hz done v > 1y

La fréquence seuil est inférieur & la fr equence dES phﬂ'tﬂns dﬂﬂc ilya

effet photoélectrique. &, Lif

. )
o -
"._.- ¥

2. Le nombre de photons
On sait que P = % et Br = nhy dunc P = 1“'; ‘x

Soit N = 2. Ainsi P = Nhv = |N =T ',

0,33.10° 4nie )
AN: N = 662610~ HxI0E o ml ]
Il y a 5.10' photons émis/par secnnde
3. = 10¥%Hz

P = S=hvg = Nhvg AN P 510 x 5 626,104 x 10'8
P =33, 13W
n'y a pas de puis‘;&m‘:ﬂ seuil en méeanique quantique.

4. Energie et | 1mpuL¢;mn des électrons éjectés de la cellule.
hy = Wo + E¢ = E, u?w-—'ﬁ = hv — hup = h(v — 1),
AN : E, = 6,626.10%(10" — m‘iﬂ} 5,06.10718J,

E.= % = P= -..J'?mEG f
AN : —’V’ngllﬂ ‘,XSEIBIG 18 = 3,80.107# K g.ms™?
P=£‘-‘ffavecu\ ;doﬂP'-*—:#-)\-—

6,626,103 -10,,
AN : )\ mﬂr 2:10 1
Le comportement des’ électrons ne peut étre relevé par la mécahique
clasanue car A est tTéb faible.

5. Galcu!ons l’1ncert1tude absolue minimale.
Cela rﬂvieﬁt a calculer AXAP = i3 AP= Ay avec AX = 1A.
AN : Ap = SS2810°% _ 5 89 10~ “rfg.ms
- Conclusion : Les deux valeurs AP et P sont identiques.
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P

EXERCICE 2 (session 1 ot 2) e

i

l L S -...I‘.".
I Y~

.I-.

1. La fonction d'ondo ¢ doit oo continue ot do corré Hﬂlllm[l.bl{! ¢'est=i-

dire N

[;““']ﬁ[a:)'l?m Py j:" I

+00
—a [ L

=5 .-?.E.-'z ,

2 ol . .
G f A .i_f._“—gﬁ:-,@n fesant lo changement de variable u =
€ Joo T

m| &5
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£ £ 7
Pl——=<r<—)= M) |dx
(e )= [ el :
B
T
1 % _dz posons u = —
ETT :5_1+{ ]2 £ ;
j % du 4 _.-_“‘-‘H_ y
_: ———? '.\..\._‘
1] _#1"'“1 1 3 F
1 W
— —_—) = - 2w =
—ﬁxZarctan(ﬁ) = 5
ik '
3 )

EXERCICE 3 (Session 1)
Soit

) = V2|e;) + ilez) + Jes)

2
1. Ona (plp) = (V2 —-i 1) ({-) =4 #1
- 1

Done le ket [¢) n'est pas un vecteur d'état. .
Nommons alors |¢) : @) = rhmlv) = 319} = 3Flen) + glea) + ilea)
2. Détermiumua la matrice associce

=leMe)
. P Jlen) = lso){mlm = (=§|n> + $lea) + lea)) (32)
Pyler) =4ler) + & 8%|0,) 4 X2ey)

o Plea)= lw}{wlm} = (Ler) + les) + Lea))(5)
R,eIEQ)‘“ ’2|€:)+4|ﬂz}- tles)

. ¢|‘*3) |'P)(¥’|‘-3}_ (J'C"-l)'i' zl"‘-’) zi””( )

Poles) = Llea) Flez) + les)

& 2, “—iv2 V2 2 V2 V2
Ainsi P, =1 (fﬁ 1 J = (—h/- 1 —f)
V2 i 1 v2ooi ]

2 —iV2 V2
= PE=aliv2 1 i | = P, doi ce projecteur est hermé-
. vz =i 1
5 tique.
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g 0 D
S M=10 g 0
0 0 Ep

Equation au valeur propre
Hley) = ggle 1 leg} = ggleg) ; |

On a |¢(t)) = Z.;}l ‘rr“)“x]’{
cilto) = (e)|¢) =
ca(to) = ('hl'P')

¢s(to) = (es|y!) = g
On obtient alors

() = expziemn

ki
a une phase prés |¢(t)) =

LA RIUSSITE, MON IDENTITH

| ::} = £q|ca)

1)|en) avee eallo) = (enle’):

%e;) + %|c2) ¥ %lcn}}

D’ou les états |¢(t)) et | } sont physiquement incliscernable

4,
(A)t) = (p(t)|Alo(t)) = ‘IAiw*} = (At =0)
. i‘%%“— IAH, A +
{m} =0, de plus '.I.Ld}.f.!l =0
Done
ﬂ([H‘ Ay =0=[H A =0

449
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Université FUD Année 2020-2021
MATHS-INFO L2 '

CORRECTION MECANIQUE QUANTIQUE

Session 1 :

Exercice 1

_J0siz<O
‘pim}_{ Ae—ttl_e—:} si Izﬂ

1) Déterminons la valeur de A pour que la fonction y soit normalisée.

+00
Condition de normalisation f le(z)Pdz =1, on a:

o 0 " w00
f le()? de = f ()| dz+ f le(2)|? dz car p(z) = 0'si z €] -0, 0]
i s )

=, i
j; A% (] — =¥ dp = f;‘; D'aprés la condition de normalisation
2
‘?—2 =1=2A=2/3
2)a- Déterminons la densité de probabilité de présence de cctte particule,
La densité de probabilité d:r:_-'[:-_réaehi:u par unité de longuenr est égale nu carré
du module de la fonction d'onde.
11 vient alors d—z = |¢{1)P_:; 12¢75(1 - ¢=4)?

b- Dédulsons-en la valeur de s position’pour laguelle elle est maximale,
Etude de 12e™%(1 — ¢7%)2 = le maximum de cette fonction est atteinte en
2 = In2 alors la valeur de sa position pour laquelle cette densité de probabilité
est maximale est @ =1n2

F

3) Calculons la yaleur moyenne

Jpee - k foptee
<ol “ptayrap) iz < [ ope)ds
Li]

=00

tea &
N f Lo (n--r s 2':-3:' s E—-H-'}u'r
/]

e r s= —12 [le-z}' T Ee—ﬁr + le-’ﬂ]ﬂﬂj i I'aide d'une intégration par
4 9 16 =0
I';"I“tic y
«::L e fx-
12504
‘Exercice 2

1) L7effet photoélectrique et l'effet Compton sont deux types d'interactions entre

. la lumiére et la matiére.
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En effet, photodlectrique, toute I'énergie du photon incident cst scquise DAL
seul lectron, mais dans I'effet Compton, le photon incident ne transfére quune
P?ﬂm de son ¢nergie & un électron. '
ehier Photoélectrique cst un phénoméne de faible énergic et les photons en
lﬂ:l.émctlcn disparaissent juste aprés avoir fourni leur énergie aux électrons.
L'effet Compton, en revanche cst un phénoméne de moyenne ¢énergie et les
phﬁotc?ns en intéraction sont dispersés par les électrons. Clest la différence
Principale entre I'effet photoélectrique et I'effet Compton. X

2)a- Caleulons
Etat initial:
Em‘:rgile du photon incident: E; = ho = hef2
Energie de I'électron: Ey =me*

Etat final:
Energie du photon diffusé: E} = hv/ = he/).
Energie de I'électron diffusé: E} = Xmc? 4 =

V'énergie du photon incident et sa longueur d’onde.

Conservation de l'énergie:

B+ B = E + B

5 = A0k2V
El=E;+E£—E-; E;=mc"
Ej = 120k2V
|_E,=E;=4ukzv-mc=+mukwp
he he
Ork=— = —
r i ) =% A 4B;

A= he
180k2V —me2

b) L'angle @ de diffusion du photon,

moten dijfuse

Pheton incldent
. . dieeuron Liffusé
4 : angle de diffusion du photon
¢ : angle de diffusion de I'électron
=) = i-;-j:l; cos 6)

\:' N _]oﬁé};ﬁ?-'d'onde du photon diffusé
b ) :longueur d’onde du photon incident

%
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me

0 = Are cos(1 - T(A’ = A))

3) Effet photoélectrique (question 1)

Fréquence seuil: Clest la fréquence minimale que doit posséder un photon
incident pour extraire un électron du métal,

Energie seuil: valeur limite au dela de laquelle un phénoméne physique,
chimigue ou biologique peut provoquer un effet donné.

Potentiel d’arrét: la valeur au dessous de laquelle on n'observe pas Ueffet
photoélectrique (I'énergie cinétique des électrons n'est pas suffisante).

Exercice 3

1} Ecrivons les matrices C et H

10 0 En=hw 0 0
C=(0 0 0 H= ] Ey 0
00 -1 0 0 Ep+hw

On peut mésurer simultanement C et 1 ear G = HC

2) Déterminons @ = % (A+B)

0 V22 0
Q= (v"ﬁfz 0 r-;/ifz)
0 v2/2/ 0

Déterminons les élats propres. ©
- Les valeurs propres

=) -Jifﬁ 0
Soit P(A) = [v2/2 =N V22 =A(1=MN(+A)
0 V272 =)

Alors les valenrs propresde @ sont : Ay ==1; da=0; Ay =1
-Ddtcmﬁnuns les vecteurs propres associés aux valeurs propres,

Sait {[¢hn >, 2125} les vecteurs propres associés aux valeurs propres E Y —
de fagon respectivement, tels que {|6, >= anle; > +balez > +e,ley S

avee {ay, by, e} des réels s

pourn=1
1 > =ailer > thilea > +eyleg > Ay = =1

; i a1+ Lby =0
e . VE V32 V{g ” " 17 5O (1)
T = [V2/2 _l"ﬂ 2/2 by | =—1x|b | = 2 NEL
A \. ¢ 0 v,’-ffz 0 1 (C:) 2 4 +b + =10 {2}

Poy+c,=0 (3)
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1
L'objectif n'est, pos de trouver les valeurs des fnconnus a;, by et ¢ mais frouver
une combinaison entre ces inconmns, ces inconnus servirons i normer les vecteurs

propres,
“.-) = hl s ._J?n]
{2) = bl = —%c]

de (1) et (2), on niay = ¢y d'oit [¢) >=ay |y > =L ay Jea > +au e >

<éil=a1 >e|-La, <eg] +0y <ey X
< ¢y >=ﬂ?+2aﬁ+n2=4ﬂit}r{q§l|¢l}=l=>4uf.=l=:'ﬂl=§

1
1 >= 3 |ey }_T leg > + = 1c3:>

Pour nn = 2

|¢2 > = 112131 > +lhalea> +eplea>; Aa =0

0 v2/2 0 g 0 b Ik 0
2 B (1.2) = (u) #_{'ai;—cg
0 Vv2/2 o (3 i

e -

= |2 >3 4 e > —ea Jes > S
o \‘\ -
= — ] > == @ > g -
|é2 7 lex > — les \‘\__“ L R
e =ty .
Pourn=3 ‘LH \\] \
:>-—-e>+ e_‘n-+ e\}
|és lex «f' 2 lea w
3) Le systéme se trouve dnns l'état i ]a valu.mr prpnpre de ¢ est égale 1
7 -- f o
lg >= |ey > (Car e.1 ::= cst e vecteur pi*épre tle Popérateur ¢ associé & la
valeur propre qui est 1) k..

D’apreés le pnst.ulat 3,0n, ohtlent lunc de.‘; x-aleurs propres de la matrice Q.
Soit Ay = —1 avee “pour- pmhab:hte

<

D'aprés le postulatal R Y i
4 2 1 1 1 1 1
pon =gl 2 - ) (3)] <3
. . i+ 1
: . : .
Sﬂiuﬁﬂavewmzl=P{m=l<m1so>|"= (‘J‘z’ . E) (3)
1 1 1 1
4 Sml..hg__lavecP{Aq] P{l}_!<¢3|4p>r 2 (_ . E) !

4) On suppose i présent. (& l'instant £ = IJ) que le systéme est dans I‘etnt li2(0) >

/3
tel que |;b(u) :-_. IE: > + lea > + ey >

Débcrminmmrhb t} >At#D |
Ds,mriaa le postulat G, on a: l(t) >= Eﬂ'u(!n}e FBA=10) 16 S aves
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Cp(0) =< e,|w(0) > .
Ci(0) =< e1|9(0) >= 3
Ca(0) =< ea|p(0) >= %ﬁ
1
Cy(0) =< caly(0) >= 3
[9(t) >= C1(0) e~ #F1) |ey > +C(0) e~ #E2) Jep > +Ca(0) €~ FE+ WV [ea >
[#(t) >= 5 e~ A5 [efut ey > 4/ [eg > 4o [eg >]
* Les valeurs moyennes
<Q>=<v(1)] Q l¥(t) >
% o= HEs=Rwt
0 Va2 6 ] :
Q) >=[v3/2 0 V3j2) |5 R
0 v32 0 -
:lz o=k (Eg=nut
< 1«'&("‘)' e % B‘—*[Eu—‘hw]l < C|1 o l ﬂ*{g-o+rgmll
< Q }u}z lc-ﬁlfl + 1ciml + l r—!w]‘ + lchrf
<C =< 'l,f.l'{l'.)l C Iﬂ!{i} 3:= 0
Onu: [CH]=0ct c ne dépend pas explieitement du temps done
i 0= —=—<C :é(;;:r O est une constante de mouvement. (Théortme
d'Ehrenfest ) i .
r}_t <C>y= —%‘.’{:""""+ %ei”‘ + f;jt:“‘" # 0 alors Q n'est pas une constante
du mouvement, <
.__\\. ]
g
= A Y
4 ’ &/
'\‘ pe LY — o s
\\\
k|
b 5
h ¥ \
L
- - — - - ] Ll 454
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4.

ra) mode();  b) type();  c) Mod().
5.

10.

u]-“z.iz
h [ REUSSITE, MON ||)E‘.Jl"5| '

Univers; ; ' . 2010
"It Felix Houphouit Boigny d'Abidjan Année universitair® 2018

U !
FR de Mathématiques ot Informntique  Niveau ! Licence 2 Session : 1

Examen : Statistique avec R~ Durée : 01 heure

EXERCICE 1 : Questions & choix multiples (10 points)

* Vous écrirez le numéro de 1a question suivi du numéro de Ja bonne réponse(exemple 1 a)
. Po :
a) ‘:;ttﬂ_&e'hugﬂ le logiciel R, il faut se rendre sur le site :
U _P "’ywman} xb) http ://www.r-project.otg; c) hitp
5 }ne mterf&ce gtaphique de R est
a X
- spyder;  b) Roraphic; ¢) Remr.
code R permettant de créer la variable "age" contenant la valeur
contenu est :
¥ i .
;) (age<-17);  b) print(age);  c) print(age(17)).
our afficher le type d'un objet, on utilise 1a fonction :

il /www.r-prajacL com.

17 et d’afficher son

On considére la variable "poids" définie par : poids<-c(18, 20, 47, NA, 19, 57, 18).

Quel est le résultat de I'instruction : which(isna(poids)) ?

a) TRUE; )4; _.c) NA.

Pour connaitre la structure d'un objet, on peut utiliser la fonction :
a) class(); :b) str();  c) factor(). '

Soit A une matrice. L'instruction ; A[1: 2,] donne

a) les deuz premiéres lignes de A;

b) l'élément de lo premiére ligne et la deuziéme colonne de A;

¢) les deuz premiéres colonnes de A.

On considére la liste "y" définie par
y<-]ist{tai]le=c(138, 168), etudiant=c( "Pierre", "Paul"), new=c("TRUE", "FALSE")).

Quel est le résultat du code : length(y)
a)3; b)6; ¢) 9.
Soit la variable "profession
profes&ion-::«fa.ctor(c(”cadie

" définie par

o "ouvrier", "artisan", "'CB.dIE“, "paysan", "ouvrier", "artisan",
ncadre")). Quel est le résultat du code : n]'E:VE]:S{PrOfessiun}?

a) "artisan” Weadre! "ouvrier” "paysan’;- b)4; ¢)2321.

On veut importer un fichier situé sur le disque D nommé "plan" au format csv dont le
séparateur de champ est le point-virgule. On utilise I'instruction suivante :

a) read.csv("D :/pian.csw"):- ,
b) read.csv2("D :/plnn.c.w”)
¢) write- csu("D :/plan.csv 4
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EXERCICE 2 : (10 points)

LA REUSSITE, MON IDENTITE

NB : Vous écrirez des codes en Iangage R permettant de répondre aux questions B,

1. Créer les vecteurs suivants :
a) z est constitué de ln suite des entiers de 1 & 30;
b) y contient trois fois la valeur 5, quatre fois la valeur 8 puis sept fois valeur 12.

¢) = contient 11 m compris entra 1 et 30 avec un intervalle constant.

2. On considére la variable "poids" définie par : poids<-c(18, 20, 47, NA, 1
Créer le vecteur nommé "poidsNA" contenant les valeurs de la veriable

valeurs manquantes 4 1'aide d'une seule commande.

3. Soit la matrice

3

A= -1

0

-1 0

-1

-1 3

100
et b= 0
200

9, 57, 18, NA, 35).
"poids" sauf les

a) A l'aide du vecteur "vec" définie par vec<-c(3,-1,0,-1,3,-1,0,-1,3), créer la matrice A.
b) Pour chaque ligne et chaque colonne de la matrice A, calculer la moyenne de leurs éléments
& l'aide des fonctions apply et mean.

c) Calculer la trace, le déterminant puis I'inverse de la matrice A.
d) Créer le vecteur b.
e) Résoudre le systéme linéaire : AX=b.

4. On considére le data frame nommé "etudiant" dont les lignes et les colonnes sont données
dans le tableau ci-dessous.

!

Nom sexe | Analyse Numérique Scilab |
Mariam F 12 8
TIA M 5 13
DIGBEU | M 4
KOUASSI | M 15 18
AYA F 2 18
YAPO M 14 14
VANESSA | F 10 11
ZAMBLE | M 10 6

a) Créer une varigble nommée "genre" contenant les valeurs de la colonne "sexe" et une
variable nommée "ananum" contenant les valeurs de la colonne "Analyse Numérique".

b) Construire le tableau des effectifs puis le tableau des fréquences de la variable "genre".
~ ¢) Caleuler le mode de la variable "ananum".

d) Déterminer les valeurs des principaux paramétres de position de

l'aide d'une seule commande.

—_

la variable "ananum" a

e) On souhaite comparer les notes des filles et des gargons. Construire un data frame nommé
"hom" contenant uniquement, les étudiants de sexe masculin et un data frame nommé
"fem" contenant uniquement les étudiants de sexe féminin,
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Exnmen ; Statistique avee 1t Durte : 01 hoeure

EJ. o y 5 .

XERCICE 1 : Questions i choix multiples (00 points)

NB H Vﬂuq &cri

s &crirez le numéro de la question suivi du numéro de la lonne rﬁ;mnﬁc{uxcmpln ] u:I
truction :

1. Pour yua )
a) hdm::'sul{u: I'aide en ligne de la fonction sum, on utilise I'ins
. P( sum ); b)?sum; c) hclp(sumj,é.'_art
. Pour sup.pnmer la variable b, on peut utiliser ia domi
) supprim(b);  B) NULL(S); ) rm(b),
double en une variable

mande :

du type integer, j'utilise

3. Pour convertir une variable d du type
I'instruction :
i _ i
a) is.integer(d);  b) integer(d); c) as.iniagerflﬂ-.
9. ;
On pose v<-5; w<-—6. Quel est Je résultat du code v == w?:
a) FALSE;  b) TRUE; ©) =6 |
5. Onﬂpose h<-c("maman”, "papa"). Quel est le résultat du code
a) "maman” "papa’; b) "character" ; ¢) 9.
u1 “b'la.nc“. "'\l'el‘l."]

class(h)?

G. On donne le vecteur z<-c("bleu . Quel est le résultat du code !
sort(z, decreasing=TRUE)?
a) "bleu" "blanc” myert"; h) "wert” “blanc
—c(12, —5,7,8.30). Quel est le résulta
b) 12 8 303 ¢) FALSE.

i plew;  €) nplane” "blen” "yert".

7. On pose Z < t de l'instruction ! which(x>7)?
a)l 4 9;
8. On considére Ja liste "y" ldéﬁnie par
¥y {'list[tail]u-—‘c[l'fd, 165, 198), classe=c(

Quel est le résultat du code ! y((3])?
ﬂ) 195; b) "153"_', c) "CBG" nggMT" nSTRM".

9. Soit la variashle Z definie par z<-list (poids=c(75, 90), profession=c(" artisan”, "enseignant")).

Le code suivant : zi[i][{—NULL
cnent NULL @ lu lisle z

la liste z

IIIJIII' IILIZII‘ 1|L3n}‘ UFR'—'C(“CBG“, “SSM'I“I. us'rn:\_snnr

a) ajoule [élé
deurieme élément de
urieme élément de la liste z par NULL.

Le cotle suivant : dimnames(dafr) donne

h) supprime le
¢) remplace le de

On considére un data frame nommé dafr.

10.
a) le nom des lignes ¢l des colonnes du dala [ramc

b) le nom des colonnes du dala frame

: , 457
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EXERCICE 2 : (10 points)

sLions posées,
NB : Vous écrirez des codes en langage R permettant de répondre aux questions |
; JIls: nquantes.
1. Soit vec un vecteur de nombres récls contenant éventuellement des valeurs manq
s ce vec :
a) Ecrirc un code permettant de tester la présence de valeurs manquantes dans ce vecteur

Commenter le résultat de ce test.
b) On suppose que vec contient des valeurs manquantes. Ecrire un code permettant de

donner la position des ces valeurs manquantes.
¢) Ecrire un code permettant d’afficher le nombre de valeurs manquantes du vecteur vec.
d) On suppose que vec contient des valeurs manquantes. Ecrire un code permettant de
calculer la valeur moyenne du vecteur.
3 -1 10
-12 3 -7
0 -1 3
A l'aide du vecteur "mat" définie par mat<-c(3,-1,10,-12,3,-7,0,-1,3), créer la matrice A.
On considére le data frame nommé satishop contenant les résultats d'un sondage portant

2. Soit la matrice A=

sur les prestations d'un hépital.
a) Ecrire un code permettant d'obtenir la structure générale des colonnes de ce data frame.

b) La colonne nommée profession contient assez de valeurs manquantes. Ecrire un code
permettant de supprimer cette colonne.

¢) La structure chargée d'analyser ces données souhaite ajouter une colonne nommée IMC

portant sur I'indice de masse corporelle. Ecrire un code permettant de réaliser ce voeu,
d) Cette structure souhaile partager ce data frame en plusieurs groupes en fonction de

I"age. Ecrire un code permettant de créer un data frame nommé satishop40 contenant
uniquement les personnes de 40 ans ou plus.

e) On souhaitc déterminer le nombre de paticnts possédant une assurance. La colonne nom-
mée assurance, prenant deux valeurs, permet de savoir si un patient posséde une
assurance(l : personne assurée ou 0 : personne non assurée). Cette colonne ne contient
pas de valeurs manquantes. Ecrire un code permettant d'extraire cette colonne que vous
nommerez assur puis calculer le nombre de personnes possécnt Une assurance,
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pématlques ot [nformatlque

UFR da Mat
purbe ! 01h18min

14 Llconce 2

1 1; 10 -5 11,8; 3; 91 NA.

5.
ur vec contenant les valours préchdanto

50 2100), y=(1450; 1870; 1690; 0) et

s éléments respectifs de x, y et Z.
¢ les noms suivants : conjointl, conjoint2,

résentent respectivement les revenus des

es de quatre ménages. Ecrire un code

nts sont nommés : nom, taille et new ot

aul), (188, 168) et (FALSE, TRUE).
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Exercice 2 : (10 points)

On considére le fichier tele.csv situé sur le disque E de votre ordinateur et contenant des
informations d'un sondage réalisée 2 Abidjan auprés des individus regardant
quotidiennement la télévision. C'est un fichier au format esv dont le séparateur de champ
est une virgule et contenant les variables : genre (prenant les valeurs homme et femme),
niveau (niveau d'étude), temps (durée moyenne guotidienne devant la télévision en
minutes), etc.

Ecrire un code permettant :

1) d'importer ce fichier dans votre session de travail sous le nom TV.

2) de vérifier que le fichier est du type data frame.

3) de donner la structure générale des variables de ce data frame.

4) d'obtenir uniguement les noms des lignes et des colonnes

5) de transformer la variable genre en facteur grace 4 la fonction factor

6) d'obtenir le résumé numeérique des variables ou data frame

7) de construire le tableau des effectifs puis des frequences de la vanable niveau

8) de construire un data frame nommeé TVF constitue umquement des données
concernant les femmes a partir du data frame TV

9) de supprimer la colenne genre du data frame TVF

10)de déterminer le temps moyen passe devant [a teldnsion par les femmes,

ot

- W wem - - -
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1 . avee R Nivean : Licence 2 21
ViiiiRbe gl Année 2020/20
Exercice 1: (10 points)
1) Soit note =
a) Ecri:i,u(?i?; 13 8.NA: 2; 16; 11 6; 19; 15 NA;19; 147 8; 25195 115381 4
b Bomme. In code permettant de créer le vecteur note,
es résultats des codes suivants ;
* length(note) ;
* Which(is.na(note )) ;
* note[c(S,11,13)];
* sum(note);
¢) Que font les codes suivants :
* note[note > 10] ;
* nNote « na.omit (note) ;
* Sort(note, decreasing = TRUE)?
2) Soit EL « list (nom = ¢ (‘Aya’ ,"Florent’,'Paul' ), tail = ¢(174,180,168 ), niv = ¢ (13!,-1,1*,*1.2"))
a) Quel ty:'pe de structure de données représente EL ?
b) Que fait le code suivant : EL[3] ?
c) Qun.?l est le résultat du code suivant : length(EL) ?
d) Ecrire un code qui permet d'ajouter 4 EL un élément nommé age et prenant les valeurs 20,24 ct
40. : |
e) Ecrire un code permettant de remplécsr, la valeur Paul par Emilie dans EL.
f) Ecrire un code permettant de supprimer ['¢élément tail de EL .
3) On donne le vecteur b=(7; 9;13;8;2;16; 1;6; 19;15; 19; 14:8;2;19;11;'18; 7)

a) Ecrire un code permettant de eréer une matrice B de trois lignes dont la premiére ligne contient

les six premiers éléments de b, la deuxiéme ligne contient les six éléments suivants et la
troisiéme ligne contient les six demiers éléments de b.
b) Ecrire un code qui permet de nommer respectivement les lignes de B par L1, L2 et L3 et les

colonnes C1, C2, C3, C4, CS5, C6.
¢) Ecrire un code qui permet de créer un vecteur nommé LIGNE contenant la somme des €léments

de chaque ligne de B.
d) Ecrire un code permettant d'extraire les deux premiéres colonnes de la matrice B,

e) Remplacer la valeur 14 de la matrice B par 17.

Exercice 2 : (10 points) .
On considére le fichier habitat.csv situé sur le disque F de votre ordinateur et contenant des

informations sur les ;arac_téristiques des habitations & Abidjan. Cest un fichier au format csv dont le

séparateur de champ est une virgu{e. .

1) -E‘criré_gnqcodc R permettant d'importer ce fichier dans votre session de travail sous le nom
maison.

2) On souhait
a) Queles
b) Quel est

3) Un apergu d
model.

e obtenir la structure générale des variables de ce data frame.

¢ le code a saisir pour obtenir ces informations ?

le code a saisir pour obtenir le nom des variables ?

e ce fichier est donné ci - dessous aprés transformation des variables natmaison et
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0322001
nbpieces sdmtd 2343371255
superficie S 150 225 125.78 289.8 964 548.8 Nl -"-’”-35""" Wy ma pB DT
natmaison : Factorw/ 3 levels "bas ", "dup ", "dup ", "has " " s "l ;- B TR
model : Factorw/2 levels " A" "4 " "B A" N, "B Ce 20 NA 2 o —

4)

5)

a) Quelle est la nature de la variable natmaison ? Quelles sont ses mmlnlllés 't .

b) Quel est le code qui a permis de transformer ln variable natmaison en laeteur ? .

¢) Eerire un code permettant d'obtenir le tableau des effeetifs de ln variable tmtnlul.unull. )

d) Ecrire un code permettant de vérifier la présence de valeurs mangquantes duns o variable
natmaison puis un code permettant d'obtenir son nombre de valeurs manquanies,

On considére la variable superficie. . . . .

a) On souhaite calculer la valeur moyenne de cette variable. Un Sudiant o saisi le code suivant
mean(maison$superficie) Quel est le résullat de ce code 7 comment contourner celle
difficulté ? .

b) Ecrire un code permettant d'obtenir le résume numérique de cetle vn.rmhlu.q .

¢) On regroupe les données de cette variable en classes de méme amplitude, Eerire un code
permettant d'obtenir I'histogramme de cette variable. .

d) Ecrire un code permeltant de déterminer la variance et I'écart type de cetle variable,

On s'intéresse aux variables model ct superficie,

a) Ecrire un code permettant d'obtenir, 4 partir du data frame maison.esv, un data frame nommé
modelA contenant uniquement le modéle " A " et un data frame nommé maodel B3 contenant
uniquement le modéle " B ",

b) Ecrire un code permettant de calculer la moyenne de la variable superficie dans le datn frame
modelA et dans le data frame modelB,

c) Ecrire un code permettant d'obtenir la boite & moustaches de la variable su perficle en
fonction des modalités de/la variable model,

i 462
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EXAMEN DE STATISTIOUE AVEC ¥
Sension 2 12 durtaz 1115

Exercleo 1:(10 polnts)

:j '-;i::jl;:'nm: lees vilearrn: 7y 0; 15, 8 N A 2 16, N AL 6; 19 15: N A 19:14: 2,39 11 15
“AAre un code permettant de crter le vectenr dev oontenznt bes valeun
précédenion,
b) Donner Jes réaultaty dig codos suivants:
* length(which(is.na (dew)));
o allfdev> 10);
¢) Que font, les codes sufvants:
e deys -ne.omil(dev);
o which.maz(dew),
2) On donne z = (45;21;23;32), y = (450; 870;690: 550} ex = = (157 150; 170 190,
a) Créer la matrice B dont les colonnes sont les eléments respectifs de 2.y
ol 2.
b) Nommer les lignes de B avec 1es noms: paul, jeanne, Mare, Marie.
¢) Nommer les colonnes de B avee les noms: age. revenu, taille.
d) Que font les codes snivants:
e mean (B[,2]); -
e apply (B,MARGIN= 2,maz),

3) On considére les vecteurs suivants:

nom prenant lés valeurs Konan, Kassi, Soro,

prenom dont les valeurs sont Paul, Romeo, Emilie,

annee__naissance dont les valeurs sont 2000, 2002, 1998,

a) Créer une liste nommée MOT dont les éléments sont nom, prenom o

annee__naissance
b) Extraire le prenom de la liste MOI de deux maniéres différentes en

utilisant:
e l'indice;
# |le nommage.

lﬁ)‘t)n.SUPPGSB quil existe une liste nommée TOI et présentant 1z méme

- con

ure que celle de la liste MOL Créer la liste nommée personnes qui

structu
tient les listes TOT et MOI dans cex ordre.

. Exercice 2 (10 points)

On co

nsidére le fichier etudiant.csv situé sur le disque E de votre ordinareur

-

2 ¥
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el contenant les informations d’un sondage portant sur les sports pratiqués
par les étudiants d'une université d’Abidjan. C'est un data frame au itomm.t
csv dont le séparatenr de champ est une virgule et contenant les va.nahles'.
genre (prenant les valeurs homme et femme), temps (durée de‘pra.thua: du
sport chaque jour en minutes), type (football, basketball, tennis, natation,
karaté...), age (4ge en années des étudiants), etc. On suppose que les
variables age et temps contiennent des valeurs manquantes.

Ecrire un code permettant:

1) d'importer ce fichier dans votre session de travail sous le nom Sport;
2) d'obtenir uniquement. les noms des individus;

3) d'afficher les 6 premiéres lignes du fichier sport;

4) de transformer les variables genre et type en facteur;

5) d’obtenir le resumé numérique de toutes les variables du data frame;
6) de construire le diagramme en barres de la variable type:

7) de construire la boite & moustaches de la variable temps;

8) de déterminer I'age moyen des ttudiants;

9) de renommer la variable type en sport_ prefere;

10) de déterminer la durée minimale de temps passt au sport.

e . . N 464
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037121202 LA REUSSIT
1
UFR-MI : L2 Année 2018-2019
(CORRECTION : STATISTIQUE AVEC R SESSION 1 ]
EXERCICE 1 : QCM
10 —b "

1-b 2-¢ 3-gq 4—a; 5-b; 6-b T—a; Sz 4 9=

EXERCICE 2
1. a)  =c(1:30)

b) ¥ =rep(c(5,8,12),¢(3,4,7))

c) z = seq(from = 1,to = 30, lenght’=11)
2. poidsN A = poids[—c(wich(is.na(poids)))]

3. a) A = matriz(vec,nrow = 3,ncol =3) ou
A = matriz(vec, nrow = 3, byrow = TRUE)
b) apply(A, MARGIN = lymean) et " apply(A, MARGIN =
2, mean)
¢) La trace : sum(diag(A)); le déterminant : det(A); inverse :
solve(A) /
d) b= matriz(e(100,0,200); nrow = 3)
e) solve(A,D)
4. a) genre = ctudiant$sexé. ct ananum = etudiant|[3))
b) Les eﬂec!;.ifé.: table(genre) ;. les fréquences : prop.table(table(genre))
c) mode_anarium = names(table((ana))[which(table(ana) = maz(table(ana))))
)
)

d) summary(ananum)

e

= o amn.d > . 465

e —————
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Correction Examen Statistique avec R session 2
21 mai 2020

EXERCICE 1 : Questions A choix multiples (10 points)

NB . Vous écrirez le numéro de la question suivi du numéro de la bonne réponse(czemple 1

a)

1. Pour consulter 1'aide en ligne de la fonction sum, on utilise instruction :

a ) help(“sum”) ; b)?sum
halp('su=")

#* starting httpd help server ... done
Tsum

2. Pour supprimer la variable b, on peut utiliser la commande :

c) rm(b)

b<-c(2,5,3)
m(b)

3. Pour convertir une variable d du type double en une variable du type integer,
Jj'utilise 'instruction :

c) as.integer(d)

d<-c(2.6,5.1,3.9)
as.integer(d)

## [1]1 25 3

4. On pose v<=5 ; w<— 6. Quel est le résultat du code v == w 7 -

a) FALSE
v<-5 ; we-6.
LT

## [1] FALSE

5. On pose h<-c(*maman”, “papa™). Quel est le résultat du code : class(h) ?

b) “character™

h<=c{¥pazan®,“ "papa®)
class(h)

VALIDEUR LMD :Conseils-Sujets d'examens-Corrections
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1) T

6. On donne | Quel est le résultat du

e veclour ge-cf* n aphlance”, “vert”).
code : cur z<-¢c(“blen”, “blanc”, )

sort(z, decreasing=FALSE) 7
c) “blane” “hley «

z<=c("bleun, "blane", "yart")
sort(z, decreasing=FALSE)

vert",

## [1) "blanc* "pley" "yart"

7. On pose x < -c(12, — 5, 7, 8,30). Quel est le résultat de l'instruction :
which(x>7) ?

a)l4s
x <-c(12, -5, 7, 8,30)
which(x>7)

## [1]1 1 4 5

(taille=c(174, 165, 195),

8. ide ¥ (1301 AR ar {—]ist
On considére la liste “y” définie par y 7). Quel est lo

classe=c(“L1”?, “L2”, “L3”), UFR=c(“CBG", “SSMT", “STRM
résultat du code : y[[f3]] ?

C} “CBG“ oSN T “STRM"
y<-list(taille=c(174, 165, 195), classe=c("L1", "L2", "L3"), UFR=c("CEG",
y[[31] -

"SSMT", "STRM"))

## [1] "CBG" "SSMT" "STRM"

9. Soit la variable z définie par z<-list(poids=c(75, 90), profes-
sion:c(“artisan_’_’, “enseignant”)).Le code suivant : z[[2]]<-NULL

cemplace le deuxiéme élément de la liste z par NULL.
c(78 90},-pr&fessian-c[“a:tisan“. "enseignant"))

c)
z<-1igt (poids=
z

## $poids

g# [1] 75 90

Hi
## $profession )
B [T] nartisan" ngnseignant

z[[2]]<-NULL

z

## $poids
an [1) 75 90
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dafr. Le code suivant : dimnames(ilafr

10. On considére un data frame nomme
) donne

n ) le nom dos lgnes ot des colonnes du data frame
'II.EIII "'L?“}J

dnfr<-data,.framo(tnillo=c(174, 166, 195}, classo=c("L1",
hoad (dafr)

#% taille clasaso

o1 174 L1
w2 166 L2
v 3 195 L3
dimnomes (dafr)

#e [[1])

] “] n{w umn ugn
"

#e ([2]]

## [1] "taille" "classe"

EXERCICE 2 : (10 points)

NB : Vous éerivez des codes en langage R permettant de répondre aux questions posdes,

1-Soit vec un vecteur de nombres réels contenant éventuellement des valenrs
manguantes.

a) Ecrire un code permettant de tester In présence de valours manguantes dans co voctour ,
Commenter le rédsultal de ce test,

voc<-c(3,-10 ,10,-12,3,-7,0,-=1 3, HA,5, M4, T, HA,NA)
is.nalvec)

## [1] FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE
## [12] TRUE FALSE TRUE TRUE
11 s'agit d'un veeteur de boolean qui envoie False si le nombre n'es pas une valear manquante et 'I'Rue sl le

nombre est une valeur manguante

) On suppose que vee contient des valeurs manquantes. Ecrire un code permettant de donner
la position des ces valeurs manquantes.

which(is.na(vec))

## [1] 10 12 14 15
¢): Ecrire un code permettant d’afficher le nombre de valeurs manquantes du vecteur vee

sumfis.na(vec))
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w4 (1] ¢

IL ya bi
: o1y 4 e
Lwalenrs Popres dans notre veelonr voe

d :I On sy Y
PO i nieurs

caleuley lnl 1 1 2 que vee contient, des valears mangquantes. Iy rire un .
Valour moyenue du veeteur,

permettant de

mean(vec,na.ry = TRUE)

4% 1] o 09090909

Pargumen i me
BUMent na.rin=TRUE perment de supprimer les valeurs manquautes ot de faire le caleul de la moyer

2. Soit la matrjee A

mat<-c(3,-1 ,10,-12,3,"?.3,-1 +33

:<-matrix(mat »Rcol= 3,byrow =TRUE)

i B4 521 [.3]
#1 [1,] 3 -1 10
## [2,] -12 a -7
e Ear] 0 -1 3

le remplissage de ln. matrice sc fais par defaut par colonne'il faut donc lui specifié que nous voulons faite lo

remplissage par ligne done byrow==TRUE

£ 1A s o 1 - iy | 1
3. On considére le data frame nommé satishop contenant les résultats d’un
sondage portant sur les prestations d’un hopital.

a) Ecrire un code permettant d’obtenir la structure générale des colonnes de co data framo.

satishop<-data.frame(genre=c('fille’, 'gorgon', 'fille'), maladie=c("Palu", "Covidld", "diabote") ,ag
satishop ¥ :

##  genre maladie age profession assurance

## 1 fille Palu 30 Professeur 1

## 2 gargon Covidl® SO, <NA> g
o <HAS

## 3. fille diabatlee:?.l__,-dﬂ I

#structure du dataframe S

str(satishop) MR N

## 'data.frame’: 3 obs. of. 5 variables:

. Factor w/ 2 levels "fille",'gargon": 1 21

:: : i:?::ﬁ.‘é . Factor w/ 3 levels "Covidis","diabete",..: 3 1 2
% 6w Cmum 30 50 40

## ¢ profession: Factor w/ 1 level "Professeur”: 1 NA NA

## ¢ assurance : num 100

b) La colonue nommée profession contient assez de valeurs manquantes. Ecrire un code per-
n
n'i'at.tant de supprimer cette colonne.
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satishop<-satishop(,-4)

satishop

LE genre maladie age assurance
## 1 fille Palu 30 1
## 2 gargon Covid19 50 0
## 3 {ille diabete 40 0

2 : W o v brpuve A la position 4.
=4 - plus la position du vecteur qu'on veut suppimer fel notre vecteur profession se L |

i nommée IMC
c) La structure chargée d’analyser ces données souhile ajouter une cn;u;li:; i
portant. sur P'indice de masse corporelle. Ecrire un code permettant de réa .

INC<-c(145,10,200)
satishop<-cbind(satishop,INC)

satishop

e genre maladie age assurance IMC
# 1 fille Palu 30 1 145
##% 2 gargon Covid19 G50 0 10

## 3 fille diabete 40 0 200

d ) Cette structure souhaite partager ce data frame en plusieurs groupes en fonction .:le 1 *age.
Ecrire un code permettant de créer un data frame nomme satishop40 contenant uniquement
les personnes de 40 ans ou plus. p N
.'/_f. J." \.;\"“. -:"" s ,-"-2_-‘
satishopd0<-satishop[satishop['age']>=40 '.].‘_k, et g
satishopal .r‘!," /”.'f'
{/ '-.:‘_ : y .I1l.’
E2) genre maladie age assurance IMC J £
## 2 garcen Covidig 50 0 109

it

#% 3 fille diabete 40 707200  nd )

3 N,
ot
o

i v
e ) On souhaite déterminer le nombre de patients possédant une assurance. La colonne nommée
assurance, prenant deux valeurs, permet de savoir si un patient posséde une assurance(l :
personne assurée o}ual_{) : personne non-assurée) . Cette colonne ne contient pas de valeurs
manquantes. Ecrire un code permettant d'extraire cette colonne que vous nommerez assur
puis calculer le nombre de personnes possédant une assurance.

A

assur<-satishop['assurance'] = =
sum{assur)

K

#4 [11 1

Dans notre cas il n'y a un seul assurer

e
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Exercice 1: (10 points)

1-a)

b)

d)

b)

Répmse:wc("c{“*”*"--?.l.lﬂ,ws.li.ﬂ.s,NA)
*  Réponse:-7 110 # Affiche les éléments compris entre le troisicme €t
cinquiéme éléments inclus du vecteur vec.
* Réponse:4 1 # Affiche le premier et quatriéme éléme

* Réponse:4.0 1.0-5.0 11.8 3.0 NA # Affiche toutes les valeurs du
uiéme

nt du vecteur vec.

vecteur sauf le deuxiéme, le troisiéme et le ¢ing
éléments.
b)

* Réponse : Remplace la valeur des éléments compris entre le premier et

le troisiéme élément inclus par 6.
*  Réponse: Donne la position des éléments NA qui se trouve dans le
vecteur vec et remplace la valeur de ses éléments par 0.
2-a) Réponse : x <- ¢(1200, 1180, 1750, 2100)
y <- ¢(1450, 1870, 1690, 0)
z<-c(4, 2, 3,2)
Réponse : A <- matrix(c(x, y, z), nrow=4, ncol=3)
Réponse ! colnames(A) <- ¢(“conjoint1”, "eonjoint2”, “nb_personnes”)

Que font les codes suivants :
e Réponse : Donne un vecteur contenant les dimensions de la matrice A.

.(exemple : 4 3)

e Réponse: Affiche la deuxiéme et la troisiéme ligne de la matrice A.

le revenu total de chaque ménage:
Réponse : apply{ﬁ[‘.l';_z}, MARGIN=1, sum) # la somme des revenus des deux

conjoints par ménage

le revenu'par personne de chaque menage.
Réponse : A[l4, 1:2] #Affiche le revenu de chaque conjoint.

forire un code permettant de créer cette liste.

Réponse : LSE <-list(nom = c(188, 168), taille =¢("Pierre”, "Paul") , new = ¢(FALSE,

TRUE))

Quel est le résultat du code suivant : length(LSE) ?
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nt la liste LSE).

: ‘ ) i compose
Réponse : 3 (qui est le nombre d'¢1éments qui €0 .
P e nt nommé poids et

- ) A Ta e 5 ‘Gléme
¢) Eerive un code permettant d'ajouter a Ia liste LSE |
prenant la valeur (75, 80).

Réponse ; LSE <- ¢(LSE, z<- list(poids = ¢(75, 80))

d) Que fait le code suivant : LSESnom[2]<- "Sam” ?

eur de l'élément nom dans la liste LSE.

Réponse : Affecte “Sam” a la deuxiéme yal

Exercice 2 : (10 points)
1) Réponse: TV <- read.csv('E:/tele.csv’)
2) Réponse ; is.data.frame(TV) #Renvoie TRUE si le fichier est du type data frame.
3) Réponse : str(TV)
4) Réponse : dimnames(TV)
5) Réponse : factor(TVSgenre)
6) Réponse: summary(TV)
7) Réponse : Effectif : table(TVSniveau)
Fréquence : prop.table(table(TVSniveau))
8) Réponse : TVF <- subset(TV, genre == “Femme")
9) Réponse: TVFSgenre <~ NULL. _
10) Réponse : mean(’l"\’g.,“,_te'mp-.s.,\ ha.rm-—-’f‘RUE].

o i
LA =
."'
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Examen : Python
+1 reponse Juste Niveau : Licence 2

-0.5 reponse frute Sesslon 1
Durée ; 1HOOmIN
|, e =
Q1- Pour transformer un code lisible en code compréhensible par |a machine, on utilise :
(2) Un compilateur -
(b) Un exéeutenr
(c) Un transformateur
(d) Un traducteur

Q2- 2. Python est un langage développée par
(a) Hewlett-Packard

(b) Sun Microsystems
(c) Microsoft
(d) Guido van Rossum
(e) Steve jobs

Q3 — Les extensions de fichiers associes a python sont :

a) Py
b) Pyc
c) Pys
d) pi
Q4 — Lequel n'est pas une expression valide?
(a) x+4
3% (Y-2)+1%1
(c) 7+213)<=3-1
(d) (2=x-T*3)+1
Q5 - Que va afficher 3 1a console le programme ci- dessous 7
g = 03 4
if x==0 :
X = x+2
print (x)
(@ 2
()
() 2
(@ 3 ;
:+ 4of mafonct(b) !
Q6- soit de im0
On qualif]e_ b de pai‘alﬂéh'e
(a) Local
(b) F.ome'l
(€} Effectil
(d) global
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Q7 En python le constructeur d'une classe a pour entéte :
a) def Constr-classe() :
b) definstance()
¢) _init_()
d) Float()

Q8 Pour passer de la classe A I'objet on falt :
a) Une déclaration
b) Incrémentation
¢) Une instanciation
d) Une création

a) Ecrire en python une fonction facto(x) qui, permet de na}IcuIer'N. -
b) En la réalité la bibliothéque math de python contient déja une fonction

math. factorial(x) ,
Return x factorial. Raises ValuveError ifx is not integral or is negalive,
Utliser la pour calculer et afficcher C(n,p)

EX02
class Point:

def __init__(self,x=1,y=1):
self.abscisse = x
self.ordonne =y

def getAbscisse(self):
return self.abscisse

def getOrdonne(self):
return self.ordonne

def setAbscisse(self, x)
self.abscisse=x

def setOrdonne(self, y):
self.ordonne=y

def deplace{self, dx ,dy):
self.abscisse=self abscisse+dx
self.ordonne=self.ordonne+dy

a) Pirpoint{} # Instanciation de l'objet P1 avec deux attributs abscisse et ordonne Initlés par ( 1
[

b) P1_y=Pl.getOrdonne()

“¢). P2_x=P2.getAbscisse()

d). P2_y=P2.getOrdonne()

e) Pl.deplace(20, 30)

f) print(P1.getAbscisse()," *,P1.getOrdonnel))
Donner I'explication de chaque ligne et le résultat de | exécution
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UFRAM7

* reponse juste
0.5 reponse Sfaute

Examen : Python
Niveau : Licence 2 .
Sessiondy Durée: 1HOOmin

Q1- Python egq yp lan

gage
(@ Imerprﬂi
{h} a commande
(c) Compilé
(d) d'exéeution

Q2- 2. Python est un langage développée par
(a) Hewlett-Packarg
(b) Sun Microsystems
(¢) Microsoft
(d) Guido van Rossum
(e) Steve jobs

Q3 - Les extensions de fichiers associes a python sont :

a) Py

b) Pye
¢) Pys
d) pi
Q4 - Lequel n'est pas une expression valide?
(a) X+4
(b) 3F(Y-2)+1%1
) @7T+2/3)43-1
(d) (2<=x-T*3)+1

Q5 - Que va afficher & la console le programme ci- dessous 7
x=1;
if x==0:
X =x+2
-else:
x=2%x
print (x)

=

(a)
(b) 1
(c) . 4
(d) a _
Q6- soit def mafonct(b) :
Return b0
_ On qualifiebde _pa:nmétm
(a) Local
(b) Formel
(c) Effectf
" (d) global

d=
=l
i
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Q7-En python le constructeur d"une classe & pour entéte:
1) def Constr-classe() :
b) def instance()

¢) _init_()
d) Float()
EX01

a) Berire en python unc fonction facto(x) qui, permet de ga_lculer x! .
b) Enlaréalité la bibliothtque math de python contient déja une fonction

math.factorial(x)
Retumn x factorial. Raises ValueError if x is not integral or is negafive.

Utliser la pour caleuler et afficher le nombre d'euler

1 1 1 1 21
== e i +-ll:.‘ —
e=lty+tixa T Tx2x3 T 122xa x4 22l

EX02
class Point;

def _init_ (self, x=1,y=1):
self.abscisse = x
self.ordonne =y

def getAbscisse(self):
return sclf.abscisse

def getOrdonne(self):
return self.ordonne

def setAbscisse(self, x) :
self abscisse=x

def setOrdonne(self, y):
self.ordonne=y" ' - I

def deplace(self, dx Jdy):
self.abscisse=self.abscisse+dx
self.ordonne=self.ordonne+dy

a) Pl=Point()
b) P2=Point(2,1)
¢) -P1_y=P1.getOrdonne()
d). P2_x=P2.getAbscisse()
e) P2_y=P2.getOrdonne()
f) Pl.deplace(20, 30)
g) print(Pl.getAbscisse()," ",Pl.getOrdonne())
Donner I'explication de chaque ligne et le résultat de 1 exécution

. 476
Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

031127202,

Exercice 1: Culture
1. Remplir le tableau ci-dessous

Semestre 1 Session 1 1h 302017 - 2018

LA REUSSITE. MON IDENTITE

yFR DE %
Licence 2 ] gw.f

Examen Algorithmique et Programmaton ,"":’
P}’thﬂﬂ ._,__.;;‘6 '—_':‘ﬁ _-“H

| Comment acciarior clmlmlﬂsﬂﬂ»ﬁmﬁ Code Python Instructions | Code Python
» At accéde-t-on A 1a 32 lerre Quelle instruction en Python F:‘ef!ﬂﬂ il
g e d’obtenir la liste des entiers d:j_.qsii:_rlcs
par 3 compris entre 5 et-111 compris ? ]
el e o 4 Comment accéde-t-on en Python a
e d'entrer une chaine de I'avant dernier ¢élément d'une liste
Sy (sans utiliser I'instruction len) ?
Comment - effectue-t-on la Quel opérateur en Python pe-rt.net ‘
concaténation de deux chaines de Sobucait o rese—de Ia division | €
3 Do euclidienne ? i

2. Donner le rdle des modules Python : Numpy, SciPy

3. Donner un exemple de code Python correspo

dictionnaires, ensembles, listes.

Exercice 2 -

ndant aux structures de données suivantes :

1) Une année est bissextile'si son millésime est divisible par 4 et non divisible par 100,
sauf s’il est divisible par 400 : 1900 n’est pas bissextile, 2000 I’est, 2001 ne I’est pas,
2004 I’est. Ecrivez un code Python qui, étant donné le millésime d’une année, affiche

si cette année est bissextile ou non.

2) Ecrire un code Python permettant de saisir le mot de passe licZmi sachant que "utilisateur n’a

que trois essais.

3) Ecrire un code Python qui demande 4 I"utilisateur de saisir 5 notes puis il affiche leur moyenne
ainsi la note minimale et la note maximale. Une note est comprise entre 0 et 20,

Exercice 3 : Python

ALGORITHME test ;
VAR b, i, N : ENTIER ;
cumul: REEL;
DEBUT ' :
ECRIRE(* Algorithme tester licence 2 en info’);
b¢—10; (* initialisation *)
cumule-20; s
ECRIRE(*Saisir un nombre entier N);
LIRE(N) ; &
POUR i«1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT .
cumul«—cumul+(b*i);
beb-1; :
FIN; .
ECRIRE( cumul =, cumnul);
ECRIRE(* b=", b);
EINPOUR -
" ECRIRE(*Fin du traitement %

Soit I'algorithme ci-contre:

1. 51 N=3, donner les résultats de I’exéeution du
programme tels qu'ils apparaissent exactement 4
I'éeran.

2 M_o:!iﬁer cet algorithme en introduisant un
test qui affiche une erreur si I'utilisateur saisi N
négatif

3. Transformer la boucle pour en une boucle
tant que

4. Traduire cet algorithme en python

FIN.

g SR
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Licence 2 Fllidre classique

. N Y Examen Programmation Python
s s S " ,
k"(\' ST Semestre 1 Sesslon 2/1 h 45 min/2018 = 2019

LA REUSSITE, MON IDENTITE

[TLL] Il:
HIsaATIDUF .
Ll aut

Algorithme comblinalson

Var
cnp, 0, prentier
fonction factorlel { nbre : entier) :entler
fact, I, nbre : entler
debut
sl (nbre= 0) ou [nbre=1) alors
fact €1
sinon
fact€ 1
pour I<- 1 a nbre+1 faire
fact€ fact*l;
fins!
factoriel € fact;

finfonction
debut (* debut programme principal "

ecrire{‘calcul de la combinaison de n a
p’)
ecrire(‘donner une entier n’)
lire( n)
ecrire(‘donner une entier p')
lire( p)
si ((n<0) ou (p<0) ou (n <Pp))
alors ecrire (‘erreur’)
sinon
cnp € factoriel (n) / factoriel (p)*
factoriel (n-p))
ecrire( Ta combinaison de, n, La%n
‘est’, cnp)
finsi
fin (* fin programme principal *)

Exercice 1 : Culture
1.Donner le code python correspondant aux structures de
istrement, une classe

données sulvantes: tableau, enreg
7.Donner les bibliotheques nécessaires pour les uttlisatluins
sulvantes : tracer de courbes, utiliser des formules

mathématiques.
3. Donner un exemp

cosinus(x)
4. Donner un exemple de code pour fa

matrices carrées d'ordre 2
Exercice2: .

Ecrire un programme en p
premiers nombres impairs.
Exerclce 3 :

Ecrire un programme en pyth
combien de fols de suite un en
utilisateur est divisible par 2.

Exemple :
Entrez un entier strictement positif : 24

24 est 3 fois divisible por 2.

Exercice 4
1 Traduire 'algorithme ci-contre en python

3 Dans la foncton factoriel modifier la bouc!
que

Exercice 5

Un gardien de phare va aux toilettes cing fols par Jour. Or les

WC sont au rez-de-chaussée...
Ecrire une procédure (donc ,
sans return) hauteurParcourue qui regoit deux paramétres,
le nombre de marches du phare et la hauteur de chaque
marche (en cm), et qui affiche :
sélectionnez : Pour x marches de y cm, il parcourt z.22 m par
semaine.
On n'oubliera pas :
e qu'une semaine comporte 7 jours ;
o qu'une fois en bas, le gardien doit remonter ;
¢ quelerésultat est 3 exprimer en m,
1- Faire I'analyse mathématique
2- Listez les objectifs
3- Listez les besoins
4- Ecrire la procédure hauteurParcourue
5- Ecrire le programme principal qui lit le nombre de
marches, la hauteur d’une marche au clavler et affiche la
hauteur parcourue.

le de code pour tracer la courbe

ire le produit de 2
ython permettant d'afficher les 10

on permettant d'afficher
tier positif saisie par un

le pour partarft

Abidjan, e 19/02/2020
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0371272021 LA REUSSITE, MON IDEN

O ""”""‘
o e iy UFR MI Licence 2 2019-2020 TN u--ﬂ
\"_ t?‘::-?ﬁ__ 1‘«?: 0 Programmation Python ‘!
B d“"h Gl 7 Examen session 1 durée - * h 30
Exercice 1 : '

* Culture géngrale
Compléter |3 phrase en choisissant un mot (compilé,
Python est un 1aNgage .....commn
Donner e réle des mndules python : Numpy, SciPy

machine, binaire).

1. interprété,

3. Donnerun exemple de code Python correspondant aux structures de données suivantes:
dichonnalres, ensembles, listes
Ecrire un code python permettant de calculer la puissance entiére d'un réel.
5. Remplir le tableau ci-dessaus
Instructions o _-[ Code Python | Instructions Code RyThaD

Comment accéde-t-on & la 3¢ | Quelle —instruction en Python

lettre d'une chaine de caractéres | permet d'obtenir la liste des entiers 1

? . | divisibles par 3 compris entre 5 et | !

j ' 111 compris 7

Comment  demande-t-on 4 | Comment accede-t-on en Python a

Futilisateur d’entrer une chaine | Favant dernier élément d'une liste

de caractéres ? ; {sans utiliser I'instruction len) ?

Comment  effectue-t-on  1a ~ Quel opérateur en Python permet | |

concaténation de deux chaines | | d’obtenir le reste de la dlwsmn| |
| de caractéres ? euclidienne ? i !

Exercice 2 : Python_ PN S S 4

ALGORITHME test ; J 1. Ecrire un programme qui permet de saisir un I

VAR b, i, N : ENTIER ; o I nombre puis déterminer s'il appartient 3 un |

cumul: REEL; ' intervalle donngé, sachant que les extrémités de

DEBUT 'intervalie sont fixées par I'utilisateur.

ECRIRE(’ Algorithme tester licence 2 en infa’);

be-10; (* initialisation.”)

i 2. Ecrire un programme qui demande deux nombres |
l a l'utilisateur et l'informe ensuite si leur produit
I
]

cumut+:2l'.l_;_ ) est négatif ou positif. Attention toutefois on ne
ECRIRE('Saisir un n doit pas calculer le produit des deux nombres.
LIRE(N) ; \ ! T, . :
POUR i<-1 JUSQUA N FAIRE 3. Soit lalgorithme ci-contre. Si N=3, donner les
oE G - : e ® | résultats de Iexécution du programme tels gu'ils {
! ! apparzissent exacte alé
cumule—cumul+(b*i); - 5 ! iy e U t
" be=b-1; _ E 4. Modifier cet algorithme en introduisant un test
i . qui afiiche une erreur si lutilisateur <aisi H!
ECRIRE(" cumul =, cumul); S DEERY) :
ECRIRE( b=", b}); 5. Transformer |z boucle pour en une boudle tant
FINPOUR o que
du tra;temE" s ! : !
ECRIRE(‘Fin | 6. Traduire cet algorithme en python \
FIN. PomUT e L W .
. B ==

ABidjom, 08122020 o ———=== S T = 479
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LU AL A 1A REUSSITE, MON IDENTITE

Exerelee |

Alporithme : Tribulle(1) I, Berire une fonetion TeiBulle en python.
' 2, Translormer ln boucle pour en tant que en
Données : un tablean T de nombres python dang Trildulles.
Résultats ; le lt_-.hl-a:m T trie en ordre 3, Echange dons 'algorithme est une fonction.
Daisisdin ?';“;"::*'“m . l Licrire en python ln fonction Echnnge qui
vident)-1 & 1 déeroissant five permet de permuler deux Eléments.
Pour .[‘l":‘l i-1 faive 4. Duns un programme principal manipuler un
SETIT 1] alovs lablenu de 6 enticrs.

Soit 'nlgorithme ci-contre.

Echange (Tji+1) ;

Exercice 2

2.1 2.2
=5 deae5
b=a-1
a=b-8 Saisir (3) - ol n est entier
a=a*7
if (a < 8) Saisir (x)  'ouxest flottant
print (« bonjour », a)
else Afficher [« Bonjour »)
print (« au revoir », b)
: Afficher ()
Un éleve a écrit et exécuté le programme python
ci-dessus : , Traduire I'algorithme ci-dessus en python.
Justifier avec soin la réponse obtenue en tracant - Modifier votre code pour que |'utilisateur puisse
ce code (cad donner le résultat obtenu aprés continuer ou no en répondant a la question
exécution.) ; voulez-vous continuez ?

Exercice 3

1.

2,

Donner le réle des bibliothéques numpy, scipy et matplolib puis ecrire le code pour tracer la
fonction 2x+1 sur Fintervalle.[:3; +3]. :

Ecrire.un module appeler ufrmi contenant une fonction somme, différence, division et
multiplication de 2 réetsl.:U't[Iiserte module ufrmi pour réaliser une calculette (+; * ;- ;/) en
pytheon. : Yy !

Ecrire un code python permettant de saisir le mot de passe lic2mi sachant que l'utilisateur n’a
que trois essais. .
Ecrire un programme python permettant de calculer la combinaison d'un nombre p dans un
nombre n en utilisant une fonction factoriel itérative, -

Réécrire la fonction factoriel de fagon récursive,

On suppose qu‘un contact est décrit par téléphone et nom. Modéliser la structure de données
contact en python puis écrire un code permettant de saisir 5 contacts et de les afficher.

480
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0311272029 LA RIUSSITE

mel, Merel de blen
numémter

lgér-'ér"l“ : pas de documents, caleulatrices, téléphone, et inte
€S intercalaires,

ithies sulvants :

Exerci A . ,
xereice 1: Donner les v deran des nlgor

- W
aleurs des variables A, B, C et I'affichage d | )
Algorithme algo1 - lod
gol: Mesii : Algorlithime alg
Variable e gorithme algo2 ! ¢, D tentlor
Début A.8.C,D: entier Variable A, B, C, D : entler :2:::'0 A B,
B AeS;
w34 be=1;
TantQue (a> B} Fai B+-10; Ci-8;
Sthahic aire Pour B allant de 1 3 2 Faire o dfer
=B) Alors -Si (D-A = D div 2) Alors L o al) Mors
B—AmodBg; A-A*2.D/2; sl (B> 2).01 !
A+-Amods; C+~Dmod3divi; C(BeA)Mod 5§
Finsi ' Sinon
; D—D/f2divA; ;
Si (B-A=B+A) Alors SIM: ! D e BrAdiv3;
€ « 10*B mod B42: AvAD; Finsl
D = C{B-A); Ce Adiv2; AeA2;
FinSi Eerire(A-C-D*2) ; BB+l
FinTaﬂthE Finsi L Jusqu’a{ﬁ.:c} ol {D-Dl ]
Ecrire(D+C-(B+A)) FinPour S Ecrire(A)
Fin, Fin. Fin.
Exercice2 :
Algorithme exo3 ; Utiliser 'algorithme FI-CUI'I.II'I.‘.
Vanable a, b, i, P : entier ; 1. Que fail cet nlgqruhmu ? ) e
Début 2. Tracer cel nignrnh!mc pour a =12 et b
Lire (a,b) ;i 2;P«1; 3. Traduire cet algorithme en |1zlhnn.‘ "
Tantque(i<b) faire 4. Reprendre le code python o lcmtT Ll i
Si (amod i = 0) et (b mod i = 0) alors remplace r la boucle tant que par la boucle
Pei; pour.
FinSi : 5. Modifier votre code python pour que
T i-|:l . I"utilisateur ne saisisse que des entiers posilifs
Firoau'm:p.u:I 6. Modifier votre code python pour que
: - R I'utilisateur réponde & la question voulez-vous
Ecnl‘ﬂ(P} ) .

= continuez.
m 7. Modifier volre code sous forme de fonction.

cercice 3¢ ., % : ;
E; ¢ Ecrire un programme affichant les 10 premiers nombres pairs,
‘2. Donner le code python permettant de trier un tableau de réels par ordre croissant, d’afficher le plus
. L0 !

nd élémentet de rechercher un nombre d“““{:’. y .
) ey bibliothéques nécessaires pour les utilisations suivantes : tracer de courbes, utiliser des
. Do SHahes. 4
athématiques. - i
formules m e de code pour tracer la courbe cosinus(x).

4. Donner un _”‘"cm lede code pour fajre le produit de 2 matrices carres d'ordre2.

5. Donner un ﬂfgg%eﬂ fonctions puissances (cad x *) I'une itérative et I'autre récursive.

6. Ecrire enpy! deux fonctions pour2® et dites celle qui semble plus rapide en termes d'exécution.
TTraSr:;;; C:‘: nom de longueur 10. Ecrire un algorithme permettant de renverser le nom (par

exemple abedef donne fedcba).
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Proposition de Pexamen do python de In 1ére session 2016-2017

Questions de cours

Q) —a
Qg-ﬂl
Qs—acth
Qi—cetd
Qs—c
Qs—d
Qr—c
Rs—c

Exercice 1

- def facto(r)
if{z ==0lle ==1)
relurn(1)
else
return(a + facl(x — 1))
a = ind{inpul (" Veuillez enlrer une valeur™))

b= o= int(inpui (" Entrer n"))
p = int{inpul (" Entrer p*))
C(n,p) = facto(n)/(facte(p) » facto(n — p))
print('Combinaison de',nyp,' est', C(n, p))
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Uﬁnnﬁns 1 ¥ .
'explication e chaque ligne et le résultat de |'exécution.
3) P1=Point

ordonne injt

- i isses et
.0 #Instanciation de l'objet P1 avec deux attribut avec deux attributs absci
i€ par (1,1)

__Explication :

Ici nous eréons g abord un objet P1 qui est en réalité une variable.
Celui-¢i contien
définition un ol
fonctions qu

; ; ar
! deux attributs c'est 4 dire deux(2) sous-variables (abscisse €t Ord‘onne) car p
bjet est presenté comme une variable pouvant contenir d autres varlable§ zudes
on appelle dans le langage informatique spécifiquement en python des METOCES:

f; travers | irfstrucﬁon P1=Point(), nous faisons | r”“aﬂtia}it—_’,n de I'objet P1 c'est a dire on passe
ela Class 4 | objet p1. ;

EE niffel Point a ét¢ défini comme étant une Class, or par définition une class est presentee
€ Un type de donngées qui servira & construire un objet.

Résultat :

. LePoint P1 aura pour abscisse 1 et pour ordonne 1 car les attributs de la Class Point ont
ete initialisé toutes deux 1.

En définitive nous aurons P1(1,1).

b) P1_y=P1.getOrdonne()

Explication :

Avant tout, il faut noter que nous avons créé une variable ayant pour identifiant P1_y (c'est le
nom de la variable). A_t:ette_: variable nous affections la fonction getOrdonne. Cette fonction a
pour but de retourner la valeur.de la méthode ordonne contenu dans la Class Point.

Résultat :

"P1_y=1" Nous éurnns cette uéleur stocker dans la mémoire de la variable Pl-y.
) p2_y=P2.getAbscisse()
' ' Explication :

Encore une fois nous avons d abord la création de la variable P2_x.
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est une fonction dont Ie_ rble est de

A cette variable nous affectons P1.getAbscisse() qui
Point.

renvoyer la valeur de la méthode abscisse contenu dans la Class

Résultat :

"P2_x=1" Nous aurons cette valeur précieusement conserver dans la mémolre de la varlable

P2.x.

d) P2_y=P2.getOrdonne()
_ Explication:

L3 aussi, nous avons la création d une variable P2_y.

ion dont le réle est de renvoyer

A cette variable nous affectons P1.getOrdonne qui est une fonct
tte valeur a été

la valeur de la méthode ordonne contenu dans la Class Point. Notons que C€
fixée a 1 dés la construction de la Class Point.

_Résultat :

"P2_x=1" Nous aurons cette valeur conservée dans la mémoire de |a variable P2_x..

e) P1.deplace(20, 30)

Explication :
Avant d aborder cette instruction le rappel de la fonction def déplace(self,dx.dy) s impose &
nous.

En éffet cette fonction a pour but d instancie (affecter) de nouvelle valeur aux attributs de Class
Point.

Pour | instruction P1.deplace (20, 30) qui est en réalité les nouvelles valeurs que contiendra les
méthodes de la Class Point. Ne perdons pas vue que ces nouvelles valeurs sont en réalité les
anciennes valeurs contenues dans les méthodes abscisse et ordonne augmenté des valeurs de

dx et dy.

Résultat :
Comme ré'suttat-nﬂuls.-a'umns g
abscisse =2tl+1.=21 et ordonne =30+1=31.

Nous rappelons aussi que ces valeurs seront précieusement gardées dans la mémoire des
méthodes abscisse et ordonne.

484
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f) print (p ‘9etAbselsse(),* *p1.getordonne()
Explication & résultat:

c tP1.
ette Instruetion nous permet d afficher & | écran la valeur des coordonnées du Poin

Ala fin Nous aurons :
21 N

Comme Coordonnées dy Point P1.
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CORRECTION Programmation Python "
semestre 1 session 1 durée 1h 30 2017-2

Exerclce 1 : culture

USSITE, MON IDENTITE

1. Remplir le tableau ci-dessous. 8
; Code Python
Instructions Code Python Instructions
for iin range(5, 112):
Comment accéde-t-on & la | chaine[2] Quelle instruction en Python -3- - )
3e lettre d'une chaine ? oermet d'obtenir 12 liste des if (i % 3 ==0):
entiers divisibles par 3 compris print{i)
entre 5 et 111 compris ?
-t= liste[-2]
Comment demande-t-on & | chaine = input{"Entrez une Commeptraccédil t 01:1 en
I'utilisateur d’entrer une | chaine : *) pythonal auant. ernier
chaine de caractére ? ou élément .cl"une Ju:.;te (sans.
chaine = string(input(“Entrer | utiliser I'instruction len)
| une chaine : "))
le modulo
Comment effectue-t-onfa | chaine = chainel + chaine2 | Quel opérateur en Python % ( )
e permet d’'obtenir le reste dela
chaines de caractéres ?
division euclidienne 7

2. Réponse : - Numpy : est un module

Python qui est utilisé pour les calculs

annee = int(input("Saisissez une année : "))

if annee % 400 == 0 or (annee % 4 == 0 and

numérigues sous annee % 100 |= 0):
FE; print("L'année saisie est bissextlle.")
- S¢iPy ! est un module
else:
Python utilisépour le5 caleuls print{"L'année saisie n'est pas bissextile.")
scientifiques. 2.
3. Réponse : - dictionnaire nom_dictionnaire = Répanse:
{"vuitt.;re . 4" *élo 12"} ficoding : utf-8
-ensembles : dic=1{1,3,5, 7} Mmoft_passe = "liczmi"
- listes : liste =[] #Une liste vide. foriin range(3):
mot = input("Entrer votre mot de
Exercice 2 : Python passe”)
\ 1 : i . 2

Réponse :
#coding ; utf-8

if mot == mot_passe:

486
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Print("Bienvenu dans votre
section")

break

else:

Print("Mot de passe inca rrect,

veuill i
€2 ressayer, il vous reste”, j -i,

lressal”]
continue

print("\n Revenez plus tard!")
3.

Réponse :
#coding : utf-8
notes = {}
nbreNotes =5

somme =0

foriin range(0, nbreNotes):
notes[i, 'note'] = int{input("Note {} :
" format(i+1)))

while (notes[i, 'note']<0 or notes[i,

LA REUSSIT

prinll:'A'lTENT |ON: ERREU

saisie une note comprise ent
)

notes[i, 'note’] =
» format(i + 1))

somme += notes|i; ‘note’]

moyenne = somme/nbreNote

la moyenne

noteMax = notes[0, ‘note’]

noteMin = notes[0, 'note']

foriin range(l, nbreNotes):
if(noteMax < notes(i, ‘note’]):
noteMax = notes[i, 'note’]

else:
noteMin = notes[i, 'note’]

g, MO IDESTITE

p vous devez

re0et20

int(input(“Note {}:

< # Calcul de

print("la moyenne est : {}, la note minimale

est : {} et Ia note maximale est {} :

“ format{moyenne,noteMin,noteMax)

'note']>20):
Exercice 3 : Python
ALGORITHME test; 4 Saoit Falgorithme ci-contre.
VARD, |, NJENTIER; 00 1. Si N=3, donner les résultats de Fexécution du programme
qumul: EL;
DLIlEBIJ‘II' o tels quiils apparaissent exactemnent a Fécran.
ECRIRE[‘Algorithme te:-;er licence 2 en info’); Résonse:
. (*initialisation® '

2 1?;:} zi:'m Algorithme tester licence 2 en info
ECRIRE(‘saisir un nomore Sec il Saisir un nombre entier N
LIRE(N);
POUR | € 1JUSQUAN FAIRE 3

DEBUT I g,!mui =30

cumulé cumubHb TI'-'_ -

pE bl

FIN; e curmul = 48

ECRIRE[‘cumu! =% cumul); i
ECRIRE['D =, b .
FINPOUR it cumul =72

Mfm du tra ) b=7
L Fin du traitement
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i : Iutilisateur saisi N
2. Modifier cet algorithme en introduisant un test gui affiche une erreur sl |

négatif
Réponse ;
ALGORITHME test;
VAR b, i, N : ENTIER; i
cumul: REEL; cumul & cumul+(b*i);
DEBUT bé& ‘b~1:r
ECRIRE('Algorithme tester licence 2 en jei+l;
info'); FIN; ‘ , ol
bé& 10; (*initialisation*) ECRIHEE cu:mul 5 curnul);
cumulé 20; ECRIRE('D =, b);
ECRIRE('Salsir un nombre entier N'); FINPOUR : "
LIRE[N}[- } ECRIRE(‘Fin du traitement’);
TANT QUE (N < 0} FAIRE FIN.
ERCIRE("ATTENTION : ERREUR vous . Ko
devez saisir un nombre positif"); 4. Traduit cet algorithme en python.
HRE(N); Réponse:
FINTANTQUE
POUR T €« 1 JUSQUA N FAIRE #coding : utf-8
DECKH print{'Algorithme tester licence 2 en Info’)
cumulé cumul+{b*i);
bé& b-1; b = 10 Hinitialisation
Il cumul = 20
ECRIRE{'cumul =, cumul); ‘
ECRIRE('D =", b); - N = int(input('Saisir un nombre entler N'))
FINPOUR
foriinrange(l, N+1):
ECRIRE('Fin du traitement’); i Be( )
FIN, cumul =cumul+ (b * 1)

b=b-1
3. Transformer la boucle POUR en une boucle TANT

print("cumul =, cumul’)

QUE
' print{'b =*, b')
i i print(‘Fin du traitement’)
ALGORITHME test;
VAR b, i, N : ENTIER;
cumul: REEL;
DEBUT
ECRIRE(*Algorithme tester licence 2 en
info’);
bé 10; (*initialisation*)
cumulé- 20;
ECRIRE('Saisir un nombre entier N'};
LIRE(N);
1€1;
TANT QUE (i <= N) FAIRE
DEBUT

ahy
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ENTITE
;ussITE, MONID
03121202, LA REUSSI

; 6-201?
UNIVERSITE FHB cocopy /I’ZE/
UFRM| .

Examen : FY“'“HZ
: . Licence :
Niveau : Lice 1HOOmin

Session 2 Dur¢e: .
g Proposition de CORRECTION
Culture ( Voir session 1)

*1 réponse juste
*0,5 réponse fausse

a) Ecri
) F¢ en pythen une fonction facto(x) qui permet de calculer X!
Réponse :

#coding : utf.g
def facto(x):
if (x < 2):
fact=1
else:
fact=1
for i in range(2, x+1):
fact*=i

return fact

b) En la réalité, la bibliothéque math de python contient déja une fonction math.factorial(x).
Return x factorial. Ra!seslzalucﬁcmc if x is not integral or is negative.
Utiliser la pour calculer et le nombre d'Euler.

Réponse : :
#coding : utl-8
import math
n=int(input("Entrer la valeur den:"))
for i in range(n):
e = 1/math.factorial(n)
print("Le nombre d'Euler est: {} ".format(e))

EXO 2 ( Voir session 1 exercice2 ).
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CORRECTION Programmation Python Licence 2 2019 - 2020

Exereice 1: culture générale

1. Réponse : Python est un langage interprété.
2. Réponse : - Numpy : est un module Python qui est utilisé pour les caleuls

numériques sous Python.,

- SciPy : est un module Python utilisé pour les calculs scientifiques,

3. Réponse : - dictionnaire : nom_dictionnaire = {“voiture : 47, "vélo : 27}

- ensembles : dic ={1, 3, 5, 7}

- listes : liste = [ ] #Une liste vide.

4. Réponse:

#coding : utf-8

x = float(input(“Entrez un nombre réel :"))

n = int(input(“Entrez un nombre entier : "))

while (n < 0):

n = int(input(“ATTENTION : ERREUR vous devez entrer un nombre entier positif :"))

puiss =1

=1

while (i <= n):
puiss *=x

j+eid

print(“la valeur de *, x,, “ala puissance ", n, “ est : ", puiss)

5. Remplir le tableau ci-dessous.

Instructions Code Python

Instructions

Code Python

Comment accéde-t- | chaine[2]
on ala 3e lettre

Quelle instruction en

for i in range(s, 112)

ondla et Python permet d'obtenir Ia if (i % 3 == 0
liste des entiers divisibles print(i)
par 3 compris entre 5 et 111
compris ?
450
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7 el=2]
Co : liste[
o?g‘;?l?l;!?s.‘;?ande' chaine = input(*Entrez une | Comment Sccef g:;fi.:ren
' eur chaine : thon a l'avan
j«: gl i Hne chaine ? ou épllfé ment d'une liste (sans
Caractére ? chaine = utiliser I'instruction len)
string(input(*Entrer une ; B
chaine : ")) - i0)
B
Comment effe , . thon | 96 (le modulo
t-on I Ctue- | chaine = chainel + chaine2 | Quel opérateur n Py i
concaténation de permet d'obtenir le reste
la division euclidienne 7

Exercice 2 ; python

1. Réponse :
#coding : utf-g
Inf = int(input(“Entrer la borne inférieure de lintervalle : "))
Sup = int(input(“Entrer la borne supérieure de l'intervalle : 7))
nombre = int(input(“Entrer un nombre pour vérifier s'il appartient a l'intervalle : R

if ((nombre > inf) and (nombre < sup)):
print(“Le nombre ", nombre , “appartient a l'intervalle.”)

clse:
print(“Le nombre ", nombre , “n' appartient a l'intervalle.”)

2. Réponse:

#coding : utf-8
a = int(input(*Entrer le premier nombre : "))

b = int(input(“Entrer le deuxiéme nombre : "))

if ((a < 0)or (b <0))
print(“Le produit estde *,a , " par ", b ,  est négatif ")

else: ;
ﬁriﬁt("Le produitestde”, a, " par”, b, “ est positif ")

49]
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ALGORITHME test;
VAR D, i, N : ENTIER;
cumul: REEL;
DEBUT

1A REUSSITE, MON IDENTTTY

1 _—-H‘
3. Soit lalgorithme ci-contres SEN=3, donner leg
sstiliats dé Fexteution du programme telg ﬁll'llg
I'és -

-l 1) o
apparalssent oxactement a l'éeran,

ECRIRE(Algorithme tester licence 2 en info’) Réponse !
b- 10; (*Unitialisation*) Algorithme tester licence 2 en info
cumul- 20; jos
g ) i v entier N
ECRIRE('Saisir un nombre entier N); Saisir un nombre ¢nt
LIRE(N); 3
POUR L = 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT cumul =30
cumub= cumul+(b*i); b=9
b- b-1;
FIN: cmnm=43
ECRIRE(‘cumul =", cumul); b=8
ECRIRE('D =, b);
FINPOUE’. ) cumul =72
ECRIRE('Fin du traitement’); b=7
i Fin du traitement
ECRIRE(‘cumul =, cumul);
ECRIRE('D =, b);
4. Réponse: .. FINPOUR
ALGORITHME test; _,"I ECRIRE('FIH du trﬂitﬂmﬂﬂt'};
1 V.
£ FIN.

VARD, i, N: ENTIER; =
cumul: REEL;
DEBUT = ’
ECRIRE('Algorithme tester
licence 2 en info’);
b- 10; (*initlalisatlo n*)
cumul= 20;
ECRIRE('Saisir un nombre entier
N Vv .
LIRE(N);
TANT QUE (N < 0) FAIRE
ERCIRE(“ATTENTION :
ERREUR vous devez saisir un
nombre positif");
LIRE(N);
.FINTANTQUE
POUR L - 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT
‘eumul= cumul+(b*i);
b-¢b-1;
FIN;

5. Transformer la boucle POUR en une boucle

TANT QUE
Réponse :
ALGORITHME test;

VAR b, i, N : ENTIER;

cumul: REEL;

DEBUT

ECRIRE(‘Algorithme tester

licence 2 en info);

b- 10; (*initialisation*)

cumul- 20;

ECRIRE('Saisir un nombre entier

NY);

LIRE(N);

L -1

TANT QUE (i <= N) FAIRE
DEBUT
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Cumul- t]:mul+[‘bn—i %
b- h“1; ]
L - L+ 1;
FIN:

ECR[REFC’HH\H] = .
ECRIRECH <" by cumul);
FINPOUR -

ECRIRE('Fin du trait :
FIN, raitement’);

6. Traduit cet algorithme en python.
Réponse :
#coding : utf-g
print(Algorithme tester licence 2 en info')
b =10 #initialisation
cumul = 20
N = int(input(‘Saisir un nombre entier.N'))
for i in range(1, N+1):
cumul = cumul + (b *i)
b=b-1
print(‘cumul =", cumul’)
print('b =", b)

print(‘Fin du traitement))

[

!

H

I
(]
S
=]
L*Y]
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L.Ecrivons la fonction triBulle en python

def TriBulle (T) :

for i in range(len(T)-1,1,-1) :
for j in range(0,i-1):
if T[j] > T[j+1] :
if T(j Eci‘gnjf il #represente I'implementation de la fonction
echange.
T[jI=T[j+1]
T[j+1]=Echan
return(T)

2.Transformons la boucle pour en tant que

def TriBulle (T) :
i=len(T)-1
J=0
while (i >=1):
while(j <= i-1):

if (T[] > T(+1]) :
Echan=T][j]
~_TI=T(j+1]
T[j+1]=Echan
v : j=j+1
i=i-1
return(T)
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‘\i def Echungcﬂ',k.kﬂ):
5 ‘J Echan=T[k]
: T[k]=T[k+1)]
; T{k+1]=Echan
g : :rs
***-J .. return (T) # Ici le tableau retourné sera le tableau T avec les elemer
{ d’indice k et k+]1 permuter.
t*.
L.J 4-MWMMMMMJEM
L‘F ] # saisie des elements du tableau
L1
_1‘] for i in range(0,6):
. a=int(input(’veuillez entrer I’élément svp : %))
L ] S.append(a) #cette fonction permet d’ajouter un element dans u tableau
b

#Appel de la fonction tribulle ecrite a la question 1)

L 1 TriBulle(S)

L*—] Exercice 2

L I ] 2.1 Le resultat de I’execution est :
-

au revoir 10

2 2 Traduisons Palgorithme en python:

"~
l

n=int(input(‘saisir n : ’))
x=float(input(‘saisir X’ :)
print(‘bonjour )
print(n)
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-Modification de I’algorithme

choix=int(input(‘voulez vous continuer tapez 1 pour ¢
while (choix!=0):

ui et 0 pour non: %))

=5
n=int(input(‘saisir n :))
x=float(input(‘saisir x’ ;)
print(‘bonjour *)

print(n) y .
rnon
choix=int(input(*voulez vous continuer tapez 1 pour out et 0 pou )

Exercice 3

1)Voir cours

2) ¢ i

print(‘Calculatrice version etudiant math info')

a=int(input(‘entrer le premier nombre :'))
=int(input(‘entrer le deuxieme nombre ;')

print (‘quelle operation voulez vous [aire *)

print (‘L.addition ‘)

print (‘2.soustraction ‘)

print (‘3.multiplication ‘)

print (‘4.division")

choix=int(input(*faites votre choix :’))

if (choix==1):

resultat=a+b
print(‘la somme de ‘,a,’et’,b,"donne’,resultar)

elif (choix==2):

resultat=a-b
print(«’la difference de ‘,a,’et’,b, ’donne’,resuftm)

&b
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| elif (chm‘x'-:=.'ﬂ:

7
L—"

resultat=q*),

Wi :
PrIRI(«le produit de *,a,et’, b, "donne’,resultat)

r

else:

ey

lf ﬂ_‘l“-.::ﬂ):

- Print(‘ERREUR DIVISION PAR 07)
se:

resultat=a / b
print(‘le quotient de ,a,’par’,b,’donne’,resultay

3.mot de passe

password= ‘lic2mi’
reponse= input(‘veuillez entrer le mot de passe svp :’)

for i in range(1,4):

if(reponse= =’password’):
print(‘Mot de passe accgpté )

else: _ | . A
print(‘Mot de passe invalide’) :
reponse= input(‘veuillez entrer le mot de passe svp :’)
if(i==3):

print(‘nombre de tentative écoulé’)

4.Combinaison avec factoriel iterative
def factoriel (m):
facto=1
foriin range(l,m-f-.lj:
facto=facto*i
return (facto)
inaison(p,n):

4 m:;fr:b#acmﬁe!(n} / (factoriel(p) * factoriel (n-p))

return (comb)
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def [actorielrecursif (m):

if(m==0):
facto=1

else :
facto=m*factorielrecursif(m-1)

return (facto)
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Exercice 1.

I,
[

1. Ecrire une fonction Tribulle en python
def Tribulle (T):
n =len(T)

. pa.r?“ urir tous les éléments du tableau

forjin range(0, n-i-1) ;

# échanger si |'élément trouvé est plus grand que le suivant
if T[] > tab[ j+1) :
TOL T(j+1] = T(§+1], T[j)

ey

2. Transformer la boucle pour en tant que en python dans Tribulle
def Tribulle (T):
n = len(T)
.# Psrm“rir tous les éléments du tableau
1=
whilei<n;
j=0
while j <n-i-1:

] # échanger si I'élément trouvé est plus grand que le suivant
if T[j] > tab[j+1]:
T[] T(j+1] = T(j+1]. T(j]
] j+=1
i+=1

2. Echange dans l'algorithme est une fonction. Ecrire en python la fonction Echange qui
permet de permuter deux éléments

def Echange (T, x, y):
T(x], T[y] = T[x]. Tly]

3. Dans un programme principal manipuler un tableau de 6 entiers

# Programme principal

tab = [98, 22, 15, 32, 2, 63]
Tribulle(tab)

print("Le tableau trié est: ")

foriin range(len(tab)) :
print(tab[i]
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Exercice 2 ;

2.1

Apres exéeution on aura ; bounjour 0
2.2

rep = "ouj"

while rep = "non"
a=5

n=int(input("n :"))

x = float(input("x:")

print("Bonjour")

print(n)

tep = input(*Voulez-vous continuez ?")
Exercice3:

1. Donner le réle des bibliothéques numpy, scipy et matplotlib puis écrire le code pour
tracer la fonction 2x+1 sur l'intervalle [-3, +3]

» Réle des bibliotheques
- Numpy : est un module Python qui est utilisé pour les calculs numériques sous Python,
- SciPy : est un module Python utilisé pour les calculs scientifiques.

- Matplotlib : est une bibliothéque Python utilisé pour représenter des graphiques en 2D
et3D

+ Code pour tracer la fonction 2x+1 sur l'intervalle [-3, +3]
from pylab import *
x = linspace(-3,3, 100)
y=2x+1 g
plot(x, y).
show() |

close()

2
# Création du module nommée : ufrmi.py

# La fonction somme
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defsomme(a, b) :
som=a+h
return som

# La fonction différence

defdifference(a, b) :
dif=a-b
return dif

# La fonction division

def division(a, b) :
divis=a /b
return divis

# La fonction multiplication

def multiplication(a, b) :
mul=a+b
return mul

# Utilisation du module ufrmi

from ufrmi import *

# --- Menu Calculette -

print("--- Addition : a ---")

print("--- Soustraction : 5 --")

print("--- Multiplication : m )
print("--- Division : d ) _

n1 = float(input("Entrer le nombre 1:"))
n2 = float{input("Entrer le nombre 2 :"))

choix = input("Quel opération voulez-vous choisir 7 :")
if (choix =="a") :

print(“La somme est : { }format(somme(n1, n2)) ")

elif (choix == "5") :

print("La soustractionest : { }.format(defference(n1, n2)) )

elif (choix == "m") :

print("La multiplication est: { }.format(multiplication(n1, n2)) ")

Elif {Chﬂix == 'd'r] H

H’ [ﬂz == 0} :'

print("divi
else:

sjon jmpossihle“]

501
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print("La division est : { }.format(multiplication(n1, n2))")

else:

print("Choix invalide")
.
mot_passe = "licZmi"

foriin range(3):
mot = input(“Entrer votre mot de passe”)
j=2
if mot == mot_passe:
print("Bienvenu dans votre section”)

break

else:

I " " 3 . e R o
print("Mot de passe incorrect, veuillez ressayer, il vous reste’, ] - 1, "essal )

continue
print("\n Revenez plus tard!")
4.

def factoriel(x):
if (x<2):
fact=1

else:
fact=1

foriin range(2, x+1):
fact™=i

return fact
# Programme principal
print("Programme combinaison de P éléments parmi n")
n=int(input("Entrer la valeur den:"})
p=int(input(("Entrer la valeur de p: "))

if((p==0).0r (p==n)):
cnp=1

else: .
cnp = factoriel(n)/factoriel(p)*factoriel(n-p)

print("Programme combinaison de”, P, "dans”, n, " est:", cnp)
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Réécrire 1 fonction factoriel de fagon récursive

def factoriel(x];
if (x < 2);
return 1

else:
return x * factoriel(x-1)

* Lastructure contact

def__init - -[self, telephone, nom) :
self.telephone = telephone
selfnom = nom

* Code permettant de saisir 5 contact et les afficher

Contact = {}

nbreCont=5

# Saisie des contacts

foriin range(0, nbreCont) :
print("Contact { } : ".format(i+1))
contact[i, ‘telephone’] = input("Téléphone : ")
contact[i, 'ﬁom'] = input("Nom:")

# Liste des contacts

print("La liste des contacts : ")

foriin range(0, nbreCont):

IDENTITE

print("Contact {}: {} {} ".format(i+1, contact[i, ‘telephone’], contact(j, ‘nom’]))
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