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AVANT- PROPOS

Le \fA!_]DEUR LMD est un recucil d’anciens sujets du systéme LMD, de
propositions de corrections ct des conseils absolument importants & Sﬂ\:ﬂii’.

C ?}lﬁClll‘.l‘lEl'lt a ¢t¢ confectionné dans le but d’aider les étudiants a valider
c[tmucemenl leur crédit afin de passer en classe supérieur. L’avantage
d"avoir ce document est qu'il vous servira de guide ct qu’il vous permettra de
rentrer dans la famille Valideur LMD,

La famille Valideur LMD prend en compte I’équipe Valideur et tous ceux ~
qui ont acheté ce document. L’équipe Valideur est I’équipe qui est constituée
d’ainés qui ont pour charge : :

> De confectionner les documents (Valideur LMD) ;

> De coacher leurs cadets tant au niveau des stratégies de bosse que sur
leurs projets professionnels ;

> La préparation de cours de renforcement pour améliorer davantage le
niveau de chacun.

Sa mise a votre disposition vous permettra de vous imprégner du type de
sujets auxquels vous pourriez étre confrontés, des propositions de correction
pour vous aider a avoir de trés bonnes notes et d’un suivi de la part de vos

aings.
> La premiére partie de ce document présente quelques témoignages
d’anciens et les opportunités qu’offre la filiére.

> La seconde partie contient les sujets et propositions de corrections des
années académiques antérieures.2018-2019-2020-2021-2022

Vous avez des questions au sujet du VALIDEUR LMD ? Un point de cours

qui vous résiste 7 Une erreur que vous avez croisée dans I'ouvrage ? Voulez-
vous intégrer 1’équipe ? Ou vous voulez juste nous laisser un petit mot gentil
9 E1 bien n’hésitez pas & nous contacter. Nous nous ferons un plaisir de vous
répondre dans les meilleurs délais ; supporia gyivaservives.o

L’EQUIPE VALIDEUR.

«++EQUIPE VALIDEUR LMD***
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L’Univers Math Info
L_equipe Valideur LMD vous souhaite la bienvenue en
Licence 2 de mathématique. Toutes nos Félicitations !

;‘::;EDC; :l,c:rzzable de se voir admig en Licence 2. Pour ceux qui sont a{uturisés, ce n'est pas
g - Co on le dit souvent mieux vaut avoir un peu que de ne rien avoir (mieux vaut
elre autorisé que de reprendre l'année).

Bre_fh: la venue en Licence 2 est une chose, une autre est de pouvoir y faire face & ce
deuxieme niveau du premier cycle Universitaire. Nous pouvons vous dire gu'avec la Licence
2, beaucoup de portes s'ouvre a vous. Pour pouvoir avoir des informations sur le

comportement & avoir, sur les opportunités, Nous allons plus ou moins répondre & quelques
queslions.

¢+++ Quel est le niveau de difficulté de la Licence 2 ?
Evidemment le niveau de difficulté augmente par rapport & celui de la Licence 1. Certains
ont tendance & penser que plus tu avances plus c'est facile. Ce n'est pas vraiment le cas.
Seulement il faut savoir que pour celui qui a acquis le niveau Licence 1 en toute honnéteté
n'a pas & se préoccuper. A vrai dire les cours deviennent de plus en plus volumineux.

+++ Comment surmonter ces difficultés ?
En premier lieux, il faut avoir confiance en soi. Ah oui !! Et recommander le reste & DIEU.
En deuxiéme lieux, apprendre ses cours au jour le jour puis ses travaux diriges (vraiment
important) et voir les anciennes compositions qui se trouvent dans ce document.
Lors des compositions, svp faite bien les exercices que vous choisissez. Méme lorsque
vous rencontrez un exercice gue vous avez déja traité, faite bien attention a la rédaction.
En troisiéme lieux travailler quelques fois en groupe frés important. Attention ! Apprendre
ses cours avant le travail en groupe ; sinon c'est inutile.

| “quipe VALIDEUR LMD 2023 se dit heureux de contribuer efficacement & la formation des futurs
e de la nation.

| “¢quipe VALIDEUR LMD organisc chaque année depuis 2015 des cours de soutien (autrement cours
 renforeement de capacités) pour aider les étudiants de ladite UFR d'aborder sereinement 1'année

Lcadémique.

3 ##*EQUIPE VALIDEUR LMD*** 5
L1202

Scanni aves CamScanna


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

u - EDITION 77
o nster hidgiorat™ <<Tout est possible & celui qui croit.>> =xxyALIDEUR LMD

PREMIERE PARTIE

#+*EQUIPE VALIDEUR LMD**»
29/11/2022

Scnnni aver CamScanna


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

nee Master Doctorats

<<Tout e g e
st possible 3 celui qui croit. s> ***VALIDEUR LMD T
KA E

bienveny dan
5 cette premiére partie

v artie innovante d
A ud
artie, il s'agira pour nous de Vous donner cette pro;?:rmen; oo el oo
Jiiniprésentes dans [ . : : 510N a votre projet professio
o s a:zu:;ndustne ~ dcrospatiale, imagerie, cwptographie...,puu dan:nlfsr
¢ nombreux aytres sect:ces.:q les mathématiques et 'informatique apparaissent aussi dans
ditérviennent dans notr i, sond:algt.as, gestion des risques, protection des données.. Elles
Hicléorologie, musi e duotidienne — télécommunication, transports, médecine
e Envir;.mne IquetmEtf contribuent 3 la résolution de problématiques actuelles : énergie‘
» ; ment, climatologie, dévelo : )
o y pPpement durable...Pour renchéri
it o : ; erir de cette
niuuphoeué[ieasggs:hevn;?t-mes {nfzrmathues aupres des étudiants de I'Université Félix

+ VOICI ci-apres des témoignages d’anciens a 2

3 . ant effe :

' UFR Math Info de ladite Université. > b

Bobet Goualo Victorien, Ingénieur de Conception en Sciences et Technologies de I'information et
e h?l Communication (STIC) de I'/NP-HB de Yamoussoukro aprés une L2 de I'UFR Math Info de 'UFHE
vt titulaire d'un Exécutive Master of Engineering Big Data & Data Science de ISAE-ISM Paris
Actuellement Consultant Data auprés des entreprises et enseignant-chercheur & I'Ecole Supérieurf.:
/Alricaine des TIC (ESATIC).

votre orientation en mathématiques et informatique est I'un des meilleurs choix de filieres. Alors
iuubliez pas d'avoir une idée de votre projet professionnel puis murir cette idée. Beaucoup de
cuurage, ce n'est pas facile mais c’est possible car plusieurs ont pu le faire.

WN'oubliez pas de vous approprier [e VALIDEUR LMD, un document qui aide pour la validation des
vadmens a travers des apercus de la fagon dont les profs composent. Le document VALIDEUR LMD
(ui est depuis 2015, un manuel trés utile a la compréhension du systéme de |'enseignement

supérieur est beaucoup apprécié des étudiants.

" suis DOUKOURE DAQUDA, ingénieur statisticien économiste (ISE) de I'école nationale de
.tatistiqgue et économie appliquée (ENSEA), Apres I'obtention du BAC D au lycée moderne de
liassale ; j'opte pour la filitre de mathématique informatigue (MATH-INFO) & l'université Felix

Houphouét Boigny, juste pour I'amour que je nourrissais pour les mathématigues.

Lurant mon parcours en MATH-INFO ; je fus fasciné par I'utilisation qui pouvait étre faites des
nathématiques @ tant en mécanique, économie, comptabilité ... Ainsi en licence de mathématique,
. presente plusieurs concours d'entré dans des écoles ingénieurs, ou j'opte pour la formation ISE.
&}
omme message a tous ceux qui suivent le parcours mathématique, j‘aimerais les rassurer de la

LU

we ité : l ”“é re |EU S Df res.

HIvE SItE dES dEbOUChES C|L.IE CEt L ’ I ) . ;
LLEu . :
i ¥

. cours qui sont dispensés et de les approfondir.

part des choses et implorer le tout puissant qu'il facilite ».

Jime j‘aime le dire « Faire sa

«»+EQUIPE VALIDEUR LMD***
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Pour une vue globale des possibilités aprés des études en mathematiques informatigue

| Etant en licence 1 math * Procédure CAMPUS x
info France ol ”*#. E e P e
FRAN "..'_A,@.g.'a,
e Concours AS de
I'ENSEA, TS de L 3
I'EAMAC "':' "

*« Des bourses pour les

étudiants de L1
Etant en licence 2 math » Cycle ingénieur $
info EAMAC sous réserve r ISFA @
¢ [SFA, EURIA,

ISUP...(BECEAS)

Etant en licence 3 math e Concours ENS
info » [SE de 'ENSEA sous
réserve e
o Cycle ingénieur Se N
Centrale Casablanca N - -
| Une L3 math info validée . Cor;cours cycle H.E L : A
ingenieur INPHB, ISE A
ENSEA

s Concours Master
IFORD, IIA, Big Data,
ESATIC, PSAV

e Concours écoles de
commerce HEC,

| ESSEC, ESCP...

Qui peut le plus, peut le moins. Cela dit que si vous étre de niveau sup vous avez |a
possibilité de postuler a tous les opportunités de niveaux inférieurs,

*#*EQUIPE VALIDEUR LMD**#
29/11/2022
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Allez sur un navigateur (google, Microsoft Edge) puis saisissez :
Campus France Cote d'Ivoire :

*  https://www.ivoire.campusfrance.org (site d'informations)
Concours Centrale Casablanca :
* htto://www.centrale-casablanca.ma/fr/ (site info et concours cycle ingénieur)
Concours INPHB Yamoussoukro (Bourse du gouvernement apres admission) :
* http://www.inphb.ci/2/vues/accueil/ (site info)
* https//inphb.ci/ConCours Ing-INPHB-2022/ (site concours Ingénieurs)
Concours ENSEA Abidjan (Bourse du gouvernement aprés admission) :
* http://ensea.ed.ci/ (site info)
» http://capesa.ensai.fr (site concours cycle AS/cycle ingénieur)
Concours HEC Paris (Bourse du gouvernement aprés admission) :
* https://www.hec.edu/fr
* https://www hec.edu/fr/grande-ecole-masters/programme-grande-
ecole/admissions
Concours ENS Abidjan (Bourse du gouvernement aprés admission) :
* http://www.ensabidian.ci/ (site de I'école)
* https://ens.laatech.com/ {site concours)
Concours 14 Yaoundé ;
» http://www.ilayaounde.com/ (site de I'école)
* http://www.iiayaounde.com/linstitut/conditions-dadmission/ (admission)
Concours X polytechnique de Paris (Bourse du gouvernement aprés admission) :
» https://www.polytechnique.edu/ (site de I'école)
« https://www.polytechnigue.edu/admission-cycle-ingenieur/fr/voie-universitaire-
univ-filire-universitaire-internationale-fui {page admission)
Concours ESATIC Abidjan (Bourse du gouvernement aprés admission) :
« https://esatic.ci/presentation/ (site de I'école)
« htips://esatic.ci/fadmission/ (page admission)
Concours ISFA Lyon (Actuariat) :
e https:/fisfa.univ-lyonl.fr/ (site de I'école)
o https:/fisfa.univ-lyonl.fr/formation/actuariat/admission-a-la-formation-d-actuaire-
a-l-isfa-803812.kisp (page admission)
Bourse Japon 2023 (Bourse du gouvernement Japonais aprés admission) :
e https://www.ci.emb-japan.go.jp/files/000475798.pdf (PDF d'information a
télécharger)
e https://www.ci.emb-japan.go.jp/itpr ja/11 000001 00848.html (site officiel de la
bourse}
e https://www.studyinjapan.go.jp/en/planning/scholarship/application/examination/
(anciens sujets)
Bourse Russie (Bourse du gouvernement Russe aprés admission) :
+  https://studyinrussia.ru/fr/study-in-russia/scholarships/
M2PSAV de I'UFR Math Info (Possibilité de Bourse du gouvernemernit aprés admission) :
. mtp;ﬁ'mZpsav.magter.edu-math.argl (site officiel)
e http://m2psav.master.edu-math.org/?page id=18 (page de candidature)
Concours IFORD Yaoundé (Bourse du gouvernement apres admission) :
e  http://www.iford-cm.org/
o http://www.iford-cm.org/index.php/formation/mpd
Concours EAMAC de Niamey (Bourse d'arganisme Aéronautique(ANAC,SODEXAME ...) aprés admission)
e http://www.camac.ne/ (site officiel de I'EAMAC)

ExE EUR LMD=** g
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RESUME ALGEBRE LINEAIRE ( Important pour les concours )

isme
*» Valeur propres et vecteurs propres d’'un endomorph

. — laire A & K esture
Seitu € L(E).L"ensemble des application linéaires de E dlans E . Un 5r}a aur_ P gy
valeur propre de u lorsqu'il existe un vecteur x # 0 de E tel que ulx) =AX.
est appele vecteur propre associé a la valeur propre A .

NB : Le vecteur nul n'est pas un vecteur propre de u .

* L'ensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de v, on le note Splu ). .
Pourtoutd € K, onnote Ey(u) = Ker(u—2X IdE).SiX € Sp(u).alnrs E;(u) estcons
du vecteur nul et des vecteurs propres de valeur propre A. On I'appelle sous-espace propre
associéa A.5i 4 € Sp(u), alors E;(u) = {0g}.

* Le scalaire A appartient a Sp(u) si et seulement siu — A [dE est non injectif. En part cul o
est valeur propre de u si et seulement si u est non injectif.

* Les vecteurs propres et les valeurs propres sont souvent appelés les éléments

propres de u.

* Propriété importante : si 4,, ..., 4, sont p valeurs propres distinctes de u, alors la somm:
Ej, +..+E;,  estdirecte. Ainsi des vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes

sont linéairement indépendants. En particulier, dans un espace de dimension n, il ne peut
avoir plus de n valeurs propres distinctes.

* Elément propre d’une matrice

Soientn € N* et M € M, (K).

*Onditqued € K, estvaleur propre de M lorsqu'il existe X € M, (1) non nul tel que
MX = AX. Ce vecteur X est appelé vecteur propre de M associé a la valeur propre .,

* Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie, B une base de £, 1 un
endomorphismede Fet M = Mat(u, B). Les valeurs propres de it et de M sont identiqy os
€st vecteur propre de u pour la valeur propre Issi X = Mat(x, B) est vecteur propre de A/

pour la valeur propre A. On peut donc appliquer & la matrice M les definitions et les proprietes
concernant I'endomorphisme u.

* Polynéme caractéristique

Soient M € M, (K ) et u un endomorphisme d'un €space vectoriel £ de dimension finie 5
* La fonction yp =N

K
IR —  det(M - al,) » €5t polynomiale Son polyndme
notera egalement y,, , est appelé polyndme caractéristique de M Il est de degré n et s'ocrit -
Am = (=1)"X" 4 (=1)""Yer m)xn-1 4 ... + det M

;;es racines dans K du polynéme caractéristique Xu sont exacteme

dss0cie | que | on

nt les valeurs propres de

29/11/2
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Lorsque le polynome i
X est scinde dans K

Li1e1 M= [T oA et oM = T [X],avecd,,..., A, pourracines,ona
Jn appelle ordre de multiplicité une.

ultiplicité d'une vale

Ay ur pr :
nultiplicite de la racine A du polynome yu prapme A4 cebon s =g don e
Jne matrice a coeffici : ! i
i oo Sembl:;:f?ﬂments rﬂeels d ord[e impair admet au moins une valeur propre dans R. Deux
s ont méme polyndme caractéristique. La réciproque est fausse o

+ Endomorphismes et matrices diagonalisables
E. U'endomorphisme

Soit £ - i i i

iy dlf:dk. espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de

u it dia i i iti squi

g s gonballsable Iursqu? I'une des propositions équivalentes suivantes est verifiée ;
e une base de £ formee de vecteurs propres de u, |

« OnakE= EBJ.Esp{uj E.ll:uj

I_Z?raftensatlinn des endomorphismes diagonalisables : I'endomorphisme v
-u:tﬂtnagonattsable si, et seulement si, il vérifie Fune des propositions équivalentes suivantes :
o Yiespun dim E;(u) =dimE
« Le polynéme yp est scindé sur K et pour toute valeur propre 4, on a dim E;(u) =m(4)

ur K et a racines simples, alors I'endomorphisme u

Cas particulier important : si yest scindé s
pre est de dimension 1,

st diagonalisable et chaque sous-espace pro
Remargue pratigue
sour détermine dim E; (u) ,on étudie suivant les cas Ker (
pien rglu — AIdE ) car, d'aprésle théoréme durang, ona:

dim E;(u) = dimE — rg(u — AIdE).

u — AIdE) (systeme linéaire) ou

gonalisables : les homothéties sont les endomaorphismes
ecteurs (resp. les symétries) sont les

endomorphismes dia
} (resp.dans {= L1}

une seule valeur propre, les proj
lisables dont le spectre est inclus dans {0, 1

-ﬂempies d’
siagonalisables possédant
~ndomorphismes diagona

]nl(l }A et detut = niE.ﬁJLuJ A A yi
emblable a une matrice

jemarque
gonalisable, ona tr = Taesplu
des

. Lorsque u est dia
. On dit qu'une matrice M de Mn(K) est diagonalisable lorsqu'elle est s
3 |'existence d'une matrice P , inversible, dont les colonnes sont

diagonale. Cela équivaut
lle que P~ MP est diagonale.

Jecteurs propres de M, te
t la matrice

te matrice €3
formée des vecteurs
ordre que les vecteurs

ur PIMP . En effet, cet

M dans la nouvelle base
le méme

d'effectuer les calculs po

anoniguement associé a
res apparaissent sur |a diagonale dans

ge P.

|| n'est pas nécessaire

i [‘endomorphisme ¢
s, Les valeurs prop

es dans [a matrice de passa
ateurs

» Polynomes d’endnmorghismes. polynémes annul

polyndmes annulateurs

propr
propr

13
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* On dit que le polynéme P est un polynéme annulateur de 11 lorsque (1) est
I'endemorphisme nul de £, ce qu'on notera abusivement £{u) = 0

*SiP(1) = 0, alors toute valeur propre de west un zérode P | (s
* Lorsque E est de dimension finie, tout endomorphisme 1/ de £ admet au moins un poivn
annulateur. Ce n'est pas vrai lorsque E n'est pas de dimension finie

* Resultat important: : - 2 1T

51 P est un polynéme annulateur de v, alors toute valeur propre de u est racine de
reciprogue est fausse,

Polynome minimal , —
* En dimension finie, il existe un polynéme non nul de degré minimal 7, (que I'on RORIERLS i
unitaire] On l'appelle le polyndme minimal de u. Les racines de 7, sont exactement (=25 van

propres de u,

Le théoreme de Cayley-Hamilton

Soit v un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie. Alars 7., = (o=
maniere equivalente : 7, [ xy. Il en résulte que deg (m,) < dim E.

Remarque : si le polynéme minimal de A est scindé simple alors A est diagonalisable

* Endomorphismes trigonalisables
Soit £ un espace vectoriel de dimension finie égale a n sur K. Un endomorphisme 1 de £ g5
trigonalisable lorsqu'il existe une base dans laquelle la matrice de v est triangulaire

Remargue
Sidans une base B= (ey,...,e,) la matrice de u est triangulaire supérieure, alors dans la bas

(€y....,¢,), elle est triangulaire inférieure. Une matrice Nl € An(K) est dite trigonalisabl
dans Mn(K ) lorsqu'il existe une matrice P € GLn(K) telle que la matrice P~ 'MP soir
triangulaire

af

* Diagonalisation, trigonalisation et polynéme annulateur
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et 1 € L{EDY.
* Critéres de diagonalisation
* L'endomorphisme u est diagonalisable si et seulement s admet un polynome annulite.
non nul, scindé dans K[X] et a racines simples.
* L'endomorphisme v est diagonalisable si et seulement s son polyndome minimal est scinde
dans [{|X| et a racines simples,

* Critéres de trigonalisation

* Lendomorphisme v est trigonalisable si et seulement si u
non nul, scindé dans K (X ).

* L'endomorphisme u est trigonalisable si et seulement si son polyndme
dans K|X|.

admet un polynome annulateur

mirmimal est scipids

2
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* Quelques applications de la réduction des matrices
Calcul des puissances de A : soit 4 € Mp(K).
* Lorsqu’on dispose d’un polynéme P annulateur de A, on effectue la division euclidienne de

A" par P Il existe (Q,R) € K[X]? tels que X" = PQ + R avecdegR <n — 1. Onen
deduit que

A" = P(A)Q(A) + R(A) = R(A) .
En particulier, en notant p le degré de P, A" est combinaison linéaire de (/,A4,...,AP~1).

* Lorsque A est diagonalisable, il existe P € GLp(K) et D diagonale telles que P~1AP = D).
Alors, pourtoutn € N,ona P~'A"P =D" et donc A = PD™ P-1.

* Lorsque A est seulement trigonalisable, on essaie d’'écrire 4 = PT P-1 avec P € GLp(K), T
triangulaire supérieure telle que T = D + N avecD diagonale, N triangulaire strictement
supérieure et DN = ND. Ainsion peut utiliser la formule du binéme de Newton, et on obtient
(=g v ;:) N¥D"=k | N étant nilpotente, le calcul est alors plus simple.

15
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7 2018-2019
UNIVERSITE FHB DE COCODY ANNEE 2

UFRMI L2 SM

lére SESSION D'’EVALU ATION

EPREUVE D’ALGEBRE LINEAIRE
Durée:2 heures

Exercice 1
1° a) Echelonner la matrice M avec:

1 1 -1 1
M=|1-2 2 m
31 -1 1

b) Discuter le rang de M suivant les valeurs d_e mn.
c) Pour m = —2, donner la forme ligne canonique de M.
2° Résoudre et discuter le systéme linéaire:

z+y—z=1
z—2y+2z=1m
3z+y—z=1

Exercice 2 ‘ |
Pour tout nombre réel A, on considére 'endomorphisme f de R?* dont

matrice dans la base canonique est:

1 0 1
Ay = -1 2 1
=& A=1 A+1

1° Déterminer les valeurs propres de f et discuter le nombre et les mn)
tiplicités suivant les valeurs de A.

2° Pour quelles valeurs de A f est-il diagonalisable?

3° Déterminer le polynéme minimal de f)

4° Calculer (4,)", ¥n € N.
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UNIVIERSITE FHB DE (COCODY ANNEL 2018-2019

CEFRML L2 TOUTES LES FILIERES

2ome SIESSION IIEVALUATION
EPREUVE D'ALGEBRE LINEAIRE
Durdée: 2 heures

Exercice 1 (6pts)
1 w) Donner la définition d*une matrice diagonalisable.

b) Montrer que si une matrice est diagonalisable, alors son carré aussgi

Simoonadisable.
Liire i les assertions suivantes sont vraies (V) ou fausses (F). Pour
que assertion fausse, proposer une assertion vraie qui la corrige:

4 VA €M, (R),VA € R, det{AA) = A det(A).

L) VA, B € M, (R), det(A + B) = det(4) + det(B).

¢) Toute matrice & coefficients dans C est diagonalisable.

xercice 2 (6pts)
Suient A et B deux matrices de M, (R) (n € N*) telles que:

AB-BA=A

|« but de cet exercice est de montrer que A est nilpotente c. a.d Jk € N,

1
it niote B 1'espace vectoriel My, (IR) et on considére 1’application:

g—C

E — E 5 ‘1
. oy
¥ M+ MA—-MB n}f"‘ihﬂ-’“ %
' Montrer que  est un endomorphisme de E.
4- Montrer par récurrence que Vk € N, ¢ (A") = kA",
.- on suppose que Yk € N, A¥ # 0. Montrer que ¢ a une infinité de
RS Propres.
1~ Conclure
l.xercice 3 (Bpts)
wit la matriee:
0 1 0
A= =4 4 0 | € My(R)
-2 1 2
411/2022 *++EQUIPE VALIDEUR LMD*** 17
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1° a) Determiner les valeurs propres et les sous espaces propres de /.
b) A t-elle diagonalisable? trigonalisable?

2° Trouver une matrice triangulaire supérieure 7' el une matrice inversil «
P telles que A = PTP-1,
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UNIVERSITE FHB DE cocopy ANNEFE 2019-2020
UFRMI L2 TOUTES LES FILIERES

e SESSION D'EVALUATION
EPREUVE D'ALGEBRE LINEAIRE
Durée: 2 heures

Exercice 1 (10pfs

~oit f Vendomorphisn.e de Pespace vectoriel réel £ = @3 dont la matrice
Lins Tin Dase canonigue e,

Lo 45 8
Lizs 1 -2 -4
e A M

it P est-il i antomorphisme de B2 ‘
bi Determiner lo noyan ot inage de f
2° Soit B = (uiinw) aveer o = (3.1, 000 =1, =L 1) ur = (2.-1,Ih
une famille de vecteurs de k.
#) I est-il une lise de £7
bt Déterminer a matrice 4’ de [ dans la base B
37 a, Caleules A2

i En doduive b navne do for donner sex eléments caractéristigies

Exercice 2 (10pfs)
Soir lu matriee

— sl
I

WelB) . o0 a est un réel doting.

1) Caleuler le poadvion caraeréristique de A1 et niontrer que AL est trig-
vihalisalle, i

20 Montrer que st v« oo g5 1, alors M est diagoualisable,

S0 Monteer gue sia Lo a — 00 alors Af nlest pas diagonalisable,

Lo Onsuppose o 0 pwsonaliser

=
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UNIVERSITE FHB DE COCODY ANNELR 2020-2021
UFRMI L2 TOUTES LES FILIERES

1ére SESSION D'EVALUATION
EPREUVE D’ALGEBRE LINEAIRE
Durée: 2 heures

Exercice 1 (8pis) .
s i v lienies e rang
1- Douner une matrice de format (4, 5) échelonnée roduite par lignes cle Tag

3.

- e
Soit H € My(R) dont le pelynéme minimal est mp (X} = (X +2)
a) H est-elle inversible?
) H est-elle diagonalisable?
¢) H est-elle jordanisable?
(Seules les justifications aux questions a),b) et ¢) sont llle‘-f!l-‘Pf] .

d) On suppose que le sous espace propre de H associé 4 —9 r'h.r (e
dimension 2. Denner la réduite de Jordan J de H (Justifier entre trois et
cing lignes)

3. Dire si les assertions suivantes sont vraies (V) ou fausses (F). Pour chagque
assertion fausse, proposer une assertion vraie gui la corrige:

a) YA € M, (R), YA € R, det(AA) = Adet(A).

h) Le rang d’une matrice est égal au nombre de ses lignes non nulles
¢) Toute matrice a coefficients dans C est diagonalisalile.

d) Toute matrice est produit fini de matrices d'opération ¢lémentaire.

Exercice 2 (12pts) .
Pour tout nombre réel m, on considére lendomorphisme [, de R? dont la

matrice dans la base canenique est:
1 0 |

Am'—" -1 2 |
l—m m=1 m-1

1- Déterminer les valeurs propres de f,,, et diseuter le nombee of Les mnlt iplicites

snivant les valewrs de m.

2- Pour quelles valeurs de m, f,,, est-il diagonalisalle?

3- Déterminer le polyndéme minimal de S suivant les valonrs de .
4- Caleuler (A1)", ¥n € M.
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UNIVERSITE FHB DE COCODY ANN
: X NNEE 2020-
UFRMI L2 8)] L e

2o SESSION D'EVALUATION
EPREUVE D’ALGEBRE LINEAIRE
Durte: 2 heures

Exercice 1 (115}
Soit f l'endomorphisme de espace vectoriel réel £ = R?® dont la matrice
dans Ta base canonique est:

2 2 -
M=[-1 -1 3
0 0 1

1- f est=il un auromorphisiue de E7
@) ealeuler AL?

1) En déduire la nature de f et donner ses éléments caractéristigques.
3- Pourquoi f est-il diagonalisable?
|- Soient respectivement P et D la base et la direction de f.

) Dire pourquoi on a £ = P @ D et donner la définition d'une base
B' = (w. v.w) de E adaptée & cette somme directe.

) Soit B' = (u. v, w) une base de B adaptée & la somme divecte E = P2D.
Donner la matrice de f dans cette base.

Exercice 2 (Ypts)
Soit 14 matrice

0 10
A=[-4 4 0] € My(R)
-5 13

1-it) Dérerminer loes vilenes propres et les sous espaces propres de A,

L) A est-clle diagonalisable? trigonalisable?
. Trouver une inatriee trinnglaire supérienre T et une
o |
P relles gue A= PTP .

watrice inversible
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UNIVERSITE FIIB DI COCODY ANNEL ;
UFRMI L2 TOUTES LES FILIERES

& : N 'E\’\T,UATIUN
1ére SESSION DInVy AL -

EPREUVE D'ALGEDRIS I
Durde: 2 heures

Exereice 1 (4pts) )
1° répondre par vrai (V) ou faux (F)

donner I'afirmation correcte: : i
a) Le rang d’une matrice cst ggal au nombre de ses lignes non nulles

b) Toute matrice symétrique est dingunnlis;fble '
¢) Toute matrice & cocfficients dans C est diagonalisable -
d) le determinant d’une matrice triangulaire par blocs est égal au prodn

des bloes de la diagonale _ i
9° Donner quatre criteres ( c.d.d conditions necessaires et suffisantes) ¢

dizgonalisation

Dans le cas on Ja réponse est frusse,

Exercice 2 (8pts) o _
Spit f 'endomorphisme de l'espace vectoriel réel B = R? dont la matrice

dans la base canonique est:

-2 7 1
A= 1 -4 =6
-1 4 6

1° a) f est-il un automorphisme de [7
b) Determiner le noyau et l'image de f
20 Soit B = (y,v,w) avee: u = (3,1,0);v = (L, =1, 1);w = (2,-1,1)
une famille de vecteurs de L.
a) B est-il une base de £7
1) Déterminer la matrice A de J dans ln buse 13
3¢ Caleuler A%, A", Quelle est 1 nnture de [

Lxcreice 3 (8pta)
Suit la matrice
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21 =2
M=[1a =1 | € M;(R), o0 a est un réel donné.
11 -1

1) Caoleuler le polyndme caractéristique de M et monlrer que M est trig-
onalisable.

2) Montrer que si a # 0 et a # 1, alors M esl diagonalisable.

3) Montrer que si a =1 ou a = 0, alors M n’est pas disgonalisable.

4) On suppose o = 0. trigonaliser M

we*EQUIPE VALIDEUR LMD*** 23
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UNIVERSITE FUB DI COCODY ANNEL 2021-2022
VEFRML L2 TOUTES LES FILIERES

2omie SESSION D'EVALUATION .
EPREUVE D'ALGEBRIS LINTLATIRTS
Durte: 2 heures

Sxercice 1 (dpls) L
1¢ répondre par vrai (V) ou faux (F) Dans le cas o la réponse 5w 2270
donuer aflinmation correcte: _ ;
a) Le rang d'unc matrice est égal au nombre de ses lignes non anilles
b) Toute matrice symétrique est diagonalisable
¢) Toute matrice 4 coefficients dans C est dingonaiisable _
d) le determinant d’une matrice triangulaire par blocs est ¢gal au produi:
des bloes de la diagonale .
2° Donner quatre critéres ( c.a.d conditions necessaires et suffisantes) de
diagonalisation

Exercice 2 (7pts)

.....

inue de Ja matrice

12 =1 =31
M=124 1 -2 4
36 2 -6 2

2* Rézoudre le systéme:

r4Y—z-3 =
2e4dy 42 -2 =3
3z Oy + 22 — i = 2

Exerecice 3 (Opts)
Seidt In malriee:

] 4 9
A= I &
| |

1 n) llJi'.-H”-.rluinl‘.ll‘ Jes videnrs Iopres oL ley
i L) Sur i, A Celle Lrigoundin)yley
250) caleuler A% A0 el

L) Calenley o4

. NS espaces prapes de |
dingonnd sl e |

thaive A" 4y, lometion (e

= ]
. L o A" en fonetion Qo fy, A o e

L]

At i, Nn > I
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CORRECTION ALGEBRE LINEAIRE SESSION |

EXERCICE 1

al Eeliclonnwms M

| | -1 | 1 1 =l |
M=~ 3 3 1l=m]==[N 3 =3

-2 2 -2 nog n =p=2_

L Bt =Nomubae e ligne non unlles de 1/
Xivsi fegli) = 2sni =3 =2m =10

i Hotni = 2 s m= -2
1Yot 4

J'i'.r,"-'.'- =1 # -2
¢ Apros cobclonnemient de Mon a:
1 | 1
M~[u 3 -8 1=m
o —=1="2m

i ) = l
[T | i L] o
h 1 |

| ! L
L tetriee e svstome esl | | 2 2
|

Lok dpgit b daes Guthg i il sl =yttt est

[ [ ¥ il | |
4= | A g o~ 3 | — i
" & i ] Ml

o o -
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On oo Bal 1) = Bt My 3et Bal D ;I.' 0
s fig A = Kg( ) dion () ost incompatible ¢r5
e Doy i — =2 | [
. - I L
O la forme ligne canonigne de N s & M :: .I; T
ST

Meows (F) acline

Ryl = RylM) =2 < 3 le nennhre o o,

infinire de solutions. T,

Par interpretation a aide de
p=z=1 (1)
{ rtpy=2=1 (2)
(1) p=1+z
cmz=1l=r=10

Dans (Dona:r+14+=
Don (E)={(0.1+z2).z€ Q}.

EXERCICE 2 i i |
) !
I

. B N "
I Formie ligne canomehe ele

Soit fy l'endomorphisme de R? de matrice associée Ay = I._ 1\‘ . - P

1. Valeur propre de fy.
1-X 0 l

ona:|d—Xhi=[ -1 2-X l
1—A A=1 A+1-X

Ay = Xy = —(X = 1)(X = 2)(X = (1 + )
Ainsi
Si A = 0 alors Sp(Ay) = {1.2) avee 1 de wmltiplicite 2 et 2 de
multiplicité 1.
Si A =1 alors Sp(Ay) = {1.2} avee | de nmltiplicite 1 et L valeur
propre 2 de multiplicité 2,
i AE {01} SplAs) = {1,2,1 + A}
2. Les valenrs de A pour lesquels Ay est dingonalisable,
7A€ B, ona e polygone earactovistione ;
Ay = X&) = (X +1)X —2)(XN - (1 1A))
Caleulons les sous-cspaces propres assocics a chague valewrs propres.
x
*Ey?8oit X= |y ] €k

-
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==l z
> —r+y+ =10 =4 U
(l=Ar+(A=Dy+Aiz=0 (1—

i T 1
YAeRoarlpgl=lz]l=2|1
2 ] 0

1
= F = < | > = dim(E) = 1.

{
Or dapres le procédent, pour A =0 la valeur propre 1 est de mul-

tiplicité 2 different de dim(Ey) > 1. Alors pour A = 0,Ay west pas

dingonalisable.

= f.*‘i_\ - -":.“:l‘\ = Jau < ( -1 = Up,'!
=X A —I
=U
=.I

Az +{(A=1jy=10

S

E?Soit X = |y | € B

-

-1 0 1 i
= (Ay —20)X =0ps & | —1 0 1 y| =0z
I—Xx A=1 A=1 2

- + e U a=1=T
* Pomr A=l ona:z=oy= y ( quelcouque]
T 0
Don X = |y y +y (1
z 0
= £, = < 1 > et pour A =1la valeur propre 2 est de
multiplicité 2 o EIHHEJ =-2:
x |
* Pour A # 1,014 K= lyl|l=a]l
7 1
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()

¥ BT
e
Soit X = [y | € Eyga

g A N [
2 (A-(1+NE)X=0ne | -1 1-A1 (”) -

—}ti‘+:=ﬂ = ':,)u'
@ —rt(l-Ay+=0 &g y= _n

(1=ANz+(A=1y+=0 “—A].:n_,.{)k—'”,u__
avec A & {1.0}

()

Finalement on en déduit que Ay est diagonalisable ssi A € ' {1)}.

3. Soit my,(X) le plynéme minimal de A,

* Pour A € R\{0,1} le polyndme caractéristique ce Ay est scindeé
simple, en plus m, (X) et Py, (X)(polynéme caractéristique) ont
les mémes racines et my, (X) divise P, (V). Alors :

My (X) = (X = 1)(X = 2)(X = (A+1))

* Pour A =1 on trouve my, (X) = (X — 1)(X = 2)

4. Calculons (A4,)"

1 01
Ona:A;= (=12 1|etSpd, ={1.2)
0 02

1 1 ()
E’1=< 1 >,E-;=< 0):11 >
0 1 ()

Ay est diagonalisable (question préchdente) et Ay = PP e

—_=
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200
D= {0 2 0] lamatrice diagonale.
001
01 1
P=11 0 1] lamatrice de passage.
010
Déterminons 7!
. £
Soit X=(y| el E=|es
~ &3
y+z=¢g ¢y +erte3==t —e|+epteg=u
PX=E=z{ r+2=0 == a—a=2 =>{€3=y
y=ry =Yy g~y =2
=L 0 1
DonlP'=|0 0 1
1 0 -1
Ona:dy=PDP'= Al= Bppp
2m ) 0
Onaipr=|0 20
0 0 1
D1y 2t 0 -0 0 2" 1
PD":(I 01 o 2" 0):(2" 0 1
n 1o 0 0 1 o200 i
0 2" 1 =4 é i (1 lnzn zﬂl‘l EH_-})
np=t = 12" 0 1 0 = ke N
et PP (Eﬂ e D) Y & A 0 0 2
1 § =1
: - - —gn gn o]
Finalement Aj ! 2 5
29
«sEQUIPE VALIDEUR LMD***

Scanmid avec CamScanngt


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

ereyaLIDEUR LMD EDITIOM 7

*Licence Master Doctorat* <<Tout est possible & celul qui crolt.>>

UFR-MI :L2 Anlu'q? 2”[“-2{}“,

[CORRBCTION :ALGEBRE LINFAIRE SESSION 2]

EXERCICE 1
matrice

l.a) Matrice diagonalisable o
Une matrice diagonalisable est une matice semblable a e

diagonale.
) Supposons A € M, (R) diagonalisable.
Alors, A = PDP~! o P inversible et 1) diagonale.
= A?= AA = (PDP-")(PDP~') = PD*P~!
= A= PH?pP-! .
Et comme le carré d’une matrice diagonale ost n e matnee

alors D? est diagonale. A 5 lis
Ainsi, A? est semblable & une matrice diagonale D% D'oll A* est dhia-

dingonale.

gonalisable.
2.a) FAUX.
L'assertion vraie est : YA € M, (R), A € R. det(AA) = A" del{A)
h) FAUX. .
Assertion vraie : YA; B € M,(R), Ou a : del(ADB) = del(AB) =
det(A) det(B)

¢) FAUX.
Assertion vraie : Toute matrice & coeficients dans C est trigonalisable.

EXERCICE 2
g E — E et AB—-BA=Apow A,BeFE

Mv— MB— BAM.
(2) Soit la proposition Py : Vk € N, ¢(A¥) = cA*
epour k=1,ona:e(d)=AB—BA=A
Par hypothése AB — BA = A
= @(A) =1 x A'. Ainsi P, est vrai.
Supposons Py vraie et montrons que /%, est viai.
Done ¥k € N, p(A*) = kA*
= p(A*)A = A
= @(AF)A + AR = (k4 1) AR (4
Par définition de @, on a : p(A%) = Ak 3 — j3.4+
= Q(A)A = A¥BA — p AR+

29/11/2022
**¥EQUIPE VALIDEUR LMp*#+

Scanmid avec CamScanngt


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

- i Master Doctorat*
<<Tout est possible a celui qui croit,>> **¥yAl IDEUR LMD EDITION 2023***

o 0013 18 BTy La

1]

AEBA=BAYA + A*A
A (BA+ A) = BAH
J2AB=BA=A=A+Bd=4B.Doi:
AH(AB) = BAYT s o
= V3 = BAM (%)
s llﬁ'—l}
(%) et k_**‘l nous donne que = (A7) = (k+ 1) AR+
Done Psyy vst veai sachant Py est yraie.
On en déduit alors que Py est vraie cest-d-dire que
vk € N (49 = kdb,
(3) On suppose que Vi € N AF 2 Q.
D apres précedent. VA € M. o(A4) = kA,
= () = kU avee U = At e E.
Ainsi pour & fixe dans N, Ny = A* € E tel que p(U) = kU alors k
st une valeur propre dont le vecteur propre associé est : U=A"#

(.
Comie & parcourt N alors tout k

Or pour (A, 13)
',—‘L%k}.'l e L 4iE

inm o

glément de N est valeur propre de

2
Ainsi il existe une infinité tle valour propre.

(4) Conclusion
On a moutrd precédennment que vie NAY#£ D=9 aduet wie

mfinite de valear propre.

& 5 g p:dke N, AR A0
a0 )
N Y10 o admet une infinité de valeur propre

Or P = () & non (Q = non P avec:
nonP: "3k € M\ =07
non @ 3 "¢ admet un yombre fini de valeur propre”

s grant un endomorphisme de E alors dim(p) = i
toriel M (R)).

Al S€ 0? avee. S ] . Done (5) st
fini, Do ¢ aduiek
Comne won (¢ = 1ot
A est doue nilpotent.

E espace voe-

o nombre de valeur propre de
nombre fini de valeuy propre.
p. alors 3k € N\AF = 0.

EXERCICE 3
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12022

Sennnil avec ComSeanngt


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

i . p EDITION 2°
*Licence Master Doctorat* <<Tout est possible & celui qui croit,>> ***VALIDEUR LM

10
A=|=1 40D
-2 1 2

La) Valeur propre de A

PIX) =det{A—- XT)

-X 1 0
= —-’ -I by J\.‘ {}
~2 1 2—-X
oy |[—X 1
=‘[2_1\} _4 I—z“:'

= (2 - X)|X(X = 4) +4]

= (2= X)(XZ—4X +4)

=(2-X)(X - 2)*
|P(X) = (X - 2)*]

Donc 2 est la seule valeur propre de A

Sous-espaces propre de A

Seit f I'endomorphisme canoniquement associc i 1.
Ey = ker(f — 213)
=2x+y=0
(p.2)€EEx = —4r4+2y=0=2r—y=1
=+ y=0=y=23r

T i 1 ]
yl=l22|=22]|+z|0
z =z () 1
1 0
Ainsi By = Veet 21.10
0 1

h) dim E; = 2 o mult(2) = 3
dim By # mult(2), done A n'est pas diagonalisable mais trigonalisahle
ear son polynéme caractéristique est scinde sur B

. 11 IE]“'L [ I ;

29/11/2022
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A= prp-
A

Ea=Vetd [2]. [0
0/ \1

Posons ¢t; = (1.2.0) et ua = (0.0,1).
Pour trigonaliser -1, il suffit de completer la base pour un troisicue

veetenr indépendant de wy et ug.

() 100
Par excmple «g = [ 1 |. Eneffet, |2 0 1} = —14£0
() 010
2 0 a
La matrice A est semblable a la matrice T = 0D 20
00 2
Déterminons o ot b
On a: A(uy) = auy + bua + ity
1 1 0 0
=>-1=u‘2-|—bﬂ+21
1 i) | 0
e l. { ==
= 2at2=1 = B
b=1
b=1
2 @ 1
Done T=[0 2 1
0 0 2
1 00 1 00
L
La matrice de passage P orant P= 3 ? {1] et P7 = 4{]2 [1] :]

que : A= PTP

1] eu resulte

33
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e [ W [')

Mgebre Lieane - 2010.2000 f

Exerence | w“‘_(:‘) = (:|‘]'-1..(-i)"" I |1]

Proposinon de cotreetion de Ta hieence 2

_] i R4 \ i i 1
-1=( 1 =2 -1] ; PR
- Fr ¥ i
o 1 3 5] - LJ : - 1 [0 mcme, o (n FORLELL) ot 4 { f
TV ab Venifions s f eston antomorphisme de £ on gy =0
non

foostun antomerphisme de B si det(A) 2 0 W vkl
| 1 FLLLS

-1 6 8 P |
Ona detd=|1 =2 —4fe det(A) =0 : - _:}.i '
= 1 [3 O A" =dwid = = T
'l ot = __1 [ ¥
Done £ n'est pas un automorphisme de £, [ & &
; T )
b1 Déterminons le novau ¢ Mimage de f, = (—][ : <
. =
Novau de 1 (i.ﬂff} = (_] > Done A =+
! by Déduisons=cn la natues de £ et donmors s
[mape de | CarACIeTIsaiEs
; L = A (@ ¥ _
on g dim(ker(f)) + dlmf.-'m{j')] = dim(R*) R .'-"-'(1') & 2! JF(K) = X)
alors - dim(fm()) = 2. Do Im(f) est engendré par &
Ivecteurs Soient vy el v, ces deus vecleurs et ey el e, [ i g e
deux veeteurs de la base canonique de B3, Oha:fA)=Y=dl=Xk= l vi=21
e A T
-1 &5 8 1 -1
E]ﬂﬁ:L':-‘-(l -2 *--1-)(0 =(1 !—_".'-'-' L
=1 F & 0 = . -
=1 6 8\/0\ [6 l—-t-.“*i
o3 % A
=1 3 5/ 3 Les s equations (F, 0 er (F ) som peogs,

alors, on
"o = A e
21 a) Boestal une base de E 7 A S
B oest une hase de E si Wonoer(f) = [((3v & dzvz) [y, 2
B est libre of géndratnge,

3 S e, 2 3 )
O det(fl) = detfu,v,w) =1 =1 =1 inp(f) = |(|)_(n)| #FAe A7 = 4 don.
g 1 1 i I
det(R) = 3 !‘]1 l]l - I: ﬂ ==(1-2)=1%0 f st une projection f!

Dhone, 18 est une lamalle ibre,

Elements guracteristigue
fa o cardill) =31 = llllm'l-t-'}n[m B est géndratnice pa RN patlale it isliguy

comsequent, 14 o8t wie base de F £ i
Hll'{.fl =L (l _([I) NS | |.I |1.h|.' g

{] |
i Betermmons b matice A° de [ dans 1a bise B,
¥ s

flu) fvy flwd Ker(f) =« ( I] st Ledinection de |

My g ety o I
oA =0, i, “u) I
1

gy Wy Gy,

A

) Fxereige 2
Déterminons a1, ot tty,, e

| 2 K =
(lll(’!:f{wr‘—_ﬁ””"'ﬂzlu‘i'ﬂ:”“' M=(l it —t)
O
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SR Py (X)) I polyndme caraciéristique de M.
2=k % =2
'-I'.ln-"||=r 1 =X =X ]
Lol ==X
R-PTF =g s =2 i) 2
| =1—:A I =1=x1"lg=Xx =i

ARl E =X (X —a)X -1

Mantrons que siaz 0 et az 1 alors M est
digomalisable:

Uina s Py (X) = =X(X = a)(X - 1).
= el a1 alors

ALY = X(X —a)(X = 1) ot

AT est le polynéme minimal de M,

Covinee X)) est seindé simple sur Boulors M est
drzonalisable.

Mantrons que sia= 1 oua= 0. alors M n’est pas
Juigonalisable,

Suapposons gque 4= 1 alors :
2 1 =2
Moo= (] 1 --1) et Py () = —X(}{ - ]}‘!

1 1 =1
=2 -"',.-L-'”J = {U: 1} o Mgy = 1eat My = 2.

Sulia=CsNice Propre
X

Hi= {X(}f)ERSI MX = 0g3])
z
2x+y—2z2=0
uny MY =0y xty—z=10
x+y—2z=10

[2r+y—22=ﬂ{£,’]
x+y—z=0(E)

a=g=)()
)= di—-2y+y—-2z=10
=y=1
=,
=z U2) /2 ER]

( -L-J = aim{fy) =1 =My,
|

cothhy
“idienll,, E My
1= dimEyy S mpgy =1

L= 1 =1Hy

- (y) € 15/ (M — 1)X = 0y}

b}
x+y—du=10 {_t,_;,
l,-j_X:lJi_'rf-? r=x=10 —-"y_'.,
(M 5) x+y—2::=l|

= {(z.z2)/2ER)

<<Tout est possible a celul qui croit.>>

1
E{” =< (]) = dim(ﬁ.[”) =1# m[‘” =72
1

Par conséquent, M n'est pas diagonalisable
Conclusion
Sia = 1, M n'est pas diagonalisable,
Supposons que a = 0
2 1 =2
M=|1 0 —1) etPy(X) = =X*(¥Xx-1)
R S
= 5,(M) = [0; 1} oli mygy = 2etim;, = 1.
Sous-espace propre

X

By = X (1’) ERY/ (M =1y X =0}
Z

r+y-=2z=011
Ona:(M-LX=0=2{x-y-s=012
r+y—22=101(3)

x+y=2z=0(1)
=='{J\:—y--zzllil'[Z}

(2) s2x=z+y(s)
(#Ydans (1) =y +z+y—-2z=0
Sz=2y
Alors x = 3y,

Dol Egyy = {(3y.%.2y) / ¥ € E}.

3
Eﬂ} =< (1) >= dll‘ﬂ(ELnJ =1=my
2

X
E{HJ = {X }l') [ R;‘l' MX = ﬂ;;}
Z

2x+y—2z=0(1)
MX =0p = r—z2=0 (2)
r+y—z=0 (3)

(y=x=z
Dans (Dona:y =0
E[ﬁl} = {(2.0, z}fz E R}

l .
Ei =< (l]) >= dim(E“,,} =1lemy=2
1

Done, M n'est pas diagonalisable.
Conclusion : 5i @ = 0, M n'est pas dingonalisable.
4 Onsupposea = 0.

Trigonulisons M

. § g
Soit £ un endomorphisme Je Bédont i matrice de la

base canonigue est M.

4 la natrice Trigonaliser de M dans la B' = (u,v,w)

«+*EQUIPE VALIDEUR LMD***

., 11/2022

Scanmid avec CamScanngt

*#*VALIDEUR LMD EDITION 2023%*=

35


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

*Licence Master Doctorat* <<Tout est possible & celui qui croit.>> *#¥ALIDEUR LMD EDI

Avecu =(3,1,2), v= (1,0,1).
P la matrice de passage inversible Py telle que :

1 a b
M=PTPV aveeT=(0 0 c)
0 0 0

Déterminons a, bete

Prenons w = e, = (1,0,0)
Ona: f(uy=u (1)
flv) =au+0xXv (2)
fley) = bu+cv (3)
(2) = f(v) = av alors a = 0.
(3) = f{e,) = bu+cv
2
Or: fes) = M x oy = (1)

Alors ;

2 3 1 3b+c=2 b=1

)=b(1)+clo)=] b=1 ={ 7
1 2 1 2b+c=1

1 & +1

DnncT=(ﬂ D -1

0o 0 0

1

0

1

3 1
Dol P = (1 D)
2 0
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CORRECTION ALGEBRE LINEAIRE
Session |
Exercice 1

1) Une mateice de fornat (15) acholonnée réduite par ligne de rang 3 esf

Soit A eette matrive

11001
oo o
#=lg 0 01 1

g 0 0 00

2ja- VIRALl car U € SplH)

- FAUX car le polynome minim

- VRAT ear lo polyndme caractéristique st scindé dans R,

J- Comme =5 st la seule valewr propre de H alors H contient un seul
clémentaire de Jordan. On @ E_; = 2 dong il y a 2 sous blocs de Jordan
duns Lo matrice élémentaire de Jordan. Par ailleurs M (X) = (X + 5% doue

I'ordre maximal des sous I}iuﬁs deo Jordan est 2.

=5 1]
0 =5 U U

1} Hn =5 1

() i) b =5

_wae R, det(A) = A" det(A)

gues on de colonues non nuls.

al de H n'est pas scindé simple dans B

Doue J =

3) n- FAUX car VA€ A (IR)
- FAUX ecar ¢'est e wemlre de i
o= VIRAIL
d- VIRAL

Excrcice 2

| 1 |
J = = 2 l
| —m =1 it |

I) Déterminons [os yaleurs (opres e S

fodiogd .
+ Déterninons le polynonie carachéristigue
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] = i) |

B, A y= —1 2 - X |
I — n =1 e+l — X

=|l=X 2 =X |

| 0 |
=(1-X)1 2—.X 1
0 m—1 wmq 1 - A

0 0 | |
=|[l—.,YJ () 2—-X l
X-—(m.+1) M= mi]l=x
0 o 1 '
=f1—X}(X-m~1j 0 2-x 1 |
Lim=1 m+1-x]|
3 0 1
=(I-—A](X—~;~n~1) '2-—)( 1’

= (1 — X)X —m < 1)(2—-)(']
= ~(X = 1)(X —m— 1)(X = 2)
Pan(X) = ~(X = 1)(X Zmi 1)(% )
On a: Sp(A4,,) = {m+1,2 1}
Soit /; le nombre de multiplicité,
Sim =0, on a: P X)) ==X 1)*(X =2
Alors I} = 2 et la =1

Sim =1, ona Py (X) = — (X = D yje
Alors I} = 1 et ls =2

Sim e FA{0,1} alors Py, est scindé sitple, Do chague valony Propre a pouy
mdtiplicité 1,

2) Sim e B\{0, Lis Py (&) est scinde simple oy i ost diagonalisable.
Simn =0 oy g Pa,(X) = =(X - DX - 2)

* Déterminony Jog SOUS espaces ropyog Iy et [

Scannd aves CamSeanne
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Az ) i 0
(u) € Ey & (Ao — 1y) (u) =0
z ; 0
(u 0 1\ fr 0
& |-1 1 |1 yl=10
L ”) (’-‘) (ﬂ

==
= -1 4= I = { i
p—z=0 *

(g )= (o) = (L LO)y = | By =< (1, 1.0) ::-l
Ouadimky, =1 5 my =2 (la multiplici

i =2 plicité de 1) done Ag n’ i i
dron f., west pas dingonalisable. RS AR, _":lmgmﬂh“ﬂm“

¥
0

aSim=1lona Py (X)=—(X-1)X- 2)?

« Déterminons £

7 i 0
y|eEaes h—2L) |\ u)= U)
¥ x 0
=1 0 1 T 0
|l =1 01 yl=10
0 0 u 5 0

& —pr+z=0&sar==2

(g 3) = (pe2) = (0. 1.0y + (1,0,1)2 & B> =< (0,1,0): (1,0.1) >
OnadimE;=2=mz=2¢t dim By = 1 done fr, est diagonalisable.

Coneclusion

o Sin € RV{0) , fin est diagonalisable.
o Si =, fin n'est pas diagonalisable.

3) Déterminons le polynome minimal de fy, suivant les valeurs de .

Soit 1, (X) le polynome minimal de fu.

pour m € BA{O} Ju est dingonalisable done ma,
= (X - X S s 1))

(X =2)N - (m+ 1))
Pour = ou 2x) = ={X = 1Y3( X~ 2) le polyndme winimal est soll
(X =1HX - 1), soit (X — (X - 2)
o o 1 R T
o oo TR | g 1] (-1 0 1
O {aln f,” 1] ) [ 11 , 1 1

(X)) est seindd simple. Par

constauent 1.4, (A
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1 =1

f-‘ltl _-l,}{-'lu - 2!] = {1} =1
1 -1

I =1

(do=D(Ap—20) = [0 =1
1 -1

<<Tout est possible a celui qui croit.==

_zv:J

=1

Done nous pouvons dire que: m, (X)) = (X = 1%V —2)

Con sjon

*#a\ALIDEUR LMD EDITION 2

o St m €R\V{0} s, (X) = (X — 1)(X = 2)(X = (m+ 1))
e Sim=0 ma(X)=(X-1*Y -2

4) Calculons (A;)™. Vne N

1 01
Ona: de= =1 2 1
0o o 2

Conune A, est diagonalisable, il existe une matrice D diagonale et P une matrice

inversible telle que 4; = P D P~

1 00
OnaD=[0 2 0
g 0 2

# Déterminons £y pour m = 1

b T ﬂ
wlebBia(d -0 |y =(n)
z -1 0

b 0 1 r
=1 1 1 U
1. -1 0 s

=1
b
{ —r+y=0
Iy =< {].],“)}

1
On

I
1
00

1
L Of=1#0done P= | L O v 2! =
1

r=jy
=0

00 1 y

(A vons de déterminer Pinverse de P)

Ona: A; = ppp-1

A xA =pPD PYPDP-Yy=p D(P=t Py p p-t

A} = pp? p-i
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10 1 1 O 0 o 0 1
At=pprp-t=141 1 0| |0 2% 0O -1 1 1
0o 1o o 2¢ 1 0 =1
1 n 2"-=1
A= |1 -3 g0 G0
] ] o
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RESUME ALGEBRE BILINEAIRE

Soit £ un espace vectoriel réel,

Forme bilinéaire sur symétrique

-On appelle forme bilinéaire symétrique sur E toute application gdéfinie sur £ x E a valeurs
réelles telle que :

“pourtoutx € E, I'application y ~ @ (x,y) est linéaire (lincarité a droite)

~pourtouty € E, Iapplication x = ¢ (x, ¥)est linéaire (linéarité a gauche)

“pourtout(x, y) EE X E @ (x,%) = @ (y,x) (symétric). _

* L'ensemble des formes bilinéaires symeétriques sur £ est un R — espace vectoriel ..

¢ On dit que la forme bilinéaire symétrique est positive lorsque, pour tout

X € E,onag (x,x) = 0.0n dit qu'elle est définie positive, lorsque de plus, I’¢galité ¢ (x, x)
=0implique x = 0 (la réciproque étant toujours vraie).

v

¥ Formes quadratiques

¢ 81 ¢ est une forme bilinéaire symétrique, on appelle forme quad ratique associée a ¢.
I"application g définie sur £ 2 valeurs reelles, telle que, pour tout

X € E, ¢(x) = ¢(x,x) On dit qu’elle est positive lorsque, pour tout x € £,

q(x) = 0, et définie positive lorsque, pour tout x € £\ {0},q(x) > 0.

¢ Formules de polarisation : i q est la forme quadratique associée & @, alors pour tout (x, y) €
E X Eona:oxy)=2(qx+y) —qlx) - 90)) = (a(x +y) - q(x - y))

* Inégalité de Cauchy-Schwarz : si @ est une forme biliné
forme quadratique associée, alors pour tout (x,y) € E?,
onag (x,3)* < q(x)q(y).

* Matrice d’une forme bilinéaire symétrique

Soient @ une forme bilinéaire symeétrique sur £, et B = (e;,
Qi ;=@ (e;.e,;) pour [ et j compris entre | et n, La matrice

aire symétrique positive et si g Csl &a

€2:...,8,) une base de £, On pose
A= (a‘-i)m.jsn est appelée matrice
de la forme bilinéaire symetrique ¢ (ou de sa forme
matrice est symétrique,

Six=Yl xe ety=31 ye,
et y dans la base B . Alors olx,y) =
q(x) = Els!,js:-: Apxexy = i

quadratique associée ¢) dans la base B. Cetie

on note X et Y les vecteurs colonnes des coord
Zisiisn @;jXy; = "XAY. En particulier :

2

180X + 2 Vicicien @ xix; = 'XAX

onnees de y

v Endomorphismes orthogonaux
Un endomorphisme u de £ est dit orthogonal lorsqu’il conserve le produit Scalaire, ¢ est-d-dlire
V(x,y) € B2, (u(x) | u(y)) = (x| y).
* L’endomorphisme y est ortho

gonal si et seulement s 1 o 1* = Idg
inversible et u* = -1,

(cest-a-dire que i ¢st
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« L'endomorphi
phisme u est orthogonal si et se i1
ulement si I’ X
b et Wi si I'image par 1 d’une base orthonormale est
« Onnote AAE) I'e
F) 'ensemble des phi i i
et . automorphismes orthogonaux. Muni de la loi , (AE) est un sous-
Lrou| (£), appelé groupe orthogonal.
e Sl E =
i C‘:{Ez, ain:rs dfzt u = +1. Onnote SOXE) le sous-groupe de CXE) formé des
ents de déterminant égal 4 1, appelé groupe spécial orthogonal
- L“ - o )
o IL' ‘11'3411 ice M € M,,(IR) est orthogonale lorsque 1'endomorphisme de Rn canoniquement
.mr\t’m a M est orthogonal. Cela est équivalent & 'une des propositions suivantes :
(i) les colonnes de M forment une base orthonormale de R, .
v (if ) la matrice vérifie la relation 'MM = M'M=1,.
I ensemble des matrices orthogonales de R™ est noté 0, (R). C’

appelé groupe orthogonal.
ielle des endomorphismes orthogonaux: ’endomorphisme u est
ue de £ est

est un groupe multiplicatif,

- Caractérisation matric
orthogonal si et seulement si sa matrice dans une base orthonormale quelconq
orthogonale.

- Changement de bases orthonormales : si et B'
ase B' est une matrice orthogonale.

sont deux bases orthonormales de £, alors
1 matrice de passage de la base Ba lab

v Endomorphismes orthogonaux particuliers:
pace vectoriel de E. On appelle :

nale par rapport & F, la symétrie par rapp

arrapport 4 un hyperplan
st un endomorphisme orthogonal de dete

Soit F un sous-¢s
. svmétrie orthogoe

ort a F dans la direction F*

. réflexion toute symétrie orthogonale p (son déterminant vaut alors -1).
Lorsque dim £ =2, unc rotation de E € rminant 1. Sa
wrice dans toute base orthonormale s’ éerit

(CUS g HSmg) ou @ ( l'angle deTotation) € R.

Sing
l 1 endomorphisme or

TiH
thogonal u de déterminant 1.

im E = 3, unc rotation de £ est w it
u — Idg ). Sa matrice s ecrit

Lorsque d
[ans e base orthogonale dont le premier vecteur est dans Ker (
0 0

1
(U Cos@ —Sind oubB e R,
0 Sin# Cosd

43
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Examen d'algébre hilinfnire

1*regession s 1,2 durée @ 1 1100

Répondez par VRAI ou FAUX.
traviarl au hronitlon.

Certaines questions nécessitent un -
mauvaise vaut moins

Une bonne réponse vaut 1,5 pnints(—{»].,ﬁpuints)a une -
0,5point(-0,5point), aucune réponse vaut 0 point(Opoin

Question 1{VRAI ou FAUX) o
L'espace est rapporté 4 un repére orthonormal (D; i,9.k )
On considére par leurs coordonnées les points :
A(l:=1+vZ:2); B(3; =1 - v2;4); C(2;-1;3).
On appelle :
T |'ensemble des points de coordonnées (z;y; z) tels que :
(-Dz-3)+E+1-VD+1+VD)+(z-2(-4=0
P le plan d'équation cartésienne : z —y + I=3/2-1
a) T est une spitie dont un diamnelre o5 LAR.
b) T est une sphére de centre C.

. 3(1 + /2)
c) La distance de C 4 P est T
d) P est tangent & ==
Question 2(VRAI ou FAUX)
L'espace est muni d’un repére orthonormal (O;_i', T?)
Pour # € R, on désigne par P et Q les plans d’équations respectives :

P y—I=Siﬂ23;Q: z —y = cos’d
ze R ze€R

On appelle (D) la droite d’intersection de ces deux plans.
a) Pour tout 8 € R, les plans P et Q sont orthogonaux.
b) Pour tout 8 € R, la droite (D) est contenue dans le plan d'équation -

z—z=1

yeR

¢) Pour tout @ € R, la droite (D) est orthogonale au plan d'équation -
z+y+2=0.
d) Il existe un réel 6 tel que (D) soit paralléle au plan (U, T, __;‘)
Exercice
On se place dans I'espace rapporté & un repere orthonormé ((); L TR,
On considére les trois points non alignés A, B, C suivants, donnés par leurs
A(L;0;~1); B(3;-1;2);C(2; -2, -1)
et le point £ de coordonnées - E(4; -1, -2).

coordonne
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Montrer que la droite (CE) est orthogonale & 1a droite (AD) et A la droite (AC).
Y déduire une équation cartésicnne du plan P passant par A, I3 ot O,
“deuler la distance d(E; P) du puint £ au plan P.
eteriiiner un systéme d'équations paramétriques de la droite (AE).
-4 considere la droite (D) dont un systéme d’équations paramétriques est :
=D
yv=2+4t
z==1+41
te R
tier un point J et un vecteur directeur W de (D).

(D) :

-piiquer pourquoi la droite (D) est contenue dans lﬂa.rl r.
Licterminer le point M de (D) tel que les vecteurs EM et v'(0;1;1) soient orthogonaux.
. Jéduire la distance d(E; (D)) du point E 4 la droite (D).

Courage, ¢a peut aller maintenant !
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Examen d’algébre bilinéaire

onde session: L2; durée : 1 H 30

Exercice
Soit ¢ la forme quadratique définie sur R? par :

g(z) =23+ (1+a)zs+ (1+a+ a?)z2 + 22,7, — 2az273; a € R
z = (z1,T2,73) dans § la base canonique de R?
1. Donner la matrice A de g dans § la base canonique de R3

2. Calculer le déterminant de A
3. Pour quelles valeurs de a la forme ¢ est-elle non dégénérée?

4. Réduire ¢ et donner son rang en fonction de a

5. Déterminer une base orthogonale pour g
6. En déduire une matrice inversible P telle que D = (*P) AP soit diagonale
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Foxinen dalgdbre bilinéaire
L2; durée ; | H 30

LLxercice

v pendee par VRAT ou FAUX avee justification dans Pordre des questions
E UCespace coetorpel des matroees itelles detaille 2 x 2.
woute mateice A € F oon pose ¢t A = tr(A?).
i est une fornme quadratique ‘
2ooma lorne 1}L}|."1i!‘€ est ¢ hid B = tr | AB) = tr (BA).
i) Cexprission de ¢ dans la base canonique de E.
iy

est () =a?+ 2be ~ d2.

'l

pour .1 = I
i i

1 1 .
’ i T ; Ly P T A - R <.
| ne decompeosition de Gauss de ¢ est g(Ay=u" - E“H- g =g

La st curede gest: (3.1).
Pour tout 4 € E.on a: 4% = (trA)4 — (detA)ls, I matrice identité d'ordre 2.

s dére maintenant le sous-cspace F C E des matrices de trace nulle.

= Pour ‘ot A € Fonag(d) = —2ded(4)
« Lo siznature de la restriction de g & Fest: (2.1).

| Une base orthogonale pour la restriction q|_F est

1 0 0 1 0 1
g -1 ) \ =10 “\ gL

Py Gue dim Fr= el -~ din B opot
alfiant que g soit non dégénérée

i tout choix de sous-espace FCE.

i sl pecessalre b s g
= F, pour o choix (v sous-espace FOE.

i e gque B BT =

fi s Jegénerie.
A et pécessaive e sufliant que ' I soit non deg
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EXAMEN D'ALGEBRE BILINEAIRE
Session 1 ;L2; durée: 1130

EXERCICE

1) Décomposer en carés la forme quadratique g(a,1.2) = zy + ys + o=
sur R,
Quelle est sa signature ? Quel est son rang ? Est-elle dégénérée

2) Ecrire une base orthogonale pour cette forme cuadratique.
3) On deésigne par (D) Paxe des .

a) Déterminer (D*) pour cette forme quacraticue,
h) Déterminer (D) N (D)

¢) Est-ce que (D) et (DL) sont supplémentaires 2
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EXAMEN ALGEBRE BILINEAIRE
L2
201 Session, Durée: 01h30°

Exercice 1 (06 points)
Soit « ot b deux nombres réols ot 8 : R? x R* — R définie par
I (ereaa)s (giege) ) = 2 + by + brayy + azalp.
Donnez. lorsqu'il y en a; les valeurs de a et b pour lesquelles 3 est
a) lindaire en la premicre variable,
) linéaire en la deuxicine.
¢) svinétriques.
) positives.
¢) non dégéncree,
[} un produit scalaire.

Exercice 2 (14 points) .
Soit E un espace vectoriel sur R, = (e1,62,63) une base de E et f une
forme bilinéaire sur E dout la matrice par rapport a /3 est

-1 2 3
A= |2 =7 1
3 I &

1) Calculer f(xr. y). fla.x). f (y,y) dans les deux cas suivants:

i-l._] =) T pl y =) — 6

0 ot y = (2 + T€3. o
L) o =¢ +2ez ety =2 | - o
2) '1{1'm|u=r une nouvelle base de E par rapport & laquelle la mat |

-1 0 0 -
D=0 -3 0 |. En déduire une matvice inversible f telle
a natrice = g
| 0. 0 %

e ) =)
IP)MDP = £, o (17) est Ja transposée de P,

que
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L2
18re Session, durée : 01h00)
Exercice .
Soit 7 1 espace vectoriel sur R, f = (1, ea, es3) une base de L
ot/ une forme bilingaive sur £ dont la matrice par rapport a 3 est
-1 2 3
M=| 2 =71
3 1 0
1) Calenler f(x.y). f(e.x), f(y,y) dans les deux cas suivants :
Al r=1t,+6c:—2e38t y=r — e+ 2es.
b) =1y = 2ea et y = eg — Teg.
2) Trouver une nouvelle base de & par rapport a laquelle la matrice de f
-1 0 0
est lamatrice D=1 0 =3 0 |.En déduire une matrice inversible P telle que
0 0 %

('PYMP = D. ot ('P) est la transposée de P.
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Manhs-lals

EXAMEN D'ALGEDRE BILINEAIRE
2 session
J Purge : 111 30

EXERCICE 1
Soit @ un nombre réel. Soit g la forme quadratique définie sur B? par
gur) = a4 (1 +a)y + (1 +a+a)2" + 22y — 20y
punt ¢ = (i, 1, 2). Soit f Ia forime bilinéaire symétrique associte A ¢.
1. Déterminer une décomposition de g en combinaison linéaire

de carris de formes lineaires indépendantes.
q suivant les valeurs de a.

3 Donner le rang et Ly signature tle
t-¢lle un procluit scalaive?

5. Puur qualles valewrs de a, f defin

EXERCICE 2

Soi 0 = B considérd comune espaee voctoriel enclidien orienté muni de la base orthonormdce

direete eanonique (4 4, &)

[ 20 le produit senlaire est note < &, i >, le produit vectoriel A Y puu%éﬁ.

)

5| un veetenr unitaive de . Soit D I'nxe orienté par-u.

el

£
Pour tout rée A non nul on note fy I'endomorphisme de £ qui & = associe

) =rd+A<muzn

I'une bise orthonormée directe (u, v, w) et donner

1.1 &) Justifier Nexistence ¢
Ly matrice Ay de [y, dans cetre hase.
vous ne pouves justifier de Vezistence d'une base orthonormde directe (1,1 w),

r gu'elle eriste ¢l continuer)
ot image de Sy -

A, [y est-clle une projectior
ndomorphisine ot liogonal ¥

o=

U
S pIpaISe

L) Diterminer le noyitn ¢
1 orthogouale non triviale.

oy Ponr quelle valeny e
valenr de A, [ esl-elle un e

1 g Ponr quelle
A pat desornis nolée A

Cotte valenr de
iopatnne il f,\]

foj Drermine |
a, s i bivie (i, i k)

) Donner Ji b riee de

ey g penl aller maintenant ?
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UFR :MI 2018-2019

[CORRECTION D'ALGEBRE BILIN[EAIRI SESSION 1

EXERCICE 1
QCM

e (Juestion 1

e‘l} Vrai
Justification : Aprés développement.
Ona:(X):(@—22+@E+1)P2+(2-3)¢°=
[]ﬁ” =4 = 2y avec r = 2 le rayon de 3_.

b) Vrai.
¢) Faux.
d) Faux.

* Question 2

a) Fanx
Pour le voir, il suffit juste de faire le prodnit scalaive de lewr veetenrs

normaux et remarquer que c'est différent de 0.

h) Vrai
—sin? ¢ ]
(D): ( 0 +=< 1] >
cos? 1 1
x =y —sin?0 o
={y=y 5 o=
y=y

z=y+cos*
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z—ur=1 i—r=1
Or I '
SRS
D on le vesultat.

¢) Vial
1
Car (D) est dirigée par V1] et V est normal au plan donné.
1
d) Faux.
EXERCICE

1. a) Ona:(CE) L (:AB) et (CE) L (AC)

On a: C‘—.E)( 1)?"@(?1),@(_32)

-1 3
Cﬁﬁ = C-?Tg — 0. D’ott le resultat.

b

L) Soit M un poiut de P'espace.
[_‘}'3} est le plan tels que € AM =0
CI:‘.E.T} )= w+y—2z—3= 0
Done (P):2zx+y— 32— =10

+ - 6

|2e, + Y — %e 3| =—= \fﬁ

5 £ = L e — i

¢) Ona: d(E, P) TR 7

; Pabscisse ¢ daus le repire (A E)

9 Quit M= |y | poiut de lespace ¢

de la droite (A£), on =

i ] =3k J
IF 1Jﬁ(rl)

T =tAE={ y="" |

o 1=t
r=1+3
#{y:-—f

a4 1=—1

83

—wani el IR |MD*-:*
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b) (D) est contenu dans (P) si deux points de (D) apparticinent .

(P).
;I'-:_[:l {={}
(D):§ y=241 ,pﬂurt-:lml:{y=3
{2:—1+t 2=
0
Soit K = [ 3
0

K et J appartiennent a D,
On vérifie facilement que K, JeP
D'oti D est condensée dans P,

1. a) Soit M wn point de D tel que EAL. 77 =)

0-4 0
On a 24+1+1 ). (1 == l= =2
—-14714+2 1
0
Done M| 0
~3
b) d(E. D) = |[ERH| = =4y 125 (=12
d(E, D) = 3,/3 (W orthogonal 3 77)

SIESSION 2 (Voir examen corrigt alpd e bilinGpipe 2016-2017)
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C oo de correction Algdbre bilindaire : 2019-2020 d) Vrai
e T
- Justification
brooveai
Ona:q(A) =a® + 2ch +d°
wsbiiil
1 i
_ o Dr:bc=z{{b+c}3—(b—c)‘]
L Jl E j:.
1 1
) = (AR = 22tr(A2) = R2q(A) 526 =5+ o=
Creeuent. g est une forme quadratigue. d'oi + q(A) = o + %L’b L %(ﬁ o d
o
5) Vrai
i
- Justification

Ona:sign(q) = (r.s) ol

{r.- le nombre de terme positif
s: le nombre de terme négatif

1
_.'ILHH + 8) = q(A) — q(8)]

l,iu-m—' + 248 + BY) = tr(A*) = tr(B%)]

L r(a) + 2tr(AB) + er(8Y) = r(A?) — tr(B7)] Alors sign(q) = (3.1)

!
) = l2raB)] = tr(AB) () & Vral
_qa b _fat b s _ [a?+be ab+bd]
..L-{{I “,)etﬂ-(c. d') VACEA =" T4 rb+d2”
ai’ +be' ab' + bd' ) _ a b= al+ad ab+bd]
WE= (c'u' +dc’ b+ dd') Ona:tr(A=@+d) [c d] [ca+ de m'.'!+t'iEJ
jda+b'e abibd detAl, = (ad — be) 18
‘“(au+dt Hb+dﬂ) A= (ﬂ J
r & ] r d —b U
i) = e+ be+ ch' + dd detAl, = [ﬂ 0 G ad b{:]
sg'n + b +c'h+dd -
L " 24 ad ab+ bd]_ [ed = be 0
iy =trid) C ) n.m)‘q_.demlz.e[za:g: :d+dz] [ 0 il — b
Ao (#), onen déduit que : )
| = tr(AB) = tr(BA). De (1) ¢t (2), on déduit que :
At = tr(A)A — (detA)lz:
ay Vi
7 Vrai
[roatin
b Justification
(
¢ ‘!J soita=(* &)
(r(A*) ulors : Tr[,-tjsﬂﬁl‘l‘fﬂ:‘)ﬂ“s-d
_ e P]x]® b b
1A= Ic‘ t'f] [f-' d] prenons A =(? _.“)
. ab+ bd tyope U
T st =(7 55 o
lj[3}£¢13+bc+rb+dz q{,qj:tr{.-‘l”}=2u“+2bror: N
- _detA = Ba® +2b¢ W

gt 2ch ¥ d* der(a) = —a* —b€ =
=i q(4) =2 det{4)
L4 =

55
- canvmEl D |MD**#
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Justification

Ona:q(A) = 2a2 + 2bc or:

1
he = Z[”J +e) = (h- c)?]

1
= q(A) = 24° t3(b+c)? —é(h - ¢)?

d'ou sign(q|F) = (2,1)

9 Vrai
Justification
Soit b T forme polaire de qlF.

Alors b'(A B) = tr(AB) = tr(BA)

Aas il = (r: h )el s (n b’ )

{ =il E ‘—ﬂ'

D apres 2,
fJ‘{’A,H] =2aa"+ he' + ¢h'

I'n."u.ti]lh .f'_l (Ii' ”.i i !., - { j‘]- |]]]

Labase (£, £ F ) e orthogonale s

DELE) =0, b'(ELE)=0ua
h}l!:‘:i I':|} = l'.l

On verifie ¢a aisement,

10y Vrai
Justification

—_——

Par définition ;
dimF + dimF* = dimE + dimKer(F n FL)
Si g est non dégénérée alors -

Ker(FNnF*) = dimKer(F n Fy=p
Dot dimF + dimF* = dimg

11) Vraj
Justification

{Nour cours)

C T peaawEa LEIUL QU craoit -
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Proposition de correction
EXAMEN ALGEBRE BILINEAIRE
L2.Session 1_2021-2022

Clorrection de ’exo
Suit £ un espace veetoriel suwe B, 3 = (g, e2, e3) une base de £

ot e forme bilinéaive sur f2 dont la matrice par rapport & 3 est

-1 2 3
\f 2 -7 1
30100

) Cadendons f(r.y), fleoe). [y, y) dans les deux cas suivants :

A= ey = 2eg ot y =0y — et 203

1 |
' 1 Ty = —1
53 9
ETEIraE s
"t-f'-u}l=( 1 1 —?.) Ly | = | =18
3 1 u_\ 2
"1 02 3 1)
7 = —20
Hu=(11—2) g =% 1 1
3 1 [J_ \—2)
"1 o2 3| 1
. 4
: 2F | -1
ffu-.u):( 1 -1 2) 2 7
3 1 G_k\ 2
|_JJ.:'—'4’1~—2I‘2 et y.——-r—g-?pu.
! ()
=12 Y= 1
=T
]
L 2 3]0
=19
=7 1 1
il 3 =2 B 2
o ( ) g o1 0\ T
o0 a1 ;
i R L __2 —_—
g T e -2 0 2 i
Irl..-.,r} (l ) ) I U- k .
f_1 g 3 [0
) b d l i :-—21
: 1 =7 2 =
/ ["{Jr} o (U ; %
B # l\ ) est

4 P [} 11 [ II.}_I.G}!; c IL'J';\U(.II{ el r’ L o (‘ T + fowd 3
H | 11:'"_111 1 UI'EL L= A Lz !
| I r

57

Scanmd avos CamScannas


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

*Licence Master Doctorat® <<Tout est possible & celul gui croit.>>

-1 2 3 Iy
q(a) = ( Xy g @y ) 2 =71 Ty
3 1 0 Iy

=a*ALIDEUR LMD EDITION ="

q (&) = o (22y — Tag + a3) + @y (31 + @) + 2y (20 — oy + 3rg)

¢ () = —a} +dwyes + 6agr, — T2 + 20519

La décomposition en carré de Gauss de g est :
7 76 .
gla)=— (v —2ra = 323)° — 3 (n:-; - 5.1:3) - ?ii

Soit #' la nouvelle base de E, par rapport & laquelle la matrice de [

-1 0 0
est la matrice D = 0 -3 0
0 0 %

Avee 1 = (). 1y xh) dans ,5’6 ainsi
ol == (R =S~ % (24)? dans la base 8 et
2
) 7 55t
glr)=—(r —2xg—3a3)" — 3| ¥2— 379 + 7y dans .

J:’l =TI —2:‘1.'2—31'3
7

par identification on a : Th = Tg— 3%
Zy = T3
my = o + 235 + Fh
o Iy = 1; + g-l';
T3 =14
' alors
;r 12 % 1 00
P=Py=|01 3% |etP)=[2 10
| 00 1 21
ot ainsi 3 = {(1,0,0) ; (2,1,0) ; {% 1,1)} dans la base J

et le caleul de :

100 -1 2 3 12
D=('P)MP=] 2 10 9 =T 1 01 I
; 211 3 10 00 |
l -1 v .8
D= 0 =30
0o 0 Z
Commentaire
-1 2 3
M=| 2 =7T1|=2PyX)==-X*=8X24+TX +706
- S I |

el Py(=1)== f_—l):i -8 (—1}2 +7(=1)+76 =62 # 0, done les
éléments diagonaux ce D, ne sont pas les valews propres de A,

Daillenrs les valewrs propres de M qui ne sont pas Facilement

29/11/2022 *+*EQUIPE VALIDEUR LMD***
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Lieence Master Doctorat®

<<Tout est possible & celul qui creit.>>

determinables analvtiguenent.

Une autre méthode pour répondre a la question 2,

st moyen des opérations ¢lémentaires sur les matrices

L0 0 L0 0
ho1 o 0 1 0
{ !.-i__] |0 0 0 0 1
| -1 2 3 L= 2 3
¥ =% 1| bypt8E 0 -3 7
|31 0 Lat3l 7
G a0 a4 _
[ 1 2 3] (1 % @
no1 0 o 1 0
o e N 0 0 1
=T N -1 0 0
0 -3 7 0 =3 7
0 - D.. i 0 0 Tﬁ_
Oy 30+ 16 ~30;
(1 2 23 (12 2]
0 1 7 0 1 3
0 0 3 g oiad. (] B
== ol "~ [T 0 ® ‘[D
0 -3 0 0 -3 0
0 0 76| [0 0 %
Vs
12 % 1 00
oo =P=|01 i |e(P=|2 10
00 1 2 51

Cadors £ = {(1,0,0) ¢ (2.1.0) (&,1,1)}

i, evaluons ('P) AP

Vi

1 0
.I;}J '“rfJ — 2 1
w1
i ] 4
= i
g NP=1 0 =
g 0

0

dans la base [

LS

- 12 515
g =7 1|]01 §
y 1t of]oo
1
<#+gQUIPE VALIDEUR LMD***

3Ly + TLy
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i gqui croit.=>
*Licence Master Doctorat* <<Tout est possible 3 celui g

EXAMEN DS}UF;:JE;IEIJH 2D1 8- 2919 SESSIO

Exercice 1
)
Soit la série numérique Z et an

r|5l
1) Démontrer qu'elle est convergente. On désigne par S sa somme,
2) a) Démontrer que colgr = 2cotgr = tgz, iz €]0, §[

b) En déduire un caleul de S.

Exercice 2
a) Etudier la nature et la somme des séries de terme général:
n+1
Samey =)
n{n+ 1) nn+1)

b) Soit la série de terme Eénéral:
n = In(n) + aln(n +2) +bln(rn+3),n> 1.
Trouver les valeurs de » et b pour lesquelles 1a série 3 up, converge et, dans ce cas, calculer sa s
) [= s]

¢} Soit 5, la somme des 1, Premiers termes de la série Zu,, (un > 0).

Montrer que Jon a:

=] :
S ua [ i JimSu = 4o
_ ~ SnSnst ul—g-l H-J—iTm Sn= 8
En déduire |a somme des séries suivantes:
et
1
Z i ot Z 2n+1
n(n+1)(n + 2) nz{n +1)%°

n=1

Exercice 3

1) Développer en série entitre la fonction f (z) = -;.T,{_l; au voisinage de 3 = ,

2)  Montrer que s p est un entier 20, 0n a

1 Ea )
0 247 I_EE(‘- o PIYO I:H-I-p-[-”

n=n

3) En déduire |a somme de la gérie

[t
EJ”‘{H{- 1}

nzp

- ***EQUIPE VALIDEUR LMpD* %
29/11/2
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bnwice Master Doctorat® <<Tout est possible a celui qui croit.>> *#*\ALIDEUR LMD EDITION 2023***

Exercice 4
e o, égale & f(z) = (m—z) pour0 <z <

Suit f la fonction paire, de périod
urrier de f.

1) Calculer les coefficients de Fo

2)  Montrer que la série de Fourrier de’f est convergente de somme f(z).

l<n déduire que:
n? 6
=1

61
*#*EQUIPE VALIDEUR LMp***
1032
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Lieence Master Doctorat* <<Tout est possible & celui qui croit.>> ***VALIDEUR LMD EDITION 2023**#

L) Tracer sommairenions o plasie e f

2 lantrer sans caleul que la sorie de Fouser de f converge vers f sur R,

3) Determiner le développemnent on serie de Fourier de [+ la convergence de la série de Fourier de fest-elle
unifcrme sur RBY

1) En ealeulant (=) — /{01 on déduire 1a somme ¢e la série Ep:—':ﬂ'z_'__—_p? _,_Izp e
&
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EXAMEN SUITES ET SERIES
DUREE: 211

Exercice 1

a) Soit f une fonction. positive et eroissante sur [0, +acl.
Montrer que pour tout n > 1, on a:

[ @iz <3 rw < [ " fyn
A forei |

)

b) Trouver un équivalent pour n — +oo de 8, = | + V2 + V3 + -+ + /1.

T ok ; 1
En déduire la nature de la série de terme général v, = 5
B i i

Exercice 2
On considére la série de fonctions de terme général:

upla)= - t€Cetn>l.
n (nz+1)[(n-1)z+1] ol

a) Etudier la convergence simple et calculer sa somme S(z).

b) Etudier la convergence uniforme et la convergence normale sur € puis snr

I'ensemble D = {z € C/Rez >0}.-

Exercice 3
g x — . ) . { el 11 i .
On considére la série de fonction de terme général u, (v) = R

: O i =
-+ 1

1) Montrer que la somme de cette série est continue =ur R*.
2) Montrer que Va > 0, la somme de cette série est derivable sur [, +2¢].
3) La somme de cette série est-clle dérivable au point o = ()

Exercice 4 1
1) Développer en série entiére la fonction f(r) — g voisinaee o
L it o
@ =),

2) Montrer gue si p est un entier > (0, on a;

e ! |
&I
}:f-: iy _"l- ”__" St -
/” =5 ( 210+ pt 1)

2t 1=l

3) En déduire la somme de la série

(~1)"
Z 2"(n + 4)

n=>0
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* Master Doctorat*

<<Tout est possible & celyi qui croit,>> *#XVALIDEUR LMD Ep)

Exercice 5

Soit f la fonction paire. de période 27, ¢gale d f(z) = (m—zx)2 pour <z < 5

1) Calenler les coefficients e Fourrier de f,

2) Montrer que la série de Fourrier de
e -

5 2 ; ] i

En déduive que: $° — ="
n=1 (i

[ est convergente de somme flx).
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EXAMEN SUI'TES 171 HS]EE;SION 1 2021-2022

DURTE: 21100

Exercice 1
Sait la série numérique }: ;21—;:‘5;-2—1;

o

1) Démontrer qu'elle est convergente. On désigne par 5 sa somime.
2) a) Démontrer que cotgr — 2cotg2r = tgr, = CJ0, 1]
b) En déduire un calcul de S.

Exercice 2

a) Etudier la nature et 1a somme des séries de terme géndral:

L gt R L
un:ﬁ{?ﬁ'vn“ =N n{n -+ 1}

b) Seit la série de terme général:

up = Ln(n) + aln(n 4 2) + bLn(n+3) \ n = 1.
Trouver les valeurs de a et b pour lesquelles Ia série E::n converge o, dans ee cas, calenior
¢) Soit S, Ja somme des n premiers termes de la série E Un (Uun > 0).

Montrer que l'on a:

S et uj’ si lim Sn= 400
; S5nSn41 { urt=8"' s .,.'i."f".u‘s" =8
En déduire la somme des eéries suivantes: .
S 1 t‘“'F\\ — 2n .: I'- .
Em U2y
Exercice 3
On considére la gérie de fonctions de terme général v, (r) = !-:__'Ilti re IRY.

I)h’(m-lr{-'f que la gommne e cette série est continue sur M +'.
2)Mentrer que Va > 0, la somme de cette séric est dérivable sur fo, 4 x
3)La sommae de cette série est-ello dérivable au point ¢ = 07

Exercice 4

g e I g
1) Développer en wlric entitre la fonction f(z) = 5y W voisinagg din 3=,

2) Montrer que: i p esl un entier > 0, on

1 P 1 1
W Y 1 O
j;; '2+:Ittb. 2 "Z“[ ) 2%nd pi)
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¢fice Master Doctorat* ible &
at <<Tout est possible 3 celui qui croit.>> ***VALIDEUF

31 Fnodadone 1a somme de a sévie

(~1y"
2 )

n =0

Exercice 5
St f la fanction paire, de période 2, égale & f(z) = (7 —z)° pour 0 £z <7
1) Caleuler les coeflicients de Fourrier de f.

. = . £
) Montrer que la série de Fourrier de f est convergente de somme f(z).

2
I didduire ques:
n? 6
n=l
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..... Sl UL TS LIRS (L 1 SR

Exminen SUITIES b e

DURLEE: 211

IS

SESSION 2 2021-2022

Excreiee 1
n) Seit [ une fonection conbinue, posilive ol croissue s [,

Mentrer que pour tout n z 1 ona

"W " LR
j; Heddr < 3 pk) 5] fie)dr.
. = I

L) Trouver un équivalent pour n =y doede S =143 1

En déduire la nature de la séric de lerme péadral o, = -‘:-.

LT

Exercice 2

O cansidire la série de fonctions de terme général uy, (z) =

a) Etudier la convergence simple ct calculer sa somme §(z).

b) Etudicr la convergence uniforme et la convergence nermale sur € puissur lensemble ) = {= ¢

Exercice 3

Ou considére la série de fonctions de terme général u,(x) =

1)Montrer que la summe de cette série est continne sur I+,

2)Montrer que Ya > 0, la somme de cotte série est dérivable sur [o, | x|,

3)La senne de cette série est-clle dérivable au point & = 07

Execrcice 4

{nz

vl
il |

n? |

.

Lok

-

D[tn - 132 + 1)

e I

T T Py e w | LS SUL T IR

-
e eh B 21

s
1
i

= -

1) Développer en série entiére la fonction f(z) = 7oy M voisinage der 0,

2)  Montrer que si p est un entier 2 0, on a;

bl 1 "

(T

3)  En déduire la gomme de L série

gt
LT T T N

Exereice b
Soit f la fonction puirey de pdriode 2o, dpale i o) o (a
1) Caleuler Jes cocllicients de Founier de [,

v Njontrer gue la séae de Fourtier e J st poiergenite o
Lo ilerfuire quas s y
Z =

Fi
m=]

1

ru--l-_”

:
0V e (s 4o g

[l £ 4]

|"I I
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T BTy ‘_U‘d‘l'{

UFR :\ 1
2018-2019

|( "ORRI t"’i IUN SUITE ET
EXERCICE 1

SERIE SESSION 1

% » o m
S0it la série numérigue $° i tan ~1—
n>120 an

1. le\'t‘rgw e

Ou sait que Yo € R tanz ~ 2 d’ol tan X Ry o
2!1 40 2ﬂ

1 1

el —— P
+oo P P

~(3)

1
= |
I 5 tan ‘——)“

"‘}: ftlll =T

- 4
Conume la série '% (E) st une série géométrie convergente alors par

g .o . . 1 1 ‘2
cquivalence la série ?2_:[ tan — converge normalement donc converge,

on

2. a) Démontrons que colgr — 2cotg2zr = tanz, x €]0; 5 1.
Cl‘)t{j.’iﬁ 7= tallrz

Notons d’abord que : { cos2z = cos?z — sin?z
sin 2z = 2sinz cosa

Développons : ,
1 cos 2w
T e . T 2 g vy SR sl
On a Va €]0; ’ [. cotgr — 2cotg2r = e B 7
1 cos 2
2

colga — 2e0lg2r = - 2—
J 4 tan sin 3':

| cos? o + sin?a
= + - s L
Lan.r Si1 i cos

: — l + Lan.x

Ctana tana
colgr — 2co0lg2e = tan

b) La somune S
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T EMOLILNS O LEIUE LU LT UL 2 8 A 2

S , ”.|I I
Ma:S=lim3Y — tan |
e = '2‘- 2:.

Or dlaprds précédent tan(yr) = cof( ) — 20l 51

- n 1 ' ' '

= § = lim (}_, R e s G )
Fae \iDh 2 o g 28 1y
Lo

5+ Cette série est convergente et

" = 11}
S=limX U=, =1 =g b _-)
+-“-“T It I,ll| |11JL1 %,fa_l ‘rl.
Dol par la formule des séries (Hleseopiognes.
Donc S =lim — (U, - [/,)
+oc

. 1
I‘,U:':i'lnﬁ { FoE— e ol .

. I 1 ) ]
S =——vcot =+ lim — cot -
2 4o

2 2!! 2u
o= ‘.-‘—L::-::tt—1
2 2

EXERCICE 2

Soit la série de fonction de terme général u, () = ————.0 € =

1. Continuité de > u,(z)
0

Considérons les applications u,, définie par v, 10— —

vnelN reRT
On a bien les u,, continue.

g e 1 1
Comme |———| € — ot ¥ — converge.
nt+1{ = n2  Tn? "

Alors S, (&) converge normalement doue uniformement,
]

Ainsi S, () est continue sur R
i

Dérivabilité sur [a. ool positive.

L

On a Papplication &+ W

2

Et Vo € [a.H galitw) = — AR,

H‘I'”J

Ona U (o) = ey
ne & iy

VY € |at, 4 o, ona

Scanmid avec CamScanngt
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=
) i
FE
.-.e{ —= I}

[, (

(Jll HR l]lll—-————— —_ =Tt
e Imum
]

Dioti <
on 3 0(-%)

=0

Comme E—I converge alors }_'_ju ()
immumnt

Conclusion : 2ty () est dérivable.
)

EXERCICE 3

I. Développement en série de fonetion.
|

Ona: fr) = 24+ ¢ 31’:1—4-)
: 2

= f(v) = ifft WRIES

1
2

1 P d
2. Montrons que Vp € N.L 5

D apres précédent :

,H‘

1 1 +=c €T
o E 1 fl S
=) 5
rh ]_': ’.l[: I-JH T Tl'{'h

T orr 2 % ;

o 1 ‘rrr-r’

& - = __1 il
._u}|——+ = 2%, ( ) 2u

1
21

converge absolument done uni-

&

1 1

&L= EZ(—I}TIQH(H +_13 4 1}

(Multiplier de par et d’autre par 1)
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#EVALIDEUR LMD EDITIORN o

o <<Tout est possible i celui qui croit.>>
i =
Jo 24 1 gy _—z n {:kj
2 (ntpt )

(*) est possible tm il s’agit d'une série alternée qui converge.

3. En déduire Z é_({_%j
1t T

Pour p= 3 (*) devient, :
/1 i I (—1)n
6 2£g " Z 21 (n + 4) +4)

E ( 1 " /
0 2”(n+4) R
Un& division eucludienne nouspermet de voir que

—3.3—2J:+4———

2 T
f = -=8{E—1:13+1112)
1}" 2
Do Faa 9
n+4} =16 (3 ]113-|—ln_)

2 o
=18 % 1-)
(3+”3

EXERCICE 4

Soit f la fonction pﬂ.l[’e définie par :
f:l0.n] —R
£ f(£) = (1 —2)? = (& — n)?

1. Les coefficients de Fourier de f.
fpaire:‘:-bﬂ—{] Yn € N,

Ona:a,= —/ f(z) cos(nz)dr
= ?r/t) (2 — )2 cos(na)du

Intégrons deux fois par partic a,,. 1
Premiére int’egration par partic ; o, = n_I/“ ﬁ{_,- i ﬂ'“):-t:ls[u.r}r.’.r-
Posons u' = cosne = u = %Hill wr

v=(z—7)° =0 =2~ 7
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Université FHI3 - Cocody Annde Universitaive 200158-2019
UTR Mathématigue-Tnformat icgne

LICENCE 2
Snites 1 sories

Examen Seeonde Session

Exercice 1 (4 points)

1
1" Posons u,, = FI;;F
i -
Ona o, = {'-i}" quand n = oc or z (-I) el e serie eonvergent e, elone
n=l ¥

E iy converge (1 points)
n>]
2 i 9 2 1 2 o Drasr e
2) al cotg » — 2colyg 2r = - = = = e = = -

a g 4 tan.rz tan 2r sine sin Zr =ii.r
cos? — sin? sin?

sinrcosr  sinrcosa
cotg x — 2eotg 2r = tanax (1 points)
l 1 T
I Posons o, = QF"'G'QT et 5, = Z”"
k=1

En utilisant a) on obtient : 5, = Ziqywp =T vy — 1o, = =i+ 1, avect, =
1

Ona:5=limS, = -v,+ lcartg(i)" . (é)n gl = m:(i.]:: L T

]
| 1
=5=] ——_rot(—;]
1 + % N
a) Onoa o, Efﬁsi T — 0C Or E ~3 converge, done l} H, COWVETEe
"

n=l
L utilisant la déecomposition en éléments simples e
]

b Fraetion rationnelle -

— —

nlu + I) =% &i41

it S = (L= g} 4 (3 = 4o (‘1 .,fa) -4 Baritération|
+in |

L S, = 1, tlone Z M = 1.

nesdow nin+1)
(T |

\ { == [yt
P e I [ yoa =1 .
Koionsg ikt 1] w By o L i I iz b el vers | s
=1

=2 D
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-

Putie Z e CONNETRE L 00 0 Y z[__._!%u%*_” =1
R | +

(2 points)

b) Omaccan, = (s b= 1 uln) +aln (1 = -]*f:in(i-'—ﬂ-]

=l 0= Tule) = (26 30 —% 6] — 1 sin =%
" n?

= = =}
L fly, TN s) ) = PNt st A
y=
(W =iy, hitgd =dlie =2+ 2Inln +3).
i - 'ill
- ry 2 w
S, o 2 = 2 e i ——————— i tend vers In 5 ogqnand =+ x

o= 1in +12)

(2 points)

"
([ P | | : e I |
i ey e o = ol g
R S T S, S0 o S izl SiS S S
I Pow, tili vl !J-ll.lllllnllu pi it~
I
Soit T =1 y "
TICTEE O | b 3 l
T T AT R ) [ S
Prenons i TR e S.Sa01 nlod Ll +2)
— I (ST
- = - =ik r
vy dailon }_ PP T 1 1 i

} = Mny-=- L = e {Bn—1) = 1
Por T JeVS e senie; prebobs fig = D=1 000 5,
-

=

5 o T ) S 1
¥ ik — s v W T -
o ont '\JH . T o ) .!un; n=in-r u* ’

(4 points)

Exercice 3 (4 points)

‘ [-—1) .—— =1 | o} < 2 (1 ptﬂntﬁ]

b

1 H
S e

-._.l'-'_ll!.-.

1) i

(1
1

el

S ot g enir = (b Py | B

E IT‘I'—I Pt - B E = 3,

M wr * ~I "

. ‘. ( 2

- ol Y | -
=Ll =1 o l“'ill'll'l | L'-L]H'\.'t'r‘r e s 1 H.H ery (111( Un - dUllC p ¥

I Ll =l . Livh ' atilak ,..,{ £3- 1 AL e I“-l “li (L¥IN)

TOpIe i teriine el abitient

L ¥ 1 |I—1 & H M= .,
| & '“:337‘_[‘ ‘
Ji = 2D

L 3

Scanm aves CamScanna


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

=+ ALIDEUR LMD EDITION 0"

*Licence Master Doctorat™ <<Tout est possible 4 celui qui croit.>>

Lo 1 (—1)"
e 522"(51+;}+1}'

f.
0 2+m n=0
(2 points)
1 3 "
. B e {=1) I
3) Prenons p = 3, alovs : ‘/"-‘ md’.}. = ; e
& !
L ap L o = o
or / A R )t PR L RPTSIN T +m}}
fl 2 + T ] 2 + X 3 1]

On obtient done que :
(=" 1 10 K]

S’ . e, ) .1 R 1 T

Z 20 44 3 S b

(1 points)
Exercice 4 (4 points)

1) f étant paive. ona : b, =0¥n >0

1 " 1
ip= ﬂ[ fla)de = = (7 —2)%de = ?{U.E points)

2 " 2 4 i
Yzl e, = = (7 — 2)* cosnzdr = :5(1 points)

=

2) f est continue et dérivable sauf aux points = = 2k7. k€ Z ol elle adinet e

dérivée & droite et une dérivée A ganche.
La théoréme de Dirichlet montre que la série de Fonrier de Joost convergentoe

que sa somme est f(z) : (1.5 points)

2 s
[ COs e
Fexl= T + 4 Z = Yee R

ri=]

ol

Pour z =0 m‘nsl*7r2=-:rr—'2+4§i ot e & i
e =), j 3 -3 don z 22 = (1 points)

=l =]
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EES

EXAMEN D'INTEGRALES GENERALISEES
DUREE: 02H =

: 2018-2019 SESSION 2
cefcice

vt la nature des intégrales suivantes:

siniz
[ s,
u I
| ——
(3 -~ rhvx? +1 =
|- 2 ]
f
-'J: Vvl — ]dr
Ilr"-' » 1..\"!5{1}
Jo I+ I‘f_
f r*dr

[T sl '}
{ L[l-I—IJ

2

[ g

\nontrer que: VX € [1, +oof, 3n€ V" tel que

Inw
e XELJ/ szd[2

+ 00
ﬂ“—id 0<a<l?

cilie ust la nature de / prs

1

D<a<l.

-

+® sing
jutitrer gue SINT > est semi-convergente.
€&
sin® I -
er gue les deux fouctionsdeﬁmessur[l +oo| par f(z) = v{_ oty{x} = flz)+ — sunl equivadentes

ape de +69

400 60
JruI—‘-";grava/ f(z)dz el[ g(z)dz sont-elle
1 ]

5 de méme nature” conclusion’

l-"it't' 3

| .a fonction réelle définie par:

r ___/I.w z-1 -‘tdt
@)=[ ¢
0

[iéterminer "ensemble de définition de r

s{ontrer qué vz € R}, [z + 1) = z2I'(z)

+#+EQUIPE VALIDEUR LMD*** 77

Scanm aves CamScanna


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

*Li |
cence Master Doctorat* <<Tout est possible & celui qui croit.>> *+*VALIDEUR LMD EDITION 2

J-

En déduire en fonction de n lexpression de

X +eo £
4- En admettant, que e iy = Y

Calculer T'(3). e
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EXAMEN IVINTEGRALES GENERALISEES Session 2019-2020

DUREE: 02H

Exerdive

DO e fonietjei dentie, e ot orndessur 1T
T Misqs N &AL I
L Toadier 1 comveruenod de Ui gonde Bspoopne
e
AF - f ;kr‘ut- i
]
L Aamtrer que B L et one sl ondy, = {0
i..h'.t'l' 2 1
=
sol Ppreavale T = fl T
Fan

a) Pour

b Evmies Uino,

L H

guelles vl s rovlas v Tor! eat-elle convergente?

ot S, R :

-

adiertra Pogalie f s
- "\

et
. T
1 I—tl = 'L .

2

i
& ypelicarions Crleuler Vinvegrale ! -:f M inrtde avee n & IV erm > =L
: 2

Exercice 3

=k

=l

L dilen gl gt

T ]

!" ;.'_,1'1' | R

s SEHNGEL

£ L LI

S8 e [

"-'rl‘rl

.\rm_,

-,
-/
/|
J

-J
Eru

bl s g gt Trotves e GReniar s [l 40 tene st
Bl ! Haag

eyl =t cniive vigte

BONSE CHANCE

*+*EQUIPE VALIDEUR LMD***

Scanmid avec CamScanngt


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

; D EDITION 7
*Licence Master Doctorat* <<Tout est possible & celui qui croit.>> i+ ALIDEUR LM

EXAMEN D'INTEGRALES GENERALISEES
DUREE: 2H

Exercice 1
Soit f une fonction définie, continue et bornée sur | 7%

1) Etudier la convergenee de lintégrale impropre,

+20
o f fla)e™" e, 0 >0
0

2) Montrer que lim I, =0et que lim nl, = J)
n—4oo =400

Exercice 2 -
1) Soit l'intégrale I'(x) —f t*~le~tdt,

0
a) Pour quelles valeurs réelles de z, I'(z) est-clle convergente?
b) Evaluer I'(n),n € N*, T'(3).

N

o

=

+oo "
On admettra l'égalité f e dz=
0

1
2) Application: Calculer Pintégrale I = f " (Ina)" dr avee n € N o
0
m > =1,

Exercice 3
e T
a) Indigquer pour quelles valeurs du paramétre récl o Uintegrale [ i
J "=
CONVErge.

+ 00
Iy Montrer que Uintégrale [
J ! E A0 l o

I

5 (e est convergente el quielle esi

nulle,
¢) Etndier la nature des intégrales suivantes:

Aol St
I [ H“_{_'ﬂ dx,
W o

s
rIIl‘IHIIJ
Jrz:f —— i".ln

il

Iy = e
' |H—?~/-'5+i

::||1ul|l
= f d..
3 ~1 zy/|®|

Il
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Exercice 4

¢ I
. £+
a) Soit f — dr
S 1 A 15
Vérifier que eotte intégrale est divergente. Trouver une solution g sur

(1. +oc| telle que:

/l‘ ['rj 2 (r)] d soit convergent
ylr)] ke s0it convergente.
! wag Y g

h) Svient f et g deux fonctions réelles localement intégrables sur [a, +og|
Si [ est décroissante ot tend vers 0 quand @ tend vers +oo et s'il
existe une constante Al telle que | [T g(t)dt| < M, ¥z > a, alors

i ol = f[-f'J ﬂ“};ﬁ Pt mmrcrgt’ntﬂ-

L]

AMontrer ce résultat dans I'hypothése supplémentaire trés souvent réalisée
en pratique. que f et g soient de classe G,

BONNE CHANCE
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EXAMEN D'INTEGRALES GENERALISEES
DUREE: 211

Exercice 1
Etudier Ia nature des intégrales suivantes:

-I—‘ -
sin(r
T / L }d,r
e ['|- i

4
1
I- / i
Ji B=-rWarTx1
o e 1
- —_—
41 Vvt =1

TS c‘ml{r}
- .
! /u. 1+ r\;'_ o

/. rdr

/ Vasin(3) 5) g

n{fl + )

Exercice 2
1) Démontrer que VX € [1,+oof, In € N* tel que

T gin? o
—de
Ti m

b

1
—. <<l

nT >nr > X et 1

5111 x
de, <o <1,

+oo
Quelle est la nature de f
1

dr est semi-convergente,

+oc
2) Démontrer que f L

1 £I
3) Vérifier que les deux fonctions définies sur [L+oe] par flo) = ——,_- o

S voisinage de o~

glr) =

+
Les intégr ulpﬁ/ Slr)da N:f gl )de sont-elles de meme watyee? coteliusion”

Exercice 3
a) Etudier la nature des intégrales suivantoes:

+ 1 ot s oxint BN areks )
/ (¢ :'—-f'lm'})f:, ; f f_? dt: / e, il
Ty T | g J£

bagte | q
1) Soit [ -,fr c lﬂ’.r'
J ]

:{5
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EXAMEN D'INTEGRALES GENERALISELRS
DUREE: p1H

SESSION 1 2021-2022

Exercice 1

Etudier la nature des intégrales suivantes:

T sin
a- -/n- '—-—{'T} dr

i

h.fs____l_____d.
1 B=a)Vzisl

dr

o 1
0
L =

+o0
& / tlﬂs(z} -
0 lazz

+ oo
o f ¥dr
1

+oo in(l
§: f _‘Tﬂ'i:.ld;
0 I=(1 + z)

Exercice 2
1) Démontrer que: VX € [1,+co0, 3n & IN* tel que

*z 1

sin

z° d"‘I?E'
+% sin? 2

Quelle est la nature de f e dz, 0<a<1?

nr
Enr::»mr::-.!n’cti/ O<a<l.
ny

1% ginz g
2)Démontrer que Td: est semi-convergente.
1
sinz

3) Vérilier que les deux fonctions définies sur [1, 409 par f(z) = E:i'EE et g(z) = f(z) + —— sont equivalente:

au voisinage de +oc.

T

400
Les intégrales S{z)dr et / g(z)dz sont-elles de méme nature? conclusion?
i 1

Exercice 3
a) Etudier la nature des intégrales suivantes:

$e0 boo eint o0 Aret
/ (e~ - msl)ﬁff Lf“i/ =y
1 { £ 1 ! 1 I

+ o0 ,f'T] |
:_I' _l

b) Soit | X -

Vérifier que cotte jne ;
e cette intégrale tst divergente, 'lgruuvﬂrunefonutinn_-;raurfl,.'.mitencque/fm[ V41
1 z+3

BONI‘\'E CHANCE
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Université FHB - Cocody Année Universitaire 2018-2019
UFR Mathémai ique-Informat icque

LICEXNCE 2 ) L )
EXAMEN ID'INTEGRALES GENERALISEES
Examen Seconde Session

Exercice 1 ; Etude d'intégrales

f X sin(r)
a- o
i T

Posons f(x) = zulr)
[ est définie et continue sur J0, +o]

Au voisinage de 0 (0.5 points)

. .. sinx

lim Fla) = Jim 228 1

F—+{] =) . <o
Pas de probleme de convergence en 0, car f pent étre prolongée par continnite

mar=

Au voisinage de I'infini (0.5 points)

La fonction 7 s 1 est positive, déeroissante et tomd vers 0 tutanl = Lo
De plus on 4 - ‘Iﬁsinzit' = |cos 1 — cog Al <2%d> |

+00
¢ w ) sin(x
Done d'aprés Abel, / -——(—ldm esk convergemt o
0 i
-
sin(z
( }ti'x: est convergente

En définitive. f

¥] s

1 3 1

)| s

2 3 fla) = :
Posons f(z) = (3— syl

[ est définie et continne sur [1.3]

ff'-f'J*:s (_-—_“E—J;}»fm

' 1
T =47 esl une intégrale divergente,
_/1 (3 —2)\/10
A

1
leme I'intégr, !-/ Tl iliverup
tlone Iintégrale L B o divergg

(1 points)
4
= r———

L. VaT=]
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|
Posons ) = -
varl— 1
Sest définie or contime snr 1, 4

An voisinage de Minfini (0.5 points)

) | —- i b g
Tl =y o <5 or / i esl convergente Ve > 1, done f Sl est conyer-
¥y d i

goente e >
Au voisinage de 1 (0.5 peints)

e = 1)4

1
/ ﬁ-uf.r estoune inrdgrale convergente
1 W

TR eosr)
I- —ilr
: ‘/,. 1 +.r\f-"::" ;
. (1} Vst
[Posons fl! Ji== m
£ oest définie oo continue sur [0, +og|
Au voisinage de I'infini (1.5 points)

1 1

; " il _—
J) = TLl_rr ur / est une intégrale convergente Ye > 1, done
& i - - I

vusor)
)= < L =
il l]-‘-r-‘;‘_ Y IR T
s 1 +og (:DS{'L)
or [ Jl—fn‘.r est convergente Ye > 0, done i ra J-"f‘ﬂ gat-convergeute

-+ N
i / £l
Ji

Posons o) = = ¢t
J est définie o continue sur [1, 400

2
lim flw)=+2x ;«/ pr e ge diverge.
A i

pumtb}
Vit sin _JJ
_/: Il + &)
vasin( ;)

Posous f(+) = 5mear
1 est définie o coutinne sur J0, +00]

Au voisinage de Pinfini (0.5 points)

|

) 2= =

JII & = I T =
e i : i e

on / b st irl[t-'l‘-.l'n]i'lti\'L’l'I-’.f'"“'p'lﬂm'f Jla)dy st une ik

l i

; !li i X

ilt\‘! JEay ulr e s
Au voisinage rh' 0 (0.5 points)
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fla) =y =

e

-

Dl .

ot [ —-dx ost une intégrale convergente Ye > 0.
40

S£F
+oe frsin (L
Done —L')dﬁr est une intégrale diversgente .

Ju In{l+2)

*##\ALIDEUR LMD EDITION
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Exercice 2 : T points

Ly vX »:[I ) den ¢ WY el gue s 20 > 20> Xel
"% win® Wi 1 2k
| T L ; /“- --I--—-n‘.:- = [ sin® el = i (1 points)

Inm duw
Le eritére de Canchy nest pas satisfait (ponr e = 1 ).
Dong fl' S g diverge ponr ) < 6 < 1 (2 points)

2) / :I"—‘Idr COIVerge |:11 Abel.

SIITNG H.II
.

= Cdlaprls 1) onoa g

"H:!I-+x[

N sin®
uh diverne, il son soit que :
£
o

ok
b

e sinr :
Done Findgrale / ——dlr est semi-convergente.
oS o

sir
— | i diverge.
d

(2 points)

) ’ sina)
!]JHL\ ]T - l'—ljﬁ]}l\ (J '- V!"_!F) =

Done f et g sont dquivalentes an voisinage de 400,
™ dinr +0 gin? 2 , .
e el converge par Abel, du est divergente d'aprds 1)
1 &
]

LR,
I j (h:,'; - il )u',;r est rl:wigents- (1 points)
i ¥
] ~ i +ew
Conelusion Jle)de ot

i 1 .
Fon ait f =4« g ( car f ot g ne gardent pas un signe constant au voisinage de
+2¢ ) (1 points)

glx) ne sont pas de méme uature bien que

Exercice 3 : 7 points

a) * La fonetion f(t) = | est continne powr L < ¢ < 400
L eléveloppement ]muw ot re gue la fonction est vqun'ﬂ!vnw A=t =+

LR i b
Done f m CONVerSe =2 f St converge (2 points)
: 0,

I
g q | ‘siul - "
¥+ o _J < wiid < - T

(RTTHIE IR Tl 7
T 8 wiiid

ik
/ i ilivirge = r——lr—-nfr‘ diverge (2 points)
1 J
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) = i’%’-‘-"i R

: 2x
= I“" f(t)dt diverge (1 points)
b) Posons f(x) = %3__—"';1
On a: limyy f(#) = +oo dont f(r) > 1Va < A (constante A)
ce qui implique que Pintégrale est divergente. .
Le développement limité de f pour @ — +oc donue [(a) = r—3+ % = % +0 (.L s
Il suflit de poser g(z) =2 —3+ 2.2 € [1, +o0]
On obtient f(x) — g(x) =~ :r-éz pour » — 4o

-+ oG
Done / [f (&) — g(x)] d: converge.
J1
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EXAMEN D’INTEGRALITES GENERALISEES

Exercice 1 (voir précédent )

Exercice 2

- 3) Soit Vintégrale [ (x) = [** ¢¥-14=t gy
Pour tout x € R, lafonction
f:]0; 4] = R

X=1_=t vas .
t—t € ° est positive et continue sur 0, +e2] et donc localement
Intégrable sur ]0, 4],

'Etude de |a convergence en 0

¢ 1 WA
Il }zhn e donc f est intégrable sur ]0; 1] si et seulementsi x > 0 (d’aprés les

critere de Riemann)

"Etude en +o0

On a: Lﬂll'lm t?e tt*"1 =

Jest-a-dire f(t) r_;:mg(ci?) qui est intégrable sur [1, +col.

bonc f estintégrable sur [1, +oo[ pourtoutx € R.

.es intégrables fulf[t)dt et f:mf(t) dt convergent toutes les deux pour tout x € ]0, +ool.

Par conséquent, en utilisant la relation de Charles, I'(x) converge si et seulement si x € 10, +ool.
1- b) Evaluons I'(x), ¥x € N*,

soitx € |0, +oo[. Soient a et A deux réels tels que 0 < a < A.

_es fonctions t — t*et t — —e~" sont de classe C* sur le segment [a, A].

vn effectuant une intégration par parties, on obtient ;

w = xl.:.x—l
v=e"t

wo=t*

=]
v =—e

En posant{
A e ,—t14 A px=1g—t

fﬂ tte ™ dt = [_tx{' ]n +xfu t e”tdt

.; - — T A E E

puisque x > 0 etdonc x +1>0,quand a — 0 et A — +, on obtient :
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’ Apx=1p=tdt
[(x + 1= A]—i-lna Iafl tZe-tdt = A’@Pw (_Axe—ﬂ +a¥e "+ xj'ﬂ t e )

a—0 =0

Fx+1)= Al_igpmxf; tx~1g-tdr = xI'(x)

a—0

vx > 0,T(x+1) =al(x)
Ainsi Yn €N, T(W)=(Mm—-1)T(n—-1)

+

peplusT(1) = f, ~ etdt = [—e~] 7 =1,

Par récurrence, on obtient alors

vn € N, | T(n) = (n—1)!
@ -k et
F(—i—) =[[Ftretdt = St

Onpose u=+t et t=u? et dt=2udu

et on obtient:

2
+m et g

1 _ =
r(;} = Iy ﬁdt = fu

=2 [ e du=2" =T

VT

X 2udu

I

rG)

2) Application,
Calculons | = fﬂl xM(lnx)"dxavecn € N etm > —1.
Soit f:10,1] — R,
x — x™(Inx)"
f est intégrable sur 10,1] si etseulementsi m > —1. Par conséquent [ est bien défini.
posons 1 = Inx = x = e', du = ;l;dx
= xdu = dx = e'du = dx

quand x — 0,u — —c0 etquand X — 1,u — 0,
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I= [y xm(nxytdx = 2, e™ uletdy
= f_um u™ el UGy posons [ = In

0
"In+1 = Jf_w uhHl gm+n gy

Posonsy = u"tl =0 = x' = (T.‘. + l}un

m+l
i [m+1)u] o _ a0 (meiu
= —— u'e du
IH-H [m+1 e =2 m+1 f—w

i+l p0
une(mH)udu

[ . so=BE
ni+1 AT
n+1
{ = ——]
L m+1
n+1
ona:Vn € N, Ly = ———in

On montre par récurrence que

il
Vi €Ny = ===l

1
ve N, [, = —-E(u L)

1 _ 0 S tm+u e b 28
ona:l, = [y x™dx = [_e du =—

1 1
(m+1)?

W
|
|
o

I

fp = '_2__"1 _(-ﬁT}) (— {mfl)“)

e
(-_1).“ (nl+1jﬂ+1
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EXERCICE 3

a) Etude de la nature d'intégrales :
oo s (x
. .’1 = jﬂ+ a7 x"ﬂ ax
Posons f:]0 ; +oo[ — R
sin(x)
Tx
f est continue sur —0; +oo[ , donc localement intégrable sur |0); +oa| .

X —

*Etude en 0

Soit € € ]0, 400

On a: lim f(x) = tim SEF;{J‘:] =1

Tx=—0t =t
Alors _]';f(x)dx est une fausse intégrale généralisée en zero. Par conséquent, elle converpe

*Etude en +oo

Posons V x € [c,+o[, f(x) = i et g(x) = sin(x)
fE€C®([c,+o[). Deplus ¥V x € le, oo,
Fi)= ——xiz < 0. Alors f est strictement décroissante sur [e, 4] et _1-_“:1:,.
Aussi,Vx € [¢, +oo[, | [¥ g (t) dt| = | [* sin ¢ dt|
= |=[cost] ¥| = lcos(c) — cos (x)|
= |cos(c) — cos (x)| < [cos x| + [cos(c)|
=1l+1=2

‘ffx} = (1

17 g(t)de| = 2

D'apres la regle d'Abel, [ £ (x)g(x)dx = f:m“"r""} dx converge.

, csin (x) +00 sin (x)
Comme les intégrales fﬂ _x_dx etj; = dx convergent, on conclut en utilisant |+

4w 5in (x)
rélation que I'intégrale jﬂ -x—cdx converge.,
+oo Aretg x
L ."IE — f] '_x_'dx

Posons f 1 [1; +oo[ — R
Arctg x
Xh— —

X
f est continue sur [1; +-co[ , donc localement intégrable sur [ 1; 4oo] |
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'Etude en +oo

! z A% s oo $oa g
f {l’) tos kit 2% donc les intégrales J.] f(x} dx et jl ‘Z;dx sont de méme nature.

+o T
Urf 55 dx est Riemann divergente,

oo V%41
dx diverge,

b) Vérifions que f:

Posons f : [1; +oo[ — R

Vat+l
X =
x+3
Ona. lm N _ lim VxVx*+1
e VX[(X) = e aa
"X—to0 x—400 x43

. J 2 ,
lim '\Ef(x) ~er fim X Vx - lim x-v(_‘.: 00

y—iten X—to g x—4oo

dx diverge (Régle de Riemann au voisinage de I'infini).

Alors fﬂo e

1

oo Vxt+1
s

“Trouvons g sur [1; +09[ telle que _f:

rosons 2 [1; 400 — R

v"x‘+1_ ( )
x+3 gix

M), +m("""‘_—g<x>)-x 9(x).

x+3

Comme f;m h(x) dx converge, alors f:m(x — g(x)) dx converge.

La fonction g : [1; +00[ — R

1 " +a ;
X = X — = est suffisante. Par conséquent fl f(x) dx diverge.
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B dx
¢ L=l (3-x)(VxZ+1)
posons f : [1;3[ — R

1
T (3—x)(VxZ+1)

F est continue sur [1; 3[ , donc localement intégrable sur [1; 3[.

*Etudeen 3

li . e =k
Ona: 2 (=3 +x)f(x) = =" 0

3 i ) :
Alors fl f(x) dx diverge (Régle de Riemann au voisinage d'un point}.

1 eﬂrct,gx

.!4=_1xmdx

Posons [ : [-1;0[ U ]o;1] — R

gdretg x

x4 x|

f estcontinue sur [—1; 0[ U ]0;1] , donc elle est localement intégrable sur [—1; 0[ U |0; 1]

lim efretg x

.
ona:, Do xf () = [y S = oo

Lx—0

1
Donc f_1 f(x) dx diverge (Régle de Riemann au voisinage d’'un point),
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UFHB Examen de Géométrie plane Durée : 2 heures

session 1 Septembre 2019

B On tiendra compte de la précision de la rédaction et aussi des courbes.

taercice 1

Jans Y muni de ses structures euclidienne et affine et de son repére cartesien
aonique, R = (0,¢,,e, .64, on pose les vecteurs ui(1,0,1), us(1, -1, 1),

1, 1, 0) et le point A(-1,0, 1) , puis le plan vectoriel P (uy ; uy) et la droite
Ctorielle f:l.(uh'l ( de sorte que I'espace vectoriel 8 R? E=PpP & D ) et enfin
lan affine P=A+/P,

terminer I'expression analytique de:

La projection sur P, de direction D
() L’affinité de base P, de rapport (-2), de direction D .

sercice 2

e une ¢tude et construire la courbe paramétrée suivante :
=
r)=(E+2)er
=1
t)=(t—2)et
~ercice 3

wdier et construire la courbe d’équation polaire : () = sin (20)

*+*EQUIPE VALIDEUR LMD*** g5
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o es
UFHB Examen de Géométrie plane Durée: 2 heur

Session 2 Fevrier 2020
n et aussi des courbes.

NB On tiendra compte de la précision de la rédactio

pere cartesien

Exercice 1
Dans [R3 muni de ses structures euclidienne et affine et de son re
1, 0, 1} ' Uz(lr ']r l}l '

canonique, R = (0,e;,e;,€3), on pose les vecteurs us(
> et la droite

us(1, 1, 0) et le point A(-1,0, 1), puis le plan vectoriel P =<u; ; U2 -
affine D= A+D(us) ( de sorte que I'espace vectoriel 3 R E=P @ D)et
enfin le plan vectoriel P.

Déterminer I'expression analytique de :

La projection sur D, de direction P
La symétrie sur D, de direction P .

i)
i)

Exercice 2
Faire une étude et construire la courbe paramétrée suivante

L e
t
L) =
¥ 1+¢%
Exercice 3

Etudier et construire la courbe d’équation polaire : r(0) = -1 + sin (20)
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Jniversité FHB Cocody  UFRMI L2 2019- 2020
EXAMEN DE GEOMETRIE 1 (ou GEOMETRIE Plane) : Durée 2 h
L xercice 1
L6 une étude et construire les courbes paramétrées suivantes :

[.L‘U} = sinl(2t)
y(t) = sin{t)

1 précise: a les tangentes aux points particuliers

cxercice 2
repére cartésien canonigque,

x+y+1=0

Funi de ses structures euclidienne et affine et de son
L= (U, e, e, €y ). On considere la droite affine D d’équation ! {
¢,€2.€3) q xr—z+1=0

LI l1s ;1--"
et le plan

geguationx +y—z—1=10

| Déterminer la position relative de D par rapporta P.

Daterminer |'expression analytioue de:
a- Lasymetrie orthogonale par rapport aD.
b. Laffinité de base P, de rapport (—2),de

direction la droite vectorielle D

agsociée a D.
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. 0-2021
Universit¢ FHB Cocody UFR L2202

EXAMEN DE GEOMETRIE 1(ou GEOMETRIE Planc)

Durée: 2H
Exercice 1 ciiGen
- i . AR tosie
Dans R? unmi de ses structures cuclidienne et affine of de soti 16 oG
: : ; : ‘homation
canonique, 1 = (0, e, e v €3), on considére la droite afine D« égquation

X +1= ‘
::Jj+1=g et le plan P d'equation: z +y—:—-2=10.

1- Déterminer la position relative de D par rapport i P.
2- Déterminer I'expression analytique de:
a- La symétric orthogonale par rapport a D. .
b- L'affinité de hase P, de rapport (—3), de direction la droite veetorielle
associee 4 D,

Exercice 2
Etudier et représenter graphiquement la courbe parameétrée (1) définie par:

M(t) = (a(t), y(t)) = (= cost;sin2t)

On précisera les tangentes aux points particuliers.
Exercice 3

Etudier et construire la courbe d’équation polaive; » = | — sin(26)

9/11/2022 *#**¥EQUIPE VALIDEUR LMD*#+
2
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(versité FHB Cocody  UFRMI L2 2021- 2022 SESSION 1

EXAMEN DE GEOMETRIE 1 (ou GEOMETRIE Plane) : Durée 1 h 30

coercice 1

i i i 5 ¥ _E
muni de ses structures euclidienne et affine et de son repére cartesien

L R o

Lonique, R = (0, e, e, ,e3), on considére la droite affine D d’équation :
: 'f i i Z 3 A(1;0; 1) un point de 'espace et le plan P passant par A et
sendiculairea D .

_ Déterminer une équation cartésienne de P.
. Déterminer |'expression analytique de : -
I'affinité de base P, de rapport (—2), de direction la droite vectorielle

T associée a D.

. jier et représenter graphiquement |2 courbe paramétrée (I ) définie par
1

x(t) = (t+ et
1

m(e) = (x(@)y() )
= G y(£) = (t—Der

i¢eiserales tangentes aux points particuliers
il .

,crcice 3 ) .
e d'équation polaire : r(0) = Jeos(#)

adier et construire la courb

o5

Dlt £F

wuaer 1TBE VALIDEUR LM
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Correction de géométric | 2018-201Y Gession |
Exercice |

On donne dans I"espace vectoriel R®.

E = P@®D avec D = {u3), une droite vectorielle et P = {uy,uz) le plan vectoriel tel que
1 (1,0.1), w5 (1, ~1,1), u5(1,1,0). Et enfin le plan affine ? = 4 + F. A(=1,0,1)

1) Déterminions la projection sur P, de direction D.
Configuration M
]
MF

pw

M' (;:) la projection du point M (ﬁ) suivant la direction Dsur le plan P.
Z

4

Soit P(M) = M’

[W:kﬁo
a
Me(®

Déterminons 1’équation de ( )

Ona: P = A+ vect(u;, u3)

Soit H (fr) € Palors A. H € vect(i;, %2)

Z

x+1 1 1
HEP = | vy 0 —-1|=0
z—1 1 1

e —y—z+1+x+1+y=0

=x—z+2=0

Dna:M'(;i)E (:P)dm1cx’—z’+2=[]®

Z

' =
f (yr__},) = kUg
2=z

e rlekex =
ﬂ{;ﬂ_;:k =:.[,.r=;¢+y pans D onatk+x—z+2=0
2=l

=

zl=z=0
Dol k= —x+2z—2

x=z-2

Ainsi [}*r =—=f+yrIc
=z

2 (l'expression de la progression)
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i La symétric par rapport & P de direetion D.
M
D(us)
Mi
P
MH

—_—

MMT = MM
Mo=MM
=M+ MM
WMy=M"T= M+ MM
VM) =2M" = M avee M'la projection de M et M" = S(M) la symétrie cherchée.
=2x'"+x
ihrs: M” (; ) et l - 2:}" _}'
i =2z -z
cwithade @ (Aprés avoir trouver 1'expression de la M")
* L symdtrie associc 4 la projection P trouvée précedement.
siM) =2p(M) — M

2+ x
2y =y
=2 =z

<= précédent avee M = P(M)

=z-12
Cosslon esl : }r' :—x+};+z_2
=
' =2(z—-2)—x
s'r=2(—x+y+z—2)—y
=2z—2z

V= —x 42z —4
= —2x + y+ 2z — 4 (expression analytique)
=1z

cecthode @ (Sans utilisation de la projection )

" = SOM) = MM € d (1]
mo o=
—5(M+M”)E e 2 ]

Lr et M”("")

- 3AERelque MM" = Auy

1172022 **+EQUIPE VALIDEUR LMD*##* 101
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g X' =14z
D0 (11 y = A+y

z'=z
f(%(‘H'x"}v%@"‘}’").%(z+z”))
12 B EP:x—z42=0

Dolix +x" —z2— 2" 4 4-¢

2x =" = —xtz-aqm
Portons (11) dans (mn

Ona: x' — 2" = —x42-4= Atx—z=-x+z-4

=Ad==2x+2z-4

tl

: X=—x427 -4
(1) devientdonc {y" = —2x + y + 22 — 4 (L’expression analytique)
sz' - z

iii} La symétrie par rapport a P

77

M

MM" = kM (M normal A P)
Ona: 1 -
e P aveci‘=E(M+M )

(P)ix—2z4+2=0 d'm\ﬁ(é)
-2

NB: (P):ax+ by +cz+d =0 = M(lanormal du plan P)

i (3)

-d

¥ —-x=k ;x"=k+x
2z

MM":,-'{H :[}'”—}r:[ﬂ = yi'=y
7" —z=—2k "= —2k+z

1 1 rn
I(%[x+x”),5(y+y"}.5(2+z J)

Je@) =2x"—-2"=-x+z-4
n Nnuspcrmct:k+x+2k-—z=—x+z-4
p—z=—2x+z—4
k=3(-2x+z-4)

x =%(x+ 2z—4)

"= "expression analylique
()  Devient: y'=y (L'expression analytique)

2 =1(4x—2—4)

L affinité de base Pde rapport == 2 de direction D

iv)
x+EQUIPE VALIDEUR LMD**+
29/11/2022
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caume 1= -2 alors par la formule

HM) =PM) +2M

V=ige=2

o dhapres i) 1expression analytique de la projection est: P(M) : {y' = —x+y+2z-2
! _ z
xh=2xbiz—72 N
Vot a(M) = {y' = —x + 3y + z — 2 (Iexpression analytique de Iaffinit¢)
z' =3z
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UFR :M1

CORRECTION GEOMETRIE 1. COURBES POLAIRES]

EXERCICE 1

Ona:r:re "{#) =1+ 2cos2¢ est définie de elasse ¢ sur R.

Ona:r@4+z) =149 cos(28 + 2x)
=142 cos28

= (0 +7) = 1(6)
On restreint done I'étude sur un intervalle o longnenr & puis o con-
Pléte par la symétrie centrale de centre O pour avoir Loute la conrhe,
Soit D, = [__31’_ EJ
2°2
Ona:r(-f)=1+2 cos(~26) =1+ 2 cos(20) = r(#)

Soit M/ (~6) = S, (M (9))

: g T ; 5
On se restreint done & I'intervalle [U. §J s on compléte 1o conrlye
par la symétrie axiale d’axe (ox).

* Variations :

rest dérivable sur son domaine d'étude [U: %]
On a : () = —4 sin(26)

<A

. **+EQUIPE VALIDEUR L MD*#+
29/11

Scanni aves CamScannes


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

wertice Master Doctorat®

<<Tout est possible & celui gui croit.>>

Ainsi VO € [EJ. %J () <0

= Tablean de variation

« Tangeantes aux points particuliers.

eFtuee en )

#(0) =0 et o () =3

(na:
Lia tangeante en () ost :I:* -:qu fion ? =7/(0) u + rﬁ)ﬁ avec
= -:l.‘lﬁ{”) i+ Hll][U}J o = —sin(0) + cos(0) j

o
== = .' ol r..—;
T=7

[ERTIN -—Jf =

Tangente an poind M avee g'_? = 3

etude en §
b

Onac:r'(§ )= —det r(}

j avec q= (

=+l IDEUR LMD EDITION 2023+

La tangeaute ¢ '4- est dirigée ;mt %
= — :
(hia:t T:"=c- E,)r + sin( g }j ._lﬁ{; i })13 u%_:‘;j(j =4}
_i

-7 =27 +0t + (7 - J]

> =(F-2/2) _(+2vD7
. p o

Tangente au pumt T avee of = r(3)ug
(O a: {_’,-??' -‘Z:{r+;}

oErude en 3

D*#t

«#+EQUIPE VALIDEUR LM
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On a : "(2) =10 ot r(Z) =—1 .
La tangeante en 3 est dirigée par ? avec = ;-[,j}a"'—.lb =
Au point J avee (_}_} = r(g}ﬁ;_

0J=71.

sEtude on ’—:

H(:‘} =) et ,G} =10

Dot on a passage a lorigine.

Point remarque :

Toujours voir s'il n’existe pas de passage a 'origine et lire le tablean pont
pouvoir bien tracer la courbe.

Cels 'rlimie

EXERCICE 2

Ona:r:r— r(f)=—1+sin20 est definie de classe €' sy R

#Reduction d'ensemnble de définition :

Ona:r(0+mr)=—1+sin(20+ 27)
= —1+sin20

= p(t))
On restreint done P'étude sur un intervalle de longnent TS 61 complit
e Par

29/11/2022 ***EQUIPE VALIDEUR LMD**+
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vesvinctrie ecentrale de centre O ponr avoir tonte la conrbe. Soit D, = [0, 7]
s\ ariations

#est dérivable snrson domaine détude [0, 7]
Chia o e (8 = 2oeas(W).

« Tangentes anx points particuliers

sltude en O

Ona:r'(0) =2t ¢(0)==1
La tangeante en U est divigée par d avee _:‘? = (0T + r(0) T
= -
o =20 — i
Tangente au point M avee QM = r[ﬂ)ﬁ

SON ==
eltude en 5

Qi s el () =00 w(§) = =2
O i done prassape a Vorigine . (Point de rebonrsement de denxicne especel,

eltuede en 2

(1 n:.l"{j_-,] do 1) = =1
L tangeante en 5 oest divizee pay :l? wvee -:ll" = r'{i‘,}:'r ) | r{.“_,}:'-_,‘}

Tm-i7 47

i d LEEY ID?
41112022 EQUIPE VALIDEUR LMD
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2 » - *
langente an point T avee (_ﬁz" = ,-(%}u—’ ==

(EE]

eEtude ey %
_-___——__-

Ona; r'{il'-’] =0ct r(3) = -2
La 4 . S
La tangeante en 2% est dirigée par d avee d = !"f'!—i_']’?;; A "{'T}f"ﬁf"
-
=37 +V27=T+7
=¥
Tangente au point & avec O = ;-(-‘f_:'j@; =VIT -v237
eEtude en x

Ona:rir)=2et rix) =—1
La tangeﬂlt@ 21 m est dirigée par 7 avec T? = (7). + r(7 }T:

0 ==20 4 §
Tangente au point S avee 00 = r(m )i
—
=2085= i
i
EXERCICE 3

Ona:T:res1(0) =1+ cosh est définie (| Classe (% sir B

20/11/2022 “*TEQUIPE VALIDEUR | Mps+s
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Ouac: (0 + 27) = 1 4+ cos(l) + 2m)
= | + cosll
= r(f + 27) = r()
Soit (0 + 27) = (6). Done M + 27) = M(6)
De plus #(=8) = r(#) done A (#) par rapport & Paxe (ox). On pent limiter

Fétude sur [0, 7] : In conrbe obtenue sera complété par la symétrie d’axe (o),
Y € [0, 7). #(0) = —sind

# Tableau de varition

#Etude en 6 = 1)

Ona:r()=2c () =0 - -
Il vadone une tangente de direction ? = r((}]ﬁb} =k ? = joet Oﬂrj =2

sEtude en # =7

Ona: r(7) = 0 done il sagit d'un passage & Porigine. M(7) = 0 est done
un point de reboursement de premiére espéce dont la tangente est la droite
d'dquation polaire § = 7

=oints stationnaires

(M. 0) tel que () =0et (@) =0dotib=met M =0

Nature de 8 : #"(#) = —cosd = v'(7) =1
=3 [Point ordinaire.

4 11/2022 *#+*EQUIPE VALIDEUR LMD*** i
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*Etude en 3
Ona:r(3)=1et () =-1
— =
OF =r{g)-ﬁ;=?m G (e LT
EXERCICE 4
r 10 r(f) = cos’ est définie de classe c™ s R
Onoa (8 +2x) =r(8 o kel le
r'(6) “= l'f'EE;:) = .ﬂ-}(—ﬂ){i Sor M(6) Done on pent sC coddnire & Fintervall

0. 7].
. 17 = .
Le reste de la courbe sera obtenue par la symétrie d'axe (or).

On a : '(0) = —2sin 6 cos§ = — sin(26).

eEtude du signe de r'(8).

Etude de la tangente an points particuliers.
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Ouwa:r(0) =00 r(0) =1
niri.] i;}_}

p - POV = ; o QXE="2:¢;
Au point M avee (_-} nr[il}ﬁ
D= T

.

(TET

#Ftnde en

#+x\ALIDEUR LMD EDITION 20237~

Ona:r(Z)=0ctr(3)=0.1 s'agit donc d'un passage & l'origine.

M{(3) =0 est un point de reboursement.

$onS

-

Courhe :

figifad te B

Fiqcure 1 - La cardioide

®
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*Licence Master Doctorat
Geéométrie | = 20092029
E.:ergigc 1
Seit I(t) = I-"(” = sing2n)

vy = sin{ty

!-. e ¢ LT i COnsirm (41 Ii‘l' mmelrge,
L 1.*.!11“:'-'!{.'“ L 15

Domaine ¢p télinition D
Dy=R ap,=

:"’D:D.‘nﬂ}.:ﬂ

*  Réduction du domaine D
YIERt+2r e R
F(t +2n) = [.\‘{! +2n) = sin{2t)
¥t +2m) = singt)
Pt +2n) =r(n)
Done. on réduit D sur un intervalle de longucur 2
Prenons Dy = [—7; ]
On obtient la courbe compléte quand t déerit D,
YEED, ~t, €D,
F(=t) = {x(—r] = sil_q(—h}
y(=t) = sin(-t)

—y = [¥(=1) = =sin(2¢t)
=0 I}'l’—t}=—sin(r}

s {1(-0 = =x(t)
y(=t) = —y(t)

= T(=t) =5, ()

ri=t)

Dane. on réduit le domaine de définition sur D, = [0; 7},
puis on obtient la courbe compléte par la symétrie centrale

de centre 0.
Vi e[0;n),

v (x(r—t) = —sin(2t) = —x(t)
H=g= [ ylm —t) = sin(t) = y(t)

Mim=t) = SyI(t)

Oy étudie et on construit ks courbe sur Dy = [0; g] puis on
ohtient la courbe compléte par réflexion d'axe (0y), puis

par symétrie centrale de centre O,

s Ierivie ¢t sens de variation
o Dérivie

¥t E Iﬂ:g—].x'“] = 2cos(2t)

vt e [ﬂ:gl.y'ﬂ) = cos(t)

s Sensde variation

Wit E[D:;:—er'(uzﬂ

29/11/2022

A *yALIDEU
=<Tout est possible & celul qui croit.>> VAL

¥iE Eg-l x'(y=0
Wi E|n;g-|,y'm>n

Tablean de variation

[ U

!
T
x(t)

yit)

N

R LMD EDITION -*

A
\

y(t)

Points particuliers

P
St
e

Vecteurs tangents

Sl
Y
L 3
S

=
”irﬁli‘"
“"‘“———""

Construction

=%

TR,
o
¥

Exereiee 2

L T :
D Position relutive do D pa

Déterminans Minge

X
Soit M (1.-') € B,

4

MEPH” L?IH'E."

***EQUIPE VALIDEUR LMpy»a=
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| P AP
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= l"*}’+|=ﬂ [I=x“lﬁil—'n’--1
=241 =0 ¥+z=1 y= -y

i o L 5T R
EMND ey =lmg—z—1=1

c=lle=r==3

w3
Sahestséeante au plan Poen M( 2 )

-2
Lpression analytigue de ;

basvmetrie arthogonale par rapport & 0

Cindnons Pexpression analytique de Ia projection

soeciale a0 D,

b rr
W LJ) et M (y') :

z
[Hupection urthogonale de M sur D,

» MeD
e : i
JAER /MM =i on

Seleur normal a 0,

<abun veeteur normal a4 D,

)
x'=x=4
"= =iy —y =1
z2'=z=0
=y A
—.J‘T,l"
a = &£
[ A

Ty +l1=0
- l=0

Ja=—dA-y—1
. 2A=—=(y+2
| =yt (y+z)
A==
v = -z est expression unulytigue de i
# ==z

s o thoganale sur 0.

coassion analytigque de la syméirvie orthoponale.
s Lsymélrie orthugonale
M+ MM

M =M

S(M) = 2P(M) = M

BB) Soit a I'affinité de rapport (—2). de base P et de
direction .
a(M) =M’ —2M'M
a(M) =3M' —2M
Posons P(M) = M’
La projection de M sur P de direction D,

Déterminons I'expression analytigue de la
projection de base P ct de direction D.

i

Soit ¢ (-—- 1) le veeteur directeur de D,
1

Alors D =< ¢ >

x x
Soient M (}’) et M'| y'
¥4 L]

z
M EP
PiM =M‘=b{ ST
() e eR /MM = ui
—x=u
Ona:MM' =ab =1y —y=—a
z—z=u
X=x4+a
Sy =y—a
Z=z+a
Déterminans e

MEP®x+y—2z—-1=10
MePexX+y -2z-1=0
=2a=x+y—z-1
Alors

X =2x+y—z-1

yi==y+z+1  estlexpression analytigue de la
g=x+y—-1

projection sur P de direction D,
Posons a(M) = M"
Alors a(M) = M" = 3P(M) — 2M =

=4x+3y—-3z-3
y'=32=5y+3  estexpression unalytique do
" =3x+3y-3-22
I"atlinité de buse P de rappont (—2) et de direction DV,

1142022 HHHEQUIPE VALIDEUR LMD***
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Correction de Géométrice |

Exercice 1 -
£t MiLe.

x § s B lcS1cn cant

Dans R* muni de ses structures euclidiennes et affines et de son repere €ar

+1=0 e plan g
R = (0, ey, e5,€3), on considere la droite affine D d'équation [z t Jj 1= pelep
déquationx +y—z—=2 =0
1) Déterminons la position relative de D par rapport & P
x+y+1=0
I)I'"I:P'—'l x—z4+1=10
x+y—z-2=0
y=—x=1
= i z=x+1

I+J"—Z—2=Q

J;:-x_.l

ﬁ[ z=x+1

x+(x-1)-(x+1)—-2=0

yv=—x-—1
ﬁ{g:xﬁ-l

—x—4=0

y=-x-1
ﬁ]z=x+1

x=—4

=
&=z =—3

x=—4

Dot DNP =1(—43,-3)
Donc D coupe le plan au point [(—4,3, —3)

1. Déterminons |’expression analytique de :

e fx+ty+1=0
ona:D={ 77 120
y=—x—1
D=Iz=x+1
X=X
Posons t = x
y==t—1 .
eD={z=t+1 ©D=A+D
x=1

0 B 1
Avec A = (-—1) et D = (—1)
1 1
Si M’ est symétrie orthogonale de M par rapport 4 la droite D alors
S(M) =M 1
D)5 (M + M) €D
Posons | = %(M +M)etAeD.
Doit | € D, Al = AD
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|
e’ %)

1 1
S =y ) =A(ml)
i |

|
,-_;l;c +2)=1

X +x=24
R {_\‘ +y'+2==24

- _'z.d'-'l.’_'z [.Li)
2 =2 =242

. = 1
r]ﬂ.h”‘.f)'—‘-ﬂ ﬁ(}"—j’).(—l)=u
AR 1

~--;-_r'—x—y'+y+z'—z=0(Ez)

-
’ X'=21-x
& 1\" =

Enremplagant (£,) dans (£,) ona

A== x+204+y+2+y+24-2z42—-2=0
oA =20 +2y - 22+4=0

P IA=—x+y=—z+4+2=0
*3l=x—y+2z-2

1
c::viz;g{x~y+z—2}

i remplacant A dans (E;) ona:

i

2
.ﬁ."=§f.':‘-y+2—2:]—x
-2
:L?H[Mj=*‘.y'=T(x—y+z—2)——y—2
2
sz='§(.x‘-}‘+z—.§}—z+2

¢

1
x' =-_j(~x-—2y+2z—-‘1-}

1
2 SM) =4y ' ==(=2x+ 5y —22-2)
=3

1
| z'=§[2x—2y—z+4)

Uy adlininé de base P, de rapport {(—3) de direction la droite vectorielle D associe 4D,
Suil P{M) la projection associée & Iaflinité a(M) et 4 le rapport de Paflinitg.

(nacalM)=pM) -+ .‘J:;;fMJM
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a(M) = p(M) = A(M — p(M))
a(M) = p(M) + (1 = )p(M)
* Déterminons p(M)

pUH=wrm{‘HiE?~
iYMM = AD

0 |
Onn:?=x+y—z—2={}(£‘1)etﬂ=(-1)+R(—1)
1 1

D=A+D
i)MePex+y -2'-2=0

. ! - 1
MM = AD <= (}:‘ -y) 2 A(—l)
z'—z 1:
x—x=4 x'=1+x
= [y'—y =—1 & [Jf’ ==1+y (E;)
z'=1+z
En remplagant (E,) dans (£,) ona:
A+x—A+y—-A-z-2=0
A+x+y—-z—-2=0
A=x+y—2z-2
En remplagant A dans (E;)

X =x+y—z—2+x
Ona:p(M)=M =iy =—(x+y-z-2)+y (F)
2! =xty—z—2+2
r=2x+y—2z-2
p(M) = y' =—x+z+2 (E)
z=3+y—2
Comme a(M) =M + (1= )p(M)
x" = —3x + 4x'
a(M) = [}.’" = —-3}-‘-4-4}"
7= =3z +47

x"=-3x+8x+4y—42-8

ay={ y'=-By-dxthzt
2" =-~3.’E+4I'+4}"‘B

(
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xX"=08x+4y—4z-8
a(M) ={y"=—4x—3y +42+8
2"=4x+4y—-3z-8

Lxercice 2
M) = (x{t);y(t)} = (—cost ;sin2t)

irss _ [x(t) =—cost
M) = {y(t) = sin2t

Soit f(e) = (x(£); y())
Ensemble de définition

D; =R

Domaine de définition

VEE Dyt +2m € Dy et f(t+ 2m) = f(t). D'ol f est périodique de période 2, On prend
intervalle Dy = [—m; ] et obtient toutes les courbes par une rotation de centre O et d’angle

vt € [0,7), —t € [-m 0] et f(—t) = [yJE(—_t:;)=:j]EEg)

~ous allons restreindre le domaine a D, = [0, 7] et obtenir la courbe r; par symétrie d’axe
U, = SOX(M) U,

/tE IU; E] ,T—tE E Jr] et f(r - t) = (cost, —sin2t) soit f(r —t) = —f(t).
1370l nous avons une symétrie centrale.
un serestreint a Dy = [ﬂ; E] et on compléte & [0; m] par symétrie centrale.

Variation

2 _[ x'(t) = sint
f) = y'(t) = 2cos2t

¢'(t)=0=sint=0

s t=0out=nx

vit)=0= 2co52t =0

e co§2t =0

o e
w 2
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T
= =—
g
:ril"h?ﬂ'-l de variation ———F
2
: =8
x'(t)
| x(t)
y(t)
1
0 0
r E - =
MJ.’!F(.‘}.J 4 (—1) B (—U,?U?) & (D)
0 1 0
Pas de boucle infinie
Pas de points stationnaires
Tangente
En 0, d=27= I
En%,& ==07i= -1
En ;, d=i-2f
Construction de la courbe
*.*EQUIFE VALIDEU& LMD!:; ¥
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Lxercice 3
r=1-sin(20) = f(8)
Linsemble de définition
;=R

Pomaine de définition

/(4 6) = f(t). f est périodique de période 7. Nous allons restreindre au domaine i

n=[-2]

Plus de réduction possible,
fariation

[(8) = —2cos(28)
j'(B) =0 2c0s28 =0

= easdld =0
20 i
R
112022 *HAEQUIPE VALIDEUR LMD*## 119
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m
Tableau de variation ———__
g -% =
@ | - P
f(@ |1

0
M.1.C.I (=3 8(7
( f) (n)
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CORRECTION DE GEOMETRIE 1 SESSION 1 ANNEE 2021-2022

EXERCICE 1

YA X TI=0 0000y RE e e ! diculai
kS . bryce 2= IJ L1 un Pl"‘l”rl (] l?bpﬂfe et Epiﬂﬂ ?passaﬂ: pal’AEt perpendicuiaire
wd lI.D]

--1 Equation cartésienne de &

-I.-'-_\"'I'|_=U' {1) _ . }'=—Z e Xx==1-=t
lWw+zs+1=0 (2) “l}_t‘ﬂ:}lx=v—l—2 EnpospL=2. a0ty Y=t
Z=1
i1 bt |
Alors {H}:B( 0 ) + IR; avec E(—l)
0 L

~omme (D) est perpendiculaire au plan (9) alors le vecteur normal du plan est colinéaire 3
|

=1
I L—l), d'ol 1 le vecteur normal au plan & est ﬁ'(-l)
[ 1

-1 a
Vequationduplan (Plax+ by +cz+d =0, avec ﬁ'(—l) = (b) =>{P):—x—y+z+d=0
1 c

Commed € (P)Alors —x, =y, + 2, +d =0, =>d=0 dou(P): —x—y+z=0
2-) Soit P 1 & — € La projection sur () de direction D,
M=PM)=M'

« MEP, MM €D SoitM(x',v,z'),MM €D <=>3i€lR, MM = if

Fo it -1 X=—itx
| "= _1.') = .{(—1) =2 {y' =—i+y MEF Alors M’ vérifie I'équation du plan & d'ou
Yel—F 1 2'=i4+z

W=yt =0,=> —(—A+x)—(—i+W+{i+2) = D.=}A=%(x+y—z)

J = Ji(z.r -y +2)

LE £
P TR

Misa(M) = M7 =>a(M) =AM + (1 = DP(M) = =2M + 3P(M)
l.‘f'::'i{x+y+22}

M=—y+z
W(M)s vy ==x+2

#2M=x+y
EXERCICE 2

[x@©=@+Der D=1k
[y(c) =(t - 1}e§ D, = IR

» Etude de x(t)

)= Dy-= IR car Dp=DynD,
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T

.Lﬂ:enm M - ""I.’-I'!|_Tnf”p 10 Fr:li i
aster Dottoratt = = Toil pet pewseibie A rehy o

§7_an
. e 1 2 ey alenf el vle 1
YIEEIR x'(1) = [ ;- l)-a Pemg bespang o3
'E
J— I y 0 1 I_‘ F
4
| = = i
*  ftude viry
=N AR f1=ray ] . i [ = 1
VEEIR NI = (=) er Done e signe de y' (1) depevd de 1 I
Oris=t+1>0vt€IR Doncy'(t)>0
= —
Tit oy ; | ] r -
i aith = him y(t) = = ,car lim —=0 . Loy
. | A T r_.,_u—: | 4
L] i 1 1 i ‘
m 2l = him v(t) = +5,ear lim F= 0 y
Jomd gr I —4om
f.-f
M,
[IH‘. _'rlf_| = ﬂ_('ﬂ'?' ]gm l = =" v
e, Lol b
lim 2(6) = 4 &5, car  lim L = 4on -
i jip =+ ./
. 1 '
im i) =0,ear lim=-= <o -
oy F=l
lim y(t) = = &, car lim L=+
F ;..n.‘l‘
) vl .
chi BT =d rilm W)= x(t) ==2, Doncladroite v = v— 2est une asvinptiste <l
R J i o 4 !

el + & et — W
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FXERCICE 3
)= Jeos(0) B €D, <=>cos(W) 2 0<=>0 € Upey [—-§+ 2l ; E+ Zkrr]

.f.}., = Ukex

-5;1 + 2k §+ 2
Domaine d'étude

* Periodicity

YOED. .8+ 2n€E Dy.v(8+2m) = JCDS(H‘ +2n) = JCOS(E‘) =r(8)
" =N I
Un réduit le domaine a un intervalle de longueur 2, Soit / Iintervalle. | = [—m; D, = [T ; 5]

SOt HI. 3

-—.:* ; E] i (/1) estlacourbe der sur Dy et (/) estlacourbe de r sur D,

*  Parité

HED et—0 €Dy, r(-8) = ,/cos(-0) = Jeos(8) = r(8)

(/1) Est symétrie par rapport a (ox) D,- [ﬂ: ;] et (/3) est la courbe sur Dy

- Etude sur D,

r(6) = Jcos(8); 1'(8) = ——s—irl(ﬂi; BED, <=>0<6 s’—; <=> sin(6)

24/ cos(8)

=0Alorsr'(8) <0 |

f ( +o0

r'(8) 2

"-(E) \ - _- | |
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Année universitaire 2018-2019
n

Uniy
Crsite Félix Houphouét-Boigny
UFRE Mi

LICENCE 2 MATHEMATIQUES ,
L spssion, durée 1 02 h.

Géométrie de I'ESPACE, Examen annue

’ . . L = iln H.- I‘: est tin
L'espace affine euclidien (&, ) orienté, muni du repére (O, ) 04 B f' e: ' : ‘,r
base orthonormée directe de &, est le repére commun ¥ fousles eXECICES qu o peut,

Neanmoins, aborder dans un ordre arbitraire.

Exercice 1
Cet exercice n'utilise que la structure affine de £.

On considére I'endomorphisme affine f de & qui, 3 un point M(x, v, z) de &, assorir
point

M*(-6x-3y+22-14, 3x-2:+6 , -6x—6y+2~12)

1" Montrer que f est une affinité de & dont on précisera la projection associée p !
rapport,

2” Donner la base et |a direction de p.

3° Donner I'image directe par p de la droite D, d'équations x — Yy+*+1l=0et 2yv+z2=0
celle du plan &, d’équation x +y- Ez +2 =0

Exercice 2

est une isométrie de € dont on précisera I3 nature et |og Caracléristi
< lques géomeétrin

Exercice 3

Soit la quadrique .%” d'équation

(e): x2+4y*+422+ dxy - 8y 42X+ 27x+9y 49, , 0

4.:{)

En utilisant une réduction orthogonale, réduire I3 Quadrique -
/ etdéterminersan

alr

20/11/2022 ***EQUIPE VALIDEUR LMDy

Scnnni aver CamScanna


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Livence Master Doctarat* <<Tout est possible & celui qui croit.>> **#\/Al IDEUR LMD EDITION 2023***

Université FHB Cocody UFRMI L2 2019- 2020

EXAMEN DE GEOMETRIE 2 (ou GEOMETRIE DANS L'ESPACE) : Durée 2 h

EXERCICE 1 |
L'espace affine euclidien (&, ) est muni d’un repére orthonormé COAT k).

Un considére 'endomarphisme affine f de '€ quia M(x,y, z ) associe M'(x’,y', %)
telque: f(M)=(y+1,x~1i,2).

Montrer f est une isométrie de & dont on précisera les caractéristiques géometriques.

EXERCICE 2

t"espace affine euclidien ( &, I ) est muni d’un repére orthonormé (0,1.], k ).
Soit la quadrique d'équation @ (E) x2 + yz -z — 2xy+x=0

Determiner I'équation reduite de cette quadrique et préciser sa nature.

112022 #+*EQUIPE VALIDEUR LMD*** 125
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s v P TIATE
EXAMEN DE GEOMETRIE 2(ou GEOMIZI RIE DE L ESPACE)
Durée: 2H

—

EXERCICE 1 5 sy
L’espace affine euclidien (g, E') est muni d’un repére orthonormé (O, i . J. k).

On considére 'endomorphisme affine f de e qui a M (. y. =) associe Al (!
tel que : F(M) = M'(y,z,2+1).

—

2
|

Montrer f est une isométrie de £ dont on précisera la nature et les caractéristigues

géomeétriques.

EXERCICE 2

L'espace affine euclidien (e, EY) est muni d'un repére orthonorme (O, 7 .

Soit la quadrique d’équation: (E) :a? +2y% + 2% + 20y — 292 — 00 — =

Déterminer 'éguation réduite de cette quadrique ot préciser sa nature,
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.2 2(020-2002 |
Session 2 Septembre 2021

EXAMEN DE GEOMETRIE 2(ou GEOMETRIE DE L'ESPACE)
Durée: 2H

EXERCICE 1 S
(£. J2) est muni d’'un repére orthonormé (0, i . j. k).

. espace affine enclidien (2
On considere Fendomorphisme affine fdee qui & M(z, y, =) associe Mz =)

el gque s F(M) = Mg+ Lo z+1).
Monteer [ est e isométric de e dont on précisera la nature et les caractéristicjues
goundtrigques.
EXERCICE 2
2 -+ = 7
[ expace affine enclidien (£, 7) est muni d'un repére orthonormé (0. . J . k).
Suit la quadrigne d'equation: (E) : T 24 2y+ua=10

Déterminer e Geption ré lnite de cette guadrique et préciser sa nature.
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: - ée2h
EXAMEN DE GEOMETRIE 2 (ou GEOMETRIE DANS L'ESPACE) : Dur
SESSION 1

Exercice 1

L'espace affine eudlidien (&, E ) est muni d'un repére orthonormeé ( 0,1, /. k ).

x'=y
[TE-SE M(x,y,2) - M'(x'y',z") tel que{ y' =x une application
z'=z4+1

affine définie par son expression analytique.

Montrer que f est une isométrie de € dont on précisera la nature et les
caractéristiques.

Exercice 2
L’espace affine euclidien (€, E) est munid'un repere orthonormé G0, i ).
Soit la quadrique d’équation :

x2+2y2+zz+2xy—2yz—-x-z =0

Déterminer I'équation réduite et | nature de cette quadrique
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Cpeesition de correction Ge I 0
Or f(0) = (|) car 0 (H)
R | 0 “

_ N /2
S - ro=1(1)-2)
i o/ \o

g

2 1
s g fest une isométrie de € dont on précisera les = 2ii = (2) =1 ([l;)

seisiiues glometrigues, ’

! - — r ]
) ; b J. Done, 1 (1)
V=X
[ 0
[

. o ) Déterminons une cquation de P,
b mairiee ussociée & L) telle que :

ME P e MFM) =Mt (M) =i

LU T
I | ¢ e
‘v A 1) = MM =1

Caleuluns A X ('4 x'—x 1
s A A H(r'~y)=(1

' z'—z 0
g 1 0 g 1 0 1 0 0

dr=11 0 n)x(l 0 U)=(U T U)

0 0 1 0 0 1 0 0 1

z'—z=10
L=y done 0 oestune isométrie l}'+ 1l-x=1 y-—x= g E'l!:l
Six+l—y=leia—y=0_{
¢ b0 z—z=0 =z(3)
=L 0 0==1
g o1 Les équations (1) et (2) sont proportionnelle d ol
‘o x=y=0
;s i antidéplacement, { Rt
- vuinons nv(f) Done, P est le plan d'équation :
mif) = fiM)=M {x-}r=u
Fl=x  (p=x+1=0 FER
fl=yex=y+1=0
e ==t Exercice 2
v =X e -
L+l o= {z = ;:-rzu;sscbie Soit y la quadratique d'équation :
o X
vkl =19 x? 4 y? — 28 — 2xy + x = 0. Seit .'-I(\) ey

1 Lo composée de wanslation ¢ et de réflexion S, I
e Posons f(M) = x* +y* —2”—2xy +&

= oi 1 est le vecteur de translation. . ) I N —
| =ha@R e DEME g lu forme quadratique assovide 3 £ et gl partie lineaive Jv

copinons ¥ f.
gM) = xt 4yt =z =2yt WMy =

s

f r_|r :‘[(IJGH‘JG([“ﬂf)

{staty) Frenons A o niatrice associee & 4 welle que
;I,‘ & a

! 1 -1 0
s Az(—l L0
0 0 -1

Lt Jut, var sos = 1de

1 -1 0
o det(4) = |F1 1 0
o Ggant Poriging du repire 0 0 -1
1 =1 _ ~
=2 tler{al}=—]_l 1{——u-~ =0

Dhodrgla) <3
#*+EQUIPE VALIDEUR LMD*** 129
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Alors y admet soit un eenpre

i vide, soit une droite alline on
un plan affine,

dar

==
aly s
) ar '--1_2"0""]‘——[! z=10
Chia ﬂ—.1:=ﬂm[ Zy—2v =0 ﬁI r=y
[ —2z=10 1 =0 fmpossible
:b'_

Done, v n'a pas de centre.

Folyndéme caractéristique de A P, (X).

1-X =1 0
Ex(¥)={ —1 1—-X 0
0 0 =1-X

P =-1-n' 7% Ul=—a+nia-xi-1

1-—-
PX) = —X(X + 10X =2)

Alors Sp(a) = [0.-1.2}

Sous espace propre

5
Ey = {x (y) € EJAX = Ds}
&

x—y=0 .
AX=0se=]-x+y=0 & [F_3
-z2=10
1
Dol By =< (1)‘?
0
={X € /(A + 1:)X = 0}
= 2% x=0
2x—-y=10 2
(A+51X =0p02]_ e [x:[} = iy=0
3 [x-!-?.y 0 e eR

0
Don £l =< (U) =
1

= {X € §/(A — 21)X = O¢}

fﬂ_zh}x'zﬂl.:bI—x;}l:ﬂ = z=10
—3E =

~1
Dot £y =<( 1 )>
0

Déterminons une base orthonormée des sous-espaces
prapres.

Soit By (Vy, Vy, V3) unc base orthogonale direete telle gue
det(V;, Vo, Vy) =1

|
13-
Y= TET VA o/ \7z
0
29/11/2022
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il
__“I_"_1_.=;':|=(n
Ya = |

1
V2
ks 5...1_-:'-‘—' 1
Vi =N V2 e
0

2 q 7 est a fgise
Soit P la matrice de passage fap ouf
canonigue de £
| =1

——

I VZ

p=|1 1

vz 2
B0

Cote du changement de haset
Posons X = PX' (Formule du chang

A 22 WX s
x ¥ 2 *
ﬁ(}')': 1 _1_ 0 y,
z JVZ V2 2
0 0 1
1., 1 4
=—x —-——=Y
x 7 7
= _ 1x‘+i}"'
YT TV
=1z
Donc y devient

Apres caleul onn
L R —l-{x' — "
VZ ’
Posons X =0’ V= wi=yp-y
Alos,ona: 24 —yi - Lz
v

X
= —_— -V'!--.!:Z =}
v

(:5)

0

Jone, bt i i
Pone, la qu.ulhuluurjf el une pariboloide hy perboligue

***EQUIPE VALIDEUR LMD**+
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TION GEOMETRIE 2
Session |

On consicdére Nendomorphisme affine f+¢ qui & M, y, 2) associe M (2, ', &)

tel que
JIM) =4 1)

Momtrons gque f est une isomdtrie de £ dont on précisera la nature et los

covaeteristiogue géomotrigues,

Soil o= L{f) oL M= muil(2) =

8 I 0
V=11 0 0] A= |1
[ T I 0

MM = 1y done [ oest isomdctrie

n 10
1 00
lt] 1
1 0 010 1 0 0
g 6]l 0 0]=(0D 10
0 1/ \0 0 1 o001

det(A) = =1, doue f est antideplacement.

Ino(f)={M{v.y NN = A}

a=gy=

=
- y=. =
s ==z -1=10

Done fue(f)=0

Frant donué que f est un antidéplacement et que Inuv(
composée de translation et de véfexion,

f=8alg =iy o8 ol 5 st
direction de P,

Caleulons 7
fof=(Iz oS)o(Sely)=Ily
fef

3y — . =0 absurde.

une refle

5o0S8ofs orSoS=1Id o fo

Q

— typ e VM Efo f(M) =M +2u
e fIf(AN)] = M +27

o JUA)] = M =27

e M f[fw}i - oW ?
an s O f] f{uﬂ =27, f(O) = ({11) .

Pour M = 7 origine du repoere,

0 0
floel= 0
1 2

= aani tRETID | MMEEE

f) = @ done [ oest la

xion d'un plan P U appartient i la

=t
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0 0
O fIf{0)] =27 « (D) =927 =2 ([}) =27
2 1

Déterminons "équation du plan

M e P S(M) =M & T3[S(M)] = Ta (M)
=f(M)=M+7
M) -M=7
Al I{MS =7

1 5 {1
HE'P#J\."IMH:?#( :‘ )—(Z)=(f])
s+1 z 1

y=&={ —x=10
e a—y=10 #{:‘i—};z‘ﬂ aSp—-y=10

-+ l=2z= 1
Dot P d’équation w—y =10

Exercice 2

Soit la quadratique d'équation:
(E):a?+ 22+ 2% + 2y —2yz -2 — %
Déterminons 1'équation réduite de cette quadratique et préeisons sa nature.

+ Equation réduite
(E):a%+ 29" + 2Ly —2yz—uw—=

(E): A+ L +Fk Avec A la matrice de la partie quadratique. L la partie linéaive

ot k la constante.
1 1 0 -1

A=11 2 -=-1),L= D |eth=0
n -1 1 -1

On adet(A) = 0d'oi (E) n'a pas de centre de syindtvie. Done le nouvean vepire

sur R’y = (0, B;) a By est une base orthonormale divecte composee de vectents

propres de A.

& Déterminons By

[
e 21 Ii _ 1-x 1 () | 1 0
P k gy - i o o) | T =@ 0 2 -
1] P [ :
[~ =1 = l -1 |-%
1 1 ]
P,,:fl—:-':) 0 2x -l - (I J‘.]\ J-I.\' -1
1 -2 l-x% | Ly & Ly— 1, -2 |-%

p,=(1—a) [(2=a)(1 =) =2 =w(l =) 3) Dot $pl.0) = {0.1.3)
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Déterminer ks voetenrs pmopres assocics 4 chagne valear propre,

oA
7y (H) € N =W L) e [.rl. - [} x .r:d,} U“ =11

-

Ay

o
{ W
Kee(d=Ux ly) = {{(=ppu) v € = {y(-1.11). ¥ € R}. Do

-1
E‘u= 1
[}
A
&) (y) Al =1

ry=.r at+y—xz=10 y=10 X
redy—z=y =4 r+2y—z—y=0 &4 z+y—z2=0 &4 ¥

—pt+z==z —yt+z—2z=0 y=10

o
LI = B |

- 1
KerfA—=1I3) = {(2.0.2). =€ R} ={2(1,0.1), z€ R}. Dloa !y = (U)
1

Loy =G r+y—dz=10 =24+ y=10
s+ —c=8y = r+2y—z—dy=0 &£ r—y—z=1U
3z

—y+z—dz=0 —y—2:=10

I_}_q_'-l_rnuinum- H_J_

= “” ”I., avee |0l = V3
W = Far—l.u;

Vi - i f'I; pavee [[E]] = V2
Vi = Fjﬁ-rl,u,”

#=+EQUIPE VALIDEUR LMD*** 133
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S

1
Vi= ——Ujav e D
”U-'!ll 1 Bvee ”i"lﬂ“ 2

s 2 A
Vg:= v—%ta.l,—%}:‘lﬁ, EUL’EU'Z_”

Dans Tovdre Wy ¥y V4 le détorminant est positil dans 81 = [E'
wite base orthonormale directe. D'on lo nouvean repire Ry = (0. 1)

£ a1
Ona: X |y et X,y "
= £1

Matrice de passage de B 4 B,

-1/V3 12 1/6
P=|1/V3 o Ef\fﬁ)
V3 1vE -1/V6

T = -;'?;-'f'l +;‘5.¥1 + ;:';.31
Ona: X=PX, = y=?‘ﬁ;r|+?a;1

Dans le repére Ry 1'équation de (E) devient:

] 1 1 1 1 1 1
(E): U:E%+yf +33f + ;,_E:L‘-[ = —-"‘:21{1 = v'_ﬁzl = —JT_}-'J': =t \"E.’H + E;I =1

2
(E): 4 +32f — = =0 4

V2
X: y? z
(B): 5445 -2=0

Done (E) est 'équation d'une paraboloide elliptigne.

29/11/2022 ***EQUIPE VALIDEUR (Mps*s=
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CORRECTION DE GEOMETRIE 2 SESSION 1 ANNEE 2021-2022

EXERCICE 1
X'=y
ESE A=
2 =z+1
0 1 0
.!=Mm{f.(f),ﬂ)=|1 0 }
o 0 1
01 010 1 o0 1 0
'I..L:'"l 4] [}”1 0 U}=[D 1 0]=!3
0 0 110 0 1 0 0 1
0 1 0
det{id) =11 0 0|l=-1
0 0 1
Danc f est un antidéplacement.
x=y¥
AE Inw(f) <=>{ y=x
z=z7z+1

= [g z T, mv(f)=0
nwvif)=d donc f est un antidéplacement,

Done f=f = tzod,; ona fof = t55

0 ] ]
(L 0)=0"= f:(ﬂ) g (D) => E(U).
1 2 1

x'=y
=:.:vdp=.t_,_;of=j vi=x
=g+

EXERCICE 2
vf+ 2yt 4+ 22 + 2xy = 2yz—x—z = 0(E)

« |esvaleurs propres : Spec(a)={0,1,3}
s \ecteurs propres

=1
UEE, {=>50=Rﬁo( 1)

B(Ty,v, , V3 ) est la base orthonormée directe
car det{ug, 1, u3) > 0

-1/v3 142 1/46
P=Pﬂ35ng=(1fﬁ 0 2;{1“@)
1/v3 1/NZ -1/V6
00 0
onaD=P“AP=(u /! ﬂ)=}A=PDP‘1
00 3

(E): "XPDP X+ X+k=0;

OnposeY =P~1X =>X=PY

eel
LYDY +LX =0 OnposeY = ()ﬁ)
2y

X

| n ) P -1/¥3 1/NZ 1/V6 .
) KAX + X+ k=0 avecﬁ—(z): (=10 -1 1/¥3 0 2;\{5)= (0:—";'))

—13 11 0 W G S
.:(U);kz[lem:(l 2 —1) : 2

’ 0 -1 1 yf+32f—ﬁY1=u

VA L G |eig=-n8-1 i) '

J,_l(;i:,zl é 2_—141 - = <=> (}'l_ﬁ) +32?=E

+  Les valeurs propres : Spec(A)={0,1,3}
« \ecteurs propres

Alors ¢'est un cylindre elliptique

##+*EQUIPE VALIDEUR LMD***
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EXAMEN D' ELEC TROMAGSETISME
Durée . 2 heures
Exercice 1. (3 pts) vty o rayun R 4 aee L
On conwidére dans un repére cantésien (0. 1.y, 2. une demi spire 22 :ﬁ-'-"} f’F"" PN

siluée dans le plan (yOx) et parcourue par un courant continu ¢ iniens
1. Quel est le plan d"antisymétrie de cette distnbution *

2. Quel est le plan de symétnie de cette distribution ? T e
3. Monuer que le champ magnétique en tout point Mf0.0.z) de son axe (Do 2.7 =8 = 5o

B(M)=8,7.~8,7,)

L ¢
4. Quelle est la forme du vecteur champ Ero; créé par la dem: spire &4 pOiT 2

figuea 4

Exercice 2. (3 pts)
On considere une distribution constituée par up fil rectiligne de longueur finte parcoury par un oo omam

d'intensité [ en coordonnées cylindriques (p, ¢.z) (figure 2).
I. Faire |'étude des invanances et en déduire les coordonnées dont deperd e champ magnenc. s

2. Donner 'orientation du vecteur J_E'EM} pour tout point M appartenant a | axe O -+ ~ 0

J'1_
MG

ﬂ:;-__""‘-
j/' ’

'E-gun. 9

Exercice 3. (B pts)
On considere un fil reculigne de longueur infinie parcoury par un cour
en coordonnées canésiennes (Figure 3a).

1. Un élément de longueur di pns autour d'un point P du conducteur
élémentaire JE{M) en (out point M situé a une distance A -
de d (M)

2. Donner les expressions respectives des projetés des vecteurd | ey f ¥

3. En déduuse le champ magnétique 3”&;; C1éé par le fil ay i ans
4, On place au voisinage de ce fil, un cadre rectangula;pe .-\Hl;"[) Al

ant d'intensye | Jansun rere

e un L‘h,gmrp Mag ey, .
du conduvteyr Donner | exPresIH

base (T,

CD = 4 BC = Dy -

29/11/2022 ***EQUIPE VALIDEUR | Mps
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UNIVERSITE FHB Cocony
SEsSSION DU 8 DECENBRE 2020

L SSMT

LICENCE 2 SM & IG
Exasen 0'ELECTROMAGNETISME
Durée | 2 heures
1

Fxercice 1. (5 pts)
Ly ;.-unsidq‘:rc dans un repére cantésien (0. x,y. z), une demi spire de centre O, de ravon K, d'axe (0z).
sttuce dans le plan (yOx) et parcourue par un courant continu d'intensité / (Figure 1),
I Quiel est le plan d"untisymétrie de cette distribution de courant 7
- Quel est le plan de syinétrie de cette distribution de courunt ?
OMonter gue e champ magnétique en out point M{0. v.2) est de la forme

BiM)=B.¢.+B,7,

o et B8, sont les composantes du champ B
L Quelle est la forme du vecleur champ B (0O) créé par la demi spire au point O7

‘1' i
: o o /
R
".ﬂf '/'\\
e x_
SR 8 B
) =T
o o
| de i

Exercice 2. (5 pts)
o considere une distribution constituée par un £l rectiligne de longueur finie parcouru par un courant

mtensité [en coordonnées cylindriques (p. . 2) (figure 2),
e Iéwude des invariances el en déduire les coordonnées dont dépend le champ magnétique.

¥ . - TS i
Lo e Ponentation du vecteur B (M) pour tout point M apparteénant a 1'axe Ohviy =0,

w4
LR
ey
'
(5,
s o S
- i\ X
& i ¢

Lxercice 3. (10 pts)
Gy considere un Gl redtiligne de longuewr infinie parcouru par un courant d’ intensité / dans un repere

sncourdunndes cartesiennes (Figure 3a).
Lin élément de Tonguear df pris watows d'un point 2 du conducteur eré un champ magnétigue

Alementaire o B 1M ) en toul pomnt M osiue doune distunce OM — v du conducteur. Donmner I'expression
Jed M)
—
2. Donner les expressions respectives des projetés des vecteur d | et PM d: B
J111/2022 ++*EQUIPE VALIDEUR LMD**+ i *'?”?‘)13?

Scanmid avec CamScanngt


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

TION 7
*[ ) rexfALIDEUR LMD EDI
LIE'EnCE Mas’ter Dmrat" <<Tout est pOSSFbFF.' 3 OE'IJI qL“ croit.> =

3. En déduire o champ magnétique B crée par le il au pom! M. B CD=a RC = DA
<. On place au voisinage de ce fil, un cadre rectangulaire ABCD (A ].. 1-!1L'!dial!"tf?!3 Priﬂfil“‘ﬂh‘ '
parcouru par un courant d'intensité fr. La distance qui sépare le 1! de la

.yt éE par b fil
C: . % . ik yagnétigue ¢r e
cadre ABCD esi R>a {Figure 3b). 1.e cadre beigne dans le champ s aire ABCD

—— i o et rectangul
longueur infinie. Comment appelle t-on la foree gui s exeree sUbLe cireuit recle

i = [ARY.
. S, e o pet point M B
3. Quelle est | expression du champ magnétique 8 y créé par le fil infmi en tout p
6. Ce champ est-il uniforme en tout point du segment [AD]”? i AD et CB du cadre
= x a - 3 i o1 UG ]
7. En déduire les forcus Frer 1o qui s'exercent respectivement sur les coled F:' ;;_ [expression
5. En tout point M. situé 3 une distance x du fil. le champ magnétique est donné p -
3 .0
B(M) =52~

; : ; — : : 3 s eotds B
Déterminer les expressions des forces f 3 el ?1 qui s'excreent respectiy ciment sur les ¢

DC.
9. Quelle est la résultante /' des forces gui s'exercent sur le cadre?
10. A quelle(s) condition(s) le cadre se rapproche-t-il du bl?

S
Jh. v .
L *
}_// | .4‘ R 1 _

} .

_{"\3 IU o ]

Y]
Fi 2 9 L

{a) by
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prarcoury par un courant d'intensité Js. La distance qui sépare le fil de la médiatrice principale du

Cdre ARCD est R~a (Figure 30 Le cadre beigne dans le champ magnétique eréé par le ]
Lngueur infine. Comment appelle ton la foree qui § exerce sur ce circul rectangulare ABCD
3 Quelle est expression du champ magng tigue H, créé par le il infini en tout point M € (AL
v e champ est-il umforine ¢n tout point du segment [AL13]?

En deédure les forces /et ?3 qui &' exercent respectivement sur les cotés AL et CB du cadre.
S Entout point M, situé 3 une distance x du fil, le champ magnétique est donné par |’ expression

By =2,

2nx

s

Veterminer les expressions des forces ?_1 el 74 qui s'exercent respectivement sur les coués IiA et

I
Quelle est la résultante ? des forces qui s'exercent sur le cadre?

it A quelle(s) conditon(s) le cadre se rapproche-t-il du fil?

ia) . (b)
{.z-av.r'fe. 3
Lxercice 4. ( 6 pts)
(1. considére un solénoide (§)) de longueur infinie, de rayon R, consitué de n spires jointives par unité
- lungueur Parcourues par un courant permanant d'intensité /;. On place & 1'intérieur du solénoide.

1 e & Ry

b ™ b
e spire circulaire (S;) de rayon Ry <Ry. On définit @ = (?,,Tr’,) ol 7 est le vecteur normal & L
_iface de la spire (Figure 4).
Lionner |'expression du champ magnélique ﬁ| créé sur 1'axe du solénoide.

Liéterminer I'expression du flux &) du champ B & travers la spire (S2).

| déduire I'inductance mutuelle Ly des deux circuits,
I:n réalité, la spire circulaire est animée d'un mouvement de rotation avec une vitesse angulaire

. — wi, ol @ désigne la pulsation. Déwerminer 13 force électromotrice e(t) induite dans lu spire

. La spire ayant une résistance interne R, quelle est I'expression du courant i(r) induit dans la spire?
., Calculer I'amplitude maximale [, de i(1). On donne p, = 41 X 10°781. 1, =0,1A, 0 =100mrd/s,
=018, Ry = 1072m, n=10"/m
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LICENCE 2 (MI-1G) _
Examen dELECTROMAGNETISME
{Durée 02H0ON)

Questions (4 points) _
1. Quand dit-on qu'une distribution de courant posséde un plan de sy métric ?
2. Pourquoi dit-on que le champ magnétique est non divergent
3. Répondre par Vrai ou Faux
3.1. Les vecteurs champs magnétiques en deux points symétriqu
de symétrie sont eux méme symétriques ? o
3.2. Les vecteurs champs magnétiques en deux points symétriques d'une distri
d'antisymétrie sont eux méme symétriques ?

i 3% 1l
s d'une distribution possédant un

bution possedant un

Exercice 1 (6 points)
I. Déterminer le champ magnétostatique B(0Q) créé par une spire circulaire dé ventre. e
d'axe Oz parcourue par un courant d'intensité | (figure /) au centre O de la spire. e
2. On considére par la suite, le circuit représenté par la figure 2 constitué de deux fils semi-infinis -
et (d,) reliés par une semi-spire circulaire de centre 0 et de rayon R, Le circuit est -:"?ntenu dan-
plan (xOy) et est parcouru par un courant /. Déterminer le champ magnétostatique B (0) au por
dans la base cylindrique (€,, ép, €,).

avon I

\‘_‘/ _/"’T\ o

Figure I Figure 2

Exercice 2 (10 points)

Un conducteur (Cy) filiforme de longueur infinie est parcouru par un courant d'intensité | L'espace es
orienté selon une base cylindrique (€,, g, €,). :

1. Quelle est le champ magnétique B crée par (Cy) en un point M situé 4 l

g : a distance p du conducten
2. Représenter Je vecteur B et les lignes de champ, ¥ N

En réalité le conducteur (C;) est un cylindrique de rayon R, d'axe 0z lest p

. s " 4 o= R .lu.{:l}lli'll oty - 3

volumique uniforme de veeteur densité J = o€, ol J, est un réel. A YeifEiionr de - ;m ‘unl C.mlll. I |

[=0 , clest=d-dire po
p>R,]=0. 1 é

3. Donner l'expression de l'intensité du courant enlacé par ke eofitois o
; Wr cireulaie —_—
Oz pourp = R (désigné par I,y ) et pourp < R (désigné par 1) circulaire de rayon p et d’ax

29/11/2022 ***EQUIPE VALIDEUR LMp#++
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Domner l'expression de la circulation (€) du champ magnétique B créée par ce conducteur (€;) le
tong du contour circulaire de rayon p ¢t d'axe 0z.

I'n deduire les expressions du champ magnétique Bap=Rpuisap<R.

o Domner les composantes du potenticl vecteur A en fonction de A, p, R, et Jod p 2 R puisa p =
it. On domne 4,|0| = A,ap =0.
On rappelle s A4 = —p1pf et le rotationnel d'un vecteur F dans une base cylindrique est :

1,3, @ N L LAP E(i . _-H—FE)E
2 (G2 - 0m)a + (52-55) e 550 ~a5) %
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Durfi: 21100

—a,0):A4 (a, —a. N}, st pe

Question (4 pts)
D.T! s AT e ] . o 3 a
'1r11.| Un repere cartdsien, un circuit Ellrré.p"!.-[[(f.ﬂ,ﬂ};ﬁg{—ﬂ.ﬂg”J«"‘lﬂ-("ﬂ'
T‘ A :‘ courant I (@ est un nombre enticr nature constant). ) arant
. Déterminer les plans de symétries et d'antisymétrie de cetle distribution de COUTHEE:

ﬁ I- T - " 1
2. Quelles sont les invariances de cette distribution ?

aire d'intensité T (hyv

Exercice 1(10 pt
3 s)
yar un courant slationn .

an diam: -

Une spire carrée planc P/ P Py, de c6lé a, est parcourtic |

1. Quel est le champ magnétique B p,p, (M) produit par le c0té /4y en 4 point M de son !
Le point M est situé & une distance r de £ £
2. En vous servant de la symétric de distribut
B (M) er6é par la spire en un point M(0,0,2) de son axe (Oz).
3. Montrer que le champ au centre O de la spire PiaF3 Py est

i L8 E."_{"
y II(O) —2‘/5 o Ce

ion du courant, cdonner |'orientation du champ magy

4. Quelle est I'expression du champ magnétique ?‘(M} créé par la spire sur son axe (0z) avune div

(M) en fonction de z = OM, actd
ntre 4

de son centre O. On exprimera
gone & a’icﬁtés. plan régulier inscrit dans un cercle de ce

5. La spire est déformée en un poly

a 2. Déterminer 'expression du champ B (M) au point AM(0,0,2).

rayo
ulaire en un point M de son axe

6. En déduire I'expression du champ B (M) eréé par une spire cire

Exercice 2 (6pts)
Une spire rigide de cété a, d’arie § est parcourue par un courant d'intensité f, La spire de centee M.«

cans frottement autour d’un axe (A) = (Mz) cst placée dans un champ magnélique uniforme B, o
direction ¢t le sens de 1'axe (Mx). Sa position est repérée par 'angle @ (Figure 2).

1. Quelle est force qui s'exerce sur la spire 7
et f3 les forces subies respectivement par les eotés perpendiculaires & (Mz) de milics

2 (]_ﬂ note S
forces subies respectivement par les cotés paralléles & (Mz) de milieux /s et Py, Déte

Py, faet fa les
12 somme totale des forces exercées sur la spire.
3. Calculer le moment des forces de Laplace T 4 par rapport i (A) en fonctionde [, § B el 6

4. Montrer que 1'énergie potentielle de cette spire dans la position repérée par 8 peut §*éeri
1 : e

Ep=-7-T

5. Queclles sont les valeurs de O pour lequelles le systéme est en éguilibre?
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Barom e ' 0. Asla. . 0). L5 P
Dans un repere cartésien, wn civewit cand A|[:r;,n1[l'];,\:{_.(;.,;_lh__.hL ot =41 () AR
par un courant dintensité 7 (o est un sombre entier nature constant).
Represenier Te eirenit AyAzAady dans un repere (0.x3.5).
2. Donner le ou les plans de symétrie de cetle distribution de cOLitait,
3. Danner e ou les plans d'antisymdtrie de cette distribution e courant.
2. Quelles sent les invariances de cette distribution 7
Excercice 18 pis) o o
nnaire d’intensite d Tk

Une spire carée plane Ay PaPaPs, de cOté a, est parcourue par il cryrant statie . ::
1. Quel est le champ magnétique B p,p, (M) produit par lc coté Py enun point M de son piaT AT
Le point M est situé  une distance r de PP ; .
Z. Em vous servant de la symétric de distribution du courant, donner \*orientation du champ Meg”
B (Af) créé par la spire en un point M(0,0,z) de son axe (0z). :

3. Quelle est I'expression du champ magnétique B (M) créé par la spire sur son axe (0z) & une dista
de son centre O. On exprimera B (M) en fonction dez=0M, actl

% En déduire 'expression du champ H(D} au centre O de la spire Py PPl

< La spire est déformée en un polygonc % N cotds, plan régulier inserit dans un cercle de eenie
ravon R. Déterminer I'expression du champ (M) au point M(0,0,z).

6. En déduize I'expression du champ B (M) créé par une spire circulaire en un point M de son e

A
~xB17

’5':’1&‘-" M

Figure 1

Exercice 2 (8 pis)

Une sppre rectangulire NIOK, d'aire S de largue T —

rue ot ur Courant d'intensité L L spire de centre O, mobile s h‘:: | oupuenr RN =« QF = bhestp
eot plucte dans un clinp magnetgue unlone il Bl 3 lemwent atong de sony e LN

1. Comment appelle t=on la force quin'exerce sur chague u’::ﬁ de 1” "

2. Déterminer les forees fou el ff’ (qui sl exercent Il..'h-[ll‘n.'h".'-.‘llh':ﬂ AP -

3. péterminer 168 J01een frn €4 pg quis'exeicent respectivene s COLES QR et NP de la spire.
4. Caleuler l¢ moment tles foree: de Laplace 175 R rappont e e eatds RN et PO de daspite.
5. Montrer (ue PPEGAA) entonction de 1, 8, B et @,

* ) )
Vg = ot AT
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Examen d’¢lectromagnétisme 2018-2019

Session | :

1) Quel est le plan d’antisymétrie de cette distribution ? -
Tout plan contenant 1'axe (0z) est un plan d’antisymétrie pour o disisibitio de

courant.

2) Plan de symétrique
(yox) est un plan de symétrique pour la distribution de courant.

3) B(m) =£2

= i
B(M) = %sing(a) e,

4)

g Hol _

BO) =7ge
Exercice 2 :

sin®(a) J—; doe,

bt

1) Donnons 'expression de dB(M)

dii(M) =

ol dln PM
4 |[PM]|

®

2) Donnons I'expression de dl et P dans Jq 1

dl = dye,

G
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)

PM = PO + OM = —y&, — xé,

3) Déduisons le champ magnétique B (M)

dl APM = dye; A (—y&, — x&y) = xdye;
x

Y dy %
t = — = —_ = — =—q
LRl dy (cos?a) g (cos? a) %
— x = 1 33 _ (cosa 3
YT M (PM) ===

3 3
= - ol x® (Cﬂ}'ﬂ’) —_— _ﬁﬂ]l dﬂf?
dB(M) = 4w cosZa da x 2 4mx GO9Sk * @
Le fil d infini,

s B SRR TR i
Done B(M) = — (‘_I'E‘(msadrx) e,

: Hol _,
B(M) = Pl

4) 1l s’agit de la force de Laplace. "
5) L’expression du champ magnétique B;.

6) Oui le champ magnétique en tout point du segment est uniforme car By

7) En déduire les tbrcesf{ et f3
AD —1be; A| ——a%

= = e,
fi = 1,AD A B (M) 2?{(5,_%)

i b 1
h= %E;Ilfz ___(R—%)

1

- 1
B = iyBhs (ﬁ'{?--:f))
Haly

f: = J’zfg A Ez(MJ ou CE = bé—)" et E’sz) = zniﬂ—% €z

/ bHﬂ .u{.l"rl E’:
=L bg AN—7 @
/2 e er(f?—'z-
_.  Hob i

3)
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o !
o 2mx 7

Déterminons Jes forces f; et f;.
dfs = Idl a B,(Mydl avec di = dxe,.
= hLdxg At

= tolyls dx
dify e LR
2n x

}-‘3‘ - __Ju-nhfz fﬂ+%d1'

2w @ ?
B3

(14
— Waly R+

2w R—%

L1
- — R+_
De méme, f, = —E%ln( )

9) La résultante de f
f=fith+fi+fiorfi+fi=0
f=h+h

uobii I, 1 1

T \E Y

10) Cenditions de rapprochement du cadre vers le fil.
Le cadre se rapproche du fil si 1,1, > 0.

Donc le cadre se rapproche du fil & condition que la force de résistance f <0=
I1; > 0.

Exercice 3 :

¥ .
2R, . !R\¢ 3

1) Donnons l'expression du champ magnétique B,

79/11/2022 ***EQUIPE VALIDEUR LMp**x
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H.F. = Hﬂn"'le_z.

2)

3)

4)

Déterminons I'expression du ©,,,

0y, = f B.,dS, = BS,cosaoua = (&,.7)
Sz

@y, = pgnlynRicosa

Inductance Mutuelle Ly,
g By, uenlymRicosa
4 B

Iy Iy
Lyy = pyn wRicosa

Déterminons e(t)
do(t) —d(ugnl, R cos(wt))
H(E) = = = -
dt dt

e(t) = ponlywREw sin(wt)

; 1yREw sin(wt)
() == = i) =

Calculons 1, R
Ona: i(t) = I, sin(wt) ; par identification

_ prondyREW
Jllr:'l - R

I =7

«x*EQUIPE VALIDEUR LMD***
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Correction 4:'|‘Eh:c:tr{:mmj;n|:t|5t!t¢__--——--5“-“s

Exercice |

1) Premiere méthode

i s |2
pi- &l
i

_____ 8- @i
e - @F
=

dlaF

Posons = m puisqug § = wh
e rE

Etque dl AT = dLr sin(dl, )2, et sin(dl, ¥) = cos6

AIorsB—— Ech s0é, D
l e
Dnatcosﬁf=§::r=$et!=ptgﬂcartgﬂ-‘—;:"ﬂ ms?i@?ldllg
D’oi (1) devient § —-~ m‘: 3Ec°:39casf?§¢.
" ,HFJEZMSE
B= .dAé
rees 3 dd e,

= ;
= —[sinBy — sinf] €y

Et puisque le fil est infinie alors 8; = —6,d'oll

)

E %L'I condisbonr

3) Le champ magnétique est non divergent.

Preuve : calcul la divergence du champ magnétique & partir du champ ¢réé par un courant
volumique.

B(M) = J;A—de
divB -—j’_fj’dw(;.ﬁmj)d

29/11/2022 ***EQUIPE VALIDEUR LMp=x+
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On rappelle que

(div(an b) = b.rot (&) — a.rot(b)
PM 1

\ pps - —9rad (PM)

—y

. (- PM PM
ehit (j A PM3) ] ror(j') —J.rot (PM:')

Comme le vecteur densité volumique  est uniforme au point P, 70£(j) = 0
ar ailleurs —J. 7ot (':%) = —J.rot (m (ﬁ)) =2
Done divB =0
4) Sachant que Done divB = 0 et que la divergence du rotationnel d'un champ vectoriel
est nulle, on en déduit qu’il existe un champ vectoriel Arpmsdpotontiel devecteuste
que : B = Fot (A)

Lyercice 2
1} Calculons Bye et Bgy au point O.

_",.
€y

5 &

1

A 3

Ona: di/fP@ = By =0
dl//PO = Bgy = 0

5} Caleulons Bep(0) et Bon(0)

2_
L
Bovn
po! di APO
cfgp(o} EI'I" P03
H? £
{”{\Flﬂ'—.-di PDS'n(f ) 'Y

rH A PO = —dl. POcosga avee el = dz

151
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g !
Alors By (0) = m g o P::;? cos(a)é,

a
CﬂS(CE} =— PG = a
':U cosa
tan(a) = o= 2 =a.tana
a
L'fz e
ot a da

Dot Bey (0) = Jj”; & % 88y cos(a)dady

';-U' cose :uszrx

Bon(0) = -"“—f Cus{rx) daé,

Bon(0) = "E[—a- [ancc]gé'm

= 1

Beu(0) = —-%sin,ﬁé@

B gl a

Bl ==t 3
w0 =—F2 L,

= I
Bon(oy= -2l _g _ Vo,

o A o
42ma ©  Bma ¢
Par symétrie, By (0) = r”“’*lp

3) Ona:DF =2FG
= E:"';IIJ'F"U-]) = ng{:{a)

o V2ol
BDF{G) —— 4?_“: ew

4) B(0) = Bac + Boy + Bop + Brg + Bow

Exercice 3

1) Premiére méthode

-

7
2 4
R e - &
S - o
I
Posons ¥ = PM puisque B = _I'-:';"1

Etquedl A7 =dLr sin(ﬂ,i’)é}g et sin(dl,#) = cosd
Alors B = —f —ur.'asB é, (@

Ona: msﬁ——=&r+~——el£-prgecartgﬂ-—=>n{,_r_. de
cos2 @

2
_ el g cos* @ 5
D'oi (1) devient B = 2= [ —— o cosOé,

29/11/2022 ***EQUIPE VALIDEUR LMp*=+
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gl (Pcosl
e —— 48,

] — “"‘l = + -
= = [sing, — sind,] é,

Lt puisque le fil est infinie alors 6, = —6,d'olt

Deuxiéme méthode

Daprés le théoréme d’ampére ona:

)L Bl = Iu{,z.* =gl

Or§ Bdl = B.2mp

1Yol B.2rp = pol i Pl
i & b s Fid

gl ¢ 48
HEss --——2 t F 1

o | !
- l ‘ ;
Suil ' d

I!}'_ﬁlnf-. M £
C 2mp “e

2) Répresentation (Voir Cours)
3) PourpzR

I=| j.d§
i)
Orf = fyR,;
I dS = dSE,
Doal = fES}juci.S'

Avee dS = SR?dg
! =fo ds
(5}
1 2
/ :Jl'uf ER dt’.ﬂ
{5)
21’:1
| ::jnf —deqﬂ
L 2
2n

1
! —_‘———Rifu d‘;D
2 0
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1
a8 = —p2
5P de

Etas = dsé,

YTt 1 2
DO"thﬁhpz%"d¢
Int = Efnﬂzzﬂ'

Int = Jop?n

=y ; ,
Orjo = wgz €4r on avait trouvé precedement que | = nR?J,

Donc int = -iz-_pzn
z
=J(E
.f?tt =] (R)

4) Composantes du champ B
ap<k

Dans la base cylindrique 5.8, €,
ona:

f,=0
EWZHELI:E d’aprés I"expression de B vu dans la question 1) .
£z=0

= Int Z
done B = #e/nt = Mo (E)
2ne E,P 2mp I R Ew

ap=k
Dans la base cylindrique é,,€,, €,

— ﬁ#=ﬂ - lﬂpﬁu
B l’?w:'{ml =B ﬂ‘gzﬂﬂlﬂﬁ

inp n
fra=0r fi,=0

5) Les composantes du potentiel vecteur A,
Pourp € R
Nous avons ccci 7otA = B
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Comme I"expression du rotationnel en coordonnée cylindrigue est :

1|24; &
I n{aw 3zlPAg]
rotd = Ay day
T
2 24
p[ﬂp{p‘q*} aw]
._l[_a_"ﬁl
— '
votA = | 5.7
e
LEn fait,

Nous savons que : AA = —pyf = —ptofof,

On remarque que : A, # 0
A, =0
A, =0

Ainsi A = A8,
On vient de montrer que A = A€,
\ . DA
Dou—=2=10
dp

Par conséquent rofd = _EE"J
u.F
Duone
T L . _ HofoR*
rotd = — a—;é’w = Bpé, = 2[:0 éy
T
dp  2p
= | .Hafaﬁz EE"
ST g I
RZ
= A, = -v'u—uj-;—ln{p) + cste
Pourp = Ronad,(R) = Azz
U™ PR S i e
— 2;!]’_.!?2 + 0 Rzz
/
= (5te = —%+ ﬂmr;——lrl(a‘i'J + Ag
2
HoJoR® | HoloR
= pste = — n; + 5 In(R) + 4o
RE 1

cste = #w’; [-—§+ iﬂ(R)] + Ap

Donc A, = _&;J?nﬂ_i E’ —In(R) + |ﬂ(‘P)] + 4

- EF R |

Ay

we*EQUIPE VALIDEUR LMD***
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Cﬂ[’?‘?}_[:j =-_E£* - =
(4) ap S0 = Byéy
dd, = - FlP *
2nR-
ol
=4, =11 2
z 4rrR:ﬂ + cste

Pourp =0 ona A,(0) = 4,
Done 4,(p) = —:Tﬂ:f';pz + Ay or puisque f, = —

nR?
A;(p) = *%Eﬁz + 4,

.4;,=.-1{|,,:{]

Pourp = R
% _ HoJoR?
dp  2p

En effet

rotA = B

En coordonnée cylindrique

34y 8

e D{Ew azip"wl] &

rotAd = d4p a4 = |_34;

ax a@p ap

IETASRCT) L
P[ﬂ'p(p"‘"‘ ﬂw)

Card=A8 = A =04, =0 %_
z€2 o i ' 0 0
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CORRECTION D'ELECTROMAGNE 2021-2022 SESSION 1

QUESTION DE COURS

1 = Plan de symétries et d'antisymétrie ra: -

1, - —hy
»Le plan (XOY ) est un plan de symétrie pour i '_-—T_{ _]
cette distribution de courant 1y L 82 i
) t et VI |
" Les plans (X0Z) et (YOZ) sont des plans aT}:‘? ) '

d’antisymétrie pour cette distribution de courant

|
b — |
2 = lnvariance 3 i |

Cette distribution de courant est invariante par rotation discréte d'angie%autour de I'axe (0Z)

EXERCICE 1

1 -Déterminons le champs magnétique . Bpypz (M)

H’g.f iu2 mﬂu;m,l.p
r};uiﬁ”— Ipl‘PzT

| = d2'U, et dIAU,y = dz'U; AU,y = dz’sin(U,; P,M)

s _ kgl rp2 dze sin( U :PaM ) —— g i
T M
Pour effectuer ce calcul de 'intégrale, on introduit le
parameétre angulaire
b= (W. MPzJ et sin(?:f;'; PZM) = Ccos6@

I 1 cos’é 2 =
cosl mem = ote =S el LanB- =>dz' = —-d@
,uql r a cos’@ Aol
'-,au;z{M) =] IE-sTB’mS el i
’JJJE{MJ = Jr cosé. dﬂu = {smﬁ'z —Slnﬂi}u i =— ESH]EZU ocar 31 = .-..-,EJ'
" a!" ] B oMol a b
siny =22 = ——ﬁ ; Donc By (M) = m o Uy
=) () +?)
5 — Orientation du champ magneétigue F(M)
Les plans (XOZ) et (YOZ) sont des plans d'antisymétrie. Le champ
appertient a leur intersection donc B(M)est
vortée par I'axe &. B(M) = B,(2)¢;
0) = 2V2E e
3 — Montrons gue le champ au centre O est / () = ol
Le plan (XOY) est un plan de symétrie done le champ lui est normal B(0) = B,(0)e.
*++xEQUIPE VALIDEUR LMD*** 157
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p— o
dB = Lol _Hiyee = - Sy ou PO sogaey — SINQCy
Pt didid dl = dxe, o= (P1 P ;u)rm W WS L
i
— — a o = ————da
INd = —dxsinae; tana=— =>x= =3 2sin‘a
; 2y 2taner
i iy * id % el
_.a 1 _ 2sin s I ahm") ™ sinae
sing=— =5 1L _2siha _ ! (____ = SIN Oy
ro 6= donc dByy,(0) =70, L
B (G} fgl e ! 3 m T T
- e ~— (L ST h
pip2 Sl Sinadoe, = _(— = : *)
ima E e T t f-‘r )
J - i
- .L-'J,||! '
Bphypa(0) = 2 ot r N 2
e ;2( ) 2 'ma :

B(0) = 4B,1p2(0) done B(0) = Zﬁ%'ﬂ

’ | - =4
4- 'expression du cham M) crée { [ 1ur son axe (0

“r

- ey =l ¢
B(M) = 4B,,,,.%;" donc B(M) = 4B cos g, avec cosff = ';LT etr = (22 + (—) ) iz =0M

a a

B(M) = 41%.(
2 11;2 =
En remplacent r = (:::z + (%) ) dans B(M)

Iﬁquaz -

on obtient : B(M) = ——=="m—s;

5 = l'expression du champ B(M) crée par un polygone i N cotés

PiPy
2P M

o gl . .
Bpipa.€; = o Sinf; cos f Avecsing, =

2 P1M2=R2 +22

. i
SN =;—Pz

e = = L rt r > ¥
=> PP, =2Rsina oua == Dol PP =2R SIH%

2R slnE

Doncsinf, = —&
27 antezt

y R cost
r? = HO? + z* onobtient cosff =

Ricos2® a2
cog N'Hf
R rosmain T
R msNBmH

—— . il M
N on abtient : E(MJ T '[zzmzms!i-)ﬁﬂ_ﬁ €z

6 = L'expression du champ B(M)crée par une spire cireulaive
R

- . I . i
Pour une spire circulaire N tend vers l'infinie alors sip -:- =

— _ pgNI "15' —
Donc B(M) = an (AR REVRE 7T O
= .unf I 4
B(M) =___(_____) .
29/11/2022 ***EQUIPE VAI TRE1n 1 am - .

@ +r2) " 2(n+ (§) "

&,

_ HO Ho
oSﬁ'—T et Cosa === =>HO = Recosa => HO = Rcos>
s~

enremplacent dans B

pipz-€; eten multipliant par

n n
r et ms-ﬁ -
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Vi reconnait le champ crée en un point de son axe par une spire de courant de centre O et de rayon

hparcourye par un courant | Ve sous ['HHEJE i ﬁ'EjJtu'S M avec sin P = ||"‘R1' Fi
+#

1- I s’agit de la force de Laplace.

2: Calculons la somme totale des forces
,|r-|, - !;]lrlzﬁg = a Et }I_{ = ;.‘I{-’I;ﬂE = a

— =

fo = 17,4308 = —laZABi = —laBy

La somme des forces est nulle,
3 -calculons le moment des forces de Laplace
Ty = MAB avee M = IS moment magnétique
Ty = ISBsin(it; ))&, = —ISB sin 0;

4 - Mantrons que £, = —M.

La spire tourne d'un angle d@ autour de M, .le travail élémentaire du couple de force est :
OW = Iyd# = —15B sin@df = —d[~iSB cos ]
Un définit une énergie potentielle par:
dE, = —6W = d[~ISBcos8] => E, = —ISBcos => E, = -M.B

5- los valeurs de @

2 |‘équilibre% =0 =>[5Bsinf=0=>sin8=0=>8=0008=m

++xEQUIPE VALIDEUR LMD*** 5
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Examen de Méeanique des systemes
Année académigue 201872019
197€ session
3h

Faereice | 4 points

i S R == ) e 11401 RN
Dans un repére (0,8, 7, 7), on considére les trois grhissers ol finis par les et

Uy = (L0, 1) dorigine A(1,0,0):

Ve = (1.42) derigine 8(0,1,0);

Py = (A ) dorigine €(0,0,1).

Soit [T] la somme dex trois glissenrs,

1. IDéterminer UL. I, 'L') pour gue [” s01l un Ct!l:lph.' el Lronver son moiment

2. Determiner la relation doit lier A, ety pour gue 1] soitun sfinanir @

3. Dans le cas.on (A, 1, v) = (=2; =2; 0). trouver les et dh Uine conte |
peut-on dire de la direction de axe central.

lixereice 2 8 points
L systeme D étudic, estun disque homogtne Dy de centre dhmete £ de neen !

2 : I
M dont on a 0t un disgue 1Dy de rayon Em de centre d mertie O Lanaenl e pranaie,

Le repére fixe Ry (0, Xy, Yo, Zy) cst orthonormé direet of 1¢ replre R((, X, v 7)
systeme D, avec Z = X Ay cl Z = S
On note 8 = (¥, %) = (¥, 7).

et e o

l.a) Déterminer la masse M’ du systéme 1.

h) IEn déduire la position de son centre d'inertic ¢ iy I replre R
2. On rappelle que le moment d'inertie d'un disque homaogene 4
rapport @ un axe passant par son centre d'inertic (' ¢ orthogon
homogéne) est | = %maz. '
a) Déterminer Je moment d'inertic du disque Dy par rapyor 4 e (6 5
b) Déterminer le moment d’inertie du disque D, par Ripport § l"-,r -k- (r‘"- i)'
c) En déduire le moment d’inertie du systéme D PAT tapport 4 1,:1 “’.' /\‘;

e (6 7

te rayon e et de musse nr
alan plan dy cisque (plen
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i Ky
{ sustenmwe TY roude sans phisser sue un plan horizona)
lontrer que le moment cinetique du systéme en € est

D b
d{l‘r, ”;’.Hn} = ;j’:r: -"f.‘l‘zﬁ?:i

‘ ‘I.EJ_u'_l_l|.l'_E R S points
stlere ST . . HL3 3
phere homogene (8) de masse m, de centre C et de rayon b, se déplace sur un support

JEITUE (S fine de rayon R de centre O. On supposera que la sphére reste en permaneace
: t:HHCI avee le support evlindrique. La position de C est repérée par un angle ¢ avee la
Sl et L ratiion de fa sphére est déerite par un angle ¢ entre un point fixe de la sphere
sverhicale {vair [il_{un_:], .
Phcre et ichée du sommet du eylindre (8 = 0), sans vitesse initiale ; puis elle roule sans
wrduedtd @ = 0, Onadmeltra que le mouvement de C se fait dans 1un plan (x0:z).

1ol est e vecleur instantané de rotation de la sphére par rapport au repére lixe

S Z) {.J
Jiterminer le vecteur vitesse en C de deux manieres ¢t montrer que (R+b)0 = b¢. Iin

1o expression de ﬁ(SjSQ) en fonction de R, bet 8.

- .rminer les éléments de réduction du torseur dynamique en C en lonction de R, b, i et
Jes théorémes de la résultante et du moment dynamique & la sphcee.
I’équation différenticlle vérifiée par 0(t) peut se mettre sous la lorme

7 i .

g[lt +b)0 0 = gsin0 0.
précédente ¢l déduire, les expressions de la foree de frottement (foree
[[T]| sur la sphére et de la composante normale [IN]| de la réaction

,-,IJJJII{;UCF
Sluntrer que

cearer la relation
s uee au glissement)
.dre sur la sphere, en fonction de m, get 0.

atrice d'inertic de li sphére esl
| 1 matrice dine | e 2
](C-:R') =10 A 0 avec A = F mbe,

0 0 Acuye)
2022 #++EQUIPE VALIDEUR LMD*** -
g1l
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EXAMEN - LICENCE 22 177 sessinn
Mécanigue des systemes
200192020

=4

gy =
&

Annee académique
Durée : 2h00  2)

; rotces 1 ¢
(Cette épreuve comporte dous pages numett

Exercice 1 (4 points) e
Soitun quart de disque de rayon R de centre O et de masae R
surfacique non uniforme g (1) = @ r. w ce aune conslante )
positive,

D) Calculer la masse m du quart de disque. . :
2) Caleuler son moment d'inertie par rapport a un axe perpendiculaire au guart o
disque passant par O en fonction de R et m,

Excrcice 2 (6 points)

Dans un repére R(0; 1, J, k)orthonormé et direet. on considére les torseurs [T,
dont les eléments de réduction au point O et au point O° (0, 1, 1) sont respectin
[R-;. MIU] et [Ra, MZU"] definis par :

—(a+ 1) sina)

] cosa —a sina . COSs
T1(0)] = {sina  acosa | ¢ [T,(0)]= B sing —(a+1)cose
0 0 0 cos H

ou a ¢t & sont des constantes réelles.

1) Préciser la nature des deux torseurs.
Determimer I'équation de I'axc central de [T] et en déduire le moment fW'W
point P de cel axe.

3) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles l¢ torseur [T] = [T)] + [Ts] e~
glisseur. :

4) Calculer le co-moment des deux torseurs [ T] ¢t | Ty,

5) Trouver I'axe central de [T].

Exercice 3 (10 points)

On considere  un - reférenticl  auquel  est gssocic lerepire  ortha |
Lo ot v " ) A anadrme e
Ro(0; Xg, Yo, Zg) vis-a-vis duquel on éudie o MOUVEIIeNt du sysieme S it
ANy i A

—

constitué:

¢ d’une tige T infiniment mince. de misse neeliveah|e

- ¥ - 1-1' ;h‘ YT 5 By
E ¢t dont P'une des extremites et lige 4 | longueur 2R, de mi'

i "IN OF . 4 ; i
L P F ‘A point b HTRE
OA = RZy. La liaison en A est ielle que T T—— | \ det

de Ryg. NEFautour de ce point vis-i-
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* Jd'un disque D de centre B, de rayon R restant en contact ponctuel avec le plan
I1(0; %o, ¥0). Le centre de D ost lié & 'extrémité libre de T et la liaison est telle
que T reste perpendiculaire 2 1. ce dernier pouvant tourner autour de AB. On note
L le point de contact ay ee le plan £ 4 Minstant (.

Pour repérer T vis-d-vis de Ry oninwroduit la base orthonormée directe (&, B, Zp) avec !

—

A

=}

U=

D3
=

“Ea pase

L) = (%o, %) = (¥, 9).

D¢ méme, en considérant un ponn P lié A lapériphéric de D, on introduit la base
arthonormeée directe (d, W, Z) avee

W =

=g

SEO pasg

0(t) = (B.W) = (Z,,2).
Bans lout ce qui suit. les résultats veetoriels seront donnés, projetés dans la base
0, ¥, 2,),
L) a) Déterminer les éléments de réduction en E du lorseur cinématique associé au
mauvement de T vis-i-vis de Ry,
) Déterminer les éléments de réduction en B du torseur cinématique associé au
mouvement de D par rapport i Ry,
2) On suppose que D roule sans glisser sur 77. Déterminer une relation entre 6 et ¥
aduisant ce roulement sans glissement.
3) Calculer 3(B, /Ry) 1 8(8, B/Ry).
4) Caleuler I"énergie cinéligue E.(Z/Ry).

L donne ¢

!

Matrice dinertie du disque de rayon R ;I
mR#[2 0 0 ' i

)'H[DJ = 4 0 1 0 |

0 0 1 = o base(i.- -

e

| 1/2022 #F*EQUIPE VALIDEUR LMD#**+
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EXAMEN DE MECANIQUE DES SYSTEM ES

SESSION 1

Durée: 3heures

Exercice 1 (4 points)

B e : TR '
ans un repére orthonormé divect R(Q, 7. . k). Oncat 1

vecteurs V (M) dont les composantes sont définies en fonction des voordontt

(o 2) e AL [par:

widere le champ de
O

Vi=143y—1iz
Vy= =+ 2: oft t est un paramétre véel,
Veo=24te =13y
1) Caleuler le vectour ?(M} an point €.
2) Pour quelles valenrs de 1, co ehamp est antisymetrique
3) Pour chaque valeur tronvée de £, déterminer les éléments ¢
torsenr (résultante et moment en €3)
1) Décomposer le torseur associe A T?f.’i” on nme sommie (dan couple et dFnn
glisseur dont on précisera les elements de réduction.
5) Déterminer la position de 'axe central du torsenr ponr /

lee reduetion du

ol f =2,

Exercice 2 (i points)

Un solide (8) & la forme d'une plague triangulaire homogene d'épaisseur negligeable,
do masse m, ot de cotés AB = AC = av2. BC 2. Ot est un roel
strictement positif. On appelle 17 le milion do coro i,

Soit (Hy) = (H:; X. V., Z) un repére orthonormd lie a (S) tel que (X ) et (1Y)
sont confondus respectivement & (1 C) et (H.A) (eoir figure).

1) Déterminer les coordonnées du centre d'inertie € du solide (&) dans (7).

2) a) Montrer que la matrice d'inertie du solide (5) en /1 dans le vepéve orthonormd

M 0 0
(Ry) est dela forme [Jy])= |0 N 0
0o 0 P

oit M, N et P sont des scalaires que l'on détermincra en fonction de n oot de o
b) En déduire la matrice d'inertie du solide (S} en &7 dans le vopire orf lmn::rltm"

(Re) = (G: X, Y, Z).

3) Quel est le moment d’'inertie du solide (S) par rapport 3 In droite (An)

¥ ¥
A A :
d i .I1 o
/ Y .. 2 g
L \ s,
£ . -
e - Tl
e w &£ TRL = L_._._
=2
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Exercice 3 (10 points)

O considere | SVELOIIe NG
(C) Le planvan, oo
e o vitess
< ale migisse gy,
Le exlindye

niis | composé d'un plateau (P) et d,un eylindre

k== LTEY SR 1 1 s =

e :~IL th l}:l anhné d'un mouvement rectiligne horizontal et
b ald y ¥ 1 n]

0 Leeylindre (C), place sur le plateau (P), est homoggne

e ravon o ot son axe es i
e g ; xe est perpendiculaive an ve - vitesse T
estmitialement imobile ‘ A Poabiie 1

e applique an plateay e
lorees de pog

b
par rapport au plateau. A linstant + = 0.

N foree F de freinage constante. La résultante es
coetheiont 1“ |rlnn du platean sur le ovlindreest # = T 4+ N _.?u (N >0) Li
UL de frottement do plissemes vl ‘ o
N —.‘lh--Ehm ment du plateau sur le eylindre est Lo On
e ult s due da byl le ropire fixe est par ‘RGLG._S’H.?n.?n} i
- ;i ;| platemn Le eemtee ¢ du evlindre est repérd, par |'.;|1:1}0rt d Re
H G =y e = " - i initi : :
e vy _f = .-'\' ‘= 0 a Pinstant initial (t = 0). La rotation du
|;-||- ek :al reperee par Fangle # tol que 8 = 04 ¢ = 0. Le mouvement de {P)
ar i WL an yepipe sEorepéré par X =
3 !“i 1_;} terepire Ry ost ropéré par X = 0G avee X = 0 pour ¢ = () et
=4 L1
Dans tout o proble i
iy * probléme, on considére que le eyli ; i :
- ns q ylindre roule sans glisser sur le

1) a) Faites un schima montrant les différentes forces agissant sur le systéme.

L) Préciser la condition de roulement sans glissement du cylindre sur le
platean.
2) En appliguant le PUF.D dans le repére g au cylindre seul, puis an plateau
seul, donuer les dquations différentielles qui végissent le mouvmnent:du systéme,
3) Trouver la relation liant ¢ et X. En déduire que ; z(t) = = B8

3are 4 iy

4) Exprimer X (f) en fonetion de 55 oy m, g et £ Trouver l'instant £, correspondant
i larvér du plareau,
3) Sachiant que fe plateau vestera immobile pour ¢ 2 ¢, donner les valeurs de la

force de frottement T et de 'f'}[C';’R;;].
G) Quelle est la nature di monvement du eylindre pour { = 1,

#+*EQUIPE VALIDEUR LMD***
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EXAMEN DE MECANIQUE DES SYSTEMES
SESSION 2
Durée: 3h00

Exercice 1 (4 points)

Dans le repére RL(J".T- T T} soient A(3.0.0) ot B(=1.2.1) denx points el
]Iﬁ']‘la(‘{‘. Soit T} un champ de veet s déefind par:

MO = (1. 1.4). M(A) = (L. 1.1). A(B) = (2. - L)

11 Montrer que Jl_:" est un champ antisvmétrique. .
2) Déterminer E‘; résultante B du torseur associcau champ .1}1
3) En déduire M (P) en tout point P(r.y. 2) de Tespact.

1) Déterminer 1'axe central (A) du torseur, et caleuler M sur

(A),

Exercice 2 (8 points)

Soit Ro(. 7 4. To. Zo) un repére orthonorme divect. Une tige rectiligne -1 B_‘E“
longueur L. est mobile relativement a Ry de maniére que .1 s¢ deplace sur O
et B se déplace dans le plan OF o7 (figure 1). On suppose que le montage
perniet pour la cote de A des valeurs positives et négatives. et que B ne vient
jamais en . On note R, (O, #. 1. Fo) le repére orthonormé divect tel que i
soit le vecteur unitaire de OB dirigé de O vers .

On pose BA = LZet T=T1A7Z.

1) Justifier le fait que la position de AL relativement & Ry est déterminde par
les angles a = (7. W) autour de Zoet 8= (To.T) autour de 7.

2) Calculer ﬁfﬂﬂﬁ?—n] par ses composantes dans .

3) Caculer T?:’A/’R"}. (B/Rp) et F}(Bf’ﬁ’,l) dans R .

1) Retrouver V (B/Rq) en utilisant la composition de monvements.

5) Caleuler les composantes dans la base de Ry de Faceclévation absolue de 13,
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Exercice 3 (5 points)

On cousidere une tige (1), homogene, de masse m, de longueur 2« et de centre
dinertie G qui glisse sans frottement a Pintérieur d’un annean (A) circulaire de
centre C et de vayon r (Hgure 2). Tout en vestant dans le plan vertical (2Oy)
du repére Ry (0. 7. 7. 7). launcau roule sur Paxe Oz du repére R avee une
vitesse angulaire angulaive < constante. On désigne par, § angle forme, a
chaque instant, cutre los veetours (-_} et CG; x 'abscisse du point C sur 'axe

—
( :lr: 7 = =g le voetenr aceelération de la pésanteur; T le point de contact de
Fanmean avee Uaxe O et (7. 7. ) une base orthonormée directe lide & la tige
(EF).

On pose GC = L7 avee L = Vi? = @2, E‘E‘ =il et Ef‘t =ruy.

L)Montrer que Sift‘f—‘j‘R} = 07 et calculer ?I{G’]‘

2) Caleuler le woment d'inertie J de la tige (EF) par rapport & son axe G7Z.

3) Déterminer le torseny dynamique de la tige (EF) au point G : [m F(G), 8(G, EFIR).
4) En utilisant le théoréme du moment dynamique & la tige (EF) au point C,
montrer que une de ses équations dans le repére R s'écrit:

i/ [I,T—J-jr- + reosf+gsind =10

11

5) En utilisanr le théoréme de la résultante dynamique, calculer les réactions de
contact ﬁ;g vt ﬁ;.- aux points E et F.

LT
L=l

-
-
T
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b2
L )

EAFRCICE 1:¢% points)
he TR 11 1y e P Mo ri W=
Hinirangle rectangle () de catés (@, b o) dont Ja masse surtacigl &

L Y (] LS ,‘;" " a{_‘ ,,-\'J = ﬁ[’ f—. I':rn = C.\'t«’?
1

1 -

LR domiame de 1S est e [P (:)fﬂ Sy<sh 0=x<Say, |

Daterminer I"équation de la droite (V\) et exprimer v <est-a-
GITE Ayen . en tonction de v w et b.

<1 Caleuler la masse m du triangle OMN en fonction de a. het g, -

o Culcaler les coordonnées (x;, v ) du centre de masse (7.

EXERCICE 2 : (7 points)

Pour metire en place un mat d’éclairage. on le souléve lentement avec un cdble de hissizs
parun treuil L. Le mat a une masse m (centre dinertie C) el le wible 1£8) est de masse nos

R0 v ¥, 2y) repére orthonormé direct relié a la terre suppose calileen

Xy

Iy Pour la configuration indiquee sur la figure ci-dessus,
le mat (Sg). Onnotera T > 0 la tension du cable, (f ¢ SONLdes vecio
SIS uniares

2) berpe Uequilibre (relativement a la terre) et determiner e cHOMs inconn I
OnUS Gui sol|

midt (la Jigison pivotentre le matet la werre en D ey SUPpPO
!

I
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LAERCICE 3 (8 points)
cuipe 1 demasse néeli :
o de masse négligeable. de longueur 2L, de eentre O fixe tourne dans un plan horizontl

Y l“:'tt"-"‘J'ZUJ repere lid o () 10l que Zy est asecendant dirigé vers le haut. Un moteur impose

+ viwsse angulaire w o= cte d latige.

R T 11 1 e S a QT | s T
Voaures tiges AP et BQ de masses négligeables et de longueur L portent chacune en lew
SHHLe respective /et O un point matériel de masse m. Ces tiges sont articulées en o ¢t £ o

sh e done tourner par rapport 4 la tige 4 8. L'ensemble forme le systéme (5).

-

T Ly T e e .
(.¢,.dg, 8,) repére lid a A8 1el que &, = Z.

de respectivement a 1angle entre BA et AP = Lii et § I'angle entre ABetBQ = Li.

Maoteur
= Yo
i €
wt er
wr =
Xg
g =g

S

[, (in considére dans un premier temps que les articulations en A et B sout bloguées ot
done que a = cle et f = cle.
o Déterminer les positions OP e1 0Q dans la base (&,, g, €,) en fonction de L. et

oo b déduire les expressions des vitesses V(P/Ry) et ¥(Q/R,) dans R,
o1 Ln deéduire la quantité de mouvement P de (S) en fonction de L, m, w. & et B.

i) Exprimer le moment cinétique &, de (S1) en O,

(4

3) Les articulations sont i present débloquées.

| aprimer P en lonclion de L. w. @ B.acf

| i1 deduire le monment cinétiyue dy de (S)) en O.

\ Critier que | on retrouve la question 1.d) lorsque a = cte el f = cte.

=

++*EQUIPE VALIDEUR LMD*** -
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EXERCICE | (5 points) . ‘hamp de vecteurs DM ) dont |
Dans un repére orthonorme direct R, (0; &;, ¥, 7). on consicére lc Lm_r .p
composantes sont définies en fonction des coordonnées (x, ¥ ) decvl pa : out € ™

W=143y—tz; v,=-3x+2tz; v, =2+~ Y,
1V Caleuler le vecteur B(M) au point 0.
2} Pour quelles valeurs de t. ce champ est antisymétrique 7 . : ceur en 0.
3)  Pour chaque valeur trouvée de t, déterminer les éléments de réduction du_ oo font on indig
+) Décomposer le torseur associé 4 en une somme d'un couple et d’un glisseur don
les ¢léments de réduction.
Déterminer la position de I’axe central du torseur pour chaque valeur de .

L
—

EXERCICE 2 (9 points)
Un solide plan (T) est constitué d’une plaque plane triangulaire, homogéne de masse m. de dens

surfacique dy et d’épaisseur négligeable. On désigne par G le centre d'inertie de (T) et par € le il

du coté 4B (Figure 1). On note R le repére orthonormé direct (C;%,9,2) lié a (T). tel que v .

colinéaire & A5, dirigé de A vers B, C7 est orthogonal a Cy dans le plan de (T).
Le repére Ry (0; £y, ¥4, Z,) est orthonormé direct, avec 07, vertical ascendant. Le solide (T) st lis -
C & I'extrémité d’une tige OC de longueur / et de masse négligeable. OC reste dans le plan 0%, v,

étant confondu avec ¥, La liaison en C est telle que le plan de (T) reste vertical et perpendiculaire

OC. On pose i = (%,, %) = o) et o = (Z,,7) = (w,3) et on donne 48 =2¢D = 2et.

(T) :[M(':)/J’DB =Y < Yoa ‘HSZEBJ-

2y

o B
]

Figure 1 : Solide (T) constitué d'yne Plaque plane triangyyire homoge
ne

29/11/2022 ***EQUIPE VALIDELR | mrens
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|} aleuler
Heuler Q(T /Ry) par ses composantes dans la base de R.
i Montrer que G a pour coordonnées dans R ; (U e 5}
3)
o Montrer que (C;%,7,2 L inci
| que (C;%,7,7) est un repére principal d’inertie de (T) et déterminer I'opcrateur
d'inertie Mg (T) en Cde (T).
i Déterminer 1Mopé - dh i
éterminer opérateur d'inertie M(G,m) au point C du centre de masse G. En déduire
Popérateur d'inertie M (T) au point G.

"1 Culeuler les moments cinétiques 6(G, T/R,) et 6(0,T/Ro)-

ENERCICE 3 (9 points)

Cnosolide (S) est constitué de deux eylindres homogeénes, concentriques, de rayons respectifs Ry et

/. < Ry (Figure 2). La masse totale de (S) est M, son centre de masse G, son moment d’inertie par

Lapport d son axe de révolution est noté J¢. Le solide roule sans glisser sur un plan incliné 'un angle
par rapport 4 'horizontale. Un fil inextensible et sans masse est enroulé en partie autour du cylindre

Jo rayon R, : 'autre partie est paralléle a la pente. On fait passer ce fil sur une poulie parfaite sans
s vitesse initiale. Le référentiel R(O; x,y.z)
bles : x(t) : abscisse

Lsse ¢t on y accroche une masse ar. Le tout est laché san
(o au plan incling est galiléen, On repére le mouvement du solide (S) par les varia

Lo U sur un axe paralléle a la pente, dirigé vers le bas ; g(t) : angle de rotation du cylindre dans

Hilixyz) 2'(t) ; abscisse du centre de masse G ' de la masse m sur un axe Oz ' vertical descendant.

Montrer que deux relations cinématiques entre ces trois variables cinématiques x(t).0(t) et 2'(t)

R 5 g + » Y
-—R—zjx = 0. (On utilisera respectivement I"hypothése
1

sont données par : X + R6=0cet 2 + (1

Je roulement sans glissement du cylindre de rayon R, ainsi que la nature inextensible du fil).

ide (S) et sur la masse m.

Faire un bilan des actions extérieures exercées sur le sol
et & la masse m. A-l-On asscz

Appliquer le théoréme de la résullante cinétique au solide (S)
nt des systémes étudiés ?

ons pour déterminer le mouveme
en G. En déduire I'accélération de G.

d’égquati
moment cinétique au solide (S)

Appliquer le théoréme du

—————

)

olide ($) constitué de deuX eylindres homogenes CORCENIIIQUES

s++EQUIPE VALIDEUR LM

Figure 2 : S
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CORRECTION MECANIQUE DES SYSTEMES

2018-2019
EXERCICE1
Vi = (1,0,—1) d‘origine 4(1, 0, 0)
V2 = (1.2,2) dorigine B(0, 1, 0)
Va = (4 u v)dorigine €(0,0,1)
Soit [T] la somme des trois glisseurs.

1) Déterminons (4, u, v) pour que [T] soit
un couple.

Pour que [’.1"] soit un couple, il faut et il suffit
que R =0

SR=V+Vh+V=0
=(3)+@)+@=o

= :+2:
v+1=0

Done [T] est un couple pour A = —2, p = —2,
etv=—-1= (4 u v)=(-2,-2,-1)

*Trouvons son moment : le moment du
couple [T]

M, =M, = 0AAV, + DB AV, +OC A
V; wp

=)+ )A@+ @)

I
e
=y

)+ (8)+(3)

Donc ¥y, _4'3; = Fg = (1)

=3
2) Déterminons la relation qui doit lier 4, g,
et v pour que [T] soit un glisseur

Pour que [T] soit un glisseur, il faut et il suffit
que R.M, =0etR=0;

avecM_],=ﬂTf;+§ﬂ_{ﬂ" doi R.M, = B.(M; +
RAOP)=R.My+R.(RADOP) = R.M,

< +*YALIDEUR LMD EDITICY

i [ e
<<Tout est possible a celui qui croit.>

t:l =
donc I'invariant scolaire de [T]es

RMﬂ"RM”

f.—_ﬂtﬁﬁ'n-mﬂﬂn

= (13) () =0

e

m-‘1-(;1+2)—(,u+2}—(u+!}=n

=0 |4J—.H“”+5=U J

¢ Rel=( pv)=(2-2-1

3) Danslecasou (A, u, v) = (=2 —2.—].‘5.
trouvons les éguations de I'axe central ce

(7]

-
=il
-
=]
=2
Il
s,
-
-
1
et
]
i,
ot
1.4
3
]
|

* Repére fixa Ro(0, % X0, Yo, Zg)
* Repére lig au systéme D est

Rce,x, ¥, z)
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Avec 7 :_fnj}et ?':EE

Un note @ = (%5, %) = (¥,, V)

1-a) Déterminons la masse M’ du systéme D
Ona:D=p,-D,

IF e
= M' =M —=M, orlesystéme est
homogéne doncm = ods = m = g5

= M =0(5—-5;) avec§ =nR%et §; =

()
== M = 2 _ (®RE
M =a(rR* = (=)

Donc M'= %cr?rR 2

1-b) Déduisons-en la position de G dans le
repére R

Le systéme D étant discréte, alors,ona;

N

erriﬁ:ﬁﬁMﬁ-M;GC' =0

MGC —My(GC+GC') =0

1
2) Soitl = Emaz

a) Déterminons le moment d'inertie de D/

i l'axe (G, 7)
on sait que 1z(G/D1) = 1,,(C) + M(CG) ‘
My oo
1;(G/Dy) = s MR? + M) *

=

1 - B 2
EMR +36M‘R

19 2
10600 = 3 MR

b) Déterminons Je moment d'inertie de Da/

al'axe (f"l Fz-')

ona:l(G/D2
n ¥ i' 2
_ -—-::Mz (E] 2 — M,(C'G)

= (1) + M (C0)*

<<Tout est possible & celui qui croit.>>

Done 1,(G/D;) = -%MZRZ — 2 M, R?
I(G/D;) = -3 M;R? or M=

1

M

= 13(G/D;) = —3s M R?

¢) Déterminons le moment d'inertie du
systéme D par rapport a l'axe (G, f]

ona:l,(G/D) =13(G/Dy) + 1:(G/D3)

19 41
L(G/D) = 3_6MR2 -ﬁﬂfﬁ'z

37
1,(G/D) = 3 MR?

3) Le systéme D roule sans glisser sur un plan
horizontal

*Montrons que le moment cinétique du
3 3? my
systéme en G est ¢(G,D/Rq) = EMREQZ

On sait que 3(G,D/Ro) = 16z(D)-5(D/Ro)

avec lgs@) = 0 by 0] et
g 0 I
0(D/R,) = 62 = 67,
Le 0 0
*lez(D)=| 0 lyy 0 =
0 1L(G/D)
lyy 0 0
0 Iy 0
37 2
0 0 E‘;MR
lee O 0 (
0 0 0
(G,D/Ro Y gt

a7 hat
Done |§(G,D/Ro) = 55 MR*0Z

+s*EQUIPE VALIDEUR LMD***
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E:}I-:_g_-'.nil _E‘f: = ﬁ = ME - Mzﬁf =
MzCE’ = a

= M_G_.l:- T Mza_c. = Mzﬁ’
& (M — M3)GC = M,CC'

= W
=

OrM =onR? et M, = %an’Rz =M, =

1
;M::»M=4M2

e = My =,
e AMy—M; e
_m—ﬁ._-" ""*I__E-t
GC—EMZ CC" avec CC' ===
= 1. 0
L= 6R =3 C'G_ﬁj
EXERCICE 3

1.a) Le vecteur instantané de rotation de la
sphére par rapport au repére fixe (0, x, ¥, 2)

= R0,%,y,2) — R (6 T T115) —
R(o, g, 0y, 27’ )

QS/R=¢ Ty

1.b) déterminons #(c) de deux maniéres

* 1 ére méthode

B(c) = /R = 2 (01 +IC)/R =
= (RU; + bU;) /R
i —
= TR +b)U;/R

S T 9
=(R+D)=*/R or L=

di EE_ EU—'
TR T

#(c) = (R+b)6U,

* 2e méthode : ici fi(S/R)= 0T,

D’aprés la formule de varignon, ona :

#++yALIDEUR LMD EDITION .

I i =
<<Tout est possible & celui qui crolt-=

or oC =

3(c) = (o) + AS/R) 108
(R + )0y

#(c) = (o) + Q(S/RIA 'r_?i avec
v(0) =0 et o€ = (R+b)Uy

5(c) = A(S/R) ADE

= 4T, A (R + b)U;

A=

— R+ BT, AT or Uy

-

Ug

B(c) = (R+b)0Us

* Montrons que (R + b)8 = bg

D'aprés la relation de roulement et
pivotement au point de contact/ ona:

Bc) =#(i€C/O)+0(S/R)AIC

B(c) =T, + A (S/R)A IC

=0 = #(c)= 0(S/R)ATC

5(e) = gbU, AU, Or U, AT, =10,

5(e) = ¢bUs  Or #(c) = (R + b)6i,

Done: é(R +b) = @b

:Déduiscns—en I'expression de
Q(S/R) en fonction de R, b, et

Pb=0(R+b) = ¢ =
(1+36
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Comme Q(S/R) = ¢;U_J:
QIR =80 +5T;

;. Alors

2°) Déterminons I'élément de la réduction
du torseur dynamique en €

en fonctionde R, b, 8 et §

a(S/R)y=mj(G/R)
Ona:  B(S/R) =%y

Avec d(S/R) |a résistance dynamigue du
torseur au centre de masse G. ona: C=G
= J(G/R) =J(C/R) =52 or i(c) =
(R + b)8U,

= (R + b)8Us
R ot (S)
*D'aprés le théoréme des moments
dynamiqu+ (R + b)8 == dung

= (R +b)Us + (R+

:IU;; df dlg e
;JJH i i Or % Uy

‘ = (R+b)dUg + (R +
}JJﬂEI‘EJ

J(C/R) = (R + b)(@Tg — 6%Tr)
sone  @S/R) =m(R+ b)iUy — m(R +
EJJQ:E

< G2(S/R) = Jo(s).TUS/R); avec Je($) =

A4 00
(UAU;AER.
0 0 A

0

(g ,?I g) (R+L)I
= /]
0 0 4 0

##*xEQUIPE VALIDEUR LM

1022

<<Tout est possible a celul qui croit.>>

fa+n]ﬂu—y- or A=§mb3

=A
To(S/R) = ﬂ (R + b)8U,
= 8.(S/R) = f%fhljn =2 R+

aau,.,,R

8:(S/R) =2~ (R+b)ET,

“m(R + b)8 Ug —m(R + b)§2U;
Conclusion :

[DES/R)) ¢ =" %mb (R + b)ﬁFy

A C

3-a) Appliquons les theorémes de la résultante
et du moment dynamigue de la sphére.

*D’'aprés le Théoréme de la résultante
dynamique, mj(G/R)e
ona: Bc(S/R) =M cext
*Systéme : la sphére
*Bilan des forces :
- Le poids P de la sphere P =myg
- La force de contact R R=T+N
Projection sur |'axe (C, g, U
= Pcusq_@,.],-.—* -TUg .
sinf Uy '
=R oext = B+R+R
= (Psinb — TYg + (—Pcost +
N) Uy
R o = (mgsing—T)Ug + (—mgeos +

U,

D_t LES
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T A —

Doctarat=

= Mo =ﬂf(§)+ﬁc(ﬁ)

iMcH(ﬁ)‘l'Hc{f]a-ﬁc(ﬁ)
avec hif{’:‘:)=n

Me(P)=0

=Mc(T)=CiaT

B_M Cext = ("bm A {-—T:I-L.F; = btﬁfl' A
6)

Donc M ¢ epe = (b TU)
*Egalité entre les deux résultantes

mj'(C,"R) = ﬁex;(;} =

-m (R-lr.:-ljlé?:-mgcc;sﬂﬂ (1)
m{R+0)8  =mgsing-1 (2)

(1) = N+m(R+5)82 = mgcoss
= N =mgcos6 — m(R + b)h?
= N=mlgcosf - (R+b)§?] (3)

*Egalité entre les moments

GT(S/y) 1y _ «
ot TR=M oy =2 R4 b)§ = b7

=T =§ m(R +
b)d  (4)
3-b) Mentrons que I'équation différentielle
vérifiée par 8(t) peut se mettre sous

la forme E m(R + b)d 6 = g sin(0)@

d'apreés I'équation (2) = T + m(R + b)d =
mgsin 6

. =T =mgsind -
m(R + h)i)

= T =m|gsing -

(R+b)d] (5)

0On 3
. wenyALIDEUR LMD EDITI
<<Tout est possible & celui qui croit.>>

) = (5) =7 (R +b)f =gsin®— R+

h)f )
2 (R+0)E + (RHD)=

gsinf ’
— (R+Db)E + (§+ 1) = gsin®
— 2R+ h)f 6= gsin(F)A

) "

4) Intégrons -}fﬁ' + b)ﬁé = gsin(f)f
= 1(R+b) [y 60d0 = g [y sin(@)0dn
= L(R + b2 67§ = gl cos 05

Soit — (R + b)8? = —gcos(d)  (7)

*En déduisons |'expression de “ﬂ] et HJ.-V"” en
fonction dem, g et @

(7) = 7(R + b)82 = =10 gcos 8

8'1 2N . lﬂgrﬂsﬁ'
T(R+b)

BN=N= m[g cosf — (R + b}S:] = N{ii
N=m [gcosﬂ + (R +
1 10
b)EH_-F_Ll]- .TQ‘CE}S HI
N = 10
m(g cos 6 + < gcos 6)

N'=mgcosg(1 410
-

Lid
N = —mgcos @

Una:?(h’+b)§=5§smﬂ = =

54 |
TR+p) o 9

Or T=mlgsing— (R +b)8] = ||7

1h& Mlgsing — (R + b) 5g sin E.l]
7(R+D)

FEXEONITIDE vins vt o
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Mg sing = 2 gsin ]

]

Mg sine(l —2;

Jone [I'==mgsing

«» #\ALIDEUR LMD EDITION 2023°°°

1 .
T
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1 IFJ N
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Sl :
. £ :l‘] ‘-‘ H @ {_.‘I‘
Cappurt Cylindrique ¢
£
. - 1
1] ‘\ i,
x
Hy
k yl.i L
y
t
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N
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Correction Mécanique des systémes Session 1 2020-2021

Excreice 1

0
I Le point 0 a pour eoordonnée 0 = (U)

0
——— 1
2

2. Equiprojectivité, on utilise les points 0 et M, tel que :

. - 1N #x 143y —tzy gx
V(0) OM = V(M) OM = (ﬂ) (y) =( 2tz — 3x )(}')
2/ \z 2+tx —tiy) Mz

St -2t=0=t=00ut=2

Le champ V(M) est équiprojectif pour t = 0 out = 0 ; V(M) est un Lorseur pour ces valeurs
de t.

0
3. Pcurt:ﬂona:ﬁ{t=ﬂ)=(0)
-3

—4
Pourt =2ona:R({t=2) = (—2)
-3
4. Soit les deux torseurs associésa t = 0 : [Cpletat =2 : [Cq]

Calculons pour les deux valeurs 'invariant scalaire :

I, =V(@).Rt=0)=—-620

L =V(0).R(t=2)=-10%0

Done les deux torseurs sont quelconques (ni glisseur ni couple) chacun peut cependant Stre

décomposé en la somme d’un glisseur et d’un couple :

(6] = [V(0),R(t = 0)] = [¥(0),0] + [0,R(t = 0)]

De méme

[6,] = [V(0),R(t = 2)] = [V(0),0] + [0, R(t = 2)]

1
couples : C(M) =V (0) = (0),HM
2
Glisseurs : G(M) =0+ R A0OM
5. Soit p appartient a Iaxe central du torseur, la position de P par rapport A 0 est donnée

Donc

parﬁ=ﬂw+iﬁ
AvecAER

—  R(E)AV(D
PourA=0,0F; = “R;“

0
Done pour t = 0,R(t = {:.):( 0 ) ;
—3

1
V(0) = ({]) on obtient alors 0P, = '—%f
2
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L axe central pour t = 0 passe pour pg et paralléle 3 R(t = 0) =paralléle 4 k. De la
méme fagon on obtient I'axe central pourt = 2.
L axe central pour t = 0 passe par

2
29 —4
_ 5 . =
Po = —35 | ctparaliélea R(t = 2) = (—2)
= -3
29

Exercice 2

I G(0,y6,0) car I'axe y est un de symétrie et G appartient a I’axe de symétrie. Ona :

Yo = Yatya+ye

3
B(—a,0);C(a,0);A(0,y.); v, = AH = a
A(0,a) y5 = 3 done 6(0,%,0).
2. Lesplans (H,X,¥) et (H, Y, Z) sont des plans de symétrie matériel. Alors le repére
(H,X,Y,Z) estun repére principale d’inertie d’on
M 0 0 M moment d'inertie par rapport a (HX)
Jn= ('D N D) avec ¢ N moment d'inertie par rapport a (HY)
0O 0 rP P moment d'inertie par rapport a (HZ)
*  Déterminons M, N et P
Posons (h = 0,b = 2a)

iy fi=y

1 ]

= b}.‘:%{:h—}l}

ds = Abydy
- bxh
= 2
.
"Tbxh
TN T : bh®
M= [(y*+2z%)ds = | (¥)ds = | (3®)Abydy = 21—
5 s ” 12 T )
_mh*  ma? | -9
o 6 6 '| {- \
; ; it b . : ' ch
No= J.(x‘ +y3)ds = f Xy = [ Ax® (H) (h—x)dx j oo 57 B
5 s L] |
M= SR oM+ N =P+ 2 [2Pds ;
| i na? 100 L . ==
Done P =225 [y(5) ="* 01 0 . =
3 & .
0 0 2 b

byOna: fu(8) = Je(8) +J(G,m)
= [ (8) = Ju(S) = J(G,m)

M 0 0 yée 0 0 , a
;’;,-(.5'}=({} N 0)—?7! 0 0 0 Ve =g
o o0 F 0 0

++*EQUIPE VALIDEUR LMD*==
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1
m 3 b0
a
Je(S) = (0 1 B
2

3. Moment d'inertie par rapport 4 (AB)
.Itl,”; = ;ﬁ-H + nldz
law = taju(S)u

il = cos (E) U+ sin (g)j'

; ma? 4= a
AMH = 6 = ﬁ
lag = -B—maz

Exercice 3
|

mg
b. ¥, (c/P) = V(I € ¢/Rg) = B(c/Rg) + Q(c/Re) ATI avee
R(c;"RG} = —B.‘cg, Cl = —aj,

{;‘ . &\Q‘&_ oy

"‘Lm ,E?' 9
v(c/Rg) = "Et_ﬂ‘rc: = J'f?n
G(e/P)=(x—-6a)i,=T (@
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2. Pour le eylindrique
my(c/Ry) = mG+N+T

f(C.e/Ry) = &d_:& (C.c/Ro)/ Ry

Car le cylindre roule sans glisser sur le plateau

Ord (C,e/Ry) = J(e, Ro).T (c/Ro) = ~"2F7 or

Dou f(c, c/Ry) = — ’M*'QE or

[(C.e/Re) = i, ext = M(P) + M(N) + M(T)
L'TnP-i-CMN +CIAT = —aTk,

Yc/Ry) = -—-(X +2)To/Ro = (X + )i,

piar prn;ucimﬁ sur les axes on obtient

my (X +x) = -T@

0=N-mgQ®

r=(2oe

* Pour le plateau

my(G/Ry) =mg+R, + F—N-TF
[ mX =T-F(5)

=}
U=Rp—N—mg@

3. Léquation (D) = % = af
= ¥ = af
=é= f dans I’ équation (4)
= 3 lll_ g
= s ( zl)x @
Ddans@ = m, (¥ + %) = (rmi‘) =

3 3
rt:l()f+§x)=l]=> X+§x=ﬂ.

() Et (8 dans 3) = mX = (""i)

3 mlx) 2F
Bl e
T ( 2 . 3m+m, ®
2Ft
== 3m+m,
Ft?
3 = m,
4. L’équation (9) dans (8) =

11,2022 ***EQUIPE VALIDEUR LMD=*=* -
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5 2F
X+ —=0
3m+m, * 2
o 3F 3Ft
X TrmiinT 3 = - “+ Vg
m+m; 3m +my
donc X(t) = — 3&¢ + WVt

L'instant ta correspondent 4 ’arrét du plateau correspond @

X(ta)=0= ta:w

5. t z ta, le plateau s'immobilise = X(t) = X(t) = 0
L’équation (2) devient m,% = —T et d’aprés D m ¥ =2T =T =0
Ainsim; ¥ = 0 = x(t) = cte = #(ta)

6. Pourt < ta, et en utilisant (8) X + ;:'c = Vp pour tout t = ta,
2=nﬂi=§m
Or V(c/Ry) = V(c/Ry) + Vo = 2()Tg = ;Vul—u.
Le mouvement du cylindre est uniforme
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Université FII3 ¢
Année 2020-2
MATHS-INKFO |2 S -

CORRECTION MECANIQUE DES SYSTEMES
Session 2

Exercice 1
A(3.0.0): Bi=1.2.1)

.":_!}{!l'] = (!) : ff[.l; = (1) ; E?{B} - (_3)

J_]l_}['l AL AUtisyIStrigne « champ équiprojectif,
LLA(0) =3 _

OA. -_fl[[l} =3 =5 () Il_}({]} = (ﬂ ;T} (A) méme chose pour (ﬁﬂ'{ﬂ} = 0B.Al(B)
AB3(A) = 8.Thm).

Dene M est un champ antisymétiique,
b
2) ﬁ est antisymdétrique done 3! _ﬁ (y tel que

-4
I=Fx
VA0 M) = O + BadA=d 520
=1
r=2
VA B M(B) =M+ AR :{;=
¥=0

2
Yo, .?Iu_f}(.fi]l = E‘l_}{[]]l + R A 53 alors 7 est unigque ot ﬁ = (l)
0

en Lot puml P%a i.z) de 'espace

(Ju 4 {f’ 7 (Q) +
1+=

ey = { 1—2:

d—x+ 2y
NPy =AH/Pe (A

1 +2z=2A _

1—-2:=2A = { _
4+ 2y —w=10

Lp— ) emi se tronve dans le plan 2

-5$:_}“.=,:_ A)= .:ﬁ

= A=

{5 1 = (4A) st In droite d'dguation
I —

|_'|._ —_

=1
— &

=

Lot ol 4 B

LR
1
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Voo 3
VP € A I .|\.|r-”|lh,: .'! :
fl‘ =1 0

2

Excreice 2
IV A tont instant 1 Ia tige se trouve dans e plan (€. 7. 7,

o C

o 4 . Fi " =y
(h ¥, st orthogoual & tout instamt & oo plan= Ty est He A& Ta tiee
'u_':"rlr'li- initaire rEE}i.-l_?lig_r;-}m! lié & I tige. ¢ et T sont orthogouans o
= A = (70 2 et orthonorme diveet of 7 estotssi lie a by rie
Dane Te vepive RCACT . T2 ot 1id 4 la tise,

”_,'i = )\_-'.rn =X = Eﬂ.?n
_}
= (].H_'}” + m.?“

=0+L7 3
Done A = ,r,?_f_?”

AT
=

@go OF =7,
Rﬂ(ﬁfﬁu'ﬁu%) (ﬁ,‘ﬂi,ﬁ,%’)
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bl o TS O ) |

A=IIT T fun- j
—
(1] = ".:..‘*U’q‘ Loas: i T4
e ke =ul -..--- \T,' _,'-'I.'."II __l.a.|—!"‘_?|,1-f.5

U prasse e !u Lt L T o = o)Al Tmse (.7
o antenr e

par rorgtion Janghe

— —

% 1k BT P o

position de A '|II.|- rapport o K.

***yALIDEUR LMD EDITION 2023°*"

1. =) par rotation o Anli
vt passt de T Dase (3.7 o) ila base (T Wpes
S ont de T {[uur a et 3 déterminent la pn-hiuu
PR LAy U R T t;.. “|Ir.'|l.' {m = .[JL'.U" fi il 1 tlumne

Fitaliment « #denuient iy pusition de R par rapport i Ry et comme R o~

e la iiﬂ.l' L

2) Calonlons £2148 R dans R
LEI'IB Rll = !,’. P R ]
ST R-.I‘?!'IFE;.-"M}
. i v
= 3¢ T
3
TL-: 1 P der A - f,.r.lln.'ut f?.l}
AR= 7 T W Re
|JI-.'._.. rh'm;,ﬂ_z, )
L = !I— T' T r” ;
'l'l 1 Ral = =1L ‘-:‘II: 35
Vs R - TR .f"h T5/Ra) 0 AB
= f.':-ill = 3+¢.i?uj ﬁ(—-.!'-?!l
. e et
= 'L_ | - f_fTr-Lnﬁlu.fi'u.
T = {5 - sl e T = a7 — win 3=
lflff Rl = f_|,.fl'lm ? L r.n.'h!ill.i-i'-"'}
. 1]'!."1"-.:
| 13 R. = 'H.".R__'___r - e T ( f_"_r:.
.;;J,‘} _a= DR = WA KV R el
' I
: wr= =it
o~ fo=ani
(it f, wind ..
l:l.-”r R'I ! L “!h“l”. Rt p.-n n-lHIIl RI

2 U RN L
4) Proupns poniay 1] .
Tr,,rfﬁr E_'”- T et 1
=V Ril
gy = VR R

l‘[“ Rl

s ozt La prosition de la tige par Tapj it
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AR T AR
Vi) =22 L Lo avee L= VT =% = Cisle

2) Caenlons J Ie moment, Minertie de

4) Déterminons lo torseny dynamique ile

;;n'."_") —

AL EFIR) = ;-;‘; P EFIR) Or @ (0, 121/R)

N EFIR) =18 2
1) Thiortme dn moment dynammicue de 1y tige an poinn ¢
DUC.LFIR) = OBA T+ OB A By 4 0O A B

CEARE - Rp=T: 00A
Py, 3 PRl e ol e LL "
& (r LEFIR) = 6:1'(;. FEFIR) 4 a*{rf'JM‘:{?' B 420 ban'e L “”-“”i?

Vin e Ri/Ro) = V(O/R) + IR, Ra) 1 OFF
=0 ZuAl~Lsinad )
= —Fe sin {4t
lﬂ}{."iﬁi’u} SR eos A3 — Lo sind 7

AV (DR
/R,

""] T'][HJ"'?'?HJ =

«#eyALIDEUR LMD EDITION ©

& # e ¥ L e
BNl Ra) = Lisin .1‘1‘.‘;‘ H'LJ) o :; :-:m;".l'JTJ} JA{2n feosd-b o sin g

Exorcice 3

1) Momtroms que ﬁf!?}'-“f‘.fi} = E‘_::': I Basio (7. 77, 7)ot e hase orthonormide

divecte lide i la Lige (12F)

Ona: R(O.Z. . —_'i: (0. 7.7, 7) done ﬁf.l’:'.f"f??]' =4"F

E

i

03

= Calenlons V &)

—

it = of !
Ffﬂ'j B r;—-i{{_.??-l- E+&ﬁ};n = M= + r*i AL

dt/R
H’_T} _Tl)-_ a7

=HEFRIAT =07 A7

f’l “:) L 3 e 'J_.
== a4 L, }
AR T A LOT 4L T

=)

=-mg: 7 —sind 3 4 {‘U'.le}?
= =mglsinh =

S A b

)
=

L
J= Jn/{u! + 0 )l = .3;/ w? duy o= A% = | g = "
! -n

i’ IR AR

; . P
I tige pay FAPPO & son axe G

; : ; S .
T tige an poiin ¢ (=, 8 (G EirR

S RREIRY = gh

Ri==Redy By = -Rpidy; CF = vy 61 Fy O = —, 7
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F(C.EE/RY = L0 .
{ [R) = Ln|@ (L+J/mL)+x mmﬂ!? “T?({:‘- EFIR) = —eriyﬁiuﬁ'?

Aol e de ses dquati
it Pane de ses dquations dans e repive R est:

((L+d/mL)+ T costl + g sin =0

5) Théortme (e ia résnltant e dynamigue
mA(G) = P H‘p +T|t; = —mu_} Rpa— Rp il

L
I\L‘("C‘Uﬁlt=—' sin @ =
r r

— .
a= —-h'Llln-t? -"'.'U!"lt]T}}

_?5 5‘\11!(1_!? — 0 T"l'
ﬁcw-amJJTUn~ﬁysmaﬂ+um+JMkmn?

= -—m:;'?-l— (Rg = 1tF)~
{ ‘?qu ] +~.mr’.‘"f

) ol +(RE+RF}£

2 =¢osf W L
F-}'--smﬂ-f+rm!.‘ [ 7-51115"? +~:m.ﬂ‘?

]‘f + {_f 0 - muﬂ‘j—n

[—mgsin &+

ru[{r cosl + L f!

(geosd + e+ e~ ] ;
(B = Brl = [rrr_;hmE!+ mi% misil' + -'..{;ﬂ

(R + ) '“‘l“”.l'-.mf-‘-l-m{faa %))

g pesgution o obbicnb ot e

Jﬂt|3l

(Re - RE)ZIT +
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-2022
CORRECTION MECANIQUE DES SYSTEMES SESSION 1 ANNEE 2021-2022

EXERCICE 1

e Y
e

Al -

- ; raetaa-cli en fonction
1- Deéterminons I'équation de la droite (MN) et exprimons x, c'est-a :lIFE x.-.-:}m
a=h__

Viaetb. M(E) H N(g), y=Ax+B Avec N=—2="F4
M= Ax ‘o betbh=h(1-2) (1)
_\11-—4‘1.1.”4-1? =}B:,{)Dguy=_;x+h_1 >

dr{HDntirer=1‘M~ =a(1 _%)

2
i ’ . . . - T rpas e ”
O utidive Fexpression inteégrale de la mase, adaptée o Lyohistribution oorfacicge 'F :
nees decrvant le Irr'ang_!u wront les coordonnees cartesionnes car elles permetton

vmplement les frontiéres du triangle,

: e 3 ; e )
= ne peut pas separer ici I'intégrale double en produit de deuy inteprales simple
ticre du demaine d'intégration n'est pas rectangulaire,

La masse Mest donnée par Af = ”‘ L Ods = I g SR 1elvely
(=] ]

Lit foncion @ ne depend que de y, il est plus facile de commencer [EEL une 1t g

o varrable a:

& Roraay
M= J- _[ o{x yvidvdy
LIE R ] - -

tdonné par I'équation de I'h}'pulémlsf' : o ._: = 3 = @l=7
il !
f H'l
% L L] ] il ]
.'1-I= J"(I“ {'ﬂ'..l:[1.|||'n
Caleulons Nimtegiale l 3 =calculons les coordonnées (x5, ¥:) du centre de masse_G
- { 1) I ¢t [“I",l " l ‘
LY L == f r .
.I ) ) : fr}Jd'} o .Tilfr-"-.jﬂ'- WA o
Pl & } el |
— [y Z}ay g (¢4 =l
/ i :l' I!J } tm}l[ .',ili ' 'lll'l-ill L b l ah
& =y 1 : s
LT s 2
/i 1 .ir ;Il-' 1] ”r"l |‘III ."l ‘i I
- . {;J bj = n-—“-—-m'[' [_ il L 1 b 1] '|
o "_,T-"T,) dMb) e\ T )
O, Ii-' - I~ - :
_abg, 'Tﬁ",r,{_f'%_‘:';—-l
0 - _
o Tuath i Ay
e Xpp = —
I _!1,“' i 4
M= g abo, . e
=3 n utilise alars | éxoression de la masse M
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LKERCICE 2

40 Lo X0 VY Z7) Repére OND lié 2 la terre galiléen

#
L-) Bilan des efforts extérieurs sur le mit (S;)

« Effort de pesanteur sur (5;)

Torseur équivalent :[E(ﬁ]]c = {_mﬁ‘g};l
+ Force exercée en par le céble (EB) sur (S5)
Torseur équivalent :[C(T)] , = [_gv

«  Efforts sur (S,) dils & la liaison pivot d'axe
D#, entre (5,) etlaterre,

Torseur équivalent : [C(R)], = [mE'
P

/' ; point arbitraire de I'espace, cette liaison pivot est

(€3]

arfaite, donc VP € Dz, , mp.z; =0
/=) Ecrivons I'équilibre (relativement alaterre)

i1 déterminons les efforts inconnus qui sollicitent le

it (8,)A 'équilibre relativement a la terre (donc Ry

rorseur des efforts
‘ oxterieurssurle | = [0] (2)
| mdat Se

—mgvs — TV 4R = g (3

umﬁ+mm+mmya )

T (5
Jn(P) = Mc(P) + PnCD = mgynll  (5)

<<Tout est possible a celul qui croit.> >

A mR  _UABD (6
u,(F) = My(T) +TrBD = TVABD (6)

-“'u(ﬁ) = m_’;

77 (F) = ~malyill  [EDsin G €D

(51 =

o> 15(0) = =TI« [Pl 2%

fa

= ) . e, B
i =ms;x_{+sm-3-}“:’f=5xl +=9

EBD est un triangle isocéle en D
=> 2,3+(n-r—;) =m;2f= % => fi= E[Ztr]
ou fi= (E + rr) [2m] Or § est un angle aigu =>
g = Fl2n)
&
Finalement V = casﬁﬁ?{ + sinfiyy
e
=c055 X +sinzy,

e—t-

(}'Il.!'c }=§+§:sin(ﬁ',fﬁ)—_—%
(?,Eﬁ ——".IT'-]—E =" sl'n(i?_ﬁl_ﬂ']: _.lll.fz

I'._'-

— 3= y — =1 "

—2mg#; + T35 +Mp =0 (8)
mp =0 (9)
projection dans |a base (20 (7)
~Sr4REm=0 (0
1 = J—
==, Sh —_— = ﬂ 11
(7)=>{-mg—3T + R % (11)
Rz;=0 (12)
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oAy =N (13)
(8) et (9) => Mp-Y1 = (14)
mn.zl ——

7 —
_n1g+ET+mD.ZI =0 (15)
- _ 4 - = s 9 3
(15)=>T= smg ; (10) => R.x; =¥-m§ et (11)=>R.y =374

EXERCICE 3

—_—t e e

Ro(0: T5; Vs Z3) un repere OND lié 3 (1) galiléen ; Rq(0;&; €g; €;) repére OND lié a (AB)

1-) Les articulations en A et B sont bloguées a = cte et f§ = cte

Déterminons OP et 00 dans (g,;85;2,) enfonctionde L, et f8

OP = OA+ AP = L&, + Lii 00 = OB+ BQ =—Le, +Li
i = cosae, + sinagy ¥ = —cosfie, — sinfiey
OP = L(1 + cosa)e, + Lsinagg 00 = -L(1 + cosB)e, — Lsinfieg

b) Calculons V(P/R,) et V(Q/R,) dans R

V(P/Rs) =“25/Ry = L(1 + cosa) SE/Ry + Lsina 2 /R,
de, — . ey s . )
Uf?i'fﬁ'n e i i 5 o M rﬂ?i{‘rﬁu = Q(R/Ry) neg = WE, ARy = —tue,

Finalement |V(P/Rp) = —Lwsinae, + Lw(1 + cosa)eé,

De meme V(0 /Ry) = Lwsinfe; — Lw(1l + cosf)ey

C) Quantité de mouvement P de (5;)

P =mV(P/Ry) + mV(Q/Ry) ; | P =mLawl(sing - stn@)e, + (cosw — cosf)eg)

d-) Exprimons le moment cinétiquedy de (S;)en 0,
Le moment cinétique de (S, ) se calcule en sommant les cinétiques des deux masses ;

55 = 0PAmV (P/Ro) + 0GAmV (Q/Ry)
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)

...... o L(1 + cosa) —Lwsing
OPAV(P/Ry) = ( Lsina )n(

0 0

2 {0 —

= 4L wcos* 7€,
— =(L+cos Lesi
0QAV(Q/Rg) = ( —Ls:’r:ﬁm)n( o
0

= 4szcosz§e_x’

0

llvient que @y = 4mL2cu(r:osz% + caszgjﬂ'
7-) Les articulations sont a présent débloquées ( @ et § ne sont pas des contantes)
.-) Exprimons P en fonction de L, m, w, a, 8, i,

V(P/Ry) = —Lwsinae; + Lw(l + cosa)gg + La(—sinag + cosagg)

V(Q/R,) = Lwsinfe; — Lw(1 + cosf)eg + Lf (sinBe; — cospeg)

iinalement P = mLw[(sinf — sina)e; + (cosa —cosf3)eg)

+mL|(~dsina + fsinp)e; + (dcosa — £ cos B)eg]

»-) Moment cinétique Tg
7y = 4mlfw (coszg + cosag) & + mL?[a(1 +cosa) + B(1 + cosp)]e;
. ) Vérifions que I'on retrouve la 1-d) lorsque & = cte et ff = cte
a=cte=>a=0
et f=cte=> =0

s b o o £ 28 EE)—-
D'ou a,;,.-4mL m(ms 2+r:r:rs 2) €z

o 11DE VALIDEUR LMD***
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—Law(l + cusﬁ}) = [w[(1 + cosP)? + sin’fe;
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ELEMENTS DE CORRECTION
2022
MECANIQUE DES SYSTEMES 2EME SESSION 2021

EXERCICE 1 (5 points)

0 1
I- Le point O a pour coordonnés : 0 = (ﬂ) = V(0) = ({23) :
0
2- Lquiprojectivité, on utilise les points O et M :
1 x 1+3yv—1Lz X
W : V(0)OM = V(M)OM = (0) (y) = ( 2Lz — 332 (}*)
2 2 24ty =Ly N2
= 12-2t=0=>¢t=0o0ut=2.
Le champ V(M) est équiprojectif pour ¢ = 0 0wt = 2: V(M) est un torseur pour o
valeurs de t,

0
3- Pourt =0.o0n aﬁ(tz 0) = ( 0 ) :
-3
4 ( ‘4) I
Pourt =2, onaR(t=2)=(-2]:
_3_
4- Soit les deux torseurs associés i ¢ = 0 - [Soletat=2:13,|:
Calculons pour les deux valeurs I’invariant scalaire :
Io=V(0).R(t=0)= -6 = 0

L=V(0).R(t=2)=~10=0
Done les deux torseurs sont queleonques (ni glisseur ni couple) chacun peut cependan
etre décomposé en la somme d’un glisseur et d’un couple ;

— — —

S0l = [V(0), Rt = 0)] = [V(0), 0] + [0, (L= 0)]

De meme : [J,] = [F(O].ﬁ(t — 2}] = [?(Q),{]] + [[], Ril = 2)]
4 . ji

Donc - Couples : C(M) =V (0) = ([]) VM.

2
Glisseurs : ﬁ(MJ =0+ ﬁ(t) A OM
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3= Dol P a laxe central du torseur, la positionde P par rapport 4 O est donnée par :
== HUAV(M) - i
gp'= Rf‘_"{ ! + AR avec AER f
|
Pour A = 0. 0P, = Ruar (o) ‘
I

0 1
Doncpourt = 0. E(t=0) = ( 0 ). V(0) = ({}), on obtient alors : 0Py = —.;lf
-3 9

I-"uxe cemtral pour t = 0, passe par Py et parraléle a it = 0) = parraléle & 2

de la meme fagon on obtient |'axe central pour t = 2.

4/ “ .
= 5’!‘29 etparraléled R(t = 2) = (_2) -

L uxe central pour L= 0, passc par By =
-3
2
/.2'-3
L NERCICE 2 (9 points)
1) Caleuler 8(T/Ro) par ses composantes dans la base de R.
. ol Zy vecteurs unitaires et orthogonaux — I:f,ﬂ .fn) ol =ZAX

vl qu(ﬂ;fOuj’D:ED} -rR (C:Eaj‘: Jf) Et pOSDﬂSRi(G;f,ﬂ ifﬂ)

=

'3 5".0 s 7
u 2
i x_' w y
W g
1 @ .
Xg U
Z i
Zy

Q(T/Ry) = Q(R/Ry) = O(R/Ry) + 0(Ry/Ro)

(1/Ro) = 9% + Y7,

la base de R, on oblient |
f(r/Ry) = GF +Wsingy +PCOS@E

s dans

4 dﬂnsﬂ;(ﬂ.ﬂ,—g).
<4 {0],

or que G a pour coordonnce
[M @)!J’ua <ySypn—tEES

2) Monu
ire homogene donnce par

(1) estune plaque planc (riangula

193
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M §& masse et G son centre de masse. Soil a, sa densité surfacique ¢gale aunc o
<OND R (C:%.¥,%):

nstant.

On note x. y. 7 les coordonnées cartésiennes relativement au repcet

= = ().
" = ()7 donc Xg = V&
(€D) estun axe de symétrie matérielle de (T) G € (cp) = 07 donc g

Ona:
mze =[ zdm
(T)

A(h&'ﬂ), E’(g), D(_{E}R) dans R (C;%,7 ,%)
Sur(AD) 1y = —(z + a)
Sur(DB) :y = (z+q)

mze :j zdm =a’n] zdS
(r) r
0 {z4a)
mze = r.r,;,f z (f dy) dz
-a —({z+a)
g (z+a)
Z+i
mzg = cr,;,f z[yl i md
-

o >3 z21°
mze = Zcru[ (2% + az)dz = 2aq, [— + a—]
e 3772,

— cD
On sait egalcmentque m=gy5avec s = -—%’E =g?

Dou
n ]
Finalement.
_a

3) Montrer que (C;%¥,Z) est un repére principal d'ine

rtie de (T) g déterminer [opérater
d’inertie Mo (T) en C de (T).

CZ est axe de symétrie matérielle de (T) | - Z direction Principale d*inertie (TyenC
© en
CYZ plan de symétric matérielle de (T) X direction Principale d'inertie de (T)en C
o
X et Z étant linéairement indépendants J=Fay :
=2 AX CStaussi directian b . g e
(TyenC. aussi direetion Principale d’inertic o«

Conclusion : (C; %, ¥,Z) estun repére principal dinertie de (T,

29/11/2022 ***EQU IPE VALIDEUR LMD==+
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«’r.f (T:' 0 0
(T iy iy = 0 fﬁ}’{n 0
0 0 [0:(T)

Wy

'fl"l {.T} fr}.(T)‘Flcm(T}

Cuit Ty plan, X L (T). € € (T) et (X, ¥, Z) othonormé.

[i] {z+a)
ley (T) = f ztdm = Uaf z* (f d}') dz
()

- ={z+a)

0
lei (T} = Zaﬂf z%(z + a)dz

=

z g3 pa*
ICJ;(T)=20'3 [E-i“ﬂ?l =T

ma?®
fcj? (T) — e

0 {z+a)
les(T) = | y*dm= aﬂf (J’ yzdy) dz
' i) —a \—(z+a)

[z+a)

U' o
102 (T) = ay |——l iz = — (z + a)idz =

6
~{z+a) L

4

. mat[2 0 0
[-”t.‘””i.r.y.i] T 0 1 0
0 0 1

¢ ++ EQUIPE VALIDEUR LMD*** o
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“Licenre Master Devctat s e e Trap s prretiie b el oA
A A |]'.' mnssy e

4y Morermines Inpétatent dmnertie T (6. mY an po ot
neratent d imertie 10T ) an peant £

LS THRV TR

enirmne guog

i 0 0

a4 1|: {‘l

0
[}

3 Y
D apres Ie thenreme de kiemgs. on a

NeAT) = I (T)+ H0fm

Ir dong

N AT) = 1 AT) — N6, 1m)

- — 1 |I'|

2.0 0] g2l 00
: |

ma"l
MiTl=—I0 1 0
(1

0 01 0N on

24 0 0

ma
lig(T) '4":—”'- 0 1 o
0 0 3

T Culedder fes moments cindtiques 6(6 TJR) et G0 |

alG,TIR,) = 11 ()i R

-

- $ 0
i 'i_fJ U oo
{ 18 l

]'I it

0 0 |
G TR, 2mu* ; ma¢ i
1 e ~ WX ¥ —— st v
’ g YseY + —— s

grace a a (G.T/R Y onen dedun 0. T/R,).

HOT/R)) = d(G,T/R,) + MNG/R,) A GO

29/11/2022 (7
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R
dt

- d0G dx dz
V(G/Ry) = (?)% = I(d—:):ku + z¢ (d_t-):nu

(d—x) = Q(R,/Ro) AX = YU
R

- d0G o el e =
V(G/Ry) = (—) et 06 =0C+CG6 =IX+z;z
RI'.'

dt

13

d_‘ —_— — o — H . -
(-d—f) =Q(R/RIANZ=—¢@y+YsingX
K

V(G/Ro) = W +zg(—¢Y +singX)
Coapression dans une base

G = cus:pj»" —singZ
V(G/Ry) = zgpsin@X + (Wcos g — ¢zg)Y — ljsing Z

< iy .
V(G/R,) = ——g—u}sin pX + (II,DCOSt‘P b r.c':-,o;)}-' — ljsingZ
L en déduit

2ma? . mat, . ,ma’
d(0,T/Ry) = 9 ¢I+—Ié—¢51l1qay+ 3

; a ., . - i
+m -%ﬂ}sin o X +(!1pcusqu +¢u§)y —!:ps:n-;a]n[—-(£x+zﬁz)]

Yeos@Z

2
0, T/Ry) = (rm’2 +E6—~)rﬁsinqa

#r+EQUIPE VALIDEUR LMD*** 197
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EXERCICE 3 (9 points)

sement '}‘"nd"‘ de rayon Ry

L'énoncé indi : lement sans glis
ique une hypothése de rou e & (e ces deux hypathéses pour ¢ stak

que la nature inextensible du fil, Il faut prendre en comp
relations entre variables cinématiques.

L;_i e du I]”i“l fl appar[enant - (‘\_,’]i]‘]dl‘(‘ f]l Favon P ¢l on contacl avew e
el h

incliné a un instant { est donnée par la formule de Viignon @ o1 L) = MG o,

I .
| 3 fdx, b 2 i
LB = Nd¢ - b

SOif

Le plan incliné étant fixe et le cylindre mulant sans glisser sur ce plan, la-vites
dente doit étre nulle, d’ot une premiére relation entre variables cinématiques

dx de ]
— =]
() d: di ‘A

-

Le [il étant inextensible, on doit vérifier la relation {attention, 'axe 2 est din

bas e

dz’ -
H‘i— = —f;(fz}-h

Cependant : o) = (@) + %% €. A F“;

il : e .
soll : ﬁu)l (dr }’J':,_.
2 d? Ly A7 t
d’on : dz’ , d R df
de dr tde " ,

Combince avec la premiére relation cinematique, Fequation precedente cond
DOUITCLENg o

’ ’ RNl
¢ ( R/ di

e —
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2

\I ' ,‘_’f“d“' separement les deus sous-systemes, masse m et solide sur le plan incliné. Los tensions
<o filsent done des actions extérieures,

(-" -,

Liede en mouvement sue e plan ineline est SOUMIS aux actions extéricur s stvantes :

vidscapphque en et de resulante A’f;z? = Mgl sinué, - costl,)
wtions de contact appliuees au point de contact f; et de résultante T¢ Ve

pston exercee par le ol / &
s BEeSESOUENISe Gy i ons extérieures suivantes ;

| s i b o
cdscapplique en 67 evde resultante mg = mge .

I eaeteee Pt e ] I A

thcoreme de la resultante anétique nous indique que |a dérivée par rapport au temps de Lo
ante: {mr."tiqu:_' est wgale a I résultante des actions extérieures.

| |

R

diclea [l résultante {'in(:lique Md.‘

nesur ( Ox) et sur (Oy) conduit done a :

s e Ly eme

e :
; _h“g—,‘1l = Mgsino + - 1) i
o ]

‘110 =. Mg.;ne + N

+#*FOUIPE VALIDEUR LMD***
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i : b masser et piiog
De meme, 1o théoreme de la résultante dynamigne .||s[1hqm R ik
( Oz conduit a ¢

—
i d4z .
(3) | m==r=mg I

ot
Lo inconnues dy namigues

1Ly & trois inconnues cincmaltiques (X 2. 0) et qual _ ique s
his Ceriations dynamicg

et £ On dispose de deux relations cinématiques ¢l I . ‘
- b e 7 i Yt as asses d'équain
res. soit au total 5 équations pour 7 inconnues. [l 1"y a done pis asses I
determiner le mouvement du systeme.
11 I

atilisee jusepa present

l“h.‘ pothese de poulie parfaite et sans masse n'a pas e |
est soumise aux actions du il Fiz, et f*fhji"‘:,. de moment pau rapport a Fas
respectivement - £ r et Fyr, ou rdésigne le rayon de la poulie, et aux action:
moment nul car la poulie est supposée parfaite. On en déduit :

cmlza:fz;._

On a done finalement 6 équations pour 7 inconnues. [l manque encore une o

[

)4

Le théoréeme du moment cinétique peut étre appliqué au centre d'inertie d'un systema, o
ce point et mobile.

[[_U

Le moment cinélique du cylindre en Gest /,, d ¢ Déterminons le moment
C

extericures exercées sur le solide
~ lo pouds. appliqué en G, a un moment nul en ;¢

lew uenons de contact appliquées au point de contact 1, ont powr moment o
~ la tension exercée par le fil 1""1?-"t au point de contact [, o pour moment en

Le theoreme du moment einétique appliquée en Gocondun done 4 -

Ji== = BT R

Cette equation peut étre réécrite en fonction de v

)| dedey

Boap - Bl R

II -"'.‘duil dt‘ (I.E"[{.’rlni]l{']_ !'I el T1[l|| J'“ul.li_“” d ol Bty . e < .
. ! e Faceeleration de 6, Les BauaLion:

concduisent a :

Scanmd aves CamSsannar
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Fo= mg-m" }

de |
Lapres equation (2 5 oo pt| Lios fé)cjﬂ
o { R/ dé
witon 4 et Pexpression precedente conduisent a:
Ryd2x
! = I—I~~, Mgsino. + mg+ mrl _R) 17

dr

rie les expressions de £ et I'dans P'équation (7), d'ol I’équation du mouvement
- dlinertie du solide () sur le plan incliné :

(R + L ”il- R} d—»—MRsnc.t meg( R, - Rll
R )dp R, sinc - mg
201
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WRIVLRS . Licence 2 Filiere Cla.’rs‘qu . :
= o =y ation Python .
(= & ,} Examen Programm gy 2019
R amogi 900 Semestre 1 Session 2’/1 h 45 min/2018 20 /4 Vo
Exercice 1.: Cultiyre orrespondant aux structures de |

Algorithme combinaison
Var

cnp, n, p : entier

fonction factoriel ( nbre : entier) :entier

fact, i, nbre : entier

debut
si (nbre= 0) ou (nbre=1) alors

fact €1
sinon
facte 1
pouri<-1a nbre+1 faire
fact€ fact®i;
finsi
factoriel € fact;

finfonction
debut (* debut programme principal *)

ecrire(’calcul de la combinaisen de n &
P’)

ecrire(‘donner une entier n’)

lire( n)

ecrire(‘donner une entier p’)

lire{ p)
si ((n<0) ou (p<0) ou (n < p))

alors ecrire (‘erreur’)
sinon

cnp € factoriel (n) / ( factoriel (p)*
factoriel (n-p))

ecrire( ‘la combinaisonde ', n, “a*, p,
‘est’, cnp)
finsi
fin (* fin programme principal *)

hon €
1.Donner le code pyt o enregistrement, une classe
)

fdos sujvantes ! tabl _ s
e les bibliothéques nécessaires pour les utilisation
e de courbes, utiliser des farmule-

tracer

suivantes !
xemple de code pour tracer la cour

mathématiques.
3. Donner un €

cosinus(x)
4. Donner un exemple de code pour

matrices carrées d'ordre 2

Exercice 2 :

Ecrire un programme en pyt
premiers nombres impairs.

Exercice 3 : -
Ecrire un programme en python permettant d'afficher

combien de fois de suite un entier positif saisie par un
utilisateur est divisible par 2.

Exemple :
Entrez un entier strictement positif : 24

24 est 3 fois divisible par 2.

Exercice 4
1.Traduire I'algorithme ci-contre en python ;

2.Dans [a foncton factoriel modifier la boucle pour par tanL

b

faire le produit de .

hon permettant d’afficher les 17

que

Exercice 5

Un gardien de phare va aux toilettes cinq fois par jour. O I-~-
WC sont au rez-de-chaussée. .
Ecrire une procédure (done
sans return) hauteurParcourye qui regoit deux parameétres
le nombre de marches dy phare et la hauteur de chaque |
marche (en cm), et qui affiche ;
Sélectionnez : Pour x march i
1"y esdeycm, il parcourt 2.21.m par
On n'oubliera pas :

* qu'une semaine comporte 7 jours -

* ! J

; gﬂ;gws? bas, le gardien doit remonter -

esultat est 4 expri J

1- Faire I'analyse mathématique R,
2- Listez les objectifs
3- Listez les besoins

4- Ecrire la procédy "ehauteurParcoyry
e
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pragrammation Python
[xamen session 1 duré= - + 130 iﬁ "
caercice 1 : culture Eénérale
1. Completer la phrase en choisissant un mot (compilé, interprété, machine, binaire).
Python est un langage

2. Donner le role des modules Pvrhon Numpy, SciPy

Donner un exemple de code python correspondant aux structures de données suivantes:

dictionnaires, ensemules, listes
4. Ecrire un code pythen permettant de calculer la puissance entiere d'un réel.

5. Remplir le tableau ci-dessous

- Instructions Code Py:hon| Instructions . Code Python |
Lomment accéde-t-on 2 la e Quelle instruction en P';.rthonl
|

lettre d'une chaine de caractere: . permet d’obtenir la liste des entiers

" givisibles par 3 compris entre 5 et
o 111 compris ?
Lamment  demande-t-on ¢ i i Comment accéde-t-on en Python a
I'avant dernier élément d’une liste
(sans utiliser I'instruction len) ?
Quel opérateur en Python permet
| d’obtenir le reste de la division |
euclidienne ? i

cutilisateur dentrer une chaiic
te taracteres ?
omment  effectue-1-on i
cicatenation de deux chainasy
e caracrt‘zres ?

gxercice ce2: P-,rthon

“LGORITHME test 1. Ecrire un programme qui permet de saisic un |
GARD, 1o N =ENTIER) | nombre puis déterminer s'il appartient & un
S : intervalle donné, sachant que les extremites de
REBUT Iintervalle sont fixées par I'utilisateur. |

L CRIRE(" Algorithme tester licenca 2 en info');

.. .10: (* initialisation ™) 2. Ecrire un programme qui demande deux nombres
R - "

nale-20 . A l'utilisateur et I'informe ensuite si leur produit
SVLERTYEE -
est négatif ou positif. Attention toutefois on ne

CRIREN'Sasir b nambre enter i | : :
! doit pas calculer le produit des deux nombres,

- :"':E““ '

(GUR Te=1 JUSQUA N FAIRE 3, Soit lalgorithme ci-contre. Si N=3, donner les
0 | résultats de I'exécution du programme tels qu'ils
il cumul{b=il apparaissent exactement a I'écran, :

]

La -b-1; | 4. Modifier cet algorithme en introduisant un test |

FIN; i qui affiche une erreur si l'utilisateur saisi N |
LCHIRE! cumul =, cumull; | négatif

|

- ] : |}= 'r b ' |

LCRIREL J | 5. Transformer la boucle pour en une boucle tant |

FiNPOUR

| ave |

ECRIRE['Fin du traitement’);
6. Traduire cet algorithme en python

M
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*Licence Mastor Doctorat* << Tout es

Exercice 1

(R EaT I=3 | TN «-
i Cfolr- =
t Doﬁﬁlbre é C{!lul el

Algorithme : Tribulle(T)

Données : un tableau T de nombres
Résultats : le tableau T tric en ordre
croissant
Pouri=len(Ti-14a | decroissant faire
Pour j=0 i i-] faire
Si T[i]=T[j+1] alors
Echange (Tjj+1) :

| C—

Soit I'algorithme ::_i—cn'n_lr‘c. e en python.
I. Ecrire une fonetion TriBu tm,“ e
2. Transformer la boucle pour en

s TriBulles. _ .
3.?&:;::;?1;;11154 l':llgoritltmc est unc mm:l. |inn.
Ecrire en python la I'nnchc'm'EchaIn;.{e q
permet de permuter t.Icu?: c!cmenta.l j
4. Dans un programme principal manipuler un
tableau de 6 cnotiers.

Exercice 2
2.1

a=9
b=a-1
a=h-8
a=a*7
if (a < 8)
print (« bonjour », a)
else
print {« au revoir », b)

Un éleve a écrit et exécuté le
ci-dessus

Justifier avec soin la réponse obtenue en tragant

te code (cad donner le résyltat obtenu aprés
exécution.)

Exercice 3

1. Donner le réle des bibliothéques
fonction 2x+1 sur l'intervalle [-3,

num
+3).

2.2
ae5
Saisir (a) ol n est entier
Saisir (x) ot x est flottant

Afficher (« Bonjour »)

Afficher ()

programme python

Traduire I'algorithme ci-
Modifier votre code po
continuer ou no en
voulez-vous contin,

dessus en python

ur que l'utilisateyr puisse
répondant 3 la question

ez ?

PY. scipy et matplolib Puis ecrire le code pour tracer la

2. Ecrire ur module appeler ufrmi contenant yne fonction somme différence, diyisi
Multiplication de 2 réels. Utiliser le module ufrm POUr réaliser R
python, T une calculette (+ ; i=ilen
3. Ecrire un codg Python permettant de salsir le mot de Passe lic2mi
que trois essais. sachant que I'utilisateyr n'a
4. Ecrire un programme PYthon permettant de calcyler la Combinaj 7
nombre n en utilisant une fonction factorjel itérative "o d'un nombre P dans un
5. Réécrire la fenction factorie| de fagon récursive -
6. Onsuppose qu’un contact est

contact en python puis écrire

décrit par téléphone
un code Permettant 4

et ng 10
: sai;in Mndelrser la Structure de données
rs Contacts gt de |eg afficher
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UI ES, 1 I

numeéroter les intercalaires

I-. LR gTod 1
creice 1 : Donner les valeurs de

<<Tout est possible a celui qui croit.>>

*=6\AL IDEUR LMD EDITION 2023***

[

Algorithme algol :
Variable &, B, C, D : entier
Dabut
A—10;
Br 34
TantQue (A> B) Faire
Si (A div B=B) Alors
8—AmodB;
A—AmodB;
Finsi
Si (B-A=B+A) Alors
C« 10°B mod B+2;
D~ C+(B-A]:
FinSi
FinTantQue
EcrirE{Dﬂ'C—{B"’A”
Fin.

L

foaercicel s

5i (B> 2) ou (A< 9) Alors

Ai- 8% 2-D 2,
CeDmod3div; Ce (B4A
i ymod 5;
D~D/2divA; Sinon
Sinon 0« B+Adiv3;
A AD; Finsi
Ce Adiv2; e A2
Ecrire[A-C-D*2); B+ B+l;
finSi lusqu’émzc} et (8=0) ;
FinPour EcrirelA) ;
Fin. Fin.

s variable Al
s A, B, C et I'affichage a I'écran des algorithmes suivants :
Algorithme algo2 : |
: ; Algorithme algo3 :
Variable &, B, C, D enti i i
e rentier ﬂé:;:zl:le A, B,C, D:entier
A5 A «10;
B+ 10; B 1 ..'
pour B allant de 14 2 Faire Ce BJ-
Si(D-a=Ddiv 2) Alors Répéter

Algorithme exo3 ;

\ariable 4, b, 1, P entier;

Début
(a,b) ;i 2 Pl

Utiliser 1’algorithme ci-contre
1. Que fait cet algorithme ?
2. Tracer cet algorithme pour @
3. Traduire cet algorithme en python.

=12 et b=3

Lire
Tantque(i=b) faire 4. Reprendre le code python obtenue €t
Sj (amodi= 0)et(b mod i = 0) alors remplace r la boucle tant que par Ia boucle
Peis pour.
FinSi ; 5. Modifier votre code python pour que
e i+ P utilisateur ne saisisse qUC des entiers positifs
6. Modifier votre code python pour que
SZ-VOLUS

[inTantque
Lerire(P) 3

lin

| ercice 3
(. Lerireun P
y. [ponner Je cod
;_n'::m! &lémen

mg,ramme

affichant s 10
¢ python pcrmcuunl de

t et de r-:-::hcrchcr
Seessalres pour

I’ utilisateur repon

continucz.

7. Modifier votre code sous fo

premiers pombres pairs.

{rier un tabl

bre donné.

un nom .
Jes utilisations suiva

eau de réels par

de i la question voul

ordre croissant, d’

nies &

3, Ponner les biblimhéqucﬁ n
prmules mathématiques )
o xemple d¢ code pout rracer @ courbe cosinus(x). 1
£ ire le pruduil de 2 matrices carres d ordre2.
et |Tautre pecursive.

_ Ponnel un ¢

_ Donner
.. Lerire enp

Tracer €63

T goit un nom

cxemple abcae

"

de code pour |

e
def donne 1¢

5 puisﬁunucs (ca
el dites celle qui s
un algorithmé pe

cmble p

(. Lerire
fedcba).

cesn1miEl IR LMD#-!#

dx t)l'une jtérative

pmettant de renv

lus rapide en terme
erset

Scanng avec CamGeannst
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*Licence Master Doctarat* <<Tout est possible a celui qu

®
[ LRI 1 Sy

5 AT
FARTMTIY
LF larrsARTL e 4
i

——— o
e, faost Licence 2 ‘;’,A (__f/(:r’ |
. : Annde ; 2021- 2022 Sempstie 1 & VN

Cxamen Langage Python de durée 1h30

) |

Evercice 1 Culture langage Python
2 2onner le rdle des bibliothéques numpy, scipy et matplolib verslans en utilisant le pour, et
2 Un programmeur écrit un algorithme relatif & la fonction factorlel en 2
Realiser ces deux versions de Ia fonction factariel en Pythan. 4 le tableau cl-dessous, Ie reme'-

3 Danner une signification & chacun des codes suivants : Aprés aveir reprodult e
Ondonne s=['lundi’, ‘mardi’, 230, ‘dimanche’] B VT e

_ Commande | Affichape Commande R =

S22 L s.append(’samed’) |

| delig|Z)) ) for pair in range{100,110,2); |

! _printfpair) =

| s*['jeusi’,'vendredi'] thisset = {"apple’, ' banana®, "cherry”)

[ print{thisset)

L print{len{thisset)) =
Exercice 2 ) T

1. Tracer cel a'porithme pour x=2 et n=3

| Soit I'algorithme sulvant :
2.Teaduire cet algerithme en langage Python

| daakiae : ; T
| varizbies : ¥, p, puiss des entiers positifs; 3. Se servir 1a question 2 pour transformer 3 BOEIA whi s o
; zfiicher("entrer &) ; lire(x) ; for
; 4, E on, modifier le programme qui wtilse pra f
atficher("entrer n”) ; lire(n) : ) P'.-'tlhj i e program q
puissance itérative avec les paramétresx et n

5. Medifier Ia foncticn puissance itérative en fonction FETurs
6. Modifier le cade Pythan, prenant en compte e cas oo

|
|

[ initaliser puss 4 1

| initiatiiserid 1

| de saisie de mauvaizes valeurs de xatden.
i

[
tentque i inférieur ou égal & n faire F. En Python, écrire un code remplissant un tableau T de o
debut 2,2 erd'afficher en renversant le tableay (plus grands -
; _ plus petite)
I pulss recoit puiss*x; E Donner un cade Python pour résoudre axth=0, a et b
réels

Incrémenteri ;

0

i
I
|

| afficher les valeurs de x, n et x pulssance n

— =~ N
Exercice 3
2.1 3.2
I
w2 4q
P "_: J;J-] iF - 5
4o = foaa A
TR & Suldle () LR T HCN S
LF s Ky g 3
printi*banjoue”, f) Salsle ¢y A es g,
elen
RELRL " tay seveist, 6 ’\ﬂll'hl't'f"'lhll|jnm-",
Un éleve a éerit et exéeuté le propramme ATl 4
Pvtrjqrn u~dnssuis :I " ) Tratuire Falgorithimg ¢ desus
¥ r i &
Justifier avec soin la réponse obtenue en Modifier votra cotle py 0 python
tragant ce code {cad donner le résultat contl FPONaue Futilisagaye Uk
: : nUer ou non ey o, U putsque
obtenu aprés exécution continuey 7 Nt A la guestion voulez- vous
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Lwence Mast
e Roctorgt: <<Tout est possible a celui qui croit.>>
GINIRTT
. L ._‘r Licence 2 MATHEMATIOU S
- .1-"\ ?Lr,__x* = LT INFORMATIOUL
R AN Examen final (Deuxi¢me session) 1h30 ﬁp ~ éf?ﬂ
. oy T — . o
“‘lq;,_,:-&qﬁ-ﬁg’éﬂ'-' Initiation & Python L7 L
Année : 2021-2022
A EXERCICE I
Alzanthme?9 : 1o » e
S8 ittimg triBulle(T) 1- Quelle est la différence entre une
| onnées : le tablean T de nombre cocédure et une foncti
| Résuliats : Le tableau T trie en ordre g rpng. anc Lo
rdha Y 2. Réécrire la procédure tei bulle en
procedure tri_bulles(T) python
N —taillede T 3. Transformer la boucle pour en tant
pouride N=14 1 faire que en python dans la procédure
pour | F[c 0ai-—1 laire 4- Echange dans I'algorithme est unc
si T() > T(j + 1] alors fonction. Ecrite en python la fonction
échanger T(j et TG+ 1) Echange qui permet de permuter deux
B st 4 P P
liniy;our éléments
o 5. Dans un programme principal
fin ;1:'a;|:2d111'c o mmﬁ;ju!er un tableau de 6 entiers

EXERCICE 1

de python permettant de:

[icrire un €O
i de notes comprise

« ]ire un nombre fin
Afficher la meidlleure note,

s entre 0 et 20.

la mauvaise note ct la moyennc de toutes 1
1, uuhiser le module cercle et on demandera &
ffichera la cicconférence ¢t Paire.

s notes.

L]
2. [Dans un programme pythot
P'urilisateur de donner Je rayon cron A

Scanni aves CamScanna
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X F i gui croit.>=
*Licence Master Doctorat* <<Tout est possible a celui qui C

5- l: ll (o i : 1:‘1‘; [-I fl: PR
| i Ic i Iff e G .
CCrire l”! i . tlﬁ .L'IH."..I‘(. H
- . l} 1]
re: -"'2 H I .Ii:“}lf{l]m‘; cn R 1¢
| Ijald“”{; iy

s 3 ; —_.-‘1'2 O
lire a 3-3 Retracer I'algorithme pour
ccrire "Introduises le 2éme nombre; " b= 14
lire b

tant que NOT (a*b=0) faire
sia>b alors 2 <-- 2-b
sinon b <-- b-g
fsi
ftant
si a=0 alors éerire "PGCD = ".b
sinon éerire "PGCD =", a
fsi

XERCICE II1

i- Donner le réole des bibliotheques numpy, scipy et matplotlib puis écrire le e,
pour tracer la fonction 2x+1 sur Pintervalle [-35+3]

2- Ecrire un programme Python permettant de caleuler la combinaison '
nombie p dans un nombre n en utilisant une fonction factoziclic

3- Ecrire un code python permettant de réaliser une caleulette avec les guats
opérations de base. On utiliscra Pinstruction (switch...case,, ..) pour permierre
l'utilisateur de faire le choix de son opération ‘1 . '

4- On considére un tableau de 10 étudiants (matricule, nom ¢t moyenne), e
code python permettant de les saisir puis de les afficher par ordre

3- Les nombres de Catalan sont un autre exemple de d¢
sculement sur la valeur de Ja fonction & n=1 ¢t C{0y

=tet Gy'=ERgCl)*Cn~D,

alphabénen,
finition récursive basie nos
s sonte défings ainsi: oo

Iicrivez le code python des nombres de catalan soys |y forme défing e dessus
g - aails

Scanni aves CamScanna
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Laence Master =
Doctorat < <Tout est possible a celui qui croit.>>

CORRECTION Programmation Python Licence 2 2019 - 2020

Lxercice 1: culture générale
1. Réponse ; Python est un langage interprété.
2. Réponse : - Numpy : est un module Python qui est utilisé pour les calculs
numériques sous Python.
- SciPy : est un module Python utilisé pour les calculs scientifiques.

3. Réponse : - dictionnaire : nom_dictionnaire = {*voiture : 4" “vélo: 2"}
- ensembles : dic ={1, 3, 5, 7}
- listes : liste = [ ] #Une liste vide.

4. Réponse:
#coding : utf-8
x = float(input(*Entrez un nombre réel ")
n = int(input(“Entrez un nombre entier ;"))

while (n<0):

input(“ATTENTION : ERREUR vous devez entrer ul nombre entier positif )

n = int(
puiss =1
i |
while (i <= n):

puiss *= X

+=1
print(“la valeur de*, X, « 3 Ja puissance ", 0, * est ", puiss)

5 Remplir le tableau ci-dessous.
|nstructons Code Python Instructions Code Python
slruc
_._.-r—-——'-'-'__—-——'-‘"__ | e ey
chaine[2] Quelle instruction en for i in range(s. 112):
la it (i % 3 ==0)

mumunLuc:c;‘:dc—t—
PR it jeLre

| une chaine ?

Python permet d'obtenir
liste des entiers divisibles
par 3 compris entre 5et 1l

compris ?

print(i)

S
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<<Tout est possible & celui qui croit.>>

——-—'__-_-_-__

Comment demande-
t-on a l'utilisateur
d'entrer une chaine
de caractére ?

chaine = input(*Entrez une
chaine : ")

ou
chaine =
string(input(“Entrer une
chaine : "))

Comment accéde-t-on €n
python a l'avant dernier
élément d'une liste (sans
utiliser linstruction len)

liste[-2]

Comment effectue-
t-on la
concaténation de
deux chaines de
caractéres ?

chaine = chainel + chaine2

Quel opérateur en Python
permet d'obtenir le reste de

la division euclidienne ?

% (le mod'

Exercice 2 : Python

1. Réponse :

#coding : utf-8

inf = int(input(“Entrer la borne inférieure de l'intervalle : "))

sup = int(input(“Entrer la borne supérieure de lintervalle : "))

nombre = int{input(*Entrer un nombre pour vérifier s'il appartient a l'intervalle : ")

if ((nombre > inf) and (nombre < sup)):

print(“Le nombre *, nombre , “appartient a l'intervalle.”)

else:

print(*Le nombre ", nombre , “n’ appartient a l'intervalle.”)

2. Réponse :

#coding : utf-8

a = int(input(*Entrer le premier nombre : "))

b = int(input("Entrer le deuxiéme nombre : "))
if((a<0)or(b<0):

print(“Le produit est de*, a , “ par " b

clse;

print("Le produit est de *, a, “ par ", b

" est négatif )

" est positif )

Scanni aves CamScanna
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.-._-\_'JKIZ}RITHME test:
ARD. LN ENTIER:
o wmul; REEL:

T
i 5L |

LCKRIRER i
-y :1 -H .higmlﬁtl.ﬂ.me tester licence 2 en info);
1 (*LnitLallsatilon®) '
cumul- 28;
[ CRIRE(Saisir un
' no ier Ny
e mbre entier N):
SOUR L - 1 JUSQUAN
. A N FAIR
DEBUT -
mul- cumul=(b*i):
o= t-1;

~u
=i

{ CRIRE(cumul =/, cumul):

L CRIRE(D =" b):
[INPOUR

LCRIRE(Fin du traitement ).
S

3. Soit I'algorithme ci-contre. Si N=3. donner les
résultats de 'exécution du programme tels quiis |
apparaissent exactement alécran.

Réponse :
Algorithme tester licence 2 en info
Saisir un nombre entier N
3
cumul =30
b=9
cumul = 48
b=8
cumnul =72
b=7

Fin du traitement

R

4. Réponse.
_-XLGOR{TH.\-IE rest:
VARb, I N: ENTIER:
cumul: REEL:
DEBUT
liCRIRE['AI
licence 2 €N in
o= 18; {*LHL
cumul- 20;
11CRIRE['Saisir un
N
LIRE(N)
TANT Q

gorithme tester
o)
tiallsation

*)

nombreé entier

UE(N<0) FAIRE

ERCIRE{“M‘TENTIDI?I
ERREUR vous devez saisir un
nombre positif"};

LIRE(N),
FINTANTQUE _
POUR U 4 JUSQUA NE

pEBUT

cumul~
g= b-13
FIN;

AIRE

-

cumul*(b*if"-

- akl

L e

ECRIRE(‘cumul =" cumul):
ECRIRE(D =, b):
FINPOUR

ECRIRE(Fin
FIN.

du traitement):

g, Transformer 1a boucle POUR en une boucle

TANT QUE

Réponse
ALGORITHME test;

YARD, I, N: ENTIER;
cumul: REEL;
DEBUT
ECRIRE{'AIgm'ithmE rester
licence 2 €N info'):
b- 10; [‘LnLtLaLLsatLon']
cumub~ 20;
ECRIRE{‘Saisir L
N);
LIRE(N):
T
TANTQUE(iﬁ
pEBUT

in pombre entier

N) FAIRE

211
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cumul= cumul+(b¥i);
b= b-1;
L=L+1;
FIN:
ECRIRE(‘cumul =", cumul);
ECRIRE('b =, b);
FINPOUR
ECRIRE(‘Fin du traitement’);

FIN.

6. Traduit cet algorithme en python.
Réponse :
#coding : utf-8
print(‘Algorithme tester licence 2 en info")
b =10 #initialisation
cumul = 20
N = int(input(‘'Saisir un nombre entier N"))
for i in range(1, N+1):

cumul = cumul + (b *i)

b=b-1
print(‘cumul =, cumul)
print(‘b =, b")

print(Fin du traitement)

s+l [IDEUR LMD EDITION 20
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SUJET PYTHON SESSION 1 LICENCE 2

£ xercice 1

1. Ecrivons la fonction triBulle en python

TriBulle (T) :

or i in range(len(T)-1,1,-1) :
for j in range(0,i-1):
if T(j] > T(j+1] :
Echan=T[j] #represen
cchange.
T[j]=T[j+1]
T[j+1]=Echan

qurn(T)

. Transformons la boucle pour en tant que

TriBulle (T) :
= 'H(TJ-I
j=0
hile (i >=1):
while(j <= i-1):
if (Tf]>Thi+1l) ¢

Echan=T[j]
TI=T[j+1]
T[j+1]=Echan
Jj= j+1
i=i-1
I '_'HH'"(T)
+++EQUIPE VALIDEUR LMD***

te I’implementation de la fonction

Scnnni aver CamScanna
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“Licence Master Doctorat® <<Tout est possible & celul qu croit.>>

LEcritt 1cti !
def Echange(T, k,k+1):

Echan=T[k]
Tk]=T[k+1]

T[k+1]=Echan s—
return (T) # Ici le tableau retourné sera le tableau T avec les elements

d’indice k et k+1 permuter.

4.Dans un progra rincipa nipulons un tableau de 6 entiers:

# saisie des elements du tableau

S=[]
for i in range(0,6):
a=int(input(’veuillez entrer I’élément svp : )
S.append(a) #cette fonction permet d’ajouter un element dans un tableau

#Appel de la fonction tribulle ecrite a la question 1)
TriBulle(S)

Exercice 2

2.1 Le resultat de I’execution est :

au revoir 10

2.2 Traduisons [’algorithme en python:

a=5

n=int(input(‘saisir n ;’))
x=float(input(‘saisir x’;))
print(‘bonjour )
print(n)

Scnnni aver CamScanna
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-Modification de ’algoritlu

choix=in(input(‘voule '
¢ z vous continuer tapez 1 pour oui et 0 pou g
(choix!=0): peech o

a=5

n=i(input(‘saisir n :’))

X=[loat(input(‘saisir x* 1))
nt(‘bonjour )

Lai(n)

choix=int(input(‘voulez vous continuer tapez 1 pour oui et 0 pour non : °))

|_xercice 3

1) Voir cours

) calculatrice

«Calculatrice version etudiant math info’)
4= o input(‘entrer le premier nombre %)
_out(entrerle deuxieme nombre )
(‘quelle operation voulez vous faire )
(‘1.addition )

( 2 soustraction g,
(‘B.mm‘tfph't:ﬂtion ‘)
(“4.division 9. -
¢ l.l(.rfx:-ianﬁnpm‘(‘fmtes votre choix : )
(choix=:1): ,
resultat=a+ . —
Fiel{ ‘la somme de ‘,{],’Ef !bi donne’,Tes }

(c'l'loi,\t::z)*'

resuhﬂFa-b et’,b, 'dunne’,resun‘tm)

i(«’la difference de 0,

#=*EQUIPE VALIDEUR LMD***
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elif (choix==3);

resultat=a*h ,
print(«’le produit de ‘,a,’et’,b,’"donne’,resultat)

clse:

I,{ ﬂ)::ﬂj: ,
print(‘“ERREUR DIVISION PAR 0’)

!'"J}\.("_"
resultat=a / b ’ e
print(‘le quotient de ‘,a,’par’,b,’donne’,resultat)

3.mot de passe

password= ‘lic2mi’
2 -
reponse= input(‘veuillez entrer le mot de passe svp :’)

for i in range(1,4):

if(reponse= =’password’):
print(‘Mot de passe accepté’)

else:
print(*‘Mot de passe invalide’)
reponse= input(*‘veuillez entrer le mot de passe svp :’)

i[(i==3):

prini(‘nombre de tentative écoulé ’)

4.Combinaison avec factoriel jterative
def factoriel (m):
facto=1
for i in range(1,m+1):
facto=facto*i
return (facto)
def combinaison(p,n):

comb=factoriel(n) / (factoriel(p) » factorie] (n-p))

return (comb)
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s.factoriel recursive

‘| factorielrecursif (m):

i[(m==0);
facto=1

else :
facto=m *factorielrecursif(m-1)

return (facto)

x«xEQUIPE VALIDEUR LMD***
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CORRECTION PYTHON 2021-202

#Examen Session 1 python

# Exercice 1

# 1) voir le cours
#2) La fonction factoriel avec for et tant que:
# boucle for:
def factoriel(n):
fact=1
for i in range(1,n+1);
fact=fact¥i
return fact
# boucle tant que :
def factorielle(n):
fact=1
i=1
while (i<n+1):
fact=fact*i
i=i+1
return fact
#3)
s=["lundi","mardi",230,"dimanche"]
#a- 5[0:4:2]
5[0:4:2]

# =>['lundi', 230] ce code liste les elements de

la listes a partir de l'index 0 a 4 avec un pas de 2.

#b- del(s[2])
del(s[2])

<<Tout est possible a

b ###\JALIDEUR LMD EDITICH
celul qui €rol i

2 SESSION 1

# =>['lundi’, 'mardi’, 'dimanche’] ce code

supprime |'élement 3 l'index 2.

# c- s+["jeudi”, "vendredi"]
s+["jeudi”, "vendredi”]

# ce code donne

["lundi",230, "mardi”, "dimanche","jeudi’

#d- s.append(’ samedl )
s.append('samedi’)

# =>['lundi’, 'mardi’, 'dimanche’, 'sameardi’ -
code ajoute I'élement samedi a |a fin de -

# e- for pair in range (100,110.2):
#print{pair)

#100

#102

#104

#106

# 108

# ce code genére les nombres compris e’
et 110 avec un pas de 2

#1- thisset=["apple", "banana","cherry"]
thisset=["apple", "banana","cherry"]

print(thisset)

# ['apple’, 'banana’, ‘cherry'] ce code affich
liste thisset

print(len(thisset))

#3cecode affiche la taille de la liste thisse!

SEQUIPE VALIDEUR 1 M
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H Exercice 2
i 1) trace de |'algo pour x=2 et n=3 voir pages suiv
# Ala lere itération: i=1,puiss=1,

i on obtient: puiss= 1%2=2, i=1+1=2

# A la 2e itération: i=2,puiss=2

1 on obtient: puiss= 2*2=4, i=2+1=3
# A la 3e itération: i=3,puiss=4

i on obtient: puiss= 4*2=8, i=2+1=4
4 on a i=4 >n=3, docn fin de boucle.
= on obtient la trace de cet algo

4 x=2, n=3, x puissance n est: 8

it 2) traduction en python
x=int(input{"Entrer X i
q=int(input("Entrern i

puiss=1

i=1

while (i<=n}:

< <Tout est possible a celui qui croit.> >

+xyALIDEUR LMD EDITION 20237

def puissance(x,n):
puiss=1
for i in range(1,n+1):
puiss=puiss™x
print("x=",x,", n=",n,"et x puissance n est
! puiss)
#5)
def puissancel(xn):
if (n==0):
return 1
if n%2==0:
puiss=puissance1[x,n_f’2}
return puiss*puiss
else:

return x*puissancel{x,n—l]

#6)
def puissance{x,n};
if(x<0or n<0):

return print("erreur sur la valeur denou

puiss:puiss*x
xli}
j=i+1 f :
' aui lif (n==0}:
Ant{R=" n="n,"etx puissance N est ", puiss) elif (
]J =y # ¥
i : return 1
#3) traduction de la boucle while en boucle for:
r -
elif n%2==0:

+ il rx :ll}l,

A_:|r][{|nput( Entl'E o | E{x r”llz]
puiss=puissancelx;

i igntrern ') _
'F'm(mpuﬂ " return puiss*puiss
!,u.55=1 "
et range{hm”: return x’puissance[x,n-l]

. £

puiss=puls® X e

w on="pn,letX puissance n est :",pulss
pfiﬂtl:"x=“rxx i ki oM
#4)

218
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#7)

T=[puissance(2,k) for k in range(1,6)]

for iin range(0,5):
print(T[4-i])
#8)
#Resolution de I'équation ax+b=0
def equation():
a=float(input("Donnez la valeur
b=float(input("Donnez la valeur
x=float
if(a==0):
x=b
elif(b==0):
x=0
else:

x=h/a

print("La solution de cette équa

”.B,"K +",b,“=0}85t: x =III":“.,]

# Exercice 3

#3.1)

if (a<8):
print("bonjour",a)
else;

print("au revoir ", b)

28/11/2022

<<Tout est possible

+++\ALIDEUR LMD EDITION *

3 celui qui croit.>>

1=10,
2

Au depart; a=9, b=3¥
ensuite on 3. a=b-8=10-8=

et on a: a=a*?=2*?=1d

par conséguan
10

e

foriin range(10):
a=5
n=int(input("Saisir n:"))
x=float(input("Saisir x:"))
print("Bonjour")

print(n)

)
if reponse=="non""
break
ot -

{

:l i acvman s |

| eX0 1 le tracer

***EQUIPE VALIDEUR LMD

donc on termine avec |a vaeur d
t le resultat de latrace est:aurev
¥’

#3.2) Traduction du code en python

reponse=input("Voulez-vous continuer?oui ou -

DEBE S TTNASIACLIANBD pmer N = =

a1
A ]

b

el o

T
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CORRECTION SESSION 2 PYTHON 2021 -2022

H Examen Session ?

it Exercice 1

H i
1) La difference entre une procedure et une fonction:

H voir le cours
i 2} La procedure tri bulle en python
vef tri_bulle(T):
n=len(T)
for iin range(n):
for jin range(0,n-1):
if(T[jl=T(j+1]):
echanger(T[j], T[j+1])
ATH)LT+1]=T(+1),7()
#3) transformation de la boucle pour en tant que dans la procedure
cef tri_bulle(T):
n=len(T)
i=0
while i<n:
j=0
while jen-1:
if(TG)>TI+1)):
#T(j), T(+1)=T+11.70]
T(j],T(+11= echanger(T[il T(i+1])
j=j#1
i=i+l
return T
) Ecriture de | fonction Echange
Jef echanger(ab):
a,b=ba

return a:b

221
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#5) Le programme principal
Tab=[20,4,0,1,11,2)
printitri_bulle[Tah))
#=>[0, 1, 2, 4, 11, 20)
H Exercice 2
¥ 1)Ecrivons un code python permettant de:
# lire un nombre fini de notes comprises entre 0 et 20:
def notes():
notes=|]
for i in range(5):
note=float(input("Saisir la note : "))
if(note<0 or note>20):
print{"Saisissez une note comprise entre 0 et 20")
else:
notes.append(note)
return notes
# Afficher la meilleure note, la mauvaise note et la moyenne des notes
note=notes|)
tri_bulle{note)
print("La meilleure note est: ",note[-1],"/20")
print("La mauvaise note est: ",note[0),"/20")
som=0
for i in note:
SOM=50Im+i
moyenne=som/len{note)

print("La moyenne des notes est ; *,moyenne,"/20")

Scanni aves CamScanna


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Livence Master Doctorat* <<Tout est possible & celui qui croit.>> ***ALIDEUR LMD EDITION 2023

SEMESTRE 2

+xxEQUIPE VALIDEUR LMD®** 273
11142022

Scnnni aver CamScanna


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

*Licence Master Doctorat*

¢+ yALIDEUR LMD EDITION

<<Tout est possible & celui qui ¢roit.>=

BN LS AN g QUASLSTATIQUES POUR L GAZEAREAT

Diagramme p -y

Caractéristique de la
transformation

1 principe

Travail

Autres relations

Diagramme P- V

Caractéristique de la
transformation

1 principe

Travail

Autres relations

ISOTHERME
Py o
| T
v, Vr
T = Cste
Q=-W
Vi
W = —nRTln (ﬁ)
PV = Cste
ISOBARE
P, .
k e : “'.‘ T,l’
O I
ey ¥
v, Vi
P = Cste
0=AU-W
W=—-PV,-V)

© Q =nCAT (pourC = cste)

TABLEAU DE FORMULES THERMODYNAMIQUE

Capacité thermiquea
volume constant

Capacité thermique a
pression constante

2¢ identité dH = TdS + VdP
thermodynamique
3r identité dF =-SdT-PdvV
| thermodynamique |
4¢ identité dG=-SdT + vdp =
| thermodynamique S
au
= (57)
en K1
dH
C, = (EF) p
oK

ISOCHORE

P&

v
=

e
|
|
|

'|

¥ = CS:E

AU=Q
w=20

Q = nCAT (pour C=Cste )

PV =PV
T (k-1)
PVY = Cste
TVY-1 = Cste
TYPY-Y = Cste
i

ey

Cy

Vivolume
<T:température

Hienthalpie
P Pression

——
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Capacité thermique [

. m: masse du systéme

*EAVALIDEUR LMD EDITION 2023+

mass:lque avolume/ _G
pression constant(e) “=m «Cvien jkg LK
Cp . Cpt en jkg LK
Ep=g
C_ﬂ;gcité thermique Cy
molaire a volume/ pression Com =7 + Cym: €n j.mol-L.K!
constant(e) « Cpm : €N jumol-LK-!
c
epm =2
E"ergi.e interne d'un gaz . : quantité de matiére
parfait monoatomique U= 3 nRT . R: constante des gaz
=3 parfaits
-Energie interne d'un gaz 5
. part‘e-litdiatomique s EHRT
Enthalpie d'un gaz parfait o - H: enthalpie en joules
____monoatomique il
Enthalpie d'un gaz parfait 7
l:iiﬂtﬂmiguep H= ERRT
Loi de Mayer C,—C,=nR .R:en |.mol-LK!
Cpm -Com=R
Coefficient gamma y= Cp
—Cy

Coefficient gamma d’'un
GPM (gaz parfait

monoatomique)
Coefficient gamma d'un gaz
diatomique

}l’:—:—

' 7

Lois de Laplace

TV~ = este
PVY = cste
TYPI Y = ¢ste

.valable pour un gaz
parfait 4 y constant
subissant une
transformation

adiabatique et

mécaniquement réversible

Enfin quelgues définitions

Systéme fermé : m'ezhangz pss d= particules svec lextérizur

tustime calorifuzé n'écnanse f22 de chaleur avec l'exterieur

e e
CpstEmie isold :recharg

ciFaeur, node travail avec 'extérieur

Transformatien adizbatique : 5372 écnange de chaleur (sttention, T peut warizr crs d'ure T2 iz

cEasforpatisa !

Transformation isothzrme ' 2 tzmp2rature constente

Transformation ispbare = peEIzior CONstante

Transformation isochore [ 2 vCllime canstant
#e*EOUIPE VALIDEUR LMD***

1142022

Scanni aves CamScanna

225


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

LI ]

__1

ve#fALIDEUR LMD EDITION

=] >
Licence Master Doctorat* <<Tout est possible 4 celui qui croit->>

e ir
watt bt ",“H”mul T ML e
1l ol LA !
AL
AEPUR LIUE L GO DN weat e VO ‘: po e ranol DOE
LN T it TRRVA rHh

RUMIR T A o f e T Y BRI R
[N T ANE TR D B AL LRI [ I H shep
ut o
ARV MR BN T PN Y y -
E'. ] -‘I I

vl il

o s o
& . rhal
Année universitaire 2018-211

i -l
[ SESSION : EXAMEN DE THERMODYNAMIQUE (Licence 2 )

rénergic thermique f'unc =

Excrcice 1: {7 points)
fonctionnement de : o
partie a la source froide de ¢

Un moteur do rature irréversible regoit au cours de son :

chaude de capacito thermique g, initialement a Ty = 373 ), et ¢n restitue une

thermique Su, rtalement 3Ty < Ty, avec T; = 273 K. .
1- Quelle st la température finale de chacune des sources quand le moteursa
3. Trouver un encadrement de la température finale.

rrote de fonctionner ?

Exercice 2: (7 points) ) . N R
Une enceinte est délimitée par une paroi indéformable et adiabatique. Une cloison rugude sépare ?-:L‘ Ta I-‘;‘
deun parties de méme volume Vp. A I'état initial, une des cellules est remplie d’hydrogéne (8232 ;?:j.lr a’n]‘.__ -Hr-_;_-
3P, et 3 la température Ty, et 'autre cellule est vide. On enléve la cloison centrale et on atter:id I'état d eqehey
Déterminer le travail Wy, et la chaleur Qp; échangés par le systeme. EN déduire la température fina'a .. &

est la nature de 1a transformation ?

Déterminer la nression Py du gaz a |'état final,
Déterminer |2 variation d'entropie AS du systeme et les entropies échangée S, et créee 5S¢ en fonction de

et fp uniguement.

-

f
d

I "

s

&°

st

&3
Cloison rigide

"

Exercice 3; (6 points)

¥
-

i- On considérc une machine ditherme réversible fonctionnant entre une source chaude 3 Ia S
i I St

une source froide a la température T;. La quantité de travail reque par la machine en un cycle ost LV

a) Donner I'expression du rendement de la machine quand elle fonctionne, en machine fourn ,‘.. o
en mactune frigorifique et en pompe a chaleur. L

b) Quelle relation lie @y, @z, Ty et T; dans le cas d’une machine irréversilylp ?

- n moles d'un gaz parfait décrivent un cycle de Carnot ABCD entre les isothermes AB ot €O d
¢ co temps

respectives 1 et 1. On note @ = Vi /V,, le rapport volumétrique,

a) Montrer gue Ve /Vy, = a.

b) Dans quel sens le cycle doit-l &tre parcouru pour étre résistan) 7
c) Exprimer alors @y et @y, en fonction de 7y, T3, ot a.

201112022 ***EQUIPE VALIDEUR L Mnys#x
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2°M¢ SESSION :
: EXAMEN DE THERMODYNAMIQUE (Licence 2 - MI)

vistions de cours : (6 points)
ippelle les ospressi
: ssions des diffé
Pourlentropie § ons e iiérentiole
e rgie interne U, de I’ i
, deux expressions de la différentielle sont dol;niil enthalpie /| et del'entropi2 Sdun
5

Codl 4 (= P)av

' tdH=10 “!T 4+ {Jl C {
P P v+ V)P, P g Gy h
..1.J|.1|Il_ que dl/, dll et dS sont des diffe . o +Td1" —?dT-E?dP
expressions les relations rentielles totales exactes, démontrer 3 partr de feurs

'—Iff) ar
@ =3,

En dd ; i ;
% ¢duire, 3 partir des résultats de la question
i VOUS § [
i parf;in.lrant des _e:ltpressrons de |3 différentielle de I'entropie
. les coefficients calorimetriques CyetCy catisfont la relation de Mayer Cp

K qui est la constante des gaz parfaits

1, les expressions de | et h pour un gaz parfait.

§, démontrer que pour une mole de
-, =R, avec

. reice 1t (6 points)
.2, dont I'equation d'état est pv-1)=

L suivantes:
Une transformation jsotherme de
Un transformation isachore de (Ty, Vo) 8 (T2, V2)
Une transformation isotherme de (Ta, V) @ (T V)
Une transfarmation isochore de (T2, 1) 8 (Ty V1)
L port des deux volumes est tel que EE% = /e, et celui des temper
et de 62 7 joules.
(ans quel sensse déroule |2 transformation ?
qua!itatiuement le cycle de trd
. et des températures.

sition des volume
schangés lors des transformations en fonction de Ty U

0.3 T, décrit un cycle formé des transformations quasi-

(T, Vh) 8 (To,V2)

:
atures est ?i = 2. Le travail par

nsformations dans un diagramme de Clapeyran en

feprésenter

justifiant la po
Calculer les différents travaux

déduire 1 temperature Ty
ernier principe, caleuler 12 quantité de chaleur

niguement. En

échangée au cours du cycle.

En appliquant le pr
@ thermique d'une

g son fonctionnement de I'énergl
artie a la source

=373 K, eten restitue une p
=273 K.

cours d
alement 3 T
< Ty avec Tz

g regoit auv
imti

eice 2! )
irrewembl

pacite thermigue K.
initialement alh

ilde fonctionner ?

yrouver 1 porne superieure de la températur

pour les machines irréversibles, trouver 1 borne |

R o [
e finale.
nferieure dela

L Quand le moteur arréte-l-

En appliquant le premief plincipel,
£n appliguant rinegalité de Clausius

(emperature finale. .
£n déduire, des deux question® précédentes:

grature finale.

un encadrementdem temp

e "] pMntl*
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EXAMEN DE THERMODYNAMIQUE (Licence 2~ )

Exercice 1 : {4 points) i
'expression du travail slémentaire echangé par un systéme homogene quelconque 2 pour expressian Al -
1- Montrer gue pendant une transformation réversible, ce travall peut BLrire
W= AdP+BdT
Ol A et B sontdes grandeurs cue I'on déterminera en fonction de l'éta
thermoélastioues a, f et/ou v s
2- Un solide ae volume 1)y = 1 litre, de compressibilité isotherme constante y = 10° % I'a
— {arm jusqu’a la pression P, = i
daterminer le travail regu par lesol e,

t thermodynamigue (P, T.Vjetdescs

compression isotnerme, quasi-statique, de la pression P.

supposant gue le volume gu solide ne change presgue pas,
“*Gonne*a"i}fi) ﬁ—l(ﬁ} : ——-l(ﬂ)
LR a i v \ar o a o P \dT v ¥ X ¥ ap T

Exercice 2 : (7 points)
On considére n moles d'un gaz réel dont I'éguation d'état est
P(V=nb)—nRT-aPn(P) =0 ; OuRaet b sont des canstantes,
On note que C et k sont des coefficients calorimétriques qui dépendent des va-iables d'état P.T eri’
: av ac an h
(@), (9, -6,
a7l p - | Tip '}
- Caleuter fi.
. Montrer gue £ ne dépend pas de P, De quelle variable depend alors © 7
. On pose que la différentielle tozale de I'entropie S(T, P) peut s'ecrire sous la forme ;

ds = ; dar 1";-" drP

Ou C et i représentent les valeurs calculées dans les deux questions Qrecedentas,

a- Caiculer lz quantité de chaleur echangée entre le gaz et le miliew exterieur au cours d'uns rans-
icotherme reversible. Donner le résultat en fonction de |a pression nitiale P, la prass on fima -
tempéerature du thermostat Ty,

k- Morter gue pour une transformation isentropigue de ce paz reel, L tempers T —
par la relation TP~ = cle, ol A est une constante a detersyiwr O \,.PL rjtur_e g _l:l ¥ 2 ;
aui n'est pas fonction d'une variable d'etat. SHRRESEIAue et

T

Exercice 3 points)
On considere le cycle réversible triangulaire ci contre decrit par ane mole d'un
gaz parfait,
1- Dans gquel sens ce cycle doitil €tre parcouru pou que e
fonetionnamet Aci) de type moteur ¢ Quel sera alors lo sigie ¢l
travail ? v
2. O suppose manterant que le cycle est moteur
a- Caiculer le traval et la chaleur echangee lors du eycle
b- Calculer les chaleurs echangees pendant les trors transformation
constituant le cycle, alians

3. Caleuler le rendement de ce cycle moteur en fonction ce y -

(T
i

supposé constant. Application numerngue |y = 1.4

29/11/2022 4+ *EQUIPE VALIDEUR Lypees
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EXAMEN DE THE
CTHERMODYNAMIQUE (Licence 2-MI, Premiére session)
o 2020-
Favrcice 1 (S points) o
<rmene dCea liguide est caraclérisg
AL ;.tl:;::.:u :al caraetérisée, dans un certain domaine de températures et de
. —_ i - - Y '
0 =293K; V=10 ‘m*), par un cocfficient de dilatation isobarc a =

pressions autour de
e un coellicie P o rde
e nt de compressibiling isotherme yp = cx10~19Pa"! constant 1077K
tblivane 1 édu e : -
pue 1" equation d*¢at liam V. Pet T de ce liquide est ; Insl = a(l'=T,
i .4|L'l|lu|' !L" ““h”l]r: e ) L1 B Ve =5 0}, -XT[P _ f‘uj
e mole d e | de L mole O eau sous = 1000 bars cta T=293 K
e mole o eau liguide est enfern L i
uide est enfermdée dans une boutcille métallique de volume v constant. Par suit:
7 » Fadlie

aomeeneie, Ta température passe de T, Hiis
e, Ja température passe de Ty = 293 KaT = 586K, Calculer la pression P dans le récipicnt

Laereice 22 (7 points)

LII e ul':mafu.rnml ion infinitésimale réversible au cours de laquelle sa
weratwre ; arient respeetivement de dP, dV et dT, une mole de gaz r-::n;:It:il une
itesimitle 80 que on peut éerire sous rois formes équivalentes ;

850 = Cpdl" + Idv = CpdT + hdP = AdP + pdV
e C, et Cy et des dérivées partielles (g%)
cst considérée comme un gaz parfait
= aT + b, et oua et b sont deu

ression P, son volume V et sa
quantité de chaleur

1| FHner A L‘f {En 1 ct' 11 |
4 | (L I il t}! &
115 wLi dIJ I“U‘b eme, J L e dL gu.f F 1 ! J

de la température telle que y

% COnslanics

i
— estune [onction lincaire

NS,

| sprimerd et en fonctionde P,V ety.
{2crerminer 'énergic interne U(T) de ce gaz cn fonction de T, a, b, R, On notera U, la constanie.
[yemontier en utilisant 8@ = CpdT 1dV queles transformations isentropiques obgissent i

FR e ;
= cte. On réalisera un changement de variables en posant Z= I/T.

| Gyuittion ———
at +=1
| Lercice 3 1 (8 points)
=al+b (acth deux constantes positives). déerit un cyele constind

Lo male de gaz parfait de rapport ¥
18 suivantes |
i isotherme A (v

s lormatior

o Lite compressio 7y) = B(Vy, Ty} pendant laquellc I¢ gaz est en CONKICLINEE Wi source
o chaleur de température Ty s

(4 echaultement 4 volume constan

B = C(V2.T2) pendant lequel le gaz esten contiret avee ki sotree de

Spperatire Ty
o delente isotherme € = DT pendant laquelle le gz reste en contact avee o souree de
i
plrature 1y _
o froiclissement isochore 0 = A pendant lequel e gaie estEn contuct avee lisouree e remperature
e Lk
ule le gas ?

s laquelle cire
ations <

chacune des transform fonction de

ne thermigue ditherme di
par le gz pour
os chaleurs @
[purnic au g
ichine est !

pature de pachi
avail Wetld chulgur () regue
po Ve @ b, it On préviserd e signe d

gl ‘ ’ r B et G . I

L uelles sonl-les quantites de chaleur @y et
g o (i déduire Y e rendement
. In (54
n (7,

{ il eal lit
Culeuler e
o respectivement pat la souee froide et v

e celle i

o SOUTEe chaude

T o X = i arzth-1
- - avel v A fe—r
=== (1 ';'z) X ]ll[ir::)"';'l-j'zl” [nT'l-I-l-I"l]
s EQUIPE VALIDEUR LMD™** s

Scannid aver CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

seryALIDEUR LME EDITION
Hesestin Poctort® <<Tout est possible a celul qui croit,>>

e ; aripatiope
Université FUB CFFR Mat hs-Informatio

Licence 2: 2020-2021

'EXAMEN THERMODYNAMIQUE (Licence 2-_@,Dm=xié1£ session)

Exercice 1: (4 points)

. ; ; e s
Chaque question peut avoir une ou plusicurs wiponses. Donnez b

numeérof(s) des bonne(s) réponse (s).

A- L’entropie interne, créée a intérieur du systéme est toujours:
1) positive
2) négative
3) positive ou nulle
4) négative ou nulle
3) aucune réponse ne convient

B- L’identité thermodynamique, c’est:
1) 8Q =TdS
2)dU =TdS + PdV
3)dH =TdS+ VdP
1) dS = 0 pour un systéme isolé
5) ancune réponse ne convient

C- L'entropie totale d’un gaz parfait, lors d'une transformation
réversible, dépend:
1) uniquement de la température
2) uniquement du vohune
3) dépend de deux variables
4) dépend de trois variables
5) aneune réponse ne convient

D- L'entropie est liée, au niveau microscopique:
1) a l'agitation des moléeules
2) anx choes des moléeules
3) an désordre des moléenles
4) 4 la structure des moltenles
5) ancune réponse ne convient

Exercice 2: (8 points)

A des pressions inferieures 4 20 bars o des lempbratiines oitre 278 K of
283 K, le volume massique de I'ean liquide est donnge par 'équation d état:
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:;ll'lz I“L'Il] + ”{‘.3. - EI}]_! - “L' - !‘JT‘)(I} - P[l}l
" _I : ;_I e ,![{—‘; Ty = 27 K: Py = 10° Pa = 1bar
=825 % I -2 b= T0x 10718 Pa ' k=06Mx 1p-to Pa-t i,

1. Montrer gu'a pressi
i Fer quii pression coustante ¢ passe par un minimum pour e
. r 15 de la température.
Caleuler Ty, pour P = I,
3 =1 ]ee A e 13651
 Caleuler les ecooflicionts thermoélastiques a et X de I'can & P = limr

v T =283\,

3. [I'.'ln prend desormais pour eau au voisinage de 277 IC et 1 bar un
modele incompressible et indlilatable.
a) Quelle est la nonvelle équation d'état ¥
I}l QIII-I"]]I:‘ est la variation d'énergie iuterne lorsque lg d'eau liquide passe de
IT3 K 4 283 IV sous Lbar ?

On donne: e{eau liguide)= 4.18j.§_”1.ff"'

Excrcice 3:(8 points)

1@ est une tranformation d'un gaz pour laquelle

_ Cte tout au long de la
{ormations sont intermédiaires entre des adiabaticues

trent en t hermodynamique industrielles, par
srant ne permet pax d'éliminer tout le
réaction chimicque. On raisonnera @
d'un gaz parfait.

(ue transformation polytropig
il existe il cooficient & >
transformation. De telles trans

0 tel que PVF

ot des isotheriies, et se rencon
pxenple lorsgue Jo systéme réfrig
ransfert thernique produit par une
[rartir (| une transformation quasi~statique

Données ponr un gaz parfait:

. w R,  andt

(= Ly == 7
i i

cas k=0¢ct k=17

connies correspondent les
w (e pression pour un gaz, subissant ww

wlles transforuations
(Fo Vo. To) et (P Vi 1) en

| des foree
entre deux étals

1 A
9 Caleuler o travad
Lpansforiation polytropigue
w5 pressions ot (o voluines.

wsion dn cravail en fon
fort thermigne atl cours de la

pratires nniguetent.

etion dos tem]
deedente

function de
pransforation pr

4. En déduire | expart
1. Montrer que J trans
s'terit
1 I W
= e ] (11 = 10)
Q=uh e =
5. Onsesert mn]ni‘:'m:.nl
A quelles pransfovmation

pression de @ trouvie & Ja question privédente.
o 3
g, k=-+oo et k=7"

o l'ex
Jos cas k =

5 ('ut'l'(!."ip{llitl{.‘lll
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EXAMEN DE THERMODYNAMIQUE (Licence 2 - MI, Premiére session)

Exercice1: (5 points)

1. Ecrire la différentielle de I'énergie interne dU (T, V') en fonction des variables T et V. '

2. A partic de dU et de I'expression 6Q = dU — 6 W, donner I'expression de |a différentielle .de I F_-nrrr.
pour un gaz parfait parfait de n moles en fonction des variables T et V' et des s S

interne.

3. Endéduire que G;%]T = 0. Conclure.

Exercice 2 : (7 points) . ; . :
Une mole de gaz parfait se trouve dans I'état (Pg, Vo, To). Au cours d'une transformation réversible, il rar
guantité de chaleur Q donnée par: Q = -3—?9.

1. Evaluer la pression finale P, et le volume final V' si la transformation est isotherme.

2. Evaluer |2 pression finale P et |a température finale T si la transformation est isochore.

3. Evaluer |la température finale T et le volume final V5 si la transformation est isobare.

Données: On rappelle que la quantité de chaleur recu d'un gaz considéré au cours d'une transformation r-
elémentaire est:

aQ =$dT+PdV =%dT—VdP

Exercice 3 : (8 points)
Une machine N1 décrit le cycle réversible triangulaire AC DA (Figure 1), et une autre machine N°2 décr
réversible triangulaire ABC A (Figure 2) entre les mémes températures T, et T,
A. Machine N°1 (Figure 1):
1. Exprimer la chaleur Q¢p en fonction de S; et S.. En déduire les chaleurs Qp, et @ ;- en fonction
Donner les signes des chaleurs Qgp, Qpa et Q.
2. Caleuler le travail W du cycle en fonction de Qpp.
3. En déduire le rendement 7]; de la machine N°1.
B. Machine N°2 (Figure 2):
4. Exprimer la chaleur Q 45 en fonction de S; et S;. En déduire les chaleurs Qpe et Qi en fonction
Donner les signes des chaleurs Q 4y, Qpp et Qpa.
5. Calculer le travail W+ du cycle en fonction de Q 4 5.
6. En déduire le rendement 1, de la machine N °2,
C. Comparaison;
Comparer les rendements des deux cycles.

Ta T
A =
T;g i I_i i '.A
1
]
]
L]
i
|
I
T] _}JI ‘ . :C " .:l I
S S; s 3 ' e
Figure 1 : Figure 2 Sy )
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EXAMEN DE THERMODYNAMIQUE (Licence 2 - MI, Deuxieme session)

-t comporte deux (02) pages.

<seivice 1 (questions de cours): (5 points)
- < question peut evoir une ou plusieurs réponses. Donnez le ou les numéro (s) des bonne(s) réponse(s).

<t inventeur prétend aveir congu un moteur qui, lors d'un cycle complet, fournit un traveil de 1200 k J contre
JU K J de chaleur qui lui sont cédées par un seul réservoir de chaleur. Un parell moteur violerait:
¢ Iemigr principe
seiond orincipe
el autre des principas
un, ril'autre des principes

i systéme passe d'un certain état initial d'équilibre par deux processus différents, I'un réversible, 'autre
. .rsibie. Parmi les équations suivantes, ol A8 se référe & un systéme, laglelle est vraie?

P = J.h,—;,k
= ::'"lsr'm
= -z"sr.}m

Zu nécsicn pessible & propos de (1), [2) et {3)

cur ti'importe quel processus, le second principe exige que la variation d’entrople du systéme soft:

Uve
-gative ou nulle
t1ee, rulle cu négative, sans autre précision

Les cocfficients de dilatation isobare et de compressibilité isotherme d'une substance hypothétique sont de la

= %er ¥ = -:l,or:a a et b sont des mnsrunre.-.". L'équation d'état de cette substonce est par conssquent:
oT 4w hP+cte
=aT —bFP +cte
= LT +aP +cle
_hT —aP+cte
a5

S $
out un systeme (P, V. T), Fexpression T(55) | = T (57),, est toujours égale &:
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E‘?mce 2: (7 points) p v, Ty=0.0n définit pour une man
Soit un fluide pour fequel il existe une dquation d'état de la forme (1% ¥
fluide, les coefficients thermodlastiques:
pv P X=Epty
Ou R est la constante des gaz parfalt et a une constante.

1. Donner I'expression de la différentielle d V' du volume du flul

2. Montrer, en utilisant les expression de a et de ¥, que I'équ

différentielle;

do en fanction de (T etdP. o
atlon ¢'état de ce fluide est solution de Ten

dk(p) ., RT
P U‘IJ +1 _Tj_+aP=D

0u K(p) est unc fonction de P,

. it. montrer gue scn o7
3. Sachant gue, lorsque P tend vers zéro, ce fluide se comporte comme Un gaz parfait, m

d'état est:
aP
P(V+~)=RT
H s L3 per
NB: On donne que la solution 3 I'équation différentielle de la forme x-e_—’;-+ [+ bx = 0, pour b constant, 2
bx ¢
S i

oll € est une constante guelcongue,

Exercice 3 : (8 points)

Dans un état A, n moles données d'un gaz parfait monoatomique occupe le volume Vo = 2 litres. la o
est Po = 100000 N/m?2. On considére que toutes les transformations de ce gaz sont quasi-statiques et cn
y=1.4.

1. Onaméne ce gaz dans 'état B, & pression constante, 3 un volume V| = 3 litres. Evaluer le travall de.
de pression. Quelle est la quantité de chaleur échangée avec le milieu extérieur?

2. Le gaz est amené de I'état B dans un état C caractérisé par V3 =3 litres et P, =40000 N -
transfermation entre les états B et C est représentée par une droite dans le diagramme da Clanayre- 2»
le travail des forces de pression pour cette transformation, Calculer la quantité de chaleur échangss -
milieu extérieur.
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"CORRECTION THERMODYNAMIQUE SESSION 1]

EXERCICE 1 (voir 2 session)
EXERCICE 2

1. Nous avons une detente de joule dans le vide. elle se fait en energic
constante done Au = sl

Au=U= ”“ "l {?u: =0
« i Au=0=AT =0done T =

est isetherme.

Tp par conéquent Ja transformation

2. D'apres la t!ullﬁr:-"t"h'&'tl-inlld %etlfa quantité de matiére
PV, =3PV = P = _L-'j,;” or Vi =2V
1
3PV

W, i et
-_—}f|—- EVu

a1
| p = 300
:!1 2

3. Variation o entropie.

A§ =5
- ’Q! )
As=[5-[7

(i) 0 Or A5 = S, + Sep wwee Ser =1

AS=nlf I
AS=ull |n.-1 |{|:|
(O at il = Ity

235
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EXERCICE 3

1. a)

b)

2. a)

expression du rendement.
* machine fournissant du travail.
I W
” = | = ——
@ O3
* machine frigorifique
Qe
n=—=
=W
* pompe a chaleur
_ll_ @
W 0%
& _& <0
Tl Ti
V.
Montrons que £ = a
Vo
1.?
T o
_A
C.
LB

= 2N

Onat LVIE =T, V3" (1)

T Vi STV (@) avee V=V ot 12 = 1

!
EJJ .__g,lfl = _1:]’_(_':”

27V, v,

weryal [IDEUR LMD EDITIF -

I
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1))
sens anti-horaive ou le sens trignométrique.

¢} Dlapros e 1" principe, on a !

“'E“':h.wr =1, + 2y =0
Q== ,,=allT) In{

Qi =uRT In(a)|

"
)

'—‘\*L'c'.n = ”'r'u +@:=0
Qs = —W,.,, =n T In(3)

IQg =nRT lu(n}J

«s*FOUIPE VALIDEUR LMD***

Ponr que le evele soit resistant, il faut qu'il soit parcourn cans le
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SESSINN L s=Chit
VORRICTION DF [ FXAMEN DE THERMODY N AMIOUT

S8 D &
FN 3 ’ = .'— '|.J
A1 ctant ung YT o p il = ri AT 4 (l P‘rffl' :-“— el 3= b= -
f, L. .
d$ = <-df + 1
i | 1 I 1At
; Ay ol 7 A 4 - cl =
ik M ung ]11' GLE: _.L it :li—n 4 ." —'J— = { E * ‘-;- . 2 Ll I
e T
Ui multiphe pa T By - a 2
Al Ay ¥
= Jizg Ay A 1 . f‘_ﬁ]r
' T -2 | l‘r{ar
x i A ETL g i s
‘_-t.,.;f?'4|l|.|.’,'|dr .‘_r-'=a_:.|.: 1 ;‘.’F.-'.—T-’T *;Ll*

1 A i
Jfi-y R LR BT

s
a7 =arlF) =sar v =5 Gt = Far S o
Wy fh h
T
Die Qoo Ty 3D h..__-r(fl]p
b ar Car T oar 9 = ar

2) déduisons h et I pour un gaz parfait.

Pour un gaz partaitona: PV = uRT

nit Hi K nkT
." — — — ) = e——
] ar, ‘

v = nRT L’="T’f’- (fﬂ)p,% _1( )P_'_-#___

L]
3)
Ona-dS ="dT + v dH = 2dr + 2 e
-,” N _,1; = --+- = (ComLp)dl = =14V + APV = Wp = £UT = L
nkT nkr
s (6= 00T = —-—d'l + Ti““
. M1 Kl . - Kol i
Pourn =1  ((; - C)dT =5 dy + SO = Cg=iC, =<5 ol
i I il
i R . s L M
Onoa “—I;—:f et F-T Amsi (.,,—L'.;irl,l =K %K
= Cp- €, =2R
AL .
P(V-=1)=03T u;\? !.'_-,‘,_- W )
e ' V=1 I % vty =037y
29/11/2022 *"*EQUIPE VALIDEUR L MQ*»»

Seannil aves CamBsannar


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

wiice Master Doctorat® <<Tout est possible 3 celul qui crait.>>

LSIiM = aigu
SiR = Trigo
Comme Wy e > 0, alors le travail est resistant.
L estle sens trigonométrique
3
=)

*»%\Al [DEUR LMD EDITION 2023%**

e
d ' e
A Vi

Tl = Tg Tl = Tz B

2 W =| W Comme FL}} =+e >1lalorsV; >V, donc P, <P,
P] Pg 2
LA T] = ZTz
) Les rravaux Wi Wy
0.3T ¢ 03T

)= = = - dV = =0.3T[In(V = 1)]2 = 0.3T,In (Ve

; 1
l']""_-_| = USTJ In (ﬁ
l"l';r'lrg'fu == Wl.z + WE,I

() = SQ—P‘SWEIF = ¢ste

: dU - U f=] SQE}"H‘E — -_SWC}'C!L' =
EXERCICE 2 : ‘ -
1) Lorsque I'équilibre thermigue est atteint.

j TFl -~ TF; = T‘r

rut::’f.])

7) $Q, = —udTl (a"ﬁ <0

##+EQUIPE VALIDEUR LMD***
112022

Qr:yr:le -62.7

239

Scanmid avec CamScanngt


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

«xxyALIDEUR LMD EDITION *

*Licence Master Doctorat* <<Tout est possible & celui qui croit.>=

$Qp = —5udT (aﬁ :;00) Or dU=SQ+SW=0
2

dU =50, +5Q; ; SW=-S0;—S0,<0; 50 +50>0

—HATy > 5udT, = dTy < =5dT; = f:::? dh < IT:? dTy
1
STe—T, <=5(Ty=Tp) = Tp+5T; <5+ Ty = 6T <5Tx+T = Tr< =Ty +

ziémep?'iﬂfl'pe;

50; | S _udTy o udTy an . _c Tr) > —5In (X
Tl + TE {0 i T;[ 5 T: {0 = T_-|_ :} 5 T2 g In(Tl) (Tz)
5 5 !
Te T2 Te, (T 5 5 6 5 =2T,> (T3T,)"
= '”(n):’ln(fr) = TI}(T;) = T,TF > T5T, =T > T5T T, > (T3T))
4)

T S 1
(T374)°T < ETZ +ET1
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CORRECTION EXAMEN DE
THERMODYNAMIQUE 2019-2020

EXERCICE 1

Un sait que dw = —pgy

1) Montrons que pendant une transformation
ieversible le travail peut

sécriredw = A dP + B dT
iy

V= (G5), dP=-vyap

55), =Va= (37), dr = vadr

l

dw=—PdV or dV = ~Vy dP + Va dT =

Sw=VPydP — VPadTl

2) Déterminons le travail
U'apres la question précédente an a
hw=VPydP - VPadrl

Ld compression st interne par conséquent ;

Wl =10
= VPadl=20
= dw = VPy dP

—w= [ V,PydpP

s

=72 )

0
EXERCICE 2
1) Caleulons h
e OV
fr = =1 (5'17
L'équation d'état est: 2 (V — nb) = nkT =
wlin(P) =10
nRT+af InP
= V—=nh= —
112022
___.-m-mﬂ*mw&x:’-’-‘;iﬁ# -tn.-‘:: e '-h '-'-1-‘:.' 2

<<Tout est possible & celui qui croit.>>
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= V= "T4aln(P) + nb

(g_:)P SR T(ar (5|:n(P1I

P
i ] alinip)]
= h=nRT - nRT + (252 )FT
2) Montrons que C ne dépends pas de F

On a:

&)= Ge-7

dply  \aT/p T

R e Bl (0] 0 (AR,
'(B_T)P_FnR (WPP‘-I-(W p T

= (E) = 0 ; Par conséquent € ne dépend
P/

pas de P,

Etant donné que € ne dépend pas de P alors
C dépendde T etde V.

EXERCICE 3

1) Le cycle doit étre dans le sens horaire
d’'une mantre, c

s

Le moniteur fournit du travail alors que |e
travail du systéme sera négatif w < 0

2} Cycle moteur

a) Calculons le travail et la chaleur
echangée

Le travail est I'aire délimité par le triangle ABC

w o= _ABRBC _ vxp,
2 2
T

W= —s0F0

2
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D'aprés le premier principe AU =w + Q = 0

~a=-vgash

3) Caleulons les chaleurs échangées

Transformation B4 : |sobare (P = Cste)
Py =Py

Wga = =Pp(Vy—Vp) et Qpq=nCpdl

Qps = nCp(Ty—T4) or n=1et Cp=
i3
¥—=1

Qpa = :—i (Tg —T4) or PV = nRT =
By

i

R
Qua = E_u_—I(TE_TA)=$_: (EE'EE -

R
_PaVay
R
Qa=2Wa—Va)  =[2Ww)

Transformation CB : Isochore (V- ="Vg)
Weg = — f:: PV =0 Et Qe =n CrdT

Qeg =nCv(Tc=Tglorn=1 et £, =
R

a=1

_ R (Fc Ve _Fg Vﬂ)
Qcs = p=1\ R R

P) = e

a=1

_E_(E_
Q‘:a'y-i 1

Transformation AC : Quelcongue
Q = Qpa+ Qs+ Qac
= Quc = Q — Qpa— Qs

PoVa  ¥PoVo _ 2PaVe

Quc =3 y-1 -1

29/11/2022

<<Tout est possible & celui qui croit.>>

=+ALIDEUR LMD EDITION »

PaVa 1 Mﬂ;
2 ¥=3

Qac = Povo (5~ i_t_l-y)

_ - PaVly +5)
Qac = -1

3) calculons le rendement de ce cycle.

Soit Q, la source chaude et @, lasource

froide

On a un cycle moteur donc @, > 0 et
Q<0

Soit 1 ce rendement

Ona: n= éﬂ
1

1=

Qﬁ.ﬁ <0 dUr'IC QCA = Qz et Q] = Qﬂ:‘l gy
Qe car Qgy >0 et Qe >0

- f.QH'Qz)
=gl = =1+
~Pa¥aly+s)
n= [ __Qea l__ T alpe1]
Qaa+Qrs ¥-1
_ __p#S
= |1 2(p+2)

: _ |4 _ _la+s
AN q_ll 2(1,4+2)

n=0,0588
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Correction de Thermodynamique session 1

Exercice | 2020-2021
1) Recherchons I"équation d*Etat liant V, P et T de ce liquide sous la forme V = F(P,T).
\ors 9V = (2% ¥
ors (3 ) dp+(w)pdr

P

Or Jdraprés le cours, @ = %(3—:)P et xr = v (::)
dV = VadT - VxrdP

JV

7 = adT — y,dP
Par intégration :

- dl""l ' P

II|.I 1 Tﬂ P“"

V
= In (E) =a(T —=Ty) = xp (P = Py)

2) D’aprés 1), In ({;) =a(T = Ty) — xr(P—Pp)

= In(V) = In(Vp) = a(T = Ty) — (P — Py)

= (V) = a(T = Tp) — x7(P - P,) + In(Vp)
= | = p(T=Tg)=xp(P=Py)+In(vy)

= |/ = g®(T-To)-xr(P- Fal plnlva)
Done V = Vye®(T-To)~xr(P-Fy)
ANV =10-2 g107%(293-293)-5.10"1%(1000~1)

3) En utilisant la question précédente 4 volume constant, on a :
V= Vu = p@T=Tol-xr(P=-Fy) — 1

= i‘r('r —To) = xy(P — Py)
= (T =Tp) = (P~ By)

o
Xt

Lxercice 2
1) Ona;:8Q = ChdT + ldV = CpdT + hdP = AdP + udl
Pasons T = F(P, V)

oT T
AT = (—) av + (—) dp

avip Py _
8Q =CdT +1av = ¢, (57) av +c, (57), 4P + av @
done 80 = C, (.-w) dV + C, ( )v dP + hdp @

8@ = AdP + pav (3)
Par identification, en utilisant (1) et (3), ona: AdP = Cy (dl) dP
Vv

o (2
”l’l‘ (apj

/1142022 +44EQUIPE VALIDEUR LMD*** .
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par identification, en utilisant (2) et (3), on a :

ar
kY = G (57), av
P

] ar
feold)
P\av/,
2) a. La relation de Mayer est :
R Ry

Cy=——; Cp =
u_ p=1""F "y _1q
L’équation d’état pour ce gaz (parfait) est : PV = nRT avecn = 1 car (1 mole)

ar P
=) =Lfe EI) =
av/p R NGRSy R

D’aprés 1) A = C, (rg_z)v

I=

4
ﬂ:{:'v—‘:——xz‘;—]f_
R y-1 R y-1
.
-1
De méme,
dT
=b.u."—‘l':p("—) = R'}r X£=——-rp
aV/e y=-1 R y-1
__¥
#_V*1

b. D’aprés le cours, U = nC,(T = T,) danscecas,n= 1,0 = Co(T = Ty) avee Ty la
température initiale.

du
e C,orC, = %{fomule de Mayer)

o e B R 2o,
ar - = T T T Ay =al +b
ar _ R
dT ~ (aT+b)-1
dll = 4 dT
T (aT+b) -1

Par intégration, on a :

R i | aR
. . N
4 j(aT+b)—1 af(aT+b)—-1dT

u—um‘)—ﬁf———“ d
. “a) (@r+b)-1 r

R
U(T) = EIn(aT + b —1) + cste

On pose cste = Uy
(v =L@ +5 -1+ 0,

AR A 0T EEECNITOE WAl Trrm im .
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¢ La transformation étant isentropique, 4@ = 0, ce qui donne ici
CollT = —ldV = —pgy = —ETEE
v
SCudT = ‘RTE&E
:"V RT (y=1DRT
e e B 1 @
v b-DT (eT+b—1) T
Lin posant z -_,—-;- .ona:
dT
g = ——
Lo dT dT
oz —-Iﬁﬁ = _sz=_']'_'
o {-;f = d—:- Ainsi
dvo dz
2R T — ("_]
a (‘E) +b-1 “
WV - dz
V " a+z(b-1)
n intég ailny = [—%

n ml-.,brs.int, ona: (nV fa+z(b—11
Vv = 5o 11I‘I(E1 +2(b — 1)) + cste
il In(a +z(b - 1)) = cste

1
= nl - 111[a +z(h — 1)}ﬁ = cste
V
= In i | = cste
(a+z(b—1))1
V
= — = e = cste
(a + z(b —1))F-T
vb—‘l

= ¢ste

bh=1
(a+z(b— 1}]ﬁ]

vl’)“‘l
A T— = gste
-t (b—1)
i,.rb—l
= —_——— T t‘)
Tur+b-1 o
=
?-Vb—l
=y —— = r5le
- al'+h=1

/112022 *#*+EQUIPE VALIDEUR LMD**+
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Exercice 3 f 0
T By ansformations
1Y 11 sagit d'une machine thermique ditherme irréversible, car fes deux tra .
vee I'une, soit avee autre des

£C et CD au cours desquelles le gaz est en contacl soita e :
thermes. La machine est

deux sources de chaleur sont isochores et ne sont pas iso .
motrice car dans le plan (P, V), le cycle est parcouru en scns INVErse du scns

trigonométrique.
2)
* AB: AU = 0 (Transformation isotherme)
“Qap = Wap = [,* =PV = [,*~RT, 5
V.
Qan = Wap = RT; In (1) > 0
2
= Qap <0
* Wge = 0 (Transformation isochore)

Done Qge = Agell = Jjjf C,dT

Tz R T R
=| ——dl= _—
Qsc == jﬂ ET+b—1dT

0 _Eln(a?’2+b—1
E‘C—a C[Tl'l‘b—l)}ﬂ{Tz}Tl}

¢ AepU=0,Wep=—0Qcp =- .,? RTz%

I,
Wep = —=Qcp = —RT3 In (—1-) <0
Vs

= 4 2
. WM—U,CIDHCQDA=ﬂmU=_E]n(z:1:E :){G
i -

Qr = Q:w +QpaetQc = Qge + Qcp
@F regoit donc Qr < Oet Q. > 0.

D’aprés le cours, n = —% - (1 —%)A’.
2

In -E-l}
Avec X' = In(ﬁ}+ﬁf za'l‘a+b-1
Va/ ' a B aTy+h-1

Scanni aves CamScanna


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Licence Master Doctorat® <<Tout est possible & celul qui croit.>> **#\ALIDEUR LMD EDITION 2023***

Examen de Thermodynamigue (Licence 2-MI, Deuxiéme session

colvice |
wive

2020-2021

i \L_'I'l.'i.t’i_‘ 2
11.}1 se rappelant de la partie du cours de Topologie qui cherche le minimum d'une fonction, on
dérive

v
(ﬁjp = Vy[2a(T =Ty) + b(P—P,)] = 0

“1 ksolution de cette équation.

Vol2a(Ty, = To) +b(P — P)] = 0

b : : w
= T = Ty = 5= (P = Py) qui est bien un minimum car (:—T (g—:)P)P = (g;—]: , = 2alp >0

c= Py, ona:Ty, =T, = 277K.

2. Calcul du coefficient thermoélastique a et y.

| sV
=plsr),

=7(a),

. 2a{T-Ty)+b(P-Py)
!|' T 1+alr=Ty )= (k=BT)(P=Fg)
' || _ k=bT

£ 1+a(T=Ty = (k=BT P-Py)

{="1bar = Py

_ 2a(T-Ty)

ST 1R alT=Ty)?
. ke=DT

Py = L a(T=Ty)?

AN
$,9.10 %K1

,.96.107 1R
;. On prend désormais pour I'eau au voisinage de 277K et 1bar un modéle incompressible ¢t

indilatable,
1. 1Dapres |'Enoned, @ et y sont trés faibles (voir nuls)

" L: ke BT ol T =Ty =V =V, = este
L

«+*EQUIPE VALIDEUR LMD***
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m

b. AU=nxecxAT orn=
Hzﬂ

chﬂT:LxcxﬂT

My, o 2My, + M,

1
Zxl+16

AU = 2,322)

AN:AU =

x 4,18 % (283 — 273) = 2,322]

Exercice 3

¢ [k =0 donne P = cte :Transformation isobare ; o
s k=1 donne PV = nRT = cte = T = cte :car le S}"E[élﬂc est ferme : TTﬂI’lSFOI’mﬂT.IUI'I ISO_[I'IC!IT'IK :
e k= +oodonneV = cte (car PV = cte serait une hypothése fausse) : Transformation isochr

(%7
2. Par définition, on a tout au long de la transformation PV* = PV done P = Pg (Fﬂ) '

Comme la transformation est quasi-statique, I’équilibre mécanique est atteint tout au long de Ia
transformation etona: P = P,
Le travail entre les états A (Py, Vy, Ty) et B (P, V3, T;) en fonction des pressions et des volumes esl :

w f ’ Pdv IBP (V")k dV = =P,V j Ay
= — = = — ol = = —roky —
A A V Vo Vk

Vv =k _ Vl-k
e ()
yi-k _ pi-k
Wi {* =)

3. Le travail entre A et B en fonction des températures uniquement, En utilisant la propriété
polytropique (P Vg = PyV{) puis celle des gaz parfaits, on obtient :
W = e (PuVh — Poll) = e (T = T)
4. D’aprés le premier principe appliqué au gaz parfait, AU = W + Q
Comme le systéme est un gaz parfait,
AU = CvﬂT = l:‘p (T1 i Tﬂj
AinsiW +Q=Cy(Ty =To) = Q =Cy(T, —Tp) = W

nR nRk
=¢Q=F_1(T1“‘Tu)—m(7'1—?”u}
1 1
=Q=nR(]-:—1—'E_—1‘)(T1_Tu)

Pour k = 0, on a identifié une transformation isobare (voir question

4 |-.|l‘.‘l2{]“k= a dans
cas (en utilisant le résultat de la question 4) . 0). On-a glan

1 ynk
Q =nR (—m = 1) (T, —Ty) = F_—l('ﬁ =Ty) = C,AT.
ni
e Pourk =+%,0Q = =1 (Th = To) = Cy (T, = Ty). 1l s'agit done d'une transformation isochore.

1 1
Pourk =y,Q =nR (}7_—1- e E) (M=Ty)=0:la transformation est adj

abatique.

26112077 ***EQUIPE VALIDELIR | Mk
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Corrections
SESSION 1 2021-2022

woutice 1t (5 points)

“ierentielle de I'énergie interne dU en fonction de T et V. d'oir:
(22 ar+ (Y
aT/y &v) ¥

-adression de d S

U —=sw
vil ==PaV, dgy
JU
(7) 97 + (%%)Tw + PAV
gu
(77), 97+ [Gv), + 7]

© 1€ 8az parfait a n moles, alors P = "iﬂ, On a donc:

dlU
< G7), 07+ [(G7), + - v
Loupeest doric:
6Q 10U
T =7(57), 9T +[7 57), +ax]av

- - aéduisons et concluons
4 aEt;nt une différentielle totale exacte, alors:
! d rl 28U nRk
&) =l Ge). +
i* Etant des variables indépendantes, alors:
1=Ld . 1 &ZU 1 aU
1OV FW‘?Z‘(“J

Jav/r
TR
115}
L::?]r =0 = [g%]r =9

.1 intégration de I'egalité trouvée, on obtient que:
J = () == U=U(T)

-~ dunc indépendante du volume V. Elle ne dépend que de la température T pour un gaz parfait (premire loi

i ".“l.
cLibe 20 (7 points)

Liunsfermation Isotherme

. transformation €tant isotherme, on a:

RT
NTy=cte = P=T" et PyVy=PyV,

it = dT = 0alors:
L 5R
—;—{dT+PdV=f§udT— VdP =2 6Q = Pdv
. .gration, on obtient:
| PdVv

/1172022 HHHEQUIPE VALIDEUR LMD**#
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OrP = —'—RE“. d'oli

Vi
d
Q =RTy f Lt = Q = RTyin [%—;]

Or, on sait d apresl €noncé que Q = El*-'-'d oll:

3 3RT, 3
Q= RTyln ( _ﬂ) = = V,=VgpeZ

® Sachantque P1V; = PyVy, on obtient:
P Vo 2
’_PUV = Py=Pge 2

2. Transformation isochore
® Latransformation étant isochore, on a:

_ R RT P, Py
.]-:—V—U—-Cte = P=T- et T—_T-
V=cte = dV =0alors:

3R 3R
6Q=TdT+Pdv=%dT—wP =  6Q=—5-dT
Par intégration on obtient:

3R
Q= de - Q—EE(TJ—ToJ—?’R;”(ﬂ-]

Or, on sait d aprés’énonceé que Q = %ﬂd ol
3RTqy T 3RT T,
G[ 1 1J= 0 __1_,_1 —_— T1=2T{}

=2 Y5 7 7 T
Py _ Py
® Sachant que o T—,on obtient:
T
Pi= Pyt =  Py=2Pg
Ty

3. Transformation isobare

® |atransformation €tant isobare, on a:
Vv R RT V Vv
=—=cte = V=—rm et —=_—2"
Py Ty Ty

T Py
P=cte = dP = 0alors:
5(3_57‘?-.3*1" 127 SN .5@:5;.:31"
Par intégration, on obtient:
T

5R _5R SRT(. T,
o rfndT = Qg Oyhesg=lm-1)
Or, on sait d'aprés I'énoncé que Q =&;rﬂd‘ L

SRT“ T 3RTy ﬂ 3 8
Q= {Tu ])- W T, = Ti=5T,
@ Sachant que % ? on obtient:

T 8

Vy= voﬁ =  Vi=zV,
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ice 31 (8 Puints]

iViachine N*1 (Figure 1)
Caleul des -
chaleurs Q-p,, et Q. et Q ¢ en fonction de Q¢ p.

GrQepavece T =T, = cte
Lgue
1.5.1‘3 Tl’l‘l
& = 6Q=Tds HF A

Jleur est |'air
e du rectangle sous le segment DC et limitée par I'axe des

ws. 0n a dong:
i8S =5y)

\‘
. = AS;p=A5; =5 ) ‘
== . =8 -5 <04d
I'1(81—83) =T ,ASy <0 e o T,[_
S g =
Figure 1

aQ
— == 6Q=TdS
nt AC et limitée par I'axe des entropies. On a donc:

"'”.,r_'e“ I'aire du trapéze sous le segme
L+ TS5 = 5)
)
<5, = ASpc=8:-52>0
- ($; - 53) =— OS¢y == ASn =— ijp
1

:,‘_-;'.—SJ_

(1'y +T3)
T Qcp = 0

Travail W du cycle.
|e premier principe, on a:
{Jq¢ T Opp+Qpa= 0

W, == Qep — QaccarQpa =0

g
T, + Ty

- (J¢ ;:+*]72-ﬂ40{:u = Wl-——:ﬂfl*'
1)1 de la machine N°1.

. En déduisons le rendement o
e Qac > Yy alors |a source chaude est sur e segment AC.D'ol
jhd A & 2 T Too T,
Wy Fi:._f-l{;. ne 1 o
t4 r_ = 2T, LT T3¢ I, +T:
Lchine N*2 (Figure 2) .
culcul des chaleurs Oy €t Qpo € (), , en fonction de Qan
= bl tu"uf;df'.‘t":”-=t-‘fi'
ol L|=..Ef.‘
6Q ., 6Q=TdS |
7 du rectangle 50U> | sepment A B et limitee par |'axe des
re
5
Froure 2

(1 leur est I'ai

L upies. Ona dc:_rnc:
.;;{Sz :I) . i by 0, dol
I -h'r:(Sg = 51] = TzﬂnS]g - U

[
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Carsz‘——ﬂ‘te = ﬁSBc‘:.{)

®  PourQp,
On sait que
6Q
dS=== == §Q=TdS
La chaleur est I'aire du trapéze sous le segment C A et limitée par I'axe de
i (T +T3)(S; - S3)
AT 5
OrS§1<8S; = AScs=5;-58,<0

ASca=81-S,=-(5,-85;) =— AS;; =—

Qan
T,

D’ol, on a:
(T +Tj)
Qca =- —371, Q<0

2. Calcufer le travail W ; du cycle.
D'apreés le premier principe, on a;
W3+Qap+Qpc+Qca=0 = Wi;=-Qap—QcacerQpc=0
On a donc:

T1+T2 TZ_T].
Wl=_'QAB+27TEQAB = W1=—TQ43

3. En déduisons le rendement 1], de la machine N°2.
Puisque (@ 4 g > 0, alors la source chaude est sur le segment A B. D'oi

M2 = Qap 2T, AN Qs 8 2T,

C. Comparaison des rendements des deux cycles:

On sait que:
m<n = Mm+h<m+nz = mn+n<2n

On a donc:
1 l Tg T T]_ = TZ — Tl

Titls B1: - T ¥ry° o1

= >0

ey AL IDEUR LMD EDITION 2

< entropies. On a donc:
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CORRECTION DE THERMODYNAMIQUE DEUXIEME SESSION 2021-2022

LXERCICE] (questions de cours)
~A-2) B-4) C-ljet2) D-2) E-3)
EAERCICE2

W= —_ y=

FEi +

avec a constant

==

&

P

1}- Expression de dV en fonction de dT et dP. On sait que :
= f(T.P) =>dV = (%;) dT + ‘”’) dP

2)- En utill -
- En utilisant les expressions de @ et y montrons que I'équation d'équation d’état de ce fluide est

sclution de I"équation différentielle.

el‘ ”']
+ = --+aP=Drweck=f(p);ona:

K

i = i: -.!— E = av - R .
Lol@) = (5), =F=0carV=f® 0
e ok o 1 a av Vv 13 = :

B ap)r- o (5;)?=-F—a ; Péquation devient :
¥ RT

p(-%—a)+V=F+aP= —V-aP+V-"+aP = -Z=0

o' upres(i) avec k(P) =V(F).
5)- Mantrons que I'équation d'état est: P (V +“—E) = RT

équation différentielle est: k(P)= -—— + = !ursque Prendvers(, |2

Daprés NB, la solution de I’
u c—ﬂ,anadunc.k(P] = -—2—

{luide se comporte comme un gaz parfait d'o |'équation devient

—_>-—+w= RT =>P(V +3 ) RT

£L —}-+V=F

--"J L-’——-+aP

. AERCICE3

1j- _5_1:.5_‘|’__ELCaIcuI du travail :
¥
= == = p,(V, — Vy) car la pression est constante
OnadW = —pPdV == w Hy J;"._. dV o (Vo 1) p

W = 100000 = (2 —3)107% = —100/

ul de la chaleur:

Calc
[ ] . [yapres la loi des gaz parfaitsona:
) = Cp [ dT apression constante . B apres | g -
'8 i . 1 - u_. l
il ;Tﬁ*'w car p = cte; Q= Jv., ni Y TR Wl V)

PV = Rl =T = R
L4 100000+ (3-2)1077 = 350/

; _l’___, —~ Vo) Q"C“'___"
or Cp = :f}fl 00 @ = P"lHV} hJ Rt

_vene Al TREUR LMD*** 253
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: 0
Examen de Probabilité: Durée: 1h2

F on.
NB: la clarté de la rédaction sera prise €n compte dans la correct!

(On considére la foneting

Soit n un entier paturel non-nul et soit a un réel.

définie sur R par an
(@) = T i)

(1) Déterminer a pour que f, soit une densité de variable aléatoire -
admet pour densité T

(2) Soit (X,) une suite de variables aléatoires telle que chaque Xn
(a) Etudier I'existence de moments d'ordre 1 pour X
(b) Montrer que la la suite (X,) converge en loi vers la variable nulle.
(c) Etudier la convergence en probabilité de la suite (Xn) vers la variable nulle.

Exercice 2

En cas de migraine trois patients sur cinq prennent de |'aspirine (ou équivalent), deux sii-
prennent un médicament M présentant des effets secondaires: Avec l'aspirine, 75% des pa
sont soulagés. Avec le médicament M, 90% des patients sont soulagés

(1) Quel est le taux global de personnes soulagées?
(2) Quel est la probabilité pour un patient d’avoir pris de 'aspirine sachant qu'il est sov
NOTA BENE: On posera clairement les événements et les formules de calcul de leur probat.

Le couple de variables aléatoires (X,Y) prend ses valeurs dans le d
suivant

O At

D={(z,y),z>0, y>0 z+y<1)
avec la densité de probabilité f définie par f(z.9) = K{
(1) Déterminer la constante K.
(2) Déterminer les lois marginales de X o YX.
(3) les variables aléatoires X ef ¥V font-elles indépendant g
(4) Onpose U=X+Y et V=x—_y |
(a) Déterminer la fonction de densité de (U, v)
(b) En déduire la fonction de densité de [J.
(c) Calculer E(V|U),

z -+ y).
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1 ratrappage de l'ruh:hil_im: un'::t:-;- 1h20 ;

documents sont formellemeant

Examer

-/ la clarté de la redaction sera prise en compte dans la correction. Les

rerdits

| N:Et.l_(_:i'_‘ 1
1V Rappeler la définition d'une prababilité
2+ Sait {4, B,C} une systéme complet d'événements sur un espace
(u) Que signifie {A, B,C) une systeme complet d’événements

(b) Seit E un événement tel que £ est un gvénement non impossible.
(i) Que signifie E est un événement non impossible.
(i) Eecrire la formule des probabilités totales associée
{A, B,C}. En déduire la formule de Bayes reliant £ et B.

41 Soit € Minivers d'une expérience aléatoire £.
(a) Donner les conditions pour quela probabilité sur £
(b) Soit A un événement issue de cette expérience. Donner

probabilisé (1, F.B).

3 E dans le systéme complet

noté PPy soit 1a probabilité yniforme.
I'expression de PalA)

[ aercice 2]

| '1ie urne contient 6 boules rouges et 4 boules blanches. On tire 5 boules au hasard et on note

sombre de boules Touges parmi les 5 tirées.

.1 On suppose que le tirage se fait simultanément et sans remise.

(2) Déterminer la loi de X
(b) Calculer son moment centré d’ordre 2.

' (Ju suppose que le tirage se successivement fait avec replacement.
(a) Déterminer la loi de X

(b) Calculer le moment d’ordre 1 de X

wereice 3

CIXy, o Xa) une suite de varigble aléatoire iid a une loi de Poisson P(1). On pose

Sa = i Xk
k=1

[éterminer par recurrence que §. suit la loi de Poisson P(n).

Déterminer P(S € n).

/4y En appliquant Je théor 4 §,, demontrer que

eme central limite

» =Tl : ﬂ‘k
limn e E i =
ri—t+ 00 k
k=0
1

o
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Examen final: Dure o1 :._Il

NB: l2 clarte de la redaction sera prise en compte dans la correction.

Exercice 1,
—————
On dit qu'yne variable altatoire ¥ suit une loi de Gueated =i elle admet pour d-z-i-

Flgl=emit 'h_—._[.r-.

—

Monteer (' ikiste une fonetion w rolle gue fle) == '

} En cEdnive RN i fomm Foest roeeient mue ot ton d elogising,

W o

Motizrer que la fonetion de repartition de Y est
Fyley =0

(1 Seit "L nue suite do variables aléatoires independant e <uivan: toutes la loi expose.

de paresiorie 1oOn oot
A, = 0ax{Uns 5, U 0t X = My = s

ra Dérerminer la fouciion de densité de la loi exponenticie de parameéire |
‘b Montrer gue la fou tion de dessire des U, est

"\j_,,iﬁc.:'\‘-\._-.,m
e S & N T T

¢ Frodedue G da Puetion de vepartition de 1/
fd O yote J1,. la fouction de repartition de X
ti; Moutrer que Hyfz) = Gyla - ln(n);,
i Détertainer £

for, NMosergue X oo wverg@on o visps )

[Exercice 2

Dans une entreprise denx ateliers L"l'”'i'[]“”ﬂ s HiRIhes picoes, | ;

el 1 fabwigne en e o
dere fods plus de picees gue atedier 2, Le pourcentape (|,

EJ:!u § ik Ii"t.‘t'!'!:ll'”ﬁ{‘!‘f gy .3|_ FJ|-||||" :.,'.'-
1 et 49-'{— POLr _i‘“H-Elr'I 2. On I'J!'r"]r'r\‘i' e ;|i1.“. A s ) i

A= | l'l;\:.-:['|_|:

journée.
(1) Déterminer la probabilite que cette plece provieny,

(2) Déterminer la probabilite que cette pitee provien,. de |

i ir'.|'_-:_t-] ]

atelier 1 et ege défec tense,
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JI' I.“:l 'll!illt‘l' il !

] ] ol AR T A ié I . .

- p (E"’i!”..[' {r“t L‘I': I L I Vig 7 t £l H ! 3
I

oot =g
cerciee 3 |
|
son temps & regarder par la
fenilles tombées & la fin du
A > 0. Cela signifie

peoetudiant = ennul
W s'ennuie durant son cours de probabilités el passe

P Jos =iagilhe .

ouilles tombier iy arbre. On admet que le nombre de
| 4 ik vaalle il . . . : |
' niable aleatoire X qui suit une Joi de Poisson de paramétre

FELR RS SN Y | I = B

A \F
i O L. =l

l L;\ i "“J S E‘

Croar Espliguer pourguol jos hvpotheses de 'énoncé permettent de dire que pour tout A=,

A
£ L
g

e of lu variance de X
par terre, |'étudiant lance u
p. p €0,1L

ne piéce qui donne pile avec

th Déterininer Vesperane
On note F et Ple nombre

qu une feille Lombe

21 A chague [0is
Jhahilite g =1—

une probabilité p et face aves pre
L (aaiis yespectivelnent,

nranicre simple 1 sachant X = K,

sourguoi la loi de F
En déduire ['expression dc

ol bees i oo I}LIII.'n ]
ot WL 3 .
= fixe. esHiguer o

(al Pour b o=
| en prociserd Jes parametres.

est une ol binontiaie dop

L X = A
L Pour (Aa) e B M
la lui de F. ail
L loi de P

caleuter la quantité P(X = k. F =a).

o En déduaire 181 que soi espErance.

A Domner. sais citle 1=,
N raer s frop bt inclépeniiantes

R Rt Lol < Pyt N S i
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EXAMEN FINAL; Durée: (530

(Question de cours) (7 points)

(1) Soit Q I'univers d'une expérience aléatoire . Soit JF une famille de

sous ensemble de [2

(a) Comment appelle t-on le couple (2, .F) ?

(b) Donner la définition d'une probabilité P sur §2.

(¢) Comment appelle t-on le triplet (2, F,P)

(d) Donner la définition d’une expérience feiprobable,

(e) Onsuppose que §2 est fini et & est éguiprobable, Donner 'expression
dans ce cas de P(A) pour tout événoment . conument Fappelle
cette probabilité.

(2) Soit X une variable aléatoire discrote 4 valenr dans ) = {1908 4 5)

tel que
Yhke B, P(X =) ;_‘

() Déterminer a. En décduire b loi de X SOIESPOTanee of sa varinnee

(L) Déterminer la fonetion do répartition \

(3) Soit (X, ¥) un couple de viriahle aléatojpe OO ot £ ot
de définition D = {(a,y) € B, x Ry:0< /) aensite f densemble
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(a) Déterminer les lois "
crimner les lois de X et de ¥, Comment les appelle t-on 7

(L) Donner 1 relati i i
i ‘Jl'l‘:.l la I Ll.ll!lll:l eutre la loi conjointe et les loi marginales pour
e Xoet 1V soient deux variables indépendantes.

(¢) Donmer la procedure et Vexpression de 'espérance du couple (X.Y).

[ Exercice 2| (6 points)
: Une souris chorehe nn fromage. On suppose que le fromage se trouve
thins une chambre d'une maison de 4 chambres.

(1) Donner la loi de probabilité du nombre ¥ de visites nécessaires dans
los nombres pour découvrir le fromage s'il entre une seule fois dans une
chambre. Caleler le moment d'ordre 1 de Y. Cominent I'appelle t-on ?

(2) On suppuose que la souris n’a pas de mémoire: il peut rentrer plusieur
fois dans la méme chambre.  Trouver dans ce cas la loi de Y, son
moment contré dlordre 2. Comment 'appelle t-on ?

(7 points)

Pour tout n = 1. on considére (Xi)i<ngn .
« suivant toutes une loi de Poisson P(1). On pose S, = Z‘I.Y,-,
(-

une suite de variables aléatoires
indépendante

(1) Montrer par recurrence que Sy, suit une loi de Poisson de n.

(2) Déterminer PSSy < ).

(3) En utilisant le { hiaareane central limit, montrer que
. =1 ; "k _-l
lim | € =

T k=1

754
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i

Examon final, Duréde: ___1_h_3?_. Qe 5
) Spe— i rendra 2,5
NB: la clarté de la rédaction sera orise en compte dans la correction. Au besoin on P

4= . : , .
@7(0,995), avee ¢ la fonction de repartition de la loi normale centré réduite

Exercice 1!

T G ; , F b i Yonpe= 0]
Soit Xy, X, -+ une suite de variables aléatoires indépendantes of de loi B(pj oft p |

(1) On suppose p > 0. On définit N = inf{n > 1|X, = 1} i.c NV est le preperTinsbant v
suite (Xi)izy prend la valeur 1.
(a) Montrer que {IV = +o0) = n{«"'fn = 0}.
>
(b) En déduire P(N = +o0), -
(c) Montrer que pour k € N*, {N =k} = (X; =0, Xp =0, -, Xguy = 0, Xy == 1]
(d) En déduire que NV suit une loi usuelle dont on donnera le nom et le paramétre.
(e) Donner l'espérance et la variance de V.
(2) Soit m > ). On définit 8y = Xy 4+« + X,
(2) Déterminer (sans preuve) la loi de S, .
(b) Calculer I'espérance ct la variance de S,

Théo fait du tir & I'arc sur une cible D, circulaire de rayon 1. On suppese que The-
suffisamment maladroit pout que le point d'impact M de coordonndes (X, Y) soit uniformam
distribu¢ sur la cible i.e la loi conjointe de (X, 1) est définie par

flz,y = alp(z,y),
ot D= ((z,y) € B, 2? + 2 < 1}.
(1) Montrer que e est égale a 1

(2) Déterminer les loi marginales de X eof ¥
(3) Les variables aléatoires X el ¥ sont-elles indepondnt s

Exercice 3

Lors de la construction d’un colldge accueillant 500 ¢loves, ) bt priva - eotisri s
. L h Beinon o e

cantine comprenant deux salles, chacnne disposant de N places, On fait Iy pothe !
3 re LHLEIRRY S SRR A

tléve qui mange choisit au hasard et de fagon équiprobalile 1"y des denx salle
les uns dos nukres,
Notre objectif est, de déterminer Ia valeur de N & prévoir 1o, i

b vy r |3"1"ﬁ.|']ﬂ1-?i“f[!_‘ qie chaip
gleve trouve une place dans la salle qu'il & choisie soit supéyipgre 0 43

29/11/2022 **YEQUIPE VALIDEUR LMpD#++
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tléves choisissant la

3 y- . . i
Pour cela, on note X la variable aléatoire correspondant au nombre d

premiére salle.

(1) Déterminer le nombre d'¢léves ayant choisi la deuxiéme salle.

(2) En déduire la relation entre ¥ et X pour que chaque éléve ait la place quelque soit la salle

choisie.
(3) Déterminer la loi de X
{4) On pose ¥ = A—_f’;ﬂ
V126 rer qu'on peut approcher la Joi de

(a) En utilisant le théoreme de Maivre-Laplace, mont
Y par la loi normale centré réduite.
(b) En déduire la valeur minimal de N.

261
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Durfo: 1h30

Examon de rattrapagoe,
NB: Ia clarté de I redaction sera prise en compte dans la correction.

! Exercice 1I

Un industriel doit vérifier 'état de marche de scs machines et en remplacer certaines l¢
¢chéant. D'apras des statistiques précédentes, il évaluc & 30% la probabilité pour unc machin~
tomber en panne en 5 ans; parmi ces derniéres, la probabilité de devenir hors d'usage suite ;
panne plus grave est évaluée & 75%; cette probabilité est de 40% pour une machine n'ayant jar
eu de panne.

(1) Quelle est la probabilité pour une machine donnée de plus de cing ans d’gtre hors d'usn

(2) Quelle est la probabilits pour une machine hors d'usage de n'avoir jamais cu de par
auparavant?

(3) Soit X la variable aléatoire "nombre de machines qui tombent en panne au bout de 5 =+
parmi 10 machines choisies au hasard". Quelle est 1z loi de probabilité de X, (on doro -
le type de loi et les formules de-calcul), son espérance, sa variance et son écart-type’

(4) Caleuler P(X = 5),

.

La densité de probabilité de la variable aléatoire ¥ est définie par :
_.: . }
f(:c,ﬂ]={ Ae sf z >4,
] sinon
oli § est un paramétre réel strictement positif,
(1) Déterminer le paramétre X en fonction de B pour que f soit bien une densit.
(2) Calculer I'espérance et la variance de
(3) Déterminer la fonction de répartition F de Y.
(4) On post Z = In(Y), Déterminer la loj de la varinble aléatoire 2.

| Exercice 3 i

Soit (X}, -, Xn) n variables aléatoires mdéﬁcnduntm (n > 2)
[a,8], a < b On pose

qQui suivent la loi uniforme =

zﬂ- = mu{Xll b =0 .Xn).

(1) Déterminer la fonction de repartition de Zn
(2) En déduirc sa fonction de densité puis gon espérance,

(3) Calculer lim E(Z,).

n—+400
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Cacrviee ]

an

fulx) = (1 + n%x?)

[ estune fonction continue et positive.

Hx o = J'::;‘;,(x}dx el i 0]

me-w {I+u'-’-.1""}dx

a e nx= + oo
"l':‘f ___n_'dX=Ef ; =E t "“""=Err =a
s =) {1+Xz)d)f n[arcan(ﬁf} 1% n'( )

w2 NB : pour le caleul de I'intégral on a posé X = nx
s n
f:r{..\) = -____n'(1+n=x=)
+on +oo e 2
1 xn
E(X,) = J’ = j . B j 20
n) s n(x)dx o T+ n2x2) Y T )_, O +ntxd) o

ws X =n?x?, dX =2n?xdx, dx =5
2xn?

1 oo 1 1
= B T oL o
}Eman (1+X) dax S (n(1+X)]*% = 4o

cwinent d'ordre | pour celte fonction n’existe pas.

Avlinition la fonction caractéristique @, (t) = E(e'*) = fj: e f. (x)dx
=0y, (:—[) avee (X;;) une variable aléatoire de Cauchy de paramétre 0.

aite @, converge vers sa fonction @ = 1 qui la fonction caractéristique de la variable aléatoire congru

A, ) converge en loi vers la variable nulle.

¢ onverge en loi vers la via, nulle done converge aussi en probabilité vers la v.a. nulle.
[T

|-~ Cvénements suivants

|4 patients prenant un medicament” ; 4 ¢ "les patients prenant l'aspirine”
(s patients sont soulagés”

2 ; P —
ies B(A) =2, (M) = £ A(8) = 1o Pu(8) = 11
. Taux global des patients soulages
! X glo prsy= PORTS) 3 RO S)

C 3 75 2 90 i
B : T 1o g PO LG Wi G
P(S) = P(A)PA(S) + PIMPy(S) = g X o+ & X o0 = 1o

%
11/2022 #++EQUIPE VALIDEUR LMD**= 263

Scanmid avec CamScanngt


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

“+ALIDEUR LMD EDITION -
*Licence Master Doctorat* <<Tout est possible a celul qui croit.>= -

Le taux global des patients soulagés est : 81%

2) La probabilité demandé est Pc(A), d aprés la formule de bayes on .

- 3. 75
Po(4) = 2ANS) _ PAPAS) _5XT00 _5 _ x5
‘ PS P 8L 9T
100

Done =35% sont soulagés aprés avoir pris I'aspirine.

Exercice 3

D={(xx>0y>0x+y<1)
avec la densité de probabilité f définie par f(x,y) = K(x +v).

1) Déterminons la constante K.
f est une fonction positive et continue, donc on a ;

Posons A = [1(f, ™ f(x.y)dy)dx = K [, (f, (¢ + y)dy)dx

3 I e K[ 2
A=K ([xy'l“}'z dI:EJ’ (1 =x%)dx
0 2 °

o

7|
Do f(x,y) = 3(x +y)

2) Déterminons les lois marginales
-Loi marginale X

e B
Soit xe]0AL;  fx(x) = fyqy FG0)dy =3 f;™ (e + y)dy = 3y + 3y?]
fr(x) = g(l = %)y, (%)

Loi marginale Y
Soit ye]O1L:  fr(¥) = [y, f o ¥)dx = 3 [, Y (x + y)dx = 3 [:ry + %1'*]

1=y

0
3
fr(y) = 2 (1- }"z)ﬂfn,uﬁy}
3) Ona fy(x)fy(y) # f(x,¥), alors il n’y a pas d'indépendance cntre X ot Y,
4) a) déterminons
g(U V) = fxy) x oY) M aqw
X+Y=U (1)
OI]H{X—F=V (2:'
(W@ 2X =U+V= X=1U+v)
1
M-@=222W=U-V=Y=:U-V)
au av
. |2esigE] 11 1]
Ja(X,Y) = au ov|= '1 __1| =23 p(X.Y)=2= o (X, ¥)|~1 1
dy dy :
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Ona:gU W) =20 +v +U-V) x3 Iz
g(U,V) = % X 20 pqup) = ;U Laquv)
Avee A= (U, V) e REV > 00 < U< 1et0<V <U)
5) Déduisons la fonction de densité de U

o "3 3
9u(W) = | g(u,v)dv =J’ —udv = -u?
0 s 2 2
3 3
Hn(“) =§u ]1|u.,|(u}

Calculons E(V|U)
BV 1) = [ vg(vlu)av
A
_gww) %H 1

gwm“mm_@ﬁfﬂ

Ly T3 1 u
— 25 =Tl = vyt ==1 U
J-ug(ulu)dv—j udv— u[zv Jo=zxzu =3 o)

iy 0

U

o 265
##+*EQUIPE VALIDEUR LMD
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Exercice 1
(1) Soit (2, f) un espace probabilisable. On appelle pr'uhal‘.-i]ité sur {1 I'application
P:f—[01]
A — P(A)
telle que

« P@)=1
* Pour toute famille (A,,),»; d'élément de f deux & deux disjoints, ona:

s»( UAH) = P4y

nzl nzl

(2) On considére un jeu de tir sur une cible comportant trois zone 1, 2 et 3.
(a) Pour cette expérience, déterminer { et f.

¢ 0={1,23)
* f=1{2.(1},{2}03},{1,2}.{1,3}, {2,3}.0}

(b) Déterminons @ pour que P soit une probabilité.

Les événements {1}, {2} et {3} forment une partition de 1. Alors P est une
probabilité sur 0 si

1=P)=P{1}u{2}u {3}_) = P({1}) + P({2}) + P({3})
‘:=?1=3EI+2£!‘+{I=6&¢=>{I=%

(3)
P(A N B) = 0,08
P(AU B) = 0,52
P(A) = 2

(a) On pose P(4) = a et P(B) = b. Montrer que le couple (a, b) est solution du
systéme d'équation linéaire

{a+b=u,5
a—2b=10

En utilisant les données on a ;

0'52=F(AUB)=F(A}+IP(B)~[P(AHB)mﬂ,5=a+b_nﬂs

Sa+b=06

Onaaussi P(A) =2P(B) ®a=2b = a-2p =g 2)
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D'aprés (1) et (2) , on a le systéme

[u +b=06

a—2p =g dont(a b)estsolution

(b) Déterminer les probabilités des événements A et B.

D'apré a+b=106 [a=2b a=2b {a=2b a =04
5 S[a]’{a—zbﬂ“ b+b=06" 136=06" b=t},2"'[b=u,2

Ainsi, P(A) =a=04etP(B)=b=0,2
(c) Les événements 4 et B sont-ils indépendants ?
OnaP(ANB)=0,08etP(A) X P(B) =02x0,4=0,08
P(A N B) = P(A) x P(B). Alors A et B sont indépendants.
Exercice 2
Suit f définie par:

) Osix<—loux>1
() ={x+asi-1<x<0
ax+1si0=sx<1

(1) Déterminer les réels a et a pour que f soit une fonction de densité.

Note : f est une densité de probabilité si et seulementsi:

« [ estpositive
« [ estcontinue

o [PPreydt=1

Supposons [ est une densité. Alors f est continue et donc continue en 0.
[ est continue en 0 = lim f(x) = lim_f(x)
x=0 x—0

=>a=Iim(x+a)=Iim(ax+1)=1=¢a=1 (1)
x—0" x—0%

On a aussi
+oo

¥on 4 " ;
_£ f(t)a’t=_£ f(r]u'c+_J;f(t}dt+lf(t)dt+f F(oydt =1

1
0

1 0 0 1
s f= f(x+1)dx+f(ax+1)dx= J-xdx+ fdx+afxdx+jd.r
[}] =1 0

| (]
=1

1 a
= 1 = E[XZIEI + [X]U_l +E[x2]%}+ [xz]é
<=‘-‘]=—--;-+1+E+11=l-%=%=>(r=_1
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Ainsi (@, a) = (-1,1)
(2) Soit X une variable aléatoire de densité I
(a) Déterminer la fonction de répartition de X.
Notons F la fonction de répartition de X.

Ona: F: R— [0,1]
x—=PX < x)
Ona:Vx € R F(x) = P(X <x) = [*_f(t)dt

¢ X€J-oo,—1]
Alors F(x) = P(X < x) = [*_f(£)de = [*_0dt = 0, car vx € |—oo,~1[ et t € J-<o.x],
Ona:tsxs-1=2t<-1=3f()=0

v x€[-1, 0]
Alors F(x) = [*_f(t)dt = [7] f(O)dt + [, f(£)dt
F) =0+ [Z(c+D)dt + [ edt + [* de
FGo) =5 [070% + [
Fix) =3 -1 +x+1= 2" +x+3

« x€[0, 1]
Alors F(x) = [*_f(t)yde = [°_ f(t)de + [ f(t)dt
F(x) = [T, F(O)de + [° F(©)dt + f F(e)de
F(x) = F(0) = F(=1) + [J(—t + 1)dt
F(O)=2(0*-1)+0+1=—2+41=>
F(-1) =3 ((-D? =D+ (-1)+1=0
= F(x) =53 [(05+ [y dt = =2 (= 0)+x
F(x) = —%xz + x -I—%

e x€|[1,+00]
Fox) =[5, F&)de = [ et + [2, f(0de + [ f(0)de + [* ()
Fx) = [, fOdt + [] f0)dt = F(1) = F(=1)+ [70 F(6)dt
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Flx) =—-+ I+5'+U =1
Fxy=1
Conclusion :
F: R—[0,1]

Osix€]-1,-1[
x? 1
—+x+=six€[-1,0]

2ol 2 2
—%xz +x+% six € [0,1]
lsix>1
Fx) = [§+x+§) x (x)+ (—*+x+ 1) x )+ x (x)
[-1,0] [0,1] [1,400]
(b)
* Calcul du moment d'ordre 1 (E(X))
E(X) = f £ F()di

=1

0
E(X) = f x f(x)dx + fxf{x)dx-+—fxf[x}dx+f x f(x)dx
-1

1

0 1 +oo
EfX)= fx"'dx+ fxdx+j—x3dx+f xdx
=57) -1 o 1
1 1 1 1
E(X) = §[x3]E.l W E£x2]gl = §[x3]% e i[xz]%
1. T ¥ 4
IE(X)=§-§-§+E=U

* Le moment centré d'ordre 2 (Variance de X)

+e0

+1a
Var(X) = f (x - EO)) fG)dx = f PTGl

-0

=1 {H] 1 + o0

Var(x) = f x4 f (x)elx + f x2f (o) dx + f x2f (x)dx + f ¥2F () dx

5. =1 0 1

U ] 1

1
Var(X) = J-x:‘u'x + fx“:fx + f-—-x%x + J x%dx
u 0

= o |

. «+*EQUIPE VALIDEUR LMD***
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1 1 1 1. 3
Var(l) =3 ')y +5 0y ~ 3;[1'4]5 +3 1o

1.1 1.1 1
Var(X) = --E+§—-Z+§ =z
Done | Var(X) = .él.
(c)
P(lx] > 0,5) =1 -P(|x] < 0,5) o
=1-P(-05<x<0,5)
P(lx] > 0,5) = 1= (F(0,5) — F(~0,5))

((*2‘5}2 - 0,5+ 0,5)]

0,5)2 1
P(lx| >05) =1~ [(—E—)- +0,5 +-) -
2 2
P(|x| > 0,5) = 1 - (0,875 — 0,125) = 0,25

P(lx| > 0,5) = 0,25

Exercice 3

Soit (X,,) ;121 une suite de variables aléatoires 3 valeurs entiéres telle que pour tout n > |
L=}

Ay suitlaloi:

k=1

a a
P(Xn = k) =—-(1——) , k=1
n n
oua € R} telquen > a,¥n > 1.0npose ¥, =2
n

(1) Montrer que pour tout ¢ > 0, P, <t)=

i P(Y, < [nt]) on [u] désigne la partie entio;

Soitt > 0.P(Y, <) = P (% < t) = P(X, < nt)

[nt] est le plus grand nombre entier vérifiant [nt] < nt < [ne

' Int] < L, Alar I
variable entiére, [ne] + 1. Alors X est une
(2) Montrer que :

[nt]
ok k=1 n
P(x,,s[n:]}=;;(1_%) =1-(1_£E)' t

h
Soit t >0.¥vn=1,0na:
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1t ] [nt]

X < (nt]) = Z P(t, =) = T g)k-i

=1
|| v g
P = _
(X, < [nt]) = Z 1(1 n)
k=1
i lre] tx et (nt]
P{X"E[HE]}EE;@"H ZQ" lavecq—l—;

Uniaige 10, 1]

— plntl-1+1
P(X, < [nt]) = %(1 ltf_ , )z

o l_q[n:] P 1_(1_%)&::]
EEEC .

n 1-g 1_(1_%

[mt]

P(X, < [nt]) =§ é(l . (1 _g)[nt]) _ (1 _E)

n

[3) Soit £, la fonction de répartition de X

]
vt e R, Fn(t)=ﬂ"(}’u£t)=[1_(luﬁ) sit>0
0 sinon
[nr]
Una: ]|m F(t) = 1|m 1- (1 --)
Una:
e Inz] a i afnt]
e — plnt] Inf 1= ——
(1 ") e { n} 400 e n
Una:nt=1<[nt)snt=t- [m] =t
1y  alnt]
=>cr(t—-)<: <at cara>0
n n

a[nt] 1
= —af = — {-—a(r__)
n n

IIITIt] 1
— g M <" < E_“(t"ﬁ)

car la fonction exponentielle est croissante,

|ar passage 4 la limite, ona:

_aint] - t—l
lim e < lime n < lime ( n) = g—ut
=+l M= N4
=++xEQUIPE VALIDEUR LMD**#* .
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__ant] —at
e < lime n <€

n—++00

ant]
B - T
= lime n =¢
n=++oo

**»\yALIDEUR LMD EDITICH *

= lim F,(t) =1—e % = F(t) qui est fonction répartie d'une variable aléatoire X
R=40o

suivant une loi exponentielle de paramétre a.

loi
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CORRECTION PROBABILITE SESSION 1 ANNEE 2021-2022 L2
LXERCICE1
YOIt Xy, Xy, ... X, une suite de variable aléatoire 11D de la loi B(P)ou PE[0, 1]
L-N=infiln=1X,=1); a-Montronsque [N = +0} = Npz:1{Xn =0}
iN=+os} = {w, N(w) = +oo}.
Soitw € (N =+m}<=> X, (Ww)=0Vn€EN"; we{N=+0)<=>we NpuulXy=0}
Ly = Deduisons P (N=+g0)
1" {N=+0) =P (My21{Xx = 0}) puisque les variables (X, )21 sont indépendantes alors
PN = +9) = Ny P(Xy = 0) = Nysa(1 —p) = NESA—p) = lim (1 -p)"' =0
carb< l—p<1
C —Montrons queve M *,

i est le premier instant ot X, = 1 Ainsi, {N = k} signifie qu'au k instant, X;, = 1 etque S0t Jes Eutres
wistants {n) avant k, X,, = 0 Par conséquent,

LN = k) = {NkZ3Xn = 0} N{X, = 1))
(N=k)= (X =0, Xy =0,X, =1}
ul — Déduisons que N suit une loi usuelle
PUN = k]) =P{X, =0, .., Xy = 0,X, = 1} =P(N{Z1{X, = 0} N{X, = 1}
=P(Niz1{Xn = ONP({Xe = 1))
= N2 P, = 0DP({X, = 1)) car les (X )n=1 sont indépendantes
=Tzl -pp

It ([N = k}) = (1 — p)*~'p| Par conséquent, N suit une loi Géométrique de paramétre :

—

PN T G(P))

1 1=
. — Donnons I'Esperance et la variance de N E(N) = = Var(N) = T‘E

3 —Seitn = 1, on définit 5,, = Xy ot Xy

a — Donnons sans preuve [ |loi de Sy

puisque (Xndnzi e B(p) alors S, suit B(n,p) doncP(S, = k) = (J)p*(1 - p)"~*

Esperance et Variance de 5,

var(s,) = mw(l —p)

-

£(s,) =np

=#+EQUIPE VALIDEUR LMD*** o
1142022

Scannit avor CamScannar


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

i wkE R LMD EDITION -
*Licence Master Doctorat* <<Tout est possible & celui qul croit.>> =\ALIDEL 0

EXERCICE 2 o
px(r) / oy (rady = = [ = a°1

1. Lire attentivement I'énonce. Par symétrie du role jous par X et ¥, on
2. Appliquer la formule du cours. aussi
3. Trouver deux intervalles I et ./ tels que

I'} :
PXcelLYel)£P(Xe)P(XelJ). plr)= [-“v\'-‘fl{""”]“?;r ==y L=

: 3. spit [ = J = 3/4.1]. Il est clair aue
P(X =) - Netque P(Y = J3 =0

1. D'aprés I'énoncé, on a D'autre part, puisque (347 + (34 |
, 0N @ aussi
1
pxy(®y) = ;ID(IJ} P(Xel. YelJ)=0.

la constante 1 /& permettant de normaliser Ainsi,

cette densité (son intégrale vaut 1). . .

2. On applique la formule du cours : PXel,Yeld)=P(X=DP(Y <.

|  etdonc les variables aléatoires X et }" e
EXERCICE 3 sont pas indépendantes.
v 1 (54

On note X |a variable aléatoire correspondant | = S s o
au nombre d'éléves choisissant la premiére ] p(wﬂ = I _:"—h) . i'l e
salle. Alors tous les éléves trouvent une place ¥ o LR EL ks

siX < Netsiddd - X = N, soit | Cest une valeur bien comiee des tables de 3

Il normale qui it que, ste - 200% alors
500 - N < X < N.

| Pl-u ¥ w1 am
|
De plus, X suit une lai binomiale 1 suffit done g
B(500.1/2). 0na 500 > 30 et | % B
n ¥ 1/2 - (1 - -i,-) > 5. Onestdonc dans | L
i - N T S e el o L el
les conditions ou on peut approcher la loi de Pyt Al
X par la loi narmale & partin dhe L nabte ¢ b Do e ale 60

remarguant i

A (!Sflfl > 5_;_, .Vf!';f]f] # II x —}) ie |

N(250,4125). Posons

L I T AY il 5
ol i ! '} s . a1 kY
( 9 b T ) ! ( I

(N wm
" - A
o X-250 =] |
125 e
On PEUI Cﬁnﬂldéref qUE .l"' Sult une Jnf O a0 dhesngome L fors B dhe ro 1 fii T
normale N”]. 1}‘ elon cherche N tel que Tk riativale A0 L) l';-':-'{l‘:' ('I-: "’1 .::I I.I
tjuie "
oo - N — 250 o N=250 LN
f<J [ e — LY e P ""( 2" J L . ( Y IEm ) e
V125 V126 B, I '
e eet it o Nl _— 3 _.:_.
of_ Culachine e e N =y 2
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EXERCICE 1
L Tevenement la machine devient hors d'usages>

Lo bevenement la machine tombe en panne

U
SRl
g
c -

[

--1 II's’agit de calculer P}

PCAUY+ PIEAU) = P(C) « P(U) + P(£) » Ps(U) =03 <075+ 07 +04=0503

| s'agit de caleuler P, (C) ; P,,(EJ = MP—C;;;’-J-= 0,554

i IANE(ZF..10)

w0t 2= probabilité du succes : la machine tombe en panne, Alors P(C}=0,3 et q=1-p=0.7

<rnovait clairement gu’on a un schéma de Bernoulli. Comme il y a répétition et que cela se pas.e de
raniere et independante avec X~ B(10;0,3) = B(n,p)

Ansi X = k) = Clp" (1 = p)" % vk €(0,1,2,...10)
(X)y=np 3 Var(X)=upy ero(X)= ,i'npq
L) PEX = 5) = Ciy+ (03) « (1 - 0.3)!"9.= 0,102

LHERCICE

T oud
SLIECIT
tun parametre réel strictement positl.

] : AgTt 1 >4
. densité de probabilité de la variable aleatoire Y est definie par f(x, 8) = [ £ ek
_1 Determinons le paramétre «oen fonction de ¢ pour que | soit bien une densite

o i) et a fonction continue sur IR et Wy EIR, siaz= U, ona flx#) = 0. 0Donc | estunv
Jespisile s Jm}”‘.(!ju'.i =i

va | ple s = J0 g oxdaA By fletddx + [0 flat)de = [ pivehdy — |

bt el el o el L Y
s tde=1=> [0 Aetdn = Al-e R TpT = A( i —e b e = e |
b ; Vil = U

¢} Caleulons l'esperance ey

iyt v = I.If.‘”*t.' Vil =gt w0 A vy = 0 4 1

j2022 e EQUIPE VALIDEUR LMD == =
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3-) Déterminons la fonction de répartition F de Y

Ona: Fy() = P(Y <) = [7, Fx,8)de = [, 00 + [} Fx, 00 =y £ O
Eﬂx‘ﬁ}d’r = -[: efve¥dy = —p0¥ 41 yAlars Fy(y) = —efy+1 VOE 1R; ety 2 8
4-) On pose Z = In(Y). Déterminons la lo de Z

F2(2) = P(Z S 2) = P(n(Y) £ 2) = P(Y < e%) = F(e?) = —e%* +1; V2>

F
lim —e? % +1=1

Fo-uf

Fz(2) est la fonction croissante sur IR. De plud on a: lim Fz(z) =
F—d oo
Et lim Fz(z)= lim 0=0
zZ——e zo—o0
D'ol Fz(z) est la fonction de répartition d’une densité de probabilité, Et cette densité de RERRile
est F;'(z) .Ona: F'(z) = e?ef ¢ = ¢8%3-¢" yz > 0D'ollaloideZest:
f(2)=e%*¢ wzs0etf>0
EXERCICE 3

Soit (Xy, ..., X,,) n variables aléatoires indépendantes (n = 2) qui suivent la loi uniforme sur [3,b],
a< b.On pose Z,, = max{Xy, ... Xy;)

1-) Déterminons la fonction de répartition de Z,,

Ona:Fy (x) = P(Z, < x) = P(max(Xy, .., Xy) < x) = P(X; S x, X3, = X, iy iy %)
=1L, P(X; < x) CarlesX; sont indépendantes
= [1iL, P(X; = x) Car les X;ont méme loi

Fz (x) =TIiy P, (@) = (in(x})“ ; Or la fonction de répartition d’'une loi Uniforme [a,b] est :

0 si x<a
Xx—qa
Fe(x)=PX=x)= [m si xe[a, b]
1 six>b
Fy(e) = POX < 2) =[5 2 1®papde = [} o de = =

0 5i x<a
—-ay" . it )
Aors Fy,(x) = (52)"  ¥x € [a,b] D'ot Fy, (x) = (Z2) sixelab)
l six=zb

2-) En déduisons |a fonction Fy, est continue et croissante sur IR eton a :

x]_i.Tm Fr, (x}=1 et xl.i.ll“m Fy, (%) = 0 D'oli Fz, est la fonction de répartition d'une densité de
probabilité. Et cette densité est définie par: f(x) = Fz (x) = '-"J—‘_%J Vx € [a,b]

L‘Esperance de Zy
1
E(Zy) = [iq ¥f()dx = b = (b—a)

. i
3-) Calculons lim E(Zn) i Jim E(Zy) = b——=(b~a)=}
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Année Universitaire

WEHEB.UTNREMI, Licence 2
SESSION 1 2018/2019

S Statstique inférentielle
ECUE: Statistique inférenticllo

Durée: 1 h 20 mn

Uxercice 1] On considére un dehantillon (Xy,..., Ny,) issu d'une loi de densité

2,- 20

2
ﬂx.ﬂ)-—-mi

=1,

—
i “ \ crifier que f sl une dengite de Prgh;;hi[jté.
t<1 Déteeminer un estimateur f,, du parnmétre § par la méthode du maximum de vraisemblance.

$) Exnminer les qualités suivantes de i, biais, eflicacité, convergence.
i .\-nl:i;__'_:,- 2' QCM
sebexercice, une bonne réponse est notée 1 point, une mauvaise répense enléve (L5 point.

+1 Dians un probléme de test de Phypothise nulle Iy contre I'hypothésc alternative [y, le risque de

deuvidme espiee est
A ks probabilité de rejeter Hy alors que H) cst vraie

B Il prebnhilité d'accepter [fy alors que Ny est fausse.
C ln probabilité de rejeter I, alors que £ est vraie,

D Aucune des réponses n'est correcte,
Un considére un échantillon (X, . ., Xu) issu de la loi de Bernouilli B(1, p). Le risque quadratique

e la moyenne empirique est

y Pll-p)
il
g Pi-p)
”E
C 4
]
20y
0 p_(__?_p}
coey o los osalaines

n i
¢ Lu interroge 100 personnes salariées dans une entreprise et on note X;,
“upposcs issus de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de moyenne

o variance g2, paramétres inconnus. Le salire moyen pour ces 100 personnes st poté X Wi

et

interville de confiance pour p au niveau de confiance 1 — o ost
A (,T ty ‘ffﬁ*y'f";-% ;‘{;J ol tj_q est le quantile d'ordre 1= 5 de I loi de Student & n— 1

degres de liberte,

[} Aucune des autres réponses n'est correcte,
- 7 .

(! l'.%' ~li_g 51.:-.).’ +t;_%5;] ol t]_g o5t le quantile d'ordre 1 - § de la loi de Student & n - 1

degrés de liberté,

9o X + zj_u = | oll 2j_= cst le quantile d'ordre 1 = £ de la loi normale contrce

:‘E’ i_:"‘?r‘ |_7J. i o (AR e} LR

- W i
1Bl -2

riduite. N
‘et ce que e risque quadratique d'un eitimateur @ d'un paramétee 07

A La somme de ln variance de @ wu curré et de son binis nu earrd,

**'EQUIPE VAUD'EUR LMD*** 2??
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B La sommo de I'écart-type do & au carré ot de son binia au CAFT
C La somme de |a variance de & ot de son biais

D La somme de I'écart-type do & ct do son binis. tend vers O quan
{5) Si un estimateur 6 est sans biais pour ostimer un paramatre Rerquess PRRRES
Ia taille de I'échantillon tend vers I'infini, on peut dire que:
A L'estimateur & n'est pas un estimateur convergent de 6.
B Le paramétre § converge en loi vers 8.
& L'estimateur @ converge en probabilité vers @.
D Aucune des autres réponses n’est correcte. i
(6) On considére un échantillon (X}, ..., Xn) issu d'une loi normale A(m, @ ) "’_“ ) = _
variance sont inconnues. La borne de Cramer-Rao pour I'estimation SA0S Aale Sl R

moyenne m a!

est,
n e 1 vy w2
Aﬂansn—n_lgtx. Xa)*.
L
=1

C Aucune des réponses n'est correcte.

D —
(7) On considére un échantillon (X1, ..., Xn) issu d’une loi normale N (m,c?) ol la moyenne m ¢!
variance sont inconnues. Un intervalle de confiance bilatéral de niveau 1 — 2o pour la maver-

m est:
A [j'f— t;_g_%,f+t‘_% %] oll t;u? est le quantile d’ordre 1— 2 de la loi de Student an
degrés de liberté,
B [f - f_ugg;,jht;_,fg;] olt #_ est le quantile d'ordre 1 — o de la loi de Student a =
degrés de liberté.
C Aucune des réponses n’est correcte.
D [f‘ z:l_%?";,f-i-zl_? ﬁ] ol z_g est le quantile d'ordre 1 — % de la loi normale cen

réduite.
(8) On considére un échantillon (X1, ... . X.,.) issu d’une loi normale A(m,c?) ol la moyenne m ¢

variance sont inconnues. On considére le probléme de test de Hy : m < mg contre [, : m = °

au niveau a. La région critique est:
[m‘l t}_, st le quantile d'ordre 1 — & de la loi de Student & n — 1 deer

A|—oot_,
liberté.
B | — oo,—t| ol t; est le quantile d'ordre o de la loi de Student & n — 1 degrés de liberts
C Aucune des réponses n'est correcte.
D Jf;_ﬂ,,+cn::s ol t]_,, est le quantile d'ordre 1 —a de la loi de Student & n — | degres de lil

(1) Définir et interpréter la borne de Cramer-Rao,
(2) Définir et interpréter un estimateur cfficace.
(3) Définir et interpréter un estimateur asymptotiquemnt normal.
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S UPRMI, Licence 2 Annde Univcrsimirﬂ
statstigue inférenticlle SESSION 2 zﬂlﬂfﬁmg
ECUE: Statistique inférenticlle
Diuirée: 1 h 20 mn

e T o & L - H Fu .1. H
civice 1] Onconsidere un éehantillon (X, .., X,) issu d’une loi exponentielle de parametre 5 avee

Déterminer un estimateur 8, du paramétre ¢ par la méthode du maximum de vraisemblance.
- Examiner les qualités suivantes de 0y: biais, efficacité, convergence.

;«.'i:‘jr_ﬂ QC:'\.[
et exercice, une bonne réponse est notée 1 point, une mauvaise réponse enleve 0.5 p aink,
Dans un probleme de test de I'bypotlitse nulle Ho contre hypothse alternative fy, le risque co
premitre espece est
A la probabilité de rejeter Hy alors que Hyp est vraie
B la probabilité d'accepter [y alors que H est fausse.
C la probabilité de rejeter Iy alors que Hy est vraie.

1} Aucune des réponses n'est correcte.
Un considére un échantillon (X, ..., Xs) issu de la loi normale N(m,a?). Le risque quadratique

e lamoyenne empirique est

b
g2
A -—
n
0
B ==
n?
7

a
Cc ==
n

, l
D =

On inlfrmgc 100 personnes salariées dans une entreprise et on note X1,oo0y Xog les salaires

pposts issus de variables aléatoires indépendantes identiquement distribudes de moyenne gt
W sty Iaalls L e )
(i variance o2, parametres incunnus. Le salaire moyen pour ces 100 personnes est note . Un
Lervalle de confiance pour j& au niveau de confiance 1 — a est
] L S . - ] . (51 . I " 'i !‘ l > - 1
I (. e | ot cstle quantile d'ordre 1 — § de la loi de Student ian
A X _"j—-Ej]U'X‘l-ti‘"ch' =4

Jigrrés de liberté.

f\ g r P I el

(4 Aucune ded aulres réponses west carreel | | |
. e e 2| gi 1t . et le quantile d'ordre 1= & de Indoi de Student o1
' # . ....X.+f a ol -9 :

[__r )| —-[1_.;2! 1t I',]"‘ g

deprés de liberté. | | |
X4 a-y ;L] oit 2o et le quuntile d'ordee 1 =5 e la loi nuroede centrde

T4

TWF i
1A = 2-% 060

0 ceu‘;-:f!::l::m le risque quadratique {1'EII t!:il.lltll:ll:ll.r g d'un Futmmt-lru ﬂ’
1) X La somme de la varianee du U‘uu carrd ¢t de son l!li.lnli'i i r.:.'nrn:_
;5 Lu sommne de 'écart-type de @ wu carré ct de son biais au caree
C La somme de I varinnee de -!r-‘;cl. de soun b‘:f;ir_u
D Lu sornme de P'écart-type de 0 et de son binis,
+#5EQUIPE VALIDEUR LMD¥** -
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UFHR, UFRMI o
et i S e i

{3} Srunestimntegr g esbosans hiats pour e tinges an parate
Lo taille de ety

o i F

PP RO 5 1 il

antillon tegd vers Vinfing, on preut dire oy

A Lestimatenr @ p'est Pas (n estimatenr copye e it e
I3 Le paramitre ¢ converge en loi vers 0.

G L'estimateur @ converge en probabilité vers 6.

N Aucune des autres réponses n'ist correctn,

o . . ; , . 4 2y eerla rnnat
(6) On considére un échantillon (X10eeey Xn) issu d'une loi normale N e, @) ot ea ano;

EE S L

vriance sont inconnues. La borne de Cramer-Rao pour |'estimation sans bisis oo

L
TN Z" % 12
A ou Sn = ‘n—_—l i_](x. = X"} .

3 (i
C A LI,JCI.II]E des réponses n'est correcte,
o
D L
e b o M
(7) On considére un échantillon (X3, ..., X,) issu d'une loi normale A(m, o?) o1 la moyenns =
variance sont inconnues. Un intervalle de confiance bilatéral de niveau 1 — 2 pour b om-o
m csl:
A [.)?— E;_;, %.I’-{"E'_%%] oil 1;_22 est le quantile d'ordre 1 — £ de la loi de Student -
degrés de liberté.
B [f_ ‘i-—a?s"?:'-f"' l;—a%] oil t}_,, est le quantile d'ordre 1 — & de Ja loi de Student -
degrés de liberte.
C Aucune des réponses n'est correcte. :
D [f—— z,_;;j’p’-l,f +zl_%%] ol Z)-g est le guantile d'ordre 1 — 3 de la ioi normale v
réduite.
(8) On considére un échantillon (Xi,...,X,) issu d'une loi normale N(m, %) ol la moveanc -
variance sont inconnues. On considére le probleme de test de {1 ;11 > mp contre ffy
au niveau a, La région critique est:

A } - 00, t;[m‘t ta est le quantile d'ordre 1 — a de 1a loi de Stuedent =1 degrds de 1

B } ~ 00, —I;{ ol tg, est le quantile d'ordre @ de la loi de Student 3 B Y overds b i
C Aucune des réponses n'ust correcte,

D ]t,'_q,er[ oit t]_, est le quantile d'ordre 1 — o des 1 lob de St

Excrcice 3

(1) Qu'est ce qu'nn estimateur cfficace?

et i — 1 dl“.:.'tl':'-' e 1t

(2) Qu'est ce qu'un estimateur convergent
(3) Qu'est ce qu'un estimaleur asymptotiquement normml?
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wweice 1. On dipsose d'un échantillon (X1,...,X,) un échantillon issu d'une loi de Puisson

avee A s 0,
Déterminer Pestimateur du maximum de yraisemblance A de X
Viontrer A, est une statistique exhaustive.
Montrer A, est efficaco.
Montrer A, est un estimateur convergent de A
Montrer A, est un estimateur asymptotiquement normal de A.
Un ddsive estimer €, Interpréter comme la-probabilité d'un événement.
On désire estimer ™,
ta) Interpréter comme la probabilité d'un événement.

(1) Montrer que e~ est un estimateur convergent de e~ *.
|

{¢] Montrer que £=*» gst un estimateur asymptotiquement normal de €™

A-

‘vice 2. On a observé un échantillon de 200 étudiants adolescents de 15 ans, dans lequel 40

cntent un surpoids. i
Donner un intervalle de confiance pour la pro
an mivean .95

i
portion d'adolescents présentant un surpoids

Combion d'adolescents de 15 ans devrait-on réaliser pour connaitre la proportion d’adolescents

lo 15 ans qui présentent un surpoids avec une précisio

Lereie

nulestérul supéricur & 260 cg. On tire
_iute que 60 d'entre eux ont un taux de cholestérol supérieur
. oun conclure, au seuil de signification 5%, que le staff médical a raison.

EXTRAIT TABLE DE LA LOINORMALE REDUITE

£ .0 A 12

iy . »- = il
::f.-uu Q3K 08400 LMXS DXSOK 0831 DSSS 0857 (14399
(KO3 1LXONS  LEGEG (LRTUN DRI (RT4 0 RTTH 0ATH0 ERID

KN4U 1LKEOY  DKERN fNRIT LRY2S RN OB 1LNYR0 05997

(G0 L WD DLIIBSE GAUUNZS UINVES UYLI4Y 09108 091400 u,um:‘|
194 142071 0H2210 O824 UH2E0T DN264T LU2TES DYINIY I0NE0
U IR10 0.91E 00357 03 (IK12 093043 094062 094179 194298
"Gae N (LnI0 BT MdudE DS nruf_.uﬁ (95134 003254 UYsIs2
(uss3s W67 DUETIN LUSKIE 095907 DYSHH LOAKD 09610 96246
I 'm:; LUhdES UMOSHI BUsnls 06712 09678 [9685L 0904920 (L9695
Lo ; f 09T 09TIRE 097441 09700 0.9735X 087018

1 paTING NYTIET : )
0971 2K O paIsE 087932 0.97WE2 098030 D.9ENTT 0UR1 24

[y R IO [

[TRIE Bl

= a

il i 1.us 1344 T s

1sn2]
LS A
47
[ICH R
(RS
[LRE B TR
Wi
k2T
10,9700
WuTHTo
10,95 [

n de plus ou moins 1%, au niveau 0.95

e 3. Le staff metdical estime que plus de 25% des employés de l'entreprise ont un taux
un échantillon aléatoire simple de 200 employds. On
4260 cg. Au vu de cet échantillon.

f

97725 097778 0971
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Examen: Statistique inférenticlle
Durée: 1 heure 30

Questions de cours

(1) Donner la définition d,un échantillon de taille n.

(2) Qu'est ce qu’un modéle identifiable 7

(3) Donner et expliquer le théoréme de factorisation.

(4) Donner les deux formules de l'information de Fisher.
Iinformation de Fisher ?

(3) Qu’appelle t-on borne de Cramer-Rao pour 'estimation sang biais dun
paramétre inconnu @ 7

(6) Qu’est ce qu'un estimateur efficace 7

(7) Qu'appelle t-on estimatenr convergeant ?

(8) Un individu se présente & un laboratoire pour un test de COVIDII. 1l
subit le test suivant: Hp @ le test en positif contre Hy : le test est négatif.
Donner les risques de premiére et de deuxiéme espéce ot lowrs cONSeEUences
respectives.

(9) Expliquer la méthode du maximum de vraisemblance.

(10) Quelles sont les différentes étapes d'un test ’hypotheses 7

Exercice 2| On souhaite estimer la proposition p de personnes an chomage

dans un quartier. Pour cel:i, on prévoit de sonder n personnes, On note iy
la variable aléatoire donnant le nombre de personnes an chomage parmi les
n sondées (n = 100)

Que représente

(1) En expliquant votre raisonnement, déterminer la loi de €.

(2) Sur n = 121 personnes sondées, 25 déclarent tre an chomage. Donner
un intervalle de confiance pour p au niveau 95%.

(3) Combien de personnes faudrait-il interroger afin d’obtenir un intervalle
4 05% de longueur inférieure & 10% ?

On considére un échantillon (X,..-- . X, ) issu dnne loi
normale N, 2).
(1) Déterminer 'estimateur du maximum de veaisemblanee ji de g,
(2) Déterminer les propriétés non asymptotiques ot asymptotiones de 2
(3) On considere le test d'hypothese suivant: Hy @y = 20 contre Hy 2 < 20
Un échantillon de taille n = 50 fournit une moveune de 19,4 ’

(a) Quelle est la statistique de décision ? Quelle est sa loi sous | S

(h) Au niveau a € (0,1}, douner la région eritique. '

(¢) Si e = 0.05, quelle est votre conclasion ?
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Lo quantile d'odve 0.975 est 1.96
* Le quantile dordre 0.95 est 1.645
* Le quantile d'ovdre 0.99 est 2.33
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Minces T oonversatat
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Licenee 2

Statistigue inférenticlle
Durede: 1 henre 30

Exerciee 1
Lo Donmer Jes dens formmles de Finformation de Fasher Qe pepresents

Pinformation de Fisher
2 Quiappellect-on risque guadratioue J'anestimatenn ©

3 Ctappellest-on bhorne de Cramer-Rao

Lo Quappellist-on paissanee d'un test?” Conment compate-t-on dlenx tost

b Quelles sont les differentes etapes diun test 4 hypotheses

l::.\'vrvirr 2. On i'llll.“'iilh"l‘l‘ 1 l'l‘]ll;lmi”nll I'.\'|.~-~ S, W I S T e v o
uniforme sur [(L#] avee # > (.

Deéterminer um estimateny @, pav la méthode da masimum de veasemblanee

|
20, est-1] sans hiais? b‘-., el =1l sams ellieaee
3 Calenler B(Xy). En dédnive un estimatenr @ de @ par By methode des

el s,
1 Déterminer les proprictes de ¢ par méthode des moment s,
Exercice 3. oma pesé 10 palettes de brigues de bmeme fabwication of ona
T Chath

abtenn les résultats snivants {en kg ): 750, THL 705, TH6, Tel, 765, TR0, A
Oy =uppose que les vosultars cl-dessis sont issus d noe Ton nertade de e e

pe et de varianee a® ineonnues.

Diterminer Pmtervalle de confimee deo deomivenn 0095

I

20 Au mvenn o = 0,00, tester Hy o 00 = 760 convee 1y -0 < Too
leeopantale d’ordue 0975 de-laclon de Stadear a0 degios e Tiberte ear 2 o
leepuammile dordre 0,95 de L loi e Stadent a9 desies Qo libope ong I 83

Bonne chianes

Eoviter de trcher cor I repmtation est preterable 3 e prtcdes vich
L . BT
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Année universitaire 2021-2022
Licence 2 : Examen de Statistique inférentielle
Sessjon 1
Durée : 1 heure 30
LES FEUILLES 2 ET 3 SONT A RENDRE

E:'cti.arcice 1. On considire un échantillon (X3,...,Xn) issu d'une loi exponenticlle
& (T;) avee A > 0. On suppose que le parametre A est inconnu.

& . " - - -~
1. Déterminer estimateur du maximum de vraisemblance A de A..

2. A partir du moment d'ordre 2, déterminer un cstimateur X de A par la méthode
|

des mements.
3. Déterminer les propriétés asymptotiques de %,
4. Déterminer les propriétés non asymptotiques de %
. Déterminer un intervalle de confiance asymptotigue de niveau 1 —a. Préciser

les différentes élapes.

ch

L]
pi¢ce d'or est bien en or ou si elle a &té fraudée
une piéee en or pése exactement
donne le poids de la pitce avec

Exercice 2 : On veut tester si une
mélange avec un autre métal). On sait qu’

(par un
mg = 19.3 grammes. La balance sur laquelle on pése
biais) et d'écart-type 0.2 (il dépend

unc erreur gaussienne d'espérance nulle (pas de
de la précision de la balance). On effectue avec la méme piéce dix mesures que lon
peut supposer indépendantes. Les résultats sont les suivants :

18.83 19.03 18.61 19.46 18.80 18.96 19.37 19.20 18.88 19.34.

intervalle de confiance de niveau 0.95 pour . Interpréter.

1. Deéterminer un
0.05, Hq : m = mg contre m # mq. Interpriter.

9. Tester au niveau o =

wer la puissance du test au point m = 2.

3. Détermit
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LES FEUILLES 2 ET 3 SONT A RENDRE.
NE PAS INSCRIRE VOTRE NOM OU VOS PRENOMS
Exercice 3 : Une mauvaise réponse entraine une pénalité de 0.25.

1. Siun estimateur 7 st sans biais pour estimer un paramdétre & et que sa biid it
. L ) ek -
tend vers 0 quand la taille de I'échantillon tend vers V'infini, on peut dire g

A L'estimateur & n'est pas un estimateur convergent de @, >
B Le parameétre # converge en loi vers 6. |
C L'estimateur gcnnvergc en probabilité vers &,

D

Aucunc des autres réponses n'est correcte,
2. On considére le test d'hypothése |

i

Hy @ le test du COVID est positif contre My : le test du COVID est négatic

—_—

Le risque de deuxiéme espdce est dé déclarer
A le test positif alors qu'en réalité, il est négatif

B le test négatif alors qu'en réalité, il est positif
c négatif quand il est négatif.
D Aucune des gutres réponses n'est corrocte,
3. Qu'est ce que le risque quadratique d'un estimatour § d'un paramétre 67
A La somme de la variance de 7 et de son biais au carreé.
B

La somme de Pécart-type de 0 au carré of de son biais au carra
c La somme de la variance de & et de son biais
D La somme de l'écart-type de 8 et de son hi

ais,

4. On considére un échantillon (Xiooou Xa) dssu de 1 loj de Bernouilli 13(1, ;)
Le risque quadratique de Ia moyenne empirique est '
A P1-p)

n
B p(l-p)
-
c P
n
p PO-p)
7
n
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5

=1

. On considére un échantillon (Xy,...,Xn) issu d'une

loi exponentielle de pa-

r o in : i i
ameétre 0 > 0 inconmi. L'estimateur du maximum de vraisemblanee de 0

est
A 1
Xn
T

B =n 3
E] zl ‘\I

& Xy
D X,
Un estimateur § d'un parameétre ¢ est dit asymptotiquement normal si

A V/7i(8 — 8) converge en loi vers a

B 7 — 6 converge en probabilité vers 0 :

C V(g — ) converge en loi vers une loi normale centrée de variance
o: >0

D Aucune des autres réponses n'est correcte.

On considére le test d'hypothése

Hp ¢ le test du COVID est positif contre H : le test du COVID est négatil.

¢ de premiére cspéce est de déclarer

Le risqu
le test positif alors gu'en réalité, il est néga

kil

A

B le test négatif alors qu'en réalité, il est positif
C positif alors quand il est positif

D Aucune des autres réponses n'est correcte.

287

cvvnCHID | MOEEE

Scannid aver CamSsannar


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

La fonction de répartition de la loi de Student
N O O 3 X 2 T 0905517 |

11032 o7 76 3078 614 1271 31,82 63,66 3183 (4 |
20283 ooty Lo oL 2,020 4,303 6,965 0,025 2233 31,60
310277 0584 0,975 1628 2,353 3,182 4,541 5841 1022 129
dq
5
]
7
8
9

0,617 1,061 1,856

0,271 0,569 0941 1533 2132 2,776 37T 4604 7,173 E6Ip
0,267 0,550 0920 1476 2015 2,571 3,365 4,032 5,803 {;.w--r_:.
0265 0,553 0906 1,440 1,073 2447 33 3707 5208 B0
0,263 0549 0596 1415 1895 2365 2008 3490 4785  5.40n
0,262 0546 0,889 1,397 LEGD 2,306 2,896 3055 4,501 5.041
0,261 0,543 0,883 1333 1,833 2,262 2821 3250 4,257 4.7¢
10 /0,260 0542 0879 1,372 1812 2,228 2,764 3,169 4,14 AENT
[ 110,360 0,540 0,876 1,063 1,706 2,201 2,718 3,106 4025 Tiar
12 10,259 0530 0573 1,356 1,782 2,179 2,651 3056 3040 {31%

13 1 0,259 0,538 0870 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,852 a0
1410258 0537 0868 1,345 1761 2,145 2624 2977 3,787 o 14 |
15 | 0,258 0,536 0,866 1,341 1,753 2,181 2,602 2,947 3,743  4.072 .

16 10,258 0,535 0,865 1337 Lidt 2020 2583 2821 3,086 4005
17 0,257 0531 0863 1,333 1.740 2,110 2567 2,898 3646 3.06n
181 0,257 0,534 0,862 1330 1,734 2,101 2,552 2,878 1611 u.n2:|
L 191 0,257 0,533 0861 1328 1790 2,093 2,539 2861 3570 3.5?.3|
20 | 0,257 0,533 0,860 1325 1,725 2086 2528 2g45 3,552 3.850
21 10257 0537 0559 1,393 L2l 280 2518 2831 37597 3805
22 (0,256 0,532 0858 1,32] LTIT 2,074 2508 2819 38505 5ton
21 10,256 0532 0858 1,319 L714 2,069 2500 2807 3483 3567
24 10,256 0,531 0857 1318 LTl 2064 2492 2707 3207 3,745
25 | 0256 0,531 0,856 1316 L7058 2,060 2485 2,787 a.s0 3,725
0,256 0,531 0,856 1,315 L6 2056 2479 2,779 343 aoor
0,256 0,581 10,855 1314 L703 2052 2473 24 3421 geuo
0256 0530 0865 1313 1701 2045 2467 2,763 3408 367 |
0,256 0,530 085¢ 1,311 1600 2045 2402 2,756 3,305 3.0 !
0,256 0,530 0854 1310 1607 2042 2457 9750 3.385 1.1
0,256 0,530 0,853 1,300 L6094 2037 2.430 2,738 3365 Hnoo
0,255 0,529 0852 1307 1 g 2,032 2441 2,773 3348 300 |
0255 0,529 0852 1306 1 gus 2,028 2434 2710 3333 aoren
0,255 0,529 Iﬂ.ﬂf&l 1,304 1,685 2,024 2,429 2,712 3,310 .00
0,255 0,529 0,851 1,303 1684 2,021 9403 2704 3307 3o |
50 [ 0,255 0,28 0,849 1208 1,676 L’,U{IHWQTE?’E"—&WE '
60 !0.254 0527 0848 1206 167 2000 2390 2660 3230 3
3
3

70[0454 0527 0847 1,201 1gg7 gy 2381 2,648 3911
5010264 0521 0846 1200 166 1'pag 2374 2,630 3705
900254 0526 0846 1201 g0 LIST 2368 9 gas TAS3 A s
10010254 0,526 u.aas_iﬁ‘tm‘—fﬁﬁ‘iﬁs:r“ajﬁ;g“-f—mﬁ-r‘?‘i i
200 (0254 0525 0813 1285 1,653 ) 'gro 235 ot L g
2010253 0525 0842 1383 1pis |y L3 2586 3106 nare
L 00253 0521 08z L2%2 T 1960 "ang 5570 ;fu'r_it;"' RTim

Soit X une variable aléatoire qul suit une loi de Student 4 y degrés do liberté

La table donne les yaleurs t,,p telles que » Notée X~ g,

Scanni aves CamScanna

¢

.—.

—)

¥ ¥ -

(-

-

A

r

Sl el ol ol o

C


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

ikt H-Mi.!ﬂ_nu!?__\"l_'_r;u.
LS R s T

e -

WL PR W AR

d
i WL

ey - W8

TIhU  [wam  iscad &
FEAT it FieR |':|

Taca0 GRLED  ric0 FEWE  (1MD

PRLED  TENEO
LIRED  DHEED SMFD G080 PO LG4 L8

pibEG  [IEED  TIS9 4GSR DIM0 E30AD PHBD  (PAD  9meD  §3aD 'Y

pRig0  [40  TMAD |pEcy G968 4504 LMD 966D Saas  [S4% ¢ WD

Fredo  fesén  CRGAT I FAT DWMD nuaIra

ve |

RS 15EED  WMAT  EHED
slego  pEsED  ERESD 1 (etD  IssD [reD SEpe  LiceD QLT HILAD
fi66n L1660 40680 JCIAD PG 1SKD HEND pimem rendn e’
! pHED  LRIEY ROAS  FIRD MO EmiRD ¥EAD MDY
CEhG0 SIS0 OSRE0  PrBED TweEd FiWD  RRE orwo 20T Lawo e
{ild' TS0 TONED  EOWC0  WAHD KRR MRIED (mD aise resw ol
p560 BELEE whob® NTIED  [EsD BLAR 81463 FIAD (]
$OIED ALARD  KEIED  PUDED  RIMD LMD EAD TiMT ermYe e !
ErSED  SIOE0  FISEO MO 64D 16D TRAG  [iW0  PaAD  vifEw L)
fHED SEEAD SEECO L TIEFE SO SEMD TOM0 koD (e tiean ¥ !
Lrge GTrie RLKD . BONTR  wEIEE pefes ouilam  S4Td0 TMED  IiraN 4%
SO0f0 EECGO CREDED  SRLE0 IS0KD RLpeD QrTed  (O0ED T618D
fuG ST LELE JHAD | L)

£

FOE0 ERLED  EriD (gD Siiee  aened

CibEs  (UAFS OMFS TAE  rriFY SLMD |loeD eER0 LvAD o fend o O
pioND SPOFD  BLINVO  E3D dwA TR TEeE 0|

SEENE  OlEND  pRTR
rFoire BCURD ATRND  BOWND ST 10O TIAD fowD 87y
1]

ivive SHFE FlWO sarao wofwn AEINY  FifvD  FWIRD AtidD ‘e
friFe  teiWe wao¥n  LEWwR TTOFa SGEM0 R LIndD CRTTS TR T4 T ]
rebfd  CERCD RLO PRLCD PEHTD WRLEY CIUT IENTD O LIND 0dted 0
Swrr0 wEMB EPn'D ARECD UFCD wEMED aBed il Wb
FITCO G0 L0 CTICE FEACD  TAWD  BINT SRS TWat T1AD %
S0a9a  rATe dave foade 2o DM PEMO BOWE A0 FSLed o wp
PR e P PR PR e o
Ivive LOLF0  BWOFG  BECYD  EWIVD BREST DIMAD LEiD iR 140D
PLEED IOFR BESTE MAIEH  S4ULD w1G0 Wik wndd i T
ANES_Eiiva_ IR GEEVD_ LOISD_0%i60 BIWY_ By e Shn g )
e T red L pwe Wy mh T e T e ¢ |

Y (T R RV NEE R

{1 '0)p apeutiou 2p (o) B 2p wapi)laedys ap aap s |

++»£20Z NOLLIOZ GWT HNIQITVAx % <<7j00 Inb Inj23 g 3qissod 53 N0 >> ¥
*4E101000 A2ISe) @011,

Seannid aver ComSeanna


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

e ik DEUR LMD EDITION
*Licence Master Doctorat+ <=<Tout est possible & celui qui croit.>> HHAVALL

Licence 2 i
Examen de Statistique inférentielle
Session 2
Durée : 2 heure 00

; i wetion
La qualité de la redaction sera prise en compte dans la correctio

Exercice 1, On vonsidére un échantillon (X100 Xy ) tssu dde da loi e Bernonilli B{1, 5}

avee p €]0, 1] inconnu,
1. Déterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance ji, de p
2. Caleuler la borne de Cramer-Rao pour 'estimation sans hiais de p.
3. Montrer que I'estimateur du maximum de vraiscmblance est ellicace.

4. Montrer que $, est un estimateur convergent de p.
5. Mentrer que p, est un estimateur asymptotiquement normal de .

Exercice 2. La force de compression d’un type de béton est modélisée par une varial!le
gaussienne d'espérance y et de varjance 2. L'unité de mesure cst e psi (pound per squaze
inch). On supposera la variance o? connue et égale & 1000, Sur un échantillon de 12 mesirie.

on a observé une moyenne empirique de 3250 psi.
1. Donner un intervalle de confiance de niveau 0.95 poyr #t. Doaner un intervalle e
confiance de niveau 0.99 pour u. Comparer les lonpucurs des intervalles puis inter-

préter.
2. On souhaite maintenant estimer u avec une précision de £15 psi, avee un nivean i
confiance de 0.95. Quelle taille minimum doit avair l"échantillon 7

Exercice 3. On désire tester si 1a durée de vie moyenne ('un tube électronique est égalo 3
1600 heures ou si elle ost plutét inférieure 4 cetie valeur, [,og observalions sur un echantiliog
de taille 16 suivent une loi normale A/(p, 900). La moyenne estimge est Xyg = 18590

1. Donner les hypothéses nulle Hy et alternative et Jy L.

2. Quelle est Ja région critique du test ?

3. Peut-on rejeter Hy au seuil de o — 1%7

4. Caleuler l'errenr de deuxiéme espice et |3 PuUissance du tes; pour je = 1670,
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Fonetion de répartition dela loi de normale X (0, | )

Evemple : P(X(0,1) < 1,33) = 0.9082.

v |_ooo _osy ooz o8 008 “ges _ oge  op7 088 009 |
05319 03437

Dspad  GeDI0 05080 DS1i0 05160 05199 05119 05379

0,0
0 | 05108 0548 05476 0SS17 05557 05596 05616 05675 05714 05751
06016 0L0c4 06103 0A141

I
|
]
;a,:!u,sm psEIz 05871 05910 05948 05987
03 | 06179 06217 06255 06293 06331 0BIGE DE406 DB3 pesa0 06517
04 | 06554 06591 06628 06664 06700 04716 04772 0fLE0E 0AEA4 04RT D
07130 0721+

| o5 | ogols 06950 06985 07019 DFSA 0088 02123 07157
07436 o1 7 0759

|

o6 | 07257 07291 07324 07357 07189 07422 07454

0.7 { 07580 07611 07641 07673 DIT04 p77314 07764 07194 07B23 07851

06 | 0781 07910 07939 07967 07995 D0BD2) (0pgas| 08078 02106 08111

09 ' 08159 oBlEE 08212 08238 0B64 0E2AS 02115 GBMO0 08365 0BT

| 0ba13 0pals 08461 0@485 D0ES0B pBs1| 0Bss4 0BS77 08539 0882
! pEs4)  0BEs5 08586 08708 08729 0B749 05770 0470 0EDIO 08830 |

1,2 | 08845 08860 0838E 08907 pE925 O0A944 08962 DRESID gesn? 05015
I

1,9

pHIIY 0517 05182 0977

1,3 | 09032 0949 00066 05082 02093 0911 5
14 | 09192 09207 0,221 09236 05151 09165 05279 05132 ogine 053% |
1,5 | 09332 09345 093157 05370 0oIE3 DFIRE pi0f 09418 og415 D81 .
09495 D505 0551 ¢ pg§srs 09515 0853
09599 05608 08016 ogel5 05E3] ¢

|
16 | 09152 09463 08474 0,584
| possa 09564 09573 0gsR2 05591
09656 09664 09571 09678 05686
00732 05738 05744 09750 08i3E

05788 09793 08798 pos03 OSEIE 09312 08T

2.0 | pourn  0es2é 09330 09834 05838 09541 D5B46  09B50 p9E54 09557
"2 ' Doa51 09364 09868 09871 05875 0487E DSEB1 ogBes 03337 pes3d
pge33  DOYEIE6 098D g 05901 05904 09906 05509 O85! 1 0§N3 05FE

05633 00695 05726

18 | 05611 08618
0371 0877

19 | 09my 099 09726
20 | vorra osme 0973

1
05531 0533 05936 ¢

05573 084 |
pgss0 09381 |
|

3 |

74 | 05918 0910 09322 09925 08927 05919 09931

.5 I 09718 05M0 0,0541 05543 09945 09946 05948 05H3 05551 05951
1.6 | pgIsl 09955 05656 09957 05959 09960 05961 059362 09931 0564

05568 09969 09370 09971 05572

27 | op3es 096 007

28 | 09974 0§75 05976 09977 09977 05978 0879 05979

2,9 | 0998t 00562 09982 09943 09964 05964 099ES paE4s 09385 089936 |
il B, OO E e T e A Tae g A
= Tmes  uen 0smd cami 0anw_ 0amM  03usil DU 9 Gsiites @il |

R
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il
elle session 1 2018-2019)

[Correction de I'examen de statistique inférenticlle SesS10]

Exercice 1

1

Z

2 .
f(x,0) = ——xPe "
Jnhz
{ est une fonction positive ct continue.
Posons .--‘\=_[+*f (x, E)d.l‘
oo 2 rz
A=[_ —zi%e "dr'f“ﬁj- x¥e"Wdx
7 ez Jmaz
2 5
Posons U=xU'=1 et Vi=xe s, V=—3e "
4o I? 4 l"' R e o
s i by X _—
= ——e ﬁ'] +-B.f+me ﬂd.tz—z—]{[--—!? HI +Eﬁg
VBT - e Vraz —tn

A= x SVmE=1= [*7 f(x,0)dx = 1

rﬁ‘
Par conséquent f est une densité de probabilité.

Déterminons 8, par la méthode du maximum de vraisemblance.

n

n 2 ¥
L(Xy, oo X 8) = l—[ f(x,8) = ]_[ x?e ¥
{=1 =1 I"-_BE

T
n len L2
2 42'21-‘{
3) | | lxl-eﬁ'
=

L(Xys er X, 0) = (
V2

Logarithme de la vraisemblance

) n 1 1 "
IN(L(Xy, e, X, 6) =In(( ) )+In( x? )-_ X
(L0, Il — )

in{LfXI....,X,,,H)) =nIn(2) — nln(Vm B%} +In (ZI’ _{% X2

In(L(Xy, ..., X",B))—nin(E}'-nfn(\f_}—n.‘n[fi'zj-i-In( ¥t )_‘_EZ,\;
1=1

2 n
Inle'Xj....,X,,.H}] =”|n(-v'—-r;) ( )I'Tl(ﬂ'}+};1([ I v} ) ; “.
Condition du premier ordre

aIn(L(Xy, .. X, ) T e
: =0l N X =0
oé 20 o2
=1
= o z
i,, =10 -3nB@+2 L., A N _ L :
“w "t E{‘” - 204 =0 = -3n0 + 2¥L X =0 =2 ¢
Condition du second ordre
S In( 1Ky, K B)) B 20y XF _ 3N 2 2 il A
rJ‘-I;" = m = ”_1 =1 b= :F-;; - F ;1_|'."l — _.___‘_Ll_‘_ — Al =unn
2k -__H-‘
A2 IN(LXyuukn8)) _ =31 — 5 i
‘-h;,-.: e & 0. Par conséquent 4, = = il e
3) Le biais
29/11/2022 ***EQUIPE VALIDEUR LMD*+
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36, ) = Ll—— nONF Y o Lpaen A
=) = SEEL, Y ) = LB E() =3 B

—— by . . 4or vt ] y?
E(A ’—‘ t"H‘u.H];h:j : -x'e T"?dx.. - ‘J xlxe ddr
= \'{_93 V-

e e v
vsuns B —_I__‘ vixe F .,

pi

St U=t 0t=3ta V=xewV= (fﬁ)e‘§
2
_ T‘ 3
( + — vie " Tdx
Iy 2 -5
3¢ \m?% 30 T s 3¢ Vm 3 _3
a-——i—-:x A——x}—-ﬁrz:a E(X?) = x—z'?'xv—;ﬂi'_‘_;l

2
4 N
9

ANTEEY BIE Y =Z ey =52
 E(y) =3 EX*) =33
Lone €, est sans biais.
L-tficacité de 8,
L L{i'[é__,l} = Vqr(ﬁ e l_t'z) = —}:’ Var(X?) =9in'|.far(_."fz}.
Car(X?) = B(X)?) - (E(x®)°
0 2 +o x-
E(X*) =f x4 f(x,0)dx = [ xCe T dx.
P \EEZ -

. 2, & W _£ + L
Posans C = f_m xbe dx = 'r__“ xx®e 5‘0':1’
T

suit. U=x5U0 =5¢% et V' =xv"ii','if' = (—g-)e"ﬁ

Ox*\ A 58 % 50 54 30—
C—K—-—z—)e ¢ } BT x'e Tdn———B=T:~<—_;x~.nn
: A ‘.._ e 156 k- -] oo
Doe B4 = x Zx Tl = 1500 par(xt) = - = T =10
S el -
) = —lx—‘H"=_-d—l?z<
Ui r- an
@4 In{Luky.. Xt} - iy dn
| = — —_— — I'_!: —_——— | = —
Bre(8,) = .i_,:;: and L(0) = (. T ) (\ .'u“') e
_ 1 A =
= BRC(O) =30 |~ ,Ew = Var(6,)
207
Done 0, est un estimateur elficnce.
Sovrgunee de "ju .
- [ — e = Done @, — U D oi L comvergence de 8,
L var(d,) :T;W o EW)=Y '
L aelviet 2 | N ; T
| H '.:, EA' :’!.J\-”; l“. cl{. # f'l-.l "
ir cours)
293
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1-2022
CORRECTION DE STATISTIQUE SESSION 2 LICENCE 2 202

Exercicel
i € ]0,1] inconnue,
On considére un échantillon (X, ... ,X,) issu de la loi de Bernoulli B (1, p) avecp J0.1{

1- Déterminons I'estimateur de vraisemblance B de p.
La vraisemblance est :

L{X1s e K, p)=[Ti, f (X, p) avec
F(Xip) = p*i(1 = p) X144, (X)
=> LYy, X 0) = [Ty 0% (1= p) Mg (XD
= pEieaXi(] — p)Elaa (1 = p)~Tim X “""{DLU n oy

= pH (1 — p)h(1 = p) B ¥l = (1 - P)"GH (K1)
Un estimateur du maximum de vraisemblance maximise le logarithme de vraisemblance,
Etona:Vp € ]0,1[; I(Xy, .. Xp p) > 0. Le logarithme de vraisemblance est :
In(l(Xy, ... Xp,p) = nln(l —p) + T, X, (In(p) - In(1 = p))
=X, Xﬂ' n(1-p) + L, In(p)

Condition de premier ordre
In(1(Xy, ..., Xy, 1)) Est une fonction dérivable pour tout p € ]0,1[ et on a: ¥p €

Tier Xi
An(i(X1_Xnp) 1Er"| i n 1 Zi=
101[; ‘__p_' —{n= 1'3” T i-p p{l—p]
P . In(i(Xy,...Xnp) 1 fey i =0<=>- - =0<=>
Ainsiona: T 0<=>- = e E
1

Pn = Xie X VX € {01},

Condition du second ordre
I > YO
On 3 2000 . Xnp) e =—lgn y R L ¥ AT [ O
n 22 ap s (1-p)2

2
a—w%x—"mﬁ £0, Doup; = —EHX maximise le Icgarlthme de vraisemblance d'on
I'estimateur du maximum de vraisemblance de p est: Pn =-Li i X;.

2- Calculons la borne de Cramer-Rao pour I'estimateur sans biais de p.

Montrons que Py est un estimateur sans biais de p.
1 1
Ona:E(pn = EGZi X)) = - TR E(X)
On sait que les variables (X;); <<, sont indépendantes identiquement d istribuées done

E(,) = E(X) vi=T,..,n onadonc E(F;) = = B =30 ==L d'oy EF7) = .

On en déduit que By est un estimateur sans biais de p.

3- Déterminons I'information de Fisher contenue dans cet échantillon

Ona:in(p) = =K, [ﬂi{%ﬁ_ll ==k I"—

[E 'l
I 1 o { b=p)e I P.E iJ(Zl |X|} +
Gt i X = u‘ uw)z W "+ . ﬂn( n )__ n
r B ¥ 1= ,[I - . _l; __I'_{_l:;i

29/11/2022 ***EQUIPE VALIDEUR (Mpysxs
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1 - pil-p) d'otl

Calcul de la borne de Cramer-Rao. La borne de Cramer-Rao est BCR(p) = ey =

BCR(p) = 2U=n)
n

4= Montrons que I'estimateur du maximumn de vraisemblance est efficace

D'aprés 2) I'estimateur du maximum de vraisemblance Py, de p est sans b[ais de plusona:

Lar {pu} = E(p?} (E(pn)z = var (__ LX) = "Var(z[-l X; ) == EZln—i Xl) =

"e flr 1 K1) car les Xisont independantes et identiquement distribuees.

var(py, ) = —'(Z,-l p(1—p) —”“ P} pinsi on a var(fy) = pa 2) = BCR(p) on en déduit que

I'es:
timateur du maximum de wansamblance est efficace.

3- Montrons que Py, est un estimateur convergent de p.

Ona:py =X, = :—IEEL, X1 .les (X)), <isn sont des variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées telles que E(X,) = p < +o et var(X;) = p(1—p) > 0.

Alors d'aprés la loi des grands nombres ;

L. y i i
X = E(X) = pd'oup, = E(X,) = p On en déduit que P est un estimateur convergent de p.
6- Montrons que p;, est un estimateur asymptaotiquement normal de p.

Ona:E(p,;) =p<=> im E(p,) = p d'ou E(py) —— p. Py est un estimateur

dsymptotiquement normal de p.

Exercice?

Soit (X, ..., &12) I'échantillons mesuré tel que les variables (X;)1si<12 Suivent une loi gaussienne
d'Esperance u et de varianceo?®.

Données:n = 12,X,, = Z:-1 ; = 3250 et ¢* = 1000.

1- Donnons un intervalle de niveau 1 — a pour 4.

U'intervalle de confiance de niveau 1 — & de la moyenne u lorsque 2 est connue est :

- a " + ’ & '
X — "’1—-2-\3' iR+ E, '—;Jﬁ] ou 51-—2 désigne le quantile d’ordre 1 ; de la loi normal centrée

réduite. Ainsi !
-pour & = 0,05, ¢'est-a-dire au niveau 0,95 = 1 — a,l'intervalle de confiance de la moyenne

lorsque @2 est connue est

- 1000 B
0 = = = 29,975 = 1,960.
X —, %ﬁ o zl_% 3 avec rl_g 0,975

g V1000 _
N = d.l_%ﬁ = 3250 — 1,960 *T.I_E_ = 32321
V1000
¥ 42, u—==3250+ 1960*4—-- 3267,89
; i
Dol Iintervalle de confiance au niveau 0,95 de la moyenne p est:
*+*+EQLIPE VALIDEUR LMD*** 205
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= [3232.1(]:3267,89]
- | enne jt est .
-pour @ = 0,01 c’est-a-dire au niveau 1 — a = 0,99 I'intervalle de confiance de la moy

Lol Avec Zpaos = 2,5?6 = J%‘226‘-4'5.'

X —21_55;.;1-.= 3250_'30.1395 iz

; i e

X +2,_« 7 = 3250 + 80,995 .00 = 3273,52 D'ous Iintervalle de confiance du niveau 0,99 ¢

1=5 A ; Viz
la moyenneu est: I, = (3226,48;3273,51].
*Comparons les longueurs des intervalles, puis interprétons.
Ona:Ll(h) = 3267,89 — 3232,10 = 35,79 ; L(l;) = 3273,51 — 3226,48 = 47,03, Ainsion a:
L{l3) > L(X,).

2-  On souhaite maintenant estimer u avec une precision de +15psi avec un niveau de

niveau de confiance de 0,95.
Quelle taille minimum doit avoir I'échantillon ?
& (]
5 — — ‘erreur.
oit Mg zl_gﬁ la marge d'erreur

Pour £ = 15psi. Nous cherchons 4 choisir une taille d'échantillons telle que Mgz < &. Ainsi on
cherche la taille n telle que :

e=>Mp<e=> (31-{.:)3 < &2 Car les quantités sont positives.
mn

z
L 1

3 a
o & o2

= ok —< gl ..—}—.?-.2 {_I[,a'\ﬂ:_l[:zl & = Zpgvs =
= 2N = 2 = -2 ST

-a 2,
AN: on a:—F— = 222200 = 17,07 =5 17,07 < n dou nyyyy = N, =18

Conclusion : |a taille minimale que doit avoir I'échantillon est: n=18.

Exercice3

Données : taille de I'échantillon n=16, |es variables sont indépendantes identiquement distribuges

et suivent la loi normale A (1,900).
La moyenne estimée est X;, = 1590,
1-- Donnons les hypothéses nulles /1, et alternative /{,,
-Hypothése nulles fy: 4 = 1600
-Hypothése alternative Hy: u < 1600,
On veut donc vérifier : Hy: i > 1600 contre Hi:u < 1600
2- Quelle est la région critique du test ?

est:
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wz[i'l&l_ﬁge

P < "-Trr] Ou g, désigne le quantile d'ordre @ de |a loi centrée réduite.

3- Peut-on rejeter Hy au seuil @ = 1%?
Au seuilee = 1%, la région critique :

_ [vn{X,-1600
W= [‘—_—:, % ‘Fu.m]-
YT ~1600) _ JT6(1590-1600) _ - —
= = ¥ =—1,33. Etgpp; = 2,326.

a

Ona:-2,326< -1,33 =>q, = qo01 <

D'ol on accepte Hy et on rejette H;.
4- Calculons I'erreur de deuxiéme espéce et la puissance du test pour it = 1570

* Calcul de I'erreur de deuxiéme espéce,
Soit £ le risque de deuxiéme espéce.
=% _ (xy—)

Ona:gp=—5+
m
Ou x, désigne le seuil @ traduit en valeur brute par la formule
- ﬁ(xti"f-']
L)

G
Xa = 4o () + 1
Dans notre €as §; = g1 = —2.326.
Ainsi g peut-étre calculer.
On retrouve 3 en observant le tableau des quantiles de la loi normale centrée
reduite.

« Calcul de la puissance du test:
p=1-f3

297
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Université I'élix Houphouet-Boigny Abidjan Cocody Année 2016-207

UFRMI

Licence 2
UE : Fonctions de plusicurs vnriable:i réelles i
ECUE : Topologie et Calcul différenticl dans R
Premiére Session. Décembre 2017 7
Durée : 2 Heures
(Sujet sur deux pages)

Exercice 1
Soient N et v définies par ¥ (z,y) € R?

N(z,y) = sup |zcost+ysini]
te(0,2n]
v(z,y) = é‘l‘tﬁjlfl —t)z + ty

1) a) Montrer que N est une norme sur R?,

b) Montrer que v est une norme sur RZ.

2) a) Montrer que N = [[||, ot ¥ (z,y) € R?, |[(z,9)]l; = /2% + ¥
(On pourra utiliser les coordonnées polaires).

b) Montrer que v = |||, o ¥ (z,y) € R? [|(z, 9)ll = sup (2], |¥])-

¢) Dessiner la boule ouverte de centre (0,0) et de rayon 1 pour la distance d ass
a la norme v.

d) Démeontrer que IV et v sont équivalentcs.

3) Soit @ € R?,
a) Soit X € B® tel que [|X —af|, = r. Montrer que Ye > 0, B(X,¢) & By (a.+
Pour cela déterminer un point ¥ € B (X, ¢) tel que ¥ & B; (a,r) en calculant ||\
et [IY = o,

N,
b) En déduire que By (a,r) = B (a,r) dans (R? |||,).

Scanmid avec CamScanngt


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

| 1111c€ Master Doctorat <<Tout est possible & celui qui croit.>> **=yALIDEUR LMD EDITION 2023%**

Exercice 2
1) Soit f application de #2 dans B définie par ¥ (z,y) € B?

e
:l:'.! L yﬂ

st (zy) #(0,0) et f£(0,0)=0

Te,y) =ay
a) Montrer que f est continue sur R2.
b) Montrer que | est différentiable sur B2,
¢) f est-elle de classe € sur B2 7

d) Caleuler les dérivées partielles secondes de f au point (0,0).
£ est-clle de classe CLsur R? ?

20 On veut déterminer les fonctions g - B? — R telles que :
J

woe ) +vge (z,9) =20 (z,%). (E)

a) Montrer que la fonction f définie au 1) est une solution de Péquation (E).

L) On effectue le changement de variables

&

G pose o (&) (w) et glzy) = G (u,v) .

e

=¥
z
Ty

Rxprimer J, (x,y) en fonction de Jo (u,v) et Jo (2. 9) -

Gquat] : iables 7
(ue devient alors I'équation (E) par le changement de variabl

i 'H -1t ]
| Tiasoudre équation (£;) obtenue et en déduire les solutions de U'équation (F
{4 L) - =31

7 Muntrer que la fonction f définie au 1) a bien la forme, que vous avez obrenue.

us solutions de Péguation (E).
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; e 20L6-2017
Université Félix Houphouet-Boigny Abidjan Cocody Annbe
UFRMI

Licence 2
UE : Fonctions de plusieurs variables réelles .
ECUE : Topologie et Calcul différentiel dans B
28me Session, Février 2018 |
Durée : 2 Heures. (Sujet sur nne pagc)

Exercice 1 (10 points) g
Soit (E,d) un espace métrique. Pour toute partic A de £, on pose

a(A) =k B(A) =4

Soient A4 et B deux parties de E.
1) Montrer que si A C B alors & (A) C a(B) et 8(4) € B(B).

2) Montrer que A a({d) cAet Ac B (4) c A

o) Montrer que
a) si A est ouvert alors A C o (A)

b) si A est fermé alors 3 (A) € A.
+) Montrer qu'on toujours e (a (A)) = ar (A4) et B(B(A)) = 3(A).
51 a) Montrer que si A est ouvert alors ANB C AN B.
b) Montrer que si A et B sont ouverts alors o (ANB) =a(d)Na(B)

Exercice 2 (10 points)
Soit (p,q,7) € (R4)® tels que p+ g +1 > 1 et soit (a,d,¢) & RS,
1) Suit f I'application définie par ¥ (z,y, z) & (R )\ (0,0,0)

gy
flzy,2) = W—
C:Lmu]m‘{z.y.:l){?;n.u.u;n [z, 2).
2) Soit ;l’am':]ica.tion de R® dans B définie par Ve y ) e RS
9(z,9,2) = az + by + ¢z + lel" []? | ="

Moutrer r:;[ue g est différentiable en (0,0,0) et caleulor
dy (0,0,0). (hy, ha, hy) pour tout (ha, lig, hg) € R®,
3} Soit h Papplication de [&* dans R définie par V(ry,2) ¢ R

h(zhz) = 2P + (2 - ) 2 - 1
Déterminer les points critiques de b et préciser Pexistence ¢

‘extrema en cos points. air:
que le type d'extrema. : POIES.

29/11/2022 ***EQUIPE VALIDEUR L Mp*++
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T Licence 2
E : Fonctions de plusieurs variables réelles

ECUE ; Topologie et Calcul différentiel dans R" ?‘

, 2tme Session. Mars 2019
. . Durée : 2 Heures. (Sujet sur une page)
“Xercice 1 (10 Doints)

]‘] D:ln 1 2 = 3
] 8 R* muni de I'une de ses distances usuelles, on pose -

A= {(z,y) eR® / |1‘+2|+|y—-2-|5_9}, B={(x,y}EREfzy=l}
et i
C={(#.9)eR/ |z-3>40u ly— 5| > 4}

La parti e
1'{--;U;H 3}‘ tie 4, B respectivement C' est-elle ouverte, fermée, compacte 7 Justifier votre
d .
. l‘.{il.l ﬂ-dmettra; que dans 2* muni de I'une de ses distances usuelles, une partie non vide
et distincte de R? ne peut &tre & la fois ouverte ct fermée).

‘ 2) Seit D une partie de B muni de Pune de ses distances usuelles. On note Fr (D) la
frontigre de D,

a) Montrer que DN Fr (D) = 0.

b) Montrer que si 1) est fermée, alors D = bu Fr (D).

2 y r—,
¢) Montrer que si D est ouverte ou fermée, alors Fr (D) =0.

3) Soient E et (& deux parties de R” muni de I'une de ses distances usuelles.
Montrer que Fr(EUG) C Fr(E)U Fr(G).

Exercice 2 (10 points]. . i
1) Soit f la fonction de E* dans R définie pour (z,y) € R? par

f (x,y}:”:zi‘;ﬁ;’f] s (z,y)#(0,0) e /(0,0)=0.

Calculer I'ensemble de définition U de f.
continuité de f sur U.

lifférentiablité de f sur U.

a)

b) Etudier Ja

¢) Etudier la ¢
P ﬂi

d) Caleuler 2 (0,0) ¢t S£(0,0).

e) La différentielle seconde de f existe-elle su point (0,0) 7

dans R définie par ¥ (z,y) € R?

2 a
) =8+ + 3av? + 62 = Oy
préciser I'existence d’extrema en ces points, ainsi

i 2
it g l'appl nde®
2) Soit g IFapplicatio
g (@Y
ints critd et
Déterminet les points critiques deg
1t :

-t}rpe d FE:‘Lt—l'{}fﬂﬁ-- g**EQUIPE VAUDEUR LM.DJKHG* 301
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Licence 2
" UL : Touetions de plusiours varinbles yéelles
LC Topologie et Caleul différenticl dans I
Premitre Session ., Juin 2018
Durée : 2 Heures.
Exereice 1

18 s 22 . '
Dans R? muni de I'une de ses distances usuelles, on pose

lah
C={(z,y) €R?/ [z=1|>20u ly—122}

e & » <
: La partie A, B respectivement C est-elle ouverte, fermée, compacte ?
Teponse.

Jiistifier vl

(On admettra que dans R? muni de I'une de ses distances Gsuclles, une pariie pom w
=% distinete de R? ne peut étre & la fois ouverte et ferinée).

2) Soit D une partic non vide de R2, On note § (D) le diamétre de 1.
Montrer gue si D esl bornée alors D est bornée et § (I}j =d(D).

3) Soient I et F deux parties de R™ muni de I'une de scs dlistances usuelles.

a) Moztrer que si E C F alors EcF

L) Montrer que EnF=TBnF.
¢) En déduire que £ U

=l
[

E U F par passage au complémentaire.

Exercice 2
1) Soit g 'application de R? dans R définie par V (z, 1) € R?
2

1
2?42
a) Montrer que ¢ est continue sur R?,

b) g est-elle dérivable en (0,0) suivant tout vecteur ?
c) g est-elle différeutiable en (0,0) ?

d) Caleuler £ (0,0) ¢t 24 (0,0).
2) Soeit f I'application de R?* dans R définic par V(2,9) € R?
f(@y) =2+ - 2(z -y

Déterminer les points critioues de [ el préciser Peslstsion dextrom
xXirem:
que le type d’extrema. aen

g{ﬂ;ly.} = si (a:.y) ?é (Diﬂ] ct QLU.D) =0

Ces poin's,
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e ’l uml.tuns de plusicurs variables réelles
opologic et Caleul différenticl dans B
Deuxitie Session . Septembre 2018
Durée : 2 Heures.

Lxereice 1

Dans =2 : .
; - muni de I'une de ses distances usuelles, on pcse
A= {(-1"13-"} ER® / v +2|4|v-2| {4}' B= {(:v.y} eR?/z< y}

La parti c={{I'QJER2f"|E-3|>2ou|y—5|:>2}
< pertis. A, B sespectivement © est-clle ouverte, fermée, compacte

On ad ; : = :
On admettra que dans R? muni de I'une de ses distances usuelles, une partie no vide

Jstincte de B? ne peut étre & la fois ouverte et fermée).

2 Justifier votic

. -"__3“55 D une partie de R® muni de I'une de ses Jistances usuelles. On note Fr(D) la
ntitre de D,
. ;
=) Mon‘ver gue DN Fr{D) = @,
L) Montrer que si D est fermée, alors D = E) U Fr (D).

o

41 . " - —
¢) Montrer que si D est ouverte ou fermée, alors Fr(D) =0.
3) Solent E et G deux parties de R™ muni de I'une de ses distances usuclles.

" 1outrer que Fr(EUG) C Fr(E)U Fr(G).

Lxervice 2
ion de B2 dans 2 définic par v (z,y) € B?

1) Seit f I'applicati
¢ (siny — )
=SB & A O & 0=
¢ continue sur R,

a) Montrer que f €5 \
tiablité de f sur R=.

) Etudier la difléren
ﬂﬁ

¢) (alculer 3%{; (0,0) et E’;?:Jrr? (0,0).

d) La différentielle sceonde de f existe-clle au point (0,0) 7

- 2 Juns [k définic war Wiz, y) € B2
%) Soit g JPapplicatiol de IB* dan ; ] 4 (2,9)
gloy)=a'+y —4%y
e de g € sréciser 1'existence d'extrems en ces points, ainsi
{erininer les pumt.s critiues de g el ] tretg en ces points, ains

[BIE
I,

i lee by pe d'extr

++#EQUIPE VALIDEUR LMD*** 303
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UFR Mathématiques et Informatique

Licence 2
UE : Fonctions de plusicurs vnriahlcs_
ECUE : Topologie et Calcul différentie
2&me Scssion. Mars 2019
Durée : 2 Heures. (Sujet sur deux pages)

réelles
1 dans R"

Exercice 1 (10 points) _
Soient 4 et B deux parties de R muni de I'une de ses di
la frontiére de A.

stances nsuelles. On note fr !

1) a) Montrer que An Fr(A)=0.
b) Montrer que si A est fermée, alors A= AU Fr(A).

o

0
c) Montrer que si A est ouverte ou fermée, alors Fr (4) = 0.
d) Montrer que Fr (C4.) = Fr(A).

e) Dans cette question ¢) on considére R muni de sa distance usuelle, et on i
A=[0,1]NnQ.

Déterminer A et Fr(A).
2) a) Montrer que si A est ouverte, alors AN B c AN B.

b) Montrer que si Fr (A)N Fr(B) =0, alors

i)ANB=ANB

-]

i) AUB=AUB.

Exercice 2 (10 points)
1) Soit f I'application de R? dans R définie par V (z, y) € R?

Py
f(znﬂ)=mym si (z,y) #(0,0) et f£(0,0)=0

a) Montrer que f est continue sur R?,
b) Montrer que f est différentiable sur R2.
c) f est-elle de classe C! sur R? ?

d) Caleuler les dérivées partielles secon

des d -
f est-elle de classe C? sur R? ? % de J au point (0,0).

29/11/2022 ***EQUIPE VALIDEUR | Mp*=+
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2) On veut déterminer les fonctions g : R? — R telles que :

z @
ox

a) Montrer que la fonction f définie au 1) est une solution de I'équation (E).

Ei y§§ @) =2y (B

b) On effectue le changement de variables

Wn pose @ (z,y) = (u,v) et g (z,y) = G (u,v).
[Exprimer J, (z,y) en fonction de Jg (u,v) et J, (z,9) -
Que devient alors 'équation (£) par le changement de variables :
¢) Résoudre 1'équation (E,) obtenue et en déduire les solutions de I'équation (E) .

d) Montrer que la fonction f définie au 1) a bien la forme, que vous avez obtenue.
.= solutions de I’équation (E).

»**EQUIPE VALIDEUR LMD*** 305
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|
Licence 2 ‘
UL Fonctions de plusicurs variables réelles '
ECUE : Topologie et Caleul différenticl dans B
Session Unique. Décembre 2020)
Durée ; 2 Henres. (Sujet sur une page!
Exercice 1
Soit (£.d) UILeSpace ocivique. Powg togire parte e Eoon pose
a4} oA e Ay )
Soient A4 et B deux partics de F.
1) Montrer que si A © 7 alors a(A) Ca(B)et 3(4)C (R

2} Momtrer aue 4 . g (e Aot A 14 c A

31 Montrer g
al stoob eal v ouven alots 4 a (4

bjsi A ost vun ferine ajors 4 (Ayc A
4) Montrer quon toujours i (a (A)) = alA) et 3 (814N = 3040

5) al Montrer gue si A est un onvert alors ANTF o A5

A | B . .
by Montrer gue st o BS0F dos VIVOEES alors o e B L g fs e ;

Exercice 2

1} Soit f la fonetion de'RE dans & définic pour (¢, y) e =t e
i
; A7 -
St ies = sl < LTI 1 T o= T S

[l

O Y 0
.|".f- -J_I||J||J.IA J ‘c ll

OU A est i patadnit e péol

a) Déterminer les valonrs de ) ponr lesguelles | o continge sur %2
by Déterminer los vulenrs de X pony lescpuelles: f st lifzag, ntiable s 7

¢} Déterminer Ies vuiovrs de X ponr lesquelles £ ear e e ' sur 72
oy Moutver que si A = Lo § st cvivable o

LR <y
différentiable cn co ponge.

WL Lout veetony sajis o

2) Sait g Vapplication de B duus 2 o par ¥,

_ljl:'r_;l}].:[,'f .J;I-':I:,_[—..r‘ i)

Déterminer les points eritnes ¢, 0er iy

i it ety
que le type dextren.

KRN res poihts a0
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UFR Mathématiques ot Informatique

Licence 2
UE: Fonetions de plusienrs variables véelles
ECUE: Topologie et Calcul différentiel dans B"
Premicre Session. Aot 2021
Durée: 2 Heures. (Sujet sur une page)

Exercice 1

. TRee - . . 1 =
Dans B mnni de Pune de ses nornes usuelles, on consicdére une partie
Ou note 6(A) le dimmcrre de A de Fr(A) la frontiere de A. On note || || la

noriie de o la distance associce.

1)a) Montrer que si A est bornée, alors A est bornée et G(A) = 6(A).
a -]
1) Montrer que si A est bornée, alors A est bornée et 6(A) < d(A).

A-t-on I'égalit¢ 7 justifier votre réponse.

=]
2)a) Montrer que Fr [ A ) € Fr(A). A-t-onl'égalité 7 Justifier votre réponsc.

b)Montrer que Fr(A) € Fr(A). A-t-on égalité 7 Justifier votre réponse.

3) On rappelle gque
gy € R [yl ={:- eR"/Il € 0,1 z=(1- the + ty}

On it que A est convexe si Y,y € 4, [z, 4] € A
a) Soient a € RB" ot r >0, Montrer que B(a, r) est convexe.
h) Mantrer ¢que si A est convexe, alors A est convexe.

=]
¢) Montrer que si A esl couvexe, alors A est conmvexe

Exercice 2 ) .
1) Swit f la fonction o B2 dans B définie par (z,y) € K= par

fleoy) = ay il

i) Etndier lo coutinnite de fosur R, )
I,) Eradier la elifferentiabilit® de fosur RY
¢) Calenler Jom dlerivies particlles secondes e

Joen (0.0).

s ele 1 (s R definie par V(e y) € R*
g1 1) o4 (g 1y

2) Soit ¢ [applicatio
iiggues de goel prie

ol y) = 202 =2l
a6 el
points, s

ger Jos [l er
e Je aype o] e e

wmmvitnE AL TNFLR LMD***
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Université Félix Houphouet-Boigny Abidjan Cocody 2020 — 2021
UFR Mathématiques et Informatique

Licence 2
UE: Fonctions de plusieurs variables réelles
ECUE: Topologie et Calcul différentiel dans R"
Deuxiéme Session, Octobre 2021
Durée: 2 Heures. (Sujet sur nne page)

Exercice 1
1) On considére B2 muni de l'une de ses distances usuelles. On pose

A={(x.y) eRY(x—1)2+(y+2)2 <4}, B={(r.y) € R?*/x = 0ety > 0}
et C = {(x,5) € R%/|z+ 1| > 5ouly—2| > 5}.

La partie 4, B respectivement C est-elle ouverte, fermée, compacte 7 Justifien

votre réponse.
(On admettra que dans B™ muni de I'une de ses distances usuelles, une partie

non vide et distincte de R™ ne peut étre ouverte of fermée).

2) Soit D une partie de B™ muni de 'une de ses distances nsuelles. AMoutrer
—_— =]

que Fr(D) C Fr(D) et Fr (D) C Fr{D).

Donner un exemple o les inclusions réciproques sont fansses.

3) Soient E et F deux parties de RB™ muni de I'ie de ses distances nsuclles.

a) Montrer que si E C F alors E C F.

}

a o
b) Montrer que ENF =ENF.
c) En déduire que EUF = EUF par passage au complémentaire.

Exercice 2
1) Soit f la fonction de R* dans R définic par (1, ) € B2 par

el S R .
flz.y) ==y bmf’g'fm+yJ] sle+y#0et flay) =084 y=0
a) Etudier la contimiité de f sur R2,

b) Etudier la difftrentiabilité de f sur B2,

¢) Calenler les dérivées partielles secondes e Joen (0,0),

¥

2) Soit g f’appficatin{j rlg R? dans R définie par V(. ) € R2
g(z,y) = (2 +2)e" 7", '

Déterminer les points critiques de ¢ ot préciser I'oxistonce d'oxtrens "
points, ainsi que le type dextrema. RRASRG L
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Licence 2
UL : Fonetions de plusicurs variables réelles
ECUE : 'Topologic et Calenl différentiel dans B
Premitre Session. Juin 2022
Durce : 2 Heures. (Sujet sur unc page)

Exercice 1
1} On pose Yo = (ry,a,75) € B, Vy = (1. 92,%) € B,

. Ki: 1 1 5
dir.y) = ‘\,/'1 (2 — Fl)z + q (22 — .?I-.z}i + 2% (zy — Ya) -

a) Montrer que  est une distance sur R’
L) Montrer que o est dquivalente 3 la distance euclidicnne d; sur R,

¢) Dessiner la boule fermde de centre (0,0,0) ct de rayon 1 pour la distance €.

2)
a) Soit (2 Jmert une suite de Cauchy de points de (B3, d).

Mantrer que (T )yen oSt une snite do Canchy de (R, &2).

1icGuire que espace (B2
{

g
Lnd

_d) est camplel.
1) Soit £ un ouvert de ([27, §;). Montrer que () est un ouvert de (R3,d).
Joxercice 2 .

1) Swit [ la fonction de B2 dans B définic pour (z,y) € R par

g =T 0 @ =R T
gt -y

- _r..f"' == (L

R 1P LT
a) Brudier i continnité de [ su Ie*.

[erentinbilic de [ sur IR2.

b) Brudie I el
) Calenler e dérivies pul!i:-H:':; secondes de fen {U.U}.
L Pritll ‘
Déterminer Jos points Jos plis |I['IJCI|{'H (e Vorigine sur la surfaee S d'Cguation
) [ 8 H. ]
PR L
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niversité Feéli - ‘e 2021-202:
Université Félix Houphoutt-Boigny Abidjan Cocody Annce
UFR Mathématiques et Informatique

Licence 2
UE : Fonctions de plusicurs varial
ECUE : Topologie et Calcul différe
Deuxiéme Session. Aoiil 2022
Durée : 2 Heures. (Sujet sur une page)

sles réelles
ntiel dans E™

Exercice 1
1) On pose Vz = (z;,7,) € B?, Yy = (11, 12) € &%,

1 2
d(z,y) = \@(31 — )’ + 35 (22— )"

a) Montrer que d est une distance sur R”.

b) Montrer que d est équivalente a la distance euclidienne d; sur R?.
¢) Dessiner la boule fermée de centre (0,0) et de rayon 1 pour la distance d.
2) Soit (Tp)nen une suite de Cauchy de points de (B?, d).
Montrer que (Za)nex est une suite de Cauchy de (R?, 4;).

En déduire que l'espace (%, d) est complet.

Exercice 2
1) Soit [ la fonction de R? dans R définie pour (z,y) ¢ E? par

_ sin (z* =%

S siz?—y2 A0 et [(z,y)=1s 2® -2 =0,

f (a:, )

a) Etudier la continuité de f sur R2.
. b) Etudier la différentiabilié de f sur R?,
¢) Calculer les dérivées partielles secondes de f en (0, 0).
2) Soit g 'application de R? dans R définie par V (z, 1) € R?
9z y) = (@® + y?)e v,

Déterminer les points critiques de g el préciser I'existence L o—

nces points, o
que le type d’extrema. byAAKER: 1
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Exercice 1

soient N et v définie par ¥(z,y) € R?

N(r.y) = Suprepan | weost +ysint |
vany) = supepy | (L —t)r+ty|

L. (a) Montrons que N est une norme sur R2.
V(. y) € RN (. y) = suprejoax) | Zeost +ysint |

e Soit (&, y) € R?
Vi€ [0.2x]. | wcost+ysint | < |z |+ |y
Alors I'ensemble {zcost +ysint / t € [0,2x]} est une partic
non vide et majorée de K, donc admet une borne supérieur
dans B, Do plus 0 < | zcost! + ysint' | < suprepon |
deust + ysind |
Par couséquent N(x,y) € R

o V(e y) € R N(xy) =04 | zcost+ ysint |= 0,V € [0, 2]
t=0=a=0t=2=y=0
Alors N(,y) = 0= (z,y) = (0,0)
Réciprogquement (z,y) = (0,0) = N(z,y) = 0.

o Vir.y) ERVAER, Nz, v)=A| Nz, ).

o Ve y). (2. ) € B2 Vi € [0, 2],

| (#+2)cost+(y+y)sint| < |weost+ysint| + | cost - '
<

| 2 cost + ysint | + | 2’ cost + y'sint | Suprepaq) | eost + ysint
+S5tthelns) [ eost + ,u':&in.l

Sl he(n =] | (r+ +') cost + (y + ?IF) sint | < SUPe(0,2x] |acost + ysint
+stpreian) | ¥ cost + o sind

Done N[(x.y) + ()] < N(z,y) + N'Y).
Finalement N ¢st une uorme sur B2,

(1)) Montrons que i cst e norme sur R?.
Méne résolution que la question précédente

+#*EQUIPE VALIDEUR LMD*** )
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= v/ .'1'2 -+ Ug

Y(z, y) € R?, N(z,y) = supiep.an) | veost + ysint |
T = rcosf
Yy = rsinf areer € BT of 0 € [U- 2’-""]-

Alors | 2 cost +ysint |=7 |cos(@—1) | <1 VI E [0, 27].

Sit=0alors | zcost + ysint [=r = y/au? +y*
Done SUPefoaq) | @ cost + ysint |= / 2432

2. (a) Montrons que N = || 0 V(. y) € B2 || (. )]l

Ainsi N(z,y) = ||(z, »)l,
(b) Montrons que v = || || o0 V(z.y) € R% (2. ¥)|loe = sup(l 2 || v | )-

V(z,y) € R?, v(z,y) = supepuy | (1 =) +ty |
Soit f(t) = (1 —t)x + ty, Vi € [0, 1].
f'(t) = y — = qui a un signe constant.
Alors f est croissante et ou décroissante.
Done v(z,y) = sup(| £(0) |, £(1) ) = sup( = |. | 4 ).
Ainsi v(z,y) = |(, )]l
(¢) Déssinons la boule ouverte de centre (0,0) et de rayon 1 pour la
distance d associée a la norme v
Viz,y) e R v(z,y) = || ||
Alors(z,y) € BY(0,0),1) « sup(lx].|y|) <1
a4+ |y

(d) Demontrons que N et » sont équivalentes

o V(z,y) eRL 2 <2 + %= | v | < Val + 42
De méme |y | < (/a2 + 32
Alors sup(| = |,| y |) < /22 + 2,
Donc v(x,y) < N(z,y).

o Sisup(la |, |y])=|z] alors |y | < || doney? < 42
Setb? <202 =% 222 o B | = o] 14

’ = ; ) | 2 |= V2 sup(| @ Il w )

De méme si sup(| z |. |y |) = | | alors
Vi + 2 <2 sup(| x|, | y 1)

. Done N et v sont équivalentes.

3. (a) Montrons que Ye > 0, B(xr, £) & By(u.r).
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Soit V= 2o

=N+ 5-== XY= § A=s
- & - J ' Y X i -;‘.T:L_

o IX=VY|l, = S<e=YeB(Xze

o |Y=ull,=r+ s>r=Y & By(a,r)
-]

(b) Deduisons-en que | 3 _—
Luisons- e que Byla.r) = Bla,r) dans (R[] [I,). Soit X €

a"_.‘\'_\ =
By(a.r). Alors X' € By(a,r) done || X —af|, < 7.

o Si||X —a|l, <ralos X € Ba,r)
-]
. ; " rﬂ
Or B(a.r) € By(a,r) = B(a,r) C By(a,r) car B(a,r) est un
ouvert.

o

e,
Alors X € By(a,r).
e ||.X —al|, =r alors ¥,e > 0,B(X.¢) & Byla.r) d'aprés a).

o

e e
Done X ¢ By(a,r). Finalement By(a,r) = B(a.r).

Exercice 2
it =y ,
fley) = xy m si(z,y) # (0,0)

£(0.0) 0

Il

[ est continue sur R,

1. (a) Montrons gue
0,0) car son dénominatenr ne s'annule pas

T est continue sur B2\ (
en (0.0).

Etude en (0,0)

o= reos {
PPosons y - psinf € K.
++*FOUIPE VALIDEUR LMD***
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Quand (z, y) — (0,0),+ = 0

i . . r?ecos® ) — sin= ()
Illllf.rd.f}—f{ﬂ.m flz.y) = Hinn,p 1= (cos ) sin H}rﬁ(c(mi 0 S0
= lim r*(cos@sind)(cos® 0 — sin® )
=il
= f(0,0)
Par conséquent f est continue en (0.0).
Conclusion: f est continue sur R?.

(b) Montrons que f est differentiable sur B2,

- o ‘ C 2
A= :!:_r,r(.-rz — yg) est une fonction polvnome différentiable supr B=.
e § + i 1|

Py = 2% + 42 est une fonction polvnome différentiable sur B2\ (0.1

P
donc g = I:’i est différentiable sur B2\ (0, 0).
o

Etude en (0,0)

[ est différentiable en (U,D) si bimgy0.0e(H) =0
e(H) = f(@o + H) — f(wo) — L(H) avec H = (h, k) et 2y = (0, 0).

[1H]|
_ . 9f(0.0)  8f(0,0) af(0.0) e S(20) = F(0.0) -
S g gy =l T e
dy u—0 Y
= L(H) T 0 et f(zo) = f(0,0) =0
f(H
e(H) =
U0 = T
hi:(h? — k?) 1 _ hk(B® =42

5 " X b= 1]
(R +82) " (2 R2)E = 2y ge)

Calculons i s(H)

H -3 (01.0))
Posons h = rcosf fpuand(h, k) — (0.0),r =0
k= rsmd eR.
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flog,..eldly = liin 2 cos O sin 0(r*(cos? § — sin” 6))
(hk )ty r=30) (r- (CO‘%“! a L ‘;iu;} S}%}

= — cos fsin B(cos® 6 — sin’ 0)

lm‘l]r cos 0 sin §(cos* @ — sin® 1)

= 0= f(0,0) done f est différentiable en (0,0)

Conclusion: [ est différentiable en sur R?
(¢) [ est-clle de classe Clsur R2?

ifir 5 _.3
Ul = ey )
oz(x? — )

2 —q ox(a? + 2y —
= U( +_I)+zy ( e {i;_,_yz)z )

€2
3 " 3

_ A5 =Y dxy

= 5 ,,-2+y‘z+“" (:ﬂ_——_—g+y )]
(w? =y )& + )2+ x(dry ]]

=K. . @+ yz}:e
I". o UE Ei..L y

L ooy BV
JJ._? + UZ {12 + yﬂ}z
aflra _u_(,f,{ at= 2}
= 5\ T
) iy oy .

; a2 =oyet+9t) — (x® — y*)(2y) X -'ry)

- 2 yz + 22 4+ yz}z
2 — g —42%y)

= ¥4 g R 1T
Ty (219
s fonetions

crapport Az et ¥ sont des

Leg dérivees pa: tiolles de f par?

continues de k? \{{I,UJ.
Etude en (0,0)
af @) o lim df (& y)

Calculons ”Ii i —-—-—r"'di a0 oy

y = reost feR
Posons { y = psint Quand (e, y) = (0,0),7 =5 ().

¥ 315
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F{eos? Asin' 0)

df (v, y) - B r(cos® 0 — sin* ) L
dir = gapral ,2(“,.,2 il 4 t.|1|'3r'!} (v ’Jl['umh;} + sin= 7))+
= ]1111: sin @(cos® ff — sin® 0) -+ 4r cos fsin” 1.
af(x, y)
i = 0= ffﬂ, DJ
df (v, y) r2(cos?f — sin® ) i sin® 0 cos' 0
- lnurmaﬁ' = e
é‘y =+ r I
= lim
gy T
il v = = f0.
oy 0= f(0,0)

Les dérivées partielles premieres sont continues en (0.0). Par con-
séquent g est de classe €7,

(d) e Calculons les dérivées secondes de [ an point (0.0).

*RYALIDEUR LMD ECITION >

; 8/(20) _ 0%(00)
guin lim —2= =0
o2 =0 27(0.4) az_ffu "
y
agf{ﬂv n) lim Gy iy -0
dy? g0 af(z0) © as(0.0)
a*£(0,0) s s e
a:,t.'@y =0 () x } H o
W) f{00
0.0 o TEM-TRE _—w
dydx y=0 Y y
o [ est-elle de classe C*
d°f(0,0) aro.0)
drdy dyide

Alors [ n'est pas de classe C*, Sinon on aurait Pégalite dapros
le théoreme de Shawrz.

2. (E):x 8@y)+y #ey) = 290r.y)
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(@) Montrons que [ est une solution de \'{'qunliun (E)

) = = ¥
i h ”I-‘+:.-* +4ﬂ:2Pu‘l‘
'Ul-l'.fﬂ == a?-—l_; i b !.'
"t ily , = ik ,.z_”_. {_,.c_,_rz F]
LA (e z; =
S e el Lyr!w’ 4 :H!]i o "U- o l"*'! "
) A . -
aet) g Sl 2711‘"—;—”—:—21’(* y)

done f est solnton de éguation (E).

(b)) On etfeetue e changement de variable suivant:

-

On pose o(r,y) = (X,Y) et gz, y) = G(X.Y)

He =

+¥y

Exprimer J,¢, ) cn fonction de Jaxy) et Jol2: ¥) y
On sait que gle.y) = G(X, Y) = Gog(w,y) ot 'i?': y) = (X.1)
Alors Jg{x-y'} = J(,[):__y) X J.g,[a.,y}

Y— ) bglz.a) . Oalz.y)
Déduisons-cn '%T ot —9-@*-

DX 0X

- sievn  BYXY) L

( QFJ'E‘-;-- i) ei.r;;:;m ) - ( g{_:%ll 5 5 L_]il
Gl & U

i "utilis W
ng 'éguation (E) en une équation (£,) n'utilisant ¢t
jons 1'e

Tansforn |
les derivees partielles,
On @ (lonc: {jG(X~Y) (j}l ()G(\ V) § ':_]_1__
i X B Gy
) ( UG[X,Y} %, o0 u ¥) , o
= Oy X c)y Jdy
£ H
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dglr.y) I g f'k '5 i{r_{l? ]
" : = _ 2
=3 dglr4) | N f’w RLGRY i}:
ar  r ax ao
Lalry) ¥ ii(-‘i ‘f ¥y | AGH \ V)
E)q? y o u OGN f N ;I"}(r{ '\ ‘r
oy T rm T

Finalement. on a:

£ H m .){rlt -\.1 “ J
G +ydﬂfr'-!f] o g S

! =
a:[: gy / i
6J(r.,y) el y) R,
= 2qla, i)
Tz +¥ i
JG(XN. )
= (z+1 }—% 2l ar)
= yﬂ%ﬂf_‘l = 2q(.. (£
(¢) Résolvons 'équation (E)) obtenue et déduisons-en les soltions o !
aG oG 2 76 S (.
Y —=20= — = — Cr=> —
vy o Y TG v
= 2.06 2

= = —¢)} = v =1 |
= = G },r)‘.' (] =2hi}

= In|G] = M[Y?] = [G] = Y2K(N) = 6~ k)b g
Alors Glr.y) = k() (& + y)

() Montrons gue [a bien la forme

Comme [ oest solution de J§ alors: [, y) ’H:.}[ e b gy

= A-r.';','! ~f(ry)

= Wi — —E— % o 1
!J p q- (4 i
£41 = L) |
ay - W
o414 J } o i ‘.r"“:
yh ':‘5 i
- £
L] 4 4 (14 ”r
.Iillf-‘l-j = ."ﬁ l '\'_'

(+ X" Te e

On en deduit que | II.M:_}"(-Y}J-J J

29/11/2022 ***EQUIPE VALIDEUR | Mp==»
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[TOPOLOGIE ET CALCUL DIFFERENTIEL |
SESSION 2 LICENCE 2

Ererciee |

————

afA)= Aot 1) = A
Suient A et B deux parties de E.

L. Montrons que si A € I3 alors a(4) C a(B) et 8(A) C 3(B).
Supposous que A C 8

L) 4]
.ACB=AcB=AcB=ald)CaB)
._-icB::-_:!'cﬁ:ricﬁ'%ﬁm,‘lcﬁ(m

o _ _
2, Montrons que A Cc n(4)c Aet AC (A) C A, ona:

i

AcA=4cA (1)

POy B, o, (s, (G 3 Gl D)
De (1) e (2].onu:,—TCiCEz&-ECn{A}CE
Done Ac a(d)c A
On Jlmi:i.Lii:IIC/I#.:{C;‘:#.ECH[A] (1)

AcasdcA=sancd @

De (1) et (2), onoac: A€ J(A)c A

3. Montrons gue

#w4EQUIPE VALIDEUR LMD***
L 1j2022
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a) Si A est ouvert alors A C a(A)
A ouvert alors A = JE orAcA=s AcA= AcHd= Acald)

b) si A= Eilors B(A)c A
o =
ACA= AcA = 3(4) c Aor A=A Donc #(A) c A
On pourrait aussi faire une déduction & partiv du 2). On sait que
&
ACa(d)c A
Comme A = ,:i, en utilisant la prémiére inclusion, on a @

a(A).
De méme 4 ¢ B(A) ¢ A uniforme f(A) € A = A done 3(4) C A

11
Ad=4c

car 4 est un fermé.

4. Montrons qu'on a toujours a(a(A)) = a(A) et 3(3(A)) = H(A)
D'une part a(A) est ouvert done d'aprés 3 a) a(4) € a(a(A)) (1)

o —— - — - sra
Dautre part, AC A= a(A)C A= a(d)cA=1

W
= a(A) Cc A= a(a(4)) C a(A4) (2)
Aussi (1) et (2) nous donne ex(a(A)) = a(A)
D'une part 3(A) est fermé donc d’aprés 3.1h). on a :
B(A) C A= B(B(A4)) C B(A) (1)
D’autre part, On a : A C 8(A) d'aprés 2, on a :

#ﬁ:ﬁcﬂm
= Ac BAy=B4) c BBA) ()
Donc de (1) et (2) = B(B(A)) = 5(A)

a) Montrons que si A. = A? alos ANBcinnp

Soit . € A NB. B
r€ANB=x€ Aectze B 3done ry 1ol que B, 1) € A (ear

est un ouvert) et alors BN B(x,rg) # @ e € 13, Dot

29/11/2022 *FXEQUIPE VALIDEUR LMD**+*
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Bl A n B = (Blrowyn )0 i3
= Mgy B £ 8

Suit + > 0 guelcongnee,
Sy < 0y Bir. !u!"._ 1.0y alors . ona Blr.r)ni. ANB)# &

'““l < rat Bleom) © B alors.ona s Bler) 0ol = Blr.r):
Gl AN ) = e iiﬂfﬁ#ﬂf(mr'{éﬂ}

Lorisi¥r = OB AN ) £ @ donr €. AnDB.
Enw vostnié Vo, e A1 = e An B Do AnBc ANB

Jusion w'est pas Vet

I]-‘i[:l

O pent wdéme donner un exemple dans B ol cette ine
forsgue A w'est pas un ot
Dans & soit 3 révls a < b <o
Proons 1 =la b non onvert et B =]b, ¢.
Gy ANT =jusb N i) = {b}:
| 7B =2 = 2 « il w'va pas inclusion

L Moutrons que si et 3 sont des ouverts alors n(ANB) =l

Suit w € al AN f)
calAnB)=reald)ae€alB)=aE a(A)NaB) (1)

SO aE ald) riall).

if « 1

4“‘-}- . 1
J“.i'.‘lf- \/:' i -_' il _,'f"l' l}+f -
liint [y =)

] f';1|t'il|flth

Ldfs) STTATALN
J 3 ,’fq_u_-«.”:un >
J 4 if fi =i o, o e -li"h;"L.'r"”' W UJ u.h h i
l fimin,
e T AL =

]" lj!

+++EQUIPE VALIDEUR LMD***
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ptgtr

. I
lint oY=l
[..-,,-;,.-1.-33u1,u.mf|“’ Y } :{F‘—?i:ﬂ i

((cos 0 cos 2)7 (sin 0 cos @)(sing)")

= L R (cosOcos ) (sin O cos ) (sin )
==}

= * ((cos fcos ) (sinfl cos @) (sin @) ) avee on = p Ay
|:1 4 =
t.--._-.-.;}'j:[,r}.n,:}}f(r ¥2)=0
2. Soit gl g, 2) = aw + by + ez + |2|"|y]7| )"
Montrons que y est différentiable en (0. 0, ()

e(H) = 9o + H) ﬁﬁﬁmj L) avee [l = (hy he, hy) e

Jp = I:ﬂ. 0. ﬁ}

9 ' A g(0. 0.0

L(H) = L(hy, by, hg) = My 24(0,0,0) + hzdﬂm 9.0) + h_-;dﬂ“t )
ox Ay )=

dg(0.0,0) H_m_g{z.u,oj—g(b.ﬂ,n)_ g 0

= ={— =1
D00.0,0) " g(0.s 0) Zg(0,0,00 by
id_‘_ = [ Il —9(0.0,0) = Hm—.vj—g =1
I y=l i H—l i
L Dl E] . U 2] = 1 =
(3'___,:;!([ ) = r:'rmgm 0.2) —(0,0,0) = Hﬂéf——- =
2= ¥

PE 2=0 =
& L(H)=ah;+bhs + chy et g(0.0, 0)=0
e(H) = g(H) — L(H) _ ahy + bhy + ¢y + [P ) hsl™ = (ehy + by + ¢ )

T VU2 + ()2 + ()2

E[:H = lim “i I ]pl’rleulh:ilr —
w1000 T2 4 (1) 4 ()

question 1. Par conséquent g est différentinble on (0,0.0).

= 0 daprds 1a

litn
{2 )= (00,0

3. Soit h(x,y,2) = 2%y + (22 — y?)2 — 4=
Déterminons les points critiques de

o O
L G RS O

dy )
dhix.y = 3 3
iz N e
2xy? + 2wz =10 Y=z
Wt -2z =0 =4 a¥=
2=y —d = A% e
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Los points critiques sont : A(2,0,0) et B(=2,0,0)

Soit i ]j‘ matriee de /i telle que
Ll "l‘}h'H-::I hilrans) ) 9 249
RS iy B0 y*+ 2y 4riy 2r
fj === ﬂfi', i) I"".fl{a'.i;.:] ;}":Fl[’. f =)
it 1 e —
theidz Dyt Jg{;jﬂy' 1 e 2y 0

* Pour A(2.0.0)

g n 4
H=|0 8 0
4 0 0
V]
= Iﬂl = 0et Mz = ‘g SJ =

Les mineurs principaux diagonaux sont M,

00 4
Qet My={0 8 0= ~-128 <0

400
Par suite, on cn déduit que le point A est un point col.

* Pour 12(—2.0.0)

0o v -4
H=|0 8 0
-4 0 0
ool _
f"- et ”I_? = ‘” h’. =

s minetrs principaix Jiagonanx sont :AM) = |0

o0 0o -l
net My=|1 g 0|=-128<0
40 U] _ _
Je point £ st un point col.

[Par suite. e el dédduit gque
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Exerciee 2

STk 2} = el ad 2 Ly
Tl 2) m{‘tp-iq b

1- Calenlons ]jm{,r.y'.:}—l-{tl.ll.[]'j flr g 2)

&= Rceosfcos
Posons ¢ y = Rsinfl cos
: = Rsing
N A T P P+ 2=R

f.0,ReR si(riy )= (00007010,

Pi+r ) )
RR ((cos @ cos )" (sin 8 cos »)(sin 2)")

lim Ty z) =1
(o2} —={0.0,0) f( i J ﬁl—rflo :
= E“}, RPFF=1((cos B cos )P (sin 6 cos )9 (sin 2)%)

= R%((cos f cos p)”(sin @ cos @) (sin )"} avee o = pr= =
[.r.y.:l]i—lil?ﬂ.ﬂ,ﬁj flz.y.2)=0.
2- Soit g(x,y.2) = az + by + ez + |z|Ply]r]=|"
Montrons que g est différentiable en (0,0,0)

E(H} - ﬂrﬁ-f”]_l}‘:’(ﬁﬂ}".&“ﬂ avee H = {‘F’I-I’E-h.‘l] ot g = (nn (1)

B 5 dgl0,0,0) Aol 0001y gl
L(H) = L(hy, ha, hy) = h, 2000 hy O oy B0
Hg0,0,0 A 2(.0.0)=¢(0,0,0) : i
2.00) i, o 21500 = lim,_,y B

&l i
dglongy . al0.p.0)=g(0.0.0) . i
_.ﬂ_”._.! hn]u—rﬂ II'J = 1[]]]#. b %:" Iy
dal000) . (00,21 —p(0,0,0 : 2
e — lim, g z ) "illl];_m ‘—'- 4]

< L(H) — ahy 4+ bhy + chy o g(0,0,0)
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:{, H :| = M wdty 4 blea 4 ehg 40y Pzl ] =i +hlip el

[T (hy P (a2 (ha

Ly, - ; ) r
Crrz)=t00m (1) - e,y (000 {hh;ﬂr+|:i=:i:ri]{h|}'i = 0 daprés la ques-
] .

li e
o L. Par constquent g est différentiable en (0,0,0).

3= Soit h(roy.2) - P 4 (et =yt =4z

Eﬁl--t::‘ﬁmmus les points critiques de b
Vitars) b
= 2ay" + 2z

i
iz

g = Ey.ri — Ay

PG = g P —d
2ey? + 2wz =) P=-z
Qpa? =22 =0 & r¥=2
=y =g =0 -y =4

Les points critiques sont A(2,0,0) et B(-2,0,0)

Soit H la matrice de h telle que :

L] "‘“i;f.:‘i;:'” aﬁtﬁd ot +2y a2
H P2 T T :;'.*Jr[.r.},,:} B‘h!:,;ﬂ,z] sH= 4.1"9’ 2:1’.!2 9= '—25’
_J_J;J;'drf ) ';'J?gi ) zpﬁ(?ﬂz \ o _gy 0
3 [ I s (] .!'.y.z if.:ibz A
b :'.r{:J T ilgidz gz
* Pour A(2,0.0)
00 4
H 0 8 0
4 00

0

00
Los minenrs principaiix dingonaux sont 1My = jo] =0 et Az = ‘ 0 8

0 v 4

ot My = n 8 0 - 128 < O
4 00 _ o
on en déduit que Jo point A est un point col.

Par suite
#* ]'JL”“‘ B(-—?tﬂuj

p v -l

0
w08

—q 0 0

325
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00
Les mineurs principaux diagonanx sont :A/, = [0] = 0 et My = ‘ 0 8 [ ;
0 0 —4
et My=| 0 8 0 |=-128<0
-4 0 0

Par suite , on en déduit que le point B est un point col.
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CORRECTION DE L'EXAMEN DE TOPOLOGIE 2018-2019_SESSION |

<<Tout est possible  celui qui croit.>> «++VALIDEUR LMD EDITION 2023

O

RVY) € R N(x,y) = 242
9 4

"\IUI'lll't.H\S que N est upe norme sur [Rz.

. MUI'IIFDI'LS que \;,f(l-r },‘J E mE‘ N(X.}f} = H-’r
Y(x.y) ER,x% > Oety?=0 =a£:~+3;—za 0

xZ J,z
'_ —=>0
- 9 + 3 =
= Nxy) =0
VLY ERY
* Montrons que ¥(x,y) € B2, N(x,y) = 0 & (x,¥) = (0,0)
* Supposons que N(x,y) = 0 et montrons que (x,¥) = (0,0)
Nix,y)=0= %2+’;—2=0

2 2

& ¥
:}—+—=ﬂ
9 4

oh2 Y2
-+ )0
1 1
:Ex—(]erzy—ﬂ
=x=[]ety=ﬂcar§¢0€t%#—‘ﬂ
d'ouN(x,¥y) =0 = (x,y) = (0,0)
. Sl.l]:IpOSOﬁS quc (x- }r) = (DJG) et montrons I!.]Lle N(x; }") = ﬂ
{x'}.—)=(ﬂ*[}j=>x:ﬂety=ﬂ
sxi=0ety’=
= =
:EI-—GEE'E}“ 0
L
:r—g-+":—0

x? J"z__U
= q+4

Lanent Y(x,y) EREN(xY) =0 = (x,y) = (0,0)
Montrez que ¥(x,¥) € B? ¢t A € R% N[A(x,)] = 1AIN(x.y)

G W _ gy 2L
ona s NGy = NGz dy) = [EE+ 82 ) 242

Done N[A(x,»)] = IAINCx, ), Y(x,y) € R¥ et A€ R?

Montrez que V(X. ,P’J £ ]Ri_z el V(Ira}’:) E H'21 Nl{x-}") + (x‘,y’)] < N(.‘l’, y} + NL\"._V'J
’ Dna:N(x,J-')*]'N(-xr-}"J: N[(x +x) (v + ¥l | .J
= \ﬁxw’)‘* +2(y+y)? = JGA’+%J:’) +(3y+1y)

s#+EQUIPE VALIDEUR LMD*** .
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Daprés I'inégalité de Minkowski, ona :

Pour n=2, I'inégalité de Minkowski devient :

V@@, 507+ (g, + b,)% <aZ + @ + /b2 + b7 . Donc

i z 2 [e 2, fan?, om?
M&JH{LyH=JGx+?j4{bw§y)< il St

SJ5TH 9 4

=N(x,y)+ N, y')
s Donc "u"{xr}r) e R* EtV(I',}") € Rz: N[(x.jl’) i (x’.y’)] < N(x,y) + N(.r'.y'}

Conclusion : Nest une norme sur &2,

b) Montrons que N est équivalente 4 la norme 5quwalentl:

N ¢quivalent 2 N, si et seulement si,on a :
aN, = N < N,
* Ona S*imax(ﬂ -) done ?ﬁmax(~ *)Xz @®
* Ona —< max | - —) donc w‘ﬂmax(- _)J‘,z @
®+@ = -é-+ T < max (;,;) + max (%%) y?
< max(f;-.%) (x*+y?)
< max (l l) Nz(x +y) (**)

4 1 B 1
« Onaaussi 5 = min (.; ‘) donc ?3- min (; —) x2 3

« Ona ;bmm(é ;) donc —:> mm(— -)J’ @
@)+@) = * + = > mm( )NE(I +y) (x#2)
D’aprés (*t) et (u*) on en déduit que
mm( )Nz(x +¥) = N(x,y) € max (— —) Na(x +v)

Conclusion ; N et N; sont équivalente avec & = min G %) et f = max (% 41)

¢) Désignons By(0,1) par la boule unité associée
Ona:(x,y) € B(0,1) & N(x,y) =1

X2 2
3 +-4- =1
y? crta
& 5 T = Lestune equation d'une Helipse de centre (0,0) et de rav e

1
x=0=2y’=1sy=20uy=—

1
y=0 :§x2=1=>x=3m!x=-3

Représentation

29/11/2022 ***EQUIPE VALIDEUR | MD*+=
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2)
&) montrons que B,(0,1) = B(0,1)
Montrons que B0 C B;(0,1)
vx €B(0,1),|lx-0| <1
On sait que B(0,1) ¢ B;(0,1) = B(0,1) CB,(0,1)
Comme la boule B(0,1) est un fermé alors
B(0,1) CB,(0,1)
Montrons que B;(0,1) CB(0,1)
S0itx € Br(0,1). Ainsiona |lx — 0| < 1
Sillx-0ll<1= x €B(0,1)
= x € B(0,1)
Si llx = Oll = 1 alors posons X,, = (1~ 1) x
Montrons que X, € B(0,1)

=0l = || (1-2)x=o0f or (1-2) <1etfx—0)l =1

X, —0ll <1 =X, €B(0,1)CB(0,1)
=X, € B(0,1)
NMontrons que (X,,),cy converge vers x.

1
lim ||X,, — x|l = lim H(l - —-)x —x
=+ n—toa n

¥ 1
= lim =||x]lor ||lx|| =1
n—+oaH

i

o 4
= |lim-=-=0
n=+oa

lim [|X, — x|l =0
nN=4+o

**#ALIDEUR LMD EDITION 2023"*

(X )nen converge vers x d’ot x € B(0,1). Done B,(0,1) C B(0,1)
Conclusion : De tout ce qui précéde Br(0,1) = Br(0,1) et la distance, on a N équivalent i

d alors d’aprés le cours (R?, d) est un espace complet.

Fxercice 2

Floy) =52 Si () #(00) et fO0)=0

2

]
0 fo0y) = mnre™

*++EQUIPE VALIDEUR LMD* *+
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¢ Déterminons 'ensemble de définition
Dy = RZ\{(0,0)}.
Etudions la continuité sur R*\((0,0)).

En (0.0)
3,.xy
lim M= X2 avece®™ = 1
fx..v}-(orn)f(x y) {x.yl.‘ail?ﬂ-ﬂ)-’f“-‘r'z ¥
3
= lm =
(ry)=(0,0) X" +y

Posons x = rcos(8) et y = rsin(6)

, . (rcos(8))?
(r.yl]l—'?}u.u)f .y} = !-TI} (recos(8))2 + (rsin(0))?
= li_r.za rcos®(6)

Ona |reos®(8)| < ror limr = 0
r—

Done [x,}rljli-l}}u.u} f(x,¥) =f£(0,0) = 0, f est continue en (0,0).

k. . " 1 '
Posons fi(x,y) = x—;-:? et f>(x,y) = e*” f, est une fonction rationnelle donc continue su

f> est une fonction exponentielle continue sur RZ,

Conclusion : f est continue sur R?\{(0,0)}.De tout ce qui précéde on en déduit que f est continue sur

b) Etudions la dérivabilité en (0,0).

f est dérivable en (0,0) suivant tout vecteur v si et seulement si : P"& (! (m}-rw]—f{m.ﬂ)

t

Soitv = (Ul,b‘z} * ED,DJ

(f((ﬂ,ﬂ}+ tw) —f{({}.{))) = (tﬂvgerivﬂ-’z ) o I(IU%I!eglulvz ) o
£=0 =

=lm|--—— —_—
t =0 \t2(vi + v2) (vi + vd)

lim
t=0

lim (f{(ﬂ',ﬂ} + tv) —f{([},ﬂ)) -

£=(0,0) L
soit v = (vy, ;) = (0,0)

f(0.0) +£(0.0)) - F(0.0)\ _ . /0
z =im(5) =mo=0

lim
=ik

Conclusion : [ est dérivable suivant tout vecteur.

¢) Différentiable sur R2\((0,0))
f{ _ ey oyt
x,y)= ey avee filx,y) = Tt y) =e®
f1 est une fonction rationnelle done différentiable sur R?,

f2 est une fonction exponentielle différentiable sur |2,
Conclusion : fest différentiable sur R2\{(0,0)}

/312002 ***EQUIPE VALIDEUR LM+ +
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0]
1
—[f s af af
Al [f(a + h) f(a) - hy E;([].{]}_hz E;(O’U)]

xig¥y
¥+ y2 SHxY) = (0,0)et £(0,0) = 0

3
) = [20)=f(0,0 B
) IHE (——____u___) b (r-ﬂx )

x—=0

=

vl =11

fwy} ftnu} 720
YY) |ll'll( ) lim ( )
.v-n

Wer)y = 0

B v ny
| =y avee pMfte
thﬂ:; “I'”'E 11

3 3 :
1 hl r— h‘l —_ h‘lh‘é

VI + hZ h} + he

—— (lhd)
(hi + h2)z

s = - — 22 3 = e inst i
sy = hy = £(h) m(hi) ts=. Ainsi Llinnsfhjat{]

s [ nest pas différentiable en (0,0).

"I Dérivée partielle seconde

x=0 x—10

f .\ 8
(W) = E(i (0, {])) = Ilm (x, 0 %(BJD)

_1";_-"'3’{_'(1 +y2]|_2}.x?g-ﬂ"
(x2+y2)?

LUy =x? Donc ——(B 0) = ilm— =0

('3' 0)

(0.¥) -
_ (0,0) = ;f( (0, {}j) = hmBi ¢

(axtey ryxte ) (x24y")
)= (x2+y?)?

ki <8 Fhm—=ﬂ
= 0. Mx(xy) s

[U 0) =

+**EQUIPE VALIDEUR LMD***
11/2022
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([} 0) alors d'apres I"égalité de Schwartz les différentielles seconde existe.
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gx,y) = (x* + y?) — Bxy
e Déterminons les points critiques

q

a_i(’“-") = 4x(x* + y?) - 8y
ag . 2 2
EJ—_[J.,}F) = 4y(x* + y*) — 8x

Résolvons le systéme donné par ses dérivées

2 2 2 z (xz_},},z}:.%yr@
{4x(x +y9)-8y=00D = {x(x +y?) =2y (D s 2

4y(x*+y*) -8x=0Q y(* +y?) =2x @

2(-x)y+x)=0
SxX=youx=-y
1" casx =y
M= xx2xt=2x
=2 —2x=0
= 2x(x2-1)=0
= x=0o0ux=1oux=-1
Les points critiques correspondant sont :
A(1,1),B(—1,—1) et €(0,0)
2°"€ cas
2= yx 2yt =-2y
= 2y +2y=0
= 2y(y*+1)=0
= y=0o0uy?+1=0estimpossible,

Le point critique est: D(0,0),

(x?* +y%) =Ex@

Conclusion : Les points critique sont : A(1,1), B(=1,~1) et € (0,0).

¢ Existence d'extrema

g estune fonction polyndme donc elle est de classe €, En s

28 (x,y) = 124% + 4y?

a%g 2
E;(x,y) =12y + 4x

articulier, g est de classe €2,

29/11/2022 ***EQUIPE VALIDEUR LMD#*#**
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©y) =L (2
L) oy E(X.}*)):Bxy—ﬂ

<<Tout est possible & celul qui croit.>>

* Letype d'extrems

« Au point A(1,1)

{ azg

Fi=s 5-;5(1,1) =16
d%g

b= ?}_ﬁ(lll) =16

a?

2 q
5= =
\ axa}'(l'l) ¢

G T TE= =256 <0, g présente un extremum relatif strict en (1,1).

* Aupoint B(—1, -1)

_d%g
r=o(-1,-1) =16
')
i
r_ayz( 1,-1)=16
d%g
(= gray LD =0

v© =1t = =256 < 0, g présente un extremum relatif strict en (—1, ~1).

« Au point €(0,0)

( a°
T =E—g({},ﬂ) =0

1l

2 2¢0,0)=0

g e Bl R d*extremum en (0,0). Mais il existe un point col.

w4« EQUIPE VALIDEUR LMD*** .
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Université FHB - Cocody Année Universitaire 2018-2019
UFR Mathématique-Tnfarmaticgue

LICENCE 2

UE : Fouction de plusieurs variables réelles
ECUE : Topologie ¢t Cacul différentie]l dans R"
Examen Secounde Session

Exercice 1 (10 points)

1 a) ANF(A) =An@ANCA)=AN(AnC)=Anh=0

b) AUF(A4)=AU(ANCA) = (AuA)N(AuC.) = (AUA)NR"
=AUA=4 car ECACE .
Si A est fermde, alors A = A Done AU F.(A) =

¢) F{A)=AnCd =AnCa,.
* Supposons A ouverte, Alors O, est feré.
Doue £.(4) = Ancg, =4An C’;:}:TJ.-
OrAcA= F{A)cANCE == F.(A) =0,

= Supposons A fermée. Alors, A = A
Done F,(A) = A NG = ANCA. Or G Ch,
Alors Fu(A)c AnCg, =0 = F(4) = .
d) F(C3)=CanA=ANCY = F.(N)
¢) A=[0.1]NQ
«A =[01]nQ =0, 1[nO.
Or ¥z €QVr>0,jr—rx+ [ € @ cor contient des ireationnels,
Done @ = 0.
Alors [ A= 0]
iF,.{A) =AnN C’ﬂi =ANR=4
Aszn@cmﬂnﬁzmunR—m
] f ; = [k ] oel Yo e [0 1]y >
0,z — r, z + 7N([0, 1NQ) # 0 ear contiont (los |';1Ii::|nw].[~i f‘ltf-urvutw
de [0, 1). Alors z € A. Done [0,1] ¢ . . |
Finalement A4 = [0,1] ot ! F(4) = l]l
2. a) Soit x € ANE. -
YV e V) ANV € Vi) cap o
A A () ear A onven contelanl & o8t anssi g
Comine € B, alors (An¥)
; ' E ne£p v
Ainsiredn ;. Done ANGB ¢ .Il?;'l’:;_nmu By R il
W) ANBCA=AAR 7
AﬁHCH#AﬂHCE
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Dme TABcANE (1)
FANNE () =0 (AnCE)n(BnCh) =0& (AnB)n
(CL N ) =0 ) :
Soit o € A6
Alors e g O 0 ﬁi’ = Cﬁ‘u r C:_.i_"',, = C;,_‘:‘.-'“. Done x € AUl
« 5i e L onnne € EH‘E.EI_UE_E: S Anr_fc mc AND
xSt e Hoalorsr € BnAc BnAc W
Done # € 2 nH.
Aisi AnTcANE (2)
{um{ﬂﬁjnﬁ=zﬁﬁﬂﬂmwwnm=ﬁ
muﬁgﬂpﬂgy=w=ﬂamqnﬂm%}:ﬂ
 O8N(F, = CA NCE = CANCE = o7y
:f%“:ﬁ%”:AUB:AUE

Exercice 2 (10 points)

0,0)=0

1) [l = ey o () # 0,00 et S
fonction ratio

a) * Sur R2A{(0.0)} [est contine car est une
pas (0.5 points)

unelle dont le

clenominarenr e A anumle

£ Au point (0.0)
4 =recosf

En coordonndes pulaires .
y = rsind

Jlr-y) = i posfsin (eus? 0 = sin® 8)
[ 0)] £ 22 =3 ling o £ ) =0
Alors linng, y=sio0) fley)=0= f(0,0)

Dene [ st comt it t (0,0) (0.5 points}
Finalement f st contin str

1a}.% S R0 ()} ftf:sLtIiﬁ'ém:|linlﬂecar fo
e Sammle s (0.5 |miut..-,']

= Au point (U- i)
ol (). 0) = v

= F(r.8)

¢l poil

petion pationnelle dent le ddénomninatent

- ) — 0 (0.25 points)
(gl S0 — 0 (0.25 points)

whr

)= | [TTLITEL]

. wr u

1l ' AL

i jﬂl'!ﬂi' ]HJ."J-"“.‘H“""” lis g (ALY it I = Lht-lh'_i}

Senl ={h) = : fih
H“Wdésnmwwﬂﬁfﬁ+ﬁ

! =
ih) — g hag g i o
1 & 1 d

H(h) = l|T.‘|
= peost

(.}

ey

1
|

;

o i .
pppdonniees polalits = psiu i

JLn
P
i) = I'{'thffﬁillq‘f{{{'(h:fi ) sin” f)
E-:fl"aﬂ < 2r el list, - pu“u"““.w o Aiffierentiable i 0.0) (0.5 tith)
Sl = s i
i R

Alors fiy e

Finalomert

[
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’ it 1yt y! i aints

ﬂi‘a‘:'f'-.'ﬂz‘l“‘ﬁjr‘u -IJmﬁr“ AT (0251 )

-F[[r ”] . -—:1!; + I.2w2“7 YTy B _|'_" {n a5 """.l-.}
fioms rationmelles dont leeldnenninaten

ity [a= +N e - rf.“"h’" fal F
“Sur R (0.0} 4L i ” 2 sont continues ear fone

ne s'annle pas. (0.5 points)
r=reos

* En (0.0). En coordonnées polaires :
y = rsind

.;r U p.y) = rsin Bleos? 8 + 4 cos® Bxin? 0 — sin' )

’3{ £ ’ < Gr ol limpapfir =10

A]Um Iilll{r‘h’]_‘{n_nl :jﬁ(.),_l'r} =0= 5%{”.'“}

Done -L est continue an point (0.0) (0.25 points)

m.-{" y}l = —pcosf(sin® 8 + dcos? Bsin® # - cox' 1)

—-[ fe. y]ll < Gr et limpogGr =0

A]m's lm ) s 0.0y 3-[{::' y=0= g;%{’ﬂ )

Done Sl” est continue au point (0.0) (0.25 points)

Finalement 35 et 3‘5 sont continues sur B2, done [ st de classe €' s

d)
o
2L (0.0) = lim,_g EED=EOY _ o (0.5 points)

:}—’}{ﬂ 0) = limyg M 0 (0.5 points)

i
% 0.0) = limy o ﬁ%w —1 (0.5 points)
aw.'.(ﬂ 0) = lim, 0 w 1 (0.5 pomrs}

ﬁé&fﬂ.[}) B2 %{U, 0) donr, [ w'est pas de classe €7 sur B? dapris le théoreme
de schwarz (0.5 points)

?} a)

a5t (r.y) + yE(r,y) = iy (2t = Qe (1 P a® <R =
2y (2* “JE} =2f(x.y)

Daone f est une solution de (£) (0.25 points)

=4
';j &

n= ,g-i—y
gle.y) = Glu, v) = (Gop)a,y) oit pr,y) = (u, )
Demie Jy(x.y) = dalele.y)) x J(ey) = Jeoluor) x Jaleoy) (0,25 points)

P iy il

g g\ — (86 B g Tn

Alors (u ) = (56 49) (TJ o
[ m

2 o} L) i ;
HH uJu “ile + i e rFL- R :rEJ :’:‘{u =+ :f}rr
LTI [ OO | [T [ 11 = Ll £ ohfd

dw Ve ay T T T
En remplagant dans V'équation (F), on oltien

l"%r':':"-" = 26G(u 0 J“ 1) (1.5 points)
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©) (F1) & % =2 o 6] = (v?) = [Glu.v) = k() x 17| (0.5 points)

Done rqq‘T ) = ML) x (o 4ﬂ (0.5 points)

d) Slaezy) =yt = (¥) J Hjj x n?

14y H(ﬂ]

. - ] 1 ints
Sy =k (L) % (i + ) ”ﬁm T (0.5 poi )
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Topologie et Calcul différentiel dans R™ : 2019 — 2020

Exercice 2

1) a) Déterminons les valeurs de A pour lesquelles f est continue sur R?. Les fonction:
x = f(x,y) sont continues sur R#\{(0,0)}.
Etude en x, = (0,0).
f est continue X, si et seulement si :

flxy) = f(0,0) = 0.

(x y]—rx

X = rcos(0) : — x.. 17 — 0 alors,
Posons {y = rsin(6) Alors quand (x,y) 0r
Glim f(xy) =lim f(r,6)

(rcos®)(r?sin? 6)

lim f(x y) =lim

(x,y)=x ! (r2cos? @ + r2sin? 6)4
=lim7r3 %cos0 sin? 6.
(I-l}if}ﬂx 0 fxy) ?‘l—r*% 4 ’

car cos? @ +sin%@ =1
Et lirrﬂl r324cos@sin?@ = 0 si -
e

3 3
3~21>D=>E>;1=:~AE]—~00;E[

: , 3
Par conséquent, f est continue sur R? si A €] — %0; = [

b) La fonction x — f(x, y) est différentiable sur R%\{(0,0)}.

Etude en x5 = (0, 0)
f est différentiable en x, s’il existe une application linéaire continue L de R? dan-
Telleque v h € R?, f(xy + h) = f(x,) = L(h) + ||hlle(h) avec lIm e(h) = 0.
C’est-a-dire :
: (o +h) = f(xy) — L(R)
I =, 1 Tl )=
Posons h = (1, k) alors
flxo+h)=f(lk)et fxg) =0
Ainsi pour que : f soit différentiable, il faut que :

| f+h)=L(h)
nJ{’E‘m( Tl )‘D

Déterminons L(h)

L(h) = J;h avec J; = (a_"::ﬁ ﬂf;;u})

On J; est la matrice jacobienne de f en x,,

af[xo} o f(xr U) -_'f(GJU) 0
T-L‘R(Tr-) = i {0 _
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lJJI"(J_‘ ) :

=2 < im (L0 = f0,00\ _ . FO,y) _
y e ‘—=—————_y m— =lim——=

ot L(h) = ¢ S

Alors @ lim
M e(lk)= Jjm (L4
{f?}:xﬁ ) (1,}.:1][1:'.1‘;. (W)
Posons { — rcos()
= rsin(6
Quand (1, k) - Xq r)—r 0

Done  lim (J‘_U_‘i)_.l tk?
(Lk)=x, \ViTgz) = ?-]_Ela(uthjW)

lim ( ACD) ) = | T3Cos(9)sin2(ﬁ'))

% VB ) = i (e
lim f k) . _ 5
W20 \TZ 7 R2) lim cos(6) sin?(8) r?~2

Pour que : &_illa cos(8) sin?(8) r2-24 = 0, il faut que :
2-21>0=32>21=1€]—o1]
aniclusion : f est différentiable sur R2, Si A €] — 00; 1[
- beterminons les valeurs de A pour lesquelles f est de classe C* sur R
Ona:
) YRR+ yD - 20y (6P 4y

escaleulona
Ly) xRyt -2ty

2x3y + 2xy® — 22xy®

oY)
(xz + yZ).FH-I

S

ar rapport 4 x ety sont des fonctions continues sur R*\{0,0}

|orivées partielles de fp

i cude en (G‘JU)

af(xy)
af(xy) li LBl
. giveo et 1m
 deulons {xyljl_,‘“[‘[,m ox (xy)-00) ¥

s TIC'US(Q} g€ R
[Posons {y = rsin(0)

iz
0), d I
and (x,¥) 00 r**(cr.rqz gsin® 0+ sin* @ — 24 cos® ﬂ-““"dﬂ)
aF(ey) _ m(ﬁ
0.0) x
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of(x.y)

’ =lim(r1-*(cos? @ sin? § + sin* § — 24 cos? @ sin” 6)
(xy)=(00) Jx ?]}_133(?‘ (cos® @ sin® 0 + sin )

Pour que :
lim(r*~*(cos? 9 5in? 6 + sin* § — 24 cos? fsin? 8)) = 0
1 faut que :

1-2>0=21>1 (1)

af (x, )

o = lim(r1~ 3@ si in3 6 — 24 cos 8 sin’ 8
*)2(0,0) dy LI_T'%(T' (2cos® 8 sin @ + 2cosBsin ))

Pour que }_il‘g(fl_‘l(?lcuﬁ 0 sin @ + 2cos0sin® 8 — 24 cosBsin®6)) = 0

(lfautque:1-A>0=1>1 (2)
De (1) et (2), on déduit que :
festdeclasse C'sidl €] — oo;1[.

d) Montrons que si A = 1 alors f est dérivable en (0, 0) suivant tout vecteur sans ¢ire
différentiable en ce point.

Pourd=1, f(x,y) = Xy’

x24y2

Soit V = (p;,p,) € R*?

i (FOO~FOO _ 1. (f(tputpy)
Ona: lim (200 = jim (K2atre))

t-0 \t(t2(p}+p3))
=i ( pap} )= pip}
t-0 \(pi+p3))  (pi+pd)

donc, f est dérivable en (0,0) suivant tout vecteur mais d’aprés 2) , 1 €] — oo; 1[. Alors !
n’est pas différentiable. v L ;

Conclusion : f est dérivable en (0,0) suivant tout vecteur sans étre différentiable en (0,0

29/11/2022 **F*EQUIPE VALIDEUR L Mp*++
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ECULE : Caleul Intégral dans R"
LU Ponetions Je plnsieurs vanables reelles
b gesshon, mars 2020, Dorée @ 011115

we 1o 0GR I]

w1 LT P 1
patdere les domaines Dy et 2y détins par :
4

R, - ;
MR FLALE - =5 i, _\2“. e o -T:+.‘l"'S4}JD1 [U.?-ig. }sz‘ IZ_'_),IE,;}_

= {(xy) € B}/ (xY) €

, Dyessimer et hachurer Dy et Dy

o Calculer les intégrales —/[ % ] x
ST 1= dedyeth= .._-———-fd d
by 1+2%+) Xyt D;H-:Fﬂ‘ i

Culculer I'intégrale J = ]/j; o~5r=txdydz ob & = {(x,2) € R}/ (x,02) € (0,1n2]’}

wivlde 2
7Y dx+dy.
X
&7 Justifier.

7 Justifier.
y) soit fermée et f(1

rppme différentelle @ définie par w(x, y)=
onl de . U est-il étoil

, Diéterminer le domaine de définiti
de . twest-elle fermé

aleolerla différenticlle extérieure 40

que la forme axy) =1 (x)@(x, ) = 2. La forme &

. | Déterminer la fonction [ telle

sat-clle exacle 2 Justifier.
vert de U.

€ surun suus-ans:mble ou

. |)élerminer une fonction g telle que dg=
, Caleuler [,@ |*intégrale curviligne de a le long de 1a courbe parametrée y définie par : 7 [0,;] 4 RY
i) = {cosr,sin:}.
«4+EQUIPE VALIDEUR LMD ** 341
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R

Examen : Calcul Intégral dans R
les

UE : Fonction de plusieurs variables rée
Scssion de décembre 2020, Durée : 0THIS

Pour chacune des questions suivantes, répondre par Vrai ou Faux. f
NB : Une bonne réponse apporte 1 point, une mauvaise réponse -0,5 point et une absence de répone 0 |

1°) Toute forme exacte est fermée.
2°) Uintéerale curviligne d’une forme différentielle le long d'une courbe fermée est nulle.
3°) B2\ {(0.0)} est étoilé.

s

Exercice 2

]

Soit la forme différentielle @ définie par :
(x.y,2) = yzdx+xzdy + xydz.
1°) Déterminer le domaine de définition U de @, U estiil convexe? U est-il étoilé 7 Justifier.
2°) Montrer que @ est fermée.
3°) En déduire que @ est exacte et déterminer f telle que df = @.
4°) Caleuler [, @ o ¥(t) = (cost,sint,t); t € [0,§] par deux méthodes différentes.

i Exercice 3}

Caleuler les intégrales suivantes :
1%) I = [[pxtydxdy ot D= {(%y) € R/y>0, y<x, x+y< 1}
2°) J = [[p rrdpdxdy o D= {(x,y) eRYx20, y20, 1 87+ <4},

. K=[f£,3“'xdrdz ot D = {(x,5,2) ER* /¥ +y +2# €2, 220}

29/11/2022 ***EQUIPE VALIDEUR LMD***
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Licence 2: 2020-2021

LECUE Calcul Intégral dans RJ

. L'-l'".: Fonetion de plusiours variables rielles
Lore session. 09 aoit 2021, Durée : 01115
Un h}ll*\ldt-u les (||,]||1|-||11‘..‘ Dy et Dy définis par:

Dy = {irog) € 0 R/ 497 2 1) Dy = {3, y) Ry 20, & +y? < 1)

1) Dessiner ot hachoeer Dy et D,

2} Caleuler los imdgrales [y = f [ Y iy ot [r = j f f"r ey
tgrales [y p,1+1ﬂ2+3}2da yet Iy A dy

Excrcice 2|
Caleuler e volune de la de

ii-sphere de rayon R définie par

L=y ) E ll?l"’,"J;E+3Jr2+z2 <R 5205

| Exorcice 3]
On considére 1
1

SR -h—l——ri
] Dvumnum 1o clonaine
2) La forme & st -efle femde
4) Dorepminer une fouction [
wvilligne de w

. [0.4] > K% A0 = (1=t 1+ b1+

o forme differentielle de degré | définie par
1
det+ (5= ;—)dy+ (— - -—J:L,
deéfinition U qle w. U7 est-il convexe *

+ exacte 7 Justifier.
telle que df = w sur v = (R:)%

e long de la courbe paramerree

th

1y Calenler [ @ Fintégrale ¢

- {#finic 1=dl

. wscAil lTPE VALIDEUR LMD=** 343
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Licence 2: 2020-2021

[ECUE: Calcul Intégral dans R"

UE: Fonction de plusicurs varviahles réelles

2¢me session, 12 octobre 2021, Durée : D115

On considére les domaines Dy et Dy définis par:
Dy={(z,y) eR20<y<l0<y<a i+ 21}
Dy={(r,y)eRE0<y<a 22 +9y* < 1}

1) Dessiner et hachurer D) et Dy,

2) Caleuler les intégrales I =ff T r3+ —— iyl b = /[J T ,-_* 1 ”_n’:rﬂ’u

Exercice 2

Caleuler le volume de la demi-sphére de rayon B définie par

L={(r.yz)eRY e+ +:2< B 2 <o)

Exercice 3

On considére in fc-rnw dlfférentlellv de degro 1 rI: finie par
w(z.y, *)—{—" }dIH - z)dJH—— —3 )z
1) Déterminer le rlo:name dc déﬁmtmu U dew. U oest-il convexe ?

2) La forme w est-elle fermée 7 exacte 7 Justifier.
3) Déterminer une fonction f telle que df = w sur V = ( R2 ).

4) Calculer fw I'intégrale curvilligne de w le long de 1a conrlye paraniet e

=
7 définie par : 7y : [0.7] = RY, 4(t) = (1+cos2t. 1 +5in 24, 1 +sin 2! cos 21,

29/11/2022 ***EQUIPE VALIDEUR [Mp*++
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.
R L w e smamaman

e e ———

' Caleul Intégral dans R"

e T———————————

UL ; Fonction de plusicurs vanabics réelles
1re Session, Durée : O1H 15

L -_'mmidi:rc_!cs formes diftérenticlles :
L) = Hyedy Adzyxzdx Adz+ Zxydx A dy

¥3) = (x+ E Vbt (y =Yy (2= —

‘ xg}.} (y ,L'EXMJ i (2 xy}dz .
1¥) l.es formes différentielles wy et w2 cont-elles fermées? exactes 7 Justifier.
vert U = {(x,nz) € R3/x>0,y> 0}.
ftelle que df =3 et £(1,1,0)=0.
rviligne _{._, wy de w3 le long de la cour

2%y Soitwy larestriction de wh al'ou
hlontrer que wa est exacle ¢l détenminer
3" Calculer de deux manicres différentes I'intégrale cu be Pa‘mmétrés

v = (6,4 08) e (1,3,

i wereice 2)
a2/r>0, y20, y<x x+y<2}

it le domaine A = {(x,y) €/
| ) Représenter graphiquement et hachurer le domaine 4.

1-) Calenler imégrale / :// xydxdy.
a

maine 0 = {(x,».2) Y422 < R’, ReR}

3=} Calculer Je volume du do eR/x>0, y20, e

345
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[ LCUR : Cnlt:uljlnltﬂl al dans 1" __]

Ul Iumlmn de plusicnrs vt Ahles eelles
23 Session, Durce ! OIS

t Fxereice 1)

On considére les formes différentielles :
wy(x.y2) = nady Adz 4 yxedy Adz +z.1'}d1f\ﬂ'}'
l 1
walx o) = —1 - -*)ﬂ' + e J—-‘)(f} + ('— = -)dz
1°} Les formes dlﬂ'crenuellcs W) otz mnt-cilcs fermées 7 exactes ? Justifier.

2°) Soit w; la restriction de wy A 'ouvert V' = o
Montrer que ws est exacte et déterminer f lcllc quedf - wyet f(1 1, 1)=0.

; 2y T Hipie par ¥l
3°) Calculer I'intégrale curviligne J'.r'.l.'g de 1w le long de la courbe paramétrée y délime par

ye)=(1—1,14+14,1+%),

Exercice 2

Soit le domaine A = {(x,y) € R*/x 20, y20, y>x x+y=2}
1°) Représenter graphiquement et hachurer le domaine &.

2°) Calculer I'intégrale I = f f yidsdy,
A
3°) Caleuler le volume du domaine D = {(x,3,z) € R’/ <0, L+ <RY ReER)
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Lmencez 2018-2019

PRI L L

. ECUE : Calcul Intégral dans R".
UE: Fonctions de plusieurs varnaples réelles
2& session, mars 2020, Durée : 01H15
CORRECTION + BAREME

cervice 1] (08 pDints}

causidére les domaines D et D, dchnn pars
{(6,y) €ERYx >0, y20, y<x, 5+y* <4} Da={(y) ER/(x

. 17) Dessiner et hachurer Dy et Da.

27y Caleuler 1 t f[ —— = f/
J es intégrales ) = 1+13+y dxd}' ethh= l+r3+
i Caleuler I'intégrale J = /[/ e~ Ydxdydz od A= {(x,2) € R/ (x,2) € [0, n2]} ﬁ,

SLorevtion

dxciy

#x*\ALIDEUR LMD EDITION 202

3#:#

(x,y) € 0,27 y2 5 P4yt >4}

i) Dessiner et hachurer D} et Dy. (0,5pt +0,5pt) _--—-1'"_7/

P x
=) w ! =/j ————clxd
’I ] py 1+x2+)y* y
En coordonnées polaires, on pose X = rcos 8,y

2 42 3
1 —/ 2.».Erx/- cos 8d8
o lA=r 0
1 ¥ & 1
- [a- )dr [ cos0d6 J.~- 7
i ] +72 o
2 - 3 ‘2- P
= [r-nrc‘ran{r)]n X [sm ]o ;
A

I = %(2— ar::mn(‘l}) (02pts)

+
vZ2:2); on a alors /49— —y<x<y Dob:
_-———-—-da.]dy

12 '_[ f |+ 22 +y°
= o |
V2 In(1+x* +5’) =In (1+2}' ) = =In5. Done
Pur aillewrs, jﬁT1+x2+ dx = [l( ]M = ;

b3 If ]n(1+2}’ }dyr--lﬂ5/v,_ff}'

sprant par parties, on obtient
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112022

Scanni aves CamScanna

s
—rsind.Ona:0<r<2;028= I On-pbtient :

347


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

=xryALIDEUR LMD EDITION

3“#?%}%&%@@ ob & = {(xeFTpER b Eabls A)ce OBty >
D’aprés le théoréme de Fubini,

7 in2 - In2 -4 In2 2y (fln'l _xdx)l!
= — e

/ ¢ xxjt; é yx/ﬂ e 'dz s
J=(1-3)|={ (02pts)

(12 points)

Soit la forme différentielle @ définie par : &(x,y) = '“x—_—ycfx-r dy.

1°) Déterminer le domaine de définition I/ de @, U est-il &toilé 7 Justifier.
2°) Calculer la différentielle extérieure do de @. @ est-elle fermée ? Justifier. A
3°) Déterminer la fonction f telle que la forme ai(x,y) = f(x)@(x,y) soit fermée et f(1) = 2. La forr:
est-elle exacte ? Justifier.

4°) Déterminer une fonction g telle que dg = ¢ sur un sous-ensemble ouvert de U.

ie par: v (0.2 -
5°) Calculer [, & I'intégrale curviligne de ¢ le long de la courbe parametrée 7y définie par @ ¥ [0, 2

¥(t) = (cost,sint).

Corrcction :

1°) U =R* xR =R?\(0J) (0.5pt) . o
U est nion étoilé car aucun point de R? ne peut étre relié a tous les autres sans intersecter (6J7). (0.5pt

2‘}.1..51 différentielle extérieure de @ est . 5o :
do(x,y) = d(32) Adx+d(1) Ady = [;a;[igi}dx+;;{"jxjd}r} Adx+0 = —LldyAds.
Dol de(x,y) = 1dxAdy (01,5p1)
On adw # 0. Donc @ n’est pas fermée par définition. (0,5pt)

3%) ofx,y) = f(x) 2 dx + f(x)dy = P(x,y)dx+ O(x,y)dy avee P(x,y) = f(x)Z* et Q(x,y) = f(x).

b=—1f(x); gE £():
acslfcrmée# ?Q# 1) = f(x) & filx)+ 1f(x) =0.
Par suite
In|f(x)| = -Inx+C;x>0;,C € R.D'ob f(x) = f;KE R;x>0.
Comme f(1) =2 on ubtienl (03pts}).
& est fermée sur U qui n’est pas étoilé. Le théoréme de poincaré ne peut done s'appliquer. Mais cor
S (x) est défini pour x > 0, & est donc fermée en particulicr sur V =]0, +oo[xR qui cst €toilé, e est 7
exacte sur V d'apras le théoréme de Poincaré. (01pt).

_ a=y)
4°) dg*a#{ 31 5.3

] 2
- x

Ainsi,dg = o .surV C U. (03pts).

On obtient g(x,7) =2Inx+2¢+ciceR; x> 0; yER.

5°) Comme o est exacte, son intégrale curviligne ne dépend que des extrémités de |a courbe 'r qui sont

70) = (1,0) et (5) = (2, ). Ainsi, f, o = g(¥()) ~ 2(1(0)) = g+, ¥) -
Finalement, (_r,, o =2In() +2J (02pts).

=2-2In(vZ) =2-In2=In(%).

Calew! Insdgral dang RY 2 sexion %
; Page .
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Corvection Caleul Intégral Session 1

Lxercice 1
'f]” considére les domaines D, et Dy définis par :
Dy ={(xy) € [0;1)2/x% 4 y2 > 1)
Dy = {(x,y) € R2/y > 0,x% +y2 < 1

) Dessinons et hachurons D, et D,
Pour D,
Unaua:
v,y € [0;1]2
Done on a la représentation suivante :

%+ y? = 1 est I"équation du cercle de centre de coordonnée (0,0) et de rayon Ul = 1.

Un obtient la représentation suivante

.
{1

e ==

|

I\

P N
~ 4 1T

P b z i -
Comme x? + y? = 1 alors on obtient

i’L_’LELQ-l R*
. (= L 0
lci. x EReELY jan (Oxy) avecy i
i g dans le plal : nl

Donc nous SOMITE ion du cercle de centre O ct de rayo
Rt 2 21,

cle de cenl’@ 0 ct de rayon |
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2) Caleulons les intégrales
y
o« | [ kit
. J;: 14 x2 4 y2
Fixons x

0<x<1

0=sy=sy1-2x2

L'_J’[f 1+x2+ iz syrylax
Vi-x?

L= -f [In(1+ x? + y?)] dx
0

1 1

=3 f (In(2) — In(x? + 1)) dx
4]

T 17t
L==| In(2)dx —= | In(x*+1)d
1 ELH(} 2L11(x )dx

1
li= %In{Z} [x]5 —%f In(x? + 1) dx
(1]

1 1
f1=~2—1n(2)~5f In(x? + 1) dx
0

Posons K = Ic: In(x? + 1) dx
Intégration par partie

Posons U(x) = In(1 +x%) = U'(x) =
Viix)=1=2V(x)==x

X 2
K = [xIn(1+ x%)]} —f %‘z‘dx

22 +1
-I:I(E]-Ef(2+1 1+ )dx

ff=rnrzj—zf .:tx+zf
f 4] 1
=In(2) = 2 + 2[arctan(x)]}
T
K = l|1(2}-2+2(-z—ﬂ)

1+z

zd.x

=In(2) -2 4=
._n) 2

1 1
=/, = Elan) -——i(ln{'z) -2 +g)
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uzmdrd};

Changeme
1gement en coordonnée polaire

X = rcos@
Posons ¢ ¥ = 1'sing
0<r<i
dvdy = rdrdg
L oem
= ilz :J f (________T-SEHE
o Jg 1+ (725in2 @ + rZ cos? E)errdﬁ

"o g 1+ r2)drdo
12

)’,:J _F 2 F ey

_ g 1+12 d?‘J; (sinf)d
;—f“J+1—1

g , _I;F_dr' [~cos8]]

1 7.2
. ).} r24+1 14712 dr

&=t
J_,'— 2

loxercice 2

Caleulons le volume de la demi-sphére de rayon R définie par :
w::HLyJ)ER%%3+y2+z2£R%zzG}

lei nous sommes en coordonnée sphérique avee 2 = 0.
(n a le changement suivant :

!_1' = recos@sing

y= rsindsing

# = 1cosy

<R

f <2n
@< Zearzz 0

u
U

U
dxdydz = +2singdrdedd
fld

I

1A

n ar
.H
= J- 7-2c!rf35iﬂWd$f dv
0 0 *

B E 2
| [~coselslOho
3 1]

M=
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~

v

Exercice 3
On considére la forme différentielle de degré 1 définie par :

1 =z 1 x 1 vy
a(uy.2) = (5= g)ax+ (5 ~z) v+ (- %)z
1) Déterminons le domaine de définition de U de w.
U=(R")’
2) Vérifions si w est fermée
a est sous la forme de w = adx + bdy + cdz

dc ___ab
dy oz
" da dac
wfermée =2 {—=—
dz ax
o _da
dx Ay
1 z
Ona: a= {; )

ax x2
b 1
ax~  y?
@aa_ 1
3y~ y?

De (1),(2) et (3) w est un fermé.

3) Déterminons une fonction f telle que Dy = w sur U = (R}, )?

df = w
0f 1 =z
ix y 2

i
dy z y?
of _1 y
\oz "% 22

@ = fxy.2) =§+§+¢@,z)
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) o o) dgp 1
2) = : +§;(y.z) =——f;
= 29 1 e
dy (».2) =E
= (v, 2) 22
y
=ply.z)==
G2 =249
Duone
- x z y
Jr(xi s =—+_ i)
NI Sy HE)
SUxyz) 1y o)
3) :l—_:’i. _51,&(:«;) =E_1
h X 22 a’z ¥ 2-2
dy(z)
= =10
dz
= (z) = K avec K € Rd'ol

- X B, P
Jﬂxyj)=;+;+;+ﬁamcﬁeﬂ‘

4) Calculons J'j. w

L"intégrale curviligne de w1

oo

F(EJ = {1 __511 + &

¢ long de la courbe parametrée ¥ définie par :

1+ t%)

Ona: 1 Lipoq ¥y
4 )\ .t F—___T)z {£)dt
s _ z(r) eyde + 2 __1__1‘_; J"':f}’-ﬂ"" 0 (I(f] #LE)=
f;‘”zﬂf(ﬁﬁ xmﬂ)x“ i G "m)
Ona
s = Q-1 HE1HE)
[Donc
o) ===l
fr):l
f)=1+t= y'(t)
ﬁt}]: Q42 2@ =2
]
. . : {1 =t [ A L 17
D7ou : ._l'__l._{._)t“+J’:(l:‘z_,{1__—+”2):u+zj;T(l’r {1+ }l.
m:-—[ (T_-.f—_lr - i 1 E
; u ! | .r J‘_:( i 2 g)"“'"jd(li.,.“_f:}):“
- + = - ) o
f'""’zL (m_,)u ya B 0 | L
I

1
fm - ﬁ[_l'__l'_: I

I 2 )2 : Y

£ i ‘_; - .!—f—ir it l.u‘ﬂ.‘lu{l}lﬁ = [In{] + g

1 )

JM e oarctan
!

(4]
"

@G

7
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8-201
Université Félix Houphouét-Boigny Année académique 201 2

UFR MI
Examen de mécanique quantique - Licence 2 MI (2%me session)
02 heures (aucun document n'est autorisé)

EEEI'CiCB 1 E t 5 i .r{.l.ﬁ. oH 1
Une cellule photoélectrique de potentiel extraction V, = 4,125Valts est €clairée par

- —- 17} Ad
source lumineuse monochromatique de puissance 0,33kW et de fréquence v = 10"

1- Déterminer la fréquence seuil de cette ccllule et justifier s'il vy a o

photoélectrique. '
2- Calculer le nombre de photons émis par cette source pendant une seconde ¥

3- On suppose a présent que le seuil en fréquence de cette cellule vaut v, = 10" r
Calculer la puissance correspondante au seuil en fréquence pendant un inter !
de temps At = 1s . Cette valeur représente-t-clle un seuil en puissance ? Jus'

volre réponse. :
4- Calculer I'¢nergie et I'impulsion des électrons éjectes de la cellule. En dédu

longueur d’onde associée a ces électrons. Le comportement de ces électrons pc
il étre révélé par la mécanique classique ? Justifier votre réponse.
5- La mesure de la position de ces électrons fournit une incertitude absoluc e

1A. Calculer lincertitude absolue minimale sur la mesure de son impuls:
Conclure.

Exercice 2
On considére une particule décrite par la fonction d’onde yi(x) définie par :

A ipx)
x) = =
$e) = e (%
ou A,p et £ sont des constantes réelles.

1- Quelle propriété la fonction W(x) doit-elle vérifier ? Déterminer A,
2- Donner l'expression de la fonction densité de Présence et représenter son allu,

3- On mesure la position de cette particule, quelle est |a probabilité pour qu'ellr « -

trouvée dans l'intervalle [— %; %]

Exercice 3

Soit |¢) un ket défini dans I'espace des états d'un systéme physique de dimension 1.
rapporté a la base orthonormée {les) lez), les)) tel que : ‘

lo) = le)) + (1 + Dlez) + ley)

1= Le ket |) est-il un vecteur d'état ? Justifier votre réponse
2- Calculer dans la base (je,), lez). [e3)}, la matrice représentant lopérateur nroiecte
Fo sur le ket Jp). Ce projecteur est-il hermitique ? Justifier votr :-é St
) iy, : o . ¢ réponse.
3- On considére & présent 'hamiltonien 11 dy Systéme dont les veeteyrs ropres son'
les vecteurs de la base associés tous a la méme valeur Propre £ Inp e
Q = Uﬂ.
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Sachant at = 4 .
t &4t =0, le systéme se trouve dans 1'élatl normalisé lgp), déterminer

IJN.I‘H Fi“ systéme a l'instant ¢, noté [¢(e).
(ilt:c.;:iz?] d“} systéme aux instants t=0ett>
4- Soit A une gr-\nd{.h ’. JUSI'ILﬁcr ‘:UH? peponak:
e q;.lc ;- ”i-lli*f't,vmquc mdcpclr:ldanlc du temps associcc
b Ripastic @n :}' '“t ur moyenne n'évolue pas dans lc temps. |
\éoréme du cours que l'on précisera, justifier que Jes grandeurs
A et H peuvent-étre mesurées simultanément.

0 sont-ils physiqucmt:m

au systeme.

s donne

+o

dz v ;! T
= |arctanz| =T arctan(—z) = —arctanz et arctan (ﬁ) =3
[==]

1+ 22

ctron : m =91 10~3kg ; constante

_e = 1,6.1071°C ; masse de éle
3.10%°m/s

_liarge de l'électron :
: vitesse de la lumiére : €=

jslanck : h = 6,626 10734].s.

;1 rappelle queé le projecteur p, sur un ket |u) normé a l'unité est défini par '

o= e
Le non respect des notations de pénoncé annule 12
* n i .
- réponse
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Licence 2 de Mathématiques et Informatique
Examen de Mécahique Quantique
Durée : 02 heures (Aucun document n’est autorisé)

Exercice 1
A- Calculer | i -3‘?"“—"-}*"‘
= Lalculer les commutateurs suivants ; {E‘By“ arst
B- On considére un opérateur @ tel que : 4
= —ih—
Q : dy
1- Déterminer la fonction propre @ (y) de Q associée a |a valeur propre fe.
2- La fonction @(y) est une fonction périodique de période p. Montrer que la valeur propre

I'opérateur Q est quantifiée.

Exercice 2
Deux radiations électromagnétiques de longueur d’onde 2; = 25374 et 1, = 58904 illuminent ur~
métallique. Les énergies maximales des électrons éjectés pour chague radiation ont respectivement r-
valeurs 3,14eV et 0,36eV.
1- Déterminer la valeur de la constante de Planck h
2- Calculer en joule I'énergie minimale susceptible d'extraire les électrons de |a plague métaliia:
déduire la valeur de la longueur d'onde maximale notée A,,,, qui permet de produire le ohe-
de I'effet photoélectrigue.
3- Définir la longueur d'onde.

Exercice 3

On considére un systéme quantique dont I'espace des états est rapporté 3 une base orthonormee
{le;),lez), les)}. Dans cet espace, I'hamiltonien H et un opérateur K sont définis comme suit :
H = hw(le;Mes| + lea)(e, )
Kley) = ley) ; Klez) = 0; Kley) = les)

1- Déterminer la matrice associée & H (on calculera I'action

de H sur les vecteurs de |3 base)
2- Al'instant t = 0, le systéme est dans |'état

1
[(0)) = EUE:L) +lez) + ey))
a- Quelles valeurs une mesure de |
moyenne de /7,

b- On suppose gue la mesure donne la valeur ayant la plus grande prob
résultat d'une nouvelle mesure de I'énergie immédiatement

3- €' .rlétat du systeme () alVinstant t > 0.
4- Le systeme étant toujours dans I'état [¥(t)), on mesur
;- Quelles sont les probabilités des différents résultats

- On mesure la plus grande valeyr ; 5 ;

systéme imm:dfatgmem aprés I;ﬁ::ff:.mn “ogrée degéneresmnce ? déterminer I'étar

¢- Calculer la valeur moyenne de {K)(t) en foncti
. onction d i bt
on tirer pour la grandeur physique k. ismps, Shisile Wisthrstation By

L5
énergie donnera-t-elle et avec quelles probabilites ? calculer |-

abilité de presence, Quel
apres. Justifier la réponse.

e la grandeur physique k.
possibles ?

0 ] = 10 = 3 . i X
"donne: 1A = 100m; 1e7 = 1,6.10 Yl e=16.1019;c = 3.10"mys

NE : leygmfezppet des notations de |'énoncé annule 12 répa“‘EQUIPE VALIDEUR LMD+
*
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Examen de mécanique quantique-Licence 2 MI (1% session)

b overeio | 02 heures (aucun document n'est autorisé)

sression de la fonetj I
1on d'onde d'une particule de masse m est

Plx ={ _0si<0
) Ae (1 —e %) six >0 avec A une constante

F Ddterminer 1a valeur de 4
a) Déterminer ja densité d
b) Déduire |
Caley

pour que la fonction @(x) soit normalisée.

e probabilité de présence de cette particule.

a valeur de sa position pour laquelle cette densité de probabilite est i

ler de la valeyr moyenne de la position de cette particule notée (x).

cerviee 2

i l-.ln_ ',',quj e phénomeéne de la diffusion d'un faisceau de rayons X par un électron Bhlvgees

différente du phénoméne de I'effet photoélectrique ?
.«-:'..u cours d'une expérience de diffusion Compton, le photon diffusé une énergie de 120 were
I'¢lectron de recul a recu une énergie cinétique de 40 keV.
a- Caleuler I'énergie du photon incident et en déduire sa longueur d'onde.
b= Quel est I'angle @ de diffusion du photon d'énergie 120 keV' ?
DEfiniv les termes suivants ; Effet photoélectrique ; Fréquence seuil ; Energie seuil ; Potentiel
Jdarrét,

dowerdice 3
Lo cunsidére un systéme physique dont l'espace des états est rapporté 4 la base orthonormée formée par les
culs propres |ey), le;), les) de 'hamiltonien H. Les valeurs propres de H associées a ces vecteurs
pies sonl respectivement £y = Ey — hw, E, = Eg et E3 = Eg + hw.
cotisidére par ailleurs les opérateurs 4, 8 et C tels que :
Ale)) =0,  Ale)=vVZe),  Ales) = V2lez)

| Eerire les matrices représentant € et H. Peut-on mesurer simultanément C et H? Justifier

On définit 'opérateur @ par la relation : Q@ = %(A + B). Déterminer les états propres (valeurs et

veeteurs propres) de Q. .
Le systéme se trouve dans I'état o0 la valeur propre de C est égale a 1. Donner l'expression d'un

v eeteur correspondant é cet état. (on le notera |)).

o mesure la grandeur physique associée a @, quelles valeurs peut-on trouver et avec quelles

wobabilités ? _
Ln suppose a présent (@ I'instant £ = -
1 2 1
[p(0)) = 2 le1) +T|32:’ + 3 les)
un instant ¢ ultérieur. Calculer les valeurs moyennes (@)(t) et

J|le de ces observables est unc constante du mouvement ? Justifier.
b SRS le I'électron: —e = 1 6.1079¢; masse de I Clectron i m, = 9,1.1073! kg: constante de Planck :
e Charge de FeleetfOn- 0 _ 8 : =1,6.1071%
I; .;ﬁ 10—, 5 : vitesse de la lumicre: ¢=3.10°m/s;leV = 1,6.1077
Li AFS R . Ll

dun operatenr K: (K)y = (p|K|@) = Lﬁﬂ'ﬁ'@dr

0) que le systéme est dans I'état [1£(0))) tel que :

aminer I'tat [1p(e)) du systéme &

Vetlenr menenie

H " LF A o ‘in
NB : Le pon-respect des notations de I'énoncé annule la réponse
. -
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i acadd » 2021200
Université Félix Houphouidt-lolgny Annfo académigue 2021-2022

UFR Ml
Licence 2 de Mathématigues ot Informatique
Examen de mécanlque quantique (1t sesalon)
Durée : 02heures
{Aucun document n'cst autorlst)
Exercice 1

; - . s de chsiom (£
Cn dispose de trois cellules photoémissives dont les cathodes sont rccnuveﬂ;; '-'-'; DEOH .

M - i il mn"‘.‘! I+
potassium (K) et de lithium (Li). Les énergies d'extraction dos électrouns By oo Cf

L IV
électronvolts sont respectivement 1,19 ;2,29 et 2,39.0n éclalre successivernent ces trefs cellu

une radiation de longueur d'onde A = 0,60m.

1- Nommer le phénoméne étudié. . ge
Faire un schéma soigné du phénomeéne qui peut &éire engendrdé lors de cette exprrience

3- Définir I'énergie d'extraction,

4- Définir la longueur d'onde seuil. . o
Avec quelle(s) cellule(s) (Cs, K ou Li) abserve-t-on ce phénomene 7 Justifier.

5-

6- Calculer en électronvolt I'énergle transportée par un photon incident.

7- Calculer en joules I'énergie cinétique maximale des électrons a la sortie de la cathod=
Exercice 2

On considére l'opérateur K = fh% de valeur propre a,.

1- Déterminer I'expression de la fonction propre f, (x) de l'opérateur K associée a a...
2- Onsuppose que f;,(x) est une fonction périodigue de période A,

a- Montrer que la valeur propre a,,.de I'opérateur K est quantifiée.

b- Ecrire la nouvelle expression de la fonction propre f,(x).

Exercice 3

L'espace des états d'un systeme physique @ trois dimensions est rapporte &
orthcnormée (|1),|12), |3)). Dans cette base, I'hamiltonien et 'opérateur B sont définis commo «

unea

Bl1) = |1)
H=hw(12)3] +13)(2]) et {B]2)=0
B|3) = |3)

Déterminer la matrice assoclée a If (on calculora l'action do # sur les vecteurs do la baao!
2- Onprépare le systéme) l'instant ¢ = 0 dnnsll’élal lp(0)) = —:3{[‘1) +12) + [3))
a- Quelles valeurs une mesure de Fénergle donnera-t-ell j o
‘telle et avee que abBlliFas =
dédulre la valeur moyenne de /1, IR
b- On suppose que la mesure de I'éner
gle donne la valeur ayant la
; i plus grande abli
auel,esi le résultat d’une nouvelle mesure ce I'énergle immédiate i 5 : pmbh‘-tr v
3- Calculer I'état |p(£))du systéme & Finstant ¢ > 0. PR
4- Le systtme étant dans I'état |p(t)), on mesure [t
: guelles sont les probabllités des différonts résultats possibles ?
- On mesure la valeur 1, Dans quel étay cp trouve le systame | - 5 |
mesure 7 mmédiatement ap-as

¢- Calculer la valeur mayenne ':ﬂ}(
t)alln L o 1
—— ) stant t > 0. Quelle Interprétation physique po
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LIFg
W L I\'\:

Licence 2 de Mathématiques et Informatique
Examoen de mecanique quantigue {2f session)
Durée ; 0Zheures
(Aucun document n'est autorisé)

Lxereice 1

Uny U'S!l‘ 54 4 C
I Wkl flﬂ '(H'J-is coell '|[| X 'I'IE aux en
pulassium (K) et {ii'- iiLIjlh]ﬁ“mphntT’E?in:ssivﬂs dontles cathodes sont recauvert st »
electronvolts sontresﬁecti m{:l:}- e sl o | |
“I'-w - & vement 1,19 ;2,29et 2,39.0n éclaire successiv t ces trols Hul
on de onpueur d'onde A = Up{’u}””

1 Jmme j

! }N':._rr.rnu le phénomeéne érudic.

<= haire un schéma seipng : &

s Drours ma seigné du ph"."ﬂﬁmene qIJE Peut otre engendré lors de celte E‘upérl-ﬂﬂl:l_'.
efinir 'energie d'extraction,

A-  Dofinir la longueur donde seuit,

- Avec guelle(s) cellulels) (&5, K ou Lt) observe-t-on ce phénomt

i~ Calculer en électronvolt 'énerge transportée par un photon incident.
1ique maximale des électrons i la sortie de

ric 7 Justifier.

/- Caleuler en joules I'énergie cing ———

Exercice 2

Un considare 'opérate = {h—-
p ur K = ih = de valeur propre fy-
1. Déterminer I'expression de (a jonction propre fi (x) de ['opérateur K associée a Q.
3. Op suppose gue f; (x) estune fanction périodique de période A.

mMontrer gque la valeur propec ay,.de I'opérateur K est quantifiée.
ession de la fonction propre ful).

J

- Cerire la nouvelle expr

dimensions €5t rapporté 3 une base
definis comme

[xercice 3
des  GTals d'un systeme physigue 3 trois
amiltonien Het 'opérateur W sont

| fpespade
urthgnormee {|1},|2L|3}}. Dans cette basc, I'h
cuit:
wi1) = (1)
= heo(12)(3] + |3)(2]) et wl2)=10
w3 = 13)

base et déduire Ia malrice assocife & .
)= o5 (1) + 120+ 13)):

ction de H sur les vecteurs de la
lle et avec quelles probabilités 7 en

ntt = 0 dans Iétat |@(0)
¢ de I'énergie donnera-t-e

.. Caleulcrd I'a
y Qn prepare | systemed I'insta
guelles yalcurs unt moesur

enne de . )
yant la plus grande probabilité.

a-
o |3 valour moY '
déduire 12 ue la mesure Je I'énergie donne la valeur a bi
p- On S'J'I’F":“”’l;‘l tat d'une nouvelle mesure de 'énergie immédiatement aprés 7 Justitier.
s résu
deur physique assoclée a W,

grat () I gran
et [ar(L)) B0 mesure 13 g1
s [etat [9(O) ats posslbles ?

g différents résult
ent apris cette

- 2tan
G- Le systeme pabilites de
=5 quelles sant les rlnrjr y, Dans quel étatse trouve le systéme immediatem
e ld vd 2 o !

p- On mesyl _
mesure 7 moyenne (H"Hf} 4 linstant £ 2 0. Quellelnterprétation physique peut

fer la vaiedr

i C;'CU a7

iper pour

onl 11
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UFR-MI : L2 Annce 20152010

EXERCICE 1 (session 1 et 2)
Données : V= 4, 125Valls, P = 0,338 W et = 10N 1=

I. Déterminons la fréquence seuil,
o= hiy =eVy = [.v@; = %‘1
. o LGI0 " xd 125 eyl £f .
ANy = e = 10V H 2
Justification : On a v = 10"%Hz ot vy = 10"z done v =
La fréquence seuil est inférienr & la fréquence des photons done il v #

effet photoélectrique.

2. Le nombre de photons

On sait que P = £& et By = nhy done P = 4

: ao = g e
Soit NV = 3’} Ainsi P=Nhr= |N = m]

e 0,33.10° L EAnte
AN : N = sogio-sneagm = 9-107,

Il v a 5.10" photous émis par seconde.
3. w=10"Hz
P = g=hvy = Nhiy AN : P = 5.10" x 6,626.10~*! x 10!

P =33.13W

ny a pas de puissance seuil en mécanique quanticque.

1. Energie et 'impulsion des électrons éjectés de la collule.
hir=Wo+ E, = E, = lw — Wo = hw — luy = (i — ).
AN : E. = (,626.10"*(10'° — 10'%) = 5, 96.10- "%/,
o=t = P = \/2mE,
AN: P =/2x9.1.1073 x 5.96.10-'® = 3.80.10 M WNgans !
P="%avecv=Ldon P=bo =1 '

/ = = A P
AN A= %&:;:"‘J%Lzr =20 ¥y

Le comportement des dlectrons ne peut élre releve par I mécanicue
classique car A ost Lris faible.

by, |

Calenlons I'incertitude absolue mininmale,
Cela revient & ealeuler AXAP = I ¥oms ol ;
G o=, L2 =+ Al = aiy Wee AN = |4,
AN AR = “pyp=r = 380107 g s
Conclusion : Les deux valeurs AP of p sonl identiques
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EXERCICE 2 (session 1 et 2)

A ipx

ea) = T CKP(—E]

1. La fonction d'onde ¢ doit étre continue et de carré sommable,¢est-d-

dire
oo f
[ werds=1
-0
+0 +o ] i
PR - A _ - dr e v =1
-/:x |{ {r:]l = s i :.‘;'E—E—Ei‘edm car ILK]J{ .ﬁ.}l

[ s
g2 1+ (B

=]

X 00 . ~
o en fesant le changement de variable @ =

SRR

¢ 1+u?

S

b E
:'-—-xw=1=>.r‘1-——'\/:-
E am

9. () = Tg‘/;: exp(‘5)

o Densité de présence

fhy

[(a)| = w{z:—k =)

. R.um-(:rsmlmlnn
=

. particule solt trouvée dans Pintervalle (= 75° 7

4. L ln'u!:uhilitt': e

361
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F{-ﬁ V,_i) '/Jih_'{.r}frf.a

Wi

I i I"l;.f o
LA ey - |';|r|_-nl|_'h I =
e 5 |2y =
1

N il
i ; | ¥ 2
== l % 2arcian( : 2 i
=t el an ;—r.:.;:l J_I_-HH/E
=1
T
EXERCICE 3 (Session 1)
Sait
) = \/Elﬁl} + ilez) + |es)
2
L Onafele)=(v2 —i 1) i | =d+#1
1
Done le ket |2) n'est pas un vecteur d'état.
Nommons alors ) : [p) = Tale) = 41) = 3Fle )} < 3o + S
2. Déterminons la matrice associée
P = le){#)
o Pler) =| o) pler) = (£|f‘| ex) 4 led)(45)
Peler) = §ler) + 22 ey >+£|r >
o Diles) = @) (2lea) = (Ller) + les) 4 e i)
Pileay = =22101) + Yeg) = L]ey) '
* Piles) = 1) les) < (10} + Glead + Leahri )
Polesy = %2ey) + |f-'2) + Les) '
2 —iV2 /2 I ST
Ainsi Po=4[iva 1 b=t b |
\/:— i | LV ! [
2 —i/2 P
- F R | . H ] Yok
=1 "F'P 4' F\/‘E | f — ."-'- {I KR g [}['11i;':_-[{1|1'|' | ]11.‘1-1”1',_

V2 i |

Liegue,
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TR VY
3 M= 0 u 0
0 0 z
Equation au valenr propre :
Hley) = syleg) : Hleg) = golea}; Hlﬁa} = ggles) = Gl
On a lo(t)) = Z:;, enlt) exp(_iﬁ',,tﬂe,,} avec C“{tﬂj = {eal$?):
eille) = (ale) = %
cxlin) = ealo?) = 5
ey(te) = (eal) = 3
On obtient alors

i + Sles)

i 2 i
la(t)) = f’XIJ(-'EEut)E—Z'Eﬁl) 22 'g‘lﬁz}

a une phase prcs [o(t)) = )

j indiscernable
D'on les états [o(f)) et |¢') sont physiquement indiscern

(AY(0) = (DIl = (14l) = (A =0
o 4N L (4. A]) + ()

=
Or ‘:%T.} = (), de plus ﬂ-‘}iﬂ_ =0
Done

1 — 0= [H A =0
=([H,A]) =0 = |
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Université¢ FHB Annde 2020-2021
MATHS-INFO L2

CORRECTION MECANIQUE QUANTIQUI
Session 1
Exercice 1
s i= 0sir<i
v Aem'(l=e"") si 220
1) Déterminons la valeur de 4 pour que la fonetion  soil normalisée.

+
Condition de normalisation f lg(z)?de =1, on a:

==
+x {0 B =
/ [@(x)? dr = / lee(x)]? d':e.-+/ ()| i car @) =05t €] =20
_-:;:c , - 42 0
[ A2 (1l =) dr = TR D'aprés la condition de normalisation
o

2
i_1==-fl 2\./-

2)a- Déterminons la densité de probabilité de présence de cefle particule.
La densité de probabilité de présence par unité de longueur est égale au earre
du module de Ia fonetion d'onde.

Il vient alors T = |(z)2 =12 (1 —e")*

b- Déduisons-en la valeur de sa position pour laguelle elle est maximale.
Etude de 12¢7%(1 — ¢™™)? = le maximum de cetie fonction est atteinte on
= In? alers la valeur de sa position pour laguelle cette densité de probahilité
est maximale est w=1In2

3) Caleulons la valenr maoyenne

< >= f +m’§.§|:.'!-'} arplr)dr = f +m.‘u () dr
5 [

rasd

&l ::.-:/ 122 (e~ = 267 4 ¢~ ) dx

i

b BT L R L

= :i‘. m= =12 [d-r‘ - ﬁe + El"" ""]xzn A Paicle o nne mlegration par
partie
< > ]3
s = —

12

Exercice 2

1) Leffet photoélectrigue et effet Compton sont dens types d'inferactions ent ro
L hiumiére of la maticre,

HAECAU TR VAT Frt 1m 6 a8 e
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TR | 1 : . i ; i ok i
; !.m' Photoclectrigue, tonte I'énergio < photon incident est aceuuise par
bkl }‘Lwl VoI s dins Tetfel Compton, le photon incident ne transfere quiiie

||1"n 1 rw e son Chereie 4 mn Gleetron.

‘ t! vl 1.'1“’11" lectrigue est un phénomene de faible énergie ot ]C";‘ plu.]tum '
lll’l (L TR RTHTY 1-||>'1ll'l!'-'|i:-m-m histe ""l“":"" avoir fonrni lenr énergic aux elu:h_uns. B
Lietet Compton. en revanelie est phénoméne de moyenne cm'r‘-'.'f;rf" bR
Photons en intérietion st dispersés par les électrons. Clest ln différence
primeipale entre o photodleetrique ot Veffet Compton.

2)a= Caleulons | cnergic du photon incident et sa longueur d'onde.

Erat initjal:

Energie du photon inidem: By = h e = hef2

Encrgic de U'électron: Fa = me?

Evat final:

Energice du photon diffusé: £} = h' = he/X

Energie de Uélectron ditfust: ES = Xme?

Clonservation de U'énereie:

\Ey+ Ey= E{ + E)

E,=40k2V
Ei=E +E\-E{ Ei=md
1= 120k2V
(E, = Eb = 10k 20 — e +120k2V ]
I he _ Tt
h JL|=T=>.3|.—- EJ

M
[A T IR0K2V —me?

1) Langle @ de diffusion dn photon.

proton dLjfuse

e incienk

éu‘-_'uun E—TFU"E

i s angle de Jiffusion du photon .
: - r-l y .

m?-]:- e diffusion tle Pelevtro
da ootk ey

il
P v=—I| -
s ”1:: el ddn palist et alillnsi

Funtle prhsteahi it

e |

A longid
Ao Jonpguenr

365
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= Arecos(1 = 20 - A)
L L)
31 Effiet photodlectvigue {question 1)

Fréquence senils Clest I fréeuence minimale e ot posseder un photon
incident ponr extraire un électron din motal,

Encrgic senil: valenr limite au dela de Iaeuelle un phénoméne phusicpe,
chimique on biologique pent provogner un effel donnd,

Potentiel d'arrét: la valeur an dessons de laguelle on w'olserve pas Felfet
phatoélectrique (I'énergie cinétique des électrons n'est pas snffisante).

Exercice 3

1) Ecrivons les matrices et H

1 0 0 Ey—hw 0 il
C=(0 0 0 H= 0 Ey f]
0 0 -1 0 0 Ey+ he

On peat mésurer simultanement & et & car ('H = H'

2) Déterminons ¢ = % (44 B)

0 V32 0
Q=|v2/2 0 V32
0 V2/2 0
Diterminens les états propres.
= Les valeurs propres
-A V22 0
Soit P(A) = [V2/2 =X V272l =A(1=N)(14A)
N V2/2 <)

Alors les valeurs propres de € sout 1 Ay = =1: As () M= |
-Déterminans les veetenrs propres assocics as valenis Propres,
Soit {low =, ., } les veetenrs propres nssociés an valenes propres (A, )
tlee Tugon vespectivenent, tels que {lthy >= a, e, Fydea = vey ey = -
= T L I T

wvee oy, by e ) des réels

pomr = |

!r'a‘ = r”[f: 2 +fJJ]P2 = 41 'f"j = ;'L] == |
TR
0 V22 0 ) i S et L
AV 0 ) | =y | e T
0 V22 0 )\ i R L

Whber o0 @
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SU pas |
Ctronye
> m:: les valeurs des inconnus a;. by et ¢ mais tro
nin ‘ : e
18, €08 inconnus servirons 4 normer ]("‘3 vecteurs

(]}abi-— \.__J
i =g
(“} =y z_,v-"ﬁ L

de (1) ¢
' (2). on
:lu‘__f l
-k.uj|__‘ slon o >=ay |e; > - £ _
1 -\"'IL*-‘:T,,] S q;I|] ay ez > +ay fes >
3

(]

1

® “Lh” >= u] + ’rf' + 0’ )
s — ot or )
i m or <oyloy >=1=daf=1=n=3

Jeay = —I‘I i

y’(_l“-" +'L‘f“s}

Powr n =2

|y >=aalc

2 aley > by oo > te2lea >t o=

J-E; 1 V322 0 i IF}S y: u'
2/2 0 VEp|ln]=|0 q»{ =4
0 V272 0 2 0

= ll‘-.’-_:_ >= Lr | 2= |l'3 >

-

Pour n

i
e o ey 2= o>

Il

B

lf.'l.'i.}—--"(|}+"—‘/_.1{}}+ 'Bﬁ}

3) Lo systéme se trome (dans 1'état on la valeur prpopre de ¢ est égale 1

Iz >=ler = (Car |eq > est lo vecteur propre de I'opérateur ¢ associé a la
valeur propre gui est 1)

Ly apuis le postulal 3, on obitient
Quit AL = — ] aver ponr pmhai:uhte

D apres le postulat <
1

1‘.1.)(;,_1
=z & 2/ \o| *

2 2 _
Qoit Az = () avee PlA) = Py = |< gale 2| =

L1 o)) -
2 2 2\

est dans I'état le() =

'une des valeurs propres de 1a matrice €.

P(M y=P(-1)=|<al?? >/

Goit Az = 1 avet Pld) = )= [< dalv 3"|
(a I'inst ant £ = 0) que Jo gystéme

Ayl

[) On suppuest a 1nlu-t 1 ; +l g

S ot ey > Ty ™
rel que [@(0) 7= 2 2

> al “'é ' - f’:'.,{l"fsl:l oAV

né sperininon? s | (1 i‘l Con (t) >= Zlfu[fu}l # lw

l1.il!l i *
D' mu-“al
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Cu(0) =< e, |10(0) >
“1(0) =< egi(0) >=
Ca(0) =< eg|i(0) >=
Cy(0) =< ealwi(0) >= -
[0(t) >= Cy(0) e~ 51O oy > +Cy(0) e # B2l feg > +C() ¢ F [y =
60) >= 5 o= B [t oy > 4B [eg > 4o~ s 2]

L]

# Les valeurs moyennes
<Q>m=<u{)| Q v(t) >
% “-—ﬁrf:‘..-- AL
0 V22 0 o
Q f'h'll'm = ﬁfﬂ ﬁ ﬁfz ﬁ (_,“rflrgn—h e
0 V22 0
% ,.-'ﬁfﬁr»-—h e )

1 ; i
< ¥(t)] = 2 e T{En=fiu)t - ey + 1 eii (Buthut

S PR :
= Q }{”= Ec-—“”"i" _ﬁcm.t 43 58'_""'1 o chu'f

< C>m=<u(t)| C [¥(t) >=0

fE;}C(:Jl:l a: [C. J;f] =0 et C ne dépend pas expliciteiment du temps done
f

e 0= 7 < C >y= C est une constante de mouvement, (Théoréme

d’'Ehrenfest )

if P fw oo W
o <C>y= —=r6 w‘+TEHH+_4"&“M # 0 alors € west pas wne constante

du monvement,
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EXERCICE 1 MECANIQUE QUANTIQUE (SESSION 1&2) 2021-2022

| —nous s
ommes d
dans uy r
N cas de phénoméne d'effet photo électrigue

Y- sché
; mhema{uoirfigure}

extracti 234
clectrique tion cest I'énergie mini ‘i
: inimale qu'il faut a un photon déclencher I'effet photo

- 13 longueur o
rd onde seui
euil e .
st la longueur d'onde maximale qui au-dlessus de laguelle il ne peut’y

woir effe :
t photo électrique.
Misc en mouvement

Pt n p
\olens des electrons, 4

S-calculons hv

It o BH€ 6,626+ =3 qui sont

i € - 50201107030 ajectés du
=3313+107% métal

- n,ﬁ!lﬂ-ﬁ
i. "'|.'J — i
et ® 0 % 0°c
Ef_trﬂ‘ﬂs

y=2,07eV Alors on pbserve €2

= 3310 -19
§ 131074 Alors x = 2,07eV D'olih
phenomene avec le Césium (CS)

. — L'énergie précedente

L= 2,07eV  (Voir question précédente)

7 — Calculons en joule I'énergie cinétique maximale des électrons

s |'équation bilan de la conservation de |'énergie.

D'apre
EC=207-119= 0,88eV

ana: hv=wy+EC ==

EXERCICE 2

K= Hr-:i; De valeur pPropre n
th
| — Déterminons I'expression de |a fonction propre fi(x) de |'gpérateur K associé a (y

Lfapres I'équation aux valeurs propres

ona: Kfa(x) = g fn (%)
(RGN~ T ()= 0 => () +aufuld) =0

W(x) =7 i

du premier

lh% [f,.{I)J =n
o embre, alors 12 solution est de 12

ation différentielle
[ nas  gpech E R

degre sans second m

fot une €qu

iorme fu(¥) =

..i‘-‘fx . ELUEC ﬂ € I

Ae”
] = Ae

"I"U} quantifié

5 —a) Montf

période de

..'-%’-LEZ’H’] = j'!l?-

ons que I'opérateur @5l |
x+ -”J = lrn(x}

) Alors o’ I

LIRS
&

i
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Ae o ¥ e_%:u" = _ﬂiﬁ"'
L iy . _ M
s | E__-‘!['“ =p-itnm _ ﬂp = 2nm Dol @y = »
D'aprés Euler -
] b-fulx)=Ae P * , AER
EXERCICE 3
(_‘-!-'7 = _'I LEACRWILL 2
g 1 - Déterminons H
g = =1
-3in HI1) = hw([2)(3]1) +[3)(2]1)) = 0 0 00
e = =1
e=dim _ 1 HIZ) = hw(|2)(3]2) + |3)(2]2)) = hw([3) 0 1 0
HI3) = hw(|2)(3(3) + [3)(2]3)) = hw(]2))
La base |1),]2),|3) est orthonormée, Le produit scalaire (1]2)=(13)=(212)=0

e iMT = nez et (1j1)=(2|2)=(33)=1

=X 0 0
E'PU\'}=!U =X hw| Alors £, = —hw;E; = 0;
0 fw =X

* Vecteurs propres

Soit {,lpn }n=] " 3} Les vecteurs propres de H associés au
respectifs tels que v,) = an|1) + b,|2) + Cnl3)

Pourn=1, |y,) = a;|1)+ by|2)+¢,|3)

0 0 0 a ay
=> (u 0 fw )(bl) = —fw (bi
0 hw 0 Gy cy

E; = 'w sont les énergies de H

x valeurs propres (E,, )= 2 3 de facon

et E}_ = —fw

) =}a1=ﬂ; C]'—__'b[

Wy =Bi2)y+al3) Bt (y,] = by(2] - by(3|

(wilv ) =bf or (wlw ) =1 Alors b, = %
Finalement

V= (2=13) et B ==pw
Méme démarche et on obtient

Wy =11} et E;=40

W) = = (12)+3) of By = v

b= Une nouvelle mesure donnera Ey=

2
P(E;) = I{'i"si”’;;}] =1 La probabi

3 —Calculons I'état [p(t)) du systeme 3 I'instant t >

WA A A

w, Car I'état dy systéme aprés |a mes

*  Probabilité
= e
1 1 LIS
P(E) = (u i e ) i &
A A A
L/V3
5 I :
Pl =31 Pl =2
. Unlml:'nu}yenne
M= T POt By = 2y

e

ureest [y ) = |y ) et

lité d'obtenir £, egt |
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o N
apres le postulat 6 opy atlp()=1, C,,(tﬂ)g'}'fn[:-:ol ly,) avecty = 0etC,(0) = Wnlip(':')}
' 1/V3
Cl(u] ={W1|tp(0)}=(u _‘% _‘:E ) lf\ﬁ —0
1/43

D'ou

1/43
C200) = (w,lp(0n =1 o o)(wﬁ =1/V3
1/V3

1/43
= )(1;ﬁ)=2;\f§
1/3

wall =

4 —a) D'apreés I'équation aux valeurs propres
Ji a : Vecteurs propres |u,) = | 1), et valeurs propres m=1;

lug) =1 2) ethy =0; |ug)=|3)et A=l

« Probabilité
2
1/3 ;
PG =10 0 0 )Y|e ™ N3] =3
e-rwr.fﬁ
2
1/¥3 ey gmiwteht 1
PGy =(0 1 0 )| et /A3 =|—J_§_I =t =3
e"""',r‘\."?.
1/43 ’ E—thz pmiwtugivt 1
=l o 1) e™ B =T w1
P(%3) ( E-Lw:f\{i 73
s me immedi t aprés la mesuré
: taratdu s 5teme1mmed|atem-an
il |= (11 + B3

Pal®d  gpec Py = [ty ) Un

ulat50nat 9= Fome

D'aprés le po

13
0
TN 1 e u),
0 ﬂ)+(u ; ‘;):(ﬁ 0 n). 2 PR
0o 0

1
o= ([] 0 0 01
r n G 2
’ ~iwt{3]) ool (@/Pn lp) =3

1 -in{ZE + € s

gzt € s (BYO) =3

L W 1 [:|1} W 13)) ; + La valeur moyenne de B dans le temp A
") = T2

i'inatﬂment

ent.
une £o nstanté de mouvem

LB _ o, Alors BESt
puil = Il
it
71
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ettt 13" DIAN-COCOY
UNIVERSITE FELIX HOUPHOUET-DOIGNY DU IE00 0 "
UFR MATHEMATIQUES '] INT f”rh
( Année universitmre 2005 S0
ieinls Latex et Scilaly
Examen de la deuxitime session des Logie iels Latexos
LICENCE, 2 ( 247 année )
”]utﬁp « 2 henres )
Documents et outils informatigues mllu g
LPR 3 :*x:'rrit‘r‘ﬁ sont i"f”“lh“l"l“"i-ﬂ- ”r'ffl[:rtl' aNver Soan.

auloris’s

Excreice 1 (LATEX) :
En s'ardant éventucllement des Sichiers de documentation

- du package amsmath
- du package amsthm ( ou, ntheorem )
- du pactece babel

¢t en ecrivant dons le préambule

\theoremstyle{plain)
\newtheorem{thm}{ Théoréme}
\theoremstyle{ definition)
\newtheorem{de fi} thm]{ Définition)
\theoremstyle{ remark}
\newtheorem{eze}{ Ezemple)

| \newtheorem{rmq){ Remarque)

s
-

conner le code quit reproduit le terte sutvant, -en ulilisant au cas fchéan!, des = e
remsonnelles appropriés :

Définition 1 (Base hitbertienne) . Soit (1f,< -, >) un espace de Hilbert  ()n |
cwune fomalle (e,)er est une base hilberteinne de f si elle st orthogonale, nuove . !

# f'"l."

#
(e

Définition 2 Un espace métrigue (Eid) est dit séparable s tout ouvert non pide o F I
contient ayu rnens un peint d'une partie dénombrable de R

Lremple 1 2" est sépargble.

#ﬂ:mrﬁme I (Caractérisation) . Soit (] . W B) N espuge Hulbers cinneire

o ey uUne f-']fﬂ!”t f)l"fﬂﬂﬂﬂfﬂlfﬂ ile 1. Les Propridtds Suivanps vl .r It Ffl‘ .‘H‘iulrt:. i v
- Curvalentes

I La famalle orthonermee (€n)n €5t une base hilbertien,,

2 Pour toul r €/,

-
T = L Ay, (cgulit, e |

s {l“”

29/11/2022 o
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(M a
(1)

{tu. nE M) = (0}

" fn -'"!I’ﬂ'm blﬂd .

Il e . ; " .
Cormuryue 1o Le theomdme | s'ctond au ras des espaces de Hilher!

¢ercice (2 {SCIL.'\B}

‘.r: « & combien d'érreur dans la fonction Seilab si-dessous ; déterminer les et les
JUFTIger
function [X]|= msoI{A.b]
%%ece programme resourd |'équa
HRHAX =1
tol «— le—3;
[r,m] — size[A);

tion

if n=m then
X(m) — b(n)/Aln,m);
for k=m=-1:-1:1
S0
for p=k+1:m
§ 8+ Alk,p) « X(ph

end,

[o(k) = S1.
X = Sem

end,
elserf n > 1M,
if norm(b(n+
X ' pas de solution’;

1:m]) >= tol then

{:r’.l-r!l,
else !
¥ ' pas de solution umMQue,

end,

erdfunction
/ dre la fonchion corTigée N remplagand la boucle mierne par une instruction
LL Tt re : [
matreelle

373
<+ +EQUIPE VALIDEUR LMD*™**
— %

L ) — ,.-'n":._;l o , e "y '+'. . i ]
el Toptho et 3 z Hom L e i ¥ .
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Exercice 3 (SCILAB)

7. Ecrire une fonction SCILAB qui prend en entrce les 3 coefficients o, b “'_“

2 Construire une fonction SCILAB (en utilisant une seule boucle et non dewr)
resou! le systéme linéaire

AX =10
Af1,1) o 0 o
Al2,1] Al2,2) 0 0
oti A = ; g B, S § est une matrice triangulaire inférieur n
.'l 1 it o
Aln.1)  A(n,2) - - Afn,m)
8(1)
: . b(2)
des coefficients nulles sur sa diagonale et b= : est vecteur de longeur v
bip)

N.B.: Considerez les cas ou le nombre de lignes de la matrice est différent
longueur du vecteur b ; et celui ou la matrice n'est pas néssairement carréc.

Bonne chance
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EXAMEN
SCILAB ET LATEX
Durée : 02H 00

Scilal

EXERCICE 1 : (5 points)
Lo Evrirede code seilaly de shavian des vectours lignes suivants
I { ;o= ) X
£oost constne de o suite dos entiers de 1 an;
J est constitué de la suite des entiers de 1 Am.

ica=2=5ey= 5y

Tl N - 4 7
2 sodr la variable 2 codée en seilab par: z = (27) =y

- 5 Sy P > ARy re repis
Cverpable = oest-elle une 1natrice ou un scalaire? Justier vot [ |
i ille ¢ ariable et preciser les resultats
s e code sceilab pour déterminer la taille de la variable = et pre
) i-‘ Lo B pyc SR 7 - "

Al as,

¥ ‘e & e \'\.I.\.-'I'.'___r'
i wlenett de la dgne el e
4 = ey ]Id- JELET f'.h (i x 114 ['Hllle nxm d.ﬂllt ILI!."'I

1T feadn = -4 1 .

t ] 2 '.'r'J':'a o B Y
oyt il & L= T by & frrariprant
o y ' YLl U] Gt L R 1 prreddia
= £ b oo Mot e Toncton ROBINes Crearma
Grosaia iaiEer e be

L st e sk

- AT Gttt olie Aorlic
i | L 1 YeTivael (Lot dreriiiet B

1. 111 1 {7 I"E'lll.]—_ 1n o e {I'L“ PO TN

sppvereenta (L CRALEEL 8 .

id 5] {]';{, Y Bt T L]

e '5 ik r— | Tl 1;.”:‘

ll. - - T E3 L e ]l}[t':lllt (1] ..‘illpilll.llhu..[ sk § Teinldle
“ E ] It' 'l'ilillfl 'I.-li-‘ lil “'lﬂlllkt Lt

eric | ullie i e :

et Sur ';'TJFI' i

! !‘_.1'] 4 1

[ Bt -t' -l“'
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EXERCICE 2 : (5 i').rjllrll'.hj

Lo Soat Padgoritlipse

tunction [C] — algol ()
ifm >=0 & intin;- —=n then
C =zervos{l e 1)

for k-1 1

ened

endfunction

fa) Quelle formule mathématioque est-clle cadée ¢ < ialb, L

Proviser los éléments dy veetour € vésnliat de Vajgor i

ot & dlire ICJ - al'ng]f'Sj_..
{h?
dientrée deux récls z, y ot un enties n et

r X i Gzt Ryh,

2. Suit la fonction f(.«’ — 0.75.0(1 = ).

i Définir e veeteur x de 101 nombres allant dr () 3

Clk 1) = factorinl(n)/ facrarial(k)
el
Cane

ey aoeaE

Eni utilisant I'algorithme (1), éerire la fonetion NOMIGe

qui renvoio ja valenr p o=

*faetarialin-le, o

drspl 'n doit etre un enticr positif ou L’

ariThine

Praidy v = 3

algo2” qui prend on oo

tX = u: o

I ovsiee S0 R R 1
de seilab. Blfceiala command L
% En déduire le code seilaly de la création iy vty 1
e Traee la courte (%3 f(x}) en rouge, Teereinssis

e b eaanande Yxgjg e de seilab
Ty ]"axt'.' iy ;ﬂjqnis‘qp ]'*UP' "K"
laxe des ardonifas pAar "!- ST L

] f!Unner le titre "c{}ur]};i il ;‘r ) =) T.*,,,l. ]

st la fop

[ .
T ':]_-"
i
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Mathémag ique et | Uity Année Acadfmique

Niveay :  P—— nformatique 0021-2022
Session |

EXAMEN
SCILAB ET LATEX
Durée : 02H 00

Scilab

EXERCICE 1 : (5 points)

qui calcul le PGCD de deux

- Ecrire le code scilab de la fonction nommée "EuclideBezout"
hme d'Euclide-Bézout

uownbres entiers naturels ag et by et les coefficients u et v de I'Algorit
ci-dessous
fonction [PGCD, u,vl-:EunlideBezaut{ag,bu]
//Initialisation
e
a(l) = maz(ao, bo), b(1) = min(ag, bo), u(1) = 1;s(1) =0;
//1térations
i tant que (b(n) # 0), laire
a(n) = r [b(n)l;9 = E{a{n)/b(n));
a(n+ 1) = b{n); b(n + 1) =1;
uln+1) = s(n)is(n+ 1) = u(n) — g+ s(nki
n=n-+1l
/[ Résultats
u = u(n);
sib(1)=0 alors v =0;
— (aln) — a(1) »w)/b(1);
1) #v;

sinon v
peCcD=a(l)«u+t b(
[b) siguifie que T est

et la partic entitre de x et & =1
e por VRAI ou FAUX. Lo commande affiche la matice

congru & a modulo b.

u'-JI J"L{-;'I:)
gy eelle -'jll"'f"vi””r ﬂf_']mntl

k== {_flng,]ifs.j:’w '
Aj ::lﬁij-—-:-l—l,
RS Aij = () sinon -
‘08 Y ‘.J.E!],zn:rm{l, 10)]

aA = (zeros(9 110 ( e
il A= tm_pt’:’.tz([u. 1. zerosth J'
j 10, for J paan, i)
1), [, |, zeros

11 then Alij)=1 vlse Alij)=0 end end end

a1 for i= “[j {:I.H;l!}-
= s - h'!z{:f:rﬂ.'ﬁ ]

4)0 A4 = loep
377
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EXERCICE 2 : (b poin(s)

1. Soit lalgorithme ;
( funetion [C] — algol(n)
ifn>=0 & int(n)==n lhen
C = zeros{l,n+41);
for k=0 m
) C(k-1) = factorial(n)/ (factorial(k)*factorial{n-l}); ii
ondl |
else
disp( "n doit etre un entier positif ou nul’ };
end

l endfunction

{a) Quelle formule mathématique est-clle codée en scilab par Palgorithme (1) 7
Préciser les éléments du vecteur € résultat de Palgorithme (1) pour n = 4
(c'est i dire [C] = algol(4)).

(b) En utilisant l'algorithme (1), ¢erire la fonetion nommde "alge?" qui prend en arcume i
d'entrée deux réels =, y et un entier n ot qui renvoic Ja valeur » = (@ 4+ ¥)" donuce par

— = vk ek k
ream Yo Ottt

2, Soit la fonction f(z) = 0.75z(1 — z).

a) Difinir le vecteur x de 101 nombres allant de 0 A | grace 4 la commande "linsoaes”

de seilah.

b} En déduire le code scilab de la eréation du vecteur g - f{r).
¢) Trace Ja courbe (x,y=f(x)) en rouge, ligne continue, on utilisant 1a fonetion "plot”
1 R EaA

par la commande "xtitle" de scilab,
= nommer I'axe des abseisso par "x",
F'aze dus ordonudées par "y~ [(x)"
et domer le titre "courbe de f(r) = 07001 = )0
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EXERCICE 8 : (6 points)

) i Putidie 1y
- VRAT oy FAUX vpar VIRAL on FAUX.

(a+b)(a+b)

o +ab+ab+ b’
_ V
= '?-ﬂb+b2

(a4 b)*

Lps I ‘—.1]' P 5
N ralités ci-dessus sont alipnées N"hf‘li(
)0 G umérotées grice a 'environnement :
VAR ) s B .
. — ]Ilqlrr ] - - ®
I VRAT ou FAUX ¥ e o s

a)O sous |
5 a classe "article”
—— asse "article”, \chapter { } n'est pas disponible
5 packages fonten ’v&n
¢ vt babel permettent I'éeri
- crit ?
avant des caractéres accentués Ko o toue B

ﬂ‘__ Lu enia
f sa1se du
contenu d'un doeument commence toujours par " \documentclg.ss“ ct se

termine par "\end {docunent}"
(V0 la comin It
| and "array” i bi
ray" aussi bien que igabular” permet de créer un tableau dans l'en-

vironnement mathématique.

EXERCICE 4 : (5 points)

T geilab | Latex | e S
Nom sexe | Scilab Latex R —
| :\Iu;i_;uu F 12 '___5___. o *! r
TIA M ] 13 il 1
picpEy | M | T 1 s |
J IR L
J UI '\":"1] 3l 1.":__ ) 18 t“. t -
A | F 2 | 18 n [ T |
I —— ] b IR 4 : ", ha —
YAPO | AR (. R g :
\d,ﬁi o o [ -
r’ AL LI [ W - e TR T TR AR TR J

sus intitnlé "Mote des -."tun.li'mts'

Aublean ci-des
telnss® et les "packages”

or Jo "documen
ITRAVAUX DIRIGES".

a fipure vi-tlossus intitulée @
re importie porte le

1 puy,u conlt
tole Jantex el ]:n"u-.
joemmnent intitulé
HE r:«:ml.u:umt.l
atex. Cette fipt
[wull.]n 18 ¢, heig vht=10cw]

dm'unufnt ('

i nwrmmt,.ml'm.
WL Laliom it

), (pleraf
Ganpe U
s RIS pour I
(pter dans e ppline ¢
i H lmrmiru

T pesligl. gy, dins
L & alnta] o ull cadran

wourbe d¢ =5 "
i “nr.‘xp]ntfx

, pouvelle prE
gnn- el
duwlunu'al«:mu

IRIULS ks
pueinent al ¢

Litre
1 ut:lmautl ¢ i aukafit
379
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Année Acaelfminn,
Université Félix Houphoust, Boigny 2|
UFR Mathématique ot Informatique e

Niveau @ Licenee 2

EXAMEN _
SCILAB ET LATEX
Durée : 0211 00

1  Scilab

EXERCICE 1 : (5 points)

Dans cet exercice, répondre par VRAT ou FAUX.

1. VRAI ou FAUX. La commande affiche la matrice A = (Aij )iz iz
telle que {AE". =AEyeenl
A;; = 0 sinon .
a)0 A = [zeros(9, 1), eye(9,9), zeros(1, 10)]
b0 A = toeplitz([0, 1, zeros(1, 8)])
)0 for i=1:10, for j=1:10, if j==i+1 then Afii)=1 else AGLY=0 end ond -
d)0 A= toeplitz(zeros(10,1), [0, 1, zeros(1,8)]).
2. VRAT ou FAUX. La commande affiche la somme ; [ = I'__",: L7 | VL P
ol &= (Z:)12ien €t ¥ = (U)1g4en
a)O n = length(z); I = sum((2([2:n)) = 2((1:n - 1])) w2 u))
LG n = length(z); I = sum((z([2 : ) = z([l:n~ 1])). u([2: )
¢)3 n=length(x); 1=0; for i=1 : length(x)-1,1 - [ (x{i-hl}-.\:fiﬂ*;p(t b 1) el
) n=length(x) ;I=0: for j=1 dength(x), I = 1. (x(i L-X{N w(14+1) : end: |

3. VRAI ou FAUX. La commande affiche la cotrbe de L fornetion Flad < 17
€ [0,27). '

1)1 ¢ =0.1;x = linspace(e, 2 * %pi — €,200); y = (1) Jsin(e), plot2ed(x, y, ot

i *
= 0 H

W ¢ = 0.1z = linspaco(e, 2 + Yipi - e, 200); y UsinGa)s plot2(e, y, styte = 3
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EXERCICE 2 : (6 points)

Ferpgp ; PRI
‘ W progEiine gui saisie N entiers el ofliche lenr somme 8 ef leur moyenne P.

SR !"I'-:I','-‘ et gla) = ot = 3

e e code scilinh di vecteur x qui donne ln subdivision de lintervalle [0, 5] en 100
sonsintervalles ('Ggales longuenrs,

F B déduive le code seilaly de Tn eréation du veetenr y = f(w) et 2= g(x),

o) Eerive e code seilal du ‘Trneé des courbes (x, y={(x), #=g(x))
wvee (C) en vouge, (C,) on vert, en ulilisant la fonction "plot2d" puis par les com-
mandes

"style" pour les couleurs,

"leg" pour la legende de scilab,

nomimer axe des abscisses par "x",

axe des ordonnées par "y=[(x),"

i . & Infztd =l dr 3"
ot donner lo titre "combe de flz)= —::;FI el y(z) =2
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2 LATEX
EXERCICL 8 ¢ (d points)

Dans eet exercice, répondre par VRAT ou FAUX.
1. VRAT on FAUX.

(a4 b)(a b)

= ?+abrabb’

(a 4+ b)*

= ﬂ"‘-l-ﬂnh | ||'|-"

Les ¢galités ci-dessus sont alignées et numérotées price a I'environnement .

@)D cquarray*  0)0 equarray )0 equation )0 eqation’
. VRAI ou FAUX,

)0 sous la classe "article”, \chapter { } n'est pas disponible

H)C les packages fontenc ot babel permettent P'éeriture convenable de lon:
ayant des caractéres accentufs.

¢)C La saisie du contenu d'un document commence toujours par "\ documentel o
termine par "\end {document }"

'3 la comaud "areay" aussi bien que "tabular” permel de evéer un tableau s |

vironnement wmathématique.
EXERCICE 4 : (6 points)

Créer un document de Latex intitulé "SUITEAout2021" et préciser le "documentelass" o |
"packages" nécessaires. En utilisant les packages (amsmalh et amsfonls) puis " \newthoono
reproduire le texte suivant dans le ménie document intitule "SUITEAout2021".

(N.IB : utiliser ln notation "prop" pour designer "proposition”
en appliquant le code " \newtheorem " de latex).

ol

A

Proposition 2.1. Posons Sy = 3 1, k. Alors on a
nin-+1)

Sy = 2

Démanstration. Par définition,
Sp=1424 4 (n=1)+n,
Alors
25 = 142+ +{n=1)+n
+ ndn-=1+4 4241
= (TEn) @b n=1) et (0= 112) ¢ (04 )
= ()4 1)

nfuia

25, = nfn+1).

Ce qui par multiplication par 1 prouve I'égalite ().
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Lni i [
wversité Félix Houphouet Boigny d'Abidjan

UFR de M ;
athématiques et Informatique  Niveau : Licence 2 Session : |

xamen : Statistique avec R Durée : 01 heure

EX .
ERCICE 1 : Questions a choix multiples (10 points)
1a)

~ 13 Vous écrirez |
e numéro de la question suivi du numero de la bonne Iéponse(exemple

I
f ;:z“:{‘i’?hwi;iﬂr]: ]Dgficiel R, il faut se rendre sur le site :
| r.com;  b) hitp ://www.r-project.org; ¢) http f fwww.T-project.com:
Une interface graphique de R est :
a) spyder b) Rgraphic: ¢) Remdr.
11:] :::L‘: j:t !?Ermettant de créer la variable "age" contenant la valeur 17 &b d'afficher son
1) (age<-17);  b) printfage);  c) print(age(17)).
Pour aflicher le type d'un objet, on utilise la fonction :
«) mode();  b) type(); ¢} Mod().
On considére la variable "poids" définie par : poids<-
(uel est le résultat de l'instruction : which(is na(poids)) ?

¢(18, 20, 47, NA, 19, 57, 18).

a) TRUE; b)4; e NA
Pour connaitre la structure d'un objet, on peut utiliser la fonction :
a) class(); b) str(); ¢) factor(). '

Spit A une matrice. L'instruction : Al : 2,) donne

1) les deuz premieres lignes de A;
5) Vélément de lo premiére ligne et la deuziéme colonne de A;

) les deus premiéres colonnes de A.

ny! définie par
||. "Paul“], ﬂE‘W=G("TRUE“, “FﬁLSE")},

Un considére la liste
)i ctudiant=c("Pierre

taille=c(188, 168

yr:-list{
Quel esu le résultat du code length(y)
a) 3; b) 6; c) 9.
oit la variable “profession” definie par
rfU[ﬂSSiOﬂ‘:'f&CtOT{C{“C&dl’eur wouvrier", "artisan’, "cadre", "paysan", "ouvrier", —
e résultat du code : n]avels(Prafessionj?
bd; ¢2321

woudre)). Quel est
. N
\ ngrtisan” ncadre” souyrier” "paysan
) [
disque D nommeé "plan

(e veut importer un fi 5D i . |
On p ¢ On utilise l'instruction suivante :
separateur de champ €5
su("D :/plan.csv haks
up :/plan.¢sv ")

chier situé sur le " gu format csv dont le
le point-virEUie-

) read-c
y) read. csvd(
wnie.csu("ﬂ .'/p-!an.csv").

o
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EXERCICE 2 : (10 points)
iong postes.
NB : Vous écrirez des codes en langage R permettant de répondre aux questions p
1. Créer les vecteurs suivants :

a) T est constitué de la suite des entiers de 1 & 30} "
y ; i eur 12.
b) v contient trois fois la valeur 5, quatre fois la valeur 8 puis sept fois

s : t.
¢) z contient 11 :mgs compris entre 1 et 30 avec un intervalle constan

. 7,18, NA, &
2. On considére la variable "poids" définie par : poids<-c(18, 20, 47, Nﬁ_" 1, f ds" J Ff llr
Créer le vecteur nommé "poidsNA" contenant les valeurs de la variable "poids” sau

valeurs manquantes 4 'aide d'une seule commande.

3 -1 0 100
3. Soit la matrice A= -1 3 =1 |etb= 0
0 -1 3 200

a) A l'aide du vecteur "vec" définie par vec<-¢(3,-1,0,-1,3,-1,0,-1,3), créer la matrice A.
b) Pour chaque ligne et chaque colonne de la matrice A, calculer la moyenne de leurs éléemen:
a |'aide des fonctions apply et mean.
¢) Calculer la trace, le déterminant puis l'inverse de la matrice A.
d) Créer le vecteur b.
e) Résoudre le s-ystéme linéaire : AX=b,
4. On considere le data frame nommé "etudiant" dont les lignes et les colonnes sont donné: -

dans le tableau ci-dessous.

Nom |sexe | Analyse Numérique | Scilab
Mariam F 12 8
TIA M 13
DIGBEU | M 4
KOUASSI | M 15 18
AYA F 2 18
YAPO M 14 14
VANESSA | F 10 11
ZAMBLE | M 10 6

a) Créer une variable nommée "genre" contenant les valeurs de la colonne "sexe" et v
variable nommée "ananum" contenant les valeurs de la colonne "Analyse Numériqu:

b) Construire le tableau des effectifs puis le tableay des fréquences de la variable "genre”
¢) Calculer le mode de la variable "ananum".

d) Déterminer les valeurs des princi
Principaux parameétres de it i E
o Iy . position de la variable "ananum

e) On souhaite comparer les notes des filles et de

"hom" cont ' i
b enant ur.nquement les étudiants de sexe masculin et un data frame nom:
em” contenant uniquement Jeg étudiants de sexe féminin .
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EXERCICI,
e l': l H 'sL h l
: Questions A choix multiples (10 pnint.s}
0}

ERTE l"l'l il(‘" 1[‘
i u““'ll"l'l.\ lll' i
HY e Suivi
] '.I'chLI.\HI smwvi i :I'I‘-Htll:.‘ ]: honne rf:[.!(ﬂl- *{': o i’h‘

n sum, on utilise I'instruction :

LT CONs Nl L
i ("“\ﬂilf I"anide en ligne de la fonctio
v helpf "sum ™) ;
) )i b)?sum;  ¢) help(sum).start
GUT SuppTimne i m
pprimer la variable b, on peut utiliser la com ande :

Voanpprnfh)
(b} by NULL(b); ¢) rm(b).
u type integer: j utihse

|t eonvert ;
ortir une variable d du type double en une variable d

| prstruction |
¢) as.integer(d).

ccanteger(d);  b) anteger(d);
(S S -‘:‘-__" .
li’“*":‘ 5: we-—0. Quel est le resultat du codev==w:
| FALSE; h) TRUE; ) —6.
"), Quel est le résultat du code : class(h)?

L pose h<-c{"maman", "papa
b) "character" ; c) 9.

"blane", nyert"). Quel est le résultat du code :

.“II 3 FL W,
fanan }_}ﬂj)ﬁ :

onne le vecteur z<-c("hlen",

pprd]
iz, decreasinngHUE] y;
dtleu” "blanc” tyert” ;) nyert" "blanc” thlen"; €) planc” "blen” nyert”.
jjo pose £ < —¢(12, -5.7,8.30). Quel est le résultat de I'instruction : which(x>7)"
(O A A B b) 12 8 an;, ¢ FALSE.
ngSAT". "STRM

definie par
{I.I-[rlll:I "L'z“‘ “LE“).' UFH—SC{”CBG“L

1 considére 1a liste "y"
195), classe=¢

.-J::».LU.n"-l]u:c[lTﬂl, 165,

Itat du code y|(3])
¢) "CBG" sggMT" "STRM".

fist {pmdﬁzc{TS. 90), profession=¢

el est le résn
Mt

b) "L3";
definie par 247
2]|2]] -NULL
¢ NULL @ ld liste 2

la liste Z

199
" III 1 o
ot la variahle 2 ( artisun”,

[ code gujvant
. 'elémen

yuule
¢ él¢men! de

par NULL.

code suivant

Suprtme {¢ deuziem
la lisle 2
3 \11 R B

e
- Jimnames(dale

o dafr. L.e

; datu franie

. pemplace le deuzienic el

jlere un data frame L

v NS
s eolonmes el

.5 lignes ot d
. (Ju duld

ata frame

Jrume
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EXERCICE 2 : (10 points)

¥ AN eSS ostes
NB : Vous éerirez des codes en langage R permettant de répondre anx g

+ . wovalenrs manegiante
1. Soit vee un veeteur de nombres réels contenant. éventuellement des i !

i o5 dans er veeton
a) Eerire un code permetiant de tester ln présence de valeurs manquantes s

Commenter le résultat de ce Lest.

b) On suppose que vec contient des valeurs manguantes. Ecrirte un cade permettan
donner la position des ces valeurs manquantes.

¢) Ecrire un code permettant d’afficher le nombre de valeurs manquantes du vecleur v

d) On suppose que vec contient des valeurs manquantes. Ecrie un code permettant

calculer la valeur moyenne du vecteur.

3 =1 10
2. Soit la matrice A= -12 3 =7
0 -1 3

A l'aide du vecteur "mat" définie par mat<-¢(3,-1,10,-12,3,-7.0,-1,3), créer la matrice A
3. On considére le data frame nommeé satishop contenant les résultats d'un sondage it
sur les prestations d'un hépital.

a) Eerire un code permettant d'obtenir la structure générale des colonnes de ce data 1

b) La colonne nommée profession contient asscz de valeurs manquantes, Ecrire nn
permettant de supprimer cette colonne.

c) La structure chargée d’analyser ces données souhaite ajouler une colonne nomimeée TM I
portant sur 'indice de masse corporelle. Ecrire un code permettant (e 1éalise; ce v
d) Cette structure souhaite partager ce data frame

I'age. Ecrire un code permettant de créer un data
uniquement les personnes de 40 ans oy plus.

en plusieurs groupes en fonetion,
frame nomme satishop40 conter. -

¢) On souhaite déterminer le nombre de paticnts possédant 10
mée assurance, prenant deux valeurs, permet
assurance(1 : personne assurée ou ( - personne no
pas de valeurs manquantes. Ecri re un code permet,
nommerez assur puis calculer le nomhye

assurance. La colonne n

de savoir s yy patient possede 1

i assurée). Cette colonme ne
tant d'extraiye
de personnes [rossid

cont
cette colonne que

antl une ELSSUEL aLn e
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Examen de o
statistique avec R Niveau : Licence 2 Durée : 01h15min
wxercice 1: (10 points) SESSION UNIQUE 2019-2020

ay

(]

5

On dgn
he les valeurs suivantes 1 4; NA; -7; 1; 10; -5; 11,8; 37 9: NA.

Ecrire un co F
Don d_e permettant de créer le vecteur vec contenant les valeurs précedentes:
nerles résultats des codes suivants :
*  veel3say
* vecfcd, 4)),
* vec[-c(2, 3, 5)].
Que font les codes suivants
» vec[l:3]<-6,
» vec/which(is.nalvec))j<-0?

On donne les vecteurs x=(1200 ; 1180; 1750; 2100), y=(1450; 1870; 1690; 0] et
z=(4;2;3;2) :

Creer les vecteurs x, y et z,
Créer la matrice A dont les colonnes sont les éléments respectifs de x, y et 2.
Nommer les colonnes de la matrice A avec les noms suivants : conjointl, conjointZ,

nb_personnes.
Que font les codes suivants :
s dim(A)
o Af2:3.]7

tn réalité, les colonnes de la matrice A
le nombre de personnes de quatre ménages. Ecrire un code

représentent respectivement les revenus aes

deux conjoints et
nermettant de calculer

|e revenu total de chaque ménage ;

le revenu par personne de chague meénage.
On donne la liste appelée LSE dont les éléments sont nammes : nom, taille et new et

nnent respectivement les valeurs (Pierre, Paul) (188, 168) et (FALSE, TRUE).
prenn L
nettant de créer cette liste.

du code suivant: length(LSE) ¢
& liste LSE ['€lement nomme poids &t prenant

Ecrire un code per!

; Quel est le résultat

permeltarn d'ajouter a I

Ecrire un code
\a valeur (75, 80)

i e - i '[J
code suivant: [ SESnom{2]<- Sam”

i Que fait le

#++EQUIPE VALIDEUR LMD*** .
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Exercice 2 : (10 points)
On consideére le fichier tele.csv situé sur le disque E de votre ordinateur et contenant
informations d’un sondage réalisée & Abidjan auprés des individus regarrl
quotidiennement la télévision. C'est un fichier au format csv dont le séparateur de cha
est une virgule et contenant les variables : genre (prenant les valeurs homme et femm:
niveau (niveau d'étude), temps (durée moyenne quotidienne devant la télévision

minutes), etc.

Ecrire un code permettant :

1) d'importer ce fichier dans votre session de travail sous le nom TV.

2) de vérifier que le fichier est du type data frame.

3) de donner la structure générale des variables de ce data frame.

4) d'obtenir uniguement les noms des lignes et des colonnes.

de transformer la variable genre en facteur grace a la fonction factor.

5)
6) d'obtenir le résumé numérique des variables du data frame.
7) de construire le tableau des effectifs puis des fréquences de la variable niveau.
__8) de construire un data frame nommé TVE constitué u niqguement des do
concernant les femmes a partir du data frame TV.
9) de supprimer la colonne genre du data flrame TVF.

-~ 10) de déterminer le temps moyen passe devant la télévision par les femmes.

Scanni aves CamScanna
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foaareice (10 Points)
L Soitnote = (9. g
1 9. ' .
Wb Ecrire LIIE (:.an 13:8.N4;2: 165116 19, 15; NA;19; 145 832519} 11;19: "
b} Do e © Permettant de créer le vecteur note.
S resultats des codes suivants -
. Ieugth(note);
*  which(is. na(note )) ;
* notele(s, 11,13)] ;
*  Sum(note);
v) Que font les codes suivants :
* note[note > 10] ;
* note & na.omit (note) ;

* sort(note, decreasing = TRUE)?

S0t EL « list (nom = ¢ ('Aya’,'Florent','Paul' ), tail = ¢(174,180,168 ) ,niv = ¢ CLEL, 2
4) Quel type de structure de données représente EL 7
b) Que fait le code suivant EL|3]?
) Quul est le résultat du code suivant : length(EL) ?
W) L; rire un code qui permet d'ajouter 4 EL un élément nommé age et prenant les valeurs 20, 24 et
¢)  Lerire un code permettant de remplacer la valeur Paul par Emilie dans EL.
[} Lerire un code permettant de supprimer I'élément tail de EL .

i) Undonne le vecteur b= (7;9; 13;8; 2; 16;1; 6; 19; 15; 19; 14; 8; 2; 19;11; 18; 7)

4) Ecrire un code permettant de créer une matrice B de trois lignes dont la premiére ligne contient
les six premiers éléments de b, la deuxiéme ligne contient les six éléments suivants ct la
troisiéme ligne contient les six derniers éléments de b.

by Eerire un code qui permet de nemmer respectivement les lignes de B par LI, L2etL3etles
colonnes C1, C2, C3, C4, C5, C6.

o) Eerire un code qui permet de créer un vecteur nommeé LIGNE contenant la somme des ¢lements

de chaque ligne de B.
Jd1 Eerire un code permettant d'extraire les deux premiéres colonnes de la matrice B.

o) Remplacer la valeur 14 de la mairice B par 17.

[ixercice 2 3 (10 points)

Un considére le fichier habitat.esy
informations sur les caractéristique
ur de champ est unc virgule. o | |
un code R permettant d'importer ¢¢ fichier dans votre session de travail sous le nom

situé sur le disque F de votre ordinateur et contenant des
¢ des habitations & Abidjan. C'est un fichier au format ¢sv dont le

separite
1) Ecrire
maison.

; e reeture uenérale des variables de ce I —
23 On souhaite obtenir la structure geners " :

Quel est le code i saisir pour obtenir ces informations
i) Que obtenir le nom des variables ?

i y - 4 saisir pour
el est le code a st el I —— : :
BJ Qu de ce fichier est donng ¢i - dessous apres transformation des variables natmaison et
1) Unapergy

muodel.

+#sEQUIPE VALIDEUR LMD*** 389
11/2022

Scanmid avec CamScanngt


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

**#\ALIDEUR LMD EDITION

<<Tout est possible & celui qui croit.>>

*Licence Master Doctorat®

4)

5)

nbpieces Jim252343371255...
s num 150 225 125.78 289.8 964 548.8 NA 300.25....
“oup ", "has " " ipx "o 12213

superficie
natmaison : Factor w/ 3 levels " bas ", "dup ".
model : Factor w2 lavels " 4" "4 "% "B ", "A " NA, "B": I 1 2P N2 i

9 Quelles sont ses modalités ?

iable natmaisen cn facteur ?

a) Quelle est la nature de la variable natmaison
riable natmaison,

b) Quel est le code qui a permis de transformer la var
¢) Ecrire un code permettant d'obtenir le tableau des effectifs de la va !
1ee de valeurs manquantes dans la variabl

d) Ecrire un code permettant de vérifier la préser
natmaison puis un code permettant d'obtenir son nombre de valeurs manquanics.

On considére la variable superficie.
a) On souhaite calculer la valeur moyenne de cette variable. Un étudiant a saisi le code suir o
g ? comment contourncr cet

mean(maison$superficie) Quel est le résultat de ce cod
difficulté ?
b) Ecrire un code permettant d'obtenir le résume numérique de cette variable.

On regroupe les données de cette variable en classes de méme amplitude. Ecrire un cod

c)
permettant d'obtenir I'histogramme de cette variable.
Ecrire un code permettant de déterminer la variance et I'écart type de cette variable.

d)

On s'intéresse aux variables model et superficie.
Ecrire un code permettant d'obtenir, a partir du data frame maison.csy, un data frame ne

a)
modelA contenant uniquement le modéle " A " et un data frame nommeé modelB conten:

uniquement le modele "B ".
b) Ecrire un code permettant de calculer la moyenne de la variable superficie dans lc data I
modelA et dans le data frame modelB.
Ecrire un code permettant d'obtenir la boite & moustaches de la variable superficic en

c)
fonction des modalités de la variable model.
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Exercice 1:(10 points)

1) (En lt.!umu'lwc valewrs:7; 4; I3 8 NA:2:16: NA: G; 19; 15; NA; 10: 14;8: 10: 1118,
i .L‘.Tm‘ i code periiettant de eréer le veeteur dev contenant les valeurs
précedentes,

15)

Douner les resultars des codes suivants:
- “'”.‘I-'I’P(rur":ir'.l’ir'.f.-;.un{.—.‘pn)))l-_
o allfiders 10):
¢} Que font les codes suivants:
o dev-na omit(den);
o which.mur(dev).
2) Ondomme . = (-45;21; 23: 32), y = (450; 870; 690; 580) et = = (187; 18k 170: 190}
a) Créer Ia matrice B dont les colonnes sont les éléments respeetifs de r.y
g Sl
b) Nommer les lignes de B avec les noms: paul, jeanne, Marc, Marie.
¢) Nommer les colones de B avee les noms: age, revenu, taille.
e} Que font les codes suivants:
s mean (3.2]);
o apply (B.MARGIN= 2, muz);

3) On cousidére les vecteurs suivants:
nom prenaut les valeurs Konan, Kassi, Soro,
prenom dom les valewrs sont Paul, Romeo, Emilie,
annee naissance dont los valeurs sont 2000, 2002, 1998.
it) Créer une liste nommée MOI dont les éléments sout nom, prenoui ot
annee  naissance
1) Extraive l¢ prenom ¢
ntilisann:
o Pindice;

o le nounmage . |
¢) On suppose il existe nne liste nonmnée TOI ot présentant ky wéme

pure e celle de i liste MOL Créer la liste nommée personnes qui
strue 12
contient les listes TOI ¢t MOI dans cet ordre.

e Ta liste MOI de deux wmanicres ditférentes on

Exercice 2 (10 points)

T—— et esy situd s le disgne B de votre ovdinaeny
< ape o fiehier etadiant.es
(1) considére [
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of contenant les informations d'un sonclage poviant sy los sports pratignes
par les étudiants d'une université d’Abidjan. C'est un data frame au f“‘”'““”
csv dont le séparateur de chianyp est une virgulr! o contenant les Villt‘lﬂhh"-ﬁ:
genre (prenant les valeurs homme of fomme), temps (elnpde de p.-;:.tiqml- el
sport chaque jour en minutes), type (football, haskethall, tennis, natation,
karate...), age fage en années des étudiants), ete.  On snppose que les
variables age et temps contiennent des valeurs mangnantes.

Ecrire un code permettant:

1) d'importer ce fichier dans votre session ce travail sous le nom Sport;
2) d’'obtenir uniquement les noms des individus;

3) d’afficher les 6 premiéres lignes du fichier sport;

4) de transformer les variables genre et type en factour:

5) d’obtenir le resumé numérique de toutes les variables du data frame:
6) de construire le diagramme en barres de la variable type:

7) de construire la boite & moustaches de la variable temps;

8) de déterminer I'age moyen des étudiants;

9) de renommer la variable type en sport _prefere:

10) de déterminer la durée minimale de temps pass¢ an sport.
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Université Félix H
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Uphougt Boigny UFR de Mathématiques et Informatique
Examen de statisti
tistique avec R Niveau : Licence 2 Durée : 01h30min
Premiér :
aiaRion 2021/2022
Exercice1:1 .
0 points (Questions de cours)
1) On donne | . ‘
€ vecteur nommsé vec dont les éléments sont les suivants :
4: NA. = .. e ) 4 ” =
1 7;2;-5;3.9 ; NA ; 1. Donner les résultats des codes suivants -
a) vec[2:4]
b) vecl-c(2, 5, 7))
€) which(is.na(vec))
d) na.omit(vec)

Z) On donne la liste appelée LST dont les éléments sont nommés : nom, taille et
profession et prennent respectivement les valeurs (Pierre, Paul, Jean), (188, 188, 170)
et (Etudiant, Enseignant, Artisan). Que font les codes suivants ?

a) length(LST)
b) LST$poids<-c(75,83,65)
c) LST$noem{3]<-"Thomas"
12 17 9 5
3) On donne la matrice B suivante: B=| 11 16 18 4
4 7 8 13
sonner les résultats des codes suivants !
a) ncol(B)
b) B[1.]
o) apply(B, MARGIN=2, sum)
Cxercice 2 ;10 points (Applications)
; : 5 de six UE de quatre étudiants de la licence 2 de
4 matrice A suivante contient les notes 4
| -INFO: o117 10 15
HUFR MATH 5 5 1 7.5 125 10
A= 9 =1 12 1 -1 9
g 13 95 5 145 15
- ' de lignes et de colonnes de [a
ant d'obtenir le nombre de
1) Ecrire un seul code permettan -
matrice A.
393
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5)

6)

8)
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L oot

s UE3, UE4, UES
Ecrite un code permettant de renommer les colonnes en UEL, UEZ,

UEG.
Aline, Solange, Jean

. | )
Ecrire un code permettant de renommer les lignes en Pierre.
e un code permettant o

En realité, la valeur -1 signifie que I'étudiant a validé I'UE. Ecrir

remplacer les -1 en NA.
Studi ur les st»
Ecrire un seul code permettant de calculer la moyenne de chaque étudiant po

e

Ecrire un seul code permettant d'obtenir les moyennes par UE.
en un data frame nomme DFA.

tant an

Ecrire un code permettant de transformer la matrice A
Une erreur a été signalée dans la saisie des notes. Ecrire un code permett

remplacer la note 5 de I'UE2 par 15.
Ecrire des codes permettant de remplacer les valeurs manquantes de I'UE2 et de |'UES

par leurs moyennes respectives.

10) Ecrire un code permettant d'ajouter une colonne nommée UE7 contenant les valeurs

12;11; 10 et 13,
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i atistique ay
' ﬂ'c n. ' W E
. Niveau : Licence 2 MI Durée : 01h10min
Deuxieme session
- 2021/2022
i ':DnSidéTe le
ardinateur data frame nomme d it : tre
ainateur dont les colonnes s 3 stacxam2.csv situé sur le disque € de YO
ont separees par un point-virgule.
11 Ecrire un cod
€ permettant ' oy
P TS T ant d'importer les données dans un data frame Intitu |6 exam?2
1 Un etudiant a obteny y *
e " aperqu du fichier exam2 !
lataframe’ q — "]
Gende G
r : ml[}llluﬂﬂullm
fsiQ ik
+Int 133140139133 1379913892 89133 ...
viQ g o
+int 132150123 12913290136 9093 114 ..
i8] L
| b int 124 124 150 128 134 110 131 98 84 147 ...
Weigh -
Qi : int 118 NA 143 172 147 146 138 175 134172 ...
Heigl .
cight : num 64.572.573.3 68,8 65 69 64.5 66 66.368.8 ...
I. MRI_Count  : int 816932 1001121 1038437 965353 951545 928799 991305 854258 905838 .- - = |
a) Quel code a-t-il saisi 7 E
u) Donner le nombre d'individus et le nombre de variables de ce data frame.
1 Donner les différents types des variables de ce data frame.
En réalité la variable Gender est une variable qualitative dont les modalités sont man
ot woman et codées respectivement 0 et 1, Ecrire un code permettant de :
4) remplacer la valeur 0 par man et 1 par woman.
b) transformer la variable Gender en facteur.
o déterminer le tableau des effectifs de la variable Gender.
¢) représenter la variable Gender par un diagramme en barres.
41 On considere |3 variable VIQ du data frame exam2,
a) Ecrire un code permettant d'oblenir le résumé numerique cle la variable VIQ.
L) Le code précédent 2 donné le résultat suivant:
i —— _'_'_ i
pain 1stQu. Median  Mean 3rd Qu.  Max
|
: 129.8 1500
21.0 90[}‘_— --_1]__3__.0_-__112..‘1 - : ==
Q'l-.l : représente la valeur 129.8 pour la variable VIQ #
) nettant de créer une variable nommee VIQcat du data frame
W ermetts 3 '
() Eedire un €ode P de la VIQ regroupees dans les classes suivantes.
tenant les valeurs de
exam2 call 30 130 150(
‘ 120‘, l ' ! * _
(70, 90(, (3% 120, |  de construire Ihistogramme de [a variable VIQcat.
) Ecrire un code permettan
+++EQUIPE VALIDEUR LMO** 395
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5) Un résumé numérique des variables clu data frame exam2 est donné ci-dessous .

Gonder FSIQ VIQ p1g Wolpht
man 20 Min, : T7.00  Min, ¢ T1.0 0 Min. : 72,00 Min. $106.0
voran:20  let Qu.: B9.75  fot Qu,: 90,0 ot Qu.: 88,26 lnt Qu.:135.2
Medinn :116.50  Modinn :113.0 Madinn :116.00  Madian :146.5
lean 113,45  Mean :112.3 Honn £111.03 Meaan 1011
3rd Qu.:136.50 3rd Qu.:129.8 3rd Qu.:128.00  3rd Qu.:172.0
Max.  :144,00 Max., :160.0 Max. :160.00 HMax. = :192.0

NA'o t2

Height MRI_Count
Hin. :62.00 Min. : 790619

1st Qu.:66,00 st Qu.: B55919
Hedian :68.00 Median : 905399

Mean :68.53 Mean : 908755
3rd Qu.:70.50 3rd Qu,: 950078
Max. :77.00 Max. :1079549
NA's iy

a) Quel code saisi a permis d'obtenir ce résumé numerique ?
b) Donner les variables possédant des valeurs manquantes ainsi que leurs nombres de

valeurs mangquantes.

¢} Un etudiant a écrit les codes suivants :
exam2$Weight[which(is.na(exam2$Weight))] <-mean(exam2$Weight, na.rm=TRUE)

exam2SHeight[which(is.na(exam25Height))] <-mean(exam2$Height, na.rm=TRUE)
A quoi servent ces deux codes ?
6) On s'intéresse aux variables Weight et Height.

a) Ecrire un code permettant de créer une variable du data frame exam2 nommeée taill+
égale au quotient de la variable Height par 10.

b) Ecrire un code permettant de créer une variable du data frame exam2 nommeés IMC
égale au quotient de la variable Weight par le carré de la variable taille.

c) Ecrire un code permettant de représenter graphiquement la variable Weight =

fonction de la variable IMC,
d) Ecrire un code permettant de calculer le coefficient de corrélation linéaire entro c-

deux variables.
e) Les coefficients de la droite de régression de Y=Weight en fonction de X=IMC

notée (Dysx) sont donnés ci-dessous

_[ fIntercept) IMC
15.88389 42.11085

Ecrire I'équation de la droite de régression (Dyyy).
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ECTION : STATISTIQUE AVEC R SESSION 1

ENERCICE 1 : QCM

JI h' ‘__2—1: -"_ ) -
( Y—uy d—g: 59—l 6-b T-a 8~ 0-1b; 10-b

EXERCICE 2

1. &) L=ell:80)

) y = reple(s. 8. 12). (4. 4. 7))

¢) == seq(from=l.lo= 30, lenght = 11)
puidsNA = pu.*'c!'.s[—i'{u'.r'r'h{fs.nﬂ[poids}}]l

i =3,neol =3) ou
TRUE)
apply(AM ARGIN =

[ SR

a) A= palric(eee. nrel
A = matric(vee o = 3, byrow =

h) rayp!,t,:l{ﬂ..‘UARG.’_-“\f = 1,mean)

9. meai)

et

¢) La tracc: sum(diag(A)); le déterminant : det(A); imversc:
solve(A)

dy b= matrir

) solve(A0)

| a) genre= ot

ctifis s b able{gen’e

paes

¢ 100. (0, 200). nrow = 3)

= c:‘.ufﬁant[{i:’r”

'Up.tubiﬂ[mb!a{gcrm‘i-])
— maa(table qunu]}}]

un‘éaufﬁ.«m-e ot ananuim

)3 les fréquences L
rtub!fz{mm)

I,) Lescffe |
e (tablel (ana)) [which(

rmmrum =

¢) mode _
ptii)

d) ,a-uu.lmm'y[m.-n

¢)

397
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EXERCICE 1 : Questions A choix mulliples (10 points)

il efeweanple o
(i mondre de o bonne TEPOTS ey

NB . Vous derivez le numéro de lo question swind
)

. Miea imeteieti .
1. Pour consulter Iaide en ligne de la fonction sum, o ntilise Minstroetion

a ) help(*summ™) ; b)7sum
help( )

## starting httpd help server ... done

Tsum

2. Pour supprimer la variable b, on peut utiliser la commande

c) rm(b)

be-c(2,5,3)
rafb)

3. Pour convertir une variable d du type double cn une variable du type integer.

jlutilise I'instruction :

c) as.integer(d)

d<-c(2.6,5.1.3.9)
ag.inteper(d)

## [1] 25 3
4. On pose v<-5 ; w<— 6. Quel est le résultat du code v == w 7 .

a) FALSE
vi=b 3 we-G
v W

## [1] FALSE

. On pose h<-c(*maman?, “papa” . ,
5 I <-¢(“*maman”, “papa”). Quel est lo résultat du code : class(h) 7
b) “character®

h<—c( roan™; "papat)
class(h)
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sw [1] "ohavaEta

v. On domne le
at du

vectewr z<
s 1o = M o o . : |
St St decmasing:FAI{ SI;FI?E?“ “blane”, “vert”). Quel est le résult
=] = .
v mhlane™ "hlen® “yapgs
- f. ¥ L
€z, woreagipgss AR ) }

=

## [1] "blanc" "bley" "vert®

7. Ou pose x <
-¢{12. — § . ;
which(x>7) ? (12, 5, 7, 8,30). Quel est le résultat de Pinstruction :
#)145
=g (12 =65 To 8,30
(=72

ap [1] 1745

W e f““ﬁidél‘ﬂ la liste “y" définie par y<-list(taille=c(174, 165. 195).
classe=c(“LI”?, “L2”, “L3”), UFR=c(*CBG", “SSMT", «STRM”)). Quel est le

résultat du code @ y[[f3]] 7

) “CBGT ~SSMT" “STRM”
ie= L ou(reallese(174; 166, 195, lasse=e("L1", VLY, “L3'}, UFRe('TES, =5 s N
¢ [[31]

s [1] “CBG" "SSMT" "STRM"

s=c(75, 90), profes-

, définie par z<-list(poid
z[[2]] <-NULL

y. Soit la variable
’)).Le code suivant :

sion=c(“artisan”, “enseignant’

liste z par NULL.
prcrrgniit "

o) reinplace le denxiéme slément de I

(T8, 903, Pt

yantoneet ns

VA ¢

I1E:] $poids
g [1] 75 .90

]
R ¥ rofession ‘
il {F’J] wartisan’ "anse:g'nant.“

wl [2]]) & ULk
&

s $poids
g [1] 75 90

2
++#EQUIPE VALIDEUR LMD*** o
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idé 5 Vi ivank ¢ dimnames(ilanh
10. On considére un data frame nonuné dafr. Le code sniv:

) donne
a )} le nom des lignes et des eolonnes du data frame
m

dafr<-data.frama(taille=c(174, 165, 195), classe=cf
head(dafr}

o8 taille classe

## 1 174 L1
#e 2 165 L2
##% 3 198 L3
dimnames{dafr)

# [[11]

## [1:' ||1|| nzn -|3||
#a

4% [[2]]

## [1] "taille" "classe"

EXERCICE 2 : (10 points)

NB : Vous écrirez des codes en langage B permettant de répondire auz questions posces,

1-Soit vec un vecteur de nombres réels contenant éventuellement des valenr-
manguantes.

a) Ecrire un code permettant de tester la présence de valenrs manquantes dans co veetenr

Commenter le résultat de ce test.

vec<—=(3, 10 ,10,-12,3,-7,0,-1 ,3,NA,B,I0A, 7, N4, HAD
is.nalvec)

#% [1] FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE
## [12] TRUE FALSE TRUE TRUE
I1 gt d'nn voetenr de boolean qui envoie False si le nomilbie 1100s s e valens manguante of Tl < .

tennbaye st 11340 U}Ili_’!ll' i]]}l]’!f'llﬂntc

b)) On suppose que vec contient des valeurs tigs Tgagadis
) pp q s manguantes, Ferire un code permoettant e dorine

la position des ces valeurs manquantes,

which{iz.nalvec))

#% [1] 10 12 14 15
¢) Ecrire un code permettant d'affichoer )¢
“her le nombre de valoyes |
snanquantes doa vectour v
: O Ve

sum(iz. nalvec))

3
29/11/2022 F*EQUIPE VALIDEUR LMD*#=
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an [1] 4

il L ] Ijl[t i b
! ]"l
| I 1, I] [ H (SR
] s LU IR l.F LIS TR T verlen vee

ol J‘ ] 5
J ( 1§ hl1.|J[}U'\I‘J ‘[“.E Yo [.'D!lt]ﬂl.r.
1
m&t

caleuler T w
: valeur des
deur valeurs manquantes, Eerire un code per

moyenne du vecteur

nlvec,nu. o = TRYL)

ni [1]1 0,0909090%

oo v =
- wrrin=TRUE
Jrerienl e s i
le sippruner les valeurs manquﬂntt‘x et clc faire Ic c.nl::ul de la III.!Jj':'I!IIIE‘-

20 Soil bnomsadrice A
mats= (35 1 ;16,42.3, 7,001 .3

JeS=" kT |'.{mat,||.uu]- 3”‘.‘”,},_ . y

dk

o L1 L2 L3

wh 1] a -1 10

i [2,] =12 3 =7

i (3,1 o -1 3

Lo verplissage de T matrice se Tois par de : : i
retnplissage par figne done Eryf‘ow!;]i:.}%?;.; peresionn s

cifié que nous voulons faire le

4. Oun considere le data frame nomme satishop contenant les résultats d'un

sondage portant sur les prestations d’un hopital.
nnes de ce data frame.

o) Eerire un code permettant d’obtenir la structure générale des colo

1#111e'), maladie=c('Falu®,

satishops-data.d rame(punro=c( Tgargon ',

;atishop
=3

genre maladie age profession assuranc
1

R
Palu 30 Professeur

i 1 fille
pit 2 gargon Covid1® 50 <NA> ]
a3 fille diabete 40 <NA> 4]
(satishop)
e 1: 3 obs. of & variables:
data.frame 112,.'"531.&.‘”1": 121

ui _
1 ctor W/ 2 jevels "f1
o 312

i re At
:: 2 ﬁ::adie : / 3 levels "Cnyidlg","diabeta R
pum 30 50 40

#n B age :
£ prnfessicn: Factor w/ 1 leve
¢ agsurance | pum 10 0

1 “Prafasseur": 1 NA NA

Wi

T
anquantes. Ecrire un code per-

i ap de valours my
Iy) Lav colonne nommee prufesﬁlnn contient asses

LiE ;
; or cetle coleun.

ceettant de supprin?

4
401
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satishop<-satishop(,-4]

satishop

Hi genre maladie age assurance

## 1 fille Palu 30 1

## 2 garcon Covidi9 50 0

## 3 fille diabete 40 0

-4 - I)]":.' la ]".Iﬂ.‘CiliUII ;{11 vietenr q"‘qu vient 511|)|)i|||(-:1' fel notre viseleur i}l'l!r[!ﬁ'ii.ﬂl't s Lronive ] |Hr‘-il jon .

¢) La structure chargée d’analyser ces données souhaite ajouter une colonne noninaée ThC
portant sur l'indice de masse corporelle. Ecrire un code permettant de réaliser ce voen.

IMC<-c(145,10,200)
satishop<-cbind(satishop, TMC)

satishop

Ha genre maladie age assurance IMC

## 1 fille Palu 30 1 148

## 2 gargon Covidi19 50 0 10
40 0 200

## 3 fille diabete

d ) Cette structure souhaite partager ce data frame en plusieurs groupes en fonction ce 1 "age.
Ecrire un code permettant de créer un data frame nomme satishop40 contenant uniguemoent

les personnes de 40 ans ou plus.

satishop40<-satishop[satishop['age']>=40,]
satishopd40

genre maladie age assurance IMC
0 10

0 200

s
## 2 gpargon Covidil9 50

## 3 fille diabete 40

e ) On souhaite déterminer le nombre de patients possédant une assurance. La colonng noiinic:
assurance, prenant deux valeurs, permet de savoir si nn patient posséde une assurance( 1 :
personne assurée ou () : personne non assurée) . Cette colonne ne contient pas de valonrs
manquantes. Ecrire un code permettant d’extraire cette colonne que vous nommerecsz assiy

puis calculer le nombre de personnes possédant une assurance,

assur<-satishop['accurance']
sum(assur)

(1] 1
Dans notre cas il n'y a un senl assurer
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CORRECTI]
ON
T h-eXamen de staistiue avec R - 2019-2020

Lxercice1:(10 Points)

I=a)

b)

d)

a)

b)

Ré ponse : vec <- ¢(4 NA
(4, v=1,1,10,-5,11.8,3 NA)
y Ty G, D

* Reponse:
=7110 :
_ # Affiche les éléments compris entre le troisieme et
cinquieme élé
T N— quieme éléments inclus du vecteur vec.
se:d4 | # Aff )
o Biponkeii Affiche le premier et quatriéme élément du vecteur vec.
4.0 1.0-
0-5.0 11.8 3.0 NA # Affiche toutes les valeurs du
ve - iy
cteur sauf le deuxiéme, le troisiéme et le cinquiéme
eléments.
b)

* Réponse : Remplace la valeur des éléments compris entre le premier et
le troisieme élément inclus par 6.
» Réponse: Donne la position des éléments NA qui se trouve dans le
vecteur vee et remplace la valeur de ses éléments par 0.
2-a) Réponse : x <- ¢(1200, 1180, 1750, 2100)
y <- ¢(1450, 1870, 1690, 0)
z <- ¢4, 2,3, 2)
Réponse : A <- matrix(c(x, ¥, 2), nrow=4, ncol=3)

Réponse colnames(A) <- c(“conjointT’, “conjoint2’, “nb_personnes’)

Que font les cades suivants

nne un vecteur contenant les dimensions de la matrice A.

e Réponse:Do

(exemple 1 4 3)

« Réponseé: Affiche la deuxiéme et la troisiéme ligne de la matrice A.

e menage:

le revenu total de chaqu
MARGIN=1, sum) # la s0

Ré <o : applyl NE mme des revenus des deux
epon : EA

conjoints par ménage-
par personne de chaque menage:

(14, 1:2) #AMNC
!

[ evenu el
er ue conjoint,

A he le revenu de chaq
Réponse :

ode permeuan (e créer cette liste.

“aripe un € e o " o ALSE
o SE < iist(num = C(IBS. 153).tai|le =L:{ ierre, Paul ]1 new L{lr"d. .
Répanse:L =] P
'I'RUE}] |
¢ suivd L Ienglh[LSE} ?

el ITRE VﬁLIDEUR LMD‘*‘

Scanni aves CamScanna

403


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

wxey Al IDEUR LMD EDITION

*Licence Master Doctarat* <<Tout est possible & celui qui croit.>>

i composent la liste LSE}.

Réponse : 3 (qui est le nombre d'é¢léments qu
SE ['élément nommé poids et

¢) Ecrire un code permettant d'ajouter a la liste L
prenant la valeur (75, 80).
Réponse : LSE <- ¢(LSE, z<- list(poids = ¢(75, 80))

d) Que fait le code suivant : LSESnom[2]<- “Sam™ ?
Réponse : Affecte “Sam” a la deuxiéme valeur de lelément nom clans la liste LSE.

Exercice 2 : (10 points)
1) Réponse : TV <- read.csv("E: /tele.csv")
2) Réponse : is.data.frame(TV) #Renvoie TRUE si le fichier est du type data frame.

3) Réponse : str(TV)

4) Réponse : dimnames(TV)

5) Réponse : factor(TVSgenre)
6) Reéponse:summary(TV)

7)  Réponse : Effectif : table(TVSniveau)
Fréquence : prop.table(table(TVSniveau))

8) Réponse : TVF <- subset(TV, genre == “Femme”)
9) Réponse : TVFSgenre <- NULL.
10) Réponse : mean(TVt$temps, na.rm=TRUE).
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EXAMEN(1) Li
(1) Licence 2 Math-info 2014-2015

A - Force de Laplace

i- Donner 1' :
er 'expression de 1a

{'induction magnéti
gnetique et I'élément de courant §
ont perpendiculaire

2-a) A partirdu t
ableau ci-
que l'angle et le conduct:;

des ‘
- :;ris :::lguler I'induction magnétique moyenne Be

-{D[ce d
£ I.rap H u

S.
n sachant

l1(A) 10| 2|39
,215,85]7,72|19,63[ 11,56 13,53] 15,45] 17,42

19,31

F(mN)|0]1
; D101 1,6(3,1] 46| 59| 75| o 106| 121] 137

15,3

| intensité du courant; F: force de Laplace

b) Tracer la courbe F=
(1) sur du papier millimétré et déterminer graphiquement l'induction

magnétique B.

¢) Com
) parer les deux valeurs de I'induction magnétique B obtenues;

B - Transformateur

JI -Le tra?sfannateur est une machine statique
Slectroménagers et industriels: pourquoi? Quelles sont ses utilisatio

2- Pgndant ]a manipulation sur le trans
continu au primaire du transformateur
expliquez ce phénoméne.

.- Donner les deux lois qui caractérisent un transformateur

caractérisent un transformateur un

formateur, vous avez constaté
doux ou dur il n'apparait aucun sigh

conclure.

qui se rencontre dans la plupart des appareils

ns possibles?

qu'en envoyant un signal
al 3 son secondaire:

groupe d'étudiants a obtenu, a

. pour étudier les lois qui
/issue d'une manipulation, les résultats consignés dans le tableau ci-dessous:
________,__.___-—-——____________-—J—--____._._-J—
Tension primaire U1(V) | Tension secondaire U2(V) U2/Ul
____E._f;______j.?.__-——- -
T 6 113
—s 1]
= ]
A T — s ——
7 I— . e i
Rl | S - — 309 ——— |
- T e W
—20 _ 3% R
—,-*""'u,.'gﬁﬁ en fonction de Ul
on U2/U1

rmation aprés avoir

nsfo
de tra ster le (ableau)

[&]
voir compl

glure.
ris ob 5 et cqn ‘
. secondaire est égal @ 5000 que

—m MD“*

¢ rapport de sransformati

complété le tableau p

récedent

| est celui du primaire?
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Nom: Prénoms: 2016 - 201
Examen(1) de travaux pratiques de physique .2 Math-info

Excercice | .

2 ’ . ; i [ alses [es x5 effectint
Trois étudiants ont effectué la manipulation portant sur la force de Ld|:rld~:.b. s mesures effc
chacun d'eux se trouvent, respectivement, dans les tableaux 1,2 ¢t 3 ci-clessous:

Tableau 1: I=15A et o = 90°

L (em) 8 4 2 : ;

' F (mN) 11,4 5.2 24 , =
B ( )
Tableau 2;: = 10A et a=90°

"L (em) 8 4 2 1

CF(mN) 7.4 3.5 1,8 0.9 )
B ( )
Tableau 3: I=7,5A et ¢ =90°

"L (cm) 8 4 2 [ 1

| F (mN) 5.5 2.6 1.3 0,7
B( )

1) De quelle étude s'agit-il ? Que représente [, o, L, F 7
2) Donner I'expression de la force de Laplace en définissant les différents termes qui s's
trouvent.

3) - Dans chaque cas calculer le champ B (mettre les valeurs dans les tableaux ci-dessus)
en déduire la valeur moyenne obtenue par chaque étudiant.

- En comparant les valeurs moyennes obtenues par les trois ¢tudiants, peut-on en déduire
qu'ils ont travaillé sur le méme dispositif expérimental?

4) A partir des données des trois tableaux, tracer la courbe I en fonetion de lintensite 1 du
courant pour L =4 ¢cm. Quel type de courbe obtencz-vous ? Doit-clle passer par l'origine do
axes? Justifier votre réponse.

- Déterminer graphiquement le champ magnétique  partir de cette courbe ot a comparer a I
valeur moyenne obtenue par le caleul dans ce cas pour sculement L = 4 em.,

-
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Exercice 2

A-Un partic
articulier désire
trans formateur qui va lui azh eler un transformer pour ses besoins. Mais il veut un
1do
citectué le TP sur le transf nner une puissance élevée au secondaire. Sachant que vous avez
ormateur, il vous demande de lui conseiller un type de

transformate

ur. Qucl l},p

5 . ¢ de transfi :

<l S¢S Inconvenients., sformateur allez-vous lui conseiller? préciser ses avantages

rd

(- Un étudi
ant 4 effectué : A
i I e pnmala m;mpuliatmn sur le transformateur. Pour chaque résistance. il a
ire (V), lintensité au primaire (1), 1a tension au sccondaire (V2) et

I'intensité

au secondaire (I;). Les mesures sont rassemblées dans le tableau ci-dessous.

R(Q) |5

o 0 T20 T30 T35 Ta0 |50 [55 60 |70 50 190
(.04

11(A) | 0,346
3 0,191 | 0.110 | 0,079 | 0,072 | 0,064 | 0,056 0,053 | 0,050 | 0.046 0,043
2.2 ! dd2

VaV) 133 | 1.81 | 195 (200 [201 [2,02 [2.04 |20 2.05

VI(V) |2
1(v) (2,12 [2,02 212 [2,12 [2,12 |2,12 212 2,02 12,12 |2.12
0,034 | 0,030 0,026 0.023

=

2(A) 0,339 0,181 | 0,099 | 0,066 | 0,058 0,050 | 0,041 | 0,037

S ____________——-———'_'"
o1 [2.05 |2.06 206 [2.07

PLW)

- . _
PA(W) W [T TR e
2,P1 ?

e

pP1.PZetle rendement r = P2/P1, respeclwemem du primaire. du
le tableau cl-dessus.

|- Calculer les puissances
du trans{ormateur. M

sccondaire et le rendement ettre les valeurs dans
2. Tracer sur uné méme figure, les courbes résistances (R) en fonction de P1, P2 et
3. Commenier |'évolution de chacuné de ces courbes en fonction la résistance R.
ment puuvez—vuus appliquer les résultants obtenus de l'ctude de R

a vie courante com

a- Dans | .
p2 et Ren fonction 1 = p2/P1%

e fonetion de
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