Exercices de Michel Quercia

Les exercices suivants ont été recueillis par mes étudiants (Maths-Sup, puis Maths-Spé) aux oraux des concours
d’entrée aux grandes écoles. Ils sont classés par themes correspondant grosso-modo aux différents chapitres des
programmes de Maths des CPGE, mais certains exercices anciens sont toutefois devenus hors programme. Pour
la plupart, les exercices sont accompagnés d’une solution plus ou moins succinte allant de la simple réponse au
calcul demandé a une rédaction complete pour les questions non immédiates.
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Premiere partie

Algebre générale

1 Applications

Exercice 2889 Images directes et réciproques
Soit f : E — F une application, A,A' CE et B,B' C F.
1. Simplifier £(£~!(£(A))) et £~ (£(/~(B)).
2. Montrer que f(ANf~'(B)) = f(A)NB.
3. Comparer f(AAA') et f(A)Af(A").
4. Comparer f~'(BAB') et f ' (B)Af~'(B).
5. A quelle condition sur f a-t-on: VA CE, f(E\A)=F\ f(A)?

[002889]

Exercice 2890 (X NA,XNB)

Soit E un ensemble, et A, B deux parties fixées de E. Soit ¢ : Z(E) — Z(A) x Z(B),X — (XNA,XNB).
1. Qu'est-ce que ¢(2)? ¢(E\ (AUB))?
2. A quelle condition sur A et B, ¢ est-elle injective ?

3. Est-ce que le couple (&, B) possede un antécédent par ¢ ?

4. A quelle condition sur A et B, ¢ est-elle surjective ?

[002890]
Exercice 2891 Partie stable par une application
Soit f: E — E.Pourn € N*, onnote f* = fofo---of ,et f0=idg.
\ﬁ/‘_‘/
SoitA C E, Ay = 1(A), et B=Uperdn.
1. Montrer que f(B) C B.
2. Montrer que B est la plus petite partie de E stable par f et contenant A.
[002891]

Exercice 2892 Factorisation d’une application

1. Soit f: F — E et g: G — E deux applications. Montrer qu’il existe une application 4 : G — F telle que
g = fohsietseulementsi: g(G) C f(F).
A quelle condition 4 est-elle unique ?

2. Soit f: E — F et g: E — G deux applications. Montrer qu’il existe une application & : F — G telle que

g=hofsietseulementsi:Vx,y€E, (f(x)=f(y) = glx)=g()).
A quelle condition 4 est-elle unique ?



[002892]

Exercice 2893 Propriétés des applications A — f(A) et B+ f~!(B)
Soit f : E — F. On considere les applications

&: P(E)— P(F),A— f(A) et ¥:P(F)— P(E),B— f(B).

Montrer que :
1) f estinjective <= P estinjective <= ¥ est surjective. [002893]
2) f est surjective <= P est surjective <= W est injective.

Exercice 2894 ¢ — fopet@— @of

Soit f: E — F une application, et G un troisieme ensemble ayant au moins deux éléments. On construit deux
nouvelles applications :

fi :EC S FC @ fog et f'GF=GE o~ oqof

Montrer que :
1. f estinjective <= f, estinjective <= f™* est surjective.

2. f estsurjective <> f; est surjective <= f* est injective.

[002894]
Exercice 2895
[hogo f, go fohinjectives et foho g surjective] Soient E i> F% G5 E tois applications telles que hogo f
et go foh sont injectives et f oho g est surjective. Montrer que f, g,/ sont bijectives. [002895]
Exercice 2896 Parties saturées pour la relation d’équivalence associée a f
Soit f : E — F une application, et . = {X C E tq f~'(f(X)) = X}.
1. Pour A C E, montrer que f~'(f(A)) €.7.
2. Montrer que .¥ est stable par intersection et réunion.
3. Soient X €. et A C E tels que X NA = &. Montrer que X N f~!(f(A)) = @.
4. Soient X et Y € .. Montrer que X et Y \ X appartienent a ..
5. Montrer que Iapplication .’ — Z(f(E)),A — f(A) est une bijection.
[002896]

Exercice 2897 Conjugaison

Soit £ un ensemble et f : E — E bijective.
La conjugaison par f est I’application ®: EF — EE ¢ — fo ¢ of!

1. Montrer que @ est une bijection de E-.

2. Simplifier @y o P,.

3. Simplifier ®£(¢) o Dy (y).

4. Soient .7, .7, les sous-ensembles de EZ constitués des injections et des surjections. Montrer que .# et

- sont invariants par ®.

~1
5. Lorsque ¢ est bijective, qu’est-ce que (@ f(¢))> ?



[002897]

Exercice 2898 Ensembles équipotents

E est moins puissant que F
Soient £, F' deux ensembles. Onditque : E est plus puissant que F
E et F sont équipotents

s’il existe une injection
s’il existe une surjection f:
s’il existe une bijection

f:
f:

E—F
E—F
E— F.

1. Démontrer que : (E est moins puissant que F') <= (F est plus puissant que E).

2. Montrer que N, N*, {n € N tq n est divisible par 3}, et Z sont deux a deux équipotents.

3. Démontrer que E est moins puissant que & (E).

4. Soit f: E — Z(E) quelconque et A = {x € E tqx ¢ f(x)}. Prouver que A ¢ f(E).

5. Est-ce que E et Z(E) peuvent étre équipotents ?

6. Soit G un troisiéme ensemble. Si E est moins puissant que F, démontrer que EC est moins puissant

que FC.
[002898]

Exercice 2899 Affirmations
Soit f: E — F. Que pensez-vous des affirmations suivantes ?

l.VxeE VyeF f(x)=y.

2.Vx€E dyecFtelque f(x)=y.

3. 3x€Etelque VyeF f(x)=y

4. 3xe€Etelque dycFtelque f(x)=y.

5.VyeF Vx€E f(x)=y

6. VyeF dxcEtelque f(x)=y.

7. 3yeFtelque VxeE f(x)=y.

8. dyeFtelque dxecEtelque f(x)=y.

[002899]

2 Coefficients du binome
Exercice 2900 Calcul de sommes
Calculer Y7, kCket Y7, k%
Correction ¥ [002900]
Exercice 2901 Calcul de sommes
Soient n, p € N* avec n > p.

1. Vérifier que CKCF = ,’,’CS:IIZ pour p < k < n.

2. Calculer Y}_, (—1)*CiCY.

3. En déduire Y}_o(—1)*Ckk? = 0si p < n.
Correction V¥ [002901]

Exercice 2902 Calcul de sommes

Soient n, p € N*. Simplifier ¥¥_, (—1)*C~.

Correction V

[002902]




Exercice 2903 Sommes de cardinaux
Soit E un ensemble fini de cardinal n. Calculer Y4~ Card (A), Y4 pcg Card (ANB), Y4 pcg Card (AUB).
Correction V [002903]

Exercice 2904 Sommes d’entiers

Soit n € N. Calculer Z ijet Z ijk.
i+j=n i+ j+k=n
Correction V¥ [002904]

Exercice 2905 Combinaisons avec répétitions

Soient n, p € N. On note I}, le nombre de n-uplets (xy,...,x,) € N tels que x| + -+ +x, = p.

1. Déterminer IV, T'}, T2, %

n’

2. Démontrer que Ff:ll =T”,  +T5"" (on classera les (n+ 1)-uplets tels que xj + -+ xpp1 = p+ 1

n+1
suivant que x; = 0 ou non).

3. En déduire que I'; = C,f+p_1.

Correction V [002905]

Exercice 2906 Sommes de coefficients du bindme

Soient n, p € N. Montrer que Y7_, C§+k = [’:}lﬂ.

[002906]

Exercice 2907 C? maximal

Soit n € N fixé. Déterminer pour quelle valeur de p le nombre C} est maximal (on étudiera le rapport Cly /C} H ).
Correction V [002907]

Exercice 2908 Parité de C?
Soit p € N*, et n = 27,
1. Soitk € {1,...,n— 1}. Vérifier que kCX = nC* .
2. En déduire que : Yk € {1,...,n— 1}, C est pair.
3. En déduire que : V k € {0,...,n— 1}, C*_, est impair.

[002908]

Exercice 2909 Formule de Vandermonde

Soient a,b,c € N. Démontrer que };_ C’;Cg_k =Cop -

1. En calculant de deux maniéres (1 +x)?(1 4 x).

2. En cherchant le nombre de parties de cardinal ¢ dans E U F, ou E et F sont des ensembles disjoints de
cardinaux a et b.

3. Application : Soient n, p,q € N. Montrer que ZZ:O C’(;C{z’ th_ C{l’ig .
[002909]
Exercice 2910 Formule d’inversion
Soit (x,) une suite de réels. On pose y, = YF_,Cx;.. Montrer que (—1)"x, = Y{_ (—1)Cy,. [002910]
Exercice 2911 Suite de Fibonacci
Soit u, = ZZO C,’f,p. Montrer que ug =u; =1let:Vn €N, uy o = uyy1 +uy, (suite de Fibonacci).  [002911]




3 Ensembles finis

Exercice 2912 Permutations
Combien y a-t-il de bijections f de {1,...,12} dans lui-méme possédant :

1. la propriété : n est pair = f(n) est pair ?

2. la propriété : n est divisible par 3 = f(n) est divisible par 3 ?

3. ces deux propriétés a la fois ?

4. Reprendre les questions précédentes en remplacant bijection par application.

Correction V¥ Vidéo W [002912]

Exercice 2913 Permutations de couples

On doit placer autour d’une table ronde un groupe de 2n personnes, n hommes et n femmes, qui constituent n
couples. Combien existe-t-il de dispositions ...

1. autotal ?

2. en respectant I’alternance des sexes ?

3. sans séparer les couples ?

4. en remplissant les deux conditions précédentes ?

Correction V [002913]

Exercice 2914 Nombre d’opérations

1. Combien existe-t-il d’opérations internes sur un ensemble a n éléments ?
2. Combien sont commutatives ?
3. Combien ont un élément neutre ?

4. Combien sont commutatives et ont un élément neutre ?

Correction V [002914]

Exercice 2915 Formule du crible
Soient Ay,...,A, n ensembles finis.

1. (a) Calculer Card (A UA; UA3) et Card (Aj UA; UA3UAy).
(b) Suggérer une formule pour Card (A; U---UA,).

2. Démonstration de la formule : On note E = |J!_ A;, et pour x € E on pose fi(x) = {(1) SsiifloenAi
(a) Soientxp,...,x, € R. Développer completement p = (1 —x1) X --- x (1 —x;,).
(b) En considérant la somme Y, (1 — f1(x))...(1 — fu(x)), démontrer la formule 1b.
3. Applications :
(a) Déterminer le nombre d’applications f : {1,...,p} — {1,...,n} non surjectives.
(b) Déterminer le nombre de permutations d’un ensemble a n éléments ayant au moins un point fixe.

Correction V¥ [002915]

Exercice 2916 Inégalités pour la formule du crible
Soient Ay, ...,A, n ensembles finis, et E = [JI_, A;.
1. Montrer que Card (E) < Y7, Card (4;). Cas d’égalité ?
2. Montrer que Card (E) > Y'I_ Card (A;) — ¥ << j<n Card (A;NA}). Cas d’égalité ?

10


http://www.youtube.com/watch?v=kXaDLtNT8hI

Correction V [002916]

Exercice 2917 Couples (A,B) telsque AUB=E

Soit E un ensemble fini & n éléments, et & = {(A,B) € (Z(E))? tq AUB = E}. Chercher card(&).
Correction V [002917]

Exercice 2918 Parties ne contenant pas d’éléments consécutifs

1. Quel est le nombre de parties a p éléments de {1,...,n} ne contenant pas d’éléments consécutifs ?
2. Soit t, le nombre de parties de {1,...,n} de cardinal quelconque sans éléments consécutifs.
(a) Montrer que t, 43 =ty1 +1y, tan+1 = t,% + 1}%71’ etty, = t,% — 1}%72-

(b) Calculer t5.

Indication V Correction V [002918]

Exercice 2919 Nombre de relations d’équivalence

Soit R, le nombre de relations d’équivalence sur un ensemble a n éléments.

1. Trouver une relation de récurrence entre R, et les Ry, k < n
(fixer un élément, et raisonner sur la classe d’équivalence de cet élément).

2. Calculer R, pour n < 6.

Correction V [002919]

Exercice 2920 Equivalence entre fonctions

Soient E, F, deux ensembles non vides. On définit deux relations sur X = FZ par :

f~g <<= 3J¢:F—Fbiectivetqg=¢of,
f=g = (Vxy€E, f(x)=f(y) < glx)=g()).
1. Montrer que ce sont des relations d’équivalence.
2. Montrerque f ~g= f=g.
3. On suppose f = g. Montrer que f ~ g dans les cas suivants :
(a) F estfini et f est surjective.
(b) F estfiniet f est quelconque.
(c) E est fini.
4. Chercher un contrexemple pour £ = F = N.

[002920]

Exercice 2921 Tres bon ordre

Soit £ un ensemble ordonné dans lequel toute partie non vide possede un plus grand et un plus petit élément.
Montrer que E est totalement ordonné et fini. [002921]

Exercice 2922 Elément maximal

Soit E un ensemble ordonné. Un élément a € E est dit maximal s’il n’existe pasde b € E tq b > a.
1. Si E est totalement ordonné, montrer que : maximal <= maximum.
2. E=1{1,2,3,4,5,6} ordonné par la divisibilité. Chercher les éléments maximaux.
3. Si E est fini, montrer qu’il existe un élément maximal.

4. Si E est fini et n’a qu’un seul élément maximal, montrer que cet élément est maximum.

11



[002922]

Exercice 2923 Nombres de Catalan

Soient x1,...,x, n réels. Pour calculer la somme x; + - - +Xx,, on place des parenthéses de fagon a n’avoir que
des additions de deux nombres a effectuer. Soit 7, le nombre de manieres de placer les parenthéses (on pose
Hnh=1.

1. Déterminer t,,13,14.

2. Trouver une relation de récurrence entre ¢, et tq,...,t,_1.

Correction V¥ [002923]

4 Nombres complexes

Exercice 2924 ) z; +z;

1. Soient u,v € C. Montrer que |u+v|+ [u—v| > |u|+|v

>
2. Soient z1,22,23,24 € C. Montrer que 22:1 |zx| < 22:1 Z?:k+1 |2k + 24|

, et déterminer les cas d’égalité.

Correction V [002924]

Exercice 2925 Equations affines

1. Montrer que toute droite du plan admet pour équation complexe : az+az = b avec a € C*,b € R.
2. Soient a,b,c € C, a,b non tous deux nuls. Discuter la nature de E = {z € C tq az + bz = c}.

Correction V¥ [002925]

Exercice 2926 Transformation homographique
Soit f: C\ {i} - C\{1},z—~ &

Z—1

1. Montrer que f est bijective.

2. Déterminer f(R), f(U\ {i}), FGR\{i}).

Correction V [002926]
Exercice 2927

Soient a,b € U distincts et z € C. On note u = %. Montrer que u* € R.

Correction V [002927]

Exercice 2928 Triangle équilatéral

Soient a, b, c € C distincts. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
1. {a,b,c} est un triangle équilatéral.
2. jou j*estracine de az> +bz+c =0.
3. a* +b*+c? =ab+ac+be.
1 1 1
4 S +5+—==0

[002928]

Exercice 2929 Sommets d’un carré
Soient a,b,c,d € C tels que

at+ib =c+id
at+c =b-+d.

12



Que pouvez-vous dire des points d’affixes a,b,c,d ?
En déduire qu’il existe z € C tel que (z—a)* = (z—b)* = (z—¢)* = (z—d)*.
Correction ¥ [002929]

Exercice 2930 Configuration de points

Déterminer les nombres z € C tels que ...
1. z,22,7* sont alignés.
2. 1,z,7* forment un triangle rectangle.
1 . s
3. z,7,—isont alignés.

Correction V [002930]

Exercice 2931 a+b+c=1

a+b+c=1

abc = 1.
Correction V¥ [002931]

Trouver a,b,c € U tels que {

Exercice 2932 u+v+w=20

Soient u,v,w trois complexes unitaires tels que u +v+w = 0. Montrer que u = jv = j?w ou u = jw = j*v.
[002932]

Exercice 2933 z+1/z=2

Trouver les complexes z € C* tels que ‘z—i— %} =2.
Correction V¥ [002933]

Exercice 2934 Symétrique par rapport a une droite

Les points A,B,M ayant pour affixes a,b,z, calculer I’affixe du symétrique M’ de M par rapport a la droite
(AB).
Correction ¥ [002934]

Exercice 2935 Orthocentre

Soient a,b,c,d € C deux a deux distincts. Montrer que si deux des rapports %, %, % sont imaginaires
purs, alors le troisieme I’est aussi.
Correction V [002935]

Exercice 2936 Similitudes dans un triangle

On donne un triangle ABC, un réel positif k et un angle 6. On note Sy, la similitude directe de centre M, de
rapport k et d’angle 6. Soit C; déduit de C par Sy, By déduit de B par Sc, A; déduit de A par Sg. Montrer que
les deux triangles ABC et A1B|C; ont méme centre de gravité. [002936]

Exercice 2937 Centre du cercle circonscrit

Soient a,b,c € C, affixes de points A, B,C non alignés. Calculer 1’affixe du centre du cercle circonscrit a ABC
en fonction de a, b, c.

Correction V [002937]

Exercice 2938 Sphere de R?
Soient u,v € C tels que u+v # 0. On pose x = ]j—fvv, y=i

1—uy _u—vy
u+v’ = u+v"

1. CNS sur u et v pour que x,y,z soient réels ?

13



2. On suppose cette condition réalisée. Montrer que le point M(x,y,z) dans 1’espace appartient & la sphere
de centre O et de rayon 1.

3. A-t-on ainsi tous les points de cette sphere ?

Correction V [002938]

Exercice 2939 Racines de 1’unité

Résoudre :
. (z+1)"=(z—1)".
2. z+1)"=7"=1.
3.4 P+ —z+1=0.
4. 142242224 +2" '+ =0.
n ;
. ()" = fene.
6. x=x""1
3
7 () + (50 =0
Correction V¥ [002939]

Exercice 2940 Sommes sur les racines de 1’unité

Soit w = exp 2’7” Calculer :
L L1+ o)
2. Yro o xntl chate

Correction V¥ [002940]

Exercice 2941 Somme des puissances p-émes des racines de I’unité

Soient n, p € N* et U, le groupe des racines n-¢mes de 1.
1. Calculer },cyy, x”.

2. Soit P un polyndme a coefficients complexes de degré inférieur ou égal a n — 1 et M = max{|P(x)|, x €
U, }. Montrer que tous les coefficients de P sont bornés par M.

Correction Vv [002941]

Exercice 2942 Y’ o’

Soientn € N*, @ = ¥™/" et Z =Y~} ®*. On demande de calculer |Z|?. Pour cela . ..

1. Ecrire |Z|> comme une somme double.
2. Regrouper les termes diagonalement en tenant compte de la périodicité de la fonction k — @*.
3. Terminer le calcul.

Correction Vv [002942]

Exercice 2943 ¢27/7

Soitz=expFetu=z+22+zv=2>+2+2

1. Calculer u + v et u?.

2. En déduire s1n T4 s1n T | sin 87”

Correction V [002943]

Exercice 2944 Calcul de produit
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. . 3— oy . o
Simplifier x = ’;:2 ZS—JF} en utilisant 1, j, j2.

Correction V [002944]

Exercice 2945 Position des racines carrées

Soit z € C et p, g ses racines carrées. A quelle condition z, p, g forment-ils un triangle rectangle en z ?
Correction V [002945]

Exercice 2946 Equations du second degré

Résoudre dans C : z* — (5 — 14i)z2 — 2(5i + 12) = 0.
Correction V [002946]

Exercice 2947 Ensi P91

Résoudre dans C : z* + 62 4+ 922 + 100 = 0.
Correction Vv [002947]

Exercice 2948

Comment faut-il choisir m € C pour que I’équation : z* — (2 +im)z — (1 +im) = 0 admette deux racines imagi-
naires conjuguées ?
Correction V [002948]

Exercice 2949

1. Soient u,v € C. Vérifier que

2 2N\ 2
O e L

2

2. Soient &, 8 € C. CNS pour que les racines de z2 + oz + 8 = 0 aient méme module ?

Correction Vv [002949]

Exercice 2950 Moyennes géométrique et arithmétique

1. Soient u,v € C. Montrer que |u+v|* + |u—v|? = 2[u|* + 2|v|%.
2. Soient &, € C, m = # et u une racine carrée de 3. Montrer que |o| + |B| = |m+ u|+ |m— pu|.

Correction V [002950]

Exercice 2951 Somme de coefficients binomiaux

A I’aide de formules du binéme, simplifier :
e
2. Y a3k,
3. Yo Ckcos(k).
4. Yi_oCksin((k+1)6).
5. cosa+C) cos(a+b)+C2cos(a+2b)+---+Ccos(a+nb).

Correction V¥ [002951]

Exercice 2952 Sommes trigonométriques

Simplifier :
1. Y7 kcos(k0).
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2. Yr_, sin’(k@).

Correction Vv

[002952]

Exercice 2953 Equation trigonométrique

Soit a € R. Résoudre :

{cos(a) +cos(a+x)+cos(a+y) =0
sin(a) +sin(a+x) +sin(a+y) = 0.

Correction Vv

[002953]

Exercice 2954 Y cos*”(x+km/2p)

Soit 6 € R.
1. Simplifier cos* 6 +cos* (6 +Z) +cos* (6 + 2F) +cos* (6 + 27).
2. Simplifier cos® 6 +cos® (6 + Z) +--- 4 cos® (6 + 27).
3. Simplifier cos*” 6 + cos*” (9 + %) + -+ +cos?’ (9 + W)-

Correction V

[002954]

Exercice 2955 ¥ cos(kx)/cosxt =0

) 1 cos(kx
Résoudre : Y1~} Cfgikx) =0.

Correction V

[002955]

Exercice 2956 Y. C*x"*cos(ka) =0

Résoudre en x : x" + Cx"Lcos o+ -+ Ccos(nat) = 0.

Correction V

[002956]

Exercice 2957 Y27 /cos6...cos(2¢0)

Simplifier
1 1
k; 2kcos B cos20cos40...cos2k-19°

Correction Vv

[002957]

Exercice 2958 Calcul de tan(nx)

Soit n € N, et x € R. Exprimer tan(nx) en fonction de tan.x.

Correction Vv

[002958]

Exercice 2959 7= (1+ia)/(1 —ia)

Soit z € U. Peut-on trouver a € R tel que z = }fiz ?

Correction V

[002959]

5 Opérations

Exercice 2960 x+y— xy

1. Sur E = [0, 1], on définit I’opération : x*y = x+y—xy. Vérifier que * est interne, et étudier ses propriétés

(commutativité, associativité, élément neutre, éléments symétrisables, éléments réguliers).
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2. Mémes questions avec E =] — oo, 1].

Correction V [002960]

Exercice 2961 x — axa surjective

Soit * une opération associative sur E, et a € E tel que I’applicationE — E,x — a*x * a soit surjective.
Montrer qu’il existe un élément neutre, et que a est symétrisable.
Correction V¥ [002961]

Exercice 2962 Opération induite sur les parties

Soit * une opération sur E. Pour A,B C E, on pose AxB = {axbtqa €A, b € B}.

1. Etudier les propriétés de * sur Z2(E) en fonction de celles de * sur E (commutativité, associativité,
élément neutre, éléments symétrisables).

2. Est-ce que * est distributive par rapport a U ?

Correction Vv [002962]

Exercice 2963 Loi sur 7>
On définit 1’opération dans Z? : (a,b) % (a',b') = (ad',ab’ +b).

1. Etudier les propriétés de cette opération.

2. Pour z € Z, on pose f,(z) = az+b.
Montrer que ¢ : Z> — 77, (a,b) fa,p €st un morphisme pour * et o.

3. Est-ce un isomorphisme ?

Correction V [002963]

Exercice 2964 Composition de relations

Soit E un ensemble, et .# 1’ensemble des relations binaires sur E. Pour R, S € .%#, on définit la relation R xS
par:
x(RxS)y <= Jz€E tqxRzetzSy.
A toute fonction f : E — E, on associe la relation : yRyx <= y = f(x).
1. Montrer que * est associative, mais non commutative en général.
2. Simplifier Ry * R,.

3. Est-ce que * admet un élément neutre ?

[002964]
6 Groupes
Exercice 2965 Groupe produit
Soient G, H deux groupes multiplicatifs. On munit G X H de I’opération :
Vg8 €GVhI €H,  (g,h) (g 1) =(gg hi).
Montrer que - définit une loi de groupe sur G X H. [002965]

Exercice 2966 Essai de tables
Les opérations suivantes sont-elles des lois de groupe ?
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a b c
‘ala a a
bla b b
cla b c
2.
a b c
alb ¢ a
blc a b
cla b c
3.
a b ¢ d
ala b ¢ d
b|b a d c
cld ¢ b a
dlic d a b
Correction V¥ [002966]

Exercice 2967 Translations surjectives

Soit G un ensemble non vide muni d’une opération interne - associative telle que :
Va,be G, dx,ye Gtqa=x-b=>b-y.

Montrer que (G, ) est un groupe. [002967]

Exercice 2968 Transport de structure

Soit G un groupe multiplicatif, £ un ensemble, et ¢ : G — E une bijection.
On définit une opération * sur E par :

VxyeE, xxy=6(97' ()97 ().

Montrer que * est une loi de groupe et que les groupes G et E sont isomorphes. [002968]

Exercice 2969 Transport de structure

Pour tout x,y € R, on pose x*y = x1/1 +y2 +yv/1+x2.
1. Vérifier que /1 + (xxy)2 = V1 +x2/1+y2 +xy.
2. Montrer que (R,x) est un groupe.

3. Montrer que I’application sh est un isomorphisme entre (R, +) et (R, x).

[002969]

Exercice 2970 Transport de structure

Pour tout x,y € R, on pose xxy = 1/x3 +y3. Montrer que (R,*) est un groupe isomorphe a (R,+).  [002970]

Exercice 2971 Loi associative réguliere

Soit £ un ensemble fini muni d’une opération interne * associative pour laquelle tout élément est régulier a
droite et a gauche. Montrer que E est un groupe. [002971]

Exercice 2972 Partie finie stable par produit
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Soit G un groupe multiplicatif et H une partie finie de G non vide, stable par multiplication. Montrer que H est
un sous-groupe de G. [002972]

Exercice 2973 Centre d’un groupe et commutant

Soit G un groupe multiplicatif. On note Z(G) = {a € GtqV b € G, on a ab = ba} (centre de G), et poura € G
C(a) = {b € G tq ab = ba} (commutant de a).
Montrer que Z(G) et C(a) sont des sous-groupes de G. [002973]

Exercice 2974 Loi A
Soit E un ensemble et G = Z(E).

1. Montrer que (G,A) est un groupe commutatif.

X Osia¢X
2. Poura € E, on note @, : G — 7 /27 définie par . s%a§é .
X 1siaeX

Montrer que ¢, est un morphisme de groupes.
3. Onprend E ={1,...,n} et on note
®:G— (2/22)",
X — (¢1(X)7 . 7¢n(X))

Montrer que @ est un isomorphisme de groupes.

[002974]

Exercice 2975 Sous-groupes emboités

Soit G un groupe additif, et H, K, L trois sous-groupes de G vérifiant: H CK, HNL=KNL, H+L=K+ L.
Démontrer que H = K. [002975]

Exercice 2976 Card (HK)
Soit G un groupe fini et H, K deux sous-groupes de G. On considére ’application ¢ : H x K — G, (h,k) — hk

1. Est-ce que ¢ est un morphisme de groupes ?
2. Soitz € HK, z = hoky avec hg € H et kg € K.
Montrer que les antécédents de z par ¢ sont les couples (hot,t ko) avec t € HNK.
3. En déduire que : Card (HK)Card (H N K) = Card (H)Card (K).
4. Montrer que : (HK est un sous-groupe de G) <= (HK C KH) <= (HK = KH).

[002976]

Exercice 2977 Groupe des automorphismes

Soit G un groupe multiplicatif. On note Aut(G) I’ensemble des isomorphismes ¢ : G — G.
1. Montrer que Aut(G) est un groupe pour la loi o.
2. Déterminer Aut(Z).

3. Poura € Gonnote ¢, : G— G,x— axa
Montrer que ¢, € Aut(G), et que I’application a — @, est un morphisme de groupes.

1

[002977]

Exercice 2978 Sous-groupes d’un groupe cyclique
Soitn € N* et G =7Z/nZ. Soitk € Z etd =k An.

1. Déterminer I’ordre de & dans G.
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2. Montrer que k et d engendrent le méme sous-groupe de G.

3. Quels sont tous les sous-groupes de G ?

[002978]
Exercice 2979 Images directes et réciproques
Soit G un groupe additif et f : G — G’ un morphisme de groupes.
1. Montrer que pour tout sous-groupe H de Gona: f~'(f(H)) = H +Ker f.
2. Montrer que pour tout sous-groupe H' de G' ona: f(f~'(H')) = H'NIm f.
[002979]

Exercice 2980 Morphismes entre deux groupes cycliques

Soit G un groupe cyclique engendré par a d’ordre n, G’ un deuxiéme groupe, eta’ € G'.
Montrer qu’il existe un morphisme ¢ : G — G’ tel que ¢ (a) = d’ si et seulement si @’ est d’ordre fini divisant 7.
Application : déterminer tous les morphismes : Z/nZ — 7, Z/nZ — C*, Z/nZ — Z]pZ. [002980]

Exercice 2981 Morphismes de QQ additif
Déterminer tous les morphismes de

1. (Q,+) dans (Q,+).

2. (Q,+) dans (Z,+).

3. (Q,+) dans (Q*, x).

Correction V [002981]

Exercice 2982 Sous groupes finis de C*

Déterminer tous les sous-groupes finis de (C*, x). [002982]

Exercice 2983 Ordre d’un élément

1. Soient G et G’ deux groupes et f un morphisme de G dans G'. Pour a € G, comparer 1’ordre de a et
celui de f(a).

2. Soient a,b € G. Comparer les ordres de a et de bab™!.

3. Soient a,b € G. Comparer les ordres de ab et de ba.

[002983]
Exercice 2984 Ordre de ab
a estd’ordre o
- (14 , e b est d’ordre
Soient a, b deux éléments d’un groupe multiplicatif G tels que : B—1
OADp =
ab = ba.
Déterminer 1’ordre de ab. [002984]
Exercice 2985 Décomposition d’un élément d’ordre fini
Soit G un groupe multiplicatif et a € G d’ordre np avec n A p = 1.
Montrer qu’il existe b, c € G uniques tels que b est d’ordre n, ¢ est d’ordre p, a = bc = cb.
Indication V¥ [002985]

Exercice 2986 Groupe sans sous-groupe non trivial
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Soit G un groupe n’ayant pas de sous-groupe non trivial. Montrer que G est monogene, fini, et que Card G est
un nombre premier. [002986]

Exercice 2987 Groupe diédral

SoitneN,n > 3. Onnotea):exp% et:

fi:C=Ciz oz g:C-Cz—ao'z (0<k<n)

1. Montrer que G = {fo, ..., f1—1,80,---,8n—1} €st un groupe pour la composition des applications.

2. Soit a > 0 et Ay le point du plan d’affixe aw*. Montrer que G représente le groupe des isométries du
polygone Ag...A,—1.

3. G est-il cyclique ?
4. Montrer que G est engendré par les applications f et go et que 'ona: fiogo = goo f| I
p estd’ordre n
5. Soit H un groupe quelconque engendré par deux éléments p et ¢ tels que ¢ o est d’ordre 2
poc=ocp L.
Montrer que G et H sont isomorphes.

[002987]

Exercice 2988 Groupe d’ordre pair

Soit G un groupe fini de cardinal pair. Montrer qu’il existe un élément d’ordre 2.
Indication V [002988]

Exercice 2989 Groupe d’ordre impair

Soit G un groupe fini de cardinal impair. Montrer que : Vx € G, 3!y € G tq x = y°. [002989]

Exercice 2990 Groupe d’exposant 2

Soit G un groupe fini tel que : Vx € G, x> =e.
1. Montrer que G est commutatif (considérer (xy)(xy)).

2. Soit H un sous-groupe de G et x € G\ H. On note K le sous groupe engendré par H U {x}.
Montrer que Card K = 2Card H.

3. En déduire que Card G est une puissance de 2.

[002990]

Exercice 2991 Groupes d’ordre 6

Déterminer tous les groupes finis de cardinal 6 (on admettra que dans un tel groupe, il existe un élément a
d’ordre 2, et un élément b d’ordre 3). [002991]

Exercice 2992 Groupe d’homographies

Soit E=R\{0,1},et f:E > E,x+> 1, g:E—>Ex—1—x
Vérifier que f et g sont des bijections et déterminer le groupe engendré par f et g pour la loi o. [002992]

Exercice 2993 Groupes de similitudes
Pour ¢ € C* et f € C,onnote fo5:C— C,z+— az+ 8

1. Montrer que I’ensemble des fonctions f;, g est un groupe pour la loi o. Est-il commutatif ?

2. A quelle condition sur o, 3, f, g est-elle d’ordre fini ?
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[002993]

Exercice 2994 Théoréme de Lagrange

Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. On définit une relation sur G par :
Vx,yeG, x~y <= dheH tel que x = hy.

1. Montrer que ~ est une relation d’équivalence. Quelle est la classe de e ?
2. Soit a € G. Montrer que a est équipotent a H.
3. En déduire que Card H divise Card G (Théoréme de Lagrange).

[002994]

Exercice 2995 Relation d’équivalence avec deux sous-groupes

Soient H, K deux sous-groupes d’un groupe G. Pour x,y € G, on pose :
x~y <= dheH,JkeKtqy= hxk.

1. Montrer que c’est une relation d’équivalence.
2. Pour x € G, soit G, = {(h,k) € H x K tq hxk~! = x}. Montrer que G, est un sous-groupe de H x K.

3. SiH et K sont finis, montrer que chaque classe d’équivalence est finie de cardinal divisant Card (H )Card (K).

[002995]
Exercice 2996 Groupe d’ordre ab
Soit G un groupe commutatif fini d’ordre n = ab avec aAb = 1.
Onpose A={x€Gtqx’=e}etB={xcGtqx’ =e}.
1. Montrer que A et B sont des sous-groupes de G.
2. Montrer que ANB = {e} et AB=G.
Correction ¥ [002996]

Exercice 2997 Sous-groupes de type fini de Q

1. Soit H un sous-groupe additif de Q engendré par un nombre fini d’éléments. Montrer que H est mono-
gene.

2. Trouver un sous-groupe non trivial de Q qui n’est pas engendré par une famille finie.

[002997]

Exercice 2998 (Q,+) et (Q**, x) ne sont pas isomorphes

Montrer que les groupes (Q,+) et (Q*, x) ne sont pas isomorphes (penser 2 1/2). [002998]

Exercice 2999 Sous-groupe infini de C*

Soit p un entier naturel premier. On appelle G 1’ensemble des z € C pour lesquels existe n € N tel que z7" = 1.
1. Montrer que G est un groupe multiplicatif infini ol tout élément est d’ordre fini.

2. Montrer que tout sous-groupe H de G, distinct de G, est cyclique (on pourra considérer un élément zg
de G\ H et montrer que 1’ordre des éléments de H n’exceéde pas celui de zp).
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[002999]

Exercice 3000 Théoreme du rang

Soit f : G — G’ un morphisme de groupes ol G est un groupe fini.
Montrer que Card (Kerf) x Card (Im f) = Card (G). [003000]

Exercice 3001 Centre d’un p-groupe

Soit G un groupe fini de cardinal p* o1 p est un nombre premier et k € N*. On note Z le centre de G.
1. En considérant I’action de G sur lui-méme par automorphismes intérieurs montrer que Card (Z) =0 mod
p.
2. En déduire que tout groupe d’ordre p?, p premier, est commutatif et est isomorphe soit a Z/p?Z soit a
(Z/pZ)?.

[003001]

Exercice 3002 Sous groupes et générateurs de Z?

On considere le groupe G = Z2. Une base de G est une famille (& = (a,a’),8 = (b,b')) engendrant G.
1. (a) Montrer que (o, 3) est une base de G si et seulement si det(a, ) = 1.
(b) Montrer que o = (a,a’) appartient & une base de G si et seulement siaAd’ = 1.

2. Soit H un sous-groupe non trivial de G. On note H' = {ux+vytqu € Z, v € Z,(x,y) € H}, n le plus
petit élément de H’ strictement positif et u € Z, v € Z, (x,y) € H tels que ux+vy = n.

(a) Montrer que u Av =1 et que x et y sont divisibles par n.

(b) On pose @ = (x/n,y/n) et B = (—v,u). Montrer que (a, ) est une base de G et qu’il existe p € N
tel que (no,npfB) engendre H.

[003002]

Exercice 3003 Partie génératrice d’un groupe fini

Soit G un groupe fini de cardinal n. Montrer qu’il existe une partie génératrice de G de cardinal inférieur ou
égal alog,(n).
Correction V [003003]

Exercice 3004 Groupe fini ?

Soit G un groupe ayant un nombre fini de sous-groupes. Montrer que G est fini.

Correction V [003004]

7 Anneaux

Exercice 3005 Anneau de Boole
Soit E un ensemble fini et A = Z(E).

1. Montrer que (A,A,N) est un anneau commutatif. Est-il integre ?
VXel,VYCX,onaY el
VX, Yel,onaXUY €1l.

3. En déduire que I = Z(E') avec E' C E.

4. Etudier la réciproque.

2. Soit / un idéal de A. Montrer que : {

5. Si E est infini, montrer que I = {parties finies de E'} est un idéal qui n’est pas de la forme Z(E’).
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[003005]

Exercice 3006 Idéaux triviaux

Soit A un anneau commutatif non nul dont les seuls idéaux sont {0} et A. Montrer que A est un corps.  [003006]

Exercice 3007 Idéaux premiers

Un idéal / d’un anneau A est dit premiersi: Vx,y€ A, xyel=xclouyel.
1. Quels sont les idéaux premiers de Z ?
2. Montrer que si A est commutatif non nul et si tous les idéaux de A sont premiers alors A est un corps.

Correction V [003007]

Exercice 3008 Théoreme de Gauss

. . . adivise bsib € aA
Soit A un anneau commutatif et a,b € A. On dit que :

a est premier a b si aA +bA = A.
Montrer que si a est premier a b et a divise bc, alors a divise c. [003008]

Exercice 3009 Caractéristique

Soit A un anneau. On appelle caractéristique de A 1’ordre de 1 dans le groupe additif (A,+). On suppose A de
caractéristique finie, n.

1. Montrer que : Vx € A, nx =0.
2. Si A est intégre, montrer que n est un nombre premier.

3. Si A est integre et commutatif, montrer que x — x" est un morphisme d’anneau.

[003009]

Exercice 3010 Anneau de caractéristique 2

Soit A un anneau non nul tel que : Vx € A, x> =x.
1. Exemple d’un tel anneau ?
2. Quels sont les éléments inversibles de A ?
3. Montrer que : Vx € A, x+x = 0. En déduire que A est commutatif.
4. Pour x,y € Aonpose:x <y <= Ja € A tel que x = ay. Montrer que c’est une relation d’ordre.

Correction V¥ [003010]

Exercice 3011 Eléments nilpotents

Soit A un anneau commutatif, et a € A. On dit que a est nilpotent s’il existe n € N tel que a” = 0.
1. Exemple : Déterminer les éléments nilpotents de Z/36Z.
2. Montrer que I’ensemble des éléments nilpotents est un idéal de A.
3. Soit a nilpotent. Montrer que 1 — a est inversible (remarquer que 1 = 1" — a").

4. Soient a nilpotent et b inversible. Montrer que a + b est inversible.

[003011]
Exercice 3012 1 —abet1—ba
Soit A un anneau et a,b € A. Montrer que 1 —ab € A* < 1 —ba € A*.
Correction V [003012]
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Exercice 3013 Radical d’un idéal
Soit A un anneau commutatif et / un idéal de A.
Onnote vI={x€AtqInc Ntqx" €I} (radical de I).

1. Montrer que VI est un idéal de A.
2. Montrer que \/v/1 = /1.

3. Montrer que vINJ = VINVT et T+T D VI+I.
4. Exemple : A = Z, I = 36487Z. Trouver VI.

Correction V¥ [003013]

Exercice 3014 Produit de deux idéaux
Soit A un anneau commutatif et /,J deux idéaux de A.
Onnote IJ = {a1b; +---+ayby tel que a; €I, b; € J}.

1. Montrer que 1J est un idéal de A.

2. Montrer que I(J+K) =1J+1K.

3. On suppose I +J = A. Montrer que IJ =1NJ.
4. PourA=27Z,1=nZ,J = pZ, qu’est-ce que 1J ?

[003014]

Exercice 3015 Relation d’équivalence compatible avec les opérations d’anneau

Soit A un anneau commutatif.

1. Soit &Z une relation d’équivalence compatible avec 1’addition et la multiplication dans A. On note [ la
classe de 0. Montrer que / est un idéal de A.

2. Réciproquement, soit J un idéal de A. On pose x ~y <= x—y € J. Montrer que ~ est une relation
d’équivalence compatible avec + et x.

[003015]

Exercice 3016 Etude de I’anneau 72

1. Soitd € N. On pose
Ag={(x,y) € Z* tq x = y(modd)}
(x =y pour d = 0). Montrer que A, est un sous-anneau de Z2.
2. Montrer que 1’on obtient ainsi tous les sous-anneaux de Z>.
I ={x€Ztq (x,0) el}

L={y€Ztq(0,y) €I}
Montrer que I et I, sont des idéaux de Z, et que [ = I; X I.

3. Soit 7 un idéal de Z2. On note : {

4. En déduire que I est un idéal principal.

[003016]

Exercice 3017 Idéaux de K%
Soit K un corps, E un ensemble fini, et A = KE . Poure € E, on pose :

1 six=e

I, ={f€Atq f(e) =0}, xe:xH{O ixte

1. Montrer que I, est un idéal principal de A.
2. Soit f € A. Vérifier que f =Y . f(e) Xe-
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3. Soit I un idéal quelconque de A, et F = {e € Etq 3 f €1tq f(e) # 0}.
Montrer que / est un idéal principal engendré par Y .y Xe-

[003017]

Exercice 3018 Fonctions trigonométriques

On pose
A={f:R—Rdelaforme f(x) =ao+Y;_;arcos(kx), n € N, a; € R}.

1. Montrer que A est un sous-anneau de R,
2. Soit f € A. Montrer que si f = 0, alors les coefficients a; sont tous nuls (calculer fi’ﬁ) f(t)cos(nt) dt).

3. En déduire que A est integre.

[003018]
Exercice 3019 Suites croissantes d’idéaux
Soit A un anneau commutatif et (/,,) une suite croissante d’idéaux de A. On pose I = e In-
1. Montrer que [ est un idéal de A.
2. On suppose que A est principal. Montrer qu’il existe ng € N tel que I = I;,.
3. En déduire que R¥ n’est pas principal.
[003019]

Exercice 3020 Endomorphismes d’un groupe commutatif

Soit G un groupe additif et A = {morphismes f : G — G}.
1. Montrer que (A,+,0) est un anneau.

2. Onprend G = Z/nZ, n > 2. Montrer que A est I’ensemble des applications G — G,x — kx avec k € G,
et que A est isomorphe a I’anneau Z/nZ.

[003020]

Exercice 3021 Entiers 2-adiques

Soit A = {m/n € Q tel que n est impair}.
1. Montrer que A est un sous-anneau de Q.
2. Chercher les éléments inversibles dans A.
3. Montrer que les idéaux de A sont tous principaux engendrés par les nombres de la forme 2, k € N.

[003021]

Exercice 3022 Morphismes Z"* — 7Z

Chercher les morphismes d’anneaux : Z" — Z.
Correction ¥ [003022]

Exercice 3023 Suites stationnaires

Soit A = {suites stationnaires d’entiers relatifs} muni des opérations usuelles.
1. Montrer que A est un anneau.
2. Chercher les morphismes d’anneaux : A — Z.
3. Soit I = {suites presque nulles}. Montrer que ¢’est un idéal non principal.

Correction V [003023]

Exercice 3024 Entiers de Gauss

SoitA ={a+bitqa,becZ}.
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1. Montrer que A est un sous-anneau de C. Quels sont les éléments inversibles ?
2. Soient u,v € A avec v # 0. Montrer qu’il existe ¢, € A tels que u = gv+ret |r| < |v|. A-t-on unicité ?
3. Montrer que A est principal.

Correction Vv [003024]

Exercice 3025 Anneau integre fini

Soit A un anneau non nul, commutatif et intégre.
1. Montrer que si A est fini, alors c’est un corps.

2. Montrer que si A n’a qu’un nombre fini d’idéaux, alors c’est un corps (considérer les idéaux I, = x"A
pour x € A non nul).

[003025]
Exercice 3026 Corps [y
Chercher les structures de corps a 4 éléments.
Correction V¥ [003026]

Exercice 3027 Groupe multiplicatif d’un corps fini

Soit K un corps fini. Pour x € K* on note O(x) 1’ordre multiplicatif de x et n le ppcm des ordres des éléments
de K*.

1. Soient a,b € N*. Montrer qu’il existe a’,b" € N* tels que d'|a, b'|b, d Nb' =1 etd'b' =aVb.

2. Soient x,y € K* d’ordres a et b. Montrer qu’il existe u,v entiers tels que O(x*y") = aV b. En déduire
qu’il existe z € K* d’ordre n.

3. Montrer que n = Card (K*) (ceci prouve que K* est cyclique).

[003027]

Exercice 3028 Groupe multiplicatif d’un corps fini

Soit K un corps fini de cardinal n. Si a,b € N sont tels que ab = n— 1, on considere 1’application f, : K* —
K*,x — x* (remarquer que f, est un morphisme de groupe). On note N, = Card (Kerf,).

1. Expliquer pourquoi N, < a.
2. Montrer que Im(f,) C Kerf,. En déduire que N, = a et N, = b.

3. Soit ¢ I’indicateur d’Euler. Montrer par récurrence sur a, diviseur de n — 1, que le nombre d’éléments
de K* d’ordre a est égal a ¢(a) (ceci prouve que K* est cyclique).

[003028]

Exercice 3029 Théoreme de Wedderburn

On dit que K est un corps gauche si (K, +, x ) est un anneau et si (K \ {0}, X) est un groupe (non nécessairement
commutatif). On vérifiera rapidement que la théorie des espaces vectoriels est inchangée si on remplace le corps
de base par un corps gauche. L’objet de I’exercice est de démontrer le théoreme de Wedderburn : tout corps
gauche fini est commutatif.

Pour n € N*, soit &2, I’ensemble des racines n-émes primitives de ’unité dans C. On pose ®;(X) = X —
1 et @,(X) =[l¢ew, (X — ). @, est appelé le n-eme polynéme cyclotomique (son degré est ¢(n) ou ¢ est
I’indicateur d’Euler).

1. Démontrer : (V n € N*) X" — 1 =[]y, P4(X). En déduire, par récurrence, que ®,(X) a tous ses coeffi-
cients dans Z.
2. Calculer explicitement &, (X) pour n < 16.

a—1

3. Démontrer que, pour p premier et & € N*, @« (X) = Zf;é Xxkp
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4. Calculer le terme constant de chaque ®,,.

5. Montrer que, si d < n et d divise n, alors X¢ — 1 divise X" — 1 dans Z[X], puis que @, (X) divise X" — 1

et )fz:} dans Z[X].

On consideére K un corps gauche fini et Z(K) son centre, de cardinal g.

6. Montrer que Z(K) est un corps commutatif.

7. Montrer que K est un Z(K)-espace vectoriel de dimension finie, notée n. Donner alors le cardinal de K
en fonction de ¢ et n.

8. Soita € K\ {0}. Onnote C, = {x € K |ax = xa}.
Montrer que C, est un corps gauche, puis que c’est un Z(K)-espace vectoriel de dimension finie d
divisant n (on montrera pour cela que K est un C,-espace vectoriel et I’on étudiera sa dimension).

9. On fait opérer le groupe multiplicatif K* sur lui-méme par automorphismes intérieurs.
En considérant les orbites selon cette opération montrer que 1’on a :

n

avec, pour tout i, d;|n.

Log
"—1=q-1+Y)
i—149

d,' _ 1
10. En déduire que ®,(g) divise g — 1.
11. En étudiant |®,(g)| montrer que n = 1.

[003029]
8 Relations d’équivalence
Exercice 3030 Congruence des carrés modulo 5
On définit la relation ~ sur Z par x ~y <= x> = y’modS5.
1. Déterminer I’ensemble quotient.
2. Peut-on définir une addition quotient ? une multiplication quotient ?
[003030]

Exercice 3031 Produit cartésien
Soient deux relations d’équivalence : & sur E, et . sur F. On définit sur E X F :

(x,y) ~ (X,y) = x%x ety.7y.

1. Vérifier que ~ est une relation d’équivalence.
2. Soitp :EXF — (E/Z)x (F/2),(x,y) — (%,y)
Démontrer que ¢ est compatible avec ~, et que 1’application quotient associée est une bijection.

[003031]

Exercice 3032 XUA=YUA
Soit E un ensemble et A C E. On définit la relation sur & (E) :

X~Y «<— XUA=YUA.

1. Montrer que c’est une relation d’équivalence.

2. Soit ¢ : Z(E) —» P (E\A),X — X\ A.
Montrer que ¢ est compatible avec ~, et que I’application quotient associée est une bijection.
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[003032]

Exercice 3033 Equivalences sur EX

Soit E un ensemble non vide. On considére les relations sur F = EE :

f~g <<= dneNtqf=g"
f~g <= ImneNtqf=g¢",
f=8 < f(E)=g(E).

1. Montrer que ~, ~, = sont des relations d’équivalence.
2. Pour f € F,onnote f~, f~, f= les classes d’équivalence de f modulo ~, =, =.

(a) Comparer f~, 7.

(b) Montrer que toute classe d’équivalence pour == est réunion de classes d’équivalence pour ~.

(¢) Que pouvez-vous dire de f s’il existe g € f~ injective ? surjective ?

(d) Méme question avec f=.

[003033]

Exercice 3034 Relation d’équivalence quotient

Soient Z et . deux relations d’équivalence sur un ensemble E, telles que :
Vx,y€E, xZy = xSy.

On définit .¥ sur E /% par : x./y <= x.y.

Vérifier que .7 est une relation d’équivalence, puis définir une bijection entre (E/%)/. et E/.%.

[003034]

Exercice 3035 Complétion d’une relation réflexive et transitive

Soit Z une relation binaire sur un ensemble E réflexive et transitive. On définit les deux relations :

xSy <= (xZyetyFx),
xTy <= (xZyouyZx).

Est-ce que . et .7 sont des relations d’équivalence ?

[003035]

Exercice 3036 Parties saturées pour une relation d’équivalence

Soit ~ une relation d’équivalence sur un ensemble E. Pour A C E, on définit s(A) = |4 x.

1. Comparer A et s(A).

2. Simplifier s(s(A)).

3. Montrerque : Vx€ E,ona (x € s(A)) <= (xNs(A) # @). En déduire s(E \ s(A)).
4. Démontrer que s (U;c;Ai) = Uicrs(Ai) et s (NicsAi) C Nicrs(Ai).
5

. Donner un exemple d’inclusion stricte.

[003036]

9 Relations d’ordre

Exercice 3037 Ordre sur les fonctions

Soit X un ensemble et E = RX. On ordonne E par: f < g <= Vx€ X, f(x) < g(x).

1. Vérifier que c’est une relation d’ordre.
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2. L’ordre est-il total ?
3. Comparer les énoncés : “f est majorée”, et “{f} est majoré”.

4. Soit (f;)ies une famille majorée de fonctions de E. Montrer qu’elle admet une borne supérieure.

[003037]
Exercice 3038 supoinf et infosup
Soit f : R? — R une fonction bornée. On définit les fonctions :
g:R— Rt sup{f(t,y) tqy € R}
h:R— Rt —inf{f(x,7) tqx € R}
Montrer que g et 4 sont bornées, puis comparer sup/ et inf g. [003038]
Exercice 3039 Ordre lexicographique
On note E = [—1,1]2, et on définit sur E la relation :
(x,y) X (,y) = ((x <x)ou(x=x"ety< y’)) (ordre lexicographique).
1. Pour (a,b) € E, représenter graphiquement I’ensemble des majorants de (a,b).
2. Soit A une partie non vide de E. Montrer que A admet une borne supérieure.
[003039]
Exercice 3040 Distance entre un point et une partie
Pour A C R non vide et bornée, et x € R, on note :
d(x,A) =inf{|x—a|tqa € A} (distance de x a A).
Montrer que |d(x,A) —d(y,A) ’ < Jx—yl. [003040]
Exercice 3041 Parties adjacentes
Soient A, B C R vérifiant :
VaceA,VbeB, a<b
Ve>0,JacA dbeBtqb—a<e
(on dit que A et B sont adjacentes). Montrer que sup(A) = inf(B). [003041]

Exercice 3042 borne sup = borne inf

Soit E ordonné tel que toute partie non vide et majorée admet une borne supérieure. Montrer que toute partie
non vide et minorée admet une borne inférieure.
Correction V [003042]

Exercice 3043 Ordre sur R?
On définit sur R? : (x,y) < (,)) <= |x¥ —x[ <y —».

1. Vérifier que c’est une relation d’ordre.
2. Dessiner les ensembles des majorants et des minorants d’un couple (a,b).
3. L’ordre est-il total ?

4. Soit A = {(x,y) € R? tq x> +y? < 1}. Déterminer sup(A).
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Correction V [003043]

Exercice 3044 Propriétés de sup et inf

Un treillis est un ensemble ordonné E dans lequel pour tous x,y € E, sup(x,y) et inf(x,y) existent. Soit £ un
treillis.

1. Montrer que sup et inf sont des opérations associatives.
2. A quelle condition ont-elles des éléments neutres ?

3. Montrer que :

Vax,y€E, sup (x, inf(x,y)) = inf(x, sup(x,y)) =1x,
Vx,y,z€E, x < z= sup(x,inf(y,z)) <inf(sup(x,y),z),
Vx,v,z€E, inf (x, sup(y,z)) = sup(inf(x,y),inf(x,z)).
[003044]
Exercice 3045 Ordre déduit d’une loi idempotente
Soit - une opération commutative et associative sur £, telleque : Vx € E, x-x = x.
On définit larelation < sur Epar: x <y < x-y=x
1. Reconnaitre < quand - est N sur Z(X) (resp U).
2. Montrer que < est une relation d’ordre.
3. Démontrer que : V x,y € E, x-y = inf(x,y).
[003045]
Exercice 3046 Borne supérieure parmi les intervalles
Soit E I’ensemble des intervalles de R (y compris &) ordonné par I’inclusion.
Soient 7,/ deux intervalles. Qu’est-ce que inf(/,J) ? sup(Z,J) ? [003046]

Exercice 3047 Prolongement d’applications
Soit E un ensemble et & = {(A, f) tqA CE, A# @, et f € EA}. On ordonne & par :

ACB

(A,f) 2 (B,g) {vxeA, fx) =g(x)

(c’est-a-dire que la fonction g, définie sur B, prolonge la fonction f, définie seulement sur A).
1. Montrer que < est une relation d’ordre. L’ ordre est-il total ?

2. Soient (A, f) et (B,g) deux éléments de &. Trouver une CNS pour que la partie {(A, f),(B,g)} soit
majorée. Quelle est alors sa borne supérieure ?

3. Méme question avec minorée.

[003047]

Exercice 3048 Point fixe d’une fonction croissante
Soit f: [0,1] — [0, 1] croissante. On note A = {x € [0,1] tq f(x) < x}.

1. Démontrer que A n’est pas vide.

2. Démontrer que f(A) C A.
3. Soit a = inf(A). Montrer que f(a) minore A.
4. En déduire que f(a) =a.
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Cela prouve que toute application croissante de [0, 1] dans lui-méme admet un point fixe. Montrer que c’est
faux pour Iintervalle [0, 1]. [003048]

Exercice 3049 Relation d’ordre sur un ensemble quotient

Soit Z une relation sur E réflexive et transitive. On définit la relation : x ~ y <= xZy et y%x.
1. Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur E.
Sur E/ ~on pose : X <y <= xZy.
2. Montrer que cette définition est indépendante des représentants x et y choisis.
3. Montrer que < est une relation d’ordre sur E/ ~.

[003049]

Exercice 3050 Pas de borne supérieure dans Q

Dans cet exercice, on admet que : V x € Q, x> # 2.

1. SoientA={x€Z"™tqx’> <2} etB={x€Z"™tqx*>2}. Déterminer sup(A) et inf(B).

2. SoientA={x€ Q™ tqx* <2 }etB={xc Q"™ tqx?>2 }. On veut démontrer que A n’admet pas
de borne supérieure dans Q. Pour cela, on suppose au contraire que o = sup(A) existe (a € Q), et on
pose B = %.

(a) Montrer que 8 = inf(B).
(b) Montrer que : Va € A, Vb € B, ona a < b. Que pouvez-vous en déduire pour o et  ?
(c) Obtenir une contradiction en considérant y = #.

[003050]

10 Propriétés de N

Exercice 3051 Dénombrement de N?

Soit
f:N? >N,
1
(p,g) = 5(p+a)(p+q+1)+p.
1. Montrer pour g >0: f(p+1,9q—1)= f(p,q)+1et f(0O,p+1) = f(p,0)+ 1.
2. Montrer que : f(0,p+q) < f(p,q) < f(0,p+q+1).
3. Montrer que g : n+— f(0,n) est strictement croissante.
4. Montrer que f est injective (on supposera f(p,q) = f(p’,4') et on montrera dans un premier temps que

p+a=p'+4).
5. Montrer que f est surjective.

[003051]
Exercice 3052 Parties dénombrables
Soit (nx) une suite d’entiers naturels. On dit que la suite est :
- presque nulle s’il existe p e NtqVk > p, ny =0
- stationnaire s’il existe p € NtqV k > p, ng = n,,.
Montrer que les ensembles des suites presque nulles et des suites stationnaires sont dénombrables. [003052]

Exercice 3053 Propriétés du pged et du ppcm

Soient a,b € N. On pose m = ppcm(a,b) et d = pged(a,b).
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1. Soit x un multiple commun a a et b. En écrivant la division euclidienne de x par m, montrer que m | x.

2. Soit x un diviseur commun a a et b. Montrer que ppcm(x,d) est aussi un diviseur commun a a et b. En
déduire x | d.

3. Comment qualifier m et d pour la relation d’ordre de divisibilité ?

[003053]

Exercice 3054 Bases de numération
Soit b € N\ {0,1} et p € N. Montrer que pour tout entier n € {0,...,b” — 1}, il existe un unique p-uplet
(no,...,np—1) d’entiers naturels tel que :

p—1
Vk<p, me{0,....b—1}, et n= anbk.
k=0

[003054]
Exercice 3055 Bases de numération
Soit n € N*. Montrer qu’il existe p € Net ng,ni,...,n, € {1,2} uniques tels que n = Y;_ ni 2k [003055]
Exercice 3056 Bases de numération
Soient n, p € N* avec n < p!. Montrer qu’il existe un unique p-uplet (ny,...,n,) d’entiers naturels tel que
p
V< p, m<k, et n= ank!.
k=1
[003056]
Exercice 3057 Récurrence d’ordre 2
On note a, = 25" + 2314,
1. Trouvera,b € Ztelsque :Vn €N, a,,2 = a.ay+1 + b.a,.
2. En déduire que : V n € N, a, est divisible par 17.
Correction V [003057]

Exercice 3058 Ordre sur NN

Soit E = N, Pour f,g € E avec f # g, on note ns, = min{k tq f(k) # g(k)}.
On ordonne E par :

Vfg€E, f<g < (f=g)ou(flnrg) <sglnsg)).
1. Montrer que c’est une relation d’ordre total.

2. Montrer que toute partie de £ non vide admet une borne inférieure et toute partie de E non vide et
majorée admet une borne supérieure.

[003058]

Exercice 3059 fo f(n)=n+k

On veut montrer qu’il n’existe pas d’application f : N — N vérifiant : Vn € N, f(f(n)) =n+ 1987.
(Olympiades 1987)
Soit f une telle application. On pose :

E=1{0,...,1986}), F=N\E, G=f(N)NE, H=E\G.

Démontrer successivement :
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1. f estinjective,
2. f(F)CF,

3. fYF)=FUG,
4. f1(G)=H,

puis obtenir une contradiction.

[003059]

Exercice 3060 f(f(n)) < f(n+1)

Soit f: N — Ntelleque:VneN, f(f(n)) < f(n+1). On veut montrer que f = idy.
(Olympiades 1977)

1. Montrerque Vn e N, Vx>n, f(x) >n.
2. Soitn € Neta > ntel que f(a) = min{f(x) tq x > n}. Montrer que a = n.
3. En déduire que f est strictement croissante, puis conclure.

Correction V¥

[003060]

11 Propriétés de R

Exercice 3061 Morphismes de R

Soit f: R — R un morphisme de corps.
1. Montrer que : Vx € Q, f(x) =x.
2. Montrer que f est une application croissante.

3. En déduire que f = idg.

[003061]

Exercice 3062 Parties denses

Soit A C R vérifiant :
{VxeR, Ja,beAtqa<x<b

Va,beA, 4P eA.

Montrer que A est dense dans R.

[003062]

Exercice 3063 Parties denses

Soir A un sous-anneau de R. Montrer que A est dense dans R si et seulement si AN]0, 1[# @.

[003063]

Exercice 3064 Sous-groupes de R

Soit H un sous-groupe additif de R, H # {0}. On pose H™* = HNR™, et @ = inf(H™™).
1. Si a € H™™*, montrer que H = o/Z.

2. Si a ¢ H™, montrer que & = 0 et en déduire que H est dense dans R.

[003064]

Exercice 3065 Partie entiére

1. Soient a € Z et b € N*. Montrer que : [ ] + [@] + -+ [‘”Zﬁl] =a.

b
) [452)++ [241] = Lo

SUISERS IS

2. Soient a € R et b € N*. Montrer que : [



Correction V [003065]

Exercice 3066 Nombres irrationnels

Soita € Q" tel que v/a ¢ Q.
Montrer qu’il existe C > 0 tel que pour tout rationnel » = 5, ona: ’r —\a ‘ > q%
Correction V [003066]

Exercice 3067 Nombres irrationnels

Soient a,b € Q" tels que v/b ¢ QF. Montrer qu’il existe x,y € Q7 tels que \/x+ Vy=Va+ V/b si et seulement
si a®> — b est un carré dans Q.
Correction ¥ [003067]

12 Suites récurrentes linéaires

Exercice 3068 Ensi Chimie P’ 93

Up+2 = %(un-l—l + )

1. Résoudre
up=a, u; =b.

2. Sia =0, trouver limu,,.
3. Résoudre : v, 12 = \/Vut1Va-

Correction V¥ [003068]

Exercice 3069 Equations de récurrence linéaire

Up2 —Up=n—1
up=u; =0.

Correction V¥ [003069]

1. Résoudre :

2. Résoudre : uy4o + ups1 +u, = n.

Exercice 3070 Systéme récurrent

Su,, = 2u,—1 +3vu—1

S5v, =2v,_1 4+ 3u,_1.
Correction V [003070]

On donne ug, vg. Résoudre le systeme : {

Exercice 3071 Caractérisation des suites polynomiales

Soit (u,) une suite de réels. On définit les suites dérivées de (uy) :

(”;1) = (”n—H _un)
() = (g — 14y

(k)

1. Exprimer u, ’ en fonction de up, tyy1, ..., Uptk-

2. Montrer que la suite (u,) est polynomiale si et seulement s’il existe k € N tel que <u$lk)> = (0).
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Correction V

[003071]

Exercice 3072 Nombre de nombres ne comportant pas 13

Soit 7, le nombre d’entiers naturels de n chiffres exactement ne comportant pas la séquence 13 en numération

décimale.
1. Montrer que 7,42 = 107,41 — T,,.
2. Calculer 7, en fonction de n.

Correction V

[003072]

Exercice 3073 (v/3+1)%+! — (/3 - 1)1

Onnote x, = (V3 + 1)+, y, = (V3 — 1)1 et z, = [x,].
1. Montrer que z,, = X, — yx.

2. En déduire que 2! divise z,.

[003073]

13 Permutations

Exercice 3074 Générateurs de .¥,

Soit n € N*. Montrer que .%;, est engendré par les sous-ensembles suivants :
1. A={(i,i+1)tq 1 <i<n}.
2. B={(li)tq2<i<n}.
3.C={(12),(12 - n)}.

[003074]

Exercice 3075 Générateurs de .¥,

Montrer que toute permutation de ., s’écrit de maniere unique : ¢ = cg‘2 o c?’ o-coctotuc;=(12--i)et
0< o<l [003075]
Exercice 3076 .7, est engendré par les 3-cycles

1. Calculer (abc)o (bed).

2. Montrer que le sous-groupe alterné <7, est engendré par les 3-cycles (n > 3).
Correction V [003076]

Exercice 3077 <7, est engendré par les 3-cycles

Soitn € N;n > 4.
1. Soiti,j€{3,...,n},i#j.

Décomposer en cycles a supports disjoints la permutation : ¢ = (1i2)o (12 j

2. On note 7 le sous-groupe de .7, engendré par les 3-cycles (12 k), 3
)

(
<

k<

(a) Montrer que : Vi, j > 3, avec i # j, # contient (12)o (i j) et (i j)o(l 2)

(b) Montrer que : ¥ j > 3, 5 contient (1 2)o (1 j)et(12)o(2 j).
(c) Montrer que : Vi# j,Vk#1, (ij)o(kl)e .
(d) Montrer que S = o7,.
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Correction V [003077]

Exercice 3078 Signature en fonction du nombre d’orbites

Soit o € .%,. On note ¢ le nombre de cycles a supports disjoints constituant ¢, et f le nombre de points fixes.
Calculer £(0o) en fonction de n, c, et f.
Correction V [003078]

Exercice 3079 Nombre de transposition pour engendrer un cycle

Soit 6 € S,,. On appelle orbite de c toute partie X de {1,...,n} sur laquelle ¢ induit une permutation circulaire.
(Les orbites sont les supports des cycles de o, et les singletons constitués de points fixes)
On note N(o) le nombre d’orbites de ©.

1. Montrer que si T est une transposition, alors N(toc) = N(o) + 1.
2. Application : Quel est le nombre minimal de transpositions nécéssaires pour obtenir un n-cycle ?

[003079]

Exercice 3080 Conjugaison

Soient 6,6’ € .%,. On dit que & et ¢’ sont conjuguées s’il existe p € .7, tel que 6’ =pocop~ .

1. Montrer que tout conjugué d’un k-cycle est encore un k-cycle.

2. Montrer que G et ¢’ sont conjuguées si et seulement si les cycles a supports disjoints de ¢ et 6’ ont
deux a deux mémes longueurs.

[003080]

Exercice 3081 Caractérisation de la signature

Soit E un ensemble fini et f : .z — C* un morphisme de groupes.
1. Si o est une transposition, que peut-on dire de f(o)?
2. Montrer que deux permutations conjuguées ont méme image par f.
3. En déduire que f est la fonction constante 1, ou bien f est la signature.

[003081]

Exercice 3082 Calcul de signature
Soit

(1 2 3 .. n n+1 n+2 ... 2n
“\1 35 ... 2n—1 2 4 ... 2n)°

Calculer £(0).
Correction V [003082]

Exercice 3083 Centre de .7%
Soit £ un ensemble ayant au moins trois éléments.

1. Pour a,b € E distincts et 6 € .7, simplifier 6o (a b) oo™ !.

2. Quelles sont les permutations ¢ qui commutent avec (a b) ?
3. En déduire que le centre de .7z est réduit a {idg }.

[003083]

Exercice 3084 Commutant d’un n-cycle

Soitc = (12 ... n) €.%,. Trouver toutes les permutations p € .#, commutant avec . (Reconnaitre poco pfl)
Correction V [003084]
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Exercice 3085 Commutant d’un produit de 5-cycles

Dans .%o, quelles sont les permutations qui commutent avec 6 = (12345)0(678910)?
Correction V [003085]

Exercice 3086 Puissances d’un k-cycle

Soit o un k-cycle de ., et p € Z.
1. Si p | k, montrer que o? est le produit de p cycles a supports disjoints de longueur %
2. Montrer que pour p Ak =1, 6 est un k-cycle (utiliser I’égalité de Bézout).

3. Dans le cas général, étudier la décomposition en cycles de 6”.

[003086]
Exercice 3087 Ordre maximal
Trouver I’ordre maximal d’une permutation de .#}o.
Correction V¥ [003087]

Exercice 3088 Sous-groupe d’indice 2 dans .7,
Soit H un sous-groupe de ., d’ordre "7' Onnote K = .7, \ H.
1. Pour o € H, montrer que cH = H et 6K =K.

2. Soit ¢ € .%,. Déterminer les ensembles 6H, 6K, Ho, Ko suivant que ¢ € H ou ¢ € K.

3. En déduire que si deux permutations sont conjuguées, alors elles sont toutes deux dans H ou toutes deux
dans K.

4. Montrer enfin que H = 97,.

[003088]

Exercice 3089 Dénombrement

Combien y a-t-il de permutations de .%5¢ comportant trois points fixes, deux 3-cycles, un 5-cycle, et deux
6-cycles ?

Correction V¥ [003089]

Deuxieme partie

Arithmétique

14 Congruences

Exercice 3090 Sommes de nombres impairs

Soitn € N, n > 2. Montrer que si N est la somme de n nombres impairs consécutifs, alors N n’est pas premier.
[003090]

Exercice 3091 Petit théoreme de Fermat

Soit p € N premier. Montrer que pour 1 <k < p—1, p divise Cf,.
En déduire que V n € Z, n” = n(mod p). [003091]

Exercice 3092 (p—1)(p—2)...(p —n)/n!
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(pfl)(pf%)m(pfn)

Soit p € N* premier et n € N*, n < p. Montrer que
[003092]

— (—1)" est un entier divisible par p.

Exercice 3093 n’ = n(mod42)

Montrer que : V n € Z, n’ = n(mod42).

[003093]

Exercice 3094 Puissances de 10 modulo 7

1. Vérifier 10 = 1(mod7).
2. Montrer que ¥}2,10'%" = 5(mod7).

[003094]

Exercice 3095 Puissances de 7

7
77

;
Quel est le dernier chiffre de 7" 9

Correction Vv

[003095]

Exercice 3096 3*=2"+1

1. Soient x,y € N, y > 3. Montrer par récurrence sur y que : 3* = 1(mod2’) <= 22| x.

2. Trouver tous les couples d’entiers x,y € N tels que 3* =2Y + 1.

Correction V¥

[003096]

Exercice 3097 Suites récurrentes linéaires

Montrer que pour tout € N, 3%"+1 4-27+2 est divisible par 7.

[003097]

Exercice 3098 Suites récurrentes linéaires

Déterminer le reste de la division euclidienne de 2'%*~7 4-3%"=2 par 11.

Correction V

[003098]

Exercice 3099 a = b(modn) = a" = b"(modn?)

Soient a,b € Z et n € N*. Montrer que : a = b(modn) = a" = b"(modn?).

[003099]

Exercice 3100 o> +b>+c? 41 # 0(mod8)

Montrer que : V a,b,c € Z, a*> + b> + > + 1 # Omod 8.

[003100]

Exercice 3101 Cubes consécutifs

Montrer que la somme de trois cubes consécutifs est toujours divisible par 9.

[003101]

Exercice 3102 72 +3n+ 5 mod 121

Montrer que : V 1 € Z, n> +3n+ 5 n’est pas divisible par 121.

Correction Vv

[003102]

Exercice 3103 n € Z, n(2n+1)(7n+ 1) est divisible par 6

Montrer que pour tout entier n € Z, n(2n+ 1)(7n+ 1) est divisible par 6.
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Exercice 3104 232 + 1 est divisible par 641

Montrer sans calculatrice que 232 + 1 est divisible par 641.

[003104]

Exercice 3105 3*.7” mod 10

Trouver tous les couples (x,y) € N? tels que 3*7” se termine par 1 en base 10.

Correction V¥

[003105]

Exercice 3106 «° = ...123456789

Soit a € N premier a 10.
1. Montrer que a* = 1(mod 10).

2. Montrer que pour tout entier k € N, ¢**1%° = 1(mod 105+1),

3. En déduire qu’il existe un nombre x € N tel que x° se termine par 123456789 en base 10.

Correction V

[003106]

Exercice 3107 mn(m® —n%) est divisible par 56786730

Montrer que pour tous entiers m et 1, le nombre mn(m® — n®) est divisible par 56786730.

Correction Vv

[003107]

Exercice 3108 ¢ |27 —1

Soient p,g premiers impairs tels que g | 2”7 — 1. Montrer que ¢ = 1(mod2p).

Correction V

[003108]

Exercice 3109 Divisibilité par 7

Infirmer ou justifier le critere de divisibilité par 7 suivant retrouvé dans un vieux grimoire : Sépare en unités
et dizaines puis cherche la différence entre le double des unités et les dizaines. Agis ainsi tant que tu as des

dizaines et obtiens zéro ou sept. Ainsi 364 devient 28 puis 14 puis enfin 7.

[003109]

15 Pgced

Exercice 3110

Soient a,b,c € Z tels que a Ab = 1. Montrer que a A (bc) = aAc.

[003110]

Exercice 3111 pgcd(a+ b, ppcm(a,b))

Soient a, b entiers, d = a Ab, m = aV/ b. Chercher (a+b) Am.

Correction V¥

[003111]

Exercice 3112 pgcd((a—b)*,a® —b?)

Soient a,b € Z. Chercher (a —b)> A (a® — b?).

Correction V

[003112]

Exercice 3113 pgcd(n® +n,2n+1)

Soit n € N. Chercher (n® +n) A (2n+1).

Correction V
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Exercice 3114 pged(15n% + 8n+6,30n> +21n+ 13)

Soit n € N. Chercher (15n% 4+ 8n+6) A (30n> +21n+ 13).
Correction V [003114]

Exercice 3115 pgcd et ppcm imposés

Soient d,m € N*. Donner une condition nécéssaire et suffisante sur d et m pour qu’il existe a,b € Z tels que
aNb=detaVb=m.

Résoudre ce probléme pour d = 50 et m = 600.

Correction V¥ [003115]

Exercice 3116 ppcm(x,y)+ 11pged(x,y) =203

Trouver les couples d’entiers (x,y) € Z? tels que : xVy+ 11(xAy) = 203.
Correction ¥ [003116]

Exercice 3117 x>+ y> = 85113, ppcm(x,y) = 1764

Résoudre :

x*+y?> =85113
xVy=1764.

Correction V [003117]

Exercice 3118 ppcm(x,y) =210 pged(x,y), y —x = pged(x,y)

xVy=210(xAy)

Y—X=XN\).
Correction Vv [003118]

Résoudre : {

Exercice 3119 pged(x,y) =x+y—1

Résoudre dans Z : x Ay =x+y—1.
Correction V¥ [003119]

Exercice 3120 ppcm(x,y) =x+y—1

Résoudre dans Z* : xVy=x+y— 1.
Correction V¥ [003120]

Exercice 3121 pgcd(x,y) = x —y, ppcm(x,y) = 300

XANYy=x—Yy
xVy=300.

Correction V [003121]

Résoudre dans N* : {

Exercice 3122 pgcd(a” —1,a™ — 1)
Soient a,m,n € N*,a>2,etd = (a"—1)A(a" —1).

1. Soit n = gm+ r la division euclidienne de n par m. Démontrer que ¢" = @’ (moda™ — 1).
2. En déduire que d = (a”" — 1) A (a” — 1), puis d = a"™) — 1.

3. A quelle condition a™ — 1 divise-t-il a" —1?
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Correction V [003122]

Exercice 3123 pgcd multiple

Soientay,...,a, e N*eth; =[] j+iaj. Montrer que ay, ... ,a, sont deux a deux premiers entre eux si et seulement
si by,...,b, sont premiers entre eux dans leur ensemble. [003123]

16 Relation de Bézout

Exercice 3124 Equations a coefficients entiers

Soient a, b, c trois entiers relatifs. On considere 1’équation : ax + by = ¢, dont on recherche les solutions dans
Z2.
1. Donner une condition nécéssaire et suffisante pour que cette équation admette une solution.

2. Soit (xg,y0) une solution du probleme de Bézout : axg + byy = d. Déterminer toutes les solutions de
ax+ by = c en fonction de a, b, ¢, d, xy et yy.

3. Résoudre dans Z? : 2520x — 3960y = 6480.

Correction V¥ [003124]

Exercice 3125 Equations a coefficients entiers

Résoudre dans Z :
1. 95x+ 71y = 46.
2. 20x—53y =3.
3. 12x+15y+20z=17.

Correction Vv [003125]

Exercice 3126 Congruences simultanées

x = a(modb)

possede des solutions
x=d' (modbd’)

1. Soienta,b,d’ ,b’ € Z avec b AD' = 1. Montrer que le systeme : {

et qu’elles sont congrues entre elles modulo bb'.

2. Généraliser.

[003126]
Exercice 3127 Congruences simultanées
Résoudre :
x=2 (mod 140)
x = —3(mod99).
x=3 (mod4)
2. = —2(mod3)
x=7 (mod5).
Correction V¥ [003127]

Exercice 3128 Congruences simultanées

Une bande de 17 pirates dispose d’un butin composé de N pieces d’or d’égale valeur. Ils décident de se le
partager également et de donner le reste au cuisinier (non pirate). Celui ci recoit 3 pieces.
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Mais une rixe éclate et 6 pirates sont tués. Tout le butin est reconstitué et partagé entre les survivants comme
précédemment ; le cuisinier recoit alors 4 picces.

Dans un naufrage ultérieur, seuls le butin, 6 pirates et le cuisinier sont sauvés. Le butin est & nouveau partagé
de la m&me maniere et le cuisinier regoit 5 picces.

Quelle est alors la fortune minimale que peut espérer le cuisinier lorsqu’il décide d’empoisonner le reste des
pirates ?

Correction V [003128]

Exercice 3129 Décomposition a coefficients positifs

Soient a,b € N* premiers entre eux. Montrer que : V x > ab, 3 u,v € N tels que au + bv = x. [003129]

17 Factorisation en nombres premiers

Exercice 3130 pgcd x ppcm

Soient a,b,c € N*. Quand a-t-on pged(a,b,c) x ppcm(a,b,c) = abc?
Correction V [003130]

Exercice 3131 pged x ppcm

Soient ay,...,a, € N*etbh, = [1jzia;.

Montrer que :

pged(ar, ... ,an) x ppem(by, ..., by) = ppem(ar, ..., an) X pged(by, ..., by) =[la;.

Correction V¥ [003131]

Exercice 3132 ab est un carré parfait

Soient a,b € N* premiers entre eux tels que ab est un carré parfait. Montrer que a et b sont des carrés parfaits.
[003132]

Exercice 3133 4" = b"
Soient a,b € N* et m,n premiers entre eux tels que @ = b™. Montrer qu’il existe ¢ € N* tel que a = ¢" et b = ¢".
[003133]

Exercice 3134 Valuation 2-adique de 5% — 1

Montrer que la plus grande puissance de 2 divisant 5(2") — 1 est 212,
Correction V¥ [003134]

Exercice 3135 a" — 1 premier ?

On suppose que a” — 1 est un nombre premier. Montrez que r est premier, puis que a vaut 2. Réciproque ?
Correction V [003135]

Exercice 3136 Nombres de Mersenne
On note M,, = 2" — 1 (n-ieéme nombre de Mersenne).

1. Montrer que : M,, est premier = n est premier.
2. Vérifier que M| n’est pas premier.

Correction V [003136]

Exercice 3137 4" + 1 est premier

Soienta,n € Ntelsquea > 2,n > 1, et a" + 1 est premier. Montrer que # est une puissance de 2. [003137]
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Exercice 3138 Nombre de diviseurs d’un nombre entier

Pour n € N*, on note d,, le nombre de diviseurs positifs de 7.
1. Montrer que si n = ab avec a/\b =1, alors d,, = d,d}.
2. Montrer que n est un carré parfait si et seulement si d,, est impair.
3. Montrer que : [];),d = \/ﬁd”.

[003138]

Exercice 3139 Nombres premiers congrus a 3 modulo 4

Montrer qu’il y a une infinité de nombres premiers p tels que p = —1(mod4). [003139]

Exercice 3140 Nombres premiers congrus a 1 modulo 4

On rappelle que si p est premier et n A p = 1, alors n”~! = 1(mod p).
1. Soitn € Net p > 3 un diviseur premier de n> + 1. Montrer que p = 1(mod4).
2. En déduire qu’il y a une infinité de nombres premiers de la forme 4k + 1.

Correction Vv [003140]

Exercice 3141 Intervalle sans nombres premiers

Trouver 1000 entiers consécutifs non premiers. [003141]

Exercice 3142 Factorisation de 1000!

Quelle est la plus grande puissance de 6 divisant 1000! ?
Correction V¥ [003142]

Exercice 3143 1/2+41/3+---41/n n’est pas entier

Soitn € N, n > 2. Montrer que x, = 1+ % + % + .- +% est de la forme : 2”7’; avec pp,qn, € N* et p,, impair.
Correction V¥ [003143]

18 Propriétés de Q

Exercice 3144 Parties fractionnaires

Soit x = g € Q* avec p,q entiers, g > 1, p A g = 1. Calculer ):Z;(l) frac(kx).
Correction V [003144]

Exercice 3145 Dénominateurs dans un sous-anneau

Soit A un sous-anneau de Q. On écrit les éléments de A sous forme irréductible ; soit P I’ensemble des dénomi-
nateurs. Montrer que A = {% telsquemeZ, p € P}.
Correction V [003145]

Exercice 3146 Les sous-anneaux de Q sont principaux

Soit A un sous-anneau de Q. Montrer que A est principal (si / est un idéal de A, considérer I N7Z). [003146]

Exercice 3147 Décomposition en inverses

Soit x € Q, 0 < x < 1. On définit une suite (x,) de rationnels par récurrence :
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— Xp = X,

— Si x, existe et est non nul, soit k,, € N* le plus petit entier tel que é < x,. On pose x,+1 = X, — kin,
— Six, =0, on s’arréte. Dans ce cas, x = %+%+'-‘+%.

0 1 n—1

1. Montrer que la suite est toujours finie.

2. Montrer que si k; existe, alors ki1 > k;(k; — 1).

3. Réciproquement, soit une décomposition : x = % +- i avec n; € N* et njy1 > n;(n; — 1). Montrer

que pour tout i, on a n; = k;.

Correction V [003147]

Exercice 3148 Combinaison de fractions
Soient 7 < 7 deux rationnels avec a,c € Z, et b,d € N*.

. S Anpit o - — matnc
1. Prouver que tout rationnel s’écrit : x = ;5==% avec m,n € Z, et mb +nd # 0.

2. Etudier 'unicité d’une telle écriture.

ma+nc
mb+nd

Correction V¥ [003148]

3. Montrer que

est compris entre 7 et - si et seulement si m et n ont méme signe.

Exercice 3149 Equations algébriques

Déterminer x € Q sachant que :
L 2X =2 +x+1=0.
2. 60+ 11x* —x* +5x—6=0.
3. 20 —x—4=0.

Correction V [003149]

Exercice 3150 x' =y*

On cherche les couples (x,y) € (Q+*)2 tels que x < yet ¥’ = y* (@, y* € R).
Onposex=1,y= 2—,/ (formes irréductibles), d = pg' Ap'q, pq =ad et p'qg=bd.
1. Montrer qu’il existe m,n € N* tels que : p=m?, p' =mP, g=n%etq =nb.
2. En déduire : b —a = mP=% —nP—¢,
3. Montrer que » —a < 1 et conclure.

Correction V [003150]

19 Propriétés de Z/nZ

Exercice 3151 Equations linéaires

Résoudre dans Z /377 :
1' . . .
3x+7y=3
{ bx—Ty=0.
2. 2 —3Ix+18=0.
Indication V Correction V [003151]

Exercice 3152 Equation algébrique
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1. Dresser la liste des cubes dans Z/13Z.
2. Soient x,y,z € Z tels que 5x* + 11y + 13z> = 0. Montrer que 13 divise x,y,z.

3. L’équation : 5x> + 11y 4 13723 = 0 a-t-elle des solutions entieres ?

Correction V [003152]

Exercice 3153 Ordre d’un entier modulo n

1. Soientn,p > 2. Montrer que : nAp =1 <= Jk > 0 tel que n* = 1(mod p).

2. Soit n un entier impair non divisible par 5. Montrer qu’il existe un multiple de n qui s’écrit 1...1 en
base 10.

[003153]

Exercice 3154 Théoréme chinois
Soient n, p € N* tels que n A p = 1. Pour x € Z on note X", X? et X"*? les classes d’équivalence de x modulo n, p
etnp.

1. Montrer que I’application ¢ : Z/(npZ) — (Z/nZ) x (Z/pZ),x"? s (¥",X") est un morphisme d’an-
neaux.

2. En déduire que @(np) = @(n)@(p) (¢ = fonction d’Euler).
3. Vérifier que I’hypothese n A p = 1 est nécéssaire.

[003154]

Exercice 3155 Théoreme de Wilson
Soit n > 2. Montrer que n est premier si et seulement si (n—1)! = —1(modn).
Correction ¥ [003155]

Exercice 3156 (Z/2"7Z)*

1. Montrer que pour tout entier a impair et toutn > 3 : a7 = 1(mod?2").
2. Le groupe (Z/ Z”Z)* est-il cyclique ?

[003156]

Exercice 3157 Equation algébrique

Démontrer que f est une permutation de E.

Chercher I’ordre de f pour o.

En déduire que le nombre de points fixes de f est congru a Card E modulo 3.
Démontrer que ce nombre est inférieur ou égal a 2.

Combien I’équation x> — x + 1 = 0 a-t-elle de racines dans Z/pZ en fonction de p ?

AU O

Pour p = 37, résoudre 1’équation.

Correction V¥ [003157]

Exercice 3158 Carrés dans Z/pZ

Soit p un nombre premier impair. Montrer que k est un carré dans I’anneau Z/ pZ si et seulement si krt1)/2 =
k(mod p). [003158]

Exercice 3159 Test de primalité de Rabin-Miller
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Soit 7 un entier premier impair supérieur ou égal a 3 : n = g2” + 1 avec p impair et soit a € Z premier a n. On
considere la suite (bg, b1, ...,b,) d’entiers compris entre 0 et n — 1 définie par :

bo = a’(modn), by =bj(modn), ..., b,= blz,,l(modn).

1. Montrer que b, = 1.

2. Si by # 1 montrer qu’il existe un indice i tel que b; =n — 1.

[003159]
Exercice 3160 Coefficients du bindme
Soit p un nombre premier. Montrer que Y} _, Cf,Cllj L =27+ 1(mod p?).
Correction V¥ [003160]

Exercice 3161 Suite récurrente (Mines MP 2003)

On considere la suite (x,) a valeurs dans Z/11Z telle que pour tout n on ait x,43 = 4(Xp42 + Xpt1 + Xn).
Déterminer les différents comportements possibles de (x;,).

Correction V [003161]

Exercice 3162 —3 est-il un carré ?
Soit p un nombre premier impair.

1. Montrer qu’une équation du second degré : x> 4 ax+ b = 0 admet une solution dans Z/ pZ si et seule-
ment si son discriminant : > — 4b est un carré dans Z/pZ.

2. On suppose que p = 1(mod3) : p=3g+1.
(a) Montrer qu’il existe a € (Z/pZ)* tel que a? # 1.
(b) En déduire que —3 est un carré.
3. Réciproquement, on suppose que —3 est un carré dans Z/pZ. Montrer que p = 1(mod3).

Correction V¥ [003162]

Exercice 3163 Indicateur d’Euler

Soit n > 3. Montrer que @(n) est pair et que ¥, ,—1 1 <x<pX = mpZ(”) )

Correction V¥ [003163]

Troisiéme partie

Polynomes

20 Polynomes

Exercice 3164 Familles libres de polynomes

Soita,b € K, a# b. On pose P, = (X —a)*(X — b)"~*. Démontrer que la famille (P, ..., P,) est libre. [003164]

Exercice 3165 Formule de Van der Monde
Soit n € N*. Pour k € [[0,7]] on pose P, = X*(1 —X)"~*. Démontrer que # = (P, ...,F,) est une base de R, [X].
Calculer les composantes dans % de % (X"(1—X)"). En déduire la valeur de ¥} _(C%)2. [003165]

Exercice 3166 Famille libre de polyndmes

Soient U,V € K[X] non constants. On pose P, = U*V"~k. Montrer que (Py,...,P,) est libre ...
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1. lorsque U AV = 1.
2. lorsque (U,V) est libre.

[003166]

Exercice 3167 Ensi PC 1999

Déterminer les polydmes P € Ry, (X) tels que P(X) + 1 est multiple de (X — 1)" et P(X) — 1 est multiple de
(X+1)".

Correction ¥ [003167]

Exercice 3168 Opérateur différence

On note U, = XE=D=rtl) ) e N et A K[X] — K[X], P P(X +1) — P(X)
Démontrer que la famille (U,) ,cy est une base de K [X].

Calculer A"(U)).

En déduire que : V P € K, [X], ona P = P(0) + (AP)(0)U; 4 (A?P)(0)Us + - - - + (A"P)(0)U,.
Soit P € K[X]. Démontrer que :

(VneZ,onaP(n) € Z) < (les coordonnées de P dans la base (U,) sont entieres).

L b

5. Soit f : Z — 7 une fonction quelconque. Démontrer que f est polynomiale si et seulement si: 3n € N
tq A"(f) = 0.
[003168]

Exercice 3169 Liberté de P(X),...,P(X +n)

Soit P € K[X] de degré n. Démontrer que la famille (P(X),P(X +1),...,P(X +n)) est une base de K, [X].
(Utiliser I’opérateur A de I’exercice 3168)
Correction V [003169]

Exercice 3170 (X +2z9)",..., (X +z)" (Centrale MP 2003)

Soit k € N* et zp, ...,z des complexes. Soient les polyndémes Py = (X +z0)",...,P = (X +zx)". Donner une
condition nécessaire et suffisante pour que (P, ..., P;) soit une base de C,,[X].
Correction ¥ [003170]

Exercice 3171 P—X | PoP—X

1. Soit P € K[X]. Démontrer que P — X divise PoP —X.
2. Résoudre dans C : (z2 +3z+ 1)2 +3z2+8z+4=0.

Correction V¥ [003171]

Exercice 3172 P— P(X+1)+P(X —1)—2P(X)

Soit @ : K[X] — K[X],P — P(X +1)+P(X — 1) —2P(X)
1. Chercher deg(®(P)) en fonction de deg P.
2. En déduire Ker® et Im®.

®(P) =0

3. Mont :VQeK[X], A PeK[X]t
ontrer que : V Q € K[X] [X] q{P(O)zP’(O)zO.

[003172]

Exercice 3173 P— (X —a)(P'(X)+P'(a)) + P(X) — P(a)
Soita € K et @ : K,[X]| = Ku[X]|,P+— (X —a)(P'(X)+P'(a)) + P(X) — P(a).
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Chercher Ker® et Im®.

Correction Vv

[003173]

Exercice 3174 A3+B=C>*+D

degA =degC=m
Soient A,B,C,D € R[X] tels que : < degB < 2m, degD < 2m

A3 +B=C*+D.
Montrer que A =Cet B=D.

Trouver un contre-exemple avec des polyndmes a coefficients complexes.

[003174]

Exercice 3175 P(n) | P(n+ P(n))

Soit P € Z[X], n € Z, et p = P(n). Montrer que p divise P(n+ p).

Correction V¥

[003175]

Exercice 3176 P(a/b) =0 = a— kb divise P(k)

Soit P € Z[X] et a,b € Z* premiers entre eux tels que P(%) =0.

1. Montrer que a divise le coefficient constant de P.
2. Montrer que pour tout k € Z, a — kb divise P(k).

Correction V

[003176]

Exercice 3177 Automorphismes des polyndmes

Pour A € K[X] on note @, : K[X] — K[X],P+ PoA

1. Démontrer que les applications @4 sont les seuls endomorphismes d’algebre de K[X].

2. A quelle condition ®4 est-il un isomorphisme ?

[003177]

Exercice 3178 Sous anneau non principal des polyndmes

Soit A = {P € K[X] dont le coefficient de X est nul}. Démontrer que A est un sous anneau non principal de K[X].

[003178]

Exercice 3179 Equation P> +Q? = (X% +1)?

Trouver P,Q € R[X] premiers entre eux tels que P> + Q% = (X2 +1)%.

Correction V [003179]
Exercice 3180 Equation X(X —1)P' +P>— (2X +1)P+2X =0

Trouver tous les polyndmes P € K[X] tels que : X(X — 1)P'+ P> — (2X +1)P+2X =0.

Correction ¥ [003180]

Exercice 3181 P(X)+P(X +1)=2X"

1. Montrer qu’il existe un unique polynéme P, € K[X] tel que P,(X)+ P,(X +1) = 2X".

2. Chercher une relation de récurrence entre P, et P,_.
3. Décomposer P,(X + 1) sur la base (P)en.
4. Démontrer que P,(1 —X) = (—1)"P,(X).
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Correction V

[003181]

Exercice 3182 (1-X)"P+X"0=1

1. Démontrer qu’il existe P,Q € K,_[X] uniques tels que (1 —X)"P+X"Q = 1.
2. Montrer que Q = P(1 —X).

3. Montrer que : 3 A € K tel que (1 —X)P' —nP = AX""1,

4. En déduire P.

Correction Vv

[003182]

Exercice 3183 Endomorphismes qui commutent avec la dérivation

Soit ® € ZK[X] commutant avec la dérivation, c’est a dire : V P € K[X], on a (P") = ®(P)".

1. Démontrer qu’il existe un unique suite (ay)ren de scalaires tels que :

VP eK,[X], ona®(P) =Y aqP".
k=0

(On écrit formellement : ® = Y7 ayD* avec D(P) = P')
2. Décomposer ainsi I’endomorphisme @ : P +— P(X + 1).

[003183]

Exercice 3184 P est positif = P+ P’ + P’ + ... aussi

Soit P € R[X] tel que : V x € R, on a P(x) > 0. Démontrer que : Vx € R,ona (P+P +P'+...

Correction V

)(x) = 0.
[003184]

Exercice 3185 P(tanc) = Q( ! )

cos o

Soit P € R[X]. Existe-t-il 0 € R[X] tel que V & € | -2, 5[, Pltan ) = (54 ) ?

cosa
Correction Vv

[003185]

Exercice 3186 X" +1/X" = P,(X +1/X)

1. Montrer que pour tout entier n € N il existe un unique polyndme P, € Z[X] vérifiant :
VzeC* "4z "=P(z+z ).

2. Déterminer le degré, le coefficient dominant, et les racines de P,.

3. Pour P € C[X], on note P le polyndme tel que :

VzeC* P(2)+P(z ) =Pz+z ).

Etudier I"application P — P.

Correction Vv

[003186]

Exercice 3187 Polytechnique MP* 2000

1. Donner un isomorphisme f entre C"*! et C,[X].

2. Montrer que 6 : C*"*! — C**! (ay,...,a,) — (an, a0, ...,a,_1) est linéaire.

3. Si (P,Q) € (C[X])?, on définit le produit PQ comme le reste de la division euclidienne de PQ par
X"*+1 — 1. Montrer que I’application induite par ¢ sur C,[X] (c’est-a-dire f oo o f~!) est I'application

qui a P associe X P.
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4. Soit F un sous-espace de C"*! stable par o.
Montrer qu’il existe un polynéme Q tel que f(F) = {RQ, R € C,[X]}.

Correction V¥ [003187]

Exercice 3188 Centrale MP 2002
Déterminer tous les polyndmes P tels que P(C) C R puis tels que P(Q) C Q et enfin tels que P(Q) = Q.
Correction ¥ [003188]

Exercice 3189 Polytechnique MP 2002

Soient xi, ... ,x, € C distincts et y1,...,y, € C. Trouver E = {P € C[X] tq Vi, P~ ({y;}) = {x:}}.
Correction ¥ [003189]

Exercice 3190 ENS Ulm MP 2002
Soit S C N fini et P = Y (cga,X* € C[X].

1. On suppose que les a; sont réels. Montrer que P a moins de racines strictement positives distinctes que
la suite (ay) n’a de changement de signe.

2. On suppose que P vérifie : Vs € S, P(s) = 0. Montrer que P est nul.

Correction V [003190]

Exercice 3191 ):,1(0:01 ﬁ > 1 (Ens Ulm-Lyon-Cachan MP* 2003)

Montrer que I’ensemble des solutions de 1’inéquation 211201 ﬁ > 1 est une réunion finie d’intervalles disjoints.

Calculer la somme des longueurs de ces intervalles.
Correction V¥ [003191]

Exercice 3192 Polyndme positif (Ens Ulm MP* 2003)

Soit P € R[X]. Montrer :
(Vx>0, P(x) >0) < (3£ Ntq (X +1)°P(X) est a coefficients strictement positifs).
Correction V [003192]

Exercice 3193 Diviseurs premiers de la suite (P(n)) (Ens ULM-Lyon-Cachan MP* 2003)

Soit P € Z[X|] non constant et E ’ensemble des diviseurs premiers d’au moins un P(n), n € Z. Montrer que E
est infini.

Correction V¥ [003193]

Exercice 3194 Centrale MP 2004

Soit n € N*. Montrer I’existence de P, € R[X] tel que 1 +X — P? est divisible par X".
Correction V [003194]

Exercice 3195 Polyndmes a coefficients entiers, ULM-Lyon-Cachan MP* 2004

On donne un entier n > 0.

Montrer qu’il existe des polynomes Py, ..., P, dans Z,[X] tels que ¥ i, j € [[0,]], [L, 1'P;(t) dt = §;;.
Correction V [003195]

21 Division euclidienne

Exercice 3196 Décomposition en puissances croissantes
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Soit A € K[X] de degré > 0. Montrer que pour tout polyndme P € K, [X], il existe des polynémes Py, P, ..., P,
uniques vérifiant :

degP; < degA
P=P+PA+---+PBA".

[003196]
Exercice 3197 Linéarité du reste et du quotient
Soit B € K[X| de degré n > 0. On considere les applications :
d: K[X] - K,—1[X],P—R
et
Y:K[X]—K[X],P—Q avecP=QB+R.
1. Montrer que @ et ¥ sont linéaires. Chercher leurs noyaux et leurs images.
2. Simplifier (P P).
[003197]
Exercice 3198 Endomorphisme P — AP mod B
Soit E = K3[X], A=X*—1, B=X*—-X, et ¢ : E — E,P > reste de la div. euclid. de AP par B.
Chercher Kerg, Im ¢.
Correction V [003198]
Exercice 3199 Congruences
Soient P € K[X], a,b € K distincts, et & = P(a), B = P(D).
1. Quel est le reste de la division euclidienne de P par (X —a)(X —b) ?
2. Trouver le reste de la division euclidienne de (cos 8 4 X sin )" par X + 1.
Correction V [003199]

Exercice 3200 Congruences

Déterminer les polyndmes P € Q3[X] divisibles par X + 1 et dont les restes des divisions par X +2,X +3,X +4
sont égaux.
Correction ¥ [003200]

Exercice 3201 Calcul de pgcd
Calculer le pged de P et Q pour :
. P=X*+X3-3X2>—4Xx -1
0=X3+x2-Xx-1
2. P=X*—10X>+1
Q=X*—4X3+6X>—4X +1
3. P=X>—iX*+X3-X>+ix -1
Q=X*—iX3+3X>—-2iX+2

Correction V¥ [003201]

Exercice 3202 Coefficients de Bézout
Montrer que les polyndmes P et Q suivants sont premiers entre eux. Trouver U,V € K[X|telsque UP+VQ = 1.
1L P=X*+X>-2X+1
0=X>+X+1
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2. P=X+X2+1
0=X>+X+1

Correction V [003202]

Exercice 3203 Division de (X +1)" — X" — 1 par X> + X +1

Chercher le reste de la division euclidienne de (X +1)" — X" — 1 par X +X + 1.
Correction ¥ [003203]

Exercice 3204 Ensi P 90

Pour quels 7 € N le polynéme (1 +X*)" — X" est-il divisible par 1+ X + X2 dans R[X] ?
Correction ¥ [003204]

Exercice 3205 Division de (X —2)*n+ (X —1)" — 1 par (X — 1)(X —2)

Soit B, = (X —2)** + (X —1)" — 1.
1. Montrer que P, est divisible par X — 1 et par X — 2. On note Q; et O, les quotients correspondant.
2. Montrer que P, est divisible par (X — 1)(X —2) et que le quotient est Q> — Q.
3. Montrer que ce quotient est égal a :

((x—2)2"*2—(x—2)2"*3+---—(x—2)+1)+((x—1)"*2+(x—1)"*3+--~+(x—1)+1>.

Correction V [003205]

Exercice 3206 Calcul de restes

Trouver les restes des divisions euclidiennes :
1. de X% par X> — 3X +2.

2. de (X+\@)l7parX2+l.
3. de X8 —32X2+48 par (X —v2)".

Correction V¥ [003206]

Exercice 3207 Divisibilité

Trouver A, u € C tels que X2+ X + 1 divise X° + A X3 + uX?>+1.
Correction V [003207]

Exercice 3208 Congruences

Soit P € K[X] tel que les restes des divisions de P par X 4 1 et X*> — 1 valent respectivement 2X — 2 et —4X.
Quel est le reste de la division de P par X* —17?
Correction V [003208]

Exercice 3209 pged(X"—1,X"—1)

Soient m,n € N*. Chercher pged(X" — 1,X™ —1).
Correction ¥ [003209]

Exercice 3210 Degré minimal dans la formule de Bézout

Soient P,Q € K[X] non nuls et D = pged(P, Q).
UP+VQ=D
1. Démontrer qu’il existe U,V € K[X] uniques tels que : { degU < degQ —degD
degV < degP —degD.
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2. Montrer que la méthode des divisions euclidiennes fournit U et V.

Correction ¥ [003210]
Exercice 3211 Application (U,V)+— UA+VB
Soient A, B € K[X], p = degA, g = deg B. On considere 1’application :
®: K, 1[X] x K, 1[X] = Kpig1[X],(U,V) —~ UA+VB

Démontrer que : AANB =1 <= & est bijective. [003211]
Exercice 3212 pgcd(P(X),P(—X)) et ppcm(P(X),P(—X))
Soit P € K[X]. Démontrer que pged(P(X),P(—X)) et ppcm(P(X),P(—X)) sont pairs ou impairs. [003212]
Exercice 3213 AoP|BoP = A|B
Soient A, B, P € K[X] avec P non constant. Montrer que si A o P divise Bo P, alors A divise B. [003213]
22 Racines de polynomes
Exercice 3214 Factorisation de X" —1
Factoriser X" — 1 sur C.

1. En déduire [T}—| sin (%”)

2. Calculer également HZ;(]) sin (%” + 9).

3. On note = €2/ Calculer H0<k74<n7k#(a)k — o).
Correction V¥ [003214]
Exercice 3215 Mines MP 1999
Montrer que [T{_g(@* —20*cos 8 + 1) = 2(1 —cos(n6)) avec & = e
Correction ¥ [003215]
Exercice 3216 Racines de j et j>
Montrer que si p < n, alors X2 + X2 +1 divise X2' + X2 +1. [003216]
Exercice 3217 X2 —2X cos 6 + 1 divise X*" —2X"cos(n8) + 1
Montrer que X2 —2X cos 8 + 1 divise X>* —2X" cosn6 + 1. Pour sin 6 # 0, chercher le quotient.
Correction V [003217]

Exercice 3218 X2 —2X cos 0 + 1 divise X" ™! cos(n—1)0 — X" cosn® — X cos 6 + 1

Montrer que X2 — 2X cos 8 + 1 divise X"*! cos(n — 1) — X" cosn® — X cos @ + 1, puis déterminer le quotient.

Correction V¥ [003218]
Exercice 3219 X% +X* 41 divise X3 + pX*' +¢

Donner une CNS sur p,q € C pour que X8 + X* + I divise X®" + pX** + ¢ (n € N* fixé).

Correction V [003219]
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Exercice 3220 Racines rationnelles

Factoriser P(X) = 3X*+ 11X3 +20X? +7X — 5, sachant qu’il existe des racines rationnelles.
CorrectionV [003220]

Exercice 3221 Equation de degré 4 tq x;x, =5

Trouver les racines de P(X) = X 4 _3X3+6X%— 15X +5 sachant que deux racines, x; et xp, vérifient : xjx, =5
(on introduira le polyndme Q = X*P(5/X)).
Correction V [003221]

Exercice 3222 Racines multiples

Factoriser P = X° — 13X* 4+ 67X3 — 171X? + 216X — 108 sachant qu’il admet une racine triple.
Correction V¥ [003222]

Exercice 3223 Recherche d’une racine triple

Soit P = X° 4+ aX? 4 15X — 6i. Trouver a € C tel que P a une racine triple dans C. Factoriser alors P.
Correction V¥ [003223]

Exercice 3224 Ensi P 90

Donner une condition sur A pour que I’équation : x* — 2x® + Ax? +2x — 1 = 0 ait une racine au moins triple.
Correction V¥ [003224]

Exercice 3225 x; +x; =1

Soient p,q € C et P(X) = X° + pX +¢q. Donner une CNS sur p et ¢ pour que deux des racines de P aient pour
somme 1.
Correction ¥ [003225]

Exercice 3226 Factorisation
Factoriser

X X(X-1)

-G+ ===t (D)

pit XX =1) - (X —n)
(n+1)!

Correction V [003226]

Exercice 3227 X — 1 |P(X")=X—1|P
Soient P,Q € K[X].
1. Montrer que si P(X") est divisible par X — 1, alors P est divisible par X —1 (n € N).
2. Montrer que si P(X?) 4+ XQ(X?) est divisible par X2+ X + 1, alors P et Q sont divisibles par X — 1.

[003227]

Exercice 3228 Racines de Y7, CX(sink0)X*

Soit 6 € R tel que sinn@ # 0. Démontrer que le polyndme P =Y} _, Ck(sink®)X* a toutes ses racines réelles.

Correction V¥ [003228]
Exercice 3229
Démontrer que 1 + X 4+ X" n’a que des racines simples. [003229]

Exercice 3230 P’ divise P

55



Quels sont les polyndmes P € K[X] tels que P’ divise P?

Correction Vv

[003230]

Exercice 3231 Equations fonctionnelles

Trouver tous les polyndmes P € C[X] tels que ...
1. P(X*)=P(X —1)P(X +1).
2. P(X?)=P(X)P(X —1).
3. P(X)P(X +2)+P(X?) =0.

Correction V

[003231]

Exercice 3232 P a racines réelles simples => P? + a® a racines simples

Soit P € R[X] dont toutes les racines sont réelles.
1. Démontrer que les racines de P’ sont aussi réelles.

2. En déduire que : V a € R*, les racines de P2+ a? sont simples.

[003232]

Exercice 3233 P et Q ont méme module

Soient P,Q € C[X] tels que : V z € C, |P(z)| = |Q(z)|. Démontrer qu’il existe u € C,|u| =1 tel que P = uQ.

Correction V¥

[003233]

Exercice 3234 Valeur moyenne

Soient zg,z1,...,2, € Ctelsque : VP € C,_[X], ona P(zo) = PRyt +Plza)

n
On note ®(X) = [T (X —z).

P(20)
20— 2k "

1. Calculer

s  (X—20)®(X)
2. En déduire que ®(X) = === + P(z9).
3. Démontrer que z1,...,z, sont les sommets d’un polygone régulier de centre zg.
4. Réciproque ?

Correction Vv

[003234]

Exercice 3235 P(x) # 14

Soit P € Z[X] tel que P(x) =7 pour au moins 4 valeurs distinctes x € Z.
Démontrer que : V x € Z, on a P(x) # 14.

[003235]

Exercice 3236 Nombre algébrique rationnel

Soit & € C. On dit que o est algébrique s’il existe un polyndme P € Q[X] tel que P(a) = 0.
Le polyndme unitaire de plus bas degré vérifiant P(a) = 0 est appelé : polynéme minimal de o.

1. Soit o algébrique de polyndme minimal P. Démontrer que P est irréductible dans Q[X] et que o est

racine simple de P.

2. Soit o algébrique, et P € Q[X] tel que P(a) = 0. On suppose que la multiplicité de o dans P est

strictement supérieure a %deg P. Démontrer que ¢ € Q.

[003236]

Exercice 3237 P(v/2) =0
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Soit P € Q[X] tel que P(\@) = 0. Démontrer que —+/2 est aussi racine de P avec la méme multiplicité que v/2.
[003237]

Exercice 3238 Polynome minimal de 2cos(27/7)

Montrer que x = 2cos 27” est racine de X° + X2 — 2X — 1. Quelles sont les autres racines ?
Correction ¥ [003238]

Exercice 3239 Racines réelles simples

Soit P = Y7_,axX* € R[X] dont les racines sont réelles simples.
1. Démontrer que : V x € R, on a P(x)P"(x) < P?(x).
2. Démontrer que : Vk € {1,....,n— 1}, ag_1ax4+1 < ai.

Correction V [003239]

Exercice 3240 M¢éthode de Ferrari

Soit P = X* — 6X 4+ 7X* — 18X —8.

Trouver Q € R[X] tel que deg(Q) = deg(P — Q) = 2, et P — Q° a une racine double. Factoriser alors P sur R.
Correction ¥ [003240]

Exercice 3241 Pgcd # 1 < racine commune

Soient P,Q € Q[X]. Montrer que P et Q sont premiers entre eux si et seulement si P et Q n’ont pas de racine en
commun dans C. [003241]

Exercice 3242 Mines MP 2001
Soit K un corps de caractéristique p.

1. Montrer que ¢ : x — xP est un morphisme de corps.
2. Montrer que o est surjectif si et seulement si tout polynéme P € K[X| irréductible vérifie P’ # 0.

Correction Vv [003242]

Exercice 3243 Centrale MP 2001

Soit P € R, [X]\ {0}.

Pour x € R on note V (x) le nombre de changements de signe dans la suite (P(x), P'(x),...,P" (x)) en convenant
de retirer les termes nuls. Soient & < B deux réels non racines de P. Montrer que le nombre de racines de P
dans [o, B], comptées avec leur ordre de multiplicité, a méme parité que V(a) —V(f) etque V(a) —V(f) > 0.
Correction ¥ [003243]

Exercice 3244 X MP* 2004

Soit P € C[X] de degré d dont toutes les racines sont de module strictement inférieur a 1. Pour @ € U on note
P le polyndme dont les coefficients sont les conjugués de ceux de P et Q(X) = P(X) + wX“P(1/X). Montrer
que les racines de Q sont de module 1.

Correction V [003244]

Exercice 3245 X MP* 2005

Soient ag, ...,a, € R tels que |ag|+ -+ |an—1| < ay. Soit f(x) = ap+ aj cosx+ - -+ a, cos(nx). Montrer que
les zéros de f sont tous réels (cad. si x € C\ R, alors f(x) # 0).

Correction V¥ [003245]
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23 Polynomes irréductibles

Exercice 3246 Factorisation sur R de X8 + X% + 1

Factoriser X8 + X* + 1 sur R.
Correction V¥ [003246]

Exercice 3247 Polyndme irréductible sur Q

Démontrer que 1+ (X — 1)2(X — 3)? est irréductible dans Q[X].
Correction ¥ [003247]

Exercice 3248 Polyndmes positifs sur R
Soit & = {P € R[X] tq 3 Q,R € R[X] tq P = Q* + R*}.
1. Montrer que & est stable par multiplication.
2. Montrer que & = {P ¢ R[X]tqVx € R, P(x) > 0}.

3. (Centrale MP 2000, avec Maple) P = 65X+ — 134X + 190X? — 70X +29. Trouver A et B dans Z[X] tels
que P = A% + B2

Correction V [003248]

Exercice 3249 Lemme de Gauss
Soit P € Z[X]. On appelle contenu de P le pged des coefficients de P (notation : cont(P)).

1. Soient P,Q € Z[X] avec cont(P) = 1, et R = PQ. Soit p un facteur premier de cont(R).

(a) Si p est premier avec le coefficient constant de P, Démontrer que p divise tous les coefficients de Q.
(b) Si p divise le coefficient constant de P, se ramener au cas précédent.
(¢c) En déduire que cont(Q) = cont(R).

2. Lorsque cont(P) # 1, trouver cont(PQ).

3. Application : Soit R € Z[X], et P,Q € Q[X] tels que R = PQ. Montrer qu’il existe P, Q1 € Z[X] propor-
tionnels a P et Q et tels que R = P, Q.

(cad : un polynéme a coefficients entiers réductible sur Q est aussi réductible sur 7.)

[003249]

Exercice 3250 Polynomes irréductibles sur Z
Démontrer que X* 4 X + 1 et X® + X2 + [ sont irréductibles dans Z[X]. [003250]
Exercice 3251 Polyndomes irréductibles sur Z
Soient ay,...,a, € Z distincts.

1. Montrer que (X —ay)...(X —ay) — 1 est irréductible dans Z[X].

2. Méme question avec (X —aj)...(X —a,)+ 1, n impair.
Correction V [003251]
Exercice 3252 Critere d’irréductibilité d’Eisenstein
Soit P € Z[X], P =X"+a, 1 X" ' +---+aoX" et p un nombre premier tel que :

ap=0(modp), ..., a,_;=0(modp), ag# 0(modp?).

Montrer que P est irréductible dans Z[X].
Correction ¥ [003252]
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Exercice 3253 Irréductibilité de X?P —a

Soit K un sous-corps de C, a € K et p € N premier. Montrer que le polyndme X” — a est irréductible sur K si et

seulement s’il n’a pas de racine dans K.

Indication V¥ Correction V¥ [003253]
24 Fonctions symétriques
Exercice 3254 a/b+b/c+c/a
Soient a, b, c les racines de X + pX + ¢, g # 0. Calculer : Y oes, (ggzg + (;Eg + gE;g )
Correction V [003254]
Exercice 3255 1/(x;— 1)
Soient x1,x2,x3, x4 les racines de X* + X + 1. Calculer Z?:] x~1—1'
Correction ¥ [003255]
Exercice 3256 x;/(x;x;)
Soient xp,...,xg les racines de X® + X7 — X2 4 3. Calculer Yi<i<s 1< j<k<8 Xf—)’ck
Correction V [003256]
Exercice 3257 x/
Soient a, b, ¢ les racines de X — X + 1. Calculer a’ + b +¢’.
Correction ¥ [003257]
Exercice 3258 a+b+c,a*> +b>+c?, 1/a+1/b+1/c donnés
Résoudre
at+t b+ c= 0
a4+ b+ F=
1 n 1 n 1 !
a b c ’

Correction ¥ [003258]
Exercice 3259 Ensi P 90

x+y+z=2
Résoudre dans C le systeme : x2 +y2 +72=6

1,1 ,1_1

xtytz=2
Correction V [003259]
Exercice 3260 [' | P(t)dt = d(P(a) +P(b) +P(c))
Trouver a,b,c,d € R tels que : V P € R3[X], [L | P(r)dt = d(P(a)+P(b)+P(c)).
Correction V [003260]

Exercice 3261 a,b,c en progression géométrique

Soient a,b,c € C.
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Montrer que ces nombres sont en progression géométrique si et seulement si (ab+ac +bc)® = abc(a+b+c)>.
[003261]

Exercice 3262 Condition liant les racines
Soit P = X3 + pX + ¢ de racines a,b,c.

1. CNS pour ces racines soient aux sommets d’un carré ?
2. CNS pour que a®> +b*> = 14¢*?

Correction V [003262]

Exercice 3263 Condition liant les racines

Soient A, B, C les points dont les affixes sont les racines de X3 + pX +¢, p,q € C. A quelle condition sur p et g
at-on AB=AC =2BC?
Correction ¥ [003263]

Exercice 3264 Condition liant les racines

Soit P = X* 4+ aX? + bX + ¢ de racines a, 3,7, 5. CNS pour ces racines soient en progression arithmétique ?
Correction V [003264]

Exercice 3265 Transformation d’équation

Soient x1,x2,x3 les racines de X3 +2X?% 43X +4.
Calculer le polynéme unitaire de R3[X] dont x; 4 x7,x2 + x3,x3 +x; sont les racines.
Correction V¥ [003265]

Exercice 3266 Transformation d’équation

Soient x1,x2,x3 les racines de X3 +aX? + bX +c.

Calculer le polyndme unitaire de R3[X] dont x%,x%,x% sont les racines.

Correction V¥ [003266]

Exercice 3267 2X°+5X% — X 4+ A a une racine de module 1

Trouver A € R tel que 2X> + 5X2 — X + A ait une racine de module 1.
Correction V [003267]

Exercice 3268 Polyndmes dont les racines sont de module 1

Soit n € N* et & I’ensemble des polyndmes a coefficients entiers, unitaires de degré n et dont toutes les racines
sont de module 1.

1. Démontrer que & est fini.

2. Pour P € & de racines xi,...,X,, on note P le polyndme unitaire de racines x%, ... ,x,%.

Démontrer que Peé.
3. En déduire que : V P € &, les racines de P sont des racines de I’unité.

Correction V [003268]

Exercice 3269 Centrale MP 2001

Soit f(x) = 4+ ax® + bx> + cx+d avec a,b,c,d réels. Donner une condition nécessaire et suffisante por-
tant sur a,b,c,d pour qu’il existe une droite coupant la courbe représentative de f en quatre points distincts
My, M>, M5, My tels que MiMy = MMz = M3M,.

Correction V¥ [003269]
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25 Fractions rationnelles

Exercice 3270 Substitution de fractions
Soit F € K(X) non constante et P € K[X], P # 0.

1. Montrer que Po F # 0.
2. Montrer que I’applicationK (X) — K(X),G — G o F est un morphisme injectif d’algebre.

3. A quelle condition est-il surjectif ?
4. Montrer que tous les isomorphismes de corps de K(X) sont de cette forme.

Correction V¥ [003270]

Exercice 3271 Multiplicité des pdles

Soient F, Gy, ...,G,_1 € K(X) telles que F" +G,_(F" ' +-.-+Go = 0.
Montrer que I’ensemble des poles de F' est inclus dans la réunion des ensembles des pdles des G;. [003271]

Exercice 3272 Ensemble image d’une fonction rationelle

Soit F € C(X). Etudier F(C\ {pdles}).
Correction V¥ [003272]

Exercice 3273 F o G est un polynéme

Trouver tous les couples (F,G) € (C(X ))2 tels que F o G € C[X] (utiliser I’exercice 3272).
Correction ¥ [003273]

Exercice 3274 Fractions invariantes

1. Soit F € C(X) telle que F(¢*™/"X) = F(X). Montrer qu’il existe une unique fraction G € C(X) telle
que F(X) = G(X").

n—1 X+e¥kr/n

2. Application : Simplifier Y~ =7 -

Correction V [003274]

Exercice 3275 Fractions invariantes
Soit H = {F € K(X) tel que F(x)=F(1)}.

1. Montrerque : F € H < 3G € K(X) tel que F(X):G(X+§).
2. Montrer que H est un sous-corps de K(X).
3. Que vaut dimg (K (X)) ? Donner une base de K(X) sur H.

Correction V [003275]

Exercice 3276 Formule de Taylor

Soit F € K(X) définie en a € K. Démontrer qu’il existe une fraction G, définie en a telle que :

1 nle(n_])(a) n
[003276]
Exercice 3277 Dérivée de 1/(x> 4 1)
Soit F = X%Jr] Montrer qu’il existe un polyndme P, € Z,[X] tel que F") = (xﬁ -
Montrer que les racines de P, sont réelles et simples. [003277]
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Exercice 3278 Fractions de degré négatif

Soit A = {F € K(X) tels que deg F < 0}. Démontrer que A est une sous-algebre de K(X).
Chercher ses idéaux.

Correction V

[003278]

26 Décompositions de fractions rationnelles

Exercice 3279 Décompositions pratiques des fractions rationnelles

Eléments de lere espece

1 1 5 15 35

35

(2—1)5  32(x—1)5 64(x—1)* * 128(x—1)3  256(x—1)2 * 256(x—1)

35 35 15 15
S 256(x+1) 256(x+1)2 128(x+1)3  64(x+1)* 32(x+1)°
(x> +1)? 4 8 8 4 1
=D =18 1P G DF =1 (a1
O tx+1 1 4 9 17 3 8 17
x4(x—1)3:_)?_)?_;_7 (x—1)3_(x—1)2+x—1
(xz—x+1)2_1+l+ 1
X (x—1)? xr (x—1)2
x? 1 1 1 1

2172 46—12  4e—1)  aet12 T aat1)

Du type x> + 1

2 -1 1
(x2_|_1)2_(x2_|_1)2+x2+1
X 1 1 1 1 X X
P12 16(0—12 8x—1) 16(+12 8a+1) 42+1)2  42+1)
X _ 1 1—x x+1
G- D212 4a—1) 202+1)2  42+1)
x0 U S N S & o Vi
(x2+1)%2(x+1)2 4x+1)2 x+1 2(x2+1)2  x2+1
x5 x—1 1 5 19
CrDGE=1)e T aean e 1p Tae—1e A=)

Du type X 4x+1
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X 1 1
A1 202 —x+1) 202 4x+1)

x4 14 x B X
x4+x2+1 22 +x+1) 2(x2—x+1)
A+1 12 1 2x+2
22 4+x+12 2 x  (PHx+1)? +x2—|—x—|—1
300 —5xt +4x — 11x+1 23x+6 13x+18 3x—11
(x24+x+1)°0 :_(x2+x+1)6+(x2+x+1)5+(x2—|—x+1)4

Autres éléments de 2éme espéce

x® , 1/ 1 1 2x+1 2x—1
s~ t¢ - T3 2
x0—1 6\x—1 x+1 x*+x+1 x*—x+1

l_l(x—l—\@ B x—ﬁ)
41 22\ 2 4+xv2+1 2—xv/2+1

X 1 1 1
x4+1_2ﬁ<x2—xﬁ+1_x2+xﬂ+1>
1 1 1( ox—2 a)’x—2> o 1+vV5 , 1-+/5

- X2—ox+1 x2—w'x+1

S+1 5x+1) 5

Racines de ’unité

X1 n—1 (J)k 5
=142 ., 0= in/n
xt—1 kg(’)n(x—a)k) ¢
Lo "21 2008 0 — 2 + : 1 si n est pair o _ 2z
xt—1 _k:mk# n(x>—2xcosoy+1)  n(x—1) n(x+1) patry, Gk =",

n—1 n—1
Z I nx W = o2iT/n
k= yn ’ =e

x—owf x*—1

k=0
n—1 2n—2 -2
1 4 —1)x"* ;
Z - :nx —|—I’l(7’l, 5 ) ., 0= 621717/11 (déerée)
= (x — @F) (x*—1)
Polynomes de Tchebychev
1 1= (—1)¥sin By (2k+ )7
e Dl < M T
cos(narccosx) n /= x—cosfy 2n
n—1
1 x . N (2k+1)m
tan(narctanx) =— +— sinestim alr] , Br=—7—"
( ) n k:O;ZZk;’én_l cos?By(tanfB—x) L n P p 2n

Divers
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SR <(x(—_ :)):k+(x(—|jll)):k>
1 ¥ (_1)nrlr<l< jktn (—iyktn >
(x

— l‘)n—k (X+i)”_k

! - (DN
(x—i—1)(x—i—2)...(x—i—n)_k:1 x+k
x2 1 X X
= - o # 0(modm
x*—2x?cosa+1 4cos(a/2) (x2—2xcos(oc/2)+1 x2—|—2xcos(a/2)+1>’ # 0(mod )

[003279]
27 Décomposition en éléments simples
Exercice 3280 Ensi PC 1999
Décomposer en éléments simples sur R puis sur C : m
Correction ¥ [003280]
Exercice 3281 Calcul de dérivées
Calculer les dérivées p-iemes des fractions suivantes :
1
[ CER et
1
3. v axsha—t (X ER).
Correction V¥ [003281]
Exercice 3282 Sommation de séries
A I’aide de décomposition en éléments simples, calculer :
o 1
1. anl m.
o 1
2 Lot i
3. X0
Correction V¥ [003282]
Exercice 3283 Partie polaire pour un pole d’ordre 2
Soit F(X) = % = WBQ(X) avec Q(a) # 0. Chercher la partie polaire de F en a en fonction de Q puis en
fonction de R.
Correction V¥ [003283]
Exercice 3284
Soient ay,...,a, € K distincts et P = (X —ay) ... (X —ay).
2\n
1. Décomposer en éléments simples la fraction “*;5 r
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2. Montrer que les coefficients des ﬁ sont tous nuls si et seulement si : (1+X2)P" —2nXP' +n(n+
1)P=0.

Correction V [003284]

Exercice 3285 P a racines x; simples = Y. x¥/P'(x;) =0

Soit P € C,[X] (n > 2) ayant n racines distinctes : xi,...,X;.

1. Démontrer que Z, 1P/( 3= 0.

2. Calculer Y7 lP’

Correction V [003285]

)pourO k<n-—1.

Exercice 3286 Les racines de P’ sont des barycentres des racines de P

Soit P € C[X] de racines xi,x,, . ..,x, avec les multiplicités m;,my, ..., my,.
1. Décomposer en éléments simples %
2. En déduire que les racines de P’ sont dans I’enveloppe convexe de xi, ..., x,.

Correction V [003286]

Exercice 3287 F'(X)/F(X) =

!
Soient ay,...,a, € K distincts et &y, ..., @, € K. Existe-t-il F € K(X) telle que : % =Yi ngak ?  [003287]

Exercice 3288 F(X+1)—F(X)=...

Trouver les fractions F € R(X) tellesque : F(X + 1) —F(X) = m
Correction V [003288]

Exercice 3289 Inversion de la matrice (1/(a; —b;))

Soient ay,...,a,,b1,...,b,, et ¢ des scalaires distincts. On note A la matrice carrée (ﬁ) et B la matrice
i J

colonne (ﬁ) Montrer que I’équation AX = B possede une solution unique en considérant une fraction
1

rationnelle bien choisie.
Correction V¥ [003289]

Exercice 3290 Racines de (X>+ 1)PP' +X(P? + P?)

Soit P € R[X] ayant n racines positives distinctes (entre autres).

Factoriser le polyndme Q = (X2 + 1)PP' + X (P? + P"?) en deux termes, faire apparaitre ’%, et Démontrer que
Q admet au moins 2n — 2 racines positives.

Correction ¥ [003290]

Exercice 3291 Inégalité

Soit P € R[X] unitaire de degré net Q(X) =X(X —1)...(X —n).

Calculer Y}, . (() 7 et en déduire I'existence de k € [[0,n]] tel que |P(k)| > 4.

Correction V [003291]

Exercice 3292 ENS MP 2002

Soit P € C[X] admettant deux racines distinctes et tel que P” divise P. Montrer que P est & racines simples.
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Soit P € R[X] admettant deux racines réelles distinctes, et tel que P” divise P. Montrer que P est scindé sur R
et a racines simples.
Correction ¥ [003292]

28 Division suivant les puissances croissantes

Exercice 3293 Division de X — 1 par X> 41

1. Effectuer la division suivant les puissances croissantes de X> — 1 par X2+ 1 a ’ordre 3.
2. En déduire une primitive de f : x — x%

Correction V¥ [003293]

Exercice 3294 Division de 1 par (1 —X)?

1. Effectuer la division suivant les puissances croissantes & un ordre n quelconque de 1 par (1 —X)2.

2. En déduire 1 +2cos 60 +3cos260+---+ncos(n—1)0,n € N*, 8 € R.

Correction V¥ [003294]

Exercice 3295 Division de 1 — X par 1 —2X cost + X

1. Effectuer la division suivant les puissances croissantes 4 un ordre queclonque de 1 —X? par 1 —2X cos 0 +
X2
2. En déduire la valeur de 1 +2Y}_, cosk8, (6 # 0(mod2r)).

Correction V [003295]

Exercice 3296 Coefficients de Bézout
Soient P = 142X +3X2+3X3 +2X*+ X et 0 = X°.

1. Vérifier que P et Q sont premiers entre eux.

2. Trouver U,V € K[X] tels que UP+V Q = 1 (utiliser une division suivant les puissances croissantes).

Correction V¥ [003296]

Quatrieme partie

Algebre linéaire

29 Espaces vectoriels

Exercice 3297 Sev de K engendrés par deux vecteurs

— -

On considere les vecteurs de K3 : @ = (1,2,1), b =(1,3,2),¢=(1,1,0),d = (3,8,5).
Soient F' = vect(d,b) et G = vect(¢,d ). Comparer F et G.
Correction ¥ [003297]

Exercice 3298 Somme de sous-espaces

Soient F, G, H trois sous-espaces d’un espace vectoriel E. Comparer F N (G+ (FNH)) et (FNG)+ (FNH).
Correction V¥ [003298]
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Exercice 3299 FNG=F' NG

Soient F,G,F',G' des sev d’unev E.

Montrer que si F NG = F'NG alors (F+(GNF'))N(F+(GNG')) =F.

Correction V [003299]

Exercice 3300 E n’est pas union de sous-espaces stricts

Soit £ un K-ev non nul et Fy,. .., F, des sev stricts de £. On veut montrer que £ # FiU---UF, :
1. Traiter le cas n = 2.
2. Cas général : on suppose F,, ¢ F; U---UF,_; eton choisit¥ € F,\ (F{U---UF,_|) ety & F,.
(a) Montrerque : VA € K, AX+Y ¢ F,.
(b) Montrer que : Vi < n— 1, il existe au plus un A € K tel que AX+y € F;.

(c) Conclure.

[003300]
Exercice 3301 Etude de liberté
Etudier la liberté des familles suivantes :
1. E = {fcts: R — R}, .Z# = (sin,cos).
2. E={fcts: R™ - R}, F = (f,: x—x), aeR.
3. E={fcts:R—> R}, F = (fa:x—|x—a|), a e R.
[003301]
Exercice 3302 Nombres algébriques
On considere que R est un Q-espace vectoriel.
1. Montrer que la famille (1, V2, \@) est libre.
2. Montrer que la famille (In p) ol p décrit I’ensemble des nombres premiers positifs est libre.
[003302]
Exercice 3303 Modification des vecteurs d’une famille libre
Soit E un espace vectoriel, (X1,...,X,) une famille libre de vecteurs de E, et ¢y, ..., o, des scalaires.
On pose y =Y | o;xi, et X =X+ Etudier & quelle condition la famille ()?1’ yeus ,)_c’,’,) est libre.
Correction V¥ [003303]

Exercice 3304 Polynomes trigonométriques

Soit E I’ev RE, F le sev engendré par les fonctions f, : x — cos(nx), n € N, et G le sev engendré par les
fonctions g, : x — cos" x, n € N. Montrer que F = G. [003304]

Exercice 3305 Supplémentaire commun, X MP* 2005

1. SoitA={PeR[X]tqP=(1-X)Q(X?) avec Q € R[X]}.
(a) Montrer que A est un R-ev et que I’on a R[X] = A @ { polynémes pairs }.
A-t-on R[X] = A @ { polyndmes impairs } ?
(b) Que peut-on dire si I’on remplace Q(X?) par une fonction f paire ?

2. Soient Ey, E, deux sev d’un ev E tels que E et E, sont isomorphes et E = E| & E,. Montrer que E; et
E> ont un supplémentaire commun.
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Correction V [003305]

30 Applications linéaires

Exercice 3306 Image d’une somme, d’une intersection

Soit f : E — F une application linéaire et £, E> deux sous-espaces vectoriels de E, Fi, F> deux sous-espaces
vectoriels de F. Que pouvez-vous-dire de f(E; +E>), f(E\NE), f Y (F+F), f Y (FINEk)? [003306]

Exercice 3307 Effet sur les familles libres et génératrices

Soient E, F deux espaces vectoriels et f : E — F linéaire.

1. Montrer que f est injective si et seulement si f transforme toute famille libre de E en une famille libre
de F.

2. Montrer que f est surjective si et seulement s’il existe une famille génératrice de E transformée par f
en une famille génératrice de F.

[003307]
Exercice 3308 f(Ker(go f))
Soit E un espace vectoriel et f,g € Z(E). Montrer que f(Ker(go f)) = KergNIm f. [003308]
Exercice 3309 Endomorphisme tel que tout vecteur non nul est propre
Soit E un espace vectoriel et f € Z(E) tel que pour tout X € E, la famille (X, f(¥)) est liée.
1. Montrer que si X # 0, il existe un unique scalaire A tel que f(X) = AgX.
2. Comparer Az et 2,; lorsque (X,Y) est libre.
3. Montrer que f est une homothétie.
[003309]
Exercice 3310 fogof = fetgofog=g
Soient f,g € Z(E) telsque fogof = fetgofog=g.
1. Montrer que E = Kerf & Img.
2. Montrer que f(Img) =Imf.
Correction V [003310]
Exercice 3311 3 =id
Soit f € .Z(E) tel que f> = idg.
1. Montrer que Ker(f —id) ®Im(f —id) =E.
2. Montrer que Ker(f —id) = Im(f2 + f +id) et Im(f —id) = Ker(f? + f +id).
[003311]

Exercice 3312 Applications R-linéaires sur C

On considere que C est un R-espace vectoriel.

1. Donner une base de C.
2. Montrer que tout endomorphisme de C peut se mettre sous la forme : f(z) = az+ bz, avec a,b € C.

3. CNS sur a et b pour que f soit bijectif ?
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Correction V [003312]

Exercice 3313 Supplémentaire d’un hyperplan

Soit E un K-ev et f : E — K une forme linéaire non identiquement nulle. On note H = Kerf.

1. Montrer que Im f = K.
2. Soitii € E\ H et F = vect(i). Montrer que F & H =E.

[003313]

Exercice 3314 Permutation de coordonnées dans K"
Soit 6 € S, (groupe symétrique) et fo : K" — K", (x1,...Xn) = (Xg(1)s - - -1 X5(n))
On munit K" de la structure d’algébre pour les opérations composante par composante.

1. Montrer que fs est un automorphisme d’algebre.

2. Soit ¢ un automorphisme d’algebre de K”.
(a) Montrer que la base canonique de K" est invariante par ¢ (étudier @(e?) et @(e; X €;)).
(b) En déduire qu’il existe o € S, tel que ¢ = f5.

3. Montrer que {0}, K(1,...,1), {(x1,...,x,) tq x; +---+x, = 0} et K" sont les seuls sev stables par tous
les endomorphismes f5.

[003314]

Exercice 3315 Z(E x F), Chimie P 1996

Est-il vrai que Z(E x F) et Z(E) x Z(F) sont isomorphes ? (E et F espaces vectoriels de dimensions finies).
Correction ¥ [003315]

Exercice 3316 Commutants itérés
Soit u € Z(E). On pose pour v € Z(E) : ¢(v) =vou—uov, et on note ¢; = Ker¢’ (co = {0}, | est le
commutant de u, ¢, est I’ensemble des v tels que vou — uov commute avec u,. . .).

1. Calculer @(vow) en fonction de v,w, @(v) et @(w).

2. Montrer que ¢ = [J;c ¢; est une sous-algebre de .Z(E).

Correction V [003316]

31 Espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 3317 Essai de bases

Montrer que dans R3, les trois vecteurs @ = (1,0,1), b = (—1,—1,2) et & = (—2,1,—2) forment une base, et
calculer les coordonnées dans cette base d’un vecteur X = (x,y,z).
Correction V [003317]

Exercice 3318 Rang de vecteurs

Dans R, trouver le rang de la famille de vecteurs :

i=(3,2,1,0), b=(2,3,4,5), ¢=(0,1,2,3), d=(1,2,1,2), &=(0,—1,2,1).

Correction V [003318]

Exercice 3319 Fonctions affines par morceaux
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Soit 0 = xp < x; < --- < x, = | une subdivision de [0, 1] et F 1’ensemble des fonctions f: [0, 1] — R continues
dont la restriction a chaque intervalle [x;,x;; ] est affine.
Montrer que F est de dimension finie et trouver une base de F.

[003319]

Exercice 3320 Projection et symétrie dans K>

H={X = (x,,2) tqx+y+z=0}
K =veet(U = (1,1,2)).

Dans K, on donne les sous espaces : {

1. Déterminer dim H et en donner une base.
2. Démontrer que H DK = K>.

3. Donner les expressions analytiques des projection et symétrie associées : Ty et sy.

Correction V¥ [003320]

Exercice 3321 Supplémentaires
Soit E=H ®K et (éy,...,€é) une base de K.

1. Montrer que pour tout d € H, K; = vect(é; +d, ..., + d) est un supplémentaire de H.
2. Montrer que si d # b, alors Kj # K;.

[003321]

Exercice 3322 dimH = dimK < H et K ont un supplémentaire commun

Soient H,K deux sev d’un ev E de dimension finie. Montrer que dimH = dimK si et seulement si H et K ont
un supplémentaire commun (par récurrence sur codim H).
Correction V¥ [003322]

Exercice 3323 Intersection et somme de sev

Soit £ un ev de dimension finie et (F;);c; une famille de sous-espaces de E.
Onnote H =g FietS=Y,,Fi = VGCt(Ui€]E>.
Montrer qu’il existe une partie finie, J, de I telle que : H = (;c; Fiet S =Y i/ Fi. [003323]

Exercice 3324 Eléments algébriques

Soient K, L deux corps avec K C L.
Un élément o € L est dit algébrique sur K s’il existe un polyndme non nul P € K[X] tel que P(a) = 0.

1. Montrer que o est algébrique sur K si et seulement si K[a] est un K-ev de dimension finie.
2. On suppose que o et B sont algébriques sur K. Montrer que a + 3 et o3 sont algébriques sur K (étudier

Ko, B)).

[003324]

Exercice 3325 Corps emboités
Soient H C K C L trois sous-corps de C.

1. Montrer que K et L sont des H-ev et L est un K-ev.

2. Montrer que L est de dimension finie sur H si et seulement si K est de dimension finie sur H et L est de
dimension finie sur K.

3. Application : Montrer que Q, la cloture algébrique de Q dans C, est un corps algébriquement clos (si
P € Q[X], considérer le sous-corps de C engendré par les coefficients de P).
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[003325]

Exercice 3326 Surcorps de R

Soit A une R-algébre commutative, intégre et de dimension finie.

1. Montrer que A est un corps.

2. SidimA > 1 montrer que tout élément de A est algébrique de degré 1 ou 2 sur R. En déduire qu’alors
A est isomorphe a C.

[003326]

32 Applications linéaires en dimension finie

Exercice 3327 Applications du thm du rang
Soient E, F deux K-evet f € Z(E,F).

1. Montrer que si H est un sev de E, alors
dim f(H) = dimH — dim(H N Kerf).

2. Montrer que si K est un sev de F, alors
dim f~(K) = dim(K NIm f) 4 dim(Kerf).

[003327]

Exercice 3328 Application du thm du rang

Soient E, F deux ev de dimensions finies et u,v € Z(E,F).
Montrer que dim(Ker(u +v)) < dim(Keru N Kerv) + dim(Imu N Imv).
(considérer w = uker(u+v))
[003328]

Exercice 3329 Rangde fog
Soit E un ev de dimension finie et f,g € .Z(E). Etablir :
1. dimKer(fog) < dimKerf + dimKerg.
2. dim(Im f NKerg) =rg(f) —rg(go f).
3. 1g(f) +rg(g) —dimE < rg(f o g) < min(rg(f),rg(g))-

[003329]

Exercice 3330 CNS pour que Kerf et Im f soient supplémentaires

Soit E un ev de dimension finie et f € .Z(E). Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
Kerf? = Kerf.

Im f? =Imf.

Kerf@éImf =E.

Kerf NIm f = {0}.

Kerf+Imf=FE.

A

[003330]

Exercice 3331 fog=0

Soit E un ev de dimension finie et f,g € £ (E) tels que f og = 0. Trouver une inégalité liant les rangs de f et
de g. Peut-on avoir égalité ? [003331]
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Exercice 3332 Rangde f+¢
Soient E, F deux ev, E de dimension finie, et f,g € Z(E,F).

1. Démontrer que rg(f +g) < rg(f)+rg(g).
2. Montrer qu’il y a égalité si et seulement si Im f NImg = {6F} et Kerf +Kerg =E.

Correction V [003332]

Exercice 3333 Kerf+Kerg=Imf+Img=F

Soient E un ev de dimension finie et f,g € Z(FE) tels que Kerf + Kerg =Im f +Img = E.
Montrer que les sommes sont directes.

[003333]
Exercice 3334 f>=0
Soit f € Z(E) tel que f3 = 0.
1. Montrer que rgf +rgf? < dimE.
2. Montrer que 2rgf> < rgf (appliquer le théoréme du rang a Siimp)-
[003334]
Exercice 3335 fog=0et f+g € GL(E)
=0
Soit E de dimension finie et f,g € .Z(E) tels que : fos
f+g€GL(E).
Montrer que rgf +1gg = dimE.
Correction ¥ [003335]

Exercice 3336 f tq Im f et Kerf sont imposés

Soit £ un K-ev de dimension finie et H, K deux sev fixés de E.

1. A quelle condition existe-t-il un endomorphisme f € Z(FE) tel que Im f = H et Kerf = K ?

2. Onnote & ={f € Z(E) tq Im f = H et Kerf = K }. Montrer que & est un groupe pour o si et seulement
siH®K=E.

Correction V [003336]

Exercice 3337 Thms de factorisation
Soient E, F, G trois K-ev avec dim(G) finie.

1. Soientu € Z(F,E) etv € Z(G,E). Montrer qu’il existe h € .Z (G, F) tel que v=uoh si et seulement
silmv C Imu.

2. Soientu € Z(E,F)etv e Z(E,G). Montrer qu’il existe h € (G, F) tel que u = hov si et seulement
si Kerv C Keru.

[003337]

Exercice 3338 Isomorphisme o projecteur

Soient E en ev de dimension finie et f € Z(E).
1. Montrer qu’il existe un projecteur p € .Z(E) et un isomorphisme g € GL(E) tels que f = go p.
2. Montrer qu’il existe un projecteur p € Z(E) et un isomorphisme g € GL(E) tels que f = pog.
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[003338]

Exercice 3339 Centre de .Z(E)
Soit E un K-ev de dimension finie. Le centre de £ (E) est: Z={f € L(E)tqV g€ Z(E), fog=gof}.
1. Soit f € Z(E) et X € E. Si (X,f(X)) est libre, montrer qu’il existe g € .Z(E) telle que g(X) = X et
gof(¥) = —f(X).
2. En déduire que Z est I’ensemble des homothéties.
3. Déterminer Z' = {f € L(E)tqV g € GL(E), fog=go f}.

[003339]
Exercice 3340 Eléments réguliers dans % (E)
Soit f € Z(E,F).
1. Montrer que : (f estinjectif) < (Vge Z(E), fog=0=g=0).
2. Montrer que : (f est surjectif) <= (Vg€ Z(F), gof=0=g=0).
[003340]

Exercice 3341 12 = —id
Soit EunR-evet f € Z(E) telque fo f=—idg. Pourz=x+iy€ Ceti € E, on pose : zii = xii + yf (id).

1. Montrer qu’on définit ainsi une structure de C-ev sur E.
2. En déduire que dimp (E) est paire.

[003341]

Exercice 3342 fof=0et fog+gof=id

1. Soit Eun K-evet f,g € Z(E) tels que : {fz:o _
fog+gof=idg.
Montrer que Kerf = Im f.
2. Réciproquement, soit f € .Z(E) tel que Kerf = Im f, et F un supplémentaire de Kerf. Montrer que
(@) f2=0.
(b) VX € E, il existe y,7 € F uniques tels que X = ¥+ f(2).
(c) Nlexiste g € L(E)tel que fog+go f=idg.

Correction Vv [003342]

Exercice 3343 Endomorphisme nilpotent
Un endomorphisme f € Z(E) est dit nilpotent s’il existe p € N tel que f? = 0. Dans ce cas, [’indice de f est
le plus petit entier p tel que 7 = 0. On considere f € -Z(E) nilpotent d’indice p.

1. Soitii € E\ Kerf?P~!. Montrer que la famille (i, f(ii), ..., f~'(i)) est libre.

2. En déduire que si E est de dimension finie n, alors f" = 0.

3. Soit g € GL(E) tel que fog = go f. Montrer que f + g € GL(E)...

(a) en dimension finie.

(b) pour E quelconque.
4. Dans Z(K?), soient f,g de matrices : (9) et (% {). Vérifier que f est nilpotent, g € GL(K?), mais
f+g¢& GL(K?).
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Correction V [003343]

Exercice 3344 Matexo

Soit E un K espace vectoriel de dimension finie et f € .Z(E) tel que V x € E, Ip, € N*, fP*(x) = 0. Montrer
que f est nilpotent. Donner un contre-exemple en dimension infinie. [003344]

Exercice 3345 Mines P’ 1995
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € .Z(E) nilpotente d’indice n.
Soit ¢ : X(E) — L(E),g+> fog—gof.
1. Montrer que ¢”(g) = Y4 _(—1)*Csf?*ogo f*. En déduire que ¢ est nilpotente.
2. Soita € Z(E). Montrer qu’il existe b € Z(E) tel que aoboa = a. En déduire I’indice de nilpotence
de ¢.

[003345]

Exercice 3346 Endomorphisme cyclique

Soit £ un ev de dimension n et f € Z(E). On suppose qu’il existe un vecteur i € E tel que la famille ( f*(i7))
engendre E.

1. Montrer que (i, f (i), ..., f" ' (if)) estune base de E. (Considérer p maximal tel que .7 = (i, ..., [~ (if))
est libre, et prouver que f*(ii) est combinaison linéaire de .% pour tout entier k)

2. Montrer qu’un endomorphisme g € .Z(E) commute avec f si et seulement si ¢’est un polyndme en f.

[003346]

Exercice 3347 u? = 0 en dimension 3

Soit E un ev de dimension 3 et u € Z(E) tel que u> = 0. Montrer qu’il existe f € E* et @ € E tels que :
VX€E, u(x)=f(x)a.

[003347]

Exercice 3348 (u,x, f(x)) liée

Soit E un ev de dimension supérieure ou égale 2 3 et i# € E \ {0}. Trouver tous les endomorphismes f € .Z(E)
tels que : VX € E, la famille (i, X, (X)) est liée.
Correction ¥ [003348]

Exercice 3349 Noyaux itérés
Soit E un ev de dimension finie et f € .Z(E). On pose Nj = Ker(f*) et I, = Im(f*).

Montrer que la suite (Ny) est croissante (pour I’inclusion) et que la suite (1;) est décroissante.
Soit p tel que N, = N . Justifier I’existence de p et montrer que Ny =Npo = =Nj = ...
Montrer que les suites (Ng) et (I;) sont stationnaires a partir du méme rang p.

Montrer que N, © 1, = E.

A A

Montrer que la suite (dim(Ng) — dim(Ny)) est décroissante.

[003349]

Exercice 3350 Dimension des gtq fog=0et/ougof =0

Soit f € Z(E).Onpose K =Kerf,I=Imf, # ={gc L(E)tq fog=0}et S ={ge L(E)tqgof=0}.
1. Montrer que %" et . sont des sev de .Z(E).
2. Soitge Z(E). Montrerque : g € # <= ImgCK,et: g€ . <= KergD I
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3. (a) Montrer que I’ application ® : % — Z(E,K),g — gk est un isomorphisme d’ev. En déduire
dim 7.

(b) Chercher de méme dim.# en introduisant un supplémentaire I’ de 1.
(c) Chercher aussi dim(# N.7).

Correction V¥ [003350]

Exercice 3351 Rangde f— uo fov

Soient u,v € Z(E). Déterminer le rang de I’endomorphisme de .Z(E) : f — uo fov.
Correction ¥ [003351]

Exercice 3352 Sous algebres

Soit E un ev de dimension finie et <7 une sous-algébre de .Z(E). Montrer que si f € <7 et f est bijective, alors
flew.
On pourra étudier I’application ¢ : &7 — o/ ,g+— fog. [003352]

Exercice 3353 Idéaux de .Z(E)

Un idéal a gauche de Z(E) estunsev . de L (E)telque:V fe ¥, Vge Z(E), foge L.
Soit .# un idéal a gauche.

1. Montrer que si f € . etImg C Im f, alors g € .¥.

2. Soient f1, f> € .#. Montrer qu’il existe g1,g2 € Z(E) tels que Im(fj o g1 + f0g2) = Im f; +1Im f5.

3. Soit f € .# tel que rg(f) soit maximal. Montrer que . = {g € ZL(E)tq Img CImf} ={fogtqg €
Z(E)}.

[003353]

Exercice 3354 Automorphismes de .Z(E)

Soit E un ev de dimension n et ® : £ (E) — £ (E) un automorphisme d’algebre. On note (&), ...,&,) une base
fixée de E, (¢;;) la base de £ (E) associée (¢;;(€x) = 8x&;) et y;j = D(¢;).

1. Simplifier y;; o Wiy.

2. En déduire qu’il existe @, € E \ {0} tel que w1 (i) = ).
3. On note i; = y;; (i1 ). Montrer que ;;(iix) = 6jii; et en déduire que (ii;) est une base de E.
4. Soit f € GL(E) définie par : f(¢;) = ii;. Montrer que : V g € Z(E), ®(g) = fogof L.

Correction V [003354]

Exercice 3355 f>=0= f=gohavechog=0

Soit f € Z(E) telle que f> = 0. Montrer qu’il existe g,h € .Z(E) tels que f = gohet hog = 0.
Correction ¥ [003355]

Exercice 3356 Centrale MP 2001

Soit f un endomorphisme donné de E de dimension n et F = {g € L (E) | go f = f og = 0}. Trouver la
dimension de F.

Correction V [003356]

Exercice 3357 X MP* 2001
Soit G un sous-groupe fini de GL(R") et F = (", Ker(g —id). Montrer que Card (G) x dimF = Y, tr(g).
Correction ¥ [003357]
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33 Matrices

Exercice 3358 Matrices en damier
Soit M = (a;j) € #,(K). On dit que M est en damier si a;; = 0 pour j— i impair. On note Z I’ensemble des
matrices n X n en damier. Montrer que & est une sous-algebre de .#,(K). Quelle est sa dimension ?

[003358]
Exercice 3359 Matrices stochastiques
Soit
9 ={A=(a;j) € M(R)1QV i, j, ajj = 0etVi, ¥i_a;j=1}.
1. Montrer que & est stable par multiplication.
2. Déterminer les matrices A € 2 inversibles telles que A~' € 2.
Correction ¥ [003359]

Exercice 3360 Matrices centrosymétriques

Soit A = (a;j) € #,(K). On dit que A est centro-symétrique si pour tous i, j : an4+1—in+1—; = a;j. Montrer que
si A et B sont centro-symétriques, il en est de méme de AB. Montrer aussi que si A est centro-symétrique et
inversible alors A~! est aussi centro-symétrique. [003360]

Exercice 3361 Conservation de I’inverse sur un sous-corps
Soit M € #,(Q). Comparer les énoncés :

1 : M est inversible dans .#,(Q).
2 : M est inversible dans .#,(C).

[003361]

Exercice 3362 Algebre de matrices
... 1

Onnote U = | : | e #,(R) et o ={aU +0bI, a,bcR} (n>=2).
... 1

1. Montrer que .27 est une sous algebre commutative de .#,(R).

2. Soit M = aU + bl € <. Montrer que M posséde un inverse dans <7 si et seulement si b(b+na) # 0, et
le cas échéant, donner M.

3. Montrer que si b(b+na) = 0, alors M n’est pas inversible dans .#,(R).

4. Trouver les matrices M € &/ vérifiant : M" = 1.

Correction V¥ [003362]

Exercice 3363 Quaternions

a b

Montrer que ¢ = {M = <—b 4

> € //ZZ(R)} est un corps isomorphe a C.

Montrer que ¢ = {M = <_ab Z) € .//ZZ(C)} est un corps non commutatif.
[003363]

Exercice 3364 Homographies

a b

Pour M =
our (c J
Montrer que M +— fj; est un morphisme de groupes. Quel est son noyau ?

> € GLy(R), on note f; : RU{eo} — RU{eo},x+— f;‘jrrs
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[003364]

Exercice 3365 Opérations par blocs

1. Soient Ay € My p, (K),As € My p,(K), B) € My, 4(K), By € M, 4(K).
B
On pose A = (A1 Az) € My p +p,(K) et B= (Bl) € Mp,+p,4(K). Montrer que AB = A1B| +A2B;.
2

A

2. SoitM = < ) ou A, B,0,C sont des matrices de tailles p X p, p X q, g X p, g X g (matrice triangulaire

0 C

par blocs). Montrer que M est inversible si et seulement si A et C le sont. Le cas échéant, donner M~!
sous la méme forme.

3. En déduire une nouvelle démonstration de la propriété : L’inverse d’une matrice triangulaire est trian-
gulaire.

Correction V¥ [003365]

Exercice 3366 Décomposition d’une matrice en matrices inversibles
Soit A € .#,(K). Montrer qu’il existe U,V € GL,(K) tellesque A=U +V.

[003366]

Exercice 3367 Conjugaison

1. Soit P € GL,(K). Montrer que I’application ¢p : .#,(K) — #,(K),M > P~'MP est un isomorphisme
d’algebre.

2. Soit ¢ 1 A = (a;j) — A" = (ant1-int1-j)-
(a) Montrer que ¢ est un isomorphisme d’algebre de .7, (K).
(b) Trouver une matrice P € GL,(K) telle que ¢ = ¢p.

(0033671
Exercice 3368 Chimie P’ 1996
51 7? 1 10
Soit u € .Z(R?) ayant pour matrice dans la base canonique M = % 2 -1 ?2)etM=|(0 1 1] dans
1 0 O 0 01
une autre base. Donner la matrice de passage.
Correction ¥ [003368]
Exercice 3369 Centre de GL,(K)
On note (E;;) la base canonique de .7, (K).
1. Montrer que F;; = I + E;; est inversible.
2. En déduire que vect(GL,(K)) = 4, (K).
3. Quel est le centre de GL,(K) ?
[003369]
Exercice 3370 Centre de GL,(K)
Soit f € Z(E) ayant méme matrice dans toutes les bases de E. Montrer que f est une homothétie.
[003370]

Exercice 3371 Centre des matrices triangulaires unipotentes
Onnote 4 = {A = (a;j) € #n(K)tqa;j=0sii> jeta; =1}.
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1. Montrer que ¢ est un sous-groupe de GL,(K).

2. En utilisant la base canonique de .#,(K), déterminer le centre de ¢, et montrer que c’est un groupe
commutatif isomorphe a (K, +).

Correction V [003371]

Exercice 3372 Equation aX + (1rX)A = B

Soit a € K, et A, B € .#,(K). Etudier 1’équation d’inconnue X € .#,(K) : X + (trX)A = B.
Correction V [003372]

Exercice 3373 Commutant d’une matrice diagonale
Soit A € M,(K) et 6y = {M € #,(K) tqAM = MA} (commutant de A).

1. Montrer que %4 est une sous-algébre de .#,(K).
2. Soit A = diag(Ay,A2,...,4,) une matrice diagonale dont tous les A; sont distincts.
(a) Chercher %4.
(b) Soit ¢ : My(K) — My(K),M — MA —AM
Montrer que Im ¢ est I’ensemble des matrices a diagonale nulle.

[003373]

Exercice 3374 Matrices de trace nulle
Soit M € #,(K) non scalaire telle que trM = 0.

1. Montrer qu’il existe une matrice colonne X; telle que M X ne soit pas colinéaire a X.
0

2. En déduire que M est semblable a une matrice N = < . ) ouM, € M, (K) et trM; = 0.

M,
3. Montrer que M est semblable a une matrice a diagonale nulle.
4. Montrer qu’il existe A, B € ., (K) telles que M = AB — BA.

[003374]

Exercice 3375 Forme bilinéaire trace

1. Soit A € .4, ,(K) non nulle. Montrer que 1’application fy : .4, ,(K) — K,X ~— tr(AX) est une forme
linéaire non nulle sur .#), ,(K).

2. Réciproquement : Soit ¢ : .#), ,(K) — K une forme linéaire quelconque. Montrer qu’il existe une unique
matrice A € .4, ,(K) telle que ¢ = f4 (on pourra considérer I’application A — fy).

3. Soit ¢ : #,(K) — K une forme linéaire vérifiant : V X,Y € .#,(K), ¢(XY) = ¢(YX).
Montrer qu’il existe A € K tel que ¢ = Atr.

[003375]
Exercice 3376 Tout hyperplan de .#,(K) contient une matrice inversible
Soit H un hyperplan de .#,(K) (n > 2).
1. Montrer qu’il existe A € ., (K) telle que H = {M tq tr(AM) = 0}.
2. En déduire que H contient une matrice inversible.
Correction ¥ [003376]

Exercice 3377 Matrices magiques
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Une matrice carrée M est dite magique si les sommes des coefficients de M par ligne et par colonne sont

constantes. On note s(M) leur valeur commune.
1 ... 1

SoitU = | : : | et .# = {matrices n x n magiques}.
I ... 1

1. Montrer que .# est une sous-algeébre de .#,(K) et s : .#4 — K est un morphisme d’algébre (calculer
MU et UM).

2. Si M est magique inversible, montrer que M~ est aussi magique.

3. Montrer que .# est la somme directe du sev des matrices magiques symétriques et du sev des matrices
magiques antisymétriques.
4. Pour M € #,(K), on note ¢y I’endomorphisme de K" canoniquement associé a M.
Soit = {(x1,...,x,) €K"tqx;+---+x, =0} et & ={(x,...,x) € K"}.
(a) Montrer que : M € .# <= J et 2 sont stables par ¢y,.
(b) En déduire dim(.#).

[003377]
Exercice 3378 Matrices triangulaires nilpotentes
1. Soit A une matrice triangulaire a diagonale nulle. Montrer que A est nilpotente.
2. Soit A € .#,(K) une matrice nilpotente d’indice n et ¢ I’endomorphisme de K" associé.
On note E; = Ker¢', et €; un vecteur quelconque choisi dans E; \ E;_; (¢; € E1\ {6})
(a) Justifier I’existence de é;.
(b) Montrer que la famille (¢;) est une base de K".
(c) En déduire que A est semblable a une matrice triangulaire a diagonale nulle.
[003378]

Exercice 3379 Valeurs propres de AB et BA

Soient A € 4, ,(K) et B € M), ,(K). Onnote C =1, —AB et D =1, — BA.
(Ip,1, = matrices unité d’ordres n et p)

1. Montrer que si C est inversible, alors D I’est aussi (résoudre DX = 0).

2. Le cas échéant, exprimer D~! en fonction de A, B,C ™.

3. En déduire que AB et BA ont les mémes valeurs propres non nulles. Examiner le cas de la valeur propre
Osin=np.

Correction V [003379]

Exercice 3380 M antisymétrique = [ 4+ M est inversible

Soit M € #,(R) antisymétrique.
1. Montrer que [ + M est inversible (si (I +M)X = 0, calculer ((MX)(MX)).
2. Soit A= (I—M)(I+M)~". Montrer que ’A = A",

Indication V¥ Correction V Vidéo N [0033801]

Exercice 3381 Equation X2+ X =A

11
Soit X une solution et ¢4, ¢x les endomorphismes de K> de matrices A et X dans la base canonique.

Soit A = (1 1). On veut résoudre 1’équation dans .#>(K) : X*> +X = A.
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1. Montrer que X ou X + I n’est pas inversible.

2. Si X n’est pas inversible, montrer que X est proportionnelle a A (on montrera que Ker¢gy = Ker¢@, et
Im ¢y =Im¢,).
3. Résoudre I’équation.

Correction V¥ [003381]

Exercice 3382 Groupes de matrices

Soit ¢ C #,(K) tel que pour la multiplication, ¢ soit un groupe. On note J 1’élément neutre et pour M € ¢,
¢y ’endomorphisme de K" canoniquement associé a M.

1. Montrer que ¢; est une projection.
2. Montrer que : VM € Y, dyrjgers, = 0 €t Pt 1, €St un isomorphisme de Im ¢;.
3. En déduire que ¢ est isomorphe a un groupe GLy(K).

Correction V¥ [003382]

Exercice 3383 Matrice vérifiant AX =1
Soit A € ., (K) telle que A* =1 (k #0). On pose B =1+A +A?+---+A*~!, Soient u, v les endomorphismes
de K" matrices A et B dans la base canonique.

1. Montrer que : Ker(# —id) =Imv, Im(uz—id)=Kerv, Kerv@®Imv=K".
2. En déduire : trB = krgB.

Correction V¥ [003383]

Exercice 3384 A >0,X > 0et AKX =X

Soit A € .4, ,(R). On dit que A est positive si tous ses coefficients sont strictement positifs.
Soit M € .#,(R) positive. On suppose qu’il existe X € .2, 1(R) positif et k € N* tels que M*X = X. Montrer
qu’il existe Y € ., (R) positif tel que MY =Y. [003384]

Exercice 3385 Suite récurrente linéaire matricielle
Soient A, B € ./, (K). Exprimer en fonction de & le terme général de la suite (M) de matrices de .#, (K ) définie

M est donnée,
par :

Mys1 =AM +B.
Correction V¥ [003385]

Exercice 3386 A,A% A3 données = A?

A=AU+puv
Soit A € ., (K). On suppose qu’il existe A, it € K et U,V € #,(K) tels que : { A> = AU + u?v
A3 =AU+ V.
1. Montrer que : V p € N*, A? = APU + uPV (chercher une relation linéaire entre A, A%, A%).

2. On supposeici A # u, A # 0 et u # 0. Soit X un vecteur propre de A. Montrer que X est vecteur propre
de U et de V avec les valeurs propres 0,0 ou 1,0, ou 0, 1.

Correction V¥ [003386]

Exercice 3387 Idéaux de ., (K)
Une partie .# C .#,(K) est appelée idéal a droite de 4,(K) si ¢’est un sous-groupe additif vérifiant :

VAe S, VBec #,K), ABc /.
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Pour A € .#,(K), on note .7, le sev de .#, 1 (K) engendré par les colonnes de A, et .#4 I’idéal a droite engendré
parA: Iy = {AMtqM € .#,(K)}.

1. Soient A,M € .#,(K). Montrer que : M € .9y < 3 C H}.

2. Soient A,B € .#,(K). Montrer qu’il existe C € .#,(K) telle que 74 + 5 = ¢. Simplifier Sy + 5.

3. Soit . un idéal a droite de .#,(K). Montrer que .# est un sev de .#,(K), puis qu’il existe A € .#,(K)
telle que .& = .

4. Que peut-on dire des idéaux a gauche de .#,(K) ?

[003387]

Exercice 3388 Classes d’équivalence dans .#, (Z)

1. Soit M € .#,(Z). Montrer que M € GL,(Z) si et seulement si |detM| = 1.
Xy
2. SoitX = | : | € #,1(Z) etd le pged de xy,...,x,. Montrer qu’il existe A € GL,(Z) telle que AX =

Xn
d

0
(par récurrence sur n).

0
3. Soient X,Y € ., 1(Z). CNS pour qu’il existe A € GL,(Z) telle que AX =Y ?

[003388]

Exercice 3389 Rayon spectral d’une matrice a coefficients positifs
Soit A = (a;j) € #,(R) avec : Vi, j, a;; > 0. On munit .4, ; (R) de la relation d’ordre :

(X)Y) <~ (Vi, xi>yl~),

et on pose pour X € 4,1 (R),X >0,X #0:

{ R(X) = sup{r>0tqAX >rX},
R sup{R(X) tq X > 0,X # 0}.
1. Montrer que R est fini et qu’il existe Xy € R” tel que R(Xy) = R.
2. Montrer que toutes les coordonnées de X sont strictement positives.
3. On pose AXy = RXp +Y. Montrer que Y = 0.
4. Soit A une valeur propre complexe de A. Montrer que [A| <R, et (|A| =R) < (A =R).

Correction ¥ [003389]

Exercice 3390 INT ingénieurs 93
Soit E = {matrices de .#,(R) antisymétriques} et f : E — E,M — 'AM +MA ou A € .#,(R).

1. Montrer que f est un endomorphisme.

2. Quelle est la trace de [ ?

Correction V¥ [003390]

Exercice 3391 Ensam PSI 1998
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ap 1 0 ... 0
a 0 1

Soit A = € M, (K) et €(A) son commutant.

S~ O

a, 0 .

Montrer que pour M,N € €(A) ona: M =N < M et N ont la méme derniére colonne.

~—

En déduire que ¢ (A) = K,—1[A]. [003391]
Exercice 3392 ENS MP 2002

Que dire des morphismes de groupe ¢ : GL,(R) — Z/pZ?

Correction V [003392]

34 Calcul matriciel

Exercice 3393 Equation AX =B

1 2 3
SoitA=(2 3 4
345

1. Montrer que I’équation en X : AX = B, X,B € .#3,(K), a des solutions si et seulement si les colonnes

de B sont des progressions arithmétiques (traiter d’abord le cas n = 1).

33
2. Résoudre AX = |4 5
5 7
Correction V [003393]
Exercice 3394 Equation AX =B
-2 1 1 1 2 -1
SoientA=| 8 1 —-5]etC=1| 2 —1 -1 ].Existe-t-il une matrice B telle que BC=A?
4 3 -3 -5 0 3
Correction V¥ [003394]
Exercice 3395 Calcul de A” par la formule du bindme
1 00
SoitA=1|0 1 1].EnécrivantA =1+J, calculer A", n € Z.
1 01
Correction V [003395]

Exercice 3396 Calcul de A" par polyndme annulateur

1 23
SoitA=(2 3 1
31 2

1. Vérifier que (A —6I)(A%? —3I) =0.

2. Soitn € N et P, le polynome de degré inférieur ou égal a 2 tel que
P(6)=6", P(V3)=(V3)", etP(-V3)=(-V3)"

Montrer que A" = P,(A).
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3. Méme question pour n € Z.

[0033961]
Exercice 3397 Calcul de A
Calculer A* pour k € N :
1 (2)
1. A=
(2) 1
1 2 3 4
01 2 3
2 A= 001 2
0 0 01
x? Xy Xz
3.A=|xy ¥ yz
Xz yz 7
Correction Vv [003397]
Exercice 3398 Inversion de matrices
Inverser les matrices suivantes :
0 (1)
1. :
(1) 0
a (b)
2.
(b) a
1 1 (0)
3.
1
(0) 1
1 a o
4 a 1 a|,aeC
o o 1
(0) an
5.
a (0)
1
1+ i (1)
6.
(1) I+
Correction V¥ [003398]
Exercice 3399 Effet des arrondis
1 51 1 05 033
SoientA= |3 % I |etB={05 033 025]|.CalculerA~'etB "
I 53 0.33 025 0.20
Correction Vv [003399]
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Exercice 3400 Changement de base

Soit f I’application linéaire de R* dans R® dont la matrice relativement aux bases canoniques, (f J.K ,Z) et
4 5 -7 17
(ijk)est|2 1 -1 3
1 -1 2 1
On définit deux nouvelles bases : & = (7,f,47+ J—=3L,—TT+K+ SZ) et B = (47+ 27+ 50+ j— 75,75)
Quelle est la matrice de f relativement & % et B’ ?
Correction ¥ [003400]

Exercice 3401 Matrices semblables

1 100 1 2 3 4
Soient A = 8 (1) } (1) etB = 8 (1) ? ; . Montrer que A et B sont semblables.
0 0 01 0 0 01
(On cherchera P inversible telle que PB = AP)
Correction V [003401]
Exercice 3402 Matrices semblables
2 -1 -3 11
Montrerque M = | 0 % % eteN= (0 1 1| sontsemblables.
1 -5 3 00 1
Correction V¥ [003402]
Exercice 3403 Matrices non semblables
1 2 3 312
Montrerque A= [0 1 2| etB= |2 0 1 | nesontpassemblables.
0 01 1 00
Correction V [003403]
Exercice 3404 Matrices non semblables
29 38 —18 7 -8 4
SoientA= | —11 —-14 7 etB=| 3 -3 2
20 27 —12 -3 4 -1
Montrer que A et B ont méme rang, méme déterminant, méme trace mais ne sont pas semblables (calculer
(A—1)%et (B—1)?). [003404]

1
0110 0000

Les matrices 8 8 (1) 8> et (8 8 (1) }) sont-elles semblables ?
0000 0000

Correction V¥ [003405]

Exercice 3406 Coefficients du bindme

Soit A € #n+1(Q) telle que a;; = Cj:ll. Interpréter A comme la matrice d’un endomorphisme simple de
Qu[X]. En déduire la matrice A~!. [003406]

Exercice 3407 Coefficients du bindme
Soit A € #,(K) telle que a;; = (—1)”*ij,’_1]-.

1. Interpréter A comme la matrice d’un endomorphisme de K, [X].
2. En déduire A>.
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Correction V [003407]

35 Equations linéaires

Exercice 3408 Systéeme avec parametre

Etudier I’existence de solutions du systéme :

X + vy + (1-mz = m+2
(I+mx — y + 2z = 0
2x - my -+ 3z = m+2
Correction V [003408]
Exercice 3409 Systeme avec parametre
Etudier I’existence de solutions du systéme :
X — my -+ m’z = m
mx — mly + mz = |1
mx + y — m’z = —l.
Correction V [003409]
Exercice 3410 Systeme avec parametre
Etudier I’existence de solutions du systeéme :
X + my + V4 = 1
(m+1)x + 2y + (m—3)z = -1
(m—1)x - 3z = —L
Correction V¥ [003410]
Exercice 3411 Systéme avec parametre
Etudier I’existence de solutions du systéme :
3mx + @Bm—-Ty + (m—5)z = m—1
2m—1)x + ([Am—1)y + 2mz = m+1
4mx + Sm-Ty + (2m—-5)z = 0.
Correction V¥ [003411]
Exercice 3412 Systéme avec parametre
Etudier I’existence de solutions du systéme :
X + y + Z = 1
ax + by + cz = d

a(a—1)x + bb—1)y + c(c—1)z = d(d-1).

Correction Vv [003412]

Exercice 3413 Systéme avec parametre
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Etudier I’existence de solutions du systéme :

x + y + + t = a
x -y - + ¢t = b
-x -y + + ¢t = c
-3 4+ y — 3z — Tt = d.
Correction V [003413]
Exercice 3414 Systéme avec parametre
Etudier I’existence de solutions du systéme :
4 + 3y 4+ 2z + t = a
x + 4 + 3z + 2t = b
2x + y + 4z + 3t = ¢
3x + 2y + z + 4 = d.
Correction ¥ [003414]
Exercice 3415 Systéme avec parametre
Etudier I’existence de solutions du systéme :
xcos2a + ycosa + z = a
xcos2fB + ycosp + z = b
XxXcos2y + ycosy + z = c.
Correction ¥ [003415]
Exercice 3416 Systeme avec parametre
Etudier I’existence de solutions du systeéme :
ax—by=p
by—cz=gq
cz—ax=r.
Correction V [003416]
Exercice 3417
Etudier I’existence de solutions du systéme :
ax + by + = 1
x + aby + = b
x 4+ by + az = 1
Correction ¥ Vidéo W [003417]
Exercice 3418 Systeme avec parametre
Etudier I’existence de solutions du systéme :
y
lxﬂ + lq;Za + l+Z3a 1
X < —
ra T 2 T omu = 1
X ) 4
3+a + 34-2a + 343a L.
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Correction Vv [003418]

Exercice 3419 Systéme incompatible

Soit (§) <= AX = B un systeme linéaire incompatible. Montrer que les lignes de A sont liées.
[003419]

Exercice 3420 Combinaison de formes linéaires

Soient f, f1,..., f, des formes linéaires sur K" linéairement indépendantes. Montrer que f est combinaison
linéaire de f1,..., f, si et seulement si Kerf D Kerf; N---NKerf,.

Indication : Etudier le systéme

filx) =0

fplx) =0

fx) = L
Le résultat est-il encore vrai si on ne suppose pas (fi,..., f,) libre ? [003420]
Exercice 3421 Base antiduale
Soient fi,..., fu, n formes linéaires indépendantes sur un ev E de dimension n. Montrer qu’il existe une base
(€;) de E telle que f; = ¢é*. [003421]

Exercice 3422 Orthogonal d’un sev

Soit £ un K-ev de dimension n et F' un sev de E* dimension p.
Onnote FX = {¥€EtqV f € F ona f(¥) = 0}. Chercher dimF . [003422]

Exercice 3423 Systeme de Vandermonde

Soient i, ..., o, n scalaires distincts et M la matrice (aij _1) (matrice de Vandermonde).
Montrer que M est inversible en interprétant le systtme MX = 0 dans K, [x]. [003423]

Exercice 3424 Formule d’intégration numérique

Trouver trois réels o, 3,7 tels que pour tout polyndme de degré < 3 on ait :

/24P(x) dx=aP(2)+ BP(3)+yP(4).

Indication V¥ Correction V Vidéo N [003424]

Exercice 3425 Systeme non linéaire

Résoudre le systeme :

P
g2 =
2y = 3.

1. Lorsque x,y,z sont réels strictement positifs.
2. Lorsque x,y,z € C.

Correction V¥ [003425]
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36 Déterminants

Exercice 3426 det(/ —AB) = det(I — BA)

Soient A € #), ,(K) et B € .4, ,(K). Montrer que det(l, — AB) = det(l, — BA). (Commencer par le cas ol A
est la matrice canonique de rang r) [003426]

Exercice 3427 Changements de signe

Soit A = (a;;) € Mu(K) et A’ = ((—1)"/a;;). Comparer detA et detA’.
Correction V [003427]

Exercice 3428 Somme des colonnes, Matexo

Soit M une matrice carrée d’ordre n, et M’ 1a matrice déduite de M en remplagant, pour tout j, la j-ieme colonne
par la somme des colonnes de M d’indices différents de j. Comparer les déterminants de M et M. [003428]

Exercice 3429 det(A” + B?)

1. Soient A, B € .#,(R) telles que AB = BA. Montrer que det(A? + B?) > 0.
2. Chercher A, B ne commutant pas telles que det(A% + B?) < 0.

Correction Vv [003429]

Exercice 3430 Déterminant par blocs

A B
c D> € M, (K). Montrer que

detM = det(AD — CB). [003430]

Soient A,B,C,D € .#,(K) avec A inversible et AC = CA. On consideére M = (

Exercice 3431 Comatrice, Ensi P 91

Soit A € .#,(R). Etudier le rang de com(A) en fonction du rang de A.
Correction V [003431]

Exercice 3432 Comatrice
Soitn >2etA € 4,(K).

1. Calculer com (comA) dans le cas oul A est inversible.

2. SirgA < n—2, démontrer que comA = 0.
3. SirgA =n— 1, démontrer que rg(comA) = 1.
4. Dans le cas général, démontrer que com (comA) = (detA)"2A.

[003432]

Exercice 3433 Comatrice
Soitn >2etA € #,(K).
1. Si A et B sont inversibles, démontrer que com (AB) = (comA)(comB).

2. Démontrer le méme résultat dans le cas général, en considérant les scalaires A tels que A — Al et B— Al
soient inversibles.

3. En déduire que si A et B sont semblables, alors comA et com B le sont.

[003433]

Exercice 3434 Systeme linéaire homogene

On considere un systeme linéaire homogene : (S) <= AX =0, avec A € .#, ,(K),n < p etrgA = n.
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c . A\ . .
1. Montrer qu’on peut compléter A en une matrice B = < A ,) inversible.

2. Montrer que les colonnes n+ 1 & p de ‘com B constituent une base des solutions de (S).

3. Considérer I’exemple suivant :

(S)<:>x+2y+3z+4t:0
2x + 3y + 4z + 5t = 0.

Correction V [003434]

Exercice 3435 Inégalité

Soit A = (aj;) € #,(IR). Démontrer que : |detA| < T, X |aijl-

Quand y a-t-il égalité ?

Correction V [003435]

Exercice 3436 Déterminants 2 x 2 imposés

Soient d, Z, c, d quatre vecteurs d’un ev E de dimension 2. On note det le déterminant dans une base fixée de E.
1. Démontrer que : det(a, l;) det(E,J) +det(d,<) det(a?, Z)) + det(Ei,cf)det (l;, ¢) =0.
(Commencer par le cas ot (@,b) est libre)
2. On donne six scalaires : dgp, duc, daa, dea, dap, dpe tels que dapdeq + dacdgp + dgadpe = 0.
Montrer qu’il existe des vecteurs Zi,B, E,J tels que : V x,y, dyy = —%xy.

Correction V [003436]

Exercice 3437 Décomposition d’un vecteur en dimension 3
p

Soient d, B, c, d quatre vecteurs d’un ev E de dimension 3. On note : det le déterminant dans une base fixée de E.
Démontrer que : —%abcd = det(d,b,d)¢+det(d,d,c)b+det(d,b,c)a.
Correction V [003437]

Exercice 3438 Trace d’un endomorphisme

Soit E un ev de dimension n, f € Z(E), et iy, ...,u,, n vecteurs de E. On note det le déterminant dans une
base fixée de E. Démontrer que :

det(f(#1), 2, .., tin) +det(idy, f (i), s, ..., tn) + - -+ det(idy, o, ..., f (1)) = det(idn, b, - .., Un ) (f)-

Correction V [003438]

Exercice 3439 det(u+n)

Soient u,n € £ (E) deux endomorphismes d’un C-ev de dimension finie, u inversible, n nilpotent, avec uon =
nou.

1. Démontrer que detn = 0.
2. Chercher le polyndme caractéristique de n. En déduire que det(idg +n) = 1.

3. Démontrer que det(u+n) = detu.

[003439]
Exercice 3440 Sev stables
Soit f € Z(E) tel qu’il existe deux sev F, G supplémentaires et stables par f.
Démontrer que det f = (det fiz)(det fig).

[003440]
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Exercice 3441 Groupe SL,(K)
On note SL,(K) = {M € #,(K) tq detM = 1}.

1. (a) Démontrer que SL,(K) est un groupe pour le produit matriciel.

(b) Démontrer que SL,(K) est engendré par les matrices : I+ AE;;, (j # i) ou (E;;) est la base canonique
de #,(K), et A € K (transformer une matrice M € SL,(K) en I par opérations élémentaires).

2. (a) Soit M € #,(Z). Démontrer que M a une inverse dans .#,(Z) si et seulement si detM = +1.
(b) Démontrer que le groupe SL,(Z) est engendré par les matrices I + E;;, (j # i).

Correction Vv [003441]

Exercice 3442 Déterminant de X — AX
Soit A € #,(K) et fa : My(K) — M, (K),X — AX. Calculer det f4.
Correction V¥ [003442]

Exercice 3443 Résultant
Soient P=ap+a1 X +---+a,XP, et Q =bo+b X+ - +b,X9, aveca, # 0, by #0.

aop bo
aj :
by
) U S les positions non remplies
Le résultant de Pet Q est: Res(P,Q) = |4 "+ '+ 4o bg-1- - P . p
o ) correspondent a des zéros.
oo bq
by
ap by

En considérant I’application ® : K, [X] X Kp_ﬁX] — Kp+q_€)[X], (U,V)—UP+VQ,

montrer que : Res(P,Q) #0 < PAQ=1.

Application : CNS pour que le polyndme P = X* ++aX + b ait une racine multiple ?

Correction V¥ [003443]

Exercice 3444 Systeme unisolvent

Soient E un ensemble quelconque et f1,..., f, : E — K des fonctions.
Montrer par récurrence sur n que la famille (f1,..., f,) est libre dans K~ si et seulement s’il existe des éléments
X1,-..,X, de E tels que det(ﬁ(xj)) £0. [003444]

Exercice 3445 []a;s(;) = cste

Soit A = (a;;) € #,(K) telle qu’il existe a # 0 tel que : V 6 € S, i1 ais(;) = a. Montrer que rgA = 1.
[003445]

Exercice 3446 Combinaison linéaire des solutions

Soit (§) <= AX = B un systeme linéaire de n équations a n inconnues de Cramer. Montrer que pour tous
scalaires cy,...,c,,0ona:

by

— 1 A :
Clxl—i-"'—I—Cnxn——@ b‘,, .

clT ... Cp 0

[003446]
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Exercice 3447 Probleme d’interpolation de Lagrange

Soit A un anneau commutatif, xp,...,x, € A. Démontrer 1’équivalence entre les propositions suivantes :

a. Le déterminant de Vandermonde de x,...,x, est un élément inversible de A ;

b. Pour tous yy,...,y, € A, il existe un unique polynéme P € A, [X] tel que P(x;) =y; pouri=1,...,n.
Donner un exemple d’anneau A et un probléme d’interpolation dans A (en des points x; distincts) n’ayant pas
de solution.

Correction V¥ [003447]

Exercice 3448 Polytechnique MP 2002

Soit p un nombre premier et ay,...,a,—1 € Z. Montrer que le déterminant de la matrice A = (dj—imod p) €
M,(Z) vérifie : det(A) = ag+---+ap—1 mod p.

Indication : écrire A = Zf;é aiJ* et calculer AP.

Correction V [003448]

Exercice 3449 Centrale MP 2002

Soit un déterminant symétrique réel d’ordre impair dont les coefficients sont entiers, les diagonaux étant de
plus pairs. Montrer que ce déterminant est pair.

Correction V [003449]

Exercice 3450 Formule de Cauchy-Binet

Soit M = (a;j) € Mp(K) et q € [[1,min(n, p)]].

Pour X = {xj,...,.x, ety ={yi,...,y;avec I <x; <xp <--- <xg<met1 <y <yy <--- <y, < ponnote
Ax y(M) le déterminant de la matrice g X ¢ de terme général ay, .

1. Soient M € #,,(K) et N € M, (K) avec n < p. Montrer que det(MN) = Yy (1, p]J:Card X=n A1 ) x (M) Ax 1,0 (V)
(considérer les deux membres comme des fonctions des colonnes de N).

2. Donner une formule pour det(MN) quand n > p.

3. Soient M € #,,(K), N € Mpy(K) et r € [1,min(n,q)]]. Montrer, pour X C [[1,n]] et Y C [[1,4]] avec
Card (X) = Card (Y) =7r: Axy(MN) = ZZC[[I,p]];Card(Z):rAX,Z(M)AZJ(N)-

[003450]

37 Calculs de déterminants

Exercice 3451 Calcul de déterminants
Calculer les déterminants suivants :

x a b x
1. b x x a.
x b a x
a—b—c 2a 2a
2. 2b b—c—a 2b .
2c 2c c—a—>b

a+b b+c c+a
3. |a*4+b* b 42 A +d.
B+ B+ A+dd
a+b ab d>+b*
4. |b+c¢ be b*+c2.
c+a ca cz+a2
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a® b oab
5. |0 ab &
ab a*> b*?
a b (0)
6. | €
b
(0) c a
a b b
7. b 0)
0) . b
b . b a
cd  C! ch
3 C,?H C;H Cr117+1
C2+p Crlter sz+p
a;+ by by by
by a+by by ... by
9. : :
bn—l
b, b, a,+b,
a; — b a; — b,
10. | ¢ fo L (n=3).
an,— by an — by,
1 2 n
2 3 1
11.
n 1 n—1
0 1 2 n—1
1 0 1
2./ 2 1 0o . 2
: . . 1
n—-1 ... 2 1 0

Pour 6 : Chercher une relation de récurrence linéaire d’ordre 2. On notera ¢ et 3 les racines dans C de
I’équation caractéristique, et on exprimera le déterminant en fonction de o et f3.

Correction V [003451]

Exercice 3452 Factorisation de polyndmes

Déterminer les cas d’annulation des déterminants suivants, puis les calculer :
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X a a ... au
aj X ay ... Aap
2.
Aan
a a ... a, X
a b Z
b b Z
3. |c ¢ 2|,
Z 2 Z <
11 1
at+x aty atz
4 | 1
: b—]}—x b-{ry b-l‘rz '
ctx oty  cfz

Correction V¥ [003452]
Exercice 3453 Calcul par dérivation
1. Soient a,b,c,d : R — R des fonctions dérivables et f(x) =
L. , d (x)
Montrer que f est dérivable et que : f'(x) = ()
2. Généraliser a un déterminant n X n.
1 cosx sinx
3. Application : Calculer |1 cos(x+ ) sin(x+ @)|.
1 cos(x+pB) sin(x+p)
Correction V¥ [003453]
Exercice 3454 det(A + (a))
1 ... 1
SoitA € #y(K)etU = | : :
1 ... 1
1. Démontrer que : det(A + aU) = detA + a ) cofacteurs de A.
a b
2. En déduire la valeur de D(a,b,c) = c
c c
(a) pour b #c.
(b) pour b =c.
Correction ¥ [003454]

Exercice 3455 Déterminant tridiagonal, Matexo

Soit n € N*, (al,az,...,an) S (Rj_)n, (bl,bz,...,bn_l) S (Ri)nil et (Cl,Cz,
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le déterminant de la matrice suivante est strictement positif :

aq b]
c1 a b 0

c a3

[003455]

Exercice 3456 Déterminants de Vandermonde

Soient ay,...,a, € K. Le déterminant de Vandermonde associé aux g; est : V(ay,...,a,) = det (alj—l).

1. Calculer et factoriser V(a,b) et V(a,b,c).
2. Pour x € K, montrer que V(ay,...,an,x) =V (ai,...,a,) [T (x — a;).
3. En déduire I’expression générale de V (ay,...,a,).

[003456]

Exercice 3457 Racines de 1’unité

On note ® = €**/", o = ¢™/" et D le déterminant n x n : D = det(w<k*1)<l*1)>.
1. Calculer D?.
2. Montrer que D = [T¢(0° — @) = [Tiey (¥ - 2isin ).
3. Exprimer D sous forme trigonométrique.

Correction V [003457]

Exercice 3458 Cosinus

Soient &y, ..., 0 € R. Mettre le déterminant : det (cos(( Jj— l)ai)) sous la forme d’un déterminant de Vander-
monde.
Correction V¥ [003458]

Exercice 3459 (x;+y j)k

Soitk<n—1etM = ((x,- +y j)k>. Ecrire M comme produit de deux matrices et calculer det M.
Correction ¥ [003459]

Exercice 3460 P(i+ j)

Soit P € K, 1[X] et A = (P(i + ])) € #,(K). Développer P(i+ j) par la formule de Taylor et écrire A comme

produit de deux matrices. En déduire detA.
Correction V [003460]

38 Rang de matrices

Exercice 3461 Calcul de rang

Chercher les rangs des matrices suivantes :
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1 0 -2 4 2 0
1 1 -2 -1 1
o -1 2 =2
) -7 =7 2 =8
’ 0 4 -6 6
2 -2 0 =2
1 7 2 5
-2 1 1 5
3 -1 2 1 4
1 4 1 2
1 4 -1 2 4
4. 2 0 -3 -1 7
-2 3 2 1 4
Correction V [003461]

Exercice 3462 Calcul de rang

1 -1 0 1
m 1 -1 -1 .
Chercher rg en fonction de m € C. [003462]
1 —m 1 0
1 -1 m 2
Exercice 3463 Calcul de rang
A1 5
Chercherrg [ —1 4 A | etle cas échéant, donner une relation de dépendance linéaire entre les lignes.
3 -1 5
Correction V [003463]

Exercice 3464 Calcul de rang

2 4 -5 -7
Chercherrg | —1 3 1 2 | en fonction de a et b.
1 a -2 b

Correction V [003464]

Exercice 3465 Matrice a trou

1 1 2
Soient A € #52(K), B€ Mr2(K), C € Mr3(K) tellesque ABC= | =2 x 1 |.Trouverx.
1 -2 1
Correction V [003465]

Exercice 3466 Factorisation, Centrale P’ 1996

Soit la matrice carrée d’ordre n, I, (p < n), telle que le i-cme terme diagonal vaut 1 si i est compris entre p
et n, tous les autres coefficients étant nuls. Quelle sont les conditions sur A (matrice carrée d’ordre n) pour qu’il
existe B telle que AB =1, ?

Correction V¥ [003466]

Exercice 3467 Echange de lignes

Soit A € .#,(K) inversible et B la matrice obtenue en échangeant dans A les colonnes i et j. Montrer que B est
aussi inversible. Comment passe-t-onde A~! A B~1?
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Correction V [003467]

Exercice 3468 Matrices de rang 1

Soit M € .#,(K). Montrer que : rg(M) =1 < il existe C, colonne et L, ligne, non nulles, telles que
M =CL. [003468]

Exercice 3469 Matrices de projection de rang 1

Soit A € .#,(K) de rang 1. Montrer que A est une matrice de projection si et seulement si trA = 1. [003469]

Exercice 3470 Calcul de rang

Soient xi,...,x,,¥1,...y, € K. On note A, B les matrices de termes généraux x; +y; et (x; +yj)2.
Chercher les rangs de A et B.
Correction V¥ [003470]

Exercice 3471 Juxtaposition de matrices

Soient A € 4, ,(K) et B € M, 4(K). On considere C = (A B) € My p+q(K).
Montrer que : 1g(C) =r1g(A) < I P € M) 4(K) tq B=AP. [003471]

Exercice 3472 rg(A) =rg("AA)
Soit A € .#,(R), et B="AA.
1. Montrer que : VY € 4,1 (R),'YY =0 Y =0.
2. Montrer que : VX € #,1(R), BX =0 AX =0.
3. En déduire que rg(A) =rg(B).
4. Trouver une matrice A € ./#,(C) telle que rg(A) # rg('AA).

Correction V [003472]

Exercice 3473 Rang de Re(M)
Soit M € #,(C) de rang 1. On écrit M = P+ iQ avec P,Q € .#,(R). Montrer que rg(P) < 2. [003473]

Exercice 3474 Calcul de rang

Soit M = (cos(iJrj— 1)6) € M, (R). Déterminer rgM en fonction de 6.
Correction ¥ [003474]

Exercice 3475 Décomposition en blocs

. A B . . .
Soit M = ( c D> une matrice carrée décomposée en blocs. On suppose que A est inversible.

Montrer que rgM = rgA +rg(D—CA™'B). [003475]

Exercice 3476 MA = 0, Chimie P’ 90

SoitA € #,(R) et E = {M € .#,(R) tq MA = 0}. Quelle est la structure de E, sa dimension ?
Correction ¥ [003476]

Exercice 3477 Rang des applications X — AX,XB,AXB
Soient A € 4, ,(K) et B € .#,,(K). Chercher le rang des applications :

[y g(K) = Myy(K), X — AX g: Mpq4K)— M, (K)X+—XB
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h: MpyyK)— My, (K)X — AXB

(on transformera A et B en matrices canoniques équivalentes)

[003477]
Exercice 3478 Rang de X — AX — XA
Soit A € .#>(K). Chercher le rang de ’application .#,(K) — .#,(K),M — AM — MA [003478]
Exercice 3479 Matrice antisymétrique 3 x 3
Soit M € .#5(K) antisymétrique. Quel est le rang de M ?
Correction V¥ [003479]

Exercice 3480 Matrices antisymétriques
Soit A = (a;j) € #,(K) antisymétrique.

1. On suppose a3 # 0, et on décompose A sous la forme : A = { v avec J = 0 @12 .
U v —ap;p, O
L —J U
0 In72 )
(a) Montrer que P existe et est inversible.
(b) Calculer AP.
(c) En déduire que rg(A) =2+1g('UJ'U+V).

2. Dans le cas général, montrer que rg(A) est pair.

Soit P = <

[003480]
Exercice 3481 Matrice a diagonale dominante
Soit M = (a;;) € .#,(C). On dit que M est a diagonale dominante si : V i, |a;| > ¥ ;;|aij|.
al aip ... aln
0 .
1. On transforme M en M’ = | . u par la méthode du pivot. Montrer que M; est a
: 1
0
diagonale dominante.
2. En déduire que M est inversible.
[003481]
Exercice 3482 Rang par blocs, Matexo
Soit une matrice M de rang r telle que :
M= M, M,
M, M;)’
ou la matrice M, est carrée de rang r et de taille r. Montrer que M3 = MM~ M. [003482]

Exercice 3483 rg(BC), Centrale MP 2006

1. Soient deux matrices B € .#, ,(R) et C € .#,,(R) de méme rang r. Montrer que A = BC est de rang r.

2. Réciproquement, soit A € .#,(R) de rang r > 1. Montrer qu’il existe des matrices B et C comme
précédemment telles que A = BC.
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1 2 3 4
c . . . . 2 3 45
3. Déterminer explicitement une telle décomposition pour A = 34 5 6|°¢ eR
4 5 6 a
4. Supposons de plus A symétrique. Montrer que CB est aussi de rang r.
Correction V [003483]

Exercice 3484 PA nilpotente

Soit A € ., (K). Montrer que A est non inversible si et seulement s’il existe P € GL,(K) telle que PA est
nilpotente. [003484]

39 Projections

Exercice 3485 Barycentre de projections

Soient p,q deux projections de méme base H et de directions F,G. Soit A € K. Montrer que Ap + (1 — 4 )q est
encore une projection de base H. [003485]

Exercice 3486 Valeurs propres d’une projection

Soit E un espace vectoriel et p € .Z(E) une projection. Montrer que pour tout A € K\ {—1}, idg +Ap est un
isomorphisme de E. [003486]

Exercice 3487 Projections ayant méme base ou méme direction

Soit E un espace vectoriel et p,q € .Z(E) deux projections.

1. Montrer que p et g ont méme base si et seulement si: pog=getgop = p.

2. Donner une condition analogue pour que p et g aient méme direction.

[003487]
Exercice 3488 Somme de deux projecteurs
Soient p,q deux projections. Montrer les équivalences :
Base(p) C Dir
P+ g estune projection < pog+gop=0<& () ] (4)
Base(q) C Dir(p).
Chercher alors la base et la direction de p + g. [003488]
Exercice 3489 fog= fetgof=g
_ , . Jfog=f
Soit E un K-ev. Trouver tous les couples (f,g) d’endomorphismes de E tels que : f
8o =8
Correction V¥ [003489]

Exercice 3490 fog=id

Soit E un espace vectoriel et f, g € Z(E) tels que f og =idg. Montrer que go f est une projection et déterminer
ses éléments.

Correction V [003490]

Exercice 3491 Projection p+g—qop
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Soient p,q deux projections telles que p o g = 0. Montrer que p+ g — g o p est une projection, et déterminer ses
éléments.
Correction V¥ [003491]

Exercice 3492 Endomorphisme de rang 1

Soit f € Z(E) de rang 1. Montrer qu’il existe un unique A € K tel que > = A f.
Montrer que : A =1 <= id — f est non injective <= id — f est non surjective (méme en dimension infinie).
Correction V [003492]

Exercice 3493 Relation d’ordre sur les projecteurs

On munit I’ensemble des projections d’un ev E de larelation: p < ¢ <= pog=gqop=rp.
1. Montrer que c’est une relation d’ordre.

2. Soient p,q deux projections permutables. Montrer que sup(p,q) = p+q— pogetinf(p,q) = pogq.

[003493]
Exercice 3494 Expressions analytiques
Soit E=K3, F = {X = (x,y,2) tqx+2y+z=0} et G = vect(U = (1,1,1)).
1. Vérifierque FHG=E.
2. Soit s la symétrie de base F de direction G et X = (x,y,z). Déterminer s(X).
Correction ¥ [003494]

Exercice 3495 Trace nulle

Soit E un R-ev de dimension finie et A une partie finie de GL(E) stable par composition. On pose u =Y. rc f.
Montrer que tr(u) = 0= u=0.

Correction V¥ [003495]

40 Réductions des endomorphismes

40.1 Diagonalisation

Exercice 3496 Diagonalisation en dimension 2

Diagonaliser les matrices suivantes :

15
as (! )

Correction V [003496]

Exercice 3497 Diagonalisation en dimension 3

Diagonaliser les matrices suivantes :

-1 2 -3
I.A=[ 2 2 -6
-2 2 -6
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< < < < < < < < <
o~ o < 7o) o) ~ ) o) m

[003497]

Correction V¥

Exercice 3498 Diagonalisation en dimension 4

Diagonaliser les matrices suivantes :

|

1
-1
-1

1

0100
3020

02 0 3

1
1
-1
—1

-1

1
-1

O e o -
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-2 -6 13
6. 0O -3 1 3
-1 -4 0 8
3 -1 1 -7
7 9 -3 -7 -1
10 0 4 -8
o 0 2 -4
0o 0 2 3
3 0o 0 -2 -3
12 -2 0 -1
3 -3 -1 -3
Correction V [003498]

40.2 Calculs

Exercice 3499 Calcul de valeurs propres

Chercher les valeurs propres des matrices :

0o ... 0 1
1. 5

0 0 n—1

1 n—1 n

0 sin@ sin2o

2. sin 0 sin2o

sin2¢  sino 0

Correction V [003499]

Exercice 3500 Calcul de valeurs propres

Soient ay,...,a, € R.
a
Chercher les valeurs et les vecteurs propres de la matrice A = (0) : . On distinguera les
an—1
a ... au-1 ay
cas:
1. (al,...,an_l) 75 (0,...,0).
2. (al,...,an_l) = (0,,0)
Correction V [003500]

Exercice 3501 Polyndomes de Chebychev

0 I (0)

Soita— | 1 " e My(R).
S
(0) 10

1. Calculer D, (0) = det(A + (2cos 0)I) par récurrence.

2. En déduire les valeurs propres de A.
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Correction V [003501]

Exercice 3502 Matrice tridiagonale

| (0)
-1 2 -1
Déterminer les valeurs propres de la matrice A = € My(R).
-1 2 -1
(0) -1 1
Correction V [003502]
Exercice 3503 Diagonalisation
(0) 1
Diagonaliser M = e € My(K).
1 (0)
Correction V¥ [003503]
Exercice 3504 Diagonalisation
0 1
Diagonaliser M = Lo € M,(C).
(0) 1 0

Correction V¥ [003504]
Exercice 3505 Engees 93

e a b c
Diagonaliser la matrice M = a ¢ cb € M4(R).

b ¢ e a

c b a e
Correction ¥ [003505]

Exercice 3506 Esem 91

Upg (0) Upq

SoitCpy= | (0) (0) (0) | € #,(R)ouU,, estlamatrice p x g dont tous les coefficients valent 1. Chercher
Upg (0) Upq

les éléments propres de Cp 4.

Correction V [003506]

Exercice 3507 Matrice triangulaire

1 a b c
. 01 d e .\ . .
Soit A = 00 -1 f| A quelle condition A est-elle diagonalisable ? [003507]
00 0 -1

Exercice 3508 Sommes par lignes ou colonnes constantes

Soit A € ,(K) telle que la somme des coefficients par ligne est constante (= S). Montrer que S est une valeur
propre de A.
Méme question avec la somme des coefficients par colonne. [003508]
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Exercice 3509 Matrices stochastiques

Vivja mlj>0

) (matrice stochastique)
Vi, mpptmip 4 +mipy =1

Soit M = (m;;) € A, (R) telle que : {

1. Montrer que 1 est valeur propre de M.

2. Soit A une valeur propre complexe de M. Montrer que [A| < 1 (si (x1,...,x,) € C" est un vecteur propre
associé€, considérer le coefficient x; de plus grand module). Montrer que si tous les coefficients m;; sont
strictement positifs alors [A| =1 =1 = 1.

[003509]
Exercice 3510 (X>—1)P"+(2X +1)P'
Soit E=K,[X]etu:E — E,P+ (X?—1)P"+(2X +1)P.
1. Chercher la matrice de u dans la base canonique de K,,[X].
2. Montrer que u est diagonalisable.
Correction ¥ [003510]

Exercice 3511 (X —a)P’
Soit E =K,[X]etu:E — E,P+ (X —a)P'. Chercher les valeurs propres et les vecteurs propres de u. [003511]

Exercice 3512 X(X — 1)P' —2nXP

Soit E = Kpu[X] etu: E — E,P— X (X — 1)P' —2nXP. Chercher les valeurs propres et les vecteurs propres de
u.
Correction V [003512]

Exercice 3513 X*P mod (X —a)(X —b)(X —c¢)

Soient o, B,y € K distincts, et ¢ : K>[X] — K2[X], P — R ol R est le reste de la division euclidienne de X*P par
(X —a)(X — B)(X — 7). Chercher les valeurs et les vecteurs propres de ¢.
Correction ¥ [003513]

Exercice 3514 P(2—X)

Déterminer les éléments propres de I’endomorphisme 0 : K[X] — K[X],P — P(2—X).
Correction ¥ [003514]

Exercice 3515 P(X +1)— P

Déterminer les éléments propres de I’endomorphisme 0 : K[X] — K[X],P— P(X +1) —P'.
Correction ¥ [003515]

Exercice 3516 Eivp 91

Soit f € Z(R,[X]) qui a P associe (X —a)P' + P — P(a). Donner la matrice de f dans la base (X*)o<r<n-
Chercher Im f, Kerf et les éléments propres de f.
Correction V [003516]

Exercice 3517 tr(A)M +tr(M)A

Soit A € .#,(C). L’endomorphisme f de .#,(C) défini par f(M) = tr(A)M + tr(M)A est-il diagonalisable ?
Correction ¥ [003517]
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Exercice 3518 Etude d’une matrice

ay 1 (0)
Soit A = @ h ou les a; sont des réels positifs ou nuls, avec a;a, > 0.
: 1
a, (0) 0

1. Quel est le polyndme caractérique de A ?

2. Montrer que A admet une unique valeur propre r > 0 et que ’on a r < 1 +max(ay,...,a,).
3. Soit A une valeur propre complexe de A. Montrer que |[A| < ret|A|=r=A1=r.

4. Montrer qu’il existe un entier k tel que A* a tous ses coefficients strictement positifs.

Correction V [003518]

40.3 Espaces fonctionnels

Exercice 3519 f — f(2x)

Soit E = {f : R — R continues tq f(x) — 0 lorsque x — o}, ¢ : R - R,x—2xetu: E - E,f— foo.
Montrer que u n’a pas de valeurs propres (si u(f) = A f, étudier les limites de f en 0 ou 4-o0). [003519]

Exercice 3520 Ensi Physique P 94

Soit E le sous-espace vectoriel de ¢’ (R™,R) des fonctions ayant une limite finie en +oo. Soit T € £ (E) défini
par T(f)(x) = f(x+ 1). Trouver les valeurs propres de 7.
Correction V [003520]

Exercice 3521 Equation intégrale
Soit E = €([0,+oo[>R) etu: E— E, f — favec f(x) =1 [T f(r)dt.

1. Montrer que f peut étre prolongée en une fonction continue sur [0, 4-oo|.

2. Chercher les valeurs propres et les vecteurs propres de u.

Correction V¥ [003521]

Exercice 3522 Endomorphisme sur les suites

Soit E I’espace vectoriel des suites réelles u = (u,),>1 et f 1’endomorphisme de E défini par :

urt2up+--+nuy
= 5 .

(f (u))n

n

Quelles sont les valeurs propres de f ?
Correction V [003522]

Exercice 3523 Opérateur intégral

Soit E = €([0,1],R) et f : E — E,uii avec i(x) = [y min(x,)u(r)dt.
Chercher les valeurs propres et les vecteurs propres de f.
Correction V¥ [003523]
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40.4 Polynomes caractéristique

Exercice 3524 Formules pour une matrice 3 x 3
Soit A = (aij) S %3(1@).

apr ais
asy ass

ar an
azr a»

azy azs
+

1. Vérifier que ya(A) = —A3 + (trA)A2 — <
aszp as

> A +det(A).

2. Soit A une valeur propre de A et L;, L, deux lignes non proportionnelles de A — A1 (s’il en existe). On
calcule L = Ly A L, (produit vectoriel) et X = L. Montrer que X est vecteur propre de A pour la valeur

propre A.
[003524]

Exercice 3525 Recherche de vecteurs propres pour une valeur propre simple
Soit A € .#,(K) et A € K une valeur propre de A telle que rg(A —AI) =n— 1.

1. Quelle est la dimension du sous espace propre E; ?

2. Montrer que les colonnes de ‘com(A — A7) engendrent Ej .

0o 1 2
3. Exemple : diagonaliserA= |1 1 1
1 0 -1
Correction V [003525]
Exercice 3526 Eléments propres de C'C
a
SoitC=| ! | € #p1(R)etM=C'C.
An

1. Chercher le rang de M.

2. En déduire le polyndme caractéristique de M.

3. M est-elle diagonalisable ?
Correction V¥ [003526]
Exercice 3527 Ensi Chimie P 94
Soit A = (a;j) € #,(R) telle que a;; = f A est-elle diagonalisable ?
Correction ¥ [003527]

Exercice 3528 Ensi Chimie P 93
On considere le polyndme défini par: Vn € N, P,(x) =x" — Z?:_Ol a;x' avec g >0et o > Opour 1 <i<n—1.

1. Montrer qu’il existe une unique racine dans R™* pour B,.

11 0 ... 0
2 0 1
2. Soit A = 0 |- Montrer que A admet une unique valeur propre réelle strictement
: 1
n 0 0
positive.
Correction V [003528]

Exercice 3529 Ensi Physique 93
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Soient xi,...,%,,1,...,¥n € C. Calculer A, = det(I + (x;y;)).
Correction V¥ [003529]

Exercice 3530 Centrale MP 2000

0 a ... a

On considere la matrice de M,,(C), A = b T L a#b.
. T a
b ... b 0

1. Montrer que le polynome caractéristique de A est % (aX+b)"—b(X +a)").
2. Montrer qu’en général les valeurs propres de A sont sur un cercle.

Correction V¥ [003530]

Exercice 3531 Centrale MP 2000

a+b by by

b, ay+by by ... by,

Soitay,...,ay,b1,...,b, ERetA, = by : :
by by ... by a,+b,

1. Calculer detA,,.

2. Calculer x4 le polyndme caractéristique de A.

3. On suppose a; < ap < --- < a, et, pour tout i, b; > 0. Montrer que A, est diagonalisable <on pourra
utiliser x4 () /T (ai — z)) :

4. Le résultat reste-t-il vrai si I’on suppose a; < ap < --- < a, et, pour tout i, b; > 07?

Correction V [003531]

Exercice 3532 Polyndmes caractéristiques

Soit A € .#,(K) inversible et B=A~!, C = A?. Exprimer les polynomes caractéristiques yp et xc en fonction
de XA-

Correction V [003532]

Exercice 3533 Matrice compagnon

0 0) ao
Soit P=ag+a1X +---+a, 1 X"~ ' —X" € K,[X]. La matrice compagnon de P est M = @
.0 :
(0) 1 an—1
Soit E un K-ev de dimension n, Z = (éj,...,&,) une base de E et ¢ I’endomorphisme de E de matrice M
dans 4.
1. Déterminer le polyndme caractéristique de M.
2. Calculer (pk(é’l) pour 0 < k < n.
3. En déduire que P(M) = 0.
[003533]

Exercice 3534 Matexo
Soient A, B € ., (C). Montrer que spec(A) Nspec(B) = @ si et seulement si y4(B) est inversible.
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Application : Soient A, B, P trois matrices carrées complexes avec P # 0 telles que AP = PB. Montrer que A et
B ont une valeur popre commune. [003534]

Exercice 3535 Matrices a spectres disjoints

Soient A, B € .#,(C). Montrer I’équivalence entre :

(a):V C € #,(C), il existe un unique X € .#,(C) tel que AX —XB =C.

(b):VX € #,(C)onaAX =XB=X =0.

(c) : xg(A) est inversible.

(d) : A et Bn’ont pas de valeur propre en commun.

Correction V¥ [003535]

Exercice 3536 AB et BA ont méme polyndme caractéristique
Soient A,B € #,(K).

1. Montrer que AB et BA ont les mémes valeurs propres.

2. Montrer que si A ou B est inversible, alors AB et BA ont méme polyndme caractéristique.

» _(BA -B\ .. (0 —-B\ _ (I, 0
3. Dans le cas général, on note M = (0 0 ),N— <0 AB>’P_ <A In) (M,N,P € M>,(K)).

Vérifier que MP = PN, montrer que P est inversible, et conclure.

[003536]

Exercice 3537 det(/+AA) >0
Soit A € #,(C).

1. Soit A € C une valeur propre non nulle de AA, et X un vecteur propre associé. Montrer que AX est aussi
vecteur propre de AA.

2. Lorsque A ¢ R*, montrer que X et AX sont linéairement indépendants.
3. En déduire que det(I +AA) € RT.

[003537]
Exercice 3538 Centrale PC 1999
Soit I’application @ : .#,(R) — .#,(R),M — "M. Calculer sa trace par un moyen simple.
Correction V¥ [003538]

Exercice 3539 Multiplicité d’une valeur propre

Soit E un K-ev de dimension finie, u € Z(E) et A € Sp(u). Montrer que la multiplicité de A dans le polynéme
minimal de u est égale au nombre de facteurs invariants de u ayant A pour racine. [003539]

Exercice 3540 Fermat pour la trace, ULM-Lyon-Cachan MP* 2005

Soit p premier et A € .#,(Z). Montrer que tr(A”) =tr(A) (mod p).
Correction ¥ [003540]

40.5 Polynémes annulateur

Exercice 3541 Matrice bitriangulaire

Donner une CNS sur a,b € C pour que la matrice M = soit diagonalisable.



Correction V [003541]

Exercice 3542 A2 =Aettr(A) =0

Trouver les matrices A € .#,(R) telles que A2 = A et tr(A) = 0. [003542]

Exercice 3543 Matexo

Soient £ un ev de dimension finie sur C et # un endomorphisme de E.
On suppose que > = u?,u # id,u> # 0,u” # u.

Montrer qu’une valeur propre de u ne peut étre que O ou 1.
Montrer que 1 et O sont effectivement valeurs propres de u.
Montrer que u n’est pas diagonalisable.

Montrer que E = Im(u?) ® Ker(u?).

wook W

Monter que u|r avec F = Im(u?) est I'identité.

[003543]

Exercice 3544 INT gestion 94

1111
Soit A (—% - 11>.
—1—11 1
1. Calculer detA.
2. Calculer (A —xI)('A —xI) et en déduire x4 (x).
3. Montrer que A est C-diagonalisable.

Correction V¥ [003544]

Exercice 3545 X"P(1/X)

Soit E=K,[X]etu:E — E,P— X"P(1/X).
1. Déterminer u o u. En déduire que u est diagonalisable.
2. Donner une base de vecteurs propres de u.

[003545]

Exercice 3546 TPE 93

Soit A € .#,(C) telle que A = A~!. A est-elle diagonalisable ? Calculer €. (¢ = Y7 %f)
Correction V [003546]

Exercice 3547 Ensi Physique 93

Soit E un ev de dimension finie et u € Z(E) tel que rg(u) = 1. Montrer que :
Imu C Keru < u n’est pas diagonalisable.

Correction V [003547]

Exercice 3548 u? diagonalisable

Soit E un C-ev de dimension finie et u € GL(E) tel que u? est diagonalisable. Montrer que u est diagonalisable.
[003548]

Exercice 3549 Ensi PC 1999

Soit A € .#,(C) inversible diagonalisable et B € .#,,(C), p € N* tels que B” = A.
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1. Montrer que B est diagonalisable.

2. Si A n’est pas inversible la conclusion subsiste-t-elle ?

Correction V¥ [003549]

Exercice 3550 Ensi P 90

Soit E un espace vectoriel de dimension n et p € .Z(E) tel que p? est un projecteur. Quelles sont les valeurs
propres éventuelles de p ? Montrer que p est diagonalisable si et seulement si p> = p.

Correction V¥ [003550]

Exercice 3551 A3 =A+1

Soit A € .#,(R) telle que A> = A 4 I. Montrer que det(A) > 0.
Correction ¥ [003551]

Exercice 3552 Mines-Ponts PC 1999
Soit A € .#,(R) telle que A> + A% +A = 0. Montrer que rgA est pair. [003552]

Exercice 3553 Esem 91

Soit A € .#,(C) telle que A" =TI et (I,A,...,A""!) est libre. Montrer qu’alors on a tr(A) = 0.
Correction V [003553]

Exercice 3554 A” =] et spec(A) CR = A2 =1

Soit A € .#,(R). On suppose que les valeurs propres de A sont réelles et qu’il existe p > 1 tel que A? = 1.
Montrer que A% = I.
Correction ¥ [003554]

Exercice 3555 P(u) =Y P(A)u;
Soit E un K-ev de dimension finie et u € Z(E).

1. On suppose u diagonalisable et on note A1,...,A, ses valeurs propres distinctes.
(a) Montrer qu’il existe des endomorphismes uj,...,u, tels que pour tout polyndme P € K[X], on ait :
P(u) = X2, P(A)us
(b) Montrer qu’il existe un polynoéme P; tel que u; = P;(u).
2. Réciproquement, soit u,uy,...,u, € ZL(E) et Ai,...,A, € K tels que pour tout P € K[X], P(u) =
P, P(A;)u;. Montrer que u est diagonalisable et Sp(u) C {A1,...,4,}.

[003555]

Exercice 3556 Mines PSI 1998

Soit f un endomorphisme diagonalisable d’un ev E de dimension finie, A une valeur propre de f et p; le
projecteur sur le sous-espace propre associé parallelement a la somme des autres sous-espaces propres. Montrer
que p,, est un polyndéme en f.

Correction ¥ [003556]

Exercice 3557 Endomorphismes anticomutant (Centrale MP 2003)

Soit £ un C-ev de dimension n € N* et uy,...,u, (p > 2) des endomorphismes de E vérifiant :

Yk, u%:—idE, Vk#£L, upouy = —upouy.

1. Montrer que les u; sont des automorphismes et qu’ils sont diagonalisables.
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2. Montrer que n est pair.
3. Donner le spectre de chaque uy.
4. Donner les ordres de multiplicité des valeurs propres des uy.

5. Calculer det(u).

Correction V [003557]

Exercice 3558 Ensi PC 1999
Soit E un ev de dimension finie et u € Z(E) tel que uou = 0.

1. Quelle relation y a-t-il entre Keru et Imu ? Montrer que 2rgu < dimE.

2. On suppose ici dimE = 4 et rgu = 2. Montrer qu’il existe une base (€],e3,¢3,¢4) de E telle que :
(@) = &, u(@) =0, u(é;) = é, u(éy) = 0.

3. On suppose dimE = n et Imu = Keru. Est-ce que u est diagonalisable ?

[003558]

Exercice 3559 Réduction de M tq M> =1
Soit M € .#3(R) telle que M # I, et M> = 1.

1. Quelles sont les valeurs propres complexes de M ? (On vérifiera que ce sont effectivement des valeurs
propres de M)

1 0 0
2. Montrer que M est semblablea |0 —1/2 —+/3/2
0 V3/2 —1)2

[003559]

Exercice 3560 Centrale PSI 1998
Soient u, v, h trois endomorphismes de R" tels que :

uov=vou, uoh—hou=-—-2u, voh—hov=-2v
010
1. Cas particulier,n =3, Mat(u) = [ 0 0 1 |.Déterminer si v et & existent et si oui, les donner.
0 00

2. Cas général.
(a) Que peut-on dire de tr(u) et tr(v) ?
(b) Montrer que u et v sont non inversibles. Montrer que Keru et Kerv sont stables par A.
(c) Déterminer u* o h— hou* pour k € N. Déterminer P(u) o h — ho P(u) pour P € R[X].

(d) Quel est le polyndme minimal de u ?

Correction V [003560]

Exercice 3561 Indépendance du polyndme minimal par rapport au corps

Soient K C L deux corps et A € .#,(K). On note tg(A) et uz(A) les polyndmes minimaux de A en tant que
matrice a coefficients dans K ou dans L. Montrer que ces polyndmes sont égaux. [003561]

Exercice 3562 Polyndme minimal et caractéristique
Soit A € .#,(K). Montrer que 4 et s ont les mémes facteurs irréductibles. [003562]

Exercice 3563 X MP* 2004
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Caractériser les polynomes P tels que : VA € .#,(C), (P(A) =0) = (tr(A) € Z).
Correction ¥ [003563]

Exercice 3564 TPE MP 2005

Soient A,B,C € .#,(C) telles que AC = CB et rg(C) = r. Montrer que A et B ont au moins r valeurs propres
communes.

Correction V¥ [003564]

Exercice 3565 Polyndme minimal imposé, Centrale MP 2005

Le polyndme X* + X3 +2X2 4+ X + 1 peut-il étre le polyndme minimal d’une matrice de Ms(R) ?
Correction V¥ [003565]

Exercice 3566 Keru” ® Imu”, Polytechnique MP* 2006

Soit E un K-ev de dimension n. Soit u € Z(E), P son polyndme minimal et p le plus petit exposant de X dans
I’écriture de P.

1. Sip=0,quedirede u?
2. Si p =1, montrer que E = Imu @ Keru.
3. Dans le cas général, montrer que E = Keru? @ Imu?.

Correction V¥ [003566]

40.6 Endomorphismes de composition

Exercice 3567 Equation AM = AM
Soit A € .#,(K). Déterminer les scalaires A et les matrices M € ., (K) telles que AM = AM. [003567]

Exercice 3568 v — vou (Centrale MP 2003)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € .Z(E). On considére 1’application @, qui a v € Z(E)
associe vou.

1. Montrer que ®, € L (Z(E)).
2. Montrer I’équivalence : (u est diagonalisable) < (d, est diagonalisable). . .

(a) en considérant les polyndmes annulateurs de u et de ®,,.
(b) en considérant les spectres et sous-espaces propres de u et de d,,.

Correction V [003568]

Exercice 3569 Matexo

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, (F,G) deux sous-espaces vectoriels de E tels que E = F & G. On
note p la projection sur F parallelement a G. Soit E, = {f € L (E) tq fop = po f}. Quelle est la dimension
de E,? [003569]

Exercice 3570 f— pofop
Soit p € Z(E) une projectionet ®: Z(E) — Z(E),f+ pofop.
Déterminer les éléments propres de .

Correction V [003570]

Exercice 3571 f+—uofetf— fou

Soit E un K-ev de dimension finie et u € £ (E) diagonalisable.
On considere les applications.Z (E) — L (E) ¢ : f—uo f y: f+ fou
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1. Montrer que @ et ¥ sont diagonalisables.

2. Montrer que @ — y est diagonalisable.

[003571]
Exercice 3572 uov—vou=id
Soient u,v deux endomorphisme d’un espace vectoriel £ non nul tels que uov —vou =idg.
1. Simplifier u* ov —vou* pour k € N puis P(u) ov—vo P(u) pour P € K[X].
2. Montrer que u et v n’ont pas de polyndmes minimaux.
Correction V [003572]

Exercice 3573 Ensi PC 1999
Soit E un ev réel de dimension finie et f,g € Z(E), o € R* tels que fog—go f = af.

1. Montrer pour tout entier naturel n : f*og—go f* = anf”.

2. Montrer qu’il existe n € N tel que f" = 0 (raisonner par 1’absurde et considérer 1’application & —
hog—gohde Z(E) dans Z(E)).

[003573]

Exercice 3574 X MP* 2001

Soit f un endomorphisme de E (ev de dimension finie sur K) tel que Y soit irréductible. Montrez que pour
aucun endomorphisme g le crochet de Lie [f,g] = fog — go f n’est de rang un.

Correction V¥ [003574]

Exercice 3575 %( pou—+uop) (Mines MP 2003)

Soit E un espace vectoriel de dimension # finie, p un projecteur derang ret ¢ : £ (E) — Z(E),u+— %( pou-+tuop).
1. Est-ce que ¢ est diagonalisable ?
2. Déterminer les valeurs propres de ¢ et les dimensions des sous-espaces propres.

Correction V¥ [003575]

Exercice 3576 Crochet de Lie (Ens Cachan MP* 2003)

Soit & : #,(C) — #,(C) un automorphisme d’ev tel que : V A,B € .#,(C), ®(]A,B]) = [®(A),P(B)] ou
[X,Y] = XY —YX. Montrer : V D € .#,(C), (D est diagonalisable) < (P (D) est diagonalisable).

Indication : considérer ¢p : X — [D,X| et montrer que (D est diagonalisable) < (¢p est diagonalisable).

Correction V¥ [003576]

40.7 Similitude

Exercice 3577 Matrices réelles semblables sur C

P+iQ € GL,(C)

Soient A, B € .#,(R) semblables sur C : Il existe P,Q € .#,(R) telles que : ) )
(P+iQ)A =B(P+iQ).

1. Montrerque : VA € R, (P+AQ)A=B(P+AQ).
2. En déduire que A et B sont semblables sur R.

[003577]

Exercice 3578 Trigonalisation de matrices
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-1 2 0
SoitA= [ 2 2 —3| et @ I’endomorphisme de R? canoniquement associé i A.
-2 2 1

1. Vérifier que A n’est pas diagonalisable.

2. Chercher deux vecteurs propres de A linéairement indépendants.
3. Compléter ces vecteurs en une base de R.

4. Ecrire la matrice de ¢ dans cette base.

5. Résoudre le systeme différentiel : X' = AX.

Correction V [003578]

Exercice 3579 Somme de projecteurs

Soit E un K-ev de dimension finie et u € Z(E). Montrer que u est diagonalisable si et seulement s’il existe des

. . u=Mhpi+---+A
projecteurs py,...,px € Z(E) et des scalaires Ay, ..., A tels que : 1P kPk [003579]

Exercice 3580 A> est semblable 3 A*
Quelles sont les matrices A € .#3(C) telles que A? est semblable a A* ? On étudiera séparément les cas :

1. A a3 valeurs propres distinctes.
2. A a2 valeurs propres distinctes

3. A aune seule valeur propre.

Correction V¥ [003580]

Exercice 3581 Décomposition de Dunford

Soit A € .,(C). Montrer qu’il existe deux matrices D, N telles que A = D+ N, D est diagonalisable, N est
nilpotente, DN = ND. [003581]

Exercice 3582 M et'M sont semblables
Montrer qu’une matrice compagnon est semblable a sa transposée. En déduire que pour toute M € .#,(K) les
matrices M et 'M sont semblables. [003582]

Exercice 3583 Réduction de Jordan (Mines MP 2003)

Soit f € .Z(R?) telle que Spec(f) = {1} et dim(Ker(f — Aid)) = 2.
A 0 O
Montrer qu’il existe une base . dans laquelle Mat(f)= | 0 A 1
0 0 A
Correction V [003583]

Exercice 3584 A et 2A sont semblables
Soit A € .#,(C) nilpotente. Montrer que A et 2A sont semblables.
Correction V [003584]

40.8 Usage de la réduction

Exercice 3585 Ensi PC 1999
-1 2 1
SoitA=1| 2 -1 -1
-4 4 3
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1. Calculer A”.

-2
2. SoitUp=| 4 ) et (U,) défini par la relation : U, | = AU,,. Calculer U, en fonction de n.
1
)

x(t
3. Soit X(¢) = [ y(¢) | . Résoudre ‘% = AX.
z(1)
Correction ¥ [003585]

Exercice 3586 Puissances de A
Soit A € .#5(R) ayant pour valeurs propres 1,—2,2, et n € N.

1. Montrer que A" peut s’écrire sous la forme : A" = &,A> + B,A + 7,I avec ¢, By, s € R.
2. On considere le polyndme P = 04, X2 + f3,X + ¥,. Montrer que : P(1) = 1, P(2) = 2", P(-2) = (=2)".
3. En déduire les coefficients o, B, 7,

Correction V¥ [003586]

Exercice 3587 Suites récurrentes linéaires

Soit (u,) une suite réelle vérifiant 1’équation de récurrence : uy 3 = 6up12 — 1lupy + 6uy.

Un
1. On pose X, = | up+1 |- Montrer qu’il existe une matrice A € .#3(R) telle que X, = AX,,.
Uni2
2. Diagonaliser A. En déduire u, en fonction de ug, ui, us et n.

Correction V¥ [003587]

Exercice 3588 Centrale P’ 1996
Soit f, endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension .

1. On suppose que pour tout sous-ev D de dimension 1 il existe x € D tel que E = vect(x, f(x), f2(x),...).
Que direde E et f?

2. On suppose qu’il existe x € E tel que E = vect(x, f(x), f2(x),...). Montrer que si f est diagonalisable
alors ses valeurs propres sont toutes distinctes. Montrer que si f est nilpotente alors /"~ £ 0.

Correction V¥ [003588]

Exercice 3589 Chimie P’ 1996
Soit (M,,) une suite de points dans le plan, de coordonnées (x,,y,) définies par la relation de récurrence :

{ Xpr1 = —Xp+ 2y
Y+l = —3xp+4yn.
1. Montrer que, quelque soit My, les points M,, sont alignés.

2. Etudier la suite (M, ) quand n tend vers I’infini.

3. Quelle est la limite de y, /x, (utiliser une méthode géométrique) ?

Correction V¥ [003589]

Exercice 3590 Commutant d’une matrice a valeurs propres distinctes

1. Soit D = diag(A4,...,A,) une matrice diagonale a valeurs propres distinctes.

(a) Montrer qu’une matrice M commute avec D si et seulement si M est diagonale.
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(b) Montrer que pour toute matrice M diagonale, il existe un polynéme P € K,_;[X] unique tel que
M = P(D).
2. Soit A € .#,(K) une matrice a valeurs propres distinctes. Montrer que les matrices M commutant avec
A sont les polyndmes en A.

[003590]
Exercice 3591 XY =YX =A
. 11
SoitA = < | 1) .
1. A est-elle diagonalisable ?
2. Trouver toutes les matrices X,Y € .#,(K) telles que XY =YX =A.
Correction V¥ [003591]
Exercice 3592 Racine carrée
9 00
SoitA= |1 4 0 |.Trouver les matrices M € .#3(R) telles que M? = A.
1 11
Correction ¥ [003592]
Exercice 3593 Ensi Physique 93
5 -4 1
SoitA= | 8 —7 2 |.Trouver une matrice B différente de A et —A telle que B> = A.
12 —12 4
Correction ¥ [003593]
Exercice 3594 Esigelec 91
2 -2 1
Trouver le commutantde | 2 —3 2
1 2 0
Correction V [003594]

Exercice 3595 Centrale MP 2000
SiA € M, (C), on note C(A) le commutant de A.

1. Pour n = 2, montrer que C(A) est de dimension 2 ou 4, en donner une base.

2. Pour n € N*, montrer que C(A) est de dimension > n (traiter d’abord le cas ol A est diagonalisable).

Correction V [003595]

Exercice 3596 Ulm MP* 2001

En se déplagcant uniquement sur les arétes d’un cube de c6té 1, combien y a-t-il de chemins de longueur n pour
aller d’un point a un autre ?

Correction V [003596]

40.9 Réduction par blocs

Exercice 3597 Matrice bloc

Soit A € Ay (K) et M = (Z‘ g) e Mow(K).
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1. Comparer les valeurs propres de A et M.
2. Soit P € K[X] et Q :XP/ Montrer que P(M) — (P(A) 0 >

3. A quelle condition sur A, M est-elle diagonalisable ?

Correction V¥ [003597]

Exercice 3598 Ensi P 90

Soit M € .#,(C) diagonalisable. Soit A = <% %) € M>,(C). La matrice A est-elle diagonalisable ?

Correction Vv [003598]

Exercice 3599 Matrice bloc

Soit A € GL,(C) et M = <(I) 13) € #>,(C). Montrer que M est diagonalisable si et seulement si A 1est.
(Chercher les sous-espaces propres de M en fonction de ceux de A)
Correction ¥ [003599]

Exercice 3600 Matrice bloc
. A B
M =
Soit < c D
Soit A une valeur propre de M de multiplicité m. Montrer que si p > n —m, alors A est valeur propre de A.
[003600]

) € #,(K) diagonalisable avec A carrée d’ordre p.

Exercice 3601 Réduction par blocs (Centrale MP 2003)

SoitA € #,(R) et B= (2 2‘1) € M>,(R). Déterminer Spec(B) et fonction de Spec(A).

Correction V¥ [003601]

Exercice 3602 A™ — 0 lorsque m — oo (Mines MP 2003)

a*> ab ab b?
. ab a®> b* ab . , "
SoitA = ab b 2 abl Représenter dans un plan I’ensemble des couples (a,b) tels que A™ — 0 lorsque
> ab ab o
m — oo—,
Correction V¥ [003602]

40.10 Image et noyau

Exercice 3603 Chimie P 1996
Soit £ un espace vectoriel réel de dimension n et f un endomorphisme de E.
Est-il vrai que : f est diagonalisable < Kerf +Im f =E ? [003603]

Exercice 3604 u diagonalisable = Ker(u— Aid) + Im(u — Aid) est directe

Soit E un K-ev de dimension finie et u € Z(E) diagonalisable. Pour A € spec(u), on note E; = Ker(u — Aid)
et F, =Im(u— Aid). Montrer que E) © F) =E. [003604]

Exercice 3605 Kerf @ Im f
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Soit E un K-ev de dimension finie et f € .Z(E). On suppose qu’il existe P € K[X] tel que P(f) =0et P'(0) #0.
Montrer que Kerf @ Im f = E.
Correction V [003605]

Exercice 3606 rg(f—Aid)

Soit E un C-ev de dimension finie et f € .Z(E). Montrer que f est diagonalisable si et seulement si pour tout
A € Conarg(f—Aid) = rg(f — Aid)%. [003606]

Exercice 3607 Nombre de noyaux et d’images

Soit E un K-ev de dimension finie et u € .Z(E). Montrer que les ensembles .# = {Ker(P(u)), P € K[X]} et
& ={Im(P(u)), P € K[X]} sont finis et ont m&me cardinal.
Correction V¥ [003607]

Exercice 3608 dim(Kerf?) = 2dim(Kerf), Mines-Ponts MP 2005

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € .Z(E) tel que dim(Kerf?) = 2dim(Kerf) = 2d. Montrer
que s’il existe g € Z(E) et k € N* tels que g* = f alors k divise d.
Correction ¥ [003608]

40.11 Sous-espaces stables
Exercice 3609 Droites et hyperplans stables

Soit E un C-ev de dimension finie et u € Z(E).

1. Montrer qu’il existe une droite vectorielle stable par u.
2. Montrer qu’il existe un hyperplan stable par u (considérer Im(uz — Aid) ou A est une valeur propre de u).

3. Donner un exemple ou ces propriétés sont en défaut pour un R-ev.

[003609]

Exercice 3610 Plan stable pour une valeur propre non réelle

Soit M € .4, (R) et A = a+ ib une valeur propre non réelle de M (a € R, b € R*). On note X un vecteur propre
complexe de M.

1. Montrer que X est aussi vecteur propre de M.
2. Montrer que (X,X) est libre dans C".
3. Soient U = (X +X), V = (X —X). Montrer que (U,V) est libre dans R".

[003610]

Exercice 3611 Plans stables
Soit E un K-ev de dimension finie et f € Z(E).

1. Soit F un plan vectoriel. Montrer que si F est stable par f alors il existe P € K>[x] non nul tel que
F C KerP(f).

2. Réciproquement, si P € K;[x] est irréductible, montrer que KerP(f) contient un plan stable par f.

3. Si K = R montrer que f admet toujours une droite ou un plan stable.

[003611]

Exercice 3612 Recherche de sev stables
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1 1 0
SoitA=|-3 -2 0
0 0 1

1. Déterminer les sev de R? stables pour I’endomorphisme associé 2 A.

2. Quelles sont les matrices réelles commutant avec A ?

Correction V [003612]

Exercice 3613 u diagonalisable = diagonalisable dans un sev stable

Soit E un K-ev de dimension finie et u € Z(E) diagonalisable. Montrer que si F est un sev stable par u, alors
u r est diagonalisable.
[003613]

Exercice 3614 Plan affine stable

Soit E =R et H : x+2y + 3z = 1 un plan affine de E. Montrer que si H est stable par f € Z(E) alors 1 est
valeur propre de f.
Correction V [003614]

Exercice 3615 Endomorphisme cyclique

Soit f € Z(E) un endomorphisme cyclique et F un sous-espace vectoriel stable par f. Montrer que fjz est
aussi cyclique. [003615]

Exercice 3616 Endomorphismes semi-simples.

Un endomorphisme f est dit semi-simple si tout sous-espace stable par f admet un supplémentaire stable
par f. Montrer qu’un endomorphisme d’un C-ev de dimension finie est semi-simple si et seulement s’il est
diagonalisable. [003616]

Exercice 3617 y, irréductible

Soit u un endomorphisme de E, espace vectoriel de dimension 7 sur le corps K. Montrez que seuls {0} et E
sont stables par u si et seulement si ), est irréductible sur K.
Correction V [003617]

Exercice 3618 Polytechnique MP* 2000

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, f un endomorphisme de E tel que tout sous-espace de E admette
un supplémentaire stable par f. Que peut-on dire de f ? Réciproque ?

Correction V [003618]

Exercice 3619 Sous-espaces stables (Centrale MP 2003)

. . 111 . ) .
Soit f € .Z(R?) ayant pour matrice M = < 11 {) dans la base canonique de R3. Déterminer les sous-espaces

de R3 stables par f.
Correction V [003619]

40.12 Trigonalisation

Exercice 3620 AB =0
Soient A, B € .#,(C) telles que AB = 0. Montrer que A et B sont simultanément trigonalisables. [003620]
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Exercice 3621 Produit de matrices nilpotentes

Soient Ay,...,A, € .#,(K) nilpotentes et commutant deux a deux. Montrer que A; ...A, =0. [003621]

Exercice 3622 Matrices nilpotentes

Soit A € .#,(C). Montrer que A est nilpotente si et seulement si pour tout k € N* on a tr(A¥) = 0.
Correction V¥ [003622]

Exercice 3623 Mines MP 2003

Soit E un ev de dimension finie et (u,) une suite d’endomorphismes diagonalisables convergeant vers u €
u est-il diagonalisable ?

Correction ¥ [003623]

Exercice 3624 Mines-Ponts MP 2005

On donne une matrice carrée réelle M d’ordre n. Soient o, B les multiplicités de zéro dans y, et wy. Montrer
que dim(KerM) = « si et seulement si f = 1.

Correction V¥ [003624]

41 Dualité

K désigne un corps de caractéristique nulle.

Exercice 3625 Base de (K3)*

Dans K on considére les formes linéaires : fi(X¥) =x+y—z, /H(¥) =x—y+2z, (X) =x+y+z.

1. Montrer que (fi, f2, f3) est une base de (K3)*.

2. Trouver la base duale.

[003625]

Exercice 3626 Base de (K*)*
Dans K on considére les formes linéaires : f(¥) = x +2y + 3z, f2(¥) = 2x+ 3y +4z, f3(¥) = 3x+ 4y +62.
1. Montrer que (fi, f2, f3) est une base de (K*)*.

2. Trouver la base duale.

Correction V [003626]

Exercice 3627 Base de (K")*

Pour X = (x1,...,x,) € K" on pose f;(X) = x; + xi+1 et f(X) = x, +x;. Déterminer si .# = (fi,..., f,) est une
base de (K")* et, le cas échéant, déterminer la base duale.
Correction V [003627]

Exercice 3628 Bases duale des polynomes

Soit E = K, [X]. Montrer que la famille .# = (fo, ..., f,) est une base de E* et donner la base duale lorsque ...

1. fi(P) = P(x;) ol xy,...,x, sont des scalaires distincts.
2. fi(P) = P¥(0).

3. fi(P) = PY(x;) ot xg,...,x, sont des scalaires quelconques. (Ne pas chercher la base duale pour cet
exemple)
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[003628]

Exercice 3629 Base duale des polyndmes
Soit E = Ry, 1[X], et x1,...,x, € R distincts. On note :

0;: E— R P P(x;); vi:E—R,P— P(x)

1. Montrer que (@1, ..., ¢y, Wi,...,¥,) est une base de E*.
2. Chercher la base duale. On notera P =[] % etd; = P!(x;).

Correction V [003629]

Exercice 3630 Intégrale
Soit E = R3[X]. On considere les formes linéaires : f; : P +— ftlzfl t'P(t)dt.
1. Montrer que (fo, f1, f2, f3) est une base de E*.

2. Trouver la base duale.

Correction V [003630]

Exercice 3631 Evaluations et intégrale

Soit E = R3[X] et a,b,c € R distincts. On considere les formes linéaires sur E :
b
fo: P P(a), fy: P P(b), fo:PoPc), @: P / P(¢)dr.
t=a

Etudier la liberté de (fy, fo, fe, @)
Correction V¥ [003631]

Exercice 3632 Base duale de (1,X,X(X —1),...)
Soit E = K,[X].Onnote Py =1, =X(X—1)--- (X —i+ 1) pouri > 1,et f;: P+ P(i).
1. Montrer que (Fy,...,P,) est une base de E et Z = (fy,..., fn) est une base de E*.

2. Décomposer la forme linéaire P, dans la base %. (On pourra utiliser les polyndmes : Q; = [i < j<p; #i(X —
)]
3. Décomposer de méme les autres formes linéaires P,;.

Correction V [003632]

Exercice 3633 Base duale de (X —a)f(X —b)" %)
Soit E = K, [X] et a,b € K distincts. On pose P, = (X —a)*(X — b)" .

1. Montrer que (P, ...,P,) est une base de E.

2. On suppose n =2 et on prend comme base de E* : B = (f,, fe, f») obl fx(P) = P(x) et c = “f2. Exprimer
les formes linéaires (P, Py, P;) dans .

Correction V¥ [003633]

Exercice 3634 Formes linéaires liées
Soient fi,..., f, des formes linéaires sur K" telles qu’il existe X € K" non nul tel que f1(X) =--- = f,(¥) = 0.
Montrer que (f1,-.., fy) est liée. [003634]

Exercice 3635 (P(X),...,P(X +n)) est une base des polyndmes
Soit E =K,[X], Q€ Ededegrénet O; = Q(X+1i) (0<i<n).

120



1. Montrer que (Q,Q',0",...,0™) est libre.

2. Montrer que toute forme linéaire sur E peut se mettre sous la forme :
f 1P agP(0)+ o P'(0) + - + 0, P (0).

3. Soit f € E* telle que f(Qo) = --- = f(Q,) = 0. Montrer que f = 0.
(considérer le polyndme P = 0pQ + - -+ oc,,Q<”))

4. Montrer que (Qo,...,Qy) est une base de E.

[003635]
Exercice 3636 ¢((X —a)P)=0
Soit E = K, [X]. Soit ¢ € E* telleque : V P € K,,_1[X], ¢((X —a)P) =0.
Montrer qu’il existe A € K tel que : V P € E, ¢(P) = AP(a).

[003636]

Exercice 3637 Forme linéaire sur les polynomes

Montrer I’existence et I’unicité d’une forme linéaire ® sur R, [X] telle que : ©(1) =0, P(X) =1 et P(P) =0
pour tout polynéme P € R, [X] tel que P(0) = P(1) =0. [003637]

Exercice 3638 Systé¢me unisolvent

Soient fi,..., f, : R — R n fonctions linéairement indépendantes. On pose E = vect(f,..., f,) et pour x € R,
O E—=R, f— f(x).

1. Montrer que la famille (J,),er engendre E*.
2. En déduire qu’il existe x1,...,x, € R tels que detM # 0 o M est la matrice de terme général f;(x;).

[003638]

Exercice 3639 Polynomes a deux variables

Soit f: R? — R. On dit que f est polynomiale si elle est de la forme : f(x,y) = Y ai jxiyf , la somme portant
sur un nombre fini de termes. Le degré de f est alors max (i + j tq a;; # 0).
On note E; I’ensemble des fonctions R? — R polynomiales de degré inférieur ou égal 2 k.

1. Montrer que Ej est un R-ev de dimension finie et donner sa dimension.

2. Soient A = (0,0), B=(1,0), C = (0,1). Montrer que les formes linéaires f +— f(A), f — f(B), f —
f(C) constituent une base de E}.

3. Chercher de méme une base de E3.

4. Soit T le triangle plein ABC et f € E;. Montrer que [ [, f(x,y)dxdy = w.

5. Chercher une formule analogue pour f € E;.

Correction V¥ [003639]

Exercice 3640 Polynomes trigonométriques

On note f,(x) = cosnx et g,(x) = sinnx (x € R, n € N).

Soit E,, I’espace engendré par la famille .7, = (fo,..., fu,&1,---,8n)-
1. Montrer que pour k > 1, (fx,gx) est libre.
2. Soit ¢ : E, — E,, f — f". Chercher les sous-espaces propres de ¢. En déduire que .%, est libre.
3. Onnote a; = 2% et @ : E, — R, f — f(a).

2n+1
Montrer que (@, ..., ®2,) est une base de E;'. (On utilisera la fonction f : x — [[{_, (cosx —cosay))

4. Soit N € N*. On note by, = 2"7” et Y : E, = R, f — f(by). Montrer que (W, ..., Wy—1) est libre si et
seulement si N < 2n+ 1, et engendre E; si et seulement si N > 2n+ 1.
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Correction V [003640]

Exercice 3641 trace sur ., (K)
Soit E = #,(K). Pour A € .#,(K), onnote ¢4 : E — K, M — tr(AM).
1. Montrer que E* = {¢4 tq A € E}.

2. Onnote .7 I’ensemble des matrices symétriques et <7 I’ensemble des matrices antisymétriques. Montrer
que .° ={PatqA € A} et Z°={PatqA € .S}.

[003641]

Exercice 3642 Suites de Fibonacci
Soit E I’ensemble des suites u = (u,) a termes réels telles que pour tout 7 : 2 = Uyt + Up.

1. Montrer que E est un R-ev de dimension finie.
2. Soient fy: E — R,u > ug et f1 : E — R, u+> uy. Trouver la base duale de (fy, f1)-

Correction V [003642]

Exercice 3643 Combinaison de formes linéaires
Soit E un K-ev de dimension finie et f, fi,..., f, € E*. Montrer que f est combinaison linéaire de f1,..., f, si
et seulement si Kerf D Kerf; N---NKerf),. [003643]

Exercice 3644 Combinaison de formes linéaires
Soit E un K-ev de dimension finie et fi,..., f, € E*. On considére I’application :

O E— K. X (fl(f),-~-7fp(f)>

Montrer que P est surjective si et seulement si (fi,..., f,) est libre. [003644]

Exercice 3645 Orthogonaux d’une somme directe
Soit E un K-ev de dimension finie et F, G deux sev de E telsque FG =E.

1. Montrer que F° & G° = E™.

2. Montrer que F° est naturellement isomorphe a G* et G° a F*.

[003645]

Exercice 3646 f(u) #0et g(u) #0

Soit E un K-ev de dimension finie et f, g € E* toutes deux non nulles. Montrer qu’il existe un vecteur i € E tel
que f (i) # 0 et g(i) # 0. [003646]

Exercice 3647 p formes linéaires

Soit E un K-ev. On suppose qu’il existe p formes lin€aires fi,..., f, telles que :
VIEE, (fi(¥) == f,(¥) =0) = (¥=0).
Montrer que E est de dimension finie inférieure ou égale a p. [003647]

Exercice 3648 det(f;(u;)) #0

Soit E un K-ev de dimension finie n, ii1,...,i, € E et fi,...,f, € E*.
Soit M la matrice de terme général f;(ii;). Montrer que si detM # 0, alors (iiy,...,i,) est une base de E et
(fi,...,fn) estune base de E*. [003648]
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Exercice 3649 ¢, imposé

Soit E un K-ev de dimension finie n, # = (€),...,é,_1) une famille libre de E et f € E*\ {0}. Montrer qu’on
peut compléter .# en une base # = (€1,...,¢é,) telle que f = e}, si et seulement si f(é;) =--- = f(€,—1) =0.
Y a-t-il unicité de &, ? [003649]

Exercice 3650 Modification élémentaire

Soit E un K-ev de dimension finie n, Z = (éi,...,¢,) une base de E, et ' = (¢’,...,é,") déduite de % par une
opération élémentaire (échange de deux vecteurs, multiplication d’un vecteur par un scalaire non nul, addition
a un vecteur d’un multiple d’un autre).

Etudier comment on passe de la base duale Z* a4 %'* en fonction de 1’opération effectuée.

Correction ¥ [003650]

Exercice 3651 Séparation

Soit E un K-ev de dimension finie.

1. Soient X,y € E avec X # y. Montrer qu’il existe f € E* telle que f(X) # f(¥).
2. Soit V un sev de E* ayant la propriété : VX,Yy€ E, X Ay =3 f € V tq f(X) # f(H).
Montrer que V = E*.

[003651]

42 Sommes directes

Exercice 3652
Soit E = K3[X], F = {P € E tq P(0) = P(1) = P(2) =0}, G={P € E tq P(1) = P(2) = P(3) = 0}, et
H={PcEtqP(X)=P(-X)}.

1. Montrer que F&G ={P € EtqP(1)=P(2) =0}.

2. Montrerque FEGHH =E.

[003652]

Exercice 3653 Caractérisation des sommes directes

Soient Fy, F,, F3 trois sev de E. Montrer que F| + F, + F3 est directe si et seulement si : Fi NF, = {6} et
(F] +F2) NF = {0}

Généraliser.
[003653]
Exercice 3654 Somme directe dans E = somme directe dans .2 (E)
Soit E un K-ev de dimension finie n et Z = (€, ...,é,) une base de E.
On note F; = {u € Z(E) tq Imu C vect(é;)}.
1. Caractériser matriciellement les éléments de F;.
2. Montrerque Fy & F, @ ---dF, = Z(E).
[003654]

Exercice 3655 Toute somme peut étre rendue directe en réduisant les sev

Soit E un K-ev de dimension finie, Fy, F», ..., F, des sev de E tels que F} +--- + F,, = E. Montrer qu’il existe
dessevGy C Fi,....G, CF,telsque Gi &G, ®--- PG, =E. [003655]
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Exercice 3656 Somme et intersection
Soit Eun K-ev, Eq,...,E, dessevtelsque E1®---BE,=E, Funautresevde E,et F; = E;NF.

1. Montrer que la somme G = F| + - - - + F, est directe.

2. Comparer F et G.

[003656]
Exercice 3657 Somme directe d’endomorphismes
Soit E un K-ev, E|,...,E, des sev telsque E; & --- B E, = E. Soient u; € L (Ey),...,u, € Z(E,).
1. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme u € .Z(E) tel que pour tout i : ujp = u;.
2. Montrer que Ker(u) = Ker(u;) @ - -- @ Ker(uy,) et Im(u) =Im(u;) ® - - - S Im(uy).
[003657]
Exercice 3658 Somme de projecteurs
Soit £ un K-ev de dimension finie et py,..., p, des projecteurs tels que p; +---+ p, = 1idg.
1. Montrer que tr(p;) = rg(p;).
2. Montrer que E =Im(p;) @ --- S Im(p,).
[003658]
Exercice 3659 Projecteurs
Soit E un espace vectoriel de dimension n, et fi,..., f, n applications linéaires toutes non nulles. On suppose
que : V (i, /) € [[1,n]]?, fio fj = &, ;f:- Montrer les f; sont toutes de rang un.
Correction V [003659]
Cinquieme partie
\ o [ Ve o
Algebre bilinéaire
43 Produit scalaire
Exercice 3660 Produits scalaires ?
Dire si les applications suivantes sont des produits scalaires :
1. E=R? (x,X) | (y,y) = axy+bxy' +cx'y+dx'y (étudier (1,¢) | (1,1), t € R).
2. E=RY (x1,...,%0) | 1,---,90) =alxyi+b Y xiyj (On montrera que (in)2 < anlZ).
i i#j
3. E=Ry[X], (P Q) =X P())Qi).
Correction V [003660]
Exercice 3661 Base de Schmidt
Trouver une base orthonormée de R3[X] pour le produit scalaire : (P | Q) = f,lz _P(2)0(z)dr.
Correction V [003661]

Exercice 3662 Base de Schmidt
Soit E = R,[X] muni du produit scalaire : (P | Q) = Y+ o P(i)Q(i). Chercher une base orthonormée de E.
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Correction V [003662]

Exercice 3663 Inversion

Soit E un espace vectoriel euclidien. On pose pour X # 0 : i (X) = fol\z'

1. Montrer que i est une involution et conserve les angles de vecteurs.
2. Vérifier que : V %,5 € E\ {0}, i(%) - i(5) | = {5
3. Déterminer I’image par i :

(a) d’un hyperplan affine ne passant pas par 0.

(b) d’une sphere passant par 0.

(c) d’une sphere ne passant pas par 0.

Correction V [003663]

Exercice 3664 Inégalité de Ptolémée

Soit £ un espace euclidien.

1. Pour X € E \ {0}, on pose f(X) = <. Montrer que : V X,j € E\ {0}, | f(X) — fF)|| = H)?H{H .

[I%]
2. Soient @,b,¢,d € E. Montrer que ||d —¢|||[b—d|| < ||a—b| ||c—d |+ ||b—2]||@a—d|.
Indication : se ramener au cas @ = 0 et utiliser I’application f.

Correction V¥ [003664]

Exercice 3665 Calcul de distance
On munit E = R, [X] du produit scalaire : Pour P =Y, a;X' et Q = ¥, b;X', (P | Q) = ¥ a;b;.
Soit H={P € E tq P(1)=0}.

1. Trouver une base orthonormale de H.
2. Calculer d(X,H).

Correction V [003665]

Exercice 3666 Expression analytique

Soit E un espace euclidien de dimension 4, 4 = (€}, ...,€s) une base orthonormée de E, et F le sous-espace
vectoriel d’équations dans & :
xX+y+z+t=0
xX+2y+3z4+4t=0
1. Trouver une base orthonormée de F'.
2. Donner la matrice dans % de la projection orthogonale sur F'.

3. Calculer d(é),F).

Correction V¥ [003666]

Exercice 3667 Projection sur un hyperplan

On munit R” du produit scalaire usuel. Soit H = {(xy,...,x,) € R" tqajx; +---+ayx, =0} ot ay,...,a, sont
des réels donnés non tous nuls. Chercher la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur H.
Correction V¥ [003667]

Exercice 3668 Caractérisation des projections orthogonales

Soit E un espace vectoriel euclidien et p € Z(E) une projection. Montrer que :
p est une projection orthogonale < V X,y € E, (X | p(¥)) = (p(X) | y)
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SVICE, [pd) <
(Pour la deuxieme caracterlsation, considérer ¥ € (Kerp)* et faire un dessin) [003668]

Exercice 3669 Projection sur un sous-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (de dimension éventuellement infinie) et (iy,...,i,) une
famille orthonormée de E. On note F = vect(id, ..., iy).

1. Démontrer que F & F+ = E et F-+ = F (on utilisera la projection associée aux i;).
2. Soit ¥ € E. Démontrer que Y7, (¥ | i;)* < ||X]|>. Quand a-t-on égalité ?
3. Application : Soit f : [0,27] — R continue. On appelle coefficients de Fourier de f les réels :

()= [ rOeostkar e sir)= [ rie)siniaa)a

t=0 1=l

Démontrer I’inégalité de Bessel : fi’i) F2(t)dt > M.

[003669]

Exercice 3670 Composition de projecteurs

Soient F, G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel euclidien E tels que F | G*. On note pr et pg
les projections orthogonales sur F et sur G. Montrer que pr + pGg — prnc = 1dg et pr o pg = PG © PF = PFnG-
[003670]

Exercice 3671 Projecteurs commutant

Soit E un espace vectoriel euclidien et p, ¢ deux projections orthogonales. Montrer que p et ¢ commutent si et
seulement si (Im pNImg)* NImp et (Im pNImg)* NImg sont orthogonaux.
Correction V [003671]

Exercice 3672 Caractérisation des bases orthonormales

Soit E un espace vectoriel euclidien, et €], .. ., €, des vecteurs unitaires tels que : V¥ € E, ||¥|> =Y, (%] &)
1. Démontrer que (€j,...,€,) est une base orthonormale de E.
2. On remplace I’hypothese : €; unitaire par : dimE = n.
(a) Démontrer que (€}, ...,¢é,) est une base de E.
(b) Démontrer que : VX,y€ E, (X|¥) =YY" ,(X|&)(V]|é).
(¢) On note G la matrice de Gram de €1, .. .,¢&,. Démontrer que G? = G et conclure.

Correction Vv [003672]

Exercice 3673 Matrice de Gram
Soient X1, ..., X, des vecteurs d’un espace vectoriel euclidien E, et G leur matrice de Gram.

1. Montrer que rgG = rg(X1,...,X,).
2. Montrer que detG est inchangé si on remplace X par X — Y, 4 AiX;.
3. Soit F = vect(X],...,X,) etX € E. Onnote d(X,F) = min(||[x -y ||,y € F).

2 _ Gram(¥},...,%, %)
— Gram(X},...,%,;) °

Montrer que d (X, F)

[003673]

Exercice 3674 Gram(u(e;))

Soit E un espace vectoriel euclidien, u € Z(FE) et (€1,...,&,) une base quelconque de E. On note G le déter-
minant de Gram. Montrer que G(u(€)),...,u(é,)) = (detu)>G(éy,...,é,). [003674]
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Exercice 3675 Equation du second degré

Soient E espace vectoriel euclidien, @ € E et o, 8,7 € R. Résoudre I’équation a(X | X) + (X | a)+y=0.
Correction ¥ [003675]

Exercice 3676 Vecteur défini par ses produits scalaires

Soient fi, fa,. .., fn : [0,1] — R continues.
Existe-t-il f : [0,1] — R continue telle que : Vi, [[_ f(¢)fi(t)dt =1? [003676]

Exercice 3677 Décomposition OR

1. Soit M € .#,(R) inversible. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale, P, et une matrice triangulaire
supérieure a coefficients diagonaux positifs, 7', uniques telles que M = PT.

2. Application : inégalité de Hadamard. Soit E un espace vectoriel euclidien, (€},...,&,) une base ortho-
normée, et iy, ..., U, des vecteurs quelconques.

Démontrer que |det,) (i;)| < T1; [|4]- Etudier les cas d’égalité.

[003677]
Exercice 3678 Coefficients diagonaux dans la méthode de Schmidt
Soit E un espace euclidien, & = (iiy,. .. ,i,) une base de E et ' = (€},...,¢,) la base orthonormée déduite de
% par la méthode de Schmidt. On note P la matrice de passage de 4 a %'
Montrer que P; x d(i;,vect(idy,...,d;—1)) = 1. [003678]
Exercice 3679 Coordonnées des vecteurs de Schmidt
Soit E un espace euclidien, & = (i, ... ,U,) une base de E et &' = (¢, ...,é,) la base orthonormée déduite de
2 par la méthode de Schmidt.
On note G, le déterminant de Gram de i, ..., iy, et A; , le cofacteur de (i; | it,) dans G,,.
Montrer que €, = \/ﬁ Yo Al
Correction V¥ [003679]
Exercice 3680 det('AA)
Soit A € 4, ,(R). Montrer que det("AA) > 0. [003680]

Exercice 3681 Angles > 2m/3

Soit E un espace euclidien de dimension supérieure ou égale a 3. Existe-t-il trois vecteurs iy, iy, 3 unitaires
faisant entre eux deux a deux des angles strictement supérieurs a 27” ?
Correction V [003681]

Exercice 3682 Polyndmes orthogonaux

Soit E = R[X]. On pose (P | Q) = [, P(t)Q(r)dt

1. Démontrer que ( | ) est un produit scalaire sur E.

2. Démontrer qu’il existe une unique famille (Py, Py, ...,P,,...) de polyndmes vérifiant :

deghP, =i
le coefficient dominant de P; est strictement positif
la famille (P;) est orthonormée.
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[003682]

Exercice 3683 Centrale PSI 1997
Soit E = R,[X] et (P| Q) = [ P(t)Q(¢) dt.

1. Montrer que E, muni de ( | ), est un espace euclidien.

Soit K =R, _1[X]* et P € K\ {0}. Quel est le degré de P ?

Soit® : x— ftLOP(t)tx dt. Montrer que @ est une fonction rationnelle.
Trouver @ a une constante multiplicative pres.

En déduire les coefficients de P.

A T

En déduire une base orthogonale de E.

Correction V [003683]

Exercice 3684 Réduction en carrés d’une forme quadratique

Soient fi,..., f, p formes linéaires sur R” telles que rg(fi,...,fp) =n.
En considérant le produit scalaire : (¥|y) = Y2, f;(¥) fi(¥), démontrer qu’il existe n formes linéaires g1,..., g,
telles que :

Exemple : réduire x> + (x+)? + (x+2y)?
Correction ¥ [003684]

Exercice 3685 Famille de vecteurs unitaires équidistants

Soit E un espace vectoriel euclidien, et (Xi,...,X,) une famille libre. Démontrer qu’il existe une famille
(dy,...,Uy) vérifiant :

i; est unitaire

i — ]| =1
vect(idy,...,i;) = vect(Xy,...,X;).
Démontrer que toute famille (i, ... ,i,) vérifiant les deux premiéres propriétés est libre. [003685]
Exercice 3686 Famille obtusangle
Soit E un espace vectoriel euclidien et iy, ..., i, une famille de vecteurs vérifiant : V i # j, (i; | i j) <0.
1. On suppose (i1, .., i,) libre. Soit (¢, ...,&,) la famille de Schmidt associée et M la matrice de passage
de (dy,...,u,) a (€1,...,€,). Montrer que M est a coefficients positifs.
2. Dans le cas général, démontrer par récurrence sur n que rg(iy, ..., i,) > n— 1.
3. Sirg(iy,...,i,) =n— 1, démontrer que toute famille de n — 1 vecteurs extraite de (i, ..., ,) est libre,

et que les composantes dans cette famille du vecteur retiré sont strictement négatives.

[0036861
Exercice 3687 F +F- #E
Soit E = ([0, 1]) muni du produit scalaire : (f | g) = [\L, fg(t)dt, et F = {f € E tq f(0) = 0}.
Montrer que F+ = {0}.
Correction V [0036871]
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Exercice 3688 Forme linéaire sur les polynomes

On munit Ry [X] du produit scalaire : (P| Q) = [, PQ(t)dt.

1. Vérifier que c’est effectivement un produit scalaire.
2. Soit ¢ : Ry[X] — R, P — P(0). Trouver le polyndme A tel que : V P € Ry[X], ¢(P) = (A | P).

Correction V¥ [003688]

Exercice 3689 Norme uniforme sur les polyndmes

Soit P € R[X] de degré inférieur ou égal a 3 tel que ftlz _(PX(t)dt=1.

Montrer que sup{|P(x)|tq — 1 <x <1} <2V2.

Indications : Pour @ € R montrer qu’il existe P, € R3[X] tel que : V P € R3[X], P(a) = ftl:_l P(t)P,(t)dt.
Calculer explicitement P,, et appliquer I’'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Correction V¥ [003689]

Exercice 3690 Centrale MP 2000
Soit E = (gl ([Oa 1]7R) et (p(fag) = f[O,l] fg+f/gl
1. Montrer que @ est un produit scalaire.

2. SoitV={fe€E|f(0)=f(1)=0}etW={f€E|f"= f}. Montrer que V et W sont supplémentaires
orthogonaux et exprimer la projection orthogonale sur W.

3. SoitEqp ={f €E|f(0)=aet f(1) =B} Déterminerfi%f Jo 2+ 17
SR ’

Correction V [003690]

Exercice 3691 Polytechnique MP* 2000

Soit H un espace euclidien, (y;);c; une famille de vecteurs de H telle qu’il existe A et B strictement positifs
vérifiant :

VxeH, Allx|> <Y (x| y;)* < Bllx|*.
jel

1. Montrer que (y;)je; engendre H.

2. On choisit H = R%. Montrer que y; = ((1))’ Y2 = <7—\<%2) , ¥3 = Y2 conviennent.
3. SiA=B=1et||y;|| =1 pour tout j, montrer que (y;) cs est une base orthonormale.
4. Si A = B, montrer que pour tout x € H, x = %Zjel(x | yj)yj.

Correction V [003691]

Exercice 3692 ||u(x)|| < ||x||

1
Soit E un espace euclidien et u € Z(E) tel que V x € E, ||u(x)|| < ||x||. Montrer que E = Ker(u —id) & Im(u —
id).

Correction V [003692]

Exercice 3693 X MP* 2000
Soit E un espace euclidien de dimension n > 1. Trouver toutes les fonctions f de E dans R continues telles que

ulv= flu+v)=fu)+f(v).

Correction V [003693]
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44 Espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3

Exercice 3694 Propriétés du produit vectoriel

Soient i, ¥, w, quatre vecteurs d’un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3. Démontrer :

[003694]

Exercice 3695 Division vectorielle

Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 et d, b deux vecteurs donnés, d # 0. Etudier 1’équa-
tion : @ AX = b. On cherchera une solution particuliére de la forme X =d A y.
Correction V [003695]

Exercice 3696 a Ab, b Ac, c Aa donnés

Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3.

Trouver Zi,z, ¢ connaissant i = @A b, V= bACet w =CAd (calculer i A V).

Correction V [003696]

Exercice 3697 f(u) Av+uA f(v)=gunv)
Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 et f € Z(E).
1. Prouver que : [f(&),V,w|+ [u, f(V), W]+ [, V, f(W)] = [, V,W]tr(f).
2. Montrer qu’il existe g € Z(E) telle que : V ii,V, on a f(d) A\V+ A f(V) = g(dd A V).

3. Dans une bond, exprimer la matrice de g en fonction de celle de f.

Correction V [003697]

Exercice 3698 Applications bilinéaires antisymétriques

Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 et ¢ : E X E — R une application bilinéaire antisy-
métrique.
Montrer qu’il existe f € E* unique telle que : V X, ¥, ¢(X,y) = f(XAY).

[003698]
Exercice 3699 Volume d’un parallélépipede
Soient i, v, w trois vecteurs d’un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3.
On donne ||i|| = a, ||V|| = b, ||W| = ¢, (4,V) = o, (V,w) = B, (W,id) =.
Quel est le volume du parallélépipede construit sur #, vV, w ?
Correction V¥ [003699]

Exercice 3700 Applications conservant le produit vectoriel

Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3. Trouver les applications f € .Z(E) vérifiant :
L f@AT) = £i) A S(5).
2. f(IAT) = —f(@) A ().
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[003700]

Exercice 3701 Expression d’une rotation

Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, i € E unitaire, o € R et f la rotation autour de #
d’angle de mesure Q.

1. Exprimer f(X) en fonction de #, X et 0.

2. On donne les coordonnées de i dans une base orthonormée : a, b, c. Calculer la matrice de f dans cette
base.

Correction V [003701]

Exercice 3702 Conjuguée d’une rotation

Soit p une rotation d’un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, et f € ¢(E). Reconnaitre fopo f~1.
Application : Déterminer le centre de 0 (E). [003702]

Exercice 3703 Conjugaison dans 0'(R?)

Soient f,g € ¢(R3) ayant méme polyndme caractéristique.

Montrer qu’il existe & € O(R?) tel que f =h~'ogoh.

Si f et g sont positifs, a-t-on & positif ?

Correction V [003703]

Exercice 3704 Décomposition des rotations

Soit (7, j, k) une bond d’un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 E, et f € 0 (E).

1. On suppose f(j) L i. Montrer qu’il existe r, 7 rotations autour de j et i telles que ' or = f.

2. En déduire que tout f € 0 (E) se décompose de deux manieres sous la forme : f =r"or or ou r,r”
sont des rotations autour de j et 7’ est une rotation autour de i.

3. Décomposer (x,y,z) — (y,x,2) et (x,y,z) — (xcosa —ysin @, xsina + ycos @, z).

Correction V¥ [003704]

Exercice 3705 Sous-groupes finis de 07 (3)

Déterminer les sous-groupes de & (3) de cardinal 2,3, ou 4. [003705]

Exercice 3706 Applications antisymétriques

Soit E un espace vectoriel euclidien et f € .Z(E) antisymétrique.
1. Montrer que idg + f € GL(E).
2. Montrer que g = (id — f) o (id+ f) ! € OF(E) etid + g est inversible.
3. Réciproquement, soit 1 € 0" (E) tq id + h soit inversible. Montrer qu’il existe f antisymétrique tel que
h=(id—f)o(id+f)~".

Correction V [003706]

Exercice 3707 Applications antisymétriques

Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, Z une base orthonormée directe de E et f € Z(E)

0 —v B
de matricedans Z:M=| vy 0 -«
B o O

1. Reconaitre f.
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2. Montrer que idg + f est une bijection et calculer la bijection réciproque.

3. Montrer que g = (id — f) o (id + f) ! est une rotation et préciser son axe et son angle.

Correction V [003707]

Exercice 3708 Exponentielle d’une application antisymétrique

Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 et @ € E \ {0}. On note o = ||@||. Soit f I’endo-
morphisme de E défini par : f(X) =dAX.

1. Vérifier que f> = — o> f.

2. Onpose g(X) =Y ! l;c(,’? ). Simplifier g(X) et en déduire que g est une rotation.

Correction V [003708]

Exercice 3709 Matrice a trou

6 3 .
1. Compléter la matrice A = % —2 6 .| enune matrice orthogonale positive.
3

2. Reconnaitre I’application de matrice A dans la base canonique de R3.

Correction V [003709]

Exercice 3710 Matrice circulante
Pour tout triplet (a,b,c) de réels on pose

a b
M(a,b,c)=|c a
b c

ISTEEN L o

1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) M(a,b,c) est une matrice de rotation ;
(b) (a,b,c) appartient au cercle ¢ C R? défini par ’intersection de la sphére unité de R> et du plan
x+y+z—1=0;
(c) a, b et ¢ sont les racines d’un polyndme de la forme P =X* —X?+ 1 avec A € [0, 5].
2. Si M(a,b,c) est une rotation, calculer son axe et son angle au signe pres.

3. Montrer que I’ensemble des matrices de rotation de la forme M(a, b, c) est un sous-groupe de SO(3). A
quel groupe connu est-il isomorphe ?

Correction V [003710]

Exercice 3711 Expressions analytiques

Reconnaitre les endomorphismes de R® définis par les expressions analytiques dans la base canonique :

3X =2x+2y+z

1. ¢33y =—-2x+y+2z
37 =x—2y+2z
Ox' =8x+y—4z

2. Q9 = —dx+4y—T7z
97 =x+8y+4z
3 =-2x+2y—z

3. 83y =2x+y—2z
37 = —x—2y—2z
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4x' = —2x—yV6+2V6
4. ¢4y =x\/6+y+3z
47 = —xv/6+3y+z

A Yy _Z
Y=AtTET Ve
I x4 2z

5 y_\/§+ 6
/ X y 2z

3 =x+2y+2z
6. <3y =2x+y—2z
37 =2x—2y+z

Tx' = —2x+ 6y —3z
7. 87y =6x+3y+2z
77 = —3x+2y+6z
3X =2x—2y+z
8. ¢33y =-2x—y+2z
37 =x+2y+2z
X =2x+y+2z
9. 43y =2x—-2y—z2
37 = —x—2y+2z
4X = —x+3y—2zv6
10. {4y =3x—y—2/6
47 = xV/6+yV6+22
15X =5x—10z
11. ¢ 15y = —8x+5y+ 62
157 = 6x— 10y + 8z

Correction V [003711]

Exercice 3712 Ensi Physique 92

Déterminer la matrice de la rotation % de R? dans une base orthonormée (i, j,k) telle que Z(if) = ii avec

u (%, %, %) et Z(i) = k. Donner son angle de rotation.
Correction ¥ [003712]

45 Formes quadratiques

Exercice 3713 Etude de signe

Déterminer si les formes quadratiques suivantes sont positives :
1. q(x,y) = (1 —A)x* +2uxy + (1 4+ A)y>.
2. q(x,y,z) = x> +y> +2z(xcos o + ysin ).
3. q(x,y,z,t) = x> +3y> + 47> + 12 4+ 2xy + xt.

Correction V [003713]

Exercice 3714 Ensi PC 1999
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La matrice A =

—_ =

11
4 1 | est-elle une matrice de produit scalaire ?
1 4

Correction V [003714]

Exercice 3715 Calcul de signature

Soit A € #,(R) a coefficients strictement positifs. Déterminer la signature de la forme quadratique sur R”
définie par : g(x1,...,x,) = ¥; jai j(xi —x.,-)z.
Correction V¥ [003715]

Exercice 3716 Signature de ‘AA
Soit A € M, ,(R).

1. Montrer que ‘AA est la matrice d’une forme quadratique positive sur R”.

2. Déterminer sa signature en fonction de rgA.

[003716]
Exercice 3717 Décomposition en carrés
Décomposer en carrés la forme quadratique définie sur R” par : g(x1,...,X,) = Yi<icjcnXiXj = %Z,}lxiz +

2

! (Zi;l x,-) . On posera y; = x; + (X1 + -+ +x,) /(i +1).
Correction V [003717]
Exercice 3718 Rang d’une décomposition en carrés
Soit ¢ une forme quadratique sur un espace vectoriel E de dimension finie et fi,...,f, € E*, o4,...,0, € R
tels que g = o ff + -+ Ocpf[f. Montrer que rg(fi,...,fp) >1g(q). [003718]
Exercice 3719 Différentielle d’une forme quadratique
Soit ¢ une forme quadratique sur R” et f la forme bilinéaire symétrique associée.
Montrer que : V X,y € R", dgz(¥) = 2f(X,¥). [003719]

Exercice 3720 g(a)q(x) — f*(a,x)
Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E et g la forme quadratique associée.
On pose pour x € E : ¢(x) = g(a)q(x) — f(a,x).

1. Montrer que ¢ est une forme quadratique sur E.

2. Si E est de dimension finie comparer les rangs de ¢ et g.

3. Dans le cas général, déterminer le noyau de la forme polaire de ¢ en fonction de celui de f et de a.

Correction V [003720]

Exercice 3721 tr(A?)

Soit pour A € .#,(R) : g(A) = tr(A%). Montrer que ¢ est une forme quadratique sur .#,(R) et déterminer
sa signature (indication : étudier les restrictions de g aux sous-espaces vectoriels des matrices symétriques et
antisymétriques). [003721]

Exercice 3722 Adjoint

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur E.
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1. Siu € Z(E) montrer qu’il existe un unique endomorphisme v € .Z(E) tel que :

Vx,y€ E, f(u(x),y) = f(x,v(y)).

On note v = u*.

2. Montrer que ’application u — u* est un anti-isomorphisme involutif de 1’algebre .2 (E) (c’est-a-dire un
isomorphisme linéaire tel que (uov)* =v*ou* et u™ = u).

[003722]

Exercice 3723 Restriction d’une forme quadratique a un sous-espace vectoriel

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et g une forme quadratique sur E de signature (n—1,1).
Soit H un sous-espace vectoriel de E de dimension d > 1.

1. On suppose qu’il existe x € H tel que g(x) < 0. Montrer que la signature de g5 est (d —1,1).

2. On suppose que gy est positive, quelle est sa signature ?

Correction V [003723]

Exercice 3724 Mineurs principaux

Soit n > 2 et A une matrice réelle symétrique n X n représentant une forme quadratique g. On appelle mineurs
principaux de A les déterminants :
Ar(A) = det((ai j)i.j<k)-

On suppose que tous les mineurs principaux de A sont non nuls, montrer que la signature de g est (r,5) ou s est
le nombre de changements de signe dans la suite (1,Ay,...,A,) etr=n—s.
Correction ¥ [003724]

Exercice 3725 Diagonale dominante

Soit A = (a;j) € M»(R) symétrique. On dit que A est a diagonale faiblement dominante si pour tout i on a
aii 2 Y j4i |aij| et que A est a diagonale fortement dominante si pour tout i on a a;; > Y. i |aijl.

Montrer que si A est a diagonale fortement dominante alors A est définie positive et si A est a diagonale faible-
ment dominante alors A est positive.

Correction ¥ [003725]

Exercice 3726 Formes quadratiques de signature donnée

Soit £ un R-espace vectoriel de dimension 7, on note :

Quad(E) I’ensemble des formes quadratiques sur E ;

Quad*(E) I’ensemble des formes quadratiques sur E de rang n ;
Quad, ,(E) I’ensemble des formes quadratiques sur E de signature (p,q).

1. Montrer que Quad*(E) est dense dans Quad(E).
2. Montrer que si p +¢ = n alors Quad, ,(E) est ouvert dans Quad(E).

3. Montrer que Quad, ,(E) est connexe par arcs.

Correction V¥ [003726]

Exercice 3727 1/(X+2;)

1. Soit fi,...,f, : I — R des fonctions continues de carrés intégrables sur I’intervalle /. On pose a; ; =
J; fif;- Montrer que la matrice (a; ;) est définie positive ssi la famille (fi,..., f,) est libre.

2. En déduire que si A,...,A, sont des réels strictement positifs distincts alors la matrice de terme général
1/(A; + A;) est définie positive.
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[003727]

Exercice 3728 Matrice des inverses
Soit A = (a; j) € #,(R) a coefficients tous non nuls. On note A’ la matrice de coefficient général 1/a; ;.

1. Trouver les matrices A telles que A et A’ sont symétriques définies positives (examiner les cas n = 1,
n=2,n=n).

2. Trouver les matrices A telles que A et A’ sont symétriques positives (examiner les cas n = 2, n = 3,
n=n).

Correction V [003728]

Exercice 3729 Centrale MP 2000

X1
Soit S une matrice carrée d’ordre n, a coefficients réels, symétrique définie positive. Soit X = | : |. Montrer
Xn
0 X1 ... X
X1 . .
queqg:Xr—|. est définie négative.
: S
Xn
Correction V¥ [003729]

Exercice 3730 Polytechnique MP* 2000

On considere sur R” la forme quadratique : ¢(x) = a|x||> + B (x|a)? ot & > 0, B réel et a € R". Discuter de la
signature et du rang de q.
Correction ¥ [003730]

Exercice 3731 Ensae MP* 2000
Soit g une forme quadratique non nulle sur M, (C) telle que ¢(AB) = g(A)q(B). Déterminer g.
Correction V¥ [003731]

Exercice 3732 Déterminant de Gram, X MP* 2005

Soit E un espace vectoriel réel de dimension quelconque, (xi,...,x,) et (y,...,y,) deux familles de vecteurs
de E et ¢ une forme bilinéaire symétrique positive.

Montrer que (det[@ (x;,y;)])* < det[9 (x;,x;)] x det[d (yi,y;)]-
Correction ¥ [003732]

46 Transformations orthogonales

Exercice 3733 Isométries affines
Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit f : E — E une application non nécéssairement linéaire.

1. On suppose que f conserve le produit scalaire. Démontrer que f est linéaire.
2. On suppose que f conserve les distances, c’estadire: VX, € E, || f(X) — f(¥)|| = [|X—¥||. Démontrer
que f = f(0)+g, avec g € O(E).

[003733]

Exercice 3734 Projection sur vect(u)

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit i un vecteur unitaire de matrice U dans une base orthonormée

AB.
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1. Montrer que U'U est la matrice dans Z de la projection orthogonale sur vect(i).

2. Trouver la matrice de la symétrie associée.

[003734]
Exercice 3735 X+ A (X | V)V
Soit v € E\ {0} et A € R. On pose pour ¥ € E : f(¥) = X+ A(X | ¥)¥.
Déterminer A pour que f € ¢'(E). Reconnaitre alors f.
Correction ¥ [003735]

Exercice 3736 Composition de symétries

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soient F, G deux sous-espaces de E tels que F L G. On note sp et
s les symétries orthogonales de bases F' et G. Montrer que Sp 0 Sg = SG O S = S(FoG)L- [003736]

Exercice 3737 Composition de symétries

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soient F, G deux sous-espaces de E tels que F C G. On note sf et
s les symétries orthogonales de bases F et G. Montrer que Sg 056 = SG 0 SF = SpggL- [003737]

Exercice 3738 Condition pour que deux symétries commutent

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soient H, K deux hyperplans de E, et sy, sk les symétries associées.
Démontrer que sy et sx commutent si et seulement si H = K ou H L CK. [003738]

Exercice 3739 Similitudes

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit f € Z(E) et A > 0. On dit que f est une similitude de rapport
Asi:VEEE, |[f®)] = A|%].

1. Montrer que f est une similitude de rapport A si et seulement si: V %,y € E, (f(¥) | f(F)) = A2(Z| ).

2. Caractériser les similtudes par leurs matrices dans une base orthonormée.

3. Montrer que f est une similitude si et seulement si f est non nulle et conserve I’orthogonalité, c’est a
dire:VX,ye E, X Ly= f(X) L f(5).

[003739]

Exercice 3740 Similitudes

On définit I’application ¢ : A € .#,(R) — ¥, ; al% ;- Trouvez les matrices P € GL,(R) telles que pour tout A on
ait o(P~1AP) = @(A).
Correction V¥ [003740]

Exercice 3741 Sous-espaces stables

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit u € (E) et F un sous-espace vectoriel stable par u. Montrer
que F* est aussi stable par u. [003741]

Exercice 3742 Projection sur le sous-espace invariant

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit u € ¢(E). On note v = idg — u.

1. Montrer que Kerv = (Imv)*.

2. Soit p la projection orthogonale sur Kerv. Montrer que : VX € E, #ZZ:OI uk (%) — p(X) lorsque m — oo,

[003742]
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Exercice 3743 Endomorphismes orthogonaux diagonalisables

Quels sont-ils ? [003743]

Exercice 3744 Valeurs propres d’une isométrie

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit f € O'(E).

1. On suppose n impair et f € 07 (E). Montrer que 1 est valeur propre de f. (comparer det(f —id) et
det(f~! —id))

2. Que peut-on dire quand n est pair ?
3. Soit n quelconque, f € &~ (E). Montrer que —1 est valeur propre de f.

[003744]

Exercice 3745 Caractérisation des symétries orthogonales
Soit M € O (n).

1. Montrer que M est la matrice d’une symétrie orthogonale si et seulement si M est symétrique.

2. Dans ce cas, déterminer la base et la direction de cette symétrie en fonction des matrices I +M et [ — M.

[003745]

Exercice 3746 f orthogonal antisymétrique

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit f € ¢/(E). Montrer que les énoncés suivants sont équivalents :
fof=—idg <= VX€E, f(X) LX <= VXY€E, (f(¥) |J) = -X[f(5))-

[003746]

Exercice 3747 Centre de O(E)

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit f € O(E), et s une réflexion par rapport & un hyperplan H. Soit
ieHY i+0.

1. Montrer que foso f~! est aussi une symétrie et en donner la base.
2. En déduire que f et s commutent si et seulement si i est vecteur propre de f.

3. Quel est le centre de O(E) ?

[003747]

Exercice 3748 Nombre de réflexions nécéssaires pour engendrer une application donnée

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit f € (E). On note F = Ker(f —idg) et p = codim(F).

1. Montrer qu’on peut décomposer f en produit d’au plus p réflexions.
2. Inversement, si f est un produit de k réflexions, démontrer que p < k.

3. Application : trouver f € ¢'(E) qui se décompose en n réflexions et pas moins.

[003748]

Exercice 3749 Prolongement d’une transformation orthogonale

Soit £ un espace euclidien de dimension 7.

1. Soit F un sous-espace vectoriel de E et f : F — E une application orthogonale. Démontrer qu’on peut
prolonger f en une application orthogonale de E dans E.

2. Soient ily,...,upn, V1,...,V, des vecteurs de E tels que : Vi, j, (d; | i;) = (Vi | V}).

(a) SiY A, = 0, démontrer que Y Av; = 0.
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(b) En déduire qu’il existe f € O(E) telle que : Vi, f(i;) = V.

[003749]

Exercice 3750 Action de &'(E) sur les sous-espaces vectoriels

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de £ de méme dimension.

1. Montrer qu’il existe u € O(E) tel que u(F) = G.
2. (*) Montrer qu’il existe u € O(E) tel que u(F) = Getu(G) =F.

Correction V

[003750]

Exercice 3751 Transformations orthogonales sur .#,(R)

E = #,(R) muni du produit scalaire : (A | B) = tr("AB).
1. Vérifier que c’est un produit scalaire.

¢p1Ai—>AP

| sont orthogonales.
yp:A— P AP

2. Soit P € O'(n). Montrer que les applications {

3. Réciproquement, si ¢p ou yp € O(.#,(R)), est-ce que P € O(n)?

Correction Vv

[003751]

Exercice 3752 A = com(A)

Quelles sont les matrices A € .#,(R) égales a leur comatrice ?

Correction V

[003752]

Exercice 3753 A/A+A+'A=0

1. Trouver les matrices A € .#,(R) telles que : A/A+A +'A = 0.

2. Montrer que pour une telle matrice, |detA| < 2".

Correction Vv

[003753]

Exercice 3754 Somme des coefficients d’une matrice orthogonale

Soit P € 0'(n). A I’aide de I’inégalité de Cauchy-Schwarz, démontrer que : ‘ Y. P j‘ <n
Quand a-t-on égalité ?

[003754]

Exercice 3755 Groupe engendré par les réflexions

Soit E un espace vectoriel hermitien et G le sous-groupe de U (E) engendré par les réflexions.

1. On suppose ici dimE > 2. Soient u,v € E. Montrer qu’il existe une réflexion o échangeant u et v si et

seulement si |[u|| = ||v|| et (u|v) € R.
2. Montrer que G = {f € U(E) tq det(f) € {—1,1}}.

Correction V

[003755]

Exercice 3756 Orthotrigonalisation

Montrer que tout endomorphisme d’un espace vectoriel hermitien est trigonalisable en base orthonormale.

[003756]

Exercice 3757 Réduction des endomorphismes orthogonaux et unitaires

1. Soit G un sous groupe compact de GL,(C). Si M € G montrer que Sp(M) C U. En déduire que tout

élément de G est diagonalisable.
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2. Soit M € U,(C). Montrer que M est diagonalisable et qu’il existe une base orthonormée de C" propre

pour M.
3. Soit M € 0,(R). Montrer qu’il existe P € O, (R) telle que P~' MP est diagonale par blocs :
1 e N . . . p _ [c0osB; —sinb;
P~'MP=diag(+1,...,£1,Ry,...,R;) ot chaque R; est une matrice de la forme : R; = (sin 0 cosb, > .
[003757]
Exercice 3758 Groupes orthogonaux égaux
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et || ||1, || || deux normes euclidiennes telles que les groupes
orthogonaux associés sont égaux. Que peut-on dire de ces normes ? [003758]
Exercice 3759 Calcul de norme
Soit f: R" — R™ (x1,...,%,) — (X1 — Xp, X2 — X1, ...,X;, —Xs—1). Avec la structure euclidienne canonique de R”,
calculer la norme de f.
Correction V [003759]
Exercice 3760 Densité (Ens Ulm MP* 2003)
0,(Q) est-il dense dans ,(R) ?
Correction V [003760]

Exercice 3761 Centrale MP 2003

a? ab—c ac+b
On considére ’endomorphisme de R3 de matrice dans la base canonique : A = | ab+c¢ b* bc—a
ac—b bc+a 2
avec a,b,c € R. Déterminer a,b, c de sorte que f soit une isométrie, et la préciser.
Correction V [003761]

47 Endomorphismes auto-adjoints

E désigne un espace euclidien de dimension n.
Exercice 3762 Esem 91

Soit A € .#,(R). On suppose ‘A = A et A> = 0. Montrer que A = 0. [003762]

Exercice 3763 Comatrice d’une matrice symétrique

Soit M € .#,(R) symétrique. Montrer que comM est aussi symétrique. La réciproque est-elle vraie ?  [003763]

Exercice 3764 Base non orthonormée

Soit # = (€1, .. .,€,) une base non orthonormée de E, G la matrice de Gram des ¢é;, f € Z(E) et M sa matrice
dans #.

1. Montrer que f est auto-adjoint si et seulement si ‘MG = GM.

2. Montrer que f est orthogonal si et seulement si ' MGM = G.

[003764]

Exercice 3765 autoadjoint = linéaire

Soitu: E — E telleque : VX,y € E, (u(X) | ¥) = (X | u(y)). Montrer que u est linéaire.
[003765]
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Exercice 3766 Diagonalisation de matrices symétriques

Diagonaliser dans une base orthonormée :

6 -2 2
1.A=|-2 5 0
2 o 7
23 2 —4
22A=52 26 2
—4 2 23
Correction V¥ [003766]

Exercice 3767 Diagonalisation de C'C

Soient ay,...,a, € R et M = (a;aj) € #,(R). Montrer que M est diagonalisable et déterminer ses éléments
propres.
Correction ¥ [003767]

Exercice 3768 Décomposition en projections orthogonales

2 0 0 3
. , . . . 4 0230
Soit ¢ I’endomorphisme de matrice dans la base canonique de R* : M = 03 2 0
300 2
Montrer qu’il existe des projections orthogonales p, g et des réels A, U tels que :
¢=Ap+ug,  pog=0, p+g=ide.
Correction V [003768]

Exercice 3769 Ensi Physique 93
Soit E = R,[x]. On pose pour P,Q € E : < P,Q > = [ P(t)Q(r)dt et on considere

u: E — R[x],P(x) — 2xP'(x) + (x> — 1)P" (x).

1. Montrer que I’on définit un produit scalaire et que u est un endomorphisme.

2. Montrer que u est diagonalisable et que si Py, P, sont des vecteurs propres de valeurs propres distinctes,
alors <P, Py>=0.

3. Eléments propres de u pour n =3 ?

Correction V [003769]

Exercice 3770 (X>—1)P"+(2X +1)P'

Pour P,Q € R,[X] on pose (P| Q) = [L | P(0)0(t)dr et ®(P) = (X*—1)P"+ (2X +1)P".
1. Vérifier que (P | Q) existe et qu’on définit ainsi un produit scalaire sur R, [X].
2. Montrer que pour ce produit scalaire, ® est auto-adjoint (calculer [ (=032 +0) 2P (1) Q(t) dt
par parties) .

3. Déterminer les valeurs propres de ® et montrer qu’il existe une base propre de degrés étagés.
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Correction V [003770]

Exercice 3771 Keru+Imu =F

1
Soit u € Z(E) auto-adjoint. Montrer que Keru®Imu = E. [003771]

Exercice 3772 uov autoadjoint ?

Soient u,v € Z(E) auto-adjoints. Montrer que u o v est auto-adjoint si et seulement si uov =vou. [003772]

Exercice 3773 Composée de projecteurs

Soient p,q deux projecteurs orthogonaux.

1. Montrer que p o g o p est auto-adjoint.

1
2. Montrer que (Im p + Kerg) &(KerpNImg) =E.

3. En déduire que p o g est diagonalisable.

Correction V¥ [003773]

Exercice 3774 Autoadjoint et orthogonal

Quels sont les endomorphismes de E a la fois auto-adjoints et orthogonaux ? [003774]

Exercice 3775 Spectre et rang d’une matrice antisymétrique

Soit M € 4,(R) antisymétrique et f I’endomorphisme de R” canoniquement associé a M.

1. Montrer que les valeurs propres de M sont imaginaires pures.
2. Montrer que Kerf L Im f. En déduire que g = |  est un isomorphisme de Im f.
3. Montrer que g2 est diagonalisable. En déduire que rg(M) est pair.

[003775]

Exercice 3776 Racine carrée
Soit A € .,(R) symétrique définie positive. Montrer qu’il existe une unique matrice B € .#,(R) symétrique
définie positive telle que B> = A.

Calculer B lorsque A = (1 2). [003776]

25

Exercice 3777 A ='BB
Soit A € ., (R). Montrer que A est symétrique définie positive si et seulement s’il existe B € GL,(R) telle que
A ='BB. [003777]

Exercice 3778 Mineurs principaux positifs

Soit A € ., (R) symétrique. Pour 1 < p < n, on note A, le déterminant de la sous-matrice (a;;)1<i<p;1<j<p-
1. Montrer que si A est définie positive, alors tous les déterminants A, sont strictement positifs.

2. Réciproque : on suppose A; > 0,...,A, > 0. Montrer qu’il existe une matrice B triangulaire supérieure
inversible telle A = 'BB. En déduire que A est définie positive.

Correction V¥ [003778]

Exercice 3779 g positive = ¢(x) = ||u(x)||?
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Soit E un espace euclidien et g une forme quadratique positive. Montrer qu’il existe un endomorphisme u
auto-adjoint tel que : V ¥ € E, q(%) = |Ju(¥)||*. [003779]

Exercice 3780 A symétrique et AK =1

Soit A € .#,(R) symétrique telle qu’il existe k € N* tel que A¥ = I. Montrer que A> = I. [003780]

Exercice 3781 Y, ; aizj

Soit A = (a;;) € .#,(R) symétrique de valeurs propres 4y,...,A,. Montrer que }; ; a%j =Y, A% [003781]

Exercice 3782 u autoadjoint et tr(u) =0
Soit u € Z(E) auto-adjoint tel que tr(u) = 0.

1. Montrer qu’il existe un vecteur X non nul tel que u(X) L X.
2. En déduire qu’il existe une base orthonormée (¢;) telle que : Vi, (u(é;) | &) = 0.

Correction V¥ [003782]

Exercice 3783 Matrices symétriques commutant

Soit (A;) une famille de matrices n x n réelles symétriques commutant deux a deux.
Montrer qu’il existe une matrice symétrique A et des polyndmes P, tels que : V i, A; = P,(A). [003783]

Exercice 3784 Valeurs propres de AB

Soient A, B € .#,(R) symétriques, B définie positive. Montrer que les valeurs propres de AB sont réelles.
Correction ¥ [003784]

Exercice 3785 tr(AB) < tr(A)tr(B)

Soient A, B € .#,(R) symétriques positives. Montrer que 0 < tr(AB) < tr(A)tr(B).
Correction ¥ [003785]

Exercice 3786 det(A + B) > det(A) 4 det(B)

Soient A, B € .#,(R) symétriques définies positives. Montrer que det(A + B) > det(A) + det(B).
Correction ¥ [003786]

Exercice 3787 f quelconque, il existe une BON dont I’image est orthogonale

Soit f € Z(E). Montrer qu’il existe une base orthonormée (i,...,&,) dont I'image par f est une famille
orthogonale.
Correction V [003787]

Exercice 3788 Quotients de Rayleigh
Soit f € Z(E) auto-adjoint et A; < Ay

--- < A, ses valeurs propres.

— — =112

(f(X) [ %) < 1%

2. Montrer que si I’une de ces deux inégalités est une égalité pour un vecteur X # 0, alors ¥ est vecteur
propre de f.

<
1. Montrer que : V¥ € E, A1||¥[]* <

3. Soit (€1, ...,€,) une base orthonormée de E telle que pour tout i : (f(&;) | €;) = A;.
Montrer que : YV i, f(€;) = Aié;.
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[003788]

Exercice 3789 Spec(A +B)

Soient A,B € .#,(R) symétriques, A,A’ leurs plus petites valeurs propres et t, i’ leurs plus grandes valeurs
propres. Montrer que toute valeur propre de A + B est comprise entre A + A et u + . [003789]

Exercice 3790 Comparaison de valeurs propres

Soient h € .Z(E) autoadjoint, Xy € E unitaire, p la projection orthogonale sur vect(Xp), et f = h+ p.

On note A; < --- < A, les valeurs propres de h et u; < --- < U, celles de f.

Montrer que A; < U < --- < A, < Wy,

Correction V [003790]

Exercice 3791 Mines P’ 1996
Soit E un espace euclidien et f € Z(E).

1. Montrer : Kerf =Im f = f+ f* € GL(E).

2. Montrer la réciproque lorsque I’on a f> = 0.

Correction V [003791]

Exercice 3792 Rayon spectral
Soit f € .Z(E). Montrer que || f]|*> = max{|1| tq A € Sp(f* o f)}. [003792]

Exercice 3793 Décomposition polaire d’un endomorphisme
Soit f € Z(E).

1. En considérant I’endomorphisme f* o f, montrer que si f est inversible alors f se décompose de maniere
unique sous la forme f = uoh avec u unitaire et 4 hermitien positif.

2. Si f est non inversible, montrer qu’une telle décomposition existe mais n’est pas unique (on rappelle
que U(E) est compact).

3. Montrer que I’application f — (u,h) est continue sur GL(E).

[003793]

Exercice 3794 Endomorphismes normaux

Soit E un espace vectoriel hermitien. Un endomorphisme u € .Z(E) est dit normal si u et #* commutent.

1. Soit u normal, montrer que si F est un sous-espace propre de u alors F- est stable par u. En déduire que
u est diagonalisable en base orthonormale. La réciproque est-elle vraie ?

2. Soit u € Z(E). Montrer 1’équivalence entre les propriétés suivantes :
(1) u est normal.
@)V x € E, Ju(x)| = u*(x)].
(3) Tout sous-espace vectoriel stable par u est stable par u*.
(4) Si un sous-espace vectoriel F est stable par u alors F* est stable par u.
(5) I existe P € C[X] tel que u* = P(u).

[003794]

Exercice 3795 ||u(x)|| = [[v(x)]]

Soit E un espace hermitien non nul et u,v € Z(E). Montrer I’équivalence :

(vx € E, |lu(x)|| = Hv(x)||) = (3 we UE)tqu= wov).
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[003795]

Exercice 3796 (u(x) | x) est réel

Soit E un espace vectoriel hermitien et u € £ (E).
1. Montrer que u = u* si et seulement si pour tout x € E, (u(x) | x) est réel.
2. On suppose u autoadjoint positif. Montrer : ¥ x € E, |lu(x)[|* < (x | u(x)) x (u(x) | u?(x)).

Correction V¥ [003796]

Exercice 3797 Série d’autoadjoints positifs

Soit H un espace de Hilbert et (u,) une suite d’endomorphismes de H autoadjoints positifs continus telle que
la suite (uo+ -+ uy,) est bornée dans -Z.(H ). Montrer que pour tout x € H la série },,_,u,(x) est convergente.
Correction V [003797]

Exercice 3798 Mines MP 2000

Soit A € M, (R) telle que A®> ="AA. A est-elle diagonalisable dans M,,(R), dans M,,(C) ?
Correction ¥ [003798]

Exercice 3799 Centrale MP 2000 (avec Maple)
Soit £ un espace euclidien, u et v deux endomorphismes auto-adjoints de E, u étant défini positif.

1. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme w tel que uow +wou = v. Que peut-on dire de w ?

2. On suppose E de dimension 3, rapporté a une base orthonormale dans laquelle u et v ont pour matrices

4 1 1 0 0 -1
respectivesA=|1 4 —1]etB=| 0 O 1 |. Déterminer w.
1 -1 4 -1 1 3

3. On revient au cas général. Si v est défini positif, que dire de w ? Si w est défini positif, que dire de v ?

Correction V¥ [003799]

Exercice 3800 Polytechnique MP* 2000

Soit E un espace euclidien et s une symétrie de E.

1. Que dire de s*os?

2. Un polynéme P est dit réciproque si P(X) = X"P (%) , pour P de degré n.
Montrer que : P(X) = det(Xid 4 s* o s) est un polyndme réciproque.

3. Montrer que P(1) > 2". A quelle condition y a-til égalité ? Y a-t-il des conditions sur s ?

. . Al A , L r .. N P
4. Soit la matrice A = ( Al Az)’ carrée, d’ordre n, symétrique définie positive, oi A| et A4 sont carrées
3 A4

d’ordres respectifs p et g. Montrer que det(A) < det(A;)det(As).

Correction V¥ [003800]

Exercice 3801 Cachan MP* 2000
On note P I’ensemble des fonctions f polynomiales par morceaux, continues sur [0, 1] et vérifiant £(0) = f(1) = 0.
Si f et g sont des fonctions de P, on note (f | g) = [, f'(1)¢'(t)dr.

1. Que dire de P muni de cette application ?
2. Montrer que si x € [0, 1], il existe g, € Ptelleque V f € P, (g | f) = f(x).

3. On considere n réels vérifiant : 0 < x; < xp < -+ < x, < 1 et on donne n réels (al-),-e[[l,n]]. On pose
o(f) = IfII*>+ X, (f(x;) — )? et on demande de trouver le minimum de ¢ sur P.
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Correction V [003801]

Exercice 3802 Centrale MP 2002

1. Que peut-on dire de 1’adjoint d’un projecteur orthogonal d’un espace euclidien ? Réciproque ?

2. Soit p un projecteur d’un espace euclidien tel que p o p* = p* o p. Montrer que p est un projecteur
orthogonal.

Correction V¥ [003802]

Exercice 3803 IIE MP 2004
Soit E = %([0, 1],R) muni du produit scalaire défini par (f | g) = fol fe.
Soient u,v les endomorphismes de E définis par u(f)(x) = [y f et v(f)(x) = Iry.

X
1. Montrer que (u(f) | g) = (f | v(g))-
2. Déterminer les valeurs propres de uov.

Correction V [003803]

Exercice 3804 Centrale MP 2004
Soit E un espace euclidien de dimension n et p endomorphismes autoadjoints uy,...,u,. Soit ¢; la forme
quadratique associée a u; (g;(x) = (u;(x) | x)). On suppose :

Vx€E, qi(x)+--+gp(x) = HxH2 et rg(up)+---+rg(u,) =n.

1. Montrer que uy +---+u, =1idg.
2. Montrer que Im(u;) @ --- @ Im(u,) = E.

3. Montrer que les u; sont en fait des projecteurs orthogonaux et que la somme précédente est orthogonale.

Correction V¥ [003804]

Exercice 3805 Mines MP 2005

Soit A matrice réelle ; montrer que A est diagonalisable ssi il existe S symétrique réelle définie positive telle que
A =SAS™L.

Correction V¥ [003805]

Exercice 3806 Rayon spectral, Centrale MP 2006

Soient A, B des matrices de .#,(R) symétriques et f : R — R, — max(Sp(A +7B)). Montrer que f est convexe.
Correction ¥ [003806]

48 Problemes matriciels

Exercice 3807 /+a(X'Y —Y'X) inversible

Soient X,Y € ., 1(R) indépendantes, a € R et M la matrice n x n telle que m;; = x;y; — X yi.
A quelle condition 7 4-aM est-elle inversible ?
Correction V [003807]

Exercice 3808 Matrice orthogonale pour une forme (p,q)

. I A B . .
SoitJ = < 6’ _OI ), etM = ( c D) telle que ‘MJM = J. Montrer que A et D sont inversibles.
Correction V¥ ? [003808]
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Exercice 3809 Calcul d’inverse
a —b —c —d
b a d —c

SoitA = € #4(R), avec a,b,c,d non tous nuls.
c —d a b
d ¢ —-b a
Démontrer que A est inversible et calculer A~
Correction V¥ [003809]

Exercice 3810 Matrices normales
Soit A € .#,(C) de valeurs propres A1, ..., ,. Montrer que AA* = A*A <= tr(AA*) = [A|2+ -+ | 4|2
Correction V¥ [003810]

Exercice 3811 f normal, f> = —id

Soit f € Z(E) tel que fo f* = f*o f et f2 = —id. Montrer que f est orthogonal.
Correction V [003811]

Exercice 3812 Chimie P 1996
ds

Soit S, matrice orthogonale d’ordre impair, de coefficients fonction de 7 dérivables. Montrer que ‘7 n’est pas
inversible.
[003812]

Exercice 3813 Chimie P 1996

_1 a a
) 2 Cl b
Déterminer a, b, ¢, réels non nuls pour que la matrice M = —% g —5 2 soit la matrice d’une isomé-
’ b a  _1
. a c 2
trie.
Correction V [003813]

Exercice 3814 Noyaux de A et’A

Soit A € .#,(R) telle que pour tout X € .#, 1 (R) on a tr("XAX) > 0. Comparer les noyaux de A et 'A.
Correction ¥ [003814]

Exercice 3815 Matrice orthogonale ?

1. Peut-on définir sur R? une structure euclidienne telle que I’endomorphisme f dont la matrice dans la
1

-3 -2

2. Généraliser a une matrice M € .#>(R) quelconque.

base canonique est M = ( ) soit une rotation ?

3. Généraliser a une matrice M € .#,(R) quelconque.

Correction V [003815]

Exercice 3816 Valeurs propres d’une matrice complexe

Soit M € #,(C) et A € spec(M). Montrer que Re(A) est compris entre la plus grande et la plus petite valeur
propre de (M +M*). [003816]

Exercice 3817 Centrale MP 2001
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1. Montrer que toute matrice symétrique réelle positive a ses coefficients diagonaux positifs. Montrer que
si I’un des coefficients diagonaux u;; est nul, alors pour tout j on a u;; = 0.

C .
) avec A et B carrées. Montrer

2. U est une matrice symétrique réelle positive de la forme U = (t C B

que la matrice U’ = (g g) est diagonalisable.

Correction V¥ [003817]

Exercice 3818 Centrale MP 2001

1. Pour M € GL,(R) montrer I’existence de deux matrices orthogonales U et V telles que 'UMV soit
diagonale.
2. Méme question pour M € .#,(R).
0 1 1

3. Déterminer U etV pourM = | -1 0 1
-1 -1 0

Correction V [003818]

Exercice 3819 X MP* 2001
Soit A € .#,(R) telle que A> = —I,.

1. Montrer que n est pair.

2. Montrer que A est semblable 2 A’ = < 0 - "/2).
Ly O

3. On suppose A € O'(n). Montrer que A est semblable a la matrice A’ précédente avec une matrice de
passage orthogonale.

Correction V [003819]

Exercice 3820 X MP* 2001

Soient A et B deux matrices hermitiennes et C = A + B. On note a; > a; > --- > a, les valeurs propres de la
premiere, by > by > --- = by, celles de la deuxieme, c; = ¢2 = -+ 2 ¢, celles de la troisieme. Montrez que pour
tout i on a ¢; > a; +b,,. Indication : se ramener au cas b,, = 0.

Correction V [003820]

Exercice 3821 Centrale MP 2002
Soient n € N*, §,,(R) I’espace des matrices n x n symétriques a coefficients réels, S, (R) le sous-ensemble des
matrices positives, S, (R) le sous-ensemble des matrices définies positives et ¢ € Z(S,(R)). On suppose que
9(S, T(R)) =S, 7 (R).

1. Montrer que : VM € S,(R), 3JA€R T tqV A >A, M+ AL, € ST (R).

2. Montrer que ¢ € GL(S,(R)) et que ¢(S;7 (R)) = S;F (R).

3. On suppose n =2 et ¢(Ir) = I,. Montrer que : V M € $>(R), X4m) = Xm- Montrer que det(¢(M)) =

det(M) (i.e. ¢ conserve le déterminant).

Correction V¥ [003821]

Exercice 3822 Mines MP 2002
Déterminer {M € .#,(R) tq M('"MM)?> =1,}.
Correction V¥ [003822]
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49 Espaces vectoriels hermitiens

Exercice 3823 Somme directe orthogonale

Soit E un espace préhilbertien et F7,. .., F, des sous-espaces vectoriels tels que pour i # j, F; L F;. Montrer que
la somme Fj + - -- + F;, est directe. [003823]

Exercice 3824 Espace (>

Soit E ’ensemble des suites (u,),cn 2 termes réels telles que la série ¥ u? converge.
Pour u,v € E, onpose : (u | v) =Y ouyVn.

1. Montrer que E est un espace vectoriel sur R.

2. Montrer que (u | v) existe.

3. Montrer qu’on définit ainsi un produit scalaire sur E.

4. Montrer que E, muni de la norme associée, est complet.

[003824]

Exercice 3825 f(x) Lx= f=0

Soit E un espace vectoriel préhilbertien complexe et f € .Z(E) tel que pour tout vecteur X € E, on a f(X) L X.

1. Montrer que pour tous vecteurs X,y € E, on a (f(X) | ¥) =0.
2. Montrer que f = 0.

3. Comparer avec le cas réel.

Correction V¥ [003825]

Exercice 3826 Hanh-Banach pour une boule

Soit E un espace préhilbertien réel et B une boule ouverte de E ne contenant pas 0. Montrer qu’il existe une
forme linéaire f € E* telle que : VX € B, f(X) > 0. [003826]

Exercice 3827 Calcul de minimums
Calculer le minimum sur R? de f: R? — R, (a,b) — [, (sinx — ax? — bx)*dx.
Correction ¥ [003827]

Exercice 3828 Calcul de minimums

1. Soit ¢ : R" — R définie par ¢(xy,...,x,) = ftlzo(l +txy + -+ - +1"x,)?dt. Montrer que ¢ admet un
minimum absolu et le calculer lorsque n = 3.

2. Méme question avec Y(xy,...,x,) = j;:ge*’(l Ftxg 44 1"x,) 2 dt.

Correction V¥ [003828]

Exercice 3829 Trouvez le produit scalaire

Soit (P,)sen une suite de polyndmes de degrés étagés (deg P, = n). Montrer qu’il existe un unique produit
scalaire sur R[X] pour lequel la famille P, est orthonormée.
[003829]

Exercice 3830 Décomposition de Cholesky

Soit A € .#,(R) symétrique définie positive.

1. Montrer qu’il existe une matrice 7 triangulaire supérieure telle que A ='TT. Montrer que T est unique
si on impose la condition : V i, T;; > 0.
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2. Application : Montrer que detA < [T, aii.

[003830]

Exercice 3831 Changement de base unitaire

Soit E un espace vectoriel hermitien et %, %8’ deux bases orthonormées de E. On note P la matrice de passage
de BaA.
Montrer que ' PP = I. Que peut-on dire de detP ? [003831]

Exercice 3832 Déterminant de Gram

Soit E un espace préhilbertien et iy, ..., i, € E. Onnote G = (g;;) € .#,(K) la matrice de Gram de ces vecteurs
(gij = (i; | ii;))-
1. On suppose E de dimension finie, rapporté a une base orthonormée % = (¢i,...,é,). Exprimer G en

fonction de M = Maty (i1, ..., iy,).

2. En déduire que det(G) est un réel positif ou nul, et nul si et seulement si les vecteurs #; sont liés.
3. Montrer le méme résultat sans supposer que E est de dimension finie.
4. Examiner le cas particulier n = 2.
5. Application : Le tétraédre ABCD est tel que AB = AC = AD = 1 et (AB,AC) = 7, (AB,AD) = %,
(AC,AD) = 7. Calculer son volume.
Correction ¥ [003832]

Exercice 3833 Congruence des matrices de Gram

Soit E un espace vectoriel hermitien et %, %’ deux bases quelconques. On note P la matrice de passage de %
a A, et G,G les matrices de Gram de & et %' Quelle relation y a-t-il entre P, G et G’ ?

[003833]

Exercice 3834 Normes euclidiennes

1. Montrer que les applications :

Ni R SR, (x,y) = Va2 +xy+y2 et Ny :RZ= R, (x,y) = /2x2 —xy+y?
sont des normes.

2. Montrer qu’il existe ¢, 8 > 0 tels que : V (x,y) € R?, aNa(x,y) < Ni(x,y) < BNa(x,y).

3. Trouver les meilleures constantes a, 8 (étudier si Ny (x,y)> — AN (x,y)? est positive, négative).
Correction V [003834]

Exercice 3835 Famille duale de 1,X,X?2,...

1. Montrer qu’il existe des polynémes Fy,...,P, € R,[X] tels que : V i, j < n, jf:g e 't P;(t)dt = §y;.
2. Montrer qu’il n’existe pas de suite de polyndmes (By,..., By, ...) telleque: Vi, j €N, [T5 e 't'P;(t)dt =
0ij.

Correction V [003835]

Exercice 3836 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E I’ensemble des fonctions : [a,b] — R** continues et ®: E — R, f+ [ fx [P1/f.
Montrer que 1}1111151 ®(f) = (b— a)? et chercher les fonctions réalisant le minimum.
S

Correction V¥ [003836]
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Exercice 3837 Intégrale double

Soit D le disque unité fermé de R%. On considere I’espace E des fonctions f : D — R de classe %! nulles sur le
bord, C, de D.

Pour f,g € E, onpose (f | g) = [/, (%% + %%)dxdy. Montrer que c’est un produit scalaire.

[003837]
Exercice 3838 Forme quadratique associée a la matrice de Gram
Soit E un espace euclidien, (¢i,...,&,) une base de E, G sa matrice de Gram et G~ = (a;;).
Montrer que : VX € E, ¥, ja;j(& | ) (¢ | X) = ||7]|*.
Correction V [003838]

Exercice 3839 Orthogonal des polynomes

Soit E = %([0,1],R) muni du produit scalaire usuel, F' le sous-espace vectoriel des fonctions polynomiales et
g la fonction exponentielle sur [0, 1].

1. Montrer que g ¢ F.

2. Montrer qu’il existe une suite (f,) de fonctions polynomiales convergeant vers g pour la norme eucli-
dienne.

3. En déduire que F n’a pas de supplémentaire orthogonal.

[003839]

Exercice 3840 Orthogonal d’un hyperplan

Soit E = €([0,1],R) muni du produit scalaire usuel et, pour f € E : ¢(f) = ftlz/gf(t)dt.

1. Montrer que @ est continue.
2. Montrer que H = Ker¢ est fermé.
3. Montrer que H+ = {0}.

Correction V¥ [003840]

Exercice 3841 Produit scalaire
Soit E = €([a,b],R) et u : [a,b] — R une fonction continue par morceaux. On pose pour f,g € E : (f|g) =

J2u() f(0)g(r) dr.

1. A quelle condition sur # définit-on ainsi un produit scalaire ?

2. Soient u,v deux fonctions convenables. A quelle condition les normes associées sont-elles équivalentes ?

Correction V¥ [003841]

Exercice 3842 Produit scalaire ?
Soit E = € '([a,b],R) et (a,) une suite d’éléments de [a, b].

Pour f,g € E,onpose: (f|g) :Z:zo:o%-

1. A quelle condition sur la suite (a,) définit-on un produit scalaire ?

2. Soient a = (ay) et b = (b,) deux telles suites telles que les ensembles {a,,n € N} et {b,,n € N} sont
distincts. Montrer que les normes correspondantes sont non équivalentes.

3. Question ouverte : a quelle condition les normes associées a deux suites (a,) et (b,) sont-elles équiva-
lentes ?

4. Montrer qu’il n’existe pas de suite (a,) pour laquelle E soit complet.
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Correction V [003842]

Exercice 3843 Ulm MP* 2000
V est un espace hermitien et u, v, w trois vecteurs unitaires. Montrer que :

V1= 1@l WP < /1=l w)P+ /1] w)P.

Correction V [003843]

Exercice 3844 Ulm MP* 2000

Soit A € .#,(C). Montrer qu’elle admet une décomposition A = UT'U avec U unitaire et T triangulaire supé-
rieure si et seulement si le spectre de AA est inclus dans R

Correction V [003844]

Sixieme partie
Fonctions d’une variable

50 Fonctions continues

Exercice 3845 Fonction périodique
Soit f: R — R et T > 0. On suppose que f est T-périodique cad : Vx € R, f(x+T) = f(x).

1. Si f possede une limite en +-co, montrer que f est constante.
2. Si f est continue non constante, montrer que f a une plus petite période.

3. Si f est continue, montrer que f est bornée et atteint ses bornes.

[003845]
Exercice 3846 Fonction ayant des limites a I’infini
Soit f : [0, +oo[ — R une fonction continue ayant une limite finie en +oo.
1. Montrer que f est bornée.
2. Montrer que f admet un maximum ou un minimum absolu, mais pas nécéssairement les deux.
3. Montrer que f est uniformément continue.
[003846]
Exercice 3847 Permutation de décimales
Pour x € [0, 1[, on note x = Y, ;& le développement décimal propre de x.
1. Soit f: [0,1[ — [0, 1] définie par : f(x) = Y1, ot - Montrer que f est continue par morceaux.
2. Soit g:[0,1] — [0, 1] définie par: g(x) =Y, (15“2% + R ). Déterminer les points o g est continue.
[003847]

Exercice 3848 f(x+1)— f(x) = a
Soit f: R — R continue telle que f(x+ 1) — f(x) — a € R lorsque x — oo,

1. Montrer que @ — a lorsque n — oo,

2. Montrer que @ — a lorsque x — oo.
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[003848]

Exercice 3849 max(f,g)

Soient f,g : R — R deux fonctions continues. On pose pour x € R : h(x) = max (f(x),g(x)). Montrer que & est
continue.

[003849]

Exercice 3850 Prolongement d’inégalités

1. Soient f,g: R — R continues telles que : V x,y € Q, f(x) < g(x).
(a) Montrer que f < g.
(b) Montrer qu’on n’a pas nécéssairement : V x,y € R, f(x) < g(x).

2. Soit f: R — R continue dont la restriction a QQ est strictement croissante. Montrer que f est strictement
croissante.

[003850]

Exercice 3851 Etude d’un sup

Soit f : R — R uniformément continue. On pose g(x) = sup ( F(x,x+ 1])) Montrer que g est continue.
Méme question en supposant seulement f continue. [003851]

Exercice 3852 Weierstrass
Soient f, g : [a,b] — R continues. On pose A(t) = sup{ f(x) +1g(x) tq x € [a,b]}.
Montrer que 4 est continue.

[003852]

Exercice 3853 Weierstrass

Soit f : [a,b] — R continue. Montrer que sup f = sup f. [003853]
[a.b] Ja.b

Exercice 3854 Weierstrass
Soient f,g : [a,b] — R continues. On suppose que : V x € [a,b], f(x) > g(x) > 0. Montrer qu’il existe k > 1 tel

que f > kg.

[003854]

Exercice 3855 TVI a l'infini

Soit £ : [0,4o0[ — R continue ayant une limite £ € R en +oo. Montrer que f prend toute valeur comprise entre
f(0) et £ (£ exclu).

[003855]

Exercice 3856 f(x) = g(x)

1. Soit f:[0,1] — [0, 1] continue. Montrer qu’il existe x € [0, 1] tel que f(x) = x.

2. Soient f,g :[0,1] — [0,1] continues telles que fog = go f. Montrer qu’il existe x € [0,1] tel que
f(x) = g(x) (on pourra s’intéresser aux points fixes de f).

Correction V¥ [003856]

Exercice 3857 f continue décroissante = point fixe

Soit f : R — R continue décroissante. Montrer qu’il existe un unique réel x tel que f(x) = x. [003857]
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Exercice 3858 Mines MP 2002

Soit f : R — R continue telle qu’existe a vérifiant f o f(a) = a. f a-t-elle des points fixes ? Généraliser.
Correction V [003858]

Exercice 3859 Cordes de longueur 1/n
Soit f: [0,1] — R continue telle que £(0) = f(1).
1. Montrer qu’il existe x € [0, %] tel que f(x) = f (x+ %)
2. Pour n € N,n > 2, montrer qu’il existe x € [0,1— 1] tel que f(x) = f (x+1).
3. Trouver une fonction f telle que : V x € [0, %] ,f(x) # flx+ %)
4. Montrer qu’il existe a > O tel que : V b € ]0,a], Ix € [0,1 —b] tq f(x) = f(x+D).

[003859]
Exercice 3860
Soient f,g : [a,b] — R continues. On suppose que : Vx € [a,b], Iy € [a,b] tq f(x) = g(y).
Montrer qu’il existe x € [a,b] tel que f(x) = g(x).

[003860]

Exercice 3861 TVI + injective = continue

Soit f: R — R. On dit que f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires si :
Va,b € Raveca < b,V ycompris entre f(a) et f(b), x € [a,b] tq f(x) =y.

1. Montrer que si f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires et est injective, alors elle est continue.
2. Trouver une fonction discontinue ayant la propriété des valeurs intermédiaires.

Correction V¥ [003861]

Exercice 3862 f uc = f(intervalle borné) = intervalle borné

Soit I un intervalle borné et f : I — R uniformément continue. Montrer que f(I) est un intervalle borné.
[003862]

Exercice 3863 f uc = |f(x)| < a+b|x|

Soit f : R — R uniformément continue. Montrer qu’il existe a,b € R tels que : Vx € R, |f(x)| < a+ bx]|.
(prendre € = 1 et majorer | f(x) — £(0)])

[003863]

Exercice 3864 Composition

Soient f : D — R uniformément continue bornée et g : R — R continue. Montrer que g o f est uniformément
continue. [003864]

Exercice 3865 sin(r?)

Montrer que ¢ + sin(#?) n’est pas uniformément continue sur R.
[003865]

Exercice 3866 f ucet f(n) — +oo

Soit f : R — R uniformément continue telle que f(n) — +oo lorsque n — oo. Montrer que f(x) — oo lorsque
X — 0,
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[003866]

Exercice 3867 f(x+y)=f(x)+ f(y)
Soit f: R — Rtelle que: Vx,y € R, f(x+y)=f(x)+ f(y). On pose a = f(1).
1. Montrer que : V x € Q, f(x) = ax.

2. On suppose f continue. Montrer que : Vx € R, f(x) = ax.

3. On suppose que f est bornée au voisinage de 0. Montrer que : Vx € R, f(x) = ax.

[003867]

Exercice 3868 f(x*) = f(x)
Trouver toutes les fonctions f : [0,1] — R continues telles que : ¥V x € [0, 1], f(x?) = f(x).

[003868]

Exercice 3869 f(x+y)f(x—y) = f2(x)f*(y)

Trouver toutes les fonctions f : R — R continues telles que : V x,y € R, f(x+y)f(x—y) = f2(x)f*(y).
Correction V [003869]

Exercice 3870 Polytechnique MP* 2000

Soit f continue sur [a, b], & valeurs dans R, et & un réel positif. On note @(8) = sup{|f(x) — f(y)| tq [x —y| <
0}. Montrer que () tend vers 0 quand & tend vers 0, puis que @ est continue.
Correction ¥ [003870]

Exercice 3871 Ensae MP* 2003
Soient f,g: [0,1] — [0, 1] continues telles que f o g = go f. Montrer qu’il existe x € [0, 1] tel que f(x) = g(x).
Correction V [003871]

Exercice 3872 Plus grande fonction lipschitzienne minorant f (Ens Lyon MP* 2003)

1. Existe-t-il toujours ¢ lipschitzienne telle que ¢ < f ou f : R" — R est une application continue donnée ?
2. Soit k > 0. Trouver une CNS sur f pour qu’il existe ¢ : R" — R k-lipschitzienne minorant f.

3. On suppose cette CNS vérifiée pour kg > 0. Montrer que si k > kg alors il existe ¢, k-lipschitzienne
minorant f et maximale pour I’ordre usuel des fonctions.

Correction V [003872]

Exercice 3873 Suite (f(nx)) ENS Cachan MP* 2004

Soit f : R — R une fonction uniformément continue telle que pour tout x > 0 la suite (f(nx)),cn est conver-
gente. Que peut-on dire de f ?
Correction V [003873]

51 Fonctions monotones

Exercice 3874 f croissante et fo f =id
Soit f : R — R croissante telle que : Vx € R, fo f(x) =x. Montrer que : V x € R, f(x) =x. [003874]

Exercice 3875 f croissante et x — f(x)/x est décroissante
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Soit f:]0,+eo[ — R croissante telle que g : |0, +-co[ — R, x @ est décroissante. Montrer que f est continue.
[003875]

Exercice 3876 Etude de x(2 + sin(1/x))

On pose :
{f(x) = x| (2+sin (L)) six#0,
f(0)=0.
Montrer que f est continue, minimale en 0, mais pour tout € > 0, f|j,¢] n’est pas monotone. [003876]

Exercice 3877 Borne supérieure de fonctions croissantes

Soit f: R — R une fonction bornée.
On note & = {g: R — R croissantes tq g < f}, et pour x € R : f(x) = sup{g(x) tq g € &}.

1. Montrer que f € &.

2. On suppose f continue. Montrer que f est aussi continue.
(S’il existe un point xo € R tel que lim, . f(x) <lim, e f(x), construire une fonction de & supérieure
af)

[003877]

Exercice 3878 L’ensemble des points de discontinuité est dénombrable

Soit f : [a,b] — R monotone. Pour x € ]a,b[, on pose §(x) = llim},_w fy) —lim,,, f (y)‘ (saut de f en x).
1. Pour n € N*, montrer que E, = {x € a,b[ tq §(x) > 1} est fini.
2. En déduire que I’ensemble des points de discontinuité de f est au plus dénombrable.

[003878]

Exercice 3879 Fonction localement croissante

Soit f: R — R. On dit que f est localement croissante si: Vx € R, 3 & > 01tq flx_¢ rte[ €St croissante.
Montrer que : (f est localement croissante) = (f est croissante).

(Etudier E = {x > 0 tq fij0.4 est croissante} et FF = {x < 0tq fj[yq est croissante})

[003879]
Exercice 3880 Prolongement d’une fonction uniformément continue
=5 0,
Soit f: ]0, 1] — R uniformément continue. Pour x € ]0, 1] on pose : g up(£(10,0))
h(x) = inf(f(]0,x])
1. Montrer que g et 4 sont monotones.
On note ¢ = lim,_,o+ g(x) et m = lim,_o+ h(x).
2. En utilisant la continuité uniforme de f, montrer que ¢ = m.
3. En déduire que f(x) — £, six — 0.
[003880]

Exercice 3881 f continue, croissante sur Q
Soit f : R — R continue telle que fi est strictement croissante. Montrer que f est strictement croissante.
[003881]

Exercice 3882 Morphismes de R
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fx+y) =fx)+f)
fly)  =fx)f)

Montrer que f est croissante, puis f = idg. [003882]

Soit f : R — R non identiquement nulle telle que : V x,y € R, {

Exercice 3883 Point fixe pour une application croissante

Soit f : [0,1] — [0, 1] croissante. Montrer qu’il existe x € [0, 1] tel que f(x) = x.
(Etudier A = {x € [0,1] tq f(x) < x})
Correction ¥ [003883]

Exercice 3884 Fonction localement monotone a droite
Soit f: R — R continue telle que : VxR, 36 >0,tqV y € [x,x+ 8], f(y) > f(x). Montrer que f est
croissante.

Correction V¥ [003884]

Exercice 3885 Fonction affine

Soit f: R — R vérifiant: Vx,y,z € R, [x—y| < |x—z| = |f(x) — f(y)| <|f(x) — f(z)|. Montrer successivement
que f est injective, monotone, continue, et enfin affine.

Correction V¥ [003885]

52 Fonctions usuelles

Exercice 3886 Calcul de limite

Montrer que : Vx> 0, x — % <In(l+x) <x.
En déduire lim, e (14 25) (1+3) ... (1+ 4).

[003886]

Exercice 3887 Dérivées de exp(—1/x)

1 .
—1 >0
Onposef(x):{zxp( o Zi:o

Pu(x)

1. Montrer que f est de classe € sur R**, et que f)(x) est de la forme por

fonction polynomiale de degré inférieur ou égalan—1 (n > 1).

exp (—%) ou P, est une

2. Montrer que f est de classe €~ en 0.

3. Montrer que le polyndme P, posséde n — 1 racines dans R™**,

[003887]

Exercice 3888 (1+1/1)’

t

1. Montrer que : V7 > 1, (1+%)t<e< (1+25)

y x+y
2. Montrer que : V x,y > 0, <1+f) <e' < <1+)y£> :

Correction V¥ [003888]

Exercice 3889 In(1+ax)/In(1+ bx)

Soient 0 < a < b. Montrer que la fonction f: R™* — R, x iggiﬁg est croissante.

Correction V [003889]
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Exercice 3890 Inégalité

Soient 0 < a < b. Montrer que : V x > 0, ae ™% —be™™ > a —b.

[003890]

Exercice 3891 Formules d’addition pour les fonctions hyperboliques
Calculer ch(a+b), sh(a+b), th(a+ b) en fonction de cha, sha, tha, chb, shb, thb. [003891]
Exercice 3892 Simplification de achx+ bshx
Soient a,b € R non tous deux nuls.

1. Peut-on trouver A, ¢ € R tels que : Vx € R, ach(x) +bsh(x) =Ach(x+¢)?

2. Peut-on trouver A, @ € R tels que : Vx € R, ach(x) +bsh(x) =Ash(x+ @) ?
Correction V [003892]
Exercice 3893 Somme de ch
Calculer Yj_ ch(kx).
Correction V¥ [003893]
Exercice 3894 Somme de sh
Soit a € R. Résoudre : sha + sh(a + x) + sh(a+ 2x) +sh(a+3x) = 0.
Correction ¥ [003894]

Exercice 3895 Somme de th

Soit x € R*. Vérifier que thx = 2coth2x — cothx. En déduire la convergence et la somme de la série de terme
général 2%, th (zx—,,)

Correction ¥ [003895]

Exercice 3896 Somme de 1/sh

1
shx

Soit x € R*. Vérifier que
404 1
genera] m

Correction V [003896]

= coth 5 — cothx. En déduire la convergence et la somme de la série de terme

Exercice 3897 ch(nx) et sh(nx)

h(nargch(x))

Montrer que les fonctions : x +— ch(nargch(x)) et x +— > N (n € N) sont polynomiales. [003897]

Exercice 3898 chx+chy=a, shx+shy=»5b

chx+chy =a

shx+shy =b.
Correction V¥ [003898]

Soient a,b € R. Etudier I’existence de solutions pour le systéme : {

Exercice 3899 Relation entre les fonctions hyperboliques et circulaires

Soitye |-%,%[. Onposex—ln(tan(%—i—f)),

Montrer que th% —tan %, thx =siny, chx= @ [003899]

Exercice 3900 argth((1+3thx)/(3 +thx))
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Simplifier argth (

1+3thx>
3+thx

Correction Vv

[003900]

Exercice 3901 Equations diverses

Résoudre argchx = argsh(x —

Correction V

1

2

).

[003901]

Exercice 3902 Calcul de primitives

Déterminer des primitives des fonctions suivantes :

L f0) = Jar

Correction V¥

[003902]

Exercice 3903 Racine d’une somme d’exponentielles

Soient 0 < ay <a <--- < a, des réels fixés.
1.

3. Chercher lim,_, ;. X, puis lim, ;4 X, Ina

Montrer que pour tout réel a > a,, il existe un unique réel x, > 0 solution de I’équation : aj + -

at.

Pour a < b, comparer x, et x;.

Correction V

+a,=

[003903]

Exercice 3904 Centrale MP 2000

Soit f: R™ — R telle que : V x,y > 0, f(xf(y)) =yf(x) et f(x) — +oo lorsque x — O
1. Montrer que f est involutive.

2. Montrer que f conserve le produit. Que peut-on dire de la monotonie de f, de sa continuité ?

3. Trouver f.

Correction Vv

[003904]

Exercice 3905 Equations trigonométriques

Résoudre les équations suivantes :

(V6 ++/2)cos 0+ (v6 —/2)sin6 = 2.
sin @ +sin260 +sin360 +sin40 = 0.

c0s 0 4 cos260 +cos30 = 0.

1.

— =
[

D L

cos 0 —cos20 = sin30.

cos 0 +cos76 = cos46.

08260 +cos 126 = v/3¢c0s56.

sin76 —sin O = sin306.

cos® 0sin36 + cos30sin> O = %.
sinO@sin36 = sin560sin70.

3tanO = 2cos 6.

B {

. tan46 = 4tan6.

. cotanf —tan O — cos O +sin 0.

tanx+tany = 1
tan(x+y) =4/3.
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Correction V [003905]

Exercice 3906 Inéquations

1. Résoudre : cos @ +cos(6 +7/3) > 0.
2. Résoudre : 2cos 0 +sin 6 < 2.

Correction V¥ [003906]

Exercice 3907 Linéarisation

2¢0s2 0 = 1+ cos26.
2sin> 0 = 1 — cos26.
4¢cos® 0 = 3cos 0 + cos36.
4sin® 6 = 3sin 6 — sin 36.

8cos* 0 =3 +4c0s26 +cos46.
8sin* 0 = 3 — 4c0s26 + cos46.
32¢0s%0 = 10+ 15¢0s26 + 6cos40 + cos66.
32sin® 0 = 10 — 15¢c0s26 + 6cos460 — cos66.

32cos*0sin® 0 =2+ c0s26 —2cos460 — cos 66.
32sin* 0 cos? 0 =2 —cos26 —2cos46 + cos66.
16cos 0sin* @ = cos50 —3¢c0s36 +2cos 6.
16sin 0 cos* @ = sin50 +3sin360 +2sin 6.

4sinBsin (§ — 0)sin (5 + 0) =sin36. [003907]

Exercice 3908 oo+ +y=n
Soient a, B,y € Rtelsque ¢+ +y=m.

< . — dqin & B Y
1. Démontrer que : 1 —cos & +cos 8 +cosy = 4sin 5 cos 5 cos 7.

2. Simplifier tan § tan g +tan g tan ¥ +tan L tan .

Correction V¥ [003908]

Exercice 3909 sin?(6 — a),sin? 8,sin*(6 + o) en progression arithmétique

Montrer qu’il existe 6 € ]0, Z] tel que pour tout @ € R, les nombres sin*(0 — &), sin” 6,sin?(6 + &) soient en
progression arithmétique. [003909]

Exercice 3910 Calcul de somme

Calculer tan p — tang. En déduire la valeur de S, =Y ;_, m, 0 cR.

Correction V [003910]

Exercice 3911 Calcul de somme
Simplifier Y~ 3*sin’ (3%).
Correction V¥ [003911]

Exercice 3912 Calcul de somme

. . 1 o
Calculer cotanx — 2cotan2x. Simplifier };_ 5 tan 5.
Correction V [003912]
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Exercice 3913 Heptagone régulier

Soit ABCDEF G un heptagone (7 c6tés) plan régulier. On pose & = AB, 8 = AC, ¥ = AD (distances).

Montrer que é = % + %,

Correction ¥ [003913]

53 Fonctions circulaires inverses

Exercice 3914 arcsin et arccos a partir de arctan

Le langage “Pascal” ne dispose pas des fonctions arcsin et arccos. Définir arcsinx et arccosx a I’aide de la
fonction arctan.
Correction V [003914]

Exercice 3915 Formules d’addition
Soient a,b € R. Simplifier arctana + arctanb.
Correction Vv [003915]

Exercice 3916 arcsinx — arccos% — arccos %

Résoudre 1’équation : arcsinx = arccos + — arccos 1.
3 4

Correction V [003916]

Exercice 3917 arcsin 1+Tﬁ

Soit x = arcsin ”T‘ﬁ. Calculer cos4x et en déduire x.
Correction V [003917]

Exercice 3918 arctangentes

1—x

1. Simplifier arctan /.

1—x
I+x°

[\

. Simplifier arctan

—V1-22

S X
. Simplifier arctan e
. Simplifier arctan valtl-l 4 aretan (\/ 1+x2— x).

X
i i 1 X x+1
. Simplifier arctan 52 —arctan =y +arctan = —.

98]

(O T SN

Correction V [003918]

Exercice 3919 2arcsinx + arcsin f(x) = %

Existe-t-il une fonction f : D — R telle que : ¥V x € D, 2arcsinx +arcsin f(x) = £ ?

Correction V¥ [003919]
Exercice 3920 cos(3arctanx) et cos® ( arctanx).

Simplifier cos(3arctanx) et cos? (§ arctanx).

Correction V [003920]

Exercice 3921 arccos(cosx) — 3 arccos(cos 2x)
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Simplifier arccos(cosx) — 3 arccos(cos 2x) pour x € [0,27].
Correction ¥ [003921]

Exercice 3922 Equation

Résoudre : 2arccos (i+ ) + arcsin (HZ_" ) — arctan < 2’;2) =2z

Correction V [003922]

Exercice 3923 £ — arcsin ,/ 1Esinx
2 2

1+slnx

Simplifier 5 — arcsin pour x € [T, 7|

Correction V¥ [003923]

Exercice 3924 cos(arctan(sin(arctan %)))

Simplifier cos(arctan(sin(arctan %)))
Correction ¥ [003924]

Exercice 3925 Equations aux arctan

Résoudre :

1. arctan2x 4+ arctan3x = %.
2. arctan ( ) + arctan (%) =

&8

+
3. arctan( )+arctan( ) %.
)+

4. arctan(x — 3) +arctan(x) + arctan(x + 3) = 2.

Correction V¥ [003925]

Exercice 3926 Sommes remarquables

1. Montrer que : 4arctan 1 —arctan 535 = %

239 4
2. Montrer que : arcsin 2 + arcsin & +arcsin .2 = Z,
[003926]
Exercice 3927 Sommes remarquables
1. Montrer que : Vx € R, arctanx+2arotan(\/ 1+x2 —x) =Z,
. 1— ; —
2. Montrer que : ¥ x € ]0,1], 2arctan |/ = +arcsin(2x — 1) = 7.
[003927]
Exercice 3928 arctan((x —sina)/cosa)
Soita € [0,%[. On pose f(x) = arcsin (%) et g(x) = arctan (£304),
Vérifier que f est bien définie, calculer sin(2g(x)) et comparer f(x) et g(x).
Correction V¥ [003928]
Exercice 3929 Polyndémes de Chebicheff
Pour n € N, on pose f,(x) = cos(narccosx) et g,(x) = qm("?%qx) Montrer que f, et g, sont des fonctions
polynomiales. [003929]
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Exercice 3930 Equivalent de arccos(1 —x)

A T’aide d’un changement de variable judicieux, trouver lim,_,q+ %\/(;ﬂ) [003930]

Exercice 3931 Matexo

Montrer que : Vx € | — 1, 1], |arcsin(x)| < A= [003931]
Septiéme partie
[ Ve [
Calcul différentiel
54 Dérivation
Exercice 3932 Limite double
Soit f : R — R continue en 0. Montrer que f est dérivable en 0, et f'(0) = £ si et seulement si :
h)— f(—k
Ve>0,36>0tqVhke]0,6], M—K <e.
h+k
[003932]

Exercice 3933 Propriétés de parité et de périodicité
Soit f: R — R dérivable.

1. Que peut-on dire de f’ si on sait que f est paire ? impaire ? périodique ?
2. Que peut-on dire de f si on sait que f” est paire ? impaire ? périodique ?

3. Montrer que si f” est T-périodique et f(T) # f(0), alors f n’a pas de période (on étudiera f(nT) pour

n e N).
[003933]
Exercice 3934 Propriété de parité
Soit f: R — R de classe ¢ telle que la fonction ¢ — 2f(t) — ¢ f'(¢) est paire. f est-elle paire ?
Correction ¥ [003934]
Exercice 3935 Injectivité locale
Soit f : R — R dérivable et a € R tel que f'(a) # 0.
1. Montrer qu’il existe un voisinage V de a tel que V x € V \ {a}, f(x) # f(a).
2. Si f’ est continue au point a, montrer qu’il existe un voisinage V de a tel que Jfjv soit injective.
[003935]

Exercice 3936 Dérivabilité de |f]|

Soit f : R — R dérivable. Montrer que |f| admet en tout point une dérivée a droite et une dérivée a gauche.
[003936]

Exercice 3937 f'(x) — £ et f est bornée
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Soit f : R — R dérivable et bornée telle que f'(x) — ¢ lorsque x — +co. Montrer que ¢ = 0. [003937]

Exercice 3938 lim., //(x) = lim., f(x)/x

Soit f : R — R dérivable telle que f/(x) — ¢ lorsque x — +o0. Montrer que @ — £ lorsque x — +oo.
Chercher un contrexemple pour la réciproque.
[003938]

Exercice 3939 Centrale MP 2006

Soit £ : RT — R continue telle que f(x) =, f2(¢) dt — ¢ € R* lorsque x — +oo. Montrer qu’il existe ¢, § € R*
tels que f(x) ~ % en oo,

Correction V [003939]

Exercice 3940 Propriété des valeurs intermédiaires pour f”
Soit f : [a,b] — R dérivable.

1. On suppose que : V x € [a,b], f'(x) # 0. Montrer que f” est de signe constant.

2. Dans le cas général, montrer que f’([a,b]) est un intervalle.

[003940]

Exercice 3941 Propriété des valeurs intermédiaires pour f’
Soit f : [a,b] — R dérivable.

1. Onnote E = {(x,y) € [a,b] tq x < y} et pour (x,y) € E : ¢(x,y) = w Montrer que @ (E) est un
intervalle.

2. En déduire que f'([a,b]) est un intervalle.

[003941]

Exercice 3942 Regle de I’Hospital
Soient f,g : [a,b] — R dérivables avec : V x € ]a, b, g'(x) # 0.

N . f(B)=fl@) _ f(e)
1. Montrer qu’il existe ¢ € ]a, b| tel que : ) —ala) = 0"

(Appliquer le théoréme de Rolle a f — Ag, ol A est un réel bien choisi)

2. En déduire que si ij 183 — ( lorsque x — a*, alors 'g Eg:g ((Z; — ( lorsque x — a™ (régle de 1’Hospital).
3. Application : déterminer lim,_,o+ (;isl)gej‘fl
[003942]
Exercice 3943 Recherche de limite
. In(sinx) —In(cos

Trouver lim,_, /4 %
Correction V [003943]
Exercice 3944 f(a) = f(b) =0, f'(a)f'(b) > 0 = il existe un autre zéro
Soit f : [a,b] — R dérivable telle que f(a) = f(b) =0, et f'(a) >0, f'(b) > 0.
Montrer qu’il existe ¢ € |a,b[ tel que f(c) =0, et f'(c) <O0. [003944]

Exercice 3945 f'(a) = f'(b)
Soit f : [a,b] — R dérivable telle que f'(a) = f'(b).
Montrer qu’il existe ¢ € |a,b] tel que f'(c) = fe)—fla)

c—a
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[003945]

Exercice 3946 Tangentes passant par un point donné

Soit f : [a,b] — R dérivable, telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer que pour tout d € R\ [a,b], il existe une
tangente a ¢ passant par le point (d,0). [003946]

Exercice 3947 Rolle itéré
Soit f : [a,b] — R n fois dérivable.

1. Si f s’annule en n + 1 points distincts dans [a, b], montrer qu’il existe ¢ € ]a, b] tel que £ (c) = 0.
2. Si f(a) = f'(a) = --- = f*"(a) = f(b) = 0, montrer qu’il existe ¢ € |a,b[ tel que £")(c) = 0.

[003947]

Exercice 3948 Rolle a I’infini
Soit f : [a,+oo[ — R dérivable telle que f(x) — f(a) lorsque x — +oo. Montrer qu’il existe x € ]a, +oo] tel que

f'(x)=0.

[003948]

Exercice 3949 Formule des accroissements finis avec 6 = 1/2

Soit f : R — R dérivable telle que : V a,b € R, f(b) — f(a) = (b—a)f’ (#) Montrer que f est polynomiale
de degré inférieur ou égal a 2.
Correction V [003949]

Exercice 3950 Fonction € bornée
Soit f: R — R de classe € bornée.

1. Montrer que si une dérivée, f*), k > 2, admet un nombre fini de zéros, alors les dérivées précédentes,
f(”), 1 < p <k, tendent vers 0 en +oo.

2. En déduire que pour tout k > 2, f¥) s’annule au moins k — 1 fois sur R.

[003950]
Exercice 3951 Distance a la corde
Soit f : [a,b] — R de classe €2.
1. On suppose que f(a) = f(b) = 0. Soit ¢ € |a,b|. Montrer qu’il existe d € |a,b] tel que :
c—a)(b—c
fle) = == g
(Considérer g(r) = f(t)+A(t —a)(b—t) ol A est choisi de sorte que g(c) = 0)
2. Cas général : Soit ¢ € |a,b[. Montrer qu’il existe d € ]a,b| tel que :
_b—c c—a (c—a)(b—c) ,,
fle) = 2= ptay+ S~ piy - T A= g
[003951]

Exercice 3952 Ecart 2 un polyndme interpolateur

Soit f: R — R de classe 6", ay,...,a, n points distincts dans R, et P le polyndme de Lagrange prenant les
mémes valeurs que f aux points a;. On pose Q(x) = & [T (x — a;).

Montrer que : Vb € R, 3¢ € Rtq f(b) = P(b)+ Q(b) f7)(c)

(considérer g(t) = f(t) — P(t) — AQ(t) ou A est choisi de sorte que g(b) = 0).
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[003952]

Exercice 3953 Polyndmes de Legendre

On pose f(t) = (1> —1)".
1. Montrer que : V k € {0,...,n—1}, fO(1) = fO(-1) = 0.
2. Calculer (1) et f0(—1).

3. Montrer que £ s’annule au moins 7 fois dans I’intervalle |—1,1].

Correction V [003953]

Exercice 3954 Racines de x" +ax+b
Soitn € N, n > 2, eta,b € R. Montrer que I’équation x" 4+ ax+ b = 0 ne peut avoir plus de deux racines réelles
distinctes si n est pair, et plus de trois racines réelles distinctes si n est impair.

[003954]

Exercice 3955 Racines de P(x) —¢"
X

Soit P un polyndme. Montrer qu’il existe au plus un nombre fini de réels x tels que P(x) = €*.

[003955]

Exercice 3956 Limitede 1/(n+1)+---+1/2n

On veut calculer £ = lim,,_,., ﬁ + -+ ﬁ

1. Montrer I’existence de /.

2. Soit f : [0, 4o0] — R dérivable telle que f(0) = 0. Montrer que f (#) +-+f(5) = £f'(0) lorsque
n — oo,

3. On prend f(x) = In(1+ x). Déterminer /.

[003956]
Exercice 3957 Calcul de limite
Soit f : R — R dérivable telle que f(0) = 0. Chercher lim, .. Y7_, f (%).
Correction V¥ [003957]

Exercice 3958 Somme 1 /kInk

Pour k € N, k > 2, appliquer le théoréme des accroissements finis a x — In(Inx) sur [k,k + 1]. En déduire que
la série de terme général ﬁ est divergente. [003958]

Exercice 3959 f'(x)f'(f(x)) =1

VxeR, f(x)f(f(x) =1
£(0) =0et f/(0) > 0.

Correction V¥ [003959]

Trouver toutes les applications f : R — R dérivables telles que : {

Exercice 3960 fof=f
Soit f: [0,1] — [0, 1] dérivable telle que f o f = f. Montrer que f est constante ou bien f =idjg ;).  [003960]

Exercice 3961 Dérivabilité uniforme
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Soit f : [a,b] — R de classe €’'. Démontrer que :

Ve>0,36>0tqVx,yelab],si0<|x—y| <8, alors —f(x)| <e
xX—=y
[003961]
Exercice 3962 Formes indéterminées
VxeR,
Soient u,v : R — R deux fonctions telles que : < * u(x) # V)
lim,_,ou(x) = limy_ov(x) =a > 0.
1. Chercher lim,_,q ”;:;V .
2. Chercher lim,_,q %
Correction V [003962]

Exercice 3963 (1+k)(1+k2)...(1+k")

1. Montrer que : Vx > —1, In(1+x) <x.

2. Soit k € | —1,1[. On pose u, = (1 +k)(1+k?)...(1+k"). Montrer que la suite (u,) est convergente
(traiter séparément les cas k > 0, k < 0).

Correction V¥ [003963]

Exercice 3964 Dérivée n-eme de cos> x

Calculer la dérivée n®™ de la fonction x — cos x.

[003964]
. z . 7z N 3
Exercice 3965 Dérivée n-eme de arctanx et ¢*
Etablir une formule de récurrence pour les dérivées successives des fonctions :
3

frix—arctanxetg:x— e*.
Correction V¥ [003965]
Exercice 3966 Dérivée n-eme de (x> +2x%> —5)e
Calculer la dérivée n°™ de x +— (x> +2x% — 5)e ™.
Correction V¥ [003966]
Exercice 3967 Ensi Chimie P 94
Soit f(x) = *Y?sinx. Calculer £ (x) pour n € N.
Correction V [003967]
Exercice 3968 Dérivée n-eme de x"(1 —x)"

‘o 2z & . . 2
Calculer la dérivée n°™ de x — x"(1 — x)". En déduire la valeur de Y}_o(C¥)".
Correction ¥ [003968]
Exercice 3969 Dérivées n-emes de 1"~ 'In(z) et 1"~ 'e!/!
Calculer 4= (1"~'Int), et 45 (1"~ 'exp(1/t)) (essayer n = 1,2,3).
Correction V [003969]

Exercice 3970 Dérivée n-eme de f(x?)

Soit f : R — R une fonction de classe ™. On pose g(x) = f(x?).
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1. Montrer qu’il existe des entiers a, tels que : V x, g (x) = i ((nt1)/2) Gn k] 0 () (2x)% .
2. Calculer a, ; en fonction de n et .

Correction V¥ [003970]

Exercice 3971 Dérivée n-eme de f(1/x)
1

Soit f une fonction n fois dérivable sur un intervalle / ne contenant pas 0, et g(x) = f (;)

Etablir : g(n) (x) = (_l)nzz;g (n—l)(l;%)};-(rl—mcgf(n—p) (%)
[003971]
Exercice 3972 Dérivées de e~ !/~
Soit f:R—R
£0 f() =exp(~4)
£(0) =o0.
Montrer que f est de classe €~ enOet:V k€ N, f0(0) =0.
[003972]

Exercice 3973 (f(21) — f(t))/t

Soit f : R — R continue telle que M — a (si t — 0. Montrer que f est dérivable en 0 et f/(0) = a.
[003973]

Exercice 3974 sinx —3x/w+4x° /73 >0

On pose f(x) = sinx — 3—7;‘ + % Montrer que : V x > 0, f(x) > 0 (chercher le signe de £,
[003974]

Exercice 3975 Courbes homothétiques

Soita > 0, a # 1. On note € la courbe d’équation : y = Inx, et ¢” celle d’équation : y = alnx.

1. Montrer que € et ¢” ont une et une seule tangente commune.

2. Montrer que & et ¢’ sont homothétiques.

Correction V [003975]

Exercice 3976 Matexo

Soit f une application dérivable de R dans R telle que V x € R,  f(x)f"(x) > 0. Montrer que £~ !(R*) est un
intervalle.
Correction V [003976]

Exercice 3977 Mines MP 2000

Montrer que pour tout x réel, il existe a(x) unique tel que ft“:(j? ¢ dt = 1. Montrez que a est indéfiniment
dérivable, et que son graphe est symétrique par rapport a la deuxieéme bissectrice.
Correction V [003977]

Exercice 3978 ¢(2x) = 2¢(x) (Centrale MP 2003)

Trouver toutes les fonctions ¢ : R — R dérivables telles que V x € R, ¢(2x) =2¢(x).
Correction ¥ [003978]

Exercice 3979 f' = f~!' (Ens Cachan MP* 2003)
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On note E ’ensemble des fonctions f de classe ¢! bijectives de ]0, 4o sur ]0, 40| telles que f' = f~

1

1. Trouver un élément de E du type x — cx™, ol ¢ et m sont réels.
2. Quelle est la limite en O de f?
3. Montrer que f est un ¢ difféomorphisme de ]0, 4-co[ sur ]0, +-oo[.
4. Montrer que f admet un unique point fixe.
5. Soit g un deuxieme élément de E. Montrer que g admet le méme point fixe que f.
Correction V [003979]
Exercice 3980 f*+ (1+ f')* < 1, Polytechnique MP* 2006
Soit f : R — R dérivable telle que f> 4 (14 f')> < 1. Montrer que f est nulle.
Correction V¥ [003980]
55 Fonctions convexes
Exercice 3981 Déterminant
I x fx)
Soit f: R — R convexe et x <y < z. Montrer que |1 'y f(y)| > 0. [003981]
1z f(2)
Exercice 3982 Somme de fractions
Soient x1,x7,...,X, > 0. Montrer que % + % 4.4 i—']‘ > n.
Correction V¥ ‘ [003982]
Exercice 3983 Monotonie
Soit f: R — R convexe. Montrer que ’on a :
— soit f est croissante sur R.
— soit f est décroissante sur R.
— soit il existe a € R tel que f est décroissante sur | — oo, a], puis croissante sur [a,+oo|.
[003983]
Exercice 3984 Fonction convexe bornée
1. Soit f: RT — R convexe et bornée. Montrer que f est décroissante.
2. Soit f: R — R convexe et bornée. Montrer que f est constante.
[003984]
Exercice 3985 f convexe majorée par g affine
. Vx>0, f(x) <glx),
Soit f: R™ — R convexe et g : R™ — R affine. On suppose : fx) < gx)
(1) =g(1).
Montrer que f = g. [003985]
Exercice 3986 Position par rapport a une asymptote
Soit f : R — R convexe telle que €y admet une asymptote d’équation y = mx + p en oo,
Montrer que 6 est au dessus de cette asymptote.
[003986]
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Exercice 3987 Fonction convexe dérivable
Soit f : R — R convexe dérivable. Montrer que f” est continue.

[003987]
Exercice 3988 Etude a I'infini
Soit f : R — R deux fois dérivable telle que : £ >0, f/ >0, "/ > 0.
1. Etudier I’existence des limites (dans R) en +eo de f(x), f/(x), @
2. Méme question pour les limites en —oo de f(x), f'(x), et xf’(x).
Correction ¥ [003988]

Exercice 3989 Zéro de f”

Soit f : [0, 4o0[ — R deux fois dérivable telle que f(x) — f(0) lorsque x — +o0. Montrer qu’il existe ¢ € |0, +-oo|
tel que f(c) =0.

[003989]
Exercice 3990 f((x+y)/2) < (f(x)+f())/2
P : . +y SO+f)
Soit f: [a,b] — R continue telle que : V x,y € [a,b], f(*5) < F2552.
Montrer que f est convexe.
[003990]
Exercice 3991 Suites adjacentes
Soit f : [a,b] — [c,d] convexe, bijective, croissante. On définit les suites (u,) et (v,) par :
a<uyg<vy<b, ”n+1:unT+vna Vn+1:f_1 (W)
Montrer que (u,) et (v,) convergent vers une méme limite.
[003991]
Exercice 3992 Polygone inscrit dans un cercle de périmetre maximum
Soitn > 3 et AjA; ... A, un polygone convexe a n cOtés inscrit dans un cercle fixé.
Montrer que le périmetre de ce polygone est maximal si et seulement si le polygone est régulier. [003992]
Exercice 3993 Fonctions logarithmiquement convexe
Soit f : R — R, Montrer que : (In f est convexe) <= (V @ > 0, f* est convexe). [003993]

Exercice 3994 Limite de f(x) —xf’(x)
Soit f: R — R convexe dérivable.

1. Montrer que p = lim,_, 1o (f(x) —xf’(x)) existe.

. .. . , . . . f(x)
2. On suppose p fini. En utilisant le fait que f(x) —xf’(x) est bornée au voisinage de +-co, montrer que
et f'(x) admettent une méme limite m finie en +oco.
3. Montrer alors que f(x) —mx — p — 0 lorsque x — +co.
Correction ¥ [003994]

Exercice 3995 Fonction positive concave

Soit f : [0, +oeo[ — [0, +oo[ concave.
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1. Montrer que la fonction x — @ est décroissante sur |0, +oo|.
2. Montrer que : Vx,y >0, f(x+y) < f(x)+ f(y).

Correction V¥ [003995]

Exercice 3996 Constante d’Euler
Soit f: [0,+00] — R concave, dérivable, croissante.

1. Montrer que : Vx> 1, f(x+1)— f(x) < f'(x) < f(x) = f(x—1).
un = f'(1)+ f(2) 4+ f(n) = f(n)
vo=f(D)+f2)++f(n)—flnt+1).

3. On prend f(x) = Inx. Soit ¥ = lim,, . u, (constante d’Euler). Calculer y a 1072 prés.

2. On pose : { Montrer que ces suites convergent.

[003996]

Exercice 3997 Tangentes passant par un point

Soit f : R — R convexe dérivable, et A = (a,b) € R?. Etudier le nombre maximal de tangentes 2 ¢y passant par
A.
[003997]

Exercice 3998 Caractérisation des fonctions convexes ou concaves par le TAF
Soit f : R — R dérivable telle que : V a,b € Rtqa < b, 3! ¢ €]a,b[ tq f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).

f(b)—f(a)
b—a

2. En déduire que f est strictement convexe ou strictement concave.

1. Montrer que pour tout a € R, la fonction b — est monotone sur | —eo, a et sur |a, +oo|.

[003998]

Exercice 3999 Pseudo-dérivée seconde

F(x+h)+f(x—h)—2f(x)

7 existe.

Soit f : R — R continue. On suppose que : ¥ x € R, D?f(x) = limy_o

1. Si f est de classe €2, calculer D*f(x).

2. Soit f quelconque et a < b < c tels que f(a) = f(b) = f(c).
Montrer qu’il existe x € ]a,c[ tq D*f(x) < 0.
On suppose a présent que : V x € R, D*f(x) > 0.

3. Soient a < b < c et P le polyndme de degré inférieur ou égal a 2 coincidant avec f aux points a,b,c.
Montrer que P > 0.

4. Calculer P” en fonction de a,b,c et f(a), f(b), f(c). En déduire que f est convexe.

Correction V [003999]

Exercice 4000 Fonction convexe non dérivable sur un sous ensemble dénombrable

o |x—ay|

Soit (a,) une suite bornée de réels. On pose f(x) = ¥, “5:
Montrer que f est convexe, et n’est pas dérivable aux points a,,.
Correction V [004000]

Exercice 4001 Convergence simple + convexité => convergence uniforme sur un compact

Soit (f,) une suite de fonctions convexes sur [a,b] convergeant simplement vers une fonction f supposée
continue.
Soit € > 0.
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1. Montrer qu’il existe p € N* tel que : V x,y € [a,b], |[x—y| < b;p“ = |f(x)—f(y)| <e.
On choisit un tel p, et on fixe une subdivision (ay) de [a,b] telle que ay = a+ k%.

2. Soit ¢ € [0,1]. Encadrer f, (tax+ (1 —t)ax;1) par deux fonctions affines de t en utilisant la convexité
de f,.
3. Montrer que la suite (f,) converge uniformément vers f.

[004001]
Exercice 4002 DL d’une fonction convexe
Soit f : R — R convexe dérivable telle que f(x) = a+bx+ % + 0x50(x?).
Montrer que f est deux fois dérivable en 0 et /”/(0) = ¢
(encadrer f’(x) par les taux d’accroissements de f entre x — €x, x et x + €x). [004002]

Exercice 4003 DL d’une fonction convexe

Soit f continue et croissante sur R*. On pose F(x) = [; £, et 1’on suppose que F(x) = x* + o(x). Montrer que

£(x) = 26+ 0(1/).

Correction V¥ [004003]

56 Formules de Taylor

Exercice 4004 Déterminant

/ U @ fath
Soit f : R — R trois fois dérivable en a. Etudier limy_,o 5 |1 f(a+h) f(a+2h)|.
1

"I Flat2m) fla+3h)

Correction V [004004]

Exercice 4005 Dérivées nulles en 0
Soit f: R — R de classe € telle que :

vneN, fM(0) =0,
34 >0tqVneN, sup|f”] <A™l
R

Montrer que f est nulle sur I’intervalle | — %, %[, puis sur R.

[004005]
Exercice 4006 Fonctions absolument monotones
Soit f : R — R de classe € telle que pour tous n € Net x € R, on a f)(x) > 0.
Montrer que pour tout entier 7, ! )Eff) — +oo lorsque x — H-oo.

[004006]

Exercice 4007 Fonction ¢ a support compact
Soit f: R* — R de classe € telle que f(0) = 1,et: Vx> 3, f(x)=0.

1. Montrer que sup!f(”)‘ = 2"n!.
R+

2. Montrer que pour n > 1, sup‘f(”)’ > 2"nl.
R+

172



Correction V [004007]

Exercice 4008 Formule de Simpson

1. Soit f: R — R de classe €, impaire, telle que f'(0) =0et:VxeR, [fO)(x)| <M.
f@) =3 ()] <AMI|.

Montrer qu’il existe une constante A telle que : V x € R,
2. Soit f: [a,b] — R de classe €” telle que :

r@=rw=r(37) =0 e vxelsl FIwI<m.

Montrer que }f(b) —f(a)‘ < 1\/1(21;780).

Correction V¥ [004008]

Exercice 4009 f'(x) — (f(b) — f(a))/(b—a)

Soit f : [a,b] — R de classe €. On note M = sup | f”| et on suppose M > 0.

b*fa —a
f/(x)_f() (@) <MbT'

1. Montrer que : V x € |a,b[, on a o

2. Si|f/(a) — {11

=M b%“, montrer que f est polynomiale de degré inférieur ou égal a 2.

Correction V¥ [004009]

Exercice 4010 Matexo

Soit f : [~a,a] — R de classe 2. Montrer que :

a’+

2a

2
Vxel-ad, 1f ()] < 5-10(@) ~ F-a) + - supl )

Application. Montrer que si 0 < x < /2 on a sinx > xcosx — x°.

Correction V [004010]

Exercice 4011 Limite de 0

Soit f : R — R de classe €. Pour a fixé, on écrit la formule de Taylor-Lagrange :

hnfl W
flath)=fla)+:-+ £ (@) + — " (a+h6y).
(n—1)! n!
Montrer que si f"+1) (a) # 0, alors pour A suffisament petit, 6, est unique et 6, — Fll lorsque i — O.
Correction V¥ [004011]

Exercice 4012

Différences finies Soit f : R — R de classe € et & > 0. On pose :

_ Fth/2)— fx—h/2)

Anf(x) 7

et AiZAhOAhO“'OAh.
A ——

p fois

Par exemple, A2 f (x) = LEH2OH ),
1. (a) Montrerque : Vx€R, 30 €] —1,1[tqA,f(x) = f (x—{—%).
(b) Montrer que : ¥x € R, 36 €]~ 1,1[tq Apf(x) = f'(x) + & /¥ <x+ GT%)

2. Montrer par récurrence sur p que :

p W) (1 PP i) (o, Ol
VXER,EIG,,E]—p,p[thhf(x):f”(x)+ﬁfp x+7 .
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[004012]

Exercice 4013 f et f” sont bornées
Soit f : R — R une fonction de classe €. On suppose : Vx € R, |f(x)| < a et |f"(x)| < B.

. 200 | B
1. Montrer que : V>0, VxeR, |f'(x)] < &+ 5.
2. Pour quelle valeur de 4 obtient-on la meilleure inégalité ?

Correction V [004013]

Exercice 4014 Inégalité sur f’
Soit f : R — R* une fonction de classe 4. On suppose : V x € R, |f"(x)| < M.

1. Montrer que : V x,y € R, f(x)+yf’(x)+ %M >0.
2. En déduire que : Vx € R, |f'(x)] < /2M f(x).
3. On suppose que : Vx € R, |f'(x)| = \/2M f(x). Que pouvez-vous dire de f ?

Correction V [004014]

Exercice 4015 Majoration des dérivées de f

Soit f : R — R une fonction de classe € telle que f et £ sont bornées sur R. On veut montrer que les
dérivées intermédiaires sont aussi bornées sur R.

1. Cas n =2 : Utiliser la formule de Taylor-Lagrange a 1’ordre 2.

2. Cas général : Utiliser I’exercice 4012.

[004015]

Exercice 4016 f”(x) > —x%

Soit f:]0,4+o0[ — R de classe €2 telle que f(x) — £ € R lorsque x — 07, et : ¥V x > 0, f"(x) > —)%.
Montrer que xf”(x) — 0 lorsque x — 0" (écrire la formule de Taylor-Lagrange a I’ordre 2 entre x et x + €x).
Correction V [004016]

Exercice 4017 Ens PC* 2001

Soient P, Q deux polyndmes a coefficients réels, non constants, de coefficients dominants positifs.

On note x; < xp < --- < x,, les racines de P’ de multiplicités mi,...,mpyety; <y <--- <y, celles de Q' de
multiplicités ny,...,n,. Montrer qu’il existe f, ¢! difféomorphisme croissant de R sur R, tel que Po f = Q si
et seulement si :

P=q, vl7 P(-xi) = Q(yl)a VI7 m; = n,.

Correction V¥ [004017]

57 Calculs de développements limités

Exercice 4018 Calculs de DL
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Fonctions trigonométriques

x/sinx = 14+x%/647x* /360 + o(x*)
1/cosx=14+x>/245x* /24 + o(x*)
In(sinx/x) = —x? /6 — x* /180 — x° /2835 + 0(x°)
exp(sinx/x) = e(1 —x*/6 +x* /45) 4+ o(x*)
Vianx = 1+h+h*/2+o0(h?),h=x— /4
sin(x+x% 4+ x° —x*) = x+22 +5x° /6 - 3x* /2 +o(xh)
In(xtan(1/x)) = x2/3+7x*/90+o(1/x*)
(1—cosx)/(e"—1)% = 1/2—x/2+x2/6+0(x2)
sin((mcosx)/2 m2x* /324 1228 /192 + 0(x°)
=x— x2/2 2 [6+o0(x*)
= —1/24x/2—x*/8+o0(x?)
In(2cosx+ tanx) = In24x/2 — 5x* /8 + 11x° /24 — 59x* /192 + o(x*)
¢ = e(1 -2 /2+x*/6) +0(x’)

cosxIn(1+x

(sinx—1)/(cosx+ 1

)=
)
)
)=

Fonctions circulaires inverses

arcsin®x = x> 4+ x* /3 4+ 8x% /45 4 0(x%)
1/arcsin’x = x"2 —1/3—x*/15 +o(x?)
arctan/(x+1)/(x+2) =n/4—x"'/443x72/8
arccos(sinx/x) = |x|/v/3(1 —x*/90) + o(1/x°)

1/arctanx = x~ ! 4+ x/3 — 4x> /45 + 44x° /945 + o(x°)

arcsiny/x = 71/6+ 1/v/3(2h — 4h* /343213 /9) + o(h®),h = x — 1 /4
arcsin(sin?x) = x> —x*/3 4 19x5/90 — 107x® /630 + 0(x®)
arctan(1 +x) = /4 +x/2 — x> /44 x> /124 o(x*)

arcsinx/(x —x*) = 1 +x+7x* /6 + o(x?)
MY — /61 4 20 /V/34-2(14+V3)h?/(3V3)) +o(h*),h=x—1/2

D24 (2 = L0170

Ve aretans — F 4 (F et (T
e Marctanx +( x4+ ( 76

2 2 4

Exponentielle et logarithme

x/(e—1)=1—x/2+x*/12+0(x*)
Inx/v/x=h—h+230 )24 +o(h*),h=x—1

In((2—x)/(3—x%)) =In(2/3) —x/2 4 5x* /24 4 0(x?)
In(14x)/(1—x4x*) =x4+x*/2—x> /6 + 0(x*)

chx/In(1+x) =x"'41/245x/12+ o(x)
In(In(1+x)/x) = —x/2+5x* /24 —x° /8 + 0(x°)

In(a* 4 b*) = In2 +xInVab +x*In*(a/b) /8 + o(x?)

exp(1/x)/x* =e(1 —=3h+131*/2 =731 /6) + o(h),h =x—1
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Fonctions hyperboliques inverses

argth(sinx) = x4+ x> /6 +x° /24 + o(x°)
argsh(e*) = In(1+v2) +1/V2(x+x%/4) + o(x?)

Formes exponentielles

(1 —x+x) = e (1 +x/2+ 1952 /24) 4 o(x?)

(14x)/(1=x))* = 1 +2ax+20x* + 220> + 1)x* /3 + o(x*)

(sinx/x) 2™ = 713 (1 = x2/90) + ()

(sinx/x)¥* = e71/2(1 — x2 /60 — 139x* /151200) + o(x*)

(1+sinx) /¥ = e(1 —x/2+7x%/24) + o(x?)
(1+sinx4cosx)* = 14+xIn2+x*(In*2+1) /2 + o(x?)

(sinx)* " =1 —h?/2+Th* 24 + o(h*),h =x— /2
(tanx)@% = ¢~V (1 +2K%/34+40*/5) + o(h*),h =x— 1 /4
Développer d’abord In((1+x)/(1—x))

Radicaux
x/(x—=1)/(x+1)=1/V3Q2+5n/3+1/54) +0o(h*),h = x -2
14+ V1 —x=V2(1 —x/8 —5x*/128 — 21x>/1024) + 0(x*)

V1I—=V1—x2=|x|/V2(1+x%/8+7x*/128) + 0(x°)

e —V1+2x=x* -3+ 2*/3-138° /15 +0(x°)
(V3 +x2 4+ —x2) x=2-2x"2/9+0(1/x)

[004018]
Exercice 4019 EIT 1999
2
Calculer le développement limité de (m%) 1/ en 0 a I’ordre 3.
Correction V [004019]

58 Calculs de limites par développements limités

Exercice 4020 Fonctions circulaires et hyperboliques

L ﬁ — % lorsque x — 0.

© sin“x

2 sinxshx—tanxthx

1
R Al V] lorsque x — 0.

4o siq>2,
3. (chx)* —(shx)* - <1 si a = 2, lorsque x — o0
0 sia < 2.
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e

exp(x?)—ch(xv/2)

1
(chx—cosx)(ch2x—cos2x) V) lorsque x — 0.

(2x* —3x+ 1) tan7tx — 1 lorsque x — 1/2.

COS TTx

4x2—-9
sin3x

1—2cosx

— — > 5 lorsque x — 3/2.

— —+/3 lorsque x — 7/3.

eSll’lA

sinx—x

¢ 5 1 lorsque x — 0.

%ln chx — 1 lorsque x — oo,

[004020]

Exercice 4021 Logarithme et exponentielle

X

. %m(ex—*l) — % lorsque x — 0

x—1
Inx—x+1
X —a* a®'Ina(1-Ina)
log, (x)—log,(a) 2
(‘fj_rf’f) 1/ — exp (‘”b c) lorsque x — 0.
x

— +oo lorsque x — 1.

lorsque x — a.

— 0 lorsque x — 0.

[004021]

Exercice 4022 Exposants variables

—

—_ =
S

¥ e N kWD

xesiny s 1 Jorsque x — 0.

(Sm;i)# — 1 lorsque x — 0.
9 _ )tdn (mx/2) _y p2/7 lorsque x — 1.
2 —x)@n(™/2) 5 _ > | lorsque x — 2~

1/x

sinx+cosx)'/* — e lorsque x — 0.

cos 2x — 2sinx) /¥ — e~2. lorsque x — 0

(

(

(

(

(sinx)®* — 1. lorsque x — 7 /2
(tanx)e0s¥/€os2x _y o=1/V2 Jorsque x — 7/4.
(tanx)©os*/ €032 _ 1 Jorsque x — (7/2)".
(sinx)'/"* — ¢ lorsque x — 0%,
(Inx)*~! — 1 lorsque x — 1+,

(

Inx)"(€=) - — > 1 lorsque x — e~

[004022]

Exercice 4023 Radicaux

1.

Vx+3 \/ 3x45

Man(oga). 0 lorsque x — 1.

2. shv/x2 +x—shv/x2 —x — oo lorsque x — oo,

3.

V3x+1-vx+1

S — 1 lorsque x — 0.

[004023]

Exercice 4024 Sommes de cotangentes

Soient ay,...,a, € R. CNS pour que }}_, axcotan(kx) ait une limite finie en 0 ?
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Correction V [004024]

1 . 1/p\?
Exercice 4025 (n Yo (1 + 5) >

1/p\?
On pose u, , = <LZZ_(1) (1 + %) ) . Trouver : v, = lim, el p, v = lim, 00 vy, Wy, = lim, oty €t W =

lim;, oo Wy,.
Correction V [004025]

Exercice 4026 Ensi P91

Calculer lim, e Y7 _; sin n% puis lim, e Yy f (nk—z) ol f est une fonction de classe ¢ sur R vérifiant f(0) =
0.

Correction V¥ [004026]

Exercice 4027 Recherche de tangentes

Pour chacune des courbes suivantes, déterminer la tangente pour x = 0 et la position de la courbe par rapport a
cette tangente.

Ly=~—-—.

1 1
3. y=—1__1
: arcsinx X
4. y=(2e"—e )/
S'y_eZ)(z_]_l
6. y=v1++V1+x

Correction V [004027]

Exercice 4028 Comparaison de fonctions

On pose : f(x) = 1/(1+x), g(x) = e, h(x) = /T —2sinx, k(x) = cos(v/2x).
Préciser les positions relatives de €, 6, 6, 6x au voisinage de 0.
Correction V [004028]

Exercice 4029 Recherche d’asymptotes

Rechercher si les courbes suivantes admettent une asymptote en +oo et déterminer la position s’il y a lieu :
. y=+/x(x+1).
V x— 1

(=1 ().
(x+ 1)arctan(1+2/x).

X.arctanx. el/

e2/x *v/1+x2 arctanx.
= Va2 —xexp (7)-

Correction V¥ [004029]

y
y
Y
y
y

.\‘Q.U‘PPJ!\J
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59 Développements limités théoriques

Exercice 4030 DL de (chx)(1/x)

1. Montrer que %ln(chx) admet en +oo un développement limité généralisé a tout ordre.

1/x

2. En déduire le développement limité de (chx)'/* en +eo a un ordre n quelconque.

Correction V¥ [004030]

Exercice 4031 Théoreme de division

fW=1O0) iy 2 0
Soit f : R — R une fonction de classe ™. On pose g(x) = x .
7(0) six=0.
1. On suppose que f(x) = o(x").
(a) Démontrer que : V p < n, fP)(x) =o(x"P),et:V p<n, g (x)=o(x"P").
(b) En déduire que g est de classe "~ en 0.
2. Démontrer le méme résultat dans le cas général.

3. Soient f,g: R — R deux fonctions ¢ telles que f(0) = g(0) =0 et g’'(0) # 0. Montrer que f/g se
prolonge en une fonction €* au voisinage de 0.

[004031]

Exercice 4032 DL de f~!
Soit P € R[X] de valuation 1. Démontrer que pour tout entier n € N, il existe deux polynémes Q, et R, uniques
tels que :

X=0,0P+R,
deg 0, <n < V(Ry).

Application : Soit f: R — R bijective telle que f(x) = ayx +axx®> + - - -+ a,x" +o(x"), avec a; # 0. Démontrer
que f~! admet un développement limité en 0 & I’ordre n, et donner les deux premiers termes.
Correction V [004032]

Exercice 4033 DL de (1 —¢")"

Développer de deux manieres (1 —e*)" en 0 a I’ordre n+ 2.
En déduire Y{_,(—1)*C*k? pour p=0,1,...,n+2.
Correction ¥ [004033]

Exercice 4034 Approximation de f”

Soit f : R — R deux fois dérivable. Chercher }llin(l) ! (x—h)—2€lgx)+f (cth)
ﬁ

[004034]

Exercice 4035 Dérivation d’un DL d’ordre 2

Soit f : R — R convexe dérivable telle que f(a+h) = f(a) +hf'(a)+o(h?).

Démontrer que f est deux fois dérivable en a et f”(a) = 0 (comparer f’(a+ h) aux taux d’accroissement de f
entre a et a+ h, et entre a+ h et a+ 2h).

Ftudier le cas ot f(a+h) = f(a) +hf'(a) + HE +o(h2).

[004035]

Exercice 4036 f(x+y)f(x—y) < f2(x)
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Soit f: R — R de classe €2 telle que : V x,y € R, f(x+y)f(x—y) < f2(x).
Montrer que : V¢ € R, £(¢)f"(t) < f(¢). [004036]

60 Développements limités implicites

Exercice 4037 tan(x) = x

1. Montrer que I’équation tanx = x posséde une unique solution x, dans |nw — 5, n7+ 5[ (n € N).
2. Quelle relation lie x, et arctan(x;) ?

3. Donner un DL de x, en fonction de n a 1’ordre O pour n — oo.

4. En reportant dans la relation trouvée en 2, obtenir un DL de x,, a I’ordre 2.

Correction V¥ Vidéo W [004037]

Exercice 4038 maximum de xcos"x
On note f;,(x) = xcos”x. Soit x, € [0, 5] tel que f,(x,) soit maximal.

1. Existence et unicité de x;,, ?
2. Chercher lim,,_c0 X;,.

2l (i ).

3. Montrer que x;,

4. Trouver un équivalent de f,(x,).

Correction V¥ [004038]

Exercice 4039 Développement asymptotique
Soit f:x+—» Hler,

1. Tracer la courbe ¥ représentative de f.

2. Soit A € R™. Si A4 est assez grand, la droite d’équation y = A coupe % en deux points d’abscisses a < b.
(a) Montrer que a ~ %, etel ~ A pour A — +oo.
(b) Chercher la limite de »“ quand A tend vers oo,

Correction V [004039]

Exercice 4040 Polytechnique MP* 2000

Soit f(x) = % Montrer que pour tout n € N*, il existe un unique x, vérifiant f(x,) = 1 — 1. Trouver la
n|x

limite et un équivalent de la suite (x;,) en +oo.
Correction ¥ [004040]

Exercice 4041

Soit u, une suite réelle telle que pour tout 7 on ait u) + nu, — 1 = 0. Trouver un développement asymptotique 2
deux termes de u,,.

Correction ¥ [004041]

Exercice 4042 Mines MP 2001

Montrez que pour #n entier (n > 0) I’équation ¢* = n — x admet une unique solution positive x,,. Déterminer les
trois premiers termes du développement asymptotique de x,, en fonction de 7.

Correction ¥ [004042]

Exercice 4043 Centrale MP 2001

Pour tout n entier naturel non nul, on donne f;,(x) = nx" "' — (n+1)x" —

1

(S]]
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1. Montrer que f,, admet une unique racine positive notée x,,.

2. Montrer que la suite (x,) converge vers une limite ¢ et trouver un équivalent de x,, — /.

Correction V¥ [004043]

61 Equivalents

Exercice 4044 Recherche d’équivalents

Donner des équivalents simples pour les fonctions suivantes :

1. 26 —/T+4x—+1+6x2,en0

2. (cosx)¥"¥ — (cosx)'™™¥, en 0
3. arctanx -+ arctan% — 2—”, en /3
4. VX241 -2V +x+ Vx* +x2, en +oo
5. argch (%), en0
Correction V Vidéo W [004044]

Exercice 4045 Approximation de cos

Trouver a,b € R tels que

soit un o(x") en 0 avec n maximal.
Indication V¥ Correction ¥ Vidéo W [004045]

Exercice 4046 Approximation de sin

Trouver a,b € R tels que sinx — Tiﬁf@ soit infiniment petit d’ordre maximal.

Correction V¥ [004046]

Exercice 4047 Equivalent de arccosx en 1

Simplifier arccos(1 — 2x?), en trouver un équivalent pour x — 0, puis donner un équivalent de arccos(u)
pour u — 17,
[004047]

Exercice 4048 arcsinoarctan — arctan o arcsin

1. Soient P(X) = X +aX>?+bX> +cX’ et Q(X) = X + aX> + BX° + yX’. Chercher la partie de degré
inférieur ou égale a7de PoQ — QoP.

2. Application : Donner le DL a I’ordre 7 en 0 de arcsin(arctanx) — arctan(arcsinux).

Correction V¥ [004048]

Exercice 4049 (u" —Vv")/(u—v)

. . .. V__ U
Soient u,v deux fonctions positives, u ~ v, u — 0. Montrer que “ =~ ~ —In(v).

(Ecrire u = v+w avec w/v — 0)
[004049]

Exercice 4050 Développement asymptotique d’une réciproque

Soit f : [—1,+oo[ — [—e !, +oo[,x > xe*. Montrer que f est bijective et £~!(x) ~ In(x).

o0
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http://www.youtube.com/watch?v=QO_S3C9WRgc
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[004050]

X

Exercice 4051 Equivalent de x*

X

Chercher un équivalent simple en 0" de f;(x) = x*  (k fois x).

Correction V [004051]
Exercice 4052 Y}, kll,a
Soit & € 10, 1].
1. Montrer que : Vn € N*, W <(n+1)%—n* < 5.
2. En déduire que };_, k%"‘ ~ % pour 1 — co.
[004052]

Exercice 4053 (1+a,/n)"

1. Soit f(x) =In(14x) —x.
(a) Etudier f.

(b) Chercher un équivalent simple de f en 0.

(c) Soit (x,) une suite de réels telle que f(x,) = o(1/n). Montrer que nx2 — 0 lorsque 7 — oo.

2. Application : Soit (a,) une suite de réels. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(@) a, =o(y/n).
(b) (14%)" ~ e,

[004053]

62 Equations différentielles linéaires (I)

Exercice 4054 Equations linéaires d’ordre 1

Intégrer les équations suivantes :

L. 24x)y =2—y.
xy +y=cosx.
(1+x)y +y=(1+x)sinx.
2y —x?y=1.
3xy —4y = x.
y' +y = sinx + 3 sin2x.
2x(1=x)y' +(1=2x)y=1.
x(x+1)y 4y = arctanx.

e R A I o

x(x® = 1)y’ +2y = xInx — x2.
pour 8 : Etudier les problémes de raccordement.

Correction V

[004054]

Exercice 4055 Equations d’ordre 2 a coefficients constants

Intégrer :
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V' =2y +2y = xe".

Y/ =4y +4y =2(x—2)e".

vy — 4y +13y = 10cos 2x + 25sin 2x.
y" +y = cotanx.

Y43 2y =l

y"+y = P(x) ol P est un polyndme.
y? +y? =1 (dériver).

N kR W =

Correction V [004055]

Exercice 4056 Equations d’ordre 2 a coefficients non constants

Intégrer les équations suivantes :
1. y' —y' — ey = ¥ (poser u = €¥).
¥ — (6x+ %) y 4 8x2y = x* (poser u = x?).
x(1—21nx)y” + (1 +21nx)y’ — 2y = 0 (chercher une solution de la forme y = x%).
x%y" —2xy’ 42y = 2 +2x sinx (poser u = Inx).

x(x+1)y"—y —2y= 3x? (chercher une solution de 1’équation homogene de la forme y = x%).

Ky 4+ dxy +(2—-x)y=1 (posery = %)

X

(x? +3)y" +xy’ —y = 1 (chercher les solutions polynomiales).

el A i

xy"” — 2y —xy = 0 (dériver deux fois).

Correction V [004056]

Exercice 4057 Résolution par DSE

Chercher les solutions développables en série entiere des équations suivantes et résoudre complétement ces
équations.

1. 4xy” —2y' +9x%y = 0.

2. xy"+2y —xy=0.

3. 4xy" +2y —y=0.

4. y'+xy'+3y=0.

5. X%y 4+6xy + (6 —x*)y=—1.
6. x(x—1)y"+3xy'+y=0.

Correction V¥ [004057]

Exercice 4058 y(*) +y" 4y = |sinx]|

Montrer que I’équation : Y 4y 4y= | sinx| admet une et une seule solution m-périodique.
Correction V¥ [004058]

Exercice 4059 y’ +k%y =Yy  com

}12
Soit k € R. Résoudre y”’ +k%y = Y| O,
Correction V¥ [004059]

Exercice 4060 y' = |x —y|

Résoudre I’équation : y' = |x — y|. Etudier les problémes de raccordement.
Correction V [004060]
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Exercice 4061 y’ + |y| =1

Résoudre I’équation y” + [y| = 1, avec y(0) =0, y'(0) = 1.
Correction ¥ [004061]

Exercice 4062 Mines MP 2000

Résoudre (E) : 4xy” + 2y’ +y = 0 sachant que (E) admet deux solutions y et z telles que yz = 1. Comment
résoudre cette équation sans I’indication ?

Correction ¥ [004062]

Exercice 4063 Mines MP 2000
Soit E=%¢(R",R),beReta>0.

gtag=f
8(0) =b.
2. Montrer que si f est intégrable sur R*, g I’est également. Relation entre [T f(¢)dt et [15 g(t)dt.

1. Montrer que, pour tout f € E, il existe un unique g de ' (R*,R) tel que {

Correction V [004063]

Exercice 4064 Systemes différentiels a coefficients constants

x,y,z sont des fonctions de ¢. Résoudre les systemes :

X =2y+2z
I ¢y =—x+2y+2z
7=—-x+y+3z
/ =
5 y/+y Z
74+2z=y—1
3 Yy =y+z+sint
| =—y+32
X =x+y—z
4. ¢y =2x+y—-2z
7 =-2x+2y+z.
X =2x+y+z
504V =x—y—z
7 =—x+2y+2z

x' =2x+z+sht
6. ¢y =x—y—z+cht
7 = —x+2y+2z—cht.

Correction V¥ [004064]

Exercice 4065 Systeme différentiel a coefficients non constants

(P +1)x =tx+y+22— 1

(> +1)y =x—ty+3t.
Correction V [004065]

Résoudre le systeme différentiel suivant : {

Exercice 4066 Lemme des noyaux, Matexo
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Soit (p,q) € R? et (E) I’équation : y” + py’ + gy = 0. On note S I’ensemble des solutions de (E) et D I’applica-
tion de S dans S définie par D(f) = f'.

1. D peut elle étre une homothétie ?
2. Déterminer les valeurs de p et g pour lequelles D n’est pas un isomorphisme de S.

3. Vérifiez que Do D+ pD + gidg = 0 et montrer qu’il existe des nombres complexes r; et r, tels que :
(D —n ids) o (D — rzids) =0.

4. Les applications D — rjidg, D — ryidg peuvent-elles étre inversibles ?

[004066]

Exercice 4067 y’ +xy +y = 0, Matexo

On désigne par y la solution de I’équation différentielle y” +x y' +y = 0, avec les conditions de Cauchy y(0) =
0,y (0) =1.
1. Montrer que les dérivées de y vérifient y) 4+ x y("—1) 4 (n—1)y"2 =0, Vn>2.
2. Calculer par récurrence les dérivées successives de y en zéro.
3. Montrer que y admet le développement limité a I’origine (x — 0) :
3 5 kg1 2k+1
y(x) =x— %4— Ssx!—i-'-‘—i-%—i-o(x%”).

[004067]

Exercice 4068 f”(x)+ f(—x) = xcosx

Trouver les fonctions f : R — R de classe € telles que : V x € R, f”(x) + f(—x) = xcosx.
Correction ¥ [004068]

Exercice 4069 y"’ + tzh%; +y=0

On considere 1’équation différentielle : (x) < y’+ t% +y=0.

1. On pose z(x) =y'(x) + % Ecrire I’équation différentielle (d’ordre 1) sur z déduite de ().
2. Résoudre sur | — o0, 0[ et |0, 4-oo] I’équation en z, puis ().
3. Parmi les solutions trouvées, quelles sont celles prolongeables en 0 ?
On note yj la solution de (x) telle que yo(x) — 1 lorsque x — 0.
4. Démontrer que yy est de classe ¢! et que yg%) admet une limite finie en O.
En déduire que yg est de classe %? sur R.

5. Est-ce que I’aire comprise entre la courbe de yq et I’axe des abscisses est finie ?

Correction V¥ [004069]

Exercice 4070 y" +2xy + (x> — 1)y =0
Soit E = ¢~(R,C) et ® : E — E, définie par ®(f) = g ol g est I'application g : 1 — f'(t) +1f(¢).

1. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de .
2. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de ®2.
3. Résoudre I’équation : y” 4 2xy’ + (x> — 1)y = 0.

Correction V¥ [004070]

Exercice 4071 x> f"(x) +xf"(x) = A f(x)

Déterminer les éléments propres des endomorphismes suivants :
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1. E=R[X] ®(P)(X)=X?P"(X)+XP'(X).
2. E=%(10,+e[) @(f)(x) = 27 f"(x) +xf"(x).
3. E=%7(10,1]) @(f)(x) = \/ 135 (x).

Correction V [004071]

Exercice 4072 AP’ —nA’'P = AP

Soit A un polyndme a coefficients réels de degré 2 donné. Au polyndme P de degré inférieur ou égal a 2n on
fait correspondre le polyndme Q = AP’ — nA’P.

1. Montrer qu’on définit ainsi un endomorphisme ® de Ry, [X].

2. Chercher les valeurs propres et les vecteurs propres de ® dans les cas particuliers :

(a) A=X%—1,
(b) A=X2,
() A=X%+1.
Correction V [004072]

Exercice 4073 Equation intégrale

Trouver les applications g : R™ — R™ continues vérifiant pour tout x > 0 :

X X 2
%. t:ng(t)dt ! ( g(t)dt) .

X t=0

Correction V¥ [004073]

Exercice 4074 Inéquations différentielles

y(0

v
I

z(0)

Soient a,b : R — R continues, et y,z solutions de { y' = a(r)y+b(t)
7 <a(t)z+b(t).
Démontrer que : V¢ > 0, on a y(r) > z(1).
CorrectionV [004074]

Exercice 4075 Tangentes paralleles ou concourantes

Soit I’équation (x) <y = a(x)y + b(x) et xo un réel fixé. Montrer que les tangentes aux courbes intégrales au
point d’abscisse xp sont paralleles ou concourantes.
Correction ¥ [004075]

Exercice 4076 y' + ay = fct périodique

Soit A € Cet ¢ : R — C T-périodique. On considére 1’équation : (x) <y + A1y = ¢(x).
1. Montrer que si y est solution de (x), alors y(x+ T') est aussi solution.
2. En déduire que y, solution de (), est T-périodique si et seulement si y(0) = y(7T).

3. Montrer que, sauf pour des valeurs exceptionnelles de A, I’équation (*) admet une et une seule solution
T-périodique.

[004076]

Exercice 4077 Coefficients périodiques

Soit I’équation (x) < y' +a(x)y = b(x) ot a, b sont des fonctions continues, T-périodiques.
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1. Montrer que si y est solution de (x), alors la fonction définie par z(x) = y(x+ T') est aussi solution.

2. En déduire que si [ a(t)dr # 0, alors () admet une unique solution T-périodique.

Correction V¥ [004077]

Exercice 4078 Equation intégrale

Soit E = {fcts : [0,1] — R continues } et ®: E — E, f +— g avec g(x) = f,lzo inf(¢,x) f(¢)dt.
Chercher les valeurs propres et les fonctions propres de .
Correction V¥ [004078]

Exercice 4079 Matexo
Soit k € R* fixé. On considere : E = {f € €%([0,1],R) tq £(0) =0 et £(1) = 3}.

1
Déterminer }ng/ (f(t) + kf(1))*dt. Indication : poser f' +kf = g et calculer f(1) en fonction de g.
€ =0

Correction V [004079]

Exercice 4080 Ulm-Lyon-Cachan MP* 2000

Soient u, v, w trois applications bornées et de classe ¢! sur R, a valeurs dans R, vérifiant : o/ +v =w;w' = —v;
Jo> [l ||* < +oo. On suppose qu’il existe une suite de terme général ¢, tendant vers +oo telle que u(t,) tend
vers a € R3.

ﬁ t’i;;z”u(t) dt tend vers a.

1t t2m
2w Ji=t,

1. Montrer que la suite de terme général u,, =

1 rty+27

2. Montrer que les suites de termes généraux v, = 37 Jiet
—tn

v(t)dt etw, = w(t) dt tendent vers 0.

Correction V [004080]

Exercice 4081 Centrale MP 2001
Soit f continue et intégrable sur R. On considere I’équation différentielle (E) : y —y+ f = 0.

1. Montrer que (E) admet une unique solution F' bornée sur R.

2. Montrer que F est intégrable sur R et comparer [*= F et [72 f.

Correction V¥ [004081]

Exercice 4082 Centrale MP 2001
Trouver les fonctions f, g continues vérifiant : [, f(1)dt =x—1+4g(x) et [Z,g(t)dt =x—1+ f(x).
Correction ¥ [004082]

Exercice 4083 X MP* 2000

On considere 1I’équation différentielle y' = sin(x + y). Montrer que pour toute condition initiale ’intervalle
maximal est R. Ensemble des points d’inflexion des courbes solutions ?

Correction V¥ [004083]

Exercice 4084 Polytechnique PC 2002
Soit I’équation différentielle : (E) < u”(x) + (k — 2d cos(x))u(x) = 0.

1. Existence et domaine de définition des solutions maximales A et B telles que A(0) = 1, A’(0) =0 et
B(0)=0,B'(0) = 1.

2. Montrer que A est paire et B est impaire.
3. Montrer que A(k,d,x) = A(k,0,x) +2d [_,B(d,0,x —t)A(k,d,x) cos(t) dt.

187



Correction V [004084]

Exercice 4085 f+— f+ f’ (Mines MP 2003)

Soit E I’ensemble des fonctions f: R — R de classe ¢ telle que pour tout k € N, f ) est bornée.
Soitu:E —E,f+ f+f.

1. Montrer que u € Z(E).
2. Est-ce que u est injectif ?

3. Est-ce que u est surjectif ?

Correction V [004085]

Exercice 4086 Centrale MP 2004
On considere 1’équation différentielle : —y” + % = f ol p € N* et f est une fonction continue donnée.

1. Donner les solutions de cette équation. Montrer que x — — [;*, pf(¢)sh (%) dt est solution.

2. Montrer qu’il existe une unique solution telle que y(0) = y(1) = 0. On la note u,,.

3. Montrer que (u,,) converge simplement vers une fonction que 1’on déterminera.

Correction V¥ [004086]

Exercice 4087 Centrale MP 2004
Soit A € Ret (&) & L9 1 (1 - 2)x2u(x) = 0.

dx?

1. Montrer que les solutions de (&) sont de la forme H (x)e*xz/ 2 oll H est une fonction développable en
série entiere.

2. Déterminer les valeurs de A telles que H soit une fonction polynomiale non nulle.

Correction V [004087]

63 Equations différentielles linéaires (II)

Exercice 4088 Lemme de Gronwall (X MP* 2003)
Soient f, g deux fonctions continues et a € R vérifiant : V¢ >0, g(t) >0 et f(t) <a+ [_of(u)g(u)du.

Montrer : V¢ >0, f(1) < aexp(f;:()g(u)du).
Correction ¥ [004088]

Exercice 4089 y"+y >0

Soit £ : R — R de classe € telle que : V x € R, f(x)+ f"(x) > 0.
Montrer que : Vx € R, f(x)+ f(x+m) > 0.
Correction V [004089]

Exercice 4090 "+ '+ f—0

Soit f: R — R de classe €72 telle que f”(¢) + f'(¢t) + f(t) — 0 lorsque t — —+oo. Démontrer que f(¢) — 0
lorsque t — oo.
Correction V [004090]

Exercice 4091 f” > f +2/ch(x)3, Centrale PC 1997
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Soit f de classe €2 de R dans R telle que £(0) = f'(0) = 0 et pour tout x : f”(x) > f(x) + ﬁ Montrer pour
sh(x)?

tout x : f(x) > IR [004091]

Exercice 4092 y +ay =b, y(—) =0
Soit a,b : R — R continues telles que : V x € R, a(x) > 1 et b(x) — 0 lorsque x — H-oo.

1. Montrer que toute solution de 1’équation : y' +ay = b tend vers 0 en oo,

2. On suppose b(x) — 0 lorsque x — —oo. Montrer qu’il y a une unique solution y qui tend vers 0 en —co.

Correction V [004092]

Exercice 4093 Y’ +ay=0,a > 0=y s’annule

Soit a : R — R** une fonction continue.

1. Soit y une solution de 1’équation y” + a(x)y = 0. Montrer que y s’annule au moins une fois sur R.

2. Soit z une solution de 1’équation z” — a(x)z = 0. Montrer que z = 0 ou bien z s’annule au plus une fois
sur R.

Correction V¥ [004093]

Exercice 4094 y’ + ay’ = 0 a croissante positive => y est bornée

Soit @ : R — R une fonction de classe ¢! croissante strictement positive et y une solution de 1’équation :
y" +a(t)y = 0. Montrer que y est bornée au voisinage de +oo (on étudiera z = y*> +y?/a). [004094]

Exercice 4095 y’ +ay = 0, a intégrable

Soit a : Rt — R continue intégrable. Montrer 1’équation y” + a(¢)y = 0 admet des solutions non bornées sur
[0, +oo[ (on commencera par prouver que si yj,y, sont deux solutions alors le déterminant wronskien de y; et
y; est constant).

Correction ¥ [004095]

Exercice 4096 Zéros entrelacés (Centrale MP 2003)

Soient r et ¢ deux fonctions continues définies sur I = [a, b] telles que : V x € I, r(x) > g(x). On considere les
équations différentielles :

(E) ey +qy=0, (E)&"+rz=0.

1. Soit y une solution de (E}) et xo,x; deux zéros consécutifs de y. y'(xo) et y'(x1) peuvent-ils étre nuls ?
Que dire de leurs signes ?

y(x)  z2(x)
Yx) Z(x)

3. Montrer que z a un zéro dans |xg,x; [ ou z(xp) = z(x;) = 0.

2. Soit z une solution de (E3). On considere W (x) = . Calculer W’ (x) et W (x1) — W (xo).

4. Soit u une solution de (E;). Montrer que u est soit proportionnelle a y, soit admet un unique zéro
dans ]xg,x; ][

Correction V [004096]

Exercice 4097 Zéros des solutions de y” +ay’ + by =0

On considere I’équation (x) <= y” +a(t)y' +b(t)y = 0, avec a, b continues.
1. Soit y une solution non nulle de (x). Montrer que les zéros de y sont isolés.
2. Soient y,z deux solutions de (x) non proportionelles.

(a) Montrer que y et z n’ont pas de zéros commun.
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(b) Montrer que si u, v sont deux zéros consécutifs de y, alors z posseéde un unique zéro dans I’intervalle
Ju, v[ (étudier 7).

Correction V¥ [004097]

Exercice 4098 " + (1 + %2) y=0

Soit A > 0 et y une solution de y” + (1 + %2) y = 0. Montrer que pour tout a € R, y a un zéro dans I’intervalle

la,a+ x[. (Etudier z =y @ — y¢' ot @(t) = sin(t — a))
Correction ¥ [004098]

Exercice 4099 Y’ +¢'y =0

Soit y : R — R une solution non identiquement nulle de y” + ¢’y = 0.

1. Montrer que I’ensemble des zéros de y est infini dénombrable.

o) = sin(e“"/z(t —an)>

2. Onnote a, le néme zéro positif de y. En utilisant les fonctions ) 5 montrer
y(o) =sin(e12(t —a,))
T T
que = on Sdpy1 —an < wan/2
3. Donner un équivalent de a, quand n — oo.
Correction V¥ [004099]

Exercice 4100 Conditions aux limites
Soient f,g : [a,b] — R continues avec f positive. Montrer qu’il existe une unique solution pour le probleme

aux limites : y” = f(t)y+g(t), y(a) = y(b) =0.
Correction V [004100]

Exercice 4101 Comparaison de solutions

Soient p,q : R — R continues avec : V¥ x € R, g(x) < 0. Soient y,z: R — R de classe € vérifiant :

{Vx ER, y'+px)y +q(x)y <"+ p(x)7 +q(x)z
y(a) < z(a), y'(a) <(a).

Montrer que : V x > a, y(x) < z(x).
Correction ¥ [004101]

Exercice 4102 Systeme différentiel & coefficients positifs

Soit A : RT — #,(R),t + (a;(t)) continue avec : V ¢t >0, V i, j, a;j(f) > 0 et X une solution du systéme
différentiel X'(r) = A(¢)X (¢). Montrer que si toutes les coordonnées de X (0) sont positives ou nulles il en est
de méme pour X (¢) pour tout # (commencer par le cas strictement positif).

Correction ¥ [004102]

Exercice 4103 Intégrale fonction d’un parametre

On pose f(x) = [15 e’”‘ d’ . Former une équation différentielle satisfaite par f. En déduire f.
Correction ¥ [004103]

Exercice 4104 Ulm MP* 2000
Soit I = [a,b] C R. On suppose que la fonction A est strictement positive sur /.
On pose E = {f € €*(I)| f(a) = f(b) = 0}. On considére enfin I’opérateur K : f %~

1. Montrer que Sp(K) C | —0,0].
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2. Trouver un produit scalaire ( | ) pour lequel deux vecteurs propres associés a des valeurs propres dis-
tinctes sont orthogonaux.

3. On suppose que I = R et que A(x) > 1 pour x > 2. Soit A < 0.

i =AM,
(a) Montrer qu’il existe une unique f; € ¢ (R*,R) telle { £;(0) =0
£,0)=1.
(b) Montrer f3 a une infinité dénombrable de zéros (xo < x| < --- < x, < ...) et que la suite (x,) tend
VErS ~+oo.
Correction ¥ [004104]

Exercice 4105 Centrale MP 2001

1. Soit f de classe ¢! de [0, 7] dans R telle que £(0) = f(7) = 0. Montrer que [ f2 < fo' .
Indication : prolonger f en une fonction impaire 27-périodique.

2. Soit une fonction g de classe €' sur [0, 7], & valeurs dans | — oo, 1]. Montrer que 1’unique fonction x de
classe 4% s’annulant en 0 et en 7 et vérifiant I’équation différentielle x” (¢) +¢(¢)x(¢) = 0 est la fonction
nulle.

3. Soit f une fonction de classe € sur [0,7] et deux réels a,b fixés. Montrer qu’il existe une unique
solution x de classe € vérifiant x(0) = a, x(7) = b et " (t) +q(t)x(t) = f(¢).

Correction V [004105]

Exercice 4106 X MP* 2000

On considere 1’équation différentielle a coefficients continus sur R : x” + p(¢)x’ + ¢(#)x = 0. Trouver une cond-
tion nécessaire portant sur p et g pour qu’il existe deux solutions sur R dont le produit vaut constamment un.
Correction V¥ [004106]

Exercice 4107 X MP* 2000

Soit A coninue de .#,(R) dans lui-méme. On suppose que les a;;() restent positifs quand ¢ décrit R, et I’on
se donne un vecteur X, dont toutes les composantes sont positives. Montrer qu’en désignant par X (¢) la valeur
ent du systtme Y’ = AY valant Xj en r = 0, on a pour tout > 0 et pour tout i I'inégalité x;(z) > 0.

Correction V¥ [004107]

Exercice 4108 ENS MP 2002

Soit une application A de classe € sur R a valeurs dans .#,(C), telle que les valeurs propres de A(0) aient
toutes une partie réelle strictement positive. Soit F de classe € sur R, a valeurs dans C". Montrer qu’il existe
X de classe € sur R, a valeurs dans C", solution de X' (¢) + A(¢)X (t) = F(¢).

Indication : commencer par le cas n = 1, A constante.

Correction V¥ [004108]

Exercice 4109 X MP* 2003

1. Soient f,g: R — R continues et k > 0,19 € R tels que : V1 > 10, f(r) < g(t) +k [, f(u)du.
Montrer que : V't > 19, f(1) < g(t) +kf;:t0 K=" g(u)du.

2. SoientA,B:R — .,(R) continues, T > 1y, K >0etn >0telsque: V€ [t,T], [|A(7)|| < Ket]|A(r)—
B(t)]|| < n. On note My (resp. Np) la solution du probleme de Cauchy : M(ty) =1, M'(tr) = A(t)M(t)
(resp. N(to) =1, N'(t) = B(t)N(t)). Montrer que : V t € [to, T, |||Mo(t) — No(z)]|| < eKU=10) (enl=10) 1),

3. On note X; (resp. Yp) la solution du probléme de Cauchy dans R" : X (19) = a, X'(t) = A(¢)X (¢) (resp.
Y(to) =0, Y'(t) = B(t)Y () ou o € R". Quelle majoration a-t-on sur ||Xo(7) — Yo()|| ?

Correction V [004109]
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64 Equations différentielles non linéaires (I)

Exercice 4110 Equations 2 variables séparables

Y =y(1+y).
y' =sinxcosy.

2yy'Vx=/y*— 1.

1 +xy’ = €, condition initiale : y(1) = 1.

A A

y = /|y| : étudier les problemes de raccordements.

Correction Vv

[004110]

Exercice 4111 Equations homogénes

Correction V

[004111]

Exercice 4112 Equations de Bernouilli

Loxy +y=x.
2. 2%y +y= zy—"f

3. VXY —y+ (x+2vx),/y=0.
4. xy +y=(xy)2

5. %y =y(3x* +y?).

Correction V

[004112]

Exercice 4113 Equations de Riccati

Loy +y*) =xy— 1.

Correction Vv

[004113]

Exercice 4114 Divers ordre 1

2 2 ! . _
(x*—y*—1)y =2xy : poser z = x2+§271'
Correction V¥

[004114]

Exercice 4115 Centrale MP 2004

X (1) = 2x(0)y(r)

Soitn >0et (S) & {y’(t) — —xz(t) -|-y2(t).

1. Soit y: ¢+ (x(¢),y(¢)) une solution de (S). Trouver une autre solution présentant une symétrie avec
¥. Peut-on avoir comme solution 6(¢) = Ay(ur) ? En déduire une propriété géométriques des solutions

maximales de (S).

2. Déterminer les courbes du plan formées des points (xg,yo) ou les solutions de (S) ont des tangentes

paralleles aux axes (Ox) et (Oy). En déduire quelques solutions particulieres.
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3. A supposer qu’il existe @ : I C R — R telle que y(r) = (x(¢),y(¢)) vérifie y(t) = P(x(r)), déterminer P
et en déduire toutes les courbes intégrales.

Correction Vv [004115]

Exercice 4116 Chimie P 91
Résoudre numériquement le systeme

y =y
7=y-z
y(0) =1etz(0)=0.
Prendre 7 = 0.1 et faire un tableau avec 10 valeurs. Faire la résolution analytique.
Correction V¥ [004116]

Exercice 4117 Equations d’ordre 2

1. y" =siny, y(0) = . y'(0) = V2.
2. 2(2a—y)y" =y".
3. yy' =y?—y*:poserz=y'/y.

Correction V¥ [004117]

65 Equations différentielles non linéaires (II)

Exercice 4118 Centrale MP 2000

Existe-t-il des solutions de classe €' sur R de I’équation différentielle : y’ + 2,/y = 07 Que peut-on dire de
I’équation : y'* = 4y ? [004118]

Exercice 4119 Etude qualitative : y = x> 4 y°

Soit y la solution maximale de I’équation y' = x> +y? telle que y(0) = a > 0, et I = |&, B[ son intervalle de
définition. Montrer que y est strictement croissante sur [0, B[, que B est borné, et que y — oo lorsque x — 3.
Correction V¥ [004119]

Exercice 4120 Etude qualitative : y/ = x — ¢’

Soit y une solution maximale de I’équation y/ = x — ¢”.

1. Montrer que y est décroissante puis croissante.

2. Montrer que y est définie jusqu’en —+oo et que sa courbe représentative admet une branche parabolique
horizontale.

3. Montrer que ¢t > —oo et que y — oo lorsque x — .

Correction V [004120]

Exercice 4121 Etude qualitative : x' = cos(t) 4 cos(x)

Soit x la solution maximale du probleme de Cauchy : x’ = cos(r) + cos(x), x(0) = xo € ]0, 7[.
Montrer que x est définiesur Ret: V¢ >0, 0 < x(¢) < 7. [004121]

Exercice 4122 Etude qualitative : X' = x> — ¢, ENS Cachan MP* 2005

On considere 1’équationn différentielle (E) : ¥ = x> —t et I’ensemble Dy = {(t,x) |x* —t < 0}.
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Montrer que si x est une solution de (E) vérifiant (fo,x(fo)) € Do, alors x est définie sur [fg, +oo[ et la courbe
intégrale reste dans Dy. En déduire que x(z) ~ —/t.

t—>+oo
Correction ¥ [004122]

Exercice 4123 Intervalle maximal pour y' = f(y)

Soit f: R — R de classe €’ strictement positive et y la solution maximale définie sur |or, B[ du probleme de
Cauchy : ¥y = f(y), y(x0) = yo. Montrer que 8 = xo+ j,_)o 7 etque y — oo lorsque x — . [004123]

Exercice 4124 Etude qualitative de y = 2ry+y?

On considere 1’équation : y' = 2ty +y?, y(ty) = yo. Soit y une solution maximale.

1. Montrer que y = 0 ou bien y ne s’annulle pas.

2. On choisit yg > 0,7y < 0. Soit |¢;, ;[ le domaine d’existence de y.
(a) Montrer que si yp > —21, alors y est strictement croissante sur [fo, f|.
(b) Montrer que #; = —oo. (sinon, y et y’ seraient bornées sur |1,7].)
(c) Donner I’allure générale de la courbe de y.

3. Résoudre I’équation en posant z(t) = exyp(gl)z).

[004124]

Exercice 4125 Equation admettant simultanément ¢ et sint comme solution

Existe-t-il une fonction f : (y,¢) — f(y,) de classe €' et n € N* tels que I’équation : y") = f(y,t) admette les
deux solutions y(t) =t et y(¢) = sint sur R ?
Méme question avec I’équation y") = f(y("=1 .. y1). [004125]

Exercice 4126 y' = F(x,y), y(a) = a, y(b) = B

Soit F : [a,b] x R — R de classe ¢! telle que pour tout x € [a,b], I’application y +— F(x,y) est strictement
croissante. Montrer que pour tous &, 3 € R, il existe au plus une solution a I’équation : y" = F(x,y) avec les
conditions aux limites y(a) = &, y(b) = B.

Correction V [004126]

Exercice 4127 Comparaison d’équations

Y =rfnt)
Soient y, z solutions de < 7/ = g(z,1) ou f,g sont deux fonctions localement lipschitziennes telles que :
¥(0) = z(0)

{v wt, fu,t) < glu,t)

Vuvt, u<v= f(u,t) < f(vt).

Zi‘: (Z£7 )+8

2¢(0) = y(0).
Montrer que z¢ > y (sur leur domaine commun de définition).

1. Pour € > 0, on note z. la solution de {

2. Démontrer que z¢ — z lorsque varepsilon — 0" uniformément sur tout intervalle borné. Conclusion ?

[004127]

Exercice 4128 Etude de I’équation
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y" +siny =0
{y(O) =0,y (0)=a>0.
Soit y la solution maximale. On a I’intégrale premiere : % —cosy=C=o’—1.
1. (a) Montrer que y est définie sur R.
(b) Montrer que y est impaire.
2. On suppose ici que C > 1.
(a) Montrer qu’il existe un plus petit T > 0 tel que y(7') = 2.
(b) Montrerque: Ve R, y(t+T) =y(t)+2m.
3. On suppose ici que —1 <C < 1:On pose C = —cosB, et F(x) = [, m.
(a) Soit @ maximal tel que y'(z) > 0 sur [0,a[. Montrer que y(a) = 0 et F(0) = a.
(b) Montrer que y est 4a-périodique.
4. Etudier les cas C = 1,C=-1.

[004128]

Exercice 4129 Résolution approchée de y' = f(y,7), y(a) = yo par la méthode d’Euler

On suppose que f est bornée par M et |f(y,s) — f(z,t)| < K(]y—z|+ |s —¢]). On divise [a,b] en n intervalles
lak,ak+1), ax = a+ k% et on approche la solution y par la fonction z, continue affine par morceaux définie
par :

{z(ao) = Yo

sur Jag, a1 ], 2 = f(z(ar), ar).

1. Soit & = |z(ax) —y(ax)|- Montrer que : V ¢ € [ag,arr 1), |y(t) —z(t)| < kb2 (M +1) + (1 +Kh)g, (h =

b—a
).

2. En déduire que sup |y —z| < (M +1)(eK(0-4) —1)b=a,

n

[004129]

Exercice 4130 Lyon MP* 2000

1. Soit f une application minorée et de classe €' sur R, a valeurs dans R. Montrer qu’il existe une suite
(ay,) telle que la suite (f’(a,)) tende vers 0.

2. Soit f une application minorée et de classe ¢’ sur R”, 2 valeurs dans R. Montrer qu’il existe une suite
(ay) de R? telle que la suite (df(a,)) tende vers 0, c’est a dire V f(a,) tend vers 0.

Correction V [004130]

Exercice 4131 ENS MP* 2001
Soit un vecteur v = (vi,v2,v3) de R3 muni de sa base canonique (e1,e2,e3). Montrer qu’il existe une unique

fonction u = (u1,us,u3) de classe €' de R dans R telle que u’ +u A’ = —u A (uze3) et u(0) = v.
Indication : étudier la fonction p — p+u\ p avant de pouvoir évoquer le théoreme de Cauchy-Lipschitz.
Correction V¥ [004131]

Exercice 4132 Centrale MP 2001
On définit une suite de fonctions sur [0, 1] de la maniére suivante : fj est la fonction constante 1 et pour tout
x€[0,1]etn €N, frp1(x) =14 [L, fult — 1) dt.
1. En étudiant f, | — f, montrer que la suite (f,) converge uniformément sur [0, 1]. On note f sa limite.
2. Montrer que f est de classe €™ sur [0, 1]. Que valent f’(0) et f'(1)?
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3. Etudier la concavité de f.
4. Montrer que pour tout x € [0,1] ona 1 +x < f(x) < exp(x).

Correction V¥ [004132]

Exercice 4133 ENS MP 2002

Soient f: R? — R, (t,x) — f(t,x) de classe €', et a,b des réels tels que a < b. On suppose que f est T-
périodique par rapport 2 et que lona: Vit € R, f(t,a) > 0et f(z,b) <O.

1. Que peut-on dire des solutions du probleme de Cauchy E, : (x'(t) = f(¢,x(r)), x(0) =y € [a,b]) ?
2. Montrer que toute solution maximale est définie sur R™ et a valeurs dans [a, b].

3. Montrer qu’il existe une solution de E, qui est 7-périodique.

Correction V¥ [004133]

Exercice 4134 X MP* 2005

Soit J un intervalle de R et f : J x R” — R” continue. On suppose qu’il existe a,b continues de J dans R
telles que, pour tous 7,y : (f(t,y) | y) < a(t)||y||> +b(¢). Montrer que toute solution maximale de y’ = f(¢,y) est
définie sur J entier.

Correction V¥ [004134]

Exercice 4135 Systeme autonome, ENS Ulm-Lyon-Cachan MP* 2006
On considere le systeme différentiel :

X =x(1-y)
¥) {:){ y’zy(x—f)-

dont on cherche les solutions (x,y) définies sur R a valeurs dans (R**)2,
1. Trouver une fonction f € €2((R**)2,R) telle que pour toute solution (x,y) de V, f(x,y) soit constante.
2. Montrer que les solutions de (V') sont périodiques.

Correction V [004135]

66 Dérivées partielles

Exercice 4136 Calcul de dérivées partielles

Calculer les dérivées partielles des fonctions :
L flxy2) = (x+2)%)
2. f(x,y) = min(x,y*)

8(x)—g() :
3. fley) =9 "7 Ay
g (x) six=y.
[004136]
Exercice 4137 DL d’ordre 1
. d Io) J
Soit f : R? — R de classe €' telle que £(0,1,1) =0, 9£(0,1,1) =1, a{(0, 1,1)=2,%L(0,1,1)=3.
2 1
Peut-on déterminer lim,_,q % ?
Correction V [004137]

Exercice 4138 Simplification

: s 1+ _
Soit f(x,y) = arcsin <(1+x2;€2}1+)2)> et g(x,y) = arctanx — arctan y.
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1. Vérifier que f est définie sur R?.
2. Calculer les dérivées partielles premicres de f et de g.
3. Simplifier f a I’aide de g.

Correction Vv

[004138]

Exercice 4139 Somme des angles d’un triangle

Sur quelle partie D de R la fonction

2y — 2 242 2 242 —y2

Y )+arccos(L) —i—arccos(iy)
2xy 2yz 2zx

est-elle définie ? Montrer que f est constante lorsque x, y,z sont strictement positifs.

fi(y,z)— arccos(

[004139]

Exercice 4140 Intégrale fonction de parametres

Soit f: R? — Rdeclasse €' et g : R" = R, (x1,...,x,) — ftlzof(t,xlt+x2t2 + ot x,t")dr.
Montrer que g est de classe €' et calculer ses dérivées partielles.

[004140]

Exercice 4141 Dérivées secondes composées

Soient u,v, f, g : R? — R des fonctions de classe €7 liées par la relation :

v ()C,y) € R2a f(xay) = g(u(xay)vv(x7y))'

Calculer les dérivées partielles premicres et secondes de f en fonction de celles de g.

Correction V

[004141]

Exercice 4142 Les polynomes complexes sont harmoniques

Soient P € C[X] et f : R* = C, (x,y) — P(x+iy). Montrer que a _|_ 2 f —0.

[004142]

Exercice 4143 Laplacien en polaires

Soit f : R? — R de classe €2, et g(p,0) = f(pcos@,psin®). On pose Af = % a—f (laplacien de f).

Jdg dg J*g g
1. Calculer 5> p° 90° 9p2> 992 N fonction des dérivées partielles de f.

2. Exprimer Af en fonction des dérivées de g.

Correction V¥ [004143]
Exercice 4144 Laplacien en sphériques
x=rcosBcos@
Soient f: R3 + R de classe €2, @ : R? — R3 (r,0,0) — (x,y,z) avec { y=rsinOcosqp et F = fod,
z=rsinQ,
Vérifier que :
0’°F 20F 10*F tan@dF 1 9%F

A=t 5,  2ag2 " 7 g Peovg e’

Pour cet exercice, il est conseillé de prendre la feuille dans le sens de la longueur, et d’y aller calmement, en

vérifiant ses calculs.

[004144]

Exercice 4145 Laplacien en dimension n

Soit f une application de classe ¢’> de R™* dans R.
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On définit une application F de R"\ {0} dans R par : F(xy,...,x,) = f( X344 x2).
Calculer le laplacien de F en fonction de f.
Correction ¥ [004145]

Exercice 4146 Contre-exemple au théoreme de Schwarz

Soit f : R — R une fonction 7-périodique de classe 2. On pose pour (x,y) € R? : g(x,y) = r>f(80) avec

(x,y) = (rcos0,rsin@). Calculer %(O,y) et %",(x, 0) en fonction de f. En déduire les valeurs de ;}%(0,0) et

2
aiagy (0,0). Construire un exemple précis (donner g(x,y) en fonction de x et y) pour lequel ces deux dérivées

sont distinctes.
Correction V [004146]

Exercice 4147 Contre-exemple au théoreme de Schwarz (Centrale MP 2003)

Soit f(x,y) = 2225 si (x,y) # 0 et £(0,0) = 0.

x“+y

1. Etudier la continuité de f et de ses dérivées partielles premieres sur R2.
32
(0,0) # 54:(0,0).

Correction Vv [004147]

2. Montrer que 9’ f
: q dxdy

Exercice 4148 Dérivées d’ordre k distinctes
Trouver f; : R? — R de classe €* telle que les k + 1 dérivées d’ordre k en (0,0) soient distinctes.

[004148]

Exercice 4149 Les isométries conservent le laplacien

Soit ¢ : R?> — R? une isométrie pour la norme | ||».

1. Montrer que la matrice jacobienne de ¢ est constante, égale 2 la matrice dans la base canonique de R?
de la partie linéaire de ¢.

2. Soit f: R? — R de classe €. Montrer que (Af)o @ = A(fo @).

[004149]

Exercice 4150 Changement de variables affine

Soit @ : R — R? une application affine.

1. Montrer que la matrice jacobienne, J, de ¢ est constante.

ZLA) 2L
2. Soit f: R? — R de classe 4. Pour A € R?, on note Hy(A) = ( 33“; ((A)) %yz‘if.‘ (A ) (matrice Hessienne
dxdy 0y?

de f). Montrer que : VA € R%, Hyop(A) ="JH(9(A))J.

[004150]
Exercice 4151 Formule de Leibniz
Soient f, g : R?> — R de classe €. Calculer % en fonction des dérivées de f et g.
Correction V [004151]

Exercice 4152 Intégration de formes différentielles

Déterminer les fonctions f : D C R? — R vérifiant :

9f _ 24x
1 ox ~ y
) 9f 2ty
dy = «x
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af _ 1=

o) dx T (x+y+1)?

' af _  24x

dy — (x+y+1)?
of _ _»?

3. 4 9 )
af _ _x2
dy — (xty)?
af _ 1
9 _ 9y _ x
ay — T2

Correction Vv [004152]

Exercice 4153 Formes différentielles exactes

Trouver les fonctions f: R — R de classe ¢ telles que la forme différentielle @ = f(y)(xe’ dx + ydy) soit
exacte. Déterminer alors ses primitives.

Correction V [004153]

Exercice 4154

Quelles sont les applications f : R?> — R de classe ¢! telles que la forme différentielle :
o = f(x,y)d(x* +y?) soit exacte ?
Correction V [004154]

Exercice 4155
Trouver les fonctions f,g : R — R de classe &' telles que la forme différentielle :

2
o =2xzdx+ f(y)g(z)dy+ (x2 + %) dz soit exacte. Déterminer alors ses primitives.
Correction ¥ [004155]

Exercice 4156 Equation associée a une différentielle exacte

I 1
(xvy) - %

( ) lnx

2. Application : Résoudre 1’équation différentielle : (xInx)y’ + (Inx+y— 1)y 0.

‘Q.J
~ =1~

1. Déterminer les fonctions f: R™ x R™* — R vérifiant : {

Q)‘QJQ_J

Correction V¥ [004156]

Exercice 4157 Equation aux dérivées partielles

Trouver les fonctions polynomiales f : R — R vérifiant : x af + y =4f. [004157]

Exercice 4158 DL d’ordre 2
Soit f : R? — R de classe 2. Démontrer que :

f(a+h,b+k)=f(a,b)+< af af)( ,b) + 2<h282f+2hk o°f +k282f

2 2
ax Koy o My TR 2) (@) +o(l"+K).

[004158]

Exercice 4159 Ajustement linéaire

Probléme d’ajustement linéaire : Etant donné n couples de réels (x;,y;) 1 < i < n, on cherche une droite D
d’équation y = ax+ b telle que U(a, b) ", (yi — ax; — b)? soit minimal.

1
Onnote X = YL x;, V= , Xl Vi, X 72[ lxl,xy—fZ, lx,y,,etonsupposexzyéx

1. Résoudre le probleéme.
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2. Interpréter la relation x2 #£ X% a1’aide de I’inégalité de Cauchy-Schwarz.

[004159]
Exercice 4160 Jacobien des fonctions symétriques
Soit f: R" — R", (x1,...,%,) — (O1,...,0p)
ou oy,...,0, sont les fonctions symétriques élémentaires de xi,...,x,. Calculer le déterminant jacobien de f.
Correction V¥ [004160]

Exercice 4161 Changement de variables

On pose f(x,y) = (x+y,xy) = (u,v). Montrer que f induit un ¢"'-difféomorphisme de U sur V ot U et V sont
des ouverts de R? a préciser. Chercher I’expression de f~! et vérifier que le produit des matrices jacobiennes
estégalal.

[004161]

Exercice 4162 Changement de variables

Soit f: R* — R3, (x,y,2) — (e® + %, e** — €%, x —y). Montrer que f induit un %' -difféomorphisme de R? sur
un ouvert a préciser.
Correction V¥ [004162]

Exercice 4163 Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit U un ouvert convexe de R” et f : U — R de classe € dont les dérivées secondes sont bornées :

Vi, j, VAEU A A<M
1 <M.
s Js ’ axiaxj
: —F(A) — 0 M| AB];
1. Montrer que : VA,B€ U, |f(B)— f(A) —df1(AB)| < =51
M| AB];

2. Montrerque : VA,B€ U,

f(B)—f(A)— dfc(A_’B)} < =7 ol Cest le milieu de [A, B].

[004163]

Exercice 4164 Application du théoreme des fonctions implicites

On considere la courbe d’équation ¢~ = 14 2x+y. Donner la tangente a cette courbe et la position par rapport
a la tangente au point (0,0).
Correction V¥ [004164]

Exercice 4165 Théoreéme des fonctions implicites

1. Montrer que 1’équation : x> 4+ y* — 3xy = 1 définit au voisinage de 0 une fonction implicite : y = ¢(x)
telle que ¢(0) = 1.

2. Donner le DL de ¢ en 0 a I’ordre 3.

Correction V [004165]

Exercice 4166 Théoreme des fonctions implicites, Ensi P 91

Montrer que 1’égalité 2¢**Y +y — x = 0 définit y = @(x) au voisinage de (1,—1). Calculer ¢'(1) et ¢”(1).
Correction ¥ [004166]

Exercice 4167 Equation implicite xInx = ylny

Soit f(x,y) =xInx—ylny (x,y > 0).
Pour k € R, on considere la courbe % d’équation f(x,y) = k.
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1. Suivant la position de (a,b) € %%, préciser I’orientation de la tangente & 6 en (a,b).

2. Dresser le tableau de variations de ¢ (f) = rInt.

3. Dessiner . (Etudier en particulier les points (0,1),(1,0) et (é, %) al’aide de DL)

4. Indiquer I’allure générale des courbes % suivant le signe de k.

[004167]

Exercice 4168 Fonction implicite
Soit f: R — R de classe ¢''.

1. Montrer que, sous une condition a préciser, I’équation y — zx = f(z) définit localement z fonction impli-
cite de x et y.

s . aZ aZ —
2. Montrer que ’on a alors : 5% +z5 = 0.

[004168]

Exercice 4169 Equation fonction de deux paramétres

Soit I’équation (*) < x> + Ax> + ux? — 1 = 0. Montrer qu’il existe un voisinage, V, de (0,0) et ¢ : V — R tels
que :
Qeste”

¢(0,0)=1
V(A1) €V, @(A,u) est racine simple de ().

Donner le DL & ’ordre 2 de ¢ en (0,0).
Correction V [004169]

Exercice 4170 Changement de variable singulier, Matexo

On considere la fonction de R? sur lui-méme définie par f(x,y) = (u,v), ol

u(x,y) =xv/14+y>+yvV1+x> et v(x,y) =(x+ V1 +x2)(y+ \/1+y2).

Calculer sa matrice jacobienne. Est-elle inversible localement ? Caractériser f(R?).
Correction ¥ [004170]

Exercice 4171 Longueur d’un arc de courbe

Soit f: U C R" — R” de classe €' dont les dérivées partielles sont bornées sur U et t € I +~ M, une courbe

paramétrée dans U de classe €’!. Pour a, b € I comparer les longueurs des arcs M;]\\/Ib et f(Mg)f(Mp). [004171]

Exercice 4172 Différentielle du déterminant

Soit f : M (R) — R, M s det M.

Montrer que f est de classe €' et que I’on a pour M, H € .#,(R) : dfy(H) = tr(‘com(M)H).

Application : soit M € .#,(R) et Py(X) = (—1)"X" +--- 4 a1 X + det(M). Exprimer a; en fonction des cofac-
teurs de M. [004172]

Exercice 4173 Mise en facteur de x et y

Soit U un ouvert convexe de R? contenant (0,0) et f : U — R une fonction de classe € telle que £(0,0) = 0.

1. Montrer qu’il existe g, : U — R de classe € telles que :

v (xay) ey, f(xvy) :)Cg(xvy) +yh(x7y)‘
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2. Y a-t-il unicité de get h ?
3. Généraliser au cas ou U n’est pas convexe.

Correction V¥ [004173]

Exercice 4174 Fonctions convexes
Soit U un ouvert convexe de R" et f: U — R. On dit que f est convexe lorsque :

Vx,yeU,Vte[0,1], ftx+ (1 —1)y) <tf(x)+(1—1)f(y).

On dit que f est strictement convexe si I’inégalité précédente est stricte lorsque x #yet 0 <t < 1.

1. On suppose que f est convexe.

(a) Soientxc U,heR"etr € [0,1]telquex—h €U etx+h e U. Montrer :
(I+0)f(x) —tf(x—h) < flx+1h) < (1=0) f(x) + 2/ (x+h).

(b) Montrer que f est continue (raisonner sur le cas n = 2 puis généraliser).

2. On suppose que f est de classe €.

Montrer que f est convexe si et seulement si pour tous (x,y) € U ona: f(y) > f(x)+dfi(y —x). Donner
une interprétation géométrique de cette inégalité lorsque n = 2.

3. On suppose que f est de classe €>.

(a) Montrer que f est convexe si et seulement si pour tout x € U la forme bilinéaire symétrique d? f; est
positive.

(b) Si, pour tout x € U, d” f, est définie positive, montrer que f est strictement convexe. Montrer par un
exemple que la réciproque est fausse.

Correction V [004174]

Exercice 4175 Les racines d’un polyndme sont des fonctions ¢ des coefficients

Soit U I’ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré n et a racines réelles simples.
1. Montrer que U est ouvert dans R, [X].

2. Pour P € U on note x; < xp < --- < x, les racines de P. Montrer que I’application P — (xi,...,x,) est
de classe €.

[004175]

Exercice 4176 Non injectivité locale de 1’exponentielle
Soit f : M,(C) — A,(C),M — exp(M).

1. Montrer que f est de classe ¢! sur .#,(C) et exprimer, pour M,H € .#,,(C), d fy(H) sous forme d’une
série.

2. Montrer qu’il existe un voisinage V de 0 dans .#,(C) tel que pour toutes matrices A,B €V ona:
exp(A) =exp(B) = A =B.

3. Trouver une suite (M) de matrices de .#,(C) distinctes ayant méme exponentielle et convergeant vers
une matrice A (donc il n’existe pas de voisinage de A sur lequel la restriction de f est injective).

4. Donner de méme un point de non injectivité locale dans ., (RR).

Correction V [004176]

Exercice 4177 Caractérisation des isométries

Soit E un espace vectoriel euclidien et f : E — E de classe €.
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1. Montrer que f est une application affine si et seulement si sa différentielle est constante (c’est-a-dire
df, = df, pour tous x,y, égalité dans -Z(E)).

2. Soit X un ensemble non vide quelconque et ¢ : X — R une application vérifiant :

Vx,y,z€X, 0(x,y,2) = 0(,x,2) = —0(2,,X).

Montrer que ¢ = 0 (lemme des tresses).

3. On suppose f de classe €. Montrer que f est une isométrie de E pour la distance euclidienne si et
seulement si, pour tout x € E, d f, est une application orthogonale.

[004177]
Exercice 4178 Différentiabilité de la norme
Pour chacune des trois normes classiques sur R? dire en quels points elles sont différentiables. [004178]
Exercice 4179 Difféomorphisme
Soit E un espace euclidien et f : E — E de classe ¢!, o > 0 vérifiant :
Vx€E, VheE, (df(h)|h) > alh|.
1. Montrer pour x,y € E : (f(x) — f(y) | x—y) > o|]x — y||>. En déduire que f(E) est fermé.
2. Montrer que f(E) est ouvert puis que f est un %' -difféomorphisme de E sur E.
[004179]

Exercice 4180 Difféomorphisme

Soit f: R — R de classe ¢! et k-lipschitzienne avec k < 1 et ¢ : R? — R2 (x,y) — (x+ f(¥),y — f(x)).
Montrer que ¢ est un €' -difféomorphisme de R? sur R?. [004180]

Exercice 4181 Partiellement dérivable = continue ?
Soit U un ouvert de RZ.

1. Donner un exemple de fonction f: U — R ayant en tout point des dérivées partielles premieres, mais
discontinue en au moins un point.

2. Soit f: U — R ayant en tout point des dérivées partielles premieres bornées sur U. Montrer que f est
continue.

Correction V [004181]

Exercice 4182 Point non extrémal

On pose pour (x,y) € R? :

4)c6y2

fx,y :x2+y2_2x2y_7
(x.7) E 77

si (x,y) #0,  f(0,0)=0.

1. Montrer que f est continue sur R
2. Soit 0 € R fixé et gg(r) = f(rcos0,rsin0). Montrer que gg admet un minimum local strict en r = 0.
3. Calculer f(x,x*). Conclusion ?

Correction V [004182]

Exercice 4183 Contre-exemple au théoreme de Leibniz
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X siy>20et0<x</fy;
Z\ﬁ—x siy)Oetﬁ<x<2\[;
0 siy>0et2,/y<xoux<0;
—f(x,—y) siy<DO.

Faire un dessin, vérifier que f est continue sur R?, calculer F(y) pour —; <y < 1, F/(0) et fxlzo %(X,O) dx.
[004183]

On pose : f(x.y) = etz F(y) = [ o f(x,y)dx.

Exercice 4184 Centrale MP 2000
Soit f: R" — R" de classe €’ et ¢ > 0 tels que, pour tous x,y, || f(x) — f(3)| = cllx—y].

1. Montrer que pour tous x, i, ||dfi(h)|| = c||A||.

2. Montrer que f est un % '-difféomorphisme sur R” (pour la surjectivité on considerera, si a € R”", le
minimum de || f(x) —al|?).

Correction Vv [004184]

Exercice 4185 Centrale MP 2000
Soit Q un ouvert borné de R? et u : Q — R continue sur Q et €2 sur Q.

1. On suppose que Au > 0. Montrer que max u(x,y) = max u(x,y).
(xy)€Q (xy)EQ\Q

2. Méme question en supposant seulement Au > 0.
3. S0it 0 <7y <1y, A={(x,y) € R?|r? <x*+y* < r3}. On suppose que u est continue sur A, € sur A et
que Au > 0 sur A. On pose pose M(r) = max (u(x,y)).
2py2=r2
M(r)In(r2/r)+M(r2)In(r/r1)
In(ra/r1)

Indication : la fonction v : (x,y) — In(x? +y?) vérifie Av = 0.

Montrer que, pour tout r; < r < rp, M(r) <

Correction V [004185]

Exercice 4186 Mines MP 2001
2%f
(9 2

2
Soit une fonction f de classe € sur le disque unité du plan, telle que son laplacien ?97{ + o7 soit nul.

1. Montrer fgzgof(rcos 0,rsin0)d6 ne dépend pas de r € [0, 1].
2. Calculer alors [f, f(x,y)dxdy D, étant le disque fermé de centre O et de rayon r.

Correction V [004186]

Exercice 4187 Mines MP 2001
Soient f et g deux fonctions de classe €' sur R a valeurs dans R vérifiant : V x € R, f/(x) > 1 et |¢/(x)| < 1.
Soit ¢ définie sur R par ¢ (x,y) = (f(x) +8(), f(y) +(x)).

1. Montrer que ¢ est un ¢’ -difféomorphisme de R? sur ¢(R?).

2. On suppose qu’il existe k € ]0, 1] tel que V¥ x € R, |g’(x)| < k; montrer que ¢(R?) = R

Correction V [004187]

Exercice 4188 ENS MP 2002

Soit f: R? — R de classe € telle que | f(x)|/||x|| — +oo lorsque ||x|| — 0. Prouver que V£ est surjective sur
RZ.

Correction V [004188]

Exercice 4189 ENS MP 2002
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Soit  un entier > 0, || || la norme euclidienne sur R” et f : R” — R de classe 4. On suppose que f(x)/||x|| —
+oo lorsque ||x|| — oo, et qu’en tout point la matrice hessienne de f est définie positive.

On pose g(y) = sup{ (x| y) — f(x), x € R"}. Etudier les propriétés de g.

Correction ¥ [004189]

Exercice 4190 [ ¢o f, X MP* 2004

Soit E I’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R. On y définit une norme par : || f|| = 1/ [, f2(¢) dt.
Soit @ : R — R de classe € telle que ¢ est bornée. Pour f € E on pose T(f) = ftlzo o(f(2))dt.

1. Montrer que I’application ainsi définie 7" : E — R est continue.

2. Montrer que T est différentiable en tout point.

Correction V [004190]

67 Etude d’extrémums

Exercice 4191 Etude de points critiques

Chercher les extrémums des fonctions f(x,y) suivantes :
3xy _ X3 _ y3

—2(x—y)?+xt+y*t

2y (1+3x+2y)

2x+y—xt—y*

X X > 0

G (1) Y

xe¥ +ye*

x(ln2x+y2), x>0
VT3P 4y + (1=
MA+MB—MO, O =mil(A,B)

e AU o

Correction V [004191]

Exercice 4192 Distances aux sommets d’un triangle

Soit A € R? fixéet f: R? — R,M +— AM? g : R? — R,M > AM (distance euclidienne)

1. Calculer les gradients de f et g en un point M.

2. Soient A, B, C trois points non alignés du plan. Trouver les points M du plan réalisant le minimum de :
(a) MA*+MB?+MC?.
(b) MA+MB+MC.
(c) MAXMB x MC.

Correction V [004192]

Exercice 4193 Aire d’un triangle

Soit ABC un triangle de cotés a, b, c.

1. Calculer I’aire, S, de ABC en fonction de a, b, c.

2. Montrer que m est maximal lorsque ABC est équilatéral.
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Correction V [004193]

Exercice 4194 Centrale MP 2000

On considére un vrai triangle ABC et f la fonction définie par : f(M) = d(M,AB) x d(M,AC) x d(M,BC).
Montrer que f admet un maximum a I'intérieur du triangle ABC, et caractériser géométriquement le point M
ou f est maximale.

Correction V¥ [004194]

Exercice 4195 Loi de réfraction

Soient dans R? : A = (0,a), B = (b, —c) et M = (x,0) (a,b,c > 0). Un rayon lumineux parcourt la ligne brisée
AMB 2 la vitesse v de A 2 M et v, de M 2 B. On note o = (j,MA) o = (—j,MB).

1. Faire une figure.

sin@; __ sinop

2. Montrer que le temps de parcours est minimal lorsque =1 =
U Vv

[004195]

Exercice 4196 Centrale MP 2001

. . . g _ 2 ..
Soit f une forme linéaire sur E espace euclidien et g(x) = f(x)e~II”. Montrer que g admet un minimum et un
maximum.
Correction V [004196]

Exercice 4197 Centrale MP 2001
Dy, D>, D3 sont trois droites d’un plan portant les cotés d’un triangle équilatéral de c6té a. On pose

@ : Dy x Dy x D3 — R, (M,N,P) — MN + NP+ PM.

Déterminer min @ et les triplets (M, N, P) oll ce minimum est atteint.
Correction ¥ [004197]

Exercice 4198 Centrale MP 2006
E désigne I’espace affine euclidien classique. D, D,, D3 sont trois droites deux a deux non paralleles. Soit

f D1 xDyx D3 — R, (My, My, M3) — ||M{M,]||> + || MaM3||? + || M3M, ||.

1. Montrer que f admet un minimum atteint pour un unique triplet.

2. Dans le cas ou Dy, D,, D3 sont coplanaires et délimitent un triangle équilatéral, trouver ce triplet.

Correction V [004198]

Exercice 4199 Plus court chemin, ENS Ulm-Lyon-Cachan MP* 2005

Déterminer le plus court chemin entre les pdles nord et sud d’une sphere en dimension 3.
Correction V¥ [004199]

Exercice 4200 Extremums liés, ENS Ulm-Lyon-Cachan MP* 2005

Soit B la boule unité de R”, f de classe ¢ sur B et x € B tel que f(x) = max{f(y),y € B}.
Montrer que Vf(x) = Ax avec A > 0.
Correction ¥ [004200]
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68 Equations aux dérivées partielles

i of aif _
Exercice 4201 25" + 337 =4f

Résoudre 1’équation 2‘;—{; + 3?9—’; = 4f avec la condition aux limites : f(t,t) =t (t € R).
(Etudier ¢ : t — f(a+bt,a+ ct) avec a, b, c bien choisis)
Correction V [004201]

Exercice 4202 = — a—f = cste

Déterminer les applications f de classe "' de R? dans R vérifiant : % — ‘3—’; = a ol a est une constante réelle

donnée. On utilisera le changement de variable : u =x+y, v=x—y.
Correction V¥ [004202]

Exercice 4203 ng = y‘gf

[T
g

<=

u
Résoudre sur (R*)? : —f = yaf, en posant {
v

Correction ¥ [004203]

Exercice 4204 x af + yaf =2

Soit U I’ ouvert de R?: U = {(x,y) tqx > 0, y > 0}. Trouver les applications f : U — R de classe €' vérifiant :

f rinn y = 2. On utilisera le changement de variable : u = xy, v = i

Correctlon v [004204]

Exercice 4205 x% =—y g;

= 0
Résoudre sur R?\ {(0,0)} : xaf _ —y%, en posant {x pc?s
! = psinb.

Correction V¥ [004205]

Exercice 4206 y —x% ay =2f

Soit f: U — R de classe €' vérifiant : y‘g—f —x% = 2f ot U est un ouvert de R.
On pose g(p,0) = f(pcosB,psinB). Calculer 2 ap ae’ puis trouver f ...

1. SiU = {(x,y) tqx > 0}.

2. SiU =R

Correction V [004206]

Exercice 4207 Ensi Physique P 94

Résoudre I’équation aux dérivées partielles suivante : 2xy +(1+y )af = 0 en utilisant, par exemple, le

changement de variable : x = “ +V ety=14

Correction V [004207]

Exercice 4208 Fonctions homogenes
Soit Q@ = {(x,y) € R? tq (x,y) # (0,0)}, et f : @ — R une fonction de classe ¢’".
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Montrer que f est positivement homogene de degré « si et seulement si :

of of

Y (x,y) € Q, xa (xy)-l—ya

(x,y) = af(x,y).

(On étudiera g(p,0) = f(pcosB,psinf)) [004208]

Exercice 4209

Résoudre 1’équation : x2 2f +2xyaxa) +y? ‘;)J; =o(o—1)f ou o est un réel fixé, o # % On poserax = pcos 6,

= psinb.
Correction V¥ [004209]

Exercice 4210 Equation d’ordre 2 i coefficients constants

Soient a,b,c € R non tous nuls. On considere 1’équation aux dérivées partielles :

2 2 2
af+baf+ﬁ 0

() agztby o tegs

ol f est une fonction inconnue : R> — R de classe €. Soient &, B € R distincts, fixés. On fait le changement
de variable : u = x+ oy, v=x+ Py.

1. Ecrire I’équation déduite de (*) par ce changement de variable.
2. En déduire que 1’on peut ramener (x) a I’'une des trois formes réduites :
J? 9’ J? 9’
(1): 35 =0, (2): 55 =0, (3):55+55=0.

Correction V [004210]

Exercice 4211 x28 L+ 2xy 3x§y +)’28 L=0

Trouver les applications f : (R**)? — R de classe € vérifiant : x2 o f + ny axay +y aiy]; = (. On utilisera le

changement de variables : u = xy, v = ;

Correction V [004211]

Exercice 4212 a f +3 azf =2

x3

Soit g : R — R de classe €2 et f : R* x R — R, (x,y) — g(y/x). Trouver g telle que % + % = ;—;
Correction V¥ [004212]

Exercice 4213 9% 4‘9 4=1

Soit f: R? — R de classe 2. On pose g(x,y) = f(2x+y,2x — ).
1. Calculer les dérivées partielles secondes de g en fonction de celles de f.
2. Trouver f telle que 4az =1.

Correction V¥ [004213]

Exercice 4214 xza [y % =0

On considere 1’équation aux dérivées partielles sur Q = (R**)? : x? ‘3)5 y? g){ =0.

I
<

) u
Résoudre cette équation en posant {
v

\<\><

Correction V¥ [004214]
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Exercice 4215 f(cosx/chy) harmonique

Soit f:]—1,1[ — R de classe €. On considéreg:DC]R2 — R, (x,y) Hf(céil—syx).

Déterminer f pour que g vérifie : a 5 + =0.
Correction V¥ [004215]

Exercice 4216 (x,y) — (x> —y?,2xy) préserve les fonctions harmoniques

Pour (x,y) € R?, on pose u = x*> — y?, v = 2xy.

Soit F : R? = R, (u,v) — F(u,v) et f déﬁnie par: f(x,y) = F(u,v).

Montrer que ‘32727 + ?9275 =0 entraine I+ a}f =0.

Correction ¥ [004216]

J?
Exercice 4217 x55 { +yax3f} + ayz -+ 3f y

Soit f : R? — R de classe €2 et g(u,v) = f(uv,u+v).

d2%g
1. Calculer T

. 24 2 2,
2. Résoudre I’équation : x% —|—ya‘9xafy + ‘;Tf; + % =y.

Correction V [004217]

Exercice 4218 f(\/x>+y*+22)tqAf =—f

Soit f: R — R de classe €7 et g(x,y,z) = f(rr) avec r = \/x% +y? + z2. Déterminer f de sorte que —‘5 a—ﬁ +

d%g
2= &
Correction V [004218]

Exercice 4219 x4g { T{ =0

1. Trouver les fonctions g : {(u,v) € R tqu > v} — R de classe € vérifiant : (g +v3 ) = a% <g+

9g
u (9u)
(penser au théoreme de Poincaré).

2. Résoudre sur R™* x R 1’équation : x4‘3 f ? Oenposantu =y + S, V=y— i

Correction V [004219]

Huitieme partie

Calcul intégral

69 Intégrale de Riemann

Exercice 4220 Densité des fonctions en escalier

Soit f: [a,b] — R continue telle que pour toute fonction g : [a,b] — R en escalier, f,b:a f(t)g(t)dt = 0. Démon-
trer que f = 0.
[004220]
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Exercice 4221 Changements de signe

Soit f : [a,b] — R continue non identiquement nulle, telle que : V k € {0,1,...,n— 1}, ftb:a t*f(t)dt = 0.

Démontrer, par récurrence, que f change au moins 7 fois de signe sur |a, b| (raisonner par 1’absurde).

[004221]

Exercice 4222 Formule de la moyenne généralisée

Soient f,g : [a,b] — R continues, f positive.

1. Démontrer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que [*, f(1)g(t)dt = g(c) [*, f(1)dt.

2. Si f ne s’annule pas, montrer que ¢ € |a,b].

3. Application : Soit f continue au voisinage de 0. Déterminer lim, ﬁ Jiootf(t)dr.

Correction V

[004222]

Exercice 4223 Inégalité de Jensen

Soit f : [a,b] — R continue et g : R — R continue convexe.
. b b
Démontrer que g (b%a Ji f(1) dt) <o [2.8(f(1)dt.

[004223]

Exercice 4224 /1+ f2

Soit f : [0,1] — R continue positive. On pose A = [, f(7)dt.

Montrer que v'1+A2 < [L /T4 f2(r)dt < 1+A.

[004224]

Exercice 4225 Calcul de limite

2x costln(l+t2)d
I=X  sin’fsht

Chercher lim,_,o+ t.

[004225]

Exercice 4226 Calcul de limite

< : : bx  1—cosu
Pour 0 < a < b, déterminez lim,_,p+ |,—,, —_ du.

Correction V

[004226]

Exercice 4227 [ f+ [f~!

Soit f : [a,b] — [c,d] continue, bijective, strictement croissante.

Calculer ftb:af(t) dt + fud:C f~(u) du (faire un dessin, et commencer par le cas ol f est de classe €').

[004227]

Exercice 4228 Sommes de Riemann

1. Trouver lim,,_c nlﬁ + nlq +-+ ﬁ pour k entier supérieur ou égal a 2 fixé.

2. Trouverlimﬁwniz(ﬁ(n— D42 —2) 4+ /(n— 1)1).

3. Trouver lim;, ;. </(1 + %) (1 + %) (1 + %)

. -1 1
4. Trouver llmn_>oo In (1 + %) ZZ:O m

5. Donner un équivalent pour 7 — oo de Y7_ V/k.

6. Soit AjA;...A, un polygone régulier inscrit dans un cercle de rayon 1. Chercher lim,,_,c % Yi 2 AlAL.
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Correction V [004228]

Exercice 4229 Calcul de limite
Soit f : [0, 1] — R continue. Chercher lim, oo & ¥/ iy f(;’) f(%).

[004229]

Exercice 4230 Moyenne géométrique

Soit £ : [0,1] — R continue. Montrer que (1 +%f(%)) (1 +%f(%)) <1 +%f(g)) —exp [;Lo f(1)dt lorsque
n — oo,
(On pourra utiliser : V x > —%, x—x* <Ilnx < x) [004230]

Exercice 4231

2

1. Montrer que : Vx>0, x—% <In(1+x) <x.
n
2. Trouver lim, o [T}, (1 + ﬁ) .

Correction V [004231]

Exercice 4232 Maximum-minimum

Soient a,b € R. Etudier la convergence des suites (an), (b,) définies par :

1 ! 1 !
ap=a, by =b, ny1 = 5/ min(x,by,)dx, by = 5/ max (x,a,)dx.
X

=—1 x=—1

Correction Vv [004232]

Exercice 4233 Intégrale de In |x — e |

Pour x € R, x # +1, on pose [ = ffjo In |x — €| dt. En utilisant les sommes de Riemann, calculer /.

[004233]
Exercice 4234 Intégrale de |f]
Soit f : [a,b] — R continue. Pour n € N*, on pose I, = Y{_; S f(t)dt’ olay, =a —|—k%.
Montrer que I, — f,b:a | f(2)|dt lorsque n — oo.

[004234]

Exercice 4235 Usage de symétrie

Soit I = fzio 1 j:cl(’)‘:z ; dt. Effectuer dans / le changement de variable u = w — ¢, et en déduire la valeur de /.

Correction V [004235]

Exercice 4236 Usage de symétrie

_[r t
Calculer I = [Z g 9t
Correction V [004236]

Exercice 4237 Usage de symétrie

Calculer fti/(;‘ In(1+ tanz) dr. On remarquera que cos? + sint = v2cos ( r- t). [004237]
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Exercice 4238 Ecole de I’air 94

§ /2 . /2
On note [, = [ £ dix, J, = [/% £888 g, K, = [/ 528 g

Montrer que pour toutn € N,ona I, = J,, + (—1)"K, et I,..1 = 4I,, — I,_;. En déduire I, en fonction de n.
Correction Vv [004238]

Exercice 4239 Calcul d’intégrale

x .7 — [T dx
Calculer pour toutn € N* : [, = [Z 4 1 oo )

Correction V¥ [004239]

Exercice 4240 arcsin et arccos

. . i 2 . 2
Simplifier [ *arcsin/zdt + [ “arccos /1 dt.
Correction V [004240]

Exercice 4241 Approximation des rectangles pour une fonction lipchitzienne
Soit f : [a,b] — R, K-lipchitzienne.
Montrer que | [* f(1)dt — beayn | f(a + k%”)

< K(b—a)?

~ 2n

[004241]

Exercice 4242 Approximation des tangentes

Soit f: [a,b] — R de classe €. On fixe n € N* eton note : a = a+ k=4, a, | = 4L,
2
- —ayvin—1
Soit I, = =4 yr—; f(ak+%).
1. Donner une interprétation géométrique de I,,.

2. Montrer que | [* f(t)dt —1I,| < %;2”)3 ou M, = sup |f”|.
[a.b]

[004242]

Exercice 4243 Approximation des trapezes
Soit f : [a,b] — R de classe €2.

1. Montrer que [” f(t)dt = (b—a) f(a);f(h) + /2, (I_a)z(t_h)f”(t) dt.

2. Application : Soit f : [a,b] - R, [ = ftb:a f(t)dt, et I, 1a valeur approchée de I obtenue par la méthode

5 ' 2 sup|f"|(b—a)’
des trapezes avec n intervalles. Démontrer que |/ —I,| < =75 7.

[004243]

Exercice 4244 Calcul de limite
2

Z, . . . . ’, . _n n n
Etudiez la limite de la suite définie par u, = 5 — Y}, k2"
Correction ¥ [004244]

Exercice 4245 Aire sous une corde
Soit f : [a,b] — R de classe ¢! telle que f(a) = f(b) =0. On pose M’ = || f||-.

1. En majorant f par une fonction affine par morceaux, démontrer que

[ p ) di| <M,
2. Quand y a-t-il égalité ?

[004245]

Exercice 4246 Echange de décimales
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Soit £ : [0,1] — [0, 1] définie par £(0,ajaza;3...) = 0,aza1a;3 ... (échange des deux 1°7° décimales).
Montrer que f est continue par morceaux et calculer ftlzo ft)dr. [004246]

Exercice 4247 [ f(t)cos(t)dt

Soit f : [0,27] — R convexe de classe €. Quel est le signe de I = ff:”O f(t)costdt?
Correction V [004247]

Exercice 4248 Convexité

Soit f : R — R convexe et g(x) = [,_, *+1 | f(t)dt. Montrer que g est convexe. [004248]

Exercice 4249 Expression d’une primitive n-eme de f

Soit f : [a,b] — R continue et g(x) = [© ( )dt. Montrer que g = f. [004249]

ni

Exercice 4250 Théoreme de division
Soit f : R — R de classe €"*7 telle que £(0) = f/(0) =--- = f"=1(0) = 0.
On pose g(x) = % pour x #0et g(0) = f(’Z!(O)‘

1. Ecrire g(x) sous forme d’une intégrale.

2. En déduire que g est de classe €7 et |gP) (x)| < (p+n ssup{|f"+P) (1x)| tel que 0 <t < 1}.

[004250]
Exercice 4251 Fonction absolument monotone
Soit f: [0,a] — R de classe € telle que f et toutes ses dérivées sont positives sur [0, af.
1. Montrer que la fonction g, : x — =& (f(x) —f(0)—---— (jfll)!f("*l)(O)) est croissante.
2. On fixe r € ]0,a[. Montrer que la série de Taylor de f converge vers f sur [0, r].
Correction V [004251]

Exercice 4252 Deuxi¢me formule de la moyenne

Soient f,g : [a,b] — R continues, f positive décroissante.
On note G(x) = [;*,g(t)dt, et

M = sup{G(x), x € [a,b]} m = inf{G(x), x € [a,b]}.

1. On suppose ici que f est de classe ¢’!. Démontrer que mf(a) < j;b:af(t)g(t) dt < Mf(a).

2. Démontrer la méme inégalité si f est seulement continue, en admettant qu’elle est limite uniforme de
fonctions de classe ¢! décroissantes.

3. Démontrer enfin qu’il existe ¢ € [a, b] tel que j;b:a f(2)g(t)dt = f(a) [, g(t)dt.

[004252]
Exercice 4253 Inégalité de la moyenne
Soient f,g : [a,b] — R continues, f décroissante, et 0 < g < 1. On note G(x) = a+ [;-,g()dt.
Démontrer que [ fg(1)dt < f,:a ft)dt

[004253]

Exercice 4254 Une inégalité
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Soit f : [a,b] — R de classe €' telle que f(a) =0et V¢ € [a,b], 0 < f'(t) < 1. Comparer ftb:af"’(t)dt et

(s

(t)dt)z.

On introduira les fonctions : F(x) = [X_ f(t)dt, G(x) = [, f(t)dt,et H=F?—G.
Correction ¥ [004254]

Exercice 4255 Intégrales de Wallis

On note I,, = fti/oz cos"rdt.

ook wh =

Comparer I, et f,’ioz sin" ¢ dt.
En coupant [0, %] en [0, ] et [e, 3|, démontrer que I, — O pour n — co.

Chercher une relation de récurrence entre I, et I,,1». En déduire I, et I en fonction de k.

Démontrer que nl,l, 1 = 7.

Démontrer que I, ~ I, et en déduire un équivalent simple de /,, puis de C7, pour n — oo,

[004255]

Exercice 4256 Norme L™

Soit f: [a,b] — R™ continue non identiquement nulle. On pose 1, = ftb:a () dt et u, = /1,
Soit M = max{f(x) tel que a < x < b} et ¢ € [a,b] tel que f(c) =M.

1.
2.
3.

Comparer M et u,,.
En utilisant la continuité de f en ¢, démontrer que : V € € |0, M| il existe § > 0 tel que I, > §(M —€)".
En déduire lim,,_so. 1;,.

[004256]

Exercice 4257 Lemme de Lebesgue

Soit f : [a,b] — R continue. Montrer que f,bz S (t)cos(nt)dt — 0, (lorsque n — oo) ...

1.

si f est de classe €.

2. si f est en escalier.

3.

si f est continue.

[004257]

Exercice 4258 Plus grande fonction convexe minorant f

1.

Soit (f;) une famille de fonctions convexes sur un intervalle /.
On suppose que : Vx € I, f(x) = sup(fi(x)) existe. Montrer que f est convexe.

Soit f: I — R minorée. Montrer qu’il existe une plus grande fonction convexe minorant f. On la note
f-

Soit f: [0,1] — R™ croissante. Montrer que ftl:O f(t)dt > %ftlzo f(t)dt (commencer par le cas ou f est
en escalier).

[004258]

Exercice 4259 Centrale PC 1998

Soit f: [a,b] — R™ continue.

1.

Montrer qu’il existe une subdivision de [a,b] : a =xp <x; < --- <x, = b telle que :
Vke[[0n—1]], [* fe)de =1 (" f(t)dr.

=X

2. Etudier lim, e 2 Y770 £(x0).
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Correction V [004259]

Exercice 4260 Mines MP 2000
1 2n f

Soit f : R — C de classe €', 27 périodique, ne s’annulant pas. Montrer que I(f) = 2 Jo 7 estun entier.
Correction V¥ [004260]

Exercice 4261 Fonctions affines

Soit E = % ([a,b]), et F = {f € 62([a,b]), el que f(a) = f'(a) = £(b) = f'(b) = O}.
1. Soit f € E. Montrer qu’il existe g € F vérifiant g = f si et seulement si fxb:af(x) dx= fxb:a xf(x)dx=0.
2. Soit f € E telle que |, xb: . f(x)g" (x)dx = 0 pour toute fonction g € F. Montrer que f est affine.

Correction V¥ [004261]

Exercice 4262 Mines MP 2001

Soita < 0 < b et f continue sur [0, 1], a valeurs dans [a, b] telle que fol f =0. Montrer que [y f> < —ab.
Correction V [004262]

70 Primitives

Exercice 4263 Fractions rationnelles

= IInfx—1|— }In(x? +x+1)——arctan(2x+l)

x»-1
(x311)2 —ZIn|x— 1|+ In(x?+x+1)+ arctan( ) D
1 1,1 2 x+1 1 Zx 1
pelqE —52Tgln ["(Hﬁ)z} \/garctan[ NG ]
X4xt1 3 1
(x2—1)2 4x—1)  4(x+1)
1 1 Lxy/2-+x
o YW In 1—§\/§+§2 + 7 [arctan(l +x/2) —arctan(1 —x\/i)]
»2 1o lexv2+? | 1 _ _
i ™G In ey el s \f [arctan(1 +xv/2) —arctan(1 — xv/2)]
X arctan x” + ¥
(x4+1)2 4 4(x*+1)
;;*2);“4 %ln|x—2\+%ln(x2+2x+2)—%arctan(x+1)
2_4 4 3 11
X0 x2x4+x2 xt 2(x2x—1) In|y m
ol 11—022,1 3 coskaln(x —2xcoskot+ 1) —sinkor arctan(x;cnolféa)} + 5 1n ;‘;—}‘, a={s
1 1
(x—a)"(x—b)  (b— a) Inj 3=/ x—a + Zk 1 k(b—a)"*(x—a)*
[004263]
Exercice 4264 Fonctions trigonométriques
1 1 1—v/2si
sinxsin4x 4smx +3 ln‘ 1+2:2j§ - 7 In l+ﬂ:gi
e iz‘—fln|cosx+ sinx|
cosx\/cos 2x @ + 2\—5 arcsin(v/2 sinx)
W tIn(1—cosx) + 5 In(1 +cosx) — In|1+2cosx|

V2 argth( V/2sinx) — argth(sinx)
L —24/1=80x 4\ Darctan |/ L50%  (poser u = 1/sinx)

sinx/sinx(1+sinx) sinx 2sinx

asinx _arctan ( vV cosz,v;a2 sin2x>

COSXCOS2x

cosx\/ cos? x—a?sin® x
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[004264]

Exercice 4265 Radicaux

== Va2 =3x+2+431n|2x —34+2vx2 —3x+2|
% —V/—4x2 +12x— 5+ 3 arcsin(x — 3/2)
1 1—\/2x —x2
2x—x2 4/ 2x—x2
m VIi+x—+/3-— x—arcsm< 21> (poser x =1+2cos @)
Thas (Vx+3+4)(Vx+4-2)—4In(1+vx+4) +In(vx+3+x+4)
x+ Va2 +x? (etvarta)” a2+x Fia SIn(x+va*+x?)
e n+l Nt
(e Va2 a2 Biete g 2O (£ 1)
S 1 ln[”(;’f)”} — %arctan 2%1 =/1+1/x3 (poserv=1/x%)
[004265]
Exercice 4266 Diverses primitives
k P 1

xInx (a5 (l nx— k+1>

In(1+x?) xIn(1+4x?) — 2x +2arctanx

;‘zi‘f arctanx 2((2x+ (a— 1) arctanx) arctanx — In(1 +x?))

(1—%>e1/" xel/*

o xtanx +In|cos x|

ﬁ 2arctany/e* —1

arctan |/ £t (x+2)arctan /X5 —In(Va+1+v/x+3)

aresin \ / 117 xaresin y / o5 — /X +arctan \/x

paresinx x+vV1-x? pAresin

2
x(cos2x)e*x e ((3 5x)cos2x+ (4+ le) sin2x 25(x+1))
(x? +x+1)e* cosx (2x + 2+ 2%)e* cosx + (j — 24 2L)e*sinx
[004266]

Exercice 4267 Intégrales définies

T 3r
s 0cos Yrdt = E

/2
I ﬂ/Zsm tcos’ tdt

4
15

/2
JHy P costdt = 2 )
fn/ ﬂ/2t2 sintcos?tdt =0

T/2  sint _x
JiZ dt =7

=0 l+cos?t
fﬂ/z di_ _
t /0 1+sinzt -
/2 sin’¢ _
JZ —dt =

0 sinz+cost

—% In(v2-1)
_ 4(2—(a+2)V1-a)

j”/z sin2¢
t

0 i-asint =~ 3a?
SiLotnrdr = 1
ftl Oarcsintdt: -1
Jiz w‘”: 3In3

12 arctan? r_ n
ft dt = 333 lnﬂ

T2

]2
t“ \/ ldt =2

S - 1—2+21n2
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-1 tet _ e+1+1
[lo o di =4v2 21/ T T+4In | Y£E

I lnl 1) dt—aln‘ 4| —In(1—d?)
T 4
ff 02+\/ﬁ_ (S_W)

fi- *1t+\/t27 =In(1+v2)+v2
ft:_1 deZIn(l+\f)+\f

}—2

[004267]

71 Intégrale généralisée

Exercice 4268 Etude de convergence

~+oo
—oo o +12 (CV)

+oo esmtd (dV)

.Ol ’ln_zl dt (cv ssior>—1)

S s (@V)
fs wln(%) dr (dv)
0 (24 @ +3)n(E2) i v

c  tlnt
fo l+t2 —dt (cvssio>1)

1
fO 1_\ﬂ

fomwlt)#dt(cvssi0<ﬁ—a<loua:

f0+°° sin(tz) dt (cv)

fO arccost

+oo ln(arctant dt (dV)
f1 NW(CVSSIO<O€< 1)

01 (‘llntt‘ dt (cvssia<f+1)
fo 1% (1—e Vi) dt (cvssi—1 <o < —1)

fo sm( ) =k dt (cv)

0)

[004268]

Exercice 4269 Fractions rationnelles

+oo  dt T
0 (1422 7 4

Foo _dt

—eo 2y2i2
f  _dt  __5m

0 1+t2 Y)
f+°° dt — T

(12+1)(12—2rcoso+1) — 2[sinc]

oo 21241 3n
0 (12+1)2 dt = 4
f+°° 2dt _ .=z
— (2+1)(+a?) T 1+l
foo dt _ W

0 1+ 7 2V2

+oo 2dt _ xm

0 1+z4 T 2V2
f el _ 44—
1 1+;10 20

[004269]

Exercice 4270 Fonctions trigonométriques

f _ 2n
2+smt V3
T 2dt _
—T 2+sint+cost 271,'\/§
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/2 2t2d
fo/ Viantdt = [ +eotfd = %

/2 4t _ 7w+3In(3/2)
0 3tanr+2 13
fﬂf dt __ n(a+b)

0 (asin*t+bcos?1)? 2 /ap
foﬂ/4 costIn(tant)dt = —In(1++/2)

[004270]

Exercice 4271 Radicaux

1 t _ T
Jo/1odt =73

/‘l dt I
0 (4—2)V1-12 — 43

f tdt _ 27 _’_l
0 /(=n(+3) 93 3
_ nv4

fo (1+1) \/t27t V3
fo arctany/'1 —r2dt = f 2v2-1)

0 t _ 1
h W_51n<1+\/§>

bl _ T
fO ]+[2 - ﬁ

[004271]

Exercice 4272 Exponentielles

f oo el dt —1In =2
2 (eZ—5e+6)(ef—1) Vet —4e2 13
I o dt _ In(v2+1)

0 ch¥r+sh?s V2

[004272]

Exercice 4273 Divers

Jo TteVidt =12
Ji arcsinz dr = T—-1
S0 g — —21n2

—+oo tlnt 1
fO (141%)3 sdt = 32

f”/zlnsmtdt —xln2

fl B gr=4n2—4 (u=+T—1)
I 1‘1;2 dt =0 (u=1/t)

Io i dt = 1n2—§<u: };)
f() W:\/»—Fln(\/i—l)

Jo (144 ) dr = an

f *1n ‘l-i-l tdt T
0 (@+2)2 ~ 2Ja|(a®+1)

[004273]

Exercice 4274 Centrale PC 1999

Soit (a) une suite de réels telle que Y'7_, a; = 0. Etudier la convergence de ];:BO Y i_oaxcos(at) %
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Exercice 4275 Chimie P 91

Existence et calcul de f(x) = [i' 1 XCOM.
Correction ¥ [004275]

Exercice 4276 Chimie P 1996

Convergence et calcul de f:g % (on pourra décomposer I’intégrande en somme d’une série de fonctions).

Correction V [004276]

Exercice 4277 Calcul par récurrence

On pose I, = fti/oz cos(2nt)In(sint)dt (n € N*). Calculer 2nl, — (2n+2)I,+; et en déduire I, en fonction de n.
Correction ¥ [004277]

Exercice 4278 Calcul par récurrence

Soit @ €]0, [ et I, = ftiolcqsintdt_

—SIn o cost
Calculer I, + 1,4, en fonction de [, puis exprimer I, en fonction de « et n.

Correction V [004278]

Exercice 4279 Calcul par récurrence

. . _t"dt
Calculer par récurrence : I, = ft =00
Correction V¥ [004279]

Exercice 4280 Mines-Ponts 1999

e d
Calculer I, = [ WM

Correction V [004280]

Exercice 4281 Calcul de [y sint/zdt

sm t

1. A T’aide d’une intégration par parties, montrer que j:g Sl%t dt = j,+°°

2. Montrer que I, = ft”/ 2 ““ " dt est comprise entre A, = ftﬂ/ 2 Z‘n " dtetB, = j;ﬂ/ 2 cotan’t sin® nt dt.
3. Calculer A, +A;+2 — 2An+1 et A, — B,,. En déduire les valeurs de A,, et B,, en fonction de n.

4. Lorsque n — oo montrer que —J= [,+°° st

;‘ Ldt et donner la valeur de cette derniére intégrale.

Correction V¥ [004281]

Exercice 4282 [;” périodique / dt

Soit f : R — R continue, périodique de période T > 0. On note m = % fzio f(t)dt. Montrer que [ opy
converge si et seulement si m = 0. [004282]

Exercice 4283 [;° f(¢)/tdt

Soit f une application continue de [1,+oo[ dans R. Montrer que si I'intégrale [ 77 f(¢)dt converge, il en est de
méme de I'intégrale [T )dt On pourra introduire la fonction F(x) = [L, f(t)dt. [004283]

Exercice 4284 Polyndémexe ™’

Soit ¢ : R, [X] = R P (ay,...,a,) avec ay = [15 e "t*P(t)dt.
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1. Justifier I’existence de ¢.

2. Montrer que @ est un isomorphisme d’espace vectoriel.

[004284]

Exercice 4285 Constante d’Euler

Calculer [0 e "l dt en fonction de la constante d’Euler.
Correction ¥ [004285]

Exercice 4286 Constante d’Euler

Soit Y la constante d’Euler. Montrer que . ..
1. [f5 e Intdt = —.
2. L, %dt y.
3. ko (Y4 iy ) de =7

Correction V [004286]

Exercice 4287 Sommes de Riemann

Soit f : [a,b] — R continue croissante. On pose S, = b%“ ZZ;&f(a + kb%“)

1. Si f,b:a f(t)dt converge, montrer que S, — f,b:a f(t)dt lorsque n — oo.
2. Si f,b:a f(t)dr diverge, montrer que S, — oo lorsque 1 — oo.

[004287]

Exercice 4288 Sommes de Riemann

Calculer lim,, ;o \/ﬁ + \/},T +ooot \/ﬁ

Correction V¥ [004288]

Exercice 4289 Comparaison série-intégrale

Soit £ : [0, +oo[ — R continue décroissante telle que [** f(t)dt converge.

1. Montrer que la série }';” , f(k) converge et encadrer le reste : Y7, f(k) a1’aide d’intégrales de f.

2. Application : Pour o > 1, donner un équivalent pour n — oo de Y17, k%

[004289]

Exercice 4290 Comparaison série-intégrale

Soit f : R* — R. On pose, sous réserve de convergence, g(t) = Yo, f(nt) pour ¢ > 0.

1. Si f est monotone et intégrable, montrer que g(¢) existe pour tout > 0 et que "onatg(t) — [,=5 f(u)du
lorsque ¢ — 0.

2. Méme question en supposant f de classe €' et f,f’ intégrables.
3. On suppose maintenant f de classe €2 et f, f/, f” intégrables.
Montrer que g(t) = 1 .5 f(u) du+ L5 10 + 0,0+ (7).

Correction V [004290]

Exercice 4291 Valeur moyenne d’une variable aléatoire a densité

Soit f : [0, 4+oo[ — R continue telle que [*51(¢)dt converge. On pose F(x) = [L7 f(t)dt
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1. Justifier I'existence de F(x), et montrer que F(x) = o (%) pour x — oo
2. Montrer que [5 F(t)dt = [[L5tf(t)dt.

[004291]

Exercice 4292 [1° f(¢)/t*dt

Soit f: RT — R une fonction de classe ¢! vérifiant : 3 o > Otel que V x > 0, f'(x) > a. Montrer que

i @ dt diverge.

[004292]

Exercice 4293 x(f(x) — f(x+1))

Soit f : [1,+oo[ — R* une fonction décroissante telle que [ f(t)dt converge.

Montrer que xf(x) — 0 lorsque x — oo, puis que [*7#(f(t) — f(t + 1)) dt converge, et calculer la valeur de
cette intégrale.

Correction V [004293]

Exercice 4294 f(|r —1/t|)

Soit f : [0, 4+-oo[ — RT une fonction continue telle que [" f(t)dt converge.

Montrer que [*5 f(t)dt = MJ:Sf( u— %D du.
[004294]
Exercice 4295 (f(ax)— f(x))/x
— /0
1. Soit f: ]0,+oo[ — R une fonction continue telle que ) _ )
Sf(x) six— 0" — Lsix— +oo.
Pour a > 0, établir la convergence et calculer la valeur de f:g M dt.

2. Application : Calculer ftlz o 'Shat.

Correction ¥ [004295]

Exercice 4296 f(t+a)— f(t), Ensi PC 1999

1. Soit f: RT — R* continue ayant une limite finie en +co. Montrer que [ (f(t+a) — f()) dt converge.
2. Calculer [ (arctan(f + 1) — arctan(t)) dt.

Correction V¥ [004296]

Exercice 4297 Valeur moyenne

Soit f : R — R continue par morceaux telle que [*”_|f(¢)|dt converge. On pose F(x) = 3 L f()dr.
Montrer que [*°_F(¢)dt = [*°_ f(t)dt.

Démontrer le méme résultat en supposant seulement la convergence de f,::o f(t)ds.

Correction ¥ [004297]

Exercice 4298 ([1f(t)dt)/x

Soit f : [0,+oco[ — R continue telle que [ f(¢)dt converge. Montrer que L [Xotf(t)dt — 0lorsque x — +oo.
Correction ¥ [004298]

Exercice 4299 f uniformément continue

Soit f : [0, +-oo[ — R uniformément continue telle que [ f(¢)dt converge.
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1. Montrer que f(t) — 0 lorsque t — —+oo(raisonner par 1’absurde).
2. Si f est positive, montrer que [ 75 £2(t)dt converge.
3. Donner un contre-exemple si f n’est pas de signe constant.

[004299]

Exercice 4300 f décroissante = xf(x) — 0

Soit f : [0, 4oo[ — R continue telle que [" f(t)dt converge.
1. Si f(x) — L lorsque x — oo, combien vaut L ?
2. Donner un exemple ol f n’a pas de limite en +oo.

3. Si f est décroissante, montrer que xf(x) — 0 lorsque x — +-co.

[004300]

Exercice 4301 [e'/t,dt

On pose f(x) = ;17 <" dr.
1. Chercher lim,_, ;o f ().
2. ATaide d’une intégration par parties, donner un équivalent de f(x) pour x — oo,
3. Donner un équivalent de f(x) pour x — 0.

Correction V [004301]

Exercice 4302 Intégrale de Gauss

2\ " o\ N
1. Montrer que pour 0 < x < y/nona: (1 — %) < e et pour x quelconque : e < (1 + %) .

n —n
2. Caleuler les intégrales I, = f,ig(l - %) dt et J, = f;:g(l + %) dt en fonction des intégrales :
K, = ftz/ozcosptdt.
3. On admet que K, ~ \/% quand p — oo. Calculer [Ty e dt.

Correction V¥ [004302]

Exercice 4303 Intégrales de Gauss

o 42 s ez o 42
On admet que [[T5e " dt = 4 Calculer les intégrales : I, = [Z5 e~ t*"dt pour n € N.
Correction V [004303]

Exercice 4304 Mines-Ponts MP 2005

00 2
Nature et calcul de ["5exp (— (x—1) ) dx?
Correction ¥ [004304]

Exercice 4305

Existence de [ sin(x* +x? +x) dx.
Correction ¥ [004305]

Exercice 4306 cos(P(1))

Soit P un polynome a coefficients réels de degré supérieur ou égal a 2. Montrer que [~ cos(P(t)) dt converge.
Correction V [004306]
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Exercice 4307 Ensi PC 1999

: _ [t du T ] u" du
Soient [ = fu:O W etJ = fu:()m (n S N)

Prouver que ces intégrales convergent, qu’elles sont égales et les calculer.
Correction V [004307]

Exercice 4308 f et /" de carrés sommables

Soit f: R — R de classe €2 telle que [75 f2(¢)dt et [y f"*(t)dt convergent. Montrer que [T f/%(¢)dt
converge. [004308]

Exercice 4309 ' < 1, Ulm 1999

Soit f: RT — R* de classe €', intégrable.
1. On suppose f’ < 1. Montrer que f(x) — 0 lorsque x — +oo.

2. Est-ce encore vrai si on suppose seulement f’ < 1+ g avec g intégrable ?

[004309]
Exercice 4310 Intégrales emboitées
Etablir la convergence et calculer la valeur de [, f,+°° sint it dx.
Correction V¥ [004310]

Exercice 4311 Centrale MP 2001

Soit f de classe €2 sur R a valeurs dans R telle que f2 et f"? sont intégrables sur R*. Montrer que ff” et f’
sont intégrables sur R™, que f est uniformément continue et qu’elle tend vers zéro en oo,
Correction ¥ [004311]

Exercice 4312 X MP* 2000

Donnez un équivalent pour x — +oco de ft’C: 0 SlTnt dt.

Correction V [004312]

72 Intégrale dépendant d’un parametre

Exercice 4313 Calcul de limite

2x costIn(1+4¢%)
Chercher lim,_,o [~ T
Correction V [004313]

Exercice 4314 Calcul de limite, Ensi P 90

o« e . 2
Calculer les limites : lim, .o [ o dt et lim,_,q - w0 et

Correction V [004314]

t 1
i = 1 -+ o(t) avec ¢ prolongeable par continuité en 0, donc lim,_,¢ f - dt =In3.
- ieg, = t2 +0(#?) donc hm)HO Jo = - +€3, g. Exercice 4315 Calcul de limite
x2+x  sintdt
Chercher limy_, ;o - = s Trin(ing) -
Correction V¥ [004315]
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Exercice 4316 Calcul de limite

e 'dt
=X smtlnt

Chercher lim,_,o+ f,

Correction V¥ [004316]
Exercice 4317 Série d’intégrales, Esem 91

Etablir la convergence et calculer la somme de Y7, (—1)" [;™ o tg

Correction ¥ [004317]
Exercice 4318 sin(t) /(¢ +x)

1. Prouver I’existence pour x > 0 de I(x) = [ ;‘fr‘; dt.

2. Déterminer limy_, o I(x).

Correction ¥ [004318]
Exercice 4319 Calcul de limite
Soit f: [0,1] — R continue. Chercher lim,_,+ ft ;zf +tt>2 dt.
Correction ¥ [004319]
Exercice 4320 Calcul d’équivalent, Mines 1999
Donner un équivalent pour x — oo de [ 75 S5 .
Correction V [004320]
Exercice 4321 Calcul de limite
Soit a > 0. Donner le DL en x = 1 a 'ordre 3 de f(x) = [,/ 2% dt.
Correction V [004321]
Exercice 4322 ([ f*)/*

1/x
Soit f: [a,b] — R™ continue. On pose ¢(x) = (ftb:a(f(t))xdt) :

1. Montrer que ¢ (x) — max(f) lorsque x — +oo.

2. On suppose f > 0 et b—a = 1. Montrer que @(x) — exp (ftb:a ln(f(t))dt> lorsque x — 0.
Correction V [004322]
Exercice 4323 1" f(t)

Soit I, = ftlzo t"In(1+ 1) dt. Montrer que I, — 0 lorsque 7 — oo.

[004323]
Exercice 4324 1" f(t)
Soit f : [0,1] — R continue. Montrer que ' ¢"f(t)dt = %1) +o (%)

[004324]

Exercice 4325 f(1")

1. Soit f: [0,1] — R continue. Montrer que ftlzof(t”) dt — f(0) lorsque n — oo.
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t"dt
0 1+ -

3. Chercher un équivalent pour n — co de —1+ ftlzo V1+1de.

2. Chercher un équivalent pour n — oo de ftlz

Correction V

[004325]

Exercice 4326 f(t")

Donner les deux premiers termes du DL pour n — o de [,, = ftlz 0 li—tt,,

Correction Vv

[004326]

Exercice 4327 f(1")

Donner les deux premiers termes du DL pour n — o de [,, = ftlzo V1+ede.

Correction V

[004327]

Exercice 4328 f(1")

Chercher un équivalent pour n — oo de t::]/ "V1+1mdt.

Correction V

[004328]

Exercice 4329 Calcul de limite

2 . . 7/2 sin®
Déterminer lim,,_o fx:/O i dx.

[004329]

Exercice 4330 Calcul de limite

Soit f : [0,1] — R continue. Déterminer lim,, . ;o nf(¢)e ™" dt.

Correction V

[004330]

Exercice 4331 (1 —x/n)", Ensi PSI 1998

Soit x € [0,n]. Montrer que (1 —x/n)" < e~*. En déduire lim, . [;_o(1 —x/n)" dx.

Correction V

[004331]

Exercice 4332 Equation intégrale, Ensi P 91

Déterminer les fonctions f € €°(R,R) telles que : Vx € R, f(x)+ [ (x—1)f(¢)dt

Correction V

[004332]

Exercice 4333 tan”¢, Ensi Physique P 94

On pose I, = f0”/4 tan” 7 dt.
1. Montrer que I, — 0 lorsque n — oo.
2. Calculer I, en fonction de n.
3. Que peut-on en déduire ?

Correction V

[004333]

Exercice 4334 Calcul de limite, Ecole de I’air 94

. n__42n
Chercher lim,, .. f, L= dr.

Correction Vv

[004334]

Exercice 4335 Approximation de la mesure de Dirac

Soit f: [a,b] — R™ continue atteignant son maximum en un unique point ¢ € |a, b.
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1. Soit u > 0 tel que [c — u,c+ u] C [a,b]. Chercher lim,,_c <f,b_u f(¢)dt / ff:t’iu () dt).

2. Soit g : [a,b] — R* continue. Chercher lim,_.. ( [P ()g(e) dt / [0 dt).

Correction V¥ [004335]

Exercice 4336 Equation intégrale

Soit f : [0, +oo[ — R* continue telle que f(x) [~ f>(t)dt — ¢ # 0 (lorsque x — +o0). Trouver un équivalent
de f en +oo.
Correction ¥ [004336]

Exercice 4337 Convolution
Soient f,g: R — R continues et a,b € R. On pose @(x) = flb:a f(t)g(x—t)dr.

1. Montrer que ¢ est continue et que si g est de classe €, alors @ I’est aussi.

2. Montrer que si f est de classe €' (et g continue), alors ¢ est aussi de classe €.

[004337]

Exercice 4338 Convolution (Mines MP 2003)
Soient f,g € €([0,+oo[,R). On pose h(x) = [, f(x—1)g(t)dr.

Existence et continuité de h.
Peut-on inverser f et g ?

On suppose f intégrable sur [0, +oo[ et g bornée. Montrer que & est bornée.

L=

On prend f(x) = % et g(x) = cos(ax) avec 0 < a < 1. & est-elle bornée (on pourra étudier les cas
a=0etax=1)?

Correction V¥ [004338]

Exercice 4339 Calcul d’intégrale

1. Calculer ¢(a) = [, lfm.

tdt
(14at)?*

2. En déduire la valeur de [,

Correction V [004339]

Exercice 4340 Fonction définie par une intégrale

On pose @(x) = ftlzoe_x/’ dt.
1. Montrer que ¢ est de classe ¢ sur R™*.

—Xx

2. Vérifier que ¢"(x) = %

[004340]

Exercice 4341 Fonction définie par une intégrale, Mines 1999

Soit I(a) = [F5 x;j;i dx. Montrer que /() existe et définit une fonction de classe €' sur |0, 1]. Ecrire I(a)

comme somme d’une série. [004341]

Exercice 4342 Fonction définie par une intégrale

On pose pour x >0 : f(x) = Li‘g ln(lxjr;tz) dt.
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Calculer explicitement f’(x) et en déduire f(x) (on calculera f(0) a I’aide du changement de variable u = 1/1).

Correction Vv

[004342]

Exercice 4343 Fonction définie par une intégrale

On pose I(x) = fti/oz In(cos?t +x?sin’t) dt.
1. Montrer que I est de classe €' sur R,

2. Calculer I'(x) et en déduire I(x).

Correction V

[004343]

Exercice 4344 Intégrale de Gauss

2
On considere les fonctions définies par : f(x) = ( fpe™ ’ dt) et g(x) = ftlzo

1. Montrer que f et g sont dérivables et calculer f” et g’.

2. Montrer que f(x) 4 g(x) =  pour tout x € R*.
3. En déduire la valeur de f,i‘S’ e dt.

Correction Vv

efxz(lﬂz)

1+¢2 dt.

[004344]

Exercice 4345 Intégrale de Gauss, Ensi PC 1999

) 2 . oo 2 2 /42
On donne : [T5e ™ dt = 4 Existence et valeur de [15 e~ "+ /1) dr.

Correction V¥

[004345]

Exercice 4346 Fonction définie par une intégrale

1. SoitI(x) = [15 e’ cos(2xt)dt. Prouver que  est de classe € sur R.

2. Chercher une relation simple entre I et I’.
3. En déduire la valeur de /(x) (on admet que 7(0) = ?)

Correction V

[004346]

Exercice 4347 Fonctions définies par des intégrales

On pose, pour x réel, F(x) = [5 % dtetG(x) =[5 i*ing dr.

1. Montrer que les intégrales F(x) et G(x) convergent absolument pour tout x réel et que F(x) = |x|F(1).

2. Montrer que la fonction F — G est de classe ¢! sur R. En déduire
dérivable en 0.

que G est €' sur R* et n’est pas

[004347]

Exercice 4348 Théoreme de division des fonctions €

-0 0
Soit f: R — R de classe €~ et g(x) = x ST xF

1'(0) six=0.
Vérifier que g(x) = f,1:0 f'(tx)dt. En déduire que g est de classe €.
Montrer de méme que la fonction gy : x — ﬁ (f(x) — f(0) =xf'(0) —---— (

fonction de classe € en 0.

Xk—]

mf(kfl) (0)) se prolonge en une

[004348]

Exercice 4349 y'+y=f
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Soit f: R — R continue. On pose g(x) = [;—, f(#)sin ( t)dt. Montrer que g est I’'unique solution de 1’équation
différentielle : y” +y = f(x) telle que y(0) =y'(0) =

[004349]

Exercice 4350 Fonction définie par une intégrale
Soit f : R — R continue. On définit pour x € R* ety € R : g(x,y) = 1 [¥ f(r)dt.

1. Montrer que g peut étre prolongée en une fonction continue sur R2.

2. On suppose de plus f dérivable en 0. Montrer que g est de classe €.
Correction ¥ [004350]
Exercice 4351 Fonctions définies par des intégrales
Construire les courbes représentatives des fonctions suivantes :

/2 .
1. f(x)= f—/fn:/Z |x+1|sint dr.
_ X dr
2. f(x) — Jr=x1nr
_ dt
3' f(x) - ‘L:X l4+[2+]
1 ¢d
4. f(x)= fz_O f+;
5 flx)=J; /0 xexp(“'l’)dt
1+xt

6. ( ) ft O 1+;2

Correction V¥ [004351]

Exercice 4352 Fonction définie par une intégrale

Montrer qu’il existe un unique réel x € [0, 7] tel que [, cos(xsin0)d6 = 0. Calculer une valeur approchée de
x 21072 pres.
Correction ¥ [004352]

Exercice 4353 Développement en série, Ensam PSI 1998, Mines MP 1999
Soit I(0t) = [7F S gy,

1. Justifier I'existence de /().

2. Déterminer les réels a et b tels que : I(0t) = Y0 575

3. Donner un équivalent de /(@) quand o — +co.

Correction V [004353]

Exercice 4354 Formule de Stirling

Montrer que I'(x+ 1) ~ x*e™v/27x pour x réel tendant vers +oco.
Correction ¥ [004354]

Exercice 4355 Développement en série, Mines 1999

Soit 6 € ]0, z[. Montrer que [, ==Y, eXp(me) [004355]

Exercice 4356 Fonction définie par une intégrale, X 1999

1. Calculer f(a) =[5 e cos(at) dr.

2. Soit g(a) = ft:g e"ZMdt; calculer lim,_, . g(a).
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Correction V [004356]

Exercice 4357 Développemen‘[ asymptotique

Soient J(x) = 7} et K(x) = [ ——costdr

sin t+x2 cos?t sin? 1+x2 cos2 ¢

Calculer lim, o+ (J(x) — K(x)) et montrer que J(x) = —Inx+2In2+0,_,¢+(1). [004357]

Exercice 4358 Transformée de Laplace

Soit f : [0,4oo[ — R continue telle que [T £()dt converge (pas forcément absolument).
On pose ¢(a) = ;75 e f(1)di
1. Montrer que @ est de classe € sur |0, +oo|.

2. Montrer que ¢ est continue en 0.

Correction ¥ [004358]
Exercice 4359

On pose pour > 2 : v, = [, o +x” dx. Montrer que la suite (v,) converge. Nature de la série Y (v, — 1) ?
Correction ¥ [004359]
Exercice 4360

On pose pour n > 2 u, = [5 0 Jix,, dx. Montrer que la suite (u,) converge, puis que la série Y (u, — 1) converge
également.

Correction V¥ [004360]

Exercice 4361 Centrale MP 2000

Domaine de définition de I(a) = [ 11122)6 dx. Calculer 1(2) et I(3). Déterminer la limite de /(@) en +-oo.

Correction V [004361]

Exercice 4362 Centrale MP 2000
On considere f(x) = [15 T 1+t

1. Domaine de définition, monotonie, convexité de f (sans dériver f).
2. Continuité, dérivabilité, calcul de f®)(x).
3. Donner un équivalent de f(x) enOeten 1.

4. Calculer f(1/n) pourn e N,n>2

Correction V¥ [004362]

Exercice 4363 Ensae MP* 2000
Z sin(ka)

Soit & € R. Trouver la limite de u,, = Pt
Correction Vv [004363]

Exercice 4364 Polytechnique MP* 2000

el cos(x+1)

Existence et continuité de f(x) = [[7*_ VTN dt. Montrer que f est intégrable.

Correction V¥ [004364]

Exercice 4365 Centrale MP 2001

dt en série de fractions rationnelles.

j+w sint
t

1. Développer, pour tout x > 0, s(x) = .27 5
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N + P . N T
2. Montrer qu’en 07, s(x) est équivalente a .

Correction V [004365]

Exercice 4366 X MP* 2001

Etudier [75 = ;2 dr.

Correction V¥ [004366]

Exercice 4367 Ensi MP 2004

Soit f(x) = J}5 < dr.

1. Trouver le domaine de définition de f.

2. Montrer que f est dérivable sur R,

3. Calculer f— f'.

4. Donner un équivalent simple de f/(x) pour x — +-oo.
5

6

. Montrer que f(x) = 2{[ 4;([—1- (\[>

. Tracer la courbe de f.

Correction V [004367]

Exercice 4368 Ensea MP 2004
Soit o > 0.

1. Montrer que f : x — e~ % [J'_,cos(xsin6)d0 est intégrable sur RT.
2. Calculer I = [ f(x)dx. Indication : écrire I = lim,, 4o [* f(x)dx

Correction V [004368]

Exercice 4369 X MP* 2000

t

Etudier la limite en 0+ de I(x) = [T <=5 e~ d1,
Correction ¥ [004369]
Exercice 4370 { et
oo X—1
Montrer, pour x > 1 : {(x)[(x) = [,I5 £—d [004370]

Exercice 4371 Centrale MP 2002

Soit f X f, 0 m Déterminer son domaine de définition ; étudier sa continuité et sa monotonie. Calculer
ft | d —; et en déduire des équivalents et les limites de f en 0 et en +-ce.
Correction V [004371]

Exercice 4372 Polytechnique MP 2002

Soit o € ]0,%5[ et A € R. Chercher un équivalent pour n — oo de I, = [,* sin(x) exp(An sin?(x)) dx.
Correction ¥ [004372]

Exercice 4373 Centrale MP 2004
Soit (ay)nen la suite définie parag = 1 et a, = & [[Lot(t—1)...(t—n)dt.

1. Quel est le rayon de convergence de la série entiere ), a,x" ?

2. Donner un équivalent de a,.
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Correction V [004373]

Exercice 4374 )" sin(a ) , Mines-Ponts MP 2004

Soit u,(t) le terme general d’une série : u, (1) = "' sin(nx) avec 0 < x < 7.

1. Etudier la convergence de la série.

2. Calculer Y7 _u(t) = Su(t). Mettre S,(¢) sous la forme Z’((tt)) avec Q(t) > a, oo > 0.

3. Calculer lim, ;e S, (¢) et lim,, . LS, (1) dt.
4. En déduire Yo, ),

n

Correction V¥ [004374]

Exercice 4375 Lemme de Lebesgue, Centrale MP 2004
Soit f continue par morceaux définie sur R, a valeurs dans C.

1. Soient a,b € R. Montrer que [”  f(t)cos(nt)dt — 0 lorsque n — oo

2. On suppose que f est intégrable sur |0, +oo[. Soit u, = [% sin?(nt) f(¢) dt. Montrer que (i, ),cn admet
une limite quand n — oo et la préciser.

Correction V [004375]

Exercice 4376 Suite d’intégrales, Centrale MP 2004

Soit (f)nen+ une suite de fonctions définie par: Vn € N*, Vx € [0,1], f,(x) = (#)n

1. Montrer que (f,) converge simplement vers une fonction ¢.
2. (a) La convergence est-elle uniforme ?

(b) La convergence est-elle monotone ?
3. Soit, pour n € N*, J,, = fxlzo fn(x)dx. Montrer que J,, ~ n%

Correction ¥ [004376]

Exercice 4377 Mines-Ponts MP 2004

Soit f(x) = ft o L. Etudier le domaine de définition de £, sa dérivabilité, puis calculer f(x).

Correction V [004377]

Exercice 4378 Mines-Ponts MP 2004
Soit I(a) = [ /5 ®xe @ gx.

1. Quel est le domaine de définition de I ?
2. Etudier la continuité et la dérivabilité de 1.

3. Calculer I(a).

Correction V¥ [004378]

Exercice 4379 ENS Lyon MP* 2004

1. Soit f: [a,b] — R de classe €2 et F (x) = ftb:a f(t)e ™ dt avec a < 0 < b. Montrer que F(x) — 0 lorsque

x = +oo.
2. Montrer que F(x) = fla)e e f(b)e™ _|_0G),

129

3. Montrer la convergence de I’intégrale [ = [T~ e~ /2 dt.
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4. Soit g(x) = [2 f(t)e ™"/ dt. Montrer que g(x) = I'J:};)) +0(%>'

Correction V¥ [004379]

Exercice 4380 Théoréme de d’ Alembert-Gauss
Soit P € C[X] de degré n > 1. Le but de cet exercice est de prouver que P admet une racme dans C. On

suppose au contraire que P ne s’annule pas et on consideére pour r > 0, 6 € [0,2x] : f(r,0) = (re,e) et F(r) =
JoZo f(r,0)d0.
1. Montrer que F est de classe €’ sur [0, +oo].
2. Vérifier que zrgf = g{; En déduire que F est constante.
3. Obtenir une contradiction.
[004380]

73 Intégrale multiple

Exercice 4381 Intégrales doubles
Calculer [[, f(x,y)dxdy :

LD={y> 0ty < ly-r<)

f(xy) =x%y.
2. D= {x*+y*> <R*},
flx,y) =2y.

3.D={5%+p <1l
f(x,y) =x2+y2.

4. D={0<x<1-%},
flx,y) =x*+y2

5. D={x+y* <1},
flxy) = (x+y)%

6. D={x+y* <1},
flx,y) = xﬁfy”)jl.

7.D={x>0,y>0,x+y<1},
flr,y)=x+y+1.

8. D={|x+y|<1,]x—y[ <1},
fx,y) =In(x+y+1).

9. D={x>0,y>0,x+y< 7},
f(x,y) = (x+y)sinxsiny.

10. D={x|<x*+y* <1},
fy) = (1+x2+y)%

11. D={x>0,y>0,x+y<a},
fl,y) =x+y+/a>+ (x+y)2.

12. D={x>0,y>0,x+)* <1},
F(x,y) = xy\/x2 + 4y,

13. D={x>+y* -2y < 0}
f(x,y) = yexp(¥® +y* —2y).
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14. D= {y* <2px,x* < 2py},
Fley) =exp (5.

Correction V [004381]

Exercice 4382 ESEM 94

Calculer I = [[, xydxdy ou A= {(x,y) tel que y > O et (x +y)? < 2x/3}.
Correction ¥ [004382]

Exercice 4383 Ensi PC 1999

Calculer I = [[,(x* +xy+y*)dxdy o A= {(x,y) tel que y > 0 et x*> +y> —2x < 0 et x* +y* — 2y < 0}.
Correction ¥ [004383]

Exercice 4384 Intégrales triples
Calculer [[f,, f(x,y,z) dxdydz :
L. D={0<x<1,0<y<1,0<z< 1},
fx,.2) = Gy
2. D={x>+y*+# < R*},
fe,yz) = ————— (a>R>0).

a2_x2_y2_z2

3.D={x>0,y>0,z>0,x+y+z< 1},

f(x,y,2) = xyz.
4. D={x>0,y>0,z>0x+y+z< 1},

_ 1

f6:2) = g
5.D={x*+y*<R*,0<z<a},

Fenz) =2+ +22 =322 +y?).
6. D={x*+y*<2,0<z< 1},

f(x7y7 )_m

2
7. D= {Z—i+i—2+§ < 1},
fny,2) = +)%

Correction V [004384]

Exercice 4385 Ensi Chimie P 93

1. Calculer fffD% avec D = {(x,y,z)telque 0 <x<1,0<y<1,0<z}.

2
2. En déduire fgg(@) dr.

Correction V [004385]

Exercice 4386 Ensi Chimie P 93

In(1
Soit I = [ n1(++2x) dx.

En calculant J= [/ % avec D = {(x,y) tel que 0 < x < 1, 0 <y < 1} de deux facons différentes,
trouver /.
Correction ¥ [004386]

Exercice 4387 Ensi Chimie P 93
Soit T un tore plein d’axe (Oz) et de rayons R, r (R > r). Calculer [[[(x* +y?)dxdydz.
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Correction V [004387]

Exercice 4388 MF +MF’

Soit & I’ellipse d’équation Z—z +i—z =1(0< b < a), E le domaine limité par & et F, F' les foyers de &. Calculer
I = [[yyep(MF +MF")dxdy.

On effectuera le changement de variable : x = Vu? + c2cosv, y = usinv ol ¢ = v a? — b2.

Correction ¥ [004388]

Exercice 4389 [7/3 nlltcosy)

Cosx

1. Montrer I'existence de I = [™/2 In{leoss) 7.

2. Montrer que I = [}, m&dxdy ouD =[0,%]%.

0SXCOSY
3. En déduire la valeur de .

Correction V [004389]

Exercice 4390 Intégrale de Gauss
Calculde I = [ e dr.

1. Justifier la convergence de cette intégrale.
2. Pour a > 0 on note A, = [0,a] x [0,a] et C, le quart de disque d’équations : x> +y* < a? x>0,y > 0.

—_x2

(a) Encadrer 'intégrale sur A, de f(x,y) =e - par les intégrales de f sur des domaines du type Cp.

(b) Calculer [¢, f(x,y)dxdy en polaires et en déduire la valeur de /.

[004390]
: 1 Int

Exercice 4391 [,_, " dt

1. Calculer A = [, ddy

: = Joy<a<l T+)(102)
2. Démontrer la convergence des intégrales :
7/4 In(2cos’ B) n/4 In(2sin® 0) _ ol Inr
= JoZo 2cos29 e d6, C = JoZo 2c0529 Lo, etD = L, i dt.

3. Démontrer que A = B (passer en coordonnées polaires dans A).

4. Calculer B+ C et B— C en fonction de D.

5. En déduire les valeurs de C et D.
Correction ¥ [004391]
Exercice 4392 Aires
Calculer I’aire des domaines suivants :

1. D est la partie du disque unité située dans la concavité de I’hyperbole d’équation xy = ?.

. . . s e . 5z . 2 2 2 2

2. D est I'intersection des domaines limités par les ellipses d’équation 2 + Z—Q =leti; + Z—z =1
Correction V [004392]
Exercice 4393 Ensi P 90
Soit & le plan rapporté au repere (0,_’7 _’) Calculer I’aire du domaine délimité par la courbe d’équation x2/3 +

2/3 _ 2/3

v =al”.
Correction V¥ [004393]
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Exercice 4394 Chimie P 91

On considere les courbes planes : 2; : (x*> =2q;y) et Z; : (y> = 2p;x). On suppose 0 < q; < g2 et 0 < p; < ps.
Calculer I’aire du “quadrilatere” limité par &2|,%,,2; et 2,.

Correction V [004394]

Exercice 4395 Chimie P 1996
Calculer Iaire délimitée par la courbe d’équation (y —x)? = a® — x°.
Correction ¥ [004395]

Exercice 4396 Volumes
Calculer le volume des domaines suivants :

1. D est I’intersection du cylindre de révolution d’axe Oz de rayon a et de la boule de centre O de rayon 1
O<a<.

2. D est I'intersection de la boule de centre O de rayon 1 et du cone de révolution d’axe Oz et de demi-
T
angle 7.

3. D est le volume engendré par la rotation d’un disque de rayon r autour d’une droite coplanaire avec le
disque, située a la distance R > r du centre du disque (tore de révolution ou chambre a air).

Correction V¥ [004396]

Exercice 4397 Ensi Physique P 94

Calculer le volume intérieur au paraboloide d’équation x> + y> = 2pz et extérieur au cone d’équation x> + y> =
A2 (p>0,1>0).

Correction V¥ [004397]

Exercice 4398 Volume

Dans le plan Oxy on consideére la courbe ¢’ d’équation polaire p = av/c0s20 (a >0, —% < 6 < 7). En tournant
autour de Ox, € engendre une surface dont on calculera le volume qu’elle limite (on posera x = pcos0,
y=psinOcos¢, z= psinOsing).

Correction V¥ [004398]

Exercice 4399 Volume

On coupe une demi-boule par un plan P parallele a sa base. Quelle doit étre la position de P pour que les deux
morceaux aient méme volume ? (Donner un résultat approché)

Correction V [004399]

Exercice 4400 Somme double
Soit f : [0,1] — R continue.
Chercher lim,, o, ,37 Yo<icj<nf (5) f (ﬁ) [004400]

Exercice 4401 Nombre de couples (a,b) tel que a®> +b*> < n

Pour n € N on pose E, = {(p,q) € N* tel que p*> +¢*> < n} et C, = Card (E,,).
Interpréter C,, comme une aire et donner un équivalent de C,, lorsque n — oo, [004401]

Exercice 4402 Ens MP 2002
Soit f € €([0,1],R™) telle que f; f = 1. Pour y € €([0,1],R) on pose

/ / X1+ +xn>f(xl)"‘f(xn)dx]...dxn.
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Montrer que A, (y) — l//( [Loxf(x) dx) lorsque n — oo.
Correction ¥ [004402]

Neuvieme partie
Séries
74 Fonction exponentielle complexe

Exercice 4403 cosz

Quels sont les complexes z tels que cosz € [—1,1] ?
Correction ¥ [004403]

Exercice 4404 lim((1+z/n)")

Soit z € C. Montrer que (1 + ﬁ)" — ¢* lorsque n — oo,
Correction V¥ [004404]

Exercice 4405 Inégalité

Soit z € C. Montrer que |¢? — 1| < el — 1 < |z]el.
Correction ¥ [004405]

Exercice 4406 Inégalité, Polytechnique MP* 2006

e&—1

Soit z=x+1iy € C avec x,y € R et x # 0. Montrer que ele ‘ < |5 ‘ Que dire en cas d’égalité ?
Correction V¥ [004406]

Exercice 4407 Morphismes (R,+) — (C, )
Soit f: R — C*telleque: Vx,y e R, f(x+y) = f(x)f().
1. Si f est dérivable, montrer qu’il existe A € Ctel que : Vx € R, f(x) =e

Ax

2. Obtenir le méme résultat si f est seulement supposée continue (prendre une primitive, F, de f et montrer
qu’elle est de classe C?).

[004407]

Exercice 4408 ¢ =z

Montrer qu’il existe une infinité de complexes z tels que e* = z (on calculera x en fonction de y, et on étudiera
I’équation obtenue).

Correction V¥ [004408]

Exercice 4409 Equations trigonométriques

Résoudre dans C :

1. cosz=2.
2. chz=-1.
3. sinz+sin jz+sin j2z = 0.
4. 8cosz+4isinz =7+ 5i.
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Correction V [004409]

Exercice 4410 |cos| et |sin| sur le cercle unité

Calculer sup{|cosz| tel que |z| < 1} et sup{|sinz| tel que |z| < 1}.
Correction ¥ [004410]

Exercice 4411 Courbes
Soient M, M’ deux points du plan d’affixes z = x+iyet7 = x' +iy'.

1. On suppose que z et Z’ sont liés par la relation : 7/ = ¢¢. Etudier la courbe décrite par M’ lorsque M
décrit :
(a) une droite x = cste.
(b) une droite y = cste.
(¢) une droite quelconque.

2. Reprendre les questions la et 1b avec 7/ = cosz.

[004411]
Exercice 4412 Centrale MP 2002
Résoudre dans .7, (C) : exp(M) = <%)l ! ;; l).
Correction V¥ [004412]

75 Séries numérique

Exercice 4413 Etude de convergence

Etudier la convergence des séries de terme général :
(1 + %)n —e.

ch®*n—sh%n.

2In(n® 4+ 1) = 3In(n® +1).

Yar1— g,

3
n’+1
arccos <n3+2>.

_a'_
1+a?"
(="
n2+n’
(=1
Inn *
1+(=1)" v
9, LR
2.4.6..(2n)
10, 246-.Cn)
114214 4n!
11. (nT)!n.
11—21+4-£n!
12. (nT)!n.

(="
13. Inn+sin(2nm/3) "

41+ S

(=D"
15, e
16 (—1)lva]

n

A S

]

El

*®
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17. (Inn)"

nlnn .

_1

18. G-
Correction ¥ [004413]

Exercice 4414 Centrale PC 1999

Soit la suite de terme général : u, = (n* 4 n2)'/* — P(n)'/? ot P est un polynéme. A quelle condition sur P la
série ) u, converge-t-elle ?

Correction V [004414]

Exercice 4415 Ensi PC 1999

Quelle est la nature de la série de terme général In (1 + %) ?
nn

Correction V¥ [004415]

Exercice 4416 Mines MP 2000

Soit & > 0. Etudier la série Y u,, avec u, =

na+(7l)n
Correction V [004416]

Exercice 4417 Mines MP 2003

Si a > 0, donner la nature des séries ) ,,~, (_(]7)% Z@z]n(] + (*1)n) ety > nllﬂ

nD(
Correction V [004417]

Exercice 4418 Ensi PC 1999

Soit (u,) une suite réelle telle que “*= — g et 2 = b lorsque n — eo. Etudier la convergence de Y uy.
.

2n

Correction Vv [004418]

Exercice 4419 Encadrement
Soient Y u,, Y v,, Y w, trois séries réelles telles que Y u, et Y w, convergent, et u, < v, < w, pour tout n.
Montrer que Y v, converge. [004419]

Exercice 4420 Calcul approché

n
Montrer que la série Y, (n sin(0.4/ n)) converge. Calculer 2 la machine une valeur approchée a 1078 pres

de sa somme.
Correction V¥ [004420]

Exercice 4421 Ensi MP 2002

On suppose que la série a termes positifs de terme général u,, est divergente et on pose S, = Y ;_ Ux.

Soit f: RT™ — R une application continue décroissante. Comparer les énoncés :

1. f est intégrable

2. La série de terme général u, f(S,) converge.

Correction V¥ [004421]

Exercice 4422 Centrale P’ 1996

n?

Montrer que la série Y=, —" > converge. Calculer une valeur approchée a 10~ prés de sa somme.
n=1 (14n2)2

Correction V [004422]

Exercice 4423 CJ /n4"
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n
CZn
n4n

. L. noo. . . .
L’une au moins des deux séries : ) 2 et )" % diverge. Dire pourquoi et dire laquelle.
2n

[004423]

Exercice 4424 1/(1+ n*u,), Mines-Ponts MP 2005

Soit (u,) une suite réelle positive et v, =
Y u, diverge.
Correction V¥ [004424]

Hﬁ. Montrer que Y u, converge = Y v, diverge. Etudier le cas ou
n

Exercice 4425 a,/(14+a1)(1+a2)...(1+ay)

Soit (a,) une suite réelle positive. On pose u, =

ay
(14a1)(14az)...(1+a)
1. Montrer que la série ) u, converge.

2. Calculer ¥, uy lorsque a, = ﬁ

Correction V [004425]

Exercice 4426 1 / anb de chiffres de n

Pour n € N* on note p, le nombre de chiffres de 1’écriture décimale de n (sans zéros inutiles). Soit a > 0.
Etudier la convergence et déterminer la somme éventuelle de la série } ;. , a,i,k
Correction V [004426]

Exercice 4427 Cauchy-Schwarz

Soient (u,), (v,) deux suites réelles telles que ¥ u? et Y v2 convergent.

1. Montrer que ) u,v, converge.
2. Montrer que ¥ (u, +v,)? converge et : /Y (uy +vi)2 < /L2 + /T V2.

[004427]

Exercice 4428 (—1)"/(n*/* +cosn)

(="
n3/4+4cosn”

Soit u,, =
1. La série Y u,, est-elle absolument convergente ?
2. En écrivant u, = ;—}2 + vy, étudier la convergence de ) uy,.

Correction Vv [004428]

Exercice 4429 Reste d’une série alternée

IR ‘o
On pose u, =Y, E/k—% Etudier la convergence de la série ) u,.

Correction Vv [004429]

Exercice 4430 Calcul de sommes
Calculer les sommes des séries suivantes :

) 1
1. Zk:Z 21"

o 1

2. X e ey
3. L1 e
4

o0 1
- Li=o0 k34-8k2417k+10"

91

rain (14 5 )-
6. YioIn(1—2).
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7. Y oln(cos ).

8. Yr o2 Fan(2*a).
9. ¥ 02k3kﬁlgz+l‘

10. Yo, Cix".

11. Zk lﬁ.

k—nlk/n
12 Y7 Sk

Correction V¥ [004430]

Exercice 4431

- 44 LVn+1]-[vn]
Convergence et somme de la série de terme général u, = ————.

Correction Vv [004431]

Exercice 4432 Chimie P 90

1. Résoudre les équations différentielles : y” +2y' +2y =0, y”’ +4y' +4y = 2¢ *cosx.

2. Soit f la solution commune. On définit la série de terme général u, = fx(g;)” f(x)dx. Montrer que Y u,
converge et calculer sa somme.

Correction V¥ [004432]

Exercice 4433 1/n*(n 4—1)2
1
%2

On admet que Y5 | 5 = Z Calculer Yiii k2(k£r1)

Correction V [004433]

Exercice 4434 1/(12+2%+...+n?)

o (=D L oo 1
On admet que },;” | “—— = In2. Montrer que la série } ;_| ;7357 est convergente et calculer sa somme.

Correction V¥ [004434]

Exercice 4435 In(n) +aln(n+1)+bln(n+2)

Pour quelles valeurs de a,b € R la série de terme général In(n) +aln(n+ 1)+ bIn(n+2) est-elle convergente ?
Calculer alors la somme de la série.
Correction V [004435]

Exercice 4436 arctan(1/(k*>+k+1))
Montrer que ) ;” arctan <ﬁ> = 7. (On pourra calculer tans,)
CorrectionV [004436]

Exercice 4437 arctan(n+a) — arctann
Soita € R.

1. Montrer que la série de terme général arctan(n + a) — arctann est convergente.

2. On pose S(a) = Y.;_o(arctan(k + a) —arctank). Trouver lim,_, ;. S(a).

Correction V [004437]

Exercice 4438 Pile en porte a faux
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Peut-on empiler 100 pieces de 1F de sorte que la derniére soit compleétement en porte a faux ? (c’est-a-dire que
sa projection sur un plan horizontal ne rencontre pas la projection de la premiere piece)
Correction V¥ [004438]

Exercice 4439 Recherche d’équivalents

Par comparaison a une intégrale, donner un équivalent de :
2n 1
L. Zk:n-‘rl N/

n 1
2. Yk 7k

Correction V [004439]

Exercice 4440 1n*(k)

Par comparaison a une intégrale, donner un équivalent de u, =Y ;_, In’ k. La série de terme général ui est-elle
n

convergente ?

Correction ¥ [004440]

Exercice 4441 k2/3

. | o
Trouver la partie entiére de Y17, k=2/3.
Correction V [004441]

Exercice 4442 (—1)fvk

On pose u, = Zii] (—1)*v/k. Donner un équivalent de u, quand n — oo. (Regrouper les termes deux par deux
puis comparer a une intégrale)
Correction V¥ [004442]

Exercice 4443 Constante d’Euler

Soit f: R — R décroissante. On pose u, = f(n) et s, =up+ -+ up.

Montrer que la suite de terme général s, — ,"jol f(t)dt est convergente. Donner une interprétation graphique de
ce fait.

Application : On pose ¥ = lim;, e (1 + % 4+ % — lnn). Justifier I’existence de y et montrer que % <y«
[004443]

Exercice 4444 Constante d’Euler (Centrale MP 2003)

Soit S, = Y- | T _lnnetT, = Y 2+ L —Inn. Les suites (S,) et (7, sont-elles adjacentes ?
Correction ¥ [004444]

Exercice 4445 Constante d’Euler, Mines-Ponts MP 2005

Soit u, j le reste de la division du 7 par k. Quelle est la limite de %ZZ: 1

Unk o
k

Correction V [004445]

Exercice 4446 Mines MP 2003

Soit la suite de terme général u, = % + % +-- h,’T”

1. Donner un équivalent de u,, en oo,

. z. 7z 2
2. Montrer que la suite de terme général : v, = u,, — h’T" est convergente.
3. Soit £ =1im,_,. v,,. Donner un équivalent de v, — £.

Correction Vv [004446]
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Exercice 4447 Centrale MP 2001
Donner un équivalent simple de ):Z;(l) rﬂ]sz
Correction Vv [004447]

Exercice 4448 1/n1n?(n)

1. Prouver la convergence de la série de terme général u,, = ﬁ

Onnote S, = Y} ,ux et S =Y, ,ux. Montrer que D) <S8y <y, pourn = 2.

Montrer que si S, est une valeur approchée de S a 1073 pres alors n > 10%34.

Ll

On suppose disposer d’une machine calculant un million de termes de la série par seconde avec 12
chiffres significatifs. Peut-on obtenir une valeur approchée de S 4 1073 prés ? (Remarque : 1 an ~ 32
millions de secondes)

5. Donner une valeur approchée de S 4 1073 pres.

Correction V [004448]

Exercice 4449 (x—1){(x) — 1

Pour x > 1 on note {(x) = ¥¢_; . En comparant {(x) & une intégrale, trouver lim,_,;+ (x — 1) (x).
Correction ¥ [004449]

Exercice 4450 u,/(1+u,)

Soit )" u, une série a termes positifs et v, = 11",4 . Montrer que Y u, et } v, ont méme nature.
n

Correction V¥ [004450]

Exercice 4451 Série des restes

1. Soit (u,) une suite réelle telle que Y |uy,| et Y. n|u,| convergent. On note v, = Y';°_, u.
(a) Montrer que nv,, — 0 lorsque n — oo.
(b) Montrer que Y " | v, = Y., Nlp.

2. Application : Calculer lorsque c’est possible : Y7o kr%.

Correction V¥ [004451]

Exercice 4452 X MP* 2001
Soit (u,) une suite réelle positive, U, = Y7 ou; et o > 0 un réel donné. On suppose n%’; — a lorsque n — oo,

Etudier la suite de terme général ﬁ Yo ku.
n
Correction ¥ [004452]

Exercice 4453 ) nu, converge

On considere une suite (u,),>1 telle que la série Y~ nu, converge. Montrer que la série },~ u, converge.
Correction ¥ [004453]

Exercice 4454 (u,) décroit

Soit (uy)n>1 une suite réelle positive décroissante telle que Y u,, converge.

1. Montrer que nu, — 0 lorsque n — oo, (considérer Yo 11 uk>

2. Montrer que Y, n(u, — u,+1) converge et a méme somme que Y., Up,.
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3. Application : calculer pour 0 < r < 1: Y7 krk et Y k27t

Correction V [004454]

Exercice 4455 u, /S,

Soit (u,) une suite a termes strictement positifs convergeant vers 0. On pose S, = Y}_ .

1. Sila série Y} u, converge, que dire de la série ) ¢* ?
n

2. Silasérie Y uy, diverge, montrer que la série ), ¢* diverge aussi. On pourra considérer p, = [T;_, ( 1— %’;) .
n

Correction V [004455]

Exercice 4456 Polytechnique MP* 2000
On donne une suite de réels strictement positifs (a,), décroissante et de limite nulle. Montrer que la série de
terme général =L diverge.
dp
Correction V [004456]

Exercice 4457 (u, +uy1+---+uzp—1)/n

Soit Y u, une série a termes positifs. On pose v, = Wﬂ Montrer que Y, v, a méme nature que Y u,.

Correction V [004457]

Exercice 4458 Y kuy/n(n+1)

. . .. . 1 n £ A
Soit (u,),>1 une suite positive. On pose v, = WZI«: 1 kug. Montrer que les séries ) u, et ) v, ont méme
nature et éventuellement méme somme.

Correction V [004458]

Exercice 4459 Y kuy /n?

Soit )" u, une série a termes positifs convergente.
Etudier la convergence de la série de terme général v, = n]—z Y kuy.
Correction V [004459]

Exercice 4460 Principe d’accumulation

Soit (u,) une suite réelle positive décroissante. On pose v, = 2"uz». Montrer que les séries Y u, et Y v, ont
méme nature.
Applications : Retrouver la convergence des séries de Riemann )’ ,%a
Etudier la convergence des séries de Bertrand : ¥ ———.
n(lnn)
Correction V [004460]

Exercice 4461 u, . = 1/ne*. Ensi P 90

Soit (u,) définie par : u; € R, u,41 = m%un Quelle est la nature de la série Y u,, ?

Correction Vv [004461]

Exercice 4462 x,, | = x, +x2

Soit (x,) une suite définie par: xo >0,V n € N, x4 1 = x, +x2.
1. Montrer que x,, — oo lorsque n — oo.
2. On pose u, =2~ "Inx,. Montrer que la suite (u,) est convergente. (On étudiera la série ¥ uy 1 — uy)

3. En déduire qu’il existe o > 0 tel que x,, ~ o'
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[004462]

. _ 2
Exercice 4463 u,. | = u, —u;

On considere la suite (u,) définie par: 0 <up < letVn €N, w1 = u, — u2.
1. Montrer que la suite (u,,) converge. Quelle est sa limite ?

2. Montrer que la série de terme général u> converge.

3. Montrer que les séries de termes généraux In <%> et u, divergent.
n

4. Montrer que u, < ﬁ et que la suite (nu,) est croissante. On note £ sa limite.
5. On pose u, = % Montrer que la série de terme général v, | — v, converge.
6. En déduire que u, est équivalent a %

[004463]

Exercice 4464 u,./u, = (n+a)/(n+D)

Soit (u,) une suite définie par la donnée de up € R* et la relation : V n € N, “ = Zi‘b’ ou a, b sont deux
constantes réelles (—a, —b ¢ N).

1. Montrer que u, est de signe constant a partir d’un certain rang.

2. On pose v, = (n+ b — 1)u,. Etudier la convergence de la suite (v,) (on introduira la série de terme
général In(v,11) — In(vy)).

3. En déduire que la série ) u, converge si et seulement si a —b + 1 < 0 et calculer sa somme en fonction

de a,b, uy.
Correction V¥ [004464]
Exercice 4465
On se donne u; et a deux réels strictement positifs et I’on définit par récurrence la suite (u,,) par i, | = y+ ——
Etudiez la limite de la suite (un), et, quand a < 1, en donner un équivalent.
Correction V [004465]
Exercice 4466 1/k%(n—k)*
Soit & > 0. On pose u,, = Zk 1 W Etudier la convergence de Y u,.
Correction V¥ [004466]
Exercice 4467 Produit de Cauchy de trois séries
Soient Y a,, ¥ by, ¥ ¢, trois séries absolument convergentes de sommes A, B, C.
On pose uy = Y.\ jyk—n aibjck. Montrer que } u, = ABC.
[004467]

Exercice 4468 Produit de séries géométriques

Soient a € [0, 1[. Ecrire g la)z comme produit de deux séries. En déduire la somme de la série Y5, ka*. Calculer

A 3 2k
par la méme méthode Y ;" ok“a".
Correction V [004468]

Exercice 4469 Produit de séries géométriques
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Pour n € N on note 7, le nombre de maniéres de décomposer n francs avec des pieces de 1, 2, 5 et 10 francs
(To = 1). Montrer que :

- 1
Vxe|0,1 Tixk = .
0,1 ,;) T =01 =) (1= (1—x19)
[004469]
Exercice 4470 Y u; /2" %
Soit Y u, une série convergente. On pose v, = 4 + =51 + .. 4 52,
1. Montrer que v, — 0 lorsque n — oo.
2. Montrer que ) v, converge et donner sa valeur.
Correction ¥ [004470]

oo

Exercice 4471 Y a,/n” =0
Soit (a,) une suite bornée telle que pour tout entier p >2: Y | ™ = 0. Montrer que : V n € N*, a,, = 0.

Correction ¥ [004471]

Exercice 4472 Y x;, =0

Soit ), X, une série absolument convergente telle que pour tout entier k > 1 ona ). xz, = 0.

Montrer que : V n € N*, x, =0.

Correction ¥ [004472]

Exercice 4473 Césaro

) p kgt Ck
1. Soient k,p € N avec k < p. Montrer que }, , ~—5"— = 5.

2. Soit (u,) une série convergente. On pose v, = 7—oChiup. Montrer que la série (v,) est convergente.

Correction V¥ [004473]

Exercice 4474 nu,, — 0

Soit (u,) une série convergente a termes positifs décroissants.

1. Montrer que nu,, — 0 lorsque n — oo,

2. Montrer que Y, > o(n?).

1 _
I/ny, —

Correction ¥ [004474]

Exercice 4475 u,/R}]

Soit (a,) une série positive convergente, A = Y ;" yax, Ry = Y, ar et p €10, 1].

1. Montrer qu’il existe C,, € R tel que Y % < C,A' 7.
2. Trouver la meilleure constante C),.

Correction V¥ [004475]

Exercice 4476 u, | = u,+a,/u,

Soit (a,) une suite réelle positive et (u,) la suite définie par la relation de récurrence : u, 1 = u, + J* avec
n

up > 0. Montrer que la suite (u,) converge si et seulement si la série ) a, converge.

Correction V [004476]
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Exercice 4477 Raabe-Duhamel

Soit (u,) une suite réelle positive telle que “* =1 -2 + 0O (niz) Montrer qu’il existe A > O tel que u, ~ r%'
[004477]

Exercice 4478 Stirling++

Montrer que n! = ( ) V27rn (1 + 12 +0 ( )) [004478]

Exercice 4479 Développement factoriel

Soit . ’ensemble des suites croissantes d’entiers (g;) telles que go > 2.
1. Sis=(g;) € .7, montrer que la série Y m converge. On note ®(s) sa somme.
2. Montrer que I’application @ : . — |0, 1] est bijective.
3. Soit s = (¢;) € .. Montrer que ®(s) € Q si et seulement si s est stationnaire.

[004479]
Exercice 4480 Développement asymptotique
1. Montrer qu’il existe C € R tel que Y{_; %% = 1 In?(n) +C+o(1).
2. Prouver : 182 -2, mgr<og iy + 0 2, I gt
3. Prouver: Y}, Tk %lnz(n) +C+ 13—: +0<1n7”>.
[004480]

Exercice 4481

Soit (1) une suite de complexes telle que “* —; /€ C lorsque n — eo. Montrer que

L (W .4
ln(n)<1+ +n)_>€
lorsque n — oo,

Correction V [004481]

Exercice 4482
Soit (u,) une suite de complexes qui converge au sens de Césaro vers z€ro.
Etudiez la suite de terme général v, = Y} _o 7757

Correction V [004482]

Exercice 4483 Centrale MP 2000
Soient deux suites de termes généraux u, et v, définies par la donnée de u; et vy, tous deux réels, et les relations :

Vn Un

Mn+1:un*m, Vn+1:Vn+m~

Montrer que ces suites sont définies et bornées.
Correction ¥ [004483]

Exercice 4484 Produits infinis, Polytechnique 2000

On considére une suite (a,) de réels et on définit Py = [I_, (1 +a,) et Sy =¥V, a,.
1. On suppose que pour tout n, a, = 0.
(a) Montrer que, pour tout N, 1 + Sy < Py < V.
(b) Comparer les convergences respectives des suites (Sy) et (Py).

2. On suppose maintenant que pour tout n, —1 < @, < 0.
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(a) Larelation précédente est-elle encore vérifiée ?
(b) Discuter de la convergence des suites (Sy) et (Py).

3. On suppose que (a,) est de signe quelconque et que pour tout n, 1 4+ a, > 0. On suppose de plus que la
série ¥ a, converge. Montrer que (Py) a une limite et que cette limite est nulle si et seulement si ¥ a?
diverge.

4. Complément. On suppose que la suite (a,) est complexe, que pour tout n |a,| < 1 et que la série ¥ |a,|
est convergente.

(a) Montrer que [T, (14 |a,|) existe, puis que [T, (1 +a,) existe (on pourra démontrer et utiliser
Pinégalité |[TV_, (1 +ay) — 1| < TIV_, (1 + |au]) — 1).
(b) Montrer que [];_; (1 +a,) n’est pas nul.

Correction V [004484]

Exercice 4485 Polytechnique MP 2002

Trouver les fonctions f : [0,1] — R continues vérifiant : V x € [0,1], f(x) =¥, L (2’,‘7)

Correction V [004485]

Exercice 4486 ENS Cachan MP* 2005

Soit P(n) = max{p premier, p | n}. Montrer que },, #(n) converge.
Correction ¥ [004486]

76 Familles sommables

Exercice 4487 Dénombrabilité
A étant un ensemble infini dénombrable, les ensembles suivants sont-ils dénombrables :

1. Z(A)?
2. {parties finies de A} ?

3. {suites périodiques a valeurs dans A} ?

4. {suites ultimement périodiques a valeurs dans A} ?
5. {relations d’ordre total sur A} ?

[004487]

Exercice 4488 Discontinuités d’une fonction monotone

1. Soit f: R — R croissante. Montrer que 1’ensemble des points de discontinuité de f est dénombrable
(pour [a,b] C R, considérer la famille (f(x™) — f(x7))refap)-

2. Donner un exemple de fonction f : R — R croissante ayant une infinité dénombrable de discontinuités.

3. (*x) Trouver une fonction f : R — R strictement croissante dont 1’ensemble des points de discontinuité
est égal a Q.

Correction V [004488]

Exercice 4489 Ensemble non vide ?

Soit (r,),>1 une énumération des rationnels. On note /,, = } - ,7127 T+ n% [, E=U,_I, et F =R\ E. Montrer
que F # & (ceci est choquant vu que les éléments de F sont, par définition, "loin" de chaque rationnel, pourtant
c’est vrai) .

Correction V¥ [004489]
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Exercice 4490 Etude de convergence

Etudier la finitude des sommes suivantes :

1.

2.

3.
4.

1
Yi.j)e SGEN
Z(m‘)e(N B

iy jo
1
er@m[proo[ pug
1
Y (pqg)eN? gy 4> 1,0> 1

Correction V¥ [004490]

Exercice 4491 Série des restes

Calculer Zk . k,
Correction V [004491]

Exercice 4492 Série des restes

Calculer

+oo (=1)

_1)? .
pl 9=p 4 C<3)

Correction V [004492]

Exercice 4493 Non interversion des sommations

On pose a, , = ;
n

1.
2.

1 sin#peta,,=0.
7]72 ?

Expliquer simplement pourquoi la suite double (ay, P)(n, p)en? I'est pas sommable.

Calculer )", Z;":O ap,p et Z;":O Yo oGn,p-

Correction V¥ [004493]

Exercice 4494 Identité remarquable

400 x2ntl v X

n=0 1 —x2ntl — n=1 1—x2n"
Correction V [004494]
Exercice 4495 Calcul de somme
Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer que Y, 1T = =Y d(n)z" oud(n) est le nombre de diviseurs positifs de

n.

[004495]

Exercice 4496 Centrale MP 2000

Soit S(t) =Y, -

n=1 T4¢"*
1. Pour quelles valeurs de 7 S(¢) a-t-elle un sens ?
—ye k—1_t*
2. Montrer que S(t) = Y (=1)" 7.
3. Soit F,(t) =X (— 1)k 11 1( ) Montrer que (F,(t)) converge uniformément vers (1 —¢)S(¢) sur [0, 1].
. o —1 m—1
En déduire la limite en 1 de (1 —7)S(¢). On rappelle que In2 =Y ,._, %
4. Calculer le développement en série entiere de S(¢). Donner une interprétation arithmétique des coeffi-
cients de ce développement et préciser leur signe en fonction de n.
Correction V [004496]

Exercice 4497 Centrale MP 2002

bn

Soient a,b,c € N*. On pose f(z) = ¥, —sarre-
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1. Etudier la convergence de la série et montrer qu’on peut intervertir b et ¢ dans la formule.
2m

© <

2. Développer en série entiere : } /| 7—-

Correction V [004497]

Exercice 4498 Calcul de sommes

: A 1 _ 1 _ 1
Calculer les sommes suivantes : A = Z(M)G(N*)z et B= Z(p,q)e(N*)Z;pm v etC= Z(p,q)e(N*)Z;pqul ek
Correction V [004498]

Exercice 4499 Série harmonique alternée

On réordonne les termes de la série harmonique alternée en prenant tour a tour p termes positifs puis g termes
négatifs, p,g > 1. Calculer la somme de la série correspondante.
Correction V [004499]

Exercice 4500 Familles de carrés sommable

1. Soit P € R[X]. Vérifier que : [[_ | P(t)dt+i [, P(e®)e® d6 = 0.
En déduire : [[L o P?(r)dr < L [F__.|P(e®)|>de.

2. Soient 2n réels positifs ay,...,a,,b1,...,b,. Montrer que Y/, Y/, ?—bé < ”\/22:1 ai \/22:1 b%.
+

3. Soient (ax)ken et (by)sen deux suites complexes de carrés sommables.

arby

Montrer que la suite double <
k+0

> est sommable.
(k,0)EN?

[004500]

Exercice 4501 Associativité générale

Soit (a;)ic; une famille sommable et (I,),en une suite croissante de parties de I, non nécéssairement finies,
telle que J,cy [, = 1. Montrer que Y;c; a; — Y.;c;a; lorsque n — co. En déduire que si (J,,),cn est une partition
dénombrable de I alors Y ;c;a; = Y., o Yicy, Gi- [004501]

Exercice 4502 Mines MP 2001

Y .
Déterminer 1’ensemble de définition de f(x) =Y, % Montrer que f est de classe €* sur son domaine et
la développer en série entiere.
Correction ¥ [004502]

77 Suites et séries de fonctions

Exercice 4503 Etude de convergence
Soit @ € Reet f,(x) = n*x(1 —x)" pour x € [0, 1].

1. Trouver la limite simple des fonctions f,.

2. Y a-t-il convergence uniforme ?

Correction V [004503]

Exercice 4504 Etude de convergence

On pose f,(x) =x"(1 —x) et g,(x) = x"sin(7x).

1. Montrer que la suite (f,,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1].
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2. En déduire qu’il en est de méme pour la suite (g,). (On utilisera la concavité de sin sur [0, ])

[004504]

Exercice 4505 Non interversion limite-intégrale

Soit f,,(x) = ncos” xsinx.
1. Chercher la limite simple, f, des fonctions f;,.
2. Vérifier que [7 £(£)dt # 1imy e [7/7 fu(t) dt.

[004505]

Exercice 4506 Non interversion limite-intégrale

P . .. . . —x 5. .
1. Déterminer la limite simple des fonctions f, : x — % sur R™ et montrer qu’il y a convergence uni-

forme. (On admettra la formule de Stirling : n! ~ n"e™"*/27n)
2. Calculer lim, .. [ 15 £, (7) dt.

Correction V [004506]

Exercice 4507 Etude de convergence

Soit £, : [0, +o0[ = R, {x sn (I=x/n)"
x>n 0.
1. Déterminer la limite simple, f, des fonctions f,.
2. Montrer que : Vx € RT, 0 < f,,(x) < f(x).
3. Montrer que (f,) converge uniformément vers f sur tout segment [0, a].
4. Démontrer que la convergence est uniforme sur R*.

Correction V¥ [004507]

Exercice 4508 Etude de convergence

Etudier la convergence simple, uniforme, de la suite de fonctions : f,, : x (1 + ﬁ) -

Correction V [004508]

Exercice 4509 Etude de convergence

Soit f,(x) = 1;}17)‘2)(2 Etudier la convergence simple, puis uniforme des f, sur R™ puis sur [ot, +oo[, pour & > 0.
[004509]

Exercice 4510 f(nx), f(x/n)

Soit f : R™ — R continue, non identiquement nulle, telle que f(0) =0 et f(x) — 0 lorsque x — +oo.
On pose f,(x) = f(nx) et gu(x) = f(ﬁ)

1. Donner un exemple de fonction f.

2. Montrer que f, et g, convergent simplement vers la fonction nulle, et que la convergence n’est pas
uniforme sur R™.

3. Si [;T5 f(t)dt converge, chercher lim,, .. [ 75 f,(¢)dt etlim, e T3 g(t) dt.

[004510]

Exercice 4511 Equation différentielle dépendant d’un paramétre

Soit y, la solution de I’équation : (x,) < (1 + %) y' - (2+ %) y' +y = 0 vérifiant les conditions initiales :
¥(0) =0, y(0) = 1.
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1. Calculer explicitement y,.
2. Déterminer la limite simple, y, des fonctions y,.

3. Vérifier que y est solution de 1’équation limite de (x,) avec les mémes conditions initiales.

Correction V¥ [004511]

Exercice 4512 fo fo...of

Soit f: [—1,1] — [—1, 1] une fonction continue vérifiant : ¥ x # 0, |f(x)| < |x].

On pose fo(x) = x, puis fo11(x) = f(f,(x)). Etudier la convergence simple des f,.

Correction ¥ [004512]

Exercice 4513 Etude de convergence

On pose fo(t) =0, fu1(t) = \/i+ Jal0). pourt > 0.

1. Déterminer la limite simple, ¢, des fonctions f;,.

. 'Y a-t-il convergence uniforme sur R™ ?

2
3. Démontrer que : V7 > 0, |f,41(r) — £(7)] < %
4

. En déduire que la suite (f,) converge uniformément sur tout intervalle [a, +oo[, avec a > 0. (Remarquer
que f,, — £ est bornée pour n > 1)

Correction V [004513]

Exercice 4514 Approximation de la racine carrée par la méthode de Newton

fo(x)=x
1

Jor1(x) =3

On définit une suite de fonctions f;, : R™* — R par récurrence : {

YoumnN

70+ 7).

Etudier la convergence simple, puis uniforme des f,, (considérer gn(x) = ;”8;\/;)

<

[004514]

Exercice 4515 Approximation polynomiale de la racine carrée

_£2
On considere la suite (f,,) de fonctions sur [0, 1] définie par les relations : fo =0, f,,11(t) = fu(t) + %
Etudier la convergence simple, uniforme, des fonctions f;,.
Correction V [004515]

Exercice 4516 Suite ayant deux limites

Trouver une suite de polyndmes (PB,) convergeant simplement (resp. uniformément) vers la fonction nulle sur
[0,1] et vers la fonction constante égale a 1 sur [2,3].

Remarque : une telle suite a donc des limites distinctes dans R[x] pour les normes de la convergence uniforme
sur [0, 1] et sur [2,3].

Correction ¥ [004516]

Exercice 4517 Fonction orthogonale aux polyndmes

Soit f: [a,b] — R continue telle que pour tout entier k on a f,b:a f(t)t*dt = 0. Que peut-on dire de £ ? [004517]

Exercice 4518 Approximation de f et f
Soit f : [a,b] — R de classe €.

1. Montrer qu’il existe une suite de polyndémes (P,) telle que P, converge uniformément vers f et P,
converge uniformément vers f’.
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2. Si f est €, peut-on trouver une suite de polyndémes (P,) telle que pour tout & la suite (P,Ek)) converge
uniformément vers f*) ?

Correction V¥ [004518]

Exercice 4519 Limite de f,(x,)

Soient f, : D — R des fonctions continues convergeant vers une fonction continue f et (x,) une suite d’éléments
de D convergeant vers x € D.

1. Si les fonctions f,, convergent uniformément, montrer que f,(x,) — f(x) lorsque n — oo.

2. Donner un contre-exemple lorsqu’il y a seulement convergence simple.

[004519]

Exercice 4520 Compositon et convergence

Soit f, convergeant uniformément vers f, et g une fonction continue. Démontrer que go f,, — g o f uniformé-
ment.
[004520]

Exercice 4521 f,0g,

Soit f, : [a,b] — [c,d] et g, : [c,d] — R des fonctions continues convergeant uniformément vers les fonctions f
et g. Montrer que g, o f;,, converge uniformément vers go f.
Correction V [004521]

Exercice 4522 Limite simple de polyndmes de degrés bornés

Soit p € N fixé et (P,) une suite de fonctions polynomiales de degrés inférieurs ou égaux a p convergeant
simplement vers f sur un intervalle [a, b].

1. Démontrer que f est polynomiale de degré inférieur ou égal a p, et que les coefficients des P, convergent
vers ceux de f.

2. Montrer que la convergence est uniforme.

Correction V [004522]

Exercice 4523 Polynomes a coefficients entiers, ENS Lyon MP* 2005
On considére f : x — 2x(1 —x) définie sur [0, 1].

1. Etude de la suite de fonction g,, avec g, = f" = fo...o f.

2. Soit [a,b] C |0, 1] et h continue sur [a,b]. Montrer que & est limite uniforme sur [a,b] d’une suite de
polyndmes a coefficients entiers.

Correction V [004523]

Exercice 4524 Théorémes de Dini
Soit (f,) une suite de fonctions continues [a,b] — R convergeant simplement vers une fonction continue f.

1. On suppose que chaque fonction f; est croissante. Montrer qu’il y a convergence uniforme.
2. On suppose qu’a x fixé la suite (f,,(x)) est croissante. Montrer qu’il y a convergence uniforme.

[004524]

Exercice 4525 Théoreme d’Ascoli
Soit (f,) une suite de fonctions [a,b] — R convergeant simplement vers f. On suppose que toutes les fonctions
Jfn sont k-Lipchitizennes (avec le méme k).
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1. Soit (ag,ar,...,ay) une subdivision réguliere de [a,b]. On note M,, = max{|f,(a;) — f(a;)| tel que 0 <
i < N}. Encadrer || f, — f|| & 1’aide de M,,.

2. Montrer que f;, converge uniformément vers f.

[004525]

Exercice 4526 Equicontinuité

Soit (f,) une suite de fonctions continues sur D C R convergeant uniformément vers une fonction f. Montrer
que les fonctions f,, sont équi-continues c’est a dire :

VxeD,Ve>0,38>0telqueVneN, Vyec|x—8,x+3[ND, |fu(x)—fu(y)| <e.

[004526]

Exercice 4527 Limite simple de fonctions convexes

Soit f, : [a,b] — R des fonctions continues convexes convergeant simplement vers une fonction continue f.
Montrer que la convergence est uniforme.
Correction ¥ [004527]

Exercice 4528 Fonction définie par une série

On pose f(x) _ Z;:O arccos(cosnx) '

n!

1. Montrer que f est définie sur R, continue, paire et 27-périodique.

2. Caleuler f(0), f(n), f (5).

Correction V¥ [004528]

Exercice 4529 Fonction définie par une série (Centrale MP 2003)

Soit f(a) = ¥=_ye " sous réserve de convergence (a € R).
1. Domaine de définition de f ?
2. Limite de af(a) quand a — 0?
3. Limite de f(a) quand a — +o0?

Correction V¥ [004529]

Exercice 4530 Fonction { de Riemann
Soit §(x) =X, .

1. Déterminer le domaine de définition de {. Montrer que § est de classe ™ sur ce domaine.

2. Prouver que {(x) — 1 lorsque x — o0 (majorer Yoo ,%x par comparaison a une intégrale).

3. Prouver que {(x) — +oo lorsque x — 1.

[004530]
Exercice 4531 Fonction { de Riemann et constante d’Euler
Soit §(x) = Yoy & et y=limy e (} +---+ 1 —In(n)).
Montrerque y=1+Y,", (% +1In (1 — %)) puisque y=1-Y7, C(klz_l.

[004531]

Exercice 4532 Fonction définie par une série
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1. Etudier la convergence simple, uniforme, de la série de fonctions : f(x) = Yoo ne ™.

2. Calculer f(x) lorsque la série converge (intégrer terme a terme).

Correction V¥ [004532]

Exercice 4533 Fonction définie par une série

1

1. Etudier la convergence de la série f(x) =Y, -

2. Montrer que f est de classe ¢! sur son domaine de définition.

3. Tracer la courbe représentative de f sur |1, 4oo].

[004533]

Exercice 4534 Fonction définie par une série

Soit g(x) = Liv_o siiesar-

1. Déterminer le domaine, D de définition de g et prouver que g est de classe € sur D.
2. Montrer que la quantité : xg(x) — g(x+ 1) est constante sur D.
3. Tracer la courbe représentative de g sur |0, +oo].

4. Donner un équivalent de g(x) en +oo et en 0.

Correction V [004534]

Exercice 4535 Fonction définie par une série

1. Etablir la convergence simple sur R de la série de fonctions : f(x) = Yoo (21}?222

2. Montrer que la convergence est uniforme sur toute partie de la forme R\ [—o, o], & > 0. Que pouvez-
vous en déduire pour f ?

[004535]

Exercice 4536 Fonction définie par une série
Soit ity (x) = (—1)"In (1 v m) et £(x) = X, un ().

1. Montrer que la série f(x) converge simplement sur R™.

2. Majorer convenablement le reste de la série, et montrer qu’il y a convergence uniforme sur R

3. Y a-t-il convergence normale ?
Correction ¥ [0045361]
Exercice 4537 Fonction définie par une série

. _ oo 1

Soit f(x) =L =0 x(x+1)...(x+n)

1. Etablir I’existence et la continuité de f sur R**.

2. Calculer f(x+ 1) en fonction de f(x).

3. Tracer la courbe de f.
Correction V [004537]

Exercice 4538 Fonction définie par une série

1. Etudier la convergence simple, uniforme, de f(x) = Y (arctan(x+n) — arctan(n)).

2. Montrer que f est de classe €' sur R.

254



3. Chercher une relation simple entre f(x) et f(x+1).

4. Trouver lim,_, 4o f(x).

Correction V¥ [004538]

Exercice 4539 Conversion série—intégrale

x—1
Montrer, pour x > 0 : Y7 = nﬂ s 0T at

Correction V [004539]

Exercice 4540 Fonction I

Soit fy(x) = (l+x)(l+x7;)“.(l+x/n)'
1. Etudier la convergence simple des fonctions f;,.
2. On note f = lim f,. Calculer f(x) en fonction de f(x— 1) lorsque ces deux quantités existent.
3. Montrer que f est de classe %! sur son domaine de définition (on calculera f%(x)/ f,(x)).

Correction V [004540]

Exercice 4541 Ensi Chimie P’ 93

Etudier la convergence de la suite de fonctions définies par : f,(x) = "E:,l:ll) Jo(x—1)""'sintdt.
Correction ¥ [004541]

Exercice 4542 Convergence de /(")

Soit f € €(R). On définit la suite (f,)nen- par f, = £ (dérivée n-me). On suppose que ( fn)u>1 converge
uniformément vers @. Que peut-on dire de ¢ ? [004542]

Exercice 4543 Ensi PC 1999

Soit f; (x) = L

1. Etudier la convergence de f(x) = Yo fu(x).

2. Montrer la convergence de la série de terme général u, = [ 7/2 o Jfa(x)dx

3. En déduire },"_,u, sous forme d’une intégrale.

Correction V [004543]

Exercice 4544 Développement de coth(x)

1. Décomposer en éléments simples sur C la fractions rationnelle : F,(X) ]

= X /ny—1
m . _ 1 1
2. En déduire pour x € R : cothx = 7 — —— = —|— Y x2+k2ﬂ2
3. En déduire la valeur de {(2).
Correction V¥ [004544]

Exercice 4545 Y sin(n)/n

X" sin(nx)
n

Pour n € N* et x € [—1, 1] on pose u,(x) =
1. Montrer que la série ), u,(x) converge uniformément sur [—1, 1] vers une fonction continue, f.
2. Justifier la dérivabilité de f sur | —1,1] et calculer f’(x). En déduire f(x).

3. En déduire la valeur de ), _, %
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Correction V [004545]

Exercice 4546 Fonctions § et n

Pour x > 1 on pose {(x) =Y, 1* etpourx > 0:1n(x) =¥, (*1)"71.

nX

1. Etablir pour x > 1: n(x) = (1—2"%){(x). En déduire {(x) ~ -5 pour x — 1*.
+r+

2. Montrer que {(x) = —15 + ¥+ o(1). On remarquera que —; = T

tX‘

3. En déduire la valeur de Y, (=117,

n=1 n

Correction V [004546]

Exercice 4547 Centrale MP 2000
Poury € R et n € N*, on pose a,(y) = %

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ¥ a,(y)x".

2. Soit D = {(x,y) € R?, |x| < 1} et F(x,y) = L= a(y)x". Montrer que F, ‘?91; et aF existent en tout
point de D.

[004547]

Exercice 4548 Série lacunaire

Soit (p,) une suite d’entiers naturels, strictement croissante et telle que p,,/n — oo lorsque n — co. On pose pour
el—1,1]: f(x) = Xm_oxP. Montrer que (1 —x)f(x) — 0 lorsque x — 1~
Correction V¥ [004548]

Exercice 4549 Fonctions réciproques (Pugin, MP*-2001)

Soit (f,) une suite de fonctions [a,b] — [c,d] continues, bijectives, strictement croissantes, convergeant sim-
plement vers une fonction f : [a,b] — [c,d] elle aussi continue, bijective strictement croissante.

1. Montrer qu’il y a convergence uniforme (deuxi¢me théoréme de Dini, considérer une subdivision de [a, b)).
2. Montrer que les fonctions réciproques f, ! convergent simplement vers une fonction g et que g = f~!.

3. Montrer que (f, ') converge uniformément vers f~!.

Correction V¥ [004549]

Exercice 4550 Mines MP 2001

Soit (f,) une suite de fonctions continues sur le compact K, a valeurs réelles et convergent uniformément sur
K vers la fonction f. A-t-on sup f,, — sup f lorsque n — oo ?

Correction ¥ [004550]

Exercice 4551 Mines MP 2001
Pourx € R etn € N, n > 2 on pose f,(x) = ¢

—nx

i— et S(x) = Y5 fu(x) sous réserve de convergence.

1. Etudier la convergence simple, normale, uniforme de la série ¥ f, sur R*.
2. Montrer que S est de classe €' sur R**.
3. Montrer que S n’est pas dérivable a droite en 0.

4. Montrer que x*S(x) tend vers 0 en 40 pour tout k € N,

Correction V¥ [004551]

Exercice 4552 Centrale MP 2001
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Convergence et limite en 1~ de f(x) =Y (11 J:;)f, "

Correction V [004552]

Exercice 4553 Centrale MP 2001
SOlt S(t) = Z;Q 1 ltntn .

1. Pour quelles valeurs de ¢, S est-elle définie 7 Est-elle continue ?
ln(l t)

2. Montrer qu’au voisinage de 1~ ona S(z) =

+ 0( ) On pourra développer In(1 —7) en série
entiere.

Correction V [004553]

Exercice 4554 Centrale MP 2002
On pose @ (x) = d(x,Z) = inf{|x —n| tel que n € Z}.
1. Montrer que f: R > x+— ::O(%)"¢(4”x) est définie et continue.

2. Montrer que ¢ est lipschitzienne. Que peut-on en déduire pour f ?
3. Montrer que f n’est dérivable en aucun point.

Correction V [004554]

Exercice 4555 ENS Lyon-Cachan MP 2002

Soin (ay),>1 une suite complexe telle que la série ) a, converge. On pose : f(h) =Y ay- n() sih#0et

f(0) =Y¥_, a,. Etudier le domaine de définition et la continuité de f.
Correction V [004555]

Exercice 4556 Centrale MP 2002
Soit £ : R — R continue et 27-périodique. Pour n € N*, on pose F,(x) = 1 [ f(x+1)f(t)dt.

1. Montrer que la suite (F,) converge vers une fonction F que 1’on précisera.
2. Nature de la convergence ?
3. Prouver ||F||. = |F(0)|.

Correction V [004556]

Exercice 4557 Approximation par des fractions rationnelles

Soit f: R — R continue, ayant méme limite finie ¢ en d-co. Montrer que f est limite uniforme sur R de fractions
rationnelles.
Correction V [004557]

Exercice 4558 Fonction définie par une série

On pose pour x € R : f(x) =Y 1%

1. Déterminer lim, .. f(x).

2. Chercher un équivalent de f(x) en +oo.

Correction V¥ [004558]

Exercice 4559 Recherche d’équivalents, Centrale MP 2006

Déterminer un équivalent au voisinage de 0 de Sy (x) =Y, gh( o ©t Sa(x) =Y, m

Correction V¥ [004559]

Exercice 4560 Etude de Y17~ sin(px) pour x € ]0, z[, TPE MP 2005
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1. Calculer S,(t) =Y, P~V sin(px) puis S(t) = lim,,_e0 S, (¢).
2. Calculer ['S,(r)dt et [ S(t)d:r.
3. En déduire que ), g"‘% converge et donner sa valeur.

Correction V¥ [004560]

Exercice 4561 Fraction rationnelle de meilleure approximation (Ens Ulm-Lyon-Cachan MP* 2003)

On note R I’ensemble des fractions rationnelles continues sur [0, 1] et pour m,n € N :
Ry, ={f €Rtel que 3 P,Q € R[X] tel que deg(P) < m, deg(Q) <net f=P/Q}.

1. R est-il un espace vectoriel ? Si oui en trouver une base. Méme question pour R, .

2. Soient m,n fixés. On note d = inf{||g — f|, f € Rn,} ol g désigne une fonction continue de [0, 1]
dans R et ||A|| = sup{|h(x)|, x € [0,1]}. Montrer qu’il existe ry € Ry, tel que ||g — ro|| =d.

Correction V [004561]

Exercice 4562 Dérivation multiple, ULM-Lyon-Cachan MP* 2005

1. Soit (f,) une suite de fonctions de classe €' sur [a,b] telle que (f%) converge uniformément vers g et il
existe x; tel que (f,(x1)) converge. Montrer que (f,) converge uniformément sur [a,b] vers f telle que

f=s.
2. Soit (f,,) une suite de fonctions de classe €7 sur [a,b] telle que ( fn(p )) converge uniformément vers
g et il existe xi,...,x, distincts tels que (f,(x;)) converge. Montrer que (f,) converge uniformément

sur [a,b] vers f telle que f(P) = g.

Correction V [004562]

Exercice 4563 Exponentielle, Polytechnique MP* 2006

Soient A, B € .#,(R). Montrer que : exp(A) —exp(B) = [\, exp(sA)(A — B)exp((1 — 5)B) ds.
Correction V [004563]

78 Séries entieres

78.1 Rayon de convergence

Exercice 4564 Vrai ou faux ?
Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. En donner une démonstration ou un contre-exemple.

Les séries ). a,z" et }.(—1)"a,z" ont méme rayon de convergence.
Les séries Y a,7" et Y.(—1)"a,z" ont méme domaine de convergence.

Si la série Y a,z" a un rayon de convergence infini, alors elle converge uniformément sur R.

bl

Si Y a,x" a un rayon de convergence fini R > 0, alors sa somme admet une limite infinie en (—R)™* ou
enR™.

5. Si f(x) = Y a,x" a un rayon de convergence infini et si les a, sont strictement positifs, alors pour tout
£ 4 oo Jorsque x — oo,

xP

entier p,

[004564]

Exercice 4565 Calculs de rayons

Trouver le rayon de convergence de la série entiere ) a,z" :

1. a, — £ # 0 lorsque n — o
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2. (ay) est périodique non nulle.
3. an=Yyd”.

4. a, = ’Zl—':

5.

ax, =ad", axu = b",
0<a<hb.

6. ap, =n!, a;=0si \/lzgéN
7. a, = (Inn)~"",
8. a, = evn,
9. g, = 147 ;l(!3n—2)
_ 1
10. a, = o

1L ay= (144 4+ 1™

12. ap2 =2ap41 +ay,
apg=aj = 1.

13. a, =Co,.

(n+1)? _ n71)2‘

14. a,=e el

15. a, = [L,(1+12)"dr.
16. a, =/n— "Vn+1.

17, ay = 500

Correction V [004565]

Exercice 4566 Centrale P* 1996
Comment peut-on trouver le rayon de convergence d’une série entiere dont la suite des coefficients admet une
infinité de zéros ? [004566]

Exercice 4567 Mines MP 2003

Quel est le rayon de convergence de la série entiére : )i cos¥ (2]‘?” + Ot)xk ouax eR?
Correction V [004567]

Exercice 4568 Ensi MP 2003

7 . N (oo} n 7z
Rayon de convergence R de la série entiere ), W et étude pour x = £R.
k=1
Correction V¥ [004568]

Exercice 4569 Centrale MP 2003

On considere les suites (a,) et (b,) définies par : a, = %, b, = sin(ay).
1. Déterminer les rayons de convergence des séries Y a,x" et . b,x".
2. Déterminer la nature de } a,x" et } b,x" en fonction de x.

Correction V [004569]

Exercice 4570 Transformation de rayons

Soit Y a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0. Déterminer les rayons de convergence des séries :
2, n
1. Yaz"
an n
2. X <

|
3.y =
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Correction V [004570]

Exercice 4571 Séries paire et impaire

On suppose que les séries Y as,7" et Y az,+17" ont pour rayons de convergence R et R'. Déterminer le rayon de
convergence de ) a,z".
Correction V [004571]

Exercice 4572 Division par z—p

Soit a(z) = Y;r_panz" une série entiere de rayon de convergence infini et p > 0.
On définit la série entiere b(z) = Yo byz" de sorte que (z— p)b(z) = a(z) en cas de convergence de b(z).

1. Prouver ’existence et I’unicité des coefficients b,,.
2. Quel est le rayon de convergence de b(z) ?

Correction Vv [004572]

Exercice 4573 Développer peut étre dangereux

47!
Pour n € Netx € R on pose u,(x) = <M) )

1. Déterminer le domaine de convergence de la série Y, u, (x).

2. On développe uy,(x) par la formule du bindme : u, (x) = ¥ 4n<r<2 4n @xx*. Montrer que le rayon de conver-
gence de la série entiere } a;x* est égal 4 1 (en convenant que les a; non définis valent zéro).

Correction V¥ [004573]

78.2 Développement, sommation

Exercice 4574 Développements en série entiere

Développer en série entiere les fonctions suivantes :

1. In(1+x+x?).

2. (x—1)In(x> —5x+6).
3. xIn(x+vVx2+1).

4. 522

5. T

6. Ty

1—
7.8/ 15
8. arctan(x+1).

9. arctan(x++/3).

10. sz:o ln(t2—5tt/2+1)dt.

11, (““xﬂ)z

12. [X e dr.
13. e 2° f,);oez’2 dt.
14 arcsin /x

T o/x(1—x)”

15. sin (% arcsinx).
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Correction V [004574]

Exercice 4575 Ensi PC 1999
Développer en série entiére : In(v/1 —2xcha + x?).

Correction V [004575]

Exercice 4576 ¢ /(1 —x)

" 2
~ s . [N e’ . er
Développer en série entiere ;= puis {—.
Correction V¥ [004576]

Exercice 4577 Mines-Ponts MP 2004
Développer en série entiere f(x) = Vx+ V1 +x2.

Correction V¥ [004577]

Exercice 4578 DSE d’une fraction rationnelle par récurrence linéaire

Développer f(x) = (—*— en série entidre en utilisant la relation : (1 —x—x?)f(x) = x.
Correction ¥ [004578]

Exercice 4579 Produit de polyndmes

Quel est le coefficient de x” dans (1 +x4--- —i—x") (1 +2x+--+(n+ l)x”) <1 +4x+---+(n+ 1)2x") ?
Correction ¥ [004579]

Exercice 4580 Développement en série entiere de §(1+x) —1/x

1. Vérifier que pour x € ]0,4oc[ on a: C(l+x)—%=22°:1( == (= m ))

n

2. Pour p € N on pose ¥y, = limkﬁ.x,<1“pl(l) 4+ % — %

que [, < (p/e)”.

3. Montrer alors que pourx € 0, 1[ona: {(1+x)—1 = Yoo %{py”xl’.

) . Justifier I’existence de ¥, et montrer

[004580]

Exercice 4581 Sommation de séries entieres
Calculer les sommes des séries suivantes :

n

L Yo om
© 2
Zn:On X
Toon X",

L0 Gl )

oo (_ 1 )nx2n+1
Ln=0 4n2—1

n

Eall

n

Yooz X =0

o  n+3 .n
n=0 2,4 1% -

Yo, %" ch(na).
o  nsin?(n6
ano smz( )

n .

© 0 N W

o n’+l.n
10, Yoo by,

n

LYo
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)

o sin“(nB) 2

12. n=0 l X7,
5

13. X2,
14, T o o

15. Yoo Cotlyn,

16. Yoo JioyIn"tdr.

17. Y (T4 5+ 1),

Correction Vv [004581]

Exercice 4582 Suite récurrente linéaire

On définit deux suites (u,) et (v,) par : "o et {unﬂ tn 2V

vo=0 V1l = Up +Vy.
Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere Y, u,x".
Correction V [004582]

Exercice 4583 Série matricielle, Centrale MP 2000

1. Montrer I’existence de f(z) = Y5, kz“ pour z € C, || < 1.

2. Soit A € .#,(C). Montrer que Y7, kA¥ converge si et seulement si les valeurs propres de A sont de
module strictement inférieur a 1.

3. Lasomme S = Y5, kA* est-elle inversible ?

Correction V¥ [004583]

Exercice 4584 Série des traces (Centrale MP 2003)

100
1. Montrer que A est diagonalisable et admet trois valeurs propres réelles dont on précisera les parties
entieres.

Soit A = (} }(‘)) € M5(R).

2. On pose t, = tr(A"). Exprimer f,, en fonction de #,,_1,2,-2,,—3.
3. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ) ,._,,2" et calculer sa somme.

Correction V [004584]

Exercice 4585 Centrale MP 2000

Calculer Y, ; %

Correction V [004585]

Exercice 4586 Y P(n)x", Ensi P 91

Rayon et somme de Y P(n)x" ou P est un polynéme de degré p.
Correction V [004586]

Exercice 4587 Y ¢ /2", Ensi P 91

Calculer Y, S‘rzl,f‘e ety C‘r’fz’,ie.

Correction V¥ [004587]

Exercice 4588 Ensae MP* 2000
Soit (u,) définie par, pour toutn € N, Y'7_,

Un

kjk = 1. Trouver la limite de (uy).
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Correction V [004588]

Exercice 4589 T[], (1 —¢"x)
Soitg €] 1, 1[et f(x) = [Ty (1— ).

1. Montrer que f(x) existe pour tout x € R et que f est développable en série entiere au voisinage de 0.
On admettra que si une fonction g est DSE alors 8 ’est.

2. A T'aide de la relation : f(x) = (1 — gx)f(gx), calculer les coefficients du développement de f et le
rayon de convergence.

Correction V [004589]

Exercice 4590 Fonction non DSE

. oo _ 2; 00 . N . 4. s
Soit f(x) =Y, oe " Montrer que f est de classe ¢ sur R mais n’est pas développable en série entiere
autour de 0.

Correction V¥ [004590]

Exercice 4591 Ens Ulm-Lyon-Cachan MP* 2003

Soit & > 0. On considere la fonction fo : x — Y, e~"" e Montrer que f est €. Donner une CNS sur o
pour que f soit développable en série entiere en tout point de R.
Correction V¥ [004591]

Exercice 4592 Théore¢me de réalisation de Borel

Soit (a,) une suite complexe donnée, on construit dans cet exercice une fonction f : R — R de classe € telle
que pour tout entier 7 on ait £ (0) = n!a,.

Soit @ : R — R une fonction de classe ¢ vérifiant : V x € [—1,1], @o(x) =1etVx ¢ [-2,2], ¢(x) =0
(existence de ¢ fait I’objet de la question 2.). On pose ¢,(x) = xX"@(x), M,, = max(||(p,’1||oo,...,H(p,S")Hw)
et f(x) = Yo_ganx"@(A,x) ot (4,) est une suite de réels strictement positifs, tendant vers +co et telle que
Y |aq|M, /A, converge.

1. Montrer que f est bien définie, est de classe € sur R et vérifie V) (0) = n!a,.

2. Construction de ¢ : a I’aide de fonctions du type x — exp(—1/x) construire une fonction y de classe
¢ sur [0, 4oo[ nulle sur [0, 1] U [2, 4o et strictement positive sur |1,2].

Vérifier alors que ¢(x) = f:";‘ y(r)dt / J£5 w(t)dt convient.

Correction V¥ [004592]

78.3 Etude au bord

Exercice 4593 Etude sur le cercle de convergence

Pour x € R on pose f(x) =Y, x"sin ﬁ

1. Déterminer le rayon de convergence, R, de cette série.
2. Etudier la convergence de f pour x = £R.

3. Déterminer lim,_,z- f(x).

Correction V [004593]

Exercice 4594 Coefficients équivalents = séries équivalentes

Soit (a,) une suite de réels strictement positifs. On suppose que le rayon de convergence de la série entiere
A(x) =Y, ganx" est 1 et que la série diverge pour x = 1.
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1. Montrer que A(x) — +oo lorsque x — 1.
2. Soit (b,) une suite telle que b, ~ a, et B(x) =Y,y b,x". Montrer que B(x) ~ A(x) pour x — 1~

Correction V¥ [004594]

Exercice 4595 Produit de Cauchy

Soit (¢,) le produit de Cauchy de la suite (a,) par la suite (b,). Montrer que si les trois séries Y a,, Y. b, et ¥.c,
convergent vers A,B,C, alors C = AB (considérer les séries entieres Y a,z", Y. b,z" et} c,7").

Correction V¥ [004595]

Exercice 4596 Produit de Cauchy

Soit (c,) le produit de Cauchy de la suite (a,) par la suite (b,). On suppose que la série A(z) = Y (a,z" aun
rayon R > 0 et que b,,/b,+1 — A lorsque n — oo avec |A| < R. Montrer que ¢, /b, — A(A) lorsque n — oo.
Correction ¥ [0045961]

78.4 Equations différentielles

Exercice 4597 Equation différentielle

Montrer que I’équation 3xy’ + (2 — 5x)y = x admet une solution développable en série entiere autour de 0.
Calculer y(1) 2 5.107 pres.
Correction V¥ [004597]

Exercice 4598 DSE de tan

1. En utilisant la relation : tan’ = 1 4 tan?, exprimer tan") en fonction de tan, ... tan (n— 1). En déduire
que : V x € [0,7/2[, tan™ (x) > 0.

2. Montrer que la série de Taylor de tan en O converge sur | — /2, 7/2].
3. Soit f la somme de la série précédente. Montrer que f’ = 1+ f2 et en déduire que f = tan.

4. Prouver que le rayon de convergence est exactement 7 /2.

Correction ¥ [004598]

Exercice 4599 DSE de (arcsinx)?
On pose f(x) __ arcsinx

V1-x2"

1. Montrer que f admet un développement en série entiere au voisinage de O et préciser le rayon de
convergence.

2. Chercher une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par f. En déduire les coefficients du développe-
ment en série enticre de f.

3. Donner le développement en série entiére de arcsin® x.

Correction V¥ [004599]

Exercice 4600 Y=, CL

2n

On pose £(x) = ¥ o 2
G
1. Déterminer le rayon de convergence et montrer que f vérifie I’équation : x(4 — x)y' — (x+2)y = —2.

2. Résoudre I’équation précédente pour x > 0 (utiliser le DL de f en 0 a I’ordre 1 pour fixer la constante)
et en déduire la somme de la série Y7 -1

n
2n

264



Correction V [004600]

Exercice 4601 Calcul de somme
2n+1

On pose f( ) Zn 01. 3n'x (2n+1)-

1. Déterminer le rayon de convergence.

2. Etudier la convergence aux bornes de I’intervalle de convergence.
3. Calculer f(x).

Correction Vv [004601]

Exercice 4602 Fonction génératrice du nombre de partitions

On note 7, le nombre de partitions d’un ensemble a n éléments.

1. Montrer que T, = ZZ 0 (n)

2. Montrer que ), e

I’lOn'

Correction V [004602]

Exercice 4603 Suite récurrente

Soit (ay) la suite réelle définie par : ag = 1, 2a,41 = Y1_oCrara, . On pose f(x) = Yo, Sux’.
1. Montrer que le rayon de convergence est non nul.
2. Calculer f(x).

3. En déduire a,, en fonction de n.

Correction V¥ [004603]

Exercice 4604 Fonction §

Pour |x| < 1 on pose : Z(x) =Y, {(2n)x"

Montrer que Z vérifie I’équation différentielle : 2xZ’(x) — 2Z2(x) + Z(x) = 3x{(2) (écrire Z(x) comme somme
d’une série double, intervertir les sommations, remplacer et ... simplifier).

En déduire la relation de récurrence : Vn > 2, (n+ %)C(Zn) = Z;’,;ll £(2p)E(2n—2p).

Correction ¥ [004604]

Exercice 4605 DSE de tan
On note §;(n) =Y oF +]) et Zi(x) =Y, §i(2n)x". En s’inspirant de I’exercice 4604 montrer que Z; vérifie

1’équation dlfferentlelle 2xZ}(x) — 2Z2( ) —Zi(x) = x§; (
Déterminer alors deux réels a et 8 tels que T (x) = Z;(x?) /x soit égal a artan Bx sur | — 1, 1].
Correction ¥ [004605]

Exercice 4606 DSE de tanx.

1. Pour a,b € R avec b # 0(mod ), vérifier I’identité suivante : (1+m)1_e:,,(1_m) =1- mn(i 7y

2. Pour a,b € C et n € N*, vérifier I'identité suivante : @" +b" = [T{_3(a — belk+1)5),

2p 2p
o w) () .
3. Pourx € R et p € N*, vérifier I'identité suivante : ; =1l (1 T o B )
4p
5 . oo 4x°
4. Démontrer alors : Vx €] — %, 7|, In(cosx) = Yi° ln<1 - m)
7z . . ) 8
5. En déduire : Vx S ] — %, %[, tanx = Zk:() m
_ 21
6. Pour n € N avec n > 2, vérifier I'identité suivante : ) ;° T + Ty C (n).
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7. Démontrer enfin: Vx €| -7, %[, tanx =}, 24-1) C(2n)x* 1,

T2
[004606]
78.5 Intégrales
Exercice 4607 [' 1 dr
L ’ 7 s o 1 . -1 n—1
1. ATaide d’un développement en série entiere, montrer que [,_t'dt =Y, %
2. Calculer la valeur commune des deux membres a 107> pres.
Correction V [004607]
Exercice 4608 ' In(r)In(1 —1)ds
On admet que ¥, n‘—z = %2. Calculer [, In(t)In(1 —1)d.
Correction ¥ [004608]
Exercice 4609 Centrale PSI 1997
Etablir la convergence puis calculer la valeur de ftlzo ln(’z)lt“# dt.
Correction V [004609]
Exercice 4610 [ M dr
Montrer que pour x € | —1,1[: Y, % =—[5 ln(lt_t) dt. En déduire la valeur de ftlzo ln(ll_’) dt. [004610]

Exercice 4611 Intégrale elliptique

2p  c*cP
’ 1 1 . _ a2+b2 o uz—bz 4p~2p
Montrer que la longueur d’une ellipse de demi-axes a,best: L=27 7 Lp=0 (az e Po(1—dp)- L004611]

Exercice 4612 Norme L?

Soit f(z) = Yoo anz" une série de rayon R > 0. Montrer, pour 0 < r < R : Yor_q [an[*r*" = 5 9220 |f(re'®)|?db.
[004612]

78.6 Analycité

Exercice 4613 Série a valeurs réelles

Soit f(z) = ¥ a,z" une série de rayon R > 0 telle que pour tout z € D(0,R) on a f(z) € R. Montrer que f est
constante. [004613]

Exercice 4614 Formules de Cauchy

Soit U un ouvert de C contenant O et f : U — C analytique. On note )~ a,z" le développement en série entiere
de fen 0, R son rayon et d la distance de 0 a fr(U) (d = +oo si U = C).

X (0
1. Montrer, pour 0 < r < min(R,d) etn € N: a, = ﬁ 9220 frﬂr:me) do.

2. Montrer que I"application r — [3% L Zf;e)

d6 est analytique sur [0,d[ (minorer le rayon de convergence
duDSE de f en rpe'® et majorer en module les coefficients lorsque 6 décrit [0,27] et r est fixé dans [0, d|

a I’aide d’un recouvrement ouvert de [0,27]). En déduire que 1’égalité de la question 1. a lieu pour tout
re[0,d].
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3. Pour 0 < r < d et |z] < ron pose g(z) = »= o7, ]:e,r: ¢'® 46. Montrer que g est la somme d’une série
entiere de rayon supérieur ou égal a r et que g c01n01de avec f sur DO(O, r).

Applications :
R>d.
SiU = Cet f est bornée alors f est constante (théoréeme de Liouville).

Si P € C[X] ne s’annule pas alors P est constant (théoréeme de d’ Alembert-Gauss).

N o nok

Si (f,) est une suite de fonctions analytiques convergeant uniformément sur U vers une fonction f alors
f est analytique sur U (théoréme de Weierstrass, comparer avec le cas réel).

8. La composée de deux fonctions analytiques est analytique.

Correction V [004614]

Exercice 4615 Formule des résidus

Soit P € C[X] ayant pour racines zy, ...,z de multiplicités my, ..., myg et r € R\ {|z1],...,|z|}

Montrer : 2;rf o P:jﬂ re'®do = Z‘Z <M. [004615]

Exercice 4616 Croissance de f en fonction des coefficients

Soit f(z) = Y anz" une série entiere de rayon de convergence infini. Montrer ’équivalence entre les proprié-
tés :

1 : Pour tout a > 0, la fonction z — f(z)e %/ est bornée sur C.

2:/n!|a,| — 0 lorsque n — oo.

On utilisera les formules de Cauchy (cf. exercice 4614).

Correction ¥ [004616]

Exercice 4617 Centrale MP 2000
Soit (a,) une suite réelle avec ap = 0 et a; = 1. On note f(z) = Y,y a,Z". On suppose que f est injective et que
le rayon de convergence de la série entiere vaut 1. On considere Q" = {z€ C|Imz >0} et D={z€ C||z| < 1}.

1. Montrer que, pour tout z € D, f(z) € R si et seulement si z € R.

2. Montrer que f(DNQT) C Q.

3. Montrer que, pour tout |r| < 1, a, = 2[5 Im(f(re'®))sin(n6)d8.
Tt

4. Montrer que |sin(n0)| < n|sin8|. En déduire que |a,| < n

Correction V [004617]

78.7 Divers

Exercice 4618 Anneau des séries entieres

Soit A I’ensemble des suites (a,,) de complexes telles que la série entiere Y a,z" a un rayon non nul. On munit A
de I’addition terme a terme et du produit de Cauchy noté x.

1. Vérifier que A est un anneau integre. Quels sont les éléments de A inversibles ?

2. Soit I = {a = (a,) € Atel que ap = --- = a; = 0}. Montrer que les idéaux de A sont {0}, A et les I,
keN.
3. Soit f(x) =2— % Montrer que f est développable en série entiere sur | — 5 5[ et que si f(x) =
—X

Yoo uyx" alors la suite (u,) vérifie la relation de récurrence : 2up 1 = 1+ Y0 | ugltpt1—¢-
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4. Soita = (a,) € A avec ap = 1 et |a,| < 1 pour tout n. Montrer qu’il existe une unique suite b = (b,) € A
telle que by = 1 et b b = a. Pour prouver que le rayon de convergence de b est non nul on établira par
récurrence que |b,| < uy.

5. Pour a € A quelconque, étudier 1’équation b * b = a d’inconnue b € A.

[004618]
Exercice 4619 Ulm MP* 2000
Soit z1,...,zp € C, p1,...,pp € RT tels que Y7 p; =1, et @ € R. Pour n > p on pose z, = ei“’):?zlzn_jpj.
Etudier la suite (z,).
Correction V [004619]

Exercice 4620 X MP* 2001
Soit D le disque ouvert de C de centre O et rayon 1.

1. Soit @(z) = ¥,cnan2" une série entiere de rayon R > 1 et r € |0, 1[. Montrer que

1 2 O\ —ind
a, = oy /Q:O(p(re )e do.

2. Soit E I’ensemble des fonctions de D dans C continues et dont la restriction 2 D est somme d’une série
entiere. Montrer que f — || f|| = sup{|f(z)|, z € D} définit une norme sur E et que pour cette norme E
est complet.

3. Montrer que I’ensemble des polyndmes a coefficients complexes est dense dans E.

Correction V¥ [004620]

Exercice 4621 Centrale MP 2002

1. Développer en série entiére f : z+ z(1 —z) 2. Montrer que f est injective sur IO)(O7 1).
2. Soit f(z) =z+ Y, a,z" la somme d’une série entiére de rayon de convergence au moins 1 a coefficients
réels. On suppose f injective sur D(0, 1) et on veut prouver : Vn > 1,|a,| < n.

(a) Montrer pour |z| < 1 que f(z) € R < z € R et en déduire : Im(z) > 0= Im(f(z)) > 0.

(b) Pour 0 < r < 1 calculer [ Im(f(re"))sinnt dt. En déduire |a,|r" < n|a;|r et conclure.

Correction Vv [004621]

79 Séries de Fourier

79.1 Développements

Exercice 4622 Développements

Calculer le développement des fonctions f 27-périodiques telles que :

1. f(x)=m—|x|sur]—m, x|
2. f(x)=m—xsur]0,2m[.

3. f(x) =x%sur]0,2x|.

4. f(x) = max(0,sinx).

5. f(x) = |sinx|?.
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Correction V [004622]

Exercice 4623 Chimie P’ 1996
7t/2 sin(nt) dt

Etablir la convergence puis calculer 120~
En déduire les coefficients de Fourier de f : f(¢) = In|tan(z/2)|.
Correction V [004623]

Exercice 4624 Chimie P 1996
1

Développer en série de Fourier f : 1+ —--—— avec 0 < a < 7. Indication : on pourra utiliser une relation
de récurrence entre les coefficients a partir de (1 —cosacost)f(r) = 1.
Correction V [004624]

Exercice 4625 Mines MP 2002
Soita €] —1,1[etg:x+s —-4C0Sx

1—2acosx+a? "

1. Prouver:VxeR, g(x) =Y, _,a"cosnx.
2. Quel est le mode de convergence de la série ?

3. Soit f: R — C continue par morceaux et 27-périodique. Montrer que A : x — ff:’i) g(x—1)f(¢)dt est
somme d’une série trigonométrique uniformément convergente. Que peut-on déduire pour £ ?

4. Soit A € R. Trouver toutes les fonctions f : R — C continues par morceaux et 2x-périodiques telles
que:VxeR, f(x)=A [T g(x—1)f(t)dt + Xy <.

Correction V [004625]

Exercice 4626 Usage d’une série entiere

1. Existe-t-il une fonction f : R — R continue telle que les coefficients de Fourier soient : a, = 21—,, et
b,=07?

2. Application : calculer [¥, 4

0 5—4cost*

Correction V¥ [004626]

Exercice 4627 1/(cosx+cha)
Soita > 0.

1. Développer en série entiere : f(x) = Hﬁ

2. En déduire le développement en série de Fourier de g(x) = —.

cosx+cha*
Correction V [004627]
Exercice 4628 Décomposition en sin’
. w  sin?
Montrer que : V x € R, [sinx| =2y, e [004628]

Exercice 4629 DSF de f * g, Mines PSI 1998

Soient f,g : R — C continues 27-périodiques. On pose pour x € R : h(x) = 5 ,2:7% flx—1)g(t)dst.

1. Montrer que A est 27-périodique, continue, et calculer les coefficients de Fourier exponentiels de 4 en
fonction de ceux de f et de g.

2. Pour g fixée, déterminer les valeurs et vecteurs propres de f — h.
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Correction V [004629]

Exercice 4630 DSF d’une série

On pose f(x) =Y, e~ =211 Montrer que f est définie sur R, 27-périodique et de classe ¢’'. Déterminer

sa série de Fourier.
Correction V¥ [004630]

79.2 Calcul de séries

Exercice 4631 Calcul de séries
Soit f la fonction 27-périodique telle que : V x € [—m, [, f(x) = €*.

1. Chercher le développement en série de Fourier de f.

oo (71 n

s L r
2. En déduire les sommes des séries : S =) etS =Y, "1 257

oo 1
n=1 p241

Correction V¥ [004631]

Exercice 4632 Y, , ﬁ (Centrale MP 2003)

n2

1. Soit a € R. Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique valant e sur ]0,27].

—u

Soita € R. On pose I(a) = [,-% %= sin(au) du.
2. Exprimer /(a) sous forme d’une série sans intégrale.
3. Calculer [ e *sin(au)du.
4. Conclure.

Correction V [004632]

Exercice 4633 Y ", (Centrale MP 2000)

_a
n2+a?

1. Donner le développement en série de Fourier de la fonction 27-périodique définie sur |0, 2] par f(x) =
e avec a # 0.

2. Calculer ¥,>1 . En déduire ', 5.
s a
3. Que vaut limg— o Y1 777 ?

Correction V¥ [004633]

Exercice 4634 Calcul de séries, Matexo

On considere la fonction 27-périodique sur R définie par f(x) =xsin3 si0 < x < 27.

1. Calculer les coefficients de Fourier de f.

2. Quelle est la nature de la série de Fourier Sy de f?

( 1))171

3. En déduire la somme de la série }." | 2.

Correction V [004634]

Exercice 4635 sin(ma)/ma
Soita € R\ Z.

1. Développer en série de Fourier la fonction définie sur [—, 7] par : f(x) = cos(ax).

2. Soitg(t) =Y, ;In (1 - %) Justifier ’existence et la dérivabilité de g et la calculer.

270



Correction V [004635]

L] oo 1 oo 1 2
Exercice 4636 Y~ " =Y " %

n=1 5,2

1. Développer en série de Fourier la fonction f, 27-périodique telle que f(x) = 5= pour 0 < x < 27.
2. Donner les développements en série de Fourier de f(x+1) et f(x—1).

3. Montrer que ),

sinn __ Zoo sin’n
n=1

Correction V [004636]

79.3 Coefficients de Fourier
Exercice 4637 f(x+ 7)

Soit f: R — R 2z-périodique continue par morceaux. Que peut-on dire des coefficients de Fourier de f si
Iona:

. VxeR, f(x+m) = f(x)?
2.VxeR, fx+7m)=—f(x)?

Correction V [004637]

Exercice 4638 f est-elle m-périodique ?

Soit f € &. On note ¢ les coefficients de Fourier exponentiels de f. Montrer que f est m-périodique si et
seulement si ¢, est nul pour tout k impair (noter que la série de Fourier de f peut ne pas converger vers f).
[004638]

Exercice 4639 DSF de [/

Soit f : R — R continue, 27-périodique de classe "' par morceaux. On note ay, by les coefficients de Fourier
de f. Calculer les coefficients de Fourier de f” en fonction de ceux de f. En déduire que ka; — 0 et kb — 0
lorsque k — oo.

Correction V [004639]

Exercice 4640 DSF de f’

Soit f: [0,27] — R de classe ¢’'. On considere la fonction g, 27-périodique coincidant avec f sur [0,27].
Soient a,,, b, les coefficients de Fourier de g.

1. Montrer que a, = o0 (1) et b, = M—I—o(l)

n n/"

2. Donner le développement en série de Fourier de g’.

Correction V [004640]

Exercice 4641 DSF d’une primitive de f

Soit f continue 27-périodique, F(x) = [i*, f(t)dt, an, by, les coefficients de Fourier trigonométriques de f et
C =2 [2%(n —1)f(r)dr. Montrer :

VXGR,F( —7

apx Z a, sinnx — b, cosnx

[004641]

Exercice 4642 Concavité, ENS
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Soit f : R — R continue 27-périodique paire dont la restriction a [0,27] est concave. Montrer que les coeffi-
cients de Fourier trigonométriques de f vérifient : a; < 0 pour k£ > 1.
Correction V¥ [004642]

79.4 Relation de Parseval

Exercice 4643 ENS MP 2002
Soit f: [0,1] — R de classe €2 telle que £(0) = f(1) =0.

1. Montrer que I’on peut prolonger f en une fonction impaire et 2-périodique.

2. En déduire I’existence de ¢ > 0 indépendant de f tel que || f ||« < c|[f”]|2.

Correction V [004643]

Exercice 4644 Inégalité de Wirtinger
Soit f: [0,27] — R de classe €' telle que fti’f) f)dt=0et f(0) = f(2m).

Montrer que ftzj) F(t)dr < i’% f"(t) dt et déterminer les cas d’égalité.
Correction ¥ [004644]

Exercice 4645 Inégalité isopérimétrique

1. Soient f,g deux applications 27-périodiques réelles de classe €’!. Montrer que : 2 fom fg < 02” 2+
2T

o 8
2. Soit I" un arc €, fermé, simple, de longueur 27x. Montrer que 1’aire du domaine limité par I est infé-
rieure ou égale a 7.

Correction V¥ [004645]

Exercice 4646 |f"| < |f]|

Trouver les fonctions f : R — R 27-périodiques de classe € telles que ftzz% f@)dt=0et|f"| <|f]. ro0a646]

Exercice 4647 Calcul de (f | g)

Soient f,g : R — C 2z-périodiques, continues par morceaux. On note ¢, (f) et ¢,(g) les coefficients de Fourier
exponentiels de f et g. Montrer que : Y,/ ¢, (f)ca(g) = 5 tzj) f(t)g(t)dtr.

n=—oco —2n

[004647]

Exercice 4648 Une série trigonométrique qui n’est pas une série de Fourier
On pose /(x) = Ly 2.

1. Montrer que f est bien définie sur R, 27-périodique et continue sur R\ 277Z.

2. Calculer lim,_,o+ ,1 L f(t)sin(pt)dt et en déduire que f n’a pas de développement en série de Fourier

(et donc n’est pas continue en 0).

[004648]

Exercice 4649 X MP* 2001

Soita > 0 et f continue sur [0, a] & valeurs réelles. On suppose que pour tout x € Rona [, f(r) cos(xt) dt =0.
Montrer que f est nulle.

Correction V¥ [004649]
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79.5 Convergence

Exercice 4650 Phénomene de Gibbs pour sinkx/k
Soit f;,(x) = Xj_, Snk,

1. Calculer I’abscisse, x,,, du premier maximum positif de f;,.

2. Déterminer lim,,_co f,(xy).

Correction V¥ [004650]

Exercice 4651 Convergence uniforme

Soit Y7, (@, cosnx + b, sinnx) une série trigonométrique convergeant uniformément sur un intervalle [ct, B].
Montrer que les suites (a,) et (b,) tendent vers 0.
Correction V¥ [004651]

Exercice 4652 Convergence uniforme

Soit (a,) une suite décroissante de limite nulle. Montrer que la série Y-, a, sinnx converge uniformément sur
R si et seulement si na,, — 0 lorsque n — oo.

Pour le sens direct : utiliser le critere de convergence uniforme de Cauchy et I'inégalité : sinx > 2 sur [0, 7/2].
Correction ¥ [004652]

Exercice 4653 Fonction continue dont la série de Fourier diverge en 0

1. Soit f: R — C paire, 27-périodique, telle que, pour tout x € [0, 7], f(x) = Y7, 12 sm<(2p + 1)%)

Vérifier que f est définie et continue sur R.
2. SoitAg = 1 [ f(t)dt, pour n € N*, A, = %fonf(t) cos(nt)dr.
Pour v € N, on pose agy = 3 J¢f sin((2v + 1)%) dt eta,y = [; cos(nt) sin((2v + 1)%) dt.
Pour ¢ € N, on note s,y = Z?:oai,v- Montrer que si Vv est fixé, s,y — 0 lorsque n — oo. Calculer
explicitement les a, y. En déduire que, pour tout g, pour tout v, s, > 0, et prouver que r;leal\)l((s%v) =Syv.
3. Montrer qu’il existe B > 0 tel que, pour tout v > 1, sy y > Blnv.

4. Montrer que, pour toutn € N, A, = 2 =) lpzan 1

5. Pour n € N*, on pose T, = 5 Y'j_Ay. Vérifier que T, = Zp 15780010 Montrer qu’il existe D > 0 tel
que, pour tout p > 1, T, 5, = Dp, et constater que la série de Fourler de f diverge au point 0.

[004653]

Exercice 4654 Y R(n)e™, R = fraction rationnelle

Soit R une fraction rationnelle a coefficients complexes, de degré strictement négatif, n’ayant pas de pdle dans
Z.On pose f(x) =Y R(n)e™.
1. Etudier Iexistence et la continuité de f.

2. Montrer que f est de classe € sur R\ 27Z.

Correction V [004654]

Exercice 4655 ;" , C;,’E:x P = polynéme

1. Donner le développement en série de Fourier de la fonction f 27-périodique telle que f(x) = (7 —x)?

sur |0, 27].
0 cosnx

2. Soit P un polyndme de degré 2 sans racines dans N*. On pose g(x) =Y ; Pl - Montrer que g est de

classe €’! par morceaux.
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Correction V [004655]

Exercice 4656 Noyau de Féjer

. . L. . . < . _ fottfa
Soit f: R — C 2z-périodique continue, f, sa n-eme somme de Fourier et g, = OnT

1. Exprimer g, a I’aide d’un produit de convolution, g, = f k.

2. Montrer que la suite (k,) constitue une suite d’approximations de la mesure de Dirac sur | — 7, 7[. Ceci
montre que la moyenne des sommes partielles de la série de Fourier de f converge uniformément vers f
pour toute f continue.

Correction V¥ [004656]

79.6 Intégrale de Fourier

Exercice 4657 Formule sommatoire de Poisson

Soit f: R — C de classe €!. On suppose qu’il existe a > 1 tel que f(x) = O(1/|x|*) et f'(x) = O(1/|x|%)
lorsque |x| — oo, et on pose F (x) = ¥,z f(x+ 2n7).

Montrer que F est bien définie, € et 27-périodique. En déduire la formule sommatoire de Poisson :

Y (um) = —= ¥ fio).

nez nez
[004657]
Exercice 4658 Formule d’échange
Soient f,g: R — C de classe ¢ telles que f, f', g, g’ sont intégrables. Montrer :
oo n o0 R
| JWg)dr= | f{t)g()dr.
[004658]

79.7 Divers
Exercice 4659 [ f()|sinnt|dt

1. Développer en série de Fourier la fonction : x — |sinx]|.
2. Application : Soit f : [a,b] — R continue. Montrer que ftb:a f(t)|sinnt|dt — % ftb:a f(t)dt lorsque n —

oo,

Correction V [004659]

Exercice 4660 Equation différentielle

Montrer que I’équation : y*) +y" +y = | sinx| admet une et une seule solution m-périodique.
Correction V¥ [004660]

Exercice 4661 Equation différentielle

Soit k € R. Résoudre 1’équation différentielle y” +k%y = Yoo S5,

2
n
Correction V [004661]

Exercice 4662 Equirépartition modulo 1
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1. Soit f: R — R de classe ¢! 1-périodique, o € R\ Q et x € R.

FX)+f(x+00)+-+f(x+no
n+1

2. Montrer que le résultat est encore vrai en supposant seulement f continue.

Montrer que

LN ftlzo f(t)dt lorsque n — eo.

P L. oo sin?
3. En déduire la nature de la série Y| 7.

Correction V¥ [004662]

Exercice 4663 Cachan MP* 2000

Soit un réel f > 1 et ax = [fjp e~ 1P 2k~ x4 Trouver un équivalent quand n tend vers I’infini de
Y jk[>n ou |¢|>n Gkar, k et £ Etant des entiers relatifs.
Correction V [004663]

Exercice 4664 Algebre de séries trigonométriques

Soit E 1’ensemble des fonctions de R dans C de la forme : f(x) = ¥,5° _ c,e*™™
pour f € E: ||| = X;Z w [en]-

1. Justifier la définition de || f|| et montrer que E est un espace vectoriel normé complet.

ol Y. |c,| converge. On pose

2. Montrer que E est une C-algebre et que || fg|| < || f]| llgll-
3. Soit ¢ : E — C un morphisme d’algebres.
(a) On suppose @ continu, montrer qu’il existe zo € Utel que V f € E, @(f) = ¥,/=° .. cuz.

(b) Vérifier que la formule précédente définit effectivement un morphisme continu de £ dans C.

Correction V [004664]

Exercice 4665 Mines MP 2002

Déterminer la nature de la série de terme général u,, = (—1)" ftlzo cos(nt?)dt.
Correction ¥ [004665]

Exercice 4666 Ens Lyon MP* 2003

Onnote : E = {fonctions continues 27-périodiques f : R — C};
E'={fcEdeclasse €'} ;

E,={fecEtelqueVke[[—nn], [7Zf(t)e ™ dt=0};
E'=E,NE".

On considere sur E la norme || |2 (Hsz = /5= [ f]? )

1. Montrer que D : Eé — Eg, f — f est une bijection.

2. D est-elle continue ?
3. Montrer que D~! est continue.

4. Montrer que D~!(E,) = E! et calculer |||D‘2_,11 IIE

Correction V [004666]

Exercice 4667 Quatre racines, ENS Cachan MP* 2005

Soit f a valeurs réelles, de classe €2, 27-périodique, de moyenne nulle. Montrer que g = f + f” s’annule au
moins quatre fois sur [0,27].
Correction ¥ [004667]
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Dixieme partie
Topologie
80 Suites convergentes

Exercice 4668 Limite de la partie entiere d’une suite

Soit (u,) une suite réelle convergeant vers ¢ € R. La suite ([u,]) est-elle convergente ?
[004668]

Exercice 4669 Limites doubles différentes

. . k . . k
Comparer lim,,_,c (hmk_m (niil)k> et limy_c. <l1mnﬁm (nj—il)k) [0046691]

Exercice 4670 Suites convergeant vers 0

Un

1. Soit (u,) une suite réelle telle que —— 0. Montrer que u,, — 0.

I+ n  p—soo n—oo

Uy .
1+u; n—oo 0

2. Méme question avec
(u,) est bornée.

[004670]

Exercice 4671 u,v, — 1

N
N

1

1 Que pouvez-vous dire de ces suites ?

Un

N
N

0
Soient (uy,) et (v,) deux suites vérifiant : ¢ 0 < vy,
Uy, — 1.
n—oo
[004671]

Exercice 4672 Série alternée

96 (1" n
On pose u, = (2n—3)(2n—1)(211(+1))(2n+3)(2n+5) etvn = Yie—o Uk-

1. Etudier les suites (v2,) et (v2,,1) et montrer que la suite (v,) est convergente.
2. Calculer £ = lim,,_,eo v, 2 107 pres.

Correction V [004672]

Exercice 4673 Croissance comparée

. 2 .
Montrer que I’ensemble des entiers n tels que 2" < (4n)! est fini.
[004673]

Exercice 4674 Limite de n!/"

Démontrer, sans utiliser la fonction In, que /n —— 1.
n—r

Chercher lim,,_,.. vn!. [004674]

Exercice 4675 Croissance logarithmique comparée

Soient (ay), (b,) deux suites strictement positives telles que : V n € N, ag:l L Bt

b}l

Montrer que si b,, — 0, alors a,, — 0.
n—oo Nn—oo

[004675]
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Exercice 4676 Somme de parties entieres

Soit x € R. Chercher lim,_,., 2054

Correction V [004676]

Exercice 4677 Divergence de cos(nt) et sin(nt)

Soit 6 € R. Montrer que si 6 # 0(mod ), les suites (cos(n)) et (sin(n0)) sont toutes les deux divergentes
(montrer que si I’'une converge, alors I’autre aussi, puis obtenir une contradiction).
[004677]

Exercice 4678 Somme des 1/k!/2

i - B I I
Sonun—l—&—ﬁ—l— —&—\/ﬁ.
1. Chercher limy, o (U2, — tty), puis limy, e tty,.
2. Comparer 2—\1/,;, Vk+1—+k, et vVk—+/k—1. En déduire que la suite (un - 2\/ﬁ) est convergente.

[004678]

Exercice 4679 Limite de (1+1/n)"

1. On pose u, = &—I—ﬁ%—---—l—%.

(a) Montrer que la suite (u,) est convergente.

(b) Calculer le nombre e = limy,_oou, 2 1077 pres.
2. Onnote v, = (1 + %) l/n.
(a) Développer v, et montrer que v, < e.
(b) On fixe p € N et € > 0. Montrer que pour n suffisament grand, v,, > Zf:o % —&.
(c) Que pouvez-vous en déduire ?

[004679]

Exercice 4680 Etude de /4

1x3x5x--x(2n—1)
2x4x6x--x(2n) *

On pose u, =
1. Exprimer u, a I’aide de factorielles.
2. Montrer que la suite (u,) est convergente.

3. Soit v, = (n+ 1)u?. Montrer que la suite (v,) converge. Que pouvez-vous en déduire pour lim,, ;e 1, ?

2

4. On note o = lim,_; vy, En étudiant la suite (nu;

), montrer que o > 0.

Correction V [004680]

Exercice 4681 Suite " /(14 a¥)

at

Soit a € C\ U. Etudier la suite de terme général : u, = (ra) (T ()"
Correction V¥ [004681]

Exercice 4682 Lemme de Césaro

Soit (u,) une suite réelle. On pose v, = “F=Fh

1. Montrer que si u, — 0, alors v,, —— 0.
n—yeo n—soeo

2. Montrer que si u, — £, alors v, — £. ({ € R)
n—oo n—soo0

3. Donner un exemple ou (v,) converge mais (u,) diverge.
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[004682]

Exercice 4683 Lemme de Césaro

1. Soit (b,) une suite réelle strictement croissante tendant vers +oo, et (a,) une suite réelle telle que :
dndnl s ¢ ¢ R. Montrer que % — /.
by=bu-1 oo bn psyeo

2. Application : Quelle est la limite de W (keN)?

[004683]
Exercice 4684 Césaro généralisé
Soit (u,) une suite réelle convergente, et S, = 217 Yoo Clu,. Etudier la suite (S,).
Correction V [004684]
Exercice 4685 Produit de Cauchy
Soient (ay), (b,) deux suites convergeant vers a,b. Montrer que “°b"+a'b; ;'f”'“’"b“ ab.
—>00
! [004685]
Exercice 4686 x, —ax,_1 — 0
Soit (x,) une suite réelle et & €0, 1[. On pose
Yo = X0
Yp= Xp— Oxp_jpourn = 1.
Montrer que : (x, — 0) < (y, —— 0).
n—oo n—oo
[004686]
Exercice 4687 x, +x2,/2 — 1
Soit (x,) une suite bornée telle que x, + ** —— 1. Montrer que x,, — % [004687]
n—oo n—soo
Exercice 4688 Approximation d’un irrationnel
Soit x € R* et (r,) une suite de rationnels convergeant vers x. On écrit r, = ? avec p, € Z, q, € N*.
1. Montrer que si I’'une des suites (p,), (¢,) est bornée, alors ’autre 1’est aussi, et x € Q.
2. En déduire que six € R\ Q, alors |p,| —— +oo et g, —— +oo.
n—ro n—soo
[004688]
Exercice 4689 Somme des chiffres de n
Pour n € N*, on note S(n) la somme des chiffres de I’écriture décimale de n.
1. Encadrer S(n+ 1) en fonction de S(n). En déduire que la suite (S(S"(Z;)) est bornée.
.o S(n+1 S(n+1
2. Chercher mf{ (S"(n)) tqn € N*}, et sup{ g"(n)) tqn € N*}.
3. Lasuite (2251 estelle convergente ?
S(n)
Correction ¥ [004689]

Exercice 4690 Equation x" +x" ' +..-4+x—1=0

On considere 1’équation : x" +x" ' +---4x—1=0.
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1. Prouver qu’il existe une unique racine positive, a,.
2. Montrer que la suite (a,) est décroissante.

3. Montrer que a, H—w> % (calculer aﬁ“ —1).

[004690]

Exercice 4691 Suite n’ayant qu’une valeur d’adhérence

Soit (u,) une suite réelle. On appelle valeur d’adhérence toute limite d’une sous-suite convergente extraite
de (up).

1. Quelles sont les valeurs d’adhérence d’une suite convergente ?

2. Quelles sont les valeurs d’adhérence de la suite (cos(nm/3)) ?

3. Montrer que si la suite (u,) est bornée et diverge, elle a au moins deux valeurs d’adhérence.

[004691]
Exercice 4692 Limites sup et inf
. . p P =sup\x,tqp=n
Soit (x,) une suite bornée de réels. On pose : o . pix, ta p >}
zn = inf{x, tq p > n}.
1. Montrer que les suites (y,) et (z,) convergent.
2. Montrer que (x,) converge si et seulement si (y,) et (z,) ont méme limite.
[004692]
Exercice 4693 Convergence vers 0 et monotonie
Soit (x,) une suite de réels strictement positifs convergeant vers 0.
1. Montrer qu’il existe une infinité d’indices n tels que x, = max (X, Xp+1, X542, - - )-
2. Montrer qu’il existe une infinité d’indices n tels que x, = min(xo,xy, ..., X,).
Correction V [004693]

Exercice 4694 Convergence vers 0 et monotonie

Soit (u,) une suite de réels strictement positifs convergeant vers 0. Montrer qu’il existe une bijection o : N — N
telle que la suite (uc(n)) converge vers 0 en décroissant.

[004694]
Exercice 4695 Fonction N — N injective
Soit f : N — N injective. Montrer que f(n) — +oo. [004695]

n—soo
Exercice 4696 Fonction N — N injective
Soit f: N — N injective. Montrer que % + %3) +--+ % — oo,
—>00

Correction V¥ " [004696]

Exercice 4697 Radicaux itérés

Soit u,, = n+\/n—l+-~+\ﬁ.

n

1. Montrer que la suite (”7”) est bornée.

2. Déterminer lim;_. (\'%)
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3. Déterminer lim,,_,co (1, — \/1).

Correction V [004697]

Exercice 4698 Ensae MP* 2000

Soit (a,) une suite de réels supérieurs ou égaux a 1 telle que pour tous n,m, a,+m < a,a,. On pose b, = 1“%
Montrer que (b,) converge vers inf{b, |n € N*}.
Correction V¥ [004698]

Exercice 4699 Polytechnique MP* 2000

Soit & croissante de R* dans R, tendant vers +co en +oo, et telle que A(x+ 1) — h(x) tend vers 0 en +-oo. Soit V
I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite de terme général (") Montrer que V est exactement le cercle
trigonométrique (i.e. {z € C, |z| = 1}).

Correction ¥ [004699]

Exercice 4700 12 + u, — u,1 — 0 (X MP* 2000)

Soit u, une suite réelle bornée. On suppose que u% + Uy — Uy m 0. Montrer que u, — O.
Correction V [004700]

Exercice 4701 Point fixe (Ensae MP* 2003)

Soit une fonction continue f de R dans R et xo € R. On définit (x,),en par la relation de récurrence :
Xn+1 = f(x,). Montrer que si la suite (x,) admet une unique valeur d’adhérence alors elle est convergente.
Correction ¥ [004701]

Exercice 4702 Suite récurente

Soit ug € N* et (u,) la suite définie par la relation de récurrence : u, 1 = u2+ 1. Montrer qu’il exitste a € R tel
que u, = [a*"] pour tout n ot [ | désigne la partie entiére.
Correction ¥ [004702]

81 Suites u, | = f(u,)

Exercice 4703 Etude de suites
Etudier la convergence de la suite (u,,) définie par :

1
1. uo:a>1,un+1:§(un—|—u%).
0<u0<@,un+1 zl—u,%.

_ 2
Upp] = Uy — Uj.

up =0, u,1 = u%+ot.

_ 14+u
Unp1 = Un+ T3,

up € [0,1], upi1 = %

Up+1 =2 — U

Upi1 = /4 —3u,.

up—In(14u,
Upyl = = u(z n)‘
n

D A T e

__3
Un+1 = 2uZ+1°

—_ =
- O

— 0
cup >0, Uy = uy

—
[\

Un

L up >0, U =a
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Correction V [004703]

Exercice 4704 Convergence quadratique

Soit k € C fixé. Etudier la convergence de la suite (a,) définie par : ag € C, a1 = ka?.
Correction V [004704]

Exercice 4705 u, (1 —u,) > 1/4
1

Soit (u,) une suite réelle telle que pour tout entier 7 : u, € [0,1] et uyy 1 (1 —u,) > 3.
Montrer que cette suite converge vers %

[004705]
Exercice 4706 Radicaux itérés
Trouver lim,,_,co \/ 1+ 14---++/1 (n radicaux).
Correction ¥ [004706]
Exercice 4707 Radicaux itérés
On considere la suite (u,) définie par : ug > 0, u,+1 = /uo + - - - + u,. Montrer que u,, — +oo.
n—yeo

Correction V [004707]
Exercice 4708 Radicaux itérés
On pose u, = \/1+\/2+\/~'-+ n—1+4y/netv,= \/1+\/2+\/~-+ n—14++2n.

1. Montrer que ces suites sont convergentes.

2. On note A = lim,,_,c u,. Montrer que A — u,, < - :’/ﬁ
Indication V¥ [004708]
Exercice 4709 Suites homographiques
Soient a,b € R*. On définit la suite (u,) par : b

Upy1 =a—+ e

On suppose ug choisi de sorte que pour tout n € N, u, # 0.

1. Quelles sont les limites possibles pour (u,) ?

2. On suppose que 1’équation x*> = ax + b posséde deux racines réelles o, B avec || > |B].

Etudier la suite (v,) = <%) et en déduire lim u,,.
[004709]
Exercice 4710 Systeme d’ordre 1
o
. . . . xn+l - X +y
Soient 0 < xo < yo et (x,), (y,) les suites définies par : "
yn+1 = xn‘ﬁ)}n :
Montrer qu’elles sont convergentes et calculer leurs limites.
Correction V¥ [004710]
Exercice 4711 Systeme d’ordre 1
J— 2xn+yn
Etudier la convergence des suites (x,), (y,) définies par : 0 < xo < yg et T =3
g n)s Yn par: 0 <)o 2yt
Y+l = —3 -

Correction V [004711]
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Exercice 4712 Systeme d’ordre 1

__ XntYn
2 . . P Xn+l1 =
Etudier la convergence des suites (x;,), (v,) définies par : 0 < yo < x¢ et " 2x§y,1
yn+l xﬂ+)/ll
Correction V [004712]
Exercice 4713 Systeme d’ordre 1
_ _ Xptyn
. . e Xo=a Xpp] = 22
Soient 0 < a < b et (x,), (yn) les suites définies par : 0 et s 2
Yo=2b Yn+1 = /Xn+1Yn-

1. Montrer que ces suites convergent vers la méme limite.

2. On pose a = bcos ¢. Exprimer cette limite en fonction de b et ¢.

Correction ¥ [004713]

Exercice 4714 Moyennes arithmétique, géométrique, harmonique

1. Soient x,y,z > 0. Montrer que x> +y> + 2> — 3xyz > 0 (mettre x + y + z en facteur).

2. Etudier la convergence des suites (a,), (by), (c,) définies par :

3 _ 1,1

Lo
Ap+1 an by, Cn

0<ayg<bg<cy, et by = NE
3cnt1 =an+bntcy.

Correction Vv [004714]

Exercice 4715 Centrale MP 2000

N . c—1 . o up € R* 2 . . .
On considere la fonction f : x — ln( < ) et la suite définie par Etudier la suite (u,), puis
Unt1 = f(un).
la série Y u,,.
Correction ¥ [004715]

Exercice 4716 u, —u, — 0

Soit f: [a,b] — [a,b] continue et la suite (u,) définie par ug € [a,b] et u,+1 = f(u,). Montrer que si lim(u,,11 —
u,) = 0 alors la suite (u,) converge.
Correction ¥ [004716]

82 Topologie de R

Exercice 4717 Partie a un seul point d’accumulation

Soit A une partie bornée de R ayant un seul point d’accumulation, a.

1. Montrer que A est dénombrable.

2. On numérote les éléments de A d’une maniere quelconque : A = {x,x2,...,Xpy,...}.

Montrer que x, — a.
n—soo

Correction V [004717]

Exercice 4718 (sin(n)) est dense
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Soita e R\QetA ={ma+ntqm e Z, n € N}. Montrer que A est dense dans R.
Application : Montrer que tout réel de [—1, 1] est valeur d’adhérence de la suite (sinn). [004718]

Exercice 4719 /m —+/n

Montrer que ’ensemble A = {\/m — /n tq m,n € N} est dense dans R.
Correction V [004719]

Exercice 4720 Unités quadratiques

SoitA = {n+pﬂ tqn,p N, n+pV2>0, n>—2p*= 1}. Montrer que A est un sous-groupe discret de R**.
Correction V [004720]

Exercice 4721 Olympiades 1991
1

Soit a > 1. Montrer qu’il existe une suite réelle bornée, (x,), telle que : Vi # j, |x; —x;| > i
Correction ¥ [004721]

Exercice 4722 u,. 1 —u, — 0

Soit (uy) une suite réelle bornée telle que u, — u, — 0. Montrer que I’ensemble des valeurs d’adhérence
n—soo

de (u,) est un intervalle. [004722]

Exercice 4723 u,. 1 —u, — 0

Soit f: [0,1] — [0, 1] continue, ug € [0, 1] et (u,) la suite des itérées de f en up.

On suppose que i, 1 — u, — 0. Montrer que la suite (u,) converge vers un point fixe de f.
n—yoo
Correction ¥ [004723]

Exercice 4724 exp(iu,)

Soit (uy) une suite réelle telle que la suite (exp(iu,)) converge et la suite (|uy41 — u,|) est majorée par o < 7.
Montrer que (u,) converge.
[004724]

Exercice 4725 exp(iu,)

Soit (u,) une suite réelle telle que w11 — u, — 0 et u, — +oo. Démontrer que la suite (exp(iu,)) est dense
n—yoo n—roo

dans U. [004725]

Exercice 4726 exp(iu,)

Soit (x,) une suite réelle bornée et u > 0,v > 0. On suppose que “ ¢ Q et que les suites (™) et (en)

v
convergent. Montrer que la suite (x,) converge. [004726]

Exercice 4727 u,, < u, +u,

Soit (uy) une suite réelle positive telle que : V n, p € N, w4, < uy + up. Montrer que la suite (%) est conver-
gente.

Correction V [004727]

Exercice 4728 Fonctions périodiques (Ens Ulm-Lyon-Cachan MP* 2003)

1. Déterminer toutes les fonctions f : R — R continues, périodiques de périodes 1 et v/2.

2. Déterminer les fonctions f : R — R? continues telles que :
pour tout X € R?, f(X) = f(X+(1,0)) = f(X+(0,1)) = f(AX) ou A= ({ ]).
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Correction V [004728]

83 Topologie dans les espaces métriques

Exercice 4729 Ouverts disjoints

Soient U,V deux ouverts disjoints d’un espace vectoriel normé. Montrer que U et V sont disjoints.
Donner un contre-exemple lorsque U et V ne sont pas ouverts.
Correction V [004729]

Exercice 4730 A ouvert disjoint de B

Soient A,B deux parties d’un espace vectoriel normé disjointes. Si A est ouvert, montrer que A et B sont
disjoints.

[004730]
Exercice 4731 U =U.
Soit U un ouvert d’un espace vectoriel normé. Montrer que U = U.
Correction V¥ [004731]
Exercice 4732 Frontiere d’un ouvert
Soit U un ouvert d’un espace vectoriel normé. Montrer que la frontiere de U est d’intérieur vide.
Correction ¥ [004732]

Exercice 4733 La distance est 1-lipchitzienne

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E. Pour x € E, on pose d(x,A) = inf{d(x,a) tqa € A}.
1. Montrer que : V x,y € E, |d(x,A) —d(y,A)| <d(x,y).
2. Montrer que I’application x — d(x,A) est continue.

[004733]

Exercice 4734 Diametre de la frontiere

Soit A une partie non vide et bornée d’un evn E. On note 8(A) = sup{d(x,y) tq x,y € A} (diametre de A).
Montrer que 6(A) = 6(Fr(A)).

Correction ¥ [004734]

Exercice 4735 Ensemble dérivé

Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E. Un point x € E est dit point d’accumulation de A si toute
boule de centre x contient une infinité de points de A. On note A’ I’ensemble des points d’accumulation de A
(ensemble dérivé de A). Montrer que A’ est fermé, et comparer A et A.

[004735]
Exercice 4736 Caractérisation des fonctions continues
Soient E, F' deux espaces vectoriels normés et f : E — F.
Montrer que f est continue si et seulementsi: VA C E, f(A) C m
si et seulement si: VB C F, f~1(B) C f~1(B)°.
Correction V [004736]
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84 Topologie dans les espaces vectoriels normés

84.1 Géométrie

Exercice 4737 Unicité du centre et du rayon d’une boule

Soit E unevnnon nul et@,d’ € E, r,r’ > O tels que By(d,r) = By(d',r’). Montrer que d =d’ et r =r'.  [004737]
Exercice 4738 x+y+z=0
Soient X, ¥, Z trois vecteurs d’un evn E tels que X+ y+Z = 0.
Montrer que : [|¥ — ¥[| + [[¥ — Z[| + 2= %[ = S(IX ]| + ¥ ]| + [Z]]). [004738]
Exercice 4739 Une boule est convexe
Soit E unevn, etd € E, r > 0. On note B = B(d,r) et B = B(d,r).

1. Montrer que B et B sont convexes.

2. Sila norme est euclidienne, montrer que si @,V € B avec i # ¥, alors |i, ¥[C B.

(Ju,v[={(1=t)i+tvtqt €]0,1[})
3. En déduire que si la norme est euclidienne, toute partie A telle que B C A C B est convexe.
4. Donner un contre-exemple avec une norme non euclidienne.
[004739]

Exercice 4740 Distance a un ensemble
Soit E un evn et A C E une partie non vide. Pour X € E on pose : d(¥,A) = inf{||¥ —d|| tqd € A}.

1. Montrer que : V X,y € E, |d(X¥,A) —d(¥,A)| < ||¥—¥||. (Enlever la valeur absolue et démontrer séparé-
ment chaque inégalité)

2. Montrer que I’application X — d(¥,A) est continue.

[004740]

Exercice 4741 Distance a un ensemble (ENS Cachan MP 2002)
Soit A une partie de R” non vide. On note pour x € R" : dy(x) = inf{|[x—y|| tqy € A}.

1. Montrer que dy4 est continue.
2. Soient deux parties de R” non vides A, B. Donner une condition équivalente a dy = dp.
3. Onnote p(A,B) = sup{|da(y) —dg(y)|, y € R"}, valant éventuellement +-co.

Montrer que ’on a p(A, B) = max <supd3(x), supdy (x)>
XEA xEB
Correction V¥ [004741]

Exercice 4742 Distance entre un fermé et un compact

Soient A, B deux parties compactes non vides de R”.
Montrer qu’il existe a € A et b € B tels que ||ja — b|| = min{|[x —y|[ tqx €A, y € B}.
Montrer que ceci est encore vrai si on suppose A compact et B fermé. [004742]

Exercice 4743 Diametre

Soit E un evn de dimension finie et A C E borné, fermé, non vide. Montrer qu’il existe H,Z € A tels que
||d — b|| = max(||Xx—¥| tq X,y € A). (Considérer ’ensemble A x A dans I’evn E X E) [004743]

Exercice 4744 Diametres concourants (Ens Ulm MP* 2003)
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1. Soit K un compact convexe de R? d’intérieur non vide. Soit O € K. Montrer qu’il existe une fonction
f:R — R" continue 27-périodique telle qu’en coordonnées polaires de centre O, K est défini par p <

().

2. Soitg: [0,1] — R continue telle que [, g(x)cos(x)dx = [, g(x)sin(x) dx = 0. Montrer que g s’annule
au moins deux fois sur |0, 7[.

3. Soit G le centre de gravité de K. Montrer que G est le milieu d’au moins trois "diametres" de K (trois
segments joignant deux points de la frontiere).

Correction V [004744]

Exercice 4745 x/max(1,]x||), Centrale MP 2005

Soit f définie par f(x) = m Montrer que f est 2-lipschitzienne.
Correction V¥ [004745]

84.2 Suites

Exercice 4746 u, colin a v, = limu, colin a limv,

Soit E un evn de dimension finie et (i, ), (vV,) deux suites de vecteurs telles que :

YV n €N, i, est colinéaire a V,, iy, — U, v, —— V.
n—oo n—oo
Montrer que i et V sont colinéaires (raisonner par 1’absurde et compléter (i, V) en une base de E). [004746]

Exercice 4747 Suites de Cauchy

Soient (u,), (v,) deux suites d’un evn E telles que u, — v, — 0 et (u,) est de Cauchy. Montrer que (v,) est
n—oo

de Cauchy. [004747]

Exercice 4748 Suite de Cauchy non convergente

Soit E = R[X] muni de la norme : || ¥ a;X*|| = max(|ax|, k € N). Onnote B, = 1 +X + X; +- X% Montrer
que la suite (P,) est de Cauchy, mais ne converge pas. [004748]

Exercice 4749 Mines PC 1998
Soit B une matrice antisymétrique. On suppose que la suite (B") converge vers une matrice C. Que peut-on dire
de C? [004749]

Exercice 4750 Suite de matrices inversibles
Soit (A,) une suite de matrices de .#,(R) vérifiant les propriétés suivantes :

1: An T)A € %p(R)
Nn—oo
2 : pour tout n, A, est inversible
3: A, —— Be #,(R).
n—roo

1. Montrer que A est inversible et A~! = B.

2. Peut-on retirer la propriété 3 ?

[004750]

Exercice 4751 Suite de matrices inversibles
SoitA € .#,(R) quelconque. Montrer qu’il existe une suite de matrices inversibles convergeant vers A. [004751]
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Exercice 4752 DSEde I —A

Soit A € .#,(R). On suppose que la suite de matrices : A, = I +A +A? + -+ + A" converge vers une matrice
B. Montrer que I — A est inversible, et B= (I —A)~!.

Remarque : La réciproque est fausse, c’est a dire que la suite (4,) peut diverger méme si I — A est inversible.
Chercher un contre-exemple. [004752]

Exercice 4753 Ensam PSI 1998

Soit A € .#,(C) telle que la suite (A*) converge vers une matrice P. Montrer que P est une matrice de projection.
[004753]

Exercice 4754 Suites de fonctions
Soient E = € ([a,b] — R), (f,) une suite de fonctions de E et f € E. Comparer les énoncés :

Lo fu—fli —0 2:|fu—flo——0 3:0fu—fllee — 0.
n—soo n—soo n—soo

[004754]

Exercice 4755

On note E 1’espace vectoriel des suites réelles (x,) telles que la série ¥’ x> converge. On le munit du produit
scalaire (x | y) = Yoo Xsyn. Soit (y*) une suite bornée d’éléments de E. Montrer qu’on peut en extraire une
sous-suite convergent faiblement, ¢’est-a-dire qu’il existe z telle que pour tout x de E on ait (x | y*%) IH—DO> (x| z).

Correction V [004755]

Exercice 4756 ENS Lyon MP 2002

Soit E un espace vectoriel normé sur R ou C de dimension finie, et u € .Z(E) tel que pour tout x € E la suite
("' (x))nen est bornée.

1. Montrer que la suite (|||u"|||)nen est bornée.
2. Déterminer la limite quand n — oo de ﬁ Y oul(x).

Correction V [004756]

84.3 Normes

Exercice 4757 Norme bizarre

bty
141412

Montrer que (x,y) — sup est une norme sur R? ; dessiner la boule unité. [004757]
teR

Exercice 4758 Normes de polynémes
Soit E = R[X]. Pour P = Y{_,a;X*, on pose :

n
1Pl =) lal,

k=0
[1P[leo = max{[aol,..., |an|},

1P]l. = max{|P(1)| tq 0 <t < 1},

Montrer que ce sont des normes, et qu’elles sont deux a deux non équivalentes. (On considerera P, (1) = (t —1)"
et Qu(t) = 1+t+1>+--+1") [004758]
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Exercice 4759 Norme de polynomes

Soit E = R[X]. Pour P € E on pose ||P|| = sup(|P(t) — P'(t)| tq t € [0,1]).
Montrer qu’on définit ainsi une norme sur E. [004759]

Exercice 4760 Normes de polynomes

Soit @ € R. On pose pour P € R[X] : N,(P) = |P(a)| + [, |P'(t)| dt. Montrer que. ..

N, est une norme.
No et Ny sont équivalentes.
Sia,b € [0,1], alors N, et Nj, sont équivalentes.

Soit P, = (X /2)". Déterminer pour quelles normes N, la suite (P,) est convergente et quelle est sa limite.

A A

Si0 < a<betb>1alors aucune des normes N,, N, n’est plus fine que 1’autre.

Correction V¥ [004760]

Exercice 4761 Normes sur les polynomes

Soit (A,) une suite de réels strictement positifs. On lui associe la norme sur R[x] : N(Y aix') = ¥ Aila;l.
i i

Soient (4,) et (A,) deux suites et N, N’ les normes associées. Montrer que N et N’ sont équivalentes si et

i
seulement si les suites (’;’}) et (%) sont bornées. [004761]

Exercice 4762 Centrale MP 2006
E est I’ensemble des fonctions f de classe € sur [0, 1] telles que £(0) = f/(0) = 0. Pour f € E, on pose :

Neo(f) = sup |f(x)],

x€[0,1]

N(f)= sup |f(x)+f" ()],

x€[0,1]
Ni(f) = sup |[f"(x)[+ sup [f(x)].
x€[0,1] x€[0,1]

1. Montrer que Ne, N et Ni sont des normes sur E.
2. Montrer que N., n’est équivalente ni a Ny ni a N.
3. Montrer que N et Ny sont équivalentes (introduire 1’équation différentielle y” +y = g).

Correction ¥ [004762]

Exercice 4763 Norme de Frobenius

Pour A € .#,(R), on pose ||A]| = \/tr(*AA).
Montrer que c’est une norme et que : VA, B € .#,(R), ||AB|| < ||A]| x ||B]|.
Correction ¥ [004763]

Exercice 4764 Semi-norme

Soit p une semi-norme sur .#,(C) (ie. il manque juste I’axiome p(A) = 0 = A = 0). On suppose de plus que
V (A,B) € (,(C))?, p(AB) < p(A)p(B). Montrer que p = 0 ou p est en fait une norme.
Correction V¥ [004764]

Exercice 4765 Normes produit
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Soient E, F deux evn et G = E x F. On pose pour u = (X,y) € G :

leelly = 1% lle+151F, Nulla =/ IRIE+ 1517 lulle =max([¥]e, [5]F)-

1. Montrer que ce sont des normes sur G et qu’elles sont deux a deux équivalentes (sans hypothese de
dimension finie).

2. On prend E = F. Montrer que pour chacune de ces normes, 1’application G — E, (X,y) — X+ est

continue.
[004765]
Exercice 4766 Normes sur les suites
) . ) , u|| = sup(|u,| tqn e N
Soit E I’ensemble des suites u = (u,) réelles bornées. On pose | Pl tq )
N(u) = sup(|un| + |u2n| tqn € N).
Montrer que ce sont des normes sur E et qu’elles sont équivalentes. [004766]

Exercice 4767 Norme sur les suites

Soit E I’ensemble des suites réelles u = (u,),> telles que la suite ({/|u,|) est bornée. Pour u € E, on pose
||lu|| = sup(/|u,| tq n € N*). Montrer que E est un R-ev et que || . || n’est pas une norme sur E. [004767]

Exercice 4768 Fonctions lipschitziennes

Soit £ I’ensemble des fonctions R — R lipschitziennes. Pour f € E, on pose :

1= 170 +sup (|7 =10 gz ).
W) = 1) sup (|77 g z0)

1. Montrer que E est un R-ev.
2. Montrer que || . || et N sont des normes sur E.
3. Sont-elles équivalentes ?

[004768]

Exercice 4769 Fonctions ¢!

Soit E 1’ensemble des fonctions £ : [0,1] — R de classe €’!. Pour f € E, on pose : Ni(f) = sup(|f| + |f]),
N2(f) = sup|f] +sup|f’|.- Montrer que N; et N, sont deux normes équivalentes sur E. [004769]

Exercice 4770 Norme sur les fonctions continues

E =C([0,1],R). Soit g € E. Pour tout f € E on pose N(f) = sup {|f(x)g(x)|}.
x€[0,1]

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur g pour que N soit une norme sur E.
2. Si pour tout x € [0, 1], g(x) # 0, montrer qu’alors N et || || sont des normes sur E équivalentes.
3. Démontrer la réciproque de la proposition précédente.

[004770]

Exercice 4771 Comparaison de normes (ENS MP 2002)

1. Soit £ un espace préhilbertien réel et uy,...,u, des éléments de E. Calculer ZGHZ?:I cr(i)uiH2 ou o
parcourt I’ensemble des fonctions de [[1,n]] dans {—1,1}.
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2. On se place dans I’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R. Montrer que la norme infinie n’est
équivalente a aucune norme euclidienne.

3. Méme question avec la norme || ||, p € [1,4eo[\ {2}.

Correction V¥ [004771]

Exercice 4772 Jauge

Soit (E,|| ||) un R-evn et K C E une partie convexe, bornée, symétrique par rapport a I’origine et telle que

o

0eKk.
Pour x € E, on pose n(x) = inf{|A| tq x € AK}. Montrer que n est une norme équivalente a || ||. [004772]

Exercice 4773 Polytechnique MP* 2006

Soit E un espace vectoriel réel. On considere une application N : E — R™ telle que :

(i) V A,x, N(Ax) =|A|N(x);
(ii) Vx, Nx)=0<x=0.

1. Montrer que N est une norme si et seulement B = {x tq. N(x) < 1} est convexe.

2. Montrer que si N vérifie aussi
(i) Vx,y, N(x+y)” <2N(x)*+2N(y)*

alors c’est une norme.

Correction V¥ [004773]

84.4 Topologie

Exercice 4774 Parties de R"
Les parties suivantes sont-elles ouvertes ? fermées ? bornées ?

1. A={(x,y) eR*tqxy = 1}.
2. B={(x,y) e R*tqx* +xy+y* < 1}.
3. C={z€CtqRe(z?) < 1}.

[004774]

Exercice 4775 Addition de parties

Soient A, B deux parties non vides d’un evn E. On note A+ B = {(7—1—5 tqa €A, be B}. Montrer que ...

1. Si A ou B est ouvert, alors A + B est ouvert.

2. Si A et B sont fermés, alors A + B n’est pas nécéssairement fermé. (Prendre A = {(x,y) € R? tq xy = 1}
et B={(x,0) tqx € R})

3. Si A et B sont compacts, alors A + B est compact.

[004775]
Exercice 4776 Voisinage fermé d’un fermé
Soit F un fermé de R” et r > 0. On pose F' = Jzep B(X, r). Montrer que F’ est fermé. [004776]
Exercice 4777 Ev engendré par un ouvert
Soit & un ouvert non vide d’un ev normé E. Montrer que vect(0) = E. [004777]

290



Exercice 4778 Adhérence et intérieur d’un sev
Soit Eunevnet F unsevdeE.

1. Montrer que F est un sev de E.
2. Si E est de dimension finie, montrer que F = F.

3. Dans le cas général, montrer que F = @ ou F = E.

[004778]

Exercice 4779 Cone convexe engendré par un ensemble fini, ENS ULM-Lyon-Cachan MP* 2005
E est un R-espace vectoriel normé et ay,...,a, € E. On pose C = { nAiai, A > O}.

1. Montrer que, pour tout x € E, il existe ¢ € C tel que ||x — ¢|| = inf{||x —al|,a € C}.

2. En déduire que C est fermé.
Correction ¥ [004779]
Exercice 4780 Partie convexe dense
Soit E un evn de dimension finie et C C E convexe et dense. Montrer que C = E.
Correction V¥ [004780]

Exercice 4781 L’ensemble des projecteurs est fermé

Soit E un evn de dimension finie et &2 I’ensemble des projecteurs de E. Montrer que & est fermé dans .2 (E).
[004781]

Exercice 4782 Adhérence et intérieur dans les fonctions continues

1. Soit E = %([0,1],R) muni de la norme de la convergence uniforme. Soit P I’ensemble des fonctions de
E positives ou nulles. Chercher P et P.

2. Mémes questions avec la norme : || f|| = f,lzo |f(2)|dr.

Correction Vv [004782]

Exercice 4783 Mines MP 2000

On pose E = C([0, 1],R) et on le munit de la norme N... Soit F = {f € E | f(0) = f(1)}. Déterminer 1’adhérence
et 'intérieur de F.

Correction V [004783]

Exercice 4784 Points isolés (Ens Ulm MP* 2003)

Les solutions de I’équation u® = idg: pour u € .Z(R") sont-elles isolées ?
Correction ¥ [004784]

Exercice 4785 Adhérence et intérieur d’un convexe
Soit A une partie convexe d’un evn E.

1. Démontrer que A et A sont aussi convexes (pour A : faire un dessin).
2. Montrer que I’application x — d(x,A) est convexe (c.a.d. d(tx+ (1 —1)y,A) <td(x,A)+ (1 —1)d(y,A)).

[004785]

Exercice 4786 Théoreme des fermés emboités
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Soit E un evn de dimension finie, et (B, = B(dj, r,)) une suite de boules fermées, décroissante pour I’inclusion,
tqr, — 0.
n—soo
1. Montrer que la suite (d,) admet une sous-suite convergeant vers d € E.

2. Montrer que d,, — a.
n—yoo

3. Montrer que ),y Br = {d}.

[004786]

Exercice 4787 X MP* 2001
On considere ’espace .#,(C) muni d’une norme quelconque.
1. Montrer que GL,(C) est ouvert dense de .#,(C).

2. Soit D,(C) I’ensemble des matrices diagonalisables de .#,(C). Montrer que D, (C) est dense dans
My (C).
3. Quel est I'intérieur de D, (C) ?

Correction V¥ [004787]

Exercice 4788 Matrices nilpotentes, ENS Ulm-Lyon-Cachan MP* 2006

Soit N € .#,(C). Montrer que N est nilpotente si et seulement si la matrice nulle est adhérente a I’ensemble
{P~'NP, P € GL,(C)}.
Correction V [004788]

Exercice 4789 Polyndmes scindés (Ens Ulm-Lyon-Cachan MP* 2003)

Soitn € N*et 6 € R". Onnote Py = X" — o1 X" ' 4.+ (=1)""lo, 1 X +(—1)"0,.
Soit Q = {0 € R" tq Py est a racines réelles, distinctes}.

1. Q est-il ouvert ? fermé ?

2. Notons f : 6 + Py. Déterminer f(Q).

Correction V¥ [004789]

84.5 Fonctions continues

Exercice 4790 (f(x)— f(y))/(x—y)

(x,7) J@f0) o £y
Soit f: R — R une fonction de classe €' et g : R> - R ’ Yy

(x,x)  f'(x)
Montrer que g est continue. (Attention : pour une fonction définie par cas, se placer au voisinage d’un point
(x0,¥0) et déterminer si un seul ou plusieurs cas sont a considérer dans ce voisinage) [004790]

Exercice 4791 sup(f(x,y))

Soit f : R? — R continue. On pose g(x) = sup(f(x,y) tqy € [0, 1]). Montrer que g est continue.
Correction ¥ [004791]

Exercice 4792 Fonction tendant vers 4o a I’infini

Soit E un evn de dimension finie et f : E — R continue. On suppose que f(X) W +o0, c’est a dire :
X || oo

VAER,IBeRQVIEE, |¥]|>B= f(X) > A.
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1. On prend A = £(0) et B le nombre correspondant.
Montrer que inf{ f(¥) tq X € E} = inf{ f(X) tq ||X|| < B}.

2. En déduire que f admet un minimum.

3. Exemple : soit E = R,[X] et f : [a,b] — R bornée.
Montrer qu’il existe P € E tq || f — P|| = sup{|f(t) — P(t)| tq t € [a,b]} soit minimal (P est appelé : un
polyndme de meilleure approximation de f sur [a,b)).

[004792]

Exercice 4793 Fonctions homogenes

Onnote Q =R?\ {(0,0)} et D = {(x,y) € R? tq 0 < x> +y? < 1}. Soit £ : Q — R. On dit que f est positivement
homogene de degré Q. si :

Y (x,y) € QY1 >0, f(tx,ty) =1%f(x,y).
1. Donner des exemples de telles fonctions pour & = 1,0, —2, %

2. Soit f continue, positivement homogene de degré o.. Montrer que si o > 0, f est bornée sur D et que si
o > 0, f admet une limite finie en (0,0). Examiner les cas a =0, o < 0.

[004793]

Exercice 4794 Fonction partiellement continue dans toutes les directions

Trouver une fonction f : R? — R discontinue en (0,0) mais telle que pour tous &, € R, f(at, Bt) 7 0.
t—
[004794]

Exercice 4795 Continuité du polynome caractéristique

Soit E = #,(R), F =R,[X], et ¢ : E — F,A — P4 (polyndme caractéristique). Montrer que ¢ est continue.
[004795]

Exercice 4796 Ouverts et non ouverts

Ni(P) = sup(|P(1)  tg 0 <1 < 1)
Soit E = R[X]. Pour P € E, on pose : { N>(P) =sup(|P(¢)| tq 1 <t <2)

Vérifier que N; et N, sont des normes.
Montrer que @ est continue pour N;.
Montrer que ¢ est discontinue pour N,. (Considérer P,(t) = (1 —1/2)")

N et N, sont-elles équivalentes ?

A A

Soit & = {P € E tq P(0) # 0}. Montrer que ¢ est ouvert pour N; mais pas pour N.

[004796]

Exercice 4797 Thm du point fixe

Soit E un evn de dimension finie et f : E — E une fonction k-lipchitzienne avec k < 1. On choisit iy € E
arbitrairement, et on considere la suite (ii,) telle que pour tout n : il,1 = f(idy).

1. Montrer que ||iy+1 — iy || < K||id) — o
2. En déduire que la suite (ii,) est de Cauchy.

3. Soit £ = lim(ii,). Montrer que 7 est 'unique solution dans E de I’équation f(¥) = X.
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[004797]

Exercice 4798 Points fixes, ULM-Lyon-Cachan MP* 2005

1. Montrer que les points fixes de f, continue sur [0, 1], & valeurs dans [0, 1], forment un ensemble fermé
non vide.

2. Montrer que tout fermé de [0, 1] non vide est I’ensemble des points fixes d’une fonction continue de
[0,1] dans [0, 1].

Correction V¥ [004798]

Exercice 4799 Racines de polyndmes X MP* 2004

Soit E = C4[X] normé par ||P|| =Y. |ai|, P € E de degré d a racines simples et P, une suite de polyndmes de E
convergeant vers P.
Soitz € Ctel que P(z) =0et § > 0.

1. Montrer que pour 7 assez grand, P, a au moins un zéro dans B(z, 9).

2. Montrer qu’il existe & > 0 tel que pour tout 6 € |0, 8] P, a exactement une racine dans B(z, ) si n est
assez grand.

3. Que peut-on dire si les zéros de P ne sont plus supposés simples ?

Correction V [004799]

Exercice 4800 Une application polynomiale est fermée, ULM-Lyon-Cachan MP* 2005

Soit f une fonction polynomiale sur C. Montrer que I’image par f de tout fermé est un fermé.
Correction V [004800]

Exercice 4801 Principe du maximum, ULM-Lyon-Cachan MP* 2005

Soit P € C[X] et U un ouvert de C borné. Montrer que sup(|P(x)|, x € U) = sup(|P(x)|, x € Fr(U)).
Correction ¥ [004801]

Exercice 4802 Fonction presque additive, Centrale MP 2001

Soient E, F deux R-espaces vectoriels normés, F' étant complet. Soit f une application continue de E dans F'
telle qu’il existe M € R vérifiant :

Vx,y €k, |[fx+y)—flx) = fOWI <M.

1. Dans le cas M = 0 montrer que f est linéaire. Ce résultat subsiste-t-il si E et F sont des C-ev ?

2. On suppose M > 0. Soit pour x € E et n € N : f,(x) =27"f(2"x). Montrer que la suite (f,) converge
simplement sur E.

3. On note g = lim,, f;;- Montrer que g est une application linéaire continue et que c’est I’unique appli-
cation linéaire telle que f — g soit bornée.

Correction V [004802]

Exercice 4803 f uc = f(borné) est borné

Soit A C E une partie non vide bornée et f : A — F uniformément continue. Montrer que f est bornée dans les
cas suivants :

1. A est convexe.
2. A est connexe par arcs.

3. Aest quelconque et E est de dimension finie.

[004803]
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84.6 Applications linéaires continues

Exercice 4804 Applications linéaires continues

Soit E un R-ev de dimension finie et u € Z(E). On pose |||u||| = sup(||lu(X)] tq [|X|| = 1).
1. Montrer que |||u||| existe et que c’est un maximum.
2. Montrer que ||| . ||| est une norme sur .Z(E) (appelée : norme linéaire associée a || . ||).
3. Montrer que : VX € E, |[u(X)|| < |||u]|] x ||IX]|-
4. En déduire que : YV u,v € Z(E), ||luov||] <||[u||| x||[v|||-

[004804]

Exercice 4805 Centrale MP 2006
E est ’ensemble des fonctions de R dans R continues et bornées sur R.
Pour p € ||| et f € E on pose : N, (f) = sup{|tPe 'l f(r)|, t € R}.

1. Montrer que N, est une norme sur E.

2. Soitc € RetP.: E — R, f+ f(c). Etudier la continuité de P. sur (E,N,,).

3. Montrer que, pour p et g distincts dans |||, les normes N, et N, ne sont pas équivalentes.
Correction V [004805]
Exercice 4806 Applications linéaires continues
Soient E, F' deux evn de dimensions finies et ¢ : E — F linéaire. Montrer que ¢ est continue.
En déduire que tout sev de E est fermé. [004806]

Exercice 4807 Continuité du polynome de Lagrange

Soient x1,...,x, € R distincts. A (¥1,---,¥n) € R" on fait correspondre le polyndéme P € R, [X] tel que pour
tout i : P(x;) = y;.

1. Montrer que I’application (yy,...,y,) — P est continue.
2. Montrer que I’application réciproque est aussi continue.

[004807]

Exercice 4808 Ensi PSI 1998

Soit ' (R) I’ensemble des suites réelles convergentes muni de la norme ||u|| = sup{|u,|,n € |||}

Soit L: ¢ (R) — R, u > £ = lim,_,. u,. Montrer que L est une application linéaire continue et calculer sa norme.
[004808]

Exercice 4809 Itération d’un endomorphisme

Soit E un evn de dimension finie et u € Z(E). On choisit Xy € E, et on considere la suite (¥,) définie par la
relation de récurrence : X,1| = %
On suppose que la suite (X,,) converge. Montrer que la limite est un vecteur propre de u.

Exemples : 1) E = R, mat(u) = @ é §>' 2) E =R3, mat(u) = <0 $ é). [004809]

Exercice 4810 Puissances de u

Soit E un evn de dimension finie et u € .Z(E) tel que ||u|| < 1. Montrer que la suite (") contient une sous-suite
simplement convergente.
Correction V [004810]

Exercice 4811 id — u est bicontinu
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Soit E un C-evn et u € Z.(E) tel que idg — u est bicontinu. Montrer que pour tout entier n, idg — u” est bicontinu
. <ol (s ; -1

et comparer son inverse a Y{_J (idg — e2¥%/my) .

Indication V¥ Correction V [004811]

Exercice 4812 Norme linéaire sur R = norme linéaire sur C

Soit A € #,(R) et f € L(R"), g € £(C") les endomorphismes canoniquement associés a A. Montrer que si
on munit R” et C" des normes euclidiennes usuelles, alors || ]| = ||g]|-

Correction V [004812]

Exercice 4813 Applications linéaires sur les polyndmes

Soit E = R[x] muni de la norme : HZa,-xW =Y |ai.

1. Est-ce que @ : P+— P(x+ 1) est continue ?
2. Est-ce que y : P+— AP est continue ? (A € E fixé)

3. Reprendre les questions précédentes avec la norme : |P|| = sup{e /|P(¢)|, r € R}.

Correction Vv [004813]

Exercice 4814 uv —vu =1id

Soit E un espace vectoriel normé et u,v € Z(E) tels que uov—vou = idg.

1. Calculer uov" —v"ou pour n € |||*.

2. Montrer que u ou v est discontinu.

Correction V [004814]

Exercice 4815 La dérivation peut-elle étre continue ?
On note E = ([0, 4o, R) et D I’endomorphisme de E de dérivation : D(f) = f'.

1. Montrer qu’il n’existe aucune norme sur E pour laquelle D soit continu (considérer x — e**).

2. Soit F le sous-ev de E constitué des fonctions polynomiales. Trouver une norme sur F pour laquelle
D est continu.

Correction V [004815]

Exercice 4816 Mines MP 2002
On munit E;, = Ry[X] de la norme ||P||; = YX_, |P(i)|. Calculer |||@||| avec @ : E; — E3, P~ X2P'.
Correction ¥ [004816]

Exercice 4817 Normes sur les suites bornées

Soit E I’ensemble des suites réelles u = (u,) bornées et F le sev des suites telles que la série de terme général
|uy| converge. Pour u € E, on pose ||u|. = sup|u,| et pour u € F : |[ull; =¥ |u,].
n n

Soitac Eet f:E— E,ur au= (ayuy).
1. Montrer que f est une application linéaire continue de E dans E et calculer sa norme.
2. Montrer que F est stable par f et calculer la norme de f|r quand on prend la norme || ||; sur F.

[004817]

Exercice 4818 Thm de I’hyperplan fermé
Soit E un R-evnet f € E*.
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1. Montrer que f est continue si et seulement si Kerf est fermé (pour la réciproque : supposer Ker f fermé,
montrer que {x tq f(x) > 0} est ouvert, puis étudier {xtq — 1 < f(x) < 1}).

2. On suppose f continue. Soit x € E. Montrer que | f(x)| = || f||d(x,Kerf).

Correction V¥ [004818]

Exercice 4819 Théoreme de Hahn-Banach (Polytechnique MP* 2003)

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et F un hyperplan de E. Soit € € E tel que Re soit
supplémentaire de F. Soit f une forme linéaire sur F.

1. Montrer que : V xi,x2 € F, f(x1) = [[lfl floer — &l < AN Iz + €] = f (x2).
. Montrer qu’il existe o € R tel que : V x1,x3 € F, f(x1) —||Ifll X1 —€ll < a < ||f||] [|x2+ €[] — f(x2)-

2
3. On définit @ : E — R par @ = f et ¢(€) = a.. Montrer que ||| ||| = [ f]]|-
4

. On considere E = {u = (uy) e € Rl|| tq Lel|| |un| < +oo} avec la norme définie par : [[ul| = ¥,¢|| |un]-
Montrer que E est complet pour cette norme.

Donner une famille dénombrable de sev de E de dimensions finies dont la réunion est dense dans E.

91

6. Soit F un sev de E de dimension finie et f une forme linéaire sur F'. Montrer qu’il existe une forme
linéaire @ sur E telle que @ = f et |[|@]l| = [ f]]|-

Correction V¥ [004819]

Exercice 4820 Rayon spectral

Soit E un evn de dimension finie et u € Z(E). On pose x, = ||u"||.
1. Montrer que p = inf{y/x,, n € |||} est indépendant de la norme choisie sur E.
2. En utilisant I’inégalité : x,,, < x,x,, montrer que la suite (\/X, ) converge vers p.

[004820]

Exercice 4821 Rayon spectral (Centrale MP 2001)

Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie. On considere un endomorphisme f de E et on note
p(f) =sup{|A|tq A € Sp(f)} (rayon spectral de f). Soit v une norme sur .Z(E).

1. Montrer que p(f) < lim,_(v(fP)'/P). On pourra pour commencer supposer que V est la norme su-
bordonnée a une norme sur E.

2. Montrer que si f est diagonalisable 1’inégalité précédente est une égalité.
3. Etudier le cas général.

Correction V [004821]

Exercice 4822 Polytechnique MP* 2000

Soit u une application linéaire de R"” dans R™. Prouver que u est surjective si et seulement si elle transforme
tout ouvert de R" en ouvert de R™.
Correction V¥ [004822]

84.7 Connexité

Exercice 4823 Connexité d’un evn
Soit E un evn et A C E. On suppose que A est a la fois ouvert et fermé.

1. Exemples de telles parties ?

z2 a2
==l
A M
=

=l =l
S =

2. On définit la fonction f : E — R par {
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(a) Montrer que f est continue.
(b) Onprend @ € A et b ¢ A. Montrer que @ : [0,1] — R,z — f(td+ (1 —1)b) est continue.
(c¢) Conclure.

[004823]

Exercice 4824 A #E etA # @ =>Fr(A) # &

Soit E un evn et A une partie de E ni vide, ni égale a E. Montrer que Fr(A) # @. [004824]

Exercice 4825 AUB fermé == AUB =E.

Soit E un evn de dimension supérieure ou égale a 2 et A, B deux parties de E telles que A est ouvert non vide,
B est fini et AU B est fermé. Montrer que AUB = E.

Correction V [004825]

Exercice 4826 Complémentaire d’un hyperplan (Ens Ulm MP* 2005)

Soit E un evn réel et H un hyperplan de E. Montrer que E \ H est connexe par arcs si et seulement si H n’est
pas fermé.

Correction V¥ [004826]

85 Compacité

Exercice 4827 Graphe fermé

Soient E, F deux espaces vectoriels normés et f : E — F. On note Gr(f) = {(x,y) €ExFtqy= f(x)}.

1. Montrer que si f est continue, alors Gr(f) est fermé dans E X F.
2. Prouver la réciproque lorsque f(E) est inclus dans un compact de F.

3. Donner un contre-exemple si f(E) n’est pas inclus dans un compact.

[004827]

Exercice 4828 Application presque contractante

Soit A une partie compacte d’'unevn E et f : A — Atelleque : Vx,y €A, x #y=d(f(x),f(y)) <d(x,y).

1. Montrer que f admet un point fixe unique, a.

2. Soit (x,) une suite d’éléments de A telle que x,+1 = f(x,). Montrer qu’elle converge vers a.

Correction V [004828]

Exercice 4829 Application presque contractante (Mines MP 2003)

Soit C un compact convexe d’un evn E. Soit f : C — C, 1-lipschitzienne. Montrer que f admet un point fixe.

On pourra utiliser la fonction f;, : x +— % + (1 — %) f(x) aveca € C.
Correction V [004829]

Exercice 4830 Fonction bicontinue sur un compact

Soit A une partie compacte d’un evn E et f : A — F une fonction continue et injective (F = evn).

1. Montrer que f~!: f(A) — A est aussi continue.

2. Donner un exemple ol1 A n’est pas compact et f~! n’est pas continue.

298



[004830]

Exercice 4831 Isométries d’un compact
Soit A une partie compacte d’'unevn E et f : A — A telle que : Vx,y € A, d(f(x), f(y)) = d(x,y).

1. Soita € A et (a,) la suite définie par : ap = a, a,+1 = f(a,). Montrer que a est valeur d’adhérence de la
suite (ay).

2. Soient a,b € A. Montrer que d(f(a), f(b)) =d(a,b).
3. Montrer que f(A) = A.

[004831]

Exercice 4832 Partie dense dans un compact

Soit A une partie compacte d’un evn E. Montrer qu’il existe une suite (a;) d’éléments de A qui est dense dans
A. [004832]

Exercice 4833 Intersection emboitée

Soit E un espace vectoriel normé, (K, ) une suite décroissante de compacts non vides de E et K =, K.

1. Montrer que K # &.
2. Soit U un ouvert contenant K. Montrer qu’il existe n tel que K, C U.
3. Montrer que 6(K) = lim, . 6(K},) (8 est le diametre).

Correction V [004833]

Exercice 4834 Image d’une intersection

Soient E, F deux espaces vectoriels normés et f : E — F continue. Soit (K},) une suite décroissante de compacts
de E. Montrer que f(NK,) =, f(Kx).
n
[004834]

Exercice 4835 Recouvrement ouvert

Soit A une partie compacte d’un evn E et (O;);c; un recouvrement ouvert de A. Montrer qu’il existe r > 0 tel
que toute partie de A de diametre inférieur ou égal a r soit incluse dans 1’un des O;.
Correction ¥ [004835]

Exercice 4836 Ensemble compact de suites

Soit E = A(|||,R) = {suites u = (u,) bornées}. On munit E de la norme : |jul| =Y, ‘;Z‘. Montrer que A =
{ue Etq¥Vnelll, 0<u, <1} est compact.
Correction V [004836]

Exercice 4837 Boule unité non compacte

Soit E = €'([0,2x]) muni de la norme ||.||,. Pour n €

, on pose f(x) = cos(nx).
1. Calculer || f, — fp||2 pour n,p € |||.
2. En déduire que B(0,1) n’est pas compacte.

[004837]

Exercice 4838 Plus petite boule contenant une partie

Soit |.|| une norme sur R?, A C R? une partie bornée contenant au moins deux points.

1. Montrer qu’il existe une boule fermée de rayon minimum contenant A.
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2. Montrer que cette boule n’est pas nécessairement unique (on prendra ||.|| = ||.||«)-

3. Montrer que si ||.|| est une norme euclidienne, alors la boule précédente est unique.

[004838]

Exercice 4839 Polytechnique MP* 2000

Soit E un espace vectoriel normé, K un compact convexe de E, f une application de K dans K, 1-lipchitzienne.
Montrer que f a un point fixe.

Correction V¥ [004839]

Exercice 4840 Thm. de Riesz, Stival 2003
Soit E un evn de dimension infinie.

1. Soit F un sev de dimension finieeta € E\ F.
(a) Montrer qu’il existe b € F tel que |ja—b|| =d(a,F).
(b) En déduire qu’il existe ¢ € E tel que ||c|| = 1 =d(c,F).
2. Montrer que la boule unité de E n’est pas compacte.

[004840]

86 Connexité

Exercice 4841 Frontiere connexe

Soit E un espace vectoriel normé et A C E fermé. Montrer que si Fr(A) est connexe, alors A est connexe.
Correction V [004841]

Exercice 4842 U et R ne sont pas homéomorphes

Soit U le cercle unité de C et f: U — R continue. Montrer que f n’est pas injective. [004842]

Exercice 4843 u,. | —u, — 0

Soit E un evn de dimension finie et (u,) une suite bornée d’éléments de E telle que w41 — u, — 0. Montrer
n—soo

que I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite est connexe.
Correction V¥ [004843]

Exercice 4844 Complémentaire d’une partie étoilée

Soit Q une partie bornée étoilée d’un evn réel de dimension supérieure ou égale a 2. Montrer que le complé-
mentaire de € est connexe.
[004844]

Exercice 4845 Complémentaire d’un sev

Soit E un R-evn de dimension finie et F un sev propre de E. Montrer que E \ F est connexe si et seulement si
codim(F) > 2. Que peut-on dire dans un C-ev ? [004845]

87 Espaces complets

Exercice 4846 Norme pour les fonctions lipschitziennes

xX—y

Soit E = {fonctions lipchitziennes f : R — R}. Pour f € E, on pose || f|| = |f(0)|+ sup )M‘
X7y
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Montrer que E est complet.
[004846]

Exercice 4847 Image d’une intersection de fermés

Soit E un espace vectoriel normé complet, F' un espace vectoriel normé quelconque, f : E — F une application

continue et (E,) une suite décroissante de fermés de E dont le diametre tend vers 0.

Montrer que f(NE,) =, f(En)- [004847]
n

Exercice 4848 Intersection de boules

Soit E un evn complet et (B, (an,r,)) une suite décroissante de boules fermées dont le rayon ne tend pas vers
0. Montrer que (), B, est une boule fermée.
Correction ¥ [004848]

Exercice 4849 Intersection vide
Soit E = A(|||,R) = {suites u = (u,) bornées}. On munit E de la norme : ||u|| = sup{|u,|, n € |||}

1. Montrer que E est complet.

2. SoitFp={u€cEtq|u||=1etuy="---=u=0}. Vérifier que les F; forment une suite de fermés bornés
emboités dont I’intersection est vide.

[004849]

Exercice 4850 Théoreme de Baire

Soit E un espace vectoriel normé complet et (F,) une suite de fermés de E d’intérieurs vides. On pose
F =, F,. Montrer que F' = .
Correction V [004850]

Exercice 4851 f o f est contractante

Soit E un espace vectoriel normé complet et f : E — E telle que f o f est contractante. Montrer que f admet
un unique point fixe.
Correction V¥ [004851]

Exercice 4852 Centrale MP 2001
Montrer qu’un plan euclidien n’est pas réunion de cercles disjoints non réduits a un point.

Indication V¥ Correction ¥ [004852]

88 Fonctions vectorielles

Exercice 4853 Centre de gravité d’une courbe paramétrée

Soit ¢ : [a,b] — R2, ¢+ M, une courbe paramétrée de classe €' de longueur non nulle. Le centre de gravité de
la courbe est le point G tel que ftb:a GM,||M'(z)]||dt = 0.

1. Montrer I’existence et 1’unicité de G.

2. Déterminer le centre de gravité d’un demi-cercle. (On admet que G est indépendant du paramétrage)
3. Montrer que G appartient a 1’enveloppe convexe de la courbe.
4

. Montrer que si la courbe admet un axe de symétrie, A, alors G € A. (Si o est la symétrie associée,
considérer la courbe décrite par N, = 6(M,))

5. Soit @ : R? — R? une isométrie affine. Montrer que si G est le centre de gravité de ¢, alors ®(G) est le
centre de gravité de ®(%).
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Correction V [004853]

Exercice 4854 Dérivée d’une base orthonormée

—

Soient €},&,,¢3 : [ CR — R? de classe €' telles que pour tout ¢t € I, %, = (€,(t),&x(t),&;(t)) est une base
orthonormée de R? (base orthonormée mobile).

1. Soit M, la matrice dans %, des vecteurs dérivés €,'(¢),é,'(t),&3’(r). Montrer que M, est antisymétrique.
2. En déduire qu’il existe un vecteur Q() tel que &;'(r) = Q(r) A&(t), i = 1,2,3.
3. Si é1,é,,; sont de classe €2, montrer que Q est de classe €' et calculer ;" en fonction de Q, Q' et é;.

Correction V¥ [004854]

Exercice 4855 f’ est colinéaire 2 f

Soit f : I € R — R3 une fonction de classe € telle que :
Viel, f(t) #0etlafamille (f(z), /(1)) est lie.

0
7N

1. Montrer que g est de classe €’ et que g'(t) est a la fois orthogonal et colinéaire a g(t).

On pose g(t)

2. En déduire que f(t) garde une direction constante.
3. Chercher un contre-exemple lorsqu’on retire la propriété : V¢ € I, f(t) # 0.

[004855]

Exercice 4856 f” est colinéaire a f

Soit f: I € R — R? une fonction de classe € telle que pour tout 7 € I, £ (1) est colinéaire & f(¢). (mouvement
a accélération centrale) On note 6 (t) = f(t) A f'(1).

1. Montrer que G(¢) est un vecteur constant.

2. S’il existe ty € I tel que (f(t), f'(to)) est libre, montrer que f(I) est inclus dans un plan.

[004856]

Exercice 4857 f et g colinéaires

Soient f,g: I C R — E deux fonctions vectorielles de classe %'
1. On suppose : V1 € I, f(t) et g(¢) sont colinéaires. Est-ce que f(¢) et g’(¢) sont colinéaires ?
2. Onsuppose :Vt €1, f'(t) et g'(¢) sont colinéaires. Existe-t-il ¢ € E tel que f — ¢ et g soient colinéaires ?

Correction V [004857]

Exercice 4858 R?\ une droite n’est pas connexe

Soit f : I C R — R? une fonction continue, D une droite de R? et P, P~ les demi-plans délimités par D.
Montrer que s’il existe a,b € I tels que f(a) € PT et f(b) € P, alors il existe ¢ compris entre a et b tel que
f(c) € D. Généraliser en dimension n. [004858]

Onzieme partie
Géométrie
89 Sous-espaces affines

Exercice 4859 Ensi Physique P 94
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Soient /,J, K trois points du plan. Montrer 1’équivalence entre les trois propriétés :

a) I, J, K sont alignés.

b) 1l existe M tel que det(MI,MJ) + det(MJ,MK) +det(MK,MI) = 0.

¢) Pour tout point M, on a det(MI,MJ) + det(MJ, MK) + det(MK ,MI) = 0.

Correction V [004859]

Exercice 4860 Faisceau de plans

P: ax+by+cz+d=0
P dx+by+dz+d =0.
Soit D = PN P'. Montrer qu’un plan Q contient D si et seulement s’il a pour équation dans % :
alax+by+cz+d)+B(dx+by+z+d)=0

avec a, 8 € R non tous deux nuls.
Correction V¥ [004860]

Exercice 4861 Equation d’un plan

x—=3y+2z=1
2x+y—-3z=-1.

—
)

g 1
Dans &3 muni d’un repere (O, i, j,k), on donne : A : (711) etD: {

Donner I’équation cartésienne du plan passant par A et D.
Correction ¥ [004861]

Exercice 4862 Droites coplanaires

. 227 —2z=1 +yt+z=1
Dans &3 muni d’un repére (O, 1, j, k), on donne : D : {x ¢ etD : {x ye

y—z=2 x—2y+2z=a.
1. Pour quelles valeurs de a, D et D’ sont-elles coplanaires ?
2. Donner alors 1’équation du plan contenant D et D'.

Correction V¥ [004862]

Exercice 4863 Droites non coplanaires

Soit & un espace affine de dimension 3, et D,D’, D" trois droites paralleles 2 un méme plan 2, mais deux a
deux non coplanaires.

1. Montrer que par tout point A de D, il passe une unique droite A4 rencontrant D' et D"

2. Montrer que les droites A4 sont toutes paralleles & un méme plan 2.

Correction ¥ [004863]

Exercice 4864 Droites concourantes

D: ax+by=c
Dans &> muni d’un repere (O, i, j), on considere les trois droites : ¢ D':  a’x +b’y=¢’

D/l . a”X + b”y — C”.

a b ¢
Montrer que D,D’, D" sont paralleles ou concourantes si et seulement si (@’ o' ¢’ | =0. [004864]
! 1/ //
a v c
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Exercice 4865 Droites concourantes

Soit ABCD un parallélogramme, et M € (ABC). On note I, J les projections de M sur (AB) et (CD) parallelement
a (AD), et K, L les projections de M sur (AD) et (BC) parallelement a (AB).

Montrer que les droites (/K), (JL), (BD) sont paralleles ou concourantes.

Correction ¥ [004865]

Exercice 4866 Equation d’une droite variable

Soit (0,17, j) un repere de &, et A : (0).B:(9).C:(9).

Pour m € R, on construit les droites D : y = mx et D' : y = —mx, puis M € DN (AB), et M' € D' N (AC) (si
possible).

Montrer que la droite (MM'") passe par un point fixe (= indépendant de m).

Correction V¥ [004866]

Exercice 4867 Dimensions

Soient .7, ¢4, deux sous-espaces affines de dimension finie d’un espace affine &. On note .7 le sous-espace
affine engendré par . U¥. Déterminer dim(.7¢").

Correction ¥ [004867]

Exercice 4868 Dimensions

Soient .%, ¢, deux sous-espaces affines disjoints de dimensions f, g d’un espace affine & avec f < g.

Montrer que .# // ¢ si et seulement s’il existe un sous-espace affine .7’ de dimension g + 1 contenant .% et
9. [004868]

Exercice 4869 Centrale PSI 1997
Soit la famille de droites :

y—= 2
(D) { A+A%z

y=A%2+2Az
. L Z=a e .
1. En écrivant leurs équations sous la forme montrer qu’il existe deux droites A; et
ux+vy+h=0

A, horizontales coupant toutes les droites D .
2. Trouver les équations des plans passant par M (A, A2,0) et contenant respectivement A; et A,.
3. Retrouver I’ensemble (D, ).

Correction Vv [004869]

90 Applications affines

Exercice 4870 f? =id => f a un point fixe

Soit f: & — & affine telle qu’il existe p € |||* tel que f? = idg. Montrer que f admet au moins un point fixe.
[004870]

Exercice 4871 1 non valeur propre = un pt fixe unique

Soit & un espace affine de dimension finie et f : & — & affine. Montrer que f admet un unique point fixe si et
seulement si 1 n’est pas valeur propre de f. [004871]

Exercice 4872 Expressions analytiques
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On fixe un repere Z = (0, €, €,,¢3) d’un espace affine de dimension 3. Déterminer les expressions analytiques
des applications suivantes :

1. Symétrie de base le plan d’équation x+ 2y +z = 1 et de direction vect(&; + &, + €3).
x+y+1=0

2y+z+2=0,
de direction le plan vectoriel d’équation 3x + 3y —2z = 0.

2. Symétrie de base la droite d’équations {

Correction V¥ [004872]

Exercice 4873 Expression analytique

On fixe un repere Z = (0,€},€,,¢3) d’un espace affine de dimension 3. Reconaitre 1" application ayant I’ex-
pression analytique suivante :

X =3x+4y+2z—-4
Yy =-2x—-3y—2z+4
7 =4x+8y+5z—8.

(chercher les points fixes de f et étudier MM")
Correction ¥ [004873]

Exercice 4874 Permutation circulaire de 4 points

Dans un espace affine &, on consideére quatre points A, B,C, D. Etudier I’existence d’une application affine f
telle que f(A) =B, f(B) =C, f(C) =D, f(D) = A.

Correction Vv [004874]

Exercice 4875 1> =id
Soit & un plan, et f : & — 2 une application affine telle que f> = id, avec f # id.

1. Montrer que si A # f(A), alors A, f(A), f2(A) sont non alignés.

2. En déduire que f est le produit de deux symétries.

[004875]

Exercice 4876 Produit d’affinités

Soit & un plan, Z une droite de &, et f, g deux affinités de base &, de directions A, A etde rapports A, L.
Etudier la nature de fog.
Correction V¥ [004876]

Exercice 4877 Barycentre de projections

Soient 7, T’ deux projections dans un espace affine & ayant méme direction Z.
Pour A € R, on note 7, ’application : M — Bar(n(M) : A, @' (M) : 1 — Q).

—

Montrer que 7, est encore une projection de direction .% . [004877]

Exercice 4878 Symétrie-translation

Soit f: & — & affine. On dit que f est une symétrie-translation s’il existe une symétrie s et une translation ¢
telles que f =sot =tos.

1. Soient s une symétrie de base Z# de direction Z, et t une translation de vecteur ii.
Montrer que sot =tos <= il € B.

2. Soit f une symétrie-translation. Montrer que le couple (s,#) tel que f = sor =t os est unique.
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3. Soit f affine quelconque. Montrer que f est une symétrie-translation si et seulement si f o f est une
translation.

4. En déduire que le produit d’'une symétrie par une translation quelconques est une symétrie-translation.

5. AN : décomposer I’application f d’expression analytique dans un repére Z = (0,¢1,€,,€3) :

X=x—-2y—2z+1)/3
Y =(—2x+y—2z+2)/3
= (-2x—2y4+z-1)/3.
Correction V¥ [004878]

Exercice 4879 Transitivité des homothéties-translations
Dans un espace affine & on donne quatre points P,Q, P’, Q' avec P # Q. Existe-t-il une homothétie-translation
ftelleque f(P)=P et f(Q)=0'?

Correction V [004879]

Exercice 4880 Usage d’applications affines

On consideére dans 1’espace deux plans paralleles distincts &2, ', A,B,C € &, O ¢ &2, et on construit les
points suivants :

—A’,B',C’ : les intersections avec &’ des droites (OA), (OB), (OC).

— o, 3,7 : les milieux des segments [B,C], [C,A], [A,B].

Montrer que les droites (A’@), (B'B), (C'y) sont paralleles ou concourantes.

Correction ¥ [0048801]

Exercice 4881 Usage d’applications affines

Soient Ay,...,A, npoints de &.
Etudier I’existence de points By, ..., B, tels que A; = mil(B;,Bi+1) (A, = mil(B,,B})). [004881]

Exercice 4882 Projection stéréographique

Dans I’espace, on considere un point O et un plan £ ne passant pas par O. On définit I’application f : M — M’
ol M’ est le point intersection de &2 et (OM). (Projection stéréographique sur & de pole O)

1. Est-ce que f est affine ?

2. Etudier 'image par f d’une droite, d’un plan, d’une partie convexe.

[004882]
Exercice 4883 Caractérisation des produits de symétries
Soit & un espace affine de dimension finie et f : & — & affine.
Montrer que f est un produit de symétries si et seulement si det(f) = £1. [004883]

91 Barycentres

Exercice 4884 Equation barycentrique d’une droite

Soit (A, B,C) une base affine de &, et M, M’, M" trois points de coordonnées barycentriques (¢, 3,7), (&, 8,7,
(o' B, 7).

a B v
Montrer que M,M’,M" sont alignés si et seulementsi |[&’ B’ Y| =0. [004884]
a// ﬁ// ,}//
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Exercice 4885 Points dans I’espace

Dans I’espace, les droites (AA”), (BB'), (CC’) sont concourantes en O, O ¢ (ABC) et A, B,C non alignés. Soient
G, G’ les isobarycentres des triangles ABC, A’B'C’. CNS pour que O, G,G’ soient alignés ?

Correction V [004885]

Exercice 4886 Polygone des milieux

Soit P = AjA;,...A, un polygone a n sommets : on lui associe le polygone P’ = AA)... A} A} ol A] est le
milieu de A; et Aj11 (Ap+1 = A1).

P=P

Pes1 = (P)'.

Montrer que chaque sommet de P, converge vers le centre de gravité de Py lorsque & tend vers 1’infini.

(Ecrire un sommet de P, comme barycentre de Ay, ...,A,)

Correction V [004886]

On définit alors une suite de polygones par récurrence : {

Exercice 4887 Isobarycentre de tous les points sauf un

Soit P=A}A;...A, un polygone a n sommets : on lui associe le polygone P’ = A| A}, ... A} ot Al est I'isobary-
centre de tous les sommets sauf A;.
Py=P

Pev1 = (P)'.
Montrer que chaque sommet de P, converge vers le centre de gravité de Py lorsque & tend vers 1’ infini.

On définit alors une suite de polygones par récurrence : {

Correction V¥ [004887]

Exercice 4888 Suite récurente

Soient Ag,A1,A; trois points donnés. On considere la suite (A) de points vérifiant la relation de récurrence :
Vk 3 Ak—Bar(Ak 1- lAk Q,I,Ak 3. 2)

Etudier la convergence de cette suite.
Correction V [004888]

92 Propriétés des triangles

Exercice 4889 Théoréme de Ménélaiis
Soit ABC un triangle et trois points P € (AB), Q € (BC),R € (CA) distincts de A, B, C.

1. Montrer que P, Q, R sont alignés si et seulement 51 = >< gg X : =
2. Dans ce cas, montrer que P’ = mil(P,C), Q' = m11(Q,A), et R = mil(R, B) sont aussi alignés.

[004889]

Exercice 4890 Théoréme de Céva
Soit ABC un triangle et trois points P € (AB), Q € (BC), R € (CA), distincts de A, B C Démontrer que les

droites (AQ), (BR), (CP) sont paralleles ou concourantes si et seulement s1 >< gg X & = —1. [004890]

Exercice 4891 Droites paralleles

Soient ABC et A'B'C’ deux triangles tels que les paralleles a (AB), (BC), (CA) passant respectivement par
C',A’, B’ soient concourantes.
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Montrer qu’il en est de méme pour les paralleles a (A’B’), (B'C’), (C'A’) passant par C,A, B.

[004891]
Exercice 4892 Points aux tiers des cOtés
Soit ABC un triangle, A} = Bar(B:2,C:1),B; =Bar(C:2,A: 1) etC; =Bar(A:2,B:1).
On note Az, B»,C» les points d’intersection des droites (AA;), (BBy), et (CCy).
1. Montrer que A; est le milieu de [B, B;].
2. Comparer les surfaces des triangles ABC et A2 B>C5.
Correction V [004892]

Exercice 4893 Symétriques d’un point par rapport aux milieux des cotés

Soit un triangle ABC, A’,B’,C’, les milieux des c6tés, et M un point du plan (ABC) de coordonnées barycen-
triques (o, B,7).

1. Chercher les coordonnées barycentriques de P, Q, R symétriques de M par rapport aux points A’, B’,C’.
2. Montrer que les droites (AP), (BQ), (CR) sont concourantes en un point N.

3. Montrer que N est le milieu de [A, P], [B,Q], [C,R].

4. Reconnaitre 1’application M — N.

Correction V¥ [004893]

Exercice 4894 Parallélogrammes

Dans le plan, on considere :

— trois points non alignés A, B, C.

— trois points alignés P,Q,R avec P € (AB), Q € (AC), R € (BC).

On construit les points ,J, K de sorte que BPIR, APJQ, COKR soient des parallélogrammes.

Montrer que /,J,K sont alignés.

Correction V¥ [004894]

Exercice 4895 Projections en cascade

Soient A, B, C trois points non alignés et M; € (AB). On construit les points M, M3, M4 de la maniére suivante :
— M, est le projeté de M; sur (BC) parallélement a (AC).

— M3 est le projeté de M, sur (AC) parallelement a (AB).

— My est le projeté de M3 sur (AB) parallelement a (BC).

On recommence ensuite les mémes constructions a partir de My, ce qui donne les points Ms, Mg, M.

Montrer que M7 = M;.

Correction V [004895]

Exercice 4896 Caractérisation du barycentre par les surfaces

Soit ABC un triangle, et M € (ABC). On note o, 3,y les aires des triangles MBC, MCA, MAB.

1. On suppose que M est dans I’enveloppe convexe de {A,B,C}.
Montrerque : (a = =y) <= M =Bar(A:1,B:1,C:1).
2. Quels sont tous les points du plan (ABC) telsque o = f3 = y?

Correction V¥ [004896]

Exercice 4897 Coord. barycentriques du centre du cercle circonscrit

Soit ABC un triangle. On note : a = BC, b = CA, ¢ = AB, a. = (AB,AC), B = (BC,BA), y = (CA,CB).
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1. Montrer que pour tout point M du cercle (ABC), on a :

acos AMA? + bcos BMB? + ccos YMC? = abc.

2. En déduire les coordonnées barycentriques du centre du cercle (ABC).

[004897]

Exercice 4898 Cercle inscrit
Soit ABC un triangle. On note : a = BC, b = CA, c = AB,

1. Soit A’ e pied de la bissectrice intérieure issue de A. Montrer que % =3

2. En déduire les coordonnées barycentriques de I, centre du cercle inscrit.
Correction ¥ [004898]
Exercice 4899 Orthocentre
Soit ABC un triangle. On note : o = (AB,AC), B = (BC,BA), y= (CA,CB).

1. Soit A" le pied de la hauteur issue de A. Calculer %.

2. En déduire les coordonnées barycentriques de I’orthocentre H.
Correction V¥ [004899]
93 Coniques
Exercice 4900 Equations du second degré
Déterminer la nature et les éléments de la courbe d’équation dans un repere (O,?, f) orthonormé :

1. 16x> —24xy+9y? +35x — 20y = 0.

2. 52+ 792 4+ 2xyv/3 — (10423 )x — (14 +2¢/3)y —4+2/3 = 0.

3. 4 xy+yr=1.

4, x> +2y* +4xyV/3+x+yV34+1=0.

5. mx? +4mx+ (m—1)y>+2=0 (m € R).
Correction ¥ [004900]
Exercice 4901 Courbe paramétrée
Montrer que le support de la courbe paramétrée : {x —eost ) est une ellipse, et en préciser les éléments.

y = cost + sint

Correction ¥ [004901]

Exercice 4902 Points alignés avec le foyer

Soit € une conique de foyer F, directrice D, excentricité e. On consideére deux points de €, M # M’ alignés
avec F. Montrer que les tangentes 2 4" en M et M’ se coupent sur D ou sont parallgles.
Correction V¥ [004902]
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93.1 Parabole
Exercice 4903 Orthoptique d’une parabole

Soit P une parabole de foyer F et de directrice D. Soit M € P, et M’ le point de P tel que les tangentes en M et
M’ sont orthogonales.

1. Montrer que ces tangentes se coupent au milieu de [H,H'].

2. Montrer que M, F,M’ sont alignés.
En déduire dans un repere (0,?, f) donné, toutes les paraboles tangentes aux axes de coordonnées.

Correction V [004903]

Exercice 4904 Cercle circonscrit

Soit € un cercle de centre O, et A, B deux points distincts de €. Soit A le diametre parallele a (AB).

Pour M € €, on note P,Q les intersections de (MA) et (MB) avec A. Chercher le lieu du centre du cercle
circonscrit a MPQ.

Correction V¥ [004904]

Exercice 4905 Projection sur le diametre d’un cercle

On donne un cercle € de centre O et A € €. Pour M € €, on construit le projeté N sur le diamétre perpendicu-
laire a (OA), et I, le point d’intersection de (OM) et (AN). Quel est le lieu de 7 ?
Correction V¥ [004905]

Exercice 4906 MF +MH = 2a

Soit F un point, D une droite ne passant pas par F, et a > %d(F,D).
Trouver I’ensemble des points M tels que MF +d(M,D) = 2a.
Correction ¥ [004906]

Exercice 4907 Paraboles passant par un point

Soient D une droite et F' € D.

Montrer que pour tout point M ¢ D, il passe exactement deux paraboles de foyer F et d’axe D.

Montrer que les tangentes a ces paraboles en M sont orthogonales. [004907]

Exercice 4908 Longueur minimale d’une corde normale, Ensi Physique 93

Soit & une parabole de parametre p et A € 2. Soit B le point ol la normale a2 &2 en A recoupe 2. Déterminer
la longueur minimale de AB.
Correction ¥ [004908]

Exercice 4909 Cordes perpendiculaires, Centrale P’ 1996

On considere une parabole dans le plan euclidien.

1. Exprimer I’équation d’une droite passant par deux points A et B de la parabole a I’aide d’un déterminant
d’ordre 3.

2. A,B,C étant trois points sur la parabole, exprimer le fait que (AB) et (AC) sont perpendiculaires.

3. On fixe A sur la parabole, B et C sont deux points de la parabole variables tels que (AB) et (AC) sont
perpendiculaires. Montrer que (BC) passe par un point fixe M.

4. Quel est le lieu de M quand A varie ?

Correction V [004909]

Exercice 4910 Normales concourantes, Centrale P’ 1996

Soit & la parabole d’équation y* = 2px et My = (xo,y0) € 2.
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1. Discuter I’existence et le nombre de points M € & distincts de M tels que la normale a &2 en M passe

par Mp.
2. Dans le cas ou il y a deux solutions, M) et M;, trouver le lieu géométrique du centre de gravité du
triangle MoM M.
Correction ¥ [004910]

Exercice 4911 Croisillons sur une parabole, Centrale MP 2000

Pour p > 0 on donne la courbe I d’équation y> = 2px. Soit un carré ABCD tel que B,D € I et A, C appartiennent
al’axe de symétrie de I'.

1. Quelle relation lie les abscisses de A et C ?

2. On construit une suite (M, ) de points de Ox, M, d’abscisse x,, telle que x,+1 > x, et MM, est la
diagonale d’un carré dont les deux autres sommets appartiennent a I'. Déterminer un équivalent de x,
quand n — oo,

Correction V [004911]

93.2 Ellipse
Exercice 4912 Orthoptique d’une ellipse

Soit & une ellipse de foyers F, F’, de centre O, de dimensions a et b.

Soient M,M’' € & tels que les tangentes a & sont perpendiculaires en un point 7.

Montrer que TF? +TF'? = 4a”. Quel est le lieu de T quand M et M’ varient ?

Correction V¥ [004912]

Exercice 4913 Tangentes a une ellipse

: R R S
Soient&: 7>+ ;7 =1Leté 55+, =1
1. CNS sur u,v,w pour que la droite d’équation ux + vy +w = 0 soit tangente a &’ ?

2. Soient (MP), (MQ) deux tangentes a & avec M, P,Q € &. Montrer que (PQ) est aussi tangente a &.

Correction V¥ [004913]

Exercice 4914 Points mobiles avec PQ = constante

Soient P un point mobile sur Ox, et Q un point mobile sur Oy tels que PQ reste constante.

1. Pour a € R, déterminer le lieu, €y, de Bar(P: 1 — 0,0 : ).

2. Soit R le quatrieme point du rectangle OPQR. Démontrer que la tangente a %, en un point M est
perpendiculaire & (RM).

Correction Vv [004914]

Exercice 4915 FMT est rectangle en F

Soit & une ellipse de foyer F, directrice D. Soit M € & hors de 1’axe focal, et T le point d’intersection de la
tangente en M et de la directrice D. Montrer que FMT est rectangle en F.
Correction V [004915]

Exercice 4916 1/0M?+1/0P?
Soit & un ellipse de centre O et de dimensions a, b. Soient M, P € & tels que OMP soit rectangle en O.

1 1 _ 1,1
1. Montrer que o tor =21

2. En déduire que (MP) reste tangente a un cercle fixe de centre O.
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[004916]

Exercice 4917 Cercle sur une tangente

Soit & une ellipse de sommets A,A’, et M € &. La tangente en M coupe les tangentes en A,A’ en P, P’. Montrer
que le cercle de diametre [P, P'] passe par les foyers de &. [004917]

93.3 Hyperbole

Exercice 4918 Projection non orthogonale

Soient F un point, D une droite ne passant pas par F, et A une direction ni égale ni perpendiculaire a D.
Pour M € &, on note H le projeté de M sur D parallelement a A. Quel est I’ensemble des points M tels que
MF =MH?

Correction V¥ [004918]

Exercice 4919 Triangle rectangle sur une hyperbole

i

Soit .7 une hyperbole équilatére de dimension a. On se place dans un ROND (0,1, j) construit sur les asymp-

totes de 7.

1. Déterminer I’équation de .7# dans ce repeére.

2. Soit ABC un triangle rectangle en A dont les trois sommets sont sur .77. Montrer que la tangente en A
est orthogonale a (BC).

3. Soit ABC un triangle quelconque dont les sommets sont sur .7#°. Montrer que 1’orthocentre y est aussi.

Correction V¥ [004919]

Exercice 4920 Cercle sur une tangente

Soit .7 une hyperbole de sommets A,A’, et M € 7. La tangente en M coupe les tangentes en A,A" en P, P'.
Montrer que le cercle de diamétre [P, P'] passe par les foyers de 7. [004920]

Exercice 4921 Triangle équilatéral

Soient A, F deux points distincts, D leur médiatrice, .7¢ 1’hyperbole de foyer F, directrice D, excentricité 2, et
% un cercle passant par A et F, de centre [.

1. Pour M € €, montrer que M € ¢ < 3(IM,D) = (IF,D) [2x].
2. En déduire que si I ¢ (AF), ¢ coupe 7 aux sommets d’un triangle équilatéral.

Correction V¥ [004921]

Exercice 4922 (OA,OM) = 2(AM,AO)

Soient 0,A deux points distincts du plan. Trouver les points M tels que (OA, OM) = 2(AM,AO).
Correction ¥ [004922]

Exercice 4923 Lieu géométrique

Soient A,A” deux points distincts et €’ le cercle de diametre [A,A’]. Pour P € ¢, on construit : P’ le symétrique
de P par rapport a (AA’), et M le point d’intersection de (AP) et (A’, P"). Quel est le lieu de M ?
Correction ¥ [004923]

Exercice 4924 Triangle sur une hyperbole, Ensi P 91
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Soit ¢ une hyperbole équilatere et ABC un triangle dont les sommets appartiennent a .. Montrer que 1’or-
thocentre, H, du triangle appartient aussi a .5¢. Comparer H et le point Q ou le cercle circonscrit 28 ABC recoupe

I .

Correction V [004924]

94 Quadriques

Exercice 4925 Etude d’équations

Déterminer les natures des surfaces d’équation :

P4y 2 —2xy+2xz+3x—y+z+1=0.
=)=+ —-2)z—x)+(E—x)(x—y)+(x—y) =0.
X2 +9y? + 472 — 6xy — 12yz+4zx+4 = 0.

x> =2y =2 +2xz—4yz+3=0.

202 +2y? + 22+ 2xz —2yz+4x -2y —z+3=0.
xy+xz+yz+1=0.

2x% 4+ 2y* — 22+ 5xy — yz+xz = 0.

xy+yz=1.

X%+ 4y +572 —dxy —2x+ 4y =0.

On fera le minimum de calculs nécéssaires pour pouvoir conclure.

e e A

Correction V¥ [004925]

Exercice 4926 Repere non orthonormé

Soit .7 une surface d’équation ax? + by* + cz* + 2dxy + 2exz + 2 fyz + 2gx + 2hy + 2iz + j = 0 dans un repére
non orthonormé. Montrer que ¢’est quand méme une quadrique. [004926]

Exercice 4927 Centre de symétrie

Soit . une quadrique d’équation f(x,y,z) = 0. On note g la forme quadratique associée a f.

1. Montrer que, pour tout point A et tout vecteur z, on a : f(A+h) = f(A) + (Vf(A) | k) + q(h).

2. On suppose que . n’est pas incluse dans un plan. Montrer qu’un point Q est centre de symétrie de .
si et seulement si Vf(Q) = 0.

3. En déduire que si 0 n’est pas valeur propre de la matrice de g, alors .’ admet un centre unique.

[004927]
Exercice 4928 Cone s’appuyant sur une ellipse
27
Soit & 1’ellipse d’équations : {“2 Obz et © = (x0,Y0,20) avec zg # 0. On note ¢ le cone de sommet Q
Z =
engendré par &.
1. Chercher une équation cartésienne de €.
2. Quels sont les points Q tels que € N Oyz soit un cercle ?
Correction V [004928]

Exercice 4929 Sections circulaires

1. On considere la forme quadratique g(x,y,z) = ax*> +by> + cz* avec a € [b,c].
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(a) Montrer qu’il existe y,z € R tels que y> 4z = 1 et by?> + ¢z = a.

(b) En déduire qu’il existe une base orthonormée de R? dans laquelle la matrice de g est de la forme :

a 0 =
M=10 a x
* % ok

2. Soit & un ellipsoide de centre O. Montrer qu’il existe un plan P qui coupe & selon un cercle de centre
O. Montrer que les sections de & par des plans paralleles a P sont des cercles.

3. Peut-on généraliser a une quadrique quelconque ?

Correction V¥ [004929]

Exercice 4930 Rotation d’une droite

1. Soit D la droite d’équations Y Jy ol A est un réel non nul fixé. Déterminer une équation carté-
x=2Az

sienne et la nature de la surface .¥ engendrée par la rotation de D autour de Oz.

2. En déduire que tout hyperboloide de révolution a une nappe est réunion d’une famille de droites (surface
réglée).
3. Généraliser a un hyperboloide a une nappe quelconque.

Correction V¥ [004930]

Exercice 4931 Droites sur un paraboloide hyperbolique

Soit & le paraboloide d’équation z = xy. Montrer que par tout point M € &2, il passe deux droites et deux
seulement incluses dans &2. [004931]

Exercice 4932 Hyperbole en rotation

2 Y2 —4x+2=0
Soit ¢ la courbe d’équations : vy e
x+z=1.
1. Déterminer la nature et les éléments remarquables de €.

2. Chercher une équation cartésienne de la surface . engendrée par la rotation de ¢ autour de Oz et
reconnaitre ..

Correction V¥ [004932]

Exercice 4933 Volume d’un ellipsoide

. » . 2 2 o
Soit . la surface d’équation x> + 5+ % +xz = 1. Montrer que . est un ellipsoide et en calculer le volume
intérieur.
Correction V¥ [004933]

Exercice 4934

Equation d’un cone

Déterminer les réels A tels que la surface d’équation : x(A —y) +y(A —z) +z(A —x) = A soit un cone. Préciser
alors le sommet et la nature du cone.

Correction ¥ [004934]

Exercice 4935 Plan tangent a un ellipsoide

. R T e
Soit & un ellipsoide d’équation 5 + Z—z + % = 1 et P un plan d’équation ux+ vy +wz = 1. Montrer que P est
tangent a E si et seulement si a”u’® + b*v? +c*w? = 1. [004935]
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Exercice 4936 Normale a un ellipsoi’de

Soit & un ellipsoide d’équation 25 —|— ; 1, M un point de &, et P, Q, R les intersections de la normale en
M a & avec les plans Oyz, Oxz, Oxy. Montrer que MP, MQ, MR sont dans un rapport constant (indépendant de
M).

Correction V [004936]

Exercice 4937 Points équidistants de deux droites

Soient D, D’ deux droites non coplanaires et . 1’ensemble des points équidistants de D et D'. Montrer que .
est un paraboloide hyperbolique. (Utiliser un repere judicieux) [004937]

Exercice 4938 MF =eMH
On considere un point F', un plan P ne passant pas par F et un réel e > 0. Montrer que 1’ensemble, ., des points
M tels que MF = ed(M, P) est une quadrique de révolution. Préciser les différents cas possibles. [004938]

Exercice 4939 MF = ed(M,D)

Dans I’espace, on considére un point F, une droite D ne passant pas par F et un réel e > 0. Montrer que
I’ensemble, .77, des points M tels que MF = ed(M, D) est une quadrique. Préciser les différents cas possibles.
Correction V¥ [004939]

Exercice 4940 d(M,P)?> +d(M,D)? = cste

On considere un plan P et une droite D sécants. Déterminer le lieu des points M tels que d(M,P)*>+d(M,D)?> =
a (constante fixée).
Correction ¥ [004940]

Exercice 4941 Points équidistants d’un plan et d’une droite

=0
Dans I’espace, soit P le plan d’équation z = 0 et D la droite d’équations : Y . 0<o6<3)
xcos 0 —zsin@ = 0.
Quel est le lieu des points M tels que d(M,P) =d(M,D)?

Correction Vv [004941]

Exercice 4942 Spheres équidistantes d’une sphere et d’un plan

Dans I’espace, on considére un plan P et une sphere S. Quel est le lieu des centres des spheres tangentes a S et
apP?
Correction V¥ [004942]

Exercice 4943 Appellations incontrolées

La liste des quadriques semble comporter des oublis : paraboloide parabolique, cone hyperbolique,. . .Dresser
la liste de toutes les surfaces oubliées et constater qu’elles sont connues sous d’autres appellations. [004943]

95 Torseurs

Formulaire déf : f(M) = f(0) +MOAS, S = somme, £(0) = moment en O. ppté : (f(B) —f(A)) -AB=0.
(f(0)-S"+£'(0)-5).

—

couple = torseur constant. glisseur = torseur s’annulant en un point avec S # 0.CNS: S #0,i=0. axe central :

D=

(champ équiprojectif) invariant scalaire : i = f(O) -S. comoment de deux torseurs : ¢ =
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D = {Mtq f(M) est colinéaire 2 S} = H + RS avec HO = f(‘g‘)‘?§ module : || £(M)||2 = ||f(H)|*+ |MH AS||.

lignes de champ d’un torseur = hélices d’axe D. glisseur associé aA,B: f(M) = MA NAB. couple = somme de
deux glisseurs de vecteurs opposés.

Somme de glisseurs : concourants — 0 ou un glisseur, coplanaires — 0 ou un couple ou un glisseur, paralleles
— idem.

Exercice 4944 Moment parallele a un plan

Soient .7 un torseur et 2 un plan. Déterminer le licu des points M € 2 tels que .7 (M) € 2.
Correction ¥ [004944]

Exercice 4945 Torseurs de sommes orthogonales

Soient 7,7’ deux torseurs de sommes non nulles, orthogonales. Montrer que le comoment de .7 et .7 est
nul si et seulement si les axes centraux sont concourants. [004945]

Exercice 4946 Somme de glisseurs

Soit Z = (O,?,f, %) un repere orthonormé direct de 1’espace. On considere les glisseurs :

= mx - S
% d’axe Y et de vecteur il = i+mj.

z=1
= —mx @ -2
% d’axe Y | et de vecteur V=i —mj.
7=—
Déterminer 1’axe central de ¢ + %. [004946]

Exercice 4947 Glisseurs associés a un tétraedre

Soit ABCD un tétraedre non aplati de 1’espace. Pour X,Y € {A,B,C,D} distincts, on note %xy le glisseur d’axe
la droite (XY) et de vecteur XY.

Montrer que (Yap,%c,%ap, Yc, 98D, %cp) est une base de I’espace des torseurs.

Correction V [004947]

Exercice 4948 Produit vectoriel de torseurs

Soient .7, % deux torseurs de sommes R;, R,. On définit le champ 7 par:
T (M) =Ry N F(M)+ 1 (M) AR,.

1. Montrer que 7 est un torseur de somme RiAR, (produit vectoriel de ] et %3).

2. Si R AR, #* 0, montrer que I’axe central de .7 est la perpendiculaire commune des axes centraux de

T et S.

[004948]

96 Géométrie euclidienne en dimension 2

Exercice 4949 Fonction numérique de Leibniz

Soit ABC un triangle équilatéral de coté a.
Quels sont les points M du plan (ABC) tels que MA® + a*> = 2(MB? + MC?) ?
Correction V [004949]

Exercice 4950 Cercle circonscrit a un triangle

Soit ABC un triangle et %" son cercle circonscrit. Soit M un point du plan de coordonnées barycentriques (x, y, z)
dans le repere affine (ABC).
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Montrer que : M € € < xAM? + yBM? + z:CM? = 0 < xyAB? + xzAC? + yzBC? = 0.
Correction V¥ [004950]

Exercice 4951 Cercle stable par une application affine

Soit ¥ = € (0,r) un cercle du plan et f une application affine telle que f(4) = ¢. Montrer que f est une
isométrie de point fixe O. [004951]

Exercice 4952 Point équidistant d’une famille de droites

Pour A € R on considere la droite D; d’équation cartésienne : (1 —A2)x+21y =414 +2.
Montrer qu’il existe un point My équidistant de toutes les droites D).
Indication ¥ Correction ¥ Vidéo W [004952]

Exercice 4953 Bissectrice de deux droites

Soient D, D’ deux droites distinctes sécantes en O.
On note 57 = {M tqd(M,D) =d(M,D’)}.

1. Montrer que . est la réunion de deux droites perpendiculaires. (appelées bissectrices de (D,D’))
2. Soit s une symétrie orthogonale telle que s(D) = D’. Montrer que I’axe de s est I'une des droites de 77

3. Soit ¢ un cercle du plan tangent 2 D. Montrer que % est tangent a D et 2 D’ si et seulement si son centre
appartient a 7.

[004953]

Exercice 4954 Trois figures isométriques

Trois figures F1, F>, F3 se déduisent 1’une de I’ autre par rotations. Montrer qu’il existe une figure ' dont F|, F>, F3
se déduisent par symétries axiales.
Correction ¥ [004954]

Exercice 4955 Produit de 3 rotations
Soit ABC un triangle d’angles o, 3, 7.
On note p,p’,p” les rotations autour de A, B,C d’angles «, 3, ¥, orientés suivant le dessin :

A

Qu’est-ce que pop’op”?
Correction V [004955]

Exercice 4956 Sous-groupes finis de déplacements

1. Soit G un sous-groupe fini de déplacements du plan.
(a) Montrer que G est constitué uniquement de rotations.
(b) Soient f,g € G. Montrer que f et g ont méme centre (étudier fogo f~1og™h).
(c) Prouver enfin que G est cyclique.

2. Soit G un sous groupe fini d’ordre p d’isométries du plan, non toutes positives.

(a) Montrer que G contient autant d’isométries positives que négatives.
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(b) Montrer que G est un groupe diédral (groupe d’isotropie d’un polygone régulier).

[004956]

Exercice 4957 Centrale MP 2000

Soit E un plan affine euclidien muni d’un repere orthonormé d’origine O. Soit A le point de coordonnées (a,0).
Pour tout point M, on définit M" = f(M) de la maniére suivante : A, M, M’ sont alignés et (M O) est orthogonale
a (M'0). Expliciter f en fonction des coordonnées (x,y) de M. Donner son domaine de définition. Montrer
que f réalise une bijection entre le demi-disque supérieur de diametre [AO] et le quart de plan d’équations
x<0,y>0.

Correction ¥ [004957]

97 Géométrie euclidienne en dimension 3

Exercice 4958 Equation au produit vectoriel

Soient A, B, C trois points distincts de I’espace.
Déterminer le lieu des points M tels que MAAMB+MBAMC =2MC NMA.
Correction ¥ [004958]

Exercice 4959 ||MA+2MB + kMC|| = |MD + ME||

Soient A,B,C,D, E cinq points de ’espace et k € R.
Déterminer le lieu des points M de 1’espace tels que ||MA +2MB+ kMC|| = |MD+ ME||.
Correction ¥ [004959]

Exercice 4960 Ensi Chimie P 93
Trouver les coordonnées des projetés du point C (3,4, —2) sur les droites définies par les équations :

x5 _y=1 _ z43
Dy:55 = 63_ —4
Lx=2 __y=3 _ z-3
Dyifg = =4
Correction V [004960]

Exercice 4961 Projections sur 4 plans

P x+y=1
=1

Dans un rond on donne les plans Q yta etle pointA: (1,1,1).
R x+z=1

S x+3y+z=0
Donner une CNS sur A pour que les projections de A sur les quatre plans soient coplanaires.
Correction V¥ [004961]

Exercice 4962 Calculs de points et plans
Dans un rond on donne les points A : (1,2,3), B: (2,3,1),C: (3,1,2), D: (1,0,—1).

1. Chercher le centre et le rayon de la sphere circonscrite a ABCD.
2. Chercher les équations cartésiennes des plans (ABC), (ABD), (ACD), (BCD).

3. Chercher le centre et le rayon de la sphere inscrite dans le tétraedre ABCD.

Correction V [004962]

Exercice 4963 Perpendiculaire commune a deux droites
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Dans un rond on donne les droites D : {x yt+z etD' - {x+ y+2

2x+y—2z=0 x—y—z:%.
Chercher la perpendiculaire commune, A, 2 D et D’ (On donnera les points H € DNAet K € D'NA).
Correction V¥ [004963]

Exercice 4964 Perpendiculaire commune a deux droites

Dans un rond on donne les droites D : {x+ T et D - {x+y+z

2x—y+2z=2 x—y+2z=0.
Calculer d(D,D’).
Correction V¥ [004964]

Exercice 4965 Tétraedre dont les faces ont méme aire
Soit ABCD un tétraedre dont les quatre faces ont méme aire. Montrer que les cotés non coplanaires ont deux a
deux mémes longueurs.

Correction V¥ [004965]

Exercice 4966 Distance entre les cotés d’un tétraedre
Soit ABCD un tétragdre régulier de coté a. Chercher la distance entre deux c6tés non coplanaires.
Correction Vv [004966]

Exercice 4967 Distance d’un point a une droite

x+2y—z=-3

x—y+2z=—-4
Correction V [004967]

Dans un rond on donne la droite D : { et M(x,y,z). Calculer d(M,D).

Exercice 4968 Projection orthogonale

Dans un rond on donne le plan P : x + 2y + 3z = 4. Déterminer I’expression analytique de la projection ortho-
gonale sur P.
Correction ¥ [004968]

Exercice 4969 Projection orthogonale

Dans un rond on donne les points A : (1,0,—1),B: (—1,1,1),C: (2,—1,1),D: (1,2,-2), E : (—=2,-2,0).
Déterminer, par un point et un vecteur directeur, la projection de (DE) sur le plan (ABC).
Correction V [004969]

Exercice 4970 Symétrique d’un plan

Dans un rond on donne les plans P: x+y—+z=1¢et Q: 2x —y+z = 1. Chercher une équation cartésienne du
plan Q' symétrique de Q par rapport a P.
Correction V [004970]

Exercice 4971 Reperes orthonormés

Soient (O, OA, OB, JC) et (O, OA',0B',0C’ ) deux reperes orthonormés directs de 1’espace.
Montrer que AA’, BB’, CC’ sont coplanaires. [004971]

Exercice 4972 Angle d’un plan et d’une droite

Soient P un plan, D une droite tels que (P,D) = 6(mod ).
Montrer que pour toute droite A C P, on a cos(D,A) > cos 0. Quand y a-t-il égalité ? [004972]
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Exercice 4973 Angle entre deux faces d’un dodécaedre

Quel est I’angle entre deux faces d’un dodécaedre régulier ? (on donne : 4 sin% = 10—2+53)

Correction ¥ [004973]

Exercice 4974 Ensi P 90

DO X Py =9 X +y* =25
Déterminer 1’équation de la sphére contenant les cercles d’équations 0 et 5
7= z=2.
Correction V [004974]

Exercice 4975 Sphere définie par ses intersections

Soit S une partie de ’espace contenant au moins deux points et telle que pour tout plan P, PN S est un cercle,
un singleton ou vide. Montrer que S est une sphere.
Correction ¥ [004975]

Exercice 4976 CNS pour que deux vissages commutent

Soient f, g deux vissages d’angles # 7. Trouver une CNS pour que fog = go f. (On étudiera fogo f~1)
Correction V [004976]

Exercice 4977 Composée de 3 demi-tours

Soient Dy, D, D3, trois droites, et 6}, 0>, 03 les %—tours correspondants.

Démontrer que 0] 0 63 © 03 est un %—tour si et seulement si Dy, D;,,D3 ont une perpendiculaire commune ou
sont paralleles.

Correction V [004977]

Exercice 4978 Composée de demi-tours par rapport aux arétes d’un tétracdre

Soit ABCD un tétraddre régulier, et dap,dac,dap les %-tours autour des droites (AB), (AC),(AD). Simplifier
f=dapodacodap.
Correction V [004978]

Exercice 4979 Isométries transformant un triangle en un triangle donné

Soient ABC et A’B'C’ deux triangles tels que AB = A’B’, AC = A’C’, BC = B'C’. Combien y a-t-il d’isométries
transformant ABC en A’B'C’ ?

Indication : si f et g sont deux telles isométries, alors fog™" est une isométrie conservant ABC.

Correction V¥ [004979]

1

Exercice 4980 Groupes d’isotropie

Déterminer routes les isométries

1. d’un tétragdre régulier.
2. d’un cube.

3. de deux droites non coplanaires.

Correction V¥ [004980]

Exercice 4981 Composée de projections

Soient Dy, Dy, D3 trois droites de 1’espace non toutes paralleles. Pour M| € Dy on construit : M,, projeté de M,
sur Dy, M3, projeté de M, sur D3, My, projeté de M3 sur D;.
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Montrer qu’il existe un unique point M| € D tel que My = M;.

Correction V [004981]
98 Courbes paramétrées
Exercice 4982 Rebroussements
Etudier les points stationnaires des courbes paramétrées suivantes :
. 2 .
1. x=sinz, y= 5L (Bicorne)
2. x=(1+cos’t)sint, y=sin*tcost.
3. x=(l+cost)sin2t, y=cos2t.
4, x=203+3t, y=3t>+6t.
5.x=03-3t, y=£—t*—t+1.
[004982]
Exercice 4983 Branches infinies
Etudier les branches infinies des courbes paramétrées suivantes :
_5_ 3¢t _ 3t
1X—l‘ _t +4, y—312+1.
2. x=2cos*t+In|sint|, y=sin2t.
3. x= %, y = tx. L’aire comprise entre la courbe et ses asymptotes est-elle finie ?
_ Pt _
4 x=35-7, y=ix
_ 1 1 _ 1 1
Sox=itnam Y=ty
_ 1, 1 _1_ 1
6. x=1+4m1 V=107
3
7. x= ﬁ’ﬂ y=tx
_ te _
8. x=r ]
9. x=2+32, y=3t>+6¢
10. x=13-3t, y=£2—t*—t+1.
_ _ 1
1L x= -1’ -1
[004983]
Exercice 4984 Inflexions
Déterminer les points d’inflexion des courbes paramétrées suivantes :
. 2 .
1. x=sinz, y= L _(Bicorne)
2. x=sink, y=tanr.
_ it
3. x= <, y=te.
4. x=sintcos2t, y=costsin2t.
Correction V¥ [004984]

Exercice 4985 Matexo
24

Soit ¢ la courbe d’équations paramétriques : x(f) = 7

_% ay(t) = [327_11

1. Montrer que les points de parametres ¢, u, v (distincts) sont alignés si et seulement si fuv =t +u+v+1.

2. Prouver que 4" admet exactement trois points d’inflexion et qu’ils sont alignés.
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Correction V [004985]

Exercice 4986 Construction

2
: ’ 4 : At1t . _ t _ 1
Construire la courbe d’équations paramétriques : x = 5 —, y = ;.

Déterminer les coordonnées du point double et vérifier que les tangentes en ce [004986]

Exercice 4987 Construction

Dessiner la courbe d’équation cartésienne : x> +y* = 3xy (folium de Descartes) On prendra ¢ = )y; comme
parametre. [004987]

Exercice 4988 Construction
Construire les courbes d’équation polaire :

__cos(6/2)
L. p= T -
2. p= CCOOSSZ: . (Strophoide, calculer I’aire limitée par la boucle)
3. p= 2;};‘9971. Vérifier que la courbe traverse ses asymptotes au point double.
_ 1
4. p = cos 0+sin20
5. p=cosf+ colsﬂ'
26
6. P = rcoso—T-
— e @
7. p=cos3.
8. p=1+sin36.
— L
9. p= NGE
10. p =1n#b.
[004988]
Exercice 4989 Strophoide
Soit I" un cercle de centre O et de rayon 1, A € T, et D le diametre de I perpendiculaire a (OA).
Pour M € T\ {A}, on construit le point N intersection de D et (AM), puis le point P tel que AP = MN.
[004989]

Exercice 4990 Cochléoide

1. Tracer la courbe € d’équation polaire p = % (cochléoide)

2. Une droite passant par O coupe % en un certain nombre de points. Montrer que les tangentes a % en
ces points sont concourantes.

Correction V¥ [004990]

Exercice 4991 Chimie P 91

Soient O et A deux points distincts dans un plan &2. Déterminer le lieu des points M € Z tels que ( 5A,A_M) =
3(0A,0M)(mod 7).
Correction V [004991]

Exercice 4992 Ensi Chimie P’ 93
0

Déterminer les points doubles de la courbe d’équation polaire p = 57— .

Correction V [004992]
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99 Courbes en polaires

Exercice 4993 Courbes en polaires

Construire les courbes en polaires suivantes :

I p— cosQ/2
1+sin0
20
_ cos 0
cos
sin @
3. p=————
P 2cos0 —1
1
4. p=—no——
P cos O +sin20
1
5. p=cosf6+—80
cos
cos20
6.p=—-——
p 2cosO —1
7. p= —
P cos3
8. p=1+sin360
1
9. p=—
P=1e6
10. p=1Inb
__sinf
1. p =5~

Correction V¥

[004993]

100 Courbes définies par une condition

Exercice 4994 Sous-tangente, sous-normale

Soit € une courbe du plan. A un point M un point de %, on associe les points H, T et N selon le dessin :

Déterminer les courbes d’équation y = f(x) vérifiant la condition suivante :

1.

2
3
4.
5

HT = cste.
. HN = cste.
. MN = cste.
MT = cste.

Correction V

T HN

. AN = MN o A est le point de coordonnées (0,a).

[004994]

Exercice 4995 Sous-tangente, sous-normale
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Soit € une courbe du plan. A un point M un point de %, on associe les points 7" et N selon le dessin :

Déterminer les courbes vérifiant la condition suivante :

1. OT = cste.
2. ON = cste.
Correction V [004995]

Exercice 4996 Milieu fixe
Soit D une droite du plan et ¢ une courbe paramétrée. Pour M € 4 on note T et N les points d’intersection de
D avec la tangente et la normale a ¢’ en M. Déterminer ¢ telle que le milieu de [T, N]| reste fixe.

7
(On parametrera ¢ par t = %)
Correction V [004996]

Exercice 4997 Distance TN constante
Soit D une droite du plan et ¢ une courbe paramétrée. Pour M € € on note T et N les points d’intersection de
D avec la tangente et la normale a ¢ en M. Déterminer % telle que la distance TN reste constante.

y/
(On parameétrera ¢ par t = %)
Correction V [004997]

Exercice 4998 Ensi Chimie P’ 93

~

ot

Trouver les courbes ¢ telles que MN = ON.
Correction V¥ [004998]

Exercice 4999 Ensi Physique P 94

Trouver les arcs biréguliers du plan dont le cercle osculateur est en tout point tangent a une droite fixe.
Correction V¥ [004999]

Exercice 5000 L’homothétique du cercle osculateur reste tangent a Ox

Déterminer les courbes planes telles que I’'image du cercle osculateur en un point M par I’homothétie de centre
M et de rapport 2 reste tangente a Ox.

On prendra ¢ comme parametre et on cherchera une équation différentielle sur le rayon de courbure R.
Correction V [005000]
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Exercice 5001 Ensi P 91
On se place dans un plan affine euclidien rapporté a un repere orthonormé. Donner I’ensemble des trajectoires
orthogonales de la famille des cercles de rayon constant a (a > 0) centrés sur Ox.

Correction V [005001]

Exercice 5002 Equations intrinséques

Soit f: R — R une fonction continue. On étudie les courbes planes paramétrées par une abscisse curviligne, s,
telles que la courbure au point M; soit ¢ = f(s).

1. Montrer que si I’on impose la position de My et la tangente en ce point, le probléme admet une solution
unique.

2. Dans le cas général, démontrer que les courbes solutions se déduisent d’une courbe particuliere en
appliquant un déplacement du plan arbitraire.

< . £ . L 1 . . .
3. Etudier les équations : ¢ = cste, ¢ = | (spirale logarithmique).

[005002]

Exercice 5003 Equations intrinséques

Chercher les courbes planes vérifiant I’équation intrinseque :
R=s.

Rs=1.

R? =2as, a > 0 donné.

R=1+s

R* +5% =a’.

A

Correction V [005003]

Exercice 5004 [ reste sur un cercle

Trouver les courbes planes % telles que le centre de courbure reste sur un cercle € (O, r) fixe. (On prendra @
comme parametre)

Correction V¥ [005004]

Exercice 5005 M —s/2M’ reste sur Ox

Soit % une courbe plane et s une abscisse curviligne sur 6. A chaque point M € ¢ d’abscisse curviligne s, on
associe le point N = M — 5T . Trouver ¢ telle que N reste sur Ox.
Correction V [005005]

Exercice 5006 MC = kMN

Trouver les courbes I' du plan ayant la propriété suivante : Soit M € I, C le centre de courbure de I' en M et N
le projeté de O sur la normale a I" en M. Alors MC = kMN o k est un réel fixé.

Etudier les cas particuliers : k=1, k= %, k=2k= % etk=—1.

Correction V [005006]

101 Branches infinies

Exercice 5007 Branches infinies
Déterminer les branches infinies pour les courbes paramétrées suivantes :
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t
1. x=4 — 483+t y= ——
o Ty 34+ 1

2. x=2cos*t+In|sint|, y = sin2¢

12—
3. x= m,yztx
Bt
4. x= y=t
n—17" 7"
1 1 1
S.x=-4——y=-+

.t
6. x:smi,y:tant

7 1+ 1 1 1
S X=—F — y=—— —
PP L S |
3t
8. x=——,y=t
x 1413 y=
te' ¢
9. x= 2 y=
iy T

10. x =263 +32, y=3t> 46t
1. x=3=3t,y=3—1>—t+1

t
12 x= ——,y= ——
Teor?

Correction V¥ [005007]

102 Points de rebroussement

Exercice 5008 Rebroussements

1. x=2343t2, y=3t>+6¢
2. x=-3t,y=0—1>—t+1
COSZI

3. x=sint,y=
Y 2 —cost

4. x = (1+cos’t)sint, y = sin’t cost
5. x=(1+cost)sin2t, y = cos2t

Correction V [005008]

103 Enveloppes

Exercice 5009 Esem 91

Soit € le cercle : x> 4 y? = 1. Soit M un point de ¢ d’angle polaire 6 et Dy la droite passant par M d’angle
polaire 26. Trouver I’enveloppe des droites Dg.
Correction V [005009]

Exercice 5010 Ensi Physique 93

Soit € un cercle de centre O et de rayon R, et S un point du plan différent de O. Donner I’enveloppe des
normales en M a (SM) lorsque M décrit €.
Correction ¥ [005010]
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Exercice 5011 Cordes sur une parabole

Soit Z la parabole d’équation y> = 2px. Chercher I’enveloppe des cordes [A, B] de & de hauteur i > 0 donnée.
Correction V¥ [005011]

Exercice 5012 Cordes sur une parabole

Soit & la parabole d’équation y* = 2px. Pour A, B € &2 distincts, on note C le point d’intersection des tangentes
en A et B. Trouver ’enveloppe des droites (AB) lorsque I’aire du triangle ABC reste constante.
Correction V¥ [005012]

Exercice 5013 Cordes sur une parabole

Soient M, M’ deux points d’une parabole & tels que (MM’) passe par le foyer F. Quels sont :
1. L’enveloppe des droites (MM') ?

2. Le lieu des milieux des segments [M,M'] ?

3. L’enveloppe des médiatrices de [M,M’'] ?

Correction V [005013]

Exercice 5014 Rayons réfléchis sur une parabole

Soit &2 la parabole d’équation y* = 2px.

1. Un rayon incident arrive suivant une parallele a Ox et se réfléchit a “I’intérieur” de &7 avec le méme
angle. Trouver I’enveloppe des rayons réfléchis.

2. Méme question, mais le rayon incident est parallele a Oy.

Correction V [005014]

Exercice 5015 Cercle osculateur a une parabole

Soit & une parabole, M € & et € le cercle osculateur a &2 en M. Montrer que, sauf cas particulier, € recoupe
Z en un deuxieéme point P. Déterminer I’enveloppe des droites (MP).
Correction V [005015]

Exercice 5016 Cordes d’une hyperbole

Soit . une hyperbole de foyer F. Trouver I’enveloppe des cordes [P,Q] de .7 vues depuis F sous un angle
droit.
Correction ¥ [005016]

Exercice 5017 Cardioide
Pour 6 € R, on note Ag = (cos 6,sin 0). Chercher I’enveloppe des droites Dg = (Ag Azg).
Correction V [005017]

Exercice 5018 Cycloide

Chercher I’enveloppe d’un diametre A d’un cercle € roulant sans glisser sur une droite D. Comparer le point
caractéristique a la projection orthogonale du point de contact / sur A.
Correction V¥ [005018]

Exercice 5019 Hypocycloide

Soit € un cercle passant par O centré sur Ox. Pour M € €, on note Dy, la droite symétrique de (OM) par
rapport a I’horizontale passant par M. Déterminer 1’enveloppe des droites Dy, et la construire.
Correction V [005019]
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Exercice 5020 Cordes de p = a/cos(30)

s 4 : : _ a s
Tra?er la courbe d’équation polaire p = 55, @ > 0. Chercher I’enveloppe des cordes vues de O sous un angle
droit.
Correction ¥ [005020]

Exercice 5021 Perpendiculaire a OM sur une ellipse

Soit & une ellipse de centre O, de paramétres a et b. Pour M € &, soit D la perpendiculaire en M a (OM).

1. Donner les équations paramétriques de 1’enveloppe des droites D.
2. Tracer les enveloppes sur ordinateur pour différentes valeurs de a/b.

3. Etudier les points stationnaires de I’enveloppe quand il y en a.

Correction ¥ [005021]

Exercice 5022 AM 1 D

Soit D une droite du plan et A un point non élément de D. Soit M un point variable sur D. Trouver I’enveloppe
de la normale en M a (AM).

Correction ¥ [005022]

Exercice 5023 Concavité

Soient u,v,w de classe €2, D, la droite d’équation : u(t)x+v(t)y+w(t) = 0, et T I’enveloppe des droites D;.

u vow
u v
Onnote : 6 = I A=|u" V' w1, eton suppose pour tout? : SAw(t) # 0.
M// V// W//
Montrer que I" tourne sa concavité vers O si et seulement si pour tout 7 : SAw(r) > 0. [005023]

104 Rectification, courbure

Exercice 5024 Calcul de longueur

Déterminer la longueur d’un arc MyM; ou MoMy pour les courbes :
1. x=t—chtsht, y=2cht
)
2. p=th3.

Correction V¥ [005024]

Exercice 5025 Calcul de longueur

Soit la courbe paramétrée par : x = 21> +3t?, y = 3t> 4 6¢. Calculer la longueur de I’arc AO ol A est le point
de rebroussement.
Correction V¥ [005025]

Exercice 5026 Calcul de longueur

Calculer la longueur totale des courbes suivantes :
1. x=(1+cos?t)sinz, y=sin’zcost.

—n2 8
2. p=sin” 7.
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Correction V [005026]

Exercice 5027 TPE MP 2003

Nature, construction et longueur de la courbe d’équation \/x+/y = 1.
Correction V [005027]

Exercice 5028 Comparaison de longueurs (ENS MP 2002)

Soit f : [a,b] — R continue concave, ¢! par morceaux, L; la courbe paramétrée x — (x, f(x)) et L un chemin
continu %' par morceaux joignant les extrémités de L; et situé au-dessus de L;. Montrer que la longueur de L,
est supérieure ou égale a celle de L.

Correction V [005028]

Exercice 5029 Centre de courbure
Déterminer les coordonnées du centre de courbure au point M pour les courbes suivantes :

1. x=3t—13, y=23¢
2. x=2cost+cos2¢t, y=2sint—sin2t.

3. x=t—sint, y=1—cost. (Cycloide, indiquer une relation géométrique simple entre la courbe décrite
par M et celle décrite par I)

4. x=acos’t, y=asin’t. (Astroide) Construire le courbe % et sa développée, puis prouver par le calcul
qu’elles sont semblables.

. Hyperbole d’équation xy = 1.

5

6. Ellipse d’équation Z—i + Z—z =1.
7. p = €Y. (Spirale logarithmique)
8

. p = 14cos 6. (Cardioide)

Correction ¥ [005029]

Exercice 5030 Points sur une hyperbole (Ensi P 91)

Soit la courbe I' définie par : xy = a2, (a > 0). Pour chaque point M on définit le point Q par : 20M = MN, ot
N est le point ou I" recoupe sa normale en M. Montrer que Q est le centre de courbure de I" en M.
Correction V [005030]

Exercice 5031 Cercle circonscrit a trois points

Soit € une courbe plane paramétrée par une abscisse curviligne s. Soit sg fixé.

1. Donner le DL a I’ordre 2 de M; pour s — so dans le repere de Frenet en M.
2. On suppose ¢(so) # 0. Montrer que pour & assez petit, les points My, My,, My, ne sont pas alignés.

3. Soit I';, le cercle circonscrit a ces trois points, et Rj, son rayon. Chercher limy_,o Rj,.

[005031]

Exercice 5032 Propriétés de la cycloide

x = a(t —sint)

Soit ¢ la courbe d’équations paramétriques pour ¢ € ]0,27x[ (arche de cycloide). On note

y=a(1l—cost)
S le point de parametre 7, et D la tangente a 6 en S.
Soit M € €\ {S}, I le point d’intersection de la normale a € en M et de Ox, et J le point d’intersection de la
tangente en M avec D.

1. Faire un dessin.
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2. Montrer que / et J ont méme abscisse.

3. On prend S comme origine des abscisses curvilignes. Trouver une relation entre s et MJ.

[005032]

Exercice 5033 Normales a une cardioide
On considere la courbe 4" d’équation polaire p = 1 + cos 0 (cardioide).

1. Dessiner %.

2. Une droite D passant par O coupe € en deux points M| et M,. Soient Aj, Ay les normales a € en ces
points et P le point d’intersection de A; et Ay. Quelle est la courbe décrite par P lorsque D tourne autour
de 0?

Correction V¥ [005033]

Exercice 5034 Calcul de courbure par TFI

Déterminer le rayon de courbure de la courbe ¢ d’équation : 2x> +y*> = 1 aux points intersection de € et des
axes Ox et Oy.
Correction V¥ [005034]

Exercice 5035 Calcul de courbure par TFI

Soit % la courbe d’équation cartésienne x* +y* +x> +y* = 2. En utilisant le théoreme des fonctions implicites,
calculer la courbure de ¥ enA = (—1,1).
Correction V¥ [005035]

Exercice 5036 Calcul de courbure (Chimie P’ 90)

Déterminer I’ensemble des centres de courbure en O aux courbes intégrales de 1I’équation différentielle (1 —
x?)y" —xy' —2y = 1 telles que y(0) = 0.

Correction ¥ [005036]

Exercice 5037 Courbe parallele a une parabole

Soit € : t — M, une courbe plane paramétrée sans point stationnaire. Les courbes paralleles a € sont les courbes
de la forme : t — M, + AN, ou N est le vecteur normal en M; et A est constant.

1. Montrer que le parallélisme est une relation d’équivalence entre arcs sans points stationnaires.

2. Construire les paralleles a la parabole d’équation y = x> pour A = +2.

[005037]

Exercice 5038 Points équidistants sur la tangente

Soit ¢ une courbe paramétrée, (M,7,i) le repére de Frenet en un point M de €. Soit a > 0 fixé et Py = M +at,
P, = M — af. On note 6] et 6 les courbes décrites par Py et P, quand M décrit € et ¢y, c; les courbures
correspondantes. Soit C le centre de courbure a € en M.

Montrer que ¢; + ¢ = CLP] et que les trois normales sont concourantes.

Correction V [005038]

Exercice 5039 Paraboles de cercle osculateur donné

Soit % le cercle d’équation x> 4 y* — 2Rx = 0 et A une droite variable passant par O.

1. Chercher I’équation de la parabole &2 d’axe paralléle a A, passant par O, dont % est le cercle osculateur
en O.

2. Quelle est ’enveloppe des paraboles précédentes ?

330



Correction V [005039]

Exercice 5040 Développante

1. Construire la courbe ¢ d’équations paramétriques : x = 3t — 13, y=3¢>.
2. Chercher les équations paramétriques des développantes de % .

3. Tracer la développante qui rencontre 6" a 1’origine.

Correction V [005040]

Exercice 5041 Développante

Déterminer la développante de la chainette 4 d’équation y = ach(x/a) qui rencontre € pour x = 0. (Tractrice)
Dessiner les deux courbes.
Correction ¥ [005041]

105 Courbes dans ’espace

Exercice 5042 Ensi P 90

RN A6 . _ _r _ 7
On considere l.a' courbe ¢ définie par : x(r) = e y(t) = s 2(t) = 1 ' ' .
A quelle condition M, M,, M3, M, quatre points de € de parametres respectifs 1,1, 3,4 sont-ils coplanaires ?
Correction ¥ [005042]

Exercice 5043 Courbure de M cste = courbure de [ cste
Soit € une courbe de I’espace, et I' la courbe décrite par le centre de courbure, /, en un point M de €. On
suppose que la courbure de & est constante et sa torsion non nulle.

1. Montrer que la courbure de I" est aussi constante.

2. Chercher la torsion de I" en I en fonction de la courbure et la torsion de € en M.

Correction V¥ [005043]

Exercice 5044 Eléments de courbure de T

Soit s —+ M; une courbe de I’espace de classe "> paramétrée par une abscisse curviligne, et P le point tel que

OP = %’. Chercher les éléments de courbure de la trajectoire de P.
Correction V¥ [005044]

Exercice 5045 Enveloppe de normales

Soit s — M, une courbe de ’espace de classe € paramétrée par une abscisse curviligne. Pour tout s on choisit
une normale a la courbe en M; : A;. A quelle condition les droites A; admettent-elles une enveloppe ?
Correction V [005045]

Exercice 5046 Equations intrinséques en dimension 3

Trouver les courbes de 1’espace vérifiant les équations intrinséques : ¢ = 7 = —-

V2

Correction V¥ [005046]
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106 Surfaces paramétrées

Exercice 5047 Chimie P 91

Equation de la surface de révolution engendrée par la rotation de I' autour de Oz o1 I est la courbe d’équations

X = LZCOS3I/£

paramétriques : { y = asin’u (a>0)

z=acos2u.
Correction V [005047]

Exercice 5048 Ensi Physique 93

Soit la courbe d’équations dans R :

2_ 2
x =y —4dx+2 =0
() { x+z =1.

Déterminer la surface engendrée par la rotation de (I") autour de Oz.
Correction ¥ [005048]

Exercice 5049 Le plan tangent coupe Oz en un point fixe

x=pcos6
On considere la surface . d’équations paramétriques : { y=psin® ol f est une fonction de classe €.
z=f(p,0)
1. Donner I’équation du plan tangent a .% en un point M(p, 6).
2. Déterminer f de sorte que, le long d’une ligne 6 = cste, le plan tangent coupe Oz en un point fixe.

3. Exemple : f(p,0) = 6. Dessiner la surface ..

Correction V [005049]

Exercice 5050 Pseudo-sphere

x=acosu/chv

Dessiner la surface . d’équations paramétriques : { y =asinu/chv ~ ou a est un réel strictement positif
z=a(v—thv)

(pseudo-sphere).

Correction V¥ [005050]

Exercice 5051 Les normales coupent Oz <> révolution

Soit . une surface d’équation z = f(x,y). Montrer que . est de révolution si et seulement si en tout point M,
la normale a .% en M est parallele ou sécante a Oz.

Correction ¥ [005051]
Exercice 5052
Que dire d’une surface . telle que toutes les normales sont concourantes ? (cf ex.5051) [005052]

Exercice 5053 Contour apparent

2_@2_ 1.

Soit . 1a surface d’équation cartésienne z
1. Reconnaitre ..

2. Soit D la droite d’équations : 2x+y = 0, z = 0. Déterminer les points M de .7 tels que le plan tangent
a.% en M est parallele a D. (Contour apparent de . dans la direction de D)
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Correction V [005053]

Exercice 5054 Cylindre circonscrit

x=u/(u?+?)
Soit . la surface d’équations paramétriques : ¢ y = v/(u? +v?)
z=1/(u*+?).

1. Donner une équation cartésienne de ..

2. Déterminer I’ensemble ¢ des points de . ou le plan tangent est parallele a la droite D d’équations :
3. Déterminer I’équation cartésienne du cylindre de génératrices paralleles a D s’appuyant sur %'. (Cylindre
circonscrit a .%)

Correction V¥ [005054]

Exercice 5055 Equation de cone

Soit € le cercle intersection de la sphére d’équation x> +y? +z> = 1 et du plan d’équation x +y =1, et S =
(1,1,1). Déterminer 1’équation cartésienne du cone de sommet S s’appuyant sur €.
Correction V¥ [005055]

Exercice 5056 Codne = cylindre ?

: R ‘o .1 1 _ 1
Soit . la surface d’équation cartésienne : = + 5 = Gt

1. Montrer que . est a la fois un cylindre et un cone.

2. Comment est-ce possible ?

[005056]

Exercice 5057 Position d’une surface de révolution par rapport au plan tangent

Soit .7 une surface d’équation cartésienne z = f(p) ol p = \/x2+y2 et f est une fonction de classe €.
Montrer que la position de . par rapport & son plan tangent est donnée par le signe de f'(p)f”(p). Interpréter
géométriquement ce fait. [005057]

Exercice 5058 Intersection de deux cylindres

Soient .7}, % les surfaces d’équations x> +y?> +xy=lety> + 22 +yz=1, et € = ./ N.%.
1. Donner en tout point de € le vecteur tangent a &’
2. Montrer que % est la réunion de deux courbes planes.

3. Quelle est la projection de & sur Oxz ?

Correction ¥ [005058]

Exercice 5059 Conoide

Soit . la sphere de centre A = (a,0,0) et de rayon r (0 < r < a) et .’ la surface constituée des droites
horizontales tangentes a . et sécantes a Oz. Déterminer 1’équation cartésienne de .7’

Correction V [005059]

Exercice 5060 Surface cerclée
Soit A = (0,1,0) et . la surface constituée des cercles verticaux de diametre [A, B] ol B est un point variable
sur Ox. Chercher une équation cartésienne de .7

Correction V¥ [005060]
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Exercice 5061 Chimie P’ 91

On considere la droite A d’équations : x = a, z = 0. P est un point décrivant A et 6p le cercle tangent a Oz en O
et passant par P. Faire un schéma et paramétrer la surface engendrée par les cercles $p quand P décrit A.
Correction ¥ [005061]

Exercice 5062 Ensi Chimie P’ 93

x(t) = acos(t)/ch(mt)
Soit (I') : ¢ y(t) = asin(z)/ ch(mr)
z(t) = ath(mr).

1. Montrer que (I') est tracée sur une surface (X) simple. Montrer que (X) est de révolution autour de Oz
et donner son équation.

2. Montrer que (I') coupe les méridiennes de (X) suivant un angle constant (loxodromie).
3. Réciproquement, déterminer toutes les loxodromies de (X).
4. Dessiner la projection de (I") sur xOy.

Correction V [005062]
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Indication pour ’exercice 2918 A

Si {x1,...,x,} est une telle partie avec x; < xp < --- < x,, considérer I’ensemble {x; —1,...,x, — p}.

Indication pour I’exercice 2985 A

Utiliser la formule de Bézout.

Indication pour I’exercice 2988 A

Montrer que 1’ensemble des x tq x> # e est de cardinal pair.

Indication pour I’exercice 3151 A

1.
2. 62 =—1.

Indication pour ’exercice 3253 A

Si X? —a = PQ avec P,Q € K[X] unitaires non constants, factoriser P dans C et considérer P(0).

Indication pour I’exercice 3380 A

M antisymétrique signifie 'M = —M.
1. SiY estun vecteur alors Y'Y = ||Y||? est un réel positif ou nul.
2. I—Met (I+M)~! commutent.

Indication pour I’exercice 3424 A

Ecrire les polyndmes sous la forme P(x) = ax® + bx® + cx 4 d. Calculer [, P(x) dx d’une part et oP(2) +
BP(3) + yP(4) d’autre part. L’identification conduit & un systéme linéaire a quatre équations, d’inconnues

a,B,y.

Indication pour I’exercice 4045 A

14-ax?
1+bx2

Identifier les dl de cosx et enx=0.

Indication pour ’exercice 4708 A

1.
2. Ja—b=

a—b
Va+vb

Indication pour ’exercice 4811 A

Décomposer en éléments simples la fraction ﬁ

Indication pour I’exercice 4852 A

Considérer les disques fermés associée a un recouvrement « circulaire » du plan et mettre en évidence une suite
de disques emboités dont les rayons tendent vers zéro.

Indication pour I’exercice 4952 A

La distance d”un point My (xg, yo) & une droite D d’équation ax+by+ ¢ = 0 est donnée par la formule d(My, D) =
|axo+byo+col
Va2+pr
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Correction de ’exercice 2900 A

n k _ An—l n Cko_ ol
Zrk:()kcnin2 > Zkzomi n+1 °

Correction de I’exercice 2901 A

1.
2.0sip<n,(—=1)'sip=n.
3.

Correction de ’exercice 2902 A

(=D)PC .

Correction de I’exercice 2903 A

n2"! ndn1 3p4n

Correction de I’exercice 2904 A

n(n?—1) nn*—1)(3n>-12)
6

> 360 :

Correction de I’exercice 2905 A

LTO=1,T =p 12 =200 10— g,
2.

Correction de I’exercice 2907 A

p=["%].

Correction de I’exercice 2912 A

1. (6!)?

2. 4% 8!

3. 21214141

4, 65 x 120, 4% x 128,22 x 4% x 6* x 124,

Correction de I’exercice 2913 A

1. (2n)!.
2. 2(n!)2.
3. 2 xnl,

4. 4 xn!.

Correction de ’exercice 2914 A

1. n"z.

2. nn(n+1)/2.

3. nx n(”_l)z.
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4. nxn'n=1/2,

Correction de I’exercice 2915 A

1.
2.

3. (@) Y (=D Ck(n—k)P.
(b) Tiy S

Correction de I’exercice 2916 A

1.

2. Récurrence. Egalité pour n < 2 ou les A; 3 4 3 disjoints.

Correction de ’exercice 2917 A

3",

Correction de I’exercice 2918 A

1. Comme {x; —1,...,x, — p} est une partie quelconque de {0,...,n—p},onaN = Crf—pﬂ'
2. (a)

(b) 32951280099.

Correction de I’exercice 2919 A

1. R, = ZZ;(I) C,’;fle avec Ry = 1.
2. 1,1,2,5,15,52,203.

Correction de ’exercice 2923 A

1. 1,2,5.

—1
2. t,= 22:1 Ll —k.

Correction de I’exercice 2924 A

L Ju+v|+|u—v|=2ul et |u+v|+|u—v| >2|v|. 1y aégalité ssi u = +v.

2. |zl +lz2l + |za] + [za] < lz1+ 22| + |21 — 22| + |23 + 24| + |23 — 24,
|z — 22|+l —zul| <|la—n+z—ul+tla—n -+ <|a+l+ |2+l + o+ + |2+ ).

Correction de I’exercice 2925 A

1.

2. si |a| # |b| : une solution unique,
si |a| = |b| : une droite ou &.

Correction de I’exercice 2926 A

1.
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2. U\ {1}, iR, R\ {1}.

Correction de I’exercice 2927 A
u=—u.

Correction de ’exercice 2929 A
Les diagonales se coupent en leurs milieux, ont méme longueur, et sont perpendiculaires = carré.

Correction de ’exercice 2930 A

1. zeRouze—%—H]R.
2. z€ —1+iRouze€iRou ‘z—i—%‘:%.
3. z€iRou |z —i| = V2.

Correction de ’exercice 2931 A

(0,a,a+b,a+b+c = 1) forme un losange donc I’'un des nombres vaut 1 et les deux autres sont opposés
= {a,b,c} ={1,i,—i}.

Correction de ’exercice 2933 A
7 =x+iy = cercles (+i,/2) (laborieux).

Correction de I’exercice 2934 A

On peut exprimer que (AB) est la médiatrice du segment [MM'], mais on choisit ici d’utiliser le cours sur les

similitudes. Cherchons donc a écrire la réflexion d’axe (AB) en coordonnée complexe. Cette réflexion s’écrit
z— oz+ P, avec || = 1 et arg(a) = 2arg(b — a). On obtient donc o = g—:g
Pour déterminer 3, on peut exprimer le fait que a est fixe :

b—a ab — ba
a= = at+p&hb=—
b—a peb b—a
Finalement, la réflexion s’écrit : 7
b—a ab—ba
I =t ="
b—a b—a

Correction de ’exercice 2935 A
d = orthocentre de abc.

Correction de ’exercice 2937 A
a(cé—bb)+b(aa—cc)+c(bb—aa)
a(¢—b)+b(a—c)+c(b—a)

oW =

Correction de ’exercice 2938 A

l.zeR&JaeRtqu=av.
x,yER@a:#@u:
2.

3. Il manque seulement les deux poles.

<il—=
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Correction de ’exercice 2939 A

7= =i, +i(2+£/3).

1. z= —icotan%”.

2. 6|n=-z=jou j> Sinon, pas de solution.
3. z=exp EHUT k—0,1,3,4.

4. z=-1 ouzzexpzf”, 1<k<n.

5. x = tan (4241,

6.

7.

Correction de I’exercice 2940 A

1. Développer. S = 2n.

o) 1—(14@)" _ 14(2cos(w/n))"
T l—o—w? T 1-0—-w?

Correction de ’exercice 2941 A

1. ¥ =nsi p #£0(modn), 0 sinon.
P(x)
n k-

2. ay = erU

Correction de I’exercice 2942 A

n impair = |Z|? = n,
n pair = |Z|> = n(1 + (—1)"/?).

Correction de ’exercice 2943 A

. uvtv=—1Lu*=u+2v=-2—u.
2. % =TIm(u) = L.

Correction de ’exercice 2944 A

_2(nP+nt1)
— 3n(n+l)

Correction de ’exercice 2945 A

Cercle circonscrit = ssi |z] = 1.

Correction de I’exercice 2946 A

n1=—20=3-2i3=—u=1-—I.

Correction de I’exercice 2947 A

z=1+£2i,z=—4+£2i.

Correction de I’exercice 2948 A

m=2i.

Correction de ’exercice 2949 A
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1.
2. a=0ouf=ta’t>1.

Correction de I’exercice 2950 A

1.
2. Eléver au carré : |a|> + |B)* +2|aB| =
~—

[ — w4 [m P 42|’ —

uf?

2|m|>+2|u?

la—pJ2/4

2|.

Correction de I’exercice 2951 A

2"4+2cos(nm/3)
— .

2"cos(nm/3).
(ZCos 2) cos ”29

(2cos g)" sin ("22)9 )

A

Correction de I’exercice 2952 A

nsin( (2@1)9) sin g sin? 28 "e

5 si 0 Z 0(mod2m).

2sin” 3

5 3sin(n6/2)sin((n+1)6/2)

B sin(3n6/2)sin ( (n+1)6/2)

4sin(0/2) 4sin(36/2)

Correction de I’exercice 2953 A

X=-—y= i%’r(modZE).

Correction de I’exercice 2954 A

1. =3/2.

2. 32c0s°(0) = cos660 +6cos46 + 15c0s26 + 10 = L = 2

Correction de I’exercice 2955 A

x=0(modZ), x # Z(mod ).

Correction de I’exercice 2956 A

! ((x+ei°‘)” +(x+ e‘io‘)”) =0 < x =cotan (%) sino — cos Q.

Correction de l’exercice 2957 A

-1

S= uu2 Iffz u4 u*4 tee Tt uzﬂ —u 2"
u—u~! + u—u"! _ w—u3
WP—u2 P S B
w—u3 + u—u! _ W —u’
w—u* " uS—u8 uS—u=8 "
g — 212 _ sin((2’171)9)

w2t 2" sin(Z"(-)) :
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Correction de I’exercice 2958 A

_ C)tanx—C} tan® x+---
tan(nx) - ”C,ELC,% t§n2x+~--

Correction de I’exercice 2959 A

z=e"% = a=tan¥ pour 6 # 7(mod27).

Correction de I’exercice 2960 A

1. Commutative, associative, 0 = élt neutre, tout élt £ 1 est régulier, seul 0 est symétrisable.

X

2. Tout élt est symétrisable et x~! = =

Correction de ’exercice 2961 A

db e Etqaxbxa=a. Alors bxa est neutre a droite et a b est neutre a gauche.

Correction de I’exercice 2962 A

1. Associative, commutative, {e} = élement neutre, A est symétrisable <= A = {a} avec a symétrisable.
2. Oui.

Correction de ’exercice 2963 A

1. Non commutative, associative, (1,0) = élt neutre,
(a,b) est régulier <= a # 0.
(a,b) est inversible <= a = =£1.

Correction de I’exercice 2966 A

1. Non, a n’est pas régulier.
2. Oui, G~ Z/37Z.

3. Non, il n’y a pas d’élément neutre.

Correction de I’exercice 2981 A

1. x—=ax,aeQ.
2. x—0.
3. x— 1.

Correction de I’exercice 2996 A

1.
2. Soitx € G:Ju,v € Ztqua+vb=1= x=(x*)(x").
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Correction de ’exercice 3003 A

Soir {ey,...,e,} une partie génératrice de cardinal minimal. Alors les 27 éléments e}’ ...eg” avec oy € {0,1}
sont distincts (sinon un des e; appartient au groupe engendré par les autres) donc n > 27.

Correction de I’exercice 3004 A
Si a € G est d’ordre infini alors il engendre un sous-groupe isomorphe a Z, qui a une infinité de sous-groupes ;
c’est exclu. Donc tous les sous-groupes monogenes de G sont finis, et G est la réunion de ces sous-groupes.

Correction de ’exercice 3007 A

1.

2. A est intégre car {0} est premier et si a € A\ {0} alors a x a € (a®) qui est premier donc @ divise a
d’ou a est inversible.

Correction de I’exercice 3010 A

1.

2. 1.

3. x+y=(x+y)? =2 +y* +xy+yx =x+y+xy+yx = xy+yx=0.
Poury=1:x+x=0=1=—-1.
Pour y quelconque : xy = —yx = yx.

4. Antisymétrie : si x = ay, alors xy = ay> = ay = x.
Donc (x<y)et(y<x)=xy=x=y.

Correction de ’exercice 3012 A
Si (1 —ab)c =1=c(1—ab) alors abc = ¢ — 1 = cab donc babca = bca — ba = bcaba soit ba(1 + bca) = bca =
(1+bca)ba donc 1+ bea est inverse de 1 — ba.

Correction de ’exercice 3013 A

1.

2.

3. Remarque : la réciproque fausse : A = Z[X], I = (X),J = (X +4).
4. 114Z.

Correction de I’exercice 3022 A

flxr,.oxn) = arx) + -+ + apxy.

f est multiplicative sur la base canonique = a;a; = 0 pour i # j.
f(1,...,1) =1 = undes g; vaut 1, et les autres 0.

conclusion : f = fct coordonnée.

Correction de I’exercice 3023 A
1.
2. idem 3022 : les projections + la valeur de stationnement.

3.
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Correction de ’exercice 3024 A

1. £1,+i
2.0na:14+i=0x2+(1+i)=1x24+({—-1).
3.

Correction de I’exercice 3026 A

K ={0,1,a,b} et {1,a,b} est un groupe multiplicatif = b = a*, a®> = 1.

+10 1 a a2 ><‘1aa2
001 a d? 1|1 a da?
1110 @%a ala a®1
ala a0 1 a?la*1 a
ala*a 1 0

Correction de I’exercice 3042 A

Soit A non vide et minorée, et B = {minorants de A}.

B n’est pas vide et est majorée par A donc B = sup(B) existe.
Soitace A:VbeB, b<adoncf <a.

Par conséquent, 8 minore A, donc 8 = max(B).

Correction de I’exercice 3043 A

Si (a,b) majore A, alors (a,b) > (j:%ﬁ %ﬁ) donc (a,b) > (0,v/2).

Réciproque : si x> +y? < 1, alors (x+y)2 + (x —y)? < 2, donc y+x < V2, et (x,y) < (0,v/2).
Finalement, sup(A) = (0,/2).

1.
2.
3.
4.

Correction de ’exercice 3057 A

1. a=33,b=-200.
2.

Correction de ’exercice 3060 A

1. Récurrence sur n.
2. Sia>n,alorsa=>b+1avec b > n, donc f(b) > n, donc f(f(b)) > f(a). Contradiction.

3.

Correction de I’exercice 3065 A

l.a=bg+r=Y=q+q+--+q+(g+1)+---+(qg+1)=bg+r=a.

b—r r
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Correction de ’exercice 3066 A

Supposons d’abord |r — v/a| < qiz. Cela implique |r| < v/a+1.
Majorons |r> —al :

P2 —a| = |r—+/a| x |r+a| < |r—a| x (|r|+va) < |r—+a| x (2va+1)

Minorons |r* — al, en posant r = 5, a=

2
2 P m
|r —a]—‘() - —
q n

La derniére inégalité provient que le numérateur np*> — mgq® n’est pas nul (sinon /a serait rationnel).
On déduit de ces deux majorations :

1
— < | —a|<|r—Va| x (2y/a+1)
ng?
Et donc : 1 1
r=val n(2y/a+1)q¢?
Cette inégalité est aussi clairement vérifier si }r —va ‘ > ql—z.
La constante C = m convient.

Correction de I’exercice 3067 A

VXY= \/a—l—\/l;@x+y+2\/)7y:a+\/l;@b+4xy—4\/bxy: (x+y—a).
:>:bxy:r2:>\/l;( —%) :x—l—y—a:>r:getx+y:a:>(x—y)2:a2—b.
<:a’—b=u’.Onprendx = ety=5S" = x+y+2,/xy=a+Vb.

Correction de I’exercice 3068 A

1. uy, = 3((a+2b)+2(a—b)(—3)").
2.
3. vp=Axul
4,

)"

B —

Correction de ’exercice 3069 A

2

Louy="%—n+3(1—(-1)").
2. uy =" +aj"+b*

Correction de ’exercice 3070 A

2u, = ug +vo + (—%)" (o —vo), 2vy =up+vo— (—%)n (1o —vo).

Correction de I’exercice 3071 A

k _
Louy) =¥k o Co(=1) Puy.

2.
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Correction de ’exercice 3072 A

L.
2. 6T, = (3+v6) (5+2v6)"+ (3—V6) (5-2V6)".

Correction de ’exercice 3076 A

1. (ab)o(cd).
2.

Correction de ’exercice 3077 A

1. (12)0(ij).
2.

Correction de I’exercice 3078 A

€(0) = (1),

Correction de ’exercice 3082 A

Compter les inversions ou récurrence : () = (—1)"*=1/2,

Correction de ’exercice 3084 A

Les puissances de ©.

Correction de ’exercice 3085 A

Conjugaison: 7= (12345)*0(678910)",
out=(16)0(27)0(38)0(49)0(510)0(123450(6789 10)".
= 50 éléments.

Correction de ’exercice 3087 A

30.

Correction de ’exercice 3089 A

203, x 2C3
2!

51C8, x 5!C8

o =10372722765601 996 800 000.

3 5
C5g X x 4!1Cy7 x

Correction de I’exercice 3095 A

7
77 77

4_ 2 _ 7 7 g 7 3
7* =1(mod 10), 7 = 1(mod4) et 7" estimpair donc 7 =7 =3(mod4) et 7 =7 =3(mod10).

Correction de I’exercice 3096 A

1.
2. x=1y=1loux=2,y=3.
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Correction de ’exercice 3098 A

reste= 2.

Correction de I’exercice 3102 A

n?+3n+5=(n—59)% — 88(mod 121).
Si 121 divise n*> +3n+5, alors 11 | n — 59 = contradiction.

Correction de ’exercice 3105 A

x =y(mod4).

Correction de ’exercice 3106 A

1.
2. Récurrence : a
3. x = 123456789800000001/3

Ax104 (a4x10k _ 1)(a4><10"><9_|_.‘_+a4><10k><0)‘

Correction de I’exercice 3107 A

56786730 =2 x3x5x7x11x 13 x 31 x 61. Pour tous ces facteurs premiers, on a ¢(p) | 60.

Correction de ’exercice 3108 A

Lordre de 2 dans (Z/qZ)* divise p donc est égal a p et cet ordre divise ¢(q) =g — 1.

Correction de I’exercice 3111 A

(a+b)Am=d.

Correction de I’exercice 3112 A

= |a—b|(aAb)? ou3|a—b|(anb)>.

Correction de I’exercice 3113 A

sin=2(mod5), d=35

8(m*+n)=(02n+1)(4n*-2n+5)-5=d=2n+1)A5=
(n”+n) = (2n+1)(4n n+5) (2n+1) sin#2(mod5), d=1.

Correction de ’exercice 3114 A

(157> +8n+6) A (300> +21n+13) = 1.

Correction de I’exercice 3115 A

{a,b} € {{50,600}, {150,200} }.

Correction de ’exercice 3116 A

{a,b} € {{1,192},{3,32},{7,126},{14,63} }.

Correction de ’exercice 3117 A

{x,y} ={147,252}.
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Correction de ’exercice 3118 A

x =14k, y=15k.

Correction de ’exercice 3119 A

X impair, y =2 —x.

Correction de I’exercice 3120 A

x=1louy=1.

Correction de I’exercice 3121 A

(300, 150), (150, 100), (100,75), (75,60), (60,50).

Correction de ’exercice 3122 A

I.a"—1|(a"—1)d" =d"—d".
2. AN(AQ+R) =AAR. Algorithme d’Euclide sur les exposants de a.

3. ssim|n.

Correction de I’exercice 3124 A

1.
2.
3.x=1+11k, y=—1+7k

Correction de I’exercice 3125 A

l. x=67—-71k, y=—89+95k.
2. x=24+53k, y=9+20k.
3. x=—-49+20k—5m, y=49-20k+4m, z=-T7+3k.

Correction de I’exercice 3127 A

1. x =7422(mod 13860).
2. x=7(mod60).

Correction de ’exercice 3128 A

785.

Correction de I’exercice 3130 A

a,b,c 2 a?2 premiers entre eux.

Correction de ’exercice 3131 A

Décomposer en facteurs premiers.

Correction de I’exercice 3134 A

Récurrence.
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Correction de I’exercice 3135 A

On suppose a, r entiers supérieurs ou égaux a 2.
a—1]a"—1donca=2.Sir=pqalors2” — 1| 2" — 1 donc r est premier.
La réciproque est fausse, 2! — 1 =23 x 89.

Correction de ’exercice 3136 A

1.
2. M11 =23 x §9.
3.
4.

Correction de ’exercice 3140 A

(=1)P=D/2 = 1(mod p).

bl

Correction de I’exercice 3142 A
498.

Correction de I’exercice 3143 A
H, = Hy, = H2n+1-

Correction de ’exercice 3144 A

_g-1
=4,

Correction de I’exercice 3145 A
SipEP:EInEZtelque%EAavecn/\p:I.

Alors pour tous x,y € Z, on a @ € A, donc %Z CA.

Correction de ’exercice 3147 A

1. Six, = % #£0: kl < g < kl—fl,:> Xpal = k"k”;‘/ et 0 < k,p — g < p. Donc la suite des numérateurs est
strictement décroissante.

_p_ 1 1 _ 1
2. Car-xn+l T g ky < kn—1 kn*
1 1 1
3. np > np,l(np,I — 1) = m Jrn*p < np_1—1°
1 1 1
nyp_1— 1> np_z(np_z — 1) = Mp2 =1 N, 10 etc.
Finalement, x < no%l = ngy = ko.

(cf. INA opt. 1977)

Correction de ’exercice 3148 A

1. Pour x = %, on peut prendre : m = gc — pd, et n = pb —qa.
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2. (m,n) est unique a un facteur pres.

3, matne _a _ n(bc—ad) et ¢ _ matnc _ m(bc—ad)
* mb+nd b b(mb+nd)’>~"d  mb+nd — d(mb+nd)"

Correction de I’exercice 3149 A

=

1. x=—5.
2. x=

3. Pas de solution.

(SSI| )

Correction de ’exercice 3150 A

r'q 'pqd’ ., .
. ¥ =y"& Z"/’f = Z/”q' (formes irréductibles)
o ——r b — pla
= pp’ q p/pq/ = pb p/a

Comme a Ab = 1, on décompose p,p’,q,q" en facteurs premiers = le résultat.

b—a b—a

2. (pq’:m“nb, p’q:mbn“,m/\nzl,a<b) =Sd=mn"a=n"%etb=m
3. m=n+ldoncsib—a>2,ona:m~—n"~=(m—n)(m~"4... b= >b—a
n n+1
Doncb—azlzm—n,a:n,x:(1+$> ety:<1+%> )

Ces valeurs conviennent.

Correction de I’exercice 3151 A

25,y=32.

15 ou ﬁ

1. x
2. x

Correction de I’exercice 3152 A

1. 0, +1, +5.
2.
3.

Correction de I’exercice 3155 A

Etudier le méme produit dans Z/nZ.

Correction de ’exercice 3157 A

A i e
»

=
N3]
~
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Correction de ’exercice 3160 A

Pour 1 <k < p:k!Cy, = (p+1)...(p+k) =k!(modp) donc Cy ., = 1(mod p). De plus Cj, = 0(mod p) d’ot
CyCp ., = Cp(mod p?).
Ensuite (p —1)!6’517:2(1)—1—1)...(p—i—p—1)52(1)—1)!4—2]9):?:_11 (p_l.m(modpz)EZ(p—l)!(H—pZ{’ ]11’>(modp2)

ot i’ désigne I’inverse de i modulo p. L’application x ++ x~! est une permutation de (Z/pZ)* donc Yo 11 /=

p(p2 U (mod p) = 0(mod p), d’o CpCh, =2(modp?).
Enfin Y7, C3Cp = 1+ X[ ICk +2(mod p?) = 27 + 1(mod p?).

Correction de I’exercice 3161 A

L’ équation caractéristique, X* = 4(X? + X + 1) admet trois racines distinctes dans Z/11Z : 1,6,8. Donc x, est
de la forme : x, = a+6"b+8"c avec a,b,c € Z,/11Z.On a 6'° = 819 = 1(mod 11), donc (x,) est périodique de
période divisant 10. La plus petite période est 1 si b = ¢ = 0, 10 sinon car les suites (6") et (8") ont 10 comme
plus petite période modulo 11 et’ona: 8(xyr1 —Xn) —5(Xni2 —Xni1) =7-8"cet T(xpi2 —Xnt1) — (Xng1 —Xn) =
7-6"D.

Correction de ’exercice 3162 A
1.
2. (a) Le nombre de solutions de I’équation x = 1 est inférieur ou égal a g < p — 1.
(b) 0=0a’—1=(a?—1)(a®?+a?+1) donc a® est racine de x* +x+ 1 = 0, de discriminant —3.

3. Il existe x € Z/pZ solution de x> +x+ 1 = 0, et un tel x est d’ordre multiplicatif 3. Par le théoréme de
Lagrange, on en déduit 3 | p— 1.

Correction de ’exercice 3163 A
Regrouper x et n — x.

Correction de I’exercice 3167 A
PX)=—140X)x(X-1)"X+1)"|0X)(X—-1)"-2X"|Q(X—1)(X—2)"—2.Soit2=A(X)(X —
2)" + X"B(X) la division suivant les puissances croissantes de 2 par (X —2)" a ’ordre n. On obtient X" |
oX—1)— A( ) soit Q(X) =AX+1)+X"R(X) etdeg(P) < 2n< R =0. Calcul de A(X) par développement
limité : o = Y3z, (1) ¥ + O(x") done :

sl kxk ol Xk
AX) = (2}1—)1 Z ( k )( Z n+k— 1 2n+k—]

Correction de I’exercice 3169 A
vect(P(X),P(X +1),...,P(X +n)) contient P, AP, A*P, ..., A"P donc K,[X] d’apres le thm des degrés étagés.

Correction de ’exercice 3170 A

Déja il est nécessaire que k = n. Supposant ceci réalisé, la matrice de (F,...,F;) dans la base canonique
de C,[X] est équivalente a la matrice de Vandermonde de zp, ..., 7. Donc une CNS est : k = n et zp, ...,z sont
distincts.

Correction de I’exercice 3171 A

1. PoP—X =(PoP—P)+(P—X).
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2. P(2) =2 +3z4+1=z7=—1,—1,-2+i.

Correction de I’exercice 3173 A

Ker® = Ko[X], In® = (X — a)K,_[X].

Correction de I’exercice 3175 A

Formule de Taylor : % € Z[X].

Correction de I’exercice 3176 A

1.
2. Appliquerle 1) a P(X +k).

Correction de I’exercice 3179 A

P=a(X>+1)+bX+c _ P=cosO(X>—1)+2Xsin0
Q=dX*+1)+bX+¢ Q=sin@(X>—1)—2XcosH.
P A Q =1 car +i ne sont pas racines de P et Q.

Correction de ’exercice 3180 A

degP<2=Pe{l,X,X+1}.

Correction de ’exercice 3181 A

1. Isomorphisme P — P(X)+P(X +1).

2. P =nP,_.

3. B(X+1) =Y} ,CkP.  (Taylor).

4. O0n(X) =Fi(1 = X) = On(X) + On(X +1) =2(=1)"X".

Correction de ’exercice 3182 A

1. Bezout généralisé.
2. (1=X)P'—nP)(1-X)"'+ (nQ+XQ) X" =0.

3. PED(0) = (n+K)PW(0) = P = X5, Cp gy XE.
4,

Correction de I’exercice 3184 A

Q=P+P +P'+...:Q(x) = +oo lorsque x — oo, donc il existe & € R tel que Q(¢t) soit minimal.
Alors 0 = Q'(a) = O(a) — P() = minQ > 0.

Correction de I’exercice 3185 A

oui ssi P est pair.

Correction de I’exercice 3186 A

1. Po(u) =2, Pi(u) =u, Ppr1(u) = uPy(u) — Py (u).

2. we=2cos( 0T k=0, n— 1.
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Correction de I’exercice 3187 A
1.
2. Trivialement vrai ou trivialement faux selon le choix qu’on a fait en 1.
3.

4. Soit Q € C[X] et Fp = {RQ, R € C,[X]}. On a Fyp = {RQ, R € C[X]} de maniére évidente, donc Fy est
stable par la multiplication modulaire par X.

Soit réciproquement F un sev de C,[X] stable par la multiplication modulaire par X. Si (P, ..., P;) est
une famille génératrice de F alors Q = pged(Py,...,P;) € F d’apres la relation de Bézout et la stabilité
de F donc Fp C F et P; € Fp puisque Q divise P, d’ou F C Fp et F = Fp.

Correction de I’exercice 3188 A

Tout polyndme a coefficients complexes non constant est surjectif sur C donc P(C) C R < P = a (constante
réelle).

On a par interpolation de Lagrange : P(Q) C Q & P € Q[X].

Montrons que P(Q) = Q < P =aX + b avec a € Q*, b € Q : la condition est clairement suffisante. Pour
prouver qu’elle est nécessaire, considérons un polyndme éventuel P de degré n > 2 tel que P(Q) = Q. On sait
déja que P est a coefficients rationnels, donc on peut I’écrire sous la forme : P = M avec a; € 7,
a, #0etd € |||*. Soit & un nombre premier ne divisant ni a, ni d, et x = p/q (forme irréductible) un rationnel
tel que P(x) = 1/m. On a donc : m(apq" + --- + a,p™) = dq" ce qui implique que 7 divise ¢. Il vient alors :
a,pt =dq" /T —aoq" —--- —a,_1qp™"" ce qui est impossible puisque 7 est facteur du second membre (n > 2)
mais pas du premier (p Ag = 1).

Correction de ’exercice 3189 A

Clairement E = & si les y; ne sont pas distincts. Si yy,...,y, sont distincts, soit P € E, n = deg(P) et A le
coefficient dominant de P (P # 0 car les y; ne sont pas tous nuls). Alors P(X) — y; a pour seule racine x; donc
P(X)—yi = A(X —x;)". Pour n =1 on obtient P(X) = y; + A(X —x;) avec A € C*. Pour n > 2 on obtient
y2—y1 =AX —x1)" = A(X —x3)" = nAX" ! (xy —x1) +... ce qui est impossible donc E = &.

Correction de I’exercice 3190 A

1. Récurrence sur Card (S) en mettant le terme de plus bas degré en facteur et en dérivant le quotient.

2. Appliquer la question précédente aux suites (Re(ay)) et (Im(ay)).

Correction de ’exercice 3191 A

Soit f(x) = Y1% Xf—k f est strictement décroissante de 0 & —eo sur | — o0, 0], de 400 & —co sur chaque inter-
valle Jk,k+ 1], 1 <k < 100 et de +o0 a0 sur 100, +oo[. Doncilexiste | <oy <2< o < -+ < Qg < 100 < Q00
tels que £ = {x € Rtq f(x) > 1} = U9 ]k, o]

La somme des longueurs est L = Y}% oy — 1% ket oy, . .., 0100 sont les racines du polynome :
100 100 100
PX)=T]x-k) =Y k[Jx-i)=x"C-2X"Y k+...
k=1 k=1 itk k=1

Dot Y% o =21 % ket L= Y% k = 5050.

Correction de I’exercice 3192 A
Le sens < est trivial. Pour le sens =, il suffit de vérifier la propriété lorsque P est irréductible, strictement
positif sur R, et le seul cas non trivial est celui ot P est de la forme : P = (X —a)? +b? avec a > 0, b > 0.
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Dans ce cas, le coefficient de X* dans (X + 1)’P(X) est : C¥(a® +b*) —2aCy ' +CF~2, en convenant que C}
vaut 0 si I’on n’a pas 0 < y < x. En mettant ce qui peut I’étre en facteur et en ordonnant le reste suivant les
puissances de k, on est rammené a montrer que la quantité :

K (a* +b* +2a+1) —k((a® +b*) (204 3) +2a(L+2) + 1)+ £2(a® 4 b?)

est strictement positive pour tout k € [[0, ¢+ 2]] si £ est choisi convenablement. Or le discriminant par rapport
a k est équivalent & —4¢2(2a+ 1) lorsque ¢ tend vers oo donc un tel choix de £ est possible.

Correction de I’exercice 3193 A

On suppose E fini et on montre que P est constant : il existe a € Z tel que P(a) # 0. Soit N =[] ,cg pltr(P@),
Alors pour tout k € Z, P(a+kN) = P(a)(modN) (formule de Taylor), donc v,(P(a+kN)) = v,(P(a)) pour
tous k € Z et p € E. Comme P(a+kN) est produit d’éléments de E, on en déduit que P(a+ kN) = +P(a) pour
tout k, donc P prend une infinité de fois la méme valeur.

Correction de ’exercice 3194 A

Prendre pour P, la partie réguliere du développement limité a 1’ordre n de /1 + x.

Correction de ’exercice 3195 A
Analyse : on pose P; = ap+a1 X +---+a,X" et on considere la fraction rationnelle

aop ap ay P(X)
Fix)=% — .
B = 1 T X XD )
1 _ip. _ . _ ilP(i+]) . _ (j+n+1)! . .
Alors [i_ot'Pj(1)dt = F(i+1) = 7 5q; done P(j+1) = *=—= et P(k) = 0 pour k € [[Ln+1]]\{j+ 1},
soit
j 1H! X—k
P = VEED T
J! kﬁﬂj—l—l—k
nj (Jtn+1)!
IR ) W)

D=zt

Synthese : soit Q; le polyndme ci-dessus et a, . .., a, les coefficients de la décomposition en éléments simples

de ﬁx&w On doit juste vérifier que les a; sont entiers. Calcul :
P 21 G 1)t i+ D) G +n+1)(+n+1)!
i (=Dt (n—1i)! (+j+ D22 (n—i) (n—j)!
= (-1)CCL A Clnn Gun+ 1) € Z.

Correction de ’exercice 3198 A
Ime ={P € Etelque X — 1 | P} (Bézout généralisé).
Kerg = vect(X3 + X+ X).

Correction de I’exercice 3199 A

. A-X)BX—a)

2. cosnb + X sinn6.

Correction de ’exercice 3200 A
P=A((X+2)(X+3)(X+4)-06).

Correction de ’exercice 3201 A
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. X+1
2.1
3. X2—iX+1

Correction de ’exercice 3202 A

1. 7U=X+3, 7V=-X>-3X>24+X+4
2.3U=2X>-X+1, 3V=-2X>-X+2

Correction de ’exercice 3203 A

(—1)"=2 sin = 0(mod3)
Substituer jaX = R=1¢ ((—=1)""' = 1)(X+1) sin=1(mod3)
(=D)"+1)X sin=2(mod3).

Correction de ’exercice 3204 A
n=0(mod6).

Correction de ’exercice 3205 A
1.
2.
3. Faire le produit.

Correction de ’exercice 3206 A

1. (299 —1)Xx+2-2%.

2. 21(x —/3).
3. 192(X —v2)".
4.

Correction de ’exercice 3207 A
A=u=-1.

Correction de ’exercice 3208 A
—3X3+X>-X—1.

Correction de I’exercice 3209 A
n=gm+r=X"—1=X"—1(modX™ —1). On applique la méthode des divisions euclidiennes entre n et m
= pged = X"V — 1.

Correction de I’exercice 3210 A

1.

2. Récurrence.

Correction de ’exercice 3214 A
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Correction de ’exercice 3215 A

% —2wkcos 0+ 1= (0 —e®) (0 —e ) et TT}_} (0 —x)

(=D)"(x" —1).

Correction de ’exercice 3217 A

n_2X"cosn® +1 = (X" —ei’le)(X" —e‘ine).
0= <22:1Xkei(nflfk)9) (Zn:lxlefi(nflfl)9>

=y éXk<Z i(k—2p) >+):2n 2Xk<22 1 n+lez(k72p)9)

ksm (k+1)6 2n— 2 ksin(2n—k—1)6
_Z sin 6 +Z X sin 6 .

Correction de ’exercice 3218 A

Division de proche en proche : QO = ):Z;(l) X*cosk@.

Correction de I’exercice 3219 A

= X2+ X+1 | X"+ pX'+q <= " +pj"+q=0.

Correction de I’exercice 3220 A

(X+1)(3X —1)(X>+3X +5).

Correction de ’exercice 3221 A

On calcule pged(P(X),Q(X)) = X? +5.
=x;=IiVietx) = —i\@.
On obtient alors : P(X) = (X?+5)(X? —3X +1).

3+f _ 35

Les deux derniéres racines sont x3 = et xy >

Correction de ’exercice 3222 A

P=(X-2)%x-3)%

Correction de ’exercice 3223 A

a = 10i. Racines : i,i,1, ’3“5‘/3, ’3”2‘/3.

Correction de ’exercice 3224 A

A=0,x=1.

Correction de ’exercice 3225 A

P doit étre divisible paer2 —X+r=r —3r+p+1= 252 —r+qg=0.
On calcule le pged de ces expressions = CNS : 4p*> —4pg+q¢*>+3p+11g—1=0.

Correction de I’exercice 3226 A

iy (X1 (X =) (X = (n1)
= (cay SR Ge)
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Correction de ’exercice 3228 A
Pour x € R, on a P(x) = Im((1 +xe®®)").
Donc P(x) =0 <= 3k€{0,...,n—1} et A € Rtels que : 1 +xe’® = Aekm/7,

On obtient x; = A s 0 <k <n—1.

Correction de ’exercice 3230 A
P=a(X—b)%

Correction de I’exercice 3231 A

1. siP(x) =0, alors P((x—1)*) = P((x+1)?) =0.
On a toujours |x| < max{|x—1|,|x+ 1|} donc, s’il y a une racine de module > 1, il n’y a pas de racine
de module maximal = P = 0.
Or max{|x— 1], |x+ 1|} > 1 avec égalité ssix =0. Donc P=0ou P = 1.

2. Si x est racine, alors x? et (x+ 1)? le sont aussi.
=|x[=00ul=|x+1|=00ul=x€c{0,—1,j,*}
x=0oux=—1= P(1)=0:exclus.
Donc P = a(X — j)*(X — j?)B. On remplace = P = (X> + X +1)%

3. Seule racine possible : 1 = P = —(X — 1)k,

Correction de I’exercice 3233 A
Mémes racines avec les mémes multiplicités.

Correction de ’exercice 3234 A

1. P= 3] N D(z9) _ @’(zk)‘

X—z 20—k n
2. Les deux membres sont égaux en zy, ..., Z,.

3. Décomposer @ sur la base ((X - Zo)k).
4. Y, e¥kp/n — 0 pour p < n = OK.

Correction de ’exercice 3238 A
x:z+% avec 2 +22+---+1=0.

Autres racines : 2 cos 47” et 2cos 67”.

Correction de ’exercice 3239 A

1. Soit P(x) = au [Ty (x—x¢)- Ona: Fi_g b = — (5 ) (1) = 2582 (x).

2. Pourk=1,x=0,0na:aya < %a%.

(k=1) dont les racines sont encore réelles simples :

k1)1 i 2 k2
(k—1)lag_; x ! 5 Yo < 7 (Klag)” = araks1 < g4

Pour k quelconque : on applique le cas précédent a P

Correction de ’exercice 3240 A
0=X>-3X+1,P= (X - f2) (x - =B} (x> x +4).

Correction de I’exercice 3242 A
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1. p est premier car K est integre.
On a 17 =1, (xy)? = xPyP (un corps est commutatif) et (x+y)? = xP +yP + Zf;ll Cf,xkyf’*k =xP +yP
carpdiviseC]’j sil<k<p-—1.

2. Remarquer que P' =0 < P € K[XP].
On suppose o surjectif. Soit P(X) = Q(X?) = ag + - -- + aX*? un polyndme non constant 4 dérivée
nulle. Il existe by, ..., b tels que b? = a;. Alors P(X) = Q(X)? est réductible.
On suppose que tout polyndme irréductible a une dérivée non nulle. Soita € K et P(X) =X” —a. P’ =0
donc P est réductible. Soit Q un facteur unitaire irréductible de X” — a. Alors Q” et X —a ont Q en
facteur commun donc leur pged, D, est non constant. Mais Q” et X? — a appartiennent a K[X”] donc
D, obtenu par 1’algorithme d’Euclide aussi, d’ot D = X? —a et X? — a divise QF. Par unicité de la
décomposition de Q" en facteurs irréductibles, il existe r € ||| tel que X? —a = Q". Par examen du degré
onar=pdoncdegQ =1, 0 =X —b et finalement b” = a.

Correction de I’exercice 3243 A

V(@) est pair si et seulement si P(a) et P (o) ont méme signe, de méme pour V(f). Comme P () =
P™(B) on en déduit que V() — V(B) est pair si et seulement si P(cx) et P(B) ont méme signe, donc si et
seulement si P a un nombre pair de racines dans [a, B].

Décroissance de V : V est constant sur tout intervalle ne contenant aucune racine de P,P’, ..., P~ Y. Considé-
rons xo € [a, B tel que P*) (xg) # 0, P¥T1 (xg) = --- = PV (x0) = 0 et P()(x9) # 0. Alors pour x proche de
xo avec x > xp, P (x) a méme signe que P¥)(xq) et P&+ (x),..., P (x) ont méme signe que P\¥)(xo) donc
les nombres de changements de signe dans les sous-suites (P*)(x),..., P (x)) et (P%)(xo),...,P") (xy)) sont
égaux. De méme si P(xg) = --- = P~V (xp) = 0 et P)(x) # 0. Ceci prouve que V(x5 ) = V(xo) pour tout
X0 € [OC , ﬁ [

On considere a présent xg € |, B] tel que P%) (x) # 0, P&+ (xg) = --- = P (x0) = 0 et P (x) # 0. Alors
pour x proche de xo avec x < xg la sous-suite (P (x),...,P()(x)) a £ — k — 1 changements de signe si P*Y) (xo)
et P)(xo) ont méme signe, £ — k changements de signe sinon tandis que la sous-suite (P (xp),..., P (xo))
en a un ou zéro. De méme, si P(x) = --- = P~V (xp) = 0 et P)(xy) # 0 on trouve £ changements de signe
pour (P(x),...,P"(x)) et zéro pour (P(xy),...,P")(xp)) donc dans tous les cas V(x;) = V(xo). Ceci achéve
la démonstration.

Correction de ’exercice 3244 A

Pour z € U, on a Q(z) = 0 & P(z)/7*P(Z) = —w. Comme P(Z) = P(z), les deux membres ont méme module
pour tout z € U, il faut et il suffit donc que les arguments soient égaux modulo 27. Pour a € C avec |a| < 1,
une détermination continue de Arg(e’® —a) augmente de 27 lorsque 6 varie de 0 4 27 donc, vu ’hypothése sur
les racines de P, une détermination continue de Arg(P(z)/z*P(z) ) augmente de 27td lorsque 0 varie de 0 4 27.
Une telle détermination prend donc au moins d fois une valeur congrue & Arg(—®) modulo 27, ce qui prouve

que Q admet au moins d racines distinctes dans U.

Correction de ’exercice 3245 A

f(2kr/n) > 0> f((2k+ 1) /n) pour k € Z donc f admet 2n racines dans [0,27[. En posant z = e, 7" f(x) est
un polyndme en z de degré 2n ayant 2n racines sur le cercle unité ; il n’en n’a pas ailleurs.

Correction de I’exercice 3246 A
X=X+ DX2+X+1D)(X2=XV3+D(X2+XV3+1).

Correction de ’exercice 3247 A

Racines : & = 24/ 2 i/ 2L @, f=2—/¥25 i\ /Y21 .
Factorisation de P sur R : P = (X2 —2Re()X + |o|?)(X? —2Re(B)X + |B/?) et les facteurs sont irrationnels.
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Correction de I’exercice 3248 A

1. P=|Q+iR|*.
2. Factoriser P.

3. Avec Maple: P = éQ@ avec Q = 65X% + (49i — 67)X + (42 + 11i) et Q est irréductible sur Q[i]. Donc

si P=A?+B? = (A+iB)(A — iB) avec A, B polyndmes a coefficients entiers alors, quitte & changer B
en —B, il existe A € Q[i] tel que : A+iB=AQetA—iB=AQdou:

2A = 65(A 4 2)X% + ((49i — 67)A — (49i +67)A)X + (424 11i)A + (42— 114)A)
2iB = 65(A — A)X? 4 ((49i — 67)A + (49i +67)A)X + ((42+ 11i)A — (42— 11i)A)
AL = 65.

En particulier 654 € Z[i], écrivons A = %;V avec u,v € Z:

Tu+4 42u—11
A:uX2—6 u-+ 9VX+ u v
65 65
49y — 67v 11u+42v
B=vX*+ X+
" 65 65
u? +v? = 65.

67u+49v est divisible par 65 si et seulement si u = 8v(mod 65) et dans ce cas les autres numérateurs
sont aussi multiples de 65. La condition u? +v? = 65 donne alors v = 4+1,u = £8 d’ou :

A==4(8X>—9X +5), B=+(X>+5X+2).

Correction de ’exercice 3251 A
1. Si P = QR alors Q(a;)R(a;) = —1 = Q(a;) = —R(a;) = £1, donc Q + R a n racines, donc est nul, et
P = —Q? : contradiction pour x — oo,
2. Méme raisonnement : P = Q% donc 0> —1=(Q—1)(Q+1)= (X —ay)...(X —ay,).
On répartit les facteurs entre Q — 1 et Q+ 1 : n = 2p, contradiction.

Correction de ’exercice 3252 A

Soit P= QR avec Q = X" + by, 1 X" 14 4+ boX et R= X"+, 1 X271+ 4+ coXO.

Par hypothese sur ag = bycg, p divise un et un seul des entiers by, co. Supposons que p divise by, by, ..., br_1 :
alors a; = byco(mod p) donc p divise by. On aboutit & « p divise le coefficient dominant de Q », ce qui est
absurde.

Correction de I’exercice 3253 A

On suppose a # 0 et X —a = PQ avec P,Q € K[X] unitaires non constants. Soit n = deg(P) € [[1,p—1]] et
b= (—1)"P(0) € K. b est le produit de cetraines p-emes de a, donc b” = a". De plusn A p =1;soit nu+pv =1
une relation de Bézout. On a alors bP* = @™ = a' =P d’oti a = (b"/a”)P donc b*/a" € K est racine de X” —a.

Correction de I’exercice 3254 A

3(g+e+t+t+e+g) =9
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Correction de ’exercice 3255 A
5

3

Correction de I’exercice 3256 A
1

3-

Correction de I’exercice 3257 A
X' =-22+2%x—1=d +b"+c" =—17.

Correction de I’exercice 3258 A
{a,b,c} - { 7_%7_%}'

Correction de ’exercice 3259 A
{x,y,z2} ={-1,1,2}.

Correction de ’exercice 3260 A
d=2{ab.c}= {O,i%}.

Correction de ’exercice 3262 A

1. 50p® =274

2. a>+b*+c* =2c*+1=—2p = I'une des racines de I’équation aux carrés (—Y3 —2pY? — p?Y + ¢?%)
doit étre —p — 1. CNS < 2p+1+84% = 0.

Correction de I’exercice 3263 A
20p° +274> = 0.

Correction de ’exercice 3264 A

b=0,c= %az = racines : —3x, —x,x,3x avec x =/ 75

Ola

Correction de I’exercice 3265 A
—P(-2—-X)=X3+4X>+7X +2.

Correction de ’exercice 3266 A
X34 (2b—a*)X? + (b* —2ac)X — .

Correction de I’exercice 3267 A

racine 1 : L = —6.
racine -1 : A = —4.
racine o € U\ {£1} : les autres sont é et—A=1=6,a= 1+lﬁ.

Correction de ’exercice 3268 A

1. Les coefficients de P sont bornés.
2. P(X?) = (—1)"P(X)P(—X) = P € Z[X].
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3. La suite (P) prend un nombre fini de valeurs.

Correction de ’exercice 3269 A

Soit y = yx+ & 1’équation de la droite en question. On veut que 1’équation x* +ax® +bx* 4 (c— y)x+(d—8) =0
ait quatre racines distinctes en progression arithmétique. Si r est la raison de cette progression alors les racines
sont —§ — %r, —3— %r, -3+ %r et —§ + %r. On doit donc chercher a quelle condition sur a,b,c,d il existe

Y, 6, r réels tels que :

(—g—§r>(—g—lr>+ —l—(—g—i-lr)(—g—i—ér)——b
4 2 4 2 4 2 4 2]
4 2 4 2 42
—&-(—g—lr)(—g—i-lr)(—g—&-fr)—c—
L AL A I L A
24
4

a 3 a 1 1 a 3
( 4 2r>( 4 2;»)( r)( 4+2r>
Les deux dernieres équations sont satisfaites 2 r donné en choisissant convenablement y et 8. La premiére
s’écrit apres simplifications : %rz = %az + b et la condition demandée est 3a” + 8b > 0.

Correction de I’exercice 3270 A

1.

2.

3.ssidGeK(X)telque GoF =X = PoF =XQoF.
A (po—Xqo)
B (pn—Xdqn)

F= %, ANB=1= { = F est homographique.

4. F = ¢(X).

Correction de ’exercice 3272 A
F=§.SiP=2Q:ImF = {1}.
SiP=AQ0+u:ImF=C\{A}.
Sinon, ImF = C.

Correction de I’exercice 3273 A

1) G =cste.

2) Faunseul polea = F = ﬁ etG:cH—é avec degP < k.
3) F e CX]= G e C[X].

Correction de ’exercice 3274 A

1.

X"+l
2. ngty-

Correction de ’exercice 3275 A
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Correction de ’exercice 3278 A

I, = {F tels que deg F < —k}.

Correction de I’exercice 3280 A

1 =12 -3/4 1/12 1/3 1/3
(X242X+1)(x3-1) X+1)2 X+1 X-1 X—j X-—j2
—1/2 =3/4 1/12 1 2X+1

(X+1)2 "X+1 X—1 3X24+X+1°

Correction de ’exercice 3281 A

(=D 7p!

n
L Yoo mpmy e
sin(p+1—k
2 (=1)Pp! 1 . 1 _ Zi:ocfwll’!(_])kbm(ps;a )
2ising \ (X—e®)Ptl  (X—e—i@)p+l | ™ (X2—2X cos at+1)P+1

k +1 shka yp+1-k k p chka yp+1-k
kaaircp_plp!(*l)p ChaX] +Zkimpaircp+]p!(7l)] cha XP

3. (X2—2Xshoa—1)r+!

Correction de ’exercice 3282 A

1. 1.
2. 1/4.
3. 1/2.

Correction de ’exercice 3283 A

1 0'(a) 2 2R"(a)

0@X—a)? ~ QM) (X—a) _ R'(@(X—aP  3R(a)(X—a)’

Correction de ’exercice 3284 A

n (1+a?)" 2na;—P" (a;)(1+a?) /P (a;)
L2 (e ar ).

2.

Correction de I’exercice 3285 A

1. Décomposer 1/P en éléments simples, et prendre x — oo.

0 si0O<k<n—1

2. Idem avec X¥/P =¥ = _
1 sik=n—1.

Correction de I’exercice 3286 A

/ __yvn  mP P __ymn m;
1. PP=Y1", X = P =Y T

o P’(Z) -0 @Z?:lmi\zz__:xﬁ? =0ez= Bar(x,-, |Z:';12>
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Correction de ’exercice 3288 A
FX+1)-F(X)=331— 3+ 55 = FX) =% — x7 +oste.

Correction de I’exercice 3289 A

_ HX a; N _ c—b;
F=Y0 5% — x0 = Megmoessy o A = T2

Correction de ’exercice 3290 A
Q= (XP+P)(XP' +P)=XP? <X+ %) (% + %)

% =Y ﬁ, donc les expressions : x + I;((f)) et % + [;,((;)) changent de signe entre a; et a; .

/
Cela fait au moins 2n — 3 racines distinctes (2n — 2 si 1 n’est pas racine), plus encore une racine pour % + 1;,((;))

entre O et a;.

Correction de I’exercice 3291 A

P _yun P(k) P(k) xP() _
—Zk,o CE e donc Zk 0T — = limy_e Q( y = 1.
Si I’on suppose |P(k ] < 2 pour tout k € [[0,n]] alors P((k ) Yo Tia—p = 1. contradiction.
Correction de ’exercice 3292 A
1. On suppose P 7é 0. Soient 1y, ..., o, les racines de P de multiplicités my,...,m, etn=my+---+m, =

N N 2 2
deg(P).Ona % =¥, % cetYirx _m’ = (%) =5 (%) © "((:)& 5 (sz a) ol o, 3 sont
les deux racines de P manquant dans P’ ".Si o; ¢ {a, B} alors en comparant les termes en 1/(X — a;)?
des membres extrémes on trouve m; = 1. De méme si @; = o #  ou I’inverse. Reste le cas o; = ¢ = 3
qui donne —m; = n(n— 1) —m? donc m; = n ce qui contredit I’hypothése “P a deux racines distinctes”.

2. Soient o; < ¢ les deux plus petites racines réelles de P. Si o est aussi racine de P” alors P et P’
changent de signe en ¢ et, en remplacant au besoin P par —P, P est convexe positif sur | — e, ;| et
concave négatif sur |oy, @[ ce qui est absurde. Donc ; € {a, B}. De méme pour la plus grande racine
réelle de P, ce qui prouve que o et § sont réels. En identifiant les éléments de premiere espece dans les
deux décompositions de P’/P on obtient :

5 nn—1)/(c—B) sia=c,
Vie(l,n], Y, =qnn—-1)/(B—a) sio=p,

7 0 — O
J#i 0

sinon.

En particulier pour o; ¢ {o, B} ona: ) % = 0 ce qui signifie que 0 est barycentre des @; avec
des coefficients positifs, donc appartient a I’enveloppe convexe des ¢}, j # i. Il en va de méme sans les
barres, et donc ’ensemble des racines de P n’a pas d’autres points extrémaux que o et 3 ; il est inclus
dans [, B] donc dans R.

Correction de I’exercice 3293 A
LX—1=X>+1)(X’+X>—1)-X* (X +1).
2. Fx) = 1ﬂ<\/xfﬁ) — arctanx + % — %

Correction de ’exercice 3294 A
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L 1=(1=-X>2(14+2X+3X>+---4+nX""1) + (n+ 1)X" —nX"t1.
9 — —ncosnf+(n+1)cos(n—1)6—cos 6

.20
4sin )

Correction de ’exercice 3295 A

1. 1-X?=(1-2XcosO+X?)(1+2XcosO +---+2X"cosnB) +2X"+ ! cos(n+1)8 — 2X"*2 cosnb.

2 — cosnf—cos(n+1)6
- 1—cos 6 :

Correction de I’exercice 3296 A

1.
2. Divisionde I parP = U =1-2X+X>+X3 - X4 V=—-1+X>+X34X*

Correction de I’exercice 3297 A
F =0G.

Correction de ’exercice 3298 A
Iy a égalité.

Correction de ’exercice 3299 A

L’intersection contient F.

Soitii € (F+(GNF))N(F+(GNG)): i=d+b=a+b avecd,d € F,bc GNF eth € GNG.
Alorsb—b =d'—ae FNG=F'NG,donch e G, donchF’ﬂG’ CF.

Correction de ’exercice 3303 A
CNS & Y! o # —1.

Correction de ’exercice 3305 A

1. (a) Soit P € R[X] que I’on décompose en P = P;(X?) + XPy(X?) . Alors P = (P + P,)(X?) — (1 —
X)Py(X?) = (1 = X)P(X?) + X (P, + P,)(X?), ce qui prouve que les deux sommes sont égales a
R[X]. Ces sommes sont facilement directes.

(b) Cela ne change pas A : les éléments de A sont ceux dont les parties paire et impaire sont opposées
(au facteur X pres), indépendament du fait (vrai) que ces parties sont des polynomes.

2. Soit f un isomorphisme de Ej sur Ey et F = {x— f(x)tqx € E1}. Alors E=E; ®F =E, ®F.

Correction de I’exercice 3310 A
= (i —go f(i)) +go f(i).

1. i
2. f(Img) CImf.
f=(fog)of=ImfCIm(fog)=f(Img).

Correction de ’exercice 3312 A
3. Jal # [b].

Correction de I’exercice 3315 A
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Non, ils n’ont pas méme dimension si E # {0} ou F # {0}.

Correction de ’exercice 3316 A

1. p(vow)=@(v)ow+vop(w).

2. Par récurrence @"(vow) = Y¢_oCko*(v) o @"*(w) donc siv € ¢, etw € ¢, alors vow € ¢pig_1.

Correction de ’exercice 3317 A

x = 2y + z
3y = —x +
3 = —x + 3y + z

Correction de ’exercice 3318 A
r=3, 2i-3b+5¢=0, b—2d—e=0.

Correction de I’exercice 3320 A

3. b[52 0
4 = 3x -y - z
49 = —x + 3y — z
47 = —-2x — 2y + 2z

SH .

2 = «x -y -
2y = —x 4+ y -
27 = —2x — 2y

Correction de ’exercice 3322 A

codimH = 0 : supplémentaire = {0}.
codimH = p: Soitii € E\ (HUK) : Alors H ® Kii et K @ Kii ont un supplémentaire commun, L, donc H et K
ont un supplémentaire commun : L ® K.

Correction de I’exercice 3332 A

Im fNImg = {0f}
2.1g(f+8) =rg(f) +ra(s) <~ {Im(f+g)—lmf+lmg
{Imfﬂlmg:{ap}
VXY, 3719 f(3) +() = (f+8)(2)-
= :Donc f(¥—7) =g(Z—y) =0.Poury=0:% = (X—Z) +7 € Kerf + Kerg.
< : Soient X =Xy +X, et y =y + ¥, : Alors f(X)+g(¥) = f(Xg) +80f) = (f + &) (X +¥y)-

Correction de I’exercice 3335 A
Im f C Kerg = rgf +rgg < dimE.
f+gestsurjective = Imf+Img=F = rgf +rgg > dimkE.

Correction de ’exercice 3336 A

1. dimH +dimK = dimE.
2. Si H@® K # E alors & n’est pas stable pour o.
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Correction de I’exercice 3342 A

2.(c) g(¥) =Z.

Correction de I’exercice 3343 A

3. () (f+8)(X) =0= f@) +g0 ' (®) =0

Pour k= p : f*1(¥) =0, puis pour k = p— 1 : fA2(%) =0, etc, jusqu’a ¥ = 0.

3. (b) Méme principe sur I’équation : (f + g)(X) = ¥.

Onobtient: (f+g) ' =g 'o(id—g 'of+g 20 f2— -+ (=1 1gl=Por 1)

Correction de ’exercice 3348 A

f(®) = ax+ B ()i, B € E*.

Correction de ’exercice 3350 A

3.dim.# = (dimE)(dimKerf) = dim.#, dim(2# N.7) = (rgf)>.

Correction de I’exercice 3351 A

(rgu)(rgv).

Correction de ’exercice 3354 A

L. Wij o Wi = 0k Wi
2. w11 est un projecteur non trivial.
3. Si ¥ Aiix = 0, alors en appliquant v Ajily = 0= Aj=0.

4. Décomposer g sur la base (¢;;).

Correction de I’exercice 3355 A

g = une projection sur Im f et h = f.

Correction de ’exercice 3356 A

On veut Img C Kerf et Kerg D Im f donc g est enticrement définie par sa restriction a un supplémentaire
de Im f, application linéaire a valeurs dans Kerf. On en déduit diim F = (codim Im f)(dim Kerf) = (dim Kerf)>.

Correction de ’exercice 3357 A

Soit p = ﬁzgecg. Alors go p = p, pour tout g € G donc p> = p, F CImpetsix € Imp, ona p(x) =xd ot
g(x) = x pour tout g € G c’est-a-dire x € F. Donc F =Imp et dimF =rg(p) = tr(p) (trace d’un projecteur).

Correction de ’exercice 3359 A

2.SiA,B€ Z et AB =1, alors pour i # j,V k, ayby; = 0.
Soit a;; # 0 : alors by j = 0 pour tout j # i, donc a;; = by; = 1.

Donc chaque colonne de A contient n — 1 fois O et une fois 1. A est inversible = A est une matrice de permuta-

tion.

Correction de ’exercice 3362 A

1.
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-1 _ _ = 1
2. M7 = gt U L

n__pn .
Mn:(na—l-b) b Ut { mpar  ia 0
nimpair :a=0,b=1.

Correction de ’exercice 3365 A

A~ —A-lBC!
-1 __
2. M _( 0 o )

Correction de ’exercice 3368 A

Il n’y a pas de solution.

Correction de ’exercice 3371 A

1.
1 0 0 =
0 sik#i 0
i = S1
2. Pouri < j,ondoitavoir M(I+E;;) = (I+E;;)M = o . 7 l. =M=
ajp=0 sik#j
0 0
1
Correction de I’exercice 3372 A
(a+trA)trX = trB.
Si (0 +trA) # 0 : solution unique : X = 1 (B— aiﬁAA).
Siaa=0: solutions ssi A et B sont proportionnelles.
Sia+trA=0:  solutionsssitrB=0:X = éB+lA.
Correction de I’exercice 3376 A
1.
0 0 1
. . . .
2. Si A est diagonale : M = 0 Siagy #£0:M=1— %E@k.
0 1 0
Correction de ’exercice 3379 A
2.D"'=BC'A+1,.
Correction de I’exercice 3380 A
X1
X2
Avant de commencer la résolution nous allons faire une remarque importante : pour X = un vecteur
Xn
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(considéré comme une matrice & une seule colonne) alors nous allons calculer ‘XX :

X1

Y — sl T S 2
=(x,x, X)) | L =X+ ++xg.

Xn

On note ||X||? = XX : ||X|| est la norme ou la longueur du vecteur X. De ce calcul on déduit d’une part que
XX > 0. Et aussi que ‘XX > 0 si et seulement si X est le vecteur nul.

1. Nous allons montrer que I + M est inversible en montrant que si un vecteur X vérifie (I+M)X = 0 alors
X=0.
Nous allons estimer /(MX )(MX ) de deux fagons. D’une part c’est un produit de la forme 'YY = ||V et
donc ‘(MX)(MX) > 0.
D’autre part :

"MX)(MX)="(MX)(—X) car (I+M)X =0donc MX = —X
='X'M(-X) car/(AB) ='B'A
=X(-M)(-X) car'M=-M
='XMX
— X (—X)
= —'XX
= —|Ix|?

Qui est donc négatif.
Seule possibilité || X||> = 0 donc X = 0 (= le vecteur nul) et donc  + M inversible.

2. (a) Calculons A~!.
AT = (=M x (T+M) ) = (@M x (=) = (M) x (I —M) !

(n’oubliez pas que (AB)~! = B~1A~ 1),
(b) Calculons ‘A.

‘A="((I-M)x (I+M)" 1)
='((I+M) ") x"(I- car(AB) ='B'A
= ((I+M)) " <1 - M) car(A") = ('A) "~
= (I+’M))_] (I-'M)  car'(A+B)='A+'B

=—- + carici M = —
(I-M)""x (I+M) ici ‘M M

(c) Montrons que I +M et (I —M)~! commutent.

Tout d’abord I +M et I — M commutent car (I+M)(I—M) =1 —M? = (I — M)(I +M). Maintenant
nous avons le petit résultat suivant :

Lemme. Si AB = BA alors AB~' = B~!A.
Pour la preuve on écrit :

AB=BA= B Y(AB)B"' =B '(BA)B' = B 'A=AB"".

En appliquant ceci 2 I +M et I —M on trouve (I+M) x (I—M)~' = (I—M)~" x (I+ M) et donc
AT =1A.
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Correction de I’exercice 3381 A

3.X=-AouX=3AouX=A—TouX=—-3A—1I

Correction de I’exercice 3382 A

1. J>=J.
2. JIM=MJ.
3. k=rglJ.

Correction de ’exercice 3383 A

2. Uy = id = tr ()1, ) =18V = tr(V)1my) = krgy.

Correction de ’exercice 3385 A

My = A*Mo + SiB avec Sy = +A+--- + A1 = (1 — AF) (I —A)~! si I — A est inversible.

Correction de ’exercice 3386 A

1. A3 — (A +p)A% + AuA =0.

2. U= /{1&7?}5), V= ;%(f/‘li:A:) et la valeur propre est 0, A ou U.

Correction de ’exercice 3389 A

1. Compacité.

o
X2
2. Six; =0,onposeY =
Xn
R(Y) > min (a“ | SRttty ‘%21 +R(Xp),- .., O%’“ +R(Xo)> > R(Xp) pour a > 0 assez petit.
o
0
3. Siy; >0,onpose X =Xo+ | .
0
al —R
az) .
AX—-RX =Y+« . , donc pour o > 0 assez petit, R(X) > R.
Anl

4. Inégalité triangulaire.

Correction de ’exercice 3390 A
1.

2. Labase canonique de E est (Fjj = E;j — E i) 1<i< j<n OU (E;j) est la base canonique de ./, (R) : SiM € E,
la coordonnée de M suivant F;; est le coefficient d’indices 7, j de M. En particulier, en notant A = (a j),
la coordonnée de f(F;;) suivant Fj; est a;; +aj, donc :

tef =Y (ai+aj;) = (n—1)tuA.
i
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Correction de ’exercice 3392 A

Soit @ un tel morphisme. Alors pour toute matrice M € GL,(R) on a 0 = po(M) = ¢(MP"), donc ¢ s’annule
sur toute matrice qui est une puissance p-eme. Notons P(i, j, o) la matrice de 1’opération élémentaire L; <
L;+ oL;, qui est aussi la matrice de ’opération élémentaire C; < C;j + C;. Toute matrice M € GL,(R) peut
étre transformée, a I’aide de ces seules opérations élémentaires, en une matrice M’ = diag(1,...,1,det(M))
par une adaptation de I’algorithme de Gauss. Comme P(i, j, &) = P(i, j, 0./ p)P et det(M) = +(|det(M)|'/P)?,
on obtient : (M) = 0 si det(M) > 0 et 9(M) = @(diag(1,...,1,—1)) = x si det(M) < 0. Réciproquement, la
fonction ¢ ainsi définie est effectivement un morphisme de groupe si et seulement si 2x = 0, soit x = 0 pour p
impair, et x € {0, ¢} pour p = 2g4.

Correction de I’exercice 3393 A

1.
o 1+p
2.X=| —2a 1-28
l+a B

Correction de ’exercice 3394 A

a 2a—1 a
B=|b+2 2b+3 b
c+2 2¢c+1 ¢

Correction de I’exercice 3395 A

1 00
A'=|C2 1 n
n 0 1

Correction de ’exercice 3397 A

@« b a=1(@n—1)k+n—1) (-1}
1. - avec b 1((2;1—1)"—(—1)").
b a "
1 2k 2K*+k $(4k> +6k> +2k)
, |01 2k 2k* +k
10 0 1 2k
0 0 0 1
- k
X
3y (x vy 2)| =@+ +2) A
Z

Correction de I’exercice 3398 A

A+(Q2—n)I
1 n—ln
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(0) 1
1 —a 0
4. = -a l+aa -a
0 - 1
(O) l/an
5.
1/a (0)

6. diag(A;) — m%ﬂj)

Correction de ’exercice 3399 A

9 —36 30 55.6 —277.8 255.6
Al=|-36 192 —180|,B '~ | —277.8 1446.0 —1349.2
30 —180 180 255.6 —1349.2 1269.8

Correction de ’exercice 3400 A

1 00O
M=10 1 0 O
00 0O

Correction de I’exercice 3401 A

a b c d
0 2a 3a+2b 4a+3b+2c . .

P= 0 0 4g 120+ 4b est inversible pour a # 0.
0 0 0 8a

Correction de I’exercice 3402 A

1 1 1
N=PlAPavecP=|1 -1 1
1 1 -1

Correction de I’exercice 3403 A

B — I est inversible.

Correction de ’exercice 3405 A

oui, P=

— o O O
o = O O

1 0
01
00
00

Correction de I’exercice 3407 A

L ¢o(P)=(—X—1)"""P(—51).
2. 1.
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Correction de I’exercice 3408 A
Systeme de Cramer ssi m # 0,£2 ; compatible ssi m # 2.

Correction de I’exercice 3409 A
Systeme de Cramer ssi m # 0,+1,+i; compatible ssi m # 0, +i.

Correction de I’exercice 3410 A
Systeme de Cramer ssi m # 1,42i; compatible ssi m # 1.

Correction de I’exercice 3411 A
Sim # 0,—2 alors systeéme de Cramer ; sinon, systeme incompatible.

Correction de ’exercice 3412 A
Systéme de Cramer ssi a, b, c sont distincts. Sinon, il y a des solutions ssi d € {a,b,c}.

Correction de I’exercice 3413 A
Systeme compatible ssi 3a+2b+2c+d = 0.

Correction de I’exercice 3414 A
Systeme de Cramer.

Correction de ’exercice 3415 A
Systeme de Cramer ssi cos &, cos 3, cos? sont distincts. Sinon, il y a des solutions ssi les seconds membres
correspondants sont égaux.

Correction de I’exercice 3416 A

CN d’existence de solution : p+ g+ r = 0. C’est une CNS si la liste (a,b,c) comporte au plus un zéro.

Correction de ’exercice 3417 A

1. Pour éviter d’avoir a diviser par a on réordonne nos lignes puis on applique la méthode du pivot :

x + by + az = 1 p x + by + az = 1 L
x 4+ aby + z = b [, = bla—1)y + (—-a)z = b—1 11,1,
ax + by + z =1 g b(l1—a)y + (1-a®)z = l—a ryisa

On fait ensuite L3 <— L3 + L pour obtenir un systéme triangulaire équivalent au systéme initial :

x + by + az =1
bla—1)y + (1—a)z b—1
2-a—a*)z = b—a

2. Nous allons maintenant discuter de I’existence des solutions. Remarquons d’abord que 2 —a —a*> =

—(a—1)(a+2). Donc sia# 1 eta## —2 alors 2—a—a># 0 donc z = #&_2). On a donc trouvé

la valeur de z. La deuxieéme ligne du systeme triangulaire est b(a — 1)y + (1 —a)z = b — 1 on sait déja

b—1—(1—a)

a—1%#0. Si b # 0 alors, en reportant la valeur de z obtenue, on trouve la valeur y = Ba=T) *. Puis

avec la premiere ligne on en déduit aussi x = 1 — by —az.
Donc sia # 1 eta # —2 et b # 0 alors il existe une unique solution (x,y,z).

3. 1l faut maintenant s’occuper des cas particuliers.
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(a) Sia =1 alors notre systéme triangulaire devient :

x + by + z = 1
0 = b—-1
0 = b—-1

Sib # 1iln’y apas de solution. Si a =1 et b =1 alors il ne reste plus que I’équation x+y+z=1.
On choisit par exemple y, z comme parametres, I’ensemble des solutions est

{(1 _y_Z7y7Z) |y,Z€ R}

(b) Sia= —2 alors le systéeme triangulaire devient :
x + by — 27 = 1
—3by + 3z = b—1
0 = b+2
Donc si b # —2 il n’y a pas de solution. Si a = —2 et b = —2 alors le systeme est
x — 2y — 2z = 1
2y + z = -1

Si I’on choisit y comme parametre alors il y a une infinité de solutions

{(—1-2y,5,—1-2y) |y e R}.

(c) Enfin si b = 0 alors la deuxieme et troisieme ligne du systéme triangulaire sont : (1 —a)z = —1 et
(2—a—a*)z=—a. Donc z = % = 5% (le sous-cas b =0 et a = 1 n’a pas de solution). Dans

tous les cas il n’y a pas de solution.

(d) Conclusion :
— Sia# leta# —2etb+#0,c’est un systtme de Cramer : il admet une unique solution.
— Sia=1etb#1iln’y apas de solution (le systeme n’est pas compatible).
— Sia=1eth=1ilyaune infinité de solutions (qui forment un plan dans R?).
— Sia=—-2etb# —2iln’y apas de solution.
— Sia= —2etb=—2ilyaune infinité de solutions (qui forment une droite dans R3).
— Sib=0iln’y apas de solution.

Correction de ’exercice 3418 A

< .. 14 . X y Z
D t 1 t les de F' = F(1)=F(2)=F((3)=1d
écomposition en éléments simples de X+a+X+2a+X+3a avec F(1) (2) (3) onc une

solution unique si a # 0.

Correction de ’exercice 3424 A

Notons P(x) = ax® + bx* + cx +d un polynéme de degré < 3.
1. Tout d’abord calculons I’intégrale :
4 P N 56
/ P(x)dx= |a—+b—+c—=+dx| =60a+ —b+6c+2d.
2 4 3 2 ) 3
2. D’autre part
aP(2)+BP(3)+YP(4) = a(8a+4b+2c+d) + B (27a+9b+3c+d) +y(64a+ 16b+4c+d).

Donc

aP(2)+BP(3)+yP(4) = (8a+27B +64y)a+ (4a+9B +16Y)b+ 2o+ 3B +4y)c+ (a+ B+ y)d.
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3. Pour avoir I’égalité f24 P(x) dx = aP(2)+ BP(3)+ yP(4) quelque soit les coefficients a, b, c,d il faut et
il suffit que

56
(Ba+27B +64y)a+ (4a+9B +16y)b+ 2o+ 3B +4y)c+ (a+ B +7)d = 60a+?b+6c+2d

ce qui équivaut a

o + B+ v =2
20 + 3B + 4y = 6
4a + 9B + loy = %
8a + 27 + 64y = 60

De facon surprenante ce systéme a 3 inconnues et 4 équations a une solution unique :

1 4 1
o= — = — = —,
3 B 3 773
Correction de ’exercice 3425 A
2.
32 6\ " /=1 —2 6 x = 27236
4 512 =|-4 -3 12]=<y = 273312
2 25 2 2 -7 z = 22377,

Correction de ’exercice 3427 A
Ils sont égaux.

Correction de ’exercice 3429 A

1.

(1A (0 2 1
2an (L 4) e (5 B) e

Correction de ’exercice 3431 A
Sirg(A) =n,rg(com(A)) =n. Sirg(A)=n—1,rg(com(A))=1. Sirg(A) <n—2,rg(com(A))=0.

Correction de I’exercice 3434 A
. 0010 (M (F
3. On complete par <O 0 0 1> = base = { <_01> , (01 .

Correction de I’exercice 3435 A
Développer le produit.
Un seul coeff. non nul par ligne et colonne, ou une ligne nulle.

Correction de ’exercice 3436 A

1.
2. Sidy, # 0, prendre

= _%_’ @_)

{ C; gaba + zabé
4db = Qad

d daba + dabb
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Correction de I’exercice 3437 A

Si (5,5, ¢) est une base, décomposer d. Sid= Ab+ u, on obtient 0 = 0.

Correction de ’exercice 3438 A
Les deux membres sont n-linéaires alternés. On le vérifie sur la base du déterminant.

Correction de I’exercice 3441 A

2.(b) (I+E; j)" = I +kE;;. Calculer le pged d’une ligne par opérations élémentaires a I’aide de Bézout. Ce pged
vaut 1 sinon M ¢ SL,(Z).

Correction de ’exercice 3442 A
(detA)".

Correction de I’exercice 3443 A
27a* =256b°.

Correction de ’exercice 3447 A
ctrex :A=7,P(0)=0et P(2) = 1.

Correction de ’exercice 3448 A

On se place dans Z/pZ et on considere J = (8;i+1mod p)- OnaJP =T et A= ap? + . ..ap,lﬂ’*l donc A? =
(ab+---+ az_l )I (car on est en caractéristique p).

On en déduit det(A) = det(A)? = (ah +--- —i—aﬁ,l)” =ap+--+a,.

Autre méthode en restant dans Z : det(A) = Yoes, €(0)aig(1)---Ap.o(p) = Yoes, €(0)ag(1)~1 mod p - - - Ao (p)—p mod p-
Notons x(0) = €(0)as(1)-1mod p - - - Ao(p)—p mod p €t ¢ le cycle (1,2,...,p). Alors x(0) = x(c ¥ o6 o c¥) pour
tout k € Z. Le nombre de permutations distinctes que 1’on obtient a ¢ fixé en faisant varier k est égal a 1 si o et

¢ commutent, et a p sinon, d’apres la relation : Card (orbite) x Card (stabilisateur) = Card (< ¢ >) = p. De plus,

¢ et ¢ commutent si et seulement si ¢ € < ¢ > (facile), d’ou det(A) = Y2~ e(c*)al = ag+ -~ +a,_1 mod p.

Correction de ’exercice 3449 A

det(M) = Yges, €(0)aig(1) - - - Ang(n)- S0it O € S, telle que 6 # o~ . Alors les termes associés 2 ¢ et 6! sont

égaux car M est symétrique, donc la somme de ces deux termes est paire. Soit & € S, telle que 6 = o~ !. Alors
comme 7 est impair, il existe i € [[1,n]] tel que o (i) = i donc le terme associé a o est pair.

Correction de I’exercice 3451 A
1 sin=0ou l(mod4)

—1 sinon.

Notation : g, = {

1. (b—a)*(a+b+2x)(a+b—2x).

2. (a+b+c)?

3. 2abc(a—b)(b—c)(c—a)

4. (a—b)(b—c)(c—a)(ab-+ac+bc).

5. —(a® = b2

6. % ol ¢ # B3 sont les racines de X> — aX + bc = 0.

(n+1)(%)" sia=p.
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7. a"3(a—b)(a® +ab—2(n—2)b?).

9. alaz...an<1+%+,,,+%)‘
10. 0

11, g, ")

12. (=1)"Yn—1)2"2

Correction de ’exercice 3452 A

. —x(1—-x)(2—x)...(n—1—x).

2. (x—ap)...(x—ap)(x+a+--+ay).
3. 2y—2)(x—y)...(a—D).

4, Y(@bolV(xyz)

(a+x)...(ct+z) °

Correction de I’exercice 3453 A

3.sin —sinf —sin(a — ).

Correction de I’exercice 3454 A

1. Développer.

D - - = - n n n
2 @) (a b,O,C b) (a b) :>D(a,b,c) _ c(a—b) :Z(afc) .
D(a—c¢,b—c,0)=(a—c)" ¢

(b) det((a—b)I+bU) = (a—b)"+nb(a—b)"".

Correction de I’exercice 3457 A

n 0 ... 0
00 n

1. M>=| . = D>=¢, n".
0 n 0

2.
3. n"2exp (iZ(n—1)(3n+2)).

Avec la notation : €, =

1 sin =0 ou 1(mod4)
—1 sinon.

Correction de I’exercice 3458 A

Polynomes de Tchebychev = D = 2("=D("=2/2y (cos ... ,cos a,).

Correction de I’exercice 3459 A

M= ()< (C Y =
0 ik<n—1
detM = 0 n—1 oo
&Cy (Co_y .. .Crm VXt x)V(Y1,.syn)  sik=n—1.
1 sin=0ou l(mod4)

Avec la notation : €, = )
—1 sinon.
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Correction de ’exercice 3460 A

1

i1 i— . n . .
A= (ﬁ) X (P( U(J)) = detA =g, (a,—1(n—1)!)". Avec la notation : &, = {_1

sin =0 ou 1(mod4)

Correction de I’exercice 3461 A

1. 3.
2. 4.
3. 2.
4. 3.

Correction de ’exercice 3463 A

rg=3siA#2etA # —25.
A=2 =rg=2:11L =5L,+9L;.
A=-25=rg=2:L1+2L,+9L; =0.

Correction de ’exercice 3464 A

rg:3sia7é%oub#—3,rg:2sin0n.

Correction de I’exercice 3465 A

10
1 o\/1 1 2
gABC<2=x=13.M = 1 <o 1> (_2 3 1).

wlw O

1
5

Correction de I’exercice 3466 A

Les colonnes de A engendrent les n — p derniers vecteurs de la base canonique.

Correction de ’exercice 3467 A

Echange des lignes i et j.

Correction de I’exercice 3470 A

1x1

A <y1 yn> e rg(A) = {2 si (x;) et (y;) ne sont pas constantes

|| 1 ouO sinon.
1 x,

si Card (x;) >3 et Card (y;) >3
2

Lox o oy 3
B=|: : 2yt ... 2yu | =1g(B)=142 si min(Card(x;),Card(y;))
1 x, x2 1 1 1

ou 0 sinon.

Correction de ’exercice 3472 A

|
(U )

Correction de ’exercice 3474 A
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i6

M=Re|| : (1 e<"—1>i9) = rgM < 2.

P 6

Le premier mineur 2 x 2 vaut —sin® @ = rgM = 2 si 6 % 0(mod 7). Sinon, rgM = 1.

Correction de I’exercice 3476 A

E est un sev et un idéal a gauche de .#,(R). Il est isomorphe a .Z(H,R") ou H est un supplémentaire de ImA
dans R". dimE = n(n —rg(A)).

Correction de I’exercice 3479 A

2 0u0.

Correction de I’exercice 3483 A

1.
2.

B admet r lignes indépendantes d’indices ij,...,i, et C admet r colonnes indépendantes d’indices
Jis---,Jjr- Soient B' et C’ les sous matrices carrées associées dans B et C. Alors la sous-matrice de A
d’indices iy,...,i, pour les lignes et jj,..., j- pour les colonnes est B'C’, de rang r. Donc rg(A) > r et
I’inégalité inverse est bien connue.

. Soient i,...,i, r indices tels que les lignes associées dans A sont linéairement indépendantes, et B €

A rn(R) la sous-matrice correpondante. Par construction, rg(B) = r. Chaque ligne de A étant combinai-
son linéaire des lignes de B, il existe C € .#,.,(R) telle que A = BC. Et on a r = nb.lignes(C) > rg(C) >
rg(A) =r.

5. Comprendre dans cette question que B,C ne sont pas forcément les matrices construites en 2. No-

tons vect(X) I’espace vectoriel engendré par les colonnes d’une matrice X. De A = BC ='C'B on tire
vect(A) C vect(B) et vect(A) C vect(‘C), et tous ces espaces sont de dimension r, donc ils sont égaux. On
en déduit qu’il existe une matrice P € GL,(R) telle que B='CP d’ou CB = C'CP.1g(C'C) =1g(C) =r
et P est inversible donc rg(CB) =r.

Correction de I’exercice 3489 A

f?>=fogof= fog= fdonc f estune projection. g idem.

fog=

f = Kerg C Kerf et donc, par symétrie, Ker f = Kerg.

Réciproquement, si f, g sont deux projections de méme direction, alors f o g et f coincident sur la base et la
direction de g, donc sont égales. De méme, go f = g.

Correction de I’exercice 3490 A

Direction = Ker f et Base = Img.

Correction de I’exercice 3491 A

Direction = Kerp N Kerg et Base = Im p & Img.

Correction de ’exercice 3492 A

SiA #

1 (id— )" =id+ 2 f.

Correction de I’exercice 3494 A

1.
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2 =x—-2y—z
2. 02y =—x—z
27 = —x—2y+z.

Correction de I’exercice 3495 A

SiA = & c’est évident.
Sinon, A est un sous-groupe de GL(E) donc 4 est un projecteur et tr(u) = Card (A)rg(u).

Correction de I’exercice 3496 A

= )o=(6 %)
2'P:<—54 i)’D:(_oz (7)>
3 P:(—38 —11> <—03 g)

S

Correction de ’exercice 3497 A

1 6 6 -2 0 0
LP=|-5 12 12 |,p=[0o =5 o
-3 9—57 9457 0 0 _3+ﬁ
1 3 —1 00 0
2.Pp=-2 4 o |,D=|0 2 0
11 1 0 0 -2
1 —24+vV3 —2—3 6 0 0
3.P=11 1 1 ,D=[0 V3 0
1 1-vV3 1+V3 0 0 —V3
—7 543V5 5-35 -3 0 0
4. P=[11 —4/5 45 |.,p=[0 5 o
2 545V5 5-5V5 0 0 #
2 1 1 -1 0 0
5., =-5 1 1],p=[0 -3 0
2 -2 1 0 0 6
11 1 14i 0 0
6. P=|i —i 1|,D=| 0 1-i 0
0 0 1 0 0 2
1 1 1 000
7.P=[1 -1 o |, D=0 3 0
1 0 -1 0 0 3
1 2 1 0 00
8. P=|1 0 3|,D=[0 0 0
0 -1 2 00 2
-4 -1 -2 0 0 0
9. P=-3 -1 —-1|,D=|0 -1 0
4 2 1 0 0 2
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-1 2 3 00 0
10. P=|—-1 1 O0),D=1]0 2 O
1 0 2 00 2
Correction de I’exercice 3498 A
-1 -1 1 -1 1 0 0 O
-1 1 3 3 0 -1 0 O
LP= 1 1 3 =3/ D= 0O 0 3 0
1 -1 1 1 0O 0 0 -3
1 1 1 1 200 O
1 0 0 —1 020 O
2. P= 01 0 -1 » D= 00 2 O
0 01 -1 00 0 -2
01 1 0 2 0 0 0
1 00 -1 02 O 0
3. P= 1 01 O » D= 00 -2 0
010 1 00 0 =2
1 0 30 18 -5 0 O 0
0 0 15 -99 0O 2 0 0
4. P= 0 0 21 99 » D= 0O 0 -4 O
0O 1 —-11 11 0O 0 0 -16
1 0 7 -8 2 00 O
31 12 9 010 O
> P= 00 1 0} D= 00 3 0
00 1 6 00 0 -1

6. 1 est valeur propre quadruple, non diagonalisable.
7. 0 est valeur propre quadruple, non diagonalisable.

8. 0 est vp double, rgA = 2. Autres vp : ’3%3‘/@ diagonalisable.

Correction de ’exercice 3499 A

1. 0 et les racines de 6A% —6nA —n(n—1)(2n—1) =0.

2. sino+sin2¢, —sino, —sin2o.

Correction de ’exercice 3500 A

1. rg(A) =2 = 0 est valeur propre d’ordre au moins n — 2. Ey = {ajx; + -+ ap—1X4,—1 = x, = 0}.
vpA#0:A%—a,d—(a?+---+a2 ;) =0.1ly adeux racines distinctes, E; = vect((ay,...,a,-1,1)).

n—1

2. A est diagonale. vp =0 et a,,.

Correction de I’exercice 3501 A

sin(n+1)0
sin@

1. D, =2cos0D,, | —D, »=D, =

2. —2cos (%), 1<k<n.

Correction de I’exercice 3502 A

380



Soit P, (x) le polyndme caractéristique de x et O, (x) celui de la matrice obtenue a partir de A en remplagant le
premier 1 par 2. On a les relations de récurrence :

Pfl(x) = (1 —x)On—1 (X) — On-2(x), Qn(x) = (2=x)0n-1 (x) - Qn—Z(x)'

D’ott pour x ¢ {0,4} :

1— _ y2n

(1-a)(1-a ), avecx:2—(x—l.
o1+ o) o

P,(x) =

Les valeurs propres de A autres que 0 et 4 sont les réels x; = 2(1 — cos(km/n)) avec 0 < k < n et 0 est aussi
valeur propre (somme des colonnes nulle) donc il n’y en a pas d’autres.

Correction de ’exercice 3503 A
1 1

npair: P=

n impair : P = 1 , D =diag(1,...,1,—1,...,—1).

Correction de I’exercice 3504 A
P = (0=Y0=9), D =diag(1,®,...,0" ') avec = exp(2ir/n).

Correction de ’exercice 3505 A
1 1 1 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

P= ,D=diag(a+b+c+e,a—b—c+e,—a+b—c+e,—a—b+c+e).

Correction de I’exercice 3506 A

A, :O:Eoz{fth] +...+xq+xn_q+l +...+xn:0},

A =2min(p,q) : E; = vect((1,...,1,0,...,0,1,...,1)).
~—— ——

p p

Correction de ’exercice 3510 A

0 1 —2 (0)
2 2
. M= 6 —n(n—1)
(0) nin+1)
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Correction de ’exercice 3512 A

u(X*) = —kX* + (k — 2n)X**! = la matrice de u est triangulaire inférieure. Spec(u) = {0, —1,...

A = —k : Résoudre I’équation différentielle = P = cX*(X — 1)2*,

,—2n}.

Correction de I’exercice 3513 A

@ X-pX-y, BX-a)X-7), 7Y:X-a)X-B)

Correction de ’exercice 3514 A

A=1 :P=0((X-1)%).
A=—-1:P=(X-1)0((X—-1)?).

Correction de ’exercice 3515 A

A=1:P=aX+b.

Correction de ’exercice 3516 A

0 —2a —-d* ... —=-a"
2 2a (0)
M = 3
. —na
(0) n+1

Kerf = {polyndmes constants}, Im f = {polyndmes divisibles par X —a}.
Valeurs propres : 0,2,3,...,n+ 1. Pour2 <k <n+1, E, = Vect((X —a)k_l).

Correction de ’exercice 3517 A

Oui ssi tr(A) #0 ou A = 0.

Correction de ’exercice 3518 A

L (=D)"X"—a,X" ' - —a).
2. Btude de x — (X" —a,x* ' — - —ay) /¥
3. Inégalité triangulaire.

4. Expression générale de A,

Correction de I’exercice 3520 A

spec(T) =]—1,1].

Correction de ’exercice 3521 A

2.0< A <1: flx)=Cx'/A1,

Correction de ’exercice 3522 A

1/k, k> 1.

Correction de I’exercice 3523 A

A= m :u(x) = Csin(7m/2 + krm)x.
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Correction de I’exercice 3525 A

-1 3 3
3.2P=(2 4 0 |.D=(0 2 -2).
-1 1 -3

Correction de I’exercice 3526 A
1. 1siC#0,0siC=0.
2. dim(Eg) > n—1= X"""divise yyr = = (= 1)"(X" — (a? +--- +a>) X" ).
3. Oui.

Correction de ’exercice 3527 A

rgA = 1 donc dimKerA = n — 1 et 0 est valeur propre d’ordre au moins n — 1. La somme des valeurs propres
est trA = n donc la dreniere valeur propre est n et le sous-espace propre associé est de dimension 1. Donc A est
diagonalisable.

Correction de I’exercice 3528 A

1. Lafonction f;, : x — B croft strictement de —oo 2 1 quand x varie de 0 & +-oco.

x}'l

2 a(x) = (~1)" (¥ Xy k).

Correction de ’exercice 3529 A

Soit M = (x;y;) : M est de rang inférieur ou égal a 1, donc 0 est valeur propre de M d’ordre au moins n — 1.
Comme tr(M) = x1y1 + - - -+ XY, le polyndme caractéristique de M est xas(x) = (—x)" ' (x1y1 + - - - + X0 — X),
et le déterminant demandé est A, = xp(—1) = x1y1 + -+ x,0, + 1.

Correction de ’exercice 3530 A

1. det(M + (t)) est une fonction affine de ¢.
2. |A+a|=kA+b|et X =x+iy= (1-k*)(x*>+y?) +--- = 0, équation d’un cercle si |a| # |b|.

Correction de ’exercice 3531 A

1. ay...a,+bray...a,+a1bras...a,+---+ay...a,_1b,.

2.

3. #ﬁ% =1+Y", a,-bit change de signe entre deux a; successifs et dans ’un des intervalles | — oo, a; |
ou ]ay,, o[ donc x4 admet n racines distinctes.

4. Oui. Supposons par exemple a; = --- = a, <apy1 < --- < a, : La question précédente met en évidence

n — p racines simples de Y4 entre les a; et +oo, et a; est aussi racine d’ordre p — 1 de ya. Or les p
premieres lignes de A — a; I sont égales donc rg(A —a;I) < n—p+1etdim(Ker(A—aI)) > p—1dou
la diagonalisabilité. Le cas ou il y a plusieurs groupes de a; égaux se traite de méme.

Correction de ’exercice 3532 A
25(X) = SEaa(1/X), 4c(X?) = xa(X) 24 (- X).
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Correction de I’exercice 3535 A
(a) < (b) : thm du rang.

(¢) & (d) : immédiat.
(c) = (b) : si AX = XB alors pour tout polynéme P on a P(A)X = XP(B).
(¢) = (b) : prendre U vecteur propre de A, V vecteur propre de ' B associés a la méme valeur propre et X = U'V.

Correction de I’exercice 3538 A
Somme des valeurs propres = n.

Correction de I’exercice 3540 A

Soit K = 7Z/pZ. 11 faut en fait prouver que pour toute matrice A € .#,(K) on a tr(A?) = tr(A). Remarquer
qu’on n’a pas forcément A” = A dans .#,(K), c’est faux, entre autres, si A est nilpotente d’indice 2. Soit X une
indéterminée sur K. On a dans ’anneau .2,(K[X]) : (A —X1I,)? = AP —X?I,, d’ol, en prenant les déterminants :
ar (XP) = xa(X)P = xa(XP) et on égale les coefficients de X "~ 1)7.

Correction de ’exercice 3541 A
a = b ou a,b non nuls.

Correction de I’exercice 3544 A
1.
2. (A—xI)("A—xI) = (x> = 2x +4)I, ya(x) = x> —2x+4.

3. 'A=2I—Adonc (A—xI)((2—x)[ —A) = (x> —2x+4)I. En prenant pour x une des racines du polynome
x%> —2x+4, on obtient un polyndme scindé a racines simples annulant A.

Correction de ’exercice 3546 A
A est diagonalisable car A2 = I. ¢4 = (ch1)I + (sh1)A.

Correction de ’exercice 3547 A

Si Imu C Keru alors u?> = 0 donc 0 est I’'unique valeur propre de u et u # 0 donc u n’est pas diagonalisable.
SiImu ¢ Keru alors ImunKeru = {0} et donc Imu+ Keru = E. Or Imu et Keru sont des sous-espaces propres
de u donc u est diagonalisable.

Correction de ’exercice 3549 A

1. Polyn6éme annulateur simple.

2. Non, ctrex = B nilpotent.

Correction de I’exercice 3550 A
spec(p) C {—1,0,1}. p est diagonalisable si et seulement s’il annule un polynéme scindé a racines simples.

Correction de I’exercice 3551 A

A est C-diagonalisable et les valeurs propres sont o > 0 et 3, B avec la méme multiplicité.

Correction de I’exercice 3553 A
A est diagonalisable et a n valeurs propres distinctes, sinon il existerait un polyndéme annulateur de degré
inférieur ou égal a n — 1. Ces racines sont les n racines n-emes de 1 et leur somme est nulle.
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Correction de I’exercice 3554 A
A est C-diagonalisable (polyndme annulateur a racines simples) = dim(E;) +dim(E_;) = n. Les dimensions
sont conservées sur R.

Correction de I’exercice 3556 A
Soit P un polyndéme tel que P(A) =1 et P(i) = 0 pour toutes les autres valeurs propres, i, de f. Alors
pr=P(f).

Correction de I’exercice 3557 A

3. Spec(uy) C {i,—i} d’apres la relation u; = —idg. Si le spectre était réduit 2 un élément alors uy serait
scalaire car diagonalisable, mais ceci est incompatible avec la relation d’anticommutation entre uy, et uy. Donc
Spec(uy) = {i,—i}.

4. ug avec ¢ # k échange les sous-espaces propres de u; donc ils ont méme dimension n/2.

Correction de ’exercice 3560 A

c+4 b a
1. Calcul Maple : h = 0 c¢c+2 b|,v=ku.
0 0 ¢
2. (a)
(b)

(c) koh—hou* = —2ku*, P(u)oh—hoP(u) = —2uo P (u).

(d) Si P(u) =0 alors uo P'(u) =0 donc P (polyndme minimal) divise X P’ ce qui implique P(X) = X
pour un certain k.

k

Correction de I’exercice 3563 A

Aucun polyndme constant ne convient. Si P est non constant et ¢ est une racine de P alors en considérant
A = al, on obtient une premiére condition nécessaire : na € Z. Si P a une autre racine 3 alors en prenant A =
diag(a,...,a, ) on obtient une deuxieéme condition nécessaire : B — & € Z. Ainsi les polyndmes P cherchés
ont la propriété suivante : deg(P) > 1 et il existe u € 7Z tel que toutes les racines de P sont congrues a u/n
modulo 1. Cette condition est clairement suffisante.

Correction de ’exercice 3564 A

On écrit C = PJQ ot P,Q sont inversibles et J est la matrice canonique de rang r. Alors (P~'AP)J =J(QBQ™!)
donc P~'AP et QBQ~! sont triangulaires par blocs avec le méme bloc diagonal r x r, ce qui prouve que x4 et
xp ont un facteur de degré r en commun.

Correction de ’exercice 3565 A

Le polynome s’écrit (X>+1)(X2+X + 1). Il n’a donc pas de racine réelle. Or tout élément de Ms(R) posséde
au moins une valeur propre et cette valeur propre devrait €tre également racine du polyndme minimal. Par
conséquent X* 4 X3 4-2X? + X 4 1 ne peut pas étre le polyndme minimal d’une matrice de Ms(R).

Correction de ’exercice 3566 A

1. Que c’est un isomorphisme (et réciproquement).

2. Soit Q(X) =P(X)/X.OnauoQ(u) =0 et X,Q sont premiers entre eux, d’ ot E = Keru ® KerQ(u) et
Imu C KerQ(u). On conclut avec le théoreme du rang.
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3. Méme méthode.

Correction de ’exercice 3568 A

1.
2. (a) Pour p € K[X] ona P(®,) =v+> voP(u) donc u et ®, ont mémes polyndmes annulateurs.
(b) (A €Spec(®,)) < (Fv#0tqvo(u—Aidg) =0) < (u—Aidg n’est pas surjectif) < (A € Spec(u)).
Ainsi @, et u ont méme spectre. Si A € Spec(u) etve Z(E)ona: (®,(v) =Av) < (Im(u —

Aidg) C Kerv) donc Ker(®, — Aid () est isomorphe & . (H,E) ot H est un supplémentaire
de Im(u — Aidg). On en déduit : dim(Ker(®, — Aid ¢(g)) = dim(E) dim(Ker(u — Aidg).

Correction de ’exercice 3570 A
A =1:Dir(p) C Kerf, Imjf C Base(p).
A =0: f(Base(p)) C Dir(p).

Correction de ’exercice 3572 A

1. Pour P € K[X] ona P(u)ov—voP(u) =P (u).

Correction de ’exercice 3574 A
Supposons qu’il existe g € Z(E) tel que rg(fog—go f) = 1. Alors il existe £ € E* et a € E tous deux non
nuls tels que :

VxeE, f(gx))—g(f(x)) = £(x)a.
D’ou par récurrence sur k :
Vx€E, fH(g(x) = g(f*(x) = L) @) + L) @)+ + LT (¥))a

Comme J est irréductible, le sous-espace f-monogene engendré par a est égal 2 E, soit : (a, f(a), ..., "' (a))
est une base de E avec n = dimE et f*(a) = opa+ -+ 01 f" (a). Alors us(f) = f" — 1 f" 1=+ —
apfP=0et:

Vx€E, 0=ps(f)(g(x) —g(ir(f)(x) = L) "~ (@) - +L(f"7 (x) =+ — oux)a.

Ceci implique ¢(x) = 0 pour tout x, en contradiction avec I’hypotheése rg(fog—go f) = 1.

Correction de ’exercice 3575 A

1. Oui, les applications u — pou et u — uo p le sont (ce sont des projecteurs) et elles commutent.

2. Soit & une base de E obtenue par concaténation d’une base de Kerp et d’une base de Im p.

Simatg(u) = (4 B) alors matg(@(u)) = (c?z Bléz), d’ott Spec(¢) C {0,%,1}etdo = (n—r)%, dy =12

etd1/2:2r(n—r).

Correction de I’exercice 3576 A

Si D est diagonalisable alors les applications X — DX et X — XD le sont (annulateur scindé a racines simples)
et elles commutent, donc elles sont simmultanément diagonalisables et leur différence, ¢p, est aussi diagonali-
sable.

Pour la réciproque, on commence par constater que si P est un polyndme quelconque, alors :

deg(P) (k) deg(P)
YXEA(0), Pan)X) = L (0P =Y ()

«PY(D)

k
T XD".
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(formule du bindme pour P = X™ et linéarité de chaque membre par rapport & P pour P quelconque).
Supposons ¢p diagonalisable, prenons P annulateur scindé a racines simples de ¢p, X = U'V ou U est un
vecteur propre de D associé a une certaine valeur propre A et V un vecteur arbitraire. Donc :

deg(P) PY(D) deg(P PH (D)
_ kakyty t 1<k _qt _
0= 1;:0 (- U= =uv 2 A U'VP(D—AI).

Comme U # 0, ceci implique 'VP(D—AI) =0 pour tout V, donc P(D— AI) =0. Ainsi D — A[ est diagonalisable
et D itou.

Correction de ’exercice 3578 A

1. 1 est valeur propre double, d; = 1.

1 2
2. 01,1
1 2
1
3. 10
0
1 0 6
4. 10 0 -4
00 1
(6ot +7y)e' +2

5. X =| (6ar+y+3a)e + B
(6ar+y—a)e +2B

Correction de ’exercice 3580 A

1. A~ diag(1,a,a™") ot & est une racine primitive 7°™ de 1,
A ~ diag(a, o' =) o1 o est une racine primitive 37°™ de 1.
2. pas de solution.

3. vp=0oul.

Correction de I’exercice 3583 A

On se ramene a A = 0 en remplagant f par f — Aid. Im f est de dimension 1 stable par f donc fjyy, s est
une homothétie, c’est I’application nulle vu Spec(f). On en déduit Im f C Kerf. Soit e; € Im f\ {0}, e3 un
antécédent de e par f et e; € Kerf indépendant de e,. Alors # = (e, ez,e3) convient.

Correction de ’exercice 3584 A

Soit f un endomorphisme d’un ev E ayant A pour matrice. On doit trouver g € GL(E) tel que fog =2go f.
Construction de g par récurrence sur n = dimE.

n<1:onaf=0donc g=idg convient.

0,...,n—1=n: festnon surjectif donc I’hypothése de récurrence s’applique a f|m(s). Soit g1 € GL(Im(f)) tel
que f(gl( )) =2g1(f(x)) pour tout x € Im(f). Soit E=H@GI®K&Lavec H= Im(f) NKer(f), H®I=1Im(f)
et H® K = Ker(f). La restriction de f a I & L induit un isomorphisme sur Im(f), on note ¢ I’isomorphisme
réciproque. Soit g € .Z(E) définie par :

glhtitk+0)=gi(h+i)+k+2¢(gi1(f(£))).

On vérifie facilement que fog = 2go f et il reste a prouver que g est injective. Six = h+i+k+ ¢ € Kerg alors
g(f(x)=g1(f(i+¢)=0donc i+ ¢ € Kerf=H®K soiti =¢=0. Il reste g;(h) +k = 0 ce qui implique
h=k=0carg;(h)elmf=HaI
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Remarque : 1a démonstration passe a tout corps de caractéristique différente de 2.

Correction de I’exercice 3585 A

1. A%k =] AZHT — 4,

Correction de I’exercice 3586 A

n _2’1 2’1__2” n _2”
3'O‘ﬂ:_%+2?+(12)’ﬁn: (4 )’Yn:%_%+(6)'

Correction de I’exercice 3587 A

111
22P=|1 2 3|,D=(1 2 3).
149

Dty = (6—6.2" 4+ 2.3 ug + (—548.2" —3.3M)u; + (1 —2.2" +3")uy.

Correction de I’exercice 3588 A

1. Le polyndme minimal de f est de degré supérieur ou égal a n et n’a pas de diviseurs non triviaux. Donc
dimE =1 et f est une homothétie si K = C. Si K = R on peut aussi avoir dimE = 2 et f n’a pas de
valeurs propres réelles.

Correction de ’exercice 3589 A

1. Diagonaliser ‘M =y, — %xn = cste.
2. vy —xn =2"(yo — xp) donc si yp # xo alors M,, — o sinon la suite est constante.

3. % Siy() #XO.

Correction de I’exercice 3591 A
o l a—l—b b—a . l 1 1 5
Z'X_Z(b—a a—i—b)’Y_b(l | ou I'inverse.

Correction de ’exercice 3592 A

3 0 0 30 0
M=+(1/5 +2 0 |ouM=+|1 F2 0
7/30 +1/3 +1 1/2 F1 +1

Correction de ’exercice 3593 A

1 1 0 0 0 0 00 0
A=PDP 'avecP=|2 0 1]|etD=|0 1 0]|.OnprendB=PMP 'avecM=|0 0 1
3 —4 4 00 1 010

Correction de I’exercice 3594 A
3 valeurs propres distinctes, M est diagonalisable et son commutant est I’ensemble des polyndémes en M :
al +bM +cM?, a,b,c € K.

Correction de ’exercice 3595 A
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1. Par similitude on se ramene aux cas : A = (3 9), C(A) = .#,(C) ou A = <% 2), C(A) = CI|A] ou

A=(}1).cAa)=ClA]

2. Si A est diagonalisable de valeurs propres A; avec les multiplicités n; alors dim(C(A)) = Y n? > n.
Dans le cas général, soit (Ay) une suite de matrices diagonalisables convergeant vers A et (C},...,C})
une suite de n-uplets de matrices commutant avec Ay, telles que (C ,l ,...,C}) estune famille orthonormale
pour un produit scalaire quelconque choisi sur .#,(C). Par compacité il existe une sous-suite conver-
gente, donc n matrices C., formant une famille orthonormale et commutant avec A d’ott dim(C(A)) > n.

Correction de I’exercice 3596 A

Soit d,(i,j) le nombre de chemins de longueur n allant du sommet i au sommet j. j admet trois voisins
ki,ky,ks et Uon a : d,(i,j) = dp—1(i,k1) + dy—1(i,k2) + dn—1(i,k3). On numérote les sommets de 0 a 7 de
sorte que les voisins du sommet i sont les sommets i + 1 mod 8, i+ 2 mod 8 et i +4 mod 8. Le vecteur

dy, = (d,(0,0),...,d,(0,7)) vérifie la relation de récurrence d, = Ad,—; ol A est la matrice suivante (. désigne
0):
11 .1
1 1 1
r . .1 . .1 .
oo | /B B\ (B+L 0\,
] PRI B ) R G S
1 1 1
1 1 . 1
1 11
avec
11
N R (LI
B=11 . 1 etp_(a —14>'
1 1
De méme,
_(CtL L\ (CthL+h 0 O
Bi]“_( L Ci]2>_Q( 0 Cilz—lz)Q
et enfin,
. +IL+1 L - I £ +1; 0 1
Ci]2i12_< I iI]ﬂl)_R( 0 illill—ll)R '

Donc A est diagonalisable de valeurs propres —3,—1,1,3 et on peut certainement terminer les calculs pour
obtenir d, = A"d,.

Correction de ’exercice 3597 A

1.
2. Par récurrence pour P = X*, puis par linéarité.
3. A=0.

Correction de I’exercice 3598 A

S’inspirer du cas n = 1. Soit P = (5 _II> :P7lIAP = (234 8) est diagonalisable, donc A aussi.

Correction de ’exercice 3599 A

E),(M) = {@Y) tq AY :AZY}.
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Correction de I’exercice 3601 A
Calcul du polyndme caractéristique de B par opérations en blocs. On obtient

X (x) = det(x’1 = 2xA — A%) = (=1)"1a ( 1 +xﬂ)x" (1 —xﬂ>

donc
Spec(B) = {(1+v2)A, A € Spec(A)} U{(1—+/2)A, A € Spec(A)}.

Correction de I’exercice 3602 A

a*—ab ab—b* 0 0
. 12 12 1 . ab—b2 az—ab 0 0 . M1 0
En prenant P = <_12 12> on trouve P~ "MP = 0 0 Liab BPrab| =\ 0 M)
0 0 b*>+ab a*>+ab
(11 i _((a=b)?* 0 1 _(d* =D 0
En prenant P; = (_1 1) onaP MP = ( 0 & — b2 et Pl MyP = 0 (a+b)?)

Ainsi, SpecA = {(a+b)?,(a—b)?,(a+b)(a— b)}, donc I’ensemble cherché est la boule unité ouverte pour

[RIIE

Correction de I’exercice 3605 A
Si P(0) # 0 alors f est bijective. Si P(0) = 0 alors f2oqqch = —P'(0) f = Kerf? = Kerf.

Correction de I’exercice 3607 A

Soit it le polyndme minimal de u et Z ’ensemble des diviseurs unitaires de . Pour P € K[X] etd = P Al on
a facilement Ker(P(u)) = Ker(d(u)) et Im(P(u)) = Im(d(u)). Ceci montre déja que %" et .# sont finis.

De plus, si d € Z alors I’annulateur minimal de u|1yq(,)) st 4t/d donc I’application d + Tm(d(u)) est injective
sur 7 et Card (.#) = Card (Z). De méme, I"annulateur minimal de u|ker(a(u)) est d car Ker(d(u)) D Im(5 (u))
et d est I'annulateur minimal de u,, ) donc I"application d — Ker(d(u)) est injective sur & et Card (%) =
Card (2).

Correction de I’exercice 3608 A

En appliquant le théoréme du rang & figerf2, ona: dim(Kerf?) = dim(Kerf) +dim(f(Kerf?)), et f(Kerf?) C
Kerf, donc f(Kerf?) = Kerf. Soit G; = Kerg’. Montrons que g(G;.) = G; pour tout i € [[0,k]] : si x € G4
alors g'(g(x)) = g™ (x) = 0 donc g(x) € G;. Réciproquement, si y € G; alors y € Gy = f(Gy), donc y a
un antécédant x par f, cet antécédant appartient a G4, et y = g(g" "' (x)) € g(Giy1). On en déduit, avec le
théoréme du rang appliqué a gig,,,, que dim(G;;1) = dim(G;) + dim(Kerg) pour tout i € [[0,k]], d’oui d =
dim(Gy) = dim(Go) + kdim(Kerg) = kdim(Kerg).

Correction de I’exercice 3612 A

1. Valeurs propres : 1, j, j%. sev stables : {0}, vect{&;}, vect{&],&,} et R.
a+u a 0
—3a —2a+u 0

0 0 A

, AB=BA :>¢B(e3):7te3}:>8:

‘A'B ="'B'A= @3(53) = A,Eg

Correction de I’exercice 3614 A

Soit ¢(x,y,z) = x+2y+3z. f conserve la surface de niveau ¢ = 1 donc par linéarité f o ¢ = @ et ¢ est vecteur
propre de’ f.
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Correction de I’exercice 3617 A

Si x, est irréductible, pour x # 0 le polyndme minimal de x en u est égal a yx, donc le sous-espace cyclique
engendré par x est égal a E etil n’y a pas de sous-espace stable non trivial.

Si seuls {0} et E sont stables, soit x # 0. Le sous-espace cyclique engendré par x est égal a E donc I’annulateur
minimal de u en x est égal a J,,. Soit P un diviseur non trivial de y, et y = P(u)(x) : I’annulateur minimal de u
en y est x, /P, absurde.

Correction de I’exercice 3618 A

Soit ' un hyperplan de E, <e> un supplémentaire stable et H un supplémentaire de < e > stable. Si K est un
sev de H, alors K admet un supplémentaire K’ dans E stable et H N K’ est un sev de H stable, en somme directe
avec K. K' ¢ Hcar K C Het K& K' =E donc K'+H = E et dim(H NK') = dim(H) + dim(K’) — dim(E) =
dim(H) —dim(K) soit K ® (HNK') = H. fiy vérifie la méme propriété que f et on obtient par récurrence que
f est diagonalisable.

Réciproquement, soit f diagonalisable, F un sev de E et (ey,...,e,) une base propre pour f. On montre que F
admet un supplémentaire stable par récurrence sur codim(F) : si F = E alors {0} convient et si F # E alors il
existe i tel que ¢; ¢ F d’oll F @ < ¢; > est un sur-espace strict de F, admettant un supplémentaire G stable, d’ou
G ® < e; > est supplémentaire de F stable.

Correction de ’exercice 3619 A

Spec(f) = {0,1,2} donc f est diagonalisable et chaque sous-espace propre est de dimension 1. Comme la
restriction d’un diagonalisable a un sous-espace stable est encore diagonalisable, les sous-espaces stables par f
sont les huit sous-sommes de Eq D E1 D E».

Correction de ’exercice 3622 A
0 est valeur propre, se placer dans un hyperplan stable et récurer.

Correction de ’exercice 3623 A

Non. Prendre mat(u, ) = (8 l}n).

Correction de I’exercice 3624 A
Trigonaliser fortement M.

Correction de ’exercice 3626 A

2. ((=2,0,1), (0,3,-2), (1,-2,1)).

Correction de ’exercice 3627 A

Base ssi n est impair, 2¢; = (1,1,—1,1,—1,...,1,—1) et les autres vecteurs s’obtiennent par rotation :
28, =(—1,1,1,—1,1,—1,...,1).

Correction de ’exercice 3629 A
2.9 = (1-2d(X —x:)) P}, yf = (X — i) F}.

Correction de I’exercice 3630 A
2. £(9—15X2, 75X — 105X3, —15+45X?, —105X + 175X3).
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Correction de ’exercice 3631 A

I 1 1 b—a

I b ¢ (bV—d*))2
| 2 P-dY)/3

a@ b 3 (br—a*)/4

seulement si ¢ # #.

et det(M) = (b—a)*(c —a)(c — b) 2542 b donc la famille est libre si et

Correction de I’exercice 3632 A

2. terme dominant =P/ (Q;)=1,donc Pf =Y", Q1 J; =Y, l, = lf'.
k i

3.P =Yk, l, ﬁ

Correction de I’exercice 3633 A

_ _Ja _ Jatfo—Afe _ __f
2h =g =" =

Correction de I’exercice 3639 A
1 (et 1)(kr2)

3. (64, 53, 5c, Oy, Opr, 50) ou A’,B’,C’ sont les milieux du triangle ABC.
5. [ [y fx,y)dxdy = f(A )+f(g )+f(C )|

Correction de ’exercice 3640 A

3. Rmgq : coefficients de Fourrier : o, = anﬁz,%iof(ak) cos(pay) et B, = ﬁ Yo flax)sin(pay).

Correction de I’exercice 3642 A

n—1__ an—1 n__mon _
2 (P 5 meep = 155 0!

£

Correction de ’exercice 3650 A
Z,' — é’j : e}k <~ e;f.

€ aé;: el —ef/a.

é < é+aé;: e’}(—e;‘.—ael’-‘.

Correction de ’exercice 3659 A

Les f; sont des projecteurs commutant deux a deux, ils sont simmultanément diagonalisables. Soit e; tel que
filer)=ey: fi(er) = fiofi(e1) =0sii > 2 donc les supports des restrictions des f; a une base propre commnue
sont deux a deux disjoints non vides, ce sont des singletons.

Correction de ’exercice 3660 A
1. a>0,b=c,d >0,ad —bc > 0.
2.a—b>0eta+(n—1)b>0.
3.

Correction de I’exercice 3661 A

<1f,x 36X 1))/ +(5¢° —3X)\/Z>.
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Correction de ’exercice 3662 A
1 X2 X2-4X+2

V5V ViR

Correction de ’exercice 3663 A

1.

2. Elever au carré.

3. (a) (¥|d) =1« (i(X)|i—i(X)) =0 : sphere passant par 0.
(b) Hyperplan ne passant pas par 0.

R?

() [|x—al?= = ey sphere ne passant pas par 0.

2 a
S P e

Correction de ’exercice 3664 A

1. Elever au carré.
2.

Correction de I’exercice 3665 A

1.

1
2. SR

Correction de I’exercice 3666 A

1. L -2,1,0), - (2,—1,—4,3))

6 V30
—4 -1 2
! —2 -1
10 —4
—1 —4 3

Correction de I’exercice 3667 A

21%2 (I— (aiaj))

Correction de ’exercice 3671 A

Si pog=gop:Soientx € (ImpNImg)-NImpetyc (ImpNImg)* NImg.
Alors pog(x) = g(x) € ImpNImg, donc (¢(x) | y) = (x| y) =0.SiA= (ImpNImg): NImp et B= (ImpnN

1 1
Img)* NImg sont orthogonaux : Alors Imp = (ImpNImg) © A, Img = (ImpNImg) B, et E = (ImpN

L1 1
Img) ©A @ B @ (Imp* NImg'). Par décomposition, on obtient pog = go p = la projection orthogonale sur
ImpNImg.

Correction de I’exercice 3672 A
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1. Y7 ,(2;]€)*=1= famille orthonormée et vect(&;)* = {0}.
2.

Correction de I’exercice 3675 A

sphere de centre — ﬁ

Correction de ’exercice 3679 A

0
Soit X la matrice de &, dans %. On a GX = 0 et ’XGX = Ax, = 1. On applique alors les formules de
A
Cramer.
Correction de I’exercice 3681 A
Non, ||i; + ii> +il3||*> < 0.
Correction de I’exercice 3683 A
1.
2.
3. Jilot*tdt = iy
4. ® a pour pdles au plus simples —1,—2,...,—n— 1 et pour racines 0,1,...,n — 1. Comme ®(x) — 0
—1)...(x—n+1
lorsque x — oo, on a donc ®(x) = A%

5. a = résidude @ en —k— 1 = (—1)"FA et
6.

Correction de I’exercice 3684 A
4 (x4y)? + (x42y)* = (V3(x—y))? + (V2y)*.

Correction de I’exercice 3687 A
fEFt=xfL1f.

Correction de ’exercice 3688 A

1.
2. 30X%—36X +9.

Correction de I’exercice 3689 A
P(t) = 3(3—5t> = 5a> + 15a%1%) + & (15 — 211> — 214> + 354%1?),
8||P.||> =9 +45a* — 165a* 4 175a° est maximal pour a = +£1 = ||P,|| = 2v/2.

Correction de ’exercice 3690 A
1.
2. 7(£)(1) = FO) BT + (D) -
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3. L’inf est atteint pour la fonction f € W telle que f(0) = a et f(1) = B, soit f(t) = o) B Shit) e

sh(1) sh(1)
2. 82 ch(1)—
inf = AP -20p.

Correction de ’exercice 3691 A

1. Le sous-espace vectoriel engendré a un orthogonal nul.

2. N’importe quelle famille génératrice convient (équivalence des normes).

30 1= Iill2 = yill + X |90 =¥ # 0y (i [ 3) = 0.

4. Par polarisation on a: V x,y, ¥ ;c;(x | y;)(y | y;) =A(x | y) donc ¥ je;(x | y;)y; —Ax € E*.

Correction de I’exercice 3692 A
Soient x € Ker(u—id) ety = u(z) —z € Im(u—id). Onay = u(z+ Ax) — (z+ Ax) d’ou :

o+ Ax]1? > flu(e+Ax)[* = lz+ Axl® + 24 (x | y) +2(z | y) + [Iy]*.

En faisant tendre A vers oo on obtient (x | y) = 0 et on conclut avec le théoréme du rang.

Correction de I’exercice 3693 A

f linéaire et f = x + ||x||> conviennent et I’ensemble & des fonctions f vérifiant la propriété est stable par
combinaison linéaire donc toute fonction de la forme x — £(x) 4 a||x||* avec £ € E* et a € R convient. On
montre que ce sont les seules : Soit f € & 1’on décompose en sa partie paire f,, et sa partie impaire f;. Alors
o fieé.

Soient x,y € E avec ||x|| = ||y|| et x Ly. Ona f;(x+y) = fi(x) £ f;(y) et f;(2x) = fi(x+y) + fi(x —y) = 2fi(x).
Ensuite, f;(2x) + fi(x) — fi(y) = fi(2x+y) + filx = 2y) = fi(3x —y) = fi(3x) — fi(y) d’ou fi(3x) = 3fi(x) et
de proche en proche f;(kx) = kf;(x) pour k € ||| puis pour k € Z,Q,R successivement vu la continuité de f.
En prenant une base (ey,...,e,) orthonormale on a f(xje; + --- +x,e,) = x1f(e1) + -+ +x,f(e,) pour tous
X1,...,Xx, réels donc f; est linéaire.

Soient a présent x,y € E avec ||x|| = ||ly|| alors f,(x+y)+ fp(x —y) = f(2x) et f(x+y)+ f,(y —x) = f»(2y)
d’ott f,(2x) = f,(2y). Ainsi f, est constante sur les sphéres de centre 0. On écrit f,(x) = @(|[x||*) avec ¢ :
R — R prolongée a R par imparité (f,(0) = 0 de maniere évidente) et on a @(a* + b?) = f,(ae; + bey) =
fr(aer) + f,(bex) = @(a*) + ¢(b?) d’ ot I’on conclut que @ est linéaire.

Correction de I’exercice 3695 A

z:-%ﬁ+xa

Correction de I’exercice 3696 A
iNV = pb
p=1a,b,d = { VAW =pé¢ et [i,v,w] = p*.

WAl = pd
0 : pas de solutions.
0 et rg(i4,v,w) > 1 : pas de solutions.
=0 etrg(i,V,w) < 1 : une infinité de solutions.
> 0 : 2 solutions.

A

Correction de I’exercice 3697 A
3.G=t(F)I-'F.
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Correction de ’exercice 3699 A

abcy/1—cos? o — cos? B —cos? y+2cos o cos B cos Y
= abc/(cosy—cos(a+ f))(cos(a — B) —cos y).

Correction de I’exercice 3701 A

1. f(¥) = (X]u)ii+cos o (d NX) Nii + sin ot (ii A X).

a> ab ac 0 —c b
2. M= (cosa)l+(1—cosa) |ab b*> bc|+sina| ¢ 0 —a
ac be -b a 0

Correction de ’exercice 3703 A

Pour f,g € 0+(R?), f et g ont la méme matrice réduite dans une base orthonormée convenable, donc sont
conjugués dans ¢ (R?). h n’est pas toujours positif car les bases peuvent ne pas avoir méme orientation (ex :
deux rotations inverses). Pour f,g € ¢~ (R?), considérer — f, —g.

Correction de ’exercice 3704 A
3.n/2,n/2, &
—n/2,0,7/2.

Correction de I’exercice 3706 A

1.
2. matrice dans une bond.
3. f=2(h+id)~! —id.

Correction de I’exercice 3707 A

1. f(X) =udAXavecii=(a,f,7).

- HH@RE—iIAT
2=

R = B e 1 S
3. axe dirigé par i, cos 0 RIS sin O EREAE
Correction de ’exercice 3708 A

1.
2. g(¥) = (cosa)X+ (1 —cos Oc)(ﬁtlxﬁ + Si“agm.

Correction de ’exercice 3709 A

6 3 -2
Lil-2 6 3
3 -2 6

2. Rotation autour de (1,1,1) d’angle arccos(5 ).

Correction de ’exercice 3710 A
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1.

3.

Ona
"MM =1 (a®+b*+c* =1etab+bc+ca=0),

et
detM) =14 a* +b*+c* —3abc = 1.

En remarquant que
(@ +b° 4+ b> —3abc) = (a+b+c)(a* +b* + —ab — bc — ca),

on en déduit (a)& (b)< (a+b+c=1etab+ac+ bc =0), d’ ot le polyndme P.
Or, P a trois racines réelles si et seulement si 0 < A < %(étude de la fonction associée), d’ou I’équiva-
lence avec la condition (c).

On voit sur la matrice que (1,1, 1) est propre pour la valeur propre a+b+c. Si M € SO(3), c’est donc
(I'identité ou) une matrice de rotation suivant ’axe R(1,1,1). L’angle 6 de la rotation vérifie alors

) s 3a—1
Tr(M) = 2cos(0) + 1 d’otr |8 = arccos 25—

L’ensemble est celui de toutes les rotations d’axe (1,1,1). C’est un groupe isomorphe a R/2nZ.

Correction de ’exercice 3711 A

. rotation autour de (1,0, 1) d’angle —arccos(1/3).
. rotation autour de (—3,1,1) d’angle — arccos(7/18).
. demi-tour autour de (—1,-2,1).

1
2
3
4. rotation autour de (0,1, 1) d’angle 27/3.
5.
6
7
8
9

rotation autour de (—2 —+/3,1+v/2,v/2 —+/3) d’angle arccos(‘@;i\/‘%“),

. symétrie par rapport a x =y +2z.

. symétrie par rapport a 3x =2y —z.

. symétrie par rapport a x+2y —z = 0.

. symétrie-rotation autour de (1,—3,1) d’angle —arccos(5/6).
10.
11.

symétrie-rotation autour de (1,—1,0) d’angle 7 /3.

projection sur 2x + 2y +z = 0 puis rotation d’angle arccos(3/5).

Correction de ’exercice 3712 A

M=

0 -1 0
0 0 —1],0=2
1 0 0

Correction de I’exercice 3713 A

1.
2.
3.

Ouissi A2 +u? < 1.
Non, disc = —1.

Oui, = 35 13 (y+2)* +42+ (¢ 4+ %)™

Correction de I’exercice 3714 A

Spec(A

) =1{6,3,3} = oui.

Correction de I’exercice 3715 A

(n—1,0).
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Correction de I’exercice 3717 A

2
. _ 1.2, 1 2,1
Récurrence, q(x1,...,X) = Yick 57 Vi + 3 LiskXi + 3¢ <Zi>kxi) .

Correction de I’exercice 3720 A

1.

2.

3. SiaeKerf,Kerp =E.
Si a ¢ Kerf et g(a) =0, Kerd = a*.
Si g(a) # 0, Kerp = Ker(f) D < a>.

Correction de ’exercice 3723 A

1.
2. (d—1,0) ou (d,0).

Correction de ’exercice 3724 A
Récurrence sur n.

Soit (ey,...,e,) labase dans laquelle A est la matrice de g. A, (A) # 0 donc il existe des coefficients o, . .., 0t;_|
tels que u,, = e, — Y ;,, Qe; soit g-orthogonal a ey, ..., e,_1. Alors A a mémes mineurs principaux que la matrice
de ¢ dans la base (eq,...,e,—1,uy).

Correction de ’exercice 3725 A

Pour A a diagonale fortement dominante, récurrence sur 7.

Soit (eq,...,e,) labase dans laquelle A est 1a matrice de ¢. A,,—1(A) # 0 donc il existe des coefficients o, . .., 0,1
tels que u, = e, — Y, Qie; soit g-orthogonal a ey, ..., e,_; et il faut montrer que g(u,) > 0 ce qui résulte de
|| < 1 en considérant la i-eéme ligne de A.

Correction de I’exercice 3726 A
1.
2.
3. GL}(R) I’est.

Correction de I’exercice 3728 A

1. Il n’y a pas de solution pour n = 2 donc pas non plus pour n > 2.

2. Pour n = 3 on trouve A ='CC ou C est une colonne sans zéros, pour n > 3 on obtient le méme résultat
en considérant les blocs 3 x 3 centrés sur la diagonale.

Correction de ’exercice 3729 A
Soit P orthogonale diagonalisant S : ‘PSP = Diag(A,,...,A,) et Y ='PX.

0 Y1 N 1)

Y1 )vl 2 2
Ona:q(X)= : . :—Al-nln(%—i-'“-i-%).

yn Arn
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Correction de I’exercice 3730 A
Pour a = 0, g est définie positive. Pour a # 0 prendre une base orthonormale commencant par a ; la matrice
de g dans cette base est Diag(o + |a||?, &, ..., @).

Correction de ’exercice 3731 A

Soit (E;;) la base canonique de .#(C) : E3, = 0 donc g(E12) = 0 et si A est une matrice quelconque de rang 1,
A est équivalente a E1p d’ott g(A) = 0. Si A =0 on a aussi g(A) = 0 et si A est inversible alors toute matrice est
multiple de A donc g(A) # 0, en particulier g(I) = 1 car ¢g*(I) = q(I). On en déduit g(A) = 0 < det(A) = 0.
Pour A quelconque, les applications : z — det(A —zl) et z +— (A — zI) sont polynomiales de degré 2, avec le
méme coefficient de z> et les mémes racines, donc sont égales d’ot1 ¢ = det.

Remarque : le méme raisonnement est applicable sur un corps quelconque en se limitant aux matrices triangu-
laires, et toute matrice est produit de triangulaires (algorithme du pivot de Gauss).

Correction de I’exercice 3732 A

Quitte a remplacer E par vect(xy,...,y,), on peut supposer E de dimension finie p. Soit % une base de E, et X, Y
et F les matrices de (x1,...,X,), (1,--.,Yn) et ¢ dans Z. On doit prouver det(XFY)? < det('XFX)det('YFY).
Comme F est symétrique positive, elle est de la forme F = MM pour une certaine matrice carrée M, donc en
remplacant X et ¥ par MX et MY, il suffit de prouver det('XY)? < det("XX)det('YY) pour toutes matrices X, Y
réelles rectangulaires de méme taille.

En projetant chaque colonne de Y sur le sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de X, on peut décompo-
ser Y = XA+ B ol A est une matrice carrée et B une matrice rectangulaire de méme taille que X telle que ‘XB =
0. Tl reste a prouver : det('’XXA)? < det('XX)det('A’XXA +'BB), soit : det('A’XXA) < det('A’XXA +'BB).
On pose U ='A'XXA et V ='BB : U et V sont des matrices réelles symétriques positives de méme taille, a
priori quelquonques. Si U est inversible, on écrit U = PP avec P inversible et on est rammené a prouver que
1 <det(I+'P~'VP~!) = det(I+ W), avec W symétrique positive, ce qui résulte du fait que toutes les valeurs
propres de I +W sont supérieures ou égales a 1. Si U n’est pas inversible, on remplace U par U + €1 avec € > 0,
puis on fait tendre € vers 0.

Remarque : il y a peut-étre plus simple ?

Correction de I’exercice 3735 A

A=0,f=idgetA = —W, f = la symétrie par rapport a vect(V).

Correction de I’exercice 3740 A

@(A) = tr(A’A) donc pour toute matrice P telle que P'P soit scalaire (non nulle) on a (P~'AP) = @(A). Ces
matrices sont les matrices de la forme P = AM avec M orthogonale (matrices de similitude).

Réciproquement, soit P telle que (P~ 'AP) = ¢(A) et Q = P'P.

On a par polarisation : V A, B, tr(AQ'B'Q~!) = tr(A'B) donc pour B = QC : V A, C tr(AQ'C) = tr(A’'CQ) ce qui
implique : V C, Q'C ='CQ et donc que Q est scalaire.

Correction de I’exercice 3750 A

1.

2. On raisonne par récurrence sur d = dim(F) = dim(G). Pour d = 0 il n’y a rien a prouver.

Pour d > 1 on considere a € F et b € G unitaires tels que (a | b) soit maximal. Soient F] 1’orthogonal
de a dans F et G I’orthogonal de b dans G (sous-espaces vectoriels de dimensions égales a d — 1). Le
choix de a, b fait que Fj est orthogonal a b et G est orthogonal & a, donc F; et G| sont tous deux inclus
dans I’orthogonal de vect(a,b). On peut trouver un endomorphisme de cet orthogonal qui échange F] et
G1, que ’on compléte par la symétrie orthogonale dans vect(a,b) qui échange a et b.
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Correction de ’exercice 3751 A
1.
2.

3. oui pour ¢p.
Pour yp :V A, B, tr('AB) = tr('P'A'(P~")P~'BP) = tr(P'P'A'(P~")P~'B).
Donc P'P'A'(P~')P~! = A, donc P'P est scalaire, donc P est une matrice de similitude.

Correction de I’exercice 3752 A
A=0o0uAe€ 0 (n).

Correction de ’exercice 3753 A
1. A=P—I,Pc O(n).
2. Hadamard.

Correction de I’exercice 3755 A
1.

2. Tout f € G vérifie det(f) € {—1,1}. Réciproquement, soit f € U(E) tq det(f) € {—1,1} et F =
Ker(f —id). On montre que f est composée de réflexions par récurrence sur p = codimF .

p=0= f=id. p=1= f est une réflexion car F est un hyperplan et F* est stable par f.
0,...,p—1= p:soit (ey,...,e,) une BON de E telle que (ep1,...,e,) est une BON de F et ¢; est
vecteur propre de f. Soit €] = f(e;) = Aej, et 6,0’ deux réflexions telles que G (e;) = ez et 67 (e2) = €.
Alors g=000’of € U(E), det(g) =det(f) € {—1,1} et codim(Ker(g—id)) < p donc g est composée
de réflexions et f aussi.

Correction de I’exercice 3759 A

f=id—rour(xy,...,x,) = (Xs,X1,...,%,_1). Donc f*o f =2id — r — r~! a pour valeurs propres les nombres
1 est pai

2 —2cos(2kn/n), k € [[0,2n— 1]] et || f]| = Strestpait

2cos(m/2n)  sin estimpair.

Correction de I’exercice 3760 A

Oui. Pour n =1 il y a égalité. Pour n = 2 cela résulte de la densité de UNQJi] dans U (démonstration ci-
dessous). Pour n quelconque, il suffit de voir qu’une réflexion quelconque est limite de réflexions a coefficients
rationnels (approcher un vecteur non nul normal a I’hyperplan de réflexion par une suite de vecteurs rationnels).

Densité de UNQ[i] dans U : pour p € |||* on considere z, = (pz;;#. Onaz, c UNQJi] et z, — 1 lorsque

p —oo. Size Ualors d(z,UNQJi]) gd(z,{zf,, keZ}) < 31—zl

Correction de I’exercice 3761 A

'"AA =14 a®+b* +c? = 1. Dans ce cas det(A) = tr(A) = 1 donc f est un quart de tour. L’ axe du quart de tour
a

est engendré par | b
c

Correction de ’exercice 3766 A
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1.P=31[2 2 —1]|,D=Diag369).
-1 2 2
2 -1 2

22P=1|2 2 -—1]|,D=Diag(332).
-1 2 2

Correction de I’exercice 3767 A
Si tous les a; sont nuls, M = 0.
Sinon, M = C'C = Ey = C* et E, = vect(C) avec v = ||C||*.

Correction de I’exercice 3768 A

1 1 1 1
2 U0 2 00 =
o1 1o o 1 -1 o0
_ 2 2 _ 2. "2
S O Y B R
1 1 1 1
2 00 5 -2 0 0 5

Correction de I’exercice 3769 A

1.
2. u est autoadjoint pour <, >.
3. P(): 1,P2 :x,P6:3x2—1’P12:5x3—3x'

Correction de I’exercice 3770 A
1.
2.
3. k=k(k+1).

Correction de I’exercice 3773 A

1.
2.

3. (Poq)|mp = (P°q O P)|imp est diagonalisable et (p © g)Kerg+(Kerpnimg) = 0 donc tout vecteur de E est
somme de vecteurs propres pour pogq.

Correction de ’exercice 3778 A

1.
2. Récurrence : pour n = 1 c’est évident.
A/
tcl
B/
0

/
n—1—>n:A:< ic) avec A’ ='B'B'.

!/
On cherche B = < i) dou: X' =B 1Cetx*=a—'X'X' = g::;;‘, > 0.

Correction de I’exercice 3782 A

1. Soit (iy,...,i,) une base propre pour u. On prend X = ] + - - - + id),.
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2. On norme X et on le complete en une base orthonormée. La matrice de u dans cette base est symétrique,
de trace nulle, et la diagonale commence par 0. On termine par récurrence.

Correction de ’exercice 3784 A
ABX = AX = 'X'"BABX = A'XBX.

Correction de I’exercice 3785 A
Se ramener au cas ou A est diagonale.

Correction de I’exercice 3786 A
Il existe P inversible telle que A = ‘PP et B ='PB’P avec B’ symétrique définie positive.
Alors A+B="P(I+B')Petdet(I+B') =T[(1+Bi) > 1 +T1pB:i = cqfd.

Correction de ’exercice 3787 A
Soit Z une BON fixée, M = Maty(f), %' 1a BON cherchée et P la matrice de passage de % a %’. On veut
que 'M'M’ soit diagonale avec M’ ='PMP, cad ' P"MMP diagonale.

Correction de ’exercice 3790 A

et (f;), F; idem pour f.
)) = () %) < %]

< At X%

Soit (h ) une base diagonale pour h, H; = Vect{h 1. 71,}
Pour X € Fy NH- |, 41X |* + (3| %) < (h(X) | %) + (X | %o
Pour X € Hy 11 NFE NXy, wellX]1* < (f(R) [ %) = (h(X) |

Correction de I’exercice 3791 A
1. Si f(x)4 f*(x) =0alors f(x) € Im fNIm f* =Im f N (Kerf)* =Im N (Im f)* donc f(x) = f*(x) =
et x € Kerf NKerf* = Kerf N (Kerf)=.
2. f2=0=1Imf C Kerf.
f+f*€GLE)=Imf+Imf* =Imf+ (Kerf)* = E = dimIm f > dimKerf.

Correction de I’exercice 3796 A
. (u—u*)(x)|x)=0.
2. Orthodiagonaliser et appliquer I’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Correction de I’exercice 3797 A
Soit K = sup{||ug+---+u,||} etx € H.Onnote v, , = Yi_, u, pour p < q. La série Y (u,(x) | x) est convergente
(termes positifs, sommes partielles majorées) donc elle vérifie le critere de Cauchy : (v, 4(x) | x) — 0 lorsque

Psq — .
Comme v, 4 est positif, il vérifie I'inégalit€¢ de Cauchy-Schwarz :

|pg () 1) < (vpg (1) [ 1) (vpg () 1) < 2K Y2 (vpg (4) | ).

En particulier pour y = v, ,(x) on obtient : [|v, ,(x)||* < 2K (v,, q(x) | x) donc la série Y u,(x) est de Cauchy.
Remarque : exemple ot Y u, ne converge pas dans .Z.(H) : H = ¢*(|||) et u, = projection orthogonale sur
<e,> ol ey(p) = 0, p. ¥.u, converge simplement et non umformément vers I’identité.

Correction de ’exercice 3798 A

'AA est R-diagonalisable donc annule un polyndme P scindé a racines simples. A annule le polynome P(X?),
donc est C-diagonalisable si O n’est pas racine de P ce que I’on peut imposer si A est inversible.
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Si A n’est pas inversible, soit P(X) = XQ(X) avec Q(0) # 0.

On a R" = Ker(A®) @ Ker(Q(A%)) et Ker(4%) = Ker('AA) = Ker(A) donc AQ(A®) = 0 et A est encore C-
diagonalisable.

Contre-exemple pour la R-diagonalisabilité : prendre une rotation d’angle 27t/3 dans le plan.

Correction de I’exercice 3799 A

1. On se place dans une base propre pour u, soient U, V, W les matrices correspondantes avec U = diag(A;).
On doit donc résoudre (A; + A;)W;; = V;; d’ou I’existence, 1’unicité et la symétrie de w.

2. > A := matrix([[4,1,1],[1,4,-1],[1,-1,4]11); B := matrix([[0,0,-11,[0,0,1],[-1,1,311);
> eigenvals(A); eigenvects(A);
> P := transpose(matrix([[1, 0, 1], [1, 1, 0I,[-1, 1, 111));
> Al := evalm(P~(-1)&*A&*P); Bl := evalm(P~(-1)&*B&*P);
> C1 := matrix(3,3);
> for i from 1 to 3 do for j from 1 to 3 do C1[i,j] := B1[i,jl1/(A1[1i,i1+A1[j,j]1) od od;
> C := evalm(P&*C1&*P~(-1)); evalm(A&*C+C&*A-B);
11 —-11 -33
=C=qg|-11 11 33
—-33 33 69

3. Si v est défini positif : on a (v(x) | x) =2(u(x) | w(x)) donc si A est une valeur propre de w et x est un
vecteur propre associé, ona A = 2((2(;2)‘)‘2) > 0 d’olt w est défini positif.

PP oo (10 (1 1 (2 3 1
Caswdeﬁmposmfetvnonposmf.U—(O 2>,W—<1 1+x>,V—<3 4x+4> avec 0 <x < g.

Correction de ’exercice 3800 A

1. c’est un endomorphisme autoadjoint positif de déterminant 1.

2. X" det(% +s* os) =det(id+ Xs* os) = det(s* o (id+ Xs* os5) o5) = det(s* o s + Xid).

3. s* os est diagonalisable avec des valeurs propres (A;) réelles positives deux a deux inverses pour la
méme multiplicité. P*(1) = [Ti<;c,(1+4;) (1 + %) et (14x) (1 + %) > 4 pour tout x > 0 avec égalité
ssix=1.

Si P(1) = 2" alors toutes les valeurs propres de s* o5 valent 1 et s* o s est diagonalisable donc s* o s = id
et s est une symétrie orthogonale. La réciproque est immédiate.

4. Se ramener au cas A4 = I puis calculer detA par pivotage.

Correction de ’exercice 3801 A

1. Que c’est un espace préhilbertien.

2. gx(t) =min(z(1 —x),x(1 —1))

3. Onnote g; = gy, : (g1,--.,8n) est libre par considération des points anguleux, donc engendre un espace
vectoriel G de dimension n. Soit f € P: f = fo+ f1 avec fo € Get fi € G+. Alors @(f) = o(fo) + || f1]]?
donc ¢ est minimale en f ssi ¢ est minimale en fj et f; = 0. Désormais on suppose f; =0et f € G.
L application :

w:G =R = (f(xa),- o fn) = ((F181)s- -, (F ] 8n))

est un isomorphisme linéaire. Soit v I’endormophisme autoadjoint défini positif de R" (pour le produit
scalaire canonique) tel que : V¢ € R" (1 | v(t)) = |Ju~! (¢)|*.
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On a donc en notant & = (oy,...,0,) et B = (id+v) () :

VieR", o (1) =(t|v(t) +(—alr—a)
([ (id+v)(1)) =2(t| &) + (| @)

(t=B[(id+v)(r—pB))+ (| a—B).

id 4 v est autoadjoint défini positif donc le minimum de ¢ est atteint pour f = u~! () (solution unique)
etvaut (a | o —f3).

Correction de ’exercice 3802 A

1. p est un projecteur orthogonal < p est un projecteur et p = p* < p* est un projecteur orthogonal.

2. p et p* commutent donc Kerp et Im p sont stables par p et par p*, d’ou p|*Kerp = (PlKerp)” = Okerp €t
p‘*lmp = (Pimp)" = idimp. Ainsi p = p* ce qui implique Kerp | Im p.

Correction de ’exercice 3803 A

1.

2. Onapour f,g €E :uov(f) =g < gest 6?2, g(0)=g'(1) =0 et g" = —f. En particulier uov est
injectif, 0 n’est pas valeur propre de uov.
Pour A e R*et f € Eonauov(f)=Af sietseulement si f est de la forme x — ae®™ + be™** avec
a’ = —% eta+b=aae*—bae *=0.0nobtient f # 0en prenanta #0, b= —aet @ = zn(% +k),

k € Z. Donc Spec(uov) = {m, ke Z}.
2

Correction de ’exercice 3804 A

L. uy+---+u, est 'endomorphisme autoadjoint associ€ a g + -+ +¢,.

2. Im(uy) +- - +Im(up) O Im(u; +---+u,) = E et la somme des dimensions est égale a dimE donc la
somme des sous-espaces est directe.

3. OnaKer(u;) ={x € Etqx =up(x) +---+up(x)} CIm(up+---+up) =Im(uz) ®--- ®Im(u,) et
les deux termes extrémes ont méme dimension, d’ ot Ker(u;) =Im(uz) @ --- @ Im(u,). Comme u; est
autoadjoint, Im(u;) L Ker(u1) ce qui prouve I’orthogonalité de la somme. De plus Im(u;) C Ker(u;)
pour j > 1 donc g (x) = ||x||> pour tout x € Im(u; ). En appliquant 1) 2 Im(x; ) on obtient u; (x) = x pour
tout x € Im(u;) ce qui prouve que ] est un projecteur, et ¢’est un projecteur orthogonal car autoadjoint.

Correction de ’exercice 3805 A

A=P 'DP='A=("PP)A(P"""P ).

S définie positive = 3 P € GL,(R) tq S ='PP, donc 'A = SAS™! = A ='PM'P~! avec M = PAP~!, d’ot
'M = M est diagonale.

Correction de I’exercice 3806 A

Pour A symétrique réelle on a max(Sp(A)) = sup{(x | Ax)/||x[|?, x € R*\ {0}} donc f est la borne supérieure
des fontions affines 7 — ((x | Ax) +¢(x | Bx))/||x||* lorsque x décrit R"\ {0}. En tant que sup de fonctions
convexes, ¢’est une fonction convexe.

Correction de I’exercice 3807 A
M=X'Y -Y'X.
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Soit Z € M, 1 (R) tq (I+aM)Z =0.Donc Z € vect(X,Y) : Z=AX +uY.
on remplace :

(1-d'YX)A — d'YYu =0

{anX/l + (1+dYX)u = 0

CNS < a*('XX'YY — ('XY)?)+1#0.

Correction de ’exercice 3808 A

Ona’AA-'CC=1,.
Soit X tel que AX = 0. Donc 'XX = —/(CX)(CX), donc X = 0.

Correction de ’exercice 3809 A

A'A = (a* + >+ +d?)1.

Correction de ’exercice 3810 A

trigonaliser A dans une base orthonormée.

Correction de ’exercice 3811 A

h=fof*:h*=ideth>0=h=id.

Correction de I’exercice 3813 A

a=>b=+c.

Correction de ’exercice 3814 A

Ils sont égaux (décomposer A en symétrique + antisymétrique).

Correction de ’exercice 3815 A

1. spec(M) = {j, j*} = on prend comme base orthonormale a = <(])> eth= %(f(a) +3a) = (

2. M est une matrice de rotation ssi spec(M) C U\ {£1} ou M = +I.

)

3. M est la matrice d’une application orthogonale ssi spec(M) C U et M est C-diagonalisable (alors M est

R-semblable a une matrice diagonale par blocs dont les blocs sont des matrices de rotation).

Correction de I’exercice 3817 A

1. Inégalité de Cauchy-Schwarz.

2. Il existe P orthogonale de méme taille que A telle que D =’ PAP est diagonale positive.
D 'pPC

0 I 0 I

t
Alors ( P 0) U (P 0> = (t cP B ) est symétrique positive donc si d;; = 0 alors la ligne i de

0 I 0 7 0 O

.. (P P D 'P . .
'PC est nulle. Ainsi ( 0) U’ ( 0) = ( C) est, apres renumérotation éventuelle des lignes

D/ CI
0 O

/—1 -l /
U" est diagonalisable : (1 D C) u” (1 D C> — <D 0>‘

et colonnes, de la forme U” = <

0 1 0 1 0 0

) ol D' est diagonale inversible et U’ est semblable 2 U”. Enfin

Correction de ’exercice 3818 A
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1. Si 'UMV = D est diagonale alors ‘MM = VD?'V. Inversement, comme ‘MM est symétrique définie
positive, il existe D diagonale inversible et V orthogonale telles que ‘MM = VD*'V. On pose M = UD'V
ce qui définit U puisque D'V est inversible et on a VD>V ='MM = VD'UUD'V d’ot 'UU =1I.

2. M est limite de matrices My inversibles que I’on peut décomposer sous la forme My, = Uy D' Vj, avec Uy, et
Vi orthogonales et Dy diagonale. Comme O(n) est compact on peut supposer, quitte a extraire des sous-
suites, que les suites (Uy) et (Vi) convergent vers U,V orthogonales d’ott 'UMV = limy_,o' UM Vi =
limy_,.. Dy = D diagonale.

1 1 1
i V3 Vi 0 0
3. En diagonalisant ‘MM on trouve V = 0 % —% ,D=| 0 +/3 0 |.CommeD n’est
1 1 1
o o v/ o A0 00 |
pas inversible il faut ruser pour trouver U. On donne des coefficients indéterminés a U et on écrit que
a b+v2 c
'UMV =D ce qui donne U = | —a— %6 —b— % —c | avec a,b,c € R. On choisit alors a,b, ¢
a b c
L e
SO
de sorte que U € O(3) d’ou, par exemple, ¢ = %,a: —%,b:—% etU = 76] 01 —lﬁ
V6 V2 V3

Correction de ’exercice 3819 A

1. det(A)? = (—1)".

2. A est C-diagonalisable (annulateur simple) et ses valeurs propres sont i, —i avec la méme multiplicité
(A est réelle). La matrice A’ donnée a les mémes propriétés donc A et A’ sont C-semblables a la méme
matrice diagonale, et donc C-semblables 1’une & I’autre. Comme la C-similitude entre matrices réelles
est équivalente a la R-similitude (résultat bien connu), A et A’ sont R-semblables.

3. Soit e; unitaire et ¢} = Ae;. Alors ¢/ est unitaire et Ae| = —e; d’ol (e | €]) = (Ae; |Ae)) = —(e1 | €]) =
0 donc (e, e} ) est une famille orthonormale. Si F; est le sous-espace vectoriel engendré par (e1, €/ ) alors
F IL est stable par A donc on peut construire par récurrence une base orthonormale (eq, ..., e, /25 e,..., e; /2)
telle que Ae; = ¢} et Ael = —e;.

Correction de I’exercice 3820 A

On remplace A par A+ b,l et B par B— b,I ce qui ne modifie pas C. Maintenant les valeurs propres de B
sont positves donc pour tou x € C" on a (Ax | x) < (Cx | x). Soit (x1,...,x,) une base orthonormale propre
pour A et (y,...,y,) une base orthonormale propre pour C. Si z € vect(xy,...x;) alors (Az | z) > a;||z||* et si
z € vect(y;,...y,) alors (Az | z) < (Cz | z) < cil|z||>. Or vect(xy, . ..x;) et vect(y;, ...y,) ont une intersection non
triviale (Ia somme des dimensions est égale a n -+ 1) donc il existe z # 0 tel que a;||z||> < cil|z||> d’ot a; < ci.

Correction de ’exercice 3821 A

1. Prendre A supérieur ou égal a la plus petite des valeurs propres de —M.

2. Surjectivité de ¢ : Im® est un sous-espace vectoriel de S,(R) contenant S, " (R) donc contenant
vect(S; T(R)) = S,(R) d’apres la question précédente. On en déduit que ¢ est un isomorphisme grace
au théoreme du rang.

SiM € S (R) alors M = lim,_,..(M + 1,/ p) donc M € S; " (R). Réciproquement, si M € S, *(IR) alors
M = lim,_,..(M,) avec M, définie positive, donc pour tout x € R” on a "xMx = lim,_,e("xMp,x) > 0,

c’est-a-dire M € ;7 (R). Ainsi : S; 7 (R) = S;7(R). Comme ¢ est continue (car linéaire en dimension
finie) on en déduit ¢ (S (R)) C S (R). De plus, ¢(S; T (R)) = ST (R) = ST (R) = ¢~ (ST (R))
donc par continuité de ¢! : 71 (S5 (R)) C S;F(R), d’ou S;F (R) C ¢(S,/ (R)).
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3.

Soit M € S, (R) de valeurs propres a,b avec a < b, et soient @’ < b’ les valeurs propres de ¢ (M). Pour
tout A >bonaM+AL €S, (R) donc ¢(M)+ AL € S;*(R) c’est-a-dire A > b'. Ceci prouve que
b’ < b et on montre 1’égalité en considérant ¢ ~'. De méme, en considérant —M on montre que ¢’ = a.
Finalement yy = (X —a)(X —b) = X (m)- De plus, det(M) = ab = det(¢ (M)).

Remarque : soient A = (§3), B=(39),C=(9}), et A’ = ¢(A), B = ¢(B), C' = ¢(C). On sait que
A’ est orthodiagonalisable avec pour valeurs propres 0 et 1, donc il existe P € O(2) telle que A’ ='PAP.
A'+B =¢(L)=L douB = 12 — A’ ="PBP. Posons C’ "P(y3)P.0=tr(C) =tr(C') =u+wet
—1 =det(C) =det(C') = uw—v* donc w = —u et u> +v> = 1. De plus, —1 = det(A +C) = —u—u®> —?
doutu=0etv==£I.

Siv =1 alors C" ='PCP et par linéarité, ¢(M) = 'PMP pour toute M € S»(R). Si v =—1 on trouve
de méme ¢(M) ='OMQ avec Q = P({§ °;) € O(2). Réciproquement, toute aplication de la forme
M — "PMP avec P € O(2) vérifie les hypotheéses de la question. Les fonctions ¢ linéaires vérifiant la
seule condition ¢(S; " (R)) = S5 (R) sont les fonctions de la forme M — 'PMP avec P € GL,(R)
(écrire ¢ (1) =TT puis considérer M — ‘T~ 1¢(M)T~1).

Généralisation en dimension quelconque ?

Correction de I’exercice 3822 A

M =

(‘MM)~? est symétrique définie positive, donc diagonalisable en base orthonormale. En examinant la

forme diagonale on trouve M = 1.

Correction de I’exercice 3825 A

1.
2.

(fR) 1) ==(FG) %) et (f(iX) [ ) = =(f(I) | ix).

Correction de I’exercice 3827 A

20
a=:5-—75

320 4 w_g m_g_%+l7ti3()_l280.

7o ﬂ-2> -2

Correction de ’exercice 3828 A

1.
2.

i a\~

Correction de I’exercice 3832 A

A A

1
12

Correction de ’exercice 3834 A

1.
2.
3. o=

2
I—W,B— 1—|—\ﬁ.
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Correction de ’exercice 3835 A

1.

2. Soit Py = Q). Par IPP on obtient Qg est orthogonal a la famille (jX/~! —X7);>1 qui est une base de
R[X] donc Qp = 0= Py et [;5e 1R (t)dt # 8.

Correction de ’exercice 3836 A
f = cste.

Correction de ’exercice 3838 A

Soit # une base orthonormée de E et P la matrice de passage de % a (&;).
Le premier membre vaut ‘’XPG~PX ='XX.

Correction de I’exercice 3840 A
1.
2.

3. Soit g € H' non nulle. Les formes linéaires : f fol /2 fetf— fol fg sont nulles sur H, donc propor-
tionnelles, ce qui est impossible pour g continue.

Correction de I’exercice 3841 A

1. u>0etu'(0) est d’intérieur vide.

2. Tlexiste a,B > 0 tels que au < v < Pu.

Correction de ’exercice 3842 A

1. (ay) est partout dense.

2.

3.

4. Siles a, sont distincts, on choisit pour tout # une fonction f,, comprise entre O et 1 valant alternativement
let—1enay,...,a,. Alorslasuite (f,) est de Cauchy mais ne converge pas car si f, — f alors f2 =1,
absurde.

Correction de ’exercice 3843 A

V1=|(u|v)]?=d(,Cu) <d(v,Cw)+|(v|w)|d(w,Cu).

Correction de I’exercice 3844 A

1. A=UT'U = AA=UTT'U est semblable 2 TT.

2. AA est a valeurs propres positives distinctes. Soit U unitaire trigonalisant AA et T = U~'A’U~". Donc
TT est triangulaire supérieure a valeurs propres réelles distinctes. On montre que ceci implique 7 tri-
angulaire supérieure par récurrence sur 7.

D¢ — (It +XY X+XZ réel *
T= =TT=|" s v, 75| — 5 5 :
Y Z tY+ZY YXH+ZZ 0 tr.sup a vp réelles

Donc XY = XY et ZY = —iY,d’ott (YX —XYI)Y =0 = (ZZ—|t]*I)Y.
Par hypothése YX + ZZ — (|¢t|> + XY )1 est inversible donc ¥ = 0 et on est ramené au cas n — 1.
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3. AA est a valeurs propres positives : ?? ?
Solution de Pierre Février (MP* Neuilly sur Seine) :
lemme : Si A € Sp(AA) alors il existe W # 0 et o € R tels que AW = oW et a® = A.

Soit V € Ej (AA), V #0. Si AV = —/AV on a le résultat voulu, sinon on pose W = AV ++/AV. On a
alors :
AW =AAV +VAAV = AV +VAAV = VAW

On peut s’arranger pour que le vecteur précédent soit unitaire et construire U matrice unitaire de pre-
miere colonne W.

a x x x oy y y
_ 0 o 0
On a alors 'UAU = | . , puis 'UAAU = | . _ . On en déduit le résultat par
: B : BB
0 0

récurrence.

Correction de ’exercice 3856 A

1. f(x) —x change de signe entre O et 1.

2. Sinon f — g est de signe constant, par exemple positif. Si a est le plus grand point fixe de f alors g(a) > a
et g(a) est aussi point fixe de f, absurde.

Correction de ’exercice 3858 A

En posant b = f(a) on a (f(a) —a) + (f(b) —b) = 0 donc x — f(x) —x s’annule entre a et b. De méme, s’il
existe k € |||* et a € R tels que f*(a) = a alors (f(a) —a) + (f*(a) — f(a)) + -+ (f*(a) — £ (a)) = 0 donc
f(x) —x s’annule entre min(a, f(a),...,f* '(a)) et max(a, f(a),..., fF"(a)).

Correction de ’exercice 3861 A

1. Soit a € R tel que f est discontinue en a. 1l existe une suite a, telle que a, — a et |f(a,) — f(a)| > €.
Alors f(a) & € a une infinité d’antécédents.

Correction de I’exercice 3869 A
Si f n’est pas identiquement nulle, alors f(0) = £1 et f est paire, de signe constant.
Par récurrence, V p € |||, f(px) = £f7(x) = par densité, f(x) = £A* .

Correction de I’exercice 3870 A

®(8) — 0 < f (lorsque 6 — 0T) est uniformément continue.

Continuité en 6 > 0 : on remarque que @ est croissante donc ®(6~) et @(8™) existent et encadrent @(5).
Si 8, — 8T (lorsque n — ), soient x,,y, tels que @(8,) = |f(x,) — f(yn)| €t |xn — yu| < 8. On extrait de
(x,yn) une suite convergente vers (x,y) avec |x—y| < 8§ et [f(x) — f(y)| = 0(6) d’ott ®(67) < ®(5) puis
®(67) = w(d).

On a aussi @(8) = sup{|f(x) — f(¥)|tq |x—y| <8} < w(67) dou @(d~) = w(9).

Correction de I’exercice 3871 A
f admet des points fixes car I’application x — f(x) —x change de signe entre O et 1. Si E est ’ensemble des
points fixes de f alors E est stable par g donc f — g a des signes opposés en min(E) et max(E).

Correction de I’exercice 3872 A
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1. Non. Si ¢ est lipschitzienne alors @(x) = O(||x||) lorsque ||x|| tend vers I’infini, donc toute fonction f
a décroissance suffisament rapide vers —eo n’est pas minorable par une fonction lipschitzienne. Contre-
exemple explicite : f(x) = —||x||°.

2. CNS :x— f(x)+k||x|| est minorée.

3. On pose @(x) =sup{g(x), g k-lipschitzienne minorant f}. Il suffit de vérifier que ¢ est k-lipschitzienne,
ce sera alors la plus grande fonction k-lipschitzienne minorant f. Soient x,y € R", € > 0 et g,,g, des
fonctions k-lipschitziennes minorant f telles que g,(x) < @(x) < gc(x) +€et g(y) < @(y) < g (y) +e&.
Ona:

y(¥) +& < gy(x) +klx—yll +& < @(x) +k[lx -y + &,

<8
> g:(y) 2 8x(x) —kllx—y[| = @(x) —kllx—y[ —&.

Donc |@(x) — @(y)| < k||x—y|| + € et on fait tendre € vers 0.

Correction de I’exercice 3873 A

Soit pour x > 0, £(x) = lim,_, . f(nx). On a £(kx) = £(x) pour tout k € |||* d’ol aussi pour tout k € Q*.
Montrons alors que f(x) — £(1) lorsque x — oo : soit € > 0 et § associé dans la définition de 1’uniforme
continuité de f. On choisit un rationnel & € |0, 8] et un entier N tel que |f(na)—£4(1)| = |f(n) —l(a)| < €
pour tout n > N. Alors |f(x) —¢(1)| < 2€ pour tout x > Na.

Correction de ’exercice 3883 A
a=inf(A)= f(a") <aetfloa™) > a.

Correction de ’exercice 3884 A
Supposons qu’il existe a,b € Raveca < bet f(b) < f(a). Onnote E = {x € [a,b] tq f(x) < f(a)} etc =inf(E).
On a c € E et ¢ > a par hypothése et donc f(c) = lim,_,.- f(x) > f(a), absurde.

Correction de I’exercice 3885 A

Injectivité évidente.

Monotonie : poura <b < conala—b| < |a—c|et|c—b| <|c—a| d ol les mémes inégalités pour f(a), f(b), f(c)
ce qui prouve que f(b) est strictement compris entre f(a) et f(c).

Continuité : soita € R, d >0, x=a—0,y=a+detz=a—46.0na2d =|x—y| <|x—z| =36 donc
[f(x) = () < [f(x) = f(z)| et en faisant tendre & vers 07 : |f(a™) — f(a")| < |f(a™) = fa™)| =0.

Affine : soientx e R, h >0, z=x+hetx—h <y <x.Ona |f(x)—f(y)| <|f(x) — f(x+h)| d’ou en faisant
tendre y vers (x—h) " : |f(x) — f(x—h)| < |f(x) — f(x+h)|. On obtient Iinégalité inverse en permutant y et z,
donc f(x—h) et f(x+ h) sont équidistants de f(x) et, par injectivité de f : f(x) = w ce qui permet
de conclure avec la continuité de f.

Correction de I’exercice 3888 A

1. Etudier les logs.
2. Idem.

Correction de I’exercice 3889 A
[ a _ b
f(x) 7 (I4ax)In(l14ax)  (1-+bx)In(1+bx) "

Pour x > 0 fixé, la fonction t — Ww

est décroissante.

Correction de ’exercice 3892 A
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1. Oui ssi |a| > |b].
2. Oui ssi |a| < |b].

Correction de I’exercice 3893 A

_ Ch(nx/Z)Qh((n—i—])x/Z)
sh(x/2)

Correction de I’exercice 3894 A

—_2
xX=—3a.

Correction de I’exercice 3895 A

2coth2x—1

Correction de I’exercice 3896 A

coth% —1.

Correction de ’exercice 3898 A

X+Y=a+b

+b
XY = atb,

PoserX:ex,Y:ey::{

Il y a des solutions si et seulement si a >

> VT

Correction de ’exercice 3900 A

=x+1Inv/2.

Correction de ’exercice 3901 A

-3
x=73.

Correction de I’exercice 3902 A

1. F(x) —argsh<2)\‘}l>

_ 1 V5-2x—1
2. F(x) = %n f+2x+1‘

Correction de I’exercice 3903 A

1. Etudedex»—)( )+ +( )
2. Xq > Xp.

3. xa—>€.Si€>0,a““—>—|—oo,maisa)f“+~--+a’;;'—>a{+---+af,.

Donc ¢ =0, et x,Ina — In p.

Correction de ’exercice 3904 A

1. Pourx=1ona fof(y)

2. flxy) = ff(F ) = F).f ().
Pour 0 <x < 1lona f(x")

la décroissance de f. Enfin f est monotone et f(]0, +oo])

3. En tant que morphisme continu, f est de la forme x — x* avec o € R et I’involutivité et la décroissance

donnent o = —1.

=yf(1) donc f est injective et pour y =1 : f(xf(1))
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= f(x) dou f(1) =

= f(x)" — oo (lorsque n — o) donc f(x) > 1 ce qui entraine par morphisme
=0, +oo0[ donc f n’a pas de saut et est continue.



Correction de ’exercice 3905 A

10.

. 6 =0,=+arctan/5(mod ).
12.

13.

D A

. 4cos (00— %) =2 < 0=+%+ 5(mod2m).

sin@ + - +sin40 = 2sin O cos O (4 cos?> 0 +2cos 0 — 1) = 4sin(560 /2) cos O cos(6/2)

4c0s’0 +2cos0 —1=0 <= cosO = @ =cos(27/5) ou cos O = —@ =sin(27w/5)

= modulo 27, 6 € {0, 7w, 7/2,37/2,2n/5,4n /5,67 /5,87 /5}.

cosf € {—%,i%} < 6 =+ (mod27) ou = Z(mod %).

2sin(36/2)sin(6/2) =2sin(36/2)cos(36/2) < 0 EO(mod%”) ou 6 =% (modx)ou 6= 37 (mod27).
2cos40c0s360 = cos40 <= 6 =Z(mod %) ou 6 = £Z(mod 2).

2c0s76cos560 = /3c0s50 <= 6 = Z(mod %) ou @ = +%(mod ).

6 =0mod § ou 6 = £75(mod 7).

cos® 0sin36 +cos30sin’ 6 = 2 sin46 = 6 = Z(mod ).

6 = 0(mod §).

sinf = § < 6 = Z(mod27) ou 6 = 2Z(mod 27).

cos? @ —sin? O = cos OsinH(cos O +sin ).
cosf +sinf =0 <= 6 = —7(modn).

cos @ — V2V2-1+V2-1
cos® —sinf = cos Hsin® = (cosOsinH)* +2cosOsinf = 1 = o \/MT?—\/Q-H
= VIVIo vl

Les valeurs trouvées conviennent.

tanx =tany = %

Correction de ’exercice 3906 A

1.

—2Z < 6(mod2r) < %.

a=2/v5
2. 200 < O(mod2m) < 27 avec C,OS V5
sing = l/ﬁ
Correction de I’exercice 3908 A
1. 1 —cosa = 2sin%cosﬁ%’,
cos B +cosy = 2sin § cos B%Y
2. =1.
Correction de ’exercice 3910 A
tanp —tang = gg;g’;)fé
W si sin@ #0
Spi=14qn si 6 = 0(mod2m)
—n si 0 = m(mod2m).

Correction de I’exercice 3911 A
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linéariser : ¥, = % (3"sin & —sina).

Correction de I’exercice 3912 A

cotanx — 2cotan2x = tanx, ), = zi,,cotanz% — 2cotan2¢.

Correction de ’exercice 3913 A

975. 1 1 __2cos26 __ 1
— 7 " sinf sin360 ~  sin360 T sin26°

Correction de ’exercice 3914 A

arcsinx = arctan | == ).
(v)

Correction de I’exercice 3915 A

arctana + arctanb = arctan ( I“jabb) (modm).

Correction de I’exercice 3916 A
_ V815
x =,

Correction de ’exercice 3917 A

G _ 3 2 _z 2 )
cos4x = —sinx = x =15 (mod ") oux= ¢ (mod ). Donc x = 37.

Correction de ’exercice 3918 A

l. x> —1== % —arctanx, X< —1== —%”—arctanx.

2. = %arccosx.

L
V2

_L
V2

T

el << — <x<1:>:arcsinx—4.

3 == arcsinx + %T”,
4, =
5

f(x) =0 pour x €] —e0,0];
f(x) = 7 pour x €]0,1[;
fx)=0

pour x €]1,+oo].

Correction de ’exercice 3919 A

D:H,Q, F) =12 x/3VI— 2.

Correction de ’exercice 3920 A

1-3x2
(1422)372°

COS2 (% arctanx) =

(1+\/11+7).

B —

cos(3arctanx) =

Correction de I’exercice 3921 A
f(x) =0pour x €]0,7/2[; f(x) =2x— 7 pour x €| /2,7[; f(x) = 3w — 2x pour x €|7,37w/2[; f(x) = 0 pour
x €]3m/2,2]|.

Correction de ’exercice 3922 A

f(x) = —8arctanx — 27 pour x €] — oo, —1[, solution —/3 ;
f(x) = —4arctanx pour x €] — 1,0], solution —1/+/3;
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f(x) = darctanx pour x €]0, 1], solution 1//3;
f(x) =27 pour x €]1,+-o0.

Correction de ’exercice 3923 A
f(x)=x+m/4pourx €] —m,—m/2][;
f(x)=—m/4dpourx €] —m/2,7/2[;
f(x) =x—3m/4 pour x €]n/2,7].

Correction de ’exercice 3924 A

x2+1
x242°

Correction de ’exercice 3925 A

1. x= %.

2. x==£1V2.

3. x €] —o00,—1[U]0, +oo].

4, ¥¥ =32 —12x+10=0=x =5, —1 ++/3. Seule la solution x = 5 convient.

Correction de I’exercice 3928 A

sin(2g(x)) = sin(f(x)).
f(x) = —m—2g(x) pour x €] — oo, sina — cosal;
f(x) =2g(x) pour x €] sina — cosa, sina +cosal ;
f(x) =m—2g(x) pour x €]sina+ cosa,+oo|.

Correction de I’exercice 3934 A
Contre-exemple : f(t) =t>sit > 0et f(t) = —t*>sit <O.

Correction de ’exercice 3939 A

Poser g(x) = [, f*(t)dt. On obtient (g*)'(x) — 3¢? lorsque x — +oo, ce qui implique (classiquement) que

g (x) ~ 302x, puis f(x) ~ \3/%

Correction de I’exercice 3943 A
TAF = ¢ = V2.

Correction de I’exercice 3949 A
Dériver par rapport a a puis par rapport a b.

Correction de ’exercice 3953 A
1.

2. fU(1) =2"n!, f(=1) = (=2)"n!.
3,

Correction de I’exercice 3957 A

10
5.
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Correction de ’exercice 3959 A

f=id.

Correction de I’exercice 3962 A

u —v

_ v—1 a
= = ww' —at.

1. AF = 3 w(x) compris entre u(x) et v(x) tel que
20w — v = (" =)+ (W =) = (u—v) (vt = (Inv)y2)
u' — v = (u—v)wi* (1 +1nwy)

. _ l-Ina
= lim = Fina-

Correction de ’exercice 3963 A

1.

_k_
-
Pour k < 0, (up,) décroit et converge, et uz,i1 ~ uzy.

2. Pour k > 0, la suite (u,) est croissante et Inu, <

Correction de ’exercice 3965 A

(14+x2) f D) 2nx f) 4 p(n— 1) £~ = 0 pour n > 1.
gD =322 4 6nxg" V) 4+ 3n(n—1)g" 2 pour n > 0.

Correction de ’exercice 3966 A

(=)™ (x* + (2= 3n)x* + (3n* = Tn)x+ (—n’ + 5n* —4n —5)).

Correction de I’exercice 3967 A

0 (x) =273 sin(x +nk).

Correction de I’exercice 3968 A

n 2 n—k n—
L (" (1—=x)") = Tion! (C&) 7 (—1)"kx"F (1 —x)k.
coefficient de x" = (—1)"n! Yi_o(CK)* = (—1)"4%,.

Correction de I’exercice 3969 A

(n—tl)!’ (;R" exp(1/1).

Correction de ’exercice 3970 A

1. A1k = dpg—1 1 2(2k — n)amk.

n!

2. apk = m

Correction de ’exercice 3975 A

alna
l—a

1. Au point d’abscisse @ tq Ino =

+ 1 pour ¢, et o/ = aax pour ¢”.

2. Centre = (0, 424), rapport = a.

' 1—a
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Correction de I’exercice 3976 A
Si f change de signe, soit par exemple f(a) > 0, f(b) <0, a < b et c =sup{xtq fj, est croissante}. Alors f
est croissante sur [a,c] et f(c) = 0, contradiction.

Correction de I’exercice 3977 A

Si I’on pose F(x) = [/, ¢’ dt, on constate que a(x) = F~'(1+ F(x)) ce qui prouve I’existence, I’unicité et
le caractere ¥ de a. Pour la symétrie, il faut montrer que a(—a(x)) = —x soit f,_* a(x) ¢’ dr =1 ce qui est
immédiat.

Correction de ’exercice 3978 A

Toute fonction linéaire ¢ : x — ax convient. Réciproquement, si ¢ est solution alors ¢(0) = 0. On note a = ¢’(0)
et y(x) = @(x) —ax : ¥ est également solution et y/'(0) =0. Six € Retn € ||| alors y(x) =2"y(x/2") =0
lorsque n — oo, d’oll Y = 0 et @(x) = ax.

Correction de ’exercice 3979 A

m— 1+2\E’ c—=m-lm

R

f et f" ont des limites nulles en 0" et infinies en oo donc f(x) = 0, o+ (x) €t x = 045+ (f(X)), ce qui
implique que f(x) —x s’annule sur |0, +oo[. S’il y a deux points fixes, a < b, alors par le thm. des ac-
croissements finis 1’équation f’(x) = 1 admet une solution dans |0, a[ et une dans ]a, b[, en contradiction
avec la bijectivité de f' = f~ 1.

5. On note a le point fixe de f, b celui de g et on suppose a # b, par exemple a < b. On a g(x) < x pour
x € ]0,b[ donc g(a) < a = f(a). Par conséquent g(x) < x < f(x) si x € [a,b[; soit |c,b[ le plus grand
intervalle sur lequel g(x) < f(x).Ona0 < c<a, g(c™) = f(c") < cet f, g sont strictement croissantes,
donc g~ !(x) > f~!(x) pour x € ]c,b[. Ainsi g — f est strictement croissante sur |c,b| a une limite nulle
en ¢’ et est négative en b, ¢’est absurde.

Remarque : le point fixe est le nombre d’or m. De plus, si f et g sont deux éléments de E distincts alors
f — g n’est de signe constant sur aucun voisinage de m~ (méme démonstration).

Correction de ’exercice 3980 A

On a f’ < 0 donc f est décroissante sur R, et en particulier elle admet des limites finies, a et b en —oo et +oo
avec —1 <b<a<l.

Supposons a > 0 : soit & € ]0,al. Il existe xg € R tel que V x < xp, f(x) 2a—a >0,dou f/(x) < -1+
va— o < 0. Ceci est incompatible avec le caractére borné de f, donc on a en fait a < 0. On montre de méme
que b > 0 et comme b < a, on a finalement a = b = 0.

Correction de I’exercice 3982 A

) n < Vit tyn
Vi= g T e S no

Correction de ’exercice 3988 A
1.
2. f(x) = LeR, fl(x)—0.
TAF entre x et x/2 = 2 (f(x) — f (%)) <xf'(x) <O=xf"(x) = 0.
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Correction de I’exercice 3994 A

1. Fonction décroissante sur RT.
2. f(x) —xf'(x) = —x*4 (@) Donc, x fi(xi_p N et x 7f(x);f(o) .

3. p < f() —mx < f(x) —xf(x).

Correction de ’exercice 3995 A

x—0 = — X

1. Soientx < y: L0105 f(y})}—g(O) = {0 %ﬂ + £(0) (),16 — l)_
2. Pourx <y: f(x+y) <tf(x)+(1—1)f(y) avect = X <0,
(

done f(x-+y) - f(x) — f) < 2 (42 - 1) <o,

Correction de I’exercice 3999 A

1.
2. Prendre x tel que f(x) soit maximal.
3.
4.

Correction de I’exercice 4000 A
Pour ag : | f(ao+h) — f(ao) — ||| < L.

Correction de I’exercice 4003 A

Soit F(x) = x*> +xG(x). On a pour & > 0 : f(x) < W = 2x +xh+ w + G(x + xh). Soit
€>0etAtel quey>A=|G(y)| <& Onprend i = €/,/x et on obtient f(x) —2x — £,/x < €/x+ &> d’ou
f(x) < 2x+o(y/x). L'inégalité inverse se montre de méme.

Correction de I’exercice 4004 A

f'(a)f" (@) — f"(a)*.

Correction de I’exercice 4007 A

1. Formule de Taylor Lagrange entre % et 0.

2. Sinon, la fonction g : x+— f(x) — (1 —2x)" est monotone sur [0, 1] et nulle en 0 et 3, donc identiquement
nulle. Impossible car g™ (1) #£0.

Correction de ’exercice 4008 A

1. Formule de Taylor pour f et ' = A = 1/180.
2.

Correction de I’exercice 4009 A

1. Formule de Taylor pour calculer f(a) et f(b) a partir de f(x).

417



2. Etudier f(x) — f(a) — (x—a)f'(a) £M(x—a)?/2.

Correction de I’exercice 4010 A
Appliquer la formule de Taylor a ’ordre 2 de x a a et de x a —a.

Correction de ’exercice 4011 A

0 (a+n6y) = ) (a) +h6,f" V) (a+60'h) = £ (a) + L5 fOT) (a+ 6"h).

Correction de ’exercice 4013 A

L flxth) = f(x)+hf () + 5 (x4 0h) = f/(x) = LS hpn(x i gp),

2. h=2/a/B = |f|<2+/aB.

Correction de I’exercice 4014 A
L= flx+y)+5 (M~ f"(2)).
2. AKO.
3. \/f est affine.

Correction de ’exercice 4016 A
Soit e > 0: f(x+&x) = f(x) + exf'(x) —i—#f”(x%—sex) = xf(x) = Lated=fld %f”(x%—sex).

€

Correction de I’exercice 4017 A
SiQ=Pofalors Q' = f' x (P’ o f) a autant de racines que P’ d’ot p = ¢, f(y;) = x; et Q(y;) = P(x;). De plus,
au voisinage de y; :

Ay =yi)" ~ Q' () = 110 X P'(f (1)) ~ f () > 1 (f () = x)™ ~ i () ™ (v = i)™

d’ou m; = n;.

Réciproquement, si p = g, P(x;) = Q(y;) et m; = n; alors en posant xo = yp = —c0 et X, | = yp41 = +oo, P induit
un ¢'-difféomorphisme de |x;,x;; 1] sur P(]x;,x;11[) = Q(]xi,xi11[) (les limites de P et Q en oo sont égales
a +oo vu les coefficients dominants de P et Q; celles en —o s’en déduisent en comptant les changements de
signe pour P’ ou pour Q' et on trouve le méme compte puisque m; = n;). On note f; la fonction réciproque de
Piyix,,,| €t f définie par f(y) = fi(Q(y)) siyi <y <yir1 et f(yi) = x;. f ainsi définie est strictement croissante,
de classe €' a dérivée non nulle sauf peut-étre aux y;, et Po f = Q. Reste a étudier le caractere €' en y; et a
vérifier que f(y;) # 0.

Au voisinage de y;, par intégration des DL de Pet Qon a:

A
14+ m;

(=30~ Q) = 0i) = PUF)) ~ PU) ~ T (FO) = £ )+

FO)-f0n) 2\ . g :
d’ol # — (ﬁi) lorsque y — y;, car les taux d’accroissement de f sont positifs. Ceci prouve que

Py 1/(14m;)
f est dérivable en y; et f'(y;) = ( )

e 0. Enfin on a, lorsque y — y; :

Q'(y) Mly—y)™ &(&)*ffu/(lm) _ (&>1/(1+mi)

TOV=BG00 ™ B0 =007 e \a, i

etdonc fest €' eny;.
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Correction de I’exercice 4019 A

'3 (1+ &x2 +o(x%)).

Correction de ’exercice 4024 A

1
ZZZ] % :0:>L: gzzzlak.

Correction de ’exercice 4025 A

1+1/p_1\ P -
vp= (B0 =exp (Lrzgin(144) ) v=w=

Correction de I’exercice 4026 A

):ﬁ:lf<n%) — @ lorsque n — eo. (Utiliser |f(x) —xf'(0)| < 3

sup |f”(z)] pour 0 < x < 1
0<r<1

)

Correction de ’exercice 4027 A

Ly=1+35-7%.

_ N Q= Q=
(9
(o))
=]

<
|
S
— +
P
+
ool
|
—|tn
m‘x
o0l
~

3(1—4x+16x%).

AU
- <
[
|(\

Correction de ’exercice 4028 A

h<k<g<f.

Correction de I’exercice 4029 A

1

2. y=x+5+g.
3 y:2x—34—x.
_ 1
5. y=2 42145
_ Sm/4—2
6. y=5 41— 1424
7 y:x—i—%—g%.

Correction de I’exercice 4030 A

1.
2. e<]—¥+@_.._+(_])nln”2>_i_o(x,n)‘

21x2 nlx"

Correction de I’exercice 4032 A
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2
710 =3 = o).

Correction de I’exercice 4033 A
(1 =€) = To(— 1 Che = X313 (Tho(— DACER? ) & +0(x7+2),
(1= = (=2 (145 + 52 1 o(a2) ).

Correction de ’exercice 4037 A

1. Notons I, I’intervalle }nﬂ: —Z.nm+7 [ Alors sur chaque 1, la fonction définie par f(x) = tanx — x est
un fonction continue et dérivable. De plus f’(x) = 1 + tan?x — 1 = tan’x. La dérivée est strictement
positive sauf en un point ot elle est nulle et ainsi la fonction f est strictement croissante sur /,,. La limite
a gauche est —oo et la limite a droite est +oo. Par le théoréme des valeurs intermédiaires il existe un
unique x, € I, tel que f(x,) = 0 c’est-a-dire tanx, = x;,.

2. x+» arctanx est la bijection réciproque de la restriction de la tangente tan| :] — 7,45 [—] — oo, 4-oo[. Sur

ces intervalles on a bien tanx =y <= x = arctany. Mais si y ¢] — 7, 4-7[ il faut d’abord se ramener

dans Iintervalle | — 7, + 7.
Ainsi x,, € I, donc x, —nm €] — 5,47 . Maintenant x,, = tan(x,) = tan(x, — nx).

Donc arctanx, = arctan (tan(x, — n7)) = x, — n7. Ainsi

X, = arctanx, +nrmw.

Lerreur classique est de penser que arctan(tanx) = x. Ce qui n’est vrai que pour x €] — 5, +7[!

3. Comme x, € I, alors x, — oo lorsque n — oo,
1

On sait par ailleurs que pour x > 0 on a arctanx + arctan% = 5. Ainsi arctanx,, = 7 —arctan .-
n

2
Lorsque n tend vers +oo alors xi — 0 donc arctan xi — 0.
n n
Ainsi

T 1 T
X, = nmW+arctanx, = nT+ — —arctan — = nT+ — +o(1).
2 X 2

4. On va utiliser le dl obtenu précédemment pour obtenir un dl a un ordre plus grand :

X, = N7 -+ arctanx,

b3 1
=nw+ E — arctan —

Xn

T 1
:mH—E—arctanm
:nn—l—g—;—i—o(i) car arctanu = u+o(u*) en u = 0

2 nm+7%4o(l) n?
=nn E—L;+0(i)

2 nﬂl—i—ﬁ—i—o(%) n?

T 1 1 1
:I’lﬂ—FE—%( _ﬂ+0(2))+0(;)

T 1 1
_mr+§_77r+27rn2+0(n2)

Ainsi en +c0 on a le développement :

T 1 1
Xp =N+ - ——

T to( )
2 nm  2mn? ¢ '

n2
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Correction de ’exercice 4038 A

1. f/(x) =0 <= cotanx = nx.
2. 0.
i

3. xptanx, = ..

Yn 1 1
4 (2) 5 Loy~ L

Correction de I’exercice 4039 A
1.
2. (a)
b) a~e P =alnb—0=0b*—1.

Correction de ’exercice 4040 A
Existence et unicité de x, par étude de f sur [3,+oo[ (pour x < 3 on ne peut pas avoir 0 < f(x) < 1). On a
facilement x,, — oo lorsque n — oo.

In(x, —2) = (1 - %) In(x,) = ln(l - l) = _[nGu) = x,In(x,) ~2n = x, ~ 2.

Xn n Inn

Correction de ’exercice 4041 A

—1_1 1
Up = — 6 +0(n6)'

Correction de I’exercice 4042 A

Existence et unicité de x, par étude de la fonction x — ¢*+x sur R*. On a clairement x,, — oo (lorsque n — )
etn=¢e"+x,dou:

2
Inn=1In(e" +x,) = x, + In(1 + x,6 ") = x,, + xp¢ " — %"efzx" + o(xﬁefzx").

On en déduit x,, ~ Inn. Ecrivons X, =Inn+y,:

2
X
0=yn+xse " — Enefzx” +o(xne ™)
d’ott y, — 0 (lorsque n — ) et y, ~ —xye ™" ~ — e~ ~, 11 Ferivons maintenant y, = —22 + z,, :
lnn e_yn x2
0= —7 —i—zn—I—(lnn—i-yn) _§€72Xn+0(xﬁ€72x")
Inn)(—y,+o e X2
=z, + ( )( Yn (yn)) +yn . le*ZXn —i—o(x%efz"")
n n 2
Inn)(— 0 e X2 x2e~2n
:Zn+< )( yn"‘ (yn)> _|_yn _7ne—2yn+0< n )
n n 2n? n?
_ In’n In’n
=t 2n? + ( n2 )
d’ou z,, ~ —% et finalement, x,, = Inn — 1“7” — % +o(h:%) )

Correction de ’exercice 4043 A
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n—’_l(xZH—i—x—”) _an_l:xz—H +(n+l)xn—n =0

1
P — 1) = Xt 5 = e () = R -

2

= Xpr1 < Xp.

Donc la suite (x,) est décroissante et minorée par 1, elle converge vers £ > 1.
ngn_1:%+ 1 — 0 (lorsque n — o) donc £ = 1.

1
2nxf!

. In(2(y,—1 . . .
Soity, =n(x,—1) =1+ %Z Ona f(y,) = w = —;:—f] = —g(x,) et f,g sont strictement cois-
santes sur [1,+oo[ donc les suites (x,) et (y,) varient en sens contraire. On en déduit que la suite (y,)
décroit donc admet une limite A > 1, soit x, = 1 + % + 0( 1 ) Alors xj; — e (lorsque n — o) d’ou

n
A=1+37.

Correction de ’exercice 4044 A
Il s’ agit bien siir de calculer un développement limité, le premier terme de ce développement donne 1’équivalent
cherché.

1. Ledlal’ordre 3 en O est

1157
2 —V14+4x—/1+6x% = —%—i—o(ﬁ)

donc 5
11
26 — 1+ dx—V1+6x2 ~ —Tx.
2. De méme 5
(cosx)*n¥ — (cosx)@n¥ ~ xz
3. On pose h = x —+/3 alors
3 2z h? 5
arctanx +arctan— — — = ——— 4 o(h
donc VAP
3 2r -3
arctanx -+ arctan — — — ~ _(xi)'
X 3 83
4, En 4o | |
V21 =2V B x4V +x2 = —+0(=)
12x X
donc

Va2t 1 =2V fxd+ vV 422 ~ L

12x

5. 1l faut distinguer les cas x > 0 et x < 0 pour trouver :

Correction de I’exercice 4045 A
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Le dl de cosxen O al’ordre 6 est :

_ L, 14 1 6
COSX—l—j!x —|—Ex —ax +0(x )
f e 1tad? .
Calculons celui de 1 +Zi2 :
1 +ax? 9 1
=(1 —
el G R el pr e

= (1+ax?) x (1 —bx* +b*x* —=b’x® +0(x°))  car =l—utu® =i +o(?)

14+u
= .- on développe

14 (a—b)x* — b(a —b)x* +b*(a—b)x° + 0(x°)

1+ax?

Notons A(x) = cosx — 15 alors
1 1
Aw) = (=5 = (a=b)x*+ (55 +bla—b)x* + (= 555 —b*(a—b))x* +0(x").

Pour que cette différence soit la plus petite possible (lorsque x est proche de 0) il faut annuler le plus possible
de coefficients de bas degré. On souhaite donc avoir

1 1
—E—(a—b)—O et ﬂ+b(a—b)—0.
En substituant I’égalité de gauche dans celle de droite on trouve :
5 1
=—— t b=—.

“= 1 12

On obtient alors 1 !
Alx)= (- 755~ b?*(a— b))x6 +0(x%) = @f’ +o(x%).
Avec notre choix de a,b nous avons obtenu une trés bonne approximation de cosx. Par exemple lorsque 1’on
évalue }igﬁ (avec a = —% eth = ﬁ) en x = 0.1 on trouve :
0.9950041631...

Alors que

cos(0.1) = 0.9950041652. ..
En I’on trouve ici A(0.1) ~2 x 107°.

Correction de I’exercice 4046 A
a=-7/60,b=1/20,A ~ 11x7/50400.

Correction de ’exercice 4048 A
1. (3aa(a—a)+2(boc—af))X’.
2. —x7 /304 0x0(x").

Correction de ’exercice 4051 A
~ x pour k impair, et = 1 +xIn(x) + 0,0(xInx) ~ 1 si k est pair > 2.

Correction de I’exercice 4054 A
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y:2+i

L. x+2°
_ C+sinx

3. y=—cosx+ %
— Ax— L

4. y=2Ax— 53

5. y=Ax*3—x.

6. y= sinx;cosx + 3sin2xg60052x L e ™.
_argch(1-2x)+A

7. y= BT W pour x < 0
_arcsin(2x—1)+p
= ie pour 0 < x <1
_ —argch(2x—1)+v

Y= e pour 1 < x.

_ x-1 +1 Pet1]
8. y—"Z—xarctanx—k%(lnm—F?L).

9. y= 173 ((1+x)lnx+l+7Lx>.

Correction de ’exercice 4055 A

y = (x+acosx+ bsinx)e*.
.y = (ax+b)e* +2xe*.
. y = e*(acos3x+ bsin3x) +2cos 2x + sin 2x.

+ A cosx+ sinx (variation de la constante avec sin).

. y=(A+In|x|)e "+ pe 2,
.y =Acosx+ psinx+ Y o (—1)"PP (x).

1.
2
3
4. y:sinxln‘tang
5
6
7. y=acosx+bsinx avec a>+b* =1 ouy==+1.

Correction de ’exercice 4056 A

l. y=—e"+Ae +pe .

y=AVx*+3+ux—1.

y* —2y" +y=0=y=a(chx —xshx) +b(xchx —shx).

2. y= e +pe + 28,

3. y=Ax*+ ulnx.

4. y=ax+bx>+1—2xsinx.

5. y=x*In|x+1|+2 (len‘ﬁ’ +x— %) + ux?.
6. y— 71+ac)l€12x+bshx'

7.

8.

Correction de ’exercice 4057 A

agcos(x*?)  six>0

1. 2n(2n—3)a, = —9a,_ 3=y =
( Jan Y {aoch(xP/Q) six <O0.

acosu—+bsinu  six>=0

. avec u = |x|3/2.
achu+bshu six <0,

Solution générale : y = {

2. n(n+1)ay =ay_»=y=ao™2.

achx+bshx

Solution générale : y = -
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3. (2n+1)(2n+2)ay+1 = an = y = apch(y/x).

Solution générale sur R* : u = ach(y/x) + bsh(y/x).
4 n(n—1ay+(n+1)a,2=0=y=ao(l1 —x2)e =2 +az.

Solution générale : y = (1—x2)e/2(a+ bF (x)) + bx avec F(x) = I &2t
5. (n+2)(n+3)ay=ap2=>y=" th-

Solution générale : y = acthrxw‘
6. nay11 = n+1)a,=y= (1&79;)2
Solution générale : y = %_

Correction de I’exercice 4058 A

4 cos 2nx _ 2 _ 4y cos 2nx
[sinx| = 2 — 2 X0l GoTT =Y =7~z Llasi @nZ—1)(16n* —4nZ+1) "
Cette série converge et définit une fonction de classe € solution de 1’équation.
P . s 2 . N L ; i 2 _2
Unicité : les solutions de I’équation homogeéne sont combinaison de e/, e™/*, ¢/ * et ¢7/* donc non 7-

périodiques.

Correction de I’exercice 4059 A
kEZ:y=Yr, nf,i’f"f,z) + acoskx+ bsinkx.

cosk xsinkx
k € Z : remplacer B Par

Correction de I’exercice 4060 A
y=x+1+Aefouy=x—1+Ae".

Correction de I’exercice 4061 A

e—1 six <0
y=1 1—cosx+sinx si0<x<37”
e3m/2-x _q six > 32”.

Correction de I’exercice 4062 A

dx"+27 4+z== <4xy"—|—2y _y— 8t ) (y +4xy'?) donc Y :ﬂ:\% ety = Aexp(++/—x) pour x < 0.
y ?

Résolution sans mdication : on pose x = £t° et y(x) =z(t) d’ot 4 dt2 5 +ez=0.

Correction de I’exercice 4063 A

1. g(x) =be ™+ [ e f(1) dt.
2. [Xog(x)dx="L(1—eX) 4 [X, [X 0 f(t)dxdt = (1 —eX) + [X,

— b L[ £(¢) dt lorsque X — oo
a a

tX)

f()d

Donc I'intégrale de g converge. On montre la convergence absolue par majoration élémentaire.

Correction de ’exercice 4064 A

Lox=2ae +Q2u+2B-y)e*, y=(n+p)e, z=oae +(yt+p)e*
2 y=—14Ae® +puef', z=—1+A(1+a)e® +u(1+p)ef, oa==55p— =335
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3.y = s3SIt 4 (gp 4 ), g = TACSIIISING 4 (gp gt p)e?.
4 x=(atbttc)e, y=(at?3+(btc)t+er?)e, z= (a5 + (b—c)t+cr?) e
——(b+c)e’+(a+b+c)e2f
= 2(—a+5b+3c)—2(b+c)e + 1(a+b+c) 2
(a 5b—3c)+3(b+c)e' — L(a+b+c)e?
at> +(a+b+ 1)t +a+b+c)e,
at> +(b—a+3)t+a+c)e — ée‘t,
—at* +(a—b— )t —c)e' +Le.

‘<
\»—m\~

y_
=

A/\/-\[\J

Correction de I’exercice 4065 A

=+ 1)x —tx =22+ 1= (> + 1)x" +2tx' — 2x = 61.
Résolution par DSE = x = a(1 +tarctant) + bt +tIn(141%), y = aarctant + b+ 1 4+ 1In(1+¢2).

Correction de ’exercice 4068 A

Dériver deux fois. f(x) = S0X=X€0SX 4 3 shx + i cosx.

Correction de ’exercice 4069 A

L Z+#&=0.
2. y:a:;;b.
3.

4.

5.

Correction de ’exercice 4070 A

1. spectre =C, f3 (1) = e /2eM,
2. Pour A # 0, ®*(f) = A%f < f=af, +bf ;.
Pour A =0, ®2(f) =0 < £(t) = (at +b)e /2.
3. @(y) = 2y & y=e"/?(acos(1v2) +bsin(1v/2)).

Correction de ’exercice 4071 A

1. A =n?:P(X)=aX".

2. A>0: f(x) = oxVA + Bx VA
A=0:f(x)=a+Blnx.
A <0: f(x) = acos(v—Alnx) + Bsin(v/—2 Inx).

3. 2 €R: f(x) = aexpA (arcsin /x — \/x(1 —x)).

Correction de ’exercice 4072 A

1. A =2k P=a(X—1)"*X+1)"* pour —n < k < n.
2. A=0,P=ax*.
3. A=0,P=a(X*>+1)"
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Correction de I’exercice 4073 A
y=[frog(t)dt = )y,/ = Hx—ﬁ = g(x) = ax!*V2. Continuité en 0 = g(x) = ox! V2,

Correction de ’exercice 4074 A
Etudier e 4 (y—z), A’ = a.

Correction de ’exercice 4075 A

Point de concours : (xo - @, — blxo) ) )

Correction de ’exercice 4077 A

1.

2. Soient yp une solution particuliere et y; une solution non nulle de I’équation homogene : y; (x) = e
avec A’ = a. Alors yo(x+T) = yo(x) + ay;(x), et pour une solution y quelconque, y = yo+ Ay :
Yx+T) —y(x) = (a+Ale™ —1))yi(x) od I = [ ya(t)dt.

—A(x)

Correction de I’exercice 4078 A

A#0:  f(x)=asin(ax), o= 7(modr)
A=0: f=0.

Correction de ’exercice 4079 A

f(1)y=e* ftlzog(t)ek’ dt.
Avec Cauchy-Schwarz on obtient [ (f'(¢) +kf(r))>dr > 25 f(1)2 =92,

1—e 1—e
e—e’

ek—e~

Il y a égalité pour f(t) =3

Correction de I’exercice 4080 A

1. up—u(ty) = 217;; t’gf” f;:tn u' (x)dxdt et on majore I’intégrale interne par Cauchy-Schwarz.
2. w+w" =u donc w(r) = f;:tn sin(t — x)u’(x) dx + acost + B sint puis
tn+27r th 27
/ t)dt —/ / sin(t — x)u' (x) dxdt
t=t, 1=t X=Ip
21 pt, 21
/ sin(t — x)u' (x) dt dx
X=ty
th+271
= u' (x)(cos(t, —t) — 1) dx
x=t,
— 0,

lorsque n — o

et fn+2” v(t)dt =w(ty) —w(t, +2m) = — j””:f” sin(t — x)u’(x) dx.

X

Correction de I’exercice 4081 A
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1. Formule de Duhamel : y(¢) = — [[_ e/~ f(x)dx+ Ae'.

Par convergence dominée, I’intégrale tend vers O quand 7 tend vers —eo donc toutes les solutions de (E)
sont bornées au voisinage de —oo.

Pourt >0 on ay(t) =¢ (/'L — [ e f(x) dx) donc il y a au plus une valeur de A telle que y soit
éventuellement bornée au voisinage de +oo, c’est A = [75 e~ f(x) dx.

[ f(x) dx‘ < [ £ ()| dx — 0 lorsque £ — +oo.

Pour ce choix ona: [y(t)| = | /.-

2.
b b e
/ F(1)|dt </ / ¢ £ (x)| dxdt
t=a t=a Jx=t
b X +oo b
< / / ¢ £ ()| dedx+ / / ¢ f ()| drdx
x=aJt=a x=b Jt=a
b oo
< [ a=emipldst [ (@ - e ) ded
x=a x=b
—+oo
<[ 1l
X=—o00
donc F est intégrable. F' = F — f est aussi intégrable et [~ F'(t)dt = [F(t)} T —o0dou [feF=
[=—o0
22 F.

Correction de I’exercice 4082 A
Poser F(x) = [_, f(t)dt et G(x) = [;_,g(r)dt puis résoudre :

F(x) = x—1+G'(x)
x—14+F'(x)
G(0) = 0.

T Q
o =
S—
[l

On trouve f(x) = g(x) = 1.

Correction de I’exercice 4083 A

y' étant bornée, y admet une limite finie en tout point fini donc la solution non prolongeable est définie sur R.
Une solution y est de classe 4" vu 1’équation et y” = (1 + sin(x +y))cos(x+y) est du signe de cos(x +y).
En un point (xo,yo) tel que xo+yo = Z(mod7) onay” =0 et 4 (x+y) # 0 donc y” change de signe etil y a
inflexion. En un point (xg, o) tel que xo +yo = 2 (mod ) on a x+y =cste (car y = cste — x est solution et il y
a unicité) donc il n’y a pas inflexion.

Correction de I’exercice 4084 A

1. thm de Cauchy-Lipschitz linéaire.
2. x+— A(—x) et x — —B(—x) sont solutions de (E) et vérifient les bonnes conditions initiales.

3. Résoudre u” (x) + ku(x) = 2d cos(x)u(x) par la formule de Duhamel.

Correction de I’exercice 4085 A
1.
2. Oui, Keru = {0}.
3. Oui:sige E alors f =1t +—

t

§=—00

e*'g(s)ds appartient a E et f+ ' = g.
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Correction de I’exercice 4086 A
1.
X xX— h(x _
2. upl(x) = = Lo pf()sh(%50 )i+ S5 Lo pf(ysh( L5t ) ar.

3. TCD : lorsque p — oo, (x) = — [~ o(x—1) f(1)dt+x Lo (1 =2) f(£)dt = [~ ot (1 =x) f (1) dt+ [1 x(1—
1) f(t)dt (primitive deuxieéme de — f s’annulanten O et 1).

Correction de I’exercice 4087 A

1. 1I suffit de démontrer que les solutions de (&) sont développables en série entiere. La méthode des

_ 1)k
coefficients indéterminés donne n(n— 1)a, = (A — 1)ay,_4sin >4 etay =a3 =0d ot agy, = %&igol),
i=1 -
(A-Dkay

A4pa1 = a1’ asp+2 = ask+3 = 0. On obtient une série de rayon infini pour tout choix de ag,a;
i=1

donc les solutions DSE forment un espace vectoriel de dimension 2 et on a ainsi trouvé toutes les

solutions.

2. On doit avoir H" (x) —2xH'(x) + ((2— A)x*> — 1)H(x) = 0. Si H est une fonction polynomiale non nulle,
en examinant les termes de plus haut degré on obtient une contradiction. Donc il n’existe pas de telle
solution.

Correction de ’exercice 4088 A

Considérer h(t) = a+ [!_, f(u)g(u)du et résoudre I'inéquation différentielle /'(¢) < g(¢)h(t) par la formule de
Duhamel.

Correction de ’exercice 4089 A
f(x) = [Log(t)sin(x—1)dt + A cosx+ usinx avec g = f + f”.

Correction de ’exercice 4090 A
On pose ¢(t) = f"(t) + f'(t) + f(t).
ft)=e'? {—% I o @(u)e"/?sin (ﬁ(zu_[)) ,du-+Acos (@”) + Bsin (\/;”)} )

Correction de I’exercice 4092 A

1. y=[*,b(t)er D40 dt +y(a)e ™) avec A’ = a et A(a) = 0.
Commea > 1,onaA(x) >x—aetA(t) —A(x) <t—xpourt < x.
Donc |y| < [l [b()le' " dt + [iZ |b(t)|e' ™ dt + [y(t)[e* ™ < ||blle”* + sup [b]+|y(cr)]e* .
(2,4
On choisit z tel que z — +oo0 et x —z — 400 = cqfd.

2. Comme A(t) —A(x) <t—xpourt <x, intégrale [* _ b(t)e*)=4) dt converge et fournit une solution

nulle en —oo. Comme e 4% — oo lorsque x — —oo, c’est la seule.

Correction de ’exercice 4093 A

1. Sinon, la convexité de y est incorrecte.
2. S’il existe x tel que z(x) = 7/(x) = 0, alors z = 0 ce qui est absurde.
S’il existe x tel que z(x) = 0 # Z/(x), alors par convexité, z ne peut s’annuler ailleurs.
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Correction de I’exercice 4095 A
Si y; et y» sont deux solutions bornées alors y| et y; sont intégrables donc y/(r) — O lorsque 7 — +oo et
Wy, y,(¢) = 0 pour tout .

Correction de ’exercice 4096 A

1. On suppose y # 0 sinon y n’a pas de zéros consécutifs. Comme y(xo) =0, on a y'(xp) # 0 sinon y = 0.
Ceci implique que chaque zéro de y est isolé, donc la notion de zéros consécutifs est pertinente. Enfin,
¥ (x0) et y'(x1) sont de signes opposés sinon il existe un autre zéro dans |xg,x; |-

2. W=(qg—r)yz. W(x1) —W(xp) =¥ (x0)z(x0) —y'(x1)z(x1) (non simplifiable).

3. Sizne s’annule pas dans |xo,x [ alors W’ est de signe constant sur cet intervalle. L’examen des différents
cas possibles de signe apporte une contradiction entre les signes de W’ et de W (x1) — W (xo) si z(xp) # 0

ou z(xy) # 0.
4. On prend r = g, z = u. Si u(xp) # 0 alors u admet un zéro dans |xo,x| et en permutant les roles de u
et y, le prochain zéro éventuel de u vient apres y;. Sinon, u = ;‘, gg; y.
Correction de ’exercice 4097 A
1.
2. (a) Wronskien.
/ VAR .
(b) (f) = ”y% est de signe constant = § est monotone.
§ admet des limites infinies en u et v. TVI
Correction de ’exercice 4098 A
7 = —%2 sin(t — a)y() donc si y ne s’annule pas sur |a,a + 7|, alors z est strictement monotone sur [a,a + 7].

Mais z(a+ ) — z(a) = y(a+ ) + y(a) = contradiction de signe.

Correction de I’exercice 4099 A

1. L’ensemble des zéros est localement fini d’apreés Cauchy-Lipchitz.
Si y ne s’annule pas sur [a, 4o, par exemple y > 0, alors y est concave positive donc minorée, donc
y" — —eo ce qui implique y',y — —oo, contradiction.

2.

3. Soit by = . Alors by1 < 2In (22

1 bn+1

)gbnetbn_)Odoanann_i_]Nz( by _1>

Alors Wlﬂ —bi” — %, b, ~ 2—1n eta, ~2Inn.

Correction de I’exercice 4100 A
Les formes linéaires y — y(a) et y — y(b) sont linéairement indépendantes sur ’espace des solutions de I’équa-
tion homogene.

Correction de I’exercice 4101 A
On se raméne au cas z = 0. Soit x tel que y(x) < 0 et y'(x) = 0. Alors y”(x) < 0, donc y n’est pas minimale en
x. Donc y n’a pas de minimum local sur |a, +eo|.

Correction de I’exercice 4102 A
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Six;(0) > 0 pour tout i on obtient une contradiction en considérant le plus petit 7 tel qu’il existe i avec x;(¢) < 0.
Cas général : dépendance continue de la solution par rapport aux conditions initiales. . .

Correction de ’exercice 4103 A
flx)= 2&‘2721) (x) = f(x) = VA2 +1)"V4exp (£ arctanx).

Correction de I’exercice 4104 A

1. Soit f non identiquement nulle vérifiant f/” = AAf avec A > 0 : sur tout intervalle ol f est stricte-
ment positive, f est strictement convexe donc ne peut pas s’annuler aux deux bords ; idem quand f est
strictement négative, il y a contradiction. Le cas A = 0 est trivial.

2. (flg)=fluf (08 (t)dt = — [ f"(t)g(t)dt = — [, f(1)g" (¢)dt.
3. (a)
(b) Si f a un nombre fini de zéros, soit x, le dernier et A = max(x,,2). Sur [A,+oo[, f est de signe

constant, €, et on a fy —Af; = A(A—1)f = @ d’ou f;(x) = [ sin((x —1)vV—A)p(r)dt +

acos(xv/—A )+ Bsin(xy/—2 ). En particulier f; (A)+ f3 <A+ \/g) _ ZA::n/\/j sin((x—1)v—A)o(t)dt

est du signe de —&, absurde.

Si I’ensemble des zéros de f admet un point d’accumulation x on a f; (x) = f; (x) =0 d’ou f =0,
absurde.

Correction de I’exercice 4105 A

1. Apres le prolongement indiqué on peut appliquer le relation de Parseval a f et f” sachant que co(f) =0
par imparité et |e, (f)| = [ea (/") /n < lea(f)] pour n 0.

T
2. X'(t)+q(t)x(t) = 0= [Fx? = {xx’} 0 Joxx = [Fgx* =¥ =0=x=0.
Rmgq : il n’est pas nécessaire d’avoir ¢ de classe €.

3. 1l existe x de classe € vérifiant I’équation différentielle. Par différence avec xy on se raméne au cas
f =0 et il faut montrer que 1’application ¢ : .¥ — R? x ~ (x(0),x(7)) est bijective, en notant .
I’espace des solutions de 1’équation homogene x” + gx = 0. Or @ est linéaire et est injective d’apres la
question précédente, c’est donc une bijection car dim.” = 2.

Remarque : ’hypothése f de classe ¢’ est inutile, continue suffit.

Correction de I’exercice 4106 A

x et 1/x sont solution = x> + gx* = 0 donc une condition nécessaire est : ¢(t) < 0 et ¢ = —x'? /x* est de classe
%' . Réciproquement, supposons ¢ négative de classe ¢! et soit r(t) = \/—¢(t). Si x est solution de X’ = r(t)x
alors sur tout intervalle / ol ¢ ne s’annule pas on a x” = r(t)x’ 4+ r/(¢)x donc

K p(x +q(t)x = (r(t) + p(O)x" + (¥ (1) +q(t))x = (r(t) p(t) + 7' (1) )x

donc une deuxieéme condition nécessaire est : p(¢)g(t) = —%¢'(t). Ces deux conditions sont suffisantes si g est

strictement négative.

Correction de I’exercice 4107 A
La suite (X;) de fonctions définie par X;(t) = Xo, Xi11(t) = Xo + ['_oA(u) X (u) du converge localement uni-
formément vers X et X () est clairement 2 composantes positives pour ¢ > 0.

Correction de I’exercice 4108 A
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Pour n =1 et A(f) = a > 0 on trouve apres les incantations usuelles (équation homogene, variation de la
constante et mise en forme de I’intégrale) que X : ¢ — ulzo F (tu)u®~" du est I'unique solution prolongeable en
0 et qu’elle est de classe € sur R. Pour n = 1 et A non constante, on trouve de méme :

X(t) = /MI_OF(tu)uA(O)lexp (/t Mdv) du

—t A%

A()—A(0)

= fJZOA’(vw) dw.

Pour n quelconque et A constante : alors la fonction X : ¢t — fulzo urO-1F (tu) du est I’'unique solution pro-
longeable en 0, en convenant que u*(®)~/ = exp((A(0) — I)In(u)) (I'intégrale converge en 0 car w01 =
O(u®~'In(u)") pour tout o > 0 minorant les parties réelles des valeurs propres de A(0)).

Pour A non constante, on met I’équation sous forme intégrale :

et I’on voit que X est € en écrivant

X'(1)+AOX () =F(1) = X(t) = / 10 A OLF (tu) — (A(tu) — A(0))X (tu) } du.
Soit a > 0 a choisir. Posons E = ¢'(|—a,a],C") et pour X € E :
D(X) =1+ / I_OMA(O)I{F(M) — (A(tu) —A(0))X (tu) } du.

On a facilement : ®(X) € E si X € E et ® est contractante sur E pour || ||« si @ est choisi suffisament petit. Donc
I’équation X' (1) + A(t)X (t) = F(¢) admet une solution (unique) définie au voisinage de 0, et cette solution est
prolongeable en une solution sur R car le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique en dehors de 0. Par ailleurs,
ona:

VieR, X(1) = 1_OuA<0>—’{F(m) — (A(tu) — A0))X (1u) } du,

ce qui montre par récurrence sur k € ||| que X est de classe €* sur R.

Correction de I’exercice 4109 A

1. Poser F(t) = f;:m f(u) du et résoudre 1’inéquation différentielle F’(r) < g(t) + kF (¢) par la formule de
Duhamel.

2.
M' =AM = ||M' (@)l < KM @)l

t
= 1M — Il <K | M)l du

u=

1
= M) < 14K [ |10 du
u=

t
= [[|M(1)]]| < 1+K/ oKt=u) g, — Klt—t0)
u=t0
(M—N) =(A—B)M+B(M—N)
M= NY )] < e 4 (K )l 1= N0 )

= 101 =N @)l < X 1)+ (K4 m) [ =Nl

u=Ity

N, k(- K+n)n [ —u){ K(u—
= [I(M —N)(@)]||| < ?(EK(t to)_1)+(K)/ t e KFm—u) (Klu=to) _ 1y gy
u=ty

— Kli=10) (=) _ 1)

3. Xo(t) =Mo(t)o et Yo(r) = No(t) o, d’ou || Xo () — Yo (2)|| < eK(’_’O)(e"(’_t") —1)|lal|.
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Correction de ’exercice 4110 A

A

y:—l-l-ﬁouy:—l.

y = 2arctan(Ae” ") — Z(mod ).
y==+y1+(/x+A)2ouy==+l
y=—In(1—-x(1—1/e)).
y=(A+3%) M—I—%‘ ouy=0.

Correction de I’exercice 4111 A

1. yzlfz’lfxz,l>0.

2. y=—x+vV2x2—2Louy=x(—1++2).
3. y= —lEvIHAe Wouy::txouyzo.
4. y=—x+tVA+3x2ety=x(—14++3).

Correction de ’exercice 4112 A

1.

_ +1 _
y= VAx2+2x ouy= 0.

2. y= :l:{‘/xz—l—f—z.

3

cy=((Vx+2)2 +Aev¥),

1 2

4. y:}(m)z Ouy:().

5

.y==+ V2x ouy=0.

i

22 —x*

Correction de ’exercice 4113 A

y=1

1 =1
+ xIn|x|+Ax ouy=ry-

Correction de ’exercice 4114 A

y=A+VAZ+1—-x20uy=0.

Correction de ’exercice 4115 A

1

- () = (—x(1),y(t)) et o(t) = (x(—t), —y(—t)) sont aussi solutions de (S).

Par ailleurs, la théorie de Cauchy-Lipschitz s’applique, en particulier s’il existe 7, tel que x(fo) = 0 alors
x(t) = 0 pour tout . De méme s’il existe 7y tel que x(79) = y(#9) = 0 alors x(¢) = y(t) = 0 pour tout 7.
Pour A, i non nuls et x ne s’annulant pas, ¢ — (Ax(uz),Ay(ut)) est solution de (S) si et seulement si
u=A.

L’ensemble des trajectoires maximales est donc stable par les symétries par rapport aux deux axes et par
les homothéties de centre (0,0). De plus toute trajectoire maximale qui touche I’axe des x est symétrique
par rapport a cet axe.

. X (t) =0 < x(to) = 0 ou y(fp) = 0. Dans le premier cas on a x(¢) = 0 pour tout 7 et y(¢) est arbitraire

(solution de y' = y?). Dans le second cas x(tp) est arbitraire (Cauchy-Lipschitz) donc I’ensemble des
points a tangente verticale est la réunion des deux axes privé de (0,0) (ou il n’y a pas de tangente).

Y (1) =0 < x(to) = £y(to), quantité arbitraire, donc I’ensemble des points a tangente horizontale est la
réunion des deux bissectrices des axes, privée de (0,0).

Solutions particulieres : x(t) = 0,y(r) = 1.
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3. En supposant ® de classe €' on obtient 1’équation %xdxb’ = @2 — x? soit %xl//’ =y —x? avec y = O,
On obtient y(x) = |x|" (l + ﬁ) sin#lety(x)=|x|(A —1Inx|)sin=1.
Une courbe intégrale (en fait une trajectoire) qui ne touche aucun des deux axes vérifie I’hypothese y =
fonction de x car x’ ne peut s’annuler donc x est une fonction injective de ¢. Une trajectoire qui touche

I’axe des y est incluse dans cet axe (déja vu) et une trajectoire qui touche 1’axe des x en dehors de (0,0)
le traverse (y' # 0), donc est réunion de sous-arcs localement d’un seul coté de ’axe des x, de la forme

y= D) = £/y().

Correction de I’exercice 4116 A

Méthode d’Euler :

x| 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

y| 1.000 0900 0.810 0.729 0.656 0.590 0.531 0.478 0.430 0.387 0.348
z| 0.000 0.100 0.180 0.243 0.292 0.328 0.354 0.372 0.383 0.387 0.387

Y z=xe "

Solution théorique : y = e~

Correction de I’exercice 4117 A

1. y =4arctan((v/2 — 1)e").
2. y=2a— (Ax+u)*3.

3. y=exp (—%—F?Lx—kﬂ).

Correction de I’exercice 4119 A

Sia>0,y(0)=a’sia=0,y"(0)=0,y"(0) =0, y"(0) = 6. Donc y est croissante au voisinage de 0.
Siy’ > 0 sur ]0, 7], alors y(y) > 0 donc y'(y) > 0 ety > 0 sur [y, Y+ €[ donc, par connexité, y' > 0 sur |0, B[.
y’>y3:>1<;—';:>x< L L

242 7 2y S 247

Correction de ’exercice 4120 A

1. Régionnement.
2. idem.

3. Pourx <0,y < —e&= —yYe?>1=x>e?7+C>C.

Correction de I’exercice 4122 A

Supposons ¢ > fo tel que x(t) —¢ > 0. On peut alors poser t; = min{t > to | x*>(¢) —¢ > 0}. On a alors x*(t; ) —t; =
0. Si x(t;) = /71, on étudie la fonction y(¢) = x(t) — /t. On a y'(t;) = _zlﬁ < 0. Cela contredit le fait que,
pour tout ¢ € [fo,#1[, y(t) < 0. De méme si x(t;) = —/f1, on étudie la fonction z(¢) = x(¢) + /¢ et on aboutit
a une contradiction. Par conséquent la courbe intégrale reste dans Dy. Si la solution maximale (a droite) est
définie sur [, B[, avec B € R, alors pour tout ¢ € [tg, B[, —f < x'(¢) < 0. On en déduit que x’ est intégrable sur
[to, B[ et donc que x() admet une limite finie quand 7 tend vers 3. On prolonge la fonction en f3 et la fonction
prolongée vérifie (E) sur [fy, ] ce qui est impossible. On en déduit que B = +oo. On a, pour tout z > 1y,
X'(t) < 0, donc x est décroissante. Si x(z) a une limite £ € R en oo alors x’ (t)t_;jr _—t, ce qui est impossible.

Par conséquent x(¢) — —oo (lorsque ¢ — +o0). En particulier, pour 7 assez grand, x(¢) < 0. En dérivant (E)
on a x”(t) = 2x(t)(x?(t) —t) — 1. Si, & partir d’un certain rang, pour tout ¢, x”(¢) > 0 alors x’ est croissante et
majorée. Elle ne peut tendre que vers O car sinon x'(¢) ~ £, puis x(¢) ~ ¢t et x'(t) ~ £*t>. Sinon il existe 7, tel
que x”(11) < 0. S”il existe t, > 1, tel que X (1) = 0 (avec t, minimal) alors x"”'(1;) = 2x + i qui est négatif
pour 7 assez grand. Ceci est impossible et donc dans ce cas x” () reste négatif lorsque ¢ tend vers +oo, on a alors

0<t—x*t) < T(lz) Par conséquent x>(t) —t — 0 lorsque ¢ — oo, on en déduit que x(t)t ~ —/1.
— o0
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Correction de I’exercice 4126 A

Soient y,z deux solutions distinctes. D’apres Cauchy-Lipschitz, y'(a) # 7/(a), donc par exemple y'(a) > 7/ (a).
Soit ¢ > a maximal tel que : V x € ]a,c[, y(x) > z(x). Donc y — z est strictement positive convexe sur [a,c|, et
s’annule en a et ¢, ce qui est impossible.

Correction de ’exercice 4130 A

1. Sinon d(0, f'(R)) > 0 et f ne peut pas &tre minorée.

2. Supposons que pour tout a € R” ona Vf(a) # 0.
On considere I’équation différentielle autonome : x' = %. Pour x(0) donné il existe une solution

maximale, et elle est définie sur R car x’ est bornée. Alors la fonction : ¢ > f(x(¢)) est €' minorée sur R
donc il esiste une suite de réels (t,) telle que 4 (f(x(t,))) = ||V (x(ts))|| — O lorsque n — co.

Correction de ’exercice 4131 A

fu i p p+uA p est lindaire injective car f,(p) =0 = p L p, donc bijective. L application u — f, de R?
dans .Z(R?) est €, donc il en est de méme de 1’application inverse : u — (f,)~! et I’équation différentielle
donnée équivaut a u’ = (f,) ' (—u A (uze3)) qui reléve de la théorie de Cauchy-Lipschitz : il existe une unique
solution maximale définie sur un intervalle ouvert /. D’apres 1’équation différentielle, («' | u) = 0 d’ ot |Jul| est
constant. Alors ' = (f,,) ! (—u A (uze3)) est borné, donc u admet une limite finie en tout point fini par uniforme
continuité, ceci prouve que I = R.

Correction de I’exercice 4132 A

L. far1(x) = fu(x) = [Lo(fu — fu—1)(t — %) dt donc par récurrence f 11 — f, = 0.
De plus fo41(x) = fu(x) < x|\ fu = fa-1llee 00 fr12(x) = fr1(x) <[ fu— fr1 wazxzo([_tz)dt < %an -
Fo—tlleo €t || fur2 = furillo < gl — fu—1lleo ce qui prouve que la série télescopique ¥(fo41 — fn) est
normalement convergente.

2. Par passage 2 la limite uniforme sous le signe intégral on a f(x) = 1+ [*, f(t —#*)dt d’ou f est €' et
f'(x) = f(x—x?) ce qui entraine le caractére € de f par récurrence. f'(0) = f'(1) = f(0) = 1.
3. f’ est positive d’aprés 1’équation différentielle vérifiée par f et f”(x) = (1 —2x)f'(x — x*) est du signe

de 1 —2x, c’est-a-dire que f est convexe sur [0, 7] et concave sur (3, 1].

4. 1+x = filx) < f(x) = filx) + T (fir1 (x) = fi(x)). De plus, f'(x) = f(x —x%) < f(x) d’ott x —
f(x)e™™ est décroissante et vaut 1 en 0 ce qui prouve que f(x) < e*.

Correction de ’exercice 4133 A

1. Qu’il en existe et qu’il y en a une unique maximale, son intervalle de définition est ouvert.

2. Soit (Jo, B[, x) une solution maximale. Si 7y € |, B] est tel que x(fy) = a alors x'(¢y) > 0 donc x(r) —a
est du signe de ¢t — 1y au voisinage de #y. Ceci montre que #y (éventuel) est unique, et en particulier 75 < 0.
De méme, il existe au plus un réel 7, tel que x(¢;) = b et t; < 0. Par ailleurs I’existence de 1’un des deux
réels 1y ou #; exclut I’autre. Enfin, a < x(¢) < b pour tout ¢ € [0, B[ donc d’apres le théoreme des bouts
onafi = +oo.

3. Soit ¢ : [a,b] — [a,b],y — x(T). Comme deux courbes intégrales maximales distinctes n’ont aucun
point commun, ¢ est injective et par disjonction de cas on montre que ¢ est strictement croissante
et satisfait a la propriété des valeurs intermédiaires. En particulier ¢ est continue et ¢(y) —y prend
une valeur positive en a, négative en b donc s’annule pour un certain y € [a,b]. Pour cet y, la solution
correspondante est T-périodique.
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Correction de I’exercice 4134 A

Remarque : la seule continuité de f implique I’existence d’une solution maximale a condition initiale donnée
(thm. de Cauchy-Arzela, HP), mais pas son unicité.

thm des bouts : supposons y solution, définie sur [ty, o[ avec o < supJ.

Ona Z(|ly[|>) =20y | y) = 2(f(t,y) | ) < 2a||y||> +2b, ce que I'on écrit ' = 2az+2b—c avec z = ||y|* et ¢
fonction continue positive. Donc z(¢) = exp(2A(t) —2A(to))z(t0) + fs’:,() exp(2A(t) —2A(s))(2b(s) —c(s)) ds ou
A est une primitive de a sur J. On en déduit que z est majorée sur [fy, ¢t car A et b sont continues sur [fg, ¢] et
¢ >0, donc ||y'|| = || f(z,y)|| est aussi majorée, et fsito y'(s)ds est absolument convergente. Ainsi y admet une
limite finie en &, et I’on peut prolonger y au dela de o avec le thm de Cauchy-Arzela ; y n’est pas maximale.

Correction de I’exercice 4135 A

if(x y) =x'% o +y’af donc f convient si a—)’: =y(x—1)et g = x(y — 1) (condition suffisante). Il
n ex1ste pas de telle fonction (thm. de Schwarz), mais on peut accepter f telle que af =A(x,y)y(x—1)

et ay = A(x,y)x(y — 1) ot A est une fonction bien choisie (appelée facteur intégrant). On voit immé-

diatement que A (x,y) = é convient, d’ol f(x,y) =x+y—In(xy).

2. D’apres le théoreme d’unicité de Cauchy-Lipschitz, s’il existe #y tel que x(7) = 0 alors x(z) = 0 pour
tout ¢, et de méme pour y. Ainsi, si on fixe une condition initiale x(0) > 0, y(0) > 0 alors x(¢) > 0 et
y(t) > 0 pour tout 7. De plus, par le méme raisonnement, si (x(0),y(0)) # (1, 1) alors (x(¢),y(t)) # (1,1)
pour tout 7. Désormais on suppose ces conditions satisfaites. Soit k = f(x(0),y(0)) = x(0) + y(0) —
In(x(0)y(0)). Par étude de fonction, on voit que k # 2 et la courbe Cy, d’équation f(x,y) = k est une
courbe fermée de classe %! entourant le point (1,1). Le point M, = (x(¢),y(¢)) se déplace sur Cy avec
une vitesse numérique ds/dt = \/x*(1 —y)2+y2(x —1)2 > o > 0 ot 04 ne dépend que de k. On en
déduit qu’une abscisse curviligne de M; décrit R quand ¢ décrit R. En particulier il existe f5 > 0 tel que
s(to) —s(0) = longueur(Cy) ce qui implique M;, = M et le mouvement est #p-périodique.

Correction de ’exercice 4137 A
lim = 3.

Correction de ’exercice 4138 A

2. 9L — =l

C o = 1JHCQ,—I—Sly>x —siy<ux.
g{ lfriz,—s1y>x +siy <x.

3. Poury > x, f(x,y) = 7 +g(x,y), poury<ux, f(x,y)=7—g(x,y)

Correction de ’exercice 4141 A
Pf _ oudud’g i (au dv | du 3\1)

u Jdg
3x3} au s+ 3x8) av”

_'_avavag_'_

dxdy — 9Ix dy du? dx dy + dy dx ) dudv T 9x dy 9?2

Correction de ’exercice 4143 A
1.

10 1

N A

2
¢]

N5}
o

QO
I\)

Correction de I’exercice 4145 A

F =217+ ().
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Correction de I’exercice 4146 A
d J
55(0,y) = —yf'(%/2), 55 (x,0) = xf'(0).

Correction de I’exercice 4147 A

en (0,0). Ainsi f est de classe €'
2% f 92 F
2. axgy (0>0) =0, / (0,0) =1.

'y

1. f est homogene de degré 2, % et ‘3—{ sont homogenes de degré 1, donc ces trois fonctions tendent vers 0

Correction de ’exercice 4151 A

(fg) _ vk vyn—kpmipj 9 il
akIyk — Yioo Zj:() GG Ix Iyl dxk—igyn—k— *

Correction de ’exercice 4152 A

1. pas de solution.

—1
2. f(x,y) = g7 + oste.
3. flxy) =75+ cste.

4. fx,y) =27 +y +5+ cste.

Correction de ’exercice 4153 A

fO)=Ae Fry) =A (5 O+ De).

Correction de ’exercice 4154 A
fx,y) =gl +y?).

Correction de I’exercice 4155 A

f0) =} 8) = ka0, Fxy) = (P45 ) 2+ 5 +C.

Correction de I’exercice 4156 A

Lo fley) =11

_ Inx
2. y=19

Correction de ’exercice 4160 A
det(Jyr) = [Ticj(xi —x;).

Correction de ’exercice 4162 A
FR) = {(u,v,w) tqu+v >0, ue* —v > 0}.

Correction de ’exercice 4164 A

2
y=—%+2% +0(x?) = tangente de pente —3, au dessus.
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Correction de ’exercice 4165 A
1.
2. @(x) =14+x—3x>+0(x?).

Correction de I’exercice 4166 A
o'(1)=—39"(1) =3

Correction de ’exercice 4169 A
A A242
x=1-230 L 22 4 (A2 + u?).

Correction de I’exercice 4170 A
x = sh(a), y = sh(h) = u = sh(a+b), v=sh(a+b)+ch(a+b). donc f(R?) est inclus dans I’hyperbole
d’équation v?> —2uv = 1 et on doit avoir v > u ce qui donne la branche supérieure.

Correction de ’exercice 4173 A

of 0
L f0ey) = (el (ex,ty) +y 3L (ix,09)) dr.
2.
3.

Correction de ’exercice 4174 A

1. (a) thm des trois cordes pour u — f(x+ uh) sur [—1,1].

(b) Soit Be(x,r) C U ety tel que 0 < ||x — Y|l < . On note ¢ = ||x — y||/r et h = (y —x)/t. Alors
y=x+thet|x£th|=rdonc:

[f () = f )| < tmax(|f(x+h) = ()], |f (x—h) = f(x)]) < M2

car la restriction de f aux cotés de B..(x,r) est bornée (fonction convexe en dimension 1).
2. La surface représentative de f est au dessus de ses plans tangents.
3.

Correction de ’exercice 4176 A

1. dfM(H) :Zl;”ZO%(Mk—lH_i_..._FHMk—l)‘
2.

. 1/k N R :
3. les matrices My = <8 21/7r> sont toutes semblables a M., et ont méme exponentielle /.

0 2n+1/k
4 M= <—47r2/(27t+1/k) 0 )

Correction de I’exercice 4181 A

L /(2 +)
2. f est lipschitzienne pour || ||c.
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Correction de I’exercice 4182 A

L 2xMy? < (x* +y%)2
2. go(r) ~r2.

3. f(x,x*) = —x*. Donc (0,0) n’est pas minimum local de f.

Correction de ’exercice 4184 A
1.

2. ||f(x)|| — oo lorsque ||x|| — o donc x ~ || f(x) — a||*> admet un minimum sur R”. En ce point on a
pour tout 1 € R" : (f(x) —a | dfi(h)) =0 et dfy est surjective (linéaire injective en dimension finie)
donc f(x) =a.

Correction de I’exercice 4185 A

1. Si u atteint son maximum en (x,y) € Q alors d?u(x,y) est négative, contradiction avec Au(x,y) > 0.

2. Soit u,(x,y) = u(x,y) + (x> +y?)/p : Au, = Au+2/p > 0 donc u,, releve du cas précédent.
On a maxu+ ¥ > max u, = maxiu, > maxu et on passe a la limite.
Q P Q 0\Q Q\Q

3. Soit uy (x,y) = u(x,y) + aln(x* +y?) ot o est tel que My (r1) = M;(r2), avec My (r) = max (u(x,y)).

x2y2=r2

OnaAu; > 0dou M, (r) < Mi(r1) = M;(r2) c’est-a-dire :

M(r1)In(ry/r)+M(r2)In(r/ry) .

M(r) <M(r))+oaln(ri/r) =M(r) — aln(r/r) = In(ra/r)

Correction de ’exercice 4186 A

1. On pose g(r,0) = f(rcos@,rsin@), h(r) = fezzof(rcose,rsine)de etl’lona0=Af= g—ié’ + %i‘f +
r%% d’ou :
1 1 rdg 2z
R/ Y L
0="r(r)+ rh (r)+ r2 [39(r’9)] 0=0

Le crochet est nul par 27-périodicité de g donc 7" (r) + 11/ (r) = 0 soit /' (r) = £ et K = 0 par continuité
de /' en 0.

2. r?£(0,0).

Correction de ’exercice 4187 A

1. det(Jp(x,y)) = f'(x)f (v) — &' (x)g'(y) > 0 donc le théoreme d’inversion locale s’ applique, il suffit de
vérifier I'injectivité de ¢. Si @(x,y) = @(u,v) alors :

e —ul <[f(x) = f)] = [g(v) =g < v =]
=y <If) = fO)] = 8(x) —g(w)] < [x—ul

d’ou |x —u| < |x —u| et il y a inégalité stricte si v # y ce qui est absurde donc v =y et de méme u = x.

2. Ona @(x,y) = (u,v) si et seulement si x = f~'(u—g(y)) ety = f'(v—g(f ' (u—2g(»)))) = h(y). h
est k%-lipschitzienne donc le théoréme du point fixe s’applique.

439



Correction de ’exercice 4188 A

Sinon il existe a € R? telle que g : x — f(x) — (a | x) n’a pas de point critique, donc pas de minimum ni de
maximum. On a aussi |g(x)|/[[x|| = oo lorsque ||x|| — co d’ol sup(g) = +oo et inf(g) = —eco. Considérons pour
r>0E,={xcR?tq||x|| > r}: g(E,) est une partie connexe de R donc un intervalle, et sup(g(E,)) = sup(g) =
+oo, inf(g(E,)) = inf(g) = —oo, d’ol1 g(E,) = R. Ainsi il existe des x de normes arbitrairement grandes tels que
g(x) = 0 en contradiction avec la propriété |g(x)|/||x|| — oo lorsque ||x|| — o.

Remarque : I’hypothése f de classe % est surabondante, la classe 4! suffit a conclure.

Correction de ’exercice 4189 A

Remarques :

— la transformation f — g est appelée transformation de Legendre. On notera g = f* ci-dessous.
—I’hypothese « Hy est définie positive en tout point » implique que f est convexe.

Etude d’un cas particulier : f(x) = o||x||>+ B (x | a) + yavec a € R**, B,y c Reta € R".

2 —Ba 2 —Da 2 * *
Alors (x| ) = £(x) = —a|v— 52"+ a| 5L b =y = a2+ By | @)+

—ydou f(y) = a| 5
y* avec of = 1/4a, B* = —B/2a et ¥* = B?||a|?/4a — y. Ainsi, f* a la méme forme que f, et on vérifie
immédiatement que f** = f.

Cas général : on montre que f* est bien définie, vérifie les mémes hypothéses que f et que 'on a f** = f.

1. Bonne définition de f* : ay fixé on a (x | y) — f(x) — —eo lorsque ||x|| — oo donc le sup existe et est un
max, atteint en un point x tel que V f(x) = y. Ce point x est unique : en effet, si 7 € R"\ {0} alors la fonction
R>t— (h|Vf(x+th)) est strictement croissante (définie-positivité de Hy) ce qui implique V f(x+h) # V f(x).
Ainsi,

FrO) =G 1y)—f0") avec V(Y = .
2. f*est 6’ etH r+ est définie-positive : d’apres ce qui précede, la fonction V f est un ¢! difféomorphisme
de R"; sa différentielle est I’endomorphisme de R" de matrice H; dans la base canonique de R". Donc f* est
de classe ¢! et pour y,h € R" :

d(f*)y(h) = (Vf () [h) = (B[ Y") + (v [ dy"(R) = (V) [ dy* (h)) = (R [Y")

puisque V£(y*) =y. Onen déduit : Vf*(y) =y*, puis Hp(y) = (Hy(y*)) !, matrice symétrique définie positive.
3. f*(y)/||y|| = +oe lorsque ||y|| — oo : soita > 1 et M, = sup{f(x), ||x|| < a}. Poury € R"\ {0} etx=ay/||y||
ona f*(y) = (x|y) = f(x) = ally| = Ma = (a—1)||y[| si ||y est assez grand.

4. f** = f:carpourx € R" ona f*(x) = (x| y) — f*(y) ot y est défini par V f*(y) = x, c’est-a-dire y* = x et
done f**(x) = (" | y) = f*(y) = (") = ().

Correction de I’exercice 4190 A

1. 227
2. Onapoura,b € R:[@(a+b)—¢(a) —bg'(a)| < 3[|¢"||-b

Donc pour f,h € E : |T(f+h)—T(f)— (h| ¢ o f)| < 3[@"l=||h||% ce qui prouve que T est différen-
tiable en f de différentielle 2 — (h | @’ o f). On en déduit alors que T est continue en f.

Correction de ’exercice 4191 A

1. (0,0) : non extrémal
(1,1) : maximum local
2. (0,0) : non extrémal
:l:(\@, —ﬂ) : minimum absolu
3. (=2/15,—1/5) : maximum local
(x,0) : max. local pour x < —1/3, min. local pour x > —1/3
(0,y) : max. local pour y < —1/2, min. local pour y > —1/2
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(21/3,4-1/3) . maximum absolu
prendre le log. (1,1) : maximum absolu

(—1,—1) : non extrémal

N o nk

(1,0) : minimum absolu

(e=2,0) : non extrémal

= MA + MB = minimum absolu sur [A, B]
9. M € med(A,B), (MA,MB) = +%

M = A, B : minimum absolu

M=0

®

Correction de ’exercice 4192 A

1.

2. (a) isobarycentre de ABC.
(b) Point de Fermat ou A, B, C.
(c) A,B,C.

Correction de ’exercice 4193 A

1. 45 =V2a2b2 +2a%c2 +2b%c2 —a* — b* — 4.

— 4
2. max = 7

Correction de ’exercice 4194 A

Existence d’un maximum par compacité. Soient x,y les coordonnées d’un point M dans un repere orthonormé
du plan et (u,v,w) les coordonnées barycentriques de M par rapport 2 A,B,C (avec u+v-+w = 1). u,v,w sont
des fonctions affines de x,y,z et (AB) a pour équation barycentrique w = 0 d’ou d(M,AB) = a|w| pour un
certain réel oo > 0. De méme pour d(M,AC) et d(M,BC) et f(M) = afy|u||v||w|. Lorsque M varie dans le
triangle, (u,v,w) décrit tous les triplets de réels positifs de somme 1 et on cherche le maximum du produit uvw,
il est atteint quand u, v, w sont égaux, c’est-a-dire au centre de gravité du triangle.

Correction de I’exercice 4196 A

Il existe une base orthonormale de E et un réel A tels que f(x) = Ax; et g(x) = Axje e~ Donc g est

maximale/minimale pour x; = +1/ V2, Xp=--=x,=0.

Correction de I’exercice 4197 A

Le minimum demandé existe car ¢(M,N,P) — +oo quand ’'un au moins des points M, N, P tend vers 1’infini
sur sa droite personnelle. Soient Dy N D, = {A}, DN D3 = {B}, DsND; = {C} et A’, B, C’ les milieux de
[B,C], [C,A] et [A,B]. Déja on a ¢(B',C',A") = 3a et ¢(A,N,P) > 2AP > a\/3 donc le minimum n’est pas
atteint lorsque 1’un des points M, N, P est confondu avec 1’un des points A, B,C, ni non plus si I’'un des points
M N, P est hors du triangle ABC. Pour N, P fixés hors de Dy, on fait varier M sur D1 : M = A +tABavect € R
et on considere f(r) = @(M,N,P). Alors f'(t) = (A_'B | % + %) donc f(¢) est minimal lorsque D; est la
bissectrice extérieure des demi-droites [MN) et [MP).

Soit (M, N, P) un triplet réalisant le minimum de ¢ et &, 3, ¥ les angles du triangle MNP en P,M et N. Les angles
du triangle AMN sont /3, (1 —f)/2et (t—7y)/2dou2n/3=P+y=n—aetdonca=n/3=f =7.0n
en déduit que (MP) est paralele a (AB), (MN) a (BC) et (NP) a (AC) puis que (M,N,P) = (B',C",A").

Correction de ’exercice 4198 A
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1. On fixe A; € D; et ii; un vecteur directeur de D;. Soit M; = A; + x;ii;. Alors

f(My,My,M3) = f(A1,A2,A3)
+ 2<(A1_;42 | xZﬁz —)qﬁl ) + (A;A3 ‘ X3ﬁ3 —Xzﬁz) + (A;A1 ’ X1ﬁ1 —X3ﬁ3)>
o (Ileafia =1ty |2+ xaiis = x|+ oty — 3]

= a+b(x1 ,X27X3) +C(X1 ,)CQ,X3).

b est une forme linéaire et ¢ est une forme quadratique positive, et méme définie positive car i, iy, i3
sont deux a deux non colinéaires. Il en résulte que f (M, Mp,M3) — 4o lorsque |x1 |+ |x2| + |x3]| = oo,
donc par continuité, f admet un minimum.
Choisissons alors Aj,A,A3 de sorte que f(A,A,A3) soit égal a ce minimum. On a alors b = 0 car
(A1,A2,A3) est point critique de f, d’ou f(M,My,M3) > f(A1,A2,A3) si (x1,x2,x3) # (0,0,0) vu la
définie-positivité de c. Ceci prouve I’unicité du triplet ot f atteint son minimum.

2. On soupconne fortement le triplet constitué des milieux des c6tés. En notant Aj,A;,As ces milieux, il

suffit de vérifier que la forme linéaire b de la réponse précédente est nulle, et c’est clairement le cas
apres regroupement autour de x;, X2, X3.

Correction de I’exercice 4199 A
On parametre le chemin en coordonnéees sphériques par t — (6(z),(z)).

La longueur du chemin est [, \/¢’2(t) +sin®(¢(¢))072(t)dt >

0’ =0 et ¢’ est de signe constant. On trouve donc les méridiens.

jtl 0 9'(1 )dt’ avec égalité si et seulement si

Correction de I’exercice 4200 A

Soit y € B orthogonal a x. La fonction g : 6 — f(xcos 6 + ysin0) admet un extrémum en 0, donc g'(0) = 0,
soit Vf(x) L y. Six=0onadonc Vf(0) =0. Sinon, Vf(x) = Ax avec A € R, et en faisant un développement
limité de f(x —x) on voit que A > 0.

Correction de ’exercice 4201 A

f(x,y) = (Bx—2y)e*t ).

Correction de ’exercice 4202 A
Fy) =2 4 e(x+y).

Correction de I’exercice 4203 A

f(x,y) = g(xy).

Correction de ’exercice 4204 A

fe.y) =Infey| +5(3).

Correction de I’exercice 4205 A

f(x,y) =2(0).

Correction de ’exercice 4206 A

§(p.8) = A(p)e 2.
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2. gest2m-périodique, donc A =0, et f =0.

Correction de I’exercice 4207 A

Flxy) =g (2.

Correction de I’exercice 4209 A

flx,y) =p*A(6)+p'~“B(6).

Correction de ’exercice 4210 A

1. (a+ba+co?) %8 + (2a+b(a+pB)+2c0B) 25 + (a+bp +cB2)2s =

0.

Correction de I’exercice 4211 A

2u%8 4 % o:f(x,y):A@)\/)TwB(g).

Correction de I’exercice 4212 A

218'(t) + (1+12)g"(t) =t = g(t) = 5 + Aarctant + 1.

Correction de ’exercice 4213 A

g _ 4 9*f

L. oxz 48x2+8ax8y+4
d2%g _ 0*f 2% f a2f
Tyz_axz 2(9)«9))Jr
d’g _ A d%f *f
axay_zﬁ_zi'

2. f(xy) =35 +h(x)+k(y).

Correction de I’exercice 4214 A

2uLE %8 0= flx,y) = (;)\/fwh(xy).

Correction de I’exercice 4215 A

(1=2)f"=2tf' =0= f(t) = Aln ||+ p.

Correction de I’exercice 4216 A

Af =4(x* +y?*)AF.

Correction de ’exercice 4217 A

e f
1. 3145 _MVBZ‘F(M‘FV)ax(;}"i‘ayZ +7
f(x, ):%-Hl(u)—i-k()avecu+v:y,uv:x.

Correction de ’exercice 4218 A

f(r)=Acosr+Bsinr.
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Correction de ’exercice 4219 A

1. 1l existe G telle que ‘3—5 = g+u% = Lgug) et %—CV; = g+v‘3—§ = a(;;g)_

Donc G = ug+ @(v) = vg+ w(u), d’ot g = w

2. f(x,y) =x(<p( —%) +w(y+£)).

. La réciproque est immédiate.

Correction de ’exercice 4222 A

Correction de I’exercice 4226 A

DL de | —cosu = lim = §In(b/a).

Correction de I’exercice 4228 A

1.
2. Ink.
3.1
4
4.4
1 38 dt  _ % dt
5. §ft:0 2+cost j;‘:() 2+cost %
6. 3ny/n.
4
7. 4,

Correction de I’exercice 4231 A

1.
2. exp(%).

Correction de I’exercice 4232 A

by sib, < —1
anr1 =% —(b,—1)*/4 si —1<b, <1
sib, > 1,
sia, < —1
bp1 =X (a,+1)2/4 si —1<a,<1
a, sia, > 1.

Donc a,41 = f(an—1), bp+1 = g(by—1). Point fixe : a, — V8—3,b, —3—3.

Correction de ’exercice 4235 A

z
.
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Correction de ’exercice 4236 A

— _T n 1 _
u=n—t=1=% 00 g dt =3 i zpp®/2 e At = 7

Correction de I’exercice 4238 A

L=52-V3)"

Correction de ’exercice 4239 A

Couper en intervalles de k7t /n. On obtient [, = \% pour tout n > 1.

Correction de I’exercice 4240 A

f est paire, m-périodique. f'(x) =0 pour 0 <x< 7 = f(x) = f(n/4) = 1§

Correction de ’exercice 4244 A

Comparalson entre f[ — et son approximation des trapezes. Découper et intégrer deux fois par parties,

dt
0 (1+1)
Uy — lorsque n— oo,

Correction de ’exercice 4247 A

= [f'(;)(1+cosz)z 4 2% ()1 +cost) di > 0,

Correction de I’exercice 4251 A

1. formule de Taylor-intégrale.
2.

Correction de I’exercice 4254 A

= f(2F — f?) = fK et K’ = 2f(1 — f') donc H est croissante et positive.

Correction de ’exercice 4259 A

1.
2. Soit F(x) = [*, f(t)dtet G=F~'. Alors L Y17} f(x;) = L yn- foG(ngf;afZ(z)dz/f,’;af(z)dr

lorsque n — oo,

Correction de I’exercice 4260 A

On a f = e avec g de classe ¢! par le théoréme de relévement d’ou I(f) = w € Z.

Correction de ’exercice 4261 A

1. Tl existe toujours une unique fonction g de classe €2 telle que g” = f, g(a) = g'(a) =0 : g(x) =
Ji— (x—1)f(t)dt (Taylor-Intégral).

2. Soient A,u € Rtels que fi : x— f(x) — A — ux vérifie j;f’:a filx)dx = jf:axf] (x)dx = 0. On trouve

{ (b—a)A+ (B —a?)/2p  =—[1, f(x)dx
(B2 —a®) /20 + (b* —a®) /3 = — [ xf(x)dx
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et ce systéme a pour déterminant (b —a)*/12 # 0 donc A, u existent et sont uniques. Soit g; € F telle
que gf = fi : th:a g/ (x)g"(x)dx = 0 pour tout g € F, en particulier pour g = g; donc g/ = f; =0 et
f(x) =2+ pux.

Correction de I’exercice 4262 A

Soug f—a.Ona0<g<b—aet fjg=—adou g <(b—a)fyg=—alb—a)et [y 2= [3 &+
2af0g+a < —ab.

Correction de ’exercice 4275 A
flx)= \/%7 pour —1 <x < 1.

Correction de I’exercice 4276 A

7
=

Correction de ’exercice 4277 A

2nl, — (2n42) =0 =1, = — .

Correction de ’exercice 4278 A

2 "
In+In+2 uil :>I _m<tan ) .

sin

Correction de I’exercice 4279 A

L=nV2IT_, (1-%).

Correction de I’exercice 4280 A

Décomposer en éléments simples et intégrer. On obtient [, = (n%]), Yi(— l)kC,’jj Ink.

Correction de ’exercice 4281 A

1.

2.

3. Ap+Ap 22,11 =0=>A, ="
Ay—B,=%=B,="—Tpournz>1.
J=3

4.

Correction de ’exercice 4285 A
1—7.

Correction de ’exercice 4286 A

1. Intégrations par parties successives,

e teo itk 11 1
7t 7t7 ————— e —
/f:O e 'Intdt = / e k! (lnt 1”2 k) dt
1 1 1
= —1 t/k)dt+|{Ink— - — - —--- — — .
/ n(e/k) +<“ 12 k)
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Soit I = [T5 e*’,%k! In(r/k)dt. On pose t = ku :

kk+1 40
I = —/ (ue ¥ Inudu
k! u=0

—kk+1 /+ood (Mefu)kfl uzefulnu
Ok Ju—o k—1 l—u

Kkt1 oo i1, [(ure “Inu
- —uyk-lg (L8R
k!(k—l)/u_o(ue ) < 1 —u >

Comme 0 < ue * < e~ ', il reste vk au dénominateur multiplié par quelque chose de borné.

2.
| [ —1/t I 1 et too ,—t
/ Ldt:/ ¢ dt — Ld[
=0 t =0 1 =1 I
+o0 e*f
= lim <lnx/ dt>
x—07F =x t
~+o0
= lim <(e x—l)lnx—/ e tlntdt)
x—0+ t=x
~+oo
= —/ e 'Intdt
=0
oo t 1 —
3. fttx et ( = _1n<1 _u)) = fu:l—e*" 1n(1d,uu)~

Correction de ’exercice 4288 A

o7t =5

Correction de I’exercice 4290 A

1. En supposant f positive décroissante, [, f <tg(t) <tf(0)+ [, f
f 2o f(w) du— Y2 p tfnt) = [ 2, (f(u) = f(t[u/t])) du= [ p1(1—{u/t})f'(u)du— Olorsque P.Q —
Donc la série de terme général 7 f(nt) est de Cauchy ; elle converge.
Onaalors [y"°f —tg(t) = [[=5t(1—{u/t})f' (u)du — 0 lorsque t — 0F.

3. Jo"2f —2u8(0) = 200 (w)dut [, 250 (1 =2{u/t}) ' (u) du=1£(0) = [, 250> {u/t} (1= {u/t}) f" () du

Correction de I’exercice 4293 A
0 <xf(x) <2 [,/ f(t)dt — 0 (lorsque x — +o).
Fant(F@) = fa+10)di = [Zyaf (@) di+ [, f(0)di = [0 = V) f()de = 22 (6)di+ [£5 £ ()i (lorsque

X — +o0).

Correction de I’exercice 4295 A

Loy e gy = o SO g o py F@T0 g — xS0 gy g 0 gy

t=ax t =y t

On obtient [ M dt =(L—Y) lna.
2. 1= [tye=e g — 2.
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Correction de I’exercice 4296 A

1.
In2
2 Zylnz

IS

Correction de I’exercice 4297 A

L F@)dr = [0 S f) dut [ fa)duct [ P f () du.
=@a+1)—% ol o(u) du+f,f:_al+l fu)du+1 [PtY  @(u)du—@(b—1) ot @ est une primitive

de f.

Correction de ’exercice 4298 A
Soit F(x) = [y f(t)dt : L [Lotf(t)dt =F(x)—1 [L F(t)dt.

Correction de ’exercice 4301 A

1.
2. e /x.
3. —Inx.

Correction de I’exercice 4302 A
1.

2. I, = \/ﬁK2n+17 Jo= \/ﬁKanl-

3. &

Correction de I’exercice 4303 A
I, = (2n)\Vx

22n+ly)

Correction de I’exercice 4304 A

Intégrale trivialement convergente. Couper en fol et [, 1+°°, changer x en % dans I’une des intégrales, regrouper et

poser u=x— L. On obtient I = [,"% e~ du = g

Correction de ’exercice 4305 A
L’intégrale converge par parties.

Correction de I’exercice 4306 A
[*cos(P(1)) dt = [S“;ﬁf(’g”} — [*sin(P(r)) 4 (p/‘@)) dr.

Correction de ’exercice 4307 A
I = J par changement u — 1/u.
I—|—J:§:>I:J:%.

Correction de ’exercice 4310 A
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oo oo
/ / Lmdrd_[/ %‘”dr +/ sinxdx
x=0

+e° sint
=X —dt+1—cosX
=X I
—Ccost ]t e cost
:X{ } —X/ —ZdH—l—cosX
t =X t=x I
sint]+e e 28int
- —X [T} —X/ d +1
t =X =X t3

— 1 lorsque X — o0

Correction de ’exercice 4311 A

21ff"| < f*+ f"* donc ff" est intégrable. On en déduit que f> admet une limite finie en +oo, et cette limite
est nulle sans quoi f2 ne serait pas intégrable (si f'(x) — £ lorsque x — oo alors f(x)/x — £). Ainsi f est
bornée sur R™, f est lipschitzienne et donc uniformément continue. De plus,

X X
| R0 =107 ) = O ) = [ fso)r
donc f(X) f/(X) admet en -+ une limite finie ou 4o, et le cas f(X) f'(X) = 5(f?)'(X) — 4o lorsque X — oo
contredit ’intégrabilité de f> donc ce cas est impossible, ce qui prouve que f’% est intégrable sur R*. Enfin,
ff" est intégrable (produit de deux fonctions de carrés intégrables) donc fZ admet une limite finie en +oo et
cette limite vaut zéro par intégrabilité de 2.

Correction de I’exercice 4312 A

(n+1)m
t=nm

sint

_ [T sint £ ; 2 EPR
dt = [Zo ;ny dt. Par encadrement du dénominateur on a u, ~ ;=, d’ol ug + -+ +
2lnx

On pose u, =

Uy ~ 21“” et, par encadrement encore, I'intégrale arrétée en x est équivalente a

Correction de I’exercice 4313 A
(L= 1 o(t))dt — In2.

= Ji=x

Correction de I’exercice 4314 A

Correction de ’exercice 4315 A

Formule de la moyenne sur [3,x] et [x,x +x%] = lim = 0.

Correction de ’exercice 4316 A
In2.

Correction de ’exercice 4317 A

o o (=N oo 5/3
a1 (= D" Jo 1+,3 = (— +)) )2H3—> " 21723:7;2\[ lorsque N — oo.

Correction de ’exercice 4318 A

1.
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I(x) = [fo sty t Y dt = cosx ;17 80 gr — sinux [;77 L dt — 0 lorsque x — oo,

Correction de I’exercice 4319 A

3/(0).

Correction de ’exercice 4320 A

o .., . . N 1
¢ = ux puis intégration par parties =~ ;.

Correction de ’exercice 4321 A

f10) = ity = f(L+h) = 5,(B = 1) +o(R).

Correction de ’exercice 4322 A
1.
2. Soit € > 0 : Pour x assez petit, | f(t)* — 1 —xIn(f())| < &x car In f est borné sur [a, b).

Done | [2 £(t)ydt —1—x [*_ In( f(t))dt‘ < ex, et (m ( . f(t)xdt) —x " In(f(1))dt| < 2ex.

Correction de I’exercice 4325 A

1. Couperenfl —l—ft l—e
1
tIn(1+¢" In2
2 = ] = doin(1 ) d 2,

n

3 11 dr _ 2V/2-242In(2V2— 2)
' ft =0 1+1+1 — n

Correction de I’exercice 4326 A
In2 1

Correction de I’exercice 4327 A
1l d 1 2V/2— 2+21n(2f 2) 1
il iy o) = 1 +oli)

Correction de I’exercice 4328 A
u=t"= 1 Vit gy,

Ml u

Correction de ’exercice 4330 A

f(0).

Correction de ’exercice 4331 A
Soit f,(x) = (1 —x/n)" si 0 < x < net f,(x) =0 six > n. Alors f,(x) converge simplement vers e * etil y a
convergence dominée.

Correction de ’exercice 4332 A

f(x) =cosx.

Correction de ’exercice 4333 A
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L L+ Lo = 77

—1

R 1 (1)
=g sttt
1 1 (l)k—]
heri=5—gat -+
1 1 1 T 1 1 1
31— ats— o =geti—atg

+ (=1,
—(=1)*Inv/2.
-+ =1In2.

Correction de I’exercice 4334 A

-1 tn7t2n o 1
jO 1—t dt = n+1

+---+ﬁ—>ln2lorsquen—>°°.

Correction de I’exercice 4335 A

1.
2. g(o).

Correction de I’exercice 4336 A

D(x) = [ f2(t)dt = PP — > = D ~3Px= f= VD ~ /£

Correction de ’exercice 4338 A

sint
t

bl

Pour ¢ =0onah(x) = [,

Pour o = 1 on a h(x) = cosx [; ) 80 gp 4 sinx [*

intégrale diverge en +-oo.

Pour 0 < o < 1, développer le co
convergentes, donc 4 est bornée.

dt, quantité bornée car I’intégrale converge en oo,

sin’7
t

s(x—1) puis linéariser les produits obtenus. On obtient quatre intégrales

Correction de I’exercice 4339 A

In(1+4a)

1.

Correction de I’exercice 4342 A

f'(x) =I5, f(x) = win(x +1).

Correction de ’exercice 4343 A

1.
2. I'(x) =

3

x+1°

x+1

I(x) =mln (<%

).

Correction de I’exercice 4344 A

L g/(x) = fLy(~2x)e 0+ dr =
2.

—2¢\/f(x) = — f'(x).
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Correction de ’exercice 4345 A

—a — _ldl — V& ,—2a
u—lil— 2daz>l— 7e

Correction de I’exercice 4346 A

1.
2. I'(x) = —2xI(x).
3. I(x) = %e‘xz.

Correction de I’exercice 4350 A

L. g(x,y) = szlf(ux)du'
2. % = %(yf(xy) —f(x) = fo_) f(ux) du) — ﬁ%f’(O) lorsque x — 0.

Correction de ’exercice 4351 A

1. —2de —oa %, 2sinxde—%2a%, 2deZ a+oo.

AN T

Correction de ’exercice 4352 A

240 <x<241.

Correction de ’exercice 4353 A

1.
2.a=a,b= 0>

3. comparaison série-intégrale = I(o) — 7 lorsque o — oo,

Correction de ’exercice 4354 A

InT" est convexe, encadrer InI"(x) par les cordes passant par (|x|,InIT"(|x])).

Correction de I’exercice 4356 A

1. f(a)=—4f(a) = f(a) = S exp(—a>/4).

2. g'(a) = f(a) = g(a) — 5 lorsque a — +-oo.

Correction de I’exercice 4358 A

1. IPP.
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2. Soit F(x) = [Z7 f(t)dt. Ona ¢(a) =
Soit € > 0 et A tel que x > A = |F(x)

~+oo
a/ e “F(t)dt| <
t

=0

F(0) —af:g e “F(t)dt.
<& Ona:

asup |F(t)],t € [0,A] +ee ™ < 2¢

pour a suffisament petit.

Correction de ’exercice 4359 A

l/n

v, — 1 (lorsque n — o0) par convergence dominée. v, — 1 = f —07 +x" dx=1 [ -0 1 T du ~ % donc la série
diverge.
Correction de I’exercice 4360 A
u, — 1 (lorsque n — o) par convergence dominée.
2 W
=1 = o (S — 1) de =L L e 2= 1) du
Ona0<u?"—1=exp (—M) -1< —21“(”) exp(—zln("))
= n n

’ N 2 1 w3 (—Inu
dou 0 <y < 3 [ 1 du=0(%).
Correction de I’exercice 4361 A

, . oo u 2u oo

I(x) est définie pour tout o > 1. I(2) = (x = ") = [/~ u:ﬁ)zdu = [ (e“+e (are-mz du = 0 (parité). 1(3) =

oo _ oo —u(e'—e™) 5 u e e du _ e _Mdu [ R

Uu=—oo (e“+e u)3 du= J,_g “(etremyE du= [m] w0 Ju=02(e" )2 —Ju=0 2(T+ez“)2 - [4(1+e214)} u—0

—%. I(a) — 0 (lorsque o — +o0) par convergence dominée.

Correction de I’exercice 4362 A

1. Dy=]0,1[. f est convexe sur |0, 1| par intégration de I’inégalité de convexité pour x — 1~ et f(x) — +oo
(lorsque x — 0 ou x — 1) par convergence monotone donc f décroit puis recroit.

2.
3.En0: —1—=L__1 ¢ I_pree_dt 1
n #(141) o+l L (141) onc f( ) ft 0 < (1+t) 1+t + =1 P (141) X
Enl: 1 _—1_1"g =1 _ ’”dt ~-L
" F4) 14t one f(x) 1—x f’*O + ft 1“) 1—x
+oo nu~Ld +oo nd
4. f(1/n) = (t=u") S0 %ﬂn'f =(v=1/u) JZo fﬂTv = (n/n) (formule bien connue...)

Correction de I’exercice 4363 A
Si a € 27 7Z alors u, = 0 pour tout n.

. 1 n o __2n i(n+1)o
Sinon, u, = Im ( Sl xu kel gika dt) =1Im ( It %do — 0 (lorsque n — o) par convergence

I—te'™

dominée.

2 —2e “%cht
2¢ sha

Correction de I’exercice 4364 A
oo \Xﬂ\
o= [ | F@ldr< L oI R

donc I, < [, ﬁf’ i [ 4115}\‘/“5 dt = 4arctan(r/a) + ?16;2)5}\1/% < cste.

Paiasd

o oy =

dxdt.Ona [©_ e PHldx= {

Correction de ’exercice 4365 A
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s(x) =[5 Ly sin(r)e * dr.
On a [sin(t)e kit et [T te™ dr = 5 done Y, f,15 |sin(r)e ™| dr converge ce qui légitime

I’interversion intégrale-série. D’oti s(x) = Y5, [ o sin(t)e ¥ dt =¥, %

2. Sachant (?) que [ “ti’ dt = 7, on obtient :

0 X

(o= a)eos ()] e [ (st ) s ()
=—x — — ) cos(— X cos|— | du

e“—1 u x/ Ju=0 u=0 \(e*—1)%2 " u? X

—_— iy

%%siu%O* 125i”—>0+

= x(quantité bornée) — 0 si u — 0.

Correction de I’exercice 4366 A

Fonction de x de classe € sur |0, +oo[, décroissante de limite £/2 en 0" et 0 en +co. Demi-tangente verticale
en 07, Equivalente a 1/x en +oco (par IPP). Equation différentielle : f(x) + £ (x) = 1/x.

Correction de ’exercice 4367 A

1. [0,4oo].
2.
oo _ 42
3. f(x)— (%) :f;Oe dt = (u=1x) = 3.
oo u2 _ 0o 12 u
470 = S S du = S S e du s S du=
5.
6.
Correction de ’exercice 4368 A
1.
2. Théoreme de Fubini : [ f(x)dx= [g_o [[[TRe(el"* 50 dxd6 = [g ( 4400 = T

(couper en 6 = 1 /2 et poser u = tan 6).

Correction de I’exercice 4369 A
I'(x) = [T5(cost —e e ™ dt = e m donc I(x) = 1n<(}i§§2) +cste et I(x) — 0 (pour x — +o0) d’olt

cste = 0. Alors /(x) — 0 pour x — 0.

Correction de I’exercice 4371 A
D¢ =10,+eo[. Il y a domination locale, donc f est continue.

De méme, pour x >0 on a f'(x) = [7§ (;l?W dt. En coupant I’intégrale en 1 et en posant u = 1/t dans
Pintégrale sur [1, [l vient: f'(x) = ;Lo In(1)™*" (g — Gy ) dr < Ocarln(r) < Oetr#2 < 1
sit €]0,1[. Donc f est strictement décroissante sur |0, 4.

G 4 1 S D¥ 2

1 z~\'+'t+z = fz Yo 01k+1)2+1 = (domination du reste avec le CSA) =} ;" k+1)) ==
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In2
flx) = ftlﬂ“ﬂ ftot*+1+z+1+jt W\ft Oz+1+ft )—21n2doncf() n7+

Or 0t (1).

Pour x — oo, on a avec le TCM séparément sur [0, 1] et sur [1, 40| : lorsque x — +oo, f(x) = [L ;-4 =1In2.

=01+1 —

Correction de I’exercice 4372 A

. a B
Pour A #0: 1, = [Mhzo—fio%@mexp(knsin (x))dx = W — 51— 5= avec 0 <

2Ancos(x) ncos?
exp(Ansin®(a))

Donce ,, ~ 2Ancos(a)

Jn < sid>0etl, ~—5siA <O.

cosz( a)’

Correction de I’exercice 4373 A

1. PourO<t<lonat(l—t)(n—1)! <t(1—1)...(n—t) <n!d’ob & < |ay| < letR=1.

2. (=1)"ay= [Lot(1=1)(1—1/2)...(1—1/n)dt. Pour 0 < x < Tonax< —In(1—x) <x+x? (étude de
fonction) donc pour k >2et0<r < 1: et/ < —t/k < ek dou

1 1
b, = / t(1 —t)e*’(H"*l)*tzK" dt < (—1)'a, < / te M dr = ¢,
t=0 t=0

avec Hy=1+1/2+---+1/netK,=1/22+---+1/n’.

Equivalent du majorant :

1—(1+H,)e ™ 1
H? HZ

Cp —

Equivalent du minorant :

I
> te*f(H"*l)dt—(lJr%Kn)/ 12e (1) gy
t=0

=0
1—Hnel’Hﬂ 2—(H>+1)e! 1
>~ — (145K) s )3
(H,—1) (H,—1)
1
H;
Finalement, a, ~ (;{12)" ~ %

Correction de ’exercice 4374 A

1. Y u,(t) converge pour || < 1.
2. P,(t) = t"*'sin(nx) — " sin((n -+ 1)x) +sin(x), Q(t) = 1> — 2t cos(x) + 1 = (¢t — cosx)? +sin’x > sin’x.
3. Pour [t| < 1onaS,(t) = ST“}) lorsque n — oo et il y a convergence dominée vu la minoration de Q donc

v : tan(x/2 _
Iintégrale suit : [ S, (t)dr — f, —0 % (t —cosx = usinx) = ui‘ﬁxc/ot)x u;’il = I

4. S — 1y () de don Yy ) = Tox

Correction de ’exercice 4375 A

1.
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2. sin®(nt) = 1%9(%) donc il suffit d’étudier 7, = t":%cos(2m)f( )dt.

Posons I, , = mgl(" P cos(2nt) f(t)dt :ona |l — I, | < [T Lol f(1)] dt, quantité indépendante de 7 et
tendant vers O quand p — oo donc le théoreme d’interversion des limites s’applique :

limy, o0y = limy oo limy, el = limy_yeolimy, 501, , = 0. On en déduit u, — % f:g f(t)dt lorsque
n— oo,

Correction de I’exercice 4376 A

0 six<l1
1. 0< fu(x) <x"et f,(1) =1 donc lorsque n — oo f,(x) — {1 .x |
six=1.

2. (a) Non, la continuité n’est pas conservée.

(b) Oui, il y a décroissance évidente.

N\

3. Changement de variable u = (”’; 1) Iy =

vers 1 quand n — oo par convergence dominée.

7,,(,12,1) fulzl/zn(zul/" — 1)2/=Dy /7 gy et 1’intégrale tend

Correction de ’exercice 4377 A

Il y a convergence si et seulement six > —1. f/(x) = ftlzo(l — ) dt = lerl x+2’ donc f(x) = ln(ﬁg +Cet
f(x) — 0 (lorsque x — +o0) d’ott C = 0.

Correction de ’exercice 4378 A

1. 1, 4ol

2.

3. I'(a) = — [F5shxe ¥ dx = %(a%l
donc la constante est nulle.

%) D’oul(a) = jln(fl>+csteetl( ) — 0 lorsque a — +o0

Correction de ’exercice 4379 A

1. Intégrer par parties.

2. Intégrer deux fois par parties.

-2 —ir2)27V i 2 u” /2 oo i
3. PourO<u<v: [’ e 2dr = [e_ti[/} -, l.t/ 7/—ft+ el.t/ dt lorsque v — oo,
=u

. . oo _if2 ~ — 2
Ainsi [7¢""/2 dt converge et de méme pour [_* e " /% dt.

4. On pose f(t) = f(0)+1¢(t) avec @ de classe €. 1l vient :

1bﬁ

wmayi | ix 7\[e_i”2/2(p’(u/ va)du

i =0 [ e e g

— f(0).1

lorsque x — +-oco.

Correction de ’exercice 4381 A

© gl

ab(a*+b?).

&8
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10. 651

12. L.
13. m(1-1).

14, 22D

3 (x = u?v,y = w?).

Correction de I’exercice 4382 A

Poser u = x,v =x+y. On obtient [ = %.

Correction de ’exercice 4383 A

symétrie 4 passage en polaires. / = %717 — %.

Correction de ’exercice 4384 A

17, (32

7In(57)-

27a? arcsin % —2mRVa? — R2.
1

m.

2 —In2.

nR:az (a2+3R2).

I(1-1n2).

Zabc(a* +b?).

N kN =

Correction de I’exercice 4385 A

1. Intégrer en z d’abord : i 1 = 1 ( 2 y2212>. On obtient I = mwln?2.

1+x212>(1+y2Z2) xZ_yZ 1+x2Z2 ]+y

2
2. Intégrer I en x et y d’abord. On obtient / = [7F (%) dz.

Correction de ’exercice 4386 A

__ min2
[=7%n2

Correction de I’exercice 4387 A

%anrz (4R2 + 3r2).

Correction de ’exercice 4388 A

2mb (2~ ).

Correction de ’exercice 4389 A
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1.
2.
3. Fubini = /=%

Correction de ’exercice 4391 A

2
1 d 2

L2a=(flols) =4=5.
2
3.
4. B+C=%,B—C=-D.

o 32 o 2
5.C=-% p=_T

Correction de I’exercice 4392 A

_ V3
1. A—%—Tln&

2. 4abarctan Z.

Correction de I’exercice 4393 A

2
Formule de Green : &7 = 3”8“ .

Correction de ’exercice 4394 A

Formule de Green. A = %(pz —-p1)(@2—q1).

Correction de I’exercice 4395 A

Formule de Green. A = wa?.

Correction de ’exercice 4396 A

LV=4(1-Vi-a).
2. V=Z02-V2).
3. V=2mRr.

Correction de I’exercice 4397 A

_ 4mp’?
V = ETER

Correction de I’exercice 4398 A

2o (3In(1+v2) = V2).

Correction de ’exercice 4399 A

hauteur = oR avec o> — 30+ 1=0= o ~ 0.347.

Correction de ’exercice 4402 A
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C’est manifestement vrai pour ¥ = 1 et aussi pour y(¢) = ¢. De maniére générale, si y(t) = t* avec k € |||
alors pour n > k, (x1 +--- +x,)* est une somme de n* mondmes parmi lesquels il y an(n—1)...(n —k+1)
mondmes ol chaque variable apparait avec I’exposant 0 ou 1. On a alors :

An(y) = n(n—l)...k(n—k+1) (/xlOxf(x)dx>k</xiof(x)dx)n_k+ <1_ n(n—l)...k(n—k+1)>0(1)’

n n

ce qui prouve que A, (y) — ¥ < J, x]:Ox f(x) dx) (lorsque 1 — o) lorsque /(t) = t*. Par linéarité, cette relation
est encore vraie pour tout ¥ polyndme. On conclut pour y continue quelconque avec le théoréeme de Stone-
Weierstrass.

Correction de I’exercice 4403 A
cos(x+iy) = cosxchy —isinxshy = cosz € [—1, 1] si et seulement si z € R.

Correction de I’exercice 4404 A
Mettre 1+ = sous forme trigonométrique.

Correction de I’exercice 4405 A
Développement en série.

Correction de I’exercice 4406 A

4 2 2x — ) . . . .
%’ — eZrldecosy  Apres simplifications, on est ramené & prouver que x2(1 — cosy) < y(chx — 1), ce qui

szry2
. l 2 2 1 1 7z 1- s 1 . _
est vral car on peut caser X7y entre les deux. I y a égalite s1 et seulement s1y = 0.

Correction de I’exercice 4408 A

. X =y/tan
eV =x+iy s ! ¥/ tany ) Au voisinage de 2kn™, e™¥/ny < siny /y (point plat) et au voisinage
ey —giny/y.

de (2k+ 1), ™/ > siny/y (limite infinie).

Correction de ’exercice 4409 A

1. z=4iln(2++/3)(mod27).

2. z=in(mod?2inm).

3. z=0(mod27x) ou z = 0(mod2;x) ou z = 0(mod2;’x).

ei=14+i : z=nr/4—iln\/2(mod2n)

g2z _ e =
4. &6 (7+5i)e"+2=0< {eiz: (1-i)/6: z=—-r/4—iln(v/2/6)(mod2r).

Correction de ’exercice 4410 A

cos(x+iy)|? = cos?x+sh?y = ch?y —sin’x = sup = ch 1.

p
|sin(x + iy)|?> = sin?x + sh?y = ch®y — cos?x. A x fixé, le module augmente avec |y|, donc le maximum est
atteint au bord du disque.

©(6) = sin’cos @ +sh’sin 6 = ¢’ (0) = sin26 (Sh(zsme) - Sin(zcose)) = sup =sh1.

2sin 6 2cos B

Correction de I’exercice 4412 A
Si x est vecteur propre de M il I’est aussi de exp(M) donc x = ke et la valeur propre associée est a € C tel que

o ; (T o ﬁ e” eaﬁ LR 1—i
e =2i(a=1In2+i(5 +2km), k € Z). On adonc M = 0 o ,exp(M) = d’ou f = 5.

0 e
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Correction de I’exercice 4413 A

e

1
2. ~52e"%2) = CV ssior < 2.
3. ~—% =CV.
4. ~ L = CV.

~ /%= CV.
cv ssi |a| # 1.

Série alternée = CV.
Série alternée = CV.

© % N W

Harmonique + alternée = DV.
10. d’Alembert = CV.

(n—1)(n—1)!4n! 2
I < < ey = OV-

12. = G- vo(%) =cv.

13. Décomposition en 3 séries alternées = CV.

14, = F — &+ 0(n*?) = DV.

15. Regroupement de termes = DV.

16. Regroupement par paquets + CSI = CV.
17. Terme général ne tend pas vers zéro, DV.
18. = s = CV.

pininn

Correction de I’exercice 4414 A
P(n)=n*+3n+C.

Correction de ’exercice 4415 A

_ =" 1
= + O<n2> = converge.

Correction de I’exercice 4416 A

—_1)n . :
U, = (na/)z T —i—o(n}l /2), il y a convergence ssi @ > 3.

Correction de ’exercice 4417 A

Effectuer un développement asymptotique pour les deux premicres. Elles convergent si et seulement si o > %
La troisieme diverge par comparaison série-intégrale.

Correction de ’exercice 4418 A

sl gb et -2 — ab (lorsque n — o) donc il y a convergence si |ab| < 1.
Uzn—1 Un—2

Correction de ’exercice 4420 A
n=21,5~0.65314389.
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Correction de I’exercice 4421 A

1 = 2 par comparaison série-intégrale. Contre-exemple pour (2) # (1) : u, = et o’ g — o(nt1)? _

) = 11n‘(z+2*)-

Correction de ’exercice 4422 A

1 — _ 3n2+1 >
(n2+1)2 n2-1 (n2+1)2(n2-1) =

—:—4 pour n > 3.

_ N n2 ) 1 4 o 1 . N+%
Donc S§=}%,_, () + YNt oo TRy avee —553 SRy <Oet Y vy oy = N(N+I)*

Pour N = 25 on obtient : 0.76981 < S < 0.76990.

Correction de ’exercice 4424 A

Si Y u, et ¥ v, convergent alors n°u, — oo (lorsque n — o) donc u,v, ~ 1/n*. Alors les suites (v/un) et (/Vn)
sont de carrés sommables tandis que la suite (/u,v,) n’est pas sommable, c’est absurde.

Si Y u, diverge on ne peut rien dire : avec u, = 1 on a ) v, convergente tandis qu’avec u, = % onayv,
divergente.

Correction de I’exercice 4425 A

_ 1
Loug+-+u, =1 ~ (Far).(Fa) < 1.

2. In((14a1)...(14a,) =Y;_;In (l—i—ﬁ) — 400 = Y u, = 1 lorsque n — oo.

Correction de I’exercice 4426 A

P _10P—!
Regroupement de termes par valeur constante de py = Y ;. a],k =Y 1071077 10 = ﬁ.

Correction de I’exercice 4428 A

1.
2. |va| = O(n32) = CV.

Correction de ’exercice 4429 A
Série alternée.

Correction de I’exercice 4430 A

SP_(p+1)SP+1:Sp ;:>Sp—

(p+1) ol

—In2.
in(4322).

1

5 — 2cotan(2a).
109 — 40e.

p 7
(lxw pour |x| < 1 par récurrence.

A S A i
.
5
w

—_ =
- O

.(1x2s1\x\<1( 2s1\x\>1
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— 1
12. 850 =L Li m

n—1_r
Zq Ozr—l qn+r

1

Sn = Zq 0 (qn+1 + qn+2 ot o qn+n B q?) = limy-e.

P
©ogntr+le

(N+1

(z4

)n

n1
k

N+11) _
~E) ) =nn.

Correction de I’exercice 4431 A

Sin+ 1 n’est pas un carré alors u, =0donc } " ju, =Y  supe_1 =Yy e

1

-3
-1~ 4

Correction de ’exercice 4432 A

1. y=e*(acosx+bsinx),y = e *sinx+e > (cx+d).
2. u, = (fl)ne*;n(emrl)’ ZZO:O U, = %

Correction de I’exercice 4433 A

2
T _
3 3.

Correction de I’exercice 4434 A

1

6, 6
124224 +k> — k +

k+1
2= s, = 1824y C

n+l

— 18 —241n2 lorsque n — oo,

Correction de ’exercice 4435 A

a+b=-1
a+2b=0

Sa=-2,b=1,S=—In2.

Correction de ’exercice 4436 A

tans, = n—+ 1 par récurrence et s,

1

oo 1 el —
< Xiso k2 +k+1 ST+ Yo n(n -

+1)

2.

Correction de I’exercice 4437 A

a

2. S(a)
a—r +oo .

> Y arctan(k +a) —arctank — Z +arctan1 +arctan + - -

+arctan = = S(a) — +oo lorsque

Correction de ’exercice 4438 A

Le déport maximal entre la premicre piece et la derniere pour une pile de n pieces est 5

diametre d’une piece). Il dépasse 1 pour n > 4.

3+ gt g (en

Correction de ’exercice 4439 A

1. 2(vV2—1)y/n.
2. In(Inn).

Correction de ’exercice 4440 A

u, ~nln’*n = CV.

Correction de ’exercice 4441 A

2997.
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Correction de I’exercice 4442 A

n

3

Correction de I’exercice 4444 A

n+1 1 n+1 dt
T”'H —Th= n+1 ln( ) — n+l Ji=n <0

Sn+1—Sn:2———ln< “):l— ”_“(%—%)dt>0.

n n t=n t

Correction de I’exercice 4445 A

kT ok
fonction @ : ¢t — % — H] est Riemann-intégrable sur [O 1], donc v, — I lorsque n — oo.

Calculde]:l,,:ftlzl/n(%—[H) =Inn—-Y;_ 1f" L kdt =Inn—Y}_ 1k+1—>1—y I lorsque n — oo.

ik — 2 —[4], donc v, = %22’:1 “% est une somme de Riemann pour I'intégrale [ = j;]:()(% — [H)dt La

Correction de ’exercice 4446 A

: e 2
1. Comparaison série-intégrale : u, ~ 1“7”

2. Comparaison série-intégrale encore (v, est la somme des aires entre les rectangles aux points entiers et
la courbe de r — In(t) /7).

. oo k+1 1m _ In(k+1) ) oo Ink oo In¢ nn
3. vn—é——):,k:n(f i1 ) = — i Wk avec wy ~ 35 donc v, — £~ — [TV dt ~ —lon,

Correction de ’exercice 4447 A

_ 1 2n—11 ;1 Inn
Z"k 0 n2—k2 k2 - Zk ()(n k+n+k> 72n<zk:l k+n> 2n "

Correction de ’exercice 4448 A
1.
2.
3.
4.
5. 8.+ W sT)

271 S8 S Syt - Pour n= 60 : 2.06857 < S < 2.06956.

Correction de ’exercice 4449 A

. . . 1 1
La fonction ¢ — tlx étant décroissante sur I'intervalle [n,n+ 1], 0 < pry < = Donc,
n

n+1 ¢ n+1 ¢ 1
/ — < / — = — par positivité de ’intégrale
n n

t.x n.X n.)C
puis
N+1 dt N n+1 dl» N
/ —=) / —< Z par la relation de Chasles.
1 ! n=17" r n=1"
A 1
De méme sur [n—1,n], — > — >0et
- n*



N di _ .
/ / pra = —x par la relation de Chasles.
1 n—1

Finalement

th N 1
n=1
N

1 th
<1 . 1
+/1 (1)

N+1 dl»
Donc,on a: /
1

N

S

Calculons dans un premier temps, 1N % :

Nagr [V N 1
/1tx_[l—x]1_ l—x Noteo x—1

série de Riemann avec x > 1, est convergente.

avec la méme limite pour [; N+l d’ . Ainsi on a montré que Zn>0
On déduit alors de (1), en falsant tendre N vers oo :

nx’

1
1 oo 1
= < ;:1; < l+ﬁ
dnc = < (-1 < @x-1)(1+)
puis I < (x—DEx) < x

D’ot, par le théoreme des gendarmes :

(Corrigé d’Antoine Poulain)

Correction de I’exercice 4450 A

Si u, — 0, alors v, ~ u, ; sinon, v, —~ 0.

Correction de I’exercice 4451 A

Correction de I’exercice 4452 A

U, U n : .
S > 2k On calcule Yi_ kuy par parties :

Y kue =Y k(Up—Up—r) = nU, — Y Uk
k=0 =1 =0

Comme U, ~ othuy,, terme général strictement positif d’une série divergente, ona Y ;Ui ~ oY y_qkuy d’olr :
(14 &) Y3y kug ~ nU, et lorsque n — oo :

On remarque déja que Y u; diverge car u,, ~

Zk nU, o
nu, &= e 1—|—Ot)n2un l+a

Correction de I’exercice 4453 A

Sn
Sn = Yh—okux = Yok = Zk 1 k(k+1) k+1 —So+

Correction de ’exercice 4454 A
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1.
2.
k - - k
3. krk = k(uy —upy 1) avec uy; = 1= donc }.° 4 krk = Y15 = ﬁ

(n—1)r" prtl

De méme, S, = Y krf = "=+ Y7 = ,fonﬁ-W.
K2 = k(S — Siey1) et (Sk) décroit d ot Yy k2rf = Yo, S(k) = Xi (% ta "fﬁy) = 5.

Correction de ’exercice 4455 A
1.

2. pp =g — 0 donc la série de terme général In (1 - %) diverge.

Correction de I’exercice 4456 A

Méthode des rectangles : Y _, % > [, 4 s +oo lorsque k — oo.

Si ay ~ a1 la série donnée diverge donc. Sinon, elle diverge aussi car son terme général ne tend pas vers 0.

Correction de I’exercice 4457 A

N 2N—1 2N l 2N 1
Zn:l Vn = Zk:] uka/2<n<k n 2 Z Zn 1Vn X 22

Correction de I’exercice 4458 A

ZZ:] Vi +nv, = ZZ:] Uy.

Si Y u, converge, ¥ v, converge aussi (SP majorées) et nv,, — ¢ = £ = 0.
Si Y u, diverge et ) v, converge, alors nv,, — +oo, contradiction.

Correction de ’exercice 4459 A
Y1 Vk = Yj—y kg X kD <X /fukl = CV.

Correction de ’exercice 4460 A

1 1 on+l
3 i vk < Yoy e < Yi_g Vi

Correction de ’exercice 4461 A

1 1 1 L. .
Pourn > 2, u, 1 < donc upn > e ™ donc la série diverge.

Correction de I’exercice 4464 A

1.

sia—b+1>0,v, = +oo
2. In(vyy1) —1In(vy,) :1n(1+erlb’f}) =<{sia—b+1=0,v, =cste
sia—b+1<0,v, — 0.

3. (n+b)upy1 —(n+a)u, =0= (n+b)up 1+ (b—a—1) Y} ug—aug=0=Y7 qux = (::alz”lo.

Correction de I’exercice 4465 A
La suite (u,) est croissante donc tend vers ¢ € ]0,4c]. On a /¢ fini si et seulement si la série télescopique

Z(un+l - ”n) =
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1— . .
Poura <1 ona un 1= u + . +0< ) donc u?,, —u? ~ n% et u, ~ 21"_; (sommation des relations de

n+1 n
comparaison).
Pour ¢ = 1 on a de méme u,, ~ v2Inn.

Correction de I’exercice 4466 A

a>1:>2uncvetvauté'( )2
Oc<1=>Z 1u,,>):k lka:>):1,t,,dv

Correction de ’exercice 4468 A

a+a2
Tar S

Correction de I’exercice 4470 A

1. Césaro.

2. vo4+vite vy =2(up+up + - up) — vy

Correction de I’exercice 4471 A
|an| < M:>‘Zn2 SMY,_ 2% Mfzwlfipt:%jm:o-

Correction de ’exercice 4472 A

Démonstration pour x1 : }.x, =0, Yx2, =0 = ¥, impair X» = 0. On retire les multiples impairs de 3 (Y x3, —
Y x6,=0)= anéo[z] n0[3] Xn = 0. On retire les multiples restants de 5,7, ... On obtient ainsi une suite (s,) p premier
nulle qui converge vers xj, donc x; = 0.

Peut-on se passer de la convergence absolue ?

Correction de I’exercice 4473 A

1. Récurrence sur p.

2. Transformation d’ Abel et interversion de sommations : Zn oVn = Zf 0 ”“ ):n o Un.
Théoreme de Césaro = Y v, =2 u, .

Correction de ’exercice 4474 A

2 2n+1
1. nu, < Zk’in.g_] U, MUZR+1 X Zk 2 U

1 1
2. &> 0: Pour k suffisament grand, u; < %, donc u > .- = k < ne. Alors Yu>1/n S n’e +Kn.

Correction de I’exercice 4475 A

1. TAF: 3 x, € [Ry+1,R,] tel que Ry —erl;f =(1 _p)Rﬂ_ngnJrl > (1 —p);—%. Donc, Z;o:o%gf

2. Cest— Pour a, = k", AP~1 Y% Ol‘gg:lflk%%ﬁlorsquekélf

Correction de ’exercice 4476 A

(uy,) est croissante. Si la suite (u,) converge alors a, = uy (11 — uy) < M(up1 —u,) donc les sommes partielles
de ) a, sont bornées.
Si ¥ a, converge, alors u, 1 —u, = % < Z—g donc Y (uy,11 — uy,) converge.

n
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Correction de I’exercice 4481 A
Transformaton d’ Abel.

Correction de ’exercice 4482 A
Transformation d’ Abel + découpage, v, — 0 lorsque n — oo.

Correction de ’exercice 4483 A

|| + (V] < (Jur| + i N T2 (1 + k(kil)) et le produit infini est trivialement convergent.

Correction de ’exercice 4484 A

1.

2. (a) 1+ Sy < Py n’est plus triviale mais reste vraie par récurrence (la différence est une fonction dé-
croissante de ay).

(b)
3. La suite (Pye V) est positive décroissante donc converge, ce qui entraine la convergence de (Py). On a

2
Py — 0 ssi Pye ¥ — 0 (lorsque N — o) soit ssi la série de terme général In(1+a,)—a, ~— f diverge.

4. (a) Démontrer I’inégalité en développant les deux membres. Sachant que la suite (Py) est bornée on en
déduit qu’elle est de Cauchy donc converge.

(b)

Correction de I’exercice 4485 A

Onaf(x)=Yr, fza ). Soita e [0,1] et M,, m, le maximum et le minimum de f sur [0,a]. D’apreés la relation
précédente, m, > m,2 et M, < M > donc en fait m, =m et M, = M.
On en déduit £([0,a]) = f([0,a*]) =--- = f([O,azk]) =---={f(0)}. Donc f est constante et réciproquement

les fonctions constantes conviennent.

Correction de I’exercice 4486 A

Soit (po, p1,- - - ) la suite croissante des nombres premiers et S, = Zp(n)gk % OnaSy=Sk-1Yip 1% = pfﬁl Sk—1,
k

ce qui prouve que Sy est fini. La série demandée est @ S+ Y % = & + Y1 &.

Montrons que S; < 2,/px, ceci prouvera la convergence C’est vrai pour k 0et k =1, et si c’est vrai pour

k— 1 avec k > 2 alors on obtient S; < 2./Px pkpk ‘2 < 2Pk p" pk 2 <2./Prk.

Remarque : on a en réalité Sy ~ e In(py) ou y est la constante d’ Euler (formule de Mertens).

Correction de I’exercice 4488 A

1.

2.

3. Soit (r,) une énumération de Q. On pose f(x) =Y, <7 n + G . f est strictement croissante car pour x < y
il existe n € ||| tel que x < r, < ydonc f(y) — f(x) > (n+l)2 SixeQ,x=rgalors f(x7)— f(x7) > (k+1)2
d’ou f est discontinue en x. Si x € R\ Q et n € ||| alors il existe un voisinage de x ne contenant aucun
ri,i<ndou

FE) = f(x) < Xisn ﬁ et f est continue en x.
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Correction de I’exercice 4489 A
Soit [a,b] de longueur supérieure ou égale a 2§ (2) et F, = [a,b] \ ([} U---UI,). Alors (F,) vérifie le théoréme
des fermés emboités dans un compact.

Correction de I’exercice 4490 A

Regroupement a i+ j constant = CV ssi @ > 2.
Pour & > 1 on a par convexité : 2! =%(i + j)* <i%+ j* < (i+ j)* donc il y a convergence ssi o > 2.
Il y a une infinité de termes supérieurs a 1/4.

1
7 S 2\[,,fq = sommable.

:'>S"!\).H

Correction de I’exercice 4491 A

1 o kil
L nkl = Z:o;—ze

Correction de ’exercice 4492 A
7
—38(3).

Correction de I’exercice 4493 A

1. Y, ann—1 diverge.

oo 1 . 2. oo %) 2 oo )
2. Zp:anhp - m Sin # 0, —% S1n= O anozpzoamp - —% - —Zp:()zn:()an’p.

Correction de ’exercice 4494 A

oo X1 oo (p+1)(2n+1) _ yotoo _xPH!
n:01—x2n+1_z(n,p)e|\\x = Lp=0 T—x2r72"

Correction de ’exercice 4496 A

1. |t < 1.
2.8t) =Y, H[,, =Y Y5 (—1)¥ 1% et on peut échanger les deux sommes car il y a convergence

absolue.

3. Onsuppose t € ]0,1[. ( £ ) = (’ Ini_~ < 0 donc le critére des séries alternées s’applique, le reste est

1—1* 1—1¥)2

- _ t
&k T T
1—¢ 1+?++tkf|

majoré en valeur absolue par le premier terme du reste. 0 < <A ¢ donc le terme

général converge uniformément vers 0.

Par interversion de limite (puisqu’il y a convergence uniforme) on obtient lim, - (1 —2)S(t) =Y, (_lk
In2.

4.81) =L L (D) = 10 Ty (D) P =15 o (p)t?
avec o(p) = (nombre de diviseurs impairs de p) — (nombre de diviseurs pairs de p) = 0;(p) — 6,(p).
Si p = 2%g avec g impair alors 0,(p) = aoi(p) = ao;(q) donc 6(p) > 0 ssi p est impair (trés joli
exercice).

Correction de ’exercice 4497 A

1. Iy aconvergence si |z| < 1. Onaalors f(z) = ¥, p)c|p ZP+bntep 11y a aussi convergence pour |z| > 1
lorsque a > b et on a dans ce cas : f(z) = ¥ np)e||x || 2 —anp+bn=cp (non symétrique en b, ¢).
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2. f(z) =Y, d,7" avec d, = nombre de diviseurs de n dans [[1,n — 1]].

Correction de I’exercice 4498 A

A=L(2)B=0(2){(4).C=A/{(4)=5/2.

Correction de I’exercice 4499 A
In2+ 1In(p/q).

Correction de I’exercice 4502 A

La série converge pour tout x ¢ {—2,—3,...} car le critere des séries alternées s’applique a partir d’un certain
rang (fonction de x). Il en va de méme pour toutes les séries obtenues par dérivations successives terme a terme,
et ces séries convergent localement uniformément (le reste d’une série vérifant le CSA est majoré en valeur
absolue par la valeur absolue du premier terme figurant dans le reste) donc f est €.

Pour [x| <2 ona

0 o0 (_1)k+n

o @ (1Y _x\n o
fm=Y ¥ D (<) =YL Y = (=2 11— (1= 27+ )

k=2n=0

Correction de I’exercice 4503 A
1.

2 [ fulleo = fu (irpy) ~en®".

Correction de ’exercice 4506 A

1.

2. Intégrale constante = 1.

Correction de I’exercice 4507 A

e~

1.
2.
3.
4

Correction de ’exercice 4508 A
CVU sur tout compact par encadrement du logarithme.

Correction de I’exercice 4511 A

L yo=(n+1) (e —e™/mh),
2. y=xe".
3.

Correction de ’exercice 4512 A

(Ifn(x)[) décroit donc tend vers L. On extrait une sous suite (fy(,)) convergeant vers £ = |¢| = L.
La sous-suite (fy(,)+1) converge vers f(¢) = |f({)| =L = L=0.
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Correction de ’exercice 4513 A

oy J0sir=0
L 4) = LI Gi g > 0,
2.

3. Accroissements finis.
4.

Correction de I’exercice 4515 A

fa(t) — +/t par valeurs croisantes, il y a convergence uniforme.

Correction de I’exercice 4516 A

k
B(+3) =4+ 5T (V) (5 1)

Correction de ’exercice 4518 A

1.

2. oui, par convolution.

Correction de I’exercice 4521 A
lgn(fu(x)) —g(f(x)] < |gn(fu(x)) —g(fu(x))|+|g(fu(x)) — g(f(x))| et g est uniformément continue.

Correction de I’exercice 4522 A

1. Polyndme de Lagrange.
2.

Correction de I’exercice 4523 A

1. Il y a convergence simple vers la fonction nulle en 0 et 1 et égale a 1/2 ailleurs. La convergence est
uniforme sur tout [a,b] C ]0,1].

2. La question précédente donne le résultat pour 1/2, il suffit alors d’utiliser le théoréme de Weierstrass et
les nombres dyadiques.

Correction de ’exercice 4527 A

Prendre une subdivision réguliere de [a, b] et encadrer f, par les cordes associées.

Correction de I’exercice 4528 A
1.
2. f(0)=0, f(r)=mshl, f(5) =5(e—cosl).

Correction de ’exercice 4529 A

1. R*.
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2. CSI: Y2 = [2 e dx < fla) < [Zoe“ dx+1=YE 4+ 1. Donc af(a) —

3. TCM : f( ) — 1 lorsque @ — +-co.

ﬁ lorsque a — 0.

Correction de ’exercice 4532 A

1.
2. f(x)= ﬁ

Correction de ’exercice 4534 A

1.
2. xg(x)—gx+1)=

L
e’
3. CSA = g <0.g(x)— +oo lorsque x — 0™, g(x) — 0 lorsque x — +oo.

4. g(x) ~Len0" et g(x) ~ L en 4oo.

Correction de ’exercice 4536 A

1.
2. CSA = [Ry(x)| < Jtpg1 (¥)] <In (1+ 7).
3. Non, [lup[e =1n(141).

Correction de ’exercice 4537 A

1.

2. flx+1)=xf(x)— 1.
3.

Correction de I’exercice 4538 A

1. CVU sur tout [a,b].

N

3. f(x4+1) = f(x)+ 5 —arctanx.

4. f(x+1)— f(x) ~ 1 donc la suite (f(n)) diverge et f est croissante = lim = oo

Correction de I’exercice 4539 A

1 = Lo(=1)"t".

Correction de ’exercice 4540 A

L. an(x)
2.
3 };g; — =Y+ Xi=1 fe lorsque i — oo,
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Correction de I’exercice 4541 A

Poser t = xu puis intégrer deux fois par parties : f,(x) =1 — fulzo(l — u)"xsin(xu)du donc (f,) converge
simplement vers la fonction constante 1, et la convergence est uniforme sur tout intervalle borné.

Correction de ’exercice 4543 A

1. cvasi |cosx| < 1, scvsicosx=1,dvsicosx=—1.

2. TCM en regroupant les termes deux par deux.

3. f”/z —In(1 —cosx)dx.

Correction de ’exercice 4544 A

2ikm/n

1
L FalX) = XiZo xom(i—emmrn)-

4xe21k7[/n
2. Fy(2x) = Fy(—2x) = Zk 0 422 (1_e2ka/ny2 Zk 0 2o —21k7r/n+n2 sin(km/n)2 "

Supposons n impair, et regroupons les termes conjugués obtenus pour ket n —k :

- X X
Fy(2x) — Fy(—2x) = 1+ (”_‘)/2< . +— )
n(20) = Fu(=20) = 5+ B x2e~2kn/n 4 n2sin(km/n)?  x2e2kT/n 4 p2gin(k7w/n)?
=u(k,nx)
On transforme la somme en série de k = 1 & k = oo en posant u(k,n,x) =0 si k > (n—1)/2, puis on
passe a la limite, sous réserve de justification, dans cette série pour n — oo, ce qui donne la formule
demandée.

Just1ﬁcat10n de I'interversion limite-série : en utilisant sin(r) > < pour 0 <1 < % on a |u(k,n,x)| <

4k2 —x2

pour tout k > |x/2|, donc il y a convergence normale par rapport an,ax fixé.

oo th < ..
3. Y m =2 X(X) — xiz est normalement convergente sur R, on peut passer a la limite pour x — 0.

Correction de ’exercice 4545 A

1. Transformation d’ Abel.
2. f(x) = arctan ({2805,

1—xcosx
3 n—1
- 5.

Correction de ’exercice 4546 A

1.
I _ yoo 1 n+1 dt
2 (0= =i (Lo g ).
A n fixé, . = t":tll ff % s ni d’ lorsque x — 1T et la convergence est monotone donc lorsque
x— 17

c<x>— %1 =T (50 ) =
3.y EUIe (1) = yIn2 — Lin(2)2

Correction de I’exercice 4548 A
Pour k fixé et x € [0,1] on a 0 < f(x) < polyndme(x) + Yoo x¥ = polyndme(x) +

1 _1
1—xk T—xk ™ k(1—x)

voisinage de 1 donc 0 < f(x) < ﬁ pour x suffisament proche de 1.
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Correction de I’exercice 4549 A

1.

2. soity € [c,d] et x, = £, '(y). La suite (x,) admet au plus une valeur d’adhérence, x = f~!(y).
3.

Correction de I’exercice 4550 A
Oui : [sup f,, —sup f| < || fn — flle-

Correction de ’exercice 4551 A

1. Tl y a convergence normale sur tout intervalle [a,+oo[ avec a > 0. Il n’y a pas convergence normale au

1
nlnn

voisinage de 0 car sup{ ™ x> 0} = —L_ atteint pour x = % ety

o onlnn diverge (série de Bertrand).

Par contre il y a convergence uniforme sur [0, +oo car

0< T A€ P aen sl )20}

- Inn(l1—e>) = Inn

=1
k=n nn k=n

S —S(0 oo —hx oo
3. Lorsque x — 07, (x)x O _y=, ¢ 5y , L = +oo par convergence monotone.

Correction de I’exercice 4552 A
Comparaison série-intégrale, f(x) — In(2) lorsque x — 1.

Correction de I’exercice 4553 A

1. —1<t<]1.
2. PourO<r<letn>2ona:
t" t"
1—t¢ =
( )l—t" l+14--- 1
=)+ (=) (=)

n n(l414--4m-1)
— " n (t”_[n+1)((n—1)+(n—2)t_|_,,,+tn—2)
o (141441

dou0< (1-1) ]’_ntn — % < "n;l(t" — "D <" — "1 (vrai aussi si n = 1) et en sommant :

0<(1—-1)S(t)+1In(l —1) < 1.

Correction de I’exercice 4554 A

1. La série converge normalement et ¢ est continue.

2. ¢ est 1-lipschitzienne, mais on ne peut rien en déduire pour f :
3N+173

pour N fixéet 0 < h < ﬁ, ona|f(h)— f(0)| = f(h) = ¥)_;3"h = *5=3h donc f n’est pas lipschit-
zienne au voisinage de 0.
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3. D’apres ce qui précede, le taux d’accroissement de f en O est arbitrairement grand, donc f n’est pas
dérivable en 0. On montre de méme que f n’est pas dérivable en x € R.

Correction de I’exercice 4555 A
On suppose & réel. La série converge localement normalement sur R* donc f est définie sur R et continue sur

SlIl

R*. Continuité en 0 : on pose A, = Y5, ar et ¢(t) = )it #0, (0) =1 (¢ est € sur R comme somme

d’une série entiére de rayon infini). Pour ## O on a :

oo

iA — A )@(nh) = A p(h) + X Au(@(nh) — 9((n—1)1)) = A1 p( ZA /_nl

n=2

Cette derniére série est uniformément convergente sur R car A, — 0 (lorsque n — o) et [ 75|/ (r)|dt est
convergente.

Correction de I’exercice 4556 A

1. Soit k= |n/2x|. On a F,(x) = &% (2% f(x+1) f(t)de + L [7 s Fx+0) (1) dt — [ f(x+1)f(r)dt
lorsque n — oo.

2. Uniforme.

3. Cauchy-Schwarz.

Correction de ’exercice 4557 A
g =x+— f(tan(x/2)) est limite uniforme de polyndmes trigonométriques.

Correction de ’exercice 4558 A

1. CSA:0< f(x) < \/% donc f(x) — 0 lorsque x — +-co.

2. x - =
Fx) =X \/2p+1 242 \/(2p+2)2+a2
2p+2
_Zp sz =2p+1 ,2+x2)3/2 dt

_ (2p+2)/x u
Zp Of (2p+1 /x uz_H)z/zd

Ona [, 2+1)3/2d u=1=a+bavec:
o (2p+1)/x (2p+2)/x
a= P Ofu (2p)/x (u2+1)3/2 dueth = ZP Of (2p+1)/x (u2+1)3/2 du = f(x)
h:ur m est croissante sur [0, \g] et décroissante sur [/ 1, +oo[ donc |a—b| < 3”2”“’, etxf(x) —

1
5 lorsque x — +-co.

Correction de ’exercice 4559 A
Ona [77 4 <x8(x) < &+ [T 4 et - =14 0(t) done [T 4 = —In(x) + O(1). On en déduit S (x) ~

=x shr =x shr shr — =x sht

_Inx
et
La méme méthode ne marche pas pour S car le terme résiduel i hzt(t)

C(

, shzx( y “est pas négligeable devant f[
est normalement convergente sur R, d’ott S»(x) ~

s . 2
Par contre, on peut remarquer que la série ) .., shzxm

Correction de ’exercice 4560 A

1. Lorsque n — o, S, (1) = Im<w> — Im( ol ) =S sour —1 <1< 1.

1—tel 1—te™™ 1—2tcosx+t2
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2. [l Salt)dr =¥, 0ies),

_ [tanx/l du __ m—x
Ju=—cotx 1442 — 2 °

JLoS(t)dr = (t — cosx = usinx) =

3. TCD : [S,(1)| < &2 intégrable par rapport a ¢ sur [0, 1]. On en déduit Y77, Sin;p %) = Tx

= sinx - 2

Correction de I’exercice 4561 A

1. R est trivialement un R-espace vectoriel. Le théoréme de décomposition en éléments simples donne une
base de R en se limitant aux éléments simples n’ayant pas de pdle dans [0, 1].

Ry, n’est pas un espace vectoriel. Par exemple 5 1 et appartiennent a Ry ; mais pas leur somme.

X+2
2. Soit (fi) une suite d’éléments de R, , telle que ||g — fi|| — d quand k — 0. On note f; = P/Qy avec
P € Ry[X], Ox € Ry[X] et ||Ok]| = 1. On a ||P|| < ||lg — fell + ||lgl| donc les suites (P;) et (Qk) sont
bornées dans R,,[X] et R, [X]. Quitte a prendre une sous-suite, on se ramene au cas P, — P € R,,[X] et
Or — Q € R,[X] (quand k — o0) avec de plus ||Q|| = 1.
Si Q n’a pas de racine dans [0, 1], il existe & > 0 tel que |Q(x)| > « pour tout x € [0, 1], donc |Qk(x)| >
;o pour tout x € [0, 1] et tout k assez grand. On en déduit que la suite (P/Qy) converge uniformément
vers P/Q sur [0,1] et que ro = P/Q convient.
Si Q admet dans [0, 1] des racines aj,...,a, de multiplicités @, ..., o, on note Q° = [T;(X — a;)% et
Q' =0/0°. Soit M = max{||g — fi|l, k € |||}. Pour tous x € [0, 1] etk € ||| onalg(x)Ok(x) — P(x)| <
M|Qy(x)| donc a la limite, |g(x)Q(x) — P(x)| < M|Q(x)| pour tout x € [0,1]. Ceci implique que Q°
divise P, on note P! = P/Q°. Alors pour tout x € [0,1] et k € ||| on a |g(x)Q° (x) — P (x)Q°(x)/ Ok (x)| <
(x)], d’otr |g(x)Q°(x) — P! (x)Q°(x)/Q' (x)| < d|Q°(x)| et finalement ry = P! /Q! convient.

Correction de I’exercice 4562 A
1.

2. Soit B, le polyndme de Lagrange défini par P, (x;) = f,(x;) et deg P, < p. Les coordonnées de P, dans la
base de Lagrange forment des suites convergentes donc la suite (P,) est uniformément convergente sur

[a,b]. Quant a la suite (P,Ep )), c’est la suite nulle. Donc on peut remplacer f,, par f, — P, dans I’énoncé,
ce qui revient a supposer que f,(x;) = 0 pour tous n et i. Soit f la fonction définie par f(x;) =0
et fP) = g : f existe (prendre une primitive p-eme arbitraire de g et lui soustraire un polynéme de
Lagrange approprié) et est unique (la différence entre deux solutions est polynomiale de degré < p et
s’annule en p points distincts). On remplace maintenant f,, par f, — f, et on est rammené a montrer
que : si f,(x;) = 0 pour tous n et i et si ( f,S” )) converge uniformément vers la fonction nulle, alors (f;)
converge uniformément vers la fonction nulle. Ceci résulte du lemme suivant :

1l existe une fonction @, bornée sur [a,b)?, indépendante de n, telle que f,(x) = [*, @, (x,t) fn (p )(t)dt.
Démonstration. On écrit la formule de Taylor-intégrale pour f, entre x et y :

R (v -1
700 =00+ 040+ + S iV [ O .

L’intégrale peut étre étendue a I’intervalle [a,b] sous la forme f,b: 2Up(X,51) fn(p ) (t)dt en posant

=0/ (p—1)!  six<t<y;

up(x,3,0) =< —(y—t)P"1/(p—1)! siy<t<ux;
0 sinon.
En prenant successivement y = xi, ..., y = X,, on obtient un systéme linéaire en f,(x), ..., f,§” -1 (x) de
la forme :
X1 —X -1 —

Fa@) + (=) f@) + oot B PV () = — (e, ) 4 () de

. xp—x)P~1 —

Fal) (e =) f () o B AP () = — [ (e, ) 3 (1) d
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La matrice M de ce systeme est la matrice de Vandermonde de x; —x,...,x, — x, inversible. On en
déduit, avec les formules de Cramer, une expression de f;,(x) a I’aide des intégrales du second membre,
de la forme voulue. Le facteur ¢, est borné car le dénominateur est det(M) = [T, ;(x; —x;), indépendant
de x.

Correction de I’exercice 4563 A
Développer en séries sous I’intégrale, multiplier, permuter avec 1’intégrale puis simplifier.

Correction de ’exercice 4565 A

1. R=1.
2.R=1

3. R=1

4. R=1.

5. R= 7.

6. R=1.

7.R=1.

8. R=1.

9. R=1.

10. R=1.

11. R=1.

12. R=V2-1.

13. R = &=

14. R=0.

15. R=13,2t <1412,
16. R=1,a, ~ "2

17. R=1.

Correction de ’exercice 4567 A

La suite (005(2"?” + a))k " est périodique de période 5, donc prend au plus cinq valeurs distinctes. soit a
S

celle de plus grande valeur absolue. Alors R = -

Correction de I’exercice 4568 A

1-a
n 3
o sio <1,

Yi 1k %~ d1In(n) sia =1, Dans les trois cas, on obtient R = 1.

(o) sio>1.
Il y convergence en x = 1 si et seulement si & < 0 et il y a divergence grossiere en x = —1 lorsque & > 1 vu les
équivalents. Pour o < 1 et x = —1 il y a convergence (CSA).

Correction de I’exercice 4569 A

1. (ay) est bornée et (na,) ne 'est pas, donc R, = 1. |b,| ~ |a,| donc R, = 1.

2. Il y a doute seulement pour x = £1. Le critere de convergence d’Abel (hors programme) s’applique,
Y a,x" converge si x = +1. b, = a, — éaf, + 0(n=3/3) et le critere d’Abel s’applique aussi 2 ¥ a>x"
(linéariser le cos?), il y a aussi convergence pour x = +1.

Résolution conforme au programme : regrouper par paquets de six termes.
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Correction de ’exercice 4570 A

1. R =R
2. R =,
3. R =¢R.

Correction de ’exercice 4571 A

min(vR,VR').

Correction de ’exercice 4572 A

L. . 1 oo
1. Série produit de a(z) et = by = Y5 orins1Pk.

2. Sia(p) #0: b(z) converge pour |z| < p et tend vers I'infini pour z — p~ = R = p.
Sia(p)=0:Vr>p,lay| < %: |bn| < %jR:w,

Correction de ’exercice 4573 A

1. ]-1,2[.
2. Pour 0 < k < 4", 0on a |a| <Cj:/2/24" (atteint pour k = 4" /2).

344" /2

Donc a, — 0 lorsque n — oo et si x > 1 alors az,4n /»x — (J lorsque n — oo,

Correction de ’exercice 4574 A

oo 3n+1 3n+2 3n+3
Lo =In(1=2) = In(1 —x) = X0 (57 + 35 — 2553 )

2. Factoriser : —In6+ (% +ln6)x—Z;°:2 (";f,l + 2"3#) n(il).

3. DériverleIn: Y, , (;1_/12) zflz_n].

w  2n4543(—1)"
4.y o -2

5.1y, (1 122" (2cos(3n7/4) — sin(3n7t/4))>x”.
6. Intégrer: Yo, % ((—\@— 12— (vV2 - 1)"+2>x".
7 — _lx _ Z;O:O (—1/2)(_1)n(x2n _x2n+1).

1—x2 n

8. Dériver: § — Ly, U2 (1),

9. Dériver : %+Z;°:1(_1)"*151“(r:’27£/6)xn.

o . o n_yo—n
10. Dériver, factoriser : Y| — =13 "x".

.o, I _1\n+lyn _ 2 _
11. Linéariser: 1+ Y, ¢ (lz)n)z4 <x2” 1—1—%)&”).

12. Dériver : Y= 27D 201,

n!(2n+1)
13. y = —4dxy+1: Zfzo(—l)”(zifi)!xzn“.
14, 2x(1—x)y' + (1 -=2x)y=1:¥>, (Z;‘Wx
#C onil

15, (1=x2)y —xy' +35=0: L, [ EGa
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Correction de I’exercice 4575 A
= 3In(e —x) +3ln(e™ —x) = X7 Ch(kka)xk.

Correction de I’exercice 4576 A

x2 \.2 -
< = (1 +x)ﬁ =Y, (1+%+...+%) (2 2,

Correction de I’exercice 4577 A

f(shy) = e/ d’oti I'équation différentielle : (1+x2) " (x) +xf'(x) = L £(x).

En posant f(x) = Y, _ya,x" on obtient 4(k + 1)(k+ 2)ayi2 = (2k+ )(2k — 1)ay avec ap = f(0) =1 et
(71)p+1 2p—1 (71 pC2p

! _1 LIS _ 4p—2
a1—f(0)—§,d0ua2p—TSIp ]eta2p+1 WSI[J 0

Le rayon de convergence de la série correspondante est 1, ce qui valide la méthode (avec le théoreme d’unicité
de Cauchy-Lipschitz).

Correction de I’exercice 4578 A

an = an—1+an—2 = ay= \%5 ((HT\@Y_ (1%5>”>

Correction de ’exercice 4579 A

Coefficient de x" dans (Y.xX) (¥ (k+ 1)x*) (X (k+ 1)2xk) = 4=,

1—x
=, = (n—gS) + (n—g4) (2n+5)(n+4)(;12+03)(n+ )(n+1)' (=

:!\

Correction de ’exercice 4581 A

1. —1++/xargth/x pour 0 <x < 1 et —1 —y/—xarctan/—x pour —1 < x < 0.

x+x?
2. (L
x(1+4x+x?)
3 T
2(1—x%) In(1—x)+x>42x

4. yve (décomposer en éléments simples).
5. —2(x+ (x> +1)arctanx) (décomposer en €léments simples).
6. —1+ Fargthu — Jarctanu, u = /x.
7. =) ! ) 2\[argth\fpour0<x< 1et ( ) 2\ﬁarctan\/ xpour —1 <x<O0.
8. —1In(1—2xcha+x?).
9. 1— (SSCZZ% (linéariser).
21 2In(1—x)
10, Ze=h, - 0
11. chy/x pourx > 0 et cosy/—x pour x < 0.
22 ex2c0529 .
12. & — £~ cos(x*sin26).

13. (x+15x2 +25x3 +10x* +x)e*
e x/2
14. ¢ +2e~ ;05 (xv/3/2) f/// 1.

15 1—/ 1—4x—2x
’ 2/ 1—4x  °

16. ==L,
17 In(1—x)
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Correction de I’exercice 4582 A
_ I
R=V2-1,5=1%

Correction de I’exercice 4583 A

1.

2. S’il existe A € Sp(A) tel que |A| > 1 et si x est un vecteur propre associé alors kA*x = kA*x % 0 donc
la série diverge.
Si toutes les valeurs propres de A sont de module < 1, comme kA* = ¥, A*P; (k) o1 les P, sont des
polyndmes a coefficients matriciels, la série converge absolument.

3. S=Yp o(k+ DA = AS + ¥ (AF! = AS+A(T— A)~! donc S = A(I — A)~? est inversible ssi A
I’est.

Correction de I’exercice 4584 A

L xa(A) = —A3 4222+ A — 1. xa(=1) > 0, xa(0
une racine dans chacun des intervalles | — 1,0[, |

) <0, xa(1) >0, xa(2) >0, xa(3) < 0donc x4 admet
0,1[et]2,3].
2. Cayley-Hamilton : 1, =2¢t,,_1 +1t,—2 — t,—3.

3. Soient —1 < @ <0< f <1<2<y<3les valeurs propres de A. On a 1,z" = (az)" + (Bz)" + (y2)"
donc la série Y, 1,2" converge si et seulement si |yz| < 1 et vaut :

1 1 11y —72 —47+3
=Ly O ===i=N
l—az 1-Bz 1-yz zx PB—72-2z+1

Correction de I’exercice 4585 A

3
dt=m24 7 _ 1,
‘/‘t 01+f3 3 3\/§

Correction de I’exercice 4586 A
R = 1. On décompose P sous laforme : P:ao+a1(X+1)+a2(X+1)(X+2)+---+ap(X—|—1)...(X—|—p).
Alors Ko P(X" = {2+ 28 -+ ke

Correction de I’exercice 4587 A

o sinn® __ _2sinf o cosn@ __ 1
anl M T 5_4cosO’ anl non —ln2—§ln(5—4cose).

Correction de ’exercice 4588 A

f(t) =Y ount" =~ —):n 0 Li— 0

W% done uy — 1 lorsque n — oo,
e

Correction de ’exercice 4589 A

L. Pour\x|< tInf(x) =Y In(1—¢") =Y, Y, = - X 1k )
f = e/ est DSE par composition.
2. a,= ( ¢ R=oo,

G D@1
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Correction de I’exercice 4590 A
[f®(0)] = Eygn*e™ = ke ¥, donc el ( FZON > pke=k = R =0,

Correction de I’exercice 4591 A
Il y a dérivation terme a terme facilement et indéfiniment.

DSE au voisinage de 0 : on envisage de permuter les X dans : fo(x) =Y ; Yoo e i p,) , ce qui est 1égitime

silasérie), e el converge. On en déduit qu’une condition suffisante pour que f soit DSE au voisinage
de O est o > 1 (avec convergence si x € | — 1, 1] pour & = 1 et pour tout x € R si a > 1).

Casa < 1:|f00) =X e nk > e N*N¥ avec N = | k'/*| donc pour r > 0 fixé et k tendant vers I’infini
ARSIl

k!

—n®

on a ln< ) ~ (l — l)kln(k) et la série de terme général & diverge grossierement.

DSE au voisinage de a # 0 : méme raisonnement en écrivant f(x) = Y,;" | Y7 e e’"“w En conclu-
sion, f est analytique sur R si et seulement si @ > 1.

Correction de ’exercice 4592 A

1. Pour x # 0 la série comporte un nombre fini de termes non nuls au voisinage de x, donc est ™ au voisi-
[oe] —_— k (e} — oo
nage de x. On a | ()] = [ £ @Al 0l (Aux)| < Xy lanl k"M, < este(k) + L7y lanlMa /20
en supposant A, > 1 pour n > k, donc f*) est bornée sur R. Ceci implique que f est € en 0 et on a le
développemment limité : f(x) = Y'*_ya,x" +o(x*) car ¢ = 1 au voisinage de 0 donc f*)(0) = k! a.

2. y(x)= exp(m) sur |1,2], y(x) = 0 ailleurs.

Correction de I’exercice 4593 A
1. R=1.

2. x = —1 = cv (série alternée), x = 1 = dv.

3. f estcroissante sur [0, 1] donc L existe dans [O +-oo].

L=supf(x)=>supy’_ x"sin > YN sin1L = L= 1o
[0.1] [0.1] f f

Correction de ’exercice 4594 A

1. Fonction croissante. lim,_,;- A(x) = YN, a,.

2. Dém de type Césaro.

Correction de I’exercice 4595 A
Continuité radiale.

Correction de I’exercice 4596 A

Z—Z =ag+a; bZ—;‘ 4+ ang—g = Yo akln k et le théoreme de convergence dominée s’applique.

Correction de l’exercice 4597 A
§n— 2

y= Z” 1 H2<k<n(3k+2) (R - 00)
N =8 = 0.409954 < y(1) < 0.409973.

Correction de ’exercice 4598 A
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1. tan” =Yi o le 1tan(k)tan(” 1-k),

2. Pour 0 < x < m/2 la série est a termes positifs et les sommes partielles sont majorées par tanx. Pour

—m/2 < x <0, il y a convergence absolue.

4. SiR > m/2, f aurait une limite finie en /2.

Correction de I’exercice 4599 A

1. Produit de deux séries = R > 1. Lorsque x — 1~ f(x) = +o = R=1.
ct k
2. (1=x2)y =xy+1= (n+2)apr=(n+1)a, = ay = ao it Aokl = A (2]{;‘71)%{.
0 =1y =Y 4k 2k+1 ‘
do =1 a1 Y= Lk=0 i,

22k—1,2k

3. arcsin®x =2 [ f(1)dt = Y| ﬁ

Correction de ’exercice 4600 A

1. R=4.
2. y=4 ﬁ(,/%—arctan ?+c>,f(x):1+§—|—o(x):>c:%.:>2;:0L:%%—92\—%.

Correction de ’exercice 4601 A

1. R=V2.
2. Stirling = an\/izn+1 ~ \/% = DV.
3. (P -2y +ay+2=0= flx) = BB,

Correction de I’exercice 4602 A

1.
2. f'(x) =e'f(x).

Correction de I’exercice 4603 A

1. a, < n! par récurrence.
2.2f' = 2= f(x) = L.

3. a,=nl27"

Correction de I’exercice 4604 A

Z( ) an>1 e Zp>1
Z/(X) = Zp>l (p Zp>l 2% +Zp>l 2 X%

x2 ¥2 1 1 x2
Z(%) = Lp1 i@ = Lota i (,, - 75) Lo

2
Zz(x) *XZ,(X) +Z x) ZZP#q%

5 _ 1 1 _ 1 ({1 1 _ 3
AP Loy il = 5580 (35— 7t5) = 5 (54 35) =

Done Z2(x) =xZ'(x) + Z(x) = 3 Lot oy = 3(Z(x) —x¢(2)



Rmq : 2Z(x?) = 1 — mxcotan(7x) (Euler).

Correction de ’exercice 4605 A

o=n/4,B=m/2.

Correction de I’exercice 4607 A

1. " =exp(tlnt) =Y 0’ In’ .
2. 0.78343

Correction de ’exercice 4608 A

2

o 1 l"lt 1 _
=Yt Jio— At =15 1 a1 =2-%.

Correction de ’exercice 4609 A

Développer en série entiére In(1 —12). [ = & — 41n2.

Correction de ’exercice 4614 A

1. Calcul.

2. Soit 0 < rg < d et R(8) le rayon de la série de Taylor de f en roe®. Le cercle de centre 0 et de rayon ry
est recouvert par les disques ouverts D(rge'®, 1R(6)), 6 variant de 0 a 27, donc on peut en extraire un
recouvrement fini ; soit p le rayon minimum des disques extraits. Alors pour 0 < 6 <2mwonaR(6) > p
(cf. analycité de la somme d’une série entiere dans le disque ouvert de convergence).

. ) ) (el . ) — N
D’apres la premiére question on a : %?69) < % ou M majore |f| sur D(0,r9+ p) d’ ot pour |r—rg| <
p:
2% f(re S roee) ki S 2 fO (roe’®)
_ (k=m0 79 — _ 0€ ) ,ilk=n)0 49
=0 e‘”" /9 (r=ro)e kg()(r o) o=0 k!

ce qui démontre I"analycité de @ = r— [37, f (f,fg ) 40 sur 10,d].
Enfin, (p( ) = a,r" au voisinage de 0 d’ou (p( )= anr" sur [0, d|[ par prolongement analytique.

3. g(z) = [eﬂo {e:ree_z 9do = f of(’"ele) Yio rAezke do =%, 271 f no frk':zke de =Y, a.
Le rayon est au moins €gal a r car f est bornée sur D(0, r).

résulte de la question 3..
D’apres la question 1., |a,| < || f]|/7" pour tout r >0 donc a, =0sin > 1.
1 /P est analytique bornée sur C.

On peut passer a la limite uniforme (ou dominée) dans la question 3..

® N wn ok

f2) =X gand" = fog(z) = Yo gang"(z) etil y a convergence localement uniforme.

Correction de ’exercice 4616 A
2 =1 : évident.
1 =2:Soita>0etM =sup(|f(z )|e*“‘z‘)

N f;fj,le d6 = |a,| < M% <M 1nf

7 =M (
Donc {/n![|a,|] < V/n!%¢ — alorsque n — c. CQFD

=3

)"

Correction de ’exercice 4617 A
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L f@) = f(2).
2. Im(f) est de signe constant sur le connexe DN Q™ et f(z) ~ z au voisinage de 0.

3. Intégrer terme a terme.
4. Tm(f(re'®))sin® > 0 par la question 2..

Correction de ’exercice 4619 A
On pose, sous réserve de convergence, f(¢) =Y. z,t". Alors :

p—Jj
Zznt +Ze’“’p, Z ot = Zznt +Ze‘“’p tJ( (t)—Zznt”)
n=1

n=p+1

soit :

P _ p P b=
<1 - Z e’“’pjtf>f(t) =P(t)f(t) = Z Zut" — Z e“pit! Z t" = Ot

j=1 n=1 Jj=1 n=1
donc f(t) = Q(t)/P(t). Réciproquement, soit Q(¢)/P(t) = Y, a,t" : en remontant les calculs précédents on
voit que (a,) vérifie la méme relation de récurrence que (z,) avec les mémes premiers termes d’oll z, = a,, pour
tout n.
Si |t| < 1 alors ‘25-’:1 eCpit! ’ < 1 donc P n’a pas de racine dans le disque unité ouvert. Si P n’a pas non plus de
racine sur le cercle unité alors le développement en série entiere de Q()/P(¢) a un rayon > 1 et z, — 0 lorsque
n — oo. Si P admet des racines dans U on peut déja dire que la suite (z,) est bornée par max(|zi|,...,|zp|)
puis...?

Correction de I’exercice 4620 A

1.

2. Complétude : soit (fi) une suite d’éléments de E de Cauchy, fi(z) = ¥,c||@ni2". On a, 2 k et n fixés,
par convergence dominée :

1
21

f( )¢9 49 = lim

i [ Al a0

La suite (f;) converge uniformément sur D vers une fonction ¢ : D — C continue. On note :

1 2
E 6=0

ay = @(e?)e 0 d0 = lim a,.

k—oo
La suite (a,) est bornée, donc le rayon de convergence de Yne||anz" est supérieur ou égal a 1. Pour
z € D fixé on a alors lorsque k — oo :

19 71n9 n _ 1 2m fk(eie)
Zankz 27‘[/ (Zf )de_g/ezol—ze*iede

nell| nell|

1 2m (p(eie) 1 2m 0\ —inb_n n
—>E/ — de_2ﬂ/@_o<n§‘|¢(e )e z)dG—Zanz

—01—ze1®
9=01—2 foer ]

ce qui prouve que @ € E. Enfin on a ||fy — ¢|| — 0 lorsque k — e par convergence uniforme, d’ou
¢ = limy_,. f dans E.

3. Soit f € Eet fu(z) = f <%> Comme f est uniformément continue, f,, converge uniformément vers f

sur D. Soit € > 0 et n tel que || f — fu|| < €. Comme f, est développable en série entiére avec un rayon
au moins égal a 1+ 1 ~, son développement converge uniformément vers f,, sur D donc il existe P € C[X]
tel que || f — Pl < €.
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Correction de I’exercice 4621 A
1. (liz Zn 1”2 (R_l)
t (z—t)

1-
Pour z,7 ED(O, l)ona (172)2 — 0 = (-0
tivité de z — ﬁ

Ztt))z , quantité nulle si et seulement si z = ¢, d’ou I'injec-

2@ fl)eRe flz)=f)=fR)ez=2ze R
Par injectivité, on en déduit que Im(f(z)) garde un signe constant sur chaque demi-disque limité par
] —1,1], et comme f(z) = z+0,0(z), ce signe est celui de Imz.
(b) T Im(f(re"))sinntdt = ™=
On a |sin(nt)| < nsin(t) pour 0 <t < 7 par récurrence, donc ”'“”"n <n %, Im(f(re"))sintdt =
#EAL. On en déduit |a,|r" < n|a;|r et on conclut |a,| < nen falsant tendre r vers 1.

Correction de I’exercice 4622 A

4
1. apg =T, azp :O, (1217+1 = W, bn =0.

2. a4y =0,b,=2
8x? 4
3. ag = 3,an—nz,b _—7
_ 2 _ _ _ 1 _
4. ao—ﬁ,azp—m,azpﬂ —0, b]—j,bp—o.
— 24 — —
5. axp = @D @p=9) @+l = 0,b,=0.

Correction de I’exercice 4623 A
Inp1 —In- 1=f,”/22008(nt)dt Zsin(nm/2).
1
Donc I, = 2(1 —3+-+ (211]),,1 ) by = %
a

b, = 0 (parité), az, = 0 (symétrie par rapport a (1/2,0)), azp1 = —ﬁIZPJ,_] = —Zp%.

Correction de I’exercice 4624 A

2a;, = (ap_1+a cosQ T
k (a1 + ) = q; =Atan(— —
a = ajcoso+2

N\sz

k T Oy
Bcotan(— — —)".
)+ coan(4 2)

4;

Nk
Comme a; — 0 (lorsque k — ) onaB=0d’ou A = ma Finalement, f (¢ )—sma( +Yr 1<1;§;r&0‘> cos(kt)).

Correction de I’exercice 4625 A

1LY qa cosnx—Re(Zfzo(aeix)”> Re(1 aem) = g(x).

2. Il'y a convergence normale.
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2m >

h(x) = Z a"cos(nx —nt) f(t)dt

=0 =0
= i 2ﬂa "cos(nx —nt)f(t)dt
n=0"1=0
:nfb(cos nx) /:Za" cos(nt) f(t)dt + sin(nx) /:Za" sin(nt) f(t) a’t>

= Z nad"ay(f) cos(nx) + wa"b,(f) sin(nx)).

11 y a convergence normale car |a| < 1 et les coefficients de Fourier de f sont bornés. On en déduit que
h est continue, puis que les coefficients de Fourier de A sont a"a,(f) et a"b,(f).

1
n2(1—mwAa")
bn(f) =0 si pour tout n € |||* on a TAa" # 1 (sinon il n’y a pas de solution), et ag(f) = 0 si 274 # 1,

ao(f) quelconque sinon. Réciproquement, en posant f(x) = [ao/2] + Yo % on définit f, 27-
périodique continue (la série converge normalement), solution de 1’équation par égalité des coefficients

de Fourier de chaque membre.

. Les coefficients de Fourier des deux membres doivent étre égaux, ce qui donne : a,(f) = et

Correction de ’exercice 4626 A

1 oo 3
L. f(x) ) +Zn:1 COZS”M = 2(5—4cosx)"

T
T

Correction de ’exercice 4627 A

2. g(x) = g (ef(e™) —e ™ fle ™)) = & (1 +2%5 (= 1)keha coskx).

Correction de ’exercice 4629 A

L. ci(h) = ci(f)ex(g)-

Correction de I’exercice 4630 A

=z

2
2n x—2nm)?—ikx 7, _ 1 ytoo 2% —(x—2nm)2—ikx g 1 oo —xl—jkx 3. _ e */4
()an—oo = dx = 27 n=—c0 Jx=0 € dx = 27 Jx=—o0 € dx = NG

(calculer ol ilx gy = \/Ee*‘gz/ 4 par équation différentielle) .

Correction de ’exercice 4631 A

. ag= a, =

2shm _ 2(—1)"sh=m b
n(14n?) °

T n — —hay.

2. 8= 2= thw S/ n—shrw

2thrw 2shw *

Correction de I’exercice 4632 A

oo 2ma . 2ma__ o 27a .
1. Sia#0:Se(x) =Y, ., er(aifi;)emx - 627m1 + ;*l‘ | éazi_mlz)(acos(nx) —nsin(nx)).
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2. On peut supposer a > 0 car I(—a) = —I(a) et 1(0) = 0. On envisage d’intégrer terme a terme la relation :

e ! >
—sin(au) Z “sin(au)
l1—e™ e

On coupe l'intégrale [, en ﬂ/ “+ f : sur [0,7/a] le sinus est positif et le théoréme de conver-
gence monotone s’applique. Sur [/a —|—oo[ le théoreme d’intégration terme a terme s’applique (série
des normes 1 convergente) car fn/a le™™ sin(au)|du < jﬂ/a e " du = e "/ /n. Ainsi,

oo

I(a) = ; /;me"“ sin(au) du = i a

=0 n=1 n? + a*’
Lx . oo gy . . . , . 2
3. Déja fait, [, e "sin(au)du = ﬁ Il doit y avoir une autre méthode pour la question précédente ? !

4. En comparant avec 1) pour x = 0 on obtient : I(a) = % em“ pour a>0.

2am _
2 e

Correction de ’exercice 4633 A

Foo ™1 inx
L Sy(x) = L o € gin,
21 (a—in)
e2ma 1) 1 2T 2 dam_ | a T 2Ty 1
2. ZneZ a2 (a®+n%) — ; =0 ’f( )‘ dt = 4an donc Zn>1 a2z Eezan,1 - z
1L _1({_ = _1 z i iné
Yzl pom = ” (th(m) a) — p lorsque @ — O et il y a convergence dominée.

3. &
S

Correction de I’exercice 4634 A

= - ___ 3
n == 4}12 w1 On = —zEa e

W N =
7
&)

Correction de I’exercice 4635 A

sinta | 2asinza yeo  (—1)"cosnx
ma T )3 22

2 §(0) =L e = B Lo g(r) = In (AS22) et g(0) = 0 = (1) = In (S28).

(13

1. cosax =

Correction de ’exercice 4636 A
VIOES Wil
2.

3. Le premier membre vaut £(1) = Z:! et le second ﬁftz)(f(t%— 1) — f(t—1))*dr = =51

Correction de ’exercice 4637 A

1. Ap+1 = b2p+l =0.

2. azp = bzp =0.

486



Correction de I’exercice 4639 A

a), = kby, b}, = —kay + inégalité de Bessel.

Correction de ’exercice 4640 A

1.
2. Sp(x) = vaZn 1(nb f%)cosnx—nansinnx.

Correction de I’exercice 4642 A

S * cos(hr)

21 /k
/ (& +2im k) cos(kt)di

/ﬂm f+2in/k)— f(t+2in/k+n/k)— f+2(i+ )n/k—m/k)+ f(t +2(i+ 1)7r/k)> cos(kt)dt.

Correction de I’exercice 4643 A

1. Immédiat. La fonction prolongée est €' sur R et €% par morceaux.
2. On décompose f en série de Fourier : f(x) = — Y7 | —5 sin(n7x) avec ¢, = 2f1 of" (u)sin(nmu) du.
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient : || f]|2 (Zn 1 n4n4> (Zn e ) ”(44) 77113 =

Autre démonstration sans utiliser les séries de Fourier : pour x € [0,1] on a

= [ rodi=sr - [ 1w
t=0 =0
0= [ Fadi=a=07w- [ t-fwd

Ji=1
10 =(1-95@ 5@ = [ it D7 Odrs [ -0 0 a

t=x

= /1 o(x,t)f"(t)dt. avec @(x,t) = xt —min(x,?).
t=0

On en déduit [£(x) > < |"[13 o (1) dr = “052) 7713 < L.

Correction de ’exercice 4644 A

Parseval pour f et f’. Egalité ssi f(x) = acosx+ bsinx.

Correction de ’exercice 4645 A

1. Développer f, f et g’ en séries de Fourier et appliquer 1’inégalité 2|ab| < |a|? 4 |b|?. 11 y a égalité si et
seulement si f” et g’ sont CL de cos et sin.
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12 2
f 271 g~ — 7.

2. On parametre par une abscisse curviligne : x = f(t), y = g(t) = 5

Correction de I’exercice 4649 A
On pose g(t) = f(alt| /) pour t € [—m, ], prolongée par 27-périodicité. Alors g est paire, continue, et tous ses
coefficients de Fourier sont nuls donc g = 0.

Correction de ’exercice 4650 A

1

__
Con+lc
2. Somme de Riemman: ¢ = [ Sltﬂ dt.

Correction de I’exercice 4651 A

sup |a, cosnx+ b, sinnx| = \/az + b2 pour n > ﬁ a.
[oc,B]

Correction de I’exercice 4652 A
S’ilya convergence uniforme : ||a, sinnx —|— -+ a, sin px||. — 0 lorsque n, p — oo.

Onprendx= 2% :0< 2 Z(n+-+p) < (nan + -+ pa,) — 0 lorsque n, p — 0. n = [p/2] = cqfd.
Sina, —0: Smtxe]O n]etntelque <x<

Transformation d’Abel : |a, sinnx+ - - -+ ajsin px| < Siii”/z < 2

>

T
et |agsinkx+ -+ +a,—y sin(n — 1)x| < (kag + -+ (n— Dap—1)x < Z2ap < 244

Correction de I’exercice 4654 A
1. R(n) = £ +S(n) avec degS < —2. Donc f(x) = R(0) + 2iaY,_, Sir;l”x + ¥ (S(n)e™ + S(—n)e”™)
converge pour tout x € R.
2. R(n) = 94+ + % +S(n) avec degS < —k— 1 = f(x) = R(0) +ay fi(x) + - + ar fi(x) + g(x) avec

fr(x) =Y, W et g de classe €* sur R\ 27Z. f, = if,_1 et fi est €= sur R\ 27Z donc f,,
aussi.

Correction de I’exercice 4655 A

L f(x) =% 44y o,
2. Soit P(n) = an® +bn+c. Alors f(x) —4ag(x) = —1—42 —bnte _ cosna.

n=1 agn*+bn3+cn

Correction de I’exercice 4656 A

_l—cos((n+1)x) _ sin?((n+1)x/2)
L. k"(x) T (n+1)(1=cosx) T (n+1)sin?(x/2)"

2.

Correction de I’exercice 4659 A

L |sinx| =2 — 2 ¥ | 52
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Correction de I’exercice 4660 A
2 _ 4 cos2nx _ 2 4y cos2nx
[sinx| = 7 Lo i1l = YT 7 7 Ll G (et At 1)
Cette série converge et définit une fonction de classe € solution de 1’équation.
. e, . 2, . < . . i g 2 _ 2
Unicité : les solutions de I’équation homogene sont combinaison de e/*, e”/*, ¢/ * et ¢”/* donc non 7-
périodiques.

Correction de ’exercice 4661 A
k¢ Z:y=Yil1 pgetm Tacoskx+bsinkx.
kz(c](();kx ) par x<:2(;<s3kx‘

k € Z : remplacer

Correction de I’exercice 4662 A

1. Développer f en série de Fourier.
2. Densité des polyndmes trigonométriques dans 4.
3. f(t)=sin’(nt), 0 =L, x=0:5,= sin21+~-+sin2n~ z

Transformation d’Abel : Z m = —sin’1 +Zn 2K k nt SN — +oo lorsque N — oo. Remarque :

on a un raisonnement plus snnple en écrivant 2sin®(n) = 1 — cos(2n).

Correction de I’exercice 4663 A

Intégration & x' — x constant : a; = fvlz_l el ‘B(l — |y])e=2*® dy est le 2k-eme coefficient de Fourier de la

fonction f, 2-périodique, telle que f(y) = e bl (I —1y|) si =1 <y < 1 donc le k-eme coefficient de Fourier de
g, 1-périodique, telle que g(y) = 1(f(y) + f(y+1)). Soit g, la n-¢me somme partielle de la série de Fourier
de g, gn(y) = Ljxj<n are™™.

On a par convergence normale de la série de Fourier de g : Yk ou [¢|>n @G0 = g%(0) — g2(0).

8(0) —ga(0) = /yzl g(os)in;é;(y)sin((Zn—i- 1)my)dy
= 2/;0 gms)mﬂ;gy(y) sin((2n+ 1)my)dy

:2{_g(0)—g(y) COS((2n+1)ﬂy)}i 2/50;ly<g(0)—g(y))COS((2n+1)7ry)d

sin Ty 2n+)m 1y 0+ sin Ty (2n+1)m
1—e! > cos((2n+1)my)
= fctconti —_—
nt +/y_0 ctcontinue(y) (2n+D)m
1—e!
(2n+1)m%

-1

8(0) +84(0) — 2g(0) = 1 (lorsque 1 — o) "0l Ljgj ou |10 kAL ~ i -

Correction de I’exercice 4664 A

1. Si f = 0 alors ¢, = 0 pour tout n par intégration terme a terme. Donc une fonction f € E possede un
unique développement trigonométrique et || f|| est bien défini. Alors E est isomorphe a ¢! (Z) qui est un
espace vectoriel normé complet.

2. Produit de convolution de deux Z-suites sommables.
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3. (a) zo = @(x > €*™). On a |zp| = I car la suite (¢ (x — €*"™),.7) est bornée.

(b)

Correction de I’exercice 4665 A

wo+ -+ iy =1+ (— )ft C09#";21)511‘:144 )f OCSEOS”J”I\[)du—)llorsquen—)oo

Correction de I’exercice 4666 A

1. Si f est €' 2m-périodique alors f’ est continue, 27-périodique de moyenne nulle donc D(Eé) C Ey.
Réciproquement, si g € Ey alors toutes les primitives de g sont 27-périodiques de classe ! etil y en a
exactement une qui a une valeur moyenne nulle (une seule possibilité de régler la constante).

2. Non (et ceci quelle que soit la norme) car le spectre de D n’est par borné.

3. I£13 = Luez lex(f )|2<Zk€Z* ikex (f) > = |1]1*.
4. 1dem, [|D}! || = ;5.

Correction de I’exercice 4667 A

Onacy(g) =ci(g) =c—1(g) =0, donc g est orthogonale a tout polyndme trigonométrique de degré inférieur ou
égal a 1. Si g est de signe constant sur |0,27[, on contredit co(g) = 0. Donc g a au moins une racine a € ]0,27].
Si g n’a pas d’autre racine dans ]0,27x[ alors g est de signes constants opposés sur ]0,a] et ]a,27[. Mais alors
g(t)(cos(t —a/2) —cos(a/2)) est de signe constant sur la réunion de ces intervalles, c’est absurde. Donc g a
une deuxieéme racine dans ]0,27[, par exemple b € ]a,2x[. Si g n’a pas d’autre racine sur ]0,27[ alors g est de
signes constants sur |0, al, |a,b| et |b,27[ et les signes alternent. On obtient une nouvelle contradiction car alors
g(t)(cos(t — (a+Db)/2) —cos((b—a)/2)) est de signe constant sur la réunion de ces intervalles. Ainsi g admet
une troisiéme racine, par exemple ¢ € |b,2x[. Enfin, si I’on suppose que g n’a pas d’autre racine sur |0,27]
alors on a g(t) > O sur |0,a] et |b,c[ et g(t) < O sur |a,b[ et |c,2x] ou Iinverse. Dans les deux cas, on en déduit

que g(0) = g(27) = 0.

Correction de ’exercice 4672 A
1.
2. 0=m.

Correction de I’exercice 4676 A
X

5.

Correction de I’exercice 4680 A

Correction de I’exercice 4681 A

Si |a| < 1, a partir d’un certain rang, <o <1=1lm=0.

Si|al > 1, “ — 0= u, — 0.

Rt
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Correction de I’exercice 4684 A

limS, = limu,.

Si u, = (3i/2)", alors (u,) diverge, mais S, — 0.
n—oo

Correction de ’exercice 4689 A

L1<S(+1)<Sm)+1=0< 550 <o,

2. inf =0 (99...99), sup = 2 (100...00).
3.

Correction de I’exercice 4693 A

1. Sinon, on construit une sous-suite strictement croissante.

2. La suite (min(xo,...,x,)) converge vers 0, et prend une infinité de valeurs différentes.

Correction de I’exercice 4696 A
Itoin 5 1

Uy — Uy 2 2 “ 8

Correction de I’exercice 4697 A

1. Par récurrence, /n < u, < v/2n.

2. vyn<u, <y/n++/2(n—1)=1lim=1.

3. Vntvn—1<u, <\/n+\/n—1+2(n-2)=lim=1.

Correction de I’exercice 4698 A
Soit £ = inf{b, |n € ||[*}, € > 0et p € |||* tel que b, < £+ €. Pour n € |||* on effectue la division euclidienne
denparp:n=pg+rdoua, <daha,etb, <b,+ hha, <0426 pour n assez grand.

n

Correction de I’exercice 4699 A

Si ¢'® n’est pas valeur d’adhérence alors il existe 8 > 0 tel que |e”(") — ¢*| > § pour tout n assez grand donc

I’ensemble Uy [&¢ — & + 2k7, o — & + 2k7] ne contient aucun terme de la suite (4(n)) pour n assez grand ce
qui contredit les hypotheses h(n) —— +oo et h(n+1) — h(n) — 0.
n—oo n—oo

Correction de ’exercice 4700 A
Soit E I’ensemble des valeurs d’adhérence de (u,). Si up, k—> A alors up, +1 k—> A 4 A? donc E est stable par
—%00 —>00

’application f : x — x +x°. En fait E est invariant par cette application car la suite (n,—1) admet une valeur
d’adhérence u € E et on a u? + u = A. En particulier I'intervalle [inf(E),sup(E)] est invariant par f ce qui
implique sup(E) = inf(E) = 0.

Correction de ’exercice 4701 A

Soit ¢ une valeur d’adhérence de (x,). Si I’on suppose que (x,) ne converge pas vers ¢ alors il existe un voi-
sinage [a,b] de ¢ tel qu’il y a une infinité de termes dans [a,b] et une infinité hors de [a,b]. Ceci implique que
[c,d] = f([a,b]) n’est pas inclus dans [a,b] et que [c,d]\ [a,b] contient une infinité de termes, donc (x,) a une
deuxieéme valeur d’adhérence dans [c,d]\]a,b|.
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Correction de I’exercice 4702 A
Les suites (In(u,)/2") et (In(1+u,)/2") sont adjacentes.

Correction de ’exercice 4703 A

L. ou, \(Va, etu, —/a< (2?/_53451*1'

2. upy — 0, ugp1 — 1.
3. Si0<uy < 1:u, (0, sinon u, \ —oo.
4, — %<Ot:un—>°°;
— dcagliy, o 12
— —-I<a< —% : 1 point fixe et deux points réciproques. (u,) ne converge pas.
5. Siuo>—%,un—>oo;siuo<—%,un—>—1.
6. u, — %
7. Thm du point fixe sur | — oo, 7] => u,, — 1.
8. Siug #1,3dntq4—3u, < 0= suite finie.
9. u, — a~0.39754.

10. 1 est point fixe, il y a deux points réciproques. (u,) ne converge pas.
1. — 1 <a:u, —>0siuy<1,u, —>oosiug>1
— —-l<a<l:uy,—1
— a < —1:siug#1, (u,) diverge.
12. e/ < a:uy — oo 1 <o <el/e:2pts fixes, B <¥. u, — B siug <7, etu, — oo siug> Y.
e<a<l:1ptfixe, B,etu, — . a <e °:1 point fixe et deux points réciproques. (u,) ne
converge pas.

Correction de I’exercice 4704 A
CV (vers 0) ssi |kag| < 1.

Correction de I’exercice 4706 A

(=155

Correction de ’exercice 4707 A
Unt1 = \J/u+u, > u,. 1 n’y a pas de point fixe.

Correction de I’exercice 4710 A
Yn —Xp = cste = x, — 0, y, = yo — Xo.

Correction de ’exercice 4711 A

Yn = Xn = 250 ety + Xy = Yo + X0 = Xy Yy — 252

Correction de ’exercice 4712 A

_ At
XnYn = €€ = Xp,Yn — \/X0Y0-

Correction de ’exercice 4713 A
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1.
__z.8in@
2.0=b i

Correction de I’exercice 4714 A

L@ +y +2 =3yz=3(x+y+2) (x—y)*+ (y—2)* + (z—x)?).
2. 3¢cui1—3bpy1 = a,+by, —i—cn—3\3/anb cn=20=Db, 1 <cpyr.

3 3 _L 1,1 _

An+1 o but1 - + by, + h nCn > O:>Cln+1 < bn+1-
2_ 1,1
E_b+c

Donc (ay,) croit et (c,) décroit : a, — a, b, — b, ¢, — c avec { b*> = ac =a=b=c.
2c=a+b

Correction de ’exercice 4715 A

Pour up > 0 on a u, \, 0 et pour uy <0 on au, /0. f'(0) = % donc uy, 1 ~ %un et la série Y u, converge
absolument (d’ Alembert).

Correction de I’exercice 4716 A

L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite est un intervalle dont tous les éléments sont points fixes par f.
S’il y a plusieurs valeurs d’adhérence il faut passer de I’'une a I’autre avec une longueur de saut qui tend vers
z¢€ro, on doit tomber sur point fixe entre les deux, contradiction.

Correction de ’exercice 4717 A

1. A\la— 1 a+1[est fini.
2.

Correction de I’exercice 4719 A

Soientx < y:llexistea € |||telquen>a=+vn+1—/n<y—x.
I existe b € ||| tel que /a— /b < x.
Alors il existe ¢ > a tel que x < \/c — /b < y.

Correction de ’exercice 4720 A
n+pvV2>1=n>0, p>0,donc AN]1, 400 admet un plus petit élément : 3 +2V/2.

Correction de ’exercice 4721 A

On construit un ensemble de type Cantor dont les trous ont pour longueur 1, 2a’ 4a, ..., et on répartit les x; de
part et d’autre des trous en fonction de 1’écriture décimale de k (0 — a gauche, 1 — a droite).

Correction de I’exercice 4723 A
L’ensemble des valeurs d’adhérence est un intervalle constitué de points fixes de f = la suite (#,) a une seule
valeur d’adhérence.

Correction de I’exercice 4727 A
Soit £ = liminf ?* et € > 0. Il existe p tel que (£ —&)p <u, < (£+€)p.
Alorspourn € ||| et 0 <k < p:ug+ (L —€)np < upprk < ug+ (L4 €)np.

Correction de ’exercice 4728 A
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1. II est supposé connu (et a savoir démontrer) le fait suivant : si G est un sous-groupe de R, alors soit G

est monogeéne, soit G = R. Dans le cas de la question, le groupe G des périodes de f contient 1 et v/2
donc n’est pas monogene car v/2 ¢ Q (la démonstration a été demandée a 1’éleve). De plus G est fermé
par continuité de f, d’ou f est constante.

. D’apres la premiere question, pour tout y € R\ Q I’application x — f(x,y) est constante et il en va

de méme si y € Q par continuité de f. Donc f est de la forme (x,y) — g(y) ou g est 1-périodique.
Réciproquement, toute fonction f de cette forme convient.

Correction de ’exercice 4729 A

Soita € UNV : Il existe B(a,r)CUNV.
Soit b € B(a,r)NU : 1l existe B(b,r') C B(a,r)NU. Donc b ¢ V, contradiction.

Correction de ’exercice 4731 A

UcU=UcU. -
UcU=UcU=UCcU.

Correction de ’exercice 4732 A

Soit a intérieur a Fr(U) : 1l existe B(a,r) CU\U. B(a,r)NU = @ = a ¢ U, contradiction.

Correction de I’exercice 4734 A

Par passage a la limite, §(A) = 8(A) > &(Fr(A)).
Soient x,y € A distincts et D la droite passant par x et y. D coupe A suivant un ensemble borné dont les extrémités
appartiennent a Fr(A). Donc 6(Fr(A)) > 8(A).

Correction de ’exercice 4736 A

Si f est continue : soit x € A : x = lima, = f(x) = lim f(a,) € f(A).

soit x € f~1(B)°: f(x) € B= I B(f(x),r) CB, 38 >0tq f(B(x,8)) C B(f(x),r)
= B(x,8) C f(B).

si f(*) C f(A) :soit BC F fermé et A = f~!(B

si f~

): f(A) C Bdonc A C A.
Y(B) ¢ f~1(B)° : soit BC F ouvertet A= f~1(B) : A > f~'(B) = A.

Correction de I’exercice 4741 A

1. Pour x,x’ € R" et y € A on a da(x) < ||x—y|| < |[x—«'|| + |[[x' — y||. En prenant la borne inférieure

sur y on obtient ds(x) < ||x —x'|| + da(x’). Par symétrie on a aussi da(x') < ||Jx — X|| +da(x) d’ou
|da(x) —da(x') < [lx = x].

. On sait que A = {x € R" tq d4(x) = 0}. Donc d4 = dg = A = B et la réciproque résulte de la propriété

facile dy = dy.

. On note : M = sup{|da(y) —dg(y)|, y € R"}, a = sup{dp(x),x € A} et B = sup{da(x), x € B}. Par

restriction de y 8 AU B on obtient M > max(a,f3). Par ailleurs, pour y e R", a € Aet b € Bon a
Iy —all — lly— bl| < fla—bl| d"ot da(y) [y —bl| < da(b) puis da(y) — ds(y) < B. Par syméiric on a
aussi dp(y) —da(y) < a donc |da(y) —dp(y)| < max(e, B) et finalement M < max(c, f3).

Correction de ’exercice 4744 A

1. Pour 0 € R, la demi-droite d’origine O et d’angle polaire 8 coupe K selon un intervalle non trivial

(K est convexe et O est interieur a K), fermé borné (K est compact). On note f(0) la longueur de cet
intervalle, ce qui définit f: R — R™* 27-périodique telle que K = {M(p,0) tq0 < p < f(0)}.
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Continuité de f : soit 8 € R et € > 0. Soit M(po, 6o) tel que f(8y) — & < po < f(6p). Donc M € K et
il existe a > 0 tel que la boule de centre M et de rayon « est incluse dans K (faire un dessin). Ainsi,
pour tout 6 suffisament proche de 6y on a f(6) > OM > f(6y) — €. Considérons alors une hypothétique
suite (6y) de réels convergeant vers 6y telle que la suite (f(6;)) ne converge pas vers f(6p). Comme la
suite (f(6)) est bornée on peut, quitte a extraire une sous-suite, supposer qu’elle converge vers un réel ¢
et le raisonnement précédent montre que £ > f(6y). Si M. désigne le point de K a la distance f(6y) dans
la direction d’angle polaire 6y alors la suite (My) converge vers le point M (¢, 6y) qui doit appartenir a K
par compacité, mais qui contredit la définition de f(6y).

2. Si g ne s’annule pas alors [7, g(x)sin(x)dx # 0. Si g ne s’annule qu’en « € [0, 7] alors g est de signe
constant sur [0, ] et sur [a, 7], les signes sont opposés, et on obtient encore une contradiction en
considérant [ g(x)sin(x — o) dx qui vaut O (développer le sinus).

3. On choisit O = G. Ona [, OM =0, soit [5%, f2(8)cos0dO = [3™, f3(6)sin8d6 = 0, soit encore :
Jo—o(f2(0) = £2(6+m))cos0dO = [§_,(£(0) — f3(9 +1))sin6d6 = 0. D apres la question précé-
dente, il existe o # B €0, 7| tels que f(at) = f(a+x) et f(B) = f(B + ), ce qui prouve qu’il y a au
moins deux diametres de K dont O = G est le milieu. On prouve ’existence d’un troisiéme diametre en
décalant I’origine des angles polaires de fagon a avoir f(0) = f(x), ce qui est possible vu I’existence
de o, B.

Correction de I’exercice 4745 A
Pour |[x[| < Tet|ly[| < lona|f(x)—fO)=llx—yl

Pour x| < 1< |yll on a [l7(x) = FOI < o=yl [y = 2y || = lbe =yl + Ioll = 1< e =11+ il = ] <

2fpe =yl
+ 2
Pour 1 < ||lx|| < |ly]| ona || f(x) — f(¥)] < HXH HJ’HH < =l \Jﬁ” Il « Hﬂfo)H_

Remarque : dans le cas ou la norme est euclidienne, f ( ) est le projeté de x sur la boule unité, c’est-a-dire le
point de la boule unité le plus proche de x. Dans ce cas, f est 1-lipschitzienne. Dans le cas d’une norme non

euclidienne on peut avoir || f(x) — f(y)| =(l,1)ety= (%; 3) dans R? pour || ||c.

HXH HXH

Correction de I’exercice 4755 A

On construit (s¢) de proche en proche de sorte que pour tout n fixé la suite (y¥) soit convergente vers z,. Comme
Y< ~(%%)? est bornée indépendamment de N et k la série ¥, z2 a ses sommes partielles bornées donc converge.
On a alors (x | y*) — (x | z) pour toute suite x a support fini, puis pour toute suite de carré sommable par

interversion de limites.

Correction de I’exercice 4756 A

1. Soit (ey,...,ep,) une base de E. On remplace la norme sur E par la norme infinie associée a (e1,...,ep).
Alors [[u | < X2, [l (er) |

2. Trigonaliser fortement u (ou son prolongement au complexifié de E). Comme (u") est borné, les valeurs
propres de u sont de module inférieur ou égal a 1, et pour celles de module 1 le bloc triangulaire associé
est en fait diagonal. On trouve + T Xioi — projection sur Ker(u —id) parallélement a Im(u — id).

Correction de I’exercice 4760 A

1
2.
3.
4. (B,) converge vers 0 pour a € | —2,2][ et vers 1 pour a = 2. La suite est non bornée si |a| > 2; elle est
bornée divergente pour a = —2.
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5. (X/b)" converge vers 1 pour N, et vers O pour N,.

Correction de I’exercice 4762 A
1.
2.

3. f(x) = [iZosin(x— 1) (f (1) + (1) dr, f"(x) = (f(x) + f"(x)) = f(x).

Correction de I’exercice 4763 A
(AB)ij = Yi_iAuBrj = (AB)}; < Li_ A7 X Li_ B}

Correction de I’exercice 4764 A

Si A est une matrice de rang r > 0 telle que p(A) = 0 alors pour toute matrice M de rang < r on peut trouver P et
QO telles que M = PAQ d’ou P(M) = 0. Donc p est nulle sur toute matrice de rang 1 et par inégalité triangulaire
sur tout matrice.

Correction de ’exercice 4771 A

L2 E fuil 2.

2. Supposons qu’il existe une norme euclidienne || || et deux réels @, B > 0 tels que ot||u|c < ||| < B¢«
pour tout u € €'([0, 1],R). On pose u(x) = 1 —2|x| pour x € [}, 1] et u(x) = 0 sinon. Soit n € ||| et pour

1 <i<n:u(x) =u((n+1)x—i). Alors Yo || X7, G(i)u,-”2 <2"B2 et 2"YM  ||u;||* = 2"na® donc ces

deux sommes ne peuvent rester égales quand n — oo.

3. Méme construction. On trouve

LIL ol <28l (5

)2/17

et 2"y [l > 2" 0 |lull}

Correction de I’exercice 4773 A

1.

2. On prouve la convexité de B. Soient x,y € B, € [0,1] etz = (1 —t)x+1y. Ona N?(z) < 22 +2(1 —1)?,
dou N(z) < lsit= % Ceci prouve déja que B est stable par milieu, et on en déduit par récurrence
surn € ||| que z € B sit est de la forme a/2" avec a € [[0,2"]].

Sit n’est pas de cette forme, on écrit  comme barycentre de deux nombres dyadiques # = u; + (1 —u) 2%
en faisant en sorte que u soit arbitrairement proche de % Si c’est possible, on obtient que z est barycentre

de deux éléments de B avec les coefficients u et 1 —u, d’ott N?(z) < 2u® +2(1 —u)? —/> Reste donc
u—1/2

a choisir n, a, b : pour n donné, on choisit a = [2"] —n et b = [2"] + n. C’est possible car [2"] ~ 2"t et
on est dans le cas 0 < ¢ < 1 donc on a bien a,b € [[0,2"]] si n est suffisament grand. Il vient u = %21,
quantité comprise entre % et % et donc qui tend bien vers %

Remarque : la condition (iii) est aussi nécessaire, donc une norme est une application vérifiant (i), (ii)
et (iii).

Correction de ’exercice 4779 A
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1. On procede par récurrence sur n. Pour n = 1, I'application [0, +o0[ 3 A — ||x — Aja;|| est continue,
constante si a; = 0 et tend vers 4o quand A; — o0 si a; # 0. Dans les deux cas elle admet un minimum.
Pourn > 2, soit C' = {Z" L hiai, A > } Soit pour A, € 0,40 : @(A,) = d(x— Aya,,C’). La distance
a C’ est 1-lipschitzienne donc ¢(A,) > d(—A,a,,C") — ||x|| = Apd(—an,C") — ||x|| PR 400, Etant

— oo

n

continue, ¢ admet un minimum sur [0, +oo[ et on applique 1’hypothése de récurrence a x — A,a,.

Correction de ’exercice 4780 A

On procede par récurrence sur n = dimE. Pour n = 1, en confondant E et R, C est un intervalle dense, c’est
R. Pour n > 2, soit E = H & < a > ol H est un hyperplan de E. On montre ci-dessous que C' = CN H est une
partie de H convexe et dense, donc égale a H, d’ou H C C et ce pour tout H. Ainsi C = E.

Densité de C' : soitx € H, et (yx), (z) des suites d’éléments de C convergeant respectivement vers x+a et x —a.

On écrit y;, = yfc +Maetz, = z;( + Ura avec y}c, zﬁc € H et A, i, € R. Par équivalence des normes en dimension
Mczi— MY
A=

finie, on a A k—) 1 et uy k—> —1, donc le point x; = est bien défini et appartient a C’' pour k assez
— 00 —>00

grand, et converge vers x.
Remarque : Si E est de dimension infinie, alors il contient des hyperplans non fermés, donc des parties strictes,
convexes denses.

Correction de ’exercice 4782 A

{fonctions strictement positives}.
J.

ﬁ:\ “U\

1. P, P=
2. P, P

Correction de I’exercice 4783 A
F=F,F=0.

Correction de I’exercice 4784 A
Oui pour Fidgs, non pour les autres (les symétries non triviales).
idg» est isolé car si u # idgn et u? = idg» alors —1 est valeur propre de u et || — idg» || > 2. De méme pour —idgn.

Si u est une symétrie non triviale, soit (ey,...,e,) une base propre de u avec u(e;) = e et u(ey) = —e;. Pour
p €||I* soitu, € £ (R") définie par u,(e1) = ey +e2/p et up(e;) = u(e;) pour i > 2. On a up = idgn, u, 7 u et
Up T u.

p (o]

Correction de ’exercice 4787 A

1. GL,(C) = det ' (C\ {0}) est ouvert. Il est dense car A € .#,(C) quelconque est limite des matrices
A— %I inversibles pour presque tout entier p (A a un nombre fini de valeurs propres).

2. Toute matrice triangulaire est limite de matrices triangulaires a coefficients diagonaux distincts.
A0 . A 1/p S N - .
3. < 0 QL) =lim, ( ) > donc une matrice triangulaire a valeurs propres non distinctes est li-
mite de matrices non diagonalisables. Par conjugaison, la frontiere de D, (C) contient I’ensemble des
matrices ayant au moins une valeur propre multiple.
Réciproquement, soit (Ax) une suite de matrices non diagonalisables convergeant vers une matrice A.
Les matrices Ay ont toutes au moins une valeur propre multiple, et ces valeurs propres sont bornées (car
si A est une valeur propre de M alors |A| < ||[M|| en prenant une norme sur .#,(C) subordonnée a une
norme sur C") donc on peut trouver une suite (z;) de complexes convergeant vers un complexe z telle
que x4, (zx) = 0. A la limite on a x4 (z) = 0 ce qui prouve que A a au moins une valeur propre multiple.
Conclusion : la frontiere de D, (C) est exactement I’ensemble des matrices diagonalisables ayant au
moins une valeur propre multiple et I’intérieur de D, (C) est I’ensemble des matrices a valeurs propres
distinctes.
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Correction de I’exercice 4788 A

Si N est nilpotente, on peut se ramener au cas ou N est triangulaire supérieure stricte.
Soit alors P = diag(1, ¢, ..., " !) avec & € C*. Le coefficient général de P~' NP est &/~ N;; — 0.
o—

Réciproquement, s’il existe une suite (N;) de matrices semblables a N convergeant vers la matrice nulle, alors
par continuité du polyndme caractéristique, on a Yy = (—X)" et N est nilpotente.

Correction de ’exercice 4789 A

1.

Q est ouvert : si P a nracines distinctes a; < ap < --- < ayonchoisitby < a; <b) <ay <---<a, < b,.
La suite (P(bo),...,P(b,)) est constituée de termes non nuls de signes alternés, il en est de méme pour
la suite (Q(bo),...,Q(by)) out Q est un polyndme unitaire arbitraire suffisament proche de P (pour une
norme quelconque).

Q n’est pas fermé car @ # Q # R” et R” est connexe.

Déja, si ’on munit R” et R,[X] de normes convenables, f est une isométrie bicontinue donc f(Q) =
f(Q). Montrons que f(Q) est I’ensemble . des polynomes de R, [X] unitaires et scindés sur R.
SiP=X"+a, X" ! +---+ap, notons M(P) la matrice compagne de P.

Si P € . alors M(P) est R-trigonalisable, donc limite de matrices a valeurs propres réelles distinctes.
Les polyndmes caractéristiques de ces matrices, au signe pres, appartienent a () et convergent vers P
d’ou .7 C f(Q).

Si (PBy) est une suite de polyndomes de f () convergeant vers P alors il existe une suite (Oy) de matrices
orthogonales telle que 'OxM (P;) Oy, est triangulaire supérieure (méthode de Schmidt). Quitte a extraire
une sous-suite, on peut supposer que O converge vers une matrice orthogonale O et donc 'OM(P)O est
aussi triangulaire supérieure ce qui implique que P € ..

Correction de I’exercice 4791 A

Remarquer que la restriction de f a toute partie compacte est uniformément continue.

Correction de I’exercice 4798 A

1.

2. Soit F est un tel fermé, et a € F. On prend f(x) =x+d(x,F)si0O<x<aet f(x) =x—d(x,F) si

a<x<l1.

Correction de ’exercice 4799 A

1.

Pour simplifier, on suppose z = 0 (sinon, se placer dans la base (1,X —z,...,(X —z)%) et invoquer
I’équivalence des normes en dimension finie).

Soit Py(x) = ano+an1x+---+ anjdxd. La suite (P,) étant convergente est bornée donc il existe M € R
tel que |a, x| < M pour tous n, k. De plus, a, o — a0 = 0 et ay, —oa # 0.

an.0+an72x2+---+an1dxd

Posons alors Q,(x) = s (bien défini si n est assez grand). On va montrer que Q,

vérifie les hypotheses du théoréme du point fixe sur B(0, ) pour tout n assez grand si d est choisi assez
petit, ce qui implique 1I’existence et I’unicité d’une racine pour P, dans B(0, J).

0,(B(0,8)) € B(0,6) ? Soitx € B(0,5) :ona

janol +M (8 +---+8%) M(8 4+ 87)

|1 nses jai]

|On(x)] <

‘an‘ol+M(52+“*+§d)
|an,1‘

M(5+-+8971
lay

On choisit & > 0 tel que < 1.1 existe alors Nj € ||| tel que

tout n > Nj.

< 6 pour

S}
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0, est contractante sur B(0,d) ? Soient x,y € B(0,6).On a:

lana| ¥ —y?|+ - + lanal ¥ — |

|Qn(x) - Qn(y)‘ <

|am1|
o |anallx+y[+ - +lanal ¥ 44y
< x—y|
‘an,1|
M(25+---+d&™ ")
< Jx—y| )
|an,l‘

M(28++d§%1)

M2+ +d§'!) <
‘an¢l|

Quitte & diminuer 6 on peut imposer ] < % et donc < % pour tout n = N,
et 0, est %—lipschitzienne.

2. Voir réponse précédente. Y a-t-il une réponse plus simple pour 1) ?

3. Si z est zéro d’ordre k de P alors il existe § > 0 tel que pour tout n assez grand, P, a exactement k
racines comptées avec leur ordre de multiplicité dans B(0, §). Ceci est une conséquence du théoréme

des résidus largement hors programme. . .

Correction de ’exercice 4800 A
Si f est constante c’est évident. Sinon, on a facilement | f(z)| T> oo, Considérons un fermé F et une suite
Z|—o0

(f(zn)) d’éléments de f(F) convergeant vers Z € C. D’apres la remarque, la suite (z,) est bornée, elle admet
une valeur d’adhérence z € F et Z = f(z) € f(F).

Remarque : ce résultat est faux pour une fonction polynomiale sur C? avec p > 2, prendre par exemple f(x,y) =
xsur C2et F = {(x,y) € C*tqxy=1}.

Correction de I’exercice 4801 A

On suppose P non constant, sans quoi le résultat est trivial. Soit S(X) = sup(|P(x)|, x € X). On a par inclusion
et continuité : S(Fr(U)) < S(U) = S(U). Soit x € U tel que |P(x)| = S(U). On démontre par 1’absurde que
x € Fr(U), ce qui entraine I’égalité demandée. Supposons donc x € U et soit n = deg(P). Alors pour p > 0
suffisament petit, et @ € R, onax+ pe® c Ueet:

pneine

P(x+pe®)=P(x)+pe®P (X)+---+ P (x).

n!

avec P (x) = P(") £ 0. On en déduit :
2r . 2r .
27|P(x)| = ‘/ P(x+pe®)do| < / P(x+pe®)|dO < 27S(U) = 27|P(x)).
6=0 6=0

On en déduit que les inégalités sont des égalités, et en particulier que la quantité |P(x + pe'®)| est indépendante
de p et 8. Il y a contradiction car |P(x 4 pe'®)|? est un polyndme de degré 2n en p.

Correction de ’exercice 4802 A

1. f(rx) = rf(x) pour tout r € ||| par récurrence, puis pour tout r € Z par différence, pour tout r € Q par
quotient et enfin pour tout r € R par densité. Dans le cas de C-ev f est R-linéaire mais pas forcément
C-linéaire, ctrex : z +— z de C dans C.

2. || frr1(x) = fu(x)|| < M2~ donc la série télescopique ¥ (for1(x) — fn(x)) est uniformément conver-
gente.

3. Ifu(x+y) = fulx) = fu)|| <M27" donc ||g(x+y) — g(x) — g(y)|| < 0 et g est continue (limite uniforme
des f,,) d’ou g est linéaire continue. ||f(x) —g(x)|| = || Lieo (fi(x) — fix1(x))|| < 2M donc f — g est
bornée. Si & est une application linéaire telle que f — h est bornée alors g — & est aussi bornée ce qui
entralne g = h par linéarité.

499



Correction de I’exercice 4805 A

2. Si ¢ # 0 alors P. est continue pour toutes les normes N, et [|P.[||y, = |c|~Pel°l. Par contre Py n’est
pPeP
(n+1)P

converge vers la fonction nulle pour N, mais Py(x — e~"*) = 1 4 0.

continue que pour Ny car si p > 0 alors N, (x +— e ") = —— 0 donc la suite (x — e~ ")
n—soo

3. Sip < galors N, (x = e ") /N, (x = ") — oo losrque 1 — oo

Correction de I’exercice 4810 A
Prendre une base.

Correction de ’exercice 4811 A

1 plikm/n n—1_1-X"
e a)kx’wk -Done 1=3, - wi=ex)

1X”_

11 s’agit de polyndmes, donc on peut remplacer X par u, d’oli : (idg — ") ™! = L Y120 (idp — e¥k7/ny) !

Correction de l’exercice 4812 A
IX +iv[|* = |IX]|]? AX +iY)|1? = [|AX > + |lAY |2 < [[|All[& (I1X2]| + [[Y 1) done [[|A[[lc < [[|All]z.

Correction de ’exercice 4813 A

1. Non: ||(x*+1)"| =2"
2. Oui: [ly]| = [lA]l.
3' H¢| =6

v (x")||/||1x"]| si mn = y est discontinue.

Correction de ’exercice 4814 A

1. "L

2. Si u et v sont continus, 7|V~ | < 2|[u| [[V*|| < 2||u|l [V [|v]].
S’il existe k tel que v} = 0, on peut remonter jusqu’a v = 0, absurde. Sinon, on a aussi une contradiction.

Correction de ’exercice 4815 A

1.
2. ||P]|=N(P)+N(P")+N(P")+... ou N est une norme quelconque sur F.

Correction de ’exercice 4816 A
Les formes linéaires P — P(0), P — P(1) et P — P(2) constituent une base de E; donc engendrent les formes
linéaires P +— P'(1), P+ P'(2) et P+ P'(3). Apres calculs, on trouve :

2P(1)= P(2) — P
VPEE, {2P(2)= 3P2)— 4P(1)+ P
2P'(3)= 5P(2)— 8P(1)+ 3P(0).

En notant P(0) = a, P(1) = b et P(2) = ¢ on doit donc chercher :

sup{|c —a| +4|3c —4b+a| +9|5¢ —8b+3al|, tq |a| + |b| + |c| < 1}.

)=
1
llgll =5
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La fonction f : (a,b,c) — |c —a|+4|3c —4b+ a] +9|5¢ — 8b + 3a| est convexe donc son maximum sur
Vicosaedre I = {(a,b,c) tq |a| + |b| + |c| < 1} est atteint en I'un des sommets (£1,0,0), (0,%1,0), (0,0,+1).
Finalement, [||@||| = 3 £(0,1,0) = 44.

Correction de ’exercice 4818 A

1.

2. Six¢Kerf:VyeKerf, |f(x)| = [f(x=y)[ <[[fIlx =yl donc | f(x)| < [lf]ld(x, Kerf).

Soitz € E:z=ax+yavecy € Kerf. Alors |f(z)| = |e|| f(x)| et ||z]| > |et|d(x,Kerf)

el « 17

done “T7 < Fiokerr)-

Correction de ’exercice 4819 A

Lo fa) 4 f () < Ao 2l < I Cer = €]l [l +-€]))-

Prendre o compris entre le sup du premier membre et 1’inf du troisieme. Le sup et I’inf sont dans cet
ordre d’apres la question précédente.

. Rmgq : ¢ est mal définie, il faut ajouter "¢ est linéaire". On a évidemment |||@||| > ||| f]/| puisque ¢

prolonge f, et il reste a montrer :
Vxe F, Vi eR, |f(x)+ra] <[l lx+rell

Pour ¢ = 0 c’est un fait connu. Pour ¢ > 0, cela résulte de I’encadrement de o en prenant x; = —x/¢ et
xp =x/t. Pour t < 0, prendre x| = x/t et xp = —x/t.

Si uf = (ul),e)| € E et (u¥)ie) est une suite de Cauchy, alors pour tout n € ||| la suite réelle (1))
est de Cauchy dans R donc converge vers un réel £,,. De plus la suite (uk)kem est bornée dans £ donc

la suite ¢ ainsi mise en évidence est sommable (les sommes partielles de Y. |¢,| sont majorées), et on
montre que ||uf — /| — 0 par interversion de limites.
—>00

5. Prendre F, ={u € Etquy =0sik >n}.

6. D’apres la question 3) on peut construire f,, forme linéaire sur F' + F, telle que f,+ prolonge f, et a

méme norme que f,, (donc [[| £, || = [[|f[I})- Soit G = U, (F + Fy) et g 1a forme linéaire sur G coi ncidant
avec chaque f;, sur F 4 F;,. G est dense dans E donc on peut prolonger g en ¢ : E — R par uniforme
continuité. Il est alors clair que ¢ est une forme linéaire prolongeant f et a méme norme que f.

Correction de I’exercice 4821 A

1.

Si v est subordonnée a || || : on a |A| < v(fP?)"/? pour toute valeur propre A et tout p > 1, donc il suffit
de prouver que la suite (x, = v(fP)!/P) est convergente. Soit £ = inf{x,, p>1},e>0etp>1tel que
xp < L+ €. Pour n> p onnote n— 1 = pg+rla division euclidienne de n — 1 par p et 'on a :

V() = v((P) o Y <v(P)IviF

d’ou :

< x, < xﬁq/”xﬁfl”/" < (€+8)pq/"max(x1,...,xp)(’“)/”.

Le majorant tend vers £+ € quand n tend vers 1’infini donc pour n assez grand on a ¢ < x,, < £+ 2¢€ ce
qui prouve la convergence demandée.

Dans le cas ou v est une norme quelconque sur Z(E), il existe une norme subordonnée u et deux
réels a,b > 0 tels que ap < v < bu et donc les suites (v(f?)'/?) et (u(f?)'/?) ont méme limite par le
théoréme des gens d’armes. Remarque : il résulte de ceci que lim,_,..(v(f?)'/?) est indépendant de v.

2. Considérer la matrice de f” dans une base propre pour f.
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3. On sait que [P = Y3 cqpec(r) AP Py (p) ol P est un polyndme. Dol p(f) < V(P < p(f) +o(1) et
donc v(fP)!/» — p(f) (thm du rayon spectral).
p {oe)

Correction de ’exercice 4822 A

Si u(B(0,1)) est ouvert alors il engendre R” donc u est surjective.

Si u est surjective, soit A = u(B(0,1)). A est convexe, borné, symétrique par rapport a 0 et la réunion des
homothétiques de A est égale a8 R™ ; la jauge associée a A est une norme sur R équivalente a I’une des normes
usuelles donc A contient une boule de centre O et, par homothétie-translation, tout ouvert de R” a une image
ouverte dans R™.

Correction de I’exercice 4825 A

E \ B est connexe par arcs et contient au moins un point a € A. Soitx € E\Bet ¢ : [0,1] — E \ B un arc continu
joignant a a x dans E \ B. Alors ¢ ' (A) = ¢! (AUB) est non vide, relativement ouvert et relativement fermé
dans [0, 1], donc c’est [0, 1] ce qui prouve que x € A.

Correction de ’exercice 4826 A
Le sens H est fermé = E \ H n’est pas connexe (par arcs) est évident. Réciproquement, si H n’est pas fermé

alors H = E. Soient a,b € E \ H et (x,) une suite d’éléments de H telle que xo = 0 et x, — a — b. On définit
n—oo
11 1

un arc continu @ : [0, 1] — E'\ H reliant a a b par : ¢ est affine sur [.=5, =51, ¢(;57) =b+x, et 9(0) = a.

Correction de ’exercice 4828 A
1.

2. d(xy,a) décroit, donc tend vers d. Il existe une sous-suite (x,, ) convergeant vers ¢ et d(¢,a) =d. La
suite (f(xy,)) converge vers f(£) etonad(f(¢),a) =d, donc { = a.1l'y a une seule valeur d’adhérence,
donc la suite converge.

Correction de ’exercice 4829 A

C est stable par f, qui est (1 — %)—lipschitzienne. Donc il existe x, € C tel que f,(x,) = x, ; toute valeur

d’adhérence de (x,) est point fixe de f.

Correction de ’exercice 4833 A
1.
2.
3. Soit £ =1im,_,. 8 (K,). Il existe x,,y, € K, tels que d(x,,y,) = 6(K,). Aprés extraction de sous-suites,

on peut supposer que x, — x et y, — y. Pour € > 0, (B(x,€) NK,) et (B(y,€) NK,) forment des suites
décroissantes de compacts non vides, donc B(x,€) NK et B(y,€) NK sont non vides. Par conséquent,

8(K) > (—2e.

Correction de I’exercice 4835 A

Uin = {x € EtqB(x,1/n) C O;} est ouvert et les U;, recouvrent E. On extrait un recouvrement fini = r =
min(1/n).

Correction de ’exercice 4836 A

Soit (") une suite de suites éléments de A : u" = (u}). On peut trouver une sous-suite (") telle que (ug” )
converge vers ug € [0,1], puis une sous-suite (u"71) telle que (ug” ! ,u’f”‘) converge vers (ug,u;) € [0,1]%, etc.
Alors la suite (u""« ); converge dans A vers (ug, uj,...).
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Correction de ’exercice 4839 A

On choisit a € K et on considere pour n > 1 la fonction f, : x — %a + (1 — %)f(x) fn est une (1 -

1y
n

contraction de K donc admet un point fixe x,. Si x est une valeur d’adhérence de la suite (x,) alors f(x) = x.

Correction de I’exercice 4841 A
Soient F, F, fermés non vides disjoints tels que F; UF, = A : Alors Fr(A) = Fr(Fy) UFr(F).

Correction de I’exercice 4843 A
Soient Fj, F> fermés non vides disjoints tels que F; UF> = {vade u,}. Il existe € > 0 tel que d(F,F>) > €.
Alors, a partir d’un certain rang, tous les termes de la suite sont dans un seul des F;.

Correction de ’exercice 4848 A

Soit r =limr,, : ||a, — apsk|| < rn — rupx donce la suite (a,) est de Cauchy, et converge vers a.
On a ||a, —al|| < r, —r donc B(a,r) C B,.

Réciproquement, si x € (N, By, alors ||x —a,|| < r, donc ||x —a| < r.

Correction de I’exercice 4850 A

Soit a € F et B(a,r) C U, F, : B\ Fi est un ouvert non vide donc contient une boule Bj(aj,r;). De méme,

B \ F> contient une boule B;(az, r,) etc. On peut imposer r, — 0, donc il existe ¢ € (), By, c.a.d. ¢ € B mais
n—oo

pour tout n, ¢ ¢ F,. Contradiction.

Correction de I’exercice 4851 A
Soit (a,) définie par a,+1 = f(ay) : les sous-suites (az,) et (az,+1) convergent vers le point fixe de fo f.

Correction de ’exercice 4852 A

Supposons qu’il existe une famille (6; = €(a;,R;))icr de cercles disjoints dont la réunion est égale au plan
P. On note D, le disque fermé de frontiere 4;. Soit iy € I choisi arbitrairement, i; tel que a;, € ¢;,, i> tel que
a;, €6, etc.OnaR; < %RiH donc la suite (D;,) vérifie le théoreme des fermés emboités, I’intersection des
D;, est réduite a un point x par lequel ne passe aucun cercle 4.

Correction de I’exercice 4853 A

1.
2. demi-cercle unité = x =0,y = %
3. Sommes de Riemann + I’enveloppe convexe d’un compact est compacte.
4. N'(1) = 6(M'(1)) = |IN(1) || = M (t))]].
JL LGN N (6)]|de =0 = ., 6(G)N: |32 ()| di. done 6(G) = G.
5.

Correction de I’exercice 4854 A
1.
2.
3. 8" =Q'NEi+ (Ql8)Q - ||Q%e:.
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Correction de ’exercice 4857 A

1. Non: f(t) = (t,£%), g(t) = (1,1).

2. Non: f(1) = (%,g),g(t) - (:;)

Correction de ’exercice 4859 A
det(MI,MJ) +det(MJ,MK) + det(MK,MI) = det(IJ, IK).

Correction de I’exercice 4860 A
P
Le systeme ¢ P’ doit étre lié.

0

Correction de ’exercice 4861 A
11x+2y—13z = —4.

Correction de ’exercice 4862 A
l.a=—-4
2. x=5y+4+3z=-9

Correction de I’exercice 4863 A

1. Le plan passant par A et D’ n’est pas parallele a D”.

2. On doit pouvoir s’en sortir avec un repere adéquat . ..

Correction de I’exercice 4865 A
Repere (A,AB,AD).

Correction de ’exercice 4866 A
()
4/3 |

Correction de ’exercice 4867 A
dim(s¢) = dim(.%) +dim(¥) —dim(.# N¥Y) si F NG # .
dim() = dim(.#) + dim(¥) — dim(.% N¥) + 1 sinon.

Correction de I’exercice 4869 A

1. ux+vy+h=2A%*(ua+v)+ A(u+va) +h. Ceci est nul pour tout A si et seulement si ua+v = 0,
u+va =0, h=0soit (u,v,a,h) = (u,—u,1,0) ou (u,v,a,h) = (u,u,—1,0).

2. x—y+ (A =A%) (z—1)=0etx+y— (A +A%)(z+1)=0.

3.

Correction de ’exercice 4872 A
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2 =x—2y—z+1
L ¢2y =—x—z+1
27 = —x—2y+z+1
2xX' = —5x—3y+2z-3
2. 02y =3x+y—2z—1
7=-3x—-3y+z-3

Correction de ’exercice 4873 A

affinité de base & : x+ 2y +z = 2, de direction vect(é; — &, + 2¢3), de rapport 3.

Correction de I’exercice 4874 A

si trois points sont non alignés, ABCD doit étre un parallélogramme.
si deux points sont distincts et A, B,C, D sont alignés, on doit avoir A =C, B = D.

Correction de ’exercice 4876 A
affinité de rapport A si Ay # 1, transvection ou id sinon.

Correction de ’exercice 4878 A
5. 8=1{3x+y+z)=1}, .Z =vect(¢|,+& +&), 9ii =& +4& —5¢.

Correction de I’exercice 4879 A

oui ssi P'Q’ est colinéaire a PQ. Dans ce cas, f est unique.

Correction de I’exercice 4880 A

11 existe une homothétie de centre O transformant A en A’, Ben B, et C en C’, et ’homothétie de centre G, —%
transforme A en o, Ben 3, Cen y.

Correction de ’exercice 4885 A
Repere (0, 0A, OB, OC) = les plans (ABC) et (A'B'C’) sont paralléles.

Correction de I’exercice 4886 A

I—i
Afk) = Bar (Aj : ZITZIEj(mOdn) C/L ‘>'

Correction de ’exercice 4887 A

GA™,

—

GA(k+1) _

__1
i n—1

Correction de I’exercice 4888 A

Ay = Bar(Ao Doy, AL Bk,Az : ’}/k) ol oy, ﬁk, Ye vérifient : xx = xp_1 + Xg—2 + 2x%_3.

Les racines de ’équation caractéristique sont 2, j, j2, donc x; ~ A2 avec A = w = %
Donc oy ~ B ~ %, et Ax — G, isobarycentre de ApAA5.

Correction de I’exercice 4892 A
1

7
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Correction de I’exercice 4893 A

1.
2. N=BarA:1—a,B:1-,C:1—7).
3.

4. homothétie de centre G, de rapport —%.

Correction de ’exercice 4894 A

Repere (A,AB,AC).

Correction de I’exercice 4895 A

M, — M, est affine, et échange A et B. = involutive.

Correction de I’exercice 4896 A

1.

2. G etles symétriques de A, B, C par rapport aux milieux des cotés opposés.

Correction de ’exercice 4898 A

st oyl — (ATA ATR) - _A'B__ _ _AB AC _ _ AC
1. Soit &' = (A/A’A/B) *sin(a/2) — sin(e)’ sin(et/2) T sin(m—o) "

2. I=Bar(A:a,B:Db,C:c).

Correction de I’exercice 4899 A

tany
© " tanf-
2. H=Bar(A:tana,B:tanf3,C : tany) = Bar (A D sosar B ﬁ,c: COCSY).

Correction de ’exercice 4900 A

1. Parabole. axes = % ( 4 >, % <3> sommet : X = —%, Y = —?.
2. Ellipse. Q = (

3. Ellipse. Q = (8),axesé—f,z,a: V2, b= %

4.

-2
5. Centre ( 0 )

m <0 = ellipse horizontale.
0 < m <1/2 = hyperbole verticale.
1/2 < m <1 = hyperbole horizontale.
1 < m = ellipse verticale.
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Correction de I’exercice 4901 A

axes d’angle —J arctan2 [7/2], excentricité = 3\/5*5_

Correction de ’exercice 4902 A

€ x*(1—e?) +y* +2e*dx —e*d* =0
T,,v: x(u(1 —e?) +e*d) +vy = e*d(d — u)
w' —u'v=0=x=d.

Correction de I’exercice 4903 A

1. Soit O ce milieu. La tangente en M est parallele & (FH'), et passe par le milieu de [F,H], donc par le
milieu de [H,H'].

2. Calcul d’angles. (MO,MF) = (FH',FM').

Correction de I’exercice 4904 A

Soit O’ ce centre. Les triangles MPQ et MAB sont semblables, donc O’ est I'image de O par I’homothétie de
centre M qui transforme A en P.

Soit (A'B’) 1a symétrique de (AB) par rapport a O. D’apres I"homothétie,

oM oM  om-oM 00
A08) ~ d0.(AB)) )= d(0.(AB)) —d(0'.A)  d(0.(AB))’

Donc O’ décrit une partie d’une conique de foyer O et de directrice (A’B’).

Correction de I’exercice 4905 A

Repere (0,9, j) = parabole p = 2.

Correction de I’exercice 4906 A
arcs de paraboles de foyer F et de directrices A, A/, paralleles a D a la distance 2a de D.

Correction de I’exercice 4908 A
A:(t?)2p,t), B: (u*/2p,u) avec t(t +u) = —2p>. AB est minimal pour > = 2p? et vaut alors 3p+/3.

Correction de ’exercice 4909 A

2pa’® 2pb* x
1. Parabole : y> = 2px = x = 2pt?,y =2pt. Corde : | 2pa  2pb y| =0.
1 1 1
2. a®>+ab+ac+bc+1=0.

2
__ _ a‘+ab+1
3. c= arb

(BC) : (2pa+y)b*+ (2pa* +2p —x)b— (ax+a*y+y) = 0.
Point fixe : y = —2pa, x = 2p(a® +1).
4. Parabole translatée de & de (2p,0).

Correction de I’exercice 4910 A
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1. M= (2pt?,2pt) = 21> 4 2tty+1 = 0. 11 y a deux solutions si [fo| > +/2, une seule si |fy| = /2 et aucune
si |to] < V2.

2. 1+t =—to, 17 +13 =15 — 1. Centre : (4pt3 —2p,0) (1/2-droite).

Correction de ’exercice 4911 A

1. xc—x4 =2p4+/4p*+8pxA.
2. Xyl =Xp+ \/prn+4p2+2p:xn(1+ i—f+o(\/%>> donc /X, 11 = \/)Tn+w/2p+0(1) et x, ~

2pn2.

Correction de I’exercice 4912 A

Soient P, P’ les symétriques de F par rapport aux tangentes. Donc F'P = F'P' = 2a.

Le triangle F PP’ est rectangle, donc 7 est le milieu de [P,P'],et TF =TP=TP'.

Donc, TF*+TF"? = F'P? = 44%.

TF?+TF'"? =2T0?+ OF?+ OF" donc T appartient au cercle de centre O et de rayon Va2 + b2.

Correction de I’exercice 4913 A

1. a2 + b2 —w?=0.

. [2acos 0 _(2acosa < o _ 2
2. M: <2asin9>’P' (2asina> : (MP) est tangente 2 8" < 0 = o+ =5 [27].

Correction de I’exercice 4914 A

2 2
L ilapte= d,

Correction de I’exercice 4915 A

M: (;i) ST <b2(ea_/§()/d> = FM-FT =0.

Correction de ’exercice 4918 A

Hyperbole d’excentricité ; 015 > Avec (B,Z) = % —a.

Correction de I’exercice 4919 A

1. xy=

oS,

Correction de I’exercice 4921 A

1. MH = %MF = IMH, IMN, et INF sont semblables.

Correction de I’exercice 4922 A

Soit a = (AM,A0).

oM _ _AM _AM
s = sin(2q) = 2C0S & = G-

AL-Khashi = 44 (OM — 0A) = (OM — OA)(OM + OA).
OM=0A= =2,
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OM # OA = OM = 2d(M,A) ou A est la médiatrice de [0, A], et M est du cdté de O.

Correction de I’exercice 4923 A
M: <l/cos6) = hyperbole.

—tan O

Correction de I’exercice 4924 A
On se rameéne a une hyperbole d’équation xy = 1. Soient A = (a, é), B= (b 1), C= (c, %) Alors H =
(—i,—abc) S

L’équation du cercle circonscrit 2 ABC est : x> +y? + ax+ By +7 = 0 et les points communs au cercle et & 7

vérifient donc : x* + ax® + yx? + Bx+ 1 = 0. On connait 3 racines : x = a, b, ¢ donc la quatriéme est ¢ = % ce

ab
qui prouve que Q et H sont symétriques par rapport a O.

Correction de I’exercice 4925 A

vp =0, i%. er : Y2 — 7% = /2 = cylindre hyperbolique.

Lvp=1,1¢V2.er: X>+(1+V2)Y2+ (1 -+2)2* + % = 0 = hyperboloide a 2 nappes.
2. vp= —%, —%,O. er: —%(X2 +Y%) + % = 0 = cylindre de révolution.

3. vp=0,0,14.er: 142> +4=0= o.

4. vp=0,—1%x+T7.er: —(1++7)Y>+ (=14++/7)Z> + 3 = 0 = cylindre hyperbolique.
5. vp=0,2,3.er:2Y> 437 - 8—\/)% = 0 = paraboloide elliptique.

6. vp = —%, —%, l.er: —XTZ — Y; + 7% +1 = 0 = hyperboloide de révolution & une nappe.
7. vp =0, %, —%. er: 9—12/2 — % = 0 = deux plans sécants.

8.

9.

vp=1,1,0.er: X>+Y? = 1 = cylindre de révolution.

Correction de ’exercice 4928 A

— 2 20—Y0Z )2
1 (xzoazxoz) +(>Zobé>02) =(z—2)%

2. yo:o é—é_

a? b

Correction de ’exercice 4929 A

1.
2.

3. Non lorsque la valeur propre médiane est nulle (paraboloide hyperbolique, cylindre hyperbolique, cy-
lindre parabolique, plans).

Correction de I’exercice 4930 A

L x> +y?=1+21%2
2.

Correction de ’exercice 4932 A
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x—z—lz:l:y\@

1. Hyperbole équilatére d’asymptotes : {
x+z=1.

2. x*+y? =272, cone de révolution.

Correction de I’exercice 4933 A

MA A = ! :£:>V:%”.

a?b?c?

Correction de I’exercice 4934 A

A=0:5=(0,0,0), cone de révolution.

A= % S = (%, 2.2), cone de révolution.

Correction de I’exercice 4936 A

MP _ MQ __ MR

a? b2 T

Correction de I’exercice 4939 A

e < 1 : ellipsoide de révolution, e = 1 : cylindre parabolique, e > 1 : hyperboloide de révolution.

Correction de I’exercice 4940 A

Ellipsoide.

Correction de ’exercice 4941 A

x?cos? @ +y?> —2xzcos Bsin @ — 72 cos? @ = 0 = cone elliptique.

Correction de ’exercice 4942 A

Soit r le rayon de S et & la distance du centre I de S a P. On choisit un repere tel que P = Oxy et I = (0,0,h).

Soit §" une sphere de centre M(x,y,z) :

Pourz>0: SetS extérieures < 2(h+r)z=h> —r* + x> +y%.
Salintérieurde S’ < 2(h—r)z=h*—r* +x>*+y*sih > r.

S alintérieurde S & 2(h—r)z=h>—r* + x> +y*sih <r.

Pourz < 0: SetS extérieures < 2(h—r)z=h>—r’+x>+y>sih <r.
S’ alintérieurde S & 2(h+r)z=h*—r* + x> +y*sih <r.

Correction de I’exercice 4944 A

Droite orthogonale a SA u,u L @ ou @ ou .

Correction de I’exercice 4947 A

Soit .7 un torseur : on décompose .7 (A) en &AB A BC + BAB ABD +YAC ACD, et R en o/ AB + B'AC + YAD.

= famille génératrice.

Correction de ’exercice 4949 A

Cercle circonscrit au triangle A’BC symétrique de ABC par rapport a (BC).

Correction de I’exercice 4950 A

XAM? + yBM? + zCM? = r* — OM? avec € = € (O, r).
xyAB? + xzAC? + yzBC? = xAM? + yBM? + z:CM?.
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Correction de I’exercice 4952 A
Nous savons que la distance d’un point My (xo,yo) a une droite D d’équation ax + by + ¢ = 0 est donnée par la

formule d(Moy, D) = %-

Pour une droite D; la formule donne : d(My,D; ) =

|(1-A2)x0+2Ay0— (4242)|
V/(1-22)2+4)2

Analyse.
On cherche un point My = (xp,yo) tel que pour tout A, d(My,D; ) = k ol k € R est une constante.
L égalité d(My,D; )* = k* conduit &

(1220 +2230 - (42 +2)) = (1 - 22 +422)

pour tout A € R. Nos inconnues sont xg, ¥, k. On regarde 1’égalité comme une égalité de deux polyndmes en la
variable A.

Pour ne pas avoir a tout développer on raffine un peu : on identifie les termes de plus haut degré en A% :
A = kK*A* donc x3 = k2.

En évaluant 1’égalité pour A = 0 cela donne (xo —2)? = k. On en déduit (xo —2)
est xg = 1. Ainsi k = 1 (car k > 0).

L égalité pour A = +1 donne (2yy — 6)> = 4k> et pour A = —1 donne (—2yo +2)? = 4k>. La seule solution est
Yo=2.

2 = xj dont la seule solution

Synthese. Vérifions que le point de coordonnées My = (1,2) est situé a une distance k = 1 de toutes les droites
D;.
Pour (xo,y0) = (1,2), on trouve : d(My,D, ) = (1-22)+4A—(@A42) _ P41 1 | pone My=(1,2)

SO s T

est bien équidistant de toutes les droites Dy .

Correction de ’exercice 4954 A
Décomposer les rotations en symétries.

Correction de ’exercice 4955 A
la symétrie centrale (& + 8 + ¥ = 7) autour de K, point de contact du cercle inscrit et de (AC).

Correction de I’exercice 4957 A

2
X =—2L—y =" M estbien défini ssi M n’appartient pas au cercle de diametre [AO)].
x4y —ax x2+y?—ax
Soit D le demi-disque supérieur de diamétre [AO], D est caractérisé par les inégalités x> +y> —ax < 0,y > 0
d’ott ¥ < 0 et y > 0. La réciproque se traite (péniblement) en remarquant que seuls les points de D ont une

image dans ce quart de plan et que f est quasi-involutive.

Correction de I’exercice 4958 A
Droite parallele a (AC) passant par D = Bar(A: 1,B: —1).

Correction de ’exercice 4959 A

Pour k = —1,—5 : plan médiateur de G =Bar(A:1,B:2,C:k)et] =Bar(D: 1,E: 1).
Pour k # —1,—3,—5 : sphere de centre O = Bar(G : (3+k),1: —4).

Pour k = —3 : sphere de centre 1.

Correction de ’exercice 4960 A
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221C) = (949,149, —615), 93C, = (128,—71,397).

Correction de ’exercice 4961 A

AP = (%7%71’)’AQ = (171_%a%)9AR = (1 - %717%)’145 = (%7_%a 10111_4)

coplanaires <> 84 + 342 +3A3 =0< 1 = 0.

Correction de ’exercice 4962 A

1. Q:(1,1,1),R=+/5.
2. (ABC):x+y+z=6. (ABD):4x—2y+z=3. (ACD):x+4y—2z=3. (BCD):T7x+y—5z=12.
3.

6—a—b—c = rn3 2a = 927
‘ 4a—2b+c—3 = rv21 2 = 6-V7
li(ab.c) & at+db—2c-3 = rV21 “Y 2 = 3

12—7a—b+5¢ = r/75 2r = /21-23.

Correction de I’exercice 4963 A

H:(—18/54,8/54,—28/54), K : (7/54,13/54,—33/54).

Correction de I’exercice 4964 A

H:(—2/19,28/19,35/19), K : (—6/19,40/19,23/19), d = 4y/19.

Correction de ’exercice 4965 A

Soient B', D' les projetés de B, D sur (AC). Alors BB’ = DD’ donc la perpendiculaire commune a (AC) et (BD)
passe par le milieu de [B, D]. Par symétrie, elle passe aussi par le milieu de [A,C] et par Pythagore AB = CD.

Correction de I’exercice 4966 A

a/ﬂ.

Correction de I’exercice 4967 A

2 (x+2y—z43)% | (Bx43z+11)?
d- = 5 + 5 .

Correction de I’exercice 4968 A

14x' =13x—2y—3z+4
14y' = —2x+ 10y — 62+ 8
147 = —3x—6y+5z+12.

Correction de ’exercice 4969 A

D':(9/53,40/53,—117/53), E' : (—14/53,32/53,23/53), ii : (23,8, —140).

Correction de I’exercice 4970 A

2x—=Ty—z=-1.

Correction de ’exercice 4973 A

_ 1 S
cosf =1- 2sinX(m/5) /5

512



Correction de I’exercice 4974 A
)cz—i-)22—i-z2 —10z=09.

Correction de ’exercice 4975 A

Soient A, B deux points de S distincts. Intersection de S avec un plan passant par A et B = S est réunion de
cercles passant par A et B. On considere le plan médiateur de [A,B], P qui coupe S suivant un cercle ¢ de
centre O. Le plan Q = (OAB) coupe S suivant un cercle ¢”. € et ¢’ ont en commun les points C, D. (CD) est
médiatrice de [A, B] dans Q donc est un diametre de %" et passe par O, donc est aussi diametre de 4. Ainsi € et
¢ sont deux cercles de méme centre et méme rayon dans des plans perpendiculaires. En considérant les plans
coupant P et Q a angle droit, on obtient que S est une sphere de centre O.

Correction de I’exercice 4976 A

Soient D, ii, ot I’axe, le vecteur, et I'angle de g. Alors fogo f~! est le vissage d’axe f(D), de vecteur f(if), et
d’angle «.

On veut que ce soit g, donc D est invariant par f, ce qui implique que D soit I’axe de f.

Réciproquement, si f et g ont méme axe, alors ils commutent.

Correction de I’exercice 4977 A

Soit v = 07 0 G,. (vissage autour de la perp. commune a D et D)

0] 00, 003 est un %—tour = voo3ovoos =id, donc o30vo G;l =y 1L
L’axe de v est donc invariant par o3, donc parallele ou perpendiculaire a D3. Si parallele, alors o] 0 6, 0 03 est
encore un vissage = ne convient pas.

Correction de I’exercice 4978 A

dap(D) =D, dyc(D) =D tq AD' = DC.

La droite (AD’) est parallele & (DC) qui est perpendiculaire a (AB).

Donc f(D) = dag(D') = D" tq AD" = CD.

dip(D") =C, dsc(C)=C, f(D")=dnp(C)=CtqAC' =CB.

dap(C') =C"tqAC" = BC, duc(C")=B, f(C')=das(B)=B.

dap(B) =B tqAB' = BD, duc(B')=B"tqAB" = DB, f(B)=das(B")=D.

Soit E le symétrique de C par rapport a (BD) : f estle %—tour autour de (AE) envoyant D sur B.

Correction de ’exercice 4979 A
ABC équilatéral : 12, ABC isocele : 4, ABC scalene : 2.

Correction de I’exercice 4980 A

1. 24 éléments :

identité (1)
rotations autour de 1’axe d’une face (8)
symétries % plan médiateur d’une aréte (6)
1_tour autour de la perpendiculaire commune  deux arétes opposées  (3)
7-tour autour de la perp. ...+ symétrie % plan médian (6)
2. 48 éléments :
identité (1)
symétries % plan médian d’une face 3)
% plan diagonal d’une face (6)
% axe d’une face 3)
% axe d’une aréte (6)
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% centre du cube (D)

rotation +27/3 autour d’une diagonale  (8)
+7/2 autour de I’axe d’une face  (6)
symétries-rotations +7/2 % axe face (6)
+7/3 % diagonale )
3. si les droites ne sont pas perpendiculaires :
identité )
%—tour autour de la perpendiculaire commune (1)
%—tour autour d’une bissectrice 2)

si elles sont perpendiculaires, il y a aussi :
symétrie % plan contenant une droite et la perp. commune (2)
symétrie—%—tour autour de la perp. commune 2)

Correction de I’exercice 4981 A
L’application M| — My est affine donc est une homothétie-translation (dim 1) et le coefficient d’homothétie est
strictement inférieur a 1.

Correction de ’exercice 4984 A

1.
2.

N 2u(—-1) 1+
3 () =M=

4. det(M',M") = 3sin4t +3sin2t =t = k.

£

Correction de I’exercice 4985 A

1.

P m'(t) _ —2(t—1)(2+t+1) (3 =3t 1)
: 1(2634+1)(3+2+31)

Correction de I’exercice 4990 A

1.

2. Repere (0,ig,Vp) avec O constant = point de concours : X =cos 0, Y =sin6.

Correction de ’exercice 4991 A

Coordonnées polaires : p = 5 (4 cos O — 00156) avec A = (a,0).

Correction de I’exercice 4992 A

0.5




La courbe est symétrique par rapport a Oy. M(p,0) = M;(p1,6;) si et seulement si { ou
pi=p

6, =6+ m [27]
p1=—p.
Dans le premier cas, p = p; < 06, = —1 pour 8 # 6, ce qui donne I’équation en 6 :

02 +2kn0+1=0

avec k € Z. Cette équation a k fixé non nul admet deux racines, ce qui donne deux familles de points doubles.
De méme, le second cas ammene deux autres familles définies par 1’équation :

6%+ (2k+1)m6 +1=0.

Correction de I’exercice 4993 A

1.

\
2 —\/ /70 1\\
//
/ \
/ \
r’ ! \
: \
\
2.
N
T \\
| - /; 2
/
/ o
. T
aire de la boucle : 2 — —
2
3.
\ /
\\\\\ ///
\ ~ _ /
5 | NG N\ / 1
\\\ J///
\\ ’,/"/
i
\
\\\
\
\
// \\
/ \
/o \

asymptotes : y = +xv/3 — 1
la courbe traverse ses asymptotes au point de concours
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5.

4
asymptotes : x £ yy/3 = 3

asymptotes : 3x+yy/3 = —1

[




BN\ -
/

~

AN
/)

Ve A=

10.
\ N /)
\\\—zl - ///
N —
11.

Correction de I’exercice 4994 A

xX=a (ln‘tan%‘ +cost) +b, y=asint.

AN

V2 = %+a21n\x|+b.

Correction de I’exercice 4995 A

_ 1
L. p= 53
2. p = a6 +b. (Spirale d’ Archimede)

Correction de ’exercice 4996 A

x/

D=0Ox=xr=x— y,y,xN:x+%y,l:>2x+y(t—%) = a (cste).

Ondérive:Zx’#—y’(t—%) +y(1+ti2) :0:>y’(t+%) +y(1+li2) =0.
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>y=2= x—b+22 (Parabole)

Correction de I’exercice 4997 A

/ J
D:0x:>xT:x—)%,xN:x+yxi, :>y(t+%) = a (cste).

1
Y= 1 etx’:ty’jx:a(ln\/lz?—i-m)—kb.

Correction de I’exercice 4998 A
La tangente ne doit pas &tre parallele a Oy, donc on peut paramétrer ¢ sous la forme : y = f(x), ce qui donne
I’équation :

ey = |V 1+Y2 & 2xyy =y — 22

(équation homogene) on obtient : y = +=v/Ax — x2. Les courbes cherchées sont des arcs de cercles centrés sur
Ox passant par O.

Correction de I’exercice 4999 A
On suppose que la droite est Ox et on parametre la courbe cherchée, %, par une abscisse curviligne s. Soient
M= (xy ¥ I=(x— Rd) y+Rdx) le centre de courbure en M ou R est le rayon de courbure. On veut

IR| = ‘y+R%) = |y+Rcos | d’ou :

dR dy do dR dR
+— =——Rsinp—+ — =— )
ds s OMPgs Ty O8O T g e
Ceci 1mphque = 0 donc R est constant (cercle) ou ¢ = 0 mod 7 (droite horizontale). Le deuxieme cas est

exclu (courbe b1regul1ere) donc il reste le cas d’un cercle qui convient s’il est tangent a Ox.

Correction de I’exercice 5000 A
y+2Rcos(p:j:ZR:>2%sin%+Rcos% =0ou 2%005%—Rsin% =0.
casl:R= x:2Kln|tan%‘—4Kcos%+L,y:4Ksin%
cas2:R= x=—2KIn|tan &TF| +4Ksin? + L,y = —4Kcos %

_K
sing/2°

K
cos@/2°

Correction de ’exercice 5001 A
M + af € Ox (tractrices) x = acos @ +aln|tan @ /2| + b, y = asin @.

Correction de ’exercice 5003 A

1. x= [*coslnlt|dt, y= [*sinln|t|dt, p :i%e(’*”“.
2.x=Jg cos%du y=Jysin% du (Clothoide ou spirale de Cornu)
3. x—a((psm(p+cos(p) y=a(—@cos@+sing).

1
4. x= ln‘tan(%+%>
5.

R = chux.
= 7(sin2¢ +2¢), y= §cos2¢ (cycloide).

Correction de ’exercice 5004 A

Développante de cercle : ‘” dRN = dg =r.

=x=xo+r (cos<p—1+(ps1n(p), y=yo+r(sing — @cos ).

Correction de ’exercice 5005 A
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asii

D20 L 90 L)y = 0 (cycloide)

y=j5sinQ=s=asinQ =x=

Correction de ’exercice 5006 A

Soit 6 I’angle polaire de OM : MC = j—g)ﬁ et MN = j—gﬁ.
j—g:kj—(;:>(p:%+b:>V:a6+baveca:%—1.
P —tan(a® +b) = p = Acos(ab +b) "/ sia#0oup = AeH? sia=0.
= Spirale logarithmique.
= Parabole de foyer O.
= Cardioide.
= Hyperbole de centre O.
1= Lemniscate de Bernouilli.

;T
Il
| W= DN Wt —

Correction de I’exercice 5007 A

A
04
\
031 ‘ \\\x
024 “ )
|
o014/
3 1 0l 1 2
o1
|
024
i
N
|
-04]
S ;
’ /
/
/
/
/
LRI [
) \
/ |
/ |
/ |
1 0 \\ 1 “ 2
\ |
) \
Y \
\
AN
N\
2 \

asymptotes : y = £x
x—Yy ~ 1/(4x) = aire infinie

V=01t=0,(/6+2)/2
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asymptote : y = 5 — % (traversée)

\\
\\
\
\
asymptote : y = x
UV ]
\ / \
[ [
| \ /
RN ya
| |
1 "“l 0.5 0‘5 }
| // " \\ \“‘
/ \ 1
| [ \ |
‘ J L
inflexions : tan § = 0,43

hyperbole : (y+2)? —x* =4
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\
asymptote : x+y = —1
équation cartésienne : x> 4y = 3xy
9.
2 . //
asymptote : x+y = e!
branche parabolique horizontale
10.
\\\
\\\\ 10+ /
/
i E .
branche parabolique horizontale
rebroussement pour ¢t = 1
11.

branche parabolique de coefficient 1
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12.

T T —— T T
-4 -3 -2 —/ 0 T2 3 4

asymptote : y = 2x + %
point double : > +¢ = 1, x = y = —1 les tangentes sont orthogonales

Correction de ’exercice 5008 A

1.
|
34 \
branche parabolique horizontale
2.
10 5 0] ‘\1 5 10
N
~a4 /“
o
branche parabolique de coefficient 1
3.
06
LIs
" 02 T
~ \\
1 05 6 05 1

inflexion : cost = %
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rebroussement : COS2[ = %

Correction de ’exercice 5009 A

__ 3sinf—sin36
’ y - 4 .

3cosO—cos36
4

X =

Correction de I’exercice 5010 A
M = (Rcos 0,Rsin6), S = (a,0) :

On obtient les équations paramétriques : x =

R(Rcos8—a) __ (R*—a*)sin®
R—acos® °7 —  R—acos6

oo . e . 2 2
Pour R # a, il s’agit de la conique de centre O et d’équation cartésienne : 75 + ﬁ =1.

Correction de I’exercice 5011 A
2px =t> 4 ht +h*/2
yA=1= { P /

Y = parabole y> +h? /4 = 2px.
y=t

Correction de ’exercice 5012 A

— _ At tu . i u—tf
ya=t,yp=u=0C: <$7T) aire = =g

enveloppe : M = mil(A, B), parabole y* +a® /4 = 2px.

Correction de ’exercice 5013 A

1. F.

2. M= (2)2p,t),M' = (t*/2p,t') = tt' = —p* = { avec u = . (Parabole passant par

F)
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Correction de I’exercice 5014 A

1. Foyer.

3t t(3P2—12)>

e e . e )
2. Point d’impact : <@,t> Point caractéristique : (5, 7

Correction de ’exercice 5015 A

M = (¢?/2p,t) = 1= (3t*/2p+ p,—t3/p?). Soit P = (u?/2p,u) :
IP=IM & (u—1)*(u+3t)=0=u= -3t
x=-3t2/2p

3 (Parabole)
y=2J

Enveloppe :

Correction de ’exercice 5016 A

_ p(cosb—sin0b)
équation polaire : p = —2— = ¥ 7 Trefcosf—sing) conique d’excentricité =
q p p= 1+ecos 6 _ p(cosO+sin0) q V2"
~ 2+4e(cosO—sin6)

Correction de ’exercice 5017 A

3x =c0s260 +2cos 6, 3y =sin260 +2sin O : cardioide a rebroussement en (—1/3,0).

Correction de ’exercice 5018 A

D = Ox,rayon = 1:x= 60 —cosOsinh, y = sin® 6. pt caractéristique = projeté de I.

Correction de I’exercice 5019 A

M= <a(1+cost)) L p_ <2acost(1+cost)

. ) . Hypocycloide a trois rebroussements.
asint 2as1nt(1—cost)> ypocy

Correction de I’exercice 5020 A

x=acos40,y=asin46.

Correction de I’exercice 5021 A

1. x= %S’(az—i— (a® —b?)sin’t), y = SiT"’(b2 — (a® —b*)cos?t).
2.

. . . . . 2_9p2
3. Point stationnaire ssi a> > 2b?, obtenu pour sin’7 = 4522

a"—2b_ ere 5
3@5) Rebroussement de 1" espece.

Correction de I’exercice 5022 A

—
D=0x,A=(0,a)M=(1,0) = {x (Parabole)

y=1/a.

Correction de I’exercice 5024 A

1. sh?z.
0
2. 6—th3.
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Correction de ’exercice 5025 A

2—V2+3In(1+2).

Correction de I’exercice 5026 A

1. 4\@+4arccos% —T = 4ﬂ+4arctan\@— .
2. 4.

Correction de I’exercice 5027 A
Vit =1=2ay=1-x—y= (x—y)? =2(x+y) — 1. La courbe est un arc de parabole d’axe la premiére
bissectrice et tangent aux axes en (1,0) eten (0,1).

Longueur : x —y = shr, 2(x+y) =ch?t = x = %chzﬂ—}tsht,y: %chzt—%sht, VX2 4y? = %

I — ftargshl ch?tdt _ In(1+v/2) +1.

=—argshl 72 V2

Correction de I’exercice 5028 A

Soit (a;) une subdivision de [a,b] et P la ligne brisée passant par les points (a;, f(a;)). On montre ci-dessous
que pour toute courbe rectifiable L située au dessus de P et ayant méme extrémités, on a long(L) > long(P)
(résultat intuitivement évident : planter des clous aux points (a;, f(a;)) et attacher un élastique en (a, f(a)) et
(b, f (b)), passant au dessus de ces clous). Cela étant montré, 1’inégalité demandée en résulte en faisant tendre
le pas de la subdivision vers zéro.

Démonstration du thm de 1’élastique : par récurrence sur le nombre n de segments de P. Pour n = 1 ¢’est un
fait connu. n — 1 = n : si L passe par (aj, f(a;)) alors I’hypothése de récurrence s’applique. Sinon, notons D
la demi-droite issue de (ao, f(ao)) et passant par (aj, f(a;)). Par concavité, P est en dessous de D. L contient
un point d’abscisse a; strictement au dessus de D, et aboutit en (b, f(b)) en dessous de D, donc il existe un
point (u,v) sur LN D avec u > a;. En remplacant 1’arc (ag, f(ao)) — (u,v) de L par le segment correspondant
on obtient une ligne L' plus courte que L, encore au dessus de P, et qui reléve du premier cas.

Correction de I’exercice 5029 A

2 a4
. x:—4t3,y=w.

1
2. x=~6cost —3cos2¢t, y=6sint-+3sin2t.

3. x=t+sint, y=—1+4cost,l; =M,_p+(m,—2).
4

. x=a(cos’t+3costsin’t), y=a(sin®t+3sintcos’t). x+y = a(cost +sint)? = similitude de centre
O, rapport 2, angle 7.

_ 341 _ 43
5. X = 73 YI= 5 -
2 2 .
6. x= (a—%) cos’t, y= <b—%> sin®7.
7. p=eP 72,
2 1 —COoS o w o
8. x = Zteosfcos B -y M, cardioide homothétique.

Correction de I’exercice 5030 A
Calcul.

Correction de ’exercice 5033 A

1.
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2. Cercle de centre (3,0) et de rayon 3.

Correction de I’exercice 5034 A

R= % aux sommets principaux (0,=%1) et R = v/2 aux sommets secondaires (&1/+/2,0).

Correction de I’exercice 5035 A

T 125v2”

Correction de ’exercice 5036 A
Y(0)=A=1= (-2 —231 —HLZ).

Correction de I’exercice 5038 A

o 1 ac’ N / _ dc
Ci = i <1+a262 ic) ol ¢ est la courbure en M et ¢’ = 7°.

Dans le repere de Frenet, les normales ont pour équations : X =0, £X = acY — a, donc se coupent en C.

Correction de I’exercice 5039 A

1. Soit 8 I’angle polaire de D. Dans le repere (O, iig,Vg), & a pour équation : Y = aX? +bX.
On veut que &7 soit tangente a Oy, soit b = —tan 6 et que le rayon de courbure soit R, soit a = m.
Equation dans Oxy : x?sin®  — 2xycos 0 sin @ + y?cos? 6 — 2Rxcos? 6 = 0.

2. 0.

Correction de I’exercice 5040 A

1.

_ 4r4a(1-1%) _ =32 2at
2. x= 1412 ’ - 1422

Correction de I’exercice 5041 A

x=al|tan(§+7%)|, y=acost.

Correction de ’exercice 5042 A

M\, M,, M5, My sont coplanaires si et seulement s’il existe a,b,c,d € R avec (a,b,c) # (0,0,0) tels que le plan
P d’équation ax+ by + cz—d = 0 passe par ces points, ce qui équivaut a : #1,#,13,#4 sont les racines (distinctes)
du polynéme at* + b3 + ct? —d. Un tel polyndme existe si et seulement si #1113 + t1tatg + t113t4 + trt3t4 = 0
soit : % + % + % + % = 0 si aucun des #; n’est nul.

Correction de I’exercice 5043 A

dr ™R 7 B ds T A7 Y
. 4= BT =B, % =TI N=-Nc=c
2
— _
2. T = T

Correction de I’exercice 5044 A

_ 72 _ =1
ci=y\/1+a 1= 70
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Correction de I’exercice 5045 A

a=1

c
"52:2/21’ =arctan(b/a) = .

Rmgq : le point caracté-

Pt caractéristique : P = M + a(s)N +b(s)B : CNS < {

ristique se projette sur /.

Correction de I’exercice 5046 A

§:T+275:s2§+s%+7": —k.
on pose s = e : OM = e" cosuA + e sinuB — "k ot (A, B, k) est orthogonale et ||A|| = || B|| = |||.
(spirale logarithmique relevée sur un cone)

Correction de I’exercice 5047 A
42 +4y* — 372 = >

Correction de I’exercice 5048 A
(T') est I'intersection d’un cylindre hyperbolique et d’un plan. C’est une hyperbole dans ce plan.
Pour M(x,y,z) € T, on pose r = y/x% +y? et on élimine x et y entre les équations :

2y =5
¥ =y —4x+2=0
x+z=1.

ce qui donne 27> = r?, donc T est incluse dans I’hyperboloide de révolution d’équation 27> = x> +y? et la
surface cherchée itou. La réciproque est évidente.

Correction de I’exercice 5049 A

L (sin03 ~peosef)x— (cos0; +psin03 )yt pz=psf = p?3;.

2. f-pgk =a(0)= f(p,6) =a(6)+b(6)p.
3.

Correction de ’exercice 5050 A
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Correction de I’exercice 5051 A

af 9

La normale en M est parallele ou sécante 8 Oz < y5; —x3) =0 & % =0<f=f(p).

Correction de I’exercice 5053 A

1. Hyperboloide de révolution a deux nappes.

2. x=2y,72=1+5y%

Correction de I’exercice 5054 A

1. z=x2 4y
2. x—i—y:%.
3. (x—y+3)?=2(—y+y)

Correction de ’exercice 5055 A

X4y —2xz7—2yz+2z=1.

Correction de ’exercice 5058 A

(x+2y)(y+22)
I. | —=(2x+y)(y+2z) | sauf pour M = i%(l,—& 1).
(2x+y)(2y+2)

2. (x—z2)(x+y+2)=0.
3. segment x = z € [—1,1] et ellipse x* + 7> +xz = 1.

Correction de I’exercice 5059 A

@y = (2 4y —2).

Correction de ’exercice 5060 A

Yo+ (y—1)2+23) =2~
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Correction de I’exercice 5061 A

x= 4(1+cosu), y = §(1 + cos), 2= Y sinu,

Correction de ’exercice 5062 A

1. 4y’ +2=d%
x=acosu/chv
2. On parametre (X) par: < y = asinu/shv
z=athv.

La tangente a la méridienne passant par M(u,v) est dirigée par %—AV/I et la tangente a (I") passant par

., oM oM N . m
M(t, tmtz est dirigée par ;- +m% . Apres calculs, le cosinus de ces deux vecteurs vaut Nl donc est
constant.

3. Une courbe tracée sur (X) est définie par la donnée de u et v en fonction d’un parametre . Le cosinus
. . / .
de I’angle entre cette courbe et une méridienne de (X) vaut \/ﬁ, donc est constant si et seulement
si le rapport v’ est constant. En notant m cette constante et en prenant u(¢) = ¢, on trouve les courbes
déduites de (I') par rotation autour de Oz.

05 /
[ - \
[/~ A
VN \
o Y’\ [ CHD |
[ ) |
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