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Chapitre 1
Entiers naturels - Dénombrement

Prérequis : Relation d’ordre sur un ensemble, relation d’équivalence, classe
d’équivalence, ensemble quotient.

1.1. Les ensembles usuels de nombres

On note :

N I’ensemble des entiers naturels N = {0,1,2,.....},

Z ’ensemble des entiers relatifs

Z=A..,-2,-1,0,1,2,....}

7Z est donc ’ensemble des entiers naturels et leurs opposés

L’ensemble des nombres rationnels se note Q = {r = p/q, p,q € Z, avec
q # 0}

L’ensemble R des nombres réels est formé des nombres rationnels et des
nombres irrationnels tels que, V2,7, e etc.

L’ensemble C des nombres complexes est formé des nombres de la forme
z =a+1b, ott a,b € R et ol 5 est un élément vérifiant I’équation 2 = —1.

Propriétés de N
L’ensemble N est muni d’une relation d’ordre total notée < . Cette

relation d’ordre vérifie les propriétés suivantes :

Propriété 1( N est bien ordonné)
Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

Propriété 2
Toute partie non vide majorée de N admet un plus grand élément.

1.2. Raisonnement par récurrence



On a souvent besoin de montrer que certaines propriétés sont vraies pour
tous les entiers naturels n. Comme l’ensemble des entiers naturels est infini,
on ne peut donc pas tester la propriété en question sur chaque entier naturel.
On utilise l’artifice du raisonnement dit par récurrence dont voici quelques
exemples.

Quelques exemples

Théorémel
Soit P(n) une propriété portant sur 'entier n € N.
Pour que P(n) soit vraie pour tout n € N il faut et il suffit que 'on ait :
(i) P(0) est vraie
(ii) Pour chaque n € N, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie
Dans le théoréme 1 on peut supposer que les choses se passent seulement &
partir d’un certain rang ng.

Théoréme?2
Soit P(n) une propriété portant sur entier n € N.
Pour que P(n) soit vraie pour tout n > ng, il faut et il suffit que l'on ait :
(i) P(no) est vraie
(ii) Pour tout entier n > ng, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie

Exercice:
1. Montrer par récurrence 1’ identité suivante :
n(n+1

Réponse :
Soit P(n) cette propriété. P(0) est vraie
Supposons que P(n) soit vrai. Alors

n(n+1 n
0+14+2+...4+n+n+l= ¥+n+1 = (n+1)[§+1] =

Donc V n € N, [P(n) = P(n+ 1)]. Par conséquent ¥V n € N P(n) est vraie.

(n+1)(n+2)

2. Montrer par récurrence 1’ identité suivante :
1)(2 1
02412 122 4. 2= MY )6( ntl)

Réponse :

Soit P(n) cette propriété. P(0) est vraie

Supposons que P(n) soit vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie.
1)(2 1

o n(n+1)@2n+ )+(n+1)2

Ona0?4+124+224+..4+n?+ (n+1)
n(2n + 1) (2n? + Tn + 6)

=(n+1)] +(n+D]=(Mn+1) 5

_ (n+1)(n+2)(2n+3)
6




Donc P(n + 1) est vraie.

Exercice
Montrer que Vn € N, 2" > n

Réponse :

Pour n=0,ona2'=1>0
Soit n > 1 tel que que 2" > n.
Alors 2"t =227 > 2n > n 41

Remarque
On pouvait utiliser la formule du binéme

2”_(1+1)"—p§:0<2) _1+<71L>+...

>1+(?>:1+n>n

Exercice
Trouver toutes les applications f : N —N telles que Vm,n € N, on ait

f(m+n) = f(m)+ f(n)

Réponse :

Soit f une telle application.

On a f(0+0) = £(0) + f(0)

Donc f(0) =2£(0), d’ou f(0) =0

Posons a = f(1)

Alors f(2) = f(14+1) =2f(1) =2a

Supposons que f(n) = na

Alors f(n+1)=f(n)+ f(1)=na+a=(n+1)a

Donc on a nécessairement f(n) =na ¥n € N

Réciproquement si f(n) = na Vn € N alors f(m+n) = (m+n)a =

ma +na = f(m)+ £(n)

Donc les solutions sont exactement les fonctions de la forme f(n) = na ou a
est une constante € N.

Exercice
Trouver toutes les applications f : N —N injectives telles que n € N, on ait

f(n) <n.

Réponse :
On montre par récurrence que f(n) =n Vn € N

Il y a des situations ot 'on a besoin de la récurrence forte suivante :

Théoréme3
Soit P(n) une propriété portant sur 'entier n € N.



Pour que P(n) soit vraie pour tout n > ny, il faut et il suffit que 1'on ait :
(i) P(ng) est vraie
(ii) Vn € N tel que n > ng, si P(k) est vraie pour tout k = ng,ng + 1,...,n alors P(n + 1) est vraie

Exemple 1

Soit (uy,) la suite définie par
Uug = 2
Uy = 3

Vn € N7 Un+2 = 3un+1 - 2uy,

Tableau des premiéres valeurs prises par la suite
n 01 2 3 4 5 6
up, 2 3 5 9 17 33 65

Ce tableau suggere la proprié¢ P(n): u, =2"+1VneN
Vérifions cette propriété par récurrence

P(0) et P(1) sont vraies.

Supposons que P(n) et P(n + 1) soient vraies. Alors

Vn €N, upio = 3upi1 — 2u, = 32" +1) —2(2" + 1)
=213 -1)+1=2""2+1

Donc P(n) et P(n + 1) vraies implique P(n + 2)

Par conséquent pout tout entier n > 0, la propriété P(n) est vraie.

Exemple 2
Voir la preuve du résultat qui affirme que tout nombre admet au moins un
diviseur premier

1.3. Divisibilité dans N

Soient a, b deux entiers naturels. On dit que a divise b et 'on écrit a/b, 8’il
existe ¢ € N tel que b = ac. On dit aussi que b est un multiple de a.

Un entier n est dit pair si 2/n, impair si 2/(n + 1)

Exercices

1. Montrer que la relation a divise b est une relation d’ordre partiel dans N.
2. Y(a,b,c,d) € N* montrer que :

(i) a/b= a/bc

(ii)a/beta/c=a/(b+c)

(iii ) a/b et ¢/d = ac/bd

(iv)a/b=VneN,am/b"

Définition
Un nombre p € N est premier si p > 2 et si les seuls diviseurs de p sont 1
et p.

Exemples
2,3,5,7,11, ...,



Voici un exemple d’application de la récurrence forte

Proposition
Tout entier naturel n admet au moins un diviseur premier

Preuve

soit P(n) la propriété "n admet au moins un diviseur premier"

P(2) est vraie.

Soit m un entier > 2. Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n, c’est
a dire que P(2), P(3), P(4),...P(n) soient vraies. Montrons que P(n + 1) est
vraie.

Si n+ 1 est premier , alors il est diviseur premier de lui-méme et P(n + 1)
est vraie.

Si m + 1 n’est pas premier, alors il existe un entier d,1 < d < n+ 1, tel que
d divise n + 1.

Comme d < n, alors d’aprés I’hypothése de récurrence, d admet au moins
un diviseur premier qui est donc un diviseur premier de n + 1 Donc P(n + 1)
est vraie, c.q.f.d.

Proposition
L’ensemble P des nombres premiers est infini

Preuve

Raisonnons par ’absurde. Si P était fini, soit k = card P . Ecrivons P
= {p1,p2, ..., Pr}. Soit

m =1+ pipa... pi.

m admet au moins un facteur premier p.Comme p € P il existe j € {1,2,...,k}
tel que p = p;

Par conséquent p divise pips... pr et p divise m = 1 + pyps... px, donc p
divise m — p1pa... pr = 1, ce qui est absurde.

1.4. Coefficients binomiaux

Soient 0 < p < n deux entiers naturels. On pose
(n> _nn—-1)(n-2)..(n—p+1) n!

» =

p! pl(n —p)!
n

Pour p > n, on pose ( ) =0
p

Remarque

n n
Les < ) s’appellent coefficients binomiaux. En réalité < ) est la nota-
D

D
n
tion anglo saxonne correspondant & C¥. La notation ( ) est la plus utilisée sur

le plan international. C’est pourquoi nous ’avons adoptée.



Propriétés essentielles des coefficients (n)
D
Proposition

n .
( ) est le nombre de parties & p éléments d’un ensemble & n éléments
p

Proposition

n n .

<>:< >51p<n

p n—p

n n—1 n—1\ .

(>:< >—|—< >81n21etp21.
P D p—1

Exercice
Montrer que

2 () =501)
0 ()00

Formule du binéme

Va, beZ, (a+b)" Z (n) a™ PP ol n est un entier naturel.
~o \p

Preuve
0
La formule est vraie pour n = 0. En effet 1 = (a +b)" = <O> a’b®

Supposons que la propriété soit vraie pour n. Montrons qu’elle est vraie pour
n+1
n n
Par hypoteése (a +b)" = > ( )an—pbp
p=20 p

n+1 n + ]_
Il s’agit de montrer que (a + b)"1 = > ( )a"“pb”
p=0 p

Jr
s n+1 n n
On utilisera la formule = +
p p p—1

Ona (a+b)"! = (a+b) ; (”) PP
)

n n ntle pbp+ n <TL
2::0 (p> pz::O p

) "“4—( ) a"b+ n)a”—llﬂ- ....... +<n>a”+1—PbP+ ..... +< " )a2b"_1+
2 P n—1
<”)

<”> el (") a"b+ <”> A" 1h ¢ (") a"2b3+....+("> anPHrl 4
n 1 2 p

b”/
()

o:



=a"t! +b"+1+(<g) + (?))a"b—l—((?) + <g>)a7l—1b2+....+(<ni 1) -

n
bTL
()
1 1 1
antl gt o <"‘1F >an+11b+ ”‘; >an2+1b2+““+ (”"’ )abn

n
1 1 1 1
("R (M gy (M g (PR ey
0 1 2 n
n+1 bn+1
n+1
n+1 1
Donc (a +b)"tt = Y <n+ )a"“‘%p
p=20 p
Remarque

On peut montrer que la formule précédente est vraie dans un anneau A
quelconque si ab = ba.

Proposition
Le nombre de parties d’'un ensemble fini F de cardinal n est égal a 2.

Preuve
n n
=(1+1)"= > <)
p=20 p
Il suffit ensuite de constater que E est la réunion disjointe de I’ensemble de

. n
ses parties a 0 élément, a 1 élément, & 2 éléments, etc. sachant que ( ) est le
p

cardinal d’une partie & p éléments de E.
Chapitre 2
Arithmétique dans z

2.1. Propriétés de Z

On rappelle que Z ={..., =3, =2, —1,0,1,2, 3,.....}

(Z, 4, x) est un anneau commutatif unitaire intégre.

(Z, <) est un ensemble totalement ordonné.

Toute partie non vide minorée de Z admet un plus petit élément. Toute
partie non vide majorée de Z admet un plus grand élément.

2.2. Divisibilité dans Z

On prolonge a Z la divisibilité dans N.

Soient a,b € Z . On dit que a divise b et 'on écrit a/b, s’il existe ¢ € Z tel
que b = ac. On dit aussi que b est un multiple de a.

Exemples
1. Tout entier k € Z divise 0 car 0 = k£ x 0. Mais si 0 divise k, alors k =0



1. 1 et —1 divisent tous les autres entiers. En ffet V k € Z, k = 1.k =

(=1D)(=k)

Mais les seuls diviseurs de 1 (resp. —1) sont 1 et —1.

2.3. Division euclidienne dans 7Z

Soit a € Z et soit b € N*.. Alors il existe un couple unique d’entiers relatifs
(g, r) tel que

a=>bg+ravec 0 <r<hb.

q s’appelle le quotient de la division euclidienne de a par b

r s’appelle le reste de la division euclidienne de a par b

Remarque

Si g est le quotient et 7 le reste de la division euclidienne de a par b # 0,
alors ¢ = [%]

Eneffet bg<a<bg+b=(q+1)b, c’est a dire

g< 3 <q+1

2.4. Congruence

Définition
Soit n € N*.
Va,beZ a=bmodn| <=n/(b—a)<=3IJkeZ b=a+kn

Exercice
Montrer que la congrence modulo n est une relation d’équivalence dans Z

Notations
Va€Zonnote cla=a=a={z€Z;a=x[modn] }={ze€Z;3Ikec
Z,x=a+kn}

Remarques
1. Va € Z, a € @ car la congruence modulo n est réflexive
2.Va,b€Z a=bmodn]|<=beca<a=>

Z
On note 7= Z., 'ensemble de toutes les classes d’équivalence. Cet ensem-

ble est appelg I’ensemble quotient modulo n.

Soit a € Z. Alors d’aprés la division euclidienne, il existe un couple unique
d’entiers relatifs (g, ) tel que

a=gn+ravec0<r<n. Donca=r[modn], cest a dire @ =T avec
ref0,1,2 .., n—1}

Ce qui prouve que z _ {0, 1, 2,..., n—1}. C’est un ensemble fini de

nZ
cardinal n

Exemple



Z - = - =
— = 1,2,.3,4
6Z {O) )737 ’5}

Propriétés de la congruence

Soient a,b,c € Z. Alors

(i)Si a=b[modn| et ¢=d[modn|, alors a+c= b+ d [mod n] et
ac = bd [mod n)

(ii) Si a =b[modn] alors a+c¢ = b+ c [mod n] et ac = be [mod n]

(iii) Si a =0 [mod n] alorsVm e N, a™ = b™[mod n]

Z
Addition et multiplication dans 7
n

Soient « et 8 deux éléments de ng Alors il existe a,b € Z tels que a = a
et f=0

On pose alors a+ S =a+0b et a B = ab.

Ces définitions ont un sens car si o’ €@ = a et si V' € b= f3, alors

a=ad [modn] et b=1"b [modn], alors a+b=a +1 [modn],

cestadirea+b=a+0

De méme ab = a'b’ [mod n], donc ab = a'b/

Proposition

(—Z, +, X) est un anneau commutatif unitaire.
n

Remarque :

L’élément nul de cet anneau est 0 = nZ, tandis que I’élément neutre pour
la multiplicatin est 1 = 1 + nZ.

Exemple

Dans 1z
+ 0 1 2 3 x 01 2 3
0 01 2 3 0 00 00
1 1 2 30 1 01 2 3
2 2 3 01 2 0 2 0 2
3 3 0 1 2 3 0 3 21

Le petit Théoréme de Fermat

Pour tout entier naturel n et pour tout nombre premier p, on a :
() nP —n = 0(mod p)

En particulier si p ne divise pas n, alors n?~! = 1(mod p)

Preuve



la

(

p/

12.

Nous allons procéder par récurrence sur n.
Sin=0, ona 0?7 —0=0(mod p)

Supposons la propriété vraie pour un entier n € N
Montrons qu’elle est vraie pour n + 1

On a )
P pP—
(1P = 3 (Z)””"“:”“ 5 (””HH

k=0 k=1
=nP + 1 [mod p] = n+ 1 [mod p] ( d’apreés 'hypothése de récurrence),

premiére congreunce ci-dessu provient du fait que pour 1 < £k < p — 1,
p =
i > = O[mod p]
_(p\___ P
En effet [ = ( i > = Bk
pl=kl(p— k)l

p/k!p— KW, (p,k) =1=(p,p—k),car 1 <k <p-—1

Donc (p, k!) =1 = (p, (p — k)!)

Donc p/l

Si p ne divise pas n, alors n(n?P~! — 1) = 0(modp), c’est a dire que
n(nP~1 —1)

Comme (p,n) = 1, alors p/ (n?~! —1). Donc nP~! = 1(mod p).

Exemple :
Donner le reste de la division de 10'° par 13

Solutions

p=13,n =10, n?~1 = 1(mod p).

Donc 10*2 = 1(mod 13) et 10'° = 101210® = 10%(mod 13)

= 10210(mod 13)

102 = 13 x 7+ 9 = 9(mod 13)

Donc 10% = 90(mod 13)

90 =13 x7—1= —1(mod 13) = 12(mod 13)

Donc 10*® = 12(mod 13) et le reste de la division de 10'® par 13 est égal a

Exercice résolu
Trouver le reste de la division de 10'%° par 247 = 13 x 19

Solution

Modulo 13 :
On a 10 = 10[13]. Comme (10,13) = 1, alors 10'? =1 [13]

100 = 8 x 1244 = 4 [12]

Donc 10190 = 108*12+4 = 10% [13]
Onal0? =100=7x13+9=9 [13]

10



Donc 10* = 92 [13]
92 =81=7x13—-10= —10[13] = 3 [13]
Donc 1000 = 3 [13]

Modulo 19 :
10" = 10[19]. Comme (10,19) = 1, alors 10'® =1 [19]

100 =5 x 18 + 10 = 10 [18]
Donc 10190 = 10°*18+10 = 1010 [19]
100 = (10%)5 = 100°

100=5x19+5=5[19]

Donc 1019 = 1019 [19] = 5° [19] = 52 52 5 [19)

=62 x5 [19] = —10 [19] =9 [19]

Donc 1019 =9 [19]

Ona 3x13—-2x19=39-38=1

Donc3=9x13-2x3x19et9=3x9x13—-2x9x19

Donc 3 = —-2x3x19 +3x9x 13 [13] = 3(—38+117) [13] = 3x 79 [13] = 237
13)

De méme 9 = —2 x 3 x 19 +3 x 9 x 13 [19] = 237 [19]

Finalement

10109 = 237 [13] et 10%° = 237 [19]. Comme (13,19) = 1, alors 1019 = 237
[13 x 19]

Donc le reste de la division de 1090 par 247 = 13 x 19 est 237.

Exercices (a faire en TD)

n” n®  23n
1. Mont v Z, —+—+— €Z
ontrer que V n € Z, 7 + 5 + 35 €
Réponse :
n” n®  23n  bn”+7n° +23n

75 3 35
Soit u, = 5n" + Tn’ + 23n.. 1l suffit de mntrer que u,, = 0[mod 35]

D’aprés le petit théoréme de Fermat, n” = n[mod 7]
Donc u,, = 5n + 2n[mod 7] = 0[mod 7]
De méme

n® = n[mod 5], Donc u,, = 7n + 3n[mod 5] = 0[mod 5]
Finalement comme (5,7) =1, on a u, = 0[mod 35].
2. Monrer que pour tout n,

a) 42/n" —n

R.

n? = n[mod 2], donc n” = n[mod 2],
n? = n[mod 3], donc n” = n[mod 3]
n” = n[mod 7],

Comme (2, 3, 7) = 1, n” = n[mod 42].
b) Monrer que pour tout n, 2730/n'? —n

11



R.2730=2x3x5x7x13

On termine comme en a)

2.5. PGCD, PPCM

Soient a, b € Z 'un au moins étant non nul .

Si (a, b) # (0,0), alors 'ensemble des diviseurs communs de a et b est une
partie non vide de Z. En effet il contien 1. Cet ensemble est majoré par min
(lal, b]) Il admet donc un plus grand élément appelé le plus grand commun
diviseur, en abrégé pged, de a et b.

Donc le pged de a et b est 'unique entier naturel d vérifiant les deux
propriétés suivantes :

(i)d/aetd/b

(ii ) Si d’ est un entier relatif tel que d’/a et d’/b alors d'/d

Le pged de a et b sera noté d = pged (a , b) ou (a,b) ou aVd

De méme si a # 0 et b # 0, alors ’ensemble des multiples > 0 communs de
a et b est une partie non vide de N. En effet il contient |a| |b|. . Cet ensemble
admet donc un plus petit élément appelé le plus petit commun multiple,
en abrégé ppcm, de a et b.

Donc le ppem de a et b est 'unique entier naturel m vérifiant les deux roprétés
suivantes :

(i) m est un multiple de a et m est un multiple de b

(ii ) Si m/ est un entier relatif tel que m’ est un multiple de a et m’ est un
multiple de b, alors m’ est un multiple de m

Le ppcm de a et b sera noté m = ppcm (a , b)) oum = aAb

Remarques

On a:

1. pged (a, b) =pged (|a] , [b])

2. ppem(a , b) = ppem (|al , [b])

C’est pourquoi on supposera souvent que a et b sont des entiers naturels.

Exemple
peged (12, 18) =6

ppem(12,18) = 36

2.6. Algorithme d’Euclide

Soient a, b € N*.

Alors par division euclidienne de a par b, il existe un couple unique d’entiers
relatifs (g, r) tel que

a=bg+ravec 0 <r <hb.

Si r=0,alorsa="bget (a,b)=0

Supposons 7 # 0.

Alors (a ,b)=(b,r)

En effet soit ¢ € Z

12



Si c/a et ¢/b alors ¢/a et ¢/bg. Donc ¢/a —bg =1
Récproquement si ¢/r et ¢/b, alors ¢/r et ¢/bq. Donc ¢/bg+ 1 =a
Donc ’ensemble des diviseurs commun de a et b est égal a ’ensemble des

diviseurs communs de b et r.

Alors par division euclidienne de b par r, il existe un couple unique d’entiers

relatifs (q1, r1) tel que

N*

b=qr+ryavec 0 <ry <r.

Siry =0, alors r = (b,r) = (a,b)

Siry # 0, alors d’apres ce qui précede, (b,r) = (r,r1)

r=qor1 + 72, avec 0 < rog < 711.

On construit ainsi une suite de couples (q,7), (g1, r1), (¢2,72), ...., tels que
a=bg+r,b=qr+nry, r=qar1 + 1o ...,

Tne2 = qnTn—1+7Tn, 0 <1y <rp_1, etc..

On a

rT>Try>re > ... >Tp_1>Tp > ...

Donc il existe un entier N tel que ry+1 = 0. Donc ry_1 = gn41 TN
Dou(a,b)=(0b,r)=(rr)=..=(N_2,rN-1) = ("N_1,"N) =TN
Ainsi (a , b) est le dernier reste non nul.

Proposition
Soient a, b € Z* et soit d = (a, b)
Alors il existe (u,v) € Z X Z tels ua+bv=d

Preuve
Quitte a remplacer a et b par leus valeur absolue, on peut supposer a, b €

Soit b € N et soit P(b). la propriété : Pour tout entier naturel a € N, il existe

u,v € Z tels que

ua +bv=d

P’0) est vraie. En effet Va €N, la+ 0v =a = (a,0) =d

Supposons P(b— 1) vraie ou b > 1. Soit a € N et soit d = (a, b).

Par division euclidienne de a par b, on a a = bg+ r avec 0 < r < b.

(a,b) = (b,r) =d

D’aprés 'hypothése de récurrence, P(r) est vraie. Donc il existe u,v € Z

tels que

ub+rv=d=ub+ (a —bg)v =av+ (u— qu)b

Donc il existe u’,v’" € Z tels que

v'a+b'=d, cqfd.

2.7. Nombres premiers entre eux

Définition

Deux nombres a,b € Z sont dits premiers entre eux si (a,b) =1

donc si leurs seuls diviseurs communs sont 1 et —1.

Proposition (identité de Bezout)

13



Les entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement si (u,v) € Z x Z

tels ua+vb=1

Preuve
Si a et b sont premiers entre eux alors (u,v) € Z X Z tels wa +bv = 1

(Proposition précédente)

Réciproquement supposons que (u,v) € Z X Z tels ua+bv =1
Soit ¢ un diviseur commun de a et b . Alors a = cq, b = cq’
ua 4+ bv = ueq +veq' = e(ug+vq’) = 1. Donc ¢ = +1 et a et b sont premiers

entre eux.

be

Remarque

Soit d = (a,b) et soient g tels que a = ¢1d et b = god

Alors (g1, ¢2) = 1. En effet soient u,v € Z tels ua + vb=d

Alors uq1d + vgad = d, donc ugqy +vga =1 d’ott (¢1,92) = 1 d’aprés Bézout.

Corollaire
Si (u,v) € Z X Z tels ua+ vb =1, alors (a,b) = (u,v) = (a,v) = (u,b) =1

Théoréme de Gauss
Soient a, b, c € Z.
Si a/be et si (a,b) =1, alors a/c

Preuve

Il existe (u,v) € Z X Z tels ua+vb =1
Alors ¢ = wuac+ buc

Come a/be, alors 3 q tel que be = qa
Donc ¢ = uac + qav = a(uc + qu)

Corollaire Soient a,b,c € Z. On a ce qui suit :
(i) Si a est premier avec b et si a est premier avec ¢, alors a est premier avec

(ii) Si @ est premier avec b, alors a est premier avec b Vn > 1.
(iii) Si a est premier avec b, alors a™ est premier avec b VYm,n > 1.
(iv) Réciproquement, 8’il existe m,n > 1, tels que a™ soit premier avec b",

alors a est premier avec b.

Preuve
(i) Par hypothese il existe uy ,ug,v1, va € Z tels que uja + vib = 1 et

Uoa + voc =1

Alors 1 = (u1a + v1b)(uga + vac) = a(ujusa + uvac + ugv1b) + vivebe
Donc d’aprés Bézout, a est premier avec be.

(ii) Provient de (i) en prenant b = ¢, puis par récurrence sur n.

(iii) Echanger les roles de a et b.

(iv) 1l existe (u,v) € Z x Z tels ua™ + vb™ = 1.

(

ua™ Ya + (vb"~1)b = 1. Donc d’aprés Bézout, a est premier avec b
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Proposition
Soient a, b€ Z°

Alors pged (a,b) ppem (a,b) = |a| |b|

Preuve

On peut supposer a, b € N°. Soit d = pged (a,b). Alors a = ¢1d, b= god.

On doit montrer que d ppem (a,b) = q1g2d?, c’est & dire ppem (a,b) = q1q2d

Or g1g2d est un multiple comun de a et b. Soit m’ un multiple commun de
a et b.

Alors m/ = ¢ja = ¢hb

Donc m' = ¢iq1d = ¢3q2d.

Par simplification par d, ¢{q1 = ¢4qe, donc g2/q1q1. Comme (g2,q1) = 1,
alors qa2/q}

¢} = qz2¢, donc m' = ¢iq1d = cqaqud

Chapitre3

Groupes, Anneaux, Corps

3.1. Groupes

L’Algebre est la branche des Mathématiques qui étudie les structures al-
gébriques, c’est a dire les lois de composition. La structure classique de base
est celle de groupe. On s’en sert ensuite pour définir la structure d’anneau, de
corps, d’espace vectoriel etc...Les groupes interviennent dans des domaines var-
iés : Géométrie, cristallographie, théorie de Galois qui en est le point de départ
etc..

Définition

Soit E un ensemble. On appelle loi de composition interne sur E, toute
application de F x FE dans E notée généralement par le symbole de la multipli-
cation

(z,y) — xy. Mais ce n’est pas nécessairement la multiplication au sens
habituel!

On appelle groupe, tout ensemble G muni d’une loi de composition interne
(z,y) — xy qui vérifie les propriétés suivantes :

1. Cette loi est associative, c’est a dire que V¥ (z,y,2) € G® ,on a (wy)z =
2(y2)

2. G posséde un élément neutre, c’est a dire un élément généralement noté
e tel que V z € G,ze = ex = . Un tel élément est unique.

3. Tout élément x de G admet un symétrique dans G, c’est & dire un élément
' € G tel que zz' = 2’z = e. Ce symétrique est unique. Généralement
on le note 27!, Le groupe G est dit abélien ou commutatif si sa loi est
commutative, c’est a dire si V 2,y € G, on a xy = yx.

La loi d'un groupe abélien est généralement notée additivement, c’est a dire
par le signe +. Dans ce cas I’élément neutre est noté 0.
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Exemples

. (N, +) et (R, x) ne sont pas des groupes

(Z,4),(Q,+)(R,+), (C,+) sont des groupes additifs abéliens
(R*, x), (Q*, x), (C*, x) sont des groupes multiplicatifs abéliens.
. U={z€C, |z| =1} est un groupe multiplicatif abélien.

5. Soit F un ensemble quelconque. On note &g ’ensemble des bijections
de F dans E. Alors (6p,0) est un groupe généralement non abélien, appelé le
groupe symétrique de E . Si E = E,, est un ensemble fini de n éléments, alors
on note 6, = 6,.

=W N =

Exercice
Soit 3 = {1,2,3}. Alors le cardinal de &3 est 3! = 6. Les éléments de G3
sont :

i=(133): 7o = (13)s 2 = (321): 73 = (13)> 01 = (531)> 02 = (37)-
Donner la table de &3.

3.2 Sous groupes

Soit G un groupe. On appelle sous groupe de G toute partie H de G qui est
un groupe pour la loi induite par celle de G. Une telle partie H est nécessaire-
ment non vide. En effet H contient un élément eutre qui est d’ailleurs celui de
G.

Exercice
Soit H une partie non vide du groupe G. Montrer que les assertions suivantes
sont équivalentes :
(1) H est un sous groupe de G
(ii) a)Ve,ye H,aye H
b) Ve € H, 71 € H.
(iii ) Vo,y € H, zy~* € H.

Exercice
Ecrire I’énoncé de ’exercice précédent en notation additive.

Exemples

1 (Z,+) est un sous groupe de (Q, +). (Q*, X) est un sous groupe de (R*, x)
2. (R%, x) est un sous groupe de (R*, x) mais pas de (R, +)

3. U={z€C,|z| =1} est un sous groupe de (C*, x).

et ensemble U,, des racines niémes de 1'unité est un sous groupe de (C*, x).
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Exercice
Soit G un groupe. On note Z(G) = {z € G;z2y = yz V y € G}. Montrer que

Z (@) est un sous groupe de G appelé le centre de G.

3.3 Morphismes de groupes.
La notion de morphisme de groupes permet de transposer les opérations d’un

groupe donné G dans un groupe G’, ce qui peut étre avantageux si la loi de G’
est plus simple.

Soient G et G’deux groupes. On appelle morphisme ( ou homomorphisme

) de G dans G’, toute application f : G — G'telle que V z,y € G, f(zy) =
f(@)f(y)-

Dans cette définition on a noté multiplicativement les lois des deux groupes.

Mais dans la pratique, ces deux lois sont quelconques 1'une par rapport a 'autre.

Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. On note

Kerf ={z € G tels que f(x) =¢’}, ou €’ est I'élément neutre de G,
Imf ={f(z),z € G}

Kerf s’appelle le noyau de f tandis que Imf s’appelle 'image de f.
Kerf est un sous groupe de G. Imf est un sous groupe de G’.

Exercice
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Montrer que :
(1) fle)=¢

(i) f(a!) = f(z)'V2z e G
(iil ) f est injective <= Kerf = (e)

Remarque

En notation additive :

(i) Kerf ={z € G tels que f(z) =0}.
(ii) f est injective <= Kerf = (0)

Un morphisme de groupes f : G — G’ est appelé isomorphisme si f est

bijectif

3.4 Sous groupes distingués
Soit G un groupe et soit H un sous groupe de G. On définit les deux relations

suivantes qui déterminées par la donnée de H.

H

Va,y € G,
r=y (modH) << z"'ye H <= yecxH ={zh,h€ H}

g
C’est une relation d’équivalence. On 'appelle la congruence & gauche modulo
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La classe d’un élément = de G est T = clz = {y € G tels que x =y (Mod

g
H}

Doncz =aH

L’ensemble quotient de GG par cette relation d’équivalence, c¢’est a dire ’ensemble
des différentes classes d’équivalence se note (G/H),.

On définit de maniére duale la congruence & droite modulo H par :

Vx,y €G,
r=y (modH) < yx~' € H <=y Hx = {hz, h€ H}
d

C’est une relation d’équivalence. On 'appelle la congruence a droite modulo
H
La classe d’un élément = de G est T = clz = {y € G tels que x =y (Mod

g
H}=Hz

L’ensemble quotient de GG par cette relation d’équivalence, c’est a dire ’ensemble
des différentes classes a droite se note (G/H)g4.

On remarquera les deux ensembles quotients (G/H), et (G/H)q sont dif-
férents en général mais ils ont le méme nombre d’éléments. En effet 'application
0:xH+— Hz~'de(G/H), dans (G/H), est bien définie car siz =y (modH),

g
alorsz 'y c H, 7' € Hy ', donc H z=! = H y~'. § est trivialement surjec-
tive. D’autre part si Hx~! = Hy ™!, alors 7! € H y~!, donc 27!y € H, c’est
adire y € xH et xH = yH. 6 est donc une bijection. Donc les deux ensembles
ont méme cardinal, |(G/H)4| = |(G/H )4

Ce nombre commun s’appelle l'indice de H dans G et se note [G/H].

Donc

(G H] = |(G/H),| = [(G/H)

On appelle ordre du groupe G le nombre (fini ou infini) de ses éléments. On
le note |G| .

Définition

Un sous-groupe H du groupe G est dit distingué ou invariant ou normal et
lon écrit alors H < G si

VeeG Vye H,ona zyz~ ' € H

Exercice

Soit H un sous-groupe du groupe GG. Montrer que les quatre propriétés suiv-
antes sont équivalents :

(i) H< @G

(ii) Vee G, zH C Hzx

(iii) VreG,zH =Hz

(iv) (G/H), = (G/H)a

3.5 Groupe quotient
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Soit H un sous groupe distingué du groupe G. Alors d’aprés ’exercice précé-
dent (G/H)y = (G/H)q. On note G/H cet ensemble.

On définit dans G/H une multiplication par :

Va,ye G, cH yH = xyH

On vérifie que cette loi est bien définie c’est a dire qu’elle ne dépend pas des
représentants des classes. On vérifie également aisément que G/H muni de cette
multiplication est un groupe appelé groupe quotient de G par H. L’élément de
G/H pour cette loi est eH = H, ou e est I'élément neutre de G. Le symétrique
de vH est x~1H.

L’application p : G — G/H définie par p(z) = T = xH est un morphisme
de groupes dit canonique.

Remarque
Si le groupe G est abélien, alors le groupe quotient G/H est abélien.

Exemple

(G,x)=(Z, +), H=nZ, ot n > 1 est un entier.

Il est clair que nZ <1 Z D’une maniére générale tout sous groupe d’un groupe
abélien est abélien. On retrouve ici la congruence Modulo n telle que définie
dans le chapitre précédent. On a déja étudié dans le chapitre en question les
propriétés du groupe quotient Z/nZ.

Exercice
Montrer que si f : G — G’ un morphisme de groupes, alors Ker f < G.

Théoréme de Lagrange

Soit G un groupe fini et soit H un sous groupe de G.
Alors |G| = |H| |G : H]

Exercice
Etudier le groupe quotient Z/nZ.

Théoréme d’isomorphisme
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors il existe un isomorphisme
unique f : G/kerf — Imf tel que f (zN) = f(z) Vz € G, ou N = kerf.

Remarques

1. On retiendra le théoréme d’isomorphisme sous sa forme pratique G/ker f ~
Imf.

2. Lorsque les groupes G et G’ sont abéliens alors 'isomorphisme

f :G/kerf — Imf ci-dessus s’écrit f(zN) = f(x)Vx € G, ot N = Kerf.
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Exercice : Le groupe symétrique S,

Soit E' un ensemble quelconque. On note G ’ensemble des bijections de
FEdans F.

1. Montrer que ( &g, o ) est un groupe généralement non abélien, appelé le
groupe symétrique de F .

Si E = E, est un ensemble fini de n éléments, alors on note G, = G,,.

Désormais on note E, = {1,2,...,n} Le cardinal de E,, est n! Les éléments
o € G, seront représentés par

_ 1 2 n
7=\ o) 02 .. on)
2. Soit E5 = {1,2,3}. Alors le cardinal de &3 est 3! = 6. Les éléments de

S3 sont :
- 123 123 123 123 123 123
L= (123)77—1 = (132)772: (321)773: (213)701:(231)702: (312)'
Donner la table de &3.
3. Soient H = {i, 71} et A={i,01,02}
a) Montrer que H et A sont des sous groupes de S3
(G]
b) Déterminer ensemble quotient (FS)Q et (=2)4

H
¢) H est- t- il un sous groupe distingué de G3?

d) Montrer que A > S3
3.0n appelle transposition de E, toute permutation 7 de E, qui échange
deux éléments et laisse invariants les n-2 autres. Si 7 échange les élément i et j
, on écrit
7_7_”<1 2 i g n)
i 1 2 0 j i i on
a) Montrer qu’il y a n(n — 1)/2 trnspositions

b) Montrer que 77, = id. Donc 7

i ij :Tij.

3.7. Exercice (Le théoréme chinois des restes)

1.Soient m et n deux entier premiers entre eux.

Montrer que Z/mZ xZ/nZ est naturellemet muni d’une structure d’anneau
unitaire.

2. Montrer que le morphisme d’anneaux

¢ L — Z/mZ XZ/nZ défini par

VkeZ,pk)=(k+mZ, k+ nZ) induit un isomorphisme

@ L/mnl — Z]mZ XZ/nZ

3. Montrer que V (a,b) € Z?2, le systéme de congruences

x = alm]

(S){ x = bn]

admet au moins une solution z; € Z.

4. Soient k1, ke € Z deux solutions su systéme (S). Montrer que

k1 = ka[mn].

5. Montrer que U(Z/mZ x Z/nZ) = U(Z/mZ) x U(Z/nZ)

6. Montrer que les groupes U(Z/mnZ et U(Z/mZ x Z/nZ) sont isomorphes.
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Réponse :

1V z,y,2',y € Z, (x + mZ, y + nZ)+(z' + mZ, y + nZ) =(x + 2’ + mZ,
y+y +nk)

(x +mZ, y +nZ)(x' + mZ, y +nZ) =(xx’ + mZ, yy' + nZ)

Ces deux lois conferent a Z/mZ x7Z/nZ une structure d’anneau commutatif
unitaire.

2. L’application ¢ : Z — Z/mZ xZ/nZ définie par

VaeZ o) = (x+mZ, x+nZ) est un morphisme d’anneaux défini
a laides des morphismes canoniques. 1l est surjectif d’aprés la question 3 ci-
dessous

Il est clair que mnZ C Ker .

Réciproquement soit x € Kerp. Alors ¢ € mZN nZ = mnZ car (m,n) = 1.

Donc Ker ¢ = mnZ

Il en résulte que Z/mZ XZ/nZ ~ Z/mnZ

3.Considérons le systéme de congruences

(S){ = ‘Z%} , ot (a,b) € Z2.

Comme m et n sont premiers entre eux, alors d’apres le théoréme de Bezout,
il existe u,v € Z tels que um +vn =1

Posons 21 = vn et x9 = um. Alors :

x1 = 1[m)] o = 0[m]

{ z1 = 0[n] ot { x9 = 1[n]

Alors (a,b) € Z2, axy + bxa est une solution de (S)

4. Soient ki et ko deux solutions du Systéme (S). Alors ki-ko € Keryp =
mnZ.

5.. Soit (z,y) € U(Z/mZ x Z/nZ). Alors il existe (z',y') € Z/mZ x Z/nZ
tel que

(z,y)(@',y') = (1,1). Donc zz’ =1, yy' = 1. par conséquent x € U(Z/mZ),
y € U(Z/nZ) et (x,y) € U(Z/mZ) x U(Z/nZ)

La réciproque se montre de fagon analogue.

6. Z/mnZ ~ Z]/mZ xZ/nZ

Donc U(Z/mnZ) ~ U(Z/mZ XZ/nZ)

3.8 Exercice (Indicateur d’Euler)

Soient n un entier naturel non nul, z € Z, T = x+nZ € Z/nZ. On suppose
que 1 <z <n-—1.

1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (@n) =1

(ii) T € U(Z/nZ)

(iii ) T engendre le groupe additif Z/nZ

2. On note ¢(n) le cardinal de U(Z/nZ), c’est a dire le nombre d’éléments
inversibles de anneau Z/nZ. Donc d’aprés la question 1. ci-dessus, ¢(n) est le
nombre d’entiers x tels que 1 < <n—1 avec (z,n) = 1.

©(n) s’appelle ’indicateur d’Euler de n. On dit aussi que ¢ est la fonc-
tion indicatrice d’Euler. Dans ce qui suit, on se propose de calculer ¢(n) en
fonction des facteurs premiers de n.
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a) Montrer que si (m,n) = 1, alors ¢(mn) = p(m)p(n)
b) Soit p un nombre premier
Calculer ¢(p)
1
Montrer que pour tout entier & > 1, p(p*) = (p — 1)p*~1 = pF(1 — =)

p
¢) Montrer que si

n = p'pg?..por, ou p1,pa,..pr sont premiers et o a; > 1V i,
1 1 1

alors p(n) =n(l— —)(1 — —)...(1 — —
(n) =n( pl)( p2) ( pr)

Réponse

1. (i) = (ii) Si (z,n) = 1, alors il existe u, v € Z tels que uz + nv =1

Donc uz =1 et T € U(Z/nZ).

(i) = (iii) Soit y € Z tel que 7y = 1. Alors il existe q € Z tels que zy = 1+qn
etV k € Z, k = kxy = kyT et T engendre le groupe additif Z/nZ

(iii) = (i) V k € Z, il existe ¢ € Z, tel que kK = ¢z. En particulier pour
k=1,1=4qz, 1 — gz = ¢'n et d’apres Bezout (z,n) =1

2. a) Si (m,n) = 1, alors p(mn) = cardU(Z/mnZ = card U(Z/mZ x Z/nZ)

= card(U(Z/mZ) x U(Z/nZ)) = o(m)e(n).

b) Soit p un nombre premier. On p(p) =p—1

Soit k& > 1. Un élément Z avec 0 < x < p* — 1, n’est pas inversible dans
Z/p*Z si et seulement si x n’est pas premier avec p*, donc si et seulement si p

divise z. Il y a p*~! éléments non inversibles dans Z/p*Z.
1
Done ¢( p*) = pF~ p*~ 1 =p"(1--)
p

c) Sin=p'ps?..pd, ol p1,p2,..pr sont premiers et ol oy; > 1V 4, alors

(631 (65 Q) 12 (e 7% _ i — i — i
p(n) = w(lpl )w(pi )~-s0(.pr1) =pi'pyt..prr(1 pl)(l p2)-~(1 pr)
=n(l— ;1)(1 - 172)...(1 - ];).

3.9. Groupes cycliques

Soit G un groupe et soit F' un sous ensemble de G. On s’intéresse a tous
les sous groupes de G contenant F', et plus exactement au plus petit d’entre
eux. On notera celui-la < F > . On vérifie que < F' > est I'intersection des
sous groupes de G contenant F. On ’appelle le sous groupe de G engendré
par F. Si < F > = G, on dit que F est un systéme générateur ou une partie
génératrice de G.

Exemples

1. Si F = {a} est un singleton ou a € G, alors le groupe multiplicatif
engendré par F' est

< F>=1{d" k€ Z} = d”, tandis que si G était un groupe additif, le sous
groupe additif de G engendré par F' est

<F>={ka,k€Z} =al
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2. Si F est un ensemble fini du groupe multiplicatif G, par exemple F =
{a1,a2,...,a,}, et si ces éléments commutent deux a deux, alors on vérifie que
le sous groupe de G engendré par F' est égal a ’ensemble des éléments = de G
qui sont de la forme

T = a]flagz...af", ou ki, ko, ...k, € Z.

Si G est un groupe additif, alors

<F>={xeGzx=Fka +keas+..+ka.}ou k;€ZVi

=a1Z + asZ+... + a, %

Définition

Le groupe G est dit de type fini s’il posséde un systéme générateur fini.
Il est monogeéne s’il posséde un sytéme générateur formé d’un seul élément.
Il est cyclique s’il est monogene fini.

Exemples

Z _ _
1. Le groupe Zxﬁ est de type fini engendré par {(0,1),(1,0)}

En effet tout élément z de Zx % s'écrit z = (k,1),onk € Zetl = +27 ¢ %
avec | € Z.

On a z = (k,1) = k(1,0) +1(0,1) € < (0,1),(1,0) >

2. Le groupe (Z, +) est monogene engendré par 1 et aussi par (—1).

3. Soit n > 1 un entier. Le groupe U,, = {z € C, 2™ = 1} (groupe des racines
niémes de 'unité) est un groupe multiplicatif cyclique d’ordre n. En effet

2im dim 1)227r 2T

20 = 1) 20
U,={l,en jen . e nl=<en >
Proposition

Tout groupe monogéne est commutatif
Preuve

Soit G = (a) un groupe monogene. Alors V z,y € G,3 m,n € Z tels que
x=a™, y=a" Donc xy = a™a" = a™™" = g™ = q"a™ = yx
Proposition
Tout groupe monogéne G est :

i ) isomorphe & Z s’il est infini

ii ) isomorphe a 7 s’il est fini d’ordre n
n

Preuve

Supposons que G = < a > = {a*, k € Z}

Considérons I'application ¢ : Z — G telle que ¥ k € Z, ¢(k) = a*.

@ est un morphisme surjectif de groupes. Ker ¢ est un sous groupe de Z.
Donc il existe n € N tel que Ker ¢ = nZ
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Sin = 0, alors ¢ est injectif. Dans ce cas ¢ est un isomorphisme. Donc
G ~7.

Sin >0,

Z
~ G, cest a dire — ~ G
Ker ¢ nZ
Définition
Soit G un groupe et soit @ € G. L’ordre de a est par définition ’ordre du
groupe monogeéne H = < a > .

Proposition

Soit G = < a > un groupe cyclique d’ordre n. Alors

(i) G={ea,a? .. ,a"" '}

(i) On a a™ = e et si un entier m > 0 vérifie 'équation a™ = e, alors n
divise m.

Preuve
Cela provient du fait que Ker ¢ = nZ

Proposition
Soit G un groupe fini d’ordre n. Alors V a € G, 'ordre de a est fini et divise

En particulier, Va € Gonaa™ =e

Preuve
L’ordre de a est par définition 'ordre m du sous groupe H = < a > . D’aprés
le Théoreme de Lagrange, m divise n. Si n = gm, alors a”™ = a7 = (a™)? = e

Chapitre4

Anneaux et Corps

4.1. Anneaux

Définition

On appelle anneau tout ensemble (A, +,.) muni de deux loi internes notées
ici additivement et mumtiplicativement tel que :

(i) (A,+4) est un groupe abélien

(ii ) La multiplication est

associative, c’est & dire Va,y,z € A, (zy)z = x(yz)

distributive par rapport a 'addition, c’est a dire

Va,y,z € Ayx(y + 2z) = zy + zzet(y + 2)x = yx + zz

L’anneau A est dit :

- commutatif si sa multiplication est commutative c’est a dire Va,y, € A, zy =

yx
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- unitaire si sa multiplication admet un élément neutre généralement noté 1
ou 14 appelé 'unité de A. 1 est 'unique élément de A verifiant Vo € A, 1z =
xl==x

Exemples

1. Z l’anneau des entiers relatifs

2. Z/nZ Vanneau des entiers modulo n

3. R[X] (resp. C[X]) lanneau des polynomes a coefficients réels (resp.
complexes) etc... Tous ces anneaux sont commutatifs

4. M, (R) l'anneau des matrices carrées d’ordre n > 1 a coefficients réels est
un anneau non commutatif

Exercice
Soit A un anneau commutatif unitaire et soient a,b € A . Montrer que
n
(a+d)" = > (Z)a"‘pbp
p=0
Indication : Procéder par récurrence et utiliser la formule (";1) = (n)—i-

(") ’

4.2. Sous anneau

Définition.

Soit B un anneau commutatif unitaire. Un sous ensemble A de B est appelé
sous anneau de B si A est un sous groupe additif de B tel que 1p € A et V
T,y € A,xy € A.

4.3. Morphisme d’anneaux

Définition.

Un morphisme d’anneaux est défini par la donnée de deux anneaux com-
mutatifs unitaires A et B et d’une application ¢ : A — B vérifiant les propriétés
suivantes

Un morphisme d’anneaux est défini par la donnée de deux anneaux commu-
tatifs unitaires A et B et d’une application ¢ : A — B vérifiant les propriétés
suivantes :

Loo(la)=1p

2. ¢ (a+b) =p(a) +»(b)

3. p(ab) = p(a)p(b)

Un isomorphisme d’anneaux est un morphisme d’anneaux qui et bijectif.
On dit dans ce cas que les deux anneaux sont isomorphes

Si¢: A — B est un morphisme d’anneaux, on pose

Ker o= ¢ 1(0) ={z € A;p(z) =0 }

Im ¢ ={y € B;3z € A tel que y = ¢(x)}
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4.4. Eléments inversibles d’un anneau

Définition

Un élément a de 'anneau commutatif unitaire A est dit inversible dans A
s’il existe b € A tel que ab = 1. Cet élément b qui est unique s’appelle ’inverse
de a. On le note généralement b = ¢~'. Un élément inversible de A s’appelle
également une unité de A, a ne pas confondre avec 1’élément unité de A qui est
1. En accord avec cette derniére appellation, on désigne par U(A) I’ensemble
des éléments inversibles de A.

Exercice

Montrer que U(A) est un groupe multiplicatif de A appelé le groupe des
unités de A.

Exercice

Déterminer la table de multiplication de Z/4Z. En déduire U(Z/4Z.)

Exercice

Soient n un entier naturel non nul, © € Z, T = x+nZ € Z/nZ. On suppose
que 1 <z <n-—1.

1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (wn) =1

(ii) 7€ U(Z/nZ)

(iii ) T engendre le groupe additif Z/nZ

2. On note ¢(n) le cardinal de U(Z/nZ), c’est a dire le nombre d’éléments
inversibles de 'anneau Z/nZ. Donc d’apres la question 1. ci-dessus, ¢(n) est le
nombre d’entiers z tels que 1 <z <n —1 avec (z,n) = 1.

(n) s’appelle 'indicateur d’Euler de n. On dit aussi que ¢ est la la fonction
indicatrice d’Euler. Dans ce qui suit, on se propose de calculer p(n) en
fonction des facteurs premiers de n.

2.1 Soient r, s deux entiers naturels tels que (r,s) = 1.

a) Montrer que

rZNsZ = rsZ

b) Montrer que le systéme de congruences

T =x1[r

<S){ x Exgu ’

ol x1 et x5 sont donnés dans Z, posséde des solutions dans Z.

C’est un cas particulier du Théoréme chinois des restes.

¢) Montrer que deux solutions quelconques du systéme (S) sont congrues
modulo rs.

d) Montrer que U(Z/rZ x Z/sZ) = U(Z/rZ) x U(Z/sZ)

e) Montrer que les anneaux Z/rsZ et Z/rZ x Z/sZ sont isomorphes. En
déduire que les groupes U(Z/rsZ) et U(Z/rZ x Z/sZ) sont isomorphes.

2.2 a) Déduire de 2.1 que si (r,s) = 1, alors p(rs) = p(r)p(s)

b) Calculer ¢(p) pour tout nombre premier p

¢) Montrer que pour tout entier k& > 1, p(p*) = (p — 1)pF~1 = pF(1 — =)
d) Montrer que si
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n=p{ips?..pir, ol p1, P2, ..pr sont premiers et ou oy; > 1V 4,
1 1 1

alors p(n) =n(l — —)(1 — —)...(1 — —
plm) =l = )1 = (1= )

4.5. Diviseurs de zéro, anneaux intégres

Définition :

Soit A un anneau commutatif unitaire. Un élément a de A est appelé di-
viseur de zéro s'il existe b € A,b # 0 tel que ab = 0. On notera Z(A)
I’ensemble des diviseurs de zéro de A. Si 'anneau A est non trivial, ¢’est a dire
si 0 # 1, alors 0 est diviseur de zéro car 01 = 0. L’anneau commutatif A est
inteégre si A est non trivial et s’il n’admet pas de diviseur de zéro autre que 0
ie. si Z(A)={0}

Donc A est intégre si A # (0) et si V a,b € A, la relation ab = 0 implique
a=0o0ub=0.

On remarquera que tout sous anneau d’un anneau intégre est intégre.

Exemples
Z est integre. Z/4Z n’est pas intégre.

Exercice
Soit n > 0 un entier. Montrer que Z/nZ est intégre <= n est premier.

4.6. Corps

Définition
Un corps est un anneau commutatif non réduit a {0} dont tous les éléments
non nuls sont inversibles.

Exemples
Q le corps des rationnels, R le corps des nombres réels, C le corps des nombres
complexes etc.

Proposition Le petit théoréme de Fermat revu
Soit p un nombre premier. Alors pour tout entier naturel n > 1, on a n?

=n [p]
Preuve
Dans le corps Z/pZ, il s’agit de montrer que 7’ =7

Or (Z/pZ)" = Z./pZ-{0} est un groupe multiplicatif d’ordre p-1. Donc nP~1 =

D’ot en multipliant par n, on obtient ’égalité.
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