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Epreuve finale

NB : L’exercice 1 est obligatoire. Deux exercices parmi les exercices 2, 3 et 4 sont laissés
au choix de I'étudiant.

Exercice 1 (5 pts)
Soient P, Q et R des propositions. Montrer que :
[(OVR) = P] < [(QAR)vP]
en utilisant :
(1) La table de vérité.
(2) La définition d’'une implication, sa négation, les lois de De Morgane et les propriétés des
connecteurs logiques.
Exercice 2 (7,5 pts)
Pour n € N*, on considére la somme

Sw= kk+1)=1.2423+3.4+.  +n(n+1).
k=1

(1) Calculer Sy, S> et Ss .
(2) Démontrer par récurrence que Vn € N* :
nn+1)(n+2)

Sn = 3

(3) En déduire la somme Y &°.
k=1

(Indication k=D ot S by = Y a+ Y bk>.
k=1 k=1 k=1

k=1
Exercice 3 (7,5 pts)
Soit /' : R* — ]1,2] une application définie par :

Vx € R =1+ —1

(1) Déterminer £ ({J2}) etf([1,2]) .

(2) Montrer que f est surjective.

(3) f est-elle injective?

(3) 1 est-elle bijective? Si oui, déterminer son application inverse.
Exercice 4 (7,5 pts)

On définit dans R* la relation ‘R par :

Vx,y € R*, xRy < x.y > 0.

(1) Montrer que R est une relation d’équivalence.
(2) Déterminer cl(a) ou a € R*. En déduire 'ensemble quotient R*/{R.

Bonne chance
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Epreuve finale (corrigé-type)
NB : L'exercice 1 est obligatoire. Deux exercices parmi les exercices 2, 3 et 4 sont laissés
au choix de I'étudiant.
Exercice 1 (5 pts)
Soient P, O et R des propositions. Montrer que :[ (OvR) = P] < [(QAR) v P]
en utilisant :
(1) La table de vérité.

P|O|R|D|R|IOVR|(©Q

=

(OVR) =P |(QAR)vP

(3)

O|l= oo | |= O >

1|1
110
0|1
1|1
0|0
110
0|1

O O | = | OO = | =
O | = | = | OO | = | =
O | == | OO = | = =

— == |Oo|= OO0 |

= e ==l ="

— = O ===~

0/0]0 0 0 0
On remarque que les propositions (Q v R) = P et (0O AR) v Pontlaméme table de vérité, alors
elles sont équivalentes, c'est-a-dire [(OVvR) = P] < [(QAR)v P].

(2) La définition d’'une implication, sa négation, les lois de De Morgane et les propriétés des
connecteurs logiques.

[(OVR) = P] = [(Q VR) vP] ( définition d’une implication : (4 = B) < 4 v B)
= [(@ /\R) vP] (lois de De Morgan : (4 A VB) < (4 AB)) (2)
[(@vR) =Pl =[@rB)vP] () = B)
Exercice 2 (7,5 pts)
Pour n € N*, on considére la somme

Sw=D klk+1)=1.2+23+3.4+_ +n(n+1).
k=1

(1) Calculer S;, S, et Ss.
1

Si=Y kk+1)=12=2
k=1

(1,5)

2
Sy =) k(k+1)=12+2.3=38

k=1

3
Sy =Y k(k+1)=1.2+2.3+3.4=20
k=1


(3)

(2)

(1,5)


(2) Démontrer par récurrence que Vn € N* :
n(n+1)n+2)

3
Donc, la propriété est vraie pour n = 1

Sn = 3
1 ére étape : (Initialisation) pourn = 1,0n a
1
“Skk+1)=12=2=10FD0*rD _, (0,5)
=1

nn+1)n+2)

2 eme étape: (Hérédité) Supposons que S, = 3 (0’5)
et montrons que S, = D *3‘ 2)(n+3)

n+l

OnaSu = Zk(k+l)— 1.2+2.3+3. 4+ AAn(n+ 1)+ (n+1)(n+2)
k=1

Sn
nn+1)n+2)

donc Sy =Su+(n+1)(n+2) = + (n+ 1)(n + 2) (Hypothése de récurrence) (2 5)
7

_nn+Dm+2)+3n+Dn+2)  m+1D)m+2)n+3)
B B 3

3
n+1D)(n+2)n+3)
3
C’est a dire que la propriété est vraie pour n + 1
3 eme étape: (Conclusion) Par le principe de récurrence on déduit que

Vi€ NS, = Yk 1) = 2010 x2) (0,5)

d'ou Sy =

(3) En déduire la somme > &°.
k=1

(Indication k=D ot S by = Y a+ Y bk>.
=1 =1 =1 =1

On a
Su=D klk+1) = Z(k2+k) = Zk2+2k
k=1

d’oﬂikz S, — Zk n(n+1)(n+2) n(n+1)

2 (2)

_ 2n(n+ 1)(n+2) 3n(n+ 1)

6
n(n+ 1)[2(n+2)—-3]
6
n(n+1)2n+1)
Zkz 6
Exercwe 3 (7.5pts)

Soit /' : R* — ]1,2] une application définie par :

Vx e R*, flx) = 1+ —L
x € R*, flx) STl

(1) Déterminer £ ({2 }) etf([1,2]).
S V2) ={x e R* /() € (V2}} (0,5)
) e {2} =f(x) =2 ’

1
1

IR

= 1 =
Jx +1

1
= X +1l=——
Jx 71

-z
2 -1



(0,5)

(0,5)

(0,5)

(2,5)

(2)

(0,5)


1 1-42 +1

= x=ﬁ_1—1= N
L oe_2-07 _ (2-v2)(2+1)
CE-1 T () ()
= 5 =2
=x=2
Dou ! ({v2}) = {2}. (1)
f12D) = (o) 1 x e [1,21} (0,5)
e[l,2]=1<x<2
=1< /x <2

=2< X+1<V2+1
= 1 < 1 <
J2+1 x+l 2

= 1+ 1 <1+ 1 <1+

=

(221
B CGCEDIGCED
= ,/— < fix) < 3
- 377 (1)
Dou /([1,2]) = [ V2,3 ]
(2) Montrons que f est surjective.

f est surjective < Vy € ]1,2],3x € R* : y = f(x) (0,5)
Soity € ]1,2]. Cherchons x € R* : y = f(x).

1
= :1
y=fx)=y F R
1
=y—1
AN SR
:ﬁ+1=y1 ,cary > 1.

3
< 2
)_2

== TEa N y-1 -1 (1,5)
= x = (Z;y)z >0 ’
-(5—1) 2
2-y 2 C
Vy € ]1,2],3x = (ﬁ) e R*:y= f(x) < f estsurjective.
(3) f est-elle injective?
f estinjective & Vxi,x2 € R* @ (f(x1) = f(x2) = x1 = x2). (0,5)

Soient x1,x, € R*.

Sx) =f(2) =1+

1

Jxr +1 Jx2 +1

N 1 _ 1
Jxr +1 Jx2 +1

= X +1=/x+1
S (1)
= X] = X2

C’est a dire f est injective.

(3) f est-elle bijective? Si oui, déterminer son application inverse.

Comme f est injective et surjective, alors f est bijective. (0,5)



(1)

(0,5)

(1)

(0,5)

(1,5)

(0,5)

(1)

(0,5)


Et par conséquent /' admet une application réciproque 1.
Ona

Vy € ]11,2],¥Vx € R*,y = f(x) = x = f1(»)

N
Vy € 11,2],Vx € Rty =1+ ﬁ1+1 @x=(2_y).

Donc 7! est définie par :
111,21 - RY
. 2-3)? 0,5
v rim = (1) (0,9)
Exercice 4 (7,5 pts)
On définit dans R* la relation ‘R par :

Vx,y € R*, xRy<= x.y > 0.

(1) Montrons que R est une relation d’équivalence. (O 5)
R est une relation d’équivalence < R est réflexive, symétrique et transitive. !
(i) R est réflexive < Vx € R* xRx (1)

Soitx € R*.Ona x? = x.x > 0, c’est a dire xRx donc R est réflexive.
(ii) R est symétrique < Vx,y € R*, xRy = yRx)
Soient x,y € R*.
xRy = x.y>0=yx>0= yRx (1)
Et par suite R est symétrique.
(iii) R est transitive < Vx,y,z € R*, (xiRy et yRz = xiRz)
Soient x,y,z € R*.
xRyetyRz =x.y>0ety.z>0
= x.y.y.z>0
= xy%z>0
= Xz>0 " cary?>0 (1,5)
= xRz
Ainsi R est transitive.
Conclusion : Comme R est réflexive, symétrique et transitive, R est une relation d’équivalence. (0’5)
(2) Déterminons cl(a) ou a € R*. En déduire 'ensemble quotient R*/R.
Soita € R*.
clla) = {x € R* : xRa} (0,5)
xRa = x.a >0
Deux cas se présentent :
Sia > 0 alors x > 0, par suite cl/(a) = R*™ (1,5)
Sia < 0alors x < 0, par suite cl/(a) = R™
On déduit alors I'ensemble quotient R*/R = {R**, R}, (1)


(0,5)

(1)

(1)

(1,5)

(0,5)

(0,5)

(1,5)

(1)

(0,5)

 <

On a 

 x.z > 0
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