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Fxamen Final

EXERCICE 01 (04p1s):

1) Soit n € N. Montrer par disjonction des cas que n(n? + 2) est un multiple de 3.

2) Montrer par I’absurde que (Vn € N*, 3p € N*: n = p?) = (Vq € N*: 2n # ¢?).

EXERCICE 02 (06pLs):

1. Résoudre dans R I’équation —x2 + x = 0.

2. Pour chaque a € R, resoudre dans R 1’équation —x? + x —a = 0.

3. Soit f : R — R l'application définie par: Pour tout x € R, f(x) = x(1 — x).
f est-elle injectivite ? Est-elle surjectivite ?

4. Montrer que 1'application g : E, +00[ — ]—00, ﬂ définie par g(x) = f(x) est bijective.

EXER(ICE 03 (04p1s):

Soit R la relation définie sur Z par :
Va,b €Z : aRb < (a— b estdivisible par 2 ou par 3).

- Etudier la réflexivité, la symétrie, I’antisymétrie et la transitivité de R. Conclure.

FEXFRCICE o4 (06pLs)c

Soit * la loi de composition définie dans Rpar: Vx,y ER: x*y=x+y + 1—10.
1. Montrer que (IR,*) est un groupe abélien.

2. Montrer que ’application g définie par: g(x) = 5x + % est un homomorphisme du
groupe (RR,*) dans le groupe (R, +).

2n—-1

3.SoitH={ -

,Nn E Z} , Montrer que (H,*) est un sous-groupe de (R,*)

Bon courage




Algeébre 01 (1°7¢ Année LMD 2022-2023)

Corrigé de [Examen final

EXERCICE o1 (4pts) .

1) Soitn €EN.Ona:

1°cas:Si n =3k, aveck €N alors n(n? + 2) = 3k((3k)? + 2) qui est un multiple de 3.
2™ cas:Si n=3k+1avec k€N alors n(n?+2)=CBk+1D(Bk+1?+2)=CBk+1)OOk*+6k+1+2)
=33k + 1)(3k? + 2k + 1) qui est un multiple de 3.
3% cas: Si n =3k +2,aveck € Nalors n(n?+2) =Bk +2)((3k+2)2+2)=Bk+2)(9%?+12k+4+2)
= 3(3k + 2)(3k? + 4k + 2) qui est un multiple de 3
Par suite, dans tous les cas n(n? + 2) estun multiple de 3.............c.cooiiiiiiiiiee e (2pS)
2) Supposons que (Vn € N*,3p € N*:n = p?) et (3g € N*:2n = ¢?).. e e (0.5p1)
Soitn € N*,alors n = p? et 2n = g? avec p,q € N*, ainsi 2p? = g%, d’ou \/_ —E Q, cequi

est absurde car V2 est irrationnel. e e et e ettt n(1.3D1)

Exercice 02(6pts)

1) =x*+x=0 ©x(1—-x) =04 (x =0 ou x =1),doncl’ensemble des solutions S = {0,1}......(0Ip1)

2) —x? + x —a = 0 estune équation de second degré, calculons son discriminant : A= 1 — 4a

Sia> i, alors A< 0, donciln’y apas de solutions dans R. ..............ccccooiiiiiiiiiecei e (0.5p0)
Sia< i, alors A> 0, donc on a les solutions :  x; = 1+ ;_4‘1 et x, = 1- ;_4‘1 eeeeeeemeenen(Ip1)
3) D’aprés I),ona: f(1) = f(0) mais 1 # 0 donc f n’est pasinjective. ..............coccvvceaevneee e (0.5p1)
D’aprés 2), ona: y =1 n’apas d’antécédent, alors f n’est pas surjective. ............c..ccceevveevne. (0.5p1)
4.1) Soient x, x, € E,+00[:
gx1) = g(x) = (1 —x1) = x,(1 — %) = %1 — %, = x,° — x°
= x;— X = (0 = x) (0 +x3) = (61 —x)(x; +x, —1) =0
=@ —x=0o0u (x;+x,—1=0) > (x;=x,) ou (x; =1-—1x,)
1 1 1 1
= (x; = x3) ou (x1=x2 =E)’ car 1-—x,2 =1, -=x ="
Alors g est injective.
4.2) Soity € ]—oo ] d’aprés 2), I’équation g(x) = y admet au moins une solution x dans R.
Ona x — =" 2=¥02 >0 @00 X3 25 i (0.51)
et xp—2 = =TT 20 d00 Xy S 0.5P0)
Alors il suffit de prendre x = 1+— Ecys [ +00[ pour avoir y = g(x).
ALOTS g €St SUITECHIVE. . oeuiie ettt ettt ettt et et e e e e ettt e et e et ee e e e e e e e na(0.5F)

Par suite g est bijective.




EXFRCICE 03 (04PL5)

1) Soit a €Z ona: a—a =0 estdivisible par2 ou par 3, c-a-d: aRa

ALOTS RSt TEIICXIVE. .o

Z) Soient a,b €Z , ona:
aRb = a — b estdivisible par 2 ou par 3
= —(a — b) estdivisible par 2 ou par 3
= b — a est divisible par 2 ou par 3
= bRa

Alors R €St SYMELIIQUE. . ...oooo oot

eereen(0.5p1)

veenenn(Ipt)

3) On a par exemple (6 — 3 est divisible par 2 ou par 3) et (3 — 6 estdivisible par 2 ou par 3) et (3 #6)

Cad: 3a,b€eZ aRb et bRa eta+b.

Alors R n’est pas antiSyMELTIQUE. ...........ooomomoiiee oot

cieeennn(Ipt)

4) On a par exemple (6 — 3 est divisible par 2 ou par 3) et (3 —1 estdivisible par 2 ou par 3) et

(6 — 1 n’est pas divisible ni par 2, ni par 3).
C.ad: 3a,b,c€Z, aRb et bRc et aRc.

Alors R n’est pas tranSitive. ..o

On conclut que R n’est pas une relation d’ordre et n’est pas une relation d’équivalence. ...........

FXFRCICE o4 (06pLs)

1.1) Soient x,y ER, ona: x+y+%€ R c-a-d x*y €eR.
Alors * est une loi interne dans R.

1.2) Soient x,y €ER, ona:
x*y=x+y+1—10=y+x+1—10=y*x

ALOrs * €St UNE 101 COMIMUEATIVE. ..o vt ot e e e e e ettt et et e

1.3) Soient x,y,z € R, on a:

1 1 1 1 1
(x*y)*z=(x+y+1—0)*z=x+y+1—0+z+1—0—(x+(y+z+ﬁ)+ﬁ)

=(x+ D+ g) =x+ O+ 2)

ALOTS % €St ASSOCIALIVE. .. .ot ottt e e e e e e e e e e et e e e e et e e et et e

1.4) Cherchons e E R, telque Vx ER : xxe =e*x = x.

1 1
Ona:x*e=x(=)x+e+1—0=x<:>e=_1_0

i . 1 Y12 .
Puisque —1—10 € R et * est commutative, alors e = 1 est I’élément neutre de la lo1 *..............

1.5) Soit x € R, cherchons x’ € R, telque x *xx' =x" *x = _L
! 10
1

! 1 /A 1 1 1A
Ona:xxx'=——Sx+x+—=—-—"—Sx'"=—x—-
10 10 10 5

..(Ipt)
...(0.5pt1)

....(0.5pt)

.(0.5pt)

(0.5pt)

....(Ipt)

Puisque —x —% € R et * est commutative, alors x’ = —x —% est le symétrique de x par rapport a la loi *.....(Ipt)

Par suite (IR,*) est un groupe abélien.




2) Soient x,y ER, ona:

g(x*y)=g(x+y+1—10)=5(x+y+%)+%=5x+5y+%+%=(5x+%)+(5y+%)=g(x)+g(y).

Alors g est un homomorphisme du groupe (R,*) dans le groupe (R, +). ..coocovveivviivivinceeeeeeveeee i (Ipt)
3)Ona: e = —%Oz% € H. oo (0.5D0)

2n—1 __2m-1 .
, Y = 10’ ona:

Soient x,y € H,alors Inme€Z, x = m

-1 1 2n-1 2m-1 1 2n-1 -2m-—1 2n-1 = -2m-1 1
X*xy =Xx*|—-y—=|= * | — —= )= * = + + —
5 10 10 5 10 10 10 10 10

2(n-m)-1
=%EH, car n—m € Z.

Par suite (H, *) estun sous groupe de (IR,%). ........cooviiiiiiiiiiiiiiiie oot (1 )




