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Examen final (ALG3)

Exercice 1. Soit M € M3 (R) définie par:

3 =2 2
M=12 -1 2
2 -2 3
1. Calculer le polyndme caractéristique de M. (2pts)
2. Trouver le dét (M). (1pts)
3. Déduire que M est inversible ? (1pts)
4 Montrer que M est diagonalisable ? (3pts)

5. Ecrire la matrice de passage P associée a une base pour les espaces
propres des valeurs propres de M. (2pts)

6. Ecrire la matrice diagonale D en fonction de M et P. Déduire que
M = PDP™! (x). (2pts)

7. Calculer M~ en utilisant (). (3pts)

Exercice 2 (intérogation 2). Soit m € R et A € M3 (R) définie par
1 0 m
A=|21 0
01 2
1. Pour quelle valeurs de m A,, est-inversible ? (1pts)
2. Calculer la matrice inverse de la matrice A (2pts)
3. La matrice

Sy

Il
oo
— = O
O O

est -elle diagonalisable ? (3pts)
Bonne chance



Solution 1 1. Calculer Py(\) le polynéme caractéristique de M.

3—X =2 2

Py(\) = det(A—=X)=| 2 —1-X 2 |=-X45\—7\+3=—=(2pnt)
2 -2 3-A
= —-(A=3)(A—1)
2.
3 -2 2
det(M): 2 —1 2 :3.ﬁ(1pnt>
2 -2 3

3. Est ce que M est inversible 7 det(A) = 3 # 0 donc la matrice A est

5. Trouver une base pour les espaces propres associés aux valeurs propres
de f . Il existe deux sous espaces propres

()

T 3 =2 2 x x
E, = {u€R3:Au:u}: y |eR¥: | 2 -1 2 y | =1 v
z 2 =2 3 z z
T 3 —2 2 x 0
= Y eR?: 2 -1 2 Y = 0
z 2 -2 3 z 0
T 2 =2 2 T 0
= Y cR?: 2 -2 2 Y = 0
2 2 =2 2 z 0
T
= Y r=yY—z
z
T T Yy—z 1 —1
Y € FE = Y = Y =yl 1 + z 0
z z z 0 1



Donc Bpg, 11,1 0 et dim(F;) = 20——==(1pnt)
0 1
(b)
x 0 -2 2 T 0
By = {ueR®: Au=3u} = y | eR?: | 2 —4 2 y | =10
z 2 -2 0 z 0
x
= y |eR:y=z2 x=yetx—2y+2=0
z
x
= Y T =y =2z,
z
x x x 1
y | € Bse|y =z ]|=21
z z T 1
1
Done Bg, = 1 et dim(F3) = 1.-——==(1pnt)
1

6. Est ce que M est diagonalisable . Oui, M est diagonalisable car les
dimensions des sous espaces propres et les multiplicités des valeurs propres

7.Ecrire M sous la forme M = PDP~

Comme M est diagonalisable, d’aprés le théoréme vu en cours, il existe
une matrice P € GL3(R) et une matrice D diagonale de sorte que M =
PDP .

Pour P c’est la matrice composée des vecteurs propres comme colonnes,
donc

1 -1 1 -1 -2 -1
P=|(1 0 1 |==(2pnt)etP'= Com(P)y=| -1 1 0
0 1 1 det (p) 1 -1 1

et dans le méme ordre que les vecteurs propres, on range les valeurs
propres dans la matrice



1 00
D=0 1 0 | ====(1pnt) Ce qui donne
00 3
3 -2 2 1 -1 1 1 00 -1 -2 -1
M=PDP'=[2 -1 2 |=[1 0 1 010 -1 1 0 | ====(1lpnt)
2 -2 3 0 1 1 00 3 1 -1 1
8 Calculer M~ par la formule de l’inverse -
1 2 =2 i 2 _2
1 1 3, 3 3
-1 t “2 5
=——FC A)==-| -2 5 =2 | =| = & —% | =—=(1pnt
@M=\ 20 2 5 g ) e
3 3 3

Solution 2 (exercice 2) 1)det (A,,) =2(m+ 1), A est inversible ssi det (A,,) #

2 -4 =2
La matrice des cofacteurs Com (A;) = -1 2 —-=11],
12 1
L1 _ 1
ATl = — Com(A) T8 2t ) —2pnt)
=—Com = -1 = T n
b det (Ay) ' 11 P
2 "1 1
3)det (B—A) = (1-A\2(@2 -\ = d MTha=2 00,
)\2 = 2, Qg = 1
0 -0 -1 x
v = (r,y,2)€E, < (B-NHv'=0&[0 0 -0 Yy
0 1 1 z
T
Jx #0 L
= (2,0,y+z)—(0,0,0)<:>{ . _0 tgv=x(1,0,0) & E; = 0 —=(1pnt)
T 0

& dimE; =1 # a; = B nest pas diagonalisable—~——=(1pnt)



