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Epreuve finale : Algebre 1

’ Les calculatrices et téléphones portables sont strictement interdits

Exercice 1 : (05 points)
Soit a > 0. Démontrer par récurrence que :

VneN:(1+a)" > 1+ na.

Exercice 2 : (07 points)
Soit ‘R, la relation définie sur R par :

Vr,y e R: 2Ry < ' —yt = 22 — %

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Déterminer la classe d’équivalence de 0, en déduire celle de 1.
3. Déterminer la classe d’équivalence de x pour tout réel z.
Exercice 3 : (08 points)

On munit R? de la loi :

(x1,91) * (T2, Y2) = (T122 — Y1Y2, T1Y2 + T2U1).

1. Montrer que (R?\ {(0,0)}, %) est un groupe.
2. Montrer que :

H = {(z,y) e R*\ {(0,0)} : 2” +¢* = 1},

est un sous-groupe de R?\ {(0,0)}.
3. Montrer que f définie par :

flzy) = x4y,
est un morphisme de groupes de (R?\ {(0,0)}, *) dans (C*, x).
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’ Les calculatrices et téléphones portables sont strictement interdits ‘

Exercice 1 : (05 points)
Soit a > 0. Démontrer par récurrence que :

VneN: (14+a)" > 1+ na.

Solution :
Soit a > 0, et notons (P,) la propriété : (1 +a)” > 1+ na.
Pourn=0ona:1=(1+ a)o > 140 x a =1 c’est une proposition qui est

vraie., 0lpt

Supposons que la propriété (P,) est vraie pour le rang (n) et montrons qu’elle
reste vraie pour le rang (n+ 1) 0lpt
. En utilisant I’hypothese de récurrence on a :

(14+a)"=104a)"(1+a)> (14+na)(l+a)=1+(n+1)a+na 0lpt

Or, na? > 0| 0.5pt | donc 1+ (n+ 1)a +na®? > 1+ (n+ 1)a| 0.5pt

Ce qui entraine que

(14+a)"™ > 14+ (n+ 1)a.

Conclusion : (P,) est vraie pour tout entier n € N.| 0.5pt

Exercice 2 : (07 points)
Soit R, la relation définie sur R par :

Vr,y e R: 2Ry < ' —yt =22 — %

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Déterminer la classe d’équivalence de 0, en déduire celle de 1.
3. Déterminer la classe d’équivalence de x pour tout réel z.



Solution :

1. Pour montrer que R est une relation d’équivalence il faut qu’elle soit :
réflexive, symétrique et transitive. La réflexivité est obtenue en remplcant y
par x. En effet :

zt — 2* = 2% — 22, ceci veut dire que Yz € R : Rz, donc la relation R est

réflexive.| 0.5pt

Prenons z,y € R et montrons que xRy = yRz.
Ty JRPY.
= (=1) x (" =) = (1) x (¢ = y°)

ENPY S S R

ce qui implique que yRx. Donc la relation est symétrique. | 0.5pt

Maintenant, on prend x,y,z € R. Montrons que si 2Ry et yRz alors zRz.
On aura deux équations z* — y* = 22 — y? et y* — 2* = y? — 2%, En faisant
’addition on obtient que z* — z* = 22 — 22. Ce qui veut dire que zRz. 0.5pt
Donc R est transitive.

Conclusion : R est une relation d’équivalence. 0.5pt

cl(0) = {y € R/ORy}. 0.5pt

eyl -y =y}~ 1) =005pt|&y=0Vy=-1Vy=1.

Donc on conclut que ¢l(0) = {0, —1,1}. 0.5pt
On remarque que 1 € ¢l(0) donc cl(0) = ¢l(1). 0.5pt

3.

c(z) ={y € R/zRy}|0.5pt

Soit y € cl(x) alors on a :

t—yt=r-y & (2 — ) (2* +9°) — (z +y)(z — y) = 0] 0.5pt

s@-yEt+yr?+y’—1]=005pt|oy=2Vvy=—=aVva’+y’=1

Sy=cVy=-xVy’ =1—22]05pt
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Si 1 — 2% <0 clest a dire x €] — 0o, —1[U] + 1, +0o0[ alors

cl(z) = {z,—x},| 0.5pt ‘

Si1l—12%>0c’est adire x € [—1,+1] alors

c(z) = {z,—z,—v1— 2%, ++/1 — 22}, 0.5pt

Exercice 3 : (08 points)
On munit R? de la loi :

(x1,y1) * (T2, Y2) = (L1272 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1).

1. Montrer que (R*\ {(0,0)}, *) est un groupe.

2. Montrer que :H = {(z,y) € R*\ {(0,0)} : 2> + *> = 1}, est un sous-groupe
de R?\ {(0,0)}.

3. Montrer que f définie par : f(z,y) = = + iy, est un morphisme de groupes
de (R%\ {(0,0)}, %) dans (C*, x).

Solution :
1. Montrons que (R?\ {(0,0)}, *) est un groupe :
Montrons d’abord que la loi * est interne c’est a dire que :

V(al, CLQ), (bl, bz) € Rz \ {(O, O)} : (al, CLQ) * (bl, bg) € R2 \ {(0, O)}

Il faut prouver que V(ay, as), (by, b2) € R*\{(0,0)} : (a1, as) * (b1, b2) = (a1by — asba, ayby +
asby) # (0,0). Supposons le contraire, c’est & dire que J(ay, az), (b1, b2) € R*\ {(0,0)} :

(a1b1 — agbg, a1b2 + CLQb1) — (0, O)

Ceci veut dire que
{ CL1b1 — a2b2 =0 N { CL1b1 = a/2b2

a2b1 aF Cllbg =0 CLle = —a1b2

En divisant terme a terme on aura

aiby . a2y
a2b1 B —albg’
en simplifiant car (b1, b2) # (0,0), on obtient
ap Qg
a  —a’

c’est a dire que a} + a3 = 0 contradiction car (a;,as) € R?\ {(0,0)}.
Conclusion : * est une loi interne dans R*\ {(0,0)}. 0.5pt




a. Montrons que * est associative i.e V(ay,az), (b1, b2), (c1,co) € R?\ {(0,0)} :

(CLl, a2) % ((bl, bg) ES (Cl7 Cg)) = ((al, ag) * (bl, bg)) b3 (Cl, 62). O5pt
Calculons (ay, as) * ((by, b2) * (c1,¢2)).

(a1, a9) * ((by,b2) * (c1,c2)) = (a1, az) * (bicy — baca, byca + bacy)

0.25pt| = (a1(bicr — baca) — ag(bica + bacy), ag(bicr — baca) + a1(bica + bacy))

025pt‘ = (aﬂncl — a16202 — a26102 — CLQbQCl, agblcl — a2b202 + a1b102 + Cblbgcl)

Calculons ((a1, as) * (b1, b2)) * (c1, ¢2).

((a1,a2) * (by,b2)) * (c1,c2) = (a1by — agbe, arbs + ashy) * (c1, c2)

= (01(a1b1 — CLng) — Cg(albg + azbl), Cg(albl — agbz) + (a1b2 + agbl))

025pt‘ = (a1b101 — a16202 — a26102 — CLQbQCl, agblcl — CLQbQCQ + a1b102 + a1b201)

Donc * est associative.
b. Montrons qu’il existe un élément neutre e = (e, e5) dans R? \ {(0,0)} tel que

Y(ai,az) € R?\ {(0,0)} : (a1, as) * (e1,e2) = (e1,e2) * (a1, az) = (a1, as).

(a1, a9) * (e1,€2) = (a1,as) = (a1e1 — ases, ajes + aser) = (ay, as) 0.5pt

a1€1 — G262 = a1
{ A2¢1 + a1€9 = a9
On résoud le systeme on trouve e; = 1 et es = 0. Donc ’élément neutre a droite
e = (1,0). 0.5pt |(I’élément neutre a gauche se déduit de la méme maniere)

c. Montrons que pour tout a = (aj,as) € R*\ {(0,0)}, il existe un symétrique
(a1, a2)" = (a}, a3) dans R*\ {(0,0)}, i.e

(1, ) % (af a5) = (1, €2) = (a}, 0}) * (ar, ) = (1,0)[0.5pt

(a1, a2) x (a}, a3) = (e1, e2) = (a1a; — a2ay, a1ay + aza;) = (1,0)

{ aja)] — agay =1

asa) + ajay, =0




On résoud le systeme on trouve

/ aj / —az
¢ = =2 _10.95pt), a), = —22_10.25pt
L a%#—a%ip 2 a? +d} b

On remarque que si aj = 0 = a; = 0 = as # 0 car (a1,a2) € R?\ {(0,0)}
ce qui donne que af # 0. Inversement, si a), = 0 = as = 0 = a1 # 0 car
(a1,a3) € R%\ {(0,0)} ce qui donne que aj # 0. Donc a} et a, ne peuvent
pas éetre nulles en méme temps, c’est a dire que 1’élément symétrique a droite
(a},ab) € R?\ {(0,0)} 0.5pt (élément symétrique & gauche se déduit de la méme
maniere).

Conclusion : (R*\ {(0,0)},*) est un groupe.

2. Montrons que

H = {(z,y) e R®\{(0,0)} : 2” +¢* = 1},

est un sous-groupe de R?\ {(0,0)}.
a. H=# () car e = (1,0) € H.| 0.5pt
b. Montrons que Y(ay,as), (b1,b2) € H : (ay,a9) * (b},b5) € H ou (b,b,) est le
symétrique de (by, be). Calculons (ay,as) * (b}, b)).

b2 + b3 b? + b3
_ ( a1by X asby —ayby asby )
b2 +03  b3+037 b3+ b3 b+ b3
Puisque (b1, bs) € H alors b} + b3 = 1, donc on a

(a1, ag) * (by,05) = (a1, az) * (

(a1, ag) * (b, by) = (a1by + agbe, —aibs + aghy)

Pour que (ay,as) * (b}, 05) € H il suffit que (a1by + asbo)? + (—aiby + asby)? = 1.
On a:

(a1by + ashy)? + (—aiby + a2b1)2 = a?b? + a2bs + atbs + a3b?.
= a?(b2 4 b3) + a3(b3 + b2).

= (a1 + a3) (b +b3) = 1,

car par hypothese (a1, as) et (by,by) € H c’est a dire que a?+a3 = 1 et b3 +b3 = 1
ce qui nous permet de conclure que (ay,as) * (b},05) € H. 0lpt
Conclusion : H est un sous-groupe de R?\ {(0,0)}.




3. Montrons que f définie par :

fa,y) = = + 1y,

est un morphisme de groupes de (R?\ {(0,0)}, *) dans (C*, x).
f est un morphisme de groupes si et seulement si

V(al,CLQ)*(bl,bg) € RQ\{(O,O)} : f((al,ag)*(bl,bg)) = f(al,ag) X f(bl,bg). O5pt

On a :
f((ar,az) * (b1, b2)) = f(aiby — agby, ar1by + asb)
= a1by — agby + i(a1bs + aszby)
= albl + i2a2b2 + i(albg + agbl)

— al(b1 + Zbg) + iag(bl + 262)

= (a1 -+ iag)(bl —+ Zbg)

= f(ay,az) x f(by,by)01,5pt
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